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Préface

La notion de trace trouve ses origines dans les travaux d’Abel. Dans son
article [1], Abel considére 'intégrale

P
/ r(z,y)dx
Po

d’une 1-forme rationnelle rdx = r(z,y)dx le long d’une courbe algébrique
C' de C2. Ces intégrales, dites abéliennes, sont des fonctions transcendantes
en les coordonnées de p que ’on ne peut a priori pas exprimer a l'aide des
fonctions usuelles. Cependant, des liens peuvent étre établis entre plusieurs
intégrales de ce type, généralisant a d’autres classes de fonctions transcen-
dantes les formules additives classiques des fonctions logarithmes et trigono-
métriques [23]|. L’idée d’Abel est d’utiliser un polynéme @; en (x,y) dont
les coefficients sont des fonctions rationnelles de variables indépendantes

t = (t1,...,t,) € C”, puis de considérer des sommes de telles intégrales
= 3 [ vt
peCNDy

sur les points d’intersection de C' avec une courbe générique D, = {Q; = 0}.
Il prouve le théoréme suivant :

Théoreme d’Abel : la fonction t — I(t) est de la forme I(t) = Q(t)+log R(t)
ot R et Q) sont des fonctions rationnelles de t.

Si Vintersection V' N Dy, = {p1(to),...,pn(to)} est transverse, avec de plus
N = ddegQy, les applications t — p;(t) = (x;(t),y:(t)) sont holomorphes en

to et
dI(t) =) (o(t), yr(t))da,(t ZpT
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au voisinage de o, ou ® = r(z,y)dz. On appelle la 1-forme dI la trace de ®
sur C, notée Tro®. Le Théoréme d’Abel se reformule sous la forme :

La 1-forme Trc® est rationnelle en t.

Les théories fécondes des fonctions elliptiques, hyperelliptiques et jacobiennes
issues des travaux d’Abel (et d’autres) ont trouvé de nombreuses applications
en géométrie algébrique et en théorie des nombres.

Dans leurs articles fondateurs, Griffiths [23| en 1976 et Henkin et Passare
[31] en 1999 prouvent le Théoréme d’Abel-inverse :

St un ouvert U de P™ est réunion de droites projectives, le prolongement a
P" d’un ensemble analytique fermé C de U et d’une q-forme méromorphe ®
sur C équivaut & la rationalité de la trace Tro® L.

L’objectif de cette thése est de revisiter la théorie de la trace et les problémes
d’inversion a 'aide de I'utilisation systématique du calcul résiduel, qui ap-
parait déja dans les deux articles cités ci-dessus. Ce travail se décompose en
deux parties, I'une dans le cadre projectif et 'autre dans le cadre torique.

Dans la premiére partie, on montre comment la théorie des résidus permet
le calcul effectif de la trace d’une forme méromorphe sur une hypersurface
analytique et on obtient une caractérisation algébrique des formes traces en
se ramenant au cadre élémentaire du calcul résiduel d’une variable. En consé-
quence, une version plus forte du théoréme d’Abel-inverse que celle donnée
dans [31] est prouvée : un germe de trace de forme méromorphe sur une hy-
persurface analytique est rationnel en les variables ne correspondant pas a la
pente si et seulement s’il se prolonge en la trace d'une forme rationnelle sur
une hypersurface algébrique. La preuve s’appuie sur des mécanismes algé-
briques d’inversion et sur une équation différentielle de type "onde de choc"
vérifiée par les coefficients de la trace. Le théoréme de Wood [39] donne
une condition nécessaire et suffisante pour qu’une collection de germes d’hy-
persurfaces soit incluse dans une hypersurface algébrique. On établit le lien
logique de cet énoncé avec le théoréme d’Abel-inverse. Enfin, on obtient une
nouvelle méthode pour calculer la dimension de ’espace des formes abéliennes
de degré maximal sur une hypersurface de P" (voir [30]).

LGriffiths montre ce théoréme dans le cas Tro® = 0 et Henkin et Passare dans le cas
local, obtenant le cas rationnel en corollaire.
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Dans la seconde partie, on étend certains des résultats obtenus au cadre to-
rique. Si U est un ouvert de P" qui n’est plus concave, il est nécessaire de
considérer une famille rationnelle {C;, ¢t € C"} de courbes de degré suffi-
sament élevé pour que I'intersection d’une hypersurface algébrique V' C P
avec une courbe C} puisse étre incluse dans U, condition nécessaire pour les
théorémes d’Abel et d’Abel-inverse. Ce type de généralisations est développé
par Bruno Fabre dans [18]. Cependant, la compactification projective de C"
n’est pas toujours appropriée si les supports (fixés) des polynomes définissant
la courbe C} sont quelconques. De plus, pour les problémes d’inversion, I'es-
pace projectif ne permet qu’une caractérisation grossiére du comportement
asymptotique de V' en terme des traces. Ces considérations m’ont motivé a
généraliser la théorie de la trace dans les variétés toriques complétes lisses,
compactifications de C" ou (C*)" plus fines que P".

Si X est une variété torique lisse compléte [20], on associe a toute famille
de fibrés en droites (Li,..., L) un espace dual X* = X*(Ly,..., L) pa-
ramétrant 'espace des sous-variétés C' de X de type (Ly,..., L), i.e de la
forme

ou |L;| est le systéme linéaire complet associé au fibré L;. L’espace X* est
isomorphe & un produit d’espaces projectifs et remplace la grassmanienne
utilisée dans le cas projectif. Les notions de variété d’incidence, de concavité,
d’espace dual et de trace abordées dans la premiére partie trouvent naturel-
lement leur généralisation a ce cadre plus étendu, faisant toutefois apparaitre
des sous-variétés (Lq,. .., Ly)-dégénérées V pour lesquels I'application trace

Try : C(V) — C(X7)

est triviale. La condition de dégénérescence d’une variété k-dimensionnelle
V' C X ne dépend que de sa classe dans le groupe de Chow Ai(X) (et de
celle des fibrés L;) et se caractérise grace a la géométrie combinatoire (Théo-
réme 2.1, page 74 et Théoréme 2.3, page 78). L’utilisation systématique des
courants résiduels permet d’étendre au cadre torique les résultats de la pre-
miére partie : équations d’onde de chocs, lemme de prolongement, role des
coefficients extrémaux, degré des traces, réduction au calcul résiduel d’une
variable. Si la famille (Lq, ..., L,_1) est trés ample, on obtient finalement la
version torique des théorémes de Wood et d’Abel-inverse dans le cas d’une
hypersurface V' qui permet une description plus précise du support du poly-
nome définissant la restriction de V' a C”.
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Introduction

Soit X une variété analytique complexe de dimension n de faisceau struc-

tural Ox. On note Q% (resp. M) le faisceau des (g, 0)-formes holomorphes
(resp. méromorphes) sur X.
Pour tout ouvert U de X, on note C’FS;C)(U) lespace des formes-test C* de
bidegré (r,s) a support compact dans U. Le courant d’intégration associé a
un sous-ensemble analytique fermé V' de U de dimension k, est un courant
noté [V], supporté par V, positif, fermé, de bidegré (n — k,n — k), qui agit
sur CF,S;,;(U) par intégration sur la partie réguliére de V.

Une ¢-forme méromorphe ® de U définit une forme méromorphe sur V' si son
lieu polaire pol () intersecte V' proprement. On note M le faisceau sur V'
correspondant. Le courant

T:0— WY
V\VNpol ()
est naturellement défini sur C’F,:fq’k)(U \ V N pol(®)). Si g est une fonction
holomorphe dans U qui vérifie V Npol (®) C {g = 0} avec de plus dim ({g =
0} N V) < dimV, il est montré dans [10], [32] que ® est méromorphe sur V/
si et seulement si le courant valeur principal

0 — lim dAG

=0 J(v\Vnpol (®))n{|g|>e}

existe et prolonge T' & U indépendamment de g en un courant [V]A® supporté
par V. On dit que ® est réguliére ou abélienne en p € V si ce courant
est O-fermé en p et on note wy, le faisceau sur V correspondant [2]. Si V
est lisse, on a w{ = Qf, mais en général, une forme réguliére sur V est
restriction a V' d’une forme méromorphe ¢ dans I’espace ambient qui peut
ne pas étre holomorphe au voisinage de V' : les singularités de V' compensent,
dans certains cas les poles de @ ([2, 31]).



On note P™ 'espace projectif complexe. Un ouvert U C P" est dit linéaire-
ment concave (ou l-concave) si par chacun de ses points passe une droite
incluse dans U. Dans ce cas, le dual U* est un ouvert non vide de la grass-
manienne G(1,n) constitué des droites incluses dans U et on peut définir la
variété d’incidence au-dessus de U

Iy ={(z, L) eUxU"; z€ L},

munie des projections naturelles py et qu sur U et U*. Puisque py est une
submersion et gy est propre (la propreté de gy, cruciale ici, est liée a la
compacité de l'espace projectif), on peut définir pour tout sous-ensemble
analytique fermé V de U et toute g-forme méromorphe ® sur V' le courant
sur U*

A A [V]) = qu(pp (2 A [V])),
que l'on appelle la transformée d’Abel-Radon de ® A [V].

Si V est de codimension 1, une droite Ly générique coupe V transversalement
en d points distincts pi(Lg),...,pa(Lo) (ces derniers sont en nombre fini
localement constant, grace a la compacité de I'espace projectif). Dans ce cas,
les applications L — p;(L) sont holomorphes au voisinage de Ly et on a
I’égalité

A@ A VL) =) (L),

=1

Par le théoréme d’Abel généralisé [31], ce courant est une g-forme méro-
morphe sur U*, que 'on appellera la trace de ® sur V', notée Try (P) 2.

Soit (X7 :Xy:-+: X, 1:Y : Z) un systéme de coordonnées homogénes sur
P™ pour lequel la droite Ly := {X; = -+ = X,,_1 = 0} est incluse dans U et
coupe V transversalement en une collection finie de points n’appartenant pas
a 'hyperplan a l'infini Z = 0. On peut dans ce cas utiliser les coordonnées
affines (z,y) = (z1,..., Tp_1,y) == (S, .., X}” , ) au voisinage de V N Lo.
Toute droite voisine de Lg est définie par 'annulation des fonctions affines

Li(z,y,a,0) :=x; —ay —b;, i=1,....,n— 1.

2en général la trace d’un courant désigne son image directe par une application propre
sur son support. La trace de ® sur V correspond ici & 'image directe via qu du courant
pi (@ A [V]) sur U*.
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On note (a,b) = (a1,...,a,_1,b1,...,b,_1) les coordonnées dans I'ouvert de
G(1,n) correspondant et L, la droite projective ainsi définie.

On rappelle au Chapitre 1 certains outils de la théorie des résidus : cou-
rants résiduels, résidus de Grothendieck, théoréme de dualité. L’équation de
Lelong-Poincaré, liant courant d’intégration et courant résiduel permet d’ob-
tenir une formule résiduelle pour la trace qui motive 'utilisation du théoréme
de dualité pour les problémes d’inversion.

Au Chapitre 2, on caractérise les germes de (n — 1)-formes méromorphes en
Ly € G(1,n) qui sont la trace d'un germe de (n — 1)-forme méromorphe @
sur une collection (encore notée V') de germes d’hypersurfaces analytiques le
long de la droite Lj. On se raméne pour cela au cadre polynémial pour tester
le théoréme de dualité sur un nombre fini de fonctions-tests. On montre que
la donnée du couple (V, ®) équivaut a la donnée d’un couple de polynomes
(F,H) a une variable de degrés respectifs d et d — 1, a coefficients dans le
corps des germes de fonctions méromorphes en (a,b) = (0,0) € G(1,n),
vérifiant une équation différentielle du type onde de choc. Les coefficients
des polynomes F' et H sont uniquement déterminés par un systéme linéaire
non dégénéré dont les coefficients sont des sommes complétes de résidus.
Cette équivalence donne deux résultats importants. D’une part, le couple
(F, H) permet de caractériser uniquement le couple (V, @) en terme des traces
Try (y*) et Try (y*®), pour k = 0,...,2d — 1 (ou d := Try 1), calculées
suivant une famille de droites de méme direction. 3 D’autre part on obtient
une formule résiduelle algébrique de la trace de ® sur V' qui caractérise les
germes de traces. Les coefficients s’obtiennent par des calculs de résidus de
fonctions rationnelles d’une variable, c¢’est-a-dire un calcul de reste dans une

division euclidienne (cette approche se trouvait déja esquissée dans l’article
de P.A. Griffiths |23]).

Le chapitre 3 est consacré aux applications de ces résultats. Le théoréme
d’Abel-inverse, prouvé par Henkin et Passare (1999, [31]), stipule dans sa
version globale qu’il faut et il suffit que la trace de ® sur V_soit rationnelle
pour que V soit incluse dans une hypersurface algébrique V (de degré d =
Try 1) et que ® se prolonge en une forme rationnelle sur V. Ce résultat est
prouvé par Griffiths dans le cas de la trace nulle dans 23], auquel cas la forme
® se prolonge en une forme abélienne sur V. On dégage les mécanismes mis

3En restreignant & une seule projection, on retombe sur le concept de trace usuel
originellement développé par Barlet [2].



en jeu dans les problémes d’inversion et on montre que la rationalité de la
trace en b = (by,...,b,_1) pour tout a voisin de 0 suffit pour aboutir aux
mémes conclusions. On montre ensuite le lien avec le théoréme de Wood [39]
qui affirme qu’il est équivalent que V' soit algébrique de degré d et que la
trace de y soit affine en b. On prouve que la rationalité en b de la trace d’une
n—forme méromorphe quelconque implique que la trace de y est affine en b.
Pour finir, la caractérisation résiduelle des formes traces permet de retrouver
la dimension de I'espace wis ' des n — 1-formes abéliennes (i.e. de trace nulle)
sur une hypersurface algébrique V' (voir [30] pour une preuve via les tissus).

La majorité des démonstrations et des mécanismes mis en oeuvre s’appuient
uniquement sur des calculs de résidus de polyndmes, c’est-a-dire des restes
de divisions euclidiennes dans I'anneau des polynomes. En ce sens, on peut
parler de I'aspect algébrique du théoréme d’Abel et de son inversion, et plus
généralement du concept de trace. Les résultats présentés dans cette premiére
partie s’inspirent des travaux d’Alain Yger [40], |[41]. Des idées similaires ont
été développées récemment et indépendamment par Bruno Fabre dans le cas
plus général des courants localement résiduels [19].



Chapitre 1
Généralités

1.1 Calcul résiduel

On garde les notations de 'introduction. Soit U un ouvert de X et fe
Ox(U). Le courant valeur principale [7] (voir [32]) agit sur ¢ € C° (U)
par :

(nm)

<[fos-mf 3

Par le théoréme de Stokes, le courant résiduel 8[%} agit sur ¢ € C'(nn 1)(U)
par :
~r1
< 0[ } Y >=lim %
S 0 Jfj= [

Plus généralement, si fi, ..., fx est une suite quasi-reguliére de Panneau Ox (U)
(ce qui équivaut a I'exactitude du complexe de Koszul associé, sauf éventuel-
lement au degré 0, ou encore au fait que fi, ..., fr définisse une intersection
compléte dans U, [41]), on peut définir (voir par exemple [10], [32], [34]) le
courant résiduel de Coleff-Herrera

[ . } 1 7[ 1 } 5[ 1 }

S T |

firoo Ik (227) fi Ir

ot 'on utilise ici les notations standard. Ce courant est O-fermé, supporté
par V = {fi = -+ = fr = 0} et nul sur les formes-test a coefficients

anti-holomorphes. 1l est lié au courant d’intégration [V]| par la formule de



8 Généralités

Lelong-Poincaré

V=5 1) a[fl] [;’j ANdfy A - A dfs.

Un outil majeur du calcul résiduel est le théoréme de dualité : si U est un
domaine d’holomorphie et g, fi, ..., fr une suite quasi-réguliére dans Ox (U),
alors h € Ox(U) est dans l'idéal (f1,..., fx) si et seulement si le courant

glolg]ne ol

est nul sur les formes-test O-fermées au voisinage de V. Ce théoréme s’ap-
plique notamment dans les anneaux locaux des germes de fonctions holo-
morphes. Le pendant algébrique de ce résultat dans le cadre élémentaire du
calcul résiduel en une variable est une conséquence de I’algorithme de division
euclidienne : si F' € C[Y], alors H € C[Y] est divisible par F si et seulement
si

k
Res [Y [;dY]:(]? Vk=0,...,deg FF—1.
Soit p = (x1,...,%n_1,y) € X et f1,..., fn une suite réguliére dans ’anneau

Ox,p des germes de fonctions holomorphes en p. Pour tout h € Ox,, on
appelle résidu ponctuel (|24], Chapitre 6) en p de la n-forme méromorphe

w= W (o dx =dxy A -+ ANdx,_1) le complexe
() 1 / hdx N\ dy
res,(w) .= ——
P (27/7-‘-)71 |f1|=€1,. | fr]=€n fl fn
(ce nombre ne dépend pas de (€1, ..., €,) pour les ¢; suffisamment petits par

le théoréme de Stokes). Plus généralement, si h € Ox(U) et fi,..., fn est
une suite quasi-réguliére dans ’anneau Ox(U) ayant pour zéros en commun
D1, .-, Pr, le résidu global (dans U) de la n-forme méromorphe w := W
est le complexe Y :_, res,,w. Résidus ponctuels et courants résiduels sont liés

par l'égalité :
a hdx A dy
w = Res
Zresplw |:f17f27"'af:|

i=1



Lien avec la trace 9

1.2 Lien avec la trace

On suppose maintenant X = P" et on garde les notations de l'intro-
duction. Soit U C P" un ouvert linéairement concave contenant la droite
Lo :={xy =+ =x,_1 = 0}, V une hypersurface analytique de U coupant
proprement Ly et ® une g-forme méromorphe sur V. On note [I;] le courant
d’intégration sur U x U* associé a la variété d’incidence I;. On peut explici-
ter dans des cartes affines de la grassmannienne les coefficients de la ¢g-forme
méromorphe

Try® = qu.(py ([V] A ©)).

oo,C

Pour toute forme-test ¢ € 0(2(7n71)7q’2(n71))(U*), on a
(T (@).9) = [ @) nela)

_ / (5" (V). 0)] A pis [@]) A g () (., a,b)

_ /U V) A ) 0,0) A D) A plab)

Le courant T := [V (z,y)] A [{u(z,y, a,b)] A ®(x,y) est un (g + n,n)-courant
sur U x U* d'image directe qu.T = Try®. On note {f(z,y) = 0} I’équation
de V au voisinage de V' N Ly (f est holomorphe au voisinage de V' N L)
pour (a,b) proches de (0,0) € U*). La formule de Lelong-Poincaré donne au
voisinage de (0,0) € U* lexpression locale de T’

n—1 1
T = ﬁ@ Adf A ( /:\1 d(x,y,a,b)zi) A E[ﬂ A ( /:\1 Beat) [H )

Ces calculs se généralisent naturellement pour les intersections complétes de
codimension plus grande que 1. Examinons deux cas particuliers.

1. ® est une fonction sur V'
h
g
g sont holomorphes au voisinage de V, avec dimV N {g = 0} < dimV et
VNn{g=0}NLy=0. Le courant Try® agit sur des formes-tests de U* de

degré maximal, d’ou 'égalité

On suppose que ¢ = ( )\V est une O-forme méromorphe sur V ou h et

1

1 hy =17 "V o1l e .
(Try®, @) = Gy /UXU* [5]/\8[?}/\ ey [l—j/\df/\(i/:\l d(m,y)li> AGp.

=1
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Par le théoréme de Fubini, puis par dualité, I’expression de la trace de ® au
voisinage de (0,0) € U* devient

Try® — <<L H 5 H A n: Tioy) [H R J(f, Dda A dy>

2im)r Lgd Lfd 1
oudr=dry N -Ndx,_1 et J(f, 1) := -l a;0y, f + 0, f désigne le jacobien
de Papplication (x,y) — (f,l1,...,ln_1)(x,y). Pour (a,b) voisins de (0,0) €
U*, les fonctions holomorphes (f, 11, ...,1l, 1) définissent un ensemble fini de

points {p1(a,b),...,pa(a,b)} dépendant holomorphiquement des paramétres
(a,b) qui ne rencontre pas I'ensemble {g = 0} ; pour de tels (a,b), la trace de
% sur V' coincide avec le résidu global de Grothendieck dans U de la n-forme
méromorphe

gj(f,z)dmdy
fli-oolny

Seules les équations de V' au voisinage des p;(a, b) interviennent dans le calcul
des résidus ponctuels, ce qui permet d’écrire

%J(f, Ddz A dy}
fili, ool

w(a,b) =

Try® = Res [ (1.1)

pour tout (a,b) voisins de (0, 0).
2. O est une forme méromorphe de degré mazximal sur V'

Puisque V' ne contient pas la droite verticale z = 0, la fonction 0, f n’est pas
identiquement nulle sur V, ce qui permet de supposer & = m(x,y)dx pour
une fonction m méromorphe sur V. Dans ce cas, on fait agir le courant 7" sur
des formes-test de U x U* de bidegré (n —1,2(n — 1)) (en les variables (a, b)
ici) et on a

B my” Oy f dx N\ dy
Try () = kZRes { foen < 3 :I:da;/\de>
—0 \T|=k ,|J|=n—1—k, InJ=0
(1.2)
ou I = {iy,...,i} et J = {j1,..., Jn—1-&} sont des multi-indices ordonnés

de {1,...,n—1}, |I|, |J] leurs cardinaux et da; Adb; := A} da;, N\jZy " dbj,,.

Remarque 1.1 On retrouve une formule prouvée par P.A. Grifliths dans [23].



Chapitre 2

Caractérisation résiduelle des
formes traces

On note O 'anneau factoriel (resp. M le corps) des germes de fonctions
holomorphes (resp. méromorphes) a Lorigine (a,b) = (0,0) de C*™~1 et
Lo C P" la droite projective correspondante.

Définition 2.1 On note V l’ensemble des cycles effectifs (combinaisons for-
melles finies a coefficients entiers positifs) de germes d’hypersurfaces ana-
lytiques 7y irréductibles le long de Lo N {Z # 0} (i.e en différents points
P = (0,yp) € LoNC"), avec dim(y N Ly) = 0. Tout élément V €V admet
une décomposition unique V = ZpeLo Vp ot Vp =, kipVp,; est une com-
binaison N-linéaire de germes d’hypersurfaces analytiques irréductibles dis-
tincts en P. On note |V| le support du cycle V' et Viea CV le sous-ensemble
des cycles réduits, pour lesquels k; p € {0,1} pour tout i et tout P.

Définition 2.2 Pour V € Vi on note C(V) l'anneau des fonctions méro-
morphes sur V et M9(V), q € {1,...,n — 1} ’ensemble des (q,0)-formes
méromorphes sur V.

Soit V' € V un germe irréductible en un point P = (0,yp) de Ly. Dans ce
cas, V.={f =0} o f € C{z,y — yp} est un germe de fonction holomorphe
réduit en P. Puisque dim(V N Ly) = 0, la fonction y — f(0,y) n’est pas
identiquement nulle. Son ordre d’annulation d en y = yp est par continuité, le
nombre de zéros de la fonction holomorphe y — f(z,y) pour x voisin de zéro.
On appelle d := deg(V') le degré de V', notion que 'on étend naturellement a
V par linéarité. L’ensemble V est ainsi muni d’une structure de semi-groupe
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gradué (on rajoute I'ensemble vide de degré 0 pour avoir un élément neutre).
On suppose que I'équation {f = 0} d’'un germe V prend en compte les
multiplicités de chacune des branches de V.

Remarque 2.1 SiV € V,.q, Uentier d est le degré du revétement analytique (V, 7, I) ou
I est un ouvert suffisamment petit de C"~! centré en x = 0 et 7 est la projection verticale
(z,y) — 2. SiV ={f =0} ot f est un polynéme, d ne coincide a priori pas avec le degré
de f : le degré du germe en 0 de I'ensemble V = {y? — 2% = 0} est 2 alors que le degré de
f est 3 (correspondant ici au degré de la projection (z,y) — y).

Ce chapitre a pour but, d’une part de caractériser les éléments de V en
termes de traces de mondmes (Théoréme 2.1), d’autre part de donner une
caractérisation résiduelle des germes de n— 1-formes méromorphes en (0,0) €
G(1,n) qui sont la trace de germes de (n — 1)-formes méromorphes sur un
cycle réduit V' (Théoréme 2.2).

2.1 Construction du polynéme F

Soit V' = {f = 0} € V un germe irréductible en P € Ly, de degré d
et f(y,mb) = flay +b,y) € O{y — yp}. La fonction fest irréductible et
réguliére de degré d en y—yp. Par le théoréme de préparation de Weierstrass,
il existe un unique polynoéme unitaire irréductible @ € O [Y] de degré d et
u € O{y —y,} inversible tels que :

f(ya a, b) = Q(yv a, b)u(yv a, b)
avee Q(y,0,0) = (y — yp)? et ulyp,0,0) £ 0.
Lemme 2.1 Soit h € C(V). Sous les hypothéses précédentes, on a l’égalité

_ h(ay +b,y) 9,Q(y, a,b) dy
Try (h) = Res [ Q(y,z, b) } :

En particulier, on a l’égalité deg V' = Try (1).

Preuve. On introduit une fonction plateau 6 valant 1 au voisinage de V. Par (1.1),
I'expression de la trace devient

Try (h) = Res [e(a:, y) h(z,y) J(f, 1) dy Adxy A--- A dxn_l] |

f7$1 — a1y — bl?' -y Ip—1 — An-1Y — b’n—l
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La fonction

est combinaison linéaire des [; & coefficients semi-méromorphes en (0, yp,0,0). Par
le théoréme de dualité, on a alors

[0 h(x,y) J(f,1)(x,y,a,b) dy A dx
i oty ot
O(ay +b,y) h(ay +b,y) J(f,1)(ay + b,y,a,b) dy A dx

= Res
f(ay+ ba Z/)a$1 — a1y — bla ceey p—1 — Gn-1Y — bnl:|

Try (h) = Res

_ R [0(ay + b,y) h(ay +b,y) J(f,l1,... ln_1)(ay + b,y,a,b) dy]
= Res ,
flay +b,y)

oll les égalités sont dans M. De I’égalité

n—1
J(f7 l)(ay =+ ba Yy, a, b) = (Z alal'zf + ayf) (y7 a, b) = any(yv a, b)7
1

o f(yv a, b) = Q(yv a, b)u(yv a, b)7 on déduit

0(ay +b,y) h(ay + b, y) Oy f(y, a,b)dy

f(y,a,b)

~ Res [9 h(ay + lg) y) 0,Q dy} © Res [9 h(ay + 1; y) Oyu dy] ;

la fonction u est inversible sur le support de y — p(ay +b,y) et le deuxiéme terme

Try (h) = Res

de la somme est nul; les zéros de @ sont localisés au voisinage de l'origine et la
fonction plateau devient inutile dans le premier terme de la somme, ce qui fournit
la formule souhaitée pour la trace Try (h). O

Si maintenant V =V; +--- 4+ V, € V est une somme de germes irréductibles
Vi = {fi(x,y) = 0} distincts deux a deux, on définit comme précédemment
les fonctions @Q; € O[Y] associées aux f; et, en posant Q = Qi ---Qy, on
obtient :

Try (y*) = Z Res {yk Oy Qi dy] = Res {yk 32262 dy] )

Par le théoréme d’Abel, les germes wu;, := Try (y*) sont holomorphes en
(a,b) = (0,0), avec Iégalité uy = deg Q = d.
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Lemme 2.2 La matrice d X d suivante A a coefficients dans M

Up UL - Ud—
U’l u2 PR ud
A =
Ug—1 Ug -+ U2d-2

est non dégénérée sur le corps M. Plus précisément, on a Det A(a,b) =
Disc Q(a,b), ot DiscQ est le discriminant de Q.

Preuve. Soit E I'endomorphisme associ¢ & A et ¢ = (09,...,04-1) € M% un
d-uplet solution de E(o) = 0. Cette condition se traduit par

Yk(o-d—lydil +e JIY =+ UO) ayQ(Ya a, b) dy

Res Q(Y,a,b)

=0, k=0,...,d—1.

Par le théoréme de dualité, on a (o4_1Y? 1 + - + 1Y + 00)9,Q € (Q), soit
o = (0,...,0) par le lemme de Gauss puisque @ est sans facteurs multiples et
deg@ = d; on voit par ce biais que Det A(ag,by) = 0 si et seulement si les po-
lynémes 0,Q(Y, ag, bo) et Q(Y,ap,bp) ont une racine commune. Pour (a,b) géné-
riques, le polynoéme Q a d racines yi(a,b),...,yq(a,b) distinctes et on a A = SS
ou S = (yg)ogi,jgdq est la matrice de Vandermonde des racines de @, d’ou
Det A(a,b) = DiscQ(a,b). O

Remarque 2.2 Le germe holomorphe DetA s’annule en (a, ) si et seulement si ’applica-
tion y — f(ay+b,y) a une racine multiple. Géométriquement, la droite L) est tangente
a V ou contient un point singulier de V.

On note U [Y] C O[Y] lensemble des polynomes unitaires vérifiant les n
relations

O F —YOFe(F), i=1,n—1. (2.1)

Lemme 2.3 L’ensemble U [Y]| admet une structure de semi-groupe (multi-
plicatif) gradué avec la graduation naturelle qui hérite de la factorialité de
lanneau OlY].
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Preuve. Si Fy et Fy sont deux facteurs de I vérifiant
O0a, Fj — YO Fj € (F;) j=1,2,
leur produit vérifie
00, (F1E>) — Y 0y, (F1 Fy) = Fy(00, F1 — Y0y, 1) + Fi(04,F> — YOy, F») € (F1 Fy)

pour tout i = 1,--- ,n — 1, ce qui donne & U [Y] une structure de semi-groupe
(multiplicatif) gradué avec la graduation naturelle. Il reste & montrer la factorialité.
Soit F' € U[Y] et soit F = Flk1 .-« FFs sa décomposition dans I’anneau factoriel
O[Y]. 1l suffit de montrer que tout facteur irréductible F; de F vérifie (2.1). En
posant F' = FlklP, on a

O, ' — YOy, F = FF'(8,,P — Yy, P) + kFF' " P(8,,Fy — Yy, F1) € (FM P).

Ceci implique lefl—lp(aaiFl —Yo F1) € (Flkl) pour tout ¢. Or, P est premier
avec Fy d’ou 04, F1 — YO, F1 € (F1), ce qui achéve la preuve du Lemme 2.3. O

Proposition 2.1 I existe un isomorphisme de semi-groupes gradués
Im:v —ulyl.
Preuve. Soit V = {f =0} € V irréductible de degré d. On définit

(V) :=Y%— oy 1YL ... 4 (=1) gy,

ot (04_1,...,00) € M est I'unique solution du systéme linéaire (S)
Ug—104—-1 + -+ -+ (—1)d_1uO0'() = Ugq
ugg—204-1 + - + (=1 tug_100 = ugq-1,

systéme de Cramer d’apres le Lemme 2.2. Le polynome F' = II(V') vérifie donc

k
Res [y F%Qdy} =0, k=0,---,d—1,

et F'0,Q € (Q) par le théoreme de dualité. Or @ est irréductible (car V lest),
unitaire, et degQ) = degF', d’ou Q) = F. Pour f = u(Q définie précédemment, on a

0=00,f —Y0,f = (00, F — YO F)+ F(Oyu—Ydu), Yi=1,...,n—1



16 Caractérisation résiduelle des formes traces

et F divise 0, F — YO, F' dans O[Y] pour tout ¢ = 1,...,n — 1, soit ' € U[Y].
Cette construction s’étend par multiplicativité au cas de V' € V quelconque et
Papplication I : V — U [Y] est un homomorphisme de semi-groupes gradués.

Surjectivité de I1. Soit F' € U [Y], irréductible de degré d. Le polynome F(Y,0,0)
a dans ce cas une unique racine yp de multiplicité d : F(Y,0,0) = (Y —yp)?. La
fonction (z,y,a) — G(x,y,a) := F(y,a,x — ay) € C{z,y — yp,a}, est réguliére
de degré d en y — yp. Puisque F est unitaire et vérifie (2.1) , on a G € (0,,G) et
Pordre d’annulation en a; = 0 de a; — G(z,y,a), donné par I'intégrale

i a@zG(x7y7a/) da/27

2i Jjg;j=e G(2,9,0)

est nul pour (z,y) voisin de (0,yp) puisque la fonction sous I'intégrale est holo-
morphe pour e suffisamment petit. Par utilisations successives du théoréme de
préparation de Weierstrass (on élimine les variables a;, ¢ = 1,...,n — 1), on
montre existence d’un germe unique (& inversible pres) f € C{x,y — yp} ré-
guliere de degré d en y et d’'un germe inversible ¢ € C{x,y — yp,a} tels que
G(x,y,a) - f(xay)Q(x7y7a)' On a

Fy,a,b) = Glay + b, y,a)qg” (ay + b,y,a) = F(y,a,b)q” (ay + b,y, a)

et le germe V = {f = 0} € V vérifie F = II(V), irréductible puisque F' Dest.

Injectivité de I1. Soient Vi = {f; = 0} et Vo = {fo = 0} deux germes irréductibles
en deux points Py = (0,yp,) et » = (0,yp,), de méme image F' par II. Dans ce cas,

fl (yv a, b) = F(y7 a, b)ul (ya a, b) dans O {y—ypl} et f2(y7 a, b) = F(yv a, b>u2 (ya a, b)
dans O {y — yp,}. Puisque F est irréductible, F(y,0,0) = (y — yo)¢, dou P = P.
Les fonctions f.l et fg sont définies au voisinage d’un méme point et sont égales a
un inversible prés; par conséquent fi(z,y) et fo(x,y) également, et V3 = Vo, O

Remarque 2.3 Si V = {f = 0} (les multiplicités prises en compte), les coefficients de

F = TI(V) sont les fonctions symétriques élémentaires en les racines de y — f(y,a,b),
polynomes en les traces up = Tryy*, k=0,--- ,d.

Remarque 2.4 L’intersection V' N L est impropre si et seulement si f € (x1,...,%Tp_1)-
Dans ce cas F' = II(V) est dans 'idéal engendré par Y +b;/a;, i = 1,...,n—1; ce polynome
vérifie (2.1) mais ses coefficients ne sont plus holomorphes en (a,b) = (0,0). Cependant,
on verra au Chapitre 3 que le lieu polaire des coefficients d’un élément, de M [Y] vérifiant
les conditions (2.1) ne dépend pas de b.
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2.2 Construction du polynéme H

Soit V' € Vyeq un cycle réduit de degré d et F = TI(V). On note Mg [Y]
’ensemble des polynomes H € M [Y] de degré d — 1 vérifiant les relations

OuH—-YO,HeE (F) Vi=1,...,n—1. (2.2)
Proposition 2.2 I existe une bijection
p:C(V)— Mpl[Y].

Preuve. On suppose dans un premier temps que V est constitué d’un seul germe
en P = (0,yp). Soit h € C(V). La construction de p est analogue a celle de IT mais
on considére cette fois le systéme (Sy) suivant (les 7; sont les inconnues) :

upro  + -+ Ug-1Tg-1 = Vo

Ug—170 + -+ Ud-2Tg—1 = Vg—1

ott vy == Try (y*h) € M, k =0,...,d— 1. L'unique solution 7 := (79, ..., 74_1) de
ce systéme de Cramer (Lemme 2.2) est un vecteur de M<. On pose

H(Y,a,b) :=14_1(a, b)Y + ... 4 71(a, b)Y + 79(a,b) € M[Y].

Par construction, on a :

d—1 ,

H(y,a,b)y* 8,F (y,a,b) dy] [y’“”a F(y,a,b) dy]

Res v S 7;Res Y
F(y,a,b) g F(y,a,b)

d—1
= E Tilk4i = Uk
0

_ Res [yk h(ay +b,y) 0y F dy}
F(y,a,b)
pour k = 0,...,d — 1. Puisque d = degy F, la division euclidienne de y* par F
et le théoréme de dualité permettent d’étendre cette égalité a tout & € N, égalité
restant donc valable si on multiplie les deux numérateurs par un élément quel-
conque de O{y — yp}. La fonction h est restriction & V' d’un germe de fonction
méromorphe en P qui admet un dénominateur £ € Opn p (puissance d’'un déno-
minateur universel 0 ne dépendant que de V' d’apres le théoréme d’Oka [31]); si
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Pon pose 7(y,a,b) = £(ay + b,y), il résulte du théoréme de dualité que la fonc-
tion (y,a,b) — 7(y,a,b)(H(y,a,b) — h(ay + b,y))0yF est dans I'idéal (F) dans
O{y—yp} et il existe ¢ € O{y — yp} telle que

q(y,a,b)

H(y,a,b) = h(ay +b,y) + (g, a.b)

F(y,a,b) € M{y —yp}. (2.3)
Puisque F' vérifie (2.1) et (04, — yOb,)(r) = (0a; — yOb,)(h(ay + b,y)) = 0 pour
i=1,...,n—1on a0, H —yoy,H € (F) dans 'anneau M[Y] et on peut deéfinir
p(h) :=H.

D’apres 1'égalité (2.3), la restriction a V' de I'application (z,y) — H(y,a,z — ay)
pour a générique voisin de 0 est égale & h, ce qui montre 'injectivité de p.

Si un polynoéme unitaire H € M [Y] vérifie (2.2), on a

0o, H—Y 0Oy, H = qi(a,b)F(Y,a,b)
avec l'égalité ¢; = —0p, T4—1 pour tout 7. Ainsi

Ou;[H(y, 0,z —ay)] = qi(a,z —ay)F(y,a,r — ay)
= Qi(CL’x - ay) u(a,x,y)f(:ﬁ,y)

ol u est un inversible de 'anneau local C{a,z,y} et V = {f = 0}. Le lieu polaire
de la fonction méromorphe (z,y) — ¢;(a, x — ay) ne contient aucune branche de V,
sinon ¢;(a, b) serait divisible (dans M [Y]) par un facteur de F(Y,a,b), ce qui est
absurde. On peut donc restreindre & V' les deux membres de cette derniére égalité :

Ou; [ H(y,a,7 — ay)|jy = O0u,[H(y,a,z —ay)y] =0, i=1,...,n—1.

La fonction H(y,a,z—ay)|y ne dépend donc pas de a et définit un germe h € C(V').
Les coefficients de H étant solutions du systéme de Cramer (Sy,), on a H = p(h),
ce qui montre la surjectivité de 'application p dans le cas d’un germe.

Montrons le cas général. Soit V' € V.oq un cycle réduit de degré d qui se décompose
sous la forme V=V, +--- 4+ V, , ou V; N Ly = {P;} et les points P; sont deux a
deux distincts. On pose Fj =1II(V}), j =1,...,s et F =1II(V), de degrés respectifs
dj, 7 =1,...,s et d, et on note Fj;) = Hz;&ij 7 =1,...,s. Puisque les germes
n’ont aucune branche commune, les polynomes F} sont premiers deux & deux et
il existe d’apres le théoréme de Bézout s polynomes Uy, ..., Us € O[Y] tels que
Uiy + -+ + UsFg = 1. Soit h € C(V) une fonction méromorphe définie par
hy, =: hj € C(V)) et Hj = p(h;) comme défini ci-dessus. On pose

H = HlUlF[l] + - —f—HSUsF[S] S M[Y] .
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Par le théoréme de dualité, on remarque que, pour k =0,...,d — 1,

kH'ade - kH’ade - y* H;U; Fy; 0, F; dy
e [P e [T < e [T

et en exploitant les relations U;F;) = 1 — Zl# UlFy, j = 1,...,k, on obtient
Iégalité

k ry/
Res [y Hgdey} _ ZR [y H@de]
Fj

= mly hi+ -+ TryyFhy = TryyFh.

Le polynéme H' ainsi construit coincide donc modulo (F') avec I'unique polynome
H de degré d — 1 a coefficients dans M dont les coefficients 7 = (79,...,74-1)
satisfont le systéme (Sp). On voit ainsi (en se reportant au cas VN Ly = {P}) que
I’on a les trois propriétés suivantes :

1. le polynéme H vérifie 0,,H — YOy, H € (F) pouri =1,...,n —1;

?

2. pourj=1,...,s,
H(y7 a, T — ay)|V] = Hj(ya a,T — ay)\Fj(y,a,az—ay)ZO = hj(.’B, y);

3. H=0<% hy =0; en effet, H =0 implique que Fj divise H;U;F};; or F}
est premier avec U; F};), donc Fj divise H; et Hj = 0 pour raisons de degré,
soit encore hyy, = 0 et ce pour tout j =1,...,s, donc hjy =0.

Ces trois considérations montrent que 'application p qui associe & h 'unique po-
lynéme p(h) := H dont les coefficients sont solutions du systéme (.Sy) reste définie
et bijective dans le cas de germes en plusieurs points. 0

Remarque 2.5 Le polynéme H est le polyndéme d’interpolation de Lagrange prenant les
valeurs de la fonction h(ay + b,y) en les racines de I’équation f(ay + b,y) = 0; ’équation
d’onde 0,y; = y;0py; vérifiée par les racines de F' implique que H vérifie les conditions
(2.2); la construction de p a Pavantage d’étre plus algébrique (on ne soucie plus des
singularités).

2.3 Caractérisation des formes traces

Les Propositions 2.1 et 2.2 permettent de retrouver V€ V.4 et h € C(V)

a partir des traces d’'un nombre fini de fonctions restreintes au sous-espace
{a =0} C G(1,n). On obtient le
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Théoréme 2.1 La donnée d’un cycle V €V équivaut a la donnée des germes
en 0 des fonctions

b — Try (y%)(0,b), k=0,...,Try (1) —1;
$1 V' € Vyea, la donnée de h € C(V') équivaut a la donnée des germes en 0
b Try (" h)(0,0), k=0,...,Try (1) —1.

Preuve. Un sens est évident. A l'inverse, si I'on connait les traces Try (y¥)(0,b)
pour k =0,...,Try (1)—1 on connait le degré d = Try 1 de V et on peut construire
le polynome F(Y,0,b) a partir des formules de Newton (on peut aussi se passer de
ces formules en utilisant le systéme de Cramer (5), mais il faut dans ce cas connaitre
les fonctions b +— Try (y*)(0,b) jusqu'a k = 2d —1). Si a = 0, le systéme (S) reste
non dégénéré sur le corps des germes méromorphes en b d’aprés la Remarque 2.5
(sinon toutes les droites “verticales” couperaient “mal” V' ce qui est absurde). De
méme, les traces vg(0,b) = Tryy*h(0,b) ont un sens pour b générique voisin de 0
et permettent de déterminer les traces Tryy*h(0,b) pour k > d — 1 par division
euclidienne de y* par F(y,0,b). On peut alors définir le polynéme H(Y,0,b) via
le systeéme (S},) restreint & a = 0. On a alors V = {F(y,0,z) = 0} et la fonction
méromorphe (z,y) — H(y,0,z) € C(V) coincide avec h € C(V). O

Le théoréme suivant permet une nouvelle caractérisation des formes traces
(autre que celle donnée par exemple dans [28]) en termes cette fois de sommes
complétes de résidus de fractions rationnelles en une variable a coefficients

dans M.

Théoréme 2.2 Un germe de (n—1)-forme méromorphe ¢ en (a,b) = (0,0) €
G(1,n) est la trace d’une (n — 1)-forme méromorphe ® € M™ (V) sur un
cycle réduit V- € Vyeq de degré d si et seulement s’il existe deux polyndomes
FeUlY] et He MplY] de degrés d et d —1 tels que

n—1
H (0,F = >2;a;0,,F)(y,a,b)dy A\ (db; + yda;)
i=1

¢(a,b) = Res (2.4)

F(y,a,b)
On a alors ¢ = Try® ou V = {F(y,0,z) =0} et & = H(y,0,x)dx.

Preuve. Pour V. € Vg et ® € M™1(V), on montre d’abord que Try ® se
représente sous la forme (2.4). Si V =V 4+ - 4+ V;, ou les germes V; sont en des
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points Pj € Lo distincts deux & deux, il existe h € C(V), avec h; := hyy, € C(Vj),
telle que ®(z,y) = h(z,y)dz. On pose F; = II(V;), F = II(V), H; = p(h;) et
H = p(h). D’aprés 'expression (1.2) dans la Section 1.2, la forme Try (®) admet
n coefficients wy, . .., w,_1 distincts

. - 0; y* hj 0y fi(z,y)de Ady
wi(a,b) = ;Res [fj(ﬂf,y),xl —a1y —bi, ., Ty1 — @1y — bp1|’

k=0,---n—1, ou 0; est une fonction plateau valant 1 au voisinage de P;. Puisque
fi(z,y) = uj(a,v,y)Fj(y,a,r — ay) avec u; € C{x,y — yp;,a} inversible, on peut
remplacer fj(x,y) par Fj(y,a,z — ay) dans I'expression ci-dessus. Or,

n—1
Gy(Fj(y,a,:v - a‘y)) = (ayFJ - Za‘iabiFj>(yva‘ax - ay) 7j = 1> yS
=1

et, par argument de la preuve du Lemme 2.2, on obtient les égalités

n—1

s ko o | |
wy(a,b) = Z Res |Y hj(ay +b,y) (ayFJ Z; a‘labiF]> (y,a,b) dy
7= Fj(y,a,b)

pour k = 0,...,n — 1. D’aprés la formule (2.3) appliquée & h; et F}, la fonction
hj(ay +b,y) — Hj(y,a,b) est dans I'idéal (Fj(y,a,b)) de M{y —yp,} et

n—1
s korr. L . .
wi(a,b) = ZRes y* Hj(y,a,b) <8yF‘7 Z; a,@biFj>(y,a, b) dy kE=0,...,n—1.
J=1 Fj(y7a7 b)

En calquant la construction de p (cas de plusieurs germes), on obtient

n—1
k _ )
wk(CL, b) = Res ) H(y7 a, b) (ayF 1§::1 azabiF> (,% a, b) dy

, k=0,....,n—1
F(y,a,b)
ce qui montre que Try [hdz] est de la forme voulue.
Réciproquement, si ¢ s’écrit sous la forme (2.4), on peut poser V = II-(F)
et h = p~'(H) pour constater (en prenant les calculs & I'envers) que l'on a
¢ = Try (hdz). O

Les sommes complétes de résidus de la formule (2.4) s’obtiennent wvia 1'al-
gorithme de division euclidienne dans 'anneau M [Y]. On remarque que les
coefficients de la trace s’expriment sous la forme de ’action d’opérateurs dif-
férentiels non linéaires a coefficients polynomiaux en les coefficients o; de F
et linéaires en les coefficients 7, de H et les dérivées partielles des o;.






Chapitre 3

Applications

3.1 Le théoréme d’Abel-inverse

On se propose dans cette section d’exploiter les résultats établis au Cha-
pitre 2 pour démontrer une version plus forte du théoréme d’Abel-inverse
version rationnelle que celle obtenue dans [31] :

Théoréme 3.1 Soient V € Vieq de degré d et ® € M Y(V) qui ne s’annule
identiquement sur aucune des composantes de V. Le cycle V' est inclus dans
une hypersurface algébrique V- de P™ de degré d et ® se prolonge en une (n —
1)-forme rationnelle sur V si et seulement si le germe de forme méromorphe
Try® est le germe d’une forme rationnelle en b.

Remarque 3.1 Il est essentiel de supposer que ® n’est identiquement nulle sur aucune des
composantes irréductibles du cycle analytique V. Sinon, on n’obtient aucune information
relative aux composantes de V sur lesquelles @ est nulle; on peut seulement conclure que
les autres composantes sont algébriques.

Preuve du Théoreme 3.1. Le sens direct est une conséquence immédiate du

théoréme d’Abel. On montre le sens inverse. On peut toujours supposer que
& = h(z,y)dx, ou h € C(V). Soit H = p(h) et FF =TI(V), ou

F(Y,a,0) = Y% —04_1(a,0) Y 4 - + (=1)oy(a, b).
On introduit les germes wy, € M

n—1
k _ ,
wy(a,b) := Res y" H(y,a,b) <8yF ;_ aZabiF) (v, b) dy L k=0,...
F(y,a,b)
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D’apres le Théoréme 2.2, la rationalité en b supposée de la trace équivaut a
la rationalité en b des germes wy, k = 0,...,n — 1. On a besoin du lemme de
prolongement suivant, concernant le comportement de la suite (wg)gen.

Lemme 3.1 La suite (wy)ren 0béit aux trois régles suivantes :

1. Pour tout k € N, pour touti € {1,...,n—1}, on a
aai(wk) = abi<wk+1)'

2. La fonction wy est rationnelle en b pour tout k € N.

3. Les fonctions wy, k = 0,...,2d — 1 vérifient le systéme linéaire (gh)
susvant :
Wg-104-1 + -+ + (=1 woog = wq
Waa—20q-1 + -+ + (1) wg_100 = wag

Preuve. Pour le point 1, il suffit de faire le calcul directement a partir de I’écriture
des wy, de l'introduction (formule (1.2)) :

ykhayf(x,y)dx/\dy ]

,b) =R
wi(a.0) ~ [f(ﬂ?,y),ﬂ?l —ay = b, Tpe1 — Ap1y — b

L’écriture explicite du résidu sous forme de représentation intégrale impliquant
le noyau de Cauchy (voir par exemple [24], chapitre 6) permet de différentier les
symboles résiduels par rapport aux parameétres (a, b) :

k
L y* h oy f(x,y) On; (i) dx A dy
aai (wk) B Hes |: f(w?y)alla"',lga"'7ln71
k+1
Y T h Oy f(x,y) de A dy
= Res l:f('rﬂy)allr"7li27"‘7ln—1
YL ROy f (. y) Oy, (i) dx A dy]
f(:an)vll?'"ali?)"wlnfl
= Op,(wgy1) VkeN Vie{l,...,n—1}

= —Res [

On montre le point 2 par récurrence sur k. C’est vrai pour k = 0,...,n — 1 par
hypothése. On suppose la propriété vraie jusqu’au rang k — 1.

On suppose d’abord que wy # 0 pour tout & € N. On reprend ici I'astuce utilisée
par G. Henkin et M. Pagsare [31] pour éviter les poles simples (ce point, direc-
tement inspiré de larticle fondateur d’Abel [1, 4], parait étre le point clef de la
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démonstration). On pose pour cela w), = wy, + cwi—1 ou ¢ € C*. D’aprés le point

l,ona,pourt=1,...,n—1,

Oy, (wy,) = O, (wi + cwp—1) = Ja, (wWr—1 + cwp—2) = Og; (W},_;)
Oy, (wy,) = (Da; + cOp,)(wp—1) -

Ainsi, la fonction 9, (w),) admet-elle les deux primitives distinctes wg_1 et wj,_,
dans les deux directions linéairement indépendantes 0,, et 0,4, +c0Op, (car wi_a # 0
par Phypothése faite pour I'instant). Par hypothese O, (w},) = (0a; + €O, )(wi—1)
est rationnelle en b;; le fait que cette fonction méromorphe ait deux primitives
distinctes dans deux directions linéairement indépendantes exclut que 'on puisse
rencontrer un terme du type

bi - /B(av bz)
dans la décomposition en éléments simples de cette fraction rationnelle dans la
cloture intégrale du corps des germes de fonctions méromorphes en les variables
a,b1,...,b;...,bp—1 & Dorigine de C2n—3 (la notation b; désigne 'omission de la
variable b;). On peut donc intégrer selon la variable b; : on obtient une nouvelle
fraction rationnelle en b; puisqu’il ne peut plus y avoir de poles simples et donc de
logarithme dans la primitive. De Pégalité wy, = wj, — cwp_1, on déduit alors que la
fonction wy, est rationnelle en b; puisque les fonctions wy, et wy—_1 le sont.
Si maintenant wy = 0 pour un k£ € N (on prend le plus petit k£ pour lequel ceci
se produit), puisque 0 = 0, (wr) = Op,(wk+1) pour ¢ = 1,...,n — 1, la fonction
wi4+1 ne dépend pas de b; comme Op, (Wg+2) = Og, (Wk+1), la fonction wiyo est
polynomiale de degré 1 en b; de proche en proche, on montre ainsi que wg; est
polyndmiale de degré < j en b.

Le point 3 résulte des identités

n—1
k _ .
Res V" H:0:0) Fly,0.0) (0,F = 5 0i04, F) (3,0.0) dy

1=

F(y,a,b)

=0

pour tout k € N (propriété du calcul résiduel), qui, une fois F' développé au numé-
rateur, montre par linéarité que les wy vérifient le systéme (Sp). O

Remarque 3.2 A partir de lexpression (1.2), la clause 1 du Lemme 3.1 montre que la
trace d’une (n—1)-forme est fermée en dehors de son lieu polaire. Ceci est une conséquence
du fait que

Ad@A[V])=ddA[V]=0
si @ est une forme de degré maximal sur V et que d commute avec le pull-back et 'image
directe.
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Avant de reprendre la preuve du théoréme 3.1, on prouve le
Lemme 3.2 Le systeme (S,) est un systeme de Cramer.

Preuve. On raisonne par I’absurde. Si (§h) est un systéme dégénéré, il existe un
polynéme @ € M[Y], unitaire de degré d, différent de F', tel que

n—1
k _ .
Res | H0:0:0)Q0,a.0) (9,F = 5 aidh F) (,0.6)dy| _
F(y,a,b)

pour k =0,...,d—1. Le théoréme de dualité implique que le polynéme Q H (0, F —
>, aiOp, F) est dans I'idéal engendré par F' dans M[Y]. Puisque @ # F et que F
est réduit, il existe un facteur irréductible F; de F' (une fois F' décomposé dans
MIY]) qui divise H(OyF — ), a;0p, F'). Deux situations sont envisageables :

1. le polynome F; divise H, auquel cas H(y,0,)|(F;(y,02)=0y = 0 : c’est le cas
pathologique exclu o la forme ® est nulle sur une composante de V'

2. le polynome F; divise 0yF' — ), a;0p, F'; en notant F' = Fjﬁ (Fj et F étant
premiers entre eux), on a :

n—1 n—1 n—1
OyF =3 aion F = F (9,F; = 3 aion Fy) + Fy (0,F = > aion,F ),

i=1 i=1 i=1
ce qui implique que Fj divise 0, F; — ), a;0y, Fj par le lemme de Gauss. Pour
des raisons de degré, on a 0y F; — Y, a;0p, F; = 0 et 0y(Fj(y,a,x—ay)) =0
I'équation de la branche V; = II(F}) ne dépend pas de y et V; C Ly, situation
elle aussi exclue.

Le systéme (Sy) est donc de Cramer. O

Suite et fin de la preuve du Théoreme 3.1. En combinant les Lemmes 3.1
et 3.2, on voit que o, ...,0,4_1 s’expriment rationnellement en fonction des
wg, kK = 0,...,2d — 1. Les coefficients de F' sont donc rationnels en b. Le
Lemme 3.3 (voir plus loin) assure que les coefficients de F' sont automatique-
ment polynomiaux en b et ’ensemble

{(z,y) €C"" x C; F(y,0,z) = 0}

définit une hypersurface algébrique V C P", contenant V', de degré

V= Tre(1) — OyF(y,a,b) dy| _
degV = Try(1) = Res [ Fly, a,b) =d.
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En particulier, VN Ly =V N L.

On montre maintenant la rationalité de ®. On introduit les coefficients ho-
lomorphes & € O, k € N des traces Try (y' dz), | € N

n—1
k — .
&: = Res Y (GyF z=21 alabiF> (y,a,b) dy
F(y,a,b)

, keN.

Les coefficients de H vérifient (on le voit en développant H) le systéme

a—1Tg—1 + -+ + §0To = Wo
(Sh) . . . .

§2d—2T4—1 + -+ + Ei-1To = Wa—1

Comme pour la preuve du Lemme 3.2, on montre que ce systéme est de Cra-
mer. Puisque les coefficients de F' sont rationnels en b, les fonctions &, donc
les coefficients 7 de H, le sont. D’aprés la preuve du Théoréme 2.1, la forme
H(y,0,x)dz définit une forme ® rationnelle sur V' C P"(C) prolongeant la
forme . O

Cette preuve pourrait s’adapter a la version locale d’Abel-inverse : si la trace
de ® sur V' se prolonge a un ouvert dual connexe U* contenant U, I'en-
semble V' se prolonge en une hypersurface analytique fermée V' de I'ouvert
1-concave U (contenant U) dont le dual est U* et ® se prolonge en une forme
P méromorphe sur V telle que 5“/ = .

Remarque 3.3 Les bijections II et p permettent de montrer que toute propriété vérifiée
par Try (h(z,y)dx) se répercute en une propriété (en les variables by,...,b,_1) pour les
coefficients des polynémes F = II(V) et H = p(V). Le fait que les applications IT~!
et p~! ne se soucient pas du comportement en a permet de basculer les propriétés de
Try (h(z,y)dz) en des propriétés relatives & V' et h. Ce principe semble pouvoir étre
utilisé pour démontrer le théoréme d’Abel-inverse dans le cas trace algébrique présenté
dans [9].

Il semble intéressant de souligner qu’une fois le degré d précisé, ce théoréme
d’Abel inverse combiné avec le Lemme 3.3 suivant permet d’affirmer que
toutes les solutions (oq,...,04-1,70,---,74-1) € M?? du systéme linéaire du
premier ordre en les inconnues 75, j = 0,...,d — 1, différentiel polynomial
du premier ordre en les inconnues oj, 7 = 0,...,d — 1, avec second membre
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donné W, s’écrivant :

F = Yd—ad_le_1+---+( 1)%og € U[Y]
H = 7Y ' 4. 4nY +7eMplY]
—1
H (0,F =3, a;05,F)(y, a,b) dy A /\ (db; + yda,)
Res =1 = U(a,b)
F(y,a,b)

sont des solutions rationnelles si F' et H sont supposés premiers entre eux
(ou algébriques si cette derniére restriction n’est pas imposée) dés que le
second membre (c’est-a-dire la (n — 1)-forme W) est une forme rationnelle.
Cette remarque indique que 'on peut concevoir le théoréme d’Abel inverse
comme un résultat de rigidité relatif & un systéme différentiel non linéaire
d’un type trés particulier (linéaire d’ordre 0 en 7, d’ordre 1 en les dérivées
de o, polynomial en o). Il parait dés lors important de formuler de maniére
identique (c’est-a-dire en terme de rigidité d’un certain systéme différentiel
du méme type) des théorémes du type Abel inverse quand la grassmannienne
est remplacée par une famille de courbes (voir [18] pour une généralisation
du théoréme classique d’Abel inverse dans ce cadre) ou en remplagant la
variété ambiante P" par une variété torique lisse compléte (voir [11], [14]) de
dimension n.

3.2 Le lien avec le théoréme de Wood

Le théoréme de Wood [39] affirme que l'existence d’une hypersurface al-
gébrique de degré d interpolant V' € V.4 équivaut au fait que la trace de
y soit affine en b = (by,...,b,_1). Si la trace d’une forme quelconque est
rationnelle, cette hypersurface existe, donc la trace de y doit étre affine en b.
On montre ici que ce résultat s’explique par la rigidité du systéme différentiel
vérifié par les coefficients de F.

Lemme 3.3 Si F(Y,a,b) € M[Y]| vérifie (2.1), ses coefficients sont holo-
morphes en b.

Preuve. On suppose n = 1. On peut toujours écrire F' sous la forme

F=v%- ““La )yt +... £ L(a,b),
Pd—1 Pbo
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OU Pd—1, - - -, PO, Cd—1, - - - » Co sONt dans ’anneau des germes de fonctions holomorphes
en (0,0), avec p;, ¢; premiers entre eux et pg_; = a*—P;_; ott Py_; est un polynome
de Weierstrass en b. On veut montrer Py_; est de degré nul. Puisque F vérifie (2.1),
on obtient le systéme différentiel suivant :

Du( S5y (Sl = i CLy Gy d—1 (d-1)

Pd—i Pd—i—1 Pd—i Pd—1
€o €o Cd—1
a(po) Po (pd—l) ( )

On montre par récurrence sur ¢ que toute racine de py_;_1 est racine de pg_1. Pour
i =1, ’équation (d — 1) se réécrit

P3—9Pd—1(Pd—10aCd—1 — €4—10apd—1) + Pi_1(Pd—206Cd—2 — C4—206Pd—2)
= P2 9Cq—1(Pd—106Cd—1 — Ca—10pPd_1)-

Par le lemme de Gauss, on en déduit que 'on a
pa—1 divise P?lqabpdﬂ

pa—2 divise Pz—labpdﬁ

dans ’anneau des germes a l'origine et py—; = 0 si et seulement si pg_o = 0. Pour
0 <i < d, 'équation (d — i) se réécrit

Pi—i—1Pg—1(Pd—iOaCi—i — cd—iOaPd—i) + Pi—iPag—1(Pd—i—106Cd—i—1 — Cd—i—106Pd—i—1)
= P2 1Pd—iCd—i(Pa-10pCa—1 — Ca_10pPd—1)- (d—1)

Pour i = 0, I'équation (0) se réécrit sous la forme
P 1(P00aco — codapo) = Poco(Pd—106Ca—1 — Ca—10bPd—1)- (0)’
Par (d — i)', on constate que
Pa—i—1 divise pj_;pi 1Cd—i—10ppd—i—1, Vi=1,...,d— 1.
Or toute racine b9 de Pd—i—1 d’ordre v4_;_1; > 0 est racine de Oypg—;—1 d’ordre
Vg—i—1,; — 1 et doit donc étre racine de pg_ipfl_lcd_i_l, donc de pg—1 grace aux

hypotheses faites. On a donc 'implication

Vd—i,j>0:>yd—1,j>07 Vi=1,...,d, Vj=1,...,s.
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En regardant I'ordre d’annulation des deux membres de I'équation (0) en b\ ), on
obtient 'inégalité

w15+ —1<vi1;+w,; -1

d’ott vg_1; = 0. Les autres exposants vq_;;,% = 2,...,d sont nuls par ce qui
précéde, ce pour tout 5 = 1,...,s ce qui finit la preuve. Le cas n > 1 se traite de
la méme maniére variable par variable. [l

Si les coefficients de F' = Y — g4 1(a, b)Yt + .-+ + (=1)tog(a,b) sont
rationnels en b, ils sont donc automatiquement polynémiaux en b. Or toujours
a cause de I'équation différentielle vérifiée par F', on a :

04,00 = —000p,04—1 1=1,...,n—1.

Le degré en b; du polynéme 0,,0¢ étant inférieur ou égal a celui de oy, le
polynoéme en b; Op,04-1 est de degré nul, ce pour tout ¢ = 1,...,n — 1. La
fonction o4_1 est donc affine en b. Cette fonction est la somme des racines de
F et correspond a la trace de y. L’équation différentielle (2.1), (semblable a
I'équation d’onde de choc) permet donc d’établir la trame logique qui relie
les théorémes d’Abel-inverse et de Wood.

3.3 Calcul de dim w%}_l

Soit V' une hypersurface algébrique de P" de degré d. On veut caracté-
riser 1’espace vectoriel wi; ' des formes abéliennes sur V. Si ® est abélienne
sur V, sa trace est une forme holomorphe sur la grassmanienne G(1,n),
donc nulle. On peut toujours choisir un systéme de coordonnées pour le-
quel 'hypersurface V' est coupée proprement par la droite Ly = {z = 0}
dans l'espace affine C" et définit un élément de V,q de degré d. Par uni-
cité du prolongement analytique et d’aprés le Théoréme 2.1, toute forme
® = hdx méromorphe sur V est uniquement déterminée par les d fonc-
tions b — v;(0,b) = Tryy*h(0,b), k = 0,...,d — 1 pour b voisin de 0. Or
pour a = 0, on remarque que l'on a v(0,0) = w(0,b) et si ¢ est abé-
lienne les fonctions wy,...,w,—; sont nulles et les fonctions wy,y;, j € N
sont polynomiales en b de degré < j d’aprés la preuve de la propriété 3
du Lemme 3.1. Une forme abélienne de degré maximal sur V' est donc uni-
quement, déterminée par la collection de d — n polyndémes a n — 1 variables
Pi(by,...,bp_1) := wpyi(0,0), 1 =0,...,d —n — 1 avec deg P, < i, d’ou la
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majoration

dimw"}_l < (d B 1),

n
avec wiy ' = {0} sid <n+ 1.

On considére maintenant, sous leur écriture affine, les formes rationnelles

O(z,y) = de

B ayf(xa y)
ou
P(z,y) = ayt "2 4+ ay (x)ydfnf?’ + -t agno(x), dega; <i

est un polynome en (x,y) de degré total inférieur ou égal & d —n —2 et f est
un polynéme de degré d (non divisible par x, comme dans le cas des germes)
donnant I’équation affine de V. Dans ce cas,

[y

n—

Try®(a, b) = (wk(a, b) (. das A dblc))

0 =

i

et en utilisant la formule (1.2) du Chapitre 1 et le Lemme 2.1, on obtient

wy(a,b) = Res {yk P}?@Z%;” dy} .
Si k < n, on a deg(y* P(ay + b,y)) < degF — 2 et wi(a,b) = 0 par le
théoréme d’Abel-Jacobi. Toute forme ainsi définie est donc abélienne.
En particulier, les formes
oty

Iy f(x,y)

sont abéliennes, C-linéairement indépendantes sur V' (sinon il existe un po-
lynéme non nul de degré d —n — 2 qui s’annule sur V') d’ou 1’égalité

dimw(}‘l = <d B 1).

n

de, 11+ - +i,<d—n—2

L’utilisation de la trace permet de ne pas se soucier du comportement de
® a l'infini (contrairement aux caractérisations des formes abéliennes en gé-
néral, par exemple [30]). Le fait que ® n’ait pas de poles sur 'hyperplan a
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l'infini {Z = 0} (sauf éventuellement sur Sing(V')) est une conséquence de
I’annulation de la trace : on évite ainsi les changements de carte de P". Pour
q < n—1, il semble réaliste d’utiliser a nouveau le Théoréme 2.1 pour trouver

la borne de Castelnuovo optimale de dim w{, obtenue par Alain Hénaut dans
[30].
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La trace en géométrie torique






Introduction

La premiére partie suggére de nouvelles démonstrations pour des généra-
lisations du théoréme d’Abel-inverse en remplacant la grassmanienne G(k, n)
(on travaillait avec k = 1) par l'espace des sous-variétés C' de type

C={g = =g =0}CC"

ou les supports A; C N" i = 1,...,q des polynémes ¢; € C[ty,,...,t,] sont
fixés 1. Considérons I'exemple A = {(0,0,), (1,0),(0,1),(1,1)} C Z% Si q1, ¢2
sont supportés par A, l'ensemble {q; = g2 = 0} C C? est fini (de cardinal 2)
pour les coefficients de ¢; génériques. La variété projective {Q1 = @2 = 0}
(Q; est 'homogénéisé de ¢;) consiste en quatre points distincts et rencontre
I'hyperplan a linfini P2 \ C? = P! pour les coefficients des ¢; génériques.
Elle ne coincide donc pas avec la cloture de Zariski dans P? de I’ensemble
{¢1 = ¢2 = 0} (qui est elle-méme).

Une compactification X de C" dans laquelle U'intersection {¢; = -+ = ¢x =
0} reste génériquement de codimension k a “I'infini” (c’est-a-dire sur X \ C")
est donc nécessaire. Dans notre exemple, la variété compacte P* x P!, munie
des coordonnées bihomogénes naturelles est cette fois adaptée au support fixé

A.

Une telle compactification X existe en général : c’est une variété torique,
construite a partir des supports des polynomes (cf. [14] et [11], chapitre 6).
Si l’on travaille avec des polynomes de Laurent (A C Z"), la variété compacte

'Le support d’un polynéme de Laurent

g= Y cattooatn,
d=(dy,...,dn)EZ"

est le sous-ensemble fini de Z™ constitué des d pour lesquels ¢g4 # 0.
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X est une compactification du tore (C*)", quotient géométrique

Crts\ Z(1
MRV
G
de C"** privé des zéros d’un idéal binomial I C C[zy, ..., 2,5 (dépendant
de la géomeétrie convexe des A;) par un sous-groupe algébrique G C (C*)"**

approprié. La variété X, similaire a l’espace projectif P" = &*\{0}, est

ainsi munie d’un anneau de coordonnées homogénes S (cf. [13]), et toute
hypersurface algébrique H C X admet une équation homogéne globale H =
{F = 0} (¢f. [12]). La transposition des résultats de cette premiére partie
précisément a ce cadre torique, pensé de maniére “intrinséque” et non “plongé”
dans un cadre projectif, constitue le sujet de la seconde partie 2.

Le Chapitre 1 propose un rappel (sans démonstrations, jusqu’a la Section 1.5)
des définitions, constructions et résultats basiques en géométrie torique, que
I'on pourra trouver, sauf mention spéciale, dans [26, 14, 17, 20|. On insis-
tera plus particuliérement (Section 1.2) sur la notion de diviseur. La théorie
des résidus utilisée dans la premiére partie se transpose au cadre torique
(Section 1.4, cf. |7, 6, 8, 12, 35]), intimement liée & la notion de résultants
(Section 1.5, [8, 22, 36, 38|). La Section 1.6 met en valeur le role des cartes
affines dans une variété torique compacte (cf. [16]), qui offrent en particulier
une caractérisation des fibrés globalement engendrés ou trés amples.

Soit X une variété torique lisse compacte (non nécessairement projective)
associée a un éventail complet régulier > de R™. A toute famille de fibrés en
droites (L1, ..., L) sur X est associé un espace dual X* = X*(Lq,..., Ly)
paramétrant I'espace des sous-variétés algébriques de X de type (L1, ..., L),
i.e de la forme

C=H,N---NH, H €|Lj

ou |L;| est le systéme linéaire complet associé au fibré L; (en fait on considére
plutot Uespace des cycles de type (L1, ..., Ly), mais les restrictions faites sur
les fibrés impliqueront que les intersections seront génériquement transverse
et les cycles seront génériquement réduits). L’espace X* est isomorphe a un

2Une telle généralisation existe dans le cas des supports de type
{deN""t dy + - +dpi1 < N}

(cf. [18]), hors du cadre torique cependant puisque dans ce cas X = P” est une compacti-
fication adéquate.
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produit d’espaces projectifs et remplace le role joué par la grassmanienne
dans le cas projectif. Pour avoir une théorie non triviale de la trace, les
sous-variétés de type (Lq,..., L) doivent étre "suffisamment mobiles" dans
X, conditions qui ne dépendent que de la classe des fibrés dans le groupe
de Picard Pic(X). Le théoréme de décomposition (Section 2.1) permet la
caractérisation des familles de fibrés satisfaisantes en fonction de la géométrie
des polytopes associés aux fibrés L; (utilisant des résultats établis dans |35,
38], pour k = n et X projective).

On définit dans la Section 2.2 les notions de (L1, ..., Ly)-concavité, d’espace
(L1, ..., Ly)-dual et de variété d’incidence, notions indépendantes d’un éven-
tuel plongement projectif X C PV. Contrairement au cas projectif, des cas
pathologiques peuvent apparaitre si les fibrés ne sont pas trés amples, ce qui
ameéne a la notion d’ensembles analytiques (L, ..., Ly)-dégénérés, d’intersec-
tion génériquement impropre avec les sous-variétés de type (L1, ..., Lg). On
étend la notion d’ensemble dual au cas des cycles analytiques, donnant lieu
a un morphisme entre les groupes de cycles de X et celui de X*. Dans le cas
algébrique, ce morphisme passe au quotient modulo équivalence rationnelle
et induit un morphisme de groupes entre le groupe de Chow A(X) et A(X™).
Dans le cas trés ample on trouve 1'équation explicite du (L, ..., Ly)-dual
V* d’une sous-variété algébrique V' C X intersection compléte de dimension
pure k — 1 grace aux résultants mixtes.

Etant donné un sous-ensemble analytique fermé V' de dimension pure r d’un
ouvert (Lq,...,Lg)-concave U C X et & € M9(V), on définit dans la Sec-
tion 3.1 la transformée d’Abel-Radon du courant [V]A®. Sir = k, on I'appelle
la trace de @ sur V, notée Try®. Le théoréme d’Abel se généralise : le cou-
rant Try® est une (g, 0)-forme méromorphe sur le (L1, ..., Ly)-dual U* de
U, de lieu polaire dual du lieu polaire de ® sur V, identiquement nulle si V'
est dégénéreé.

Comme dans le cas projectif, on montre dans la Section 3.2 que les coefficients
des formes traces sont des résidus de Grothendieck dépendant méromorphi-
quement des paramétres a € U™, les calculs s’effectuant dans les cartes affines
de X ou dans le tore (C*)™ si le contexte le permet. Dans le cas d’une in-
tersection compléte V' C X, I'application résidu torique [12]| permet le calcul
explicite des coefficients de la trace, utilisant des résultats de [6].

La Section 3.3 traite le cas des fonctions (¢ = 0). La trace d’une fonction
rationnelle sur une sous-variété algébrique V' de dimension pure k non dé-
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générée est une fonction méromorphe sur le produit d’espaces projectifs X*,
donc rationnelle. Si les fibrés L; sont trés amples et V' est intersection com-
pléte, on montre a Iaide de la formule du produit [36] que I’application trace
induit un morphisme de groupe gradué

TRy.p : HO(X,Ox(D)) — H(X*, Ox-((V.D)*))

pour tout diviseur effectif D € Div(X) d’intersection propre avec V', ou
(V.D)* € Div(X™) est le diviseur dual du k — 1-cycle algébrique D.C', dont
le multidegré dans le produit d’espaces projectifs X* se calcule a partir des
polytopes des diviseurs D; et de la classe du cycle V.D. La théorie des résidus
toriques, (cf. [6] et [8]), permet de borner le degré du numérateur de la
trace d'un mondéme de Laurent ¢ en les différentes variables. A tout coéne
maximal ¢ € ¥(n) correspond une carte affine U, ~ C" de X. Motivé par
I'importance du comportement de la trace en (by, ..., b,) dans le cas projectif
pour les problémes d’inversions (cf. Chapitre 3, Partie I), on obtient, grace
au théoréme d’Abel-Jacobi torique [33], une borne optimale sur le degré de
la trace d’une fonction f réguliére sur U, en les coefficients o-extrémaux des
fibrés L; (coefficients constants des équations polynomiales de C' € X* dans
la carte affine U,), en fonction du degré du diviseur polaire div(f).

Dans la section Section 3.4, on généralise au cadre torique I’équation d’onde
de choc, fortement utilisée dans Darticle [31] dont s’inspire notre travail,
confortant 1'idée que les mécanismes d’inversions résultent de la rigidité d’un
systéme différentiel canoniquement associé a la famille (L4, ..., L) (cf. re-
marque en fin de Section 3.1). Utilisant des techniques similaires, on met en
évidence des équations différentielles reliant les coefficients de la trace d’une
forme méromorphe ® de degré maximal, traduisant le fait que la forme Try ®
est fermée en dehors de son lieu polaire. En conséquence, on prouve le lemme
de prolongement similaire au Lemme 3.1, point clé dans la preuve du théo-
réme d’Abel-inverse dans le cas projectif, mettant a nouveau en valeur le role
particulier joué par les coefficients extrémaux.

De la méme maniére qu’au chapitre 2, on utilise dans la Section 3.5 le théo-
réeme des fonctions implicites, le théoréeme de dualité et I'algébre linéaire
(inspiré par [11]) pour réduire les calculs de traces a un calcul résiduel d’une
variable, grace aux concepts de polynome caractéristique, de forme bilinéaire
trace et d’endomorphisme de multiplication.

On démontre au Chapitre 4 deux théorémes d’inversion dans le cas hyper-
surface (kK = n—1), une famille trés ample de fibrés en droites (L1, ..., L,—1)
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sur X de diviseurs (Dy, ..., D,_1) étant fixée. On note o :== a(Lq, ..., L, 1)
la classe dans A;(X) d’une courbe générique de type (L1, ..., L,_1).

Soit Cp une courbe irréductible lisse de type (L1, ..., L,—_1) et v une collection
de germes d’hypersurfaces analytiques lisses en N points distincts de Cj,
d’intersection v N Cy transverse, incluse dans une carte affine U, C X. Le
Théoréme 4.1 est 'analogue torique du théoréme de Wood [39] :

1l faut et il suffit que les traces des fonctions coordonnées affines soient affines
en les coefficients o-extrémaux de chacun des fibrés L; pour qu’il existe une
hypersurface algébriqgue V' de X contenant v, telle que le degré d’intersection
V-« soit N (en particulier VN Co=vNCh).

Contrairement au cas projectif, le critére précédent ne suffit pas a déterminer
la classe de V dans A,,_1(X). On considére pour cela E7, .. ., E; une famille de
diviseurs trés amples dont les classes engendrent le groupe de Chow A, (X)
et D un diviseur effectif tel que le degré d’intersection D - o soit N. On fixe
i € {l,...,n— 1} et on note «; la classe dans As(X) d’une sous-variété
générique de type ((Ly,... L1, Lit1, ... Ly_1).

Sous Uhypothése précédente, V- € |L(D)| si et seulement si pour tout j =
L,...,s, il existe f; € Ox(E;) telle que le germe méromorphe en C

C— I £

pevnNC
soit de degré D - Ej; - «; en le coefficient o-extrémal du fibré L;.

En général, V est d’intersection propre avec les orbites de codimension 2 et on
obtient un critére analogue en remplacgcant les fonctions f; par les fonctions
coordonnées. On note que les fonctions produits ci-dessus sont polyndmiales
de degré N en les traces

(Trvl,...,TrvffV), j=1,...,s

qui s’obtiennent elles comme des sommes complétes de résidus. De ce point
de vue, le théoreme de Wood torique peut s’interpréter comme une inversion
du théoréeme d’Abel-Jacobi torique.

Le Théoréme 4.2 est I'analogue torique du théoréme d’Abel-inverse (sous sa
version proposée dans la premiére partie), ou les coefficients (by,...,b,—1)
sont remplacés par les coefficients o-extrémaux. La preuve s’appuie essen-
tiellement sur I’équation d’onde de choc et le lemme de prolongement (Sec-
tion 3.4) et utilise des techniques similaires au cas projectif.






Chapitre 1

Variétés toriques

La littérature concernant les variétés toriques est trés fournie. Sauf men-
tion spéciale, les définitions et les résultats (non démontrés) du Chapitre 1
sont issus de I'ouvrage fondateur de Fulton [20]. On cite également les articles
[16, 14], ainsi qu’une série de lectures [26] offrant une introduction claire a la
géométrie torique.

1.1 Premiers rappels

1.1.1 Construction

Soit T = (C*)™ le tore complexe et t = (t1,...,t,) les coordonnées cano-
niques. On considére le groupe des 1-paramétres N = Hom(C*, T), Z-module

libre de rang n et M = Hom (T, C*) son dual, groupe des caractéres du tore
T.

Soit ¥ un éventail complet régulier [20] de N ® R = R™. On note (k)
I'ensemble des cones de dimension k de ¥ et, pour tout cone o € 3, o(k)
’ensemble des cones de dimension k de ¥ inclus dans o. Tout cone o € 3(k)
est régulier : il est engendré sur R™ par k vecteurs primitifs ny,...,n, de N
qui engendrent sur N le semi-groupe libre 0 N N. Le dual de o est le cone
régulier

g={me MaR; (m,mn)>0vi=1,... k}.

Les cones maximaux o € ¥(n) définissent des variétés toriques affines

U, := SpecC[g N M]
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isomorphes a C" (c¢f. [16]) compatibles avec les conditions de recollement. La
varieté X = X (X) obtenue en recollant les variétés affines U,, o € 3(n), est
une variété lisse compacte, que 'on appelle la variété torique associée a X..
Elle est munie (sur le modéle de 'espace projectif P*(C)) d’un jeu de cartes
affines isomorphes & C”, les changements de cartes étant des transformations
monoidales.

1.1.2 Orbites

L’action naturelle du tore T sur lui-méme se prolonge a X et la variété
torique X est constituée d’un nombre fini d’orbites sous ’action de ce tore
[20]. Chaque 1-paramétre ¢ = ((q,...,(,) € N definit une courbe paramétrée

u € C* v Ae(u) := (us,...,u") €T.

Pour 0 € X(n), la variété U, est construite en “ajoutant” a T les points
limites A¢(0) := lim, o A¢(u) et leurs orbites sous l'action de T, pour tout
(eo.

On peut établir une correspondance biunivoque entre les orbites de dimen-
sion n — k de U, et les cones 7 € (k) : on a A¢, (0) = A, (0) si et seulement
si (1 et (o sont dans l'intérieur relatif du méme coéne 7 € o(k). L'orbite n — k-
dimensionnelle O(1,0) C U, associée a 7 € o(k) est la plus petite orbite
contenant les points limites A¢(0) pour tout ¢ € 7. On obtient par recolle-
ment des sous-variétés affines O(,0), 0 D T, une sous-variété compacte lisse
V(1) C X de dimension n—F, cloture de Zariski dans X de O(7,0).SiT ¢ o,
onaV(r)NU, =0.Si7e X(n—1), la sous-variété V(7) est isomorphe a
P Si 7= {0}, on a V({0}) = Usm Us = X.

Les plus importantes des orbites sont celles n — 1-dimensionelles O(p) asso-
ciées aux cones 1-dimensionnels (les rayons) p € ¥(1). On suppose

(1) =A{p1- - Puss}

et on note 7; le générateur du semi-groupe p; N N. Alors O(p;) est la T-orbite
du point limite \,, (0), sous-variété affine de dimension n—1 de la carte U, si
o contient p;, disjointe de U, sinon. La cloture de Zariski D,, de O(p;) dans
X est le support d’un diviseur de Cartier effectif irréductible, invariant sous
I'action du tore. Le support du diviseur D, est disjoint de l'orbite dense T
associée a 0 € X(0) et on a la représentation

X=TuUD, U---UD

Pnts-*
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Puisque X est lisse, les notions de diviseurs de Cartier et de Weil coincident.
On note Div(X) le groupe des diviseurs de X. On appelle T-diviseur tout di-
viseur invariant sous l'action de T. Ils correspondent aux diviseurs supportés
dans X\ T et s’écrivent D = 377" k;D,,., k; € Z. On note A, 1(X) le groupe
de Chow des diviseurs de X modulo équivalence rationnelle et [D] € A,,_1(X)
la classe d’un diviseur D € Div(X).

1.1.3 Coordonnées homogénes

On peut utiliser d’autres systémes de coordonnées que les coordonnées
“toriques” (ti,...,t,), en prenant en compte la représentation de X comme
quotient géométrique. On renvoie a article [12] pour cette sous-section.

A chaque cone p; € X(1), on associe une variable z;. On note S 1’algébre
de polynéomes Clxy, ..., T, 4 associée et A = C""* I'espace affine correspon-
d;mt. Pour chaque cone maximal o € ¥(n), on note Z, le monoéme Hpigau) x;
e

B(X) = <§;0; = z(n)> cs

l'idéal (dit irrelevant) engendré par les Z,. Cet idéal définit la sous-variété
affine de A

Z(%) ={(z1, .., Tnys), T =0, Yo € B(n)}.
L’homomorphisme injectif o : M — Z"** defini par
a(m) = ((m, m, ..., {m, nn+5>>

donne I'isomorphisme

On considére G = SpecC[A,,_1(X)] = Hom (A4,,_1(X),C*). De I'isomor-
phisme naturel Hom (Z""% C*) ~ (C*)"** on déduit que G s’identifie au
sous-groupe algébrique de A d’équations

n+s

G:{V:(Vl,...,VnJrs)eA; Hyfm’m:leEM}
1
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Ce groupe agit sur 'ensemble A\ Z(X) par multiplication composante par
composante et donne la représentation de X = X (X) comme quotient géo-
métrique

(A\Z(%))
X=—"
G
Un point de X est la G-orbite d’un point (z1,...,Z,4s) € A\ Z(X), que I'on
note [x1,...,Z,+s] en analogie avec 'espace projectif. On appelle S ’anneau

de coordonnées homogénes. Il est gradué sous l'action de G : le degré est
un élément du groupe de Chow A,,_1(X) et on note Sg le sous-groupe des
éléments de degré 3. Tout hypersurface H C X a une équation globale

H={F(z1,...,2n:s) =0}

ou F' € Sp est un polynéme homogeéne de degré § = [H| € A,,_1(X).

1.2 Diviseurs

1.2.1 Diviseurs associés a un polynéme de Laurent et le
procédé d’homogénéisation

On note (ey, ..., e,) la base canonique de M et (e],...,e!) la base duale
(ef € N). Dans l'ouvert dense T C X, coordonnées homogénes et coordon-
nées toriques sont liées par la relation

T = ﬁt<€j777i> _ ﬁtnij
j=1

Jj=1

ou n; = Y mijef, avec I'égalité D, = divo(z;), pour i = 1,...,n +s.

Le diviseur associé a la fonction rationnelle définie par un polynéme de
Laurent f € C[t,t71] := Clt1, %, ..., tn,t;1] C C(X) est lié au comporte-
ment de f & “'infini” (en dehors du tore), ¢’est-a-dire sur les supports des
diviseurs D,,. On considere la courbe paramétrée

ueC = A\, (u) =@, .. u™)eT

définie par n; = (;1, ..., Min) € N =~ Z™. Puisque X est construite en ajoutant
a T les points limites A, (0) pour tout p; € X(1), il est naturel de définir
I'ordre d’annulation d’un polynéme de Laurent sur le diviseur D, par

OrdDm (f) = OI‘du:()(f()\m- (u)))
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(si cet entier est négatif, on dit que f a un pole d’ordre —ordp, (f) sur D,,).
Pour un monéme de Laurent ¢, on trouve

Ol"dei (") = Ordo(u<m’m>) = (m,m),

entier fixé par I'action de T sur A, (u). Puisque div (t")r =0, on a :

n-+s

div (™) = Z(m, i) Dy,

1

avec Pégalite ™ = [0 2™,

On peut associer a tout polynome de Laurent f = Y ¢, t"™ € C[t,t!] un
polytope convexe P(f) C Mg := M @ R ~ R" contenant I’enveloppe convexe
de son support supp (f) := {m € M ; ¢,, # 0}. On pose pour cela

k; := —min{(m,n;) ; m € supp (f)}, i=1,...,n+s.
et on définit
P(f):={me Mg; (m,n;) > —k;, Vi=1,....,n+s}.

Les poles (respectivement les zéros) de f sur le support de D,, sont d’ordre
inférieur a k; si k; > 0 (respectivement supérieur & —k; si k; < 0). Puisque f
est de support inclus dans P(f), le diviseur

n—+s

E(f):=div(f)+ Y kD, >0

est un diviseur de Cartier effectif, linéairement équivalent au diviseur .77 k; D,,..

Tout polynome de Laurent f = P() cmt™ définit une fonction rationnelle
sur X a laquelle est associée le polynome homogéne

n+s n+s

F(z) := (fol> X Z cmeZ{m’w,
1 ) 1

meP(f

élément du sous-groupe Sg C S, ou § = [>_ k;D,,|. Ce dernier ne définit pas
une fonction sur X, mais on peut considérer le lieu de ses zéros :

B(f) = {[o1, . s € X3 Fl@r,..,m0r,) = 0}
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Sous certaines conditions sur le polytope P(f), 'hypersurface E(f) est le
support du diviseur divy(f) associé aux zéros de f, cloture de Zariski dans
X de I'hypersurface {f = 0} C T (ceci n’est pas le cas par exemple pour
un monoéme " non constant), auquel cas le diviseur polaire divy(f) de f
coincide avec Y7 k;D,,.

1.2.2 Faisceau et polytope associés a un diviseur

Soit Ox le faisceau structural des fonctions holomorphes sur X. A tout di-
viseur D € Div(X) est associé un faisceau inversible Ox (D) de Ox-modules
sur X (|26], lecture 9, |20]), défini par ses sections au-dessus d’un ouvert de
Zariski U C X :

H(U, Ox (D)) = {f € C(X)" | (div (f) + D) = 0} U {0}

Si deux diviseurs D; et Dy sont linéairement équivalents, c¢’est-a-dire Dy =
Dy +div (g) pour g € C(X)*, la multiplication par g définit un isomorphisme
de faisceaux Ox(D;) ~ Ox (D). Puisque I'on est dans le cas lisse, tous les
diviseurs sont de Cartier, et on a la réciproque :

(D)) = [Dy] <= Ox(D,) ~ Ox(Ds).

Qui plus est, X est une variété normale et tous les faisceaux inversibles sur
X sont de la forme Ox (D) pour un diviseur de Cartier D de X. Ainsi, le
groupe de Chow A,,_;(X) est isomorphe au groupe de Picard Pic (X) des
classes d’isomorphismes des faisceaux inversible sur X.

Tous les diviseurs D sur X admettent un représentant T-invariant (non

unique) de la forme 77 k;D,..

Soit D = Y7 k;D,, un diviseur T-invariant ; on lui associe le polyédre
PD:{mEMR7<m,77Z>+I€ZZO, VZ:L,H‘I—S}

et on note L(Pp) 'ensemble des polynomes de Laurent de support inclus
dans Pp. Si D’ est un autre diviseur T-invariant linéairement équivalent a
D, alors Pp et Pp sont les mémes a translation par un élément du réseau
M prés et la Pp-homogénéisation est indépendante du représentant du degré
B = [D]. On l'appelle la f-homogénéisation.
D’aprés la sous-section précédente, on a I'isomorphisme :

HO(X, OX(D)) >~ @mePDmMCtm = ,C(PD)

En particulier, Pp N M est borné et Pp est un polytope.
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1.2.3 Fibrés en droites et diviseurs de Cartier

Soit D un diviseur de Cartier de données locales {U;, f;}, ou f; est un
élément non nul du corps C(U;) = C(X) des fonctions rationnelles sur
louvert de Zariski U; de X. On a alors Dyy, = div (f;)y, ou les fonctions
gi; := fi/ f; sont inversibles dans anneau Ox (U; NU;) et satisfont les condi-
tions de cocycle : on peut recoller les ouverts U; x C et U; x C en identifiant
(x,A) et (z,g;;(x)\) pour x € U; N U;. On obtient ainsi un fibré en droites
7 : L(D) — X donné par la projection naturelle de U; x C sur Uj.

Le faisceau des sections du fibré L(D) est isomorphe au faisceau inversible
Ox (D).

Le lien naturel entre ces deux objets est le suivant : a chaque section globale
s : X — L est associée une fonction rationnelle sur X définie sur U; par la
fonction s; € Ox (U;), restriction de s & U; composée avec la projection U; x C
sur C. Les diviseurs locaux sur U; définis par s; se recollent pour former un
diviseur de Cartier divy(s) € Div (X), effectif puisque les s; sont réguliéres
sur U;. On a alors 'interprétation suivante en termes des sections globales
du faisceau Ox (D) :

Si L(D) correspond a Ox (D), la section globale s € T'(X, L(D)) \ {0} cor-
respondant o f € H(X, Ox (D)) \ {0} vérifie

dive(s) =div (f) + D.

Localement , on a s; = ff;, ot f; définit Dyy,.

1.2.4 Systémes linéaires complets

Si D € Div(X) est effectif, les f; définissent une section globale s’ du
fibré L(D) et on a D = divy(s'). Puisque X est compacte, I'(X, L(D)) est un

espace vectoriel de dimension finie sur C engendré disons par {sy,...,s.}.
Deux sections non nulles s = Y ¢;s; et s = > cis; définissent le méme
diviseur si et seulement si (co,...,¢,) et (cf,...,c,.) sont proportionnels. On

peut donc identifier Pespace |L(D)| des diviseurs effectifs dans la classe [D]
avec 'espace projectif P(I'(X, L(D))) ~ P". Cet ensemble s’appelle le systéme
linéaire complet associé a D. On a les équivalences

E € |L(D)] < FE=divy(s), seT'(X,L(D))\ {0}
<— FE=E(f):=div(f)+ D, feL(Pp),
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d’ou I'isomorphisme ([20] et [26], lecture 9)
|L(D)| = P(T(X, L(D))) ~ P(H"(X, Ox(D))).

Le quotient de deux sections s, s’ € I'(X, L(D)) avec s’ non nulle, défini loca-
lement par s;/s;, ot s;/s; = s;/s; sur U;NUj, définit une fonction rationnelle
s/s' € C(X)*. Si s et s’ correspondent & f, f' € H°(X,Ox(D)) \ {0}, on a
s/s" = f/f. On peut illustrer cette remarque par l'utilisation des coordon-
nées homogeénes.

Soit D = S"7"° k;D,, un T-diviseur et
PD:{mEMR;<m,m>2—ki, VZ:1,,77,—|—S}

son polytope. Si f € L(Pp), les coordonnées homogénes donnent une équa-
tion globale pour 'hypersurface E(f) : on peut penser la section définissant
E(f) comme étant le polynome homogene F'(xy, ..., z,ys) de degré [D], Pp-
homogénéisé de f. Ainsi, les sections globales du faisceau Ox (D) sont les
fonctions rationnelles

(ki’ 7kn7:_5)’ F € Spp)
xl ...xn+s

et dim|L(D)| = (D) — 1 ou (D) := Card(Pp N M) puisque deux poly-
nomes homogeénes défnissent la méme hypersurface si et seulement si leurs
coefficients sont proportionnels.

1.2.5 Restriction aux sous-variétés T-invariantes

A tout cone 7 € 3(k) est associée une variété torique projective lisse X,
et un plongement naturel
X, —> X

d’image V(7). Tout fibré en droites L sur X peut étre tiré en arriére par i, et
détermine un fibré en droites i*(L) sur X,. Puisque i, est un plongement, on
peut identifier ce fibré avec la restriction de L 4 V(1) que 'on notera L. Si L
est globalement engendré, les sections globales de L™ sont les restrictions des
sections globales de L a V(7). Ainsi, I'( X, L7) s’identifie au complémentaire
dans I'(X, L) du sous-espace vectoriel des sections globales de L nulles sur
V(7). Les sections (resp. leurs coefficients) de L correspondant a I'( X, L")
s’appellent les sections (resp. les coefficients) de face associés 7.
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Soit B =Y """ k;D,. un T-diviseur et 7 € ¥. On appelle

Pg) :={m € Pg; (m,n;) = k; Vi tel que p; C 7}
la face de E associée a 7. Si L = L(FE), 'application linéaire de restriction

L(Pg) — L(PY)

f= Zamtm — T = Z At

mePg mGP}(;)

correspond a la projection orthogonale de I'(X, L) sur I'(X,,L7) et on a
Iisomorphisme naturel E(Pg)) ~ (X, L7).

1.2.6 Fonction support associée & un T-diviseur

Il existe un langage combinatoire pour la théorie des diviseurs de Cartier
T-invariants sur une variété torique (ou, de maniére équivalente, la théorie
des fibrés en droites). L’idée clé est la notion de fonction support linéaire sur
I'éventail ¥ (voir [20]).

Une fonction support linéaire W est une fonction réelle définie sur le support
|X| de ¥ (R™ dans notre cas), linéaire sur chaque cone o de ’éventail et
valeurs entieres sur les points du réseau N ~ Z".

Chaque point ¢ € [X] admet une unique représentation ¢ = >, ; a;;n;; ol
le cone (n;;; j € J) est le plus petit cone de ¥ contenant ¢. Une fonction
support linéaire est uniquement déterminée par ses valeurs sur les vecteurs
primitifs 7; générateurs des cones l-dimensionnels p;. On associe a ¥ son

polytope
P\p:{mEM7<m;7h>2\I}D(7h)7 szl,,n—i—s}

L’ensemble des fonctions supports est en bijection avec I’ensemble des T-
diviseurs : & D = ) k;D,, est associée la fonction support linéaire W, définie
par

Up(ni) = —ki.

Si D' est un T-diviseur dans la classe de D, la fonction ¥ — W est linéaire
et les polytopes Pp et Ppr définis par Wp et W sont identiques & translation
par un élément de M ~ Z" prés.
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Pour o € X(n), disons 0 = (p1,...,pn), on définit s, := —> 7 k;m; ou
(mq,...,m,) est la base duale de (7,...,7,). On a alors

Up(C) =(ss,¢) V(E€o,

avec, si ¢ = Y Jam; € 0, Up(() = = aik;. Si 0’ € X(n) contient ¢, on a
(S5, C) = (s!,(). L'ensemble {s,; o € ¥(n)} détermine donc ¥p de maniére
unique et le polytope Pp associé a D est intersection des cones affines n-
dimensionnels s, + & :

Pp =Py, ={m € M; (m,n;) > Vp(m), Vi=1,...,n+s} = ﬂ {so+G}.
ceX(n)

1.2.7 Degrés semi-amples, amples et trés amples

On dit qu’un diviseur D est semi-ample si une puissance tensorielle du
fibré en droites L(D) est globalement engendrée, ¢’est-a-dire telle que chacune
de ses sections locales sur U soit combinaison Ox(U)-linéaire de sections
globales. Dans le cas d’'une variété torique lisse compléte, cette puissance
peut-étre choisie égale a 1 et on dira que le fibré L(D) est semi-ample.

Le lieu de base d’un fibré en droites L sur X est ’ensemble
BS(L) ={reX;s(x)=0 VseI'(X,L)}.

Un diviseur D est semi-ample si et seulement si le lieu de base BS (L(D)) de
L(D) est vide : pour tout x € X il existe un élément s € T'(X, L(D)) tel
que s(z) # 0. Puisque L(D) ~ L(D’) si [D] = [D’], la semi-amplitude d’un
diviseur D ne dépend que de son degré § = [D]. On dit dans ce cas que le
degré 3 est semi-ample.

Le critére combinatoire pour caractériser les degrés semi-amples est le suivant

[20] :

Un degré 3 est semi-ample si et seulement si la fonction support linéaire
associée Vp ([D] = () est convexe, c’est-a-dire :

Up(u+v)>¥p(u)+Upv) Yu,ve NOR~R".

1l est équivalent de dire que pour chaque cone mazximal o, le vecteur s, defi-
nissant V¥ dans o est un sommet de Pp.
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L’espace des sections globales V' = I'(X, L(D)) est un espace vectoriel de
dimension finie engendré par les sections globales s,, associées aux monomes
t", ou m € Pp. On peut associer a tout x € X l'application linéaire €, € V*
qui & s associe son évaluation en z. Si L(D) est globalement engendré, le lieu
de base est vide et 'ensemble Ker (¢,) des sections globales s’annulant en x
définit un hyperplan de V' = I'(X, L(D)), ¢’est-a-dire un point du projectivisé
P(V*) = P(I'(X, L(D))*) = P ,r = dimc V — 1. On peut alors définir un
morphisme projectif

CI)L(D) X = ]PJ(V*) =P
x +— Ker(e,).

On dit que le fibré L(D) est trés ample si cette application est un plongement.
Dans ce cas, X est isomorphe a une sous-variété projective de P" et

Ox(D) = @7 p)(Opr(1)).

Le diviseur D est une section hyperplane de X, intersection de X (vue dans
P") avec un hyperplan de P". On dit que le degré associé [D] est trés ample.
On dit que le fibré L(D) est ample sil existe une puissance tensorielle L(D)®*

trés ample.

Un T-diviseur D € Div(X) est ample si et seulement si sa fonction support
Uy est strictement convexe :

Up(u+v) > ¥p(u)+V¥p(v) Vu,ve NOR~R",
avec €galité si et seulement si w et v appartiennent au méme cone.
Il est équivalent de dire que Pp est 'enveloppe convexe de I'ensemble
{so; 0 €X(n)},

avec cette fois les s, distincts. De maniére équivalente, 3 est I’éventail normal
de Pp : chaque cone p € (1) est déterminé par la face de Pp qui lui est
normale.

Un T-diviseur D € Div(X) est trés ample si et seulement s’il est ample et le
semi-groupe Sy = 0 NZ" est engendré par ’ensemble
{m —s,;mé€ Pp}

Puisque X est lisse, cette derniére condition est automatiquement vérifiée
pour tout o € 3(n) dés que le diviseur est ample et ample équivaut a trés
ample.
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1.3 Eléments basiques de la théorie torique de
I’intersection

1.3.1 Groupes de Chow

On considére I'ensemble Ci(X) des k-cycles de X, c’est-a-dire les sommes

formelles finies
C = Z Cici

ol les C; sont des sous-variétés fermées irréductibles de X de dimension k et
les ¢; des entiers. Le k-éme groupe de Chow Aj(X) est le groupe des classes
des k-cycles modulo équivalence rationnelle. On a [20] :

Les classes des sous-variétés T-invariantes V(1) associées auz cones
T € X(n — k) engendrent le k-iéme groupe de Chow Ag(X).

1.3.2 Dualité entre courbes et diviseurs

Soit D un T-diviseur sur X et L(D) le fibré en droitesassocié. Soit C
une courbe lisse fermée (donc irréductible) de X. Toute section rationnelle
non triviale s de la restriction L(D)|c de L(D) a C définit un diviseur sur C,
div (s) = > a;p;, ol a; est 'ordre d’annulation de s en p; € C'. Le quotient de
deux sections sur L(D)c définit une fonction rationnelle et le degré > a; du
diviseur div (s) ne dépend que de D et C. On I'appelle le degré d’intersection
de D et C, noté D - C ou Deg (Ox(D)c).

Si D est semi-ample, L(D) est globalement engendré et sa restriction L(D)|c
I’est aussi pour toute courbe iréductible lisse fermée. Dans ce cas, tous les a;
sont positifs et on a D - C > 0.

Si C' et le support de D sont lisses et se coupent transversalement, alors
D.-C=card(DNC).

Si le diviseur D est principal, le fibré en droites L(D) est trivial et le degré
d’intersection est nul pour toute courbe; ainsi, le nombre D - C' ne dépend

que de la classe [D] de D. D’un autre coté, si C; et Cy définissent la méme
classe dans A;(X), alors D - C; = D - C5. On obtient ainsi la fonction degré

deg: A, 1 (X)) x A1(X) — Z
([D],[C]) ~— [D].[C]=[D.C]=D.C.
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Les courbes irréductibles V(7), 7 € ¥(n — 1) engendrent A;(X), et les divi-

seurs D, ,..., D, . engendrent A, ;(X); il est donc naturel de calculer les

degrés D, - V(7).

Puisque X est régulier, le (n—1)-cone 7 = (p1, ..., pp_1) est inclus dans deux
cones maximaux o = (p1,...,pn) et 0’ = (p1,..., pn_1, Pns1) et il existe des
entiers uniques aq,...,a,_1 tels que 1, + N1 + Z?il a;n; = 0. On a le

résultat suivant [20] :

1. V(r)- D, =0, i¢{l,....n+1},
. V(r)-D,, =V(r)-D

2 =1
3. V(r)- D, =a;, i=1,...,n—1,

Pn+1 )

résultat duquel on déduit le degré d’intersection V' (7)- D pour un T-diviseur
quelconque D = 7" kD,

V(1) D = ky+ k1 + Y aik;

quantité égale a
<Saa 77n+1> - ‘I’D(Wnﬂ) 5

ou ¥ est la fonction support associée a D et s, est I'unique vecteur dé-
terminant Wp dans o. Utilisant les sections précédentes, on en déduit les
propriétés suivantes (]|20], [26], lecture 11) :

1. le diviseur D est principal (le fibré L(D) est trivial) si et seulement si
V(1) - D =0 pour tout 7 € 3(n —1);

2. le diviseur D est semi-ample (le fibré L(D) globalement engendré) si
et seulement si V(7) - D > 0 pour tout 7 € 3(n — 1).

3. Le diviseur D est ample si et seulement si V(7) - D > 0 pour tout
Te€X(n—1).

En particulier, la propriété (1) implique que la fonction degré définie ci-dessus
est non dégénérée : les deux Q-espaces vectoriels A;(X) @ Q et A, 1 ® Q
sont duaux. Notamment, on a rang A;(X) = rang A4,,_1(X) = s.
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1.4 Calcul résiduel sur une variété torique

1.4.1 L’application résidu torique

Soit (ey,...,e,) une base de M ; pour tout sous-ensemble I = {iy,...,i,}
de {1,...n+ s}, on note

det (nr) = det ((61777ij>5 1<1l,j< TL), dry = /\dﬂ?z‘j, Ty = H.CIZZ
J igl

La forme d’Euler sur X est la n-forme [3] :

0= Z det (U[).@[d.%[.

[I|l=n

Etant donnés F; € S,,, i =0,...,n, n+ 1 polynomes homogénes, on définit
le degré critique de I'application (Fy,..., Fy,) :

n+1

v= Zai - Zdeg ().
i=1 j=1

Tout polynome H de degré critique v induit une n-forme rationnelle sur X :

HQ)

S A

ou F' désigne la liste (Fp, ..., F},). Siles F; ne s’annulent pas simultanément,
les n+ 1 ouverts {x € X : F;(z) # 0} définissent un recouvrement de X
et wr(H) définit une classe [wp(H)] € H"(X,Q%) dans la cohomologie de
Cech, ot Q% est le faisceau de Zariski des n-formes sur X. Cette classe est
nulle dés que H appartient a I’idéal engendré par les F;. On obtient ainsi une
application

Resp : S, /(Fy, ..., F,), — C

definie par Resp(H) = Trx(jwr(H)]), on Trx est Papplication trace sur X
(& ne pas confondre avec la trace dont on parle en général, il s’agit ici de
la trace au sens de la dualité de Poincaré). On appelle cette application le
résidu torique [7, 6].

Le résidu torique de H € S, dépend rationnellement des coefficients des Fj.
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1.4.2 Familles essentielles de polytopes et résidus

Définition 1.1 Une famille de polytopes Py, ..., P, est dite essentielle si
pour tout I C {0,...,n}, la dimension de la somme de Minkovski ), ; P
est au moins |I|. Une collection de degrés ay,...,on € A,_1(X) est dite
essentielle si la famille des polytopes correspondants Py, . .., P, est essentielle.

L’importance de ce type de familles tient au fait suivant [35] :

Si les a; sont semi-amples, le résidu torique, vu comme fonction rationnelle
des coefficients de F; € S,,,, est identiquement nul si et seulement si la famille
Qo, - - -, nest pas essentielle.

Une famille est inessentielle si et seulement si n des n + 1 polynomes as-
sociés n’ont aucun zéro en commun (lorsque les coefficients sont pris géné-
riquement), auquel cas il n’existe pas de résidus locaux dans la somme et
I’application résidu torique est identiquement nulle.

On veut maintenant étre sir que les n + 1 polynomes F;, ¢+ = 0,...,n, ne
s’annulent pas simultanément sur X pour des coefficients génériques. Si la
famille des degrés ay, . . ., v, est essentielle, la codimension dans S, de I'idéal
(Fo, ..., F,) est 1 (et les F; ne s’annulent pas simultanément) pour les coeffi-
cients de (Fp, ..., F,) en dehors d’une hypersurface dans le produit d’espaces
projectifs P x -+ x Pi» (I; = #P; — 1); cette hypersurface est définie par
un polynome multihomogéne R, ., associé aux degrés ay,..., o, appelé
resultant mixte (voir la section suivante).

En résumé, le résidu torique définit un isomorphisme
Resp : S, /(Fy, ..., Fy,), — C.

si et seulement si
1. La famille «yp, ..., a, est essentielle.

2. Lerésultant R, ., évalué en les coefficients des polynomes Fy, .. ., I,
est non nul.

La clause 1 est réalisée si les diviseurs sont tous amples ; lorqu’ils sont semi-
amples et leurs polytopes F,; sont de dimension n, le résidu torique attaché
au systéme ([p,...,Fy,), o les les polynomes F; € S,, n’ont aucun zéro
commun dans X, est un isomorphisme [15]. Le résidu torique dans le cadre
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semi-ample se préte a une régle importante [7], la loi de transformation glo-
bale : si Gy,...,G, respectivement dans Sg,,...,Ss, n'ont aucun zéro en
commun dans X et s’écrivent

Gj - Z Aiij
i=0
avec A;; homogeéne de degré §; — «;, alors :
VHeS, HdetAe€S; et Resp(H) = Resg(Hdet A),

ou 7 est le degré critique correspondant cette fois & (B, - .., Bn)-

Puisque 'application résidu est linéaire, il est intéressant de trouver un élé-
ment (dépendant des coefficients des F;) de résidu torique 1. Si les «; sont
amples, ils définissent une famille essentielle et on peut exhiber un tel élé-
ment : on choisit un cone n-dimensionel o engendré par pq,...,p, tels que
det (n;) = 1, I = (1,...,n). Il existe alors une matrice (n + 1) x (n + 1)
A = (A;;) de polynéomes homogénes tels que

Fj = AOj HZEZ + ZA”ZEZ
1

i>n =

Du fait de la loi de transformation globale, le déterminant A, = det(A) est
dans S, et détermine un élément de résidu torique 1.

Dans le cas semi-ample, Khetan et Soprounov [35] ont construit dans plu-
sieurs cas des réalisations explicites de 41 par des résidus toriques.

1.4.3 Lien avec les résidus de Grothendieck

Soit Fj € Su;, 7 = 0,...,n une famille de polynomes homogeénes qui ne
s’annulent pas simultanément sur X et soit v le degré critique. Si I'ensemble
V(F,....,F,) ={z e X; Fi(x) =--- = F,(x)} est fini, pour tout H € S,,
on a [7]

(H/Fp)$2

Resp(H) = Res Fi(z), Fo(X), -+ Fo()

ou le terme de droite désigne la somme des résidus de Grothendieck locaux
associés aux Fi,..., F, sur 'ensemble fini V(Fy,..., F,).
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1.4.4 Résidu torique exprimé dans le tore

Si les degrés a, . . . , a;,, sont amples, pour tout sous-ensemble I C {0,...,n}
les suites (F;);er définissent génériquement des intersections complétes de co-
dimension || dans X. En particulier :

{Fo=-=F,=0}=0={F; =0; j #k} est fini.
Si de plus {Fy =0} € X \ T alors {F| = --- = F,, = 0} est fini, inclus dans
T, pour Fy € S,,,...,F, € S,, génériques. Dans cette situation, 'applica-

tion rationnelle résidu torique est entiérement déterminée par un calcul dans
lorbite dense T et, pour tout H € S,, (v étant le degré critique), on a [6]

(H/Fy)Q
Rty = i [0 A )

hdtl/\---/\dtn

- > Res [ (), falt) - ,fn<t>]

te{F==F,=0}CT

ot les polynomes de Laurent fi,..., f,, h sont les déshomogénéisés des po-
lynomes homogene Fi, ..., F,, H.

1.5 Reésultants

1.5.1 Le résultant mixte

Soit (Lo, ..., L,) une collection de fibrés en droites trés amples sur une
variété torique projective lisse X de dimension n, V; = I'(X, L;) = Cli et
V =@,V =C". On note

IXXV:{(x7($07"'7$n)) €EX XV, Sl<x) :07i207"'>n}

la variété d’incidence associée. La projection p; : Ix«y — X est une submer-
sion dont les fibres sont isomorphes a des produits d’hyperplans vectoriels
H; C V;. La sous-variété Ixyy C X x V est donc de dimension

dim(Ixxy) =dim X +dimV — (n+ 1) =dimV — 1,

irréductible lisse puisque X l’est. La projection py : Ixxy — V est holo-
morphe, propre, dont I'image

pa(Ixxv) ={s=(s0,...,8,) € V; {s =0} # 0}
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est une sous-variété W de V par le théoréme de Remmert. Puisque les fibrés
sont trés amples, la fibre au-dessus d’un point générique s € V est constituée
d’un seul point et 'application ps : Ixxy — W est birationnelle. Ainsi, W
est une sous-variété irréductible de V' de dimension

dimW =dimIxyy =dimV — 1,
donc une hypersurface irréductible de V. Il est clair que 'on a
(S0y---ySn) EW <= (A0S0, -+ Ansn) EW

pour tout A = (Ag,...,\,) € (C*)""L. Ainsi, W définit une hypersurface
irréductible P(W') dans le produit d’espaces projectifs P(Vy) x -+ x P(V},).

Soient Dy, ..., D, des diviseurs trés amples sur X tels que L; = L(D;) et
Py, ..., P, les polytopes associés. On note a; les coordonnées canoniques dans
Vi (c’est-a-dire associées a la base naturelle de V; donnée par les sections s;,,,
m € P;). 1l existe au signe prés un unique polynome irréductible Réo Lo €
Zlay, . .., ay,] tel que

W = {Réo,...,Ln) - O}

On appelle ce polynéme le (Ly, . .., L,)-résultant [22, 38]. Il est multi-homogéne
de degré partiel

deg, RiLo..n) = MVy (Po, ..., Picy, Pra, ..., Py) i=0,...,n,

ou MV,, désigne la prise de volume mixte de Minkowski (polarisation de
la forme volume normalisée de maniére a ce que le volume du n-simplexe
élémentaire dans R" vaille 1). Notamment, le degré de Réo,...,Ln) ne dépend
que des degrés des fibrés L;.

Si Lj, est un autre fibré en droites trés ample sur X, on a la propriété multi-
plicative

Réo@bL(),...,Ln)(SO ® S, S1y - -+) = RéOMLn)(SO, S1,. . )Ré/

------

pour toutes sections s € I'(X, Lo) et sy € I'(X, Lg) (bien que le polynome
Réo@L{),..,,Ln) soit irréductible).
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1.5.2 Résultants et résidus toriques

On garde les hypothéses de la section précédente. Soit Sip,] 'espace vec-
toriel des polynomes homogénes de degré [D;]. On note F; I'image de s; sous
I'isomorphisme I'(X, L;) ~ Sip,).

Soit v le degré critique des diviseurs D; et F' = (Fp,...,F,). Pour tout
polynéme homogéne H € S, 'application

(Fo, ..., F,) — Resp(H)

définit une application rationnelle sur P(Vp) x - - - x P(V},) et admet Réo L)
comme dénominateur “universel”, et ¢’est le meilleur dénominateur (c’est-a-
dire de plus petit multidegré) ; voir [8].

On peut plus généralement définir les résultants mixtes associés a une fa-
mille de fibrés globalement engendrés, et encore plus généralement le résul-
tant creux mixte associé a une famille de (n + 1) sous-ensembles finis de Z"
(correspondant, aux points entiers des polytopes P; dans notre cas), comme
dans |22, 38, 11].

1.5.3 Résultants de facettes et formule du produit

Soit p € X(1) et X, la variété torique projective lisse associée (correspon-
dant au support du diviseur D,). La restriction a X, des n fibrés L; définit n
fibrés en droitesLt, . .., Lf sur la variété n— 1-dimensionnelle X7, trés amples
puisque les L; le sont.

On appelle résultant de facette associé a p et a (Ly,...,L,) le polynéme
irréductible

X
R,(OLl,...,Ln) = R(L?’,...,Lﬁ)'

C’est un polynome multihomogeéne de degré partiel

degaiRl(DLl,...,Ln) = Mvn_l (Pl(p)7 ey PL(f)h -PZ(-i)lv SR qu(Lp))u
qui ne dépend que des coefficients de facettes a; p, . . ., a,,, associés a p (codant
I'ensemble des sections s7 € I'(X,, LY),...,s? € T'(X,, L), correspondant

aux facettes P/, ..., PP).
On suppose que Do = >_ s kiDp, et so =[5 2. On a Dégalité [37] :

n—+s

Rix(s0,- . s0) = [[ (R7 (s, s2))"™

i=1
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(par commodité, on omet la dépendance en (Ly,...,L,)). Toute section
sy € I'(X, Ly) s'écrit s, = fosp ou fo € C(X). Pour (s1,...,s,) génériques,
I'ensemble Z = {s; = --- = s, = 0} est fini inclus dans le tore, défini par un
systéme de n polyndomes de Laurent a n inconnues. La fonction de (s, ..., S,)
I 5P
Pez

est symétrique en les racines communes de ce systéme et définit une fonction
rationnelle sur P(V}) x --- x P(V},).

On a la “formule du produit” suivante [37] :

n+s

Rx(8p, 815y 8n) = ( H fo(P)> X U (Rpi(sfi,.._,gzi))ki.

PeZz

1.6 Coordonnées locales dans une variété to-
rique compléte lisse

On démontre maintenant les résultats de cette section qui ne se trouvent
a priort pas dans la littérature.

1.6.1 Définitions-Propriétés

On note 0 = p; + -+ + p, € 3(n) le cone maximal engendré par les
rayons pi,...,pn. La famille {n,...,n,} des vecteurs primitifs n; associés
aux l-cones p; est une base pour le Z-module libre N ~ Z". Soit my,...,m,
la base duale correspondante : & N Z" = @®;Nm,;. Les fonctions rationnelles
t™ sont réguliéres sur la carte U, = Spec C[g N Z"] ~ C™ et définissent un

systéme de coordonnées affines locales (z9,...,z9).

Lemme 1.1 Les coordonnées locales vérifient, en accord avec les coordonnées
homogeénes x1, ..., Tnys, les propriétés suivantes :

1. L’ouvert U, est le quotient géométrique (cf. Sous-section 1.1.3) :

{(:L'la s >$n+s) € Cnre \ Z(Z)a H$n+j 7& O}

G

U, =
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et les x7 sont les uniques fonctions rationnelles qui vérifient
(], . 2 1. 1] =[x, .., Tpas) € Us

2. Pour tout m € M, on note A\(m) = (A (m),...,\n(m)) € Z" les coor-
données de m dans la base (my,...,my) du Z-module libre M ~ 7.

On a les égalités
n+s

tm = (xa)/\(m) = H :L'j<~m7nj>.
J=1

3. Les équations affines des T-diviseurs Dpl, ...,D,, sont:
leU {I’ - 0} 7n .
Preuve. 1. On a X \ U, = Ui—1Dp,,,;, et pour z € Uy = {Zpy1 Tpys # 0}, le
vecteur
> 1 1
L m1777n+1 mnﬂ?n+] )
VlyoooyV, = x x e
( 1 TL+S) <]]1 n+j H n+j $n+1 Tpts
est bien défini. De Uégalité 27 = t™ = z;[[7_, nﬁ;’n"” >, on déduit 'égalité
[],...,22,1,...,1] = [11Z1,. ., UntsTnts|. On vérifie que I/ZHI/ i) 1,
7=1
donc v € G (Sous-section 1.1.3) puisque (my,...,m,) est une base de M et
[], ..., 20,1, ... 1] = [x1,. .., Tnys)-

Il est facile de vérifier I'unicité des x .

2. On étend par linéarité les égalités z7 =t a tout m € M.

s

3.On a D,, =div (z;). Or 2§ = x; H mnn_i;’n"“ et H nri;’n“ﬁ #0sur U,. O

J=1

1.6.2 Equation locale d’une hypersurface

Lemme 1.2 L’équation locale d’un T-diviseur de Cartier D = S 7" k;D,,
dans la carte U, correspondant au cone o = py + -+ -+ p, € 3(n) est :

n

Dy, = div ( H@;’)’%).

1
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Preuve. On a la représentation
Us=X\(Dp, s, U---UD, ).

Ainsi Dy, = (k1Dp, + -+ + knD,, ) v, et le lemme se déduit de I'assertion 3 du
lemme précédent. ([

n
On note que m, = E kim; = —s,, ol S, est le vecteur définissant la fonction
1

support Wp associée a D dans le cone o.

Soit D un diviseur effectif de polytope Pp et E une hypersurface de degré
[D] d’équation homogéne E = {F = 0}.
Lemme 1.3 L’équation affine de E dans la carte U, est :

By, ={F(7,...,27,1,...,1) = 0}.

On note f7 € Clzy,...,x7] ce polynome. Si F' est le Pp-homogénéisé d’un
polynome de Laurent f supporté par Pp, on a

fltr, .o ty) =2 7™, ... t"™), Vo € X(n),
ol $g = —(kymy + - + k,my,).

Preuve. Puisque E(f)jy, = {z € Uy; F([z1,...Tnts]) = 0}, la premiére partie
est une conséquence de l’assertion 1 du Lemme 1.1. Le Pp-homogénéisé F' d’un
polynéome de Laurent f =3 pp, Cmt™ supporté par Pp s’écrit

n—+s n—+s

ki i
F(ml,...anrs):Hxi X Z cme§m">,
1 mePp 1

soit

n n n
F(af,.. a0, 1) =[]@)M x > em [[l2010) = > e [ lag10m .

1 mePp 1 mePp 1
En remplacant les o7 par t"*?, on obtient la relation voulue. ([
On note v; le vecteur 7,4; exprimé dans la base {n,...,n,}; on définit

v; = kn-i-j + <Sg,7’]n+j> = kn+j - <(k51, .. .,k?n),l)j>, j = 17 Lo, S
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Lemme 1.4 Le support de f° est inclus dans le polytope
Apy, ={ e RY)"; (\v) > —v;,j=1,...,s},

projection du support de F (inclus dans (RT)™ x (R1)®) sur le n-plan (R*)™,
Ce polytope est image du polytope translaté Pp— s, via le changement de base
de 77" transformant la base canonique (eq,...,e,) en la base (my,...,my).

Preuve. On a l'égalité

supp (f7(t"™, ..., t"")) = —=so + supp (f),
ensemble inclus dans le polytope
{m; (m+se,mi) > —ki;i=1,--- ,n+s}=
{m; (m,m) >0,i=1,....n; (M, Nntj) > (=S¢ Mntj) — kntjs J=1,..., 5}
On conclut en utilisant la base (my,...,my). O

On note que le diviseur D est effectif si et seulement si le polytope Pp contient
l'origine, c’est-a-dire si et seulement si Ap , contient les vecteurs (ki, ..., ky,)
pour tout o € 3(n).

On pose vj := kytj + (So,Mntj) pour j = 1,...,s. On appelle le vecteur
V7 = (11,...,vs) € Z° le degré o-directionnel de f. On note

D, :=div(t”)+D=> v;D,,
1
I'unique diviseur supporté par X \ U, rationnellement équivalent a D.

1.6.3 Nouveaux critéres pour qu’un T-diviseur de Car-
tier soit semi-ample, ample et trés ample

Un T-diviseur D est semi-ample si et seulement si pour tout o € X,

le vecteur c-extrémal s, associé a D appartient au polytope Pp (ce qui

correspond au fait que la fonction support Wp soit convexe). Les points s,
sont dans ce cas des sommets de Pp et on a

<5m77n+j> + knJrj >0

pour tout céone o € ¥(n) de dimension maximale. On en déduit le lemme
suivant :
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Lemme 1.5 Un T-diviseur D est semi-ample si et seulement si le diviseur
D, est effectif pour tout cone mazimal o € ¥(n) (v7 € N°), ou encore si et
seulement si le polytope Ap , contient l'origine pour tout cone o € ¥(n). De
maniere équivalente, dans chaque carte U,, l’équation affine d’une hypersur-
face H € L(D) générique a un terme constant non nul,

Le cas ample correspond au cas ou les vecteurs s, € Pp, 0 € X(n) sont
distincts deux a deux, soit

(SosMntj) Fhnyy >0, j=1,...,s Vo € X(n).
On obtient le

Lemme 1.6 Un diviseur D est ample si et seulement si le diviseur D, est
strictement effectif (v7 € (N*)°) pour tout cone mazimal o € 3(n).

Le cas tres ample correspond au cas ample avec la condition supplémen-
taire : S, := d NZ" est engendré par 'ensemble {m — s,; m € Pp}, i.e. les
générateurs mq, ..., m, de S, appartiennent au polytope —s, + Pp.

Lemme 1.7 Un diviseur D est tres ample si et seulement le diviseur D,
est strictement effectif et si de plus le polytope Ap, contient les extrémités
des vecteurs de la base canonique de R™ pour tout cone mazximal o € X(n).
De maniére équivalente, [’équation affine dans la carte U, d’une hypersurface
générique E = E(f) de degré [D] est de la forme :

f7(@7) = co+ craf + -+ cnzy + g(27)
avec les ¢; non nuls, et g un polynome de degré (classique) au moins deuz.

Définition 1.2 Etant donné un diviseur D globalement engendré et E(f)
une hypersurface de degré [D], on appelle le coefficient constant (co ci-dessus)
de [ le coefficient o-extrémal de E(f). Il affecte le mondome t°> € L(Pp)
que l'on appelle monéme o-extrémal de la classe [D).

1.6.4 Résidu torique exprimé dans les cartes affines

Ceci est une remarque complémentaire aux rappels sur les résidus to-
riques. On se place exactement avec les mémes hypothéses et notations que
la Sous-section 1.4.4, ou l'on suppose cette fois H/Fy = t™, m € Z". Soit
o € X(n). On peut exprimer, sous certaines conditions, le résidu torique
Resp(H) en coordonnées affines.
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Lemme 1.8 On a [’égalité

> g di Aoty
Resp(H) = Res{ bitn
v et Si(t), fa(t), -+ fult)

(ﬁO)A(m)%

= Z Res a
w7 e{f7=r=fg=0} f7 (@), 5 (27), o f7(27)
des que les polynomes f{7 ne s’annulent pas simultanément sur les azes de
coordonnées x = 0.

Preuve. On remplace x¢ par son expression t™ en (t1,...,%,); le jacobien torique
correspondant au changement de coordonnées (t™,...,t"") — (t1,...,t,) vaut
det (mq,...,my) = 1, ce qui permet de conclure a la validité du résultat dans le
tore. Ce résultat reste vrai dans U, des que les polynémes f7 ne s’annulent pas
simultanément sur les axes. O
Si les degrés sont semi-amples, les polynémes f7, i = 1, ..., n associés aux £},
t =1,...,n ont un terme constant génériquement non nul et ne s’annulent

génériquement pas simultanément sur les axes de coordonnées x{ = 0, au-
quel cas l'égalité ci-dessus est une égalité de fonctions rationnelles en les
coefficients de Fi,... F),.






Chapitre 2

Concavité et dualité dans une
variété torique

On s’intéresse aux familles de sous-variétés de X intersections d’hyper-
surfaces de degré fixé. Sous certaines hypothéses, ces sous-variétés sont géné-
riquement intersections complétes et suffisamment mobiles pour définir des
notions non triviales de concavité torique (analogue de la k-concavité quand
X =P") et d’espace dual.

2.1 Problémes d’intersection

Dans cette section, X désigne une variété torique compacte, lisse, de
dimension n, associée a un éventail régulier complet > de N ® R. Pour p €
¥(1), on note z, la coordonnée homogeéne associée.

2.1.1 Facettes virtuelles et semi-amplitude

Soit B = Zpezu) k,D, un T-diviseur effectif sur X. On décrit dans cette
section 1'espace des sections globales du fibré en droites L(E) associé & E en
fonction de la géométrie de son polytope,

Pg:={meM®R; (m,n,) > —k,Vpec (1)}

On utilise pour cela la notion de face virtuelle du polytope Pg. On défi-
nit k), := —min,,ecp, (m,n,). Puisque £ est supposé effectif, son polytope
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contient 'origine et 0 < k:;) < k,. Pour tout cone 7 € X, on note

Py = {m € Pg; (m,n,) = —k, ¥p € 7(1)}
Py = {m€ Pg; (m,n,) = —-k,¥pe (1)},

Ce sont des polytopes convexes inclus dans des espaces affines translatés du
sous-espace vectoriel de dimension n — dim(7)

= {m eR"; (m,n,) =0Vper(l)},

avec l'inclusion Pg) C PZ. Le polytope Pg) peut-étre vide, tandis que le

polytope Pf; ne ’est jamais par construction.

Définition 2.1 On appelle P la face de Pg associée a T et P](;) la face
virtuelle de Pg associée a T.

On associe & E les T-diviseurs

E'=> kD, e E'=E-F.

peX(1)

Lemme 2.1 Les diviseurs E' et E” sont effectifs. Le support du diviseur E”
coincide avec le liew de base BS (L(E)) du fibré L(E). Le diviseur E' est semi-
ample et les espaces vectoriels T'(X, L(E)) et I'(X, L(E")) sont isomorphes.

Preuve. Les diviseurs E’ et E” sont effectifs par construction. L’espace vectoriel
I'(X, L(E)) admet pour base les sections globales s,, associées aux points m de
PeNZ" et x € BS(L(E)) <= sm(z) = 0 Vm € PgNZ" ou la section sy,
correspond au monoéme de degré [E]

(M = H xé,m’ank”.
peX(1)

Ainsi, * € BS(L(E)) si et seulement sl existe p € X(1) tel que € D, et
(m,n,)+k, > 0 pour tout m € PgNZ". Le lieu de base de L(FE) est donc la réunion
des diviseurs D, pour lesquels la face virtuelle Pép ) est vide, c’est-a-dire £ — E’
(on compte ici les multiplicités d’annulation des s,, en x € BS(L)). Notamment,
le diviseur E’ est semi-ample puisqu’aucune de ses faces virtuelles Pg) p € X(1)
n’est vide. L’application qui & s,, € ['(L(E)) associe la section s,, € T'(L(E"))
correspondant au monoéme [] pen(1) x;m’an% définit bien un isomorphisme entre
les deux espaces de sections (bien que les deux fibrés ne soient pas isomorphes). [
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Lemme 2.2 Soit 7 € X. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. V(1) C BS(L(E))

2. P = vper(1)

8. k,>k,Vper(l)

4. Py # Pp

5. P =0.

Preuve. La sous-variété V(7) est intersection des supports des T-diviseurs D, qui
la contiennent, c’est-a-dire

V(r)= (] Supp(D,).
pET(1)

La preuve du Lemme 2.1 induit les équivalences
Supp (D,) ¢ BS(L(E)) <= PY) #0 < k, =k, < Pb=PY,

et 1 & 2 & 3. L’équivalence 3 < 4 est évidente, et 4 = 5 puisque Pf n’est jamais

vide. L’égalité Pg) = Nper1) Pép) montre 5 = 3. O

Pour tout o € ¥(n), le vecteur o-extrémal sp, € Z" de E, défini par (m,1,)+
k, =0 Vp € o(1), caractérise sur o la fonction support ¥ :

Ug(C) = (sges C) V¢ € 0.

Remarque 2.1 En particulier, Iassertion (1) < (5) (pour 7 = o € X(n)) implique que
sgo € Pg si et seulement si le point fixe z, (orbite fermée de dimension 0 associée
a o) n’appartient pas au lieu de base du fibré L(E), ce qui correspond au fait qu’une
hypersurface générique H € |E| ne contient pas l'origine de la carte U,.

Lemme 2.3 Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. E est semi-ample;
2. P](;) # () pour tout T € X ;
3. il existe k € {0,...,n} tel que Pg) # 0 pour tout T € X(k) ;
4. Spo = P}g’), Vo € X(n);
5. Spo = Pg, Vo € X(n).
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Preuve. Les implications (1) = (2) = (3) sont conséquences du lemme précédent.
Le point 3 implique I'égalité k, = k;, pour tout p € ¥(1) et E' = E', impliquant 1
d’aprés le Lemme 2.1. Par définition Pg) C Sg,s et B est semi-ample si et seule-
ment si sg, € Pp,Vo € 3(n), dou (1) & (4) & (5) d’aprés le lemme précédent. O

Lemme 2.4 Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. E est tres ample;
2. dim P,(Ep) =n — 1 pour tout p € 3(1);
3. dim P =n — dim (1) pour tout T € ¥ ;
4. il existe k € {1,...,n — 1} tel que dim Pg) =n — dim (1) pour tout
T e N(k);
5. dim Pg) =1 pour tout T € ¥(n —1).

Preuve. Le polytope d’un diviseur trés ample F permet de retrouver 3 et chaque
(p)

face virtuelle Py normale a p € X(1) est de dimension n — 1, soit (1) = (5). Le
polytope Ag, associé a Pg pour un céone maximal o contenant 7 permet de se
convaincre de (2) = (3) = (4) = (5) (la dimension des faces est préservée par
translation et changement de base). L’assertion (5) implique en particulier que les
polytopes Ag , contiennent les vecteurs de la base canonique des espaces vectoriels

dans lesquels ils sont plongés et le Lemme 1.7 montre que (5) = (1). O

2.1.2 Décomposition d’une sous-variété générique de type

(L1, ..., Lg)
Soit k € N*, Ly,...,L; des fibrés en droites associés a une collection
E,, ..., Ej de diviseurs effectifs T-invariants sur X et Pg,,..., Pg, les poly-

topes associés.

Définition 2.2 On appelle sous-variété de type (L1, ..., Ly) toute sous-variété
de la forme

C=C(s):={s1=0}n---N{sp =0}
définie par s = (s1,...,8k), ot s; € I'(X, L;). On dira que C vérifie généri-

quement une propriété si elle la vérifie pour s = (sq,...,sk) dans un ouvert
de Zariski de [’espace vectoriel @]f I'(X, L;).
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Le théoreme principal de cette section concerne la structure générique des
sous-variétés de type (Lq,..., Ly).

Pour J C {1,...,k} et 7 € X, on définit I'indice
1 si ZP}EZ) =0 et ZP,(EZ) O VT CT
Crr = jed jed
0 sinon.

On obtient le lemme de décomposition suivant :

Lemme 2.5 Soit J C {1,...,k}. La décomposition ensembliste de la sous-
variété ﬂ BS (L;) C X en composantes irréductibles est
jeJ

(BS (L) = | J sV (7)

jeJ TEY

Preuve. En vertu du Lemme 2.2, V(7) est une composante de (..; BS (L;) si et

Pg) = () et cette composante (irréductible) n’est pas immergée

jeJ

seulement si D, ;

si et seulement si elle n’est pas incluse dans une sous-variété T-invariante V(7')
contenue dans [);c; BS (L;). O

Définition 2.3 On dira qu’une famille de polytopes (Py,...,P,) de R" est
essentielle si elle vérifie la condition suivante :

VIc{l,... r} dim(ZH) > 1.

icl
Pour I C {1,...,k} et 7 € 3, on associe la famille de polytopes
Frr={Py), iel}
et on définit le nouvel indice

{O si Fr, n'est pas essentielle
Vir =

Cre + SINON,

ou I¢ désigne le complémentaire de I dans {1,...,k}.
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Théoréme 2.1 Une sous-variété génériqgue C = C(s) de type (L1, ..., Ly)
se décompose de maniére unique en composantes non immergées :

C= U VI,TCI,T
Ic{l,....k}
TEY

ou Cy , est une intersection compleéte lisse, de codimension |I| de V(7), d’in-
tersection transverse ou vide avec les orbites incluses dans V(7).

La preuve sera donnée plus loin. Elle s’appuie sur le

Théoréme 2.2 S0 les fibrés Ly, ..., Ly sont globalement engendrés sur X,
une sous-variété générique de type (Lq,...,Ly) est intersection compléte
lisse d’intersection transverse ou vide avec les orbites de X si la famille
Pg,, ..., Pg, est essentielle, vide sinon.

Preuve. Pour s = (s1,...,s,) € P I'(X, L;), et 0 € X(n), on a

Cls)NUs ={f{ =---=f =0}

ou C(s) ={s1 =--- = s = 0} et les polynomes f7 € C[z7],...,z9] sont les équa-

tions affines des diviseurs divg(s;). Ces derniers sont supportés par les polytopes
convexes A; , := Af, , associés aux diviseurs F;, définis dans la Sous-section 1.6.2.
Ils sont de méme dimension que les polytopes Pg, et contiennent l’origine puisque
les fibrés L; sont globalement engendrés (Lemme 1.4). L’essentialité de la famille
(PEy, ..., Pg,) équivaut donc a lessentialité de la famille (A 4,..., Ay ), pour un
cone o € 3(n) quelconque.

On remarque (ceci sera utile ultérieurement) que si Aj,..., A, sont r polytopes
convexes de [0, +oo[™ (& sommets dans N*) définissant une famille non essentielle,
il existe (par définition de la non-essentialité¢) un sous-ensemble I C {1,...,r} tel
que dim()_ A;) < #I; annulation simultanée de #I polyndmes p; de supports
respectifsleAIi, 1 € I se traduit par I’annulation d’un systéme de #I polynoémes en
strictement moins que #I inconnues; si les coefficients des p; sont génériques, un
tel systéme n’a aucune solution et ’ensemble des zéros communs des p; dans C™ est
vide. Cette remarque (appliquée avec m = n et r = k) assure que si Pg,,..., Pg,
définissent une famille non essentielle, alors, pour tout o € X(n), Pensemble des
zéros communs de f7,..., f7 dans C" est vide (lorsque les coefficients sont géné-
riques) et C' = C(s) est génériquement vide.
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La famille (A1 4,...,Ar ) est essentielle si et seulement si chaque polytope A; »
contient un vecteur ef € N™\ {0}, de maniére & ce que la famille (e],...,e}) soit
libre. Si la famille (Pg,, ..., Pg,) est essentielle, la forme différentielle dfy A- - - Adfy
est donc génériquement non identiquement nulle pour tout o € X(n),; d’apres le
théoreme de Sard, le systeme (f{ — e1,..., f7 — €;) définit pour e générique une
intersection compléte lisse dans C™; comme 0 € A7, les s;, 1 = 1,..., k, définissent
bien une intersection compléte lisse dans X.

Reste & examiner la transversalité avec les orbites. Considérons pour fixer les idées
Vorbite définie dans U, par V = {21 = --- = zg = 0}. Si ¢ > n — k, l'intersection
{ff =---=f7 =0} NV est vide (lorsque les coefficients des f{ sont génériques)
et ce cas n’a donc pas a étre retenu. D’aprés la remarque faite ci dessus, on peut
supposer en fait non seulement que ¢ < n — k, mais encore que les intersections
A?y, des polytopes Af,..., A7 avec le sous-espace {& = =¢§ =0} de R
constituent une famille essentielle de polytopes dans R"™9. D’aprés ce qui précéde,
la restriction de la forme différentielle df{ A --- A dfy au sous-espace V n’est pas
identiquement nulle et le théoréme de Sard assure encore, puisque les polytopes

fvet=1,..., k ont toujours lorigine pour sommet, que, pour des coefficients
génériques, l'ensemble {f{ = --- = f7 = 0} intersecte V transversalement. U
Corollaire 2.1 S les fibrés Ly,--- , Ly sont globalement engendrés, alors

pour s € @YT(X, L;) générique et T € X(r), Uintersection
Cr(s) :=C(s)NV(r)

est une sous-variété lisse de X de codimension r + k (vide si v+ k > n),
d’intersection transverse ou vide avec les orbites incluses dans V(1) si et

seulement si la famille Pgl), cee P](Ez) est essentielle, génériquement vide Si-
non.
Preuve. On applique le théoréme précédent aux fibrés LT,..., L] sur la variété

torique V(7), ou la restriction L] du fibré L; a V(7) est définie par le polytope
PL = Pg) (Sous-section 1.2.5, et Lemme 2.2). O

Preuve du Théoréme 2.1 :
Preuve. Soient s = (s1,...,s;) € @]f I'(X, L;). En accord avec le Lemme 2.1,
on note L) le fibré L(E)) et s, € T'(X, L)) la section correspondante & s; sous
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l'isomorphisme I'(X, L;) ~ T'(X, L}). On a donc
div (s;) =div(s)) + E; — B}, Vs; e (X, L;), Vi=1,...,k,

et ’ensemble C' = C(s) se décompose (génériquement) sous la forme

= | (ﬂ{s;:()} N BS(Lj)>.

Ic{1,.,k} el Je{l,....k\I

On pose
Cry = Cras) = (st = 0}) N V(7).
i€l

Les s, sont des sections de fibrés semi-amples associés aux diviseurs E}, de poly-
topes Ppg,. D’aprés le Corollaire 2.1, la sous-variété Cr ; est une sous-variété lisse,
donc localement irréductible, incluse dans V(1) de codimension |I|, d’intersection
transverse (ou vide) avec les orbites incluses dans V() si et seulement si la famille
Frr = (Pg))iej est essentielle. D’aprés le Lemme 2.5 de décomposition des lieux
de bases, Cr,; est une composante non immergée de C si et seulement si cre » # 0,
ce qui montre le théoréme. Le fait que les sous-variétés Cr  soient génériquement
lisses implique qu’elles sont réunions disjointes de sous-variétés irréductibles, d’ot1
I'unicité de la décomposition. U

On verra a la fin de cette section un exemple de sous-variété lisse union
disjointe de branches irréductibles.

Remarque 2.2 Les indices vy, sont définis par :

V(r)c (] BS (L)
iele
{Pgi) ; 1 € I} essentielle
L7 (E;) globalement engendré sur V(7),j =1,...,k,

vip 0 <=

Définition 2.4 L’éventuelle composante génériquement lisse, intersection
compléte de codimension k de X = V({0}) et d’intersection transverse ou
vide avec les orbites de X correspond a I = {1,...,k} et 7 = {0}. C’est
Punique composante qui passe par tous les points de X, (quand s varie), que
l’on appelle la composante mobile (ou semi-ample) de C. On la note C™°P,
Si son intersection avec les orbites de dimension k est génériquement non
vide, on dira que C™°® est trés mobile (ou trés ample).
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Corollaire 2.2 On a les trois assertions suivantes :

1. C' admet une composante mobile si et seulement si la famille de poly-

topes (Pg,, ..., Pg,) est essentielle.

2. C = C™" des que la famille (Pg,, ..., Pg,) est essentielle et les divi-
seurs Fy, ..., Ey sont semi-amples; on dira dans ce cas que la famille
de fibrés (L, ..., Ly) est essentielle semi-ample.

3. C est tres mobile dés que les diviseurs E, . .., Ey sont trés amples. On
dira dans ce cas que la famille (L, ..., Ly) est trés ample.

Preuve. 1. La composante C™°P correspond a 'intersection

cmb = () {s;=0}

ie{1,....k}

des hypersurfaces semi-amples {s; = 0}. Les polytopes correspondant aux supports
des s} sont exactement les polytopes Pg,. Cette composante est donc non vide si
et seulement si la famille (Pg,, ..., Pg,) est essentielle d’aprés le Théoréme 2.2.

2. C’est clair.

3. C’est une conséquence du Corollaire 2.1 et du Lemme 2.4. O

Exemple. Soit (e, €2, e3) la base canonique de R3 ; la variété torique associée & 1’éventail
3 engendré par les cones 1-dimensionnels pi., engendrés par les £e; ¢ = 1,2,3 est X =
P! x P! x P!, munie des coordonnées homogénes classiques ([1 : y1], [2 : 2], [3 : y3]).
Les T-diviseurs Ey = {z; = 0} et Fy = {x2 = 0} associés aux cones p_., et p_., ont
pour polytopes respectifs P; = [0,e] et P, = [0,e3], ou (e, €5, e3) est la base duale de
(e1, €2, €e3). Les sous-variétés Cs de type L(E1), L(E>), s € T'(X, L(E;) ® L(E>)) s’écrivent

Cs = {ar1z1 + by = 0} N {azxa + bays = 0} = [~by : a1] x [~b : ag] x P! ~ P!,

Cette courbe est irréductible, lisse; elle est mobile, coupe génériquement en un seul point
les orbites P x P x [0 : 1] et P! x P! x [0 : 1] associées aux cones p.,, et est d’intersection
génériquement vide avec les autres orbites 2-dimensionnelles. Cela concorde avec le fait que

la famille (Plipi,Pzi’”) n’est essentielle que pour ¢ = 3, les faces étant réduites a lorigine

pour ¢ = 1,2.
L’exemple suivant montre que contrairement au cas X = P", une sous-variété
de type (L1, ..., L) peut-étre génériquement lisse sans étre globalement ir-
réductible.

Exemple. Soit X = P! x P!, munie des coordonnées homogenes ([zo : z1],[yo : v1])-
Soit D le diviseur semi-ample associé a la sous-variété {xo = 0}. Le fibré L = L(2D)
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est globalement engendré, et son polytope est de dimension 1, L est donc une “famille
essentielle”. Une sous-variété C, générique de type L(2D) (ici un élément du systéme
linéaire |2D|) a pour équation :

Ca = {aox?) + a1xox1 + CLQI'% = 0} = ({Pl (a)} X ]Pl) U ({PQ((I)} X ]Pl);
ott Pi(a) et P2(a) sont les solutions (dans P!) de I’équation agx3 +a1z071 +azz? = 0. Cest
une sous-variété lisse qui a génériquement deux composantes irréductibles. Ce phénoméne
est di au fait que dimA,,_1(X) > 1. Le fait que la variété C, soit lisse implique seulement

Virréductibilité locale de C,. On peut penser qu'’il y a équivalence entre irréductibilité
locale et globale si les fibrés L; ont suffisamment de sections.

2.1.3 Degré d’intersection, positivité, semi-amplitude

Définition 2.5 Pour toute famille Ly = ..., Ly de fibrés en droites sur X,
la classe dans le groupe de Chow de X d’une sous-variété générique de type
(Ly,..., L) ne dépend que des classes dans Pic(X) ~ A,,_1(X) des fibrés
Ly, ...,Lg. On la note a(Lq, ..., Ly).

On rappelle le théoréme de Bernstein, analogue “torique” du théoréme de
Bézout :

Proposition 2.1 Soit Py, ..., P, une famille de n polytopes a sommets en-
tiers. La sous-variété

{fit) = =fut) =0} C T

définie par les zéros d’une famille de polynémes de Laurent f; de supports
respectifs P, NZ", ©+ = 1,...,n, est génériquement zéro-dimensionnelle, de
cardinal le volume mizte MV, (Py, ..., P,).

Soit Ly = L(E,),..., Ly = L(E})) une famille de fibrés en droitessur X. Le
théoréme suivant est une traduction combinatoire du Théoréme 2.1.

Théoréme 2.3 On a les trois assertions suivantes :
1. a(Ly,...,Ly) € Ay (X) dés que les fibrés vérifient la condition :

codim (\BS(L;) > [I| VIC{l,....k};

el

on dira qu’ils sont dans ce cas en bonne position au-dessus de X.
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2. Siles fibrés Ly, ..., Ly sont globalement engendrés, on a l’égalité
V(1) a(Ly,...,Ly) = MVi(PY),...,PY)) € Ay(X) ~Z

pour tout T € X(n — k), quantité égale o Card(C NV (7)) pour C de
type (L1, ..., Ly) générique; en particulier,

V(r) -a(Lly,...,Ly) >0 VreX(k);

3. Sous les mémes hypothéses, on a V(1) - a(Ly,...,Ly) > 0 pour tout

T € X(k) si et seulement si les familles Pgl), PN Pg};) sont essentielles
pour tout T € 3(k). C’est en particulier le cas si la famille (Ly, ..., L)
est tres ample.

Preuve. 1. Si les fibrés sont en bonne position au-dessus de X, une sous-variété
générique C' de type (L1, ..., L) ne peut pas avoir de composante irréductible de
codimension inférieure & k d’aprés le Théoréme 2.1. D’un autre c6té, une com-
posante irréductible de C' ne peut pas étre de dimension plus petite que n — k
(3 moins d’étre vide). Ainsi, une sous-variété générique de type (Li,...,Ly) est
k-dimensionnelle (ou vide), ce qui prouve le premier point.

2.S0it 0 =p1+ -+ pn € B(n) et z7,...,27 les coordonnées affines correspon-
dantes. Si 7 € o(n—k) est engendré par py41, ..., pn, les fonctions x7, . .., 2 offrent
un systéme de coordonnées pour 'ouvert affine V(7)NU, = {27 | = - =z, = 0}
de la variété torique V(7). Soit f{ =--- = f7 = 0 les équations locales d’une sous-
variété C' de type (L1,...,Lg) et 7 = v, = fe(x9,...,27,0,...,0). Les
fibrés LT, restriction des fibrés L; & V(1) sont globalement engendrés sur V(7).
D’apres le Théoreme 2.2, la sous-variétée C' NV (1) est donc génériquement d’inter-
section transverse ou vide avec les orbites de V(7). Pour des raisons de dimensions,

elle est zéro-dimensionnelle et incluse dans 'ouvert affine V(1) N U,. On a donc
CnV(r)={f"(f,....,a0) =---= fy" (2,...,27) =0}

pour C' générique. Le support A7 & C (RT)* du polynome f{'" est l'intersection du
polytope A; ; avec le k-plan de coordonnées zf_ = -+ =z = 0, d’oti I'égalité

Card (Cs NV (1)) = MV, (AT, ..., A%L,)

d’apres le théoréme de Bernstein. Si (mq,...,my,) est la base duale de 6 NZ", le
changement de variable (z9,...,29) — (t1,...,t,) est de déterminant 1 et préserve
les volumes, d’oti I’égalité

MVi(AT 4. AL y) = MV (P, ..., PR, ).
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Puisque Pintersection V(7) N C est génériquement transverse, on a C.V (1) =
Card C NV (7) d’aprés la théorie de U'intersection [27], ce qui montre le deuxiéme

point.

3. Ce point est une conséquence du point 2 et du lemme qui suit. O

Lemme 2.6 On a les deuz assertions suivantes :

1. Une famille de n polytopes (P, ..., P,) de R™ est essentielle si et seule-
ment si MV, (P, ..., P,) > 0.

2. Si les P; sont associés a des diviseurs semi-amples E; de X, on a la

formule
MV, (P, P) = Y k,MV, ((Pf,.... Pl
peR(1)
0t kp, = — minpep, (M, 7,).
Preuve. On renvoie a [17]. O

Remarque 2.3 On peut conjecturer la réciproque au théoréme précédent :
V(r).a(Ly,...,Ly) > 0V71 € ¥(k) = (L1,...,Li) semi— ample
et

(L1, ..., L) essentielle semi — ample,

V(r).a(Ly,...,Ly) > 0 V7 € (k) =
(7).a(Ly k) 7 € 3(k) {L1®~"®Lk tres ample.

Définition 2.6 On appelle cone orthogonal de (Ly, ..., Ly) le sous-module
libre de Ak(X) défini par :

Ort (Ll, .. ,Lk> = {6 S Ak(X>, 6.0[([/1, .. ,Lk) = 0}

Soit V' C X une sous-variété algébrique de dimension pure k dont la classe
V] € Ap(X) séerit 3 cxppy vr V(7)) vr € L.
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Corollaire 2.3 Soit (Ly,..., L) une famille essentielle semi-ample de fi-
brés sur X et Py,..., P les polytopes associés. Alors pour une sous-variété
générique C de type (L1, ..., L), la sous-variété VN C' est finie, de cardinal

Card(VNC) = [V]a(L,....Lg) = Y v,MV, k(P[,....Ff).

TeX(n—k)
Notamment l'intersection est vide si et seulement si [V] € Ort (L, ..., Ly).

Preuve. C’est une conséquence du Théoréme 2.3 et de la définition du cone or-
thogonal. 0

Exemple fondamental :

Soit Ay, ..., A, une famille de n polytopes de M ®R non vides dont la somme de Minkowski
A=A;+---+ A, est n-dimensionnelle. On suppose que ’éventail ¥ A normal associé a A
est régulier ; il définit dans ce cas une variété torique projective X lisse qui ne dépend que
des polytopes A; modulo translation ce qui permet de supposer que 0 € A;, i =1,...,n.
On note n, les générateurs simples des cones 1-dimensionnels p € Xa(1) de I’éventail
associé & A et D, les diviseurs correspondants. Les fibrés L; associés aux diviseurs

E; := Z kipyD,, ki,:=—min{(m,n, >;meA;}, i=1,...,n

pPETA(L)
sont globalement engendrés et le fibré Lo = L1 ® --- ® L, est trés ample. Dans ce
cas 'ensemble {s; = -+ = s, = 0} est génériquement inclus dans le tore, donc fini et
de cardinal générique MV, (Aq,...,A,); il est non vide si et seulement si la famille est

essentielle.

Le cas de ’exemple ci-dessus est le plus naturel a traiter si I’on veut faire des
calculs de traces le long de sous-variétés données par les zéros de polynomes
de Laurent de supports prescrits. Cependant, le fait que les variétés toriques
lisses compactes ne soient pas toutes projectives (|26], lecture 14) motive
I’approche plus intrinséque générale proposée jusque la.

2.1.4 Le cas projectif

Dans le cas d’une variété torique lisse projective, on peut construire beau-
coup de familles de fibrés trés amples dont le cone orthogonal est réduit a
zéro. On prouve ici la proposition suivante :

Proposition 2.2 Soit X une variété torique projective lisse. Les Q-espaces-
vectoriels Ax(X) ® Q admettent une base formée de classes de sous-variétés
intersections compleétes d’hypersurfaces trées amples.
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La preuve s’appuie sur les lemmes suivants :

Lemme 2.7 Soit 0 € ¥(n). Le Z-module libre A, _1(X) ~ Z° a pour base la
famille B, == {[D,], p ¢ o(1)}.

Preuve. Le groupe de Chow A, _1(X) est engendré par les classes des T-diviseurs
Dy, p € (1) (Sous-section 1.3.1). Soit D = 3 1y koD, et sp,; son vecteur
o-extrémal. Alors

Dtdiv(roe) = Y (ky+ (sp,0m) Dy
o)

et [D] est combinaison Z-linéaire des classes [D,], p & o(1). O

N.B : 'ouvert affine U, := Spec [0 NZ"] = X \ U,¢q(1)D, est isomorphe 4 C™ ; son groupe
de Chow est donc trivial, ce qui explique que A,,_1(X) est engendré par la classe des
diviseurs de support inclus dans X \ U,.

Lemme 2.8 Si X est projective, il existe une base 31 = [E1], ..., [03s = [E]
de Ap1(X)®@Q, ou les 5; € A,—1(X) sont trés amples. Les E; peuvent étre
choisis effectifs a support dans X \ U,.

Preuve. Soit D un diviseur trés ample (X est supposée projective, il en existe donc)
a support dans X \ U,. Pour N € N suffisament grand, les diviseurs D, + ND,
p ¢ o(1) sont tous trés amples et forment la base recherchée. O

Remarque 2.4 C’est un fait général qu’il existe une base de A,_1(X) ® Q formée de
classes de diviseurs trés amples pour une variété projective lisse quelconque. Le cone
engendré par les classes des diviseurs trés amples est toujours ouvert dans le cone engendré
par les classes des diviseurs effectifs et contient donc une Q-base de A, _1(X).

Remarque 2.5 Si l’on se restreint & une base semi-ample, on peut espérer obtenir une
Z-base pour A, 1(X). C'est le cas pour les produits d’espaces projectifs X = P4 x
- x P% munis de la graduation naturelle, pour lesquels les degrés semi-amples 3; =
(0,...,0,1,0,...,0) (1 est & la i-éme place, i = 1,...,r) constituent une base de A,,_1(X)
en tant que Z-module; de plus, dans ce cas, la sommes des degrés est ample et permet de
reconstruire X (ce qui est intéressant au vu des théorémes de type Wood évoqués dans la
premiére partie).
On peut d’autre part se poser les questions suivantes : si le diviseur D = Z; viD,, . est
trés ample, les diviseurs D, . . + D sont semi-amples pour tout j = 1,...,s et constituent
une base de (377 vj) An—1(X) ; lasomme 327, (D, ,, + D) est-elle trés ample ? qu’en est-il
de YI°(D,, + D)?
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Preuve. On prouve maintenant la Proposition 2.2. Si 7 = p;, +---+p;,_,, on a

V(r)=D;,N---ND

In—k*

D’apreés le lemme précédent, les classes des diviseurs Det M x D;; sont combinaisons
Z-linéaires des classes [Ej], j=1,...,5. 81 J = (j1,...,Jn—k) est un (n — k)-uplet
de {1,...,s}" % des hypersurfaces génériques Hj, € [E},],...,Hj, _, € [Ej,_,] se
coupent transversalement pour former une intersection compléte trés ample lisse
Cy, et la classe [V (7)] est combinaison Q-linéaire des classes [C}] :

vinl= Y oy

Je{l,... syn—k

(les CST) € Q ont Det (M)" % comme plus petit dénominateur commun). Puisque
les classes [V (7)], 7 € X(n — k) engendrent Ay (X), on peut extraire une Q-base
dans ’ensemble des C'y qui apparaissent, ce qui finit la preuve. (|

Remarque 2.6 La classe de tout k-cycle effectif est combinaison effective des classes des
T-sous-variétés irréductibles V(7), ce qui n’est a priori plus le cas si on 'exprime dans une
base trés ample.

2.2 Concavité torique

2.2.1 Espaces des paramétres

Soit E, ..., Ey une famille de T-diviseurs effectifs sur X. On suppose que

les polytopes associés Pg,, ..., Pg, sont de dimension au moins 1 et on note
Ly = L(E)),..., Ly = L(Ey) les fibrés correspondants.

Le systéme linéaire complet | L;| associé & L; est isomorphe a 'espace quotient
des sections globales du fibré L; modulo les sections inversibles (i.e qui ne
s’annulent pas sur X)

T'(X, L)\ {0}
Le quotient de deux sections inversibles définit une fonction rationnelle ré-
guliére sur la variété compacte X, donc définie par un polynéme de Laurent
de support inclus dans l'intersection

() onM,

o€ (n)
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intersection réduite a {0} puisque I'éventail ¥ est complet. On a donc les
isomorphismes T'(X, L;)" ~ C* et |L;| s’identifie & ’ensemble P(T'(X, L;))
des droites vectorielles de I'( X, L;). C’est I'espace projectif de dimension [;—1
ou

l; = dimcI'(X, L;) = card (Pg, N M).

Toute section globale de I'(X, L;) est représentée par le vecteur (@i )me Pp,AM
de ses coefficients dans la base (Sim)mEPEimM définie par les monomes de
Laurent t™, m € Pg, N M. On note a; € P(I'(X, L;) la classe du vecteur

(aim)mEPEi M et

Co, ={z € X,; Z AimSim () = 0} € | L]

mEPEi nM

I'hypersurface correspondante (qui ne dépend pas du choix du représentant
(@im) de a;).

Définition 2.7 On appelle le produit d’espaces projectifs
X*=X"(Ly,...,Ly) =P(I(X, Ly)) x --- x P(I'(X, Lg)),

muni des coordonnées multi-homogénes a = (aq,...,ax), l'espace des para-
metres de l'ensemble Cx(Ly, ..., L) des sous-variétés de type (Lq, ..., L)
ou encore l'espace (L1, ..., Ly)-dual de X. Si a € X*, on note

Cazcalﬂ"‘mcak:{sal:"':Sakzo}

la sous-variété de X correspondant (s,, est un représentant quelconque de la
classe [sq,] associée a a;).

Remarque 2.7 L’application a — C, de X*(Ly,..., L) dans Cx (L1, ..., L) est surjec-
tive par définition. Elle n’est en général injective que dans le cas hypersurface (k = 1).
Dans le cas particulier ou

X=Xy x- - x X,

le choix de k fibrés semi-amples L; sur X;,...,L; sur X permet de fabriquer une famille
essentielle de fibrés semi-amples sur X (en tensorisant L; par les fibrés constants sur les
variétés X;, j # i) pour laquelle la correspondance a — C, est bijective. Dans ce cas,
C, est intersection compléte pour tout a et Cx(Lq,...,Lx) est un produit d’espaces pro-
jectifs. En général, on utilise a priori plus de paramétres que la dimension éventuelle de
Pensemble des sous-variétés de type (L1,..., Lk).
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En analogie avec les Grassmaniennes (X = P"(C); L; = Opn(c)(1)), il serait intéres-
sant dans le cas d’une variété torique projective X d’étudier la structure de l’espace
Cx(Ly,..., L) (structure de variété, dimension, singularités, irréductibilité, etc.). Par
exemple, pour quelles familles de fibrés 'ensemble Cx (L1, ..., L) est il une sous-variété
fermée irréductible de ’espace de Chow de X (ou, en plus grande généralité, du schéma
de Hilbert de X). Comment se traduisent les propriétés d’essentialité, de semi-amplitude,
d’amplitude, de fibrés en bonne position, etc.?

Définition 2.8 On dira que a € X* est un point régulier s’il définit une sous-
variété C, C X intersection compléte lisse. On note Reg (X*) l’ensemble des
points réguliers de X*.

Lemme 2.9 Soit (Ly, ..., Ly) une famille semi-ample essentielle. L’ensemble
Reg (X*) est un ouvert de Zariski non vide de X*.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du Théoréme 2.2. (|

2.2.2 Variété d’incidence

Soit (L, ..., L) une famille de fibrés en droites.

Définition 2.9 On appelle
Ix ={(z,a) e X x X" ; x € C,}

la variété d’incidence sur X associée a la famille (Ly, ..., Ly). On note px
et qx les projections naturelles respectives de Ix sur X et X*.

La variété d’incidence Ix est une sous-variété algébrique de X x X* non vide
si et seulement si aucun des espaces vectoriels I'(X, L;) n’est réduit a 0 (i.e.
si I'espace Cx (L1, ..., L) est non trivial).

Théoréme 2.4 On a l’énoncé en deux volets suivant :

A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. les fibrés Ly, ..., Ly sont globalement engendrés;

2. Ix est un fibré en produit d’espaces projectifs P12 x .. x P»=2 gy-
dessus de X, avec l; = dim I'(X, L;) > 2;
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3. Ix est une intersection compléte irréductible lisse de codimension k de
X X X* et Uapplication qx : Ix — X est une submersion ;

4. Ix est la cloture de Zariski dans X x X* de I’ensemble py* (T).

B. La famille (Ly, ..., Ly) est semi-ample essentielle si et seulement si les
conditions suivantes sont réalisées :

1. Ix est lisse et la projection px : Ix — X est une submersion holo-
morphe ;

2. Reg (X™) est un ouvert de Zariski de X* et Uapplication qx : Ix —
X* est holomorphe propre, surjective, submersion de ¢y (Reg(X*)) sur
Reg (X*) C X*.

Preuve.

Assertion A. Soit V; = T'(X, L;). Le projectivisé de V; est ensemble des hyper-
plans de Vj, c’est-a-dire l'espace projectif P(V;*) des droites du dual V;* de V;. Soit
(T3, P(V*), pi) le fibré projectif tautologique “point-hyperplans” défini par

T, ={(P,H) e P(V;) xP(V;"); P € H}

ou p; : T; — P(V;¥) est la projection naturelle. Le point P € P(V;) correspond a la
classe [s] (modulo les sections inversibles) d’une section globale s de Op(y;)(1) et
P € H signifie H = {s = 0}.

On note (T,P(V*),p) le fibré produit d’espaces projectifs T' =T} X -+ x T}, muni
de la projection naturelle p = (p1, ..., px) sur sa base P(V}*) x --- x P(V}}).

Pour x € X, soit €;;, : V; — C Dapplication linéaire évaluation en x qui & s associe
s(x). Sile fibré L; est semi-ample, ses sections globales ne s’annulent simultanément
en aucun point de x et 'application

O, X — PV

r — H=Kere;,

est bien définie (mais n’est pas nécessairement un plongement, ni méme une im-
mersion). L’application

O =(By,...,05): X — P(Vy)x - x P(V})

x — (Kereyy,...,Kereg,),
permet de définir sur X le fibré ®*(7T') via :

(1o :=To) ={(P1,..., Pk) € P(V1) x - x P(Vi); Ps € ®i(x)},
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soit encore

k

O (T) = {([s1], -, [si]) € PPB(X, Ly)); s1(2) = -+ = sy(w) =0}

=1

ainsi ®*(7), = p;(l(x) et le triplet (Ix, X, px) est le tiré en arriére par ® du fibré
projectif (T,P(V*),p) ce qui montre (1) = (2) (les dimensions sont claires). C’est
un fait classique qu’un fibré projectif sur une variété lisse irréductible est lui aussi
lisse irréductible. Il est intersection compléte pour des raisons de dimension et la
projection d'un produit de fibrés projectifs sur sa base est une submersion, d’ou
(2) = (3). Puisque toutes les fibres ont méme dimension, I'image réciproque d’un
ouvert dense (pour la topologie usuelle) de X est dense dans Ix et la cloture de
Zariski de py* (T) coincide avec la cloture au sens usuel d’ou (3) = (4).

(4) = (1). Les fibres au-dessus de T sont isomorphes a

k

px' (@) = {([s1],- .., [si]) € PPI(X, L)) ; si(x) = -+ = sp(x) = 0}

i=1

ou, si L; = L(E;), le fibré L est le fibré globalement engendré associé au diviseur £
(voir Lemme 2.1). Puisque (1) = (4), la cloture de Zariski de py' (T) est isomorphe
a

k
{(@. (1], - [sk]) € X x PPE(X, L)) 8 (x) = - -~ = s (x) = 0}
=1

et définit un fibré en produits d’hyperplans projectifs sur X. Si I'un des fibrés n’est
pas globalement engendré, la fibre py' (z) au-dessus d’un point z € X \ T annule
toutes ses sections; la fibre correspondante est de codimension supérieure a k et ne
peut étre contenue dans la cloture de Zariski de p}l(T), ce qui montre A.

Assertion B. Si la famille (L1, ..., Lx) n’est pas semi-ample, le point (1) n’est pas
vérifié d’apres ’assertion A. Si la famille est semi-ample mais n’est pas essentielle,
la sous-variété C, est génériquement vide d’aprés le Théoréme 2.2, ce qui contredit
le point (2). A I'inverse, si la famille est essentielle semi-ample, le point (1) est véri-
fie d’apres asertion A et Reg(X™) est un ouvert de Zariski d’aprés le Lemme 2.9.
Il est clair que gx est holomorphe, propre (car Ix est compacte) et surjective.
L’application gx : ¢y (Reg (X*)) — Reg (X*) a ses fibres lisses et définit donc une
submersion. 0.
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2.2.3 Concayvité et dualité dans une variété torique com-
pacte

Définition 2.10 Un ouvert U C X est dit (Ly, ..., Ly)-concave si par cha-
cun de ses points passe une sous-variété de type (L1, ..., Ly) incluse dans U.
Si U est concave, on appelle I’ensemble

U'={acX";C,CcU}C X"

le (Lq,...,Lg)-dual de U. On dira que U est un ouvert concave réqulier si on
a linclusion U* C Reg (X™).

La variété X est un ouvert concave pour toute famille de fibrés telle que
dim|L;| > 0,4 = 1,...,k. 1l est clair quun ouvert (Lq,..., Lg)-concave
contient I'intersection des points de base des fibrés L;.

Définition 2.11 Si U est (Ly, ..., Ly)-concave, on note
Iy ={(z,a) eUxU"; x€C, et C, CU},

l’ensemble d’incidence au-dessus de U et py et qu les projections naturelles

sur U et U*.

Dans le cas semi-ample essentiel, on a la

Proposition 2.3 Si la famille est semi-ample essentielle, le dual d’un ouvert
(Ly,...,Ly)-concave U C X est un ouvert non vide de X* pour la topologie
produit, réunion des ouverts U' C X* pour lesquels U = px (¢ (U")). Tout
ouvert concave U C X est de la forme

U = px(qx (U"))
ou U' C X* est un ouvert non vide.

Preuve. Montrons que U* est ouvert dés que U est un ouvert (L1, ..., Ly)-concave
de X. D’aprés le Théoréme 2.4, px est une submersion et Iy est un ouvert de Ix
si et seulement si pour tout @ € U, chacune des fibres p;;'(z) = py'(z) N Iy est
ouverte dans py' (). Soit F = X \ U et

W, ={(z,a) € F x qX(p;(l(x)); z€ Oy} C p}l(x) C Ix;
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lensemble ¢x (p;(l (x)) est isomorphe & un produit d’hyperplans projectifs, donc
fermé dans X™; la condition z € C, étant une condition fermée, ’ensemble W, est
un fermé de py*(x) C Ix; chaque fibre p,}l(a:) = px'(x) \ Wy est donc ouverte
dans py' () et Iy = p;;"(U) est un ouvert de py'(U), donc de Iy. La projection
qx : Ix — X* étant holomorphe, elle est ouverte et U* = ¢x () est un ouvert de
X* pour la topologie produit. Le fait que U* soit la réunion des ouverts non vides
U’ de X* tels que U = px (g5 (U’)) est une conséquence de la définition du dual.
A linverse, I'image réciproque de tout ouvert U’ C X* par I'application continue
gx est un ouvert de Iy, dont I'image

U= |J Ca=px(ex'U) Cc X
aeU’

par la submersion px est un ouvert (L1, ..., Lg)-concave de X. O

Dans le cas essentiel semi-ample, on a donc les propriétés de dualité

qwpy'(U) =U" puler"(U") =U

pour tout ouvert concave U C X. L’application py : Iy — U est une sub-
mersion de 'ouvert I;; de la variété lisse Ix sur I'ouvert U de X. En vertu du
Théoréme 2.4, le morphisme qp; : [y — U* est une submersion au-dessus de
I'ouvert Reg (U*) = Reg (X*) N U* (dense dans U*). On note que si a — C,
définit un isomorphisme X* ~ Cx(Li,...,L;) (c’est le cas des situations
“produit”, voir la Remarque 2.7), tous les ouverts non vides U’ de X* tels
que U = px(qx (U") coincident avec U*.

Lemme 2.10 Si la famille est semi-ample essentielle, le dual d’un ouvert
qui est (L, ..., Lg)-concave régulier, conneze, est aussi connexe. Si les fibres
q;(l(a) ~ C, sont connexes, la réciproque est vraie.

Preuve. Soit U un ouvert concave régulier connexe : U* C Reg (X*). Comme [y
est un fibré en produits d’hyperplans projectifs au dessus de 'ouvert connexe U,
Iy est connexe et son image U* = quy(Iy) par 'application continue gy l'est aussi.

Si maintenant U™ est connexe et z € U, I’ensemble U} des points a € U* tels que x
puisse étre relié & un point de C, par un chemin continu de U est ouvert dans U*.
En effet, si yo est un point de Cy, reliable a x par un chemin continu de U, on peut
utiliser le fait que Cy, soit lisse en yo et le théoréme des fonctions implicites pour
construire un disque analytique ¢ € D(0,€) — y(t) € Cyyyt avec y(0) = yo. Cet
ensemble U} est aussi fermé dans U™ : si une suite de points (a,), converge vers
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ap et s’il existe sur chaque C,, un point y, que 'on peut relier &  par un chemin
continu de U, on peut supposer (par compacité de X) que la suite (y,), converge
(dans X) vers un élément y € Cy, que (toujours en utilisant la lissité de Cy, en y
et le théoréme des fonctions implicites) l'on peut relier & x via yny (pour N assez
grand) par un chemin continu de U. Puisque U* est supposé connexe, U = U* et,
si x1,x9 € U, on peut relier par un chemin continu de U le point 1 & un point y
d’une sous-variété lisse connexe C, C U passant par xs, ce qui prouve la connexité
de U. U

Définition 2.12 Soit V C U un sous-ensemble analytique fermé d’un ouvert
(Ly,...,Ly)-concave U C X. On appelle l’ensemble

V' i=quipg' (V) C U
le (Ly,...,L)-dual de V. On note
Iy =p;' (V) ={(z,a) e V x U*; x € C,}.
l’ensemble d’incidence associé a V', que [’on munit des projections naturelles
pv €t qy.

Explicitement, on a V* = {a € U*; C,NV # (}. On a la proposition
fondamentale suivante :

Proposition 2.4 Si (Ly,..., L) est une famille essentielle semi-ample et
U un ouvert (Lq, ..., Lg)-concave de X, alors :

1. Le dual V* d’un sous-ensemble analytique fermé V. C U est un sous-

ensemble analytique fermé de U*, et, pour tout ag € V*
codim,,V* =k —r + min{dim(V N C,); a € V", voisindeay},

ou r est le maximum des dimensions des composantes irréductibles de
V' rencontrant Cl,.

2. Si'V est irréductible et s’il existe a € Reg (U*) pour lequel intersection
V- N C, est propre, V* est irréductible de codimension pure

k—dimV, sidimV <k

0 sinon.

codimV™* = {

Dans le second cas, V* = U* si U est connexe.
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Preuve. 1. Puisque py est une submersion, Iy, est un sous-ensemble analytique
fermé de Iy de codimension n — dim (V'), irréductible si et seulement si V' D'est. La
projection gy : Iyy — U™ est une application holomorphe, propre, d’image V*. Par
le théoréme de l'application propre (voir par exemple [25], dont on s’inspire ici),
V* est un sous-ensemble analytique fermé de U*, irréductible si Iy 'est. De plus,
pour tout ag € V*, on a :

dimg, V* = max{dim, q) qv ; (z,a) € Iy, a € V" voisinde ao}

oil dim(, q) qv = dimy oy [y — dim, 4 (¢;'(a)) est la codimension en (z,a) dans
Iy dela fibre g;;' (a). Puisque py est une submersion et py (g (a)) =V NC, C U,
on a codimfw(x,a)q;l(a) = codimy ;V N C,.
Puisque la famille est semi-ample essentielle, la variété d’incidence Iy est inter-
section compléte de codimension k dans U x U*. Si Uy est un voisinage ouvert
arbitrairement petit de ag, 'ouvert concave correspondant U, est inclus dans U
et contient C,, N'V. Ainsi,
max{dim ) Iv; (z,a) € Iy ,a € V' NU, } = dimly — (n—dim(V NUs)
= n+dmX* -k
—(n —dim (VN Ug,)
= dim(VNUg) +dimX* — k.

En choisissant U, suffisamment petit, on a , compte tenu de la définition de 7,
max{dim q)Iv; (z,a) € Iy ,a € V' NUy} =7 +dim X" —k
et par conséquent, du fait de la relation 5.3,
dimg, V* =r +dim X* — k — min{dim (V N C,); a voisin de ap},
soit encore
codimg, V* =k — r + min{dim (V N Cy) ; a voisin de ap} .
Ceci achéve la preuve du point (1).

2. Puisque la famille est essentielle semi-ample, qu est une submersion de 1’ou-
vert dense I := q;;' (Reg(U*)) C Iy sur Reg(U*). Par hypothése, il existe ag €
Reg(U*) N V* tel que Cy, intersecte proprement V. L’image de l'ouvert non vide
IyNI (0] C Iy par qu est donc une sous-variété irréductible de RegU* dont ’adhé-
rence dans U* coincide avec V* (qui est irréductible). D’autre part, puisque Cly,,
lisse, de dimension n — k intersecte proprement V on a

dim(VNCq) = dimV +dimCyy —nsidimV >k
dim(VNCq) = 0sidimV <k.
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D’apres le point (1), on a donc

codimg, V* = k—dimV +dimV +dimC,, —n=0sidimV >k
codimg, V* = k—dimVsidimV <k.

Puisque V* est irréductible et ag générique, on a codim V* = codim,, V*. Si U est
connexe, U* 'est par le Lemme 2.10 et V* = U* dés que codim V* = 0. O

Les ensembles analytiques duaux ont des structures en fibrés trés particu-

liéres : si V' est un sous-ensemble analytique fermé d’un ouvert concave
U C X, son dual

V* = Ugev qu(py' (z))

est la réunion sur x € V des restrictions a U* des produits d’hyperplans
projectifs qx (py' (z)) = P12 x ... x P%~2 C X* correspondant & I’ensemble
des sections globales de (L1, ..., L) qui s’annulent simultanément en x.

2.2.4 Deégénérescence

On fixe (Li,..., L) une famille essentielle semi-ample et U un ouvert
(Lq, ..., Ly)-concave connexe.

Définition 2.13 Soit V C U un sous-ensemble analytique fermé de dimen-
sion pure. On dira que V' est (L1, ..., Ly)-dégénéré s’il contient une branche
wrréductible Vi telle que

dim Vy < dim [y, si dimV <k
{dim Voo < dim U* si dimV > k.
Lemme 2.11 Soit V C U un sous-ensemble analytique irréductible fermé de
dimension pure v < k. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. 'V est non dégénéré ;
2. codimV* = k — dimV';

3. L’ensemble analytique
Ty :={aeV";dim(V NC,) >0}

vérifie dim Yy < dimV* —2;
4. L’ensemble {a € V*; dim(C, N V) = 0} est dense dans V*;



Concavité torique 91

5. 1l existe a € Reg (U*) tel que dim(C, NV) = 0.

Preuve. (1) = (2). On a dimly = dimV + dimU* — k. Puisque dim/ly > dimV™,
pour tout V', V non dégénéré équivaut a dimly = dimV™*, soit codimV* = k —
dimV,

(2) = (3) On suppose V non dégénéré et dimYy» > dimV* — 1. On a alors

dimgy; (Tv+) = dim(Ce N V) + dimYy > 1+ dimV* 1

pour a € Ty« générique. Or, dimV* = dimly par hypothése et l'irréductibilité
de V* implique V* = Ty+. On a alors min{dim(V N Cy);a € V*} > 1 et par
conséquent, en utilisant I’assertion (1) de la Proposition 2.4, codimV* > k—dimV/,
soit encore dim V* < dim Iy, ce qui est absurde.

(3)=(4).OnaV*={aecU*;dim(VNC,) > 0} et cette implication est triviale.
(4) = (5). Pour tout x € X (donc pour x € V), 'ensemble des sous-variétés
C, intersections complétes lisses est dense dans le produit d’hyperplans projectifs
gx (py'(z)) € X*, donc l'ouvert de V* qu(p;;' (V) NReg(U*) est dense dans V* et
rencontre V*\ Ty« sous 'hypothese 4.

(5) = (1). C’est une conséquence du point (2) de la Proposition 2.4. O

Lemme 2.12 Soit V C U un sous-ensemble analytique fermé irréductible de
dimension pure r > k. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. 'V est non dégénéré;
2. codimV* > 0;

3. L’ensemble analytique
Ty :={ac V", dm(VNC,) >r—k}
vérifie dim Yy < dimV* —2;
4. L’ensemble {a € V*; dim(C, N V) =r — k} est dense dans U*;
5. 1l existe a € Reg (U*) tel que dim(C,NV) = r — k.

Preuve. La preuve est analogue a la preuve précédente. O

En particulier, la variété X est non dégénérée d’aprés le point (5), et I'en-
semble
Ty ={ae X", dimC, >n—k} C X"\ RegX"~

est de codimension au moins deux dans X*.
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Définition 2.14 Pour tout sous-ensemble analytique fermé V C U de di-
mension pure k, on dira que ['intersection V N C, est transverse si elle est
non vide et vérifie :

1. Sing (V)NC,=0;
2. pour tout x € VN Cy, on a les espaces tangents T,V et T,C, sont
complémentaires dans T, X .

On note alors
Regy (U*) = {a € Reg(U"); V N C, transverse}.

Lemme 2.13 Si dim V =k, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. 'V est non dégénéré;
2. Regy (U*) est non vide;
3. Regy (U*) est dense dans U*.

Preuve. L’implication (3) = (2) est triviale. Si a € Regy,(U*), on a en particulier
dimV N C, = 0 et 'implication (2) = (1) suit du lemme précédent. Montrons
(1) = (3). Puisque dimSing (V) < k, on a dim(SingV)* < dim U* d’aprés la
Proposition 2.4. Puisque V est non dégénéré, U* = V* puisque U est connexe
(Lemme 2.10). L’intersection V' N C, est génériquement finie, évite Sing(V'), avec
C, lisse. Si la condition de transversalité n’était pas génériquement vérifiée, I'in-
tersection V' N C, serait génériquement impropre, contredisant ’assertion (4) du
Lemme 2.11. U

En conséquence de ce lemme, on obtient la

Proposition 2.5 Soit V' C X une sous-variété irréductible de dimension
pure k de classe [V] € Ax(X).

1. On a l’équivalence
Vioest (L, ..., L) — dégénéré <= [V] € Ort(Ly,..., Ly).
2. 81V =V(r), 7 €X(n—k), on a 'équivalence
V(7) est (Lq,..., L) — dégénéré <= (Py,..., P{)non essentielle
3. Pour tout ouvert concave U C X, on a
Card(VNC,NU)=[V]-a(Lq,...,Lg)
pour a € U* générique et [V] & Ort (Ly,...,Ly) =V NU #0.
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Preuve. Les points 1 et 2 sont conséquences du Corollaire 2.3 et du lemme pré-
cédent. Puisque U est concave, U* est ouvert dans X* pour la topologie produit
et le cardinal générique [V].a(Ly, ..., Lg) de l'intersection V N C, est atteint pour
a € U* (auquel cas C, NV NU = C,NV), ce qui prouve le point 3. O

L’isomorphisme V N C, =~ ¢;;'(a) motive la

Proposition 2.6 Soit V' un sous-ensemble analytique fermé de U de dimen-
sion pure r < k, non (L1, ..., Ly)-dégénéré.
1. Le morphisme

qv g (VE\ Tye) — VE\ Ty
est un revétement de degré N = [C(Iy) : C(V*)].

2. Sir=Fk, V*=U" et ce revétement est non ramifié au-dessus de
Regy (U”) C Reg (U) \ Ty~

de degré Card(V N C,) pour a € Regy, (U*) quelconque.

3. Si la famille est trés ample et v < k, le revétement précédent est a un
seul feuillet et les sous-variétés Iy et V* sont biméromorphiquement
équivalentes ; si de plus V' est lisse, la projection qy : Iy — V™ réalise
une désingularisation de V'*.

Preuve. Le morphisme qy est fini au-dessus de V*\ T+, donc un revétement de
degrée N = [C(qy" (V*\ Ty+)) : C(V*\ Yv+)]. La codimension de Yy« dans V*
étant au moins deux, on a C(V*) = C(V*\ Ty+«) d’apreés le théoréme de prolon-
gement de Hartogs. Puisque ¢y est une submersion propre au-dessus de Reg(U™)
(Théoréeme 2.4), la cloture analytique dans Iy du sous-ensemble analytique (ou-
vert) q;; (Yv+ N Reg(U*)) coincide avec ;' (Yv+) C Iy de codimension dans Iy
égale & la codimension de Yy« dans V*, donc au moins deux. Par conséquent
C(Iy) = C(g;* (V*\ Yy+)) ce qui montre le point (1). Le point (2) est immédiat en
vertu du Lemme 2.12 (le degré du revétement est le cardinal d’une fibre générique).
Si la famille (Lq,..., L) est trés ample, les sous-variétés de type (Li,..., L)
peuvent étre infinitésimalement perturbées et l'intersection V N C,, lorsqu’elle est
non vide, est génériquement réduite a un point (on peut s’en convaincre en utilisant
le plongement de Veronese associé au fibré L = ®L;), auquel cas le degré du reveé-
tement est 1 et les sous-variétés Iy et V* sont biméromorphiquement équivalentes.
Si V est lisse, la sous-variété Iy 'est et est en conséquent une désingularisation de
V*. O
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Remarque 2.8 Dans le cas d’un ensemble analytique V irréductible non dégénéré de
dimension r < k pour lequel dimV N C, = 0 pour a € V* générique, on est tenté, pour
des raisons de dimension, de penser que l'intersection C, NV est réduite & un point. Il
n'en est rien, en général comme le montre I'’exemple suivant. Soit X = P! x P! x P!
munie des coordonnées homogenes ([zo : x1],[yo : v1], [20 : 21])- On considére la famille
essentielle semi-ample (L1, Lo) = (L(2D1), L(D2)), ou les diviseurs D; et Do sont, associés
respectivement aux sous-variétés irréductibles {xg = 0} et {yo = 0}. Il n’est pas difficile
de voir qu’une sous variété générique C, de type (L, Lo) s’écrit

Ca = ({P1(a)} x {P(a)} x P1)U ({P2(a)} x {P(a)} x P'),

ot les points Pj(a) et Pa2(a) sont génériquement distincts et parcourent le premier facteur
P! tandis que P(a) parcourt le deuxiéme facteur P!. L’intersection de C, avec la sous-
variété irréductible lisse de dimension 1 V = P! x {[0 : 1]} x {[0 : 1]} est génériquement
vide ; ainsi, dimV* = 1 = dimly comme le stipule la proposition. Cependant, pour a € V*
générique, l'intersection

VinCo=({Pi(a)} x{[0: 1} x{[0: 1]} U ({Pala)} x {[0: 1]} < {[0: 1]})
est composée de deux points distincts et le revétement gy : q;l(V* \Tys) — V*\Ty-
est ici de degré 2.
Voici un exemple simple pour illustrer les différents résultats énoncés :
Exemple. Soit X = P* x P! x P!, muni des coordonnées homogénes [zo : x1], [yo : ¥1], [20 :
z1]. Soit L(E) le fibré globalement engendré associé au T-diviseur

E={x9=0}={0} x P! x P!,

On considére la “famille” essentielle semi-ample {L;} ott L1 = L(E)®? = L(2E). L’espace
des paramétres correspondant est X* = P2, muni des coordonnées homogénes [ag : a; : as],
avec

C, ={p € X; apx? + a12? + ayzozr; = 0}.

Soit V = {xg = 0}. Alors C, NV =0sia; #0et C,NV = {0} x P! x P! sinon. Ainsi,
V*={a; =0} et

min{dim(V N C,); a € V*voisinde[ag : 0 : az]} = 2.
On retrouve bien, suivant la formule établie dans la Proposition 2.4
codimg.p:q)V =1 —-2+2=1.
Bien que dimV = 2 > k = 1, 'intersection V N C, est pourtant ici génériquement vide,

ce que traduit bien codimy«V™* > 0. Il n’existe aucun a régulier pour lequel V et C, se
coupent transversalement et V' est bien une variété Li-dégénérée.

La différence majeure entre les familles essentielles semi-amples et les familles
trés amples réside dans le lemme suivant :
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Lemme 2.14 Soit (Ly,..., L) une famille trées ample de fibrés en droites
sur X et U un ouvert concave. Aucune sous-variété fermée de U n’est dégé-
nérée.
Preuve. Par hypothése, X se plonge dans le produit d’espaces projectifs

PNV o x PR = P(T(X, Ly)*) % - x P(D(X, Lg)*) .

L’ouvert concave U est la trace sur X d’un produit d’ouverts non vides Uy X - - - x U,
ot U; est n — 1-concave dans PV, c’est-a-dire réunion d’hyperplans. La trace sur
U; de 'image de V dans PM x ... x Pk est un sous-ensemble analytique fermé
de U;. On est ramené au cas classique du produit d’espaces projectifs, cas ou 'on
voit immédiatement qu’aucune sous-variété fermée d’un produit d’ouverts n — 1
concaves n’est dégénérée. g

Remarque 2.9 FEn vertu de la Proposition 2.6, la conjecture proposée dans la Remarque 2.3
de la Sous-section 2.1.2 sous-entend qu’il existe des familles de fibrés plus générales que
les familles trés amples pour lesquelles aucune variété k-dimensionnelle n’est dégénérée,
ceci étant & rapprocher de la Remarque 2.5.

2.2.5 Cycles analytiques et traces de cycles

Soit X une variété analytique sur C. On note C(X) (resp. C.(X)) le
groupe des cycles de X, groupe abélien libre engendré par les sous-ensembles
analytiques fermés de X (resp. de dimension pure ). Un élément V € C(X)
s’appelle un cycle analytique. Il s’écrit de maniére unique V=), . n;V;, ou
n; € Z et V; C X est un sous-ensemble analytique irréductible fermé.

Soit
mT: X —-Y

un morphisme de variétés. Soit V' C X une sous-variété analytique fermée
irréductible de X et m la plus petite sous-variété analytique fermée de
Y contenant 7(V). Si dimV < dim#(V), il y a égalité des dimensions (la
dimension ne pouvant pas chuter) et le corps de fonctions C(V') est une
extension algébrique finie de C(7(V)) de degré [C(V) : C(n(V))] € N. On
peut donc définir 'image directe (totale) p.(V') du cycle V par 7 de la maniére
suivante :

V) = {o € C(Y) sidimV > dim=(V),
PN 1ev) s e (v))] 7 (V) € ¢(Y) sinon.



96 Concavité et dualité dans une variété torique

Cette application s’étend par linéarité en un morphisme de groupe
p. : C(X) — C(Y)
que l'on appelle I'image directe.

Soient maintenant X une variété torique compacte lisse, (L1,...,L;) une
famille essentielle semi-ample, U C X un ouvert (Lg,..., Ly)-concave et
X* = X*(Ly,...,Lg) le dual de X. Si V C U est un sous-ensemble ana-
lytique fermé de U, on rappelle la notation Iy := p;;'(V). L’application p;;'
s’étend naturellement en un morphisme de groupes

py:CU) — C(ly)

V=) Vi — Iyi=Y nly,.

Définition 2.15 On appelle morphisme trace associé a (L, ..., L) appli-
cation Z-linéaire :

TRy : C(U) — C(U")
Vo— qupp(V));
Uimage d’un cycle V€ C(U) s’appelle sa trace (relativement a (L1, ..., Ly)).
SiV =>n;V; € Ck(U), on appelle Uentier
degyV := Y mi[C(Iy;) : C(V;)]
le (Ly,...,Ly)-degré de V.

2.2.6 Le cas des germes

On note C(X;x) le groupe des cycles de germes d’ensembles analytiques
en x. Pour tout a € Reg (X*), on définit :
C(X; Cy) = lim C(px(gx' (U)).

—

aclU

C’est précisément I’ensemble des collections finies de cycles de germes d’en-
sembles analytiques le long de C,. Tout élément v € C(X ; C,,) se décompose
de maniére unique sous la forme

v = Z (Z npUp;) Np; € Z

pPeCy 1
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ou les sommes sont finies, vp; € C(X; P) est irréductible et vp; # vp; pour
i # j. On note C°(X ; C,) le sous-groupe engendré par les germes irréduc-
tibles intersectant proprement C,, C.(X ; C,) le sous-groupe des r-cycles de
germes le long de C, (la dimension est supposée pure) et CP(X; C,) leur
intersection.

Soit v = Y- wv; € C(X; C,) et (V;,U;) un représentant de v;; puisque V;
intersecte proprement C,, il existe un ouvert concave régulier U contenant
C, (i.e a € U*) tel que (V;,U; N U) soit un représentant de v;. Notamment,

le sous-ensemble analytique V; N U C U est fermé pour tout i. On appelle le
couple (V,U) un représentant concave de v.

On définit alors

TR.(v) =@ lim TR, (o100 (Vi)

4 —

aelU
On a ainsi construit un morphisme de groupe
TR, : C*(X; C,) — C(X™; a)

que 'on prolonge (par 0) en un morphisme entre C(X ; C,) et le groupe
C(X™; a) des germes de cycles analytiques au point a. On utilise ici bien str
fortement que la famille (Lq, ..., L) est essentielle semi-ample.

Définition 2.16 Soit v € Ci(X ; C,,) ; Uentier degy (V) ne dépend pas du
représentant concave (V,U) dewv ; on Uappelle degré dev (relatif a (L, ..., L))
et on le note deg,(v).

On obtient ainsi une application Z-linéaire
deg, : Ck(X; Cy) — Z,
que 'on prolonge par 0 en un morphisme de C(X ; C,) dans Z.

Lemme 2.15 Soit ag € Reg(X"), v = Y pec, (30, npivpi) € CUX ; Cyp)
un cycle d’intersection propre avec Cq, et (U, V') (resp. (U,Vp;)) un repré-
sentant concave de v (resp. vp;). On a l'égalité
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ot Iv,, == py' (Vp,), avec de plus
[O(Pﬂo)’[VPJ : Oy x+] = sup{Card (Vp; N C,); a voisin de ao} .

Preuve. 1l suffit par linéarité de montrer ce lemme pour v irréductible, d’intersec-
tion propre avec Cyy. On a [O(pag). 1y * Oag,x+] = [C(Iy) : C(U”)]. Le représentant
(U,V) de v n’est pas dégénéré en vertu du Lemme 2.11 et on conclut grace au
Lemme 2.15 et & la Proposition 2.4. U

2.2.7 Cas algébrique : lien avec les résultants

Lemme 2.16 Le morphisme TRx = TR est identiquement nul sur [’en-
semble des sous-variétés irréductibles (L1, ..., Ly)-dégénérées. Si V est irré-
ductible non dégénérée, on a :

1. TR(V)=0si dimV > k;
2. TR(V) = [V].a(Lq,...,Lg) - X* =degy(V).X* sidimV =k;
3. TR(V)=[C(Iy): C(V*)]-V* si dimV < k.

Preuve. C’est immédiat en vertu de la section précédente. ([

Proposition 2.7 Soit | = dimX*. Si la famille (L1, ..., Ly) est semi-ample
essentielle, le morphisme TR induit un morphisme de groupes gradués

TR : AJ(X> — Al,kJrj(X*),
pour tout j =0,...,k.

Preuve. Si la famille (L1, ..., Lg) est semi-ample essentielle, 'application px :
Ix — X est une submersion (Théoréme 2.4). La proposition est une conséquence
immeédiate des théorémes 1.4 et 1.7 de [21]. O

Pour toute famille (Lo, Lg+1,- - -, L) de fibrés globalement engendrés sur X,
le résultant mixte [22] R(r,,L,,..1,) €st un polynéme multihomogéne sur le
produit d’espaces projectifs

P(L(X, Lo)) x P(T'(X, Lis1)) X - -+ x P(T'(X, L)) x X*.



Concavité torique 99

Soit V.= {Fry1 = -+ = F, = 0} une intersection compléte de type
(Lgs1,---,Ly) et H = {Fy = 0} € |Lo| une hypersurface d’intersection
propre avec V. Si VN H est dégénérée, son dual (V N H)* est de codimension
strictement supérieure a 1 (Lemme 2.11). On définit donc naturellement le
polynome multihomogéne sur X*,

Rro,....)(Fo a1, ..., ak, Frya, ..., Fy) siV N H non dégénéré

1 sinon

RV’HICLH{

Remarque 2.10 Le volume mixte MV, (P1,..., P,—1, Piy1,..., Pyy1) est nul si et seule-
ment si la famille (Py,..., Pi—1, Piy1,... Pot1) n'est pas essentielle. Si, c’est le cas pour
tout i = 1,...,k, le résultant ne dépend pas de a; et il n’existe aucune sous-variété non
(L1, ..., Ly)-dégénérée de type (Lo, Liy1,---,Ln).

De la méme maniére, pour tout p € X(1), on note RY le résultant de
face R? associé aux fibrés (Li,...,L,), évalué en les coefficients des po-
lynomes Fjyq, ..., F, définissant V' (en lui-donnant la valeur 1 si V N D,
est (LY, ..., L})-dégénéré). La proposition suivante résume les résultats clas-
siques sur la théorie des résultants mixtes (voir les rappels de la Section 1.5)
qui s’appliquent directement aux polynomes Ry y et RY..

Proposition 2.8 On note P; les polytopes des fibrés L;, i = 0,...,n. Le po-
lynome Ry est multihomogéne en les variables (a1, . .., a), de degré partiel

Ni = degaiRvﬂ :Mvn(P(),...,Pi_l,]3i+1,...,Pn) 1= 1,...,]{7.
Le polynome RY, est multihomogéne de degré partiel
N;, :=deg, R, = MV, _(P{,..., P/, P.,,.... P).

Ces résultants sont liés par la formule du produit. On suppose Ly = L(D),
ou D est le T-diviseur effectif

D= Y kD,
pea(l)

Le polynome Fy est le Py-homogénéisé d’un polynéme de Laurent fo supporté
par Po. Pour a générique, le produit [[pcvne, fo(P(a)) est une fonction
rationnelle sur X* et on a

Ruw=( TI folP@)) xRy

P(a)eVNC,
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ot
Ryp = H [Rf/]kp.
pea(l)
On a en particulier la relation N; = Zpez(l) k,Ni ,, pour tout + =1,... k.

Preuve. C’est une conséquence immediate de résultats classiques de la théorie des
résultants mixtes (voir rappels Section 1.5 et [22, 37]). O

On suppose la variété X projective et la famille (L4, ..., Ly) trés ample. Dans

ce cas, on a la

Proposition 2.9 Tout T-diviseur D = ) k,D, € Div(X) dont le support
intersecte V' proprement définit un diviseur V - D sur V' et on a [’égalité

TR(V-D)=(V-D)"={Ryp =0}
0t Rv,p = [ e [RVI

Preuve. On peut toujours supposer que D est effectif. 1’égalité TR (V.D) =
(V-D)* est immeédiate en vertu de la Proposition 2.6. Puisque les fibrés L1, ..., Ly
sont supposes globalement engendrés, le cycle V- D est effectif et son dual TR (V-D)
I’est aussi. Du fait que X™* est un produit d’espaces projectifs, il existe donc un
polynéme multihomogéne R tel que

TR (V - D) = divy(R)

Par définition du résultant, les supports des diviseurs TR (V - D) et {Ry.p = 0}
coincident, et il suffit de montrer I'égalité des degrés

deg, R =deg, Rv,p Vi=1,...,k.
Les classes des clotures des orbites k— 1-dimensionnelles de X engendrent Ay_1(X),

et on a
V-Dl= > w[V()
reX(k—1)
ou vy € Z. Les restrictions L], i = 1,...,k des fibrés L; & la variété torique

X, ~ V(7) restent trés amples et le résultant

T __ Xr
RY =Rz, .y

est un polynome irréductible (Section 1.5, ici intervient le fait que les fibrés soient
trés amples) qui s’annule en a si et seulement si V(1) N C, # 0. Puisque V(1) est
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irréductible, son dual (V(7))* = TR (V(7)) Pest (Proposition 2.4), d’ou I’égalité
de diviseurs :

TR (V (1)) = divo(R7).

D’aprés la proposition précédente, R"™ est multihomogéne de degré partiel
deg,, R™ = MV aim(P,...,P0, Py, ..., B7)

Puisque les fibrés L; sont trés amples, cet entier représente le cardinal de V(1) avec
une sous-variété générique de type (L1, - Li—1, Lit1 -+ Lg) et on a

deg,, . R™ = [V(7)].a(L1, -~ Li—1, Liy1 -+ L)

(Définition 2.5). Par linéarité, on en déduit

TR( 3 IJT[V(T)]):diVO(R,), avec B = [[ R,

TeX(k—1) TeX(k—1)

polynéme multihomogéne de degré partiel

dego B = ) viV(r)la(Li, - Lioy Liva -+ L)
TeX(k-1)
= [VD]'Q(le"'LiflaLl?kl Lk)
= degaiRV,D .

D’apres la Proposition 2.7, la classe de TR (V - D) dans A4;_1(X™*) ne dépend que
de la classe de V - D dans Ap_1(X), d’ou l'égalitée

deg, R = deg, R' = deg, Rv,p

ce qui montre la proposition. [

Corollaire 2.4 Pour tout H € |L(D)|, on a sous les mémes hypothéses
[’égalité
TR (V . H) = diVO(RVJ_])

Preuve. Puisque [H] = [D], les diviseurs TR (V - H) et TR (V - D) sont ration-
nellement équivalents. Les polynomes Ry, g et Ry,p ayant le méme multidegré, on
a forcément TR (V - H) = divo(Rv,m) puisque ces deux diviseurs sont effectifs et
ont méme support. U
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Remarque 2.11 Les résultants de faces R” (donc RY,) peuvent étre généralisés au cas
essentiel semi-ample de la maniére suivante [7] : on peut définir, via la variété torique D,,
le résultant mixte Rre . ) associé a la famille de fibrés semi-amples sur D,,. Soit Aff; ,
le réseau affine engendré par P NZ". Puisque la famille (Ly,..., L,) est essentielle, on a

dim (Affy, + - + Aff ) =n — 1

et Aff; , +--- + Aff,, , est un sous-réseau du réseau affine Aff, engendré par (P + --- +
P,)? NZ", d’indice disons I,. Le résultant de face associé & p de la famille essentielle
semi-ample (L1, ..., L,) est alors défini par

R = (Rzp...o0)"-

La formule du produit est encore valable ainsi que la formule reliant les degrés partiels
des résultants de faces en terme des volumes mixtes. Il est probable que indice I, soit
intimement li¢ au (L1, ..., Ly)-degré des diviseurs sur V.



Chapitre 3

La trace torique

3.1 La transformée d’Abel torique

Dans toute cette section, (L1, ..., L) est une famille essentielle de fibrés
en droites globalement engendrés sur une variété torique lisse compacte X,
de polytopes Pi,..., Py et X* = X*(Lyq,..., L) est la variété duale. Soit U
un ouvert (Ly,..., Lg)-concave connexe de X, U* son dual et [y la variété
d’incidence au-dessus de U. On note &.(U) l'ensemble des sous-ensembles
analytiques fermés de dimension pure r de U. On garde les notations de la
premiére partie.

3.1.1 Définition

Soit r > ket V € £.(U). Pour toute g-forme & € M?(V'), on note Wy le

support du courant
(@ A V),

sous-ensemble analytique fermé de U inclus dans Pintersection V' N pol (P)
du lieu polaire de @ (vue comme forme méromorphe au voisinage de V') avec
V. Sile courant @ A [V] est O-fermé en dehors d’un sous-ensemble analytique
de V de codimension au moins deux (dans V), il est 0-fermé sur U par le
théoréme d’Hartogs. Ainsi, Wy est vide si & € wg/ et Wy est un sous-ensemble
analytique de U de dimension exactement dim V' + 1 sinon.

On peut définir en dehors de pal(Wqﬁ le pull-back de [V] A ® par py via

o (VIA D) 15 va) = 0" (VN Wa )] A ppy @
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Les ensembles p;' (V) et p;'(pol (®)) sont des sous-ensembles analytiques
fermés dans I'ouvert d’incidence dont I'intersection pal(W(p) est propre. Ainsi,
la forme p}; ® définit une forme méromorphe sur la variété p;,' (V) et le courant
précédent admet un unique prolongement a I'ouvert d’incidence [y en un
courant pi;([V] A @), de bidegré (n —r + g,n — r) supporté par p;' (V).

L’application holomorphe gy est propre et permet de définir 'image directe
sur le dual U* = qy(Iy) de tout courant T défini sur Iy par la relation de
transport :

<qU*Ta 0> = <T7 QI*]9>

en en conservant le type.

Définition 3.1 On appelle la transformée d’Abel de [V AP relativement aux
fibrés (Lq, ..., L), le courant sur U*

(P ([VI A ®)).
On le note A([V] A ).

Lemme 3.1 On a les trois propriétés suivantes :

1. le courant A([V]A®) est un courant de bidegré (k+q—r,k—r), supporté
par lensemble V* = qu(p;*(V)), sous-ensemble analytique fermé de U*
de codimension au moins k —r (V*=U* sik <r);

2. les opérateurs d, 0,0 commutent avec Dy et qus ; en particulier, on a :

AO([VIA @) = O(A([V] A @)).
3. soit V = Uﬁzlvi la décomposition en composantes irréductibles d’un
élément V € E.(U) ; alors pour toute q-forme ® € MUV'), on a :

A@AV]) = Z A(@ A [Vi]).

Preuve. -1. Le courant pj;([V]A®) est supporté par p[_Jl(V). Son image directe par
qu est un courant supporté par qu (p;;' (V) = V*. Puisque 'image directe conserve
le type, le courant A([V]A ®) est de type (dimly — (n+q—r),dimly — (n+q—r)),
soit de bidegré (k4 q—rk —r).

-2. C’est une propriété classique des applications images directes et image réci-
proque associées & des applications holomorphes.

-3. Le courant d’intégration [V] est égal & la somme des courants d’intégration [V;].
Ainsi, DA [V] =37 DA[V;] et par conséquent A(PA[V]) =>"1_ | AP A[V;]). O
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3.1.2 Théoréme d’Abel généralisé

On s’intéresse au cas limite r = k.

Définition 3.2 Si V € E(U) et & € MYV); le courant A([V] A @) est
un (q,0)-courant sur U*, supporté par V* que l'on appelle trace de ® sur V
relativement a L = L, @ --- @® L. On le note

Try® = Tryr, .0, ® = qua(pr (V] A @)).

Si V n’est pas dégénéré, il existe ag € Reg (X™) tel que, pour a voisin de ag la
sous-variété lisse C, coupe V transversalement en N points {pi(a),...,pn(a)}
n’appartenant pas & We (i.e. a € Regy (X*) \ W3). Par le théoréme des
fonctions implicites, chaque point p;(a) dépend holomorphiquement de a et
définit une application analytique d’un voisinage de ay dans un voisinage de
(pi(ap),ap) € Iy C Iy. Comme dans le cas projectif, on a I’égalité

Try® = Z pi(a)* (D)

au voisinage de ag. Si ® est une fonction, sa transformée d’Abel sur V' en a est
la somme de ses valeurs en les points d’intersection de V' avec C, (comptés
avec multiplicités), ce qui motive la terminologie de trace. On verra que cette
terminologie est particuliérement bien choisie puisqu’elle correspond avec la
trace d’'une matrice associée a la fonction .

Proposition 3.1 (Théoréme d’Abel) On a les implications suivantes :

oe M(V) = Tryd® e MYU),
P ecw! = Try®eQYU").

Preuve. D’aprés les propriétés 1 et 2 énoncées au Lemme 3.1, la trace de ® sur
V est un (g,0)-courant d-fermé en dehors de W}. Ce dernier ensemble est un
sous-ensemble analytique fermé de U* de codimension au moins dim V' — dim W,
supérieure ou égale a 1 si ® € M%(V). Par I'hypoellepticité de L'opérateur 0, le
(g,0)-courant Tryy® coincide donc avec une g-forme méromorphe sur U*.

Si @ € wi,, la trace Try® est une (g,0)-forme méromorphe O-fermée sur Iouvert
U*, donc holomorphe. O
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Corollaire 3.1 57V est un sous-ensemble algébrique de X, la transformée
d’Abel d’une (q,0)-forme rationnelle sur V est une (q,0)-forme rationnelle
sur le produit d’espaces projectifs X* =Pl x --- x P, La transformée d’Abel
d’une forme abélienne sur V est identiquement nulle, ou constante si ¢ = 0.

Preuve. On pose U = X et le corollaire est une conséquence du principe GAGA,
appliqué dans le produit d’espaces projectifs X* = Ph x ... x Pl O

Le lemme suivant montre que seules les branches irréductibles non dégénérées
de V apportent une contribution a la trace :

Lemme 3.2 SiV € &,(U) est irréductible et (L, ..., Ly)-dégénérée, 'appli-
cation Try est identiquement nulle sur M(V'), ce pour tout q < k.

Preuve. Si ® € M(V), la forme Try® est méromorphe sur U*, nulle sur U* \ V*
d’aprés la propriété 1 du Lemme 3.1. Si V' est irréductible et dégénéré, le “dual” V*
est par définition de codimension au moins 1 dans U* et Triy® est identiquement
nulle par unicité du prolongement analytique (et ce quel que soit q). O

3.1.3 Lieu polaire de la trace

Lemme 3.3 Soit V € E(U), non dégénéré et & € MU(V). Le lieu polaire
de la forme méromorphe Try®, support du courant résiduel

5(Trvq>) = Trv(5®),
coincide avec le sous-ensemble analytique fermé Wy C U*™.

Preuve. Une forme méromorphe ¥ € MY(U*) a un pole fictif en a si et seulement
si le courant résiduel 9(V) = 0 est nul en a. La transformée d’Abel commute avec
Popérateur différentiel 0 et on a (d’aprés le Lemme 3.1, assertion 2) :

AQ@(® A [V]) = 9[A(® A [V])] = O(Try ®);

ce courant a pour support le sous-ensemble analytique fermé qU(pEI(WQ)), d’ou

I'égalitée Supp [0(Try ®)] = W3 O
Au vu de la remarque en fin de Sous-section 2.2.3, ce lemme donne une
condition sur la structure du lieu polaire d’une g-forme méromorphe ¥ de U*
pour qu'il existe V' € E(U) et ® € M4V tels que ¥ = Try (P).
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On suppose que W est de codimension 1 dans U*. Soit ag € Wg. On note
Rvaa € Oxsq, le germe holomorphe en ay (ou Rye € Ox-(U*) dans le
cas global) donnant ’équation (les multiplicités étant prises en compte) du
lieu polaire de la trace de ® sur V' au voisinage de ay € Wg. Cette fonction,
définie & un inversible prés, engendre 1'idéal principal

Togvio :={h € Ox+ 4y (hé(TrVd))) =0en ap}.

Pour tout cone maximal o € ¥(n), on note H, := X \U,. C’est ’hypersurface
a “I'infini”; vue de lorigine (0, ...,0) de la carte affine U, correspondant au
point fixe z, = V(o).

Lemme 3.4 Soit V. C U un sous-ensemble analytique fermé transverse a
H,. Pour toute forme ® € M4V, abélienne sur V N U,, la fonction holo-
morphe Ry q, ne dépend que des coefficients des faces P!, pour p ¢ o(1) et
1=1,..., k. En conséquence, on a

0

Aim

Try(®) =0, vme¢ |J P’,
pio(1)

ce pour tout v =1,... k.

Preuve. Soient

ki, = —nrflei]rDle,np), i=1,...k.

Les seules sections monomiales s;,, € I'(X, L;) non identiquement nulles sur H,

Up¢0(1) D, sont les sections s;y,, correspondant aux m € P; NZ" tels que (m,n,) +
ki, > 0. Ainsi, pour tout z € H,, on a

reC, < Zaimsim(az)zo, i=1,...,k
mePb;
— Z aimSim(z) =0, i=1,... k.
meUpio’(l) Pzp

Les fonctions s’annulant sur U'ensemble analytique (V N H,)* = qu(p;, (V N H,))
(de codimension au moins 1 par hypothése sur V') ne dépendent que des coefficients
des faces P, p ¢ o(1). Puisque ® est abélienne sur V N Uy, I'ensemble W défini
précédemment est inclus dans (V N Hy)*, ce qui termine la preuve de la premiére
assertion ; la seconde en résulte immédiatement. U
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Corollaire 3.2 On a les deux assertions suivantes :
1. Soit 0 € ¥(n). Pour toute sous-variété algébrique V- C X de dimension
pure k, transverse a Uhypersurface a l'infini Hy = UygoyD,, on a :

f € Ox(U,) = Tryf polynomiale en a;,

pour tout m € Py NZ"™ qui n'appartient pas & l'une des facettes P!,
p & ao(l), ce pour touti =1,... k.

2. Soit mg € M =7Z"; le dénominateur de la fonction rationnelle Try ™0
est un polynome qui ne dépend que des coefficients des facettes PP, p €

X(1), i =1,...,k pour lesquelles (mg,n,) < 0; en particulier la trace
d’un monéme de Laurent est toujours polynémiale en les coefficients
Qim, 1 = 1,.... k, pour les m dans lintérieur relatif PP de P;.

Preuve. Lapremiére partie est claire d’apres le lemme précédent (I'anneau Ox (U,)
Cleg N M] est Panneau des polynomes en les coordonnées affines de la carte Uy, ).
La deuxiéme partie est une conséquence du Lemme 3.4 et du fait que la trace de
t™ a un podle en a € X™* si et seulement si Cy passe par l'intersection de V avec
le lieu polaire de t"°, qui est exactement la réunion des diviseurs D, pour les-
quels (mg,n,) < 0; ces diviseurs D, correspondent précisément aux facettes Pip ,

p € X(1), telles que (mg,n,) < 0. O

3.2 Trace et calcul résiduel

3.2.1 Cas analytique

On s’intéresse au calcul explicite de la trace a ’aide du calcul résiduel.
De maniére générale, les coefficients se calculent comme des sommes glo-
bales de résidus de Grothendieck que I'on pourra exprimer dans des cartes
affines adéquates. Dans le cas particulier ou V' est transverse aux orbites, on
pourra faire les calculs dans le tore T C X. On garde les mémes notations et
hypothéses que dans la section précédente.

Soit V' € &(U). D’aprés le Lemme 3.2 et Padditivité de la trace, il suffit
d’effectuer les calculs de trace pour un ensemble analytique V' irréductible
non dégénéré (auquel cas V* = U*), ce que 'on suppose désormais.
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Soit ® € M(V) (¢ < k). La trace de ® sur V est I'image directe par ¢y du
courant [p;;' (V)] A pi;®. Ce courant s’identifie au courant
E = [py (V)] A [Iy] App®

défini sur U x U*. L’ensemble Reg,, (U*)\ W des éléments de X* pour lesquels
'intersection V' NC, est transverse (donc finie et non vide ici) et ne rencontre
pas pol(®) est un ouvert dense de U*.

Cas ou V intersecte proprement les orbites non denses de X : calcul
résiduel dans le tore

Soit W* C U* le sous-ensemble analytique W* C U* défini par :
W* = qulpy (Wa U (V 1 (X \T)) Using (V)).

Si a € U*\ W*, l'intersection V N C, a lieu dans le tore, en dehors du lieu
polaire de ® et du lieu singulier sing (V') de V. L’intersection est dans ce cas
finie (si elle infinie, elle est forcément de dimension > 0 et rencontre X \ T).

Si 'on suppose que V intersecte proprement 'hypersurface X \ T, W* est de
codimension au moins 1 dans U* et l'ouvert

U = Regy, (U*)\W* C U*\ W*

est dense dans U*. Sia € Ug, le zéro-cycle de U {(p1(a),...,pn(a))} =V NC,
défini par l'intersection transverse de V et C, dépend holomorphiquement
du parameétre a. Pour tout ag € Uy, il existe un ouvert U; C Uj et un
ouvert Uy, D V N C,, de U, union disjointe de N voisinages U,, ; des points
pila), a€ U, i=1,...,N.

Dans ce cas, V est localement intersection compléete réduite dans U,,, définie
par n — k fonctions holomorphes en les coordonnées toriques t = (t1,...,t,)

V= {fia(t) =+ = fult) = 0)

(on définit f; par sa restriction a chacun des ouverts Uy, ;) et la g-forme ®
est holomorphe sur Vjy, .

La variété d’incidence Iy C U x U* associée a la famille (Lq,..., L) est
définie dans T x Uj par les fonctions

(ta) = li(ait) = Y apt™ i=1,... k.

meP;
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ou t + l;(a;,t) est le polynome de Laurent associé a la section s,, € I'(X, L;)
définie par a;.

Proposition 3.2 Pourtouta € U;, on a l’égalité de q-formes holomorphes :

Try® = Z Z

[J|=q,JC{1,.k} M EX ;P
J(a7 ) t1--tn daJﬂTLJ ’ (31)
ll(abt)v ceey lk(ak7t>7 fk+1(t)’ T ’fn(t)

ot les fonctions hy, déterminées par

Res {

n—k
ho(a, )dty A~ Adty =t - £,® X (/\ dtka(t)) A ( A iy, )) ,
=1

Ge{l,...k}\J

sont holomorphes en t au voisinage de Co, NV ; hy dépend de maniere mul-
tthomogéne (de degré 1) des blocs de variables aj, j ¢ J et est indépendante
des blocs a; lorsque j € J, et

q
dajm, = E /\ dag, m;, -
r=1
(mjl, . ,qu) € HjeJ.Pj
mjl ++m]q :mJ

Preuve. Par hypothéses C, NV est inclus dans Uy, C U pour tout a dans U,
et on peut faire les calculs en coordonnées “toriques” (¢1,...,t,). Grace aux for-
mules de Lelong-Poincaré, le courant F de I'introduction admet dans Uy, x Uy, la
représentation "résiduelle"

k n—=k k n—k
E=+ /\ 515,@(%) /\ 8t<]¢}> AN A /\ dt,a)li /\ di frti -
i=1 i ket i=1 i=1

L’image directe de ce courant dans U} agit sur des formes-test de type (I, —¢) ou
l=dimU*, (I = ZZ 1(li—1), avec l; = card PLNZ", i = 1,..., k). Certains termes
de la somme résultant de ce développement n’apportent aucune contribution. Plus
précisément, on a qu«(E) = qu«(E’) ot E’ est le courant

Fo A AMG (e (5 A )

|J|=q,JC{1,....k} j€J* jedJ

) |
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(J¢ est le complémentaire de J dans {1,...,k}). L’expression entre les grandes
parentheses est une (n,0)-forme en ¢ et une (g, 0)-forme en a. L’égalité

q
/\ do;l; = Z FM1 Mg /\ dag, m;,

jeJ My semjg )€l e s By r=1
peut se réécrire (en utilisant les notations de la proposition)
/\ da;lj = E : " dagm, .
JjeJ mj ereJ P;
Par dualité et grace au théoreme de Fubini I’expression de la trace devient

me- Y%

‘leq ) JC{177k} mJEZ]G] PJ

< /k\ (1) /—\k 5t<ﬁ),thq>A?7\k difiin (3N dtlj>>da‘]7m(,.
i=1 =1 kot i=1

|J|=qj€J*
En regardant attentivement la différentielle jege dilj, on constate que la fonction
hj définie par

n—k
h](t, a)dt1 AN ANdt, =t1- - t,® /\ dtfk_,_i(t) NjcJe dtlj(t, aj)
1=1

satisfait aux conditions de la proposition. O

Remarque 3.1 On remarque que le courant E’ est identiquement nul pour tout V €
Er(U) et toute g-forme ® € M?(V) si et seulement si la forme

> N dily \ dasly
|J|=q,JC{1,....k} jEJ* jeJ
est identiquement nulle, c’est-a-dire
N\ dil; =0 VEC{l,....k} |[K|=k—q
jeEK

Cette derniére condition se traduit par la dépendance linéaire de n’importe quelle collection
de k — ¢ multi-exposants pris dans n’importe quelle somme de Minkovski de k — ¢ des k
polytopes P, ..., Pr. On retrouve ainsi que ’essentialité de la famille Ly, ..., Ly est une
condition nécessaire pour que 'application trace soit non triviale.
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Corollaire 3.3 Sous les mémes hypotheéses, la trace d’une fonction h €
C(V) sur V' admet l’écriture résiduelle :

h(t) Ty (t, a) Bp
liar, t), ..., le(ar, t), fraa(t), ..., fult) (3.2)

ot JE est le jacobien torique de ’application

tis (L(an,t), oo e(a, t), froa (B, Fult).

Preuve. Le jacobien torique est uniquement déterminé par la relation

Tryh = Res

n—k k
dt1 N --- ANdty,
J‘q; 1t1-~-t :/\dtf’f"’i/\dtlj;
n i=1 j=1

Le corollaire est alors une conséquence immeédiate de la formule (3.1), appliquée au
cas g =0et & = h. O

Corollaire 3.4 Soit V € Cx(U) un cycle analytique de dimension pure k.
Alors
deg;V = Try(1), et TRy (V) = Try(1).V*,

Sia € Reg X* etveCYX;C,), on a
deg,v =Tr,(1), et TRy(v) = Tr,(1).0"
pour tout v € CY(X;C,) et a € Reg X* et le degré d’un ensemble analytique

non dégénéré de dimension pure k est donc le nombre de points d’intersection
avec une sous-variété C, générique.

Preuve. Si hy,. .. h, sont n germes de fonctions analytiques en P € X ayant un
zéro commun isolé, un résultat classique de la théorie des résidus affirme que la
multiplicité d’intersection des diviseurs h; = 0 est égale &

dhi A -+ A dhy
hiyeohn |

Opx
(h1,...,hy)

En vertu de la représentation (3.2), le germe de trace de 1 en ag est donc constant

multp s, .. p,) = dim = Res [

pour tout ag € Reg(X™), égal au degré deg, v de v en ag. Dans le cas d'un cycle
analytique, la trace de 1 est localement constante d’aprés le cas des germes, donc
constante sur l'ouvert connexe U™ : il suffit de calculer le degré d’un cycle analy-
tique V' € C(U) en un unique point a € Regy, U*, ce qui raméne au cas des germes.
O
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Cas général : calcul dans les cartes affines

Si V' n’est plus supposé intersecter proprement les orbites non denses,
il n’est plus possible d’utiliser les coordonnées (t1,...,t,) pour effectuer les
calculs de trace. Cependant, le recours aux coordonnées affines permet a
nouveau d’obtenir des formules résiduelles closes (i.e ne faisant intervenir
qu’un seul systéme de coordonnées) pour chacune des branches irréductibles
de V.

Lemme 3.5 Si V € E(U) est irréductible, il existe une carte U,, 0 € ¥(n)
dans laquelle 'intersection C, NV a génériquement lieu.

Preuve. D’apreés le Théoréme 2.4 U'intersection C, NV n’a génériquement lieu dans
aucune des cartes U, si et seulement si dimV N (X \ U,) = k Vo € X(n), ce qui
implique

dim(VND,) =dimV Vp € (1).

C’est impossible du fait de 'irréductibilité de V. U

Soit V' € & (U) irréductible et U, une carte dans laquelle 'intersection VNC,
a génériquement lieu, munie des coordonnées affines 27 = (z{,...,x7). Dans
ce cas, la sous-variété C, restreinte a U, a pour équations

ConNU, ={27 € Uy ; l{(ay,2°) = -+ =17 (ay,2°) = 0}

ou les fonctions 27 +— [7(a;,2%), i = 1,...,k, sont les équations polyno-
miales affines des diviseurs divg (s,,) associés respectivement aux sections

Sa; S F(X, L,L)

Remarque 3.2 Les [J sont obtenus dans la Sous-section 1.6.1 en divisant le polynoéme
homogeéne F;(a;, z) associé & s,, par son monome o-extrémal, opération licite dans la carte
U,. Puisque les degrés sont semi-amples, on peut trouver 'expression des [J & partir des
polynémes de Laurent
t— li(ai7t) = Z aimtm.
meP;

Attention aux notations! Les polynémes [J ne sont pas les expressions des polynomes de
Laurent [; en les coordonnées affines, mais les expressions en ces coordonnées affines des
polynomes t~%:[;(t), ou s; , est le mondme o-extrémal associé au fibré L;.

Soit & € M?(V'). D’aprés le lemme précédent, 1’ensemble

Uy g := Regy (U) \ [Wg U (VN Hy)l
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des paramétres a pour lesquels I'intersection V N, est lisse transverse, finie,
en dehors du lieu polaire de @, et incluse dans U, est un ouvert dense de U*.

On note ®7 la restriction de ® a V N U,, exprimée dans le systéme de coor-

données (x9,...,x7).

Proposition 3.3 L’erpression de la trace dans Uy 4 , est donnée par

Try®(a) = Z X Z

|J|=q; JC{1,....,k} my€Yics Py
oMM (27 a)dx§ A -+ A dal } da
l?(abe)? s ?llg(aka*fa)a f,f“(x”), <o 7fg(xa) s
(3.3)

Res {

ou les fonctions 7 ; sont les équations holomorphes locales de V' au voisinage
de VN C, et les fonctions b sont déterminées par

n—k
hg(a,2%) daf A+ Adaf, = 07 N\ doe f74(27) )\ dooliag, ).
i=1

jeJe

Preuve. Puisque Try® € M49(U”) et Uy, 4 , est dense dans U*, on peut par unicité
du prolongement analytique effectuer les calculs de traces avec les variables affines

(7,...,27). Grace aux formules de Lelong-Poincare, on a :

. k
? k 3 o o
[IU]|q51(U\*/¢H) = (ﬂ) Aaa(x”,ai)l()gui (ai, = )|2
o i=1

k ~ 1 k
_ /:\1 a(xa,ai)(w A /:\1 dige apl? -

Le méme raisonnement et le méme calcul que précédemment, conduits cette fois
avec les coordonnées affines, donnent I’expression voulue de la trace. O

Les deux calculs ne coincident a priori pas si V n’est pas supposée in-
tersecter proprement les supports des diviseurs D,, p € X(1). Il peut tres
bien exister des poles sur les axes de coordonnées de U, pour tout a € X*,
donnant lieu a des résidus qui ne sont pas pris en compte si ’on se restreint
a la somme des résidus dans le tore.
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3.2.2 Cas algébrique

Soit V' une sous-variété algébrique de X irréductible intersection compléte
de dimension pure k et ® € M?(V). Sous certaines conditions sur V', la ¢-
forme rationnelle Try® € M?(X*) se calcule, grace a Papplication rationnelle
résidus toriques, par des calculs cohomologiques globaux (Sous-section 1.4.1).

On note Fi(aq,-),..., Fy(ax,-) les homogénéisés des polyndomes de Laurent
li(a;,-) associés aux sections s,, € I'(X, L;).

Soit (L1, - ., Ly) une famille essentielle semi-ample de fibrés en droites sur
X associés a n — k diviseurs effectifs Fyq,..., E, de degrés Bixi1,...,3,. On
note Pyi1,..., P, les polytopes associés. On suppose la famille (Py, ..., P,)
essentielle et on note P = P, + --- 4+ P,. D’aprés le Théoréme 2.2, une sous-
variéte V = {Fyy =--- = F, = 0} de type (Lys1, ..., Ly,) générique est une
intersection compléte intersectant transversalement I'’hypersurface a l'infini
X\T, non (L, ..., Lg)-dégénérée.

Soit ® € M%(V) et g le polynome de Laurent définissant son lieu polaire
dans T. Le lieu polaire pol(®) C X de ® (vue comme forme rationnelle dans
X) est 'union de I'hypersurface {G = 0} et d’éventuels diviseurs a l'infini.
Les fonctions h; de la proposition précédente sont dans ce cas des fractions
rationnelles sur X, ayant pour dénominateur commun g. Pour tout sous-
ensemble J C {1,...,k}, pour tout multi-exposant m; € ZjeJPj, on note
qJm, le polynome de Laurent :

Qim, = ghyt™’ .

On rappelle que  désigne la forme d’Euler de la variété torique X et
Bo = [-Kx] la classe anti-canonique de X, somme des degrés des variables :
Bo = Y1 [D,.]. On note X C X* ouvert de Zariski des a pour lesquels
I'intersection V N C, est tranverse, incluse dans le tore, et ne rencontre pas
le lieu polaire de .

Proposition 3.4 Sous les hypothéses et notations introduites précédemment,
il existe :

1. un polynome G' homogeéne, multiple de G, n’ayant aucun zéro commun
avec Fi(ay,-), ..., Fx(ag, ), Fri1,- .., By pour tout a € X,

2. pour tout J C {1,...,k} et tout my € >, ; P;, un polynome homogene

Y, € Clagm,|[x] multiple de 'homogénéisé Qm, de qim,, tel que
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la n-forme

S

Jmy

Wi, =
s G'Fi(ay,-) - Fylag, ) Fppr - Fy

soit rationnelle sur X pour tout a € X,
avec l’égalité
TI"V(P = Z Z ReS(GQFL_”,Fn)(Q{]’mJ)daJme y (34)
[JI=q, JC{L,...k} ms€Y ;c;P;
ou [’expression de droite exprime le résidu torique associé a lapplication

(G', F, ..., F,) du polynome homogeéne QY .

Preuve. Elle est calquée sur celle du théoréme 4 de [6]. Soit A = [3° ) A, D)| le degré
du polynéme homogene GFi(ay,-) - Fy(ak, ) Fig+1 -+ F (ce degré ne dépend pas
de a); on a donc :

GFl(al,:c) ce Fk(ak,x)FkH(x) cee Fn(az)
= (TT=)ahart) - lan ) fia (0) - Fal)
P

avec les relations coordonnées affines/coordonnées homogenes :

_ pj
tj—pr ,i=1,...,n,
p

ot 1, = Yy 1pjej dansla base canonique de N®R = R™. Soit 71m, = [, 75,m,,p D)
le degré de 'homogénéis¢ Q jm, de qjm; et

b, = —min(m,n,) , peX(1).

meP

Soit mg € int PNQ™ (I'intérieur coincide ici avec lintérieur relatif car (P, ..., Py,)
est supposée essentielle). Alors (mg,n,) + b, > 0 pour tout p dans X(1) et il existe
un entier positif ou nul kg pour lequel kgmg € Z™ et

eamyp = —14+Xg = Tumyp+ ko(bp + (mo,mp)) = 0

pour tout J C {1,...,k}, pour tout m; € > .. ; Pj, pour tout p € X(1). Pour kg
le plus petit de ces entiers, on pose

I ko(bp+(mo,mp)) / L egmy.p
G =G ] et Q= Qum, [[="""
p p
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Par le choix des exposants € ;. p, Qf]mJ est polynémial en z de degré

deg @y, = deg(G'Fi(ar, ) -+ Fio(ag, ) Fir1 -+ Fn) = Bo.

Ainsi, la forme

L Q
\I}J . J»mJ
7m T
7 G'Fi(ar, ) Fi(ag, ) Fepa - Fy
deéfinit une forme rationnelle sur la variété torique pour tout J C {1,...,k} et

my € Zje j Pj comme annoncé dans la proposition. Puisque le support du diviseur

. . A ko(bp+{mo,
effectif associé au monodme [] 0 xpo( pHmome)) Lo rencontre pas le tore, pour tout

a € X§, les polynomes G', Fi(a1,-),... Fx(ag, "), Fyt1, ..., F, ne s’annulent pas
simultanément et on peut appliquer le théoréme 1 de [6] :

Qér/nJQ
Fl(aly')a“'7Fk(ak7')7Fk+17”'7Fn

Res(ar Fy (a1,),. Fp 1) (@m,) = Res

L’égalité

QJ,m_,(Hpachl,...,przm) Q
(gll(al, e le(ag, ) fogr fn>(pr2p1> B '71_[/) xZPn) Hp z,

\IJJ,mJ =

montre que la restriction de la forme W, au tore est exactement la forme

sy dti A -+ A dty,
ghi(ar, ) - lplag, N ferr - fa tiotn

¢J,mj -

d’ou ’égalité

QJ,mJ dJmy dtiA\---Ndty
Res G’ = Res |: g t1-tn :|
Fl(alv')a"'ka-‘rla"'aFn ll(alv')7"'7fk+17"'7fn

tltn

my dtLA-Adty
= Res { ht }
ll(ala ')7 ) fk+17 ceey fn

On conclut avec la Proposition 3.2, appliquée au cas U = X. O
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3.3 Cas des fonctions

On suppose la famille (L1, ..., Lj) trés ample. On décrit dans cette section
la trace de fonctions rationnelles sur une intersection compléte semi-ample

V= {Fpi == F, =0}
de type (Lyt1,- -+, Ln).

Proposition 3.5 Tout T-diviseur effectif D € Div(X) d’intersection propre
avec V induit un morphisme de C-espace vectoriel

Tryp: H'(X,0x(D)) — H(X* Ox-((D.V)))
fo— Try(f)

Preuve. Si D = 3% sy kpDp, on note 2P = Hxlg” I’équation monomiale homo-
géne de D. On a I'équivalence

F
fGOx(D)<:>f:p, FES[D}

ou Sp) est 'ensemble des polynomes homogenes de degré [D]. Pour tout a dans
Regy (X*), on note {p1(a),....pn(a)} =V NCy, ot N = [V].a(Ly,...,Lg). Les
fonctions p,r(a) sont des germes de fonctions holomorphes en a et pour tout f
appartenant & Ox (D), on a :

N R
Ty (7)(a) = 3" T (pe(a)) ¥ € Regy (X°).

r=1
Soit H = {F = 0}. Les diviseurs
(D.V)* =TR(V.D) = diVo(RMD) et (D.H)" =TR(V.H) = diVo(RV’H)

(cf. Sous-section 2.2.7, Proposition 2.9) sont liés par la formule du produit :

N

1 (L) = R

- Rv.p
r=1

Ainsi, on a I’égalité des fonctions rationnelles

TrV( RVD ZH F pr

Rvm
VH J=1r#j
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Par définition du résultant, Ry p(a) # 0 (respectivement Ry g (a) # 0) implique
que intersection V N C, N D (respectivement V N Cy, N H) est vide. La trace est
donc holomorphe en dehors de {Ry,p = 0}. Si le support de f rencontre toutes les
facettes de Pp, l'intersection H N X \ T est propre, et

codimy+({Rv,p = 0} N {Ry,g = 0}) > 2.

Vue comme fonction dans le cone affine C x --- x C* de X*, on peut donner
un sens a Pexpression Try (f)Ry,p. La varieté affine au-dessus de la sous-variété
{Rv.p =0} N{Ry,ux = 0} est de codimension au moins 2 et le théoreme d’Hartogs
implique ’égalité :

O[Ty (f)Rv,p] = 0.
Le polynome homogene Ry,p est donc dénominateur de la fonction rationnelle
Try (f). Si intersection H N D n’est pas propre, il existe un diviseur effectif D’ tel

que D—D'>0,et f = m% = ;;, ou F’ est homogene de degré [D'], premier avec
zP". D’apres le cas précédent, le résultant Ryv,pr est dénominateur de la fonction
rationnelle Try (f). Puisque D — D’ > 0 le résultant Ry, pr divise Ry, p, ce qui finit
de montrer la proposition. O

Remarque 3.3 1. Si les fibrés L; sont puissances tensorielles d’un méme fibré trés
ample (cas non mixte), cette proposition est une conséquence de la représentation
(3.4) (cas ¢ = 0) et du théoreme 1.4 de [§].

2. Il semble que cette proposition puisse s’étendre dans certains cas aux familles es-
sentielles semi-amples ; il apparait alors des exposants aux résultants de facettes
([7], et Remarque 2.11) qui semblent intimement liés aux degré de lextension
[C(Ivap) : C(V N D)*]; ces exposants sont 1 dans notre cas puisque la famille
(L1, ..., L) est supposée trés ample.

3. On a l'isomorphisme
Ox~ ((DV)*) = O[Pll—l(Nl) ®- & O]P’k—l(Nk')
avec Ni = [VD]a(Ll, . -Li—17Li+la v ,Lk), 1= 1, “ee ,IC.

Corollaire 3.5 Soit m € Z". On a l’égalité :

TI'V (tm) = %

R, = H (R@)a”(m) : a,(m) := —min{0, (m,n,)}

peX(1)

et Qm, est un polynome homogene de degré deg, Q,, = deg, R,.
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Preuve. On a
div(t™) = Y (m,n,)D,=E—D
peX(1)
ou D =3 cvqyap(m)D, > 0 et E > 0. Ainsi, t™ € Ox(D), et la proposi-
tion précédente permet de conclure que R, = Ry,p est dénominateur de Tryt™.

Cette fonction est rationnelle sur un produit d’hyperplans projectifs, d’ou 1’égalité
deg,, Qm = deg,, R 0

Pour tout polytope P C Z", on note int P son intérieur relativement au plus
petit sous-espace affine de Z" qui contient P.

Lemme 3.6 si m' € int P, le degré partiel de Q,, en a;, est majoré par
di.m (M), avec

8imi(m) = inf{6 € N; m + om’ € int [P;]}

Preuve. On note P; les polytopes associés aux fibrés L;, P = Py + -+ + Py,
bip == —ming,ecp, (M, n,) et b, := —min,,ecp(m,n,) pour tout p € 3(1).

Le jacobien torique J‘T/r s’écrit :

Rta)= 3 Cyla)

qEP +++Py

ou les Cy sont des polynomes multihomogeénes de degré 1 (ou éventuellement —o0)
en chaque variable a; (ceci se voit facilement) ; pour chaque collection de monémes
(g1, ,n) € P x - X Py, on a

dty A--- Adty,

AT) A - Ad(tT) = det(qq, .. ., go )t T
ty---tn

et, en additionnant, on constate que Jg est supporté par P. On peut noter qu’il
existe nécessairement ¢ € P\ int P pour lequel C; # 0, sinon le support du ja-
cobien torique serait strictement inclus dans P et la trace de 1 serait nulle par
le théoréme de Jacobi torique (Corollaire 5 dans [6]), ce qui est exclus puisque
Try (1) = MV, (P, ..., P,) > 0 dans notre situation.

D’apres le Corollaire 3.3, la trace de t"™ s’exprime donc, par linéarité du résidu

gl A Aty

Try (t") = ) Cy(a)Res et
qeP ll(alvt)a'"7lk<akﬂt)7fk+l(t)7"' 7fn(t)



Cas des fonctions 121

D’apres le théoréeme 8 de [6], pour tout m’ € int P;, la fonction rationnelle

tm+th1 A Adty
u(m + q) := Res ty- -ty
ll(alvt)u cee 7lk(akat)afk+1(t)v T afn(t)

est polynémiale en a;,,y de degré borné par I'entier positif
inf{d e N;m+q+ (6 +1)m' €int (P+ (6 +1)P)},
qui est le plus petit des entiers § pour lesquels
(m+q,mp) +b,+ (6+1)((m',n,) + bip) >0 Vpe X(1).

Du fait que inf e p pex(1)(q,mp) + by, = 0, que le dénominateur de u(m + q) ne dé-
pende pas de a;,, quand m’ € int P;, et que les Cy(ay, . .., ai) soient de degré 1 en
a;, permet d’obtenir inf{d € N; m + om’ € int [0 P;]} comme majoration du degré
de P en a;y- Il

Remarque 3.4 Dans le contexte plus général d’une famille (L, ..., L) essentielle semi-
ample, le théoréme 3.2 de [8] et le théoréme 8 de [6] sont valables et permettent d’obtenir
une description similaire de la trace d’un polynéme de Laurent sur V (¢f. Remarque 2.10).

D’aprés le théoréme 3.2 de [8], le polynome

H (Rﬁ’/)'y"(mﬂ) , Y,(m +q) := —min{0, < m + q,n, > +b, — 1}
peEX(1)

est dénominateur de la fonction rationnelle u(m + ¢) définie ci-dessus. Il faut
donc élever chaque R{, a la puissance le maximum des 7,(m + ¢) quand
q parcourt P pour avoir le meilleur dénominateur pour la trace de t". Or
{(q, n,) + b, > 0 pour tout p € X(1) puisque g € P (il existe p pour lequel
il y a égalité, sinon, Try (1) = 0, ce qui, on I’a vu, est impossible), ce qui
donne naissance aux exposants —min{0, (m,n,) — 1}, qui différent de 1 des
exposants trouvés au corollaire. De plus, la borne sur les degrés partiels de
Q. ne concerne que les coefficients a;,y pour m’ intérieur a P;, bien que
Try (t™) soit polynomiale en certains des coefficients de facettes de P;. La
section suivante permet de comprendre ce fait.
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Comportement des traces en les coefficients o-extrémaux

Les coefficients o-extrémaux des polynomes de Laurent [;, notés a,,
codent les monomes o-extrémaux associés aux sommets s;, du polytope P;
correspondant aux divers cones o € ¥(n). Ce sont les cofficients constants
des polynomes [ (ils jouent le role des coefficients b;, utilisés au Chapitre 2
de la premiére partie dans le cadre projectif). Pour tout polytope P, et tout
cone o € Y, on note

int,(P) =P\ | J P’
p¢o(1)
I'intérieur de P relatif au cone o. Si 0 € X(n), le “o-bord” P \ int, P est
I'union des facettes de P ne contenant pas le sommet s, de P. On rappelle
qu’a tout diviseur D € Div(X) est associé une fonction support Up et un
unique diviseur D, de support inclus dans H, = X \ U, de degré [D,] = [D]
(Sous-section 1.6.2). On a le résultat suivant :

Proposition 3.6 1. Soit 0 € X(n) tel que dim(V N H,) < dimV. Pour
tout m € o,

deg, Try(t™) < dig(m)

ot
dig(m) =1inf{o0 € N; m € § x int,(P; — s;5)} — 1

2. Pour tout diviseur effectif D globalement engendré sur X, on a l'tmpli-

cation
[ € Ox(Dy) = deg,. Try(f) < 6is(D)
o1
dig(D) =inf{0 e N; Up_ > (6 4+ 1)Up, sur 3|\ o}

Preuve. Soit Ay, ..., A, une famille essentielle de polytopes contenus dans (R1)",
contenant lorigine, de somme A = A + - -- + A, n-dimensionnelle, contenant un
segment non réduit & un point sur chaque axe de coordonnée. Soit g1, ..., gy une
famille de polynomes g; € C[zy, ..., x,]| supportés respectivement par Ay, ..., A,.

D’apres le théoréme d’Abel-Jacobi torique [33, 6],

) . T\M
A €int ANN" = Res T1Tn =0
g1, ,09n
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On note J(g) le jacobien de Papplication g = (g1,...,9n) et supp (J(g)) son sup-
port. Alors

Agi A -+ A dgp
(A +supp(J(g9)) + (1,...,1)) C int (A + 5A;) = Res gf._{’lgw “_gg —0.

Le polytope supp(J(g)) + (1,...,1) est précisément le support du jacobien torique
J%(g) = x1 -+ x,J(g), donc inclus dans A comme vu dans la preuve du Lemme 3.6.
Puisque les g; sont des polynomes (c’est ici qu’apparait la différence coordonnées
affines-coordonnée toriques), le polytope supp (J(g)) + (1,...,1) ne rencontre pas
les axes de coordonnées. Il suffit donc que A € dA; et ne rencontre pas les facettes
de dA; ne contenant pas 'origine pour que 1’égalité précédente soit réalisée. Dans
notre situation, V est d’intersection propre avec H, et

o AT A - A dfS

mo_
Tryt™ = Res |, 7, fo fo
12 k2 JEk+12 "1 Jn

d’apres la Proposition 3.3, o A\(m) désigne le vecteur des coordonnées de m dans la
base de d NZ". Puisque les degrés sont trés amples (semi-ample essentiel suffirait),
le raisonnement précédent s’applique aux polytopes Ai,,..., A, , associés aux
polynomes en z° que sont [7,..., f7. On peut montrer (voir la Sous-section 3.4.2
ci-apres) 1'égalité

oMM AT A - A dfS

8£§)Tr t"™) = £Res {
o Ty (1) P I f L (a0), . f (a0)

On a donc 8((1(2 [Try (t™)] = 0 dés que A(m) € §A; , et ne rencontre pas les facettes

ne contenant pas 'origine. Ceci ce se traduit par

mesx (P —sig)\ | 6x (P~ sis),
pia(1)

soit encore

m € § X inty(P; — 8i5) ,
ce qui finit la preuve du point 1 puisque 8((12 Try (™) = 0 = deg,, Try (t™) <d5—1.

Par définition la fonction support du diviseur D, := div(t"") (Sous-section 1.2.6)
est définie par ¥p, (n,) =< m,n, >, Vp € 3(1) et

Up,, (o) = Wsp,(1p) = < 08ic,1p >, p € 0(1)

m € § X int, (P — 8i) <
7 ' v {\IJDm (T]p) > \II§D, (T]p)_ < 5Si0777p >7 p ¢ 0'(1)
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Sipeo(l),onaW¥p,(n,) — siz(np,) = 0 et la premiére condition est vérifié pour
tout m € &. L’entier d;,(m) est donc le plus petit des entiers pour lequel

Up,, >(6+1)Up,  sur |X|\o.

Neg

(puisque D; est trés ample, l'entier 0 existe puisque ¥p, prend des valeurs stric-
tement négatives sur |X| \ o). Si D est effectif et globalement engendré sur X son
représentant D, est effectif, a support dans H, (Lemme 1.5). Toute section globale
f € Ox(D,) a son support inclus dans le polytope Pp, C & associé a D, et la
condition
Up, > (0+1)¥p,, sur|¥|\co

implique ¥p,, (1,) > (6 + 1)[¥p,(1n,)— < SizsNp >, p & (1) pour tout m € Pp_,
ce qui montre le point 2. On peut noter que U'entier d;,(m) est le plus petit entier §
tel que le (8 + 1) Pi-homogénéisé de t™+0+Dsio soit divisible par [L,¢0(1) Tps Clest-
a-dire identiquement nul sur ’hypersurface a Uinfini H, = X \ U,. O

Proposition 3.7 On a les assertions suivantes :

1. soit 0 € X(n) tel que dim(V N H,) < dim V. Pour tout i = 1,...,k,
pour tout v € N et pour tout come mazimal o' € 3(n), la fonction
rationnelle Try (t"%ie'=%i0)) est polynomiale en a;y de degré au plus r :

deg,. Try (t"Gior=si0)) <

en particulier, la trace des mondémes o-extrémauz de P; est affine en
les coefficients o’ -extrémaux de L; ;

2. il y a égalité si Uintersection V Ndivy(t\%ie' =%)) N H, est de dimension
k —2; c’est en particulier le cas si V' intersecte proprement toutes les
orbites de X.

Preuve. Pour le point 1, il suffit de constater que ;s (r (i’ — Siz)) = 7. On montre
le point 2. Il suffit de trouver ag € Regy (X*) pour lequel

A [Try (¢7io' %)) (ag) # 0

pour que le degré soit r. On considére le paramétre a? := (0,...,0,a;,0,...,0)

correspondant a la section 19 (a?) = a;pt" (i’ =5i7) de Ox(Djy). On a alors

o) o 1 o\
(8ot ur)dli (aip) = md(li) +1(6Li0)7
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et I’hypothése

dim(V N divo (£ ~%)) N H,) = k — 2
implique que l'intersection V' N C(al,-..,a?,-..,ak) est incluse dans U? (donc finie) pour
a1y .., 0i—1,Qj+1, - - - ap génériques, de cardinal N = MV (Py,...,P,) en prenant
les multiplicités en compte. En calquant la preuve de la Proposition 3.9 & venir, on
a ’égalité

tT(Sia’_Si")dlclf Ao A d(lf) A A dfg
(177--'a(lg)r+17"')lg>f]g+17-"7fg '

Qio

) [Try (" Cie’ =Sie))] = (—1)"7] [

0

Evaluée en a; = a;, cette expression est définie pour ay,...,a;—1,a;t1,...a; géné-

riques et vaut

D" o [AT A A A1)+ (ad) A A dfﬁ] _ =y XN(r41) = (=1)"r!N,

€S o o o o
r+1 17‘--7(li)r+1(a?)7"‘7k7--'7fn r+1

ot NV # 0, ce qui termine la preuve. O

Corollaire 3.6 Soit f € H*(X,Ox(rD;)). Si lintersection VN (X \ T) est
propre, on a la majoration

degamTrV(fU) S r

pour tout r € N et tout cone mazimal o, o f7 =t f € Clg NZ"], avec
égalité pour f générique.

Preuve. Le polynéome de Laurent f est supporté par r x (P; — s;5). Or
sup{dis(m); m € r X (P, — s45)} =,

ce qui donne l'inégalité d’aprés la proposition précédente. Toujours d’aprés cette
méme proposition, il suffit que rs;,» € supp (f) pour un coéone maximal o’ # o
et que l'intersection divgh NV soit propre pour avoir égalité, ce qui est bien une
condition générique si V intersecte proprement les orbites de X. O

Avant d’en venir aux problémes d’inversion du théoréme d’Abel, il semble
important de s’intéresser aux équations différentielles qui interviennent dans
les calculs de traces.
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3.4 Equations différentielles associées a une fa-
mille de fibrés

Les coefficients des formes traces sont liés par des équations différentielles
du type “équations d’onde de choc” déja fortement impliquées dans le cas
X =P

On fixe une famille (L, ..., L) essentielle semi-ample sur une variété torique
compacte lisse X. On note X* le (Ly,..., Ly)-dual de X.

3.4.1 Les équations d’onde de choc

Soit ag € Reg (X*) et V € CY(X ; C,,) un unique germe irréductible lisse
d’ensemble analytique de dimension r < k et de (L1, ..., L;)-degré 1. Quitte
A perturber ag, on peut supposer que le germe dual V* € C°(X* ag) (de
codimension k — r, Proposition 2.4) est lisse. On peut dans ce cas définir
I’application holomorphe

oy V: — X
a +—— pla) =V nNC,.

Puisque deg, V' =1, on a C(Iy) ~ C(V*) (Proposition 2.6) et
4y (Pv+(Op(ao),v)) = &1 (Op(ag),x) C Oag v+
La proposition suivante permet de caractériser ce sous-anneau. On note
pla) = (Ti(a), ..., Tu(a))
les coordonnées toriques de p(a), ot Tj(a) = t;(p(a)) = @7 (t;).
Proposition 3.8 Si V C T, on a la caractérisation :
f € ave (0 (Opaq ) <= (T"8a,, f = T Bayy v+ = 0 (3.5)
pour tout i = 1,...,k, tout m, m' € P,.

La preuve s’appuie sur le lemme qui suit, extension au cas torique du lemme
de Darboux (équation d’onde de choc) utilisé dans le cas projectif.
SiV CcU,, o € %(n) on note

pla) = (X7 (a), ..., X7(a)) := (2] (p(a)), .., 27(p(a)))
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les coordonnées affines de p(a) avec, pour & = (&1,...,&,) € Z"
(X7)%(a) = (X7)*(a) -+~ (X7)*"(a) .

L’application A : M — Z" associe a m € M ses coordonnées dans la Z-base
du semi-groupe libre ¢ N Z".

Lemme 3.7 On a les deux assertions suitvantes.

1. 85iV CUs, les germes analytiques X7 € Oy x+, j = 1,...,n, vérifient
sur V* le systeme différentiel suivant :

Vi=1,...,k, Vm e P, 0,

Aim

X7 = XoAm=sie)g, X7 (3.6)

2. StV C T, les germes analytiques T; € Oy x+, J = 1,...,n, vérifient
sur V* le systeme différentiel suivant :

Vi=1,....k, ¥Ym,m' € BNZ", T™9, ,Tj—T™0,, Tj=0.(3.7)
Preuve. 1. L’expression (3.6) a un sens puisque
aeV*=pla)elU, et me P =z M%) c Ox(U,).

Pour p = (z{(p),...,2z%(p)) € Uy, on a

a € qx(px'(p)) < aiv = — Z Qi (2)N500) () Vi =1,.. . k.
meP; ,m#sis
On note a; 4] le vecteur (@im)mep; ,m#s;y> @ = 1,..., k. Si p € V, la fonction
Xp’j a X; <a1,[0} , — Z alm(ma))‘(m_slo')(p)7 .

meP;,m#s1,

* Qo] — Z akm(xU)A(m_SkU)(p))

MEP, M#Sko

associe & a € V* voisin de ag la j-éme coordonnée (exprimée dans la carte U?) de
I'unique point de 'intersection V N Cy, ce avec la condition p € C,. Si p € V, cette
fonction est donc constante sur V* :

Xpjla)=27(p) YaeV*, VpeV;

en dérivant par rapport & a;,, on obtient les égalités :

o o\A(Mm—38;s o __
Oy X7 — (27)M )(p) 00,y X =0, VpeV.

Aim Qio
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Or,a € V* = (X{(a),--- ,X%(a)) € V et on peut remplacer (27) ™=%is)(p) par
(XO)Mm=sio) (q) dans expression précédente ce qui montre 1.

2. Soient m, m’ € P; NZ". Des deux équations

19) XU — (Xa)k(m—sw)aan;f ot 3 _ (XU)A(m ~si0) Xg

Aim Qi

on déduit la relation

o o o\ A(m o .
(XM, X — (XM, X7, Vji=1,...,n

Aim

W =t donme (3.7). O

Puisque V' C T, on a t™ € Opqy),x et 'égalité (z7)
On prouve maintenant la Proposition 3.8.

Preuve. Si f = f(t1,...,tn) € Opap),x, son pull-back ¢3,(f) = f(T1,...,T,) par
Papplication holomorphe ¢y est un élément de 'anneau Oy, v+ qui vérifie

" Oa,,, [0V ()] = ZTW@ 5] % 0, f

— ZTm azm 4><8tf ™ 8a1m[¢>’\</(f)]v

ce qui montre le sens direct.

Soit fe Oygo,v+ qui vérifie 3.5. Le germe holomorphe q{‘/(f) € Op(ap),a0) (V) admet
comme représentant la fonction obtenue en rempla(;ant a;m par sa valeur modulo
li(a,t) dans l'expression locale de f. Le fait que f vérifie 3.5 sur V* équivaut a ce
que le germe g (f ) soit constant sur les fibres de py et redescende en une fonction
[ € Op(ap),v qui vérifie f = ¢7,(f) = qv«(py, f) par construction. O

On appelle les équations aux dérivées partielles 3.5 les équations d’onde de
choc associées aux fibrés Ly, ..., L.

3.4.2 Le lemme de prolongement

Soit (L1, ..., L) une famille semi-ample essentielle, U un ouvert (L1, ..., Lg)-
concave connexe et V € &, (U) un sous-ensemble analytique fermé irréduc-
tible, non dégénéré, localement intersection compléte. On fixe ® une k-forme
méromorphe sur V.

D’aprés le Lemme 3.5), on peut choisir une carte U, dans laquelle I'intersec-
tion VNC, a lieu pour a générique (en dehors d’un sous-ensemble analytique



Equations différentielles associées & une famille de fibrés 129

de U* de codimension au moins 1). On note
Uy o, = Regy (U) \{(Ws)" U (VN H,)"}

Iouvert dense de U* dans lequel expression de la trace est donnée par (3.3).
On note ®° l'expression locale de ® en 27, f7 ,,..., f7 les équations locales
de V au voisinage de V N C,. Puisque ® est de degré maximal sur V', on peut
définir, pour m € M les fonctions

w, = Res [ (a7 /\?=k+1 dfy
lf(al,x”), ey lg(ak,x”), f]?+1, Ce ,fg
et expression (3.3) devient
TrV(ID = Z wm1+...+mkdam

m:(mh...,mk)EPl XX Py

ot da,, désigne la k-forme AF_ dajy,..

Lemme 3.8 Sim € (PL+ -+ P,) +0d)NZ", on aw, € C{U"). Si
dim(VNX\T) < dimV, on a w,, € C(U*) pour tout m € M.

Preuve. On a wy,, € C(U*) pour tout m € P, +-- -+ P, d’apreés la Proposition 3.1
et la représentation précédente. Si m’ € & N Z", la fonction rationnelle ™ est
holomorphe sur U, et t"' ® € MP¥(V) par hypothése sur V. Or, on a :

’
TI'Vtm d = Z wm1+...+mk+m/dam

m=(m1,...,mk)€P1 XX Py

et les fonctions Wy, 4...4m, +m/ sont méromorphes d’apres la Proposition 3.1, et ce
pour tout m’ € §NZ", ce qui montre la premiére partie. Si V intersecte proprement
X\ T, les formes ™' & sont méromorphes sur V pour tout m’ € M, et le théoréme
d’Abel permet & nouveau de conclure. OJ

Proposition 3.9 Pourtouti € {1,...,k}, tout m € P;, et pour tout m’ dans
la somme (P, + -+ + Py + &) NZ", les fonctions w,, vérifient les équations
différentielles sutvantes :

aaim W = aaio I:wm‘i’m/*sia] : (38)
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Preuve. Les fonctions wy, et Wy, 4m/—s,, sont méromorphes d’aprés la proposition
précédente. D’aprés la définition des courants résiduels, on a

Ho A dfe
Wy = lim /\]_kH f]

0 I{(ay,z)---17 (ag, xa)f]g+1 - fo

ott € = (€1,...,6n) et I'(e) = {[If| = e1,..., [If| = e, | fl 1] = ka1, [f7] = €en}.
Puisque le numérateur est par hypothése holomorphe au voisinage de VN C, pour
tout a € U‘*/@,U, cette intégrale ne dépend pas de € pour les ¢; suffisament petits
par le théoréme de Stokes, et converge uniformément pour tout a dans un compact
suffisament petit de Uy 4 ,. On peut donc dériver sous le signe intégral et on a :

0,

QAim

o [ Nt
" I'(e l?'”l?)27"'7lgf]g+1"'fg

Puisque les degrés sont semi-amples, on a l7 =3 p Qi (27 )M =5i0) - ainsi,

T B YO [
Aim M’ T 7. .. lq)g'”lgfg fa — Yais IYm+m/—sis
I'(e) “1 (z kJE+10 »JIn
puisque Og,, [I7] = 1. O

Remarque 3.5 La forme ® étant de degré maximal sur V, le courant ® A [V] est d-fermé
en dehors de Wg. Puisque la trace commute avec d, on a

d(Try®) =0  VaeU*\ Wi

Les équations différentielles (3.8) sont linterprétation de cette condition de fermeture,
dans I'ouvert dense Uy, 4 , C U* \ Wg.

L’intérét majeur de la proposition précédente est le Lemme de prolongement
suivant :

Lemme 3.9 Si la k-forme Try(®) est rationnelle en a;,, alors pour tout
K € N et pour tout polynome de Laurent f € C[ty,t7*, ... to, t-] supporté
par K x (P; — s;,), la trace

Try (f®) € M*(U)

est rationnelle en a;,.
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Preuve. Par hypothése, V intersecte proprement H, = X \ U, et Try (f®) €
MP¥*(U*) pour tout polynome de Laurent supporté dans K(P; — s;s) C 6.

Pour prouver la seconde assertion, on peut se restreindre par linéarité au cas mo-
nomial f =¢™. En gardant les notations précédentes, on obtient I’égalité

k
Try (t"®) = Z Wrny - +my+m /\ daim;-

(ml,...,mk)eP1><~~~><Pk =1

On montre par récurrence sur K que les fonctions wps 4., sont rationnelles en a;q,
pour tout M € P +---+ Py et tout m € K(P; — s;;) NZ". Pour K = 0, c’est notre
hypothese de départ. Soit m € (K + 1)(P; — s,). Par hypothése, on a :

m=m'+m; — siz, m € K(P;—s;,)NZ", m; € P;
Soit M € Py + -+ Py. D’apres (3.8), on a :
Daie (Wit ] = Da;o [wkf-&-m’—&-mi—sw] = aaimi W/ +M -

Puisque m’ € K(P;— s;,), la fonction w,,/ 1 ps est coefficient de la forme Try (tm@),
donc un éléement de C(U*) rationnel en a;, par hypotheése de récurrence. 1l reste a
montrer que la fonction w4y ne peut pas avoir de poéles simples en a;,. On utilise
la méme astuce que dans le cas projectif : si Oy, [Wm+n] = 0, c’est fini. Dans le cas
contraire, on peut trouver ¢ € C* tel que les fonctions wy,4+ar €t Wy pr + ¢ Wit a1
soient C-linéairement indépendantes. On a :

aam [wm’+M + Cwm-f-M] = aam [wm’+M] + ca‘limi [wm’JrM] = 8am+60«imi [wm’+M]

et la fonction Oy, (W4 a1 + cWmar] admet deux primitives linéairement indépen-
dantes (Wp/ypr + CWimtnr €6 Wy yay) dans deux directions linéairement indépen-
dantes (ay €t ajs+Caim,). Elle ne peut donc avoir de péles d’ordre 1 en a;, dans sa
décomposition en éléments simples. La primitive d’une fonction rationnelle ayant
un pole d’ordre au moins 2 étant encore rationnelle, la fonction wy,ar + cwWpmnr
est rationnelle en a;,. Ainsi wy4ar Vest, ce qui conclut a la validité de la seconde
assertion du lemme au rang K + 1. 0

Remarque 3.6 Il est important que f soit supportée dans le sous-réseau engendré par
P;. C’est seulement dans ce cas que les variations des formes Try (f®) et Try® en les
coeflicients a;,, peuvent étre mises en relation.
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Corollaire 3.7 Sous les mémes hypotheses, si la forme Try ® est rationnelle
en a;, pour toutt=1,...,k, alors Try f® est rationnelle en a;, pour tout 1 =
1,...,k des que
k
supp f C RT x ﬂ(R — Sio)-

i=1

Si dm(VNX\T) < dimV, la rationalité de Try® en les coefficients o-
extrémauz pour tout cone o € X(n) entraine la rationalité de Try (f®) en les
coefficients o-extrémauz pour tout polyndme de Laurent

fe(k]( T HO(X,OX(KDi)>, KeN,

i=1 K=

ou D; est le T-diviseur associé au fibré L.

Preuve. Sim € ﬂle(Pi — Sig), on a m + s;z € P; pour tout i = 1,...,k, et
le lemme précédent permet de conclure & la rationalité des traces Try f® en les
coefficients o-extrémaux pour chacun des fibrés Li,...,L; pour tout polyndme
de Laurent f supporté par ﬂle(Pi — Sir). On étend facilement par récurrence ce
résultat pour tout f supporté par R™ x ﬂle(Pi — Sig) NZ".

Si V intersecte proprement X \ T, la restriction a U de tout polynoéme de
Laurent est méromorphe sur V. Dans ce cas le Lemme 3.9 de prolongement est
valide pour tout f de support inclus dans Z x (P N --- N Pg); pour un tel f, il
existe des entiers K7,..., K} tels f € HY(X,Ox(K;D;)), i =1,...,k. O

3.5 Algébre linéaire

Soit (Ly, ..., Lg) une famille semi-ample essentielle et U C X un ouvert
(Ly,..., Lg)-concave connexe. On fixe V € &(U) un sous-ensemble analy-
tique fermé de dimension k de U, de degré

N =[C(ly) : C(V")]

relativement a (L4, ..., Ly).
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3.5.1 Polyndéme caractéristique
Définition

Pour tout ag € Regy, (U*), I'intersection V NCY,, est transverse, constituée
de N points distincts {pi(ao),...,pn(ao)}. Par le théoréme des fonctions
implicites, il existe un voisinage U} de ag, N voisinages U; C U de p;(ao),
t=1,...,N et N germes d’applications analytiques

6 UL — U,
a +— pila) =V NU)NCy

pour¢=1,..., N.

A toute fonction f holomorphe au voisinage de C, NV peut-étre associé le
polynome :

Pr=Y" —on 1 (YN 4+ (=) Voo (f) € Oy x+[Y]

défini par
N

Pr(Y) =[OV = o).
i=1
Lemme 3.10 Soit f € C(V). On a les deux points suivants :
1. le polynéme Py est un élément de C(U*)[Y] et ne dépend pas du choiz
de ag € Regy (U*) pour le définir;
2. la fonction Pr(f) € C(UxU™) est nulle sur la sous-variété I,y C UxU* .
On appelle Py le polynome caractéristique de f.

Preuve. D’apreés la théorie des polynomes symétriques, les germes holomorphes
0j € Oy, x* sont des polynomes de degré j en les sommes des puissances [*“"¢ des
racines de P, pour [ =0,...,7. Or on a

N

Sernt= > fp) =Ty (f)) VIEN

=1 Pl EVQC@

Si f € C(V), ces fonctions sont méromorphes dans U* par le théoréme d’Abel, d’ou
Py € C(U")[Y]. La construction de Py ne dépend pas du choix de ag par unicité
du prolongement analytique.
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D’aprés le point précédent, on a bien P;(f) € C(U x U*). Pour tout a € U , on a

ap’
(x,a) € Iy <= Fie{l,...,N} = =pi(a)

et la fonction Py(f) est par construction identiquement nulle sur q[}l(U;O) N Iy.
Par hypothése, I’ensemble qEI(U;O) N Iy est un ouvert de Iy rencontrant chacune
des branches irréductibles de Iyy. On a donc Pf( f) = 0 sur Iy par unicité du
prolongement analytique. (]

Si f,g € C(V), on a Py = Py si et seulement si (f — g)jvnc, = 0 pour tout
a dans un ouvert de U*. Ceci implique que f — g s’annule sur un ouvert
de V, donc sur V puisque U est concave connexe et C, rencontre toutes les
branches irréductibles de V. On peut ainsi définir une application injective

Uy :C(V) — CUN[Y]
f — Py.

Lien avec les équations d’onde de choc

Les coefficients de P sont solutions d'un systeme différentiel particulier,
lié aux équations différentielles (3.5) vérifiées par les germes holomorphes
i (f). Pour tout m € Z", on note P,, le polynéme caractéristique de t™ et
oo(m),...,on_1(m) ses coefficients.

Proposition 3.10 Pour tout m,m' € P;, le polynome caractéristique Pr,_p,
vérifie le systeme différentiel suivant :

) [Pm—m’(y>] - Yaw /[Pm—m’(y)] = _8(1

ajm jm jm/

(Tr (7)) P (Y). (3.9)
Preuve. D’aprés I'équation (3.5), on a I'égalité
[t (pr(@))] Dy, [t 7™ (Pr(@))] = O, [t™ ™ (pr())] x [t (pr(a))]
pour tout a € Regy (U*), puisque m, m’ € P;. On en déduit la relation
Dy Y =" ()] =Y By [V =17 (p1)] = =0ay [t (0)] (Y =77 (p1))

pour tout r =1,..., N. Cette relation s’étend au produit

N

Pt (V) = [L(Y = 77 (pr (@)

r=1
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et on trouve
Oajon [Pt (V)] = Y O [Pt (V)] € (P (V)

Il n’est pas dur de voir que le coefficient de proportionalité entre ces deux poly-
nomes en Y (qui sont de méme de degré) est —0q,, ,[on—1(m —m')]. Le coefficient
on—1(m —m’) correspond a la somme des racines de P, ., c’est-a-dire la trace
de "™ gur V. O

Corollaire 3.8 Pour tout m,m’ € P}, les fonctions rationnelles

oo(m—m')= ] " (p)

peEVNC,

et
ov-ifm—m) = > "7 (p) = Trv (")

peVNCy,

sont reliées par les équations différentielles

0,

Ajm

[oo(m —m/)] = oo(m —m') 0, [on—1(m —m)]
pour touti=1,....,n, j=1,... k.

Preuve. Ceci résulte de l'identification des coefficients constants dans I’égalité des
polynomes (3.9). O

Réduction au calcul résiduel d’une variable

L’application qy : Iy — V™ est surjective, revétement ramifié de degré
N en dehors d’'un sous-ensemble analytique de codimension au moins deux
dans U*. Ainsi, le morphisme de corps

gy C(V*) — C(Iy)

est injectif et on peut identifier le corps de fonctions C(V*) avec gj, (C(V*)).
Le corps C(Iy) est une extension algébrique de degré N de C(V*), avec
légalité V* = U*, puisque V est supposé non dégénéré de dimension £ dans
l’ouvert connexe U.
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Lemme 3.11 Pour tout f € C(V), on a ’égalité

Try (f') = Res {Ylaygf] dY] :

Preuve. On a l'égalité

Res [Ylay][i;f] dY} — Res [Yldgjpf]} .

Cette expression est égale & la somme des valeurs de la fonction Y en les zéros de
P;.Sia € Regy (U*), les zéros de Py sont précisément les valeurs de f en les points
de V Ny, dou

e {Yldy Pf] S f) =T ()
peVNCy,

ce qui montre le lemme par unicité du prolongement analytique. 0.

Le polynome caractéristique de f permet de se ramener au calcul résiduel
d’une variable.

Si f € C(V), on note [f] :=p}f € C(Iy) la classe de pj;(f) € C(Ix) dans
C(Iv). West clair que [f1] + [fo] = [f1 + fo] et [fif2] = [f][fo]-

Lemme 3.12 Si Py est sans facteur multiple dans sa décomposition en élé-
ments irréductibles dans C(U*)[Y], la famille

[ LA LY

est une base du C(U*)-espace vectoriel C(Iy), avec l'isomorphisme

Clv) = C(UM)[Y]/ Pr(Y).

Preuve. Toute relation
ag+ar[fl+ - +anv_1 [N =0

pour a = (ag,...,an—_1) € [C(V*)}N \ {(0,...,0)} implique I’égalité

N-1
o Try (f7) =0, (3.10)
=0

.
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soit encore
SN agY oy (Pr)dy

-0
Py

Res [

d’apres le lemme précédent. La condition Py(f)|;, = 0 (Lemme 3.10) se traduit

par
N-1

N =D (DN oy () x (7]

0

ce qui, combiné avec (3.10), donne

r N1 j Nl ,
Res Y Z] =0 aJY aY(Pf)dY:| = Z ()[jTrv(f‘j+T) == O, \V/T' € N

j <
Par le théoréme de dualité, on a ij:—()l a; Y70y (Pyf) € (Pf). Puisque Py € C(U*)[Y]
est sans facteur multiple, on a forcément Zé.vgol a; Y7 € (Py), dott a = (0,...,0).

Les vecteurs [1],[f], ..., [fN~!] forment donc un systéme libre sur C(U*) = C(V*)
et constituent une base pour des raisons de dimension.

D’apres le Lemme 3.10, le polynome Py est dans le noyau du morphisme d’algébre

CVHY] — Cy)
QYY) — Q(f].
D’apres le point précédent, cette application est surjective puisque [f] engendre

C(Iy) en tant que C(V*)-algebre. Le C(V*)-espace vectoriel C(V*)[Y]/Pf(Y') étant
de dimension N il est isomorphe a C(Iy). O

Le polynéme caractéristique d’une fonction f prenant des valeurs distinctes
(finies) en les points

p1(ao), ..., pn(ao)

est réduit sur O, x+[Y], donc a fortiori sur C(V*)[Y], et permet de définir
une base [1],...,[f¥!] de C(Iy) sur C(V*). On se fixe désormais un tel
¢lément f e C(V).

3.5.2 La forme bilinéaire trace
L’application C-bilinéaire

C(V)xC(V): — C(V")
(hl,hg) [ — Trv(hlhg)
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s’étend naturellement en une application C(V*)-bilinéaire
b:C(Iy) x C(Iy) — C(V*)
définie par :
bLFL L] = Try (f77), 0 < j <N —1.

On appelle b la forme bilinéaire trace associée a la famille (Lq, ..., Lg). On
note

By = (Try (f'f?))osijen—1 € Mn(C(U"))

la matrice de b dans la base [1],..., [f¥1].

Lemme 3.13 On a les deuz points suivants concernant la matrice By :

1. By se factorise dans My(Qay x+) sous la forme By = Dy - DY, ot

1 1 1

Dy = f(pl(a)) f(pQ(a)) = f(pN(a))

A Up@) P pa@) e ()

et Dl} désigne la matrice transposée de Dy.

2. On a la relation :

oo(f) Try (f)
By : = :
on-1(f) Try (f2V1)
Preuve. 1. C’est un calcul immeédiat.
2.0n a N1 '
oo(f) Zj:() Try (o, f7)
By- E = : ;
on-1(f) Z;y;ol Try (o fN~149)

or Zé-v;gl ajfﬁ/ = f‘]‘\f (Lemme 3.10), d’ou les égalités Zé\!ol Try (ojf™7) = Try fV+7
pour tout r € N. O
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Corollaire 3.9 L’application bilinéaire trace est non dégénérée.

Preuve. La matrice Dy est la matrice de Vandermonde du polynéme Py, de
déterminant H0§i<j§N71(f(pi) — f(pj)) € Oy, x+, don Vegalitée (dans Oy x+)

det Bf = H0§i<j§N—1(f(pi) - f(pj))2

avec det By € C(V™). Ainsi, det By = 0 si et seulement si Py n’est pas réduit dans
Oq,x+ pour a € Regy (U*) quelconque, ou, de maniére équivalente, si et seulement
si p{;(f) est constante sur une des branches irréductibles de Iy,. Puisque V n’est
pas dégénéré, il existe une fonction méromorphe f € C(V') prenant des valeurs dis-
tinctes en les N points distincts p1(a), ..., pn(a), pour a voisin de ag € Regy (U*).
On a alors det By € C(U*) \ {0} et b n’est pas dégénérée sur C(V*).

3.5.3 L’endomorphisme de multiplication

Toute fonction g € C(V') induit un endomorphisme m, € End(C(Iy)) sur
le C(V*)-espace vectoriel C(Iy) via

my: C(ly) — C(Iy)
Salf] — S aiof]

que l'on appelle 'endomorphisme de multiplication induit par g. On note
M,  la matrice de m, dans la base ([1],..., [f¥ 7).

Lemme 3.14 L’application

®p:C(V) — My(C(VY))

g — Mg,f
est un homomorphisme injectif d’algébres.
Preuve. Soient hi, g1, h2, g2 € C(V). On a naturellement
Mg thags ([']) = [(h1g1 + haga) f1] = [ha].([91][f"]) + [a)-([g2] [f']) ,
ce qui fait de ®; un morphisme d’algebres. On a My, r = My, ¢ si et seulement si
[9][f] = [gl[f’] §=0,....,N—1,

ce qui implique Try ((g1 — g2)f7) =0, j = 0,...,N — 1, soit g1 — g2 = 0 (dans
C(V)) d’apres le Corollaire 3.9. O
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Remarque 3.7 On peut remarquer les deux points suivants :
1. ®;(C(V)) est une sous-algébre commutative de My (C(V*)) puisque my, o my, =
Mg go = Mgyg, = Mgy © My,
2. si f' € C(V) définit une autre base de C(Iy), les sous-algébres ®;(C(V)) et
4 (C(V)) sont conjuguées dans My (C(V*")) :

My, ;= PMy ;P Vg eC(V),

ou P € My (C(V*)) est la matrice de changement de base.

Endomorphisme de multiplication, polynéme caractéristique et forme bili-
néaire trace sont liés par la

Proposition 3.11 Le polynéme caractéristique de my coincide avec le poly-
noéme caractéristique de g :

det(YIdN — Mg,f) = Pg(Y).
Preuve. On considére la matrice suivante

By i= (Trv(gf'*)) € My(C(V*)).

0<i,j<N—1
D’apres les égalités
Trv (9f"™) = b([f'], [9°]) = b([f'], mg([f]), 0<ij<N -1,

la matrice By s est la matrice de l'application bilinéaire b,, composée de l'applica-
tion bilinéaire trace avec I’endomorphisme de multiplication induit par g dans la
base ([1],...,[fV~1) d’ou 'égalite

By =By Mgy

(Pordre est important). Quitte & perturber ag, on peut supposer g holomorphe au
voisinage de V' N Cy,. Dans ce cas, la matrice By s se factorise dans My (Ogq x+)

By =Dy Dyy
gp)  gp)f(p1) - g(pl)fzj(m)
D, = 9(1:92) g(pQ);f(pz) g(pz)f. (p2) € Mr(Os x).

a(on) 9o ox) - gow) N (o)
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On en déduit 'égalité
Dyg = D} - My,

puisque By = Dy - D} (Lemme 3.13) et Dy est inversible (det(Dy)? = det By # 0,
Corollaire 3.9). On a donc

det(YI — M, ) = det(D4Y — Dy s) x [det(D%)] ™.

Or
Y —g(p1) Y —g@)fer) . Y =gle)f¥ " (p1)
. Y —g(p2) (Y —=gm))f(p2) ..o (Y —=gp2))f" " (p2)
DY — D, = _ : . ,
Y —g(pn) (Y —gn)fon) - (Y —glon) N (on)
d’ou ’égalité
N
det(YT — My ) = [J(Y — g(pi)) x det(D%) x [det(D})] ™",
=1
soit encore det(YI — My ¢) = Py(Y). O

Corollaire 3.10 On a les deux assertions suivantes :

1. pour a en dehors d’un sous-ensemble analytique de codimension 2 de
U*, les valeurs propres de mg, (comptées avec multiplicités) coincident
avec les valeurs de g en les points de VNC, (comptés avec multiplicité) ;

2. on a

Tryg = tr(M,y)
H g(p) = det My

pe VmCa

ou tr (M, s) désigne la trace de la matrice M, ;.

Preuve. Puisque V n’est pas dégénéré, I'ensemble V N C, est fini pour a en
dehors d’un sous-ensemble analytique de codimension au moins deux d’aprés le
Lemme 2.11. Le corollaire découle alors immédiatement de la proposition précé-
dente. O
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Remarque 3.8 Le générateur de I'idéal principal
I:={Q e C(V")[Y]; Q(my) = 0 comme élément de End(C(Iy))}

est le polynéme minimal associé & ’endomorphisme my, ; il coincide avec P, si et seulement
si les valeurs propres de mg sont distinctes, c’est-a-dire si

g(pi(a)) # g(pj(a)) Vi,j, 1<i,j<N,i#j,

pour a dans un ouvert arbitrairement petit de ’ouvert connexe U*. Il est équivalent de
dire que le polynéme P, est réduit dans My (O, x+) pour un a € Regy (U*) quelconque
pour lequel g est holomorphe au voisinage de VN C,. Le polynéme minimal de la fonction
multivaluée g(p;) (vue comme élément dans la cloture algébrique du corps C(V*)) divise
évidemment Pj. Ces deux polynomes coincident si et seulement si g(p;) est un élément
primitif pour Vextension [C(Iy) : C(V*)], ou encore si et seulement si Py est irréductible
dans C(V*)[Y].

Proposition 3.12 On a les deux propriétés suivantes :
1. pour tout h € C(V), on a la relation

<Trv(h), Try (hf),... ,Trv(th_1)> - Mg

— (Trvlgh) Trvlgh), . Tre(ghs));

2. si ag € Regy (U*) et g est holomorphe au voisinage de l'ensemble fini
Caoo NV, la matrice My s est diagonalisable dans Mn(Qqy x+) €t admet
les vecteurs

w:(lvf(pi)w"afNil(pi)) Z:LaN

pour vecteurs propres a gauche (M, jw' = \w') associés auz valeurs
propres A = g(p1), ..., 9(pN)-

Preuve. 1. De l'égalité B, ¢ = By - M ¢ (voir preuve de la Proposition 3.11), on
déduit les relations

(Trv(of), o T (g ) = (Trv (), T (PN ) - My,
entre les vecteurs lignes de By ¢ et ceux de By pour i =0,...,N —1.Si h € C(V),
on a une écriture unique [h] = év_l a;[f], ot a; € C(V*) et

N-1

(Tev (), Trv (), T (YY) = 37 s (Tov (), Try ()

0
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En utilisant les relations précédentes, on obtient 1’égalité voulue par linéarité.

2. On reprend les notations de la preuve de la Proposition 3.11. Un calcul rapide
montre 1’égalité de matrices (dans My (Ogy x+))

/ t_
g.f Dy =Dy
o M ; est la matrice diagonale
gpr) 0 ... 0
0 0
0 . .0
0 0 ... glpn)

En multipliant 1’égalité précédente par (D’})_l, on obtient

ty—1 t ty—1
M;/;,f =Dy s+ (Df) =Dy My - (Df) .
La matrice de I'endomorphisme mg est donc diagonale dans la base constituée des
vecteurs lignes de D} ce qui montre le point 2. O

Remarque 3.9 Comme dans la preuve du Lemme 3.13 (volet 2), il n’est pas difficile de
montrer I’égalité

(20(0)sson1() - By = (Tev(af ™) Trv (f2¥D))).

3.5.4 Cas algébrique
Base monomiale mixte associée & une famille de n polytopes

Soit (Li,...,L,) une famille essentielle semi-ample de fibrés sur X de
polytopes Py, ..., P,, et P:= P, +---+ P,. On fixe une sous-variété irréduc-
tible V' = {Fyy1 = --- = F, = 0} de type (Lgy1,---,Ly) que 'on suppose
transverse aux orbites de codimension 1. Pour a € X* = X*(Ly,..., L)
générique, I’ensemble V' N C, est inclus dans (C*)". 1l est fini, de cardinal
N :=MV,(P,...,P,).

On montre ici qu'il existe une base de C(Iy ), intrinséque a la famille de fibrés
(Ly,...,Ly), qui ne dépend donc que du type de V.
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L’algébre quotient
Clti,t7 Yty t1]
(fla ) fn)
est un C-espace-vectoriel de dimension N pour des polyndémes de Laurent

génériques f; supportés par les P;. On note [ l'idéal (f1,..., f,) et V(I) la
sous-variété qu’il définit.

B =

Lemme 3.15 [l existe une base B = {ey,...,en} de E formée de N mo-
nomes e; =t ..., ey = t"N, qui ne dépend que de la donnée des polytopes
Py, ..., P, ;on appelle une telle base base monomiale mixte associée aux fibrés
(Ly,...,Ly).

Preuve. Voir [37]. La preuve (tout & fait constructive et implémentable algorith-
miquement) s’appuie essentiellement sur la construction de sous-divisions mixtes
cohérentes de P, associées a la décomposition P = P} + --- + P,. U

Corollaire 3.11 La famille ([t™],...,[t™~]) € (C(Iy))N est une base du
C(X*)-espace vectoriel C(Iy).

Preuve. Une relation du type
D oyt =0 aj e C(X")

implique que le déterminant de la matrice des traces B = (Try (£™i1™))1<; j<n
est nul. De maniére analogue au Lemme 3.13, B se factorise dans My (Og, x+)
sous la forme B = D - D, ol

D = (t™(pj(a)))1<ij<n

et D' est la transposée de D. Mais alors DetB = 0 = DetD = 0 pour tout
a € X*, contredisant le lemme précédent. (]

Pour tout f € C(V), on note M; la matrice respective de I’endomorphisme
de multiplication par f dans cette nouvelle base et

By = B.M; = (Tr (£ ht™ )

’L,]E{l,,N}
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Proposition 3.13 Soit A une valeur propre de My et p un point de V(I)
pour lequel f(p) = A. Le vecteur propre a droite wy qui vérifie

w,\-Mf:)\w,\

est égal au vecteur
wy = (pm17 s meN>

dont la i-eme coordonnée est égale a la valeur du i-éme vecteur de la base t™
au point p € V(I).

Preuve. Voir [11], Proposition 4.7 page 59. O

Ainsi, on obtient le

Lemme 3.16 Pour des f; génériques, la donnée d’un élément [h] € E est
équivalente a la donnée des traces

Te(t™4™), Tr(t™ht™),  Vije{l,... N}.

Preuve. Pour les f; génériques, la matrice B est inversible. La matrice M est
déterminée par les traces citées ci-dessus :

M, =B"' B,

et détermine uniquement les coordonnées de [h] dans la base ([t"],...,[t"~]). O

On note que la relation My, = M), - M, permet d’établir la relation suivante :
Bhyy =By B'- B,
Une formule d’inversion
On suppose la famille (Lq, ..., L;) trés ample et
V={Fpn==F=0}
une intersection compléte semi-ample de type (Lii1, ..., Ly).

Lemme 3.17 Soit D € Div(X) un T-diviseur effectif d’intersection propre
avec V. On a limplication :

f€0x(D) = Py e Ox-((D.V)")[Y]
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Preuve. On note zP ’équation homogeéne de D. Toute fonction rationnelle f de
Ox (D) s’écrit f = x%, ou F' est homogene de degré [D]. Soit

Pr=YN —on_1(f) +---+ (=) oo (f).

Pour tout j € {1,..., N}, et a € Regy (X*) générique, on a :

ws@= 3 T pe).

JC{l,,N},|J|:] red

La preuve de la Proposition 3.5 (qui traite le cas j = 1) s’adapte aux cas j =
1,...,N et on_j(f) € Ox=((D.V)*) pour tout j. O

Proposition 3.14 Pour tout f € C(V), on a la formule d’inversion sui-

vante :
Py(Y) = (—I)N_IYNPf(%)OO(%).

Preuve. Toute fonction rationnelle f € C(V') est restriction a V' d’une fonction
rationnelle f = % € C(X) ou Fy et F» sont homogénes de méme degré. 1’égalité

F Ay F.
> I ge@=<Ilgee= > @)

JC{L,.. N} | |=j red r=1 JC{L,.. N} =5 r¢J
implique les relations
on—;(f) = oo(f)o;(
pour tout j € {1,...,N}. On a alors :

1

()Y YV

) = oo(NYY = (/Y ()M



Chapitre 4

Deux théorémes d’inversion

On rappelle les deux théorémes d’inversion de la partie 1. Soit X = P?
muni des coordonnées homogénes [Xy : X7 : Xs]. Toute droite projective
intersectant proprement la droite a I'infini Xy = 0 est la cloture de Zariski
dans P? d’une droite affine C, d’équation

Ca - {(xvy) € CQa x:aly—'—aO}
ou (z = X1/Xo,y = X2/Xp) sont les coordonnées affines dans la carte affine
Uo = {Xo 7é 0}, et (ao,al) S C2.
Soit

N
U:ZV;
i=1

une collection de d germes d’hypersurfaces analytiques lisses transverses a la
droite "verticale" Cy = {z = 0} (donc incluse dans la carte Uy) en N points
1, ..., pn distincts de Cy.

Théoréme (J. Wood, [39]) : Il existe une unique courbe algébrique V' C P2
de degré N contenant v si et seulement si Tr,y est affine en ay.

Théoréme (Henkin-Passare, [31]) : Soit ® € Q'(v) une 1-forme ho-
lomorphe sur v. Il existe une unique courbe algébrique V' C P? de degré
N contenant v et ¥ € M'(V) avec ¥, = ®, si et seulement si Tr,® est
rationnelle.

On a vu dans la partie I comment le calcul résiduel offrait une démonstra-
tion particuliérement algébrique de ces deux théorémes dans le cas projectif,
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mettant en valeur le role joué par le coefficient constant ay (la rationalité
de la trace en le coefficient constant aq suffit pour conclure a la validité du
théoréme précédent, cf. Théoréme 3.1). Ce chapitre est consacré a la généra-
lisation au cadre torique de ces deux théorémes.

Soit X une variété torique projective lisse de dimension n, (Li,..., L,_1)
une famille de fibrés en droites trés amples sur X associés a4 une famille de
diviseurs Dy, ..., D, 1 de polytopes Pi,..., P,y et X* = X*(Ly,..., L, 1)
la variété duale. On note a := a(Ly,...,L,—1) € Ai1(X) la classe d’une
courbe générique de type (Ly,...,L, 1) et, pour i = 1,...,n — 1, oy :=
a(Lly,...Li—1, Liyq1, ... Ly—1) € Ay(X) (Définition 2.5).

4.1 Le théoréme de Wood torique

Ce théoréme donne un critére simple pour déterminer si une collection
de germes d’hypersurfaces analytiques est algébrique et permet de calculer
son degré (dans A, 1(X)). Soit ap € Reg(X*) et v € C0_,(X; C,,), de
(L1,..., Ly_1)-degré N := deg, v (Sous-section 2.2.6). Si f € C(v), I'appli-
cation

est un germe de fonction méromorphe en ag, polynéome de degré N a coeffi-
cients dans Q en les germes de traces

Try(1),..., Tr,(fV).

On suppose v C Uy, ou o € %(n) et on note x, pE o(1) les coordonnées af-
fines canoniques de U,. On fixe Fy, ..., E une famille de T-diviseurs effectifs
trés amples de supports inclus dans H, = X \ U,, dont les classes forment
une base de 4,,_1(X) ® Q (Lemme 2.8).

On obtient le théoréme de Wood torique :
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Théoréme 4.1 1. Il existe une unique hypersurface algébrique V- C X
contenant v, de (Ly, ..., L, 1)-degré [V]-a = N si et seulement si

deg,, Tr,z; <1, Vpeo(l), Vie{l,...,n—1} (4.1)

2. Soit D € Div(X) un diviseur effectif, [D]-a = N eti € {1,...,n—1}.
Sous Uhypothese 1,V € |L(D)| si et seulement si pour tout j = 1,...,s,
il eziste f; € Ox(FE;) telle que

deg,,,( TI £) =D B as (4.2)

pevNClq,

3. Sous Uhypothese 1, V' € |L(D)| est d’intersection propre avec toute
sous-variété T-invariante de codimension deux st et seulement s’il existe
ie{l,....,n— 1} tel que

deg,,, (I #5) =[D-D-a, (43)

pevnCl,

pour tout o € X(n) et tout p € o(1).

Preuve. Preuve de 1.

Le sens direct est une conséquence immeédiate de la Proposition 3.6. Notre argument
pour montrer la réciproque s’inspire des idées développées par J. Wood dans [39],
le contexte étant cette fois torique et non plus projectif.

Soit my,...,my la base usuelle du Z-module libre engendré par ¢ N Z" et yi
les coordonnées affines de la carte U, définies par t"* € C(X). On suppose que
v =v; U---Uuvy. Puisque v est réduit, on peut supposer, quitte & perturber ao,
que les germes sont lisses et d’intersection vide deux a deux, avec v, = {f, =0} C
U, =1,....,Nou fr = fr(y1,---,Yn)-

Les fibrés L; sont supposés trés amples, donc m;j := my + s;» € P; pour tout
k=1,...,n. Pour a voisin de ag, 'intersection v N C, est transverse et définit une
famille de germes holomorphes {pi(a),...,pn(a)} = {vN C,}. D’apres I'équation
d’onde de choc (Lemme 3.7), on a

Oasm, o Uk (0r)] = 9 ()0, [k (pr)], VIEN, k=1,...n,
induisant les relations

(l + 1) aai,*m.i

ey k] =104, [Troyit), 1€NE=1,....n.
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Utilisant ’hypotheése (4.1), on montre ainsi par récurrence la majoration
deg,, [Tryyi] <1, VIeN.

D’apres la Proposition 3.6, plus le degré d’intersection [V (7)] - [D;] est élevé, on
T = {p € o(1), (mg,n,) = 0}, plus cette majoration est grossiére, mais seul le
caractére polynémial des traces importe pour l'instant.

Puisque les germes v, sont lisses et distincts, il existe une combinaison linéaire
u=uly) =Y wye (ur,...,u) € C"\ {0}

pour laquelle 9, f, # 0 sur v, N Cy, pour tout » = 1,..., N. Les germes Tr,ul €
Ogo,x+ etant de degré au plus [ en a;s pour i =1,...,n—1, les coefficients on—;(u)
du polynome caractéristique P, de u le sont également. On note

a1 = (a1,0'7 all)u sy Op—1 = (an—l,O'a aiz—l)
ol @; = (@im)mep,\s;, €t X* c X* désigne le produit d’hyperplans projectifs
XY =X x-ox X, X ={ai,=0}, i=1,...,n—1,

/ - L N . .
X étant muni des coordonnées homogenes naturelles a}. L’application

Uy x X* — pxHU,)

! § : A(m / § : A(m !
(y7 a ) <y7 - al,my (m) y A1y ey — an—l,my (m) ) an—l)
me Py NZ" meP, _1NL"
m#s| g 7rL7ésn_1’o.

est un diffeomorphisme (A(m) représente les coordonnées de m € Z" dans la base
(m1,...,my)) et la fonction

(y,a') — Ry(y) := P, (u7 — Z aLmy)‘(m) ,ay, .. )

me Py NZ"
"L?fsl,cr

est un élément de C[GNZ" @C(X* NU*) =~ pf,(Ox (U,), oit (W, U) est un représen-
tant concave de v (Sous-section 2.2.6). Par le Lemme 3.10, on a Pu(u)lpal(w) =0,
soit Ry, = 0 pour a voisin de ag et la cloture algébrique Vi dans X de I'hyper-
surface affine {R, = 0} C U, interpole v. Par hypotheése, on a

Ofr
ou

dfy NdIS A AdIS_| #0, £0
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pour a € X* voisin de ag et 7 = 1,..., N. Par le théoréeme des fonctions implicites,
on a donc

Ry (y) =0, y voisindep, <= u = u(p,(a)) <=y €v,, r=1,...,N.
Ainsi,
VonC,=vNnC,
pour a voisin de ag et [Vy]-oe = N d’apres la Proposition 2.5. Sia” € U*NX* est gé-
nérique, la restriction des hypersurfaces Vet V» a P'ouvert concave U coincident.
Si Vpr # Vo, il existe une branche irréductible de 'une ou I’autre des deux hypersur-
faces ne rencontrant pas U, ce qui est impossible puisque Ort(Lq, ..., L,—1) = {0}

(Proposition 2.5 et Lemme 2.14). Cette construction ne dépend donc de a’. L’in-
tersection V' N (X \ U,) est propre puisqu’elle I'est dans ’ouvert concave U.

Preuve de 2. On montre le sens direct. Soit f; € Ox(F;) et H; € |L(E;)| I'hyper-
surface associée. D’apreés la formule du produit, on a

Ry, = H fi(p) X Rv,g;.
pevNCly

Puisque Ej; est supporté par X \ Uy, le résultant Ry g; ne dépend pas de a;, et

deg,, ([T £i(p)) = dega, Ry, < degyRup, = [V - Ej) - a.
vaﬂCa,
Puisque E; est supporté par H,, codimVNE; =2et [D-Ej]-a; = [V - Ej]-a; > 0.
L’homogénéité en a; du polynoéme Ry, g; implique alors

degaw< H fj(p)) < [D ’ E]] Ty & R\/,Hj(alv"-a(aioaov" . 30)7"'(11171) =
pevnCly

& VNH;N|Dig|NCqp) # 0

= COdimx(V N Hj N ’Di70|) > 2
oil D;, est 'unique représentant (effectif) de D; de support [D; | = X\ U, et Cyp)
est une sous-variété générique de type (Li,...,Li—1, Lit1,. .., Lp—1). Puisque L
est trés ample (globalement engendré suffirait), on a Uy, ¢|r,| Hj N[ Dio| = X\ Us
et la condition (4.2) n’est pas vérifiée si et seulement si

codimx(VNX\U,) > 1,

ce qui montre le sens direct. A I'inverse, si 'égalité est atteinte avec f; € Ox(E}),
pour j = 1,...,s, le polynome homogéne Ry g, est de degré [D - Ej] - a; en aq,
d’ot1 I'inégalité :

degaiRV,Hj = [V . E]] Coy > [D : E]} + O, ] = 1, ey S (44)
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Puisque [E1], ..., [Es] est une base de A,_1(X) ® Q et D; est trés ample, il existe
S

k € N (suffisamment grand), pour lequel [kD;] = > 7;_; v;;[Ej] est combinaison
effective des classes [Ej;]. Par linéarité, on déduit de (4.4) I'inégalité

kN = [V] cka = ZMLJ[V Ej] - Oy
Jj=1

v

ZVZ']'[D . E]] c Q= [D] -ka=kN
J=1

et v;; > 0 implique que (4.4) est une égalité. Puisque le fibré @?;fJ?éiLj est
ample (sur X), la multiplication par a; € Ay(X) est injective de A,—1(X) ®z Q
dans A;(X) ®z Q d’aprés [5] (Proposition 1.1). Puisque ces deux espaces vecto-
riels sont de méme dimension, ce morphisme est un isomorphisme et la famille
[Er] - cviy ..., [Es] - aj est une base de A1(X) ®z Q. La dualitée A;(X) ~ A,_1(X)
implique alors [V] = [D], soit V € |L(D)].

Preuve de 3. On prouve d’abord le sens direct (toujours sous I’hypothése 1). Par

hypothese, V N C, C T pour a générique et les fonctions [[ ¢ ¢, *5(p) sont ra-

tionnelles pour tout p € o(1) et tout o € X(n). Par le méme raisonnement qu’au
point 2, on a

degaw( H xZ(p)) = degawR"O/ < degainf =[V-D,l-a;=[D-D,]-a,
pEvﬂC’a

ol l'inégalité est stricte si et seulement si une sous-variété générique de type
(L1,...,Li—1,Lit1, ... Ln—1) (de dimension 2) rencontre VN|D,|N(X\Uy). Puisque
les fibrés L; sont trés amples, ceci entraine

codimx (V N |D,|N (X \Uy)) > 2,

auquel cas V contient une sous-variété T-invariante de codimension deux (incluse

dans D, N (X \ Uy)).

Pour la réciproque, le raisonnement utilisé au point 2 s’applique a nouveau en
remplacant la base [E1],...,[Es] par la famille {[D,], p € ¥(1)} génératrice du
Z-module libre A,,_1(X). On obtient les égalités

V-D,l-a; =[D-Dp]-c;, VpeX(l),

et V € |L(D)| par le méme raisonnement qu’au point 2. O
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Remarque 4.1 Les fonctions produits s’expriment, & partir des fonctions traces et s’ob-
tiennent comme une somme compléte de résidus de Grothendieck dépendant du paramétre
a. Vu sous cet angle, le théoréeme de Wood torique (conditions 4.1, 4.2 et 4.3) s’interpréte
comme une inversion du théoréme d’Abel-Jacobi torique, généralisant au cas torique la
remarque en fin d’article dans [23].

4.2 Le théoréme d’Abel-inverse torique

Soit ag € Reg (X*), v € Ch_1(X; Cy) et N := deg, v. Comme précédem-
ment on peut supposer v = vy U---Uvy C U, ot les germes v, = {f, = 0}
sont lisses, transverses a C,, et d’intersection vide deux & deux. On note
(Y1, - -, Yn) les coordonnées affines dans U, et on suppose que v est en posi-
tion suffisamment générale pour qu’il existe ¢ € {1,...,n} (disons i = n) tel
que 0y, fr # 0 au point p, = v, N Cyy, pour r =1,..., N.

On suppose donnée ® € Q" '(v), o P, = P, est restriction & v, d'un
germe de (n — 1)-forme holomorphe en p, non nul sur v,, pour r =1,..., N.

On obtient le théoréme d’Abel-inverse torique :

Théoréme 4.2 [] existe une hypersurface algébrique V' de X contenant v,
ou [V]-a = N, et une forme rationnelle ¥ € M”’l(V) avec Y, = ® si et
seulement si les coefficients du germe trace Tr,® € Q” x+ sont rationnels en
Ao, pouri=1,...,n—1.

La preuve est analogue a celle conduite dans le cas projectif.
Preuve. Le sens direct est évident d’aprés la Proposition 3.1.

Premiére étape : existence de V. Par hypothéses 0y, fr € O,, x est inversible et les
relations

n—1
1
Yo, = — D 0y, frdy)y,], T=1,...,N

permettent de supposer que @, = ﬁdyl A+ ANdyn—1. En vertu de la Proposi-
tion 3.3 (voir également Sous-section 3.4.2), on a la représentation résiduelle :

A(IM])
Tr,® = Z ZRes [ y herdys A l + A dyn days
MEP, %X P, 7—1 f?“ y) (ala )7"', n_l(anflay)



154 Deux théorémes d’inversion

ousi M = (My,...,My_1), daps = /\Zn:_lldaiMi, |M| = My + -+ + M,_1. Dapres
le Lemme 1.7, on a my, € P; — sjs, 1 = 1,...,n — 1 (o0 y, = t"") et les germes
holomorphes

YEhedyy A - A dyn
= R n
Wy Z es [fr I{(as, )7"‘7ln—1(an—1;y)

sont coefficients de la n-forme Try® pour k = 0,...,n—1 (au moins), rationnels en
a;e pour ¢ = 1,...,n — 1 par hypothése. Le Lemme 3.9 assure de fait la rationalité
des wy pour tout k € N. En vertu du Lemme 3.10 et du théoréme de dualité, les
coefficients du polynome caractéristique de y,

P(Y,a): =YY —on_1(a)YN 1+ (1) og(a) € Oy x+[Y]
vérifient le systéeme (.5)

WN-10N-1 + -+ + (=) N Lwgog = wy

N—1
woN—20N—1 + - + (=1)"Trwy_100 = wan-_1

Ce systéme est dégénéré si et seulement 8’1l existe H (Y, a) € Qg x+[Y] non nul, de
degré au plus N — 1 tel que

yna )ynh dyl ANRRRA dyn :|
Res =0 4.5
Z |:f7” (ala )a"’vln_l(anflvy) ( )

Soit (W, U) un représentant concave de v, ou W = UN_, W,., v, C W,.. Puisque

|IW = E :UN Jy \IW

(Lemme 3.10), les relations (4.5) s’étendent par linéarité a tout £ € N. On peut
multiplier le numérateur par la fonction Hf\il,#r(yn —yn(pi(a))) € Oqy x*[ynl, €t

H(yna )y]nchrdyl JARERIA dyn
f’/‘( ) (alay)w"algfl(an—l?y)

Par le théoréme de dualité H (yn,a)| Iy, = 0 pour r = 1,..., N, soit encore
H(yn,a)r,, =0, contredisant le degré de I'extension N = [C(] ) ( .

Res ]:o r=1,...,N VkeN.
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Le systéme (S) étant non dégénéré, les coefficients de P en sont 'unique N-uplet
solution et sont rationnels en a;,. D’aprés le Corollaire 3.8, on a ’équation diffé-
rentielle

aaimn (O-O) =00 8a~;g [O-Nfl]- (46)
On suppose gg = Po/Qo et ony_1 = Pl/Ql ou
Pj, Qj e

CLO,XTX"'XX?/X"'XX;71 [alO']

sont des polyndémes en a;, dont les coefficients sont des germes holomorphes en
Aim, M F# Siz €t ag, | # i que 'on suppose premiers entre eux, et ce pour j = 0, 1.
L’équation (4.6) devient

(Q00asyn, Po — PoOay,,, Q0)QT = QuPo(Q104,, P1 — P10a,, Q1)

Si 'on suppose QoFPy = QFR, ou R est un polynéme en a;, premier avec )1, il
existe R’, polynome en a;, pour lequel on a 1’égalité
Q?+2R, _ RQ(I:erla

Gio

Py — RQ{ P10,,,Q1-

Par le lemme de Gauss, on a RP10,,, Q1 € (Q1), soit 04, Q1 = 0 puisque RP; et
@)1 sont supposés premiers entre eux. L’équation (4.6) devient alors

Oa;y P1.QoPo = Q1(Q00y,,,, Po — Po0a,,,, Qo).

Puisque
deg,, (PoQo) > deg,, Q1(Q00u,,,, Po — PoOa,,,, Qo)

(Q1, on I’a vu ne dépend pas de aj,), on a
degaiaaawpl < 0,

ce raisonnement pouvant étre répété pour tout ¢ = 1,...,n — 1. Le coefficient
on-1 = Try(yn) de P est donc une fonction affine de a;,, pour i =1,...,n— 1. 11
suffit alors de choisir u = y™ dans la preuve du théoréme de Wood, ce qui montre
Pexistence de V.

Deuzieme élape : existence de V. On rappelle que pour a voisin de ag et pour
i =1,..., N, lintersection v; N C, est réduite & un point p;(a) dont les coordon-
nées affines sont des éléments de I'anneau local Og, x+. On définit le polynome
d’interpolation de Lagrange

Y — yn(pr(a))

N
H(K a) = ;T:LT;H yn(pj(a)) - yn(pT(a))

N

hj(pj(a)) € Oy x+[X].
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Ce polynéme, de degré N — 1, vérifie

H(yn’a)lle = hy(pr(a)), ¥Yr=1,...,N, (4.7)
pour tout a voisin de ag. Le N-uplet (79,...,7n-1) € (OaO,X*)N constitué des co-
efficients du polynome H(Y,a) = (])V 1 75(a)Y? est donc 'unique vecteur solution

du systéme de Cramer

wN_1TN-1 + o+ (—1)Ntwory = wo
WoN-_2TN-1 + + (DY wy im0 = wyo1
et les 7; sont par hypothése rationnels en a;, pour tout « = 1,...,n — 1 et tout
j=0,...,N —1. La fonction
h(ya a,) = H(yn7 - Z al,my)\(m) ) a/17 ceey T Z an—l,my)\(m) ) a;171>
meP)NZN meP, _1NZ"
m#sl,o ""73577.—1,0

est un élément bien défini de C(U,) ® O x+ (¢f. la notation de la preuve du
théoréme de Wood) qui, en vertu de (4.7), vérifie

h(y,(l/)UWT :p%r(hr% Vr = 1,...,N,

(avec la notation classique pyw, : Iy, — W) pour a voisin de ag. Pour h(y) :=

h(y,ay) € C(Uy), la (n — 1)-forme rationnelle sur X définie en coordonnées affines
U= h(y1, ..., yn)dy1 A - Adyn—1

vérifie donc ¥, = ®. Si l'intersection Wy du lieu polaire de W avec V' n’était pas
propre, la sous-variété (n—1)-dimensionnelle Wy rencontrerait U (Proposition 2.5),
contredisant ¥|yny = ®. Ainsi ¥ € M™H(V), ce qui acheéve la preuve. O
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Résumé: On étudie la notion de trace et les problemes d’Abel-inverse a
I’aide de 'utilisation systématique du calcul résiduel dans les cadres projectifs
et toriques.

Dans la premiere partie, on obtient une caractérisation algébrique des formes
traces sur une hypersurface analytique a ’aide du calcul résiduel élémentaire
d’une variable. En conséquence, une version plus forte du théoreme d’Abel-
inverse de Henkin et Passare est prouvée. On montre que ce théoreme est
conséquence de la rigidité d’un systéme différentiel particulier lié & une équation
de type "onde de choc” et on établit le lien avec le théoreme de Wood sur
I'algébricité d’une famille de germes d’hypersurfaces analytiques. Enfin, on
obtient une nouvelle méthode pour calculer la dimension de ’espace des formes
abéliennes de degré maximal sur une hypersurface projective.

Dans la seconde partie, on caractérise de maniere combinatoire les familles
de fibrés en droites permettant de définir une notion intrinseque de concavité
dans une variété torique complete lisse et on étudie les ensembles analytiques
dégénérés correspondants. On étend ainsi la notion de trace au cas torique.
Courants résidus, résidus toriques et résultants donnent une borne optimale
sur le degrés des traces en les différents parametres. Si la variété torique est
projective, on obtient finalement une version torique des théoremes de Wood et
d’Abel-inverse, permettant une description plus précise du support du polynéme
construit dans le cas hypersurface.

Mots-Clés: Concavité; Dualité; Incidence; Transformée d’Abel; Trace; Courants
résiduels; Résidus de Grothendieck; Formes abéliennes; Abel-inverse; Géométrie
torique; Résidus toriques; Résultants; Fibrés en droites; Groupes de Chow.

Abstract: We present in the first part an algebraic residual characterization
of usual trace-forms on local analytic hypersurfaces. We thus obtain a stronger
version of the Abel-inverse theorem by Passare and Henkin in projective space
and we relate it to the theorem by Wood on the algebraicity of local analytic
hypersurfaces. We show how those inversion theorems can be anderstood as
a rigidity propriety of a particular differential system linked to the wave choc
equation and we obtain a new method to compute the dimension of the vector
space of abelian forms of maximal degree on a projective hypersurface.

The second part starts with a combinatorial characterization of satisfactory
families of line bundles on a smooth complete toric variety to obtain an intrinsec
notion of toric concavity allowing a toric generalisation of the trace. The use
of toric residues and residue currents permits to show a toric version of Wood’s
and inverse Abel’s theorem, providing a more precise description of the defining
polynomial in the hypersurface case.

Key-Words: Concavity; Duality; Incidence; Trace; Abel Transform; Residue
currents; Abelian forms; Abel-Inverse; Toric varieties; Toric residues; Resul-
tants; Line bundles; Chow Groups.
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