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... se io avessi a ri
omin
iare i miei studii,vorrei seguire il 
onsiglio di Platonee 
omin
iarmi dalle matemati
he ...
Galileo Galilei.
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Introdu
tion 1
Introdu
tionDans son 
élèbre dis
ours de 1959 [47℄, Ri
hard Feynman évoque déjà de minus
ules ma-
hines qui pourraient être présentes en permanen
e dans le 
orps humain pour prévenir lesdéfaillan
es de 
ertains organes. Cette idée lui a été suggérée par Albert Hibbs qui évoquaitl'intérêt que pourrait revêtir, en 
ardiologie, l'introdu
tion d'un �
hirurgien mé
anique� quise dépla
erait dans les vaisseaux sanguins et le 
oeur pour en inspe
ter les 
anaux. Il serait
apable de déte
ter les valves défaillantes et d'e�e
tuer une valvuloplastie.S'il est 
lair que nous ne disposons pas en
ore de tels assistants 
hirurgi
aux, il n'en reste pasmoins vrai que l'exploration du monde de l'in�niment petit a sérieusement progressé depuis ledis
ours visionnaire de Feynman. Les réalisations en nanote
hnologie permettent désormais detravailler à l'é
helle de l'atome (i.e. 10−9m). Cela ne va pas sans poser des questions éthiquesessentielles dont il faut dès à présent tenir 
ompte. Nonobstant, les perspe
tives béné�ques,tant pour l'homme que son environnement, sont tangibles et importantes. Cela se traduit parun investissement élevé et durable, 
onduit par la 
ommunauté internationale, en faveur desnanote
hnologies : on s'attend à une révolution au moins équivalente à 
elle qu'induisit, enson temps, la mi
roéle
tronique.Sur 
ette route qui mène au nanomonde, on ren
ontre les territoires mi
rométriques (i.e.d'une taille de l'ordre de 10−6m) dont la mi
roéle
tronique et la mi
ro�uidique en sont desreprésentants emblématiques. La première a permis le développement fulgurant de l'informa-tique dans les années 1980, dont on mesure l'importan
e aujourd'hui. La se
onde a émergé plustard, au début des années 1990, en se basant sur l'expérien
e de 
ette soeur aînée : depuis unedizaine d'années, elle est à l'origine de maintes réalisations dans les laboratoires de re
her
heet 
ommen
e à faire l'objet de 
onvoitises dans le monde de l'industrie. En e�et, de par sa
apa
ité à manipuler des �uides au sein de 
anaux dont la largeur est de quelques dizainesde mi
rométres, la mi
ro�uidique est utilisée dans des domaines aussi variés que la méde
ine,la pharma
ologie, la s
ien
e des matériaux ou l'environnement [187℄. L'un des produits lesplus 
onnus du grand publi
, dont la réalisation a été rendue possible grâ
e aux dé
ouvertesde 
ette dis
ipline, est l'imprimante à jet d'en
re qui produit, de nos jours, des millions dedo
uments sur la planète. Outre le fait que la mi
ro�uidique permet d'étudier des phénomènes(e.g. des réa
tions 
himiques) uniquement observables à son é
helle, elle est aussi à l'originede systèmes d'analyses médi
ales beau
oup plus rapides et e�
a
es que les dispositifs a
tuels.Ainsi dispose-t-on aujourd'hui de �pu
es� (à l'image de 
elles des 
artes téléphoniques) ausein desquelles on peut analyser des brins d'ADN viral ou déte
ter l'imminen
e d'une 
rise
ardiaque. Le premier exemple a été présenté ré
emment par une équipe de l'université duColorado à Boulder [178℄ où une telle pu
e permet d'identi�er une sou
he grippale en septheures, 
ontre quatre jours ave
 les analyses 
lassiques qui utilisent une étape de 
ulture enlaboratoire. Le se
ond 
as est basé sur la quanti�
ation de la présen
e de protéines myo
ardesdont la présen
e élevée signale le dé
len
hement d'une 
rise 
ardiaque. L'analyse est réaliséeen quinze minutes alors qu'il faut une dizaine d'heures pour un système traditionnel. L'utili-sation de pompes miniaturisées et de mi
rotubes permet aussi d'implanter dans l'organisme



2 Introdu
tiondes dispositifs délivrant de l'insuline dans le foie ou du Ba
tofen dans la moelle épinière, demanière automatique, sans l'intervention du patient [170℄.Des réalisations 
omme une tête d'imprimante à jet d'en
re ou 
es dispositifs médi
auxont été rendues possibles, entre autres, grâ
e à la 
onnaissan
e de la dynamique des �uides enmi
ro
anaux. C'est dans 
ette problématique que s'insèrent les présents travaux.Cette thèse s'ins
rit dans une 
ollaboration entre l'Institut de Mathématiques de Bordeaux(UMR 5251) et le Laboratoire LOF, unité mixte Rhodia - CNRS (UMR 5258), dont le butest de développer des outils haut débit pour augmenter la produ
tivité dans le domaine dela re
her
he en physi
o-
himie. Le LOF est 
onstitué d'une équipe pluridis
iplinaire qui ma-rie sensibilités a
adémique et industrielle. La mi
ro�uidique, la robotique, l'éle
tronique et lami
ronalyse sont autant de spé
ialités qu'ils allient pour mener à bien leurs obje
tifs. Parmi
es nombreux développements, nous nous intéresserons plus parti
ulièrement à l'utilisationd'é
oulements de deux �uides non mis
ibles, dans des mi
ro
anaux, qui permettent de mani-puler des jets et des gouttes. De tels é
oulements peuvent servir à mesurer 
ertaines propriétésrhéologiques des �uides [67℄ et les gouttes 
onstituent d'ex
ellents mi
roréa
teurs pour étudierdes 
inétiques 
himiques [156℄.
Fig. 1 � Création de gouttes dans un mi
ro
anal et étude de la réa
tion d'un 
olorant � Imagede Galder Cristobal (LOF).Le but de nos travaux est de développer des appro
hes mathématiques permettant de simu-ler pré
isément les é
oulements exotiques, présentant des interfa
es mobiles, que l'on ren
ontredans 
es mi
ro
anaux.En e�et, la dynamique des �uides ren
ontrée à 
es é
helles est non 
onventionnelle du faitde la prépondéran
e de la tension de surfa
e (qui est souvent négligeable à l'é
helle humaineet au delà). Les é
oulements sont généralement laminaires mais on peut exhiber des re
ir-
ulations substantielles au sein des gouttes qui évoluent dans les mi
ro
anaux. Il en résultedes appli
ations importantes pour les phénomènes de mélange dans 
es mi
roréa
teurs. Cettephysique si parti
ulière induit par ailleurs de nouvelles di�
ultés en analyse numérique : latension de surfa
e et les vitesses faibles 
onduisent à la résolution de problèmes raides, lestemps de 
al
uls sont prohibitifs [17℄. Dans 
e mémoire, nous proposons de nouveaux dévelop-pements dédiés à 
es é
oulements pilotés par la tension de surfa
e.Le travail présenté dans 
ette thèse se 
ompose de trois mouvements.Dans une première partie, nous présenterons en détails le 
on
ept de suivi d'interfa
e, sesappli
ations et 
ertaines méthodes numériques qui ont été mises en oeuvre pour simuler desinterfa
es mobiles. Chaque méthode s'exprime pleinement dans un 
hamp parti
ulier. Nous



Introdu
tion 3avons utilisé l'une d'entre elles : la méthode Level Set [115, 145℄, pour sa 
apa
ité à gérer sim-plement les 
hangements topologiques que l'on peut ren
ontrer dans les expérien
es que l'onsouhaite simuler (
f. Figure 1). Elle sera dé
rite pré
isément au 
hapitre 2. En e�et, depuisson introdu
tion, elle a 
onnu de nombreux développements qui ont 
onduits à l'améliorationtant de sa pré
ision que de ses temps de 
al
ul. La mise en oeuvre de 
ette méthode est en-suite donnée de manière expli
ite dans les 
hapitres 3 et 4 qui présentent les dis
rétisations enespa
e et en temps des équations Level Set. Elles sont basées sur les appro
hes ENO (essen-tiellement non os
illantes) qui n'ont 
essé d'évoluer depuis leur 
réation au début des années1980. Les s
hémas WENO5 que nous utiliserons permettent d'atteindre une bonne pré
ision.Nous insisterons sur l'équation de redistan
iation dont la résolution n'est pas triviale (
'estd'ailleurs là un des points névralgiques pour la 
onservation de la masse, qui est un défautsouvent mentionné par les détra
teurs de 
ette méthode) et pour laquelle Russo et Smerekaont apporté une 
ontribution dé
isive [134℄. Les méthodes Fast Mar
hing seront ensuite dé-
rites puisqu'elles induisent des gains en temps de 
al
ul. Nous arriverons ainsi au terme de
ette première partie qui 
onstitue une revue détaillée de l'ensemble des fa
ettes que revêt laméthode Level Set, de ses origines aux développements ré
ents.La deuxième partie revendique deux obje
tifs fédérés par l'étude des é
oulements bi�uidespilotés par la tension de surfa
e. D'une part, au 
hapitre 5, nous présenterons les modèlesd'é
oulement utilisés pour mouvoir nos interfa
es, basés en l'o

urren
e sur les équations deNavier-Stokes, et leur 
ouplage ave
 l'appro
he Level Set. La méthode numérique sera intégra-lement dé
rite : les 
onditions aux limites, la dis
rétisation spatio-temporelle et la te
hniquede résolution de 
es équations grâ
e à une méthode de Lagrangien Augmenté. D'autre part, au
hapitre 6, nous présenterons le premier aspe
t original de 
es travaux, lié à l'analyse numé-rique des s
hémas de 
apture d'interfa
e basés sur une appro
he dé
ouplée de la résolution del'é
oulement et du dépla
ement de l'interfa
e. Il s'agit de la dérivation d'une nouvelle 
ondi-tion de stabilité numérique induite par la tension de surfa
e, lorsque 
e terme est dis
rétiséde manière expli
ite (
e qui est le 
as de la plupart des appro
hes). Cette 
ondition apporteun é
lairage nouveau sur le travail de référen
e de Bra
kbill, Kothe et Zema
h [17℄, où estintroduite l'appro
he CSF ainsi que la première (à notre 
onnaissan
e) 
ondition de stabilité
apillaire, qui est d'ailleurs 
elle utilisée à 
e jour par la majorité des 
odes bi�uides. Nous
onstaterons que 
e type de 
ondition est très restri
tif sur le pas de temps si bien que le
oût de 
al
ul est élevé en mi
ro�uidique. Il faut noter qu'à 
es é
helles, grâ
e à la tensionde surfa
e, les interfa
es 
onvergent rapidement vers des formes stationnaires, lorsque le 
analest droit. Nous proposerons alors une méthode de dé
omposition qui exploite 
es 
ara
téris-tiques des é
oulements et permet de diminuer les temps de simulation. Des tests numériques
on�rment alors la validité de la 
ondition de stabilité dérivée théoriquement et montrent quela méthode de splitting permet de 
apter pré
isément les états asymptotiques des interfa
es.En�n, la troisième partie met à pro�t les deux premiers mouvements pour réaliser dessimulations de dynamique de gouttes en mi
ro
anaux. Tout d'abord, au 
hapitre 7, nous dé-
rivons plus en détails le 
ontexte physique asso
ié aux mi
ro
anaux et la géométrie utiliséedans les appli
ations que l'on 
onsidère. Il 
onvient i
i de mentionner qu'au 
ours de 
ettethèse, nous avons implémenté la totalité des outils numériques présentés dans les 
hapitrespré
édents, sans partir d'un quel
onque 
ode existant. Ainsi avons-nous développé des mo-dules de résolution de l'équation de transport et de redistan
iation grâ
e à des s
hémas d'ordreélevé (ENO 1 à 3, WENO 5, dis
rétisation �truly upwind�, TVD RK 1 à 3), des modules derésolution de l'équation eikonale par la méthode Fast Mar
hing ainsi que deux types de sol-veur d'é
oulement (basés sur une appro
he volumes-�nis). Le premier résoud les équationsde Stokes sur une géométrie bidimensionnelle en forme de 
roix (aussi appellée ��ow fo
u-



4 Introdu
tionsing�) 
ouramment utilisée en mi
ro�uidique. Le se
ond résoud les équations de Navier-Stokes3D-axisymétriques, dans un 
anal 
ylindrique. Ajoutons que les deux solveurs permettent deprendre en 
ompte des obsta
les dans l'é
oulement grâ
e à une méthode de pénalisation [9℄. Le
hapitre 8 est dédié aux résultats obtenus ave
 le modèle 2D. Des tests numériques mettant enjeu des e�ets de tension de surfa
e prépondérants et des 
hangements topologiques permettentde révéler la robustesse et la pré
ision induites par l'implémentation des analyses et méthodesdé
rites auparavant. Ensuite, nous présentons le deuxième aspe
t original de 
es travaux : lamise en éviden
e de di�érents régimes de mélange au sein des mi
rogouttes, en fon
tion dedivers paramètres. Dans un premier temps, nous 
omparons nos résultats numériques ave
 lesexpérien
es physiques réalisées par nos 
ollaborateurs du LOF, ainsi qu'ave
 les simulationsdisponibles dans la littérature : une bonne 
onvergen
e des di�érentes appro
hes est 
onsta-tée. Dans un deuxième temps, nous exhibons numériquement de nouvelles dynamiques, qui,à notre 
onnaissan
e, ne semblent pas avoir été publiées. Pour �nir, le 
hapitre 9 est 
onsa-
ré aux simulations réalisées ave
 le modèle 3D-axisymétrique. Les spé
i�
ités des régimes demélange tridimensionnels sont abordées puis l'avantage dé
isif de 
e 
ode est présenté grâ
eà des simulations numériques réalistes de 
réation de gouttes, par rupture d'un jet induit pardeux 
apillaires 
ylindriques 
oaxiaux.
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Chapitre 1Méthodes pour le suivi d'interfa
e1.1 Notion d'interfa
eD'après le New Oxford Ameri
an Di
tionary [106℄, une interfa
e est une surfa
e formantune frontière 
ommune entre deux parties de matière ou d'espa
e. Il est intéressant de noterque 
e terme est plut�t ré
ent. Si nous en appelons à [106℄, 
'est que 
e mot est d'étymo-logie anglaise ; il semble être apparu dans les années 1880 mais 
'est vers 1960 qu'il devint
ouramment utilisé en s
ien
es de l'information (ave
 un sens plus métaphorique) puis dansd'autres domaines. En français, son sens premier a gardé l'essen
e de l'origine anglaise puis-qu'il représente, en 
himie, la surfa
e entre deux phases non mis
ibles [35℄. Certains linguisteslui repro
hent d'être moins approprié que d'autres termes dont le sens est plus pré
is et queson utilisation ne tient qu'au 
ara
tère �bran
hé� qu'il 
onfère au dis
ours.L'intérêt de 
ette analyse est qu'elle révèle l'omniprésen
e des interfa
es � on parle ausside frontières � dans notre environnement et qu'il s'agit bien d'un 
on
ept général pour desstru
tures qui, dans les domaines d'appli
ation 
onsidérés, peuvent être rebaptisées ave
 plusd'a
uité. Quant aux e�ets de mode, il faut 
roire qu'ils sont persistants puisque, depuis 1950,les e�orts a
adémiques pour mettre en oeuvre des méthodes tant théoriques que numériques
apables de prédire l'évolution d'interfa
es mobiles ont généré une vaste littérature.Aussi, allons-nous dé
rire quelques exemples impliquant la notion d'interfa
e. Vouloir êtreexhaustif dans 
ette énumération est voué à l'é
he
 tant les domaines 
on
ernés par 
es fron-tières sont variés. Nous nous e�or
erons 
ependant d'en faire transparaître l'é
le
tisme dansla suite. S'inspirant des parties que les interfa
es mettent en 
onta
t, nous 
heminerons, destrois états de la matière, vers le 
on
ept plus général d'espa
e.En mé
anique des �uides, les interfa
es sont asso
iées à 
e que l'on appelle des é
oulementsà frontière libre. Le premier exemple que nous donnons est 
elui du déferlement plongeant d'unevague sur une plage (
f. Figure 1.1). L'interfa
e est i
i la surfa
e qui sépare l'eau de l'air (dansun 
as 
omme 
elui-
i, où l'on peut 
onsidérer que la pression dans l'un des deux �uides est
onstante, on parle plus pré
isément d'é
oulement à surfa
e libre). Su�samment loin du bord,
elle-
i a la forme simple d'une onde pro
he de la sinusoïde. En s'appro
hant du rivage, lepro�l de la surfa
e de l'eau se raidit en présentant une pente de plus en plus verti
ale qui va�nir par déferler : l'eau et l'air se trouvent alors mêlés dans le rouleau d'é
ume qui se propagevers la plage et s'évanouit dans la zone de jet rive. On 
onstate au travers de 
ette illustrationun 
on
entré des di�
ultés que l'on peut ren
ontrer lorsque l'on veut dé
rire des interfa
es :mobiles, leur géométrie peut être extrêmement 
omplexe (myriade de gouttes, 
f. Figure 1.2)et 
hanger de topologie au 
ours du temps (un jet peut se fra
tionner en gouttes et, à l'inverse,
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Fig. 1.1 � Déferlement plongeant d'une vague : une interfa
e entre l'eau et l'airdes gouttes peuvent fusionner). Au-delà du 
ara
tère ludique du déferlement, la modélisation

Fig. 1.2 � Interfa
e eau/air à géométrie 
omplexe et ave
 des 
hangements topologiqueset la simulation des vagues font partie de re
her
hes stratégiques de la 
ommunauté interna-tionale 
omme le montre l'impli
ation tant des instan
es environnementales que 
elles liées àla défense. La prévention des risques induits par des tsunamis en est un exemple marquant.On peut aussi penser au remplissage des boosters d'une fusée ave
 du propergol (
f. Figure1.3). Lors de l'inje
tion, sous forme liquide, du propergol dans les réservoirs, l'interfa
e ave
l'air peut être 
onstituée de bulles, en plus de la surfa
e libre supérieure. Il faut, autant quepossible, éviter que 
es bulles d'air restent piégées dans le propergol lors de sa solidi�
ation. Ene�et, il en résulterait une mauvaise 
ombustion de 
e 
arburant après l'allumage du moteur.La simulation numérique de 
et é
oulement à interfa
e est soutenue par l'industrie spatiale demanière 
onséquente. Dans 
e même se
teur, des e�orts signi�
atifs ont été menés pour mieux
omprendre les mouvements de la surfa
e libre 
onstituée par le 
arburant liquide dans desréservoirs en apesanteur, suite aux di�
ultés de pilotage ren
ontrées lors des missions dansl'espa
e (on pourra se référer au ré
ent arti
le [186℄). En e�et, lors de 
hangements de dire
-tion et de vitesse, l'inertie du liquide mis en mouvement dans la 
uve induit un ballottementqui est à l'origine de la destabilisation de l'appareil. Ce
i peut être fatal lors de manoeuvresd'alunissage ou d'arrimage.Par ailleurs, en ingénierie pétrolière, les taux de ré
upération des hydro
arbures dans lesgisements sont généralement en dessous de 50% et les estimations prévoient un épuisementdes ressour
es aux environs de 2060, d'aprés le Comite Professionnel du Pétrole. Si bien qu'une�ort 
onsidérable est depuis longtemps fourni pour optimiser l'extra
tion de 
es ressour
es
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Fig. 1.3 � Simulations de deux 
oulées su

essives de propergol dans un booster d'Ariane V[18℄. Lors de 
e remplissage, qui se fait en une dizaine d'inje
tions à intervalles séparés, lepropergol est à l'état liquide mais 
ommen
e à se solidi�er par un pro
essus de réti
ulation.Il faut prendre garde, lors de 
e pro
essus, que des défauts 
omme des bulles d'air, ne restentpas piégés dans le propergol, une fois qu'il s'est solidi�é. En e�et, la vitesse de 
ombustion,au dé
ollage de la fusée, en serait altérée.énergétiques.Outre la te
hnique intuitive qui permet de ré
upérer le pétrole par drainage naturel en forantun puit dans le réservoir (on parle alors de ré
upération primaire, qui permet d'extraire, enmoyenne, 25% de l'huile), il existe des méthodes plus évoluées qui 
onsistent à inje
ter del'eau ou du gaz pour pousser le pétrole vers le puits de produ
tion. Il s'agit de la ré
upéra-tion se
ondaire ou assistée 
lassique, grâ
e à laquelle le taux d'extra
tion peut être porté à40%. Une nouvelle fois, 
es é
oulements mettent don
 en jeu des frontières mobiles au sein dela ro
he réservoir et leur des
ription pour améliorer l'exploitation des hydro
arbures est uneautre sour
e de motivation pour l'étude du suivi d'interfa
e. D'un point de vue s
ienti�que,
es problèmes sont i
i enri
his grâ
e au 
ouplage de la dynamique ave
 le milieu poreux, quiest à l'origine de problèmes ouverts intéressants.En agroalimentaire, le suivi d'interfa
e joue aussi un r�le dans le remplissage des ré
ipientsave
 des �uides à la rhéologie 
omplexe (yaourts, mousses ou miel, par exemple)Mais les interfa
es ne 
on
ernent pas que les milieux �uides. Elles rentrent aussi en jeudans des problèmes de physique des solides.Ainsi en est-il des domaines où des surfa
es solides évoluent par ablation ou 
roissan
e(
omme le montre la Figure 1.4), en général sous l'a
tion de fa
teurs extérieurs. Il peut s'agirde 
ir
uits intégrés, désormais omniprésents et objets d'enjeux stratégiques, que l'on grave oustrati�e par déposition [3, 4, 5℄. Mais aussi, d'os ou de 
artilages endommagés, pour lesquelson peut, par exemple, utiliser des biomatériaux permettant de les re
onstituer. Dans le mêmeesprit, la 
roissan
e de 
ristaux et la solidi�
ation dendritique 
onstituent des domaines oùles méthodes numériques de suivi d'interfa
e se sont amplement exprimées (
f., par exemple,[160, 146, 141, 8, 57℄). La Figure 1.5 montre une simulation extraite de Gibou et al. [57℄ ; unpentagone initial 
roît sous l'e�et d'une tension de surfa
e qui dépend de la position, en favo-risant les dire
tions diagonales et 
ontraignant le développement de la singularité supérieure.Si les 
ristaux intéressent les 
her
heurs par
e qu'ils sont de bons 
andidats pour mesurer despropriétés physiques ou dé
rypter les 
omplexes et fas
inants pro
essus de 
roissan
e, il n'enreste pas moins vrai que des avan
ées dé
isives en te
hnologie 
ristalline sont dues à une forte
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e
(a) (b)Fig. 1.4 � Le suivi d'interfa
e peut servir à dé
rire des pro
essus de déposition sur une surfa
esolide initiale (a) qui va 
roître et atteindre la 
on�guration (b)

Fig. 1.5 � Simulation en 
roisan
e dendritique extraite de [57℄ : un pentagone (au 
entre) voitdes dendrites se développer préférentiellement suivant les axes diagonauxdemande so
iétale. En e�et, les domaines de l'éle
tronique, de l'optique ou de l'informatiqueont besoin de matériaux semi-
ondu
teurs (e.g. le sili
ium) pour 
onstruire pro
esseurs, mé-moires, pu
es ou 
ellules solaires.L'un des exemples typiques asso
iés à l'état gazeux de la matière 
on
erne les problèmes de
ombustion : lorsqu'une �amme brûle, on observe l'interfa
e entre les gaz frais et les gaz brûlés.Après avoir dé
rit quelques aspe
ts des interfa
es liés à la matière, nous pouvons aborderdes 
as plus abstraits où les frontières joignent des régions d'un espa
e. Cet espa
e pouvantêtre, par exemple, une image ou une forme géométrique.Ainsi, une interfa
e, dans le domaine de l'imagerie, peut très bien être 
onstituée par le
ontour d'une lettre ou d'une forme ayant une 
ouleur A sur un fond de 
ouleur B. Cet énon
éfaussement trivial est en fait à l'origine d'une kyrielle d'appli
ations importantes. En e�et, àl'heure a
tuelle, nous disposons de moyens variés d'a
quisition d'images au sens large : ap-pareils photos, radars, imagerie par résonan
e magnétique (IRM) en méde
ine ... Cependant,une fois 
es données enregistrées, elles doivent subir un �traitement� adéquat permettant d'enextraire l'information désirée. C'est parti
ulièrement le 
as en imagerie médi
ale ou en déte
-tion radar.
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e 11Ayant une image, des méthodes sont né
essaires pour y déte
ter automatiquement (i.e. sans

Fig. 1.6 � Une interfa
e (en gris fon
é) évoluant pour déte
ter un réseau artériel en imageriemédi
ale [100℄

Fig. 1.7 � Suivi d'interfa
e et re
onstru
tion à partir d'un ensemble de points provenant d'uneIRM [195℄l'oeil humain ...) une forme parti
ulière. La Figure 1.6 montre 
omment l'utilisation d'uneinterfa
e (en gris fon
é) se propageant sur un domaine, dé�ni par ses niveaux de gris et extraitd'un angiogramme, permet de re
onstituer un réseau artériel. Ces images sont extraites deMalladi et al. [100℄. Des appli
ations basées sur la même philosophie ont été réalisées pourdéte
ter des stru
tures nuageuses à partir d'images satellite, ou en
ore pour re
onnaître des
ara
tères. De plus, les méthodes de suivi d'interfa
e peuvent êtres utilisées pour améliorerdes images bruitées et en donner une version plus lisible.Au bruitage des données peut se rajouter le fait que l'on ne dispose que d'un ensemble dis
retde points désordonnés pour en déduire le volume engendré. A partir des a
quisitions d'uneIRM (qui é
hantillonnent en �tran
hes� 
oplanaires), Zhao, Osher et Fedkiw [195℄ ont réalisé,grâ
e à une méthode de suivi d'interfa
e, la re
onstitution en trois dimensions du 
erveau d'unrat. A gau
he de la Figure 1.7 est présenté l'ensemble des points donnés par l'IRM alors qu'àdroite, on peut observer la surfa
e re
onstruite.En�n, pour 
lore 
e tour d'horizon su

in
t de quelques domaines où des interfa
es in-terviennent, nous abordons l'évolution géométrique des 
ourbes et surfa
es. Considérons enparti
ulier une 
ourbe dans R
2, dont l'évolution dépend de ses 
ara
téristiques géométriques
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eintrinsèques 
omme sa normale ou sa 
ourbure. Par exemple, dans [62℄, Grayson a montréque toute 
ourbe simple fermée, se déplaçant sous l'in�uen
e de sa 
ourbure, se 
ontra
te enun point. En revan
he, en utilisant la 
ourbure moyenne, il a aussi montré [63℄ que 
e typede résultat ne s'étendait pas en dimension trois, en exhibant le 
ontre-exemple de la formed'haltère. Ce type d'évolution géométrique peut être reformulé un problème de suivi d'inter-fa
e. Ainsi, Chopp et Setian illustrent-ils 
es résultats de Grayson dans [29℄ et [145℄ dont sontextraites les Figures 1.8 et 1.9.

Fig. 1.8 � Illustration du théorème Grayson où une 
ourbe du plan 
ommen
e à se 
ontra
tervers un point, extrait de [145℄

Fig. 1.9 � Illustration du 
ontre-exemple de Grayson où une surfa
e, dans un espa
e tridi-mensionnel, se s
inde en plusieurs surfa
es distin
tes, extrait de [29℄Et à titre ane
dotique (mais l'est-
e vraiment ?), on peut mentionner que des spé
ialistesde suivi d'interfa
e ont des liens ave
 l'industrie 
inématographique grâ
e à l'expertise qu'ilspeuvent apporter en images de synthèse (ainsi, Ronald Fedkiw a-t-il travaillé pour des �lms
omme �Shrek�, �Terminator� ou �Pirates des Caraïbes� [46℄).
Ainsi, au travers des exemples que nous venons d'aborder, 
omprend-on bien la variétédes o

urren
es du 
on
ept d'interfa
e : il o�re, tant au 
her
heur qu'à l'ingénieur, un vastepanel de problèmes ouverts et d'appli
ations aux enjeux so
iétaux et s
ienti�ques de pre-mière importan
e. Nous allons maintenant examiner les moyens dont on dispose pour simulernumériquement 
es frontières mobiles.



1.2 Di�érents types de méthodes 131.2 Di�érents types de méthodesLa variété des méthodes numériques développées pour réaliser un suivi d'interfa
e est àl'image de ses 
hamps d'appli
ation : il est di�
ile de toutes les re
enser.On peut 
ependant dégager des tendan
es 
ommunes qui permettent de 
lassi�er les mé-thodes suivant :� qu'elles représentent l'interfa
e de manière di�use ou pon
tuelle ;� qu'elles suivent expli
itement ou 
apturent impli
itement l'interfa
e ;� leur nature lagrangienne ou eulérienne ;� qu'elles 
ouplent ou non le dépla
ement de l'interfa
e ave
 les modèles qui fournissentla vitesse du mouvement (e.g. les équations de la mé
anique des milieux 
ontinus, quiserviront dans 
ette thèse).Lorsqu'une interfa
e est une frontière entre deux milieux physiques, il est justi�é de s'in-terroger sur l'épaisseur de la zone de transition. En e�et, à l'é
helle des molé
ules, une zonede mélange entre les deux espè
es peut être s
hématisée 
omme sur la Figure 1.10. D'un pointde vue de la modélisation, il est né
essaire de déterminer si l'on peut 
onsidérer que l'interfa
eest d'épaisseur nulle - introduisant ainsi des dis
ontinuités dans les quantités 
ara
téristiquesdu milieu physique (e.g. la densité ou la vis
osité) - ou si, au 
ontraire, 
es quantités doiventprésenter une transition rapide mais 
ontinue. Dans le premier 
as, les modèles obtenus sontdits à interfa
e pon
tuelle, alors que dans le se
ond, on parlera d'interfa
e di�use.L'un des avantages de l'appro
he di�use est qu'elle permet d'in
orporer une des
ription plus
l’interface

"épaisseur" de

Fig. 1.10 � Zoom à l'é
helle molé
ulaire sur la zone entre deux milieux. Une interfa
e est-elledi�use ou pon
tuelle ?ri
he de la physique près de l'interfa
e, notamment du point de vue de la thermodynamique,des 
hangements de phase et des pro
essus de mélange. Les modèles de 
hamp de phase (ou�Phase-Field�) utilisent ainsi une énergie libre qui est dé�nie via un potentiel à double puits
ara
térisant l'équilibre des deux phases en présen
e [80℄. Un exemple 
lassique utilisant 
es in-terfa
es di�uses est 
onstitué par les modèles de type Cahn-Hilliard [16, 91℄. Alternativement,dans la méthode du Se
ond Gradient, l'énergie libre dépend de la densité et de son gradient[81, 82℄. Par ailleurs, il 
onvient aussi de mentionner les modèles multi�uides 
ompressibles[88, 153, 138, 1℄, qui se distinguent notamment par le 
ara
tère intégré de l'appro
he dontnous donnerons la dé�nition juste aprés.Dans les travaux de 
e manus
rit, nous nous intéresserons essentiellement à des interfa
es
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epon
tuelles.Ensuite, nous proposons d'envisager le passage d'une représentation 
ontinue de l'interfa
eà sa formulation dis
rète, étape indispensable à la mise en oeuvre d'une résolution in sili
o.Considérons don
 une interfa
e 
onstituée d'une 
ourbe se mouvant dans R
2, à l'image dela Figure 1.11-a. Intuitivement, la première idée à laquelle on pense, pour dis
rétiser 
ette

(a) (b)Fig. 1.11 � Du 
ontinu au dis
ret : appro
he intuitive de la représentation d'une interfa
e
ourbe, est de disperser des points sur l'interfa
e 
omme le montre la Figure 1.11-b. Pour ladépla
er, il su�t alors de mouvoir 
haque point et la 
ourbe, à un instant ultérieur, s'obtienten interpolant 
et ensemble de �tra
eurs� 
omme illustré sur la Figure 1.12. Cette manière

Fig. 1.12 � Dépla
ement d'une interfa
e par l'intermédiaire des points de sa 
ara
térisationdis
rète : la 
ourbe noire en trait 
ontinu évolue vers la 
ourbe noire en pointillés grâ
e àl'interpolation de la nouvelle position des marqueurs (disques noirs) qui se sont dépla
és sousl'a
tion des vitesses représentées par les �è
hesde réaliser le suivi de l'interfa
e n'est autre que 
elle adoptée par les méthodes dites �fronttra
king� 
ar elles réalisent un suivi expli
ite de l'interfa
e à l'aide des parti
ules qui la dis-
rétisent. Cette appro
he est à opposer aux méthodes dites �front 
apturing� qui 
apturentl'interfa
e en la 
ara
térisant impli
itement à l'aide de la ligne de niveau d'un 
hamp s
alaireou d'une fra
tion volumique ; nous pré
iserons 
es alternatives dans la suite.Par ailleurs, lorsqu'en parti
ulier on s'intéresse à des �uides, la nature lagrangienne oueulérienne, du modèle utilisé pour déterminer la vitesse qui anime la frontière, est un autremoyen de distinguer les méthodes de suivi d'interfa
e.Ainsi, dans les méthodes lagrangiennes, un volume dis
rétisé 
ontient toujours les mêmes par-ti
ules �uides, si bien qu'elles utilisent souvent des maillages mobiles non stru
turés dont les
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e. En 
onséquen
e, elles peuvent intégrer très pré
isé-ment les 
onditions aux limites au niveau de la frontière entre les deux milieux. En 
ontrepartie,elles demandent de remailler à 
haque pas de temps 
e qui joue un r�le dans la durée des si-mulations. De plus, en multidimension, 
es maillages peuvent s'en
hevêtrer et ont du mal àgérer des grandes déformations dues au 
isaillement ou à la vorti
ité.Quant aux méthodes eulériennes, elles sont 
ara
térisées par l'utilisation d'un maillage �xe(souvent stru
turé) au travers duquel 
ir
ulent les parti
ules �uides. Elles peuvent 
ependantdonner des solutions présentant une di�usion arti�
ielle et ont du mal à 
onserver la raideurdes interfa
es.Il existe aussi des méthodes mixtes 
ombinant appro
hes lagrangienne et eulérienne.En�n, la 
lassi�
ation des méthodes de suivi d'interfa
e peut aussi se baser sur la naturede la relation entre la méthode qui détermine la vitesse de dépla
ement de la frontière et laméthode qui induit e�e
tivement son mouvement. Ainsi distingue-t-on les appro
hes intégréeset dé
ouplées. Considérons des interfa
es �uides. Dans la première appro
he, les équations del'é
oulement et la nouvelle position de l'interfa
e sont résolues de manière simultanée, pourun instant ultérieur, grâ
e à un système global. Dans la se
onde appro
he, on réalise un dé-
ouplage en �geant l'interfa
e pour 
al
uler l'é
oulement asso
ié, qui sera alors utilisé pourtransporter l'interfa
e et en déduire sa nouvelle position.Nous allons maintenant passer en revue quelques travaux réalisés en suivi d'interfa
e.Les méthodes lagrangiennes sont naturellement asso
iées aux appro
hes �front tra
king� etdé
ouplées. Ainsi en est-il des travaux de Hirt et al. [73℄ dans un 
adre volumes-�nis ou 
euxde Kawahara et 
ollaborateurs en éléments-�nis [126, 113℄, qui sont basés sur une appro
hestri
tement lagrangienne. D'autre part, la méthode parti
ulaire sans maillage SPH (SmoothParti
le Hydrodynami
s) a été utilisée, entre autres, par Monaghan [108℄ et plus ré
emmentpar Morris [109℄ qui porte une attention parti
ulière sur le traitement de la tension de surfa
e.On peut aussi mentionner les méthodes de type latti
e Boltzmann [24, 58, 79℄. Par ailleurs, uneautre grande 
lasse d'appro
he fait intervenir des formulations intégrales. Une revue des mé-thodes d'intégrales de frontière (Boundary Integral Methods) est réalisée dans [75, 123℄. Etanttrès pré
ises, elles servent souvent de référen
e pour réaliser des 
omparaisons ave
 d'autresméthodes ; 
ependant, elles ne peuvent s'appliquer qu'à un nombre restreint de situations (e.g.uniquement des é
oulements à potentiel, en mé
anique des �uides).Parmi les appro
hes mixtes, l'une des plus 
onnues est la méthode ALE (Arbitrary La-grangian Eulerian) introduite par Hirt et al. dans [74℄. L'idée générale de 
ette méthode se
ompose de trois ingrédients. D'une part, une étape lagrangienne qui permet de déterminer lesvariables d'état à un pas de temps intermédiaire. D'autre part, une phase impli
ite qui résoutles équations de 
onservation de la quantité de mouvement. En�n, une étape de remaillage oùles points des 
ellules sont dépla
és ave
 l'é
oulement, de manière à éviter une dégradation dela grille par distorsion des éléments (au 
ours de 
ette étape, il faut don
 aussi réa
tualiserles variables d'état, aux nouveaux points de grille obtenue). Le quali�
atif �arbitraire� vientdu fait que les points du maillage peuvent, soit rester �xes (
ara
tère eulérien) dans 
ertaineszones (notamment loin de l'interfa
e), soit être dépla
és ave
 le �ot (
ara
tère lagrangien)dans d'autres zones (en parti
ulier près de l'interfa
e, où l'adaptation du maillage permet ungain naturel de pré
ision). La méthode ALE introduit don
 une �exibilité dans la gestion des
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egrilles qui en fait une appro
he très attra
tive pour simuler des é
oulements à frontière libre.Elle a ensuite fait l'objet de nombreuses variations et appli
ations. Par exemple, Ramaswamyet Kawahara [125℄ l'utilisent pour simuler des ondes solitaires ou des ballottement de surfa
eslibres dans des réservoirs. Maury [104℄ ainsi que Hu et al. [76℄ s'en servent pour des é
oule-ments 
hargés en parti
ules solides. Ré
emment, Gerbeau et al. ont utilisé la méthode ALEpour des interfa
es mobiles en magnétohydrodynamique (MHD) [54, 55, 52℄.En 
e qui 
on
erne les méthodes eulériennes, elles ont été 
ouplées tant aux te
hniquesd'interfa
e-tra
king que d'interfa
e-
apturing.On peut distinguer deux sous-
atégories pour �traquer� (on utilise 
ette adaptation del'anglais du fait que �poursuivre� / �serrer de près� est l'un des sens de 
e mot [35℄) une in-terfa
e. D'une part, l'appro
he �volume-tra
king� qui 
onsiste à répartir des parti
ules dansles 
ellules du maillage pour �marquer� la présen
e d'un �uide en son sein. La di�éren
e ave
une méthode lagrangienne pure est que l'é
oulement est 
al
ulé de manière eulérienne sur unmaillage �xe et que seules les parti
ules se voient dépla
ées a�n de pouvoir poursuivre l'in-terfa
e. Ainsi, ave
 
e type d'appro
he, la représentation de l'interfa
e n'est pas sto
kée maisseulement re
onstruite grâ
e aux marqueurs lorsque l'on en a besoin.Un exemple qui a fait é
ole est la méthode marker-and-
ell (MAC) proposé dans le travailfondateur d'Harlow et Wel
h [70℄ en 1965. Cette 
ontribution est fondamentale tant pour lasimulation des surfa
es libres que pour sa fameuse dis
rétisation sur maillage dé
alé en vitesseet pression (dont nous reparlerons par la suite). Dans 
et arti
le, des maillages 
artésiens �xessont utilisés de 
on
ert ave
 des di�éren
es �nies. Harlow et Shannon (1967) en présententl'appli
ation au 
as d'une goutte tombant sur une surfa
e libre dans [69℄ dont est extraite laFigure 1.13. Cette appro
he a ensuite été une sour
e d'inspiration pour d'autres travaux qui

Fig. 1.13 � L'é
laboussure provoquée par l'impa
t d'une goutte sur une surfa
e libre, simuléepar Harlow et Shannon dans un arti
le de 1967 [69℄ utilisant la méthode MACl'ont rendue plus robuste et adaptative. Le le
teur pourra 
onsulter les arti
les plus ré
ents[111℄ (éléments �nis), [173, 174℄ (di�éren
es �nies), ainsi que les référen
es qu'ils 
ontiennent,pour avoir une idée plus pré
ise des variantes MAC. Il faut noter qu'au 
ours de la simulation,les marqueurs peuvent se 
on
entrer dans 
ertaines régions aux dépens d'autres zones qui seretrouvent don
 ave
 un dé�
it d'informations asso
iées aux tra
eurs. Il faut alors mettre enoeuvre des algorithmes de redistribution homogène des parti
ules, à appliquer régulièrement
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ours de la simulation, pour 
onserver la pré
ision.D'autre part, l'appro
he �surfa
e-tra
king� qui 
onsiste à disposer des parti
ules, non pasdans tout le volume induit par une interfa
e, mais uniquement sur l'interfa
e elle-même. L'in-terfa
e s'obtient alors en interpolant des 
ourbes en 2D (resp. des surfa
es en 3D) ave
 
etensemble de points. Pour 
ela, il faut don
 qu'à 
haque pas de temps, les 
oordonnées despoints et leur ordonnan
ement soient réa
tualisés et sauvés en mémoire. De même que pré
é-demment, le dépla
ement des marqueurs permet de déterminer l'évolution de l'interfa
e.De telles appro
hes ont notamment été développées par les groupes de Glimm [59, 60℄ et Trygg-vason [183, 179℄ et sont 
onnues sous le nom de méthodes �front-tra
king� ; même si, 
ommenous venons de le voir, 
e quali�
atif re
ouvre d'autres aspe
ts. La gestion des parti
ules peutse révéler fastidieuse et 
onstitue parfois une des limites de 
es te
hniques, notamment lors-qu'il faut simuler des 
hangements topologiques et des domaines tridimensionnels. Ces 
as ontété abordés et des résultats ont été obtenus, mais au prix d'une implémentation et de 
oûtCPU 
onsidérables. Une voie pour pallier 
es problèmes est de simpli�er la manipulation desparti
ules en s'a�ran
hissant des pro
édures d'ordonnan
ement qui donnent la 
onne
tivitédes marqueurs de l'interfa
e. On pourra 
onsulter les arti
les de Torres et Bra
kbill [177℄, Juri
et Tryggvason [86℄ ou Shin et Juri
 [148℄ pour une des
ription de 
e type d'algorithmes et lesrésultats de simulations 2D et 3D.Pour les problèmes d'intera
tion �uide-stru
ture, il existe aussi la méthode des frontières im-mergées (Immersed Boundary Method) qui utilise un maillage �xe pour un 
al
ul eulérien del'é
oulement et un suivi lagrangien des points répartis sur la stru
ture. Charles Peskin a utilisé
ette appro
he pour initier une série de travaux de référen
e, notamment en relation ave
 lasimulation des é
oulements sanguins dans le 
oeur [119, 120, 93℄. C'est une appro
he qui faitdésormais é
ole et l'objet d'a
tives re
her
hes [181, 43, 94, 36℄.Nous en arrivons en�n aux méthodes eulériennes qui �
apturent� l'interfa
e grâ
e à un
hamp s
alaire f qui la dé�nit impli
itement. Une équation de transport est alors utiliséepour mouvoir f et don
 
onnaître l'évolution du front. La régularité de 
e 
hamp permet alorsde distinguer à nouveau deux sous-
atégories.D'une part, il peut s'agir d'une fon
tion dis
ontinue, de type Heaviside, dont le 
réneaumatérialise le passage d'un milieu à l'autre. Plusieurs travaux utilisent 
e type de fon
tions àl'image d'Olsson et Kreiss [114℄ ou de la méthode CIP (Constrained Interpolation Pro�le) deYabe [188℄.Une autre grande 
lasse d'appro
he eulérienne à �
apture dis
ontinue� est 
onstituée par lesméthodes VOF (Volume-Of-Fluid) où le 
hamp f n'est autre que la fra
tion volumique de�uide 
ontenu dans une 
ellule du maillage. Par exemple, si l'on 
onsidère le mouvementd'une interfa
e séparant deux �uides A et B dans un domaine re
tangulaire, on peut dé�nir
f 
omme étant la fra
tion du volume o

upé par le �uide A sur le volume de la 
ellule. Ainsi,dans une maille o

upée uniquement par le �uide A, la valeur de f est 1, alors que dans unemaille 
ontenant uniquement le �uide B, f = 0 ; les 
ellules 
ontenant l'interfa
e présententune valeur 
omprise entre 0 et 1 
omme l'illustre la Figure 1.14. L'essen
e de l'appro
he VOFréside dans le dépla
ement de l'interfa
e grâ
e au transport lagrangien d'un segment (en 2D)d'interfa
e re
onstruit à l'aide de la fra
tion volumique. C'est essentiellement l'étape de re-
onstru
tion qui distingue les di�érentes variantes de la méthode VOF. Ainsi, la version la plussimple, dé
rite par Noh et Woodward [112℄ en 1976, représente l'interfa
e ave
 des segmentsparallèles au maillage (en tenant 
ompte du ve
teur vitesse pour 
hoisir entre l'une des deuxdire
tions), 
omme on peut le voir sur la Figure 1.15-(b). Elle est quali�ée de méthode VOF- SLIC (pour Simple Line Interfa
e Cal
ulation). Mais il existe aussi une version plus pré
ise
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Fig. 1.14 � Méthode VOF sur un maillage 
artésien : représentation dis
rète d'une interfa
eà l'aide de la fra
tion volumique f , relativement au �uide A.de re
onstru
tion, appellée VOF - PLIC (pour Pie
ewise Linear Interfa
e Cal
ulation), qui
onduit à des interfa
es non alignées ave
 le maillage (
f. Figure 1.15-(
)). Leur dire
tion se
al
ule grâ
e au gradient de f qui donne la normale à l'interfa
e. De Bar en avait déja réalisél'implémentation en 1974 [40℄. Ensuite, des améliorations su

essives ont été apportées tantdans l'étape de re
onstru
tion que dans l'étape lagrangienne de transport de 
es segmentsre
onstruits, 
onduisant à une importante littérature dont [130, 64℄. On pourra 
onsulter larevue [139℄ faite par S
ardovelli et Zaleski pour plus de détails et leur arti
le [140℄ pour desdéveloppements plus ré
ents sur la pro
édure re
onstru
tion/transport. L'avantage prin
ipal
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Fig. 1.15 � Di�érentes re
onstru
tions géométriques de l'interfa
e, à partir de la fra
tionvolumique (a) : méthode SLIC originelle (b), méthode PLIC (
)des méthodes VOF est que, par 
onstru
tion, elles 
onservent le volume des �uides transpor-tés. Elles ont été utilisées ave
 su

és dans maintes appli
ations tant en 2D qu'en 3D. Notons
ependant que l'extension en 3D est fastidieuse à mettre en oeuvre.Il 
onvient aussi de noter que l'introdu
tion de la méthode CSF (Continuum Surfa
e For
e),dans l'arti
le fondateur de Bra
kbill et al. [17℄, pour traiter le terme de tension de surfa
ea été présentée ave
 une appro
he VOF. Nous reparlerons de 
ette gestion de la tension desurfa
e dans la partie 2.
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e 19D'autre part, le 
hamp s
alaire 
apturant l'interfa
e peut être 
ontinu. Essentiellement,l'une des 
ourbes de niveau de f sert à lo
aliser le front. Ce type d'appro
he est notammentutilisé par les méthodes dites de �pseudo-
on
entration� [172℄ et 
elles dites des �lignes deniveau� [145, 115℄. Nous resterons bref sur leur prin
ipe qui fera l'objet d'une étude détailléeau 
hapitre suivant.1.3 Enjeux du suivi d'interfa
eLorsque l'on développe des outils numériques pour simuler des problèmes à interfa
esmobiles, il est d'usage de s'interroger sur les éléments 
lés qui vont permettre de faire le 
hoixd'une méthode. I
i, nous 
onsidérons plus parti
ulièrement des appli
ations où il s'agit desuivre le dépla
ement d'un milieu physique par rapport à un autre � milieux à 
hoisir, parexemple, parmi des solides, des liquides ou des gaz. Cependant, 
ertaines idées qui suivrontsont aussi valables pour des interfa
es plus générales (
omme en géométrie ou en imagerie).On 
ompte, au nombre de 
es enjeux, les aspe
ts suivants :� la physique qui gouverne le phénomène ;� le degré de pré
ision souhaité, relativement à 
haque 
ara
téristique que le problèmepeut exhiber ;� la robustesse et l'adaptativité du 
ode de 
al
ul ;� le 
oût d'implémentation de la méthode et les temps de 
al
uls né
essaires pour obtenirles résultats de la simulation.Nous allons détailler 
es points dans la suite.En 
e qui 
on
erne la physique, tant les modèles d'interfa
e que ses représentations dis-
rètes vont in�uer sur la détermination d'une stratégie adaptée.Comme nous l'avons vu pré
édemment, les modèles à interfa
es di�uses sont de bons 
andi-dats lorsque l'on veut prendre en 
ompte une physique 
omplexe d'é
hange dans une zone detransition dont l'épaisseur est de l'ordre de la longueur 
ara
téristique du domaine de 
al
ul.C'est le 
as pour des pro
essus de mélange ou de 
hangement de phase. Il est plus di�
iled'in
orporer de tels ra�nements dans les modèles à interfa
e pon
tuelle, à moins de disposerde des
riptions homogénéisées 
onsistantes qui peuvent apparaître 
omme des termes sour
eslo
alisés sur le front.Ensuite, 
ertains phénomènes physiques dépendent fortement de la géométrie de l'interfa
e(e.g. la tension de surfa
e). D'un point de vue dis
ret, il faudra don
 que les représentationsde l'interfa
e permettent de déterminer �dèlement 
es quantités liées à sa géométrie. Et dans
e domaine, toutes les méthodes numériques ne sont pas équivalentes. Nous allons en reparlertrès rapidement.Il arrive souvent qu'un problème de physique exhibe plusieurs phénomènes. Par exemple,lorsqu'une houle se propage sur un fond en forme de mar
he, il est 
lassique d'avoir à 
onsi-dérer les quatre e�ets que sont l'onde ré�é
hie, la variation de vitesse, l'augmentation del'amplitude (shoaling) et la perte de symétrie du pro�l de l'onde transmise. En modélisation,si l'on a déjà la 
han
e d'avoir un modèle qui 
apte la plupart des phénomènes physiques, ilfaut aussi savoir s'il en est de même pour la méthode numérique et ave
 quelle pré
ision. Sui-vant l'e�et que l'on souhaite étudier en priorité, on s'orientera vers la méthode la plus adaptée.En toute généralité, les méthodes lagrangiennes qui utilisent des maillages mobiles peuventêtre très pré
ises pour l'étude de mouvements à amplitude raisonnable. En revan
he, elles ont
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eplus de mal à gérer des grandes déformations, à l'image des problèmes de distorsion de maillageet de superposition d'arêtes. Quant aux appro
hes eulériennes à maillage �xe, elles s'a�ran-
hissent de 
es limitations et peuvent simuler d'amples dépla
ements du front. Cependant,elles ont une tendan
e naturelle à di�user les interfa
es et à lisser les 
ho
s. Elles 
onserventdon
 mal le 
ara
tère pon
tuel d'une interfa
e.Il existe bien sûr des méthodes pour pallier 
e type de problèmes. En lagrangien, des mé-thodes de remaillage ont été développées. C'est un art à part entière qui a généré de nombreuxtravaux. Des solutions existent en 2D ainsi que des extensions en 3D mais ave
 une 
omplexité
roissante. Dans tous les 
as, les temps de simulation sont allongés par 
es re
onstru
tionsde grilles, parfois même dans des proportions les rendant ina

essibles pour les appli
ationsréelles, sur les ma
hines a
tuelles. En 
e qui 
on
erne les méthodes parti
ulaires, nous avonsvu à la se
tion pré
édente qu'elles né
essitent une redistribution des marqueurs au 
ours des
al
uls, a�n d'avoir une répartition homogène de l'information. Des algorithmes existent maisaugmentent eux aussi le temps de 
al
ul et la 
omplexité.Revenons maintenant un instant sur la représentation dis
rète de l'interfa
e ave
 des par-ti
ules, tout 
omme nous l'avons vu sur la Figure 1.11 ave
 la variation suivante : 
onsidérons,non pas une, mais deux interfa
es à l'image de la Figure 1.16-a. On suppose qu'à l'itérationsuivante, 
es deux �gouttes� ont fusionné, donnant naissan
e à une seule goutte plus grande.Comme on le voit sur la Figure 1.16-b (à l'intérieur de la zone en pointillés), 
ertaines par-ti
ules, aprés leur transport lagrangien, se retrouvent à l'intérieur de la grande goutte ; par
onséquent elles doivent être supprimées 
ar elles ne font plus partie de la nouvelle interfa
e.La �
hirurgie� qui 
onsiste à enlever les points super�us et à re
oller les interfa
es en 
as defusion (resp. à ajouter des marqueurs et 
réer deux interfa
es en 
as de séparation) peut rapi-dement devenir très 
ompliquée. Le dé� est d'autant plus 
riant en trois dimensions. Il a étérelevé par les méthodes front-tra
king au prix d'une implémentation te
hnique. Les méthodesqui 
apturent impli
itement l'interfa
e gèrent beau
oup plus simplement 
es 
hangements to-pologiques. Nous en verrons un exemple au 
hapitre suivant.L'illustration pré
édente nous permet aussi d'aborder la di�
ulté liée au 
al
ul des quan-tités asso
iées à la géométrie de l'interfa
e. En e�et, il est parfois né
essaire de 
al
uler lanormale et la 
ourbure du front. On 
onçoit aisément qu'ave
 une représentation dis
rète del'interfa
e via un ensemble de parti
ules, les méthodes d'interpolation utilisées pour re
ons-truire l'interfa
e vont jouer un r�le 
ru
ial dans l'obtention d'une 
ourbure 
onsistante. De 
epoint de vue, si elles utilisent des fon
tions adaptées, les méthodes de 
apture peuvent 
al
ulersimplement et pré
isément une 
ourbure, sans avoir besoin d'interpoler. Ce n'est pas le 
asdes méthodes front-tra
king et VOF qui né
essitent des algorithmes d'autant plus évolués quela dimension étudiée est grande. D'ailleurs, plusieurs arti
les traitent de 
et aspe
t puiqu'ilest l'une des 
auses de 
al
uls de vitesses non physiques, 
onnues sous le nom de �
ourantsparasites�. Nous en reparlerons dans la deuxième partie de 
e manus
rit.Un autre enjeu important apparaît dans les appli
ations physiques liées à la simulationd'é
oulements in
ompressibles : il faut que la masse (ou, de manière équivalente, le volume) des�uides en présen
e soit 
onservée. En général, les méthodes qui suivent l'interfa
e de manièrelagrangienne et la méthode VOF sont sur 
e point bien plus performantes que les méthodesde 
apture. Nous 
ommenterons 
et aspe
t dans le 
hapitre 2, en présentant des outils quipermettent d'améliorer les 
apa
ités des appro
hes front-
apturing dans 
e domaine.
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Transport lagrangien

(b)

(a)

(c)

"chirurgie"

Fig. 1.16 � Examen formel de la gestion des 
hangements topologiques ave
 une méthodelagrangienne. Deux interfa
es vont fusionner (a). Après le transport lagrangien des parti
ules(b), 
ertaines (zone en pointillés) se retrouvent à l'intérieur de la nouvelle interfa
e obtenue etune opération �
hirurgi
ale� est né
essaire pour les supprimer. Une fois la pro
édure e�e
tuée(
), il ne reste que des marqueurs sur l'interfa
e.Ainsi, aurons-nous bien senti, au terme de 
e 
hapitre, que les appli
ations faisant inter-venir un suivi de front sont multiples, tout 
omme les appro
hes numériques disponibles poursimuler l'évolution de 
es interfa
es. Cette profusion de méthodes s'explique de manière natu-relle puisque in �ne, 
omme dans bien des domaines, la pana
ée n'existe pas. Ces méthodessont toutes e�
a
es dès qu'elles s'expriment dans le 
hamp d'appli
ation pour lequel elles ontété 
onçues. C'est à son sens de la modélisation qu'il faut faire appel pour mettre en oeuvrela stratégie ad ho
.Dans le pro
hain 
hapitre, nous allons nous atta
her à l'une d'entre elles : la Méthode LevelSet.
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Chapitre 2Composantes de l'appro
he Level SetEn 1988, Osher et Sethian publient une synthèse d'expertises en évolution d'interfa
es etlois de 
onservation hyperboliques dans un arti
le [116℄ baptisant une te
hnique qui fait dé-sormais é
ole : la méthode Level Set (En fait, 
e nom apparaîtra expli
itement en temps queformulation �plénière� dans deux arti
les ultérieurs de 1992 [110℄ puis 1994 [169℄ mais 
'estl'arti
le de 1988 qui est 
lassiquement 
ité dans la littérature 
omme étant la référen
e fonda-tri
e de 
ette méthode). Ces expertises tissèrent des liens entre des résultats, tant théoriquesque numériques, 
on
ernant le suivi d'interfa
e (notamment pour des problèmes de front de�ammes en 
ombustion) et les équations de Hamilton-Ja
obi. La symphonie Level Set pouvait
ommen
er ...Vingt ans plus tard, il devient di�
ile de re
enser et de prévoir les 
hamps d'appli
ationsde la philosophie Level Set : ils se 
onfondent ave
 
eux mettant en jeu des interfa
es mobiles.De la mé
anique des �uides numérique au traitement d'images en passant par la s
ien
e desmatériaux, l'optimisation ou la propagation d'ondes sismiques, nombre de problèmes ont étéreformulés pour être résolus par la méthode Level Set ou ses dérivés. Cette appro
he fé
ondes'est, en e�et, enri
hie su

essivement de divers outils qui l'améliorèrent tant du point de vuede la pré
ision que de la rapidité de 
al
ul. Ave
 ses spé
i�
ités propres, elle 
onstitue une
lasse de te
hniques in
ontournable pour 
ertains problèmes de suivi d'interfa
e, aux 
�tés desméthodes de type front tra
king et Volume of Fluid (VOF) dont nous avons parlées pré
é-demment.Dans 
e 
hapitre, nous allons présenter la te
hnologie Level Set et ses 
omposantes. Cesdes
riptions sont dire
tement inspirées des deux ouvrages de référen
e que sont 
elui d'Osheret Fedkiw [115℄ ainsi que 
elui de Sethian [145℄. Le le
teur intéressé pourra s'y reporter tantpour prendre 
onnaissan
e des 
hamps d'appli
ation variés que des bibliographies détailléesqu'ils 
ontiennent. En e�et, dans la suite de 
e manus
rit, la mé
anique des �uides 
onstituerale 
adre sous-ja
ent des problématiques de suivi d'interfa
e étudiées.2.1 Prin
ipe de la méthode Level SetPour présenter simplement la méthode Level Set, nous allons 
onsidérer l'étude de l'évo-lution d'une interfa
e vivant dans un espa
e de dimension 2. Soit don
 Γ une telle interfa
e,bornant un ouvert Ω1 de R

2 (éventuellement multiplement 
onnexe), séparant un milieu 1(représenté par Ω1) d'un milieu 2, à l'image de la Figure 2.1. On veut étudier et 
al
uler ledépla
ement de Γ induit par un 
hamp de vitesse v. Cette vitesse peut dépendre de l'espa
e,du temps, des 
ara
téristiques géométriques de l'interfa
e (e.g., la normale ou la 
ourbure)et/ou de la physique environnante.
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Milieu 1

Milieu 2

Γ

Ω 1

Fig. 2.1 � Une interfa
e Γ dans R
2D'une part, 
omme son nom l'indique, la méthode 
onsiste à 
ara
tériser Γ 
omme étantl'une des 
ourbes de niveau (par exemple l'isovaleur 0) d'une fon
tion régulière (au moinslips
hitzienne) φ(x, t), de R

2 × R dans R. Autrement dit, à un instant t,
Γ(t) = {x ∈ R

2 t.q. φ(x, t) = 0} (2.1)L'interfa
e est don
 impli
itement dé�nie par φ, qui est appelée la fon
tion Level Set. On a,par exemple :





φ(x, t) < 0 pour x ∈ Ω1

φ(x, t) > 0 pour x ∈ Ω1

φ(x, t) = 0 pour x ∈ Γ(t) = ∂Ω1

(2.2)
omme l'illustre la Figure 2.2, où une interfa
e Γ, 
ir
ulaire, est 
onsidérée.

= 0

Γ
φ(x)

φ

Point de vue"Level Set"
Ω 1

Fig. 2.2 � Une fon
tion Level Set φ dé�nissant impli
itement une interfa
e Γ 
ir
ulaireD'autre part, le dépla
ement de l'interfa
e est obtenu en déterminant l'évolution en tempsde la fon
tion Level Set. En d'autres termes, au lieu de s'atta
her au mouvement des pointsde Γ, la méthode Level Set 
onsiste à faire évoluer la surfa
e globale que 
onstitue φ. Dès lors,l'interfa
e est déterminée à un instant ultérieur, par simple lo
alisation de l'ensemble Γ(t)pour lequel φ est nulle. C'est ainsi que 
e type d'appro
he est quali�é de 
apture d'interfa
e ;par opposition aux méthodes de front tra
king qui, elles, sont basées sur un suivi pointilleux
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ipe de la méthode Level Set 25des éléments de Γ. Par ailleurs, le 
ara
tère global de 
ette formulation est intéressant d'unpoint de vue du 
al
ul numérique 
ar les 
hangements topologiques, 
omme la séparation oula fusion, sont dé�nis de manière intrinsèque et ne né
essitent pas de traitement fastidieux.Nous en donnerons un exemple dans la suite.Il 
onvient maintenant de faire entrer en s
ène la vitesse qui est à l'origine du mouvementde l'interfa
e. Ce dépla
ement est en fait naturellement déterminé en transportant φ grâ
e au
hamp v. Pour 
ela, on utilise l'équation de transport 
anonique :
φt + v.∇φ = 0 (2.3)qui, dans 
e 
ontexte, se voit rebaptisée : équation Level Set. Notons que la tra
e de v sur Γ(t)doit naturellement 
orrespondre à la vitesse désirée pour mouvoir l'interfa
e mais qu'ailleurs,
ette vitesse peut être quel
onque. Ce point fera aussi l'objet d'une dis
ussion ultérieurement.La Figure 2.3 illustre le pro
essus de l'évolution d'une interfa
e initiale Γ0, 
ir
ulaire derayon 1, sous l'a
tion d'un 
hamp de vitesse radial unitaire. La fon
tion Level Set initiale est,
omme 
'est fréquemment le 
as dans la littérature, une fon
tion distan
e signée à l'interfa
e,i.e. :






φ(x, t) = −d(x) pour x ∈ Ω1

φ(x, t) = d(x) pour x ∈ Ω1

φ(x, t) = 0 pour x ∈ Γ(t) = ∂Ω1

(2.4)où d : R
2 → R

+ est la distan
e à l'interfa
e. Typiquement, dans la Figure 2.3, φ0(x1, x2) =√
x1

2 + x2
2−1 véri�e bien (2.4) et dé�nit impli
itement Γ0. Nous reparlerons de 
es fon
tionsdistan
es plus loin. Sous l'a
tion de l'équation Level Set, le 
�ne ainsi dé�ni par φ évolue eninduisant la 
roissan
e isotrope du 
er
le initial.
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φ

φ

φ = 0

φ = 0
φ = 0

(x,t = 2 )

(x,t = 1 )φ(x,t = 0 )φ  =

V

0

Fig. 2.3 � Evolution d'une interfa
e par la méthode Level Set
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Deux fronts separes...
... qui, par changement topologique, forment a un instant ulterieur,

φ( φ(x,t=0) x,t=1)

φune seule courbe materialisee par l’isovaleur ’0’ de Fig. 2.4 � Changement topologique et méthode Level SetProlongeant 
et exemple, on ajoute un autre 
er
le 
onstituant ainsi une interfa
e Γ0 àdeux 
omposantes 
onnexes et permettant d'illustrer la 
ommodité intrinsèque de la méthodelorsqu'il s'agit de 
apturer des 
hangements topologiques (
f. Figure 2.4). Les deux 
er
les
roissent 
omme dans l'exemple pré
édent, 
e qui 
onduit à leur fusion. En n'utilisant quel'équation Level Set pour mouvoir l'interfa
e, on 
onstate que le re
ollement de 
es deux �bul-les� se fait de manière dire
te. On évite ainsi des traitement numériques qui peuvent se révélerd'autant plus fastidieux que la dimension étudiée est grande, 
omme on l'a évoqué, dans le
hapitre pré
édent, pour les méthodes front tra
king.De manière plus générale, la méthode s'étend identiquement à la dimension n ≥ 3. Dans
e 
as, l'interfa
e Γ, de 
odimension un, vit dans R
n. Sa représentation impli
ite en fait l'unedes isovaleurs d'une fon
tion φ régulière (au moins lips
hitzienne) φ(x, t), de R

n × R dans R,telle que l'interfa
e soit l'iso-0 de φ i.e. Γ(t) = {x ∈ R
n t.q. φ(x, t) = 0}. Naturellement, laligne de niveau est de dimension n− 1.L'utilisation de la représentation impli
ite d'une interfa
e et de l'équation de transportpour en déduire son évolution est bien 
onnue dans le domaine de la 
ombustion puisque 
eprin
ipe a été proposé par Markstein dans un ouvrage de 1964 [103℄. Il s'agissait i
i de suivrela propagation d'un front de �amme. Plus ré
emment, Dervieux et Thomasset ont eux aussiutilisé la même philosophie pour simuler des é
oulements multi�uides ave
 une appro
he paréléments �nis dans leurs publi
ations [41℄ et [42℄ en 1979 puis 1981. S'il est probable que le
on
ept des lignes de niveau ait été utilisé dans d'autres travaux dédiés au suivi d'interfa
es,il est aussi trés 
lair que tant la formalisation de 
ette problématique dans le 
adre des équa-tions de Hamilton-Ja
obi a�n de résoudre numériquement le mouvement du front, que lesoutils développés ultérieurement pour améliorer la méthode Level Set et les domaines d'appli-
ations trés variés abordés ont été majoritairement menés, au 
ours des années 1990, dans lessillages d'Osher, Sethian et leurs 
ollègues liés aux équipes 
aliforniennes. A l'heure a
tuelle,des 
her
heurs de tous les 
ontinents se 
on
entrent sur 
ette appro
he pour en proposer desmises en oeuvre optimisées (pré
ision, rapidité) ou de nouvelles appli
ations, faisant ainsi dela méthode Level Set un 
hamp a
adémique a
tif.Dans la suite de 
e 
hapitre, nous allons dé
rire les outils asso
iés à 
ette méthode de
apture d'interfa
e.



2.2 Outils 272.2 OutilsComme nous l'avons vu pré
édemment, l'interfa
e est 
apturée impli
itement par la fon
-tion φ dé�nie globalement. Ce
i 
onstitue l'un des désavantages de la méthode puisque, ayantrajouté une dimension, on a augmenté la taille du problème à résoudre. Cependant, outre lagestion fa
ilitée des 
hangements topologiques évoquée auparavant, 
ette formulation donneun a

ès rapide ou permet de 
al
uler simplement les quantités né
essaires au pro
essus desuivi de front.Mais avant de détailler 
ela, il 
onvient de dis
uter la nature de la fon
tion Level Set.La seule 
ara
téristique importante évoquée jusqu'à maintenant est que l'une de ses 
ourbesde niveau, e.g. l'iso-0, 
orrespond à l'interfa
e étudiée. Dès lors, on peut se demander quellesvaleurs doit prendre φ en dehors de Γ. Une idée naturelle 
onsiste à valoriser au maximumle fait que l'on ait ajouté une dimension ; en d'autres termes, il faut pla
er un maximumd'informations utiles au suivi d'interfa
e dans l' �espa
e de sto
kage� que 
onstitue φ. Il endé
oule alors une autre question :quelles informations globales sur φ vont permettre d'améliorer la qualité du suivi d'interfa
e ?Parmi les 
onsidérations qui peuvent apporter des réponses à 
ette interrogation, nous enproposerons deux qui 
onduisent aux prin
ipes de l'é
ole 
alifornienne et sur lesquelles sebasent les travaux de 
e manus
rit :� Quel est le 
hamp d'appli
ation du suivi d'interfa
e ? Ce qui revient à déterminer lesquantités, asso
iées à l'interfa
e, qui vont jouer un r�le prépondérant dans sa dynamique.Un bon traitement de 
es termes jouera don
 dans la qualité du suivi de front.� Comment 
onserver, dans un 
adre dis
ret, les avantages intrinsèques possédés par laméthode dans le domaine 
ontinu ? Puisque notre obje
tif est de simuler numériquementl'évolution d'interfa
es.En fait, 
ela revient à être pré
is dans la résolution de l'équation de transport (2.3) et dans le
al
ul des quantités asso
iées à l'interfa
e. Dans 
es tâ
hes, 
omme nous allons le voir dans lasuite, les gradients de φ interviennent, si bien que les deux 
onsidérations 
i-dessus peuventse synthétiser en :dans un 
adre dis
ret, les gradients de φ doivent pouvoir être 
al
ulés pré
isement.Pour réaliser 
e 
ritère, la majorité de la 
ommunauté Level Set a 
onvergé vers un 
hoix de
φ donnée par la distan
e signée.Dé�nition 2.2.1 La distan
e signée D à l'interfa
e Γ est telle que :

D(x) =






− min
∀xΓ∈Γ

|x− xΓ| si x ∈ Ω1

min
∀xΓ∈Γ

|x− xΓ| si x ∈ Ω1
(2.5)Remarquons qu'il ne tient qu'au désir de 
ha
un de dé�nir D en inversant les signes suivantque l'on se trouve dans ou hors de Ω1.Une propriété intéressante de la fon
tion distan
e signée est que :

|∇D| = 1 (2.6)sauf aux points qui sont équidistants d'au moins deux points de Γ. Numériquement, il fautprendre garde à 
es singularités mais globalement, grâ
e à leur régularité, les distan
es signées
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he Level Setsont bien adaptées à la di�éren
iation dis
rète et permettent d'atteindre des ordres de pré
i-sion élevés.
Nous allons maintenant faire l'inventaire des informations que l'on peut tirer de la fon
tionLevel Set.L'une des observations les plus évidentes est que le signe de φ(x) permet de savoir immédia-tement dans quel milieu se trouve le point x.Ensuite, la normale à l'interfa
e est naturellement donnée par :

n =
∇φ
|∇φ|

∣∣∣∣
φ=0

(2.7)et la 
ourbure moyenne de l'interfa
e est dé�nie par :
κ = ∇.

( ∇φ
|∇φ|

)∣∣∣∣
φ=0

= ∇. n (2.8)Grâ
e à φ, les quantités n et κ peuvent aussi être déterminées sur tout le domaine 
onsi-déré. C'est lorsque l'on s'intéresse au passage du 
ontinu au dis
ret que le 
hoix de prendre φ
omme étant une distan
e signée, se révèle être judi
ieux : la monotonie de la fon
tion LevelSet au voisinage de l'interfa
e permet de 
al
uler pré
isement les gradients. Notons 
ependantqu'il faut toujours avoir en tête d'éventuelles singularités (présentes notamment lors de 
han-gements topologiques) qu'il faudra au besoin traiter de manière adéquate et que φ ne doitpas être bruitée. En e�et, par dérivations su

essives, les perturbations sur φ vont s'ampli-�er au 
ours des 
al
uls : une première fois pour la normale, puis une se
onde pour la 
ourbure.De plus, l'intégration d'une quantité q sur le volume dé�ni par Ω1 s'obtient en 
al
ulant :
∫

Rn

q(x) [1 −H(φ(x))]dx (2.9)oùDé�nition 2.2.2 La fon
tion de Heaviside H est dé�nie par :
H(φ) =






0 si φ < 0
1/2 si φ = 0
1 si φ > 0

(2.10)On utilise à pro�t la fon
tion de Dira
 δ, dérivée de H au sens des distributions
δ(φ) = ∇H(φ).n (2.11)pour obtenir l'intégrale de la quantité q, sur la surfa
e dé�nie par Γ, en 
al
ulant :
∫

Rn

q(x)δ(φ(x))dx (2.12)La transposition de 
e formalisme au domaine dis
ret né
essite l'adaptation des fon
tions deHeaviside et de Dira
. En e�et, il apparaît 
lairement que, δ étant nulle presque partout, unmaillage dis
rétisant l'espa
e a très peu de 
han
e de 
apter l'interfa
e. Aussi la 
ommunautéLevel Set utilise-t-elle les versions �lissées� suivantes.
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tion de Heaviside lissée Hε est dé�nie par :
Hε(φ) =






0 si φ < −ε
1
2 [1 + φ

ε + 1
π sin(πφ/ε)] si |φ| ≤ ε
1 si φ > ε

(2.13)où ε est un paramètre qui détermine la largeur sur laquelle s'étale l'interfa
e, d'un point devu numérique. Typiquement, si ∆x est le pas d'espa
e, ε = 3
2∆x. Dans 
e 
as, en 
onsidérantque φ est une distan
e signée, la largeur de l'interfa
e est de trois mailles.Dé�nition 2.2.4 La fon
tion de Dira
 lissée δε est dé�nie par :

δε(φ) =






0 si φ < −ε
1
2 [1ε + 1

ε cos(πφ/ε)] si |φ| ≤ ε
0 si φ > ε

(2.14)Les versions lissées appro
hent les versions originales à l'ordre un. Il en est don
 de même pourl'approximation numérique des intégrales (2.9) et (2.12), indépendamment de la pré
ision dela méthode d'intégration.La justi�
ation de 
e lissage des interfa
es pon
tuelles est dé
rite dans [183℄, en suivantune appro
he introduite par Peskin [119℄ (que nous avons déjà évoqué au 
hapitre pré
édent).Elle 
onsiste à 
onsidérer δ 
omme la limite, d'une fon
tion régulière, quand un paramètre
ara
térisant sa régularité tend vers 0. De même que les di�éren
es �nies approximant unedérivée sont obtenues en tronquant la limite ave
 un pas ∆x, la fon
tion de Dira
 est appro
héeen prenant un paramètre régularisant ε égal à une valeur petite mais stri
tement positive (
f.Figure 2.5).
ε
1

x
ε

δ ε (x)

− εFig. 2.5 � Représentation dis
rète du Dira
, à l'aide d'une version lissée, δε qui tend vers δquand ε tend vers 0.
2.3 Terminologie Level SetAprès avoir détaillé la forme de la fon
tion 
apturant l'interfa
e et quelques informationsqui peuvent en être extraites fa
ilement, nous allons présenter les ingrédients qui sont utilisés
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he Level Setdans les appro
hes Level Set ré
entes. En e�et, suite au travail d'Osher et Sethian [116℄, di-verses te
hniques furent introduites pour améliorer la méthode.Revenons, tout d'abord sur l'équation (2.3) qui permet de mouvoir l'interfa
e. En remar-quant d'une part que la vitesse v peut se dé
omposer suivant la normale n et la tangente n⊥à l'interfa
e :
v = vnn + vn⊥n⊥ (2.15)et d'autre part que n⊥.∇φ = 0 puisque n et ∇φ sont 
olinéaires, on en déduit que l'équationLevel Set se reformule en :
φt + vnn.∇φ = 0 (2.16)De plus, d'un point de vue formel, par dé�nition de la normale :

n.∇φ =
∇φ
|∇φ| .∇φ = |∇φ|, (2.17)on déduit la deuxième version de l'équation Level Set aussi utilisée par la 
ommunauté :

φt + vn|∇φ| = 0 (2.18)Cette formulation ne fait intervenir que la 
omposante de la vitesse dans la dire
tion normaleà l'interfa
e, aussi appelée vitesse normale. En pratique, suivant les appli
ations, on utilisera(2.3), bien adaptée aux 
as où la vitesse est soumise à des in�uen
es extérieures à l'interfa
e,ou (2.18) lorsque le modèle fournit uniquement la vitesse normale à l'interfa
e. Un 
hamp devitesse 
al
ulé par un modèle de Navier-Stokes bi�uide est un exemple typique de 
hamp �ex-terne� alors qu'une vitesse proportionnelle à la 
ourbure de l'interfa
e 
orrespond à un 
hamp�interne�.Nous avons vu au 
hapitre pré
édent que, pour la simulation d'é
oulements in
ompres-sibles, l'un des enjeux du suivi d'interfa
e est de 
onserver la masse des �uides en présen
e.Depuis le travail de Sussman et al. [169℄, l'attention des re
her
hes s'est portée sur l'améliora-tion des propriétés de 
onservation de masse qui font généralement défaut à la méthode LevelSet.La première appro
he à laquelle on pense intuitivement pour pallier 
e probléme 
onsiste àmettre en oeuvre des méthodes pré
ises pour résoudre numériquement l'équation de transportsur φ. A 
ette �n, des s
hémas de dis
rétisation d'ordre élevé peuvent être utilisés. La proxi-mité d'Osher ave
 la méthode Level Set fait qu'une majeure partie de la 
ommunauté utilisedes s
hémas Essentiellement Non Os
illants (ENO) et Weighted ENO (WENO). Le 
hapitre3 sera dédié à la des
ription de 
es s
hémas ENO et WENO pour la dis
rétisation en espa
eainsi qu'à 
elle des s
hémas TVD Runge-Kutta pour la dis
rétisation en temps. Notons que,ré
emment, d'autres appro
hes numériques usant des fon
tions Level Set dis
ontinues et des
hémas de transport 
onservant la masse ont été proposées. A l'image des travaux d'Olssonet Kreiss [114℄ ainsi que de Mar
handise et al. [102℄, dont les résultats sont d'une remarquablequalité.Un autre ingrédient d'usage fréquent est l'équation de redistan
iation. Elle a été introduite pour
al
uler, à partir d'une donnée initiale φ0, dé�nissant une interfa
e Γ et telle que |∇φ0| 6= 1 ,une fon
tion φ 
apturant la même interfa
e mais telle que |∇φ| = 1. En e�et, il a été montréque résoudre l'équation Level Set ave
 une fon
tion distan
e signée 
onduit à une meilleurepré
ision des résultats, tant du point de vue de la 
onservation de la masse que du 
al
ul de lanormale et de la 
ourbure ; 
ela grâ
e au fait que 
es fon
tions ne présentent pas de gradient



2.3 Terminologie Level Set 31trop fort ou trop faible et possèdent des lignes de niveau parallèles. La né
essité de pouvoir�redistan
ier� les fon
tions 
apturant les interfa
es est à l'origine de plusieurs méthodes quenous présenterons plus en détails au 
hapitre 4.Il 
onvient aussi de dis
uter les sens que peut re
ouvrir la vitesse dans tout le domaine dedé�nition de φ. En e�et, nous avons déja mentionné auparavant que la vitesse v peut avoirune valeur quel
onque en tout point hors de l'interfa
e. Cependant, une dé�nition judi
ieusede la vitesse en dehors de Γ peut permettre d'améliorer la pré
ision de la méthode Level Set.Ainsi, dans [193℄, il ressort qu'une distan
e signée tend à le rester lorsqu'elle est transportéeave
 une vitesse étendue, dans tout le domaine, 
omme suit : en tout point x du domaine dedé�nition de φ, on a�e
te à v(x) la valeur v(xP ) de la vitesse du point xP de l'interfa
e telque xP = min
xΓ∈Γ

|x − xΓ|. Cette appro
he peut 
onduire à des vitesses indé�nies, puisque lestraje
toires normales à l'interfa
e peuvent se 
roiser, mais elle a été utilisée ave
 pro�t dansplusieurs travaux dont [6℄ et [25℄.Lorsque le 
hamp de vitesse utilisé pour transporter φ a un sens global, 
omme 
'est le 
as parexemple lorsqu'il provient de la résolution d'un problème de mé
anique des milieux 
ontinus,il arrive que l'on utilise 
e 
hamp dans l'équation Level Set. Cependant, un tel tranport va fortprobablement 
ompresser ou étirer les lignes de niveau de φ. Pour remédier à 
ela, on peutalors redistan
ier : on soigne en quelque sorte le malade a posteriori. L'un des moyens d'a
tionen amont, pour 
onserver la distan
e signée, est don
 d'utiliser l'extension des vitesses pour�préparer� un 
hamp de vitesse qui ne va pas déformer les lignes de niveau, au moins dans unvoisinage de l'interfa
e.Dans d'autres appli
ations, où la vitesse provient d'un 
al
ul qui ne dépend que de l'interfa
eet ne donne qu'une valeur en des points qui lui appartiennent, il est alors vital d'a�e
ter unevitesse en dehors de l'interfa
e. En e�et, pour réaliser un 
al
ul numérique pré
is, il faut quela vitesse soit dé�nie de manière 
onsistante sur plusieurs mailles autour de l'interfa
e (parexemple deux ou trois, voire plus suivant le sten
il de dis
rétisation), de manière à 
e que larésolution de l'équation de transport induise un dépla
ement pré
is de Γ. Dans 
es 
as, lespro
édures d'extension des vitesses depuis l'interfa
e sont alors indispensables.Dans 
ette thèse, nous n'avons pas étudié en détail les e�ets béné�ques que l'on pouvait tirerde l'extension des vitesses suivant la dire
tion normale. Cela peut 
onstituer l'une des voies deprospe
tion ultérieure pour 
es travaux. Notons par ailleurs que les problèmes de résolutiondes équations liées à 
es extensions sont identiques à 
eux que l'on ren
ontre lorsque l'on veutrésoudre l'équation de redistan
iation. Aussi, reparlerons nous brièvement de l'extension desvitesses au 
hapitre 4.Les problématiques de 
onservation de masse ont don
 
onduit à l'introdu
tion des mé-thodes mentionnées 
i-dessus et dont le �l 
ondu
teur n'est autre que l'augmentation de lapré
ision via :� l'utilisation des s
hémas d'ordre élevé qui se nourrit mutuellement ave
 ...� ... la 
onstru
tion des fon
tions distan
es permettant d'atteindre numériquement 
esordres lors des simulations ;� des méthodes pour 
onserver et/ou déterminer des fon
tions distan
es à partir de n'im-porte quel objet dé�nissant impli
itement une interfa
e.D'autres te
hnologies sont aussi apparues dans la 
ommunauté Level Set pour pallier l'un deses autres défauts, à savoir l'augmentation de la taille du problème. Parallèlement à la pré
i-sion, les 
her
heurs se sont don
 attaqués à l'optimisation de la rapidité du temps de 
al
ul.La diminution du temps CPU a bien sûr été abordée grâ
e à la parallélisation des algo-rithmes de la méthode. Sethian en mentionne le développement pour des Conne
tion Ma
hines
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he Level SetCM-2 et CM-5 vers 1989, dans son ouvrage [145℄. En outre, les premières utilisations de raf-�nement de maillage adaptatif (ou AMR, en anglais), dans un 
ontexte Level Set, semblentavoir été menées par Milne, au 
ours de son do
torat à Berkeley vers 1995. Pour 
e faire, ils'inspira des travaux pré
urseurs de Berger, Collela et Oliger [15, 14℄ en AMR pour les lois de
onservation hyperboliques. Plus ré
emment Sussman et al. [165℄ ont présenté une appro
heAMR pour des é
oulements bi�uides in
ompressibles. Il s'agit toujours, à l'heure a
tuelle, d'un
hamp a
tif de re
her
hes, notamment à l'INRIA (projets Gamma et Smash).On peut noter que les méthodes AMR sont bien adaptées aux é
oulements présentant des
ho
s puisqu'on veut qu'il y ait le moins possible de mailles adja
entes dont la résolutionest di�érente ; 
e
i a�n d'éviter des ré�exions de 
ho
s arti�
ielles. Cependant, pour d'autressituations, 
es empiè
ements uniformes de grilles plus �nes rajoutent parfois plus d'informa-tions que né
essaires. C'est dans le but d'optimiser le ra�nement que les appro
hes o
tree(en 3D) et quadtree (en 2D) ont été introduites. En Level Set, Strain fût l'un des premiersà présenter l'utilisation de quadtree dans [163, 161℄. L'extension en 3D fût ensuite réaliséepar Losasso, Gibou et Fedkiw et appliquée à la simulation de surfa
es libres ainsi qu'à desvolutes de fumée autour d'obsta
les solides [98℄ (
f. Figure 2.6). Plus générales que les mé-thodes AMR, les appro
hes utilisant les stru
tures de données de type o
tree demandent en
ontrepartie une expertise pointue en terme d'algorithmie et d'implémentation pour disposerde 
odes réellement e�
a
es.

Fig. 2.6 � Simulation Level Set ave
 des o
trees (extraites de [56℄ et détaillées dans [98℄) :à gau
he, formation d'un 
ouronne de lait aprés l'impa
t d'une sphère ; à droite, une ellipsepropulsée juste sous la surfa
e libre. Grâ
e à 
ette appro
he de ra�nement du maillage, il estpossible de bien 
apter le développement des �lms min
es, ave
 des temps de 
al
ul raison-nables.Comme on l'a vu, la fon
tion φ sto
ke toute une famille de 
ourbes de niveau et, dans laplupart des appli
ations, une seule nous intéresse pour suivre l'interfa
e. Une autre appro
heé
onome fut alors introduite par Chopp dans [27℄ : elle 
onsiste à ne manipuler qu'une par-tie de la fon
tion Level Set, à savoir une bande englobant l'interfa
e et su�samment largepour pouvoir réaliser les 
al
uls. Cette méthode dite �Narrow Band� permet de résoudre leséquations sur un domaine restreint 
omparativement à une appro
he standard. Elle n'est pastriviale à implémenter, peut se révéler aussi 
omplexe algorithmiquement que les méthodes desuivi expli
ite mais 
onserve l'avantage de la gestion intrinsèque des 
hangements topologiqueset s'étend naturellement aux dimensions supérieures. Adalsteinsson et Sethian en proposentune analyse détaillée dans [6℄.En�n, pour 
ompléter 
e tour d'horizon, il 
onvient de mentionner la 
lasse des méthodes Fast
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hing. Elles permettent de 
al
uler des distan
es signées de manière rapide en utilisant desalgorithmes qui se basent sur la nature hyperbolique des équations à résoudre pour redistan
ieret des stru
tures de données permettant des tris optimaux. Nous les détaillerons au 
hapitre 4.On dispose maintenant de la terminologie générale a
tuelle des te
hniques dire
tementasso
iées à la méthode Level Set.2.4 Variantes de la méthodeDans le but de pallier les pertes de masses, di�érents 
ouplages ont été réalisés entre l'ap-pro
he Level Set et d'autres méthodes évoquées au 
hapitre 1.L'un des intérêts de la méthode Level Set est qu'elle est 
apable de 
apter naturellement lessolutions de vis
osité des équations de Hamilton-Ja
obi. Ce qui n'est pas le 
as des méthodesparti
ulaires qui réalisent un suivi lagrangien : lorsque des 
ho
s évoluent, il est né
essaire demettre en oeuvre des pro
édures qui ajoutent ou enlèvent de l'information. Outre le fait qu'ilne soit pas trivial d'inje
ter une information qui a un sens, la mise en pla
e de telles pro
éduresen dimension supérieure à deux devient un réel 
hallenge. En Level Set, 
es problèmes sontgérés naturellement en s'appuyant sur le vaste héritage des travaux sur les lois de 
onservationhyperboliques.Alternativement, les pertes de masse dues à la méthode Level Set sont liées au fait que,dans les régions où l'é
oulement est sous-résolu, elle n'est pas 
apable de déterminer si les
ara
téristiques fusionnent, divergent ou restent parallèles. Il en résulte des solutions pour le-quelles des 
ara
téristiques sont abusivement supprimées alors qu'elles auraient dû fusionner.En revan
he, grâ
e à la préservation permanente des 
ara
téristiques matérielles, les méthodeslagrangiennes arrivent à 
onserver pré
isément la masse, sans avoir à réaliser un traitementparti
ulier.Une méthode 
ombinant les appro
hes Level Set et parti
ulaire a été proposée dans [45℄, pourdes é
oulements multi�uides. L'idée 
onsiste à utiliser une fon
tion Level Set et un ensemblede parti
ules ensemen
ées autour de l'interfa
e qui vont permettre de 
onserver toute l'in-formation des 
ara
téristiques. Essentiellement, les parti
ules sont transportées 
omme destra
eurs passifs dans l'é
oulement et lorsqu'elles traversent l'interfa
e, 
ela signi�e que desinformations ont été supprimées : la fon
tion Level Set est alors 
orrigée en exploitant les ren-seignements donnés par 
es parti
ules ayant traversé. Les résultats obtenus par 
ette méthodeParti
le Level Set présentent une amélioration signi�
ative de la 
onservation de la masse.Un autre type d'hybridisation entre les méthodes Level Set et VOF a été détaillé par Suss-man et al. [168℄ [164℄ ainsi que par Van der Pijl et al. [184℄.Dans [168℄ est introduite la méthode CLSVOF (pour Coupled Level Set / Volume-of-Fluid).L'é
oulement est i
i 
al
ulé en utilisant les bonnes propriétés de la fon
tion Level Set relati-vement à la détermination des normales et des 
ourbures. L'interfa
e est ensuite transportéeen utilisant une appro
he de type VOF-PLIC permettant ainsi d'atteindre une bonne 
onser-vation de la masse.L'une des motivations des auteurs de [184℄ est de s'a�ran
hir de la di�
ile re
onstru
tiond'interfa
e né
essaire dans l'appro
he VOF. Ils dérivèrent alors la méthode MCLS (pour Mass-Conserving Level Set). Contrairement à la méthode CLSVOF, seule subsiste la fra
tion volu-mique, notée Ψ, asso
iée au formalisme VOF. En supposant que les interfa
es sont linéaires
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he Level Setpar mor
eaux, les auteurs é
rivent une relation liant Ψ à φ. Ils disposent ainsi d'un moyenplus simple de transporter Ψ et retrouver φ, 
omparativement aux pro
édures PLIC, tout enréalisant une bonne 
onservation de la masse.Ces méthodes hybrides ont bien évidemment un 
oût d'implémentation supplémentairequi n'est pas négligeable, vis à vis de l'appro
he Level Set 
lassique.Dans [193℄, Zhao et al. ont développé une appro
he Level Set variationnelle pour suivredes interfa
es dans des milieux multiphasiques. L'idée 
onsiste à utiliser une fon
tion LevelSet pour 
ara
tériser 
haque phase et à asso
ier une fon
tionnelle d'énergie aux régions ainsidé�nies. Le problème revient alors à minimiser une énergie sous 
ontraintes. Pour 
ela, laméthode de proje
tion de gradient ainsi que les outils asso
iés aux fon
tions Level Set sontutilisés. Cette appro
he variationnelle a notamment été appliquée à l'étude de gouttes en deuxet trois dimensions [194℄ mais aussi en traitement d'images.Il existe par ailleurs une appro
he Level Set pour étudier l'évolution d'objet de 
odimen-sion deux. Rappelons tout d'abord que dans le 
adre 
lassique, les interfa
es 
onsidérées sontde 
odimension un : 
omme des points en 1D, des 
ourbes en 2D ou des surfa
es en 3D. Laréféren
e [21℄ étend la méthode à la 
apture d'objet de 
odimension 2, 
omme par exempleune 
ourbe dans un espa
e de dimension trois. Pour 
ela, 
es objets sont 
ara
térisés 
ommeétant l'interse
tion des isovaleurs 0 de deux fon
tions Level Set. Dans le même esprit, il estaussi possible de 
onsidérer l'évolution de 
ourbes (resp. de surfa
es) non fermées en 2D (resp.en 3D) : en e�et, dans 
es 
as, non gérés par la méthode standard, il faut prendre en 
omptele fait que les extrémités de 
es objets non fermés sont des ensembles de 
odimension deux.Le le
teur intéressé pourra se référer au travail de Smereka [154℄.
Ainsi, au travers de 
e 
hapitre, nous avons présenté le prin
ipe de la méthode Level Setet les outils qui lui sont dire
tement ratta
hés. En outre, nous avons pu prendre 
ons
ien
e,après une rapide revue, que 
ette philosophie s'est développée tant grâ
e au 
ouplage ave
d'autres méthodes qu'à son métissage ave
 d'autres formulations.Dans les 
hapitres qui suivent, nous allons rentrer plus en détails dans la mise en oeuvre de laméthode Level Set, en 
ommençant par la dis
rétisation des équations de Hamilton-Ja
obi.
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Chapitre 3Dis
rétisations des équations deHamilton-Ja
obiDans le 
hapitre pré
édent, nous avons vu que la méthode Level Set dispose de plusieursoutils que sont les équations de transport, de redistan
iation, d'extension normale ... Si l'on
onsidère des 
as où n'interviennent que des dérivées d'ordre un de l'in
onnue (on ex
lut don
i
i, par exemple, les formulations Level Set où la vitesse de l'interfa
e dépend de la 
ourbure),alors 
es équations appartiennent à la 
lasse plus large des équations de Hamilton-Ja
obi dontla forme générale peut s'é
rire :

{
φt + H (x, t, φ,∇φ) = 0 ∀x ∈ Ω ∀t > 0

φ(x, 0) = φ0
(3.1)où H se nomme le Hamiltonien et Ω est muni de 
onditions aux limites ad ho
.Par exemple, l'équation de transport - induite par un 
hamp de vitesse extérieur v -
orrespond à H (∇φ) = v.∇φ. Quant à l'équation Level Set générique, on a H (∇φ) = Vn|∇φ|où la vitesse normale Vn peut dépendre de x, t ou même ∇φ/ |∇φ| (e.g. redistan
iation).Ce type d'équation est impliqué dans de nombreuses appli
ations et a fait l'objet d'unekyrielle de re
her
hes tant théoriques que numériques. Il est désormais 
lassiquement 
onnu queles solutions de 
es équations peuvent développer des dis
ontinuités, même si la donnée initialeest hautement régulière. Par ailleurs, dans le 
as général, il n'y a pas uni
ité de la solution.Crandall et Lions introduisirent la fru
tueuse notion de solution dite "de vis
osité� dans [37℄(1983) : ave
 de faibles hypothèses sur le Hamiltonien et la donnée initiale, ils prouvèrentl'existen
e et l'uni
ité d'une telle solution au problème (3.1). Ils amor
èrent aussi les premierstravaux numériques [38℄ (1984) pour 
al
uler les solutions visqueuses en 
onstruisant la 
lassedes s
hémas monotones pour une version simpli�ée de (3.1) :

{
φt + H (∇φ) = 0 ∀x ∈ Ω ∀t > 0

φ(x, 0) = φ0
(3.2)Bien que 
es s
hémas 
onvergents ne soient que d'ordre un (don
 très dissipatifs), ils peuventservir de brique de 
onstru
tion aux s
hémas d'ordre plus élevé.Comme nous l'avons dit, il existe de multiples méthodes pour dis
rétiser les équations deHamilton-Ja
obi sur des maillages stru
turés ou non (voir par exemple les ouvrages de LeVeque[95℄, Toro [176℄, Guillard et Abgrall [65℄). Dans 
e 
hapitre, nous allons nous intéresser plusparti
ulièrement à la montée en ordre ave
 des s
hémas ENO et WENO pour la dis
rétisationen espa
e sur des maillages 
artésiens ainsi qu'ave
 des s
hémas TVD - Runge-Kutta pour ladis
rétisation en temps.
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rétisations des équations de Hamilton-Ja
obi3.1 Dis
rétisations (W)ENO en espa
eA titre d'exemple, 
onsidérons un instant l'équation de transport 1D :
φt + uφx = 0 (3.3)Nous voulons dis
rétiser 
ette équation sur une grille dont le type est présenté sur la Figure3.1.

iφ

i i+1i−1
x

iu

Fig. 3.1 � Maillage 1D : l'in
onnue φ et la vitesse u sont données aux points i, séparés de ladistan
e ∆x du pas de dis
rétisation en espa
e.Une idée 
onsiste à adopter une appro
he upwind pour le 
al
ul des dérivées en espa
e :en tout point (xi) de la grille en espa
e, le terme φx est 
al
ulé de la manière suivante :





si ui > 0 alors φx = φ−xsi ui < 0 alors φx = φ+
xsi ui = 0 alors au
un 
hoix n'est utile (3.4)Pour 
ela, il faut 
onstruire les dis
rétisations de φx à gau
he et à droite que l'on note respe
-tivement φ+

x et φ−x .Les s
hémas ENO et WENO permettent de monter en ordre pour l'approximation de φ+
xet φ−x .3.1.1 s
hémas ENOLes s
hémas Essentiellement Non Os
illant (ENO) ont été développés initialement parHarten et Osher dans [72℄ (1985) puis par Harten, Engquist, Osher et Chakravarty dans [71℄(1986), pour la résolution numérique des lois de 
onservation. Il s'agit de 
onstruire une inter-polation polynomiale des données, quali�ée d' �essentiellement non os
illante�. L'idée 
onsisteà 
al
uler le �ux au bord des 
ellules à l'aide de telles interpolations sur le sten
il où le po-lyn�me est le plus régulier, de manière à réaliser un ordre élevé de pré
ision et à éviter lesos
illations (de type phénomène de Gibbs) près des 
ho
s. Cette première version des s
hémasENO 
onsidère des moyennes par 
ellules et né
essite une re
onstru
tion pour obtenir les va-leurs pon
tuelles. Cette re
onstru
tion est fastidieuse et 
oûteuse en 
al
ul lorsque l'on étendla méthode aux problèmes à plusieurs dimensions. Une amélioration a ensuite été proposéepar Shu et Osher dans le diptyque [151℄ - [152℄ (1988 puis 1989) pour simpli�er 
es s
hémas.Cette version propose de re
onstruire dire
tement les �ux numériques à l'aide de la méthode
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rétisations (W)ENO en espa
e 37des di�éren
es divisées appliquée aux points du maillage.Les s
hémas ENO sont robustes et d'ordre élevé uniformément juste avant le 
ho
. Onpeut 
ependant noter deux faiblesses. Tout d'abord, des erreurs d'arrondis au voisinage deszéros de la solution ou de ses dérivées peuvent induire des 
hangements brutaux dans le 
hoixlibre des sten
ils 
andidats à l'approximation la plus dou
e. Ce
i peut réduire la pré
ision de
es s
hémas dans les parties régulières pour 
ertaines solutions [131℄ (1990). On peut pallier 
eproblème grâ
e à l'ajout de 
ertains paramètres (seuillage ...) dans l'étape du 
hoix du sten
ilde manière à 
e qu'il soit stable dans 
es régions éloignées des dis
ontinuités [150℄ (1990).L'appli
ation des méthodes ENO aux équations de Hamilton-Ja
obi a été introduite parOsher et Sethian dans [116℄ (1988) qui ont remarqué que, en dimension un, les lois de 
onserva-tion sont liées aux équations de Hamilton-Ja
obi. En e�et, si l'on 
onsidère l'équation s
alaire :
φt + H (φx) = 0 (3.5)puis la dérive, formellement par rapport à x :

(φx)t + H (φx)x = 0 (3.6)et que l'on pose u = φx, on obtient :
(u)t + H (u)x = 0 (3.7)qui n'est rien d'autre qu'une loi de 
onservation s
alaire dont la quantité 
onservative est u etle �ux est H(u). En d'autres termes, la solution u d'une loi de 
onservation est la dérivée de lasolution φ d'une équation de Hamilton-Ja
obi. Ce lien entre les deux types d'équations n'estplus vrai pour des équations ve
torielles. Cependant, la 
onstru
tion des s
hémas numériquespeut être étendue dimension par dimension à partir du s
héma s
alaire.Notons qu'ensuite, Osher et Shu [117℄ (1991) proposèrent un 
adre de travail général pour
onstruire des s
hémas ENO d'ordre élevé basés sur des �ux monotones tels les �ux de Lax-Friedri
hs, de Roe à entropie �xée ou de Godunov.Dans 
e qui suit, on donne expli
itement les algorithmes de 
al
ul de φx des s
hémas ENOd'ordre 1, 2 et 3, notés ENO i, i=1,2,3. Dans 
es algorithmes, on utilise un indi
e entier k1dans les formules génériques tel que :

{ si k1 = i− 1 alors le résultat �nal est φ−xsi k1 = i alors le résultat �nal est φ+
x

(3.8)L'espa
e 
hoisi est bidimensionnel et le maillage 
onsidéré est présenté sur la Figure 3.2.On se pla
e en un point (i, j) de la grille en espa
e et on 
al
ule une approximation de
φ+,−

x (xi, yj) à la manière de Shu et Osher [152℄ (1989). L'idée est de 
onstruire le polyn�med'interpolation de la solution le plus régulier possible et de le dériver pour obtenir φ+,−
x . Lamême te
hnique, appliquée dans la dire
tion j, permet de 
al
uler φ+,−

y . Remarquons que nousavons 
onsidéré que les pas de dis
rétisation en espa
e sont 
onstants sur tout le maillage, demanière à simpli�er la présentation ; 
ependant, mutatis mutandis, les algorithmes qui suiventrestent valables sur des maillages é
ossais.
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obi

i,j+1

i,j−1

i,j i+1,ji−1,j

Fig. 3.2 � Maillage 2D : l'in
onnue φ et la vitesse v = (u; v) sont données aux points (i; j).On note ∆x le pas de dis
rétisation en espa
e dans la dire
tion i et ∆y 
elui dans la dire
tion
j ; 
es pas sont 
onsidérés 
onstants sur tout le maillage.
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rétisations (W)ENO en espa
e 39ENO 11. Q0(x) = φi,j2. Pour k1 = {i− 1, i} 
al
uler :(a)
Q1(x) =

φk1+1,j − φk1,j

∆x
(x− xi)(b)

{ si k1 = i− 1 alors φ−x = dQ1

dx =
φi,j−φi−1,j

∆xsi k1 = i alors φ+
x = dQ1

dx =
φi+1,j−φi,j

∆x

(3.9)ENO 21. Q0(x) = φi,j2. Pour k1 = {i− 1, i} 
al
uler :(a)
Q1(x) =

φk1+1,j − φk1,j

∆x
(x− xi)

d
(1)
i,j =

dQ1

dx
(x) =

φk1+1,j − φk1,j

∆x(b) Cal
uler :i.
{
a1 =

φ
k1+1,j

−2φ
k1,j

+φ
k1−1,j

2∆x2

b1 =
φ

k1+2,j
−2φ

k1+1,j
+φ

k1,j

2∆x2

(3.10)ii.
c1 =

{
a1 si |a1| 6 |b1|
b1 sinon (3.11)

k2 =

{
k1 − 1 si |a1| 6 |b1|
k1 sinon (3.12)iii.

Q2(x) = Q1(x) + c1
(
x2 − (xk1 + xk1+1)x+ xk1xk1+1

)(
)
dQ2

dx
(xi) =

dQ1

dx
(xi) + c1(2(i − k1) − 1)∆x := d

(2)
i,j (k1)

{ si k1 = i− 1 alors φ−x = dQ2

dx (xi) = d
(1)
i,j + c1∆xsi k1 = i alors φ+

x = dQ2

dx (xi) = d
(1)
i,j − c1∆x

(3.13)
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rétisations des équations de Hamilton-Ja
obiENO 31. Q0(x) = φi,j2. Pour k1 = {i− 1, i} 
al
uler :(a)
Q1(x) =

φk1+1,j − φk1,j

∆x
(x− xi)

dQ1

dx
(x) = Q1

′

(x) =
φk1+1,j − φk1,j

∆x
:= d

(1)
i,j(b) Cal
uler les deux itérations suivantes :Premier pasi.

{
a1 =

φ
k1+1,j

−2φ
k1,j

+φ
k1−1,j

2∆x2

b1 =
φ

k1+2,j
−2φ

k1+1,j
+φ

k1,j

2∆x2

(3.14)ii.
c1 =

{
a1 si |a1| 6 |b1|
b1 sinon (3.15)

k2 =

{
k1 − 1 si |a1| 6 |b1|
k1 sinon (3.16)iii.

Q2(x) = Q1(x) + c1
(
x2 − (xk1 + xk1+1)x+ xk1xk1+1

)

d
(2)
i,j (k1) = d

(1)
i,j + c1(2(i − k1) − 1)∆xDeuxième pasi.

{
a2 =

φ
k2+2,j

−3φ
k2+1,j

+3φ
k2,j

−φ
k2−1,j

6∆x3

b2 =
φ

k2+3,j
−3φ

k2+2,j
+3φ

k2+1,j
−φ

k2,j

6∆x3

(3.17)ii.
c2 =

{
a2 si |a2| 6 |b2|
b2 sinon (3.18)

k3 =

{
k2 − 1 si |a2| 6 |b2|
k2 sinon (3.19)
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e 41iii.
Q3(x) = Q2(x) + c2 (x− xk2) (x− xk2+1) (x− xk2+2)(
)

dQ3

dx
(xi) =

dQ2

dx
(xi) + c2(3(i − k2)2 − 6(i − k2) + 2)∆x2 := d

(3)
i,j (k1, k2)

d
(3)
i,j (k1, k2) = d

(2)
i,j (k1) + c2(3(i − k2)2 − 6(i− k2) + 2)∆x2

{ si k1 = i− 1 alors φ−x = dQ3

dx (xi) = d
(3)
i,j (k1, k2)si k1 = i alors φ+

x = dQ3

dx (xi) = d
(3)
i,j (k1, k2)

(3.20)3.1.2 s
hémas WENOComme il a été évoqué pré
édemment, le fait que les s
hémas ENO 
hoisissent l'une destrois approximations ENO potentielles pour le 
al
ul de la dérivée peut induire des 
al
ulsinstables de la solution dans les régions régulières, à 
ause de 
hangements brutaux du 
hoixdu sten
il d'un point de 
al
ul à l'autre. Liu, Osher et Chan proposèrent de pallier 
e pro-blème en 
onstruisant la méthode Weighted ENO (WENO) [97℄ (1994). Au lieu de ne prendrequ'une seule approximation ENO, 
ette méthode utilise une 
ombinaison 
onvexe des troisapproximations ENO a�e
tées d'une pondération ad ho
. Le 
al
ul des poids tient 
ompte
ontinuement de la régularité de la solution sur 
haque sten
il 
andidat. Dans les régions oùla solution est dis
ontinue, les interpolations a�érentes sont a�e
tées d'un poids pro
he dezéro (on retrouve alors les s
hémas ENO robustes et d'ordre élevé près des dis
ontinuités). Enrevan
he, dans les zones où la solution est régulière, les poids sont homogènes pour les troisapproximations, 
e qui permet d'obtenir un ordre élevé qui pouvait faire défaut à la méthodeENO originelle. En d'autres termes, les s
hémas WENO ont un 
omportement ENO dans leszones dis
ontinues et les qualités des s
hémas 
entrés dans les parties régulières. Notons en�nque 
es travaux sont basés sur la formulation �
ell-averaged� des s
hémas ENO [71℄ pour deslois de 
onservation hyperboliques s
alaires.La version WENO de Liu, Osher et Chan proposait des s
hémas d'ordre 3 ou 4. Jiang etShu [84℄ (1996) améliorèrent la méthode en 
réant une nouvelle mesure de la régularité et denouveaux poids pour la 
ombinaison 
onvexe : 
es travaux permirent d'obtenir des s
hémasWENO d'ordre 5 dans les zones régulières ; un s
héma ENO d'ordre r donnant au mieux uns
héma WENO d'ordre 2r−1, ils atteignirent don
 i
i l'ordre optimal pour r = 3. Par ailleurs,pré
isons que 
es travaux sont basés sur la formulation en �ux des s
hémas ENO [151℄ - [152℄et qu'ils sont généralisés dans un 
adre à plusieurs dimensions.On peut aussi remarquer que les s
hémas WENO, grâ
e à l'utilisation d'une 
ombinaison
onvexe, s'a�ran
hissent des tests logiques e�e
tués dans la méthode ENO pour le 
hoix dusten
il. Ce
i peut induire un gain de temps substantiel sur 
ertains 
al
ulateurs [84℄.De même qu'Osher et Sethian (1988) pour les méthodes ENO, Jiang et Peng [83℄ (2000)étendirent la méthode WENO aux équations de Hamilton-Ja
obi en s'inspirant d'ailleurs destravaux d'Osher et Shu (1991) sur les méthodes HJ ENO. La formulation de Jiang et Peng
onsiste à appliquer dire
tement le s
héma WENO pour appro
her les dérivées spatiales endes points 
oïn
idents ave
 le maillage et non en des points intermédiaires 
omme le faisaient[84℄.
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rétisations des équations de Hamilton-Ja
obiDans la suite, on dé
rit l'appro
he de [84℄, [83℄ pour le s
héma WENO d'ordre 5. De nou-veau, on 
onsidère un point (i, j) de la grille en espa
e et on 
al
ule une approximation de
φ+,−

x (xi, yj).WENO 5Pour déterminer φ−x , on pose :
v1 =

φi−2,j − φi−3,j

∆x
, v2 =

φi−1,j − φi−2,j

∆x
, v3 =

φi,j − φi−1,j

∆x
,

v4 =
φi+1,j − φi,j

∆x
, v5 =

φi+2,j − φi+1,j

∆x

(3.21)alors que pour φ+
x , on prend :

v1 =
φi+3,j − φi+2,j

∆x
, v2 =

φi+2,j − φi+1,j

∆x
, v3 =

φi+1,j − φi,j

∆x
,

v4 =
φi,j − φi−1,j

∆x
, v5 =

φi−1,j − φi−2,j

∆x

(3.22)Ensuite, on dé�nit les 
oe�
ients de régularité :
S1 =

13

12
(v1 − 2v2 + v3)

2 +
1

4
(v1 − 4v2 + 3v3)

2 (3.23)
S2 =

13

12
(v2 − 2v3 + v4)

2 +
1

4
(v2 − v4)

2 (3.24)
S3 =

13

12
(v3 − 2v4 + v5)

2 +
1

4
(3v3 − 4v4 + v5)

2 (3.25)et les poids
a1 =

1

10

1

(ǫ+ S1)2
, w1 =

a1

a1 + a2 + a3

a2 =
6

10

1

(ǫ+ S2)2
, w2 =

a2

a1 + a2 + a3

a3 =
3

10

1

(ǫ+ S3)2
, w3 =

a3

a1 + a2 + a3

(3.26)
on 
al
ule �nalement :

φ+,−
x = w1

(
v1
3

− 7v2
6

+
11v3

6

)
+ w2

(−v2
6

+
5v3
6

+
v4
3

)
+ w3

(
v3
3

+
5v4
6

− v5
6

) (3.27)On peut prendre ǫ = 10−6. Outre les papiers de référen
e 
ités auparavant, une expli
ationgénérale du 
omportement des s
hémas WENO est donnée dans [115℄ : on y trouvera desdétails sur les 
oe�
ients de régularité, les poids et le 
hoix du paramètre ǫ (qu'il ne faut pas
onfondre ave
 ε utilisé pour lisser la fon
tion de Heaviside).3.1.3 Hamiltoniens numériquesNous 
onsidérons i
i la dis
rétisation en espa
e des équations de Hamilton-Ja
obi généralesde la forme :
φt + H (∇φ) = 0 (3.28)



3.1 Dis
rétisations (W)ENO en espa
e 43en suivant le propos d'Osher et Fedkiw [115℄ sur [117℄.A titre d'exemple, on se pla
e en deux dimensions. L'extension à trois dimensions estdire
te en adoptant la même philosophie. Une dis
rétisation en temps de (3.28), par uneméthode d'Euler expli
ite peut s'é
rire :
φn+1 − φn

∆t
+ Ĥn

(
φ−x , φ

+
x , φ

−
y , φ

+
y

)
= 0 (3.29)où Ĥ (φ−x , φ+

x , φ
−
y , φ

+
y

) est une approximation numérique deH (φx, φy). On appelle Ĥ le Hamil-tonien numérique et on dit qu'il est 
onsistant si Ĥ (φx, φx, φy, φy) = H (φx, φy). Les dérivéesspatiales à gau
he et à droite peuvent être 
al
ulées par un dé
entrage au premier ordre ougrâ
e à des méthodes d'ordre élevé 
omme 
elles dé
rites dans les se
tions pré
édentes. Dansla suite nous allons donner des Hamiltoniens numériques asso
iés aux s
hémas monotones in-troduits par Crandall et Lions.S
hémas de Lax-Friedri
hsCrandall et Lions donnent, dans [38℄, la forme suivante pour le Hamiltonien numérique :
Ĥ = H

(
φ−x + φ+

x

2
,
φ−y + φ+

y

2

)
− αx

(
φ+

x − φ−x
2

)
− αy

(
φ+

y − φ−y
2

) (3.30)où αx et αy sont des 
oe�
ients de dissipation qui 
ontr�lent la vis
osité numérique. Ces
oe�
ients dépendent des dérivées partielles de H par rapport à φx et φy :
αx = max |H1 (φx, φy) | , αy = max |H2 (φx, φy) | (3.31)L'utilisation de 
et Hamiltonien 
onduit aux s
hémas dits de Lax-Friedri
hs (LF).La détermination des 
oe�
ients de dissipation peut être assez subtile. Dans la formulationoriginelle du s
héma LF, le maximum est déterminé sur le domaine de 
al
ul 
omplet. Lorsque

α augmente, il en va de même pour la dissipation numérique, 
e qui détériore la qualité dela solution. Par 
onséquent, il est préférable de 
hoisir α aussi faible que possible tout enévitant des phénomènes os
illatoires arti�
iels dans la solution. On 
omprend bien qu'en 
asde valeurs hétérogènes de Hi, 
ertaines régions 
al
ulées se voient a�e
ter une valeur de αtrop grande. A�n d'éviter 
es problèmes de di�usion numérique ex
essive dûs au 
al
ul dumaximum sur tout le domaine, plusieurs te
hniques ont été introduites, pour 
al
uler les 
o-e�
ients de dissipation dans un voisinage de 
haque point dis
rétisé, 
onduisant aux s
hémasSten
il LF (SLF), Lo
al LF (LLF) [152℄ et Lo
al Lo
al LF (LLLF) [117℄. Le le
teur intéressépourra se référer aux arti
les indiqués.S
hémas de Roe ave
 
orre
tion d'entropieDevant la di�
ulté que 
onstitue la détermination des 
oe�
ients de dissipation ad ho
 dans(3.30), il est souvent souhaitable d'utiliser des méthodes upwind ave
 dissipation arti�
ielleintégrée. Pour les lois de 
onservation, Shu et Osher [152℄ proposèrent d'utiliser la méthodeupwind de Roe ave
 une 
orre
tion d'entropie LLF aux points soniques où des 
ho
s expansifsà entropie in
ompatible peuvent se former. La dissipation, ajoutée par la 
orre
tion d'entro-pie, for
e les 
ho
s à se transformer en ondes de raréfa
tion 
ontinues. Cette méthode futsurnommée Roe Fix (RF) et s'é
rit pour des équations de Hamilton-Ja
obi (
f [117℄) :
Ĥ = H

(
φ⋆

x, φ
⋆
y

)
− αx

(
φ+

x − φ−x
2

)
− αy

(
φ+

y − φ−y
2

) (3.32)
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rétisations des équations de Hamilton-Ja
obioù φ⋆
x et φ⋆

y sont 
al
ulés en utilisant une appro
he upwind basée sur le signe de H1 et H2.En présen
e d'un point sonique (lors d'un 
hangement de signe de Hi), on bas
ule du s
hémaRF au s
héma LLF. Pour plus de détails, on pourra 
onsulter [115℄.S
hémas de GodunovDans [61℄, Godunov proposa une méthode numérique qui donne la solution exa
te du pro-blème de Riemann pour des lois de 
onservation à donnée initiale 
onstante par mor
eaux.Bardi et Osher donnèrent la formulation de 
e s
héma pour les équations de Hamilton-Ja
obimultidimensionnelles dans [12℄ auquel on renvoie le le
teur. C'est le s
héma monotone 
ano-nique. Disons simplement que pour l'équation de transport ave
 un 
hamp de vitesse externe,le s
héma de Godunov devient la méthode upwind basique.3.2 Dis
rétisations en tempsSuivant le propos d'Osher et Fedkiw [115℄, l'une des appro
hes utilisée pour réaliser la dis-
rétisation en temps est la méthode dite des lignes qui 
onsiste à supposer que la dis
rétisationspatiale peut être séparée de manière semi-dis
rète de la dis
rétisation en temps si bien que
ette dernière peut être traitée indépendamment 
omme une équation di�érentielle ordinaire.Shu et Osher [151℄ proposèrent des méthodes TVD RK (Total Variation Diminishing Runge-Kutta) a�n d'augmenter la pré
ision d'une méthode des lignes pour la dis
rétisation en temps.Sous réserve que la �brique élémentaire� du s
héma, 
onstituée de la méthode d'Euler expli-
ite, soit TVD 
onjointement ave
 la dis
rétisation en espa
e de l'EDP, alors 
es méthodes RKn'induisent pas d'os
illation erronnée grâ
e à une dis
rétisation d'ordre élevé. Pour monter enordre, il su�t de prendre des 
ombinaisons 
onvexes de pas d'Euler intermédiaires. Si tous les
oe�
ients de pondération sont positifs, alors la méthode résultante est TVD.Malheureusement, pour le 
as 
onsidéré i
i, les s
hémas HJ ENO et WENO ne sont pas TVD
onjointement ave
 l'Euler expli
ite utilisé pour dis
rétiser (3.1) :
φn+1 − φn

∆t
+ H (x, t, φ,∇φ) = 0 (3.33)Cependant, les expérien
es numériques pratiques ont montré que les s
hémas HJ ENO etWENO sont probablement TVB (Total Variation Bounded). Par suite, la méthode 
omplèteest aussi TVB lorsque l'on utilise 
es s
hémas TVD RK.Nous donnons 
i-dessous les algorithmes des s
hémas TVD RK d'ordre 2 et 3 développéspar Shu et Osher [151℄. L'ordre 1 étant 
lassiquement obtenu en utilisant la méthode d'Eulerexpli
ite [ e.g. (3.33) ℄. Pour résoudre l'équation di�érentielle ordinaire
du

dt
= L(u) (3.34)où L(u) est une dis
rétisation de l'opérateur spatial, le s
héma d'ordre 2 s'é
rit :TVD RK 2

u(1) = un + ∆tL(un)

un+1 =
1

2
un +

1

2
u(1) +

1

2
∆tL(u(1)) (3.35)ou [151℄

un+1 = un +
1

2
∆t
(
L(u(n)) + L(u(1))

)



3.3 Transport et redistan
iation 45La deuxième expression de un+1 n'est autre que la méthode dite d'Euler modi�ée ou méthodede Heun. Le s
héma d'ordre 3, quant à lui, ne s'identi�e pas à l'une des méthodes RK �
las-siques� (
f [151℄) puisqu'il est de la forme :TVD RK 3
u(1) = un + ∆tL(un)

u(2) =
3

4
un +

1

4
u(1) +

1

4
∆tL(u(1)) (3.36)

un+1 =
1

3
un +

2

3
u(2) +

2

3
∆tL(u(2))Le le
teur intéressé par les ordres 4 et 5 de 
es méthodes pourra 
onsulter [151℄. Plus ré
em-ment, Spiteri et Ruuth proposèrent une nouvelle 
lasse de méthodes RK dont le nombre depas intermédiaires est supérieur à l'ordre de la méthode [158℄ ; on pourra aussi se reporter àd'autres travaux ave
 leurs 
ollègues [11℄, [77℄, [135℄.Remarque 3.1 : ordre, stabilitéOrdre né
essaire pour les équations Level SetSelon Osher et Fedkiw [115℄, la pratique des méthodes Level Set fait ressortir qu'elles sontsensibles à la pré
ision de la dis
rétisation en espa
e alors que de faibles ordres de pré
ision entemps a�e
tent beau
oup moins la qualité de la solution numérique. Par 
onséquent, ils pré-
onisent l'utilisation du s
héma HJ WENO d'ordre 5 pour dis
rétiser en espa
e et suggèrent,pour la plupart des appli
ations, une méthode d'Euler d'ordre un en temps. Lorsqu'une dis
ré-tisation temporelle d'ordre élevé est né
essaire pour obtenir des solutions pré
ises, on pourraalors utiliser les méthodes TVB RK d'ordre 2 ou 3.StabilitéLa stabilité des s
hémas utilisés est assurée si la 
ondition CFL (Courant-Friedri
hs-Lewy)suivante est véri�ée (dans un espa
e à trois dimensions) :

∆tmax

( |H1|
∆x

+
|H2|
∆y

+
|H3|
∆z

)
= C
� (3.37)ave
 0 < 
� < 1. Les {Hi}i=1,2,3 sont respe
tivement les dérivées partielles de H par rapport à

φx, φy et φz. Ainsi, a-t-on pour l'équation de transport ave
 la vitesse v = (u; v;w), H1 = u,
H2 = v et H3 = w. Un 
ritère C
� = 0.9 permettra d'avan
er plus vite en temps mais il n'estpas rare de prendre C
� = 0.5, plus sûr au regard de la stabilité.D'un point de vue plus général, on adaptera, naturellement, le 
hoix de la CFL au s
hémanumérique utilisé.3.3 Transport et redistan
iationLes s
hémas que nous venons de voir sont largement utilisés par la 
ommunauté Level Setpour résoudre les équations de transport et de redistan
iation. Nous en montrons maintenant
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rétisations des équations de Hamilton-Ja
obila mise en oeuvre sur 
es deux 
as.3.3.1 Résolution de l'équation de transportComme évoqué pré
édemment, l'interfa
e est dépla
ée grâ
e à la résolution de l'équationde transport (2.3). Cette tâ
he est rendue plus fa
ile grâ
e à la régularité de φ. Cependant,pour remédier à l'un des défauts souvent évoqué au sujet de la méthode Level Set, à savoir,la mauvaise 
onservation du volume 
ontenu au sein de l'interfa
e, il faut utiliser des s
hémasnumériques d'ordre élevé. L'une des appro
hes 
onsiste à résoudre (2.3) à l'aide de s
hémasENO ou WENO que nous avons dé
rits pré
édemment.Dans un 
adre bidimensionnel, v = (u; v) et (2.3) se développe en :
φt + uφx + vφy = 0 (3.38)dis
rétisation en espa
eQue l'on adopte le s
héma de Lax-Friedri
hs ou de Godunov, on obtient le s
héma upwind
lassique. On dis
rétise don
 uφx à l'aide de (3.4) et on fait de même pour vφy en remplaçant

u par v. Les 
al
uls de φ+,−
x,y sont réalisés à l'aide des méthodes ENO ou WENO.dis
rétisation en tempsOn utilise les s
hémas TVD RK dé
rits plus haut, ave
 l'ordre de pré
ision désiré.3.3.2 Résolution de l'équation de redistan
iationEvoquée au 
hapitre 2, l'utilisation de l'équation de redistan
iation sera présentée de ma-nière approfondie au 
hapitre 4. Il s'agit i
i de résoudre le problème :
{
dt + sign (φ0) (|∇d| − 1) = 0

d(x, 0) = φ0
(3.39)On s'intéresse plus parti
ulièrement au 
as bidimensionnel et on é
rit :

dt +
sign (φ0) dx√
dx

2 + dy
2
dx +

sign (φ0) dy√
dx

2 + dy
2
dy = sign (φ0) (3.40)Grâ
e à 
ette formulation, il apparaît une équation de transport dont la vitesse dépend del'in
onnue. Pour résoudre 
ette équation de Hamilton-Ja
obi on suit l'idée de [169℄ (voir aussi[166℄, [167℄, [117℄, [132℄, [83℄).dis
rétisation en espa
eL'idée 
onsiste à 
al
uler d±x à l'aide de sa méthode favorite puis à utiliser une méthode detype Godunov pour réaliser l'upwinding . On fait de même pour dy. Ensuite, il ne reste plusqu'à inje
ter les valeurs de dx et dy déterminées par la méthode de Godunov dans la versionla plus 
on
ise de l'équation (3.39), i.e.

dt + sign (φ0)

(√
dx

2 + dy
2 − 1

)
= 0 (3.41)Plus pré
isément, on utilise l'algorithme suivant :
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ul de d±x2. Upwind type Godunov pour 
al
uler dx

dx =






d+
x si d+

x sign(φ0) < 0 et (d+
x + d−x )sign(φ0) < 0

d−x si d−x sign(φ0) > 0 et (d+
x + d−x )sign(φ0) > 0

0 si d−x sign(φ0) < 0 et d+
x sign(φ0) > 0

(3.42)3. Répéter 
es deux étapes pour 
al
uler dy4. Cal
ul de l'opérateur dis
ret en espa
e ave
 (3.41), dx et dydis
rétisation en tempsOn utilise les s
hémas TVD RK dé
rits plus haut, ave
 l'ordre de pré
ision désiré.3.4 Cas test pour l'équation de transportNous avons réalisé des 
as test pour étudier le 
omportement des s
hémas numériquessusnommés lorsqu'ils sont appliqués à la résolution de l'équation de transport en deux dimen-sions d'espa
e. Trois 
on�gurations 
lassiques ont été 
hoisies : une translation re
tiligne d'un
er
le, une rotation d'un 
er
le simple grâ
e à un 
hamp de vitesse non déformant et le test deZalesak. Nous allons tout d'abord détailler ave
 soin les 
ara
téristiques de 
es 
as test puisdonnerons les résultats des études de 
onvergen
e a�érentes.Dans 
haque 
on�guration, on résoud l'équation de transport
φt + uφx + vφy = 0 (3.43)ave
 un 
hamp de vitesse (u,v) indépendant du temps. La dis
rétisation en temps est réaliséegrâ
e au s
héma de type Runge-Kutta d'ordre trois dé
rit pré
édemment. Les s
hémas ENOet WENO sont utilisés pour examiner leur ordre de pré
ision pour la dis
rétisation en espa
e.3.4.1 Translation diagonale d'un 
er
leNous 
onsidérons la donnée initiale :

φ0(x, y) =
√
x2 + y2 − 1 (3.44)plongée dans le 
hamp de vitesse :

u(x, y) = v(x, y) = 1Un 
er
le de rayon 1 subit don
 une translation diagonale. Le domaine de 
al
ul est le 
arré
[0; 4] × [0; 4] et on 
al
ule le transport durant 4 unités de temps. Les 
onditions aux limitessont données par la solution analytique de 
e problème i.e. :

φ(x, y; t) =

√
(x− t)2 + (y − t)2 − 1 (3.45)



48 Chapitre 3. Dis
rétisations des équations de Hamilton-Ja
obi3.4.2 Rotation d'un 
er
le simpleIl s'agit dans 
e 
as de faire tourner un 
er
le dans un 
hamp de vitesse 
ir
ulaire non dé-formant. Le domaine de 
al
ul est le 
arré [0; 100]× [0; 100]. La 
ondition initiale est l'interfa
e
onstituée par le 
er
le de rayon 15 
entré en (50, 75) :
φ0(x, y) =

√
(x− 50)2 + (y − 75)2 − 15 (3.46)Le 
hamp de vitesse utilisé est :

u(x, y) =
π

314
(50 − y)

v(x, y) =
π

314
(x− 50)Le transport est e�e
tué jusqu'à t = 628 de telle manière que le 
er
le fasse un tour 
omplet enretrouvant sa position initiale. Les 
onditions aux limites sont en
ore données par la solutionanalytique de 
e problème :

φ(x, y; t) =

√
(x− xc(t))

2 + (y − yc(t))
2 − 15 (3.47)ave


xc(t) = 50 + 25 cos

(
πt

314
+
π

2

)

yc(t) = 50 + 25 sin

(
πt

314
+
π

2

)Pour 
es 
al
uls, le pas de temps est égal au pas d'espa
e.3.4.3 Test de ZalesakCe test, qui met en jeu la rotation d'un disque présentant une entaille re
tangulaire, aété introduit par S. T. Zalesak dans [192℄. Cette 
on�guration est bien adaptée à l'étudedu 
omportement des s
hémas pour le transport d'interfa
es à fortes 
ourbures. Le disque deZalesak est représenté en trait noir épais sur la Figure 3.3. On 
onsidère le 
arré [0; 100]×[0; 100]et un 
er
le de 
entre (50, 75) et de rayon 15 dont l'entaille a une dimension horizontale(largeur) de 5 mailles et est telle que la longueur maximale du �pont� reliant les deux moitiésde disque soit aussi de 5 mailles. Le 
hamp de vitesse et le temps de 
al
ul sont les mêmesque pour le test de la rotation du 
er
le simple présenté auparavant. Pas d'espa
e et de tempssont aussi pris égaux. En revan
he, la donnée initiale est plus te
hnique à 
onstruire puisquequ'on a�e
te à φ0 la distan
e signée à 
ette interfa
e. Les isovaleurs de φ0 sont représentéesen 
ouleurs sur la Figure 3.3 (φ0 < 0 à l'intérieur de l'objet et φ0 > 0 à l'extérieur).3.4.4 Etudes de 
onvergen
ePour 
haque type de test, nous réalisons une étude de 
onvergen
e en 
al
ulant l'ordre depré
ision numérique induit par le s
héma numérique utilisé. Dans 
e but, on 
al
ule les erreursentre la solution appro
hée et la solution analytique pour des maillages en espa
e de plus enplus �n.Deux types d'erreurs sont 
al
ulés. D'une part, l'erreur L∞ dis
rète 
lassique :
max

i,j
(|φexact(i, j) − φcalculé(i, j)|) (3.48)
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Fig. 3.3 � Disque de Zalesak (trait noir épais) et donnée initiale (isos 
olorées)D'autre part, l'erreur qui mesure la di�éren
e entre l'interfa
e 
al
ulée et l'interfa
e théorique :
1

L

∫

Ω
|H (φexact) −H (φcalculé)| dxdy (3.49)où L est la longueur de l'interfa
e analytique. Cette mesure de l'erreur est dire
tement inspiréede [167℄. D'un point de vue dis
ret, on prendra :

∆x∆y
L

∑

i,j

|H (φexact(i, j)) −H (φcalculé(i, j))| (3.50)Les tableaux qui suivent donnent les erreurs en fon
tion du maillage pour les di�érentes
on�gurations. On note N, le nombre de mailles dans 
haque dire
tion (pour tous les tests,
∆x = ∆y), Erreur, l'erreur 
al
ulée par (3.50) et Erreur L∞, 
elle 
al
ulée par (3.48). L'ordrenumérique est 
al
ulé 
lassiquement grâ
e à la relation :Ordre =

ln(eh/eh̄)

ln(h/h̄)
(3.51)où eh et eh̄ sont respe
tivement les erreurs asso
iées aux maillages de pas h et h̄. Dans lestables qui suivent on a h/h̄ = 2 sauf pour le 
as N=300 (distingué par la dernière ligne �300∗�dans les tableaux 3.3, 3.6, 3.8 et 3.11), où h/h̄ = 3/2 (l'ordre étant 
al
ulé ave
 N=200 etN=300 et non pas ave
 N=200 et N=400).
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rétisations des équations de Hamilton-Ja
obiENO1 N Erreur Ordre Erreur L∞ Ordre16 1,18E-01 9,89E-0132 7,59E-02 0,64 7,67E-01 0,3764 3,02E-02 1,33 5,67E-01 0,44128 1,32E-02 1,19 4,13E-01 0,46256 6,29E-03 1,07 2,99E-01 0,47512 3,08E-03 1,03 2,15E-01 0,481024 1,53E-03 1,01 1,52E-01 0,492048 7,60E-04 1,01 1,09E-01 0,48Tab. 3.1 � Etude de 
onvergen
e ENO1 : translation du 
er
le simpleN Erreur Ordre Erreur L∞ Ordre25 7,66E+00 2,45E+0150 7,54E+00 0,02 1,72E+01 0,51100 4,78E+00 0,66 1,21E+01 0,51200 2,16E+00 1,15 8,58E+00 0,50400 1,00E+00 1,11 6,09E+00 0,49800 4,85E-01 1,05 4,33E+00 0,49Tab. 3.2 � Etude de 
onvergen
e ENO1 : rotation du 
er
le simpleN Erreur Ordre Erreur L∞ Ordre25 4,09E+00 1,91E+0150 4,08E+00 0,00 1,29E+01 0,57100 4,06E+00 0,01 8,79E+00 0,55200 3,53E+00 0,2 6,29E+00 0,48400 2,33E+00 0,6 4,76E+00 0,40800 1,42E+00 0,72 3,51E+00 0,44300∗ 2,82E+00 0,56 5,31E+00 0,42Tab. 3.3 � Etude de 
onvergen
e ENO1 : problème de ZalesakNous donnons, 
i-dessous, les résultats graphiques de l'étude du problème de Zalesak. Les�gures représentent, en noir l'isovaleur 0 de la fon
tion Level Set exa
te à t=628 et en bleu
elle de la fon
tion obtenue par résolution de l'équation de transport. Remarquons que 
esdeux interfa
es sont 
onstruites sur les mêmes maillages 
e qui explique la modi�
ation dela forme de la solution analytique lorsque les maillages sont ra�nés. De même que pour lestableaux des erreurs de 
onvergen
e, les �gures sont 
elles obtenues pour des maillages à 25,50, 100, 200, 400 et 800 mailles dans 
haque dire
tion. (Figures 3.4 à 3.9). Pour les six �gures,le 
arré qui englobe les disques de Zalesak 
orrespond au domaine de 
al
ul. On remarque quesur les trois premières �gures, l'interfa
e bleue n'est pas présente à 
ause du faible ordre depré
ision du s
héma ENO1 : aprés une révolution, φ a été 
omplètement �érodée� et l'iso-0 estvide.
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Fig. 3.4 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 25 ; ENO1

Fig. 3.5 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 50 ; ENO1
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obi

Fig. 3.6 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 100 ; ENO1

Fig. 3.7 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 200 ; ENO1
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Fig. 3.8 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 400 ; ENO1

Fig. 3.9 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 800 ; ENO1



54 Chapitre 3. Dis
rétisations des équations de Hamilton-Ja
obiENO2 N Erreur Ordre Erreur L∞ Ordre16 2,45E-02 3,75E-0132 6,27E-03 1,97 2,74E-01 0,4564 1,47E-03 2,09 1,85E-01 0,56128 3,44E-04 2,09 1,23E-01 0,59256 8,36E-05 2,04 8,09E-02 0,61512 2,06E-05 2,02 5,27E-02 0,621024 5,13E-06 2,01 3,33E-02 0,662048 1,28E-06 2,00 2,17E-02 0,62Tab. 3.4 � Etude de 
onvergen
e ENO2 : translation du 
er
le simpleN Erreur Ordre Erreur L∞ Ordre25 2,82E+00 9,26E+0050 7,09E-01 1,99 5,63E+00 0,72100 1,62E-01 2,13 3,50E+00 0,69200 3,95E-02 2,04 2,28E+00 0,62400 9,81E-03 2,01 1,48E+00 0,63800 2,45E-03 2,00 9,55E-01 0,63Tab. 3.5 � Etude de 
onvergen
e ENO2 : rotation du 
er
le simpleN Erreur Ordre Erreur L∞ Ordre25 2,82E+00 5,97E+0050 2,52E+00 0,16 5,21E+00 0,20100 1,47E+00 0,77 3,88E+00 0,43200 6,62E-01 1,15 2,74E+00 0,50400 1,52E-01 2,13 1,64E+00 0,74800 3,94E-02 1,95 1,01E+00 0,70300∗ 2,75E-01 2,17 2,02E+00 0,75Tab. 3.6 � Etude de 
onvergen
e ENO2 : problème de ZalesakComme pré
édemment, nous donnons les résultats graphiques de l'étude du test de Zalesak,sur les Figures 3.10 à 3.15. Pour les quatre premières, le 
arré qui englobe les disques de Zalesak
orrespond au domaine de 
al
ul alors que pour les deux dernières, nous avons 
hoisi de zoomersur les disques pour mieux se rendre 
ompte de la 
onvergen
e vers la solution exa
te. Mêmesi, pour les maillages grossiers, les résultats ne sont pas visuellement d'ex
ellente qualité, on
onstate tout de même une amélioration sensible vis-à-vis du s
héma ENO1 (l'isovaleur 0 estréapparue ...). Ce
i est d'ailleurs 
on�rmé par les résultats quantitatifs des tables 3.3 et 3.6.
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Fig. 3.10 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 25 ; ENO2

Fig. 3.11 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 50 ; ENO2
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Fig. 3.12 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 100 ; ENO2

Fig. 3.13 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 200 ; ENO2
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Fig. 3.14 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 400 ; ENO2

Fig. 3.15 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 800 ; ENO2
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rétisations des équations de Hamilton-Ja
obiENO3 N Erreur Ordre Erreur L∞ Ordre25 9,42E-01 6,13E+0050 1,32E-01 2,84 3,40E+00 0,85100 3,08E-02 2,1 1,97E+00 0,79200 7,40E-03 2,06 1,28E+00 0,62400 1,80E-03 2,04 9,44E-01 0,44800 6,00E-04 1,59 6,83E-01 0,47Tab. 3.7 � Etude de 
onvergen
e ENO3 : rotation du 
er
le simpleN Erreur Ordre Erreur L∞ Ordre25 2,49E+00 5,96E+0050 1,41E+00 0,82 3,78E+00 0,66100 4,39E-01 1,68 2,02E+00 0,91200 1,04E-01 2,07 1,34E+00 0,59400 3,13E-02 1,74 8,89E-01 0,59800 1,04E-02 1,59 5,44E-01 0,71300∗ 5,18E-02 1,72 1,04E+00 0,63Tab. 3.8 � Etude de 
onvergen
e ENO3 : problème de ZalesakDe même, nous présentons les résultats graphiques de l'étude du problème de Zalesak surles Figures 3.16 à 3.21. Pour les trois premières �gures le 
arré qui englobe les disques deZalesak 
orrespond au domaine de 
al
ul alors que pour les trois suivantes, nous avons 
hoiside zoomer sur les disques pour mieux 
onstater la 
onvergen
e vers la solution exa
te. Unenouvelle fois, la montée en ordre, entre ENO2 et ENO3, se traduit par une baisse des erreurset une amélioration des résultats visuels de 
onvergen
e vers l'interfa
e analytique.
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Fig. 3.16 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 25 ; ENO3

Fig. 3.17 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 50 ; ENO3
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obi

Fig. 3.18 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 100 ; ENO3

Fig. 3.19 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 200 ; ENO3
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Fig. 3.20 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 400 ; ENO3

Fig. 3.21 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 800 ; ENO3
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rétisations des équations de Hamilton-Ja
obiWENO5 N Erreur Ordre Erreur L∞ Ordre16 1,04E-03 2,11E-0132 1,87E-04 2,48 1,29E-01 0,7164 1,30E-06 7,17 7,10E-02 0,86128 7,09E-08 4,19 3,96E-02 0,84256 5,35E-09 3,73 2,26E-02 0,81512 4,18E-10 3,68 1,34E-02 0,761024 3,06E-11 3,77 7,23E-03 0,88Tab. 3.9 � Etude de 
onvergen
e WENO5 : translation du 
er
le simpleN Erreur Ordre Erreur L∞ Ordre25 2,44 4,4350 7,08E-02 5,11 2,16 1,04100 2,90E-03 4,61 1,12 0,95200 1,30E-04 4,48 6,61E-01 0,75400 1,48E-05 3,13 3,89E-01 0,76800 1,91E-06 2,95 2,28E-01 0,77Tab. 3.10 � Etude de 
onvergen
e WENO5 : rotation du 
er
le simpleN Erreur Ordre Erreur L∞ Ordre25 2,08 6,0250 8,82E-01 1,24 3,18 0,92100 1,47E-01 2,58 1,60 0,99200 3,35E-02 2,14 8,72E-01 0,87400 1,04E-02 1,69 5,12E-01 0,77800 3,34E-03 1,64 2,94E-01 0,80300∗ 1,68E-02 1,71 6,22E-01 0,83Tab. 3.11 � Etude de 
onvergen
e WENO5 : problème de ZalesakNous illustrons en�n les résultats de l'évolution du 
er
le de Zalesak ave
 le s
hémaWENO5 sur les Figures 3.22 à 3.27. Une nouvelle fois, les trois premières �gures représententtout le domaine de 
al
ul alors que pour les trois suivantes, on a réalisé un zoom sur les disques.Ces résultats quantitatifs et graphiques sont 
omparables à 
eux présentés dans [166℄. Pourle problème de Zalesak, il ressort que le s
héma WENO5 sans redistan
iation permet d'avoirdes résultats 
omparables au s
héma ENO3 ave
 redistan
iation sous 
ontrainte de Sussmanet Fatemi.
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Fig. 3.22 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 25 ; WENO5

Fig. 3.23 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 50 ; WENO5
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Fig. 3.24 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 100 ; WENO5

Fig. 3.25 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 200 ; WENO5
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Fig. 3.26 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 400 ; WENO5

Fig. 3.27 � φexact (trait noir) et φcalculé (trait bleu) pour N = 800 ; WENO5
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rétisations des équations de Hamilton-Ja
obiIl est par ailleurs intéressant de représenter la di�éren
e entre la solution exa
te et la so-lution 
al
ulée |φexact − φcalculé|.Par exemple, la Figure 3.28 présente l'allure de 
ette quantité pour le 
al
ul ave
 200 mailleset le s
héma ENO1. On 
onstate bien que les plus fortes erreurs se 
on
entrent au niveau deszones non régulières de la fon
tion Level Set. La Figure 3.29 
orrespond au même 
al
ul maisave
 800 mailles. On présente 
e même type de 
artes pour les s
hémas ENO2 et ENO3 surles Figures 3.30 à 3.33 En�n, la Figure 3.34 donne la 
arte pour le 
al
ul ave
 200 mailles etle s
héma WENO5.Pour toutes les 
artes ave
 200 mailles, on 
onstate l'amélioration apportée par la montée enordre d'ENO1 à WENO5.SynthèseAu travers des tests pré
édents, on a tout d'abord illustré la dépendan
e naturelle de laperforman
e des s
hémas relativement à la régularité de φ. Ainsi, les nombreuses zones nondérivables du 
er
le de Zalesak induisent-elles des erreurs plus marquées, 
omparativementaux 
as moins raides du 
er
le simple. On remarque aussi qu'un s
héma (W)ENOi n'est pasné
essairement d'ordre i, 
omme le montrent les tableaux de 
onvergen
e pré
édents. Le faitque les ordres numériques soient légèrement inférieurs aux ordres théoriques est un phénomène
lassique lorsque les s
hémas sont appliqués en dimension supérieure ou égale à deux (parmiles 
auses on 
ompte notamment le fait que la 
ondition CFL, permettant d'obtenir un s
héma�exa
t� en 1D, n'est plus réalisable en 2D ave
 des é
oulements dans des dire
tions transversespar rapport au maillage). Néanmoins, les résultats obtenus montrent une pré
ision a

rue à
haque montée en ordre et pour tous les 
as tests.Par ailleurs, on 
onstate que le s
héma WENO5 permet d'atteindre de bons résultats etdes ordres stri
tement supérieurs à un, voire quasiment deux sur un 
as aussi pathologique quele test de Zalesak. Au vu de sa simpli
ité et de ses performan
es, nous l'avons utilisé dans tousles travaux qui seront présentés ultérieurement dans 
e manus
rit. Les 
omparaisons ave
 lestravaux Sussman et Fatemi [166℄, nous ont orientés vers 
e 
hoix, qui à pré
ision équivalenteest beau
oup plus simple à implémenter.Une autre justi�
ation pour le 
hoix de 
e s
héma est lié au dégré de pré
ision tolérépar nos appli
ations. Tout d'abord, il 
onvient de présenter les variations du volume induitespar la dis
rétisation WENO5 pour l'équation de transport. Dans le tableau 3.12, on donne 
esvariations 
al
ulées pour les 
as test de la rotation du 
er
le simple (
olonne labélisée �Cer
le�)et du disque de Zalesak (
olonne labélisée �Zalesak�). On note �Max� la 
olonne qui donne lavariation maximum par rapport à la masse initiale, au 
ours d'une révolution. La variationmoyenne est aussi fournie dans la 
olonne �Moy�. Dans les deux situations, le �volume� dé�nipar l'interfa
e n'est autre que l'aire dont la valeur dis
rète est obtenue via (
f. 2.9) :
∆x∆y

∑

i,j

(1 −H (φcalculé(i, j))) (3.52)Ce 
hoix des valeurs de N est motivé par le fait qu'il 
onduit à des dis
rétisations ave
 30à 60 mailles dans la stru
ture 
onstituant l'interfa
e : 
e
i 
orrespond aux maillages les plusgrossiers que l'on utilisera dans la suite. Les é
arts 
onstatés entre la moyenne et le maxi-mum s'expliquent par l'utilisation de la fon
tion de Heaviside. Si l'on réalise le 
al
ul (3.52)ave
 la fon
tion lissée Hε, les é
arts faiblissent et se rappro
hent de la moyenne. On 
onstate
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le ZalesakMax Moy Max MoyN = 100 2.58% 1.28% 2.79% 1.09%N = 200 0.56% 0.24% 0.99% 0.47%Tab. 3.12 � Variations de volume ave
 le s
héma WENO5don
 que, dans 
ette gamme, les erreurs de volume sont de l'ordre de 1% ; 
e qui, pour nosappli
ations en mi
ro�uidique, est tout à fait satisfaisant. Qui plus est, pour nos simulationsave
 des maillages plus ra�nés, 
ette variation véri�era d'autant plus les exigen
es de pré
ision.
Ainsi, dans 
e 
hapitre, nous avons détaillé une 
lasse de s
hémas numériques, pour dis
ré-tiser les équations d'Hamilton-Ja
obi, qui est largement répandue dans la 
ommunauté LevelSet de par sa proximité ave
 Stanley Osher. En parti
ulier, nous avons montré que le s
hémaWENO5 
onvenait parfaitement pour les présents travaux tant pour sa simpli
ité d'implé-mentation que pour le niveau de pré
ision atteint sur un 
as test aussi rude que le 
er
le deZalesak. Ce s
héma 
onstituera don
 l'outil de base dans la suite de 
e manus
rit pour leséquations liées à la méthode Level Set.Aprés avoir 
onsidéré plus parti
ulièrement l'équation de transport, nous allons, dans lepro
hain 
hapitre, présenter plus pré
isément 
ertaines subtilités des méthodes de redistan-
iation.
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Fig. 3.28 � φexact (trait noir) et |φexact − φcalculé| (isos 
olorées) pour N = 200, ENO1
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Fig. 3.29 � φexact (trait noir) et |φexact − φcalculé| (isos 
olorées) pour N = 800, ENO1



3.4 Cas test pour l'équation de transport 69

 

 

0 50 100 150 200
0

50

100

150

200

0.5

1

1.5

2

2.5

Fig. 3.30 � φexact (trait noir) et |φexact − φcalculé| (isos 
olorées) pour N = 200, ENO2

 

 

0 100 200 300 400 500 600 700 800
0

100

200

300

400

500

600

700

800

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Fig. 3.31 � φexact (trait noir) et |φexact − φcalculé| (isos 
olorées) pour N = 800, ENO2
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Fig. 3.32 � φexact (trait noir) et |φexact − φcalculé| (isos 
olorées) pour N = 200, ENO3
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Fig. 3.33 � φexact (trait noir) et |φexact − φcalculé| (isos 
olorées) pour N = 800, ENO3



3.4 Cas test pour l'équation de transport 71

 

 

0 50 100 150 200
0

50

100

150

200

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Fig. 3.34 � φexact (trait noir) et |φexact − φcalculé| (isos 
olorées) pour N = 200, WENO5
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Chapitre 4Méthodes pour la redistan
iationComme nous l'avons laissé entendre au 
ours des 
hapitres pré
édents, l'une des 
ompo-santes importantes de la méthode Level Set est l'opération de redistan
iation. Pour 
e faire,il existe plusieurs appro
hes. C'est pourquoi le présent 
hapitre est entièrement dédié à 
esujet. Nous montrerons en parti
ulier que la résolution numérique de 
e type de problèmerequiert une 
ertaine �nesse et qu'il existe des voies qui permettent d'optimiser sérieusementle temps de 
al
ul. Aussi 
ommen
erons-nous par présenter une appro
he qui s'ins
rit dansla droite ligne des idées du 
hapitre pré
édent, adjointes à di�érents ra�nements, ainsi queleur appli
ation au problème d'extension des quantités dans la dire
tion normale à l'interfa
e.Ensuite, nous détaillerons les méthodes Fast Mar
hing.4.1 Utilisation de l'équation de redistan
iationNous avons vu pré
édemment que la méthode Level Set utilise l'équation de redistan
ia-tion. Il s'agit de l'un des outils disponibles pour 
onstruire des fon
tions distan
es.Depuis l'introdu
tion de la méthode en 1988, les utilisateurs ont peu à peu modi�é le typede surfa
es φ utilisées pour 
apturer l'interfa
e. Ainsi, s'il est assez intuitif de 
omprendre quel'utilisation d'une fon
tion φ régulière donne de meilleurs résultats qu'une fon
tion dis
ontinuelors de la résolution de l'équation de transport, il a fallu plusieurs étapes pour introduire lesfon
tions level set utilisées aujourd'hui.A l'origine, Osher et Sethian [116℄ initialisèrent leurs 
al
uls ave
 φ = 1 ± d2 où d estla distan
e signée à l'interfa
e. En 1992, Mulder, Osher et Sethian [110℄ montraient que laméthode est améliorée si on initialise simplement φ = d. En 1993, Chopp [27℄, 
onstatantl'apparition de zones où φ présente de forts gradients et d'autres où, au 
ontraire, les lignesde niveau s'é
artent, introduit le 
on
ept de réinitialisation. Périodiquement, au 
ours de lasimulation, il propose de re
al
uler φ de manière à 
e qu'elle redevienne une fon
tion distan
e.Autrement dit, il faut résoudre le problème :Soit φ0 dé�nissant impli
itement une interfa
e Γ = {x ∈ Ω / φ0(x) = 0} et telleque |∇φ0| 6= 1, déterminer la fon
tion φ telle que Γ = {x ∈ Ω / φ(x) = 0} et |∇φ|= 1.Le point essentiel étant évidemment de ne pas modi�er la position de l'interfa
e au 
ours de
ette pro
édure.Les problèmes induits par les distorsions de φ, au 
ours de la résolution de φt +v.∇φ = 0,sont variés :
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iation� le 
al
ul de l'épaisseur numérique de l'interfa
e, basé sur l'hypothèse que |∇φ| = 1,devient erroné ;� la tension de surfa
e est donnée par la 
ourbure de Γ dont le 
al
ul est a�e
té par laprésen
e de gradients trop forts ou trop faibles ;� la masse est moins bien 
onservée, de même que la forme des interfa
es.La 
ommunauté Level Set s'est don
 intéressée aux te
hniques de réinitialisation. La dis-tan
e signée D asso
iée à la fon
tion φ est 
lassiquement dé�nie par :
D(x) = min

y∈Γ
|x− y|sgn(φ(x)) (4.1)Il existe plusieurs manières de réinitialiser φ à D. Une appro
he naturelle 
onsiste à dis
rétiser

Γ et utiliser la dé�nition de D. Lorsque l'on dispose pré
isément de la position de Γ, le 
al
ulobtenu est lui même rigoureux. En revan
he, dans une appro
he Level Set, 
ette méthode estpeu 
ommode 
ar elle demande de retrouver la position pré
ise de Γ : le 
oût de 
al
ul estélevé et l'extension en trois dimensions est fastidieuse. Il existe néanmoins des implémentationsrapides basées sur 
et algorithme et des tris par tas [2℄ [162℄ [163℄.En utilisant un résultat de Rouy et Tourin [132℄, Sussman et al. [169℄ (1994) introduisirentune autre méthode 
onsistant à résoudre l'équation
φt + sgn(φ0) (|∇φ| − 1) = 0 (4.2)qui, dans le 
adre des méthodes Level Set, est appelée équation de réinitialisation (ou redis-tan
iation). Elle est assortie de la 
ondition initiale φ(x, t = 0) = φ0(x) et la fon
tion signeest dé�nie par : sgn(x) =






1 si x > 0
0 si x = 0

−1 si x < 0
(4.3)Lorsque l'on résoud 
ette équation jusqu'au temps T, φ(x, T ) est la distan
e signée à l'interfa
epour tous les points situés à une distan
e inférieure ou égale à T de Γ. Sa
hant que n = ∇φ
|∇φ|et en posant w = sgn(φ0)n, on peut réé
rire (4.2) sous la forme :

φt + w.∇φ = sgn(φ0) (4.4)qui n'est autre qu'une équation de transport à la vitesse sgn(φ0)n. L'information se propagedans la dire
tion normale, des valeurs faibles de φ vers les valeurs fortes (en module) de part etd'autre de l'interfa
e (voir Figure 4.1). Il apparaît don
 qu'au
une 
ondition aux limites n'estné
essaire sur les bords du domaine de 
al
ul puisque l'information est issue de l'interfa
e.De plus, la dé�nition de la fon
tion signe permet bien de maintenir la fon
tion φ à 0 auxpoints où φ0 = 0. Lors des 
al
uls, 
ette fon
tion est lissée sur quelques mailles (en général,2 à 3) et doit absolument 
onserver la propriété � sgn(0) = 0 �. Par exemple, dans [169℄, lesauteurs prennent : sgn(x) =
x√

x2 + (∆x)2
(4.5)La méthode de Sussman et al. a été introduite pour traiter de manière globale la propa-gation des informations de part et d'autre de l'interfa
e. En e�et, en utilisant dire
tementl'appro
he de Rouy et Tourin, il faut 
al
uler en deux temps : les zones où φ > 0 puis 
elles où

φ < 0 ; il est alors né
essaire de �xer une bande de points adja
ents à l'interfa
e et de fournirdes 
onditions aux limites 
onsistantes pour que la ligne de niveau 0 ne soit pas modi�ée au
ours de la résolution de l'EDP. Ce point est d'autant plus névralgique lorsque l'on utilise
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φ > 0

φ < 0

n

φ = 0Fig. 4.1 � Propagation de l'information lors de la redistan
iation (�è
hes en tirets) et normalesaux lignes de niveau de φ (�è
hes en gras)des s
hémas à sten
il étalé qui né
essitent de 
onnaître plusieurs rangées de points au-delà del'interfa
e pour imposer des 
onditions aux bords 
orre
tes.Cependant, malgré son 
ara
tère unitaire, l'équation de redistan
iation peut dépla
er l'in-terfa
e initiale. En e�et, elle est 
lassiquement dis
rétisée ave
 des s
hémas ENO ou WENO,utilisés sur tout le domaine. En parti
ulier, le 
al
ul des φ > 0 se fait à l'aide des φ < 0 etré
iproquement. Il en résulte que les valeurs de φ au niveau de l'interfa
e os
illent sans 
esseautour de la valeur φ = 0 : la pro
édure n'atteint pas d'état stationnaire et la position dufront est modi�ée. Cet e�et est en
ore plus a

entué lorsque φ0 n'est pas pro
he d'une fon
tiondistan
e. Plusieurs auteurs ont relevé 
e type de problème (
f. [115℄ et les référen
es mention-nées). L'une des appro
hes suggérées 
onsiste à introduire des fon
tions signe dis
rètes plusaplaties en 0 de manière à 
e que la propagation de l'information �u
tuante reste lo
alisée (etsoit ralentie) au niveau de l'interfa
e (puisque sgn intervient dans la vitesse de propagationdu signal w = sgn(φ0)n). Ce
i joue positivement dans la stabilisation des os
illations �autour�de la donnée initiale.Peng et al. [118℄ (1999) ra�nèrent 
ette appro
he en proposant le 
hoix suivant pour sgn :sgn(d) =
d√

d2 + |∇d|2(∆x)2
(4.6)allié à une équation de redistan
iation modi�ée qui réa
tualise en permanen
e sgn(d)

{
dt + sgn (d) (|∇d| − 1) = 0

d(x, 0) = φ0
(4.7)Ce 
hoix se justi�e d'autant plus que la fon
tion à redistan
ier est de mauvaise qualité (ausens où |∇φ0| est vraiment di�érent de 1).4.2 Dis
rétisation réellement upwindEnsuite, Russo et Smereka [134℄ (2000) apportèrent une 
ontribution dé
isive pour stabili-ser la résolution de l'équation de redistan
iation. Nous dé
rivons leur appro
he dans 
e qui suit.
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iationDans [134℄, les auteurs illustrent tout d'abord, en une dimension, que la méthode donnéedans [169℄, peut, sous 
ertaines 
onditions, provoquer un dépla
ement de l'interfa
e vers len÷ud de 
al
ul le plus pro
he. Ce phénomène est simplement dû au fait que les méthodesupwind utilisées ne sont pas réellement upwind . En e�et, même un s
héma d'ordre un, réalisedes di�éren
es �nies ave
 des points de part et d'autre de l'interfa
e, 
e qui est en désa

ordave
 les dire
tions de propagation de l'information que nous avons dé
rites pré
édemment.Lorsque l'on utilise un point d'un 
�té de l'interfa
e, pour le 
al
ul d'un point de l'autre 
�té,on inje
te de l'information qui n'a pas à traverser la frontière. Russo et Smereka proposentalors une méthode pour modi�er le s
héma de [169℄ de telle sorte qu'il soit réellement upwind .Plus pré
isément, la version 1D du s
héma utilisé par Sussman et al. est la suivante :
φn+1

i = φn
i − ∆t sgn (φ0

i )G(φ)i (4.8)ave
 sgn dé�ni par (4.5) et
G(φ)i =

{
max(|a+|, |b−|) − 1 si φ0

i > 0
max(|a−|, |b+|) − 1 si φ0

i < 0
(4.9)où l'on note

a := D−
x φi = (φi − φi−1)/∆x (4.10)

b := D+
x φi = (φi+1 − φi)/∆x (4.11)En�n, on a la notation 
lassique f+ = max(f, 0) et f− = min(f, 0) pour tout réel f .

φ

φ
0

i−2 i−1

D

Z
i+1i

iFig. 4.2 � Constru
tion d'un s
héma upwindRusso et Smereka utilisent le même s
héma en ne modi�ant que le 
al
ul de G et de sgnpour les points qui sont à une maille de l'interfa
e. Pour G, ils proposent :
G(φ)i = |Dup

x φi| − 1 (4.12)où Dup
x est l'opérateur de dérivation réellement upwind en présen
e de l'interfa
e. Il est obtenupar 
onstru
tion géométrique. Ainsi, sur la Figure 4.2, Dup

x φi = φi/Di où Di est la distan
esignée 
al
ulée en utilisant la donnée initiale φ0 (la distan
e entre le n÷ud i et le point Z, surla �gure). Cette formulation est basée sur la propriété de l'équation de redistan
iation qui faitque les 
ara
téristiques sont issues de l'interfa
e. D'un point de vue générique, il vient :
Dup

x φi =

{
φi

|Di| si φ0
iφ

0
i−1 < 0

− φi

|Di| si φ0
iφ

0
i+1 < 0

(4.13)
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al
ul de Di peut, par exemple, s'obtenir via :
Di = ∆x

2φ0
i

|φ0
i+1 − φ0

i−1|
(4.14)Quant à la fon
tion signe, elle est donnée par :

S =

{
Di

∆x si φ0
iφ

0
i−1 6 0 ou φ0

iφ
0
i+1 6 0sgn(φ0

i ) sinon (4.15)En inje
tant 
es modi�
ations dans l'appro
he (4.8)-(4.9), on obtient le s
héma :
φn+1

i =

{
φn

i − ∆t
∆x(sgn(φ0

i )|φn
i | −Di) si φ0

iφ
0
i−1 < 0 ou φ0

iφ
0
i+1 < 0

φn
i − ∆t sgn (φ0

i )G(φ)i sinon (4.16)où G(φ)i est donné par (4.9).Les résultats montrent que 
ette méthode modi�e très peu la position de l'interfa
e et sur-tout que le dépla
ement est stationnaire quelque soit le temps d'évolution (en fait, l'interfa
ese meut à la première itération et reste �xe pour toutes les suivantes).Les auteurs s'intéressent ensuite aux interfa
es en 2D. Le problème évoqué 
i-dessus esten
ore plus pronon
é puisque la pro
édure peut provoquer des pertes de masse et le rétré
is-sement de l'interfa
e. Ils en donnent une illustration ave
 la donnée initiale suivante :
φ0(x) =

√
(x− 5)2 + (y − 5)2 − 4 (4.17)pour le s
héma 2D d'ordre un présenté dans [169℄ :

φn+1
i,j = φn

i,j − ∆t sgn (φ0
i,j)G(φ)i,j (4.18)où

G(φ)i,j =

{ √
max(|a+|2, |b−|2) + max(|c+|2, |d−|2) − 1 si φ0

i,j > 0√
max(|a−|2, |b+|2) + max(|c−|2, |d+|2) − 1 si φ0

i,j < 0
(4.19)ave
 a et b donnés par la version 2D de (4.10), à l'image de :

c := D−
y φi = (φi,j − φi,j−1)/∆x (4.20)

d := D+
y φi = (φi,j+1 − φi,j)/∆x (4.21)Les résultats du 
al
ul d'évolution sont présentés sur la Figure 4.3. Le domaine de 
al
ulest le 
arré Ω = [0,10℄x[0,10℄. Les paramètres numériques sont ∆x = 10/16 et ∆t = ∆x/2.La ligne de niveau 0 pour la donnée initiale est a�
hée en bleu. Ce même 
ontour est aussidessiné pour le nombre d'itérations Nt = 160, 320, 480, 640, 800.On peut noter deux problèmes, l'interfa
e se dépla
e 
onsidérablement et elle présenteune anisotropie due au maillage. Ces e�ets néfastes peuvent êtres atténués si l'on utilise dess
hémas d'ordre plus élevé. C'est 
e que nous observons lorsque l'on utilise un s
héma ENOd'ordre 2 (voir Figure 4.4) puis un s
héma WENO d'ordre 5 (voir Figure 4.5).Remarquons, par ailleurs, que le 
hoix de la fon
tion signe dis
rète joue un r�le non négli-geable, 
omme nous l'avons évoqué 
i-dessus. Pour illustrer 
e point, on présente les résultatsobtenus ave
 le s
héma WENO d'ordre 5 pour les deux 
hoix de sgn suivants :sgn (x) =

{
x
|x| signe �exa
t� (voir Figure 4.7)

x√
x2+∆x2

signe �lissé� (voir Figure 4.6)
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Fig. 4.3 � S
héma 2D non upwind pour la redistan
iation : donnée initiale (iso bleu) etitérations 160 à 800 (isos noires)
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Fig. 4.4 � S
héma 2D non upwind pour la redistan
iation : donnée initiale (iso bleu) etitérations 160 à 800 (isos noires), ENO2Le bilan de l'appli
ation dire
te de la méthode de redistan
iation originelle fait ressortirqu'en 2D, l'algorithme induit des erreurs qui s'a

umulent au 
ours des itérations en temps.
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Fig. 4.5 � S
héma 2D non upwind pour la redistan
iation : donnée initiale (iso bleu) etitérations 160 à 800 (isos noires), WENO5
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Fig. 4.6 � S
héma 2D non upwind pour la redistan
iation : donnée initiale (iso bleu) etitérations 160 à 800 (isos noires), WENO5 zoom, sgn lisséDans la perspe
tive d'une utilisation périodique au 
ours du transport Level Set, 
ette ap-pro
he est don
 à pros
rire 
ar elle va a

entuer les pertes de masse.
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Fig. 4.7 � S
héma 2D non upwind pour la redistan
iation : donnée initiale (iso bleu) etitérations 160 à 800 (isos noires), WENO5 zoom, sgn exa
tEn étendant de manière dire
te leur s
héma 1D au 
as 2D, Russo et Smereka obtiennentune méthode dont l'erreur est indépendante du temps. Le s
héma est le suivant :
φn+1

i,j =

{
φn

i,j − ∆t
∆x(sgn(φ0

i,j)|φn
i,j | −Di,j) si (i, j) ∈ Γ∆x

φn
i,j − ∆t sgn (φ0

i,j)G(φ)i,j sinon (4.22)où G(φ)i,j est donné par (4.19). On note Γ∆x, l'ensemble des points qui sont situés à moinsd'une maille de l'interfa
e, i.e.
Γ∆x = {(i, j)/φi,jφi−1,j < 0 ou φi,jφi+1,j < 0 ou φi,jφi,j−1 < 0 ou φi,jφi,j+1 < 0} (4.23)En 2D, la distan
e Di,j du point (i, j) à l'interfa
e est donnée par :

Di,j =
2∆xφ0

i,j√
(φ0

i+1,j − φ0
i−1,j)

2 + (φ0
i,j+1 − φ0

i,j−1)
2

(4.24)Les �gures suivantes présentent les résultats obtenus en appliquant 
e s
héma au 
as du
er
le pré
édent. Les paramètres numériques et les itérés a�
hés sont les mêmes qu'aupara-vant. La Figure 4.8 montre que, à l'é
helle du domaine de 
al
ul, les lignes de niveau 0 sontsuperposées. Pour 
omparer ave
 la méthode originelle, la Figure 4.9 est un zoom sur le même
adre que la Figure 4.6. Il ressort que la position du front est plus pré
ise que 
elle obtenueave
 le s
héma d'ordre 5 qui n'est pas upwind . Pour dis
erner une di�éren
e entre la donnéeinitiale et les itérés, il faut a

roître le zoom 
omme le montre la Figure 4.10. Une nouvellefois, on 
onstate que la méthode induit une erreur à la première itération (asso
iée au 
al
ulde Di,j) mais qu'ensuite, 
ette erreur est stationnaire : les lignes de niveau 0 ultérieures sontsuperposées à 
elle de la première itération.
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Fig. 4.8 � S
héma 2D upwind pour la redistan
iation : donnée initiale (iso bleu) et itérations160 à 800 (isos noires)
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Fig. 4.9 � S
héma 2D upwind pour la redistan
iation : donnée initiale (iso bleu) et itérations160 à 800 (isos noires), zoom pour 
omparer ave
 la Figure 4.6
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Fig. 4.10 � S
héma 2D upwind pour la redistan
iation : donnée initiale (iso bleu) et itérations160 à 800 (isos noires), zoom a

entué pour dis
erner les itérés
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rétisation réellement upwind 83Le 
as test du 
er
le 
i-dessus montre que la méthode de Russo et Smereka améliore
onsidérablement les résultats. On va maintenant tester des exemples plus pathologiques.Considérons tout d'abord le 
as d'une donnée initiale elliptique :
φ0(x) =

√
(x− 5)2

A2
+

(y − 5)2

B2
− 1 (4.25)ave
 A = 4 et B = 2. On reprend les mêmes paramètres numériques : ∆x = 10/16 et ∆t =

∆x/2. Dans 
e 
as, |∇φ0| 6= 1 mais les gradients sont faiblement variables. On 
onstate, surla Figure 4.11, que la nouvelle méthode reste e�
a
e (même si, à l'÷il, 
'est un peu moinsbon que pour le 
er
le).
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Fig. 4.11 � S
héma 2D upwind pour la redistan
iation : donnée initiale elliptique (iso bleu)et itérations 160 à 800 (isos noires)Ensuite, on teste un 
as plus rude en perturbant l'ellipse. La donnée initiale est la suivante :
φ0(x) = f(x)

(√
(x− 5)2

A2
+

(y − 5)2

B2
− 1

) (4.26)où
f(x) = ǫ+ (x− x0)

2 + (y − y0)
2 (4.27)ave
 ǫ = 0.1 , x0 = 1.5, y0 = 3. La Figure 4.12 montre quelques isos de φ0. Le 
al
ul esttoujours mené jusqu'à Nt = 800. On remarque que, pour 
ette donnée initiale qui présente deszones à forts et faibles gradients, le résultat de la redistan
iation est moins bon : les interfa
esdes itérés sont 
lairement di�érentes de l'interfa
e initiale (�gure 4.13). Cependant, l'erreurest une nouvelle fois indépendante du temps : les interfa
es su

essives sont superposées. LaFigure 4.14 montre quelques isos de φ obtenu pour Nt = 800.
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Fig. 4.12 � Lignes de niveau (de -1 à 1 par pas de 0.2) de la donnée initiale elliptique perturbée(maillage 16x16)
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Fig. 4.13 � S
héma 2D upwind pour la redistan
iation : donnée initiale elliptique perturbée(iso bleu) et itérations 160 à 800 (isos noires), zoom
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Fig. 4.14 � Lignes de niveau (de -1 à 1 par pas de 0.2) du 800e itéré pour la donnée initialeelliptique perturbée
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iationCe 
as test est présenté par Russo et Smereka mais ave
 ∆x = 10/200. Evidemment, enra�nant le maillage, les résultats sont meilleurs, 
omme le montre la Figure 4.15.
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Fig. 4.15 � Lignes de niveau (de -2 à 2 par pas de 0.2) pour Nt = 0, 50, 150, 250 ave
 ladonnée initiale elliptique perturbée (dont l'iso-0 est a�
hée en noir sur les 4 graphes) ; ∆x =10/200 et ∆t = ∆x/4Le 
al
ul de l'erreur L1 permet de mettre en éviden
e qu'elle est bornée sans dépendan
eave
 le nombre d'itérations. On mesure la quantité suivante :
‖ φn −D ‖1 =

∑

i,j

|φn
i,j −D(xi,j)|∆x2 (4.28)où D(xi,j) est une approximation pré
ise de la distan
e signée exa
te, 
al
ulée par :

D(xi,j) = min
16p6NΓ

|xi,j − xp|sgn(φ(xi,j)) (4.29)en notant xp, un point situé exa
tement sur l'interfa
e. On dispose, pour une ellipse, d'uneexpression analytique donnant 
es NΓ points xp = (xp, yp) :
xp = A cos(2πp/NΓ) et yp = B sin(2πp/NΓ) (4.30)En suivant [134℄, on a 
al
ulé (4.28) pour le 
as de l'ellipse perturbée, ave
 des maillages50x50, 100x100, 200x200 en utilisant leur méthode réellement upwind . Pour la méthode origi-nelle, on présente seulement le résultat qui utilise un maillage 200x200. L'approximation (4.29)



4.2 Dis
rétisation réellement upwind 87a été obtenue en utilisant NΓ = 2000 points. La Figure 4.16 montre l'évolution de l'erreur L1au 
ours du temps pour 
es quatre 
al
uls. Il est désormais 
lair que la nouvelle méthodepermet d'obtenir une erreur stationnaire, 
ontrairement à la méthode originelle dont l'erreuraugmente au 
ours du temps. De plus, on 
onstate que la méthode de Russo et Smereka estréellement d'ordre un.
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Fig. 4.16 � Erreur L1 au 
ours du temps, pour di�érents maillages et méthodesMais les auteurs ne s'arrêtent pas là puisqu'ils proposent, de plus, une extension de 
ettephilosophie pour obtenir des s
hémas d'ordre deux (en utilisant une dis
rétisation ENO2 etun 
al
ul de Di via une interpolation P3). Pour la des
ription 
omplète, on se reportera à [134℄.En résumé, dans 
et arti
le, Russo et Smereka ont mis à jour le point 
lé d'une résolutionnumérique pré
ise de l'équation de redistan
iation et posé les bases pour la montée en ordre.En parti
ulier, dans les présents travaux, nous avons utilisé 
ette méthode de dis
rétisationréellement upwind alliée aux s
hémas (W)ENO.Remarque 4.1 : Appli
ation à l'extension des vitessesAu 
hapitre 2, nous avons évoqué l'utilisation de l'équation d'extension des vitesses, sui-vant la dire
tion normale à l'interfa
e. En fait, pour étendre une quantité s
alaire ξ, selonla dire
tion des 
ara
téristiques issues de l'interfa
e (dé�nie par la fon
tion φ à laquelle onasso
ie le 
hamp de normales n = ∇φ/|∇φ|), il su�t de résoudre l'équation suivante :
ξt + sgn(φ)n .∇ξ = 0 (4.31)inspirée des propriétés de transport de l'information illustrées sur la Figure 4.1. On peut don
aussi utiliser les te
hniques de dis
rétisation �truly upwind� présentées pré
édemment pour ré-soudre numériquement 
e problème. Ainsi, si l'on 
onsidère l'exemple parti
ulier où l'on doitétendre la tra
e sur l'interfa
e d'un 
hamp de vitesse v = (u, v,w), dans tout le domaine, il suf-�t de résoudre les trois problèmes (4.31) induits par les données initiales ξ(t = 0) = {u, v,w}.Une fois l'état asymptotique atteint sur tout le domaine de 
al
ul, on dispose d'un nouveau
hamp de vitesse étendue vext = (u, v,w)ext.
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iationRemarque 4.2 : Deux autres méthodes de redistan
iationPar ailleurs, il 
onvient de mentionner l'appro
he de Sussman et Fatemi [166℄ dont l'espritest tout à fait di�érent puisqu'elle 
onsiste à 
ontraindre la 
onservation de la masse lors dela résolution de l'équation de redistan
iation. Au lieu d'agir uniquement sur la dis
rétisation
omme l'ont fait Russo et Smereka, ils rajoutent un terme dans l'équation qui permet de
onserver lo
alement la masse, palliant ainsi les erran
es, 
onnues et illustrées sur la Figure4.3, de la méthode de résolution 
lassique. Con
rètement, ils modi�ent l'équation de la manièresuivante :
φt + sgn(φ0) (|∇φ| − 1) = λf(φ) (4.32)puis exigent que le volume 
ontenu dans l'interfa
e sont invariant en temps, i.e.

∂t

∫

Ω
H(φ) = 0. (4.33)De manière à 
e que 
e terme supplémentaire ne 
orrige le volume que près de l'interfa
e, ilsprennent f(φ) = H ′(φ) |∇φ|, 
e qui 
onduit à

λ =
−
∫
ΩH

′(φ)sgn(φ0) (1 − |∇φ|)∫
ΩH

′(φ)f(φ)
(4.34)D'un point de vue pratique, les intégrales de (4.34) sont 
al
ulées ave
 une formule de qua-drature à neuf points.Si (4.2) était parfaitement résolue, on aurait λ = 0. Mais numériquement, 
ela n'est plusvrai et l'idée de [166℄ 
onsiste à for
er la 
onservation du volume dans 
haque 
ellule Ωi,j dumaillage. Notons qu'en 
e sens, puisqu'il est possible de 
onserver le volume tout en déplaçantla position de l'interfa
e, 
ette 
ontrainte 
onduit à des résultats plus faibles que 
eux desappro
hes visant à être pré
is sur la dis
rétisation de (4.2). En parti
ulier, 
'est 
e que l'on
onstate sur les résultats numériques présenté dans 
et arti
le : la 
onservation de la masse� en utilisant 
ette méthode de 
on
ert ave
 un s
héma ENO3 � est probante et 
omparableaux résultats obtenus ave
 un s
héma WENO5 sans redistan
iation (
f. Figures 5-7 de [166℄et 
omparer ave
 les Figures 3.24 et 3.25 du présent manus
rit) ; on remarque tout de mêmeque la position de l'interfa
e est dé
alée de manière non symétrique, 
e qui n'est pas le 
asde l'appro
he WENO5. Il 
onvient de pré
iser que la 
omparaison entre 
es deux tests a dusens 
ar le 
hamp de vitesse tournant utilisé ne modi�e pas la fon
tion distan
e (d'un pointde vue théorique), par 
onséquent les deux appro
hes résolvent le même problème 
ontinu.Ainsi, 
ette 
onservation imposée de la masse peut i
i 
onduire à des positions arti�
ielles dufront. Cette méthode est néanmoins performante et, 
ouplée ave
 des s
hémas WENO5, elledoit pouvoir donner de meilleurs résultats qu'un transport WENO5 sans redistan
iation. Unnouvelle fois, ayant déjà la pré
ision requise pour nos appli
ations, nous n'avons pas développé
ette méthode dont l'implémentation est moins dire
te.En�n, une méthode élégante vient tout juste d'être introduite par Cheng et Tsai dans [26℄.L'idée met en jeu la résolution de deux équations eikonales d'évolution et permet d'obtenir desrésolutions d'ordres élevés pour la redistan
iation et l'extension de valeurs depuis l'interfa
e.Au 
hapitre 2, nous avons déja évoqué les méthodes Fast Mar
hing 
omme étant une ap-pro
he rapide pour redistan
ier. Nous allons maintenant les dé
rire plus en détail.
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hing 894.3 Méthode Fast Mar
hingIl s'agit i
i de réaliser un 
hangement de point de vue. Dans les se
tions pré
édentes, leproblème de redistan
iation est traité à l'aide d'une EDP d'évolution. Un 
hamp initial φest tranformé en une fon
tion distan
e par 
al
uls su

essifs traduisant sa modi�
ation au
ours du temps (il s'agit, bien sûr, d'un temps de relaxation plus que d'un temps physique).Si la méthode numérique est �able, sa
hant que le domaine de 
al
ul est borné, il existe untemps �ni pour lequel φ atteint un état asymptotique 
orrespondant à la distan
e signée. End'autres termes, tous les points du domaine seront re
al
ulés tant que l'asymptotique désiréepar l'utilisateur n'aura pas été atteinte (au sens, où l'on peut 
hoisir de ne redistan
ier quedans une zone au voisinage de l'interfa
e et pas sur tout le domaine de 
al
ul : la distan
esignée se propage à vitesse un, si bien qu'il su�t d'un temps td = d pour réa
tualiser les pointssitués à une distan
e d du front) ; bien évidemment, pour les points qui sont déjà a�e
tés dela distan
e signée, 
e re
al
ul donne la même valeur : 
'est en remarquant 
ette redondan
eque l'on 
hemine vers l'idée des méthodes Fast Mar
hing. Elles 
onsistent à imiter la naturehyperbolique (pensons, de nouveau, à la Figure 4.1) de 
e problème en réalisant un 
al
ul dela distan
e des points des valeurs faibles (i.e. pro
hes du zéro de l'interfa
e) vers les valeursélevées (en module) ; autrement dit, à propager la distan
e depuis l'interfa
e vers les zoneslointaines mais ave
 l'astu
ieux sou
i de ne pas re
al
uler les points 
ontenant la valeur solu-tion. Cela 
onstitue le premier gain de temps induit par 
ette appro
he.Plus pré
isément, il s'agit de résoudre le problème suivant. On suppose que l'on disposed'un 
hamp de référen
e φR qui n'est pas une distan
e signée mais dé�nit impli
itement uneinterfa
e Γ sur un domaine de 
al
ul Ω. On veut déterminer φ solution de l'équation eikonale :
{

|∇φ| = 1 ∀x ∈ Ω
φ = 0 sur Γ donné (4.35)Au sein de la 
ommunauté Level Set, 
ette idée et la méthode de résolution numérique ont étéprésentées par Sethian en 1996 dans [143℄. Les ingrédients algorithmiques mis en jeu sont aussimentionnés peu avant par Tsitsiklis dans [180℄ et sont inspirés par la méthode de Dijkstra :elle permet de trouver le plus 
ourt 
hemin sur un réseau dis
ret dont les liens entre 
haquespoints du maillage sont a�e
tés d'un �
oût� de passage � le but étant d'aller d'un point A à unpoint B par la voie la plus é
onome. Les travaux susnommés étendent l'algorithme de Dijkstraau 
al
ul de la fon
tion distan
e.Dans la suite, nous allons dé
rire la méthode Fast Mar
hing en suivant le propos de [143℄(on pourra aussi se référer à [145℄ et [115℄). Sethian suggère d'utiliser un s
héma de l'arti
lede Rouy et Tourin [132℄, pour dis
rétiser (4.35) ; à savoir :

max(max(D−
x φij , 0)

2
,min(D+

x φij, 0)
2
) + max(max(D−

y φij , 0)
2
,min(D+

y φij, 0)
2
) = 1 (4.36)où, 
lassiquement, D−

x φij = (φij − φi−1,j)/∆x, D+
x φij = (φi+1,j − φij)/∆x et de même pourles dérivées dans la dire
tion y.La nature de la fon
tion φ, dans un 
adre Level Set, et la donnée de l'interfa
e Γ pour résoudrele problème (4.35) nous permettent de s
inder sa résolution en deux étapes du même type :� on dispose d'un ensemble de points adja
ents à Γ qui vont servir de �
amp de base� pourdémarrer la résolution et propager le 
al
ul vers les zones éloignées ;� sous réserve d'une initialisation 
onsistante de 
es points de référen
e, la distan
e 
al
uléesera 
orre
te ;
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iation� on peut don
 
ommen
er, par exemple, par 
al
uler la distan
e positive dans la dire
-tion normale ave
 l'algorithme ad ho
 puis, dans une deuxième étape, utiliser 
e mêmealgorithme pour déterminer la distan
e négative, de l'autre 
�té de l'interfa
e.Pour 
ela, il su�t de multiplier φ par −1 à la �n de la première étape, d'appliquer l'algo-rithme pour la distan
e positive et en�n de ré
upérer la solution en remultipliant par −1.Aussi, allons-nous dé
rire la méthode pour 
onstruire la distan
e positive à l'interfa
e, en sup-posant que l'on dispose d'un ensemble de points �ables qui permettent d'initier le 
al
ul.L'idée 
entrale sur laquelle repose la méthode Fast Mar
hing a été évoquée plus haut : lastru
ture du s
héma (4.36) implique que l'information se dépla
e à �sens unique� des valeursde φ les plus faibles aux valeurs les plus grandes. L'algorithme Fast Mar
hing fait don
 ensorte de 
onstruire la solution depuis le lieu des points où φ prend ses valeurs minimales. Dans
e but, le domaine de 
al
ul est partitionné en trois sous-ensembles (
f. Figure 4.17) :� Known, noté K, qui est l'ensemble des points où les valeurs de φ sont 
onnues ;� Narrow Band, noté NB, qui est l'ensemble des points où les valeurs de φ sont in
onnueset dont la distan
e à K est inférieure ou égale au pas d'espa
e ;� Far, noté F , qui est l'ensemble des points qui ne sont ni dans K ni dans NB.

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

KNOWN NARROW BAND FAR

Fig. 4.17 � Partitionnement du domaine de 
al
ul pour la méthode Fast Mar
hing. Les �è
hesbleues (en trait épais) indiquent le sens de propagation de la Narrow Band.L'idée générale 
onsiste alors à 
al
uler φ pour les points de la Narrow Band puis à lesin
lure dans Known et à ajouter leurs voisins non 
al
ulés dans la Narrow Band. Ainsi, la zonede 
al
ul de la Narrow Band se propage en 
oïn
iden
e ave
 l'évolution du front distinguantles noeuds en lesquels φ est solution de (4.35). L'algorithme se 
ompose d'une phase d'initia-lisation et d'une phase itérative dont les étapes sont les suivantes :Phase d'initialisation� pour tous les points (i; j) de Known φ(i; j) 
ontient la valeur de la distan
e à l'interfa
e ;� on sto
ke les points de la NB dans une stru
ture de données adaptée et on 
al
ule lespoints de NB par résolution de l'équation quadratique induite par (4.36) ;� On a�e
te la valeur +∞ en ma
hine à φ(i; j) pour tous les points (i; j) de Far.Phase itérative : �dépla
ement de la Narrow Band�



4.3 Méthode Fast Mar
hing 91Début de bou
le
• Détermination du point Pm = (imin, jmin) de NB tel que

φ(imin, jmin) = min(i;j)∈NB φ(i; j)et ajout de 
e point dans Known / suppression de la NB ;
• Marquage des voisins de Pm, ajout éventuel dans la NB si le voisin est dans Far ;
• Cal
ul de la valeur de φ en 
es voisins marqués par résolution de l'équationquadratique induite par(4.36)Fin de bou
leIl est fondamental de 
al
uler les points dans l'ordre des valeurs de φ 
roissantes pourque la résolution e�e
tuée à l'aide du s
héma (4.36) produise une approximation 
onsistantedu problème (4.35). Sethian propose ainsi une preuve 
onstru
tive en montrant que grâ
e àl'algorithme pré
édent, 
haque point admis dans la zone Known, 
'est-à-dire étant solution duproblème (4.35), l'est par ordre 
roissant des φ. La démonstration est la suivante.Preuve :Comme les valeurs de φ(x, y) sont déterminées en partant de la plus petite valeur et en
al
ulant ensuite les valeurs 
roissantes, il su�t de montrer que, à 
haque fois qu'une valeurde la Narrow Band est 
onvertie en Known, au
un des voisins re
al
ulés ne se voit a�e
té unevaleur de φ inférieure à la valeur 
onvertie du point 
entral.Si 
ette assertion est vraie, 
haque valeur re
al
ulée aura don
 une valeur supérieure et lanature de la propagation de l'information � des valeurs les plus faibles aux valeurs les plusfortes � du s
héma numérique (4.36) est respe
tée.Pour 
ela, on 
onsidère la 
on�guration de points du maillage de la Figure 4.18.

A U

D

B

C

Fig. 4.18 � Con�guration des points du maillage pour le 
al
ul de φ au point UOn suppose, sans perdre de généralité, que le point A est le minimum de la Narrow Band.C'est don
 
e point A qui entraîne le 
al
ul de φ au point labélisé U sur la �gure 
i-dessus.Nous allons montrer que, quel que soit le nombre de voisins 
onnus (au sens où φ y a déjà été
al
ulé) de U , la valeur 
al
ulée pour φ en U ne peut pas être inférieure à A (on 
onfond i
ipoint du maillage et valeur de φ en 
e point).Il existe quatre 
as possibles pour la nature des voisins B, C et D :� 1er 
as : au
un de 
es trois n'est dans Known� 2e 
as : l'un des trois seulement est dans Known� 3e 
as : deux sont dans Known� 4e 
as : les trois sont dans Known.Traitons 
es 
as su

essivement.� 1er 
as
B, C et D ne sont pas dans Known, A est le minimum de la Narrow Band. Don
 on



92 Chapitre 4. Méthodes pour la redistan
iationajoute A dans Known, on le supprime de la Narrow Band et on re
al
ule la valeur de φen U .Montrons que A ≤ U ≤ A+ ∆x1. Supposons que A+∆x < min(B,D). Du fait que, dans 
e 
as, le seul opérateur dedi�éren
e �nie Dij non nul soit 
elui pris en (A,U) on a U = A+ ∆x.2. Supposons que A + ∆x ≥ min(B,D) ; sans perdre de généralité on peut supposerque B ≤ D don
 le s
héma nous donne à résoudre l'équation quadratique :
(U −A)2 + (U −B)2 = ∆x2Le dis
riminant de 
ette équation est positif si, et seulement si, ∆x ≥ B−A√

2
. Cette
ondition est satisfaite puisqu'on a supposé que A+ ∆x ≥ B.L'étude de l'équation quadratique assure aussi que : la solution U est telle que

U ≥ B et U ≤ A+ ∆xAinsi, dans les 2 
as 
i-dessus, a-t-on bien montré que A ≤ U ≤ A+ ∆x.� 2e 
as1. On suppose que B est dans Known, A est le plus petit de la Narrow Band et ni Cni D ne sont dans Known.Comme B est dans Known, lors d'une itération pré
édente, il a été, tout 
omme
A, 
onverti de la Narrow Band en Known. B ≤ A,C,D.De plus, U voisin de B a été re
al
ulé lors de 
ette pré
édente itération mais, 
omme
'est A qui est le minimum de la Narrow Band, 
ela signi�e que A ≤ B + ∆x 
ar
A ≤ Urecalcul par B ≤ B + ∆x , 
e d'après la preuve du 1er 
as appli
able à B et
Urecalcul par B.On retombe alors sur le point 2 du 
as pré
édent don
 A ≤ Urecalcul par A.2. On suppose que C est dans Known, A est le plus petit de la Narrow Band et ni Bni D ne sont dans Known.Dans 
ette 
on�guration, l'opérateur de di�éren
e �nie suivant la dire
tion de
(A,C) va 
apter le terme en C qui provient d'une 
onversion antérieure qui are
al
ulé U . Mais, 
omme U n'est pas le minimum de la Narrow Band a
tuelle, ona : A ≤ Urecalcul par CDe plus, quand U est re
al
ulé, 
'est ave
 C (
ar A ≥ C ) et min(B,D) ave
 B ≥ Aet D ≥ A don
 la résolution de l'équation quadratique donne un U tel que U ≥ Cet U ≥ min(B,D). En somme A ≤ U .� 3e 
as1. On suppose que B et C sont dans Known, A est le minimum de la Narrow Bandet D n'est pas dans Known.Né
essairement, par nature de l'opérateur de di�éren
e �nie, 
e sont B et C quivont intervenir dans le 
al
ul de U qui a déja été 
al
ulé par :� B : B ≤ Urecalcul par B ≤ B + ∆x (Cal
ul à un point : B).� C : C ≤ Urecalcul par C ≤ C + ∆x (Cal
ul à deux point : B et C).Mais malgré 
ela, A est le minimum de la Narrow Band, don
 A ≤ Uavant recalcul courant,don
 il va y avoir un re
al
ul inutile puisqu'il donne la même valeur de U qui estde plus, supérieure à A.



4.3 Méthode Fast Mar
hing 932. B et D sont dans Known, A est le minimum de la Narrow Band et C n'est pasdans Known.Le minimum de B et D est pris et on retombe sur le 1. du 2e 
as.� 4e 
as
B, C et D sont dans Known : min(B,D) est pris par l'opérateur de di�éren
e �nie, don
on retombe sur le point 1. du 3e 
as.

2En résumé, nous venons de voir que la méthode Fast Mar
hing réalise un 
al
ul qui faitprogresser le front des points dont la valeur est solution du problème (4.35), en s'éloignantde l'interfa
e. Un point qui se voit a�e
té de la distan
e signée ne sera don
 jamais re
al-
ulé. Il existe 
ependant une se
onde sour
e qui justi�e le quali�
atif de 
ette appro
he :l'implémentation.En e�et, la 
lé d'une exé
ution vélo
e de l'algorithme Fast Mar
hing réside dans la rapidité àdéterminer le minimum de la Narrow Band, puisque 
'est l'opération qui requiert le plus detemps.On est i
i en présen
e d'un problème où il faut gérer un ensemble de données dont le nombred'éléments est modi�é en permanen
e de par la suppression du minimum et de l'ajout deses voisins 
al
ulés. Qui plus est, la valeur de φ introduit la notion de �priorité� dans l'en-semble des points de la NB. De manière naturelle, la stru
ture de tas se révèle alors être lameilleure stru
ture de données pour gérer 
et ensemble. En e�et, pour augmenter la rapiditéde l'algorithme, il faut que la re
her
he du minimum prenne le moins de temps possible. Or,si la NB est triée de manière à 
e que le minimum de φ soit le premier élément a

essible, sadétermination est immédiate. Détaillons la stru
ture de tas et les avantages qu'elle 
onfère.Un tas est un arbre quasi parfait muni d'une valuation (val) sur l'ensemble de ses sommetsdans un ensemble 
omplet ordonné. La relation d'ordre est i
i la relation 
anonique (R, <).De plus, si on note fg(s) et fd(s) respe
tivement les �ls gau
he et droit du sommet s, on a, si
fg(s) et fd(s) existent :

(O)

{
val(fg(s)) > val(s)
val(fd(s)) > val(s)

(4.37)Cette propriété justi�e alors l'appellation d'arbre binaire quasi parfait valué, ordonné ver-ti
alement (
f. Figure 4.19).Pour un nombre de sommets donné, un arbre binaire quasi parfait est unique. On peutdon
 lui asso
ier une représentation séquentielle matérialisée par un tableau où un n÷ud,sto
ké à la ie position, a ses �ls gau
he et droit sto
kés respe
tivement aux positions 2i et
2i + 1. Le père d'un n÷ud sto
ké en i se situe don
 à l'empla
ement E[ i

2 ]. De plus, la ra
inede l'arbre se situe à la position i = 1 (
f. Figure 4.20).Lors de la phase itérative de l'algorithme Fast Mar
hing, on doit disposer de deux stru
turesde données : l'une pour sto
ker les valeurs de la distan
e 
al
ulée au point (i; j) et l'autre poursto
ker la Narrow Band. On appelle Distan
e la première stru
ture et NarrowBand la se
onde.La stru
ture de données Distan
e peut par exemple être une matri
e (n × m) [pour les
n×m points de dis
rétisation du domaine de 
al
ul℄ d'un type stru
turé à deux 
hamps :� un réel �dist� pour sto
ker la valeur de la distan
e 
al
ulée ;
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5

7 8

1511 9 12

23 14
1917 27 18 46 77

28 44 22 26Fig. 4.19 � Représentation arbores
ente d'un tas
T

1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15

16 17 18 19

5 7 8 11 15 9 12 23

14 17 19 27 18 46 77

28 44 22 26
position

valeurFig. 4.20 � Représentation séquentielle d'un tas� un type simple (entier ou pointeur) pour sto
ker la position dans la stru
ture Narrow-Band du point (i ;j) lorsque 
elui-
i est dans la Narrow Band. (Nous allons voir dans lasuite l'utilité de 
e se
ond 
hamp).Pour réaliser le sto
kage de la Narrow Band et son tri en fon
tion des valeurs de φ, une
ellule du tas NarrowBand doit être 
onstituée des données suivantes :� les entiers (i; j) qui lo
alisent le point du maillage ;� la valeur φ(i; j) sur laquelle opère la relation d'ordre.Ensuite, deux opérations fondamentales sont utilisées pour gérer le tas : une pro
édure�Ajouter� qui ajoute une 
ellule dans le tas et une pro
édure �SupprimeMin� qui supprime leminimum du tas (
'est-à-dire la ra
ine du tas). Ces deux pro
édures sont 
onstruites de tellemanière, qu'après leur a
tion sur le tas, 
e dernier véri�e la propriété d'ordre (O).Lors de l'ajout d'un élément, la taille du tas est in
rémentée de un et la 
ellule est ajoutéeen dernière position. Dès lors, tant que son père a un φ supérieur au sien, on é
hange 
ette
ellule ave
 son père. Il en résulte une remontée de la nouvelle 
ellule dans l'arbre jusqu'à 
equ'elle soit à la pla
e 
orre
te au sens de (O). Cette opération est illustrée sur la Figure 4.21.Lorsqu'on supprime la ra
ine, le tas doit être retrié. Pour 
ela, la dernière feuille est pla
éeà la ra
ine du tas. Puis, tant que l'un de ses deux �ls a une valeur de φ inférieure à la sienne, oné
hange 
ette 
ellule ave
 son �ls de plus petite valeur. Ainsi, 
ette 
ellule opère une des
entedans l'arbre jusqu'à 
e qu'elle soit à la pla
e exigée pour véri�er (O).En�n, on utilise une troisième opération pour 
onserver la propriété d'ordre du tas lorsque
'est une 
ellule de la Narrow Band qui est 
al
ulée lors de la phase itérative. Il s'agit i
i
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T(1,9)=2.2 T(2,7)=1.7
2

car T(6,4) < T(7,4)

Fin de remontee

echange

echange

Etat initial :

T(7,4) a ete
calcule

1

Fig. 4.21 � Remontée d'une 
elluled'un re
al
ul don
 la nouvelle valeur de φ obtenue pour la 
ellule 
onsidérée est sus
eptibled'enfreindre la propriété d'ordre du tas. La pro
édure �TriUp� se 
harge alors de dépla
er la
ellule mise à jour vers la pla
e adéquate, di
tée par la relation d'ordre (O), dans le tas. Leprin
ipe d'é
hange des 
ellules est le même que 
elui utilisé pour �Ajout� et �SupprimeMin�.Pour trouver instantanément la pla
e, dans le tas NarrowBand, des voisins 
onnus réa
tuali-sés lors de la phase itérative, on dote la stru
ture de données Distan
e d'un pointeur sur laposition k de [(i; j) ; φ(i; j)℄ dans NarrowBand. Ainsi, la pro
édure �TriUp� peut 
ommen
erdire
tement son travail de tri au niveau de la 
ellule dont le φ(i; j) a été modi�é. Sans 
espointeurs ré
iproques des pointeurs (i ;j) de NarrowBand vers Distan
e, le temps de re
her
hedes voisins de la Narrow Band serait, dans le pire des 
as, en O(M) où M est le nombre d'élé-ments du tas.La stru
ture de tas 
onfère à 
es algorithmes une e�
a
ité qui est l'une des meilleures dansles 
as dits �au pire�. Pour une étude détaillée de la stru
ture de tas et de la 
omplexité desalgorithmes 
i-dessus, on pourra se reporter à [51℄ et [142℄.Si on suppose que le maillage 
ontient N points et que 
es N points vont être traités parl'algorithme Fast Mar
hing alors, la 
omplexité au pire est en O(N logN). Ces résultats sontdétaillés de manière approfondie dans [145℄.Pour 
on
lure sur l'appro
he Fast Mar
hing, nous dirons que la méthode standard dé
rite
i-dessus est d'ordre un. On pourra 
onsulter [145℄ et [115℄ et leurs référen
es pour plus dedétails sur les te
hniques permettant d'augmenter l'ordre de pré
ison.Nous pouvons aussi faire le lien ave
 la méthode de Russo et Smereka présentée juste avant.En e�et, si l'on adopte une appro
he �truly upwind� pour la méthode Fast Mar
hing alorselle est équivalente, en terme d'ordre, à l'équation de redistan
iation, tout en étant nettementplus rapide.
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iationAinsi, au 
ours de 
e 
hapitre, nous avons présenté les deux outils 
ouramment utilisés parla 
ommunauté Level Set pour redistan
ier une fon
tion dé�nissant impli
itement une inter-fa
e. Nous avons vu en parti
ulier que la dis
rétisation �truly upwind� de Russo et Smerekapermet de résoudre ave
 pré
ision les équations 
on
ernées. Il faut noter que les pertes demasse souvent dé
riées dans la littérature sont en fait majoritairement dues à l'utilisation di-re
te des méthodes (W)ENO sans prendre en 
ompte la 
orre
tion introduite par 
es auteurs.Par ailleurs, le quali�
atif de la méthode Fast Mar
hing a été justi�é lors de sa des
ription. Elleapparaît ainsi 
omme une appro
he attra
tive grâ
e aux gains de temps substantiels qu'elleapporte. Au 
ours de nos travaux, nous avons utilisé tour à tour 
es deux appro
hes pourredistan
ier, au gré des diverses appli
ations abordées.
Nous arrivons maintenant au terme de 
ette première partie. Nous avons tout d'abordprésenté la problématique générale que 
onstitue le suivi d'interfa
e : les appli
ations sontnombreuses et revêtent des problèmes s
ienti�ques ouverts ainsi que des enjeux so
iétaux depremière importan
e. Pour simuler numériquement 
es interfa
es mobiles, il existe plusieurstypes de méthodes dont le spe
tre a été balayé rapidement (sans prétendre à une quel
onqueexhaustivité).Nous nous sommes ensuite 
on
entrés plus parti
ulièrement sur l'appro
he qui sous-tend
e manus
rit, à savoir la méthode Level Set. Après avoir dé
rit son prin
ipe et la terminologiedes te
hniques qui lui sont asso
iées, nous avons détaillé sa mise en pratique via la des
riptiondes méthodes numériques de résolution utilisées par la 
ommunauté. Les outils mis en oeuvre,pour le suivi d'interfa
e que nous avons réalisé dans 
ette thèse, étant posés et sa
hant que leurdegré de pré
ision véri�e les exigen
es né
essaires pour nos appli
ations, nous allons dans lapro
haine partie, nous fo
aliser sur les 
auses qui meuvent l'interfa
e. Il s'agit, en l'o

urren
e,d'é
oulements à deux �uides immis
ibles, pilotés par la tension de surfa
e. Nous donneronsdon
 des modèles pour dé
rire 
es é
oulements qui génèrent des nouvelles questions en analysenumérique. Ensuite, nous proposerons des voies numériques qui nous mènerons aux simulationsen mi
ro�uidique de la troisième et dernière partie.
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Chapitre 5Modèle bi�uide ave
 tension de surfa
eGrâ
e à la première partie, nous disposons d'outils e�
a
es pour suivre une interfa
e mo-bile, Γ. Cependant, nous sommes restés évasifs, jusqu'à présent, sur le 
hamp de vitesse vresponsable du dépla
ement de Γ. Aussi, 
ette deuxième partie est-elle dédiée à la présenta-tion d'un modèle �uide ad ho
 pour les simulations de la partie suivante.Nous détaillerons les équations qui permettent de modéliser des é
oulements 
onstitués dedeux �uides immis
ibles 
onduisant à la présen
e d'interfa
es. Les phénomènes de tension desurfa
e seront pris en 
ompte et intégrés dans le modèle en exploitant, ave
 pro�t, une for-mulation Level Set. De plus, il faudra aussi dé
rire des 
onditions aux limites non homogènessur les parois. Munis d'un modèle 
omplet, nous présenterons alors sa dis
rétisation et lessolveurs utilisés pour obtenir les simulations. Il s'agira de méthodes 
ouramment répanduesdans la littérature : 
ela permettra de présenter de manière relativement familière l'appro
hedé
ouplée induite par la méthode Level Set. Ainsi arriverons-nous au terme du présent 
hapitre.Dans le 
hapitre 6 qui suit, nous aborderons la 
ontribution prin
ipale de nos travauxen analyse numérique : la dérivation d'une nouvelle 
ondition de stabilité pour la 
lasse dess
hémas exposés pré
édemment. Elle s'applique en fait à toutes les appro
hes qui réalisent undé
ouplage entre la résolution de l'é
oulement et le transport de l'interfa
e. Cette 
onditions'ins
rit dans le prolongement du travail de référen
e [17℄ de Bra
kbill, Kothe et Zema
h en1992, où est introduite l'appro
he CSF pour traiter le terme de tension de surfa
e. Par ailleurs,elle apporte un é
lairage nouveau sur les phénomènes de 
ourants parasites observés au voi-sinage de l'interfa
e. Pour 
lore 
ette partie et faire le lien ave
 la dernière, 
onsa
rée auxappli
ations de 
es résultats à des é
oulements en mi
ro�uidique, nous présenterons ensuiteune méthode de dé
omposition (ou splitting) permettant d'exploiter leurs 
ara
téristiques etainsi de diminuer les temps de simulation.5.1 Présentation du modèleIl est désormais temps de dé
rire plus avant, le 
adre sous-ja
ent des frontières se mouvant ...C'est dans la dynamique des �uides que nous trouverons les équations qui vont gouverner lesphénomènes physiques du milieu où évoluent nos interfa
es.En mé
anique des �uides, on distingue di�érents types d'é
oulements à frontières libres :� vagues et ondes : �externes� au sens où l'air est au-dessus d'un liquide beau
oup plusdense (dont la Figure 1.1 est un exemple typique) ou �internes� au sens où les interfa
esséparent des milieux di�érents, au sein même du domaine �uide ;
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 tension de surfa
e� jets : la même distin
tion que 
i-dessus peut s'appliquer, relativement à leur environne-ment ;� �lms min
es : ils sont à 
onsidérer dans les pro
essus d'endu
tion ou de sé
hage surdi�érents substrats ;� gouttes et bulles : elles sont très utilisées en 
himie ; 
e sont les interfa
es qui nous
on
ernent le plus, dans le 
adre de 
ette thèse.Pour formuler mathématiquement les équations gouvernant les é
oulements 
onsidérés,nous allons tout d'abord pré
iser les hypothèses physiques retenues. On suppose, 
omme évo-qué pré
édemment que les é
oulements mettent en jeu deux �uides immis
ibles visqueux etnewtoniens (i.e. le tenseur des 
ontraintes dépend linéairement des taux de déformation). Deplus, les deux �uides seront 
onsidérés in
ompressibles et isothermes. Ainsi, la densité (oumasse volumique) ne dépend ni de la pression, ni de la température. Qui plus est, 
ommela vis
osité est aussi indépendante de la température, l'équation de l'énergie se retrouve dé-
ouplée des autres lois de 
onservation (de la masse et de la quantité de mouvement) : onne 
onsidérera don
 pas 
ette équation dans la suite. Par ailleurs, les �uides sont supposéshomogènes, si bien que vis
osité et densité sont 
onstantes dans 
haque espè
e.Les appli
ations physiques que l'on va traiter suggèrent d'adopter un modèle d'interfa
e pon
-tuelle, par suite, les 
ara
téristiques des deux �uides exhibent un saut à l'interfa
e. Nousprenons en 
ompte la tension de surfa
e entre les deux �uides qui jouera un r�le prépondérantdans les dynamiques étudiées. Par 
ontre, on négligera les transferts de masse à l'interfa
e, 
equi lui 
onfère un 
ara
tère imperméable. Dans un premier temps, nous supposerons que laprésen
e de surfa
tant n'induit pas de variation de la tension de surfa
e ; en 
onséquen
e, le
oe�
ient de tension de surfa
e sera 
onsidéré 
omme étant 
onstant.Ensuite, nous allons supposer que l'on étudie l'é
oulement dans un domaine borné Ω =
Ω1 ∪ Ω2 dans R

2 (ou R
3). Par sou
i de simpli
ité, la présentation est faite en 2D (
f. Figure5.1) ; l'extension en 3D suit la même philosophie. En notant, ∂Ωi, le bord du domaine Ωi
ontenant le �uide i, l'interfa
e Γ est 
ara
térisée par : Γ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2.

Ω 1

Ω 2

Fluide 2

Ω

Fluide 1

ΓFig. 5.1 � Le domaine Ω = Ω1 ∪ Ω2 où évoluent les deux �uides, séparés par l'interfa
e Γ.Des diverses hypothèses physiques énon
ées à l'instant, il résulte que 
haque �uide i = {1, 2}est gouverné par les équations de Navier-Stokes, asso
iées aux é
oulements in
ompressibles :
ρi

(
∂ui

∂t
+ ui.∇ui

)
−∇.(2ηiDui) + ∇pi = F ∀(t,x) ∈ R

+ × Ωi, (5.1)
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∇.ui = 0 ∀(t,x) ∈ R

+ × Ωi, (5.2)où ui est le 
hamp de vitesse, pi la pression, ρi la densité, ηi la vis
osité relativement au �uide
i, F une for
e volumique (que l'on détaillera dans la suite) et Du = (∇u + ∇Tu)/2. A 
ela,il faut ajouter les 
onditions aux limites sur l'interfa
e Γ (on note [a] = a2 − a1, le saut de laquantité a au travers de Γ) :

[u] = 0 (5.3)
[−pI + 2ηDu] .n = σκn (5.4)où les s
alaires σ et κ représentent respe
tivement le 
oe�
ient de tension de surfa
e et la
ourbure de l'interfa
e. Le ve
teur n donne la normale à l'interfa
e. Ces 
onditions traduisentla 
ontinuité de la vitesse à l'interfa
e (5.3) ainsi que l'équilibre entre le saut des 
ontraintesnormales et la tension de surfa
e (5.4).Il est ensuite possible de dériver une formulation Level Set qui intègre les 
onditions auxlimites sur Γ et donne une équation de Navier-Stokes globale sur le domaine Ω. Une telledérivation est présentée par Chang, Hou, Merriman et Osher dans [23℄ ; elle a aussi été utiliséedans l'arti
le fondateur de Sussman, Smereka et Osher [169℄. C'est 
ette appro
he que nousadoptons dans 
ette thèse, à savoir :

ρ

(
∂u

∂t
+ u.∇u

)
−∇.(2ηDu) + ∇p = F + σκδ(φ)n ∀(t,x) ∈ R

+ × Ω, (5.5)
∇.u = 0 ∀(t,x) ∈ R

+ × Ω, (5.6)
∂φ

∂t
+ u.∇φ = 0 ∀(t,x) ∈ R

+ × Ω, (5.7)où u est le 
hamp de vitesse dé�ni sur Ω, tout 
omme la pression p, la densité ρ et la vis
osité
η. La fon
tion Level Set est, par exemple, telle que :

φ






> 0 dans le �uide 2
= 0 sur l'interfa
e
< 0 dans le �uide 1 (5.8)Il s'agit d'un modèle mono�uide à densité et vis
osité variables, données respe
tivement par :

ρ(φ) = ρ1 + (ρ2 − ρ1)H(φ) (5.9)
η(φ) = η1 + (η2 − η1)H(φ) (5.10)La tension de surfa
e apparaît 
omme une for
e volumique singulière, lo
alisée sur l'interfa
e,grâ
e à la fon
tion de Dira
 déjà présentée ave
 les outils Level Set, tout 
omme la normaleà l'interfa
e. Il 
onvient aussi de noter qu'un tel traitement, du terme de tension de surfa
e,est très pro
he des travaux de Chandrasekhar [22℄, Peskin [119℄, Bra
kbill et al. [17℄ ainsi qued'Unverdi et Tryggvason [183℄. Cette appro
he a été maintes fois utilisée par la suite, dansdi�érentes méthodes de suivi d'interfa
e (par exemple dans [129, 149℄ pour les méthodes VOFet [167, 157℄ en Level Set, pour ne 
iter que quelques travaux).Nous dé
rirons plus avant le 
ontexte physique dans la troisième partie mais notons d'oreset déjà que, pour nos appli
ations, les for
es volumiques � autres que la tension de surfa
e �
ontenues dans F (e.g. l'a

élération de la pesanteur) sont négligeables devant les e�ets 
apil-laires. Si bien que dans la suite, nous ne mentionnerons plus 
e terme dans les équations de laquantité de mouvement. De plus, les termes d'inertie n'auront souvent qu'une faible in�uen
esur l'é
oulement. En 
onséquen
e, les deux modèles qui émailleront la suite de 
e manus
rit
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 tension de surfa
eseront :le modèle de Navier-Stokes instationnaire :
ρ

(
∂u

∂t
+ u.∇u

)
−∇.(2ηDu) + ∇p = σκδ(φ)n ∀(t,x) ∈ R

+ × Ω, (5.11)le modèle de Stokes instationnaire :
ρ
∂u

∂t
−∇.(2ηDu) + ∇p = σκδ(φ)n ∀(t,x) ∈ R

+ × Ω. (5.12)Nous utiliserons tour à tour 
es équations, ainsi que leurs versions stationnaires, au grédes appli
ations abordées.Remarque 5.1 : Prise en 
ompte d'obsta
lesNous aurons parfois besoin de simuler des obsta
les solides au sein de nos é
oulements.Pour 
ela nous utiliserons une méthode de pénalisation telle que présentée dans les travauxd'Angot et al. [9℄. Cette appro
he sera détaillée au 
hapitre 9.
5.2 Conditions aux limitesSur la Figure 5.1, nous avions laissé entendre qu'une partie du bord ∂Ω du domaine Ωétait le siège d'inje
tion et d'expulsion des �uides qui transitent en son sein. Il 
onvient don
de pré
iser les 
onditions aux limites sur ∂Ω.Pour 
ela, nous noterons ∂Ωinj les zones du bord en lesquelles du �uide est inje
té (ilpourra s'agir d'un mélange des deux espè
es 
onsidérées) et ∂Ωout, les zones par lesquelless'é
happe l'é
oulement. De plus, on appelle ∂Ωwall les parties du bord 
onstituées de paroissolides. On dispose alors d'une partition globale de la frontière de notre domaine (
f. Figure5.2) :

∂Ω = ∂Ωinj ∪ ∂Ωout ∪ ∂Ωwall (5.13)La normale sortante à ∂Ω est notée nΩ et la tangente asso
iée, τΩ. Nous opterons pour les
onditions aux limites suivantes :� sur ∂Ωinj : on suppose que u est 
onnu ; par exemple, pour une inje
tion mono�uide,on pourra imposer un pro�l de Poiseuille simple ;� sur ∂Ωout : on simulera une sortie libre du �uide via :
{

∂(u.nΩ)
∂nΩ

= 0

u.τΩ = 0
(5.14)



5.2 Conditions aux limites 103
Ω 2

Ω 1

∂ Ω∂ Ω

∂ Ω

wall
inj

out

Fig. 5.2 � Partitionnement du bord de Ω pour a�e
ter di�érentes 
onditions aux limites.� sur ∂Ωwall : nous autoriserons le �uide à glisser sur la paroi à l'aide d'une 
ondition detype mixte Diri
hlet-Robin, i.e.
{

u.τΩ = αus(η) + βLs(η)
∂(u.τΩ)

∂nΩ

u.nΩ = 0
(5.15)où les s
alaires α et β sont a�e
tés à 0 ou 1 suivant que l'on 
onnaît la vitesse deglissement us ou la longueur de glissement Ls, qui dépendent a priori de la vis
osité.Justi�ons 
ette dernière 
ondition. Il faut avoir à l'esprit que pour des é
oulements bi-�uides, il est parfois né
essaire de traiter le 
as où une ligne de 
onta
t se dépla
e le long dela paroi solide. C'est là qu'apparaît alors la né
essité d'imposer une 
ondition qui autorise leglissement à la paroi ; en e�et, on lève ainsi la singularité, atta
hée à la ligne de 
onta
t etinduite par une 
ondition de non glissement. Il est e�e
tivement bien 
onnu que, si la vitesses'annule à la paroi, alors la for
e né
essaire pour dépla
er la ligne de 
onta
t est in�nie [39℄.Dans les appli
ations pratiques, us et/ou Ls sont données par les expérien
es physiques. Enplus de (5.15), l'angle de 
onta
t entre la ligne de 
onta
t et le mur doit être imposé, demanière à avoir un problème bien posé ; en�n, 
et angle dépend de la vitesse de la ligne de
onta
t [39℄. Dans un 
ontexte Level Set, l'angle peut être 
al
ulé grâ
e à la fon
tion φ. Lepoint 
lé, pour que le problème soit bien posé, est d'imposer la 
ondition aux limites sur lavitesse dans Navier-Stokes et non pas sur φ dans l'équation de transport. La relation entrel'angle de 
onta
t et la vitesse de glissement est donnée par les expérien
es physiques et faitpartie des paramètres de la simulation numérique.Nous n'avons pas, dans 
ette thèse, mené une étude plus détaillée des modèles et des mé-thodes numériques pour gérer les lignes de 
onta
t. On pourra se référer, par exemple, auxré
ents travaux de Spelt [157℄ ou de Liu et al. [96℄ dans un 
ontexte Level Set ainsi qu'à 
euxde Qian et al. [124℄ dont Gerbeau et Lelièvre [53℄ en proposent une formulation ALE.Attardons-nous maintenant, quelques instants, sur la 
ondition de Robin à la paroi (α = 0 et

β = 1 dans (5.15)) :
u.τΩ = Ls(η)

∂(u.τΩ)

∂nΩ

(5.16)et son adéquation ave
 le pro�l imposé sur ∂Ωinj.



104 Chapitre 5. Modèle bi�uide ave
 tension de surfa
e
Ls

y

a/2

−a/2

u(y)

paroi "fictive"
physique pariétale

paroi "réelle" utilisée pour la simulationFig. 5.3 � E
oulement de PoiseuilleTout d'abord, rappellons qu'un é
oulement de Poiseuille entre deux plans parallèles (voirFigure 5.3) présente un pro�l de vitesse de la forme :
u(y) = Vmax

(
1 − 4y2

a2

)
∀y ∈

[
−a

2
;
a

2

] (5.17)Par ailleurs, le modèle que nous utilisons fait intervenir une 
ondition de Robin qui traduit unevitesse de glissement à la paroi. Dans une 
on�guration de type Poiseuille, on peut interpréter
e modèle 
omme un é
oulement de Poiseuille tronqué à une distan
e Ls de la paroi (
f. Figure5.3). En d'autres termes, on suppose que la physique 
omplexe qui a lieu dans une 
ou
hepariétale d'épaisseur Ls peut être modélisée par une vitesse de glissement à une distan
e Lsde la paroi. On appelle alors logiquement Ls la longueur de glissement (�slip length�). Si on
ombine le pro�l de Poiseuille et la 
ondition de Robin, alors on dispose d'une relation entrela longueur de glissement et le diamètre a du 
anal ��
tif� dans lequel 
e pro�l s'annule aubord. Lorsque l'on réalise les simulations numériques, il est fréquent de 
onnaître Ls ou saproportion f par rapport à a : Ls = f a
2 . Un 
al
ul élémentaire, utilisant la 
ondition de Robin(5.16) sur une paroi horizontale :

∂u

∂y
= α(η)u(y) ave
 α(η) =

1

Ls
(5.18)et le pro�l de vitesse (5.17), donne la relation suivante entre y0 et a, qui induit un pro�l dePoiseuille véri�ant la 
ondition de Robin en y0 :

a = 2 y0

(√
f2 + 1 + f

) (5.19)ave
 a/2 > y0 > 0 et f ∈ ]0, 1[. Typiquement, f ∼ 1/100 don
, par exemple, pour un 
analde diamètre unitaire : y0 ∼ 1/2 et on a a ∼ 1.01 . Ainsi, lors de nos simulations numériques,nous utiliserons 
omme 
ondition d'entrée le pro�l de vitesse (5.17) ave
 le a véri�ant (5.18)de manière à avoir un pro�l 
onsistant ave
 la 
ondition de Robin. Sur les Figures 5.5, onmontre l'amélioration induite par une vitesse 
ompatible. Il s'agit de la 
omposante u(x, y)d'un 
hamp de vitesse u = (u, v) 
al
ulé sur une 
roix (
f. Figure 5.4) ; la vue est prise depro�l, dans la dire
tion de l'axe de sortie. Au travers de 
et exemple simple, nous illustronsle fait qu'il faut naturellement tenir 
ompte de la 
onsistan
e des ra

ords entre les di�érentstypes de 
onditions aux limites imposées sur ∂Ω. C'est un point dont nous avons 
onstam-ment tenu 
ompte dans 
es travaux. Il en résulte une meilleure 
onvergen
e des solveurs etdes résultats d'une pré
ision a

rue.
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paroi : Robin
sortie

injection : Poiseuille

Fig. 5.4 � géométrie et 
onditions aux limites pour une 
roix
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Fig. 5.5 � E�et de la 
ompatibilité des vitesses d'inje
tion, dans la 
on�guration présentéeFigure 5.4.
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 tension de surfa
e5.3 Dis
rétisations et SolveursDans 
ette se
tion, nous allons dé
rire la pro
édure générale que nous avons adoptée pourrésoudre numériquement la formulation Level Set (5.11)-(5.6)-(5.7). Ensuite, nous présenteronsles dis
rétisations en temps et en espa
e ainsi que les solveurs utilisés pour simuler l'évolutionde nos interfa
es bi�uides.5.3.1 Pro
édure généraleNous rappellons que nous nous plaçons dans une géométrie bidimensionnelle. La mêmeappro
he est valable en 3D. Nous suivons toujours le travail de Sussman et al. [169℄. L'algo-rithme de résolution est le suivant, dans la droite ligne des méthodes dé
ouplées (vis-à-vis del'é
oulement et du dépla
ement de l'interfa
e) :1. Initialisation de la fon
tion Level Set φ qui 
apture l'interfa
e et a
tualisation des 
a-ra
téristiques physiques η et ρ grâ
e à (5.9) et (5.10).2. Cal
ul de la normale n et de la 
ourbure κ grâ
e à (2.7) et (2.8).3. Résolution de l'équation de Navier-Stokes (5.11)-(5.6) pour obtenir (u, p).4. Réa
tualisation de φ en résolvant l'équation de transport (5.7) asso
iée à u.5. Si né
essaire, appliquer une pro
édure de redistan
iation sur φ.6. Itérer les étapes (2) à (5) pour 
haque pas de temps dis
ret.Dans notre 
ode, nous utilisons les outils évoqués dans la première partie, à savoir :� le s
héma WENO5 ;� la redistan
iation via l'équation de réinitialisation ou la méthode Fast Mar
hing ;� la méthode de �translation� de φ, si né
essaire.Cette dernière méthode a été formalisée par Smolianski [155℄ (même si elle était probablementemployée dans de nombreux 
odes sans être mentionnée). Nous reprenons i
i son propos.Supposons que l'on dispose d'un φ qui est une distan
e signée. On peut 
orriger l'aire dudomaine Ω2 = {x ∈ Ω/φ > 0}, tout en 
onservant la forme de l'interfa
e, en utilisant unenouvelle ligne de niveau de φ située dans un voisinage de l'interfa
e (voir Figure 5.6). Pour
ela, il su�t de translater la fon
tion Level Set dans la dire
tion verti
ale par ajout d'une
onstante Cφ, où |Cφ| est la distan
e entre l'an
ienne isovaleur et la nouvelle (puisque φ estune distan
e signée).Pour déterminer l'expression de Cφ, on note φnew la nouvelle fon
tion véri�ant la 
onservationde la masse et Ωnew
2 = {x ∈ Ω/φnew > 0}. Smolianski utilise une relation relative à la variationd'une intégrale de volume :

Sexact − S(Ω2) =

∫

Ωnew
2

dx−
∫

Ω2

dx =

∫

Γ
(Cφ.n).ndΓ + O(Cφ

2)

= Cφ

∫

Γ
dΓ + O(Cφ

2) (5.20)où Sexact est l'aire exa
te de la région Ω2 à l'initialisation du 
al
ul (elle est don
 supposée
onnue) et S(Ω2) est l'aire Ω2 à l'instant de 
al
ul 
ourant. On en déduit que :
Cφ =

Sexact − S(Ω2)

L(Γ)
(5.21)
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Ω 2

Ω 2
new

C φ

Cφ

Γ
Γnew

φφ = +
new

Fig. 5.6 � Méthode de translation pour 
orriger la variation de masse, selon [155℄. Les isovaleursen gras sont : à gau
he, l'an
ienne interfa
e et à droite, la nouvelle interfa
e dont l'aire asso
iéevéri�e la 
onservation de la masse.où L(Γ) est la longueur de l'interfa
e Γ. Cette translation de φ, en vue de 
orriger le volume,est légitime dés lors que φ est une distan
e signée (au moins au voisinage de l'interfa
e) et que
Cφ est su�sament faible. Cette dernière 
ondition vient naturellement du fait qu'on ne peutpas dépla
er l'interfa
e d'une quantité 
omparable à l'erreur de l'interpolation de l'interfa
e
ontenue dans (5.21), à l'ordre deux en Cφ. On peut noter que d'un pas de temps à l'autre,en pratique, 
ette 
orre
tion est très faible ; en revan
he elle permet d'éviter d'a

umuler deserreurs de volume lorsqu'un grand nombre d'itérations en temps est réalisé.On peut déterminer la 
onstante Cφ par d'autres voies que 
elle empruntée par [155℄. Enparti
ulier, on peut mettre en oeuvre des te
hniques de point �xe.5.3.2 Dis
rétisation en tempsUne dis
rétisation d'ordre un (ou méthode d'Euler) est utilisée pour faire évoluer l'équationen temps. On note n et n + 1 les indi
es relatifs aux temps 
ourant et ultérieur, séparés parle pas de dis
rétisation ∆t. En se basant sur l'algorithme présenté à la se
tion pré
édente,on dispose de la vitesse un et de la fon
tion φn au temps 
ourant qui nous permettent derésoudre l'équation de Navier-Stokes pour obtenir (un+1, pn+1) ; on peut alors 
al
uler φn+1grâ
e à l'équation de transport. En d'autres termes :

ρn

(
un+1 − un

∆t
+ un.∇un

)
−∇.(2ηnDun+1) + ∇pn+1 = σκnδ(φn)n (5.22)

∇.un+1 = 0 (5.23)
φn+1 − φn

∆t
+ un+1.∇φn = 0 (5.24)Il 
onvient, i
i, de faire plusieurs remarques. Tout d'abord, le terme de tension de surfa
e estdis
rétisé de manière expli
ite, 
e qui induit une 
ondition de stabilité spé
i�que dont nousparlerons dans le pro
hain 
hapitre. Ensuite, on peut aussi mettre en oeuvre des dis
rétisa-tions en temps d'ordre plus élevé. Le besoin ne s'en est pas fait sentir dans les appli
ations
onsidérées et 
ela ne 
hange pas non plus profondément la dérivation de la 
ondition de sta-bilité. En�n, dans notre 
ode, nous avons implémenté une méthode d'Euler en temps pour
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eNavier-Stokes mais aussi des s
hémas de Runge-Kutta TVD d'ordre 2 et 3 pour dis
rétiserl'équation de transport (suivant en 
ela, les travaux de Shu et Osher [151℄).5.3.3 Solveur pour l'é
oulementLa résolution de (5.22)-(5.23), pour obtenir (un+1, pn+1), est réalisée grâ
e à une méthodede Lagrangien Augmenté (e.g. voir [171, 30, 49℄). Cette méthode provient des idées développéesen programmation quadratique pour résoudre des problèmes de minimisation sous 
ontraintes.Un problème sous 
ontraintes est transformé, par ajout d'un multipli
ateur de Lagrange, enun problème de point-selle, exempt de 
ontrainte. Un Lagrangien 
lassique se voit alors aug-menté d'un terme quadratique pour obtenir un Lagrangien dit �Augmenté�. L'avantage de
ette méthode est que l'on peut obtenir la solution exa
te du problème sans augmenter indé-�niment le terme de pénalisation, 
ontrairement aux méthodes de pénalisation 
lassiques où
ela induit une dégradation du 
onditionnement du système à inverser. Le le
teur intéressé parl'utilisation de 
ette méthode pour des problèmes aux limites pourra se référer à l'ouvrage [48℄.L'algorithme va i
i 
onsister à résoudre le problème de Navier-Stokes à l'aide d'une méthodeitérative qui va permettre de 
onverger vers une solution qui véri�e la 
ontrainte d'in
ompres-sibilité. A 
ette �n, on note (uk+1, pk+1) et (uk, pk) les variables de 
e pro
essus itératif (onaura remarqué que les indi
ateurs liés à la dis
rétisation en temps sont des n pla
és en expo-sant, alors que 
eux liés aux itérés de la relaxation dans le Lagrangien Augmenté sont des kpla
és en indi
e). On réalise les étapes suivantes :1. Initialisation de (u0, p0) (par exemple, en résolvant un problème de Stokes stationnaire)2. Résolution du système linéaire, en uk+1 :
ρ

∆t
uk+1 −∇.(2ηDuk+1) + c1∇ (∇.uk+1) =

ρ

∆t
un − ρun.∇un + σκnδ(φn)n −∇pk (5.25)3. A
tualisation de la pression pk+1 via

pk+1 = pk − c2∇.uk+1 (5.26)4. Itérer (2)-(3) jusqu'à la 
onvergen
e(i.e. quand |pk+1 − pk| < ζ ou |∇.uk+1| < ζ)5. En�n, a�e
ter (un+1, pn+1) = (uk+1, pk+1)où c1 et c2 sont les 
oe�
ients du Lagrangien Augmenté et ζ est le 
ritère de 
onvergen
edésiré. Dans nos 
al
uls, nous prenons typiquement c1 = c2 = 1. Remarquons que l'étaped'initialisation (1) peut être réalisée de deux façons, suivant l'état de la simulation :� Si l'on doit 
al
uler l'état physique initial de la simulation et que l'on ne dispose pasd'un 
andidat naturel (u0, p0) (provenant par exemple d'une simulation antérieure) pouramor
er le 
al
ul, on peut résoudre l'équation de Stokes stationnaire. Pour 
ela, il su�td'appliquer l'algorithme 
i-dessus ave
 n'importe quel (u0, p0) initial (e.g. (u0, p0) =(1 ;1)) et d'imposer ρ = 0. A 
onvergen
e, la solution obtenue 
onstitue un 
andidat adho
 que l'on peut a�e
ter à (u0, p0) pour initialiser le 
al
ul de l'équation de Navier-Stokes.� Si plusieurs itérations ont déja été 
al
ulées, il su�t d'initialiser via (u0, p0) = (un, pn).Pour �xer les idées, dans les appli
ations en mi
ro�uidique ave
 un modèle de Stokes, 
etalgorithme de Lagrangien Augmenté 
onverge en 4 ou 5 itérations vers la solution dont la
ontrainte ∇.u = 0 est satisfaite à l'ordre de l'approximation de la divergen
e, 
'est-à-dire à
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onvient i
i de remarquer qu'au 
ours de 
ette thèse, deux solveurs ont été implémentés.Le premier résoud un modèle de Stokes bidimensionnel sur une géométrie en 
roix, ave
 unsystème de 
oordonnées 
artésien. Le se
ond résoud les équations de Navier-Stokes tridimen-sionnelles dans un 
ylindre, en utilisant des 
oordonnées 
ylindriques ; on suppose, qu'au seinde 
ette géométrie, l'é
oulement est axisymétrique relativement à l'axe du 
ylindre, 
e quipermet de réaliser les simulations sur un domaine 2D.Dans les se
tions suivantes, du présent 
hapitre, nous allons détailler la dis
rétisation spa-tiale en 
onsidérant un système de 
oordonnées 
artésien bidimensionnel. Le traitement deséquations en 
oordonnées 
ylindriques suit la même philosophie et sera abordé au 
hapitre 9.5.3.4 Dis
rétisation en espa
eNous adoptons une appro
he volumes-�nis sur une grille dé
alée, 
omme dans la méthodeMAC (Marker and Cell) proposée par Harlow and Wel
h [70℄ (voir Figure 5.7, a). On noterespe
tivement ∆x et ∆y, les pas de dis
rétisation en espa
e dans les dire
tions x et y. Lespoints au 
entre d'une 
ellule sont don
 donnés par xi,j = (xi, yj) = ((i − 1/2)∆x; (j −
1/2)∆y) ; i = 1...nx, j = 1...ny. La pression pi,j et la fon
tion φi,j sont données aux points
xi,j tandis que ui,j l'est en xi−1/2,j et vi,j , en xi,j−1/2 (voir Figure 5.7). On dé�nit alors :

ui,j = u(xi−1/2, yj)

vi,j = v(xi, yj−1/2)

pi,j = p(xi, yj)

φi,j = φ(xi, yj)

ρi,j = ρ(xi, yj)

ηi,j = η(xi, yj)

i,j+1

i,j−1

i,j i+1,ji−1,j
i+1/2,ji−1/2,j

i,j−1/2

i,j+1/2

b

u

a

p

v

Fig. 5.7 � Maillage MAC (ou grille dé
alée) (a) et lo
alisation des indi
es i, j (b) mentionnéedans le textePour dis
rétiser en espa
e les équations (5.25)-(5.26), le maillage MAC est mis à pro�tpour obtenir une approximation à l'ordre deux des di�érents termes 
ontenant des gradients.L'é
riture d'une dis
rétisation volumes-�nis pour (5.25) sur les deux volumes de 
ontr�le de uet v 
onduit respe
tivement à la paire d'équations suivantes :
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∆x∆y

ρu
i,j

∆t
uk+1

i,j − 2∆y

∆x

[
ηi,j

(
uk+1

i+1,j − uk+1
i,j

)
− ηi−1,j

(
uk+1

i,j − uk+1
i−1,j

)]

−∆x

[
η̃u

i,j+1

(
uk+1

i,j+1 − uk+1
i,j

∆y
+
vk+1
i,j+1 − vk+1

i−1,j+1

∆x

)
− η̃u

i,j

(
uk+1

i,j − uk+1
i,j−1

∆y
+
vk+1
i,j − vk+1

i−1,j

∆x

)]

− c1 ∆y

(
uk+1

i+1,j − 2uk+1
i,j + uk+1

i−1,j

∆x
+
vk+1
i,j+1 − vk+1

i,j − (vk+1
i−1,j+1 − vk+1

i−1,j)

∆y

)

=

−∆x∆y ρu
i,j u

n
i,j

[
∂un

∂x

]upwd
i,j

− ∆x∆y ρu
i,j

vn
i,j + vn

i,j+1 + vn
i−1,j+1 + vn

i−1,j

4

[
∂un

∂y

]upwd
i,j

+σ
1

∆x∆y

[(
nφ,x

i,j − nφ,x
i−1,j

)
∆y +

(
ñφ,y

i,j+1 − ñφ,y
i,j

)
∆x
]

∆y
(
H(φn

i,j) −H(φn
i−1,j)

)

+ ∆x∆y
ρu

i,j

∆t
un

i,j − ∆y (pk
i,j − pk

i−1,j) (5.27)
∆x∆y

ρv
i,j

∆t
vk+1
i,j − 2∆x

∆y

[
ηi,j

(
vk+1
i,j+1 − vk+1

i,j

)
− ηi,j−1

(
vk+1
i,j − vk+1

i,j−1

)]

−∆y

[
η̃v

i+1,j

(
uk+1

i+1,j − uk+1
i+1,j−1

∆y
+
vk+1
i+1,j − vk+1

i,j

∆x

)
− η̃v

i,j

(
uk+1

i,j − uk+1
i,j−1

∆y
+
vk+1
i,j − vk+1

i−1,j

∆x

)]

− c1 ∆x

(
uk+1

i+1,j − uk+1
i,j − (uk+1

i+1,j−1 − uk+1
i,j−1)

∆x
+
vk+1
i,j+1 − 2vk+1

i,j + vk+1
i,j−1

∆y

)
=

−∆x∆y ρv
i,j

un
i,j + un

i+1,j + un
i+1,j−1 + un

i,j−1

4

[
∂vn

∂x

]upwd
i,j

− ∆x∆y ρv
i,j v

n
i,j

[
∂vn

∂y

]upwd
i,j

+σ
1

∆x∆y

[(
ñφ,x

i+1,j − ñφ,x
i,j

)
∆y +

(
nφ,y

i,j − nφ,y
i,j−1

)
∆x
]

∆x
(
H(φn

i,j) −H(φn
i,j−1)

)

+ ∆x∆y
ρv

i,j

∆t
vn
i,j − ∆x (pk

i,j − pk
i,j−1) (5.28)De même, en 
onsidérant le volume de 
ontr�le de p, l'équation (5.26) se dis
rétise ainsi :

pk+1
i,j = pk

i,j − c2

(
uk+1

i+1,j − uk+1
i,j

∆x
+
vk+1
i,j+1 − vk+1

i,j

∆y

) (5.29)Nous allons maintenant détailler les nouvelles variables introduites dans (5.27)-(5.28).Tout d'abord, 
onsidérons l'intégration de la première 
omposante de (5.25) sur le volumede 
ontr�le Vu
c de u (voir Figure 5.8).La vis
osité η̃u
i,j est dé�nie, au point xi−1/2,j−1/2, par la moyenne :

η̃u
i,j =

ηi−1,j ηi−1,j−1

ηi−1,j + ηi−1,j−1
+

ηi,j−1 ηi,j

ηi,j−1 + ηi,j
(5.30)Nous faisons remarquer que (5.30) est un 
hoix qui permet d'assurer la 
ontinuité des �uxlorsque le problème 2D exhibe une 
on�guration 1D dans l'une des dire
tions du maillage. En
e qui 
on
erne, le problème 2D général, il n'existe pas, à notre 
onnaissan
e dans la littérature,de résultats donnant une formulation pour 
ette variable auxiliaire qui assure, ave
 un maillageMAC, la 
ontinuité des �ux sur les arrêtes, pour n'importe quelle 
on�guration d'é
oulement.Quant à la densité ρu

i,j , elle est dé�nie au point xi−1/2,j (i.e. au 
entre de Vu
c ) et se 
al
uleen deux étapes :
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ηi,j×pi,j

×ui,j

×ui,j+1

×ui,j−1

×ui−1,j
×ui+1,j

×vi,j

×vi,j+1
×vi−1,j+1

×vi−1,j

Fig. 5.8 � Volume de 
ontr�le de ui,j. Les traits en pointillés représentent le maillage physique.1. ρ̃u
i,j est obtenue ave
 la relation (5.30), en replaçant η par ρ2. on en déduit ρu

i,j en prenant la moyenne 
entrée :
ρu

i,j =
ρi,j + ρi−1,j + ρ̃u

i,j + ρ̃u
i,j+1

4
(5.31)Ensuite, atta
hons-nous à l'intégration de la se
onde 
omposante de (5.25) sur le volumede 
ontr�le Vv

c de v. La vis
osité η̃v
i,j est aussi dé�nie, au point xi−1/2,j−1/2, par :

η̃v
i,j =

ηi−1,j−1 ηi,j−1

ηi−1,j−1 + ηi,j−1
+

ηi−1,j ηi,j

ηi−1,j + ηi,j
(5.32)La densité ρv

i,j est dé�nie au point xi,j−1/2 (i.e. au 
entre de Vv
c ) et se 
al
ule en deux temps :1. ρ̃v

i,j est déterminée ave
 la même moyenne que (5.32), en replaçant η par ρ2. ρv
i,j s'obtient via :

ρv
i,j =

ρi,j + ρi,j−1 + ρ̃v
i,j + ρ̃v

i+1,j

4
(5.33)En 
e qui 
on
erne le terme de tension de surfa
e σκδ(φ)n = σκ∇H(φ), nous allons toutd'abord nous 
on
entrer sur l'intégration de sa première 
omposante, i.e. σκ∂H

∂x (φ), sur Vu
c .On utilise l'approximation suivante :

∫

Vu
c

σκ
∂H

∂x
(φ) = σ

∫

Vu
c

∇.n ∂H

∂x
(φ)

≈ σ

∫
Vu

c
∇.n

∆x∆y

∫

Vu
c

∂H

∂x
(φ) (5.34)En appliquant la formule de Green sur la se
onde intégrale, il vient :

∫

Vu
c

∂H

∂x
(φ) = ∆y

(
H(φn

i,j) −H(φn
i−1,j)

) (5.35)et sur la première intégrale, on a :
∫

Vu
c

∇.n =
(
nφ,x

i,j − nφ,x
i−1,j

)
∆y +

(
ñφ,y

i,j+1 − ñφ,y
i,j

)
∆x (5.36)
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eoù nφ,x
i,j est la première 
omposante de la normale au point xi,j et ñφ,y

i,j , la se
onde 
omposantede la normale au point xi−1/2,j−1/2. La fusion des relations (5.34)-(5.36) 
onduit à l'expressiondu terme de tension de surfa
e donné dans (5.27). La même pro
édure est appliquée pour lase
onde 
omposante du terme de tension de surfa
e, i.e. σκ∂H
∂y (φ), qui est intégrée sur Vv

c .Elle apparaît dans l'équation (5.28).Le 
al
ul des 
omposantes des normales évoquées à l'instant met à pro�t le 
ara
tère globalde la fon
tion Level Set et des prises de moyennes. La pro
édure est la suivante :1. Cal
ul de :
φ̃i,j =

φi,j + φi−1,j + φi−1,j−1 + φi,j−1

4
(5.37)2. Cal
ul de :

φu
i,j =

φi,j + φi−1,j + φ̃i,j + φ̃i,j+1

4
(5.38)3. Cal
ul de :

φv
i,j =

φi,j + φi,j−1 + φ̃i,j + φ̃i+1,j

4
(5.39)4. Cal
ul de n = (nφ,x;nφ,y) au point xi,j :

nφ,x
i,j =

φu
i+1,j − φu

i,j

∆x
nφ,y

i,j =
φv

i,j+1 − φv
i,j

∆y
puis normalisation (5.40)5. Cal
ul de ñ = (ñφ,x; ñφ,y) au point xi−1/2,j−1/2 :

ñφ,x
i,j =

φv
i,j − φv

i−1,j

∆x
ñφ,y

i,j =
φu

i,j − φu
i,j−1

∆y
puis normalisation (5.41)En�n, les termes 
onve
tifs, labélisés [.]upwd, sont dis
rétisés à l'aide d'une méthode ENOd'ordre deux, suivant en 
ela [152℄. Ce
i 
l�t la des
ription de toutes les variables introduitesdans (5.27)-(5.28).Le système linéaire (5.27)-(5.28) induit par le Lagrangien Augmenté est résolu grâ
e à laméthode du BiGradient Conjugué (BiCGstab) [185℄.Nous dé
rivons maintenant la dis
rétisation spatiale de l'équation Level Set (5.24), enomettant momentanément l'exposant n+ 1 sur u et en développant le gradient bidimension-nel :

φn+1 − φn

∆t
+ u

∂φn

∂x
+ v

∂φn

∂y
= 0 (5.42)On adopte l'appro
he présentée au 
hapitre 3 en notant respe
tivement φ+

x et φ−x les dérivéesdis
rètes à droite et à gau
he de ∂φn

∂x . La dis
rétisation upwind s'é
rit :





si u(xi, yj) > 0 alors ∂φn

∂x = φ−xsi u(xi, yj) < 0 alors ∂φn

∂x = φ+
xsi u(xi, yj) = 0 alors le 
hoix est indi�érent (5.43)Les valeurs de φ+,−

x sont 
al
ulées au point xi,j à l'aide du s
héma WENO5 détaillé au 
hapitre3. Ayant à l'esprit qu'une grille dé
alée est utilisée, il est né
essaire de déterminer la vitesse uau point xi,j, où φi,j est donné. Pour 
ela, on prend naturellement une moyenne 
entrée :
u(xi, yj) =

ui,j + ui+1,j

2
(5.44)
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ède de manière identique pour v ∂φn

∂y en prenant :
v(xi, yj) =

vi,j + vi,j+1

2
(5.45)5.3.5 Traitement des 
onditions aux limitesDans 
ette se
tion, on se propose de détailler le traitement des 
onditions aux limites enl'illustrant sur le 
as d'une géométrie en 
roix (
omme sur la Figure 5.4). C'est en e�et l'unedes 
on�gurations traitées dans les appli
ations en mi
ro�uidique. De plus, pour simpli�erla présentation, nous 
onsidérons le 
as parti
ulier du problème de Stokes stationnaire sanstension de surfa
e :

{
−∇ . (2η Du) + ∇p = 0 dans Ω ⊂ R

2 (i)
∇ .u = 0 dans Ω (ii)

(5.46)Cette situation très épurée 
onserve néanmoins les mêmes aspe
ts pour le traitement des bordsque le problème 
omplet (5.11).Mutatis mutandis, elle traduit don
 bien l'appro
he numériqueque nous avons utilisée pour tous 
es 
as.De même, on suppose que le glissement est donné par une 
ondition de Robin (on parleaussi de 
ondition de Navier) :
{

u.τΩ = Ls(η)
∂(u.τΩ)

∂nΩ

u.nΩ = 0
(5.47)Gardons, par ailleurs, à l'esprit que 
e traitement s'ins
rit dans la 
onstru
tion du systèmelinéaire induit par l'algorithme du Lagrangien Augmenté. Dans le 
as du problème de Stokes(5.46), les équations dis
rètes qui 
onduisent à 
e système se dérivent de la même manière quepour (5.27) et (5.28) et sont respe
tivement :

− 2∆y

∆x
[ηi,j (ui+1,j − ui,j) − ηi−1,j (ui,j − ui−1,j)]

− ∆x

[
η̃u

i,j+1

(
ui,j+1 − ui,j

∆y
+
vi,j+1 − vi−1,j+1

∆x

)
− η̃u

i,j

(
ui,j − ui,j−1

∆y
+
vi,j − vi−1,j

∆x

)]

− c1∆y

(
ui+1,j − ui,j

∆x
+
vi,j+1 − vi,j

∆y
− ui,j − ui−1,j

∆x
− vi−1,j+1 − vi−1,j

∆y

)

= −∆y (pk
i,j − pk

i−1,j) (5.48)
− 2∆x

∆y
[ηi,j (vi,j+1 − vi,j) − ηi,j−1 (vi,j − vi,j−1)]

− ∆y

[
η̃v

i+1,j

(
ui+1,j − ui+1,j−1

∆y
+
vi+1,j − vi,j

∆x

)
− η̃v

i,j

(
ui,j − ui,j−1

∆y
+
vi,j − vi−1,j

∆x

)]

− c1∆x

(
ui+1,j − ui,j

∆x
+
vi,j+1 − vi,j

∆y
− ui+1,j−1 − ui,j−1

∆x
− vi,j − vi,j−1

∆y

)

= −∆x (pk
i,j − pk

i,j−1) (5.49)où, pour alléger les notations, on a omis les exposants k sur les in
onnues u et v.Sur les mailles qui bordent le domaine de 
al
ul, 
e type d'équation né
essitent de traiterdes 
as parti
uliers que nous allons voir dès maintenant.
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 tension de surfa
eLes implémentations possiblesNous allons naturellement distinguer les 
onditions sur les parois solides du domaine ainsique sur les bords d'inje
tion et de sortie du �uide.(a) paroi solideConsidérons, par exemple, une maille en u tangente à une paroi horizontale inférieurede la 
roix (
f. Figure 5.9). Le raisonnement serait identique pour une paroi supérieure et,pour une paroi verti
ale, il su�t d'inverser le r�le de u et v, de par la nature du maillagedé
alé. Cette maille est entièrement dans le domaine �uide. Il n'est don
 pas judi
ieux de
u

i,j

+

+ ++

+

+ +

++

+

+

u

v

maillage physique

n

U

ΩFig. 5.9 � Maille en u tangente à une paroi horizontalevouloir é
rire une équation sur ui,j en ne faisant appel qu'à la 
ondition de Robin. En e�et, ilest plus naturel d'utiliser, sur 
ette maille, l'équation 
omplète (5.48). Cependant, 
elle-
i faitintervenir le n÷ud ui,j−1 qui est en dehors du domaine et ne fait pas partie de notre pool den÷uds dis
rétisés. C'est la 
ondition de Robin (5.47) qui va nous permettre de l'exprimer enfon
tion des n÷uds dont on dispose. Dans le 
as 
onsidéré i
i, (5.47) s'é
rit v|bord = 0 et
∂u

∂nΩ

∣∣∣∣
bord

= α(η) u|bord (5.50)En prenant garde au sens de la normale, pour le 
al
ul de la dérivée suivant nΩ, on a l'ap-proximation à l'ordre 2 :
ui,j−1 − ui,j

∆y
= α(η)

ui,j + ui,j−1

2
d'où (5.51)

ui,j−1 =
1 + ∆yα(η)

2

1 − ∆yα(η)
2

ui,j (5.52)On peut alors réinje
ter (5.52) dans (5.48).On obtient, de la même manière, la valeur de ui,j+1 né
essaire pour l'é
riture de l'équation(5.48) sur une maille du bord supérieur d'une bran
he horizontale de la 
roix :
ui,j+1 =

1 + ∆yα(η)
2

1 − ∆yα(η)
2

ui,j (5.53)Quant à la maille en v, le n÷ud vi,j 
oïn
ide ave
 le bord et véri�e la 
ondition de Diri
hlethomogène de (5.47). On é
rit don
 simplement : 0 = v|bord = vi,j
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rétisations et Solveurs 115Si l'on 
onsidère un bord verti
al, 
omme évoqué au début de 
e (a), les n÷uds en usont a�e
tés de la 
ondition de Diri
hlet homogène alors que l'on é
rit l'équation (5.49) surune maille en v. Il est alors né
essaire d'exprimer vi−1,j (resp. vi+1,j) sur un bord gau
he (resp.droit). Le même raisonnement que 
i-dessus 
onduit, en prenant garde au sens de la dérivéenormale dans la 
ondition de Robin, à :
vi±1,j =

1 + ∆xα(η)
2

1 − ∆xα(η)
2

vi,j (5.54)
(b) bord d'inje
tionPour 
e 
as, nous 
onsidérons, par exemple, l'entrée dans la bran
he gau
he de la 
roix (
f.Figure 5.10). En tenant 
ompte de la des
ription faite à la se
tion 5.2, on se donne la vitesse
u = (u, v)t au bord suivante :

{
u(y) = Vmax

(
1 − 4y2

a2

)
∀y ∈ [−y0; y0]

v(y) = 0 ∀y ∈ [−y0; y0]
(5.55)Les n÷uds ui,j, situés sur le bord, se voient don
 a�e
tés la 
ondition de Diri
hlet non ho-mogène. Cependant, il faut garder à l'esprit que, dans un 
adre volume-�ni, ui,j =
∫
Mi,j

u.Par 
onséquent, en invoquant l'hypothèse physique de 
onstan
e de u dans la dire
tion x àl'inje
tion, la valeur de ui,j doit être la prise de moyenne :
ui,j = (∆x)−1

∫ (j+1)∆x

j ∆x
u(y)︸︷︷︸dé�ni par (5.55) dy (5.56)Remarquons que l'on pourrait 
hoisir d'é
rire l'équation (5.48) 
omme nous le verrons pourune maille en v au (
) suivant.

v
i,j

+ +

++

+

+

+

+ +

+
+

u
v

maillage physique

U

bord d’injection

n Ω

Fig. 5.10 � Maille en v tangente au bord d'inje
tionQuant aux n÷uds en v, leurs mailles sont tangentes au bord et plusieurs 
hoix peuvent êtreadoptés pour l'implémentation :
• on peut �for
er� une 
ondition de Diri
hlet en a�e
tant vi,j = 0. L'in
onvénient de 
e
hoix est qu'il est dépendant du ra�nement de maillage.



116 Chapitre 5. Modèle bi�uide ave
 tension de surfa
e
• la maille en v étant 
omplètement dans le domaine, on peut é
rire l'équation (5.49) quifait intervenir le point hors domaine vi−1,j. Les alternatives suivantes apparaissent :� on peut étendre la 
ondition valable au bord en invoquant l'uniformité de l'é
oulementen amont et jusqu'au bord ; on a alors : vi−1,j = 0 ; l'in
onvénient est le même quepré
édemment ;� on exprime une relation entre vi−1,j et les n÷uds internes ; par exemple, on peutappro
her la valeur de v au bord par une moyenne arithmétique : v|bord = (vi−1,j +

vi,j)/2 et 
ompte tenu de la 
ondition aux limites, v|bord = 0, on en déduit :
vi−1,j = −vi,j (5.57)l'avantage de 
e 
hoix est l'ordre 2 de l'approximation au point milieu.Ce raisonnement s'étend sans di�
ulté à l'inje
tion dans le bras droit de la 
roix ainsi quedans le bras supérieur où il faut, bien sûr, intervertir le r�le de u et v.(
) bord de sortiePour la bran
he inférieure de la 
roix que nous 
onsidérons, la 
ondition de sortie 
oïn
ideave
 les mailles en v dont les n÷uds vi,j sont exa
tement sur le bord du domaine physique.Par (5.47), on a :

{
∂y v = 0
u = 0

(5.58)Pour les mailles en u, tangentes au bord de sortie, il existe plusieurs 
hoix :
• on peut �for
er� une 
ondition de Diri
hlet en a�e
tant ui,j = 0 ;
• la maille en u étant 
omplètement dans le domaine, on peut é
rire l'équation (5.48) quifait intervenir le point hors domaine ui,j−1. De nouveau :� on peut étendre la 
ondition valable au bord en invoquant l'uniformité de l'é
oulementen aval depuis le bord ; on a alors : ui,j−1 = 0 ;� on exprime une relation entre ui,j−1 et les n÷uds internes ; par exemple, on peutappro
her la valeur de u au bord par une moyenne arithmétique : u|bord = (ui,j +

ui,j−1)/2 et 
ompte tenu de la 
ondition aux limites u|bord = 0, on en déduit :
ui,j−1 = −ui,j (5.59)
u

i,j

p
i,j−1+

+ +

+ +

+

+

+

u

v

maillage physique

+

+

+

+

+

bord de sortie

Un ΩFig. 5.11 � Maille en v au bord d'éje
tionEn 
e qui 
on
erne les mailles en v, nous avons une 
ondition de Neumann au bord et les
hoix sont en
ore plus ri
hes :
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• on peut �for
er� une 
ondition de Diri
hlet en a�e
tant vi,j à la valeur du Poiseuilleen sortie (somme des trois inje
tions) ; 
e 
hoix n'est pas en a

ord ave
 le Neumannévoqué mais en mono�uide, 
'est un 
hoix 
onsistant qui permet de réaliser des testsnumériques 
omme nous allons le faire dans la suite ;
• on peut é
rire dire
tement la 
ondition de Neumann et en déduire une équation entre
vi,j et vi,j+1 qu'il su�t d'implémenter dans l'opérateur. On a l'approximation à l'ordre1 :

0 =
∂v

∂y

∣∣∣∣
bord

=
vi,j − vi,j+1

∆y
d'où

vi,j − vi,j+1 = 0 (5.60)
ette dernière équation permettant de 
onserver une valeur propre positive dans l'opé-rateur ;
• on peut é
rire l'équation 
omplète (5.49) qui fait intervenir les points hors domaine vi,j−1,
ui,j−1 et ui+1,j−1 ainsi que pi,j−1 (
f. Figure 5.11). Ce
i ouvre de nouvelles perspe
tives :� pour ui,j−1 et ui+1,j−1 il faut bien entendu 
hoisir la même appro
he que 
elle adoptéepour é
rire la 
ondition aux limites sur la maille en u ;� pour vi,j−1, , une approximation à l'ordre 2 de la 
ondition de �ux donne :

vi,j−1 − vi,j+1

2∆y
= 0 ⇐⇒ vi,j−1 = vi,j+1 (5.61)� pour exprimer la pression, nous avons proposé deux options :

◦ l'une exploitant l'in
ompressibilité de l'é
oulement et basée sur la 
ondition physi-quement admissible :
∂

∂nΩ

(∇p) = 0 (5.62)qui permet d'é
rire :
pi,j−1 − pi,j

∆y
=
pi,j − pi,j+1

∆y
⇐⇒ pi,j−1 = 2pi,j − pi,j+1 (5.63)

◦ l'autre basée sur une réa
tualisation en a

ord ave
 le Lagrangien Augmenté etl'utilisation de 
onditions aux limites parti
ulières en ui,j que nous dé
rirons plusloin :
pnew

i,j−1 = pold
i,j−1 + c2 div(u

new
i,j ) (5.64)Une étude numériqueNous avons mené une étude numérique pour observer l'in�uen
e des di�érentes 
onditionsaux limites, pour les bords ∂Ωinj et ∂Ωout, présentées 
i-dessus, sur la vitesse de 
onvergen
edu solveur utilisant la méthode du Lagrangien Augmenté.Nous nous sommes pla
és dans un 
adre mono�uide en prenant η1 = η2 = η. De plus, nous
onsidérons des grandeurs 
ara
téristiques d'ordre un :

• η = 1 kg.m−1.s−1 ;
• vitesses d'inje
tion de type Poiseuille dont le maximum vaut 1 m.s−1 ;
• se
tion d'inje
tion de diamètre 1 m ;
• les bran
hes de la 
roix ont une longueur égale à quatre fois leur diamètre soit 4 m ;
• on dis
rétise ave
 5 mailles dans une se
tion de 
anal, 
e qui 
onduit à 940 in
onnues.
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 tension de surfa
eNous avons 
onstruit 
inq tests numériques (nommés D1 à D5) 
ombinant di�érents types de
onditions aux limites. Le premier 
as test, D1, ne 
orrespond pas tout à fait au problème deStokes étudié 
ar on utilise une 
ondition de Diri
hlet en sortie sur les deux 
omposantes de lavitesse. Ce 
as a été traité pour avoir une vitesse de 
onvergen
e de référen
e pour le LagrangienAugmenté. Pour les autres 
as, D2 à D5, nous avons testé di�érentes implémentations des
onditions aux bords du problème 
onsidéré. Le tableau 5.1 ré
apitule les 
hoix adoptés. Dans
e tableau, la mention �id� signi�e que le 
hoix est le même que pour le 
as test pré
édentet fait don
 référen
e à la 
ellule voisine de la 
olonne pré
édente. Les lettres utilisées pourrepérer les bords font référen
e aux points 
ardinaux asso
iés aux bran
hes de la 
roix, soitW,E,N et S pour, respe
tivement, les bran
hes ouest, est, nord et sud. Nous avons en faitaugmenté les degrés de liberté au 
ours des tests su

essifs ; le 
as D1 étant, bien sûr, le plus
ontraignant puisque traité entièrement en Diri
hlet. Le design de 
es tests est motivé par lare
her
he d'une in�uen
e éventuelle, de l'introdu
tion de degrés de liberté dans les 
onditionsaux limites, sur la vitesse de 
onvergen
e du solveur.Bord Maille D1 D2 D3 D4 D5Entrée W/E u Diri
hlet :Poiseuille id id id idv Diri
hlet :
vi,j=0 id id id Equation(5.49) ave


vi±1,j =
−vi,jEntrée N u Diri
hlet :

ui,j=0 id id id Equation(5.48) ave

ui,j+1 =
−ui,jv Diri
hlet :Poiseuille id id id idSortie S u Diri
hlet :

ui,j=0 id Equation(5.48) ave

ui,j−1=−ui,j

id idv Diri
hlet :Poiseuille EquationNeumann
vi,j+1 −
vi,j=0 (5.49) +(5.59) +(5.61) +(5.63) (5.49) +(5.59) +(5.61) +(5.64) idp × × × (5.64) idTab. 5.1 � Synthèse des 
onditions aux limites des 
as-testOn peut en e�et se demander si trop de liberté ne détériore pas la 
onvergen
e. Les résultats de
ette étude sont donnés dans la Figure 5.12. Les 
onvergen
es les plus basses 
orrespondent àla pré
ision ma
hine. On 
onstate la fran
he supériorité de D1 sur toutes les autres méthodes.Le 
hoix D2 est légèrement plus rapide que D4 et D5 qui sont pratiquement similaires. Le
hoix D3, ne permet pas, quant à lui, de faire des
endre la divergen
e au zéro ma
hine. C'estsuite à 
et é
he
 que nous avons introduit le traitement (5.64) du terme en pression hors dudomaine. Nous allons maintenant développer 
e point.Tout d'abord, il faut rappeler que nous disposons d'un problème bien posé ave
 des 
ondi-
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D5 Fig. 5.12 � vitesse de 
onvergen
e et 
onditions aux limitestions aux limites utilisant ex
lusivement les deux 
omposantes de la vitesse. En toute rigueur,il est don
 interdit d'ajouter une 
ondition en pression. Aussi, lorsque nous introduisons la
ondition (5.62) sur la pression, le problème peut devenir surdéterminé. Il se peut en e�et que
ette 
ondition supplémentaire en pression soit in
ompatible ave
 
elle en vitesse.C'est en se replaçant dans le 
ontexte du Lagrangien Augmenté (LA) que l'on s'aperçoitde la maladresse de 
e 
hoix, même si, d'un point de vue physique, il est 
ohérent. En e�et,
ette 
ondition est valide pour l'é
oulement établi mais, dans un LA, on utilise une méthodeitérative pour 
onverger en pression vers l'é
oulement à divergen
e nulle. En d'autres termes,au début du LA, la divergen
e n'est pas nulle don
 l'hypothèse de 
onstan
e du gradientnormal de pression est fausse. C'est i
i que 
e 
hoix induit une in
ompatibilité puisqu'enimposant ∂nΩ
(∂yp) = 0 alors que, lors des premières itérations, il ne l'est pas, on rajoute enfait un terme sour
e dans le système qu'on résoud. Par suite, on peut ne pas 
apter la bonne
onstante pour ∂yp (on pourrait étudier plus en détails l'asymptotique du terme en pression).En revan
he, la 
ondition (5.64) n'induit pas d'in
ompatibilité 
ar elle est 
onstruite enutilisant les seules 
onditions aux limites en vitesse et l'équation en pression du LA pour endéduire la valeur de pi,j−1. En e�et, on a (
f. Figure 5.11), en notant M la maille en pressionde pi,j et M∗ 
elle de pi,j−1 :

div(u)|M =
ui+1,j − ui,j

∆x
+
vi,j+1 − vi,j

∆y
(5.65)

div(u)|M∗ =
ui+1,j−1 − ui,j−1

∆x
+
vi,j − vi,j−1

∆y
(5.66)mais en utilisant les équations (5.59) et (5.61), on obtient :

div(u)|M∗ = −ui+1,j − ui,j

∆x
− vi,j+1 − vi,j

∆y
(5.67)

= −div(u)|M (5.68)
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 tension de surfa
eL'utilisation de l'équation en pression (5.26) à pi,j−1 donne alors :
pk+1

i,j−1 = pk
i,j−1 + c2 div(u

k+1
i,j ) (5.69)En�n, si à (5.69), on retran
he l'équation sur pi,j :

pk+1
i,j = pk

i,j − c2 div(u
k+1
i,j ) (5.70)on obtient formellement :

∂yp|k+1
bord − ∂yp|kbord = −2c2 div(u

k+1
M ) (5.71)
e qui montre que la 
onstan
e du gradient de pression, relativement à la variable y (i.e.normalement au bord) n'est atteinte que lorsque la 
ontrainte div(uk+1

M ) = 0 est réalisée ;
'est-à-dire, à la 
onvergen
e du Lagrangien Augmenté et non dès les premières itérations de
et algorithme 
omme 
'est le 
as ave
 la 
ondition (5.63).Dans le 
as test D3, utilisant la 
ondition (5.63), le solveur 
onverge vers une solution àdivergen
e 
onstante mais non nulle : la norme du gradient normal de pression en sortie a étéattirée vers une 
onstante di�érente de 
elle qu'on obtiendrait ave
 (5.69) (identique à (5.64))et empê
he de satisfaire la 
ontrainte sur la divergen
e.Les 
hoix adoptésLes 
onditions aux limites dé�nies par le 
as test D5 sont utilisées dans nos simulations.
Ainsi, au 
ours de 
e 
hapitre, nous avons présenté les modèles bi�uides utilisés pour dé-terminer le 
hamp de vitesse qui induit le dépla
ement de nos interfa
es. Ensuite, nous avonsprésenté les appro
hes adoptées pour dis
rétiser 
es équations, traiter les 
onditions aux limiteset obtenir numériquement les 
ara
téristiques de l'é
oulement que sont la vitesse et la pression.Notons que dans 
ette thèse, nous avons entièrement développé et implémenté tous lesoutils et méthodes présentés jusqu'à présent (le quali�
atif �from s
rat
h� est i
i parti
uliè-rement adapté). Leur 
ouplage a permis de réaliser des simulations de suivi d'interfa
e engéométrie bidimensionnelle, notamment pour des 
anaux en forme de 
roix. Nous reparleronsde 
es développements par la suite.Cependant, dans l'appro
he numérique que nous venons de dé
rire, nous avons éludé unpoint important, né
essaire au bon déroulement d'une simulation, à savoir, la dépendan
e dupas de dis
rétisation en temps vis-à-vis du pas d'espa
e. C'est justement l'objet du 
hapitresuivant.
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Chapitre 6Une nouvelle 
ondition de stabiliténumérique
6.1 Etat de l'artAu 
hapitre pré
édent nous avons présenté la formulation Level Set (5.11) (5.6) (5.7) quipermet de simuler l'évolution d'une interfa
e bi�uide sous l'a
tion d'un 
hamp de vitessevéri�ant les équations de Navier-Stokes asso
iées aux é
oulements in
ompressibles. La dis
ré-tisation de 
e problème a notamment traité, 
omme nous l'avions fait remarqué, le terme detension de surfa
e de manière expli
ite. Il s'agit là d'une appro
he tout à fait 
ommune puis-qu'il n'existe pas en
ore, à notre 
onnaissan
e, de s
héma dont la formulation est totalementimpli
ite pour 
e terme (dans la suite, nous mentionnerons 
ependant 
ertains travaux qui ontpermis de progresser dans 
ette voie).Au même titre que les termes 
onve
tifs, les termes visqueux ou les termes sour
es (dontelle fait partie) qui sont traités de manière expli
ite, la tension de surfa
e induit une 
onditionde stabilité liant le pas de temps ∆t et le pas d'espa
e ∆x. Le représentant le plus 
onnu de 
etype de relation est probablement la 
ondition de Courant-Friedri
hs-Lewy (CFL). En 
e qui
on
erne la tension de surfa
e, la 
ontrainte sur le pas de temps permet d'éviter l'ampli�
ationdes ondes 
apillaires sur l'interfa
e, qui pourraient alors déstabiliser le 
al
ul.La plupart des méthodes de suivi d'interfa
e qui adoptent une telle appro
he dé
ouplée(de la résolution de l'é
oulement et du transport de l'interfa
e) ave
 un traitement expli
itede la tension de surfa
e, utilisent la 
ondition de stabilité proposée dans l'arti
le fondateur deBra
kbill, Kothe et Zema
h [17℄, où est introduite l'appro
he CSF (dont nous avons déjà par-lée). A notre 
onnaissan
e, 
'est l'un des premiers travaux dans lequel est proposée une telle
ondition et sa justi�
ation, ave
 des arguments heuristiques. Les publi
ations 
onnexes de lamême époque [183, 169, 23℄ ne la pré
isent pas ou font référen
e à [17℄. Une autre heuristiquea plus tard été présentée dans [87℄ : elle 
onduit à la même relation.Aussi, présentons-nous la dérivation de la 
ondition détaillée par Bra
kbill et al., puis 
ellede Kang et al., de manière à resituer la problématique qui fédère 
e 
hapitre.La 
ondition de stabilité de Bra
kbill, Kothe et Zema
h [17℄Ils demandent, pour que le s
héma soit stable, que le pas de temps, asso
ié à la tension de
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ondition de stabilité numériquesurfa
e et noté ∆ts, 
ontienne les ondes 
apillaires, i.e.
cσ∆ts
∆x

<
1

2
(6.1)où cσ est la vitesse de phase de l'onde 
apillaire se propageant sur l'interfa
e. Pour avoir uneestimation de 
ette vitesse, ils invoquent un ouvrage d'Elmore et Heald [44℄ dont ils s'inspirenten proposant la relation :

cσ =

√
σk

ρ1 + ρ2
(6.2)où σ est le 
oe�
ient de tension de surfa
e, k est le nombre d'onde et les ρi sont les densitésdes deux �uides. Le fa
teur 1/2 (plut�t que 1) dans (6.1) permet de gérer le 
as où deux ondes
apillaires 
onvergentes entreraient dans une 
ellule du maillage, par deux fa
es opposées. Lepas de temps garantissant la stabilité s'obtient en inje
tant la vitesse de phase maximale.Grâ
e à (6.2), max

k
cσ(k) est atteint pour le nombre d'onde kmax = π /∆x, 
orrespondant à lalongueur d'onde minimale 2∆x que peut 
apter le maillage. En substituant alors (6.2) dans(6.1) ave
 k = kmax, il vient :

∆ts <

√
ρ̂ (∆x)3

2πσ
(6.3)où ρ̂ = (ρ1 + ρ2)/2. C'est 
ette relation (6.3) qui est à l'origine de la majeure partie des
onditions de stabilité, induites par la tension de surfa
e, utilisées par les 
odes a
tuels.L'heuristique de Kang, Fedkiw et Liu [87℄Ils utilisent l'analyse empirique qui 
onsiste à a�rmer que la restri
tion sur le pas de temps,due à la 
ondition de stabilité, peut s'exprimer sous la forme d'une relation de type CFL :

vst ∆t(st)

∆x
≤ 1 (6.4)où la vitesse 
apillaire vst se déduit de l'a

élération 
apillaire

δ σ κ

ρ
(6.5)induite par la 
ourbure κ. D'un point de vue dis
ret, on peut estimer le Dira
 sur l'interfa
epar (∆x)−1 ; de plus, la 
ourbure maximale qu'une grille peut 
apter est elle aussi (∆x)−1.Par 
onséquent, on a

vst =
σ

∆x2 ρ
∆t(st) (6.6)On peut �nalement en déduire l'estimation du pas de temps numérique qui véri�e la 
onditionde stabilité induite par la tension de surfa
e :

∆t(st) =

√
ρ

σ
∆x

3

2 (6.7)Il 
onvient de remarquer que (6.7) vient formellement d'un équilibre entre le terme instation-naire et la tension de surfa
e dans le modèle de Navier-Stokes. Cette estimation de la vitesse
apillaire n'a don
 pas lieu d'être lorsque l'on s'intéresse à des dépla
ements d'interfa
e dontla forme est quasi stationnaire.
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ondition 123Dans la pro
haine se
tion, nous proposons une dérivation qui 
onduit à une autre 
ondi-tion, en faisant l'hypothèse que l'é
oulement présente un nombre de Reynolds faible à modéré,où des interfa
es peuvent atteindre une forme stationnaire durant leur dépla
ement.6.2 Dérivation d'une 
onditionProposition 6.2.1 Supposons que la dis
rétisation en temps de (5.11) (5.6) traite le termede tension de surfa
e de manière expli
ite et que (5.7) soit dis
rétisé à l'aide d'un s
hémaexpli
ite stable. Alors, quelque soit la dis
rétisation en espa
e, un s
héma numérique asso
iéà une telle dis
rétisation en temps du problème (5.11) (5.6) (5.7) est stable sous la 
ondition
∆t ≤ min (∆tc,∆tσ) , ave
 ∆tc = c1‖u‖−1

L∞(Ω)∆x et ∆tσ = c2
η

σ
∆x (6.8)où ∆t est le pas de dis
rétisation en temps, ∆x, le pas en espa
e et c1, c2 ne dépendent pasdes données dis
rètes du problème.Nous notons bien que la dérivation qui va suivre n'est pas, stri
to sensu, une preuve ma-thématique puisque des hypothèses physiques pertinentes � relatives aux solutions de Navier-Stokes � sont introduites pas à pas dans la démonstration. En fait, 
es hypothèses permettentde 
on
lure l'analyse de l'estimation en vitesse et par suite sont utiles pour l'analyse numé-rique de la 
ontrainte sur le pas de temps. Il est probable que la démonstration rigoureuse denos hypothèses ne soit pas triviale, du fait du 
ara
tère hautement non-linéaire exhibé par lemodèle de Navier-Stokes ave
 tension de surfa
e. La dérivation proposée reste don
 heuris-tique mais tente de donner une analyse aussi 
omplète que possible et apporte une nouvellevision des perturbations 
apillaires dans le 
ontexte où elles sont réellement prépondérantes.Par ailleurs, le résultat de la proposition a des impli
ations tou
hant une gamme importantede régimes d'é
oulements bi�uides.PreuveTout d'abord, les termes 
onve
tifs induisent la première 
ontrainte ∆t ≤ c1‖u‖−1

L∞(Ω)∆x quiest la 
ontrainte CFL 
lassique. La 
onstante c1 dépend du s
héma utilisé pour dis
rétiserl'équation de transport (5.7).Ensuite, la 
ondition ∆t ≤ ∆tσ permet de supprimer les phénomènes d'os
illation del'interfa
e dûs à l'in�uen
e de la tension de surfa
e. L'analyse de 
e phénomène 
onstituel'essentiel de la dérivation. Nous allons e�e
tuer l'étude sur le problème 
ontinu au lieu de
onsidérer le problème dis
ret. Pour 
ela, on suppose que le s
héma numérique appro
he leproblème 
ontinu de manière 
onsistante. L'estimation de la vitesse induite par une perturba-tion de l'interfa
e est le point 
lé de l'analyse.On 
onsidère une interfa
e régulière Γ0(t), à l'instant t, et on suppose qu'elle peut êtreparamétrisée par :
Γ0(t) = {(xΓ0

(s); yΓ0
(s)) ∈ R

2/s ∈ [−1; 1)} (6.9)Soit, par ailleurs, une fon
tion f de 
lasse C2 dont le support supp(f) ⊂ [−1; 1], telle que
‖f‖C0 = 1 et ‖f‖C2 = O(1). On 
onsidère alors la perturbation de Γ0(t) suivante :

Γ(t) =
{(
xΓ0

(s); yΓ0
(s) + δf

( s
L

))
∈ R

2/s ∈ [−1; 1)
} (6.10)où δ et L sont respe
tivement l'amplitude et la longueur d'onde d'une petite perturbation.Nous verrons que nous sommes en fait plut�t 
on
ernés par des faibles longueurs d'onde L,
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ondition de stabilité numériquequi génèrent de fortes variations de la 
ourbure et, par suite, de fortes vitesses. La 
ontraintesur le pas de temps doit permettre au s
héma numérique de prévoir une interfa
e Γ(t + ∆t)dont la perturbation est plus faible que 
elle de Γ(t). Remarquons que l'on peut mener lamême analyse en 
onsidérant une perturbation de la vitesse à la pla
e d'une perturbation del'interfa
e.Rappelons que, dans un 
ontexte Level Set, la fon
tion de Dira
 portée par la normale àl'interfa
e est rempla
ée par son avatar lissé, grâ
e à la fon
tion de Heaviside lissée Hε quitend vers H lorsque ε tend vers zéro. En parti
ulier,
supp

(
H ′

ε

)
⊂ (−ε; ε) (6.11)

‖H ′
ε‖∞ ≤ 2

ε
(6.12)Soit, de plus, κ0(x, y) (resp. κ(x, y)), la 
ourbure de Γ0 (resp. Γ) au point (x, y) ∈ R

2.Ces deux 
ourbures sont utiles dans un ε−voisinage de Γ0 et Γ, lorsque la fon
tion de Dira
à l'interfa
e est ε−régularisée. Cependant, a�n de simpli�er l'analyse et d'estimer le termesour
e, les 
ourbures sont étendues sur tout le domaine de telle manière que
‖∇κ0‖L∞(Ω) = ‖∂sκ0‖L∞(Γ0) (6.13)
‖∇κ‖L∞(Ω) = ‖∂sκ‖L∞(Γ) (6.14)où ∂s est la dérivée tangentielle le long de Γ ou Γ0.On introduit alors u le 
hamp de vitesse asso
ié à l'interfa
e Γ0 et véri�ant

{
ρ(∂tu + u.∇u) − div(2ηDu) + ∇p0 = −σ∇κ0Hε(φ0)
div(u) = 0

(6.15)ainsi que v 
elui asso
ié à l'interfa
e Γ et véri�ant
{
ρ(∂tv + v.∇v) − div(2ηDv) + ∇p = −σ∇κHε(φ)
div(v) = 0

(6.16)Notons, qu'un relèvement en pression 
lassique permet d'é
rire une telle formulation du termede tension de surfa
e, puisque
κ∇Hε(φ) = ∇(κHε(φ)) −∇κHε(φ). (6.17)On dé�nit alors w = v − u, la perturbation de vitesse qui véri�e l'équation induite par ladi�éren
e (6.16)-(6.15). En supposant que ρ et η sont 
onstantes et en notant q = p − p0, ilvient :

div(w) = 0 (6.18)
ρ∂tw − div(2ηDw) + ρv.∇w + ρw.∇u + ∇q =

−σ∇(κ− κ0)Hε(φ) − σ∇κ0(Hε(φ) −Hε(φ0)) (6.19)On 
onstate rapidement que les deux termes du se
ond membre peuvent être respe
tive-ment estimés par :
‖∇(κ− κ0)Hε(φ)‖L∞(Ω) ≤ c

δ

L3
(6.20)
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‖∇κ0(Hε(φ) −Hε(φ0))‖L∞(Ω) ≤ ‖∂sκ0‖L∞(Γ0)

cδ

ε
(6.21)La première estimation provient de 
onsidérations géométriques sur le terme de 
ourbure pourdes perturbations 
ara
térisées par (6.10). La se
onde est une 
onséquen
e dire
te de la formedu Heaviside lissé.On en déduit que le terme sour
e de (6.19), que l'on notera g dans la suite, est don

ontr�lé à l'instant t = 0, en norme L∞(R2) par :

‖g(0)‖L∞(Ω) ≤ cσ

(
δ

L3
+ ‖∂sκ0‖L∞(Γ0)

δ

ε

) (6.22)où c ne dépend pas de δ, L, ε et σ. Nous sommes bien 
ons
ients que l'estimation qui met enjeu ε n'est pas optimale quand 
e paramètre tend vers zéro ; 
ependant, nous verrons qu'elleest su�sante pour l'analyse lorsque que l'on se pla
e dans la gamme ε ∼ ∆x. Une estimationd'énergie L2 
lassique de (6.19) donne :
ρ

2

d

dt
‖w‖2

L2(Ω) + η‖∇w‖2
L2(Ω) ≤ ‖g‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω) + ρ‖∇u‖L∞(Ω)‖w‖2

L2(Ω) (6.23)Il 
onvient maintenant d'introduire l'hypothèse suivante, qui se révèle être véri�ée numérique-ment :
‖∇w‖L2(Ω) ∼

1

L
‖w‖L2(Ω) (6.24)i.e. le terme sour
e 
onsidéré génère une perturbation en vitesse qui exhibe essentiellement lamême fréquen
e L. Par 
onséquent, il existe une 
onstante C telle que

ρ

2

d

dt
‖w‖2

L2(Ω) +

(
Cη

L2
− ρ‖∇u‖L∞(Ω)

)
‖w‖2

L2(Ω) ≤
L2

Cη
‖g‖2

L2(Ω) (6.25)et, si
ρ‖∇u‖L∞(Ω) ≤

Cη

2L2
, (6.26)
e qui est le 
as lorsque l'é
oulement est modéré et la longueur d'onde L est su�sammentfaible, on obtient :

‖w(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖w(0)‖2

L2(Ω) exp

(
− Cη

ρL2
t

)

+

(
1 − exp

(
− Cη

ρL2
t

))
L4

C2η2
sup

s∈(0,t)
‖g(s)‖2

L2(Ω). (6.27)Si l'on 
onsidère que le 
hamp de vitesse initial n'est pas perturbé, w(0) = 0 et le termesour
e g est maximal pour t = 0, don
 �nalement
‖w(t)‖L2(Ω) ≤

L2

Cη
‖g(0)‖L2(Ω), ∀t > 0. (6.28)En invoquant de nouveau l'hypothèse en fréquen
e (de même que pour la relation (6.24)), ona pour la perturbation en vitesse et le se
ond membre

‖w‖L2(Ω) ∼ L′ ‖w‖L∞(Ω)

‖g‖L2(Ω) ∼ L′ ‖g‖L∞(Ω)
(6.29)La même 
onstante L′ de part et d'autre de l'inégalité (6.28), lors du passage de la norme

‖.‖L2(Ω) à la norme ‖.‖L∞(Ω), permet d'é
rire :
‖w(t)‖L∞(Ω) ≤

L2

Cη
‖g(0)‖L∞(Ω), ∀t > 0. (6.30)
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u pert

asymptotic interface

perturbed interface

δ

LFig. 6.1 � Une interfa
e perturbée et la vitesse induiteUne dis
rétisation expli
ite du terme sour
e implique de prendre un pas de temps su�sammentfaible de manière à 
e que le dépla
ement de l'interfa
e (durant un pas de temps) soit plusfaible que la taille δ de la perturbation de l'interfa
e. En e�et, si 
e dépla
ement dépasse 2δ,la perturbation va être ampli�ée et os
iller autour de l'interfa
e. Par 
onséquent, la 
onditionde stabilité 
onsiste à supprimer 
e type d'os
illations en imposant (voir Figure 6.1)
∆tσ =

δ

‖w‖L∞(Ω)
≤ c

η

σ

L

1 + ‖∂sκ0‖L∞(Γ0)
L3

ε

. (6.31)Comme la longueur d'onde L est bornée supérieurement, 
ette 
ondition est la plus restri
tivepour les longueurs d'onde les plus faibles. Mais d'un point de vue dis
ret, la plus petite valeurde L que l'on peut 
apter est 
elle induite par le pas d'espa
e. Si bien qu'ave
 L ∼ ∆x, (6.31)donne
∆tσ ∼ η

σ
∆x (6.32)et 
l�t la preuve dans le 
as où on a 
onsidéré que le 
hamp de vitesse initial n'était pasperturbé.Si on suppose maintenant que la perturbation a lieu sur le 
hamp de vitesse initial (ave
une longueur d'onde L) et non sur l'interfa
e alors w(0) 6= 0 et la déformation de l'interfa
eexhibera la même longueur d'onde, du fait de l'inertie, à un instant ultérieur. On peut don

onduire la même analyse en partant de (6.27). Il existe alors un temps positif en lequella valeur maximale de g sera atteinte, 
orrespondant à la valeur maximale de l'amplitudede la déformation de l'interfa
e. Grâ
e à (6.27), il apparaît que la donnée initiale subit uneévanes
en
e exponentielle ; le terme sour
e va 
roître à 
ause de la perturbation en vitesse etsa génération a lieu avant que 
ette perturbation ne soit é
rasée par l'exponentielle.

�Notons en�n, qu'ave
 un modèle de Stokes, la dérivation est plus simple et 
onduit à lamême 
ondition de stabilité.
Con�rmation numérique de la 
ondition de stabilitéDans les appli
ations pratiques, il faut déterminer la 
onstante c2. En utilisant un 
oderésolvant le modèle de Stokes pour des appli
ations en mi
ro�uidique, des tests numériques
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ondition 127ont, par exemple, montré que c2 = 8 est une valeur seuil pour laquelle les 
al
uls d'évolutionsont stables (
f. Figure 6.2). Pour des valeurs plus fortes, les os
illations sont ampli�ées etle 
al
ul devient instable (
f. Figure 6.3). De plus, 
ette valeur est relativement invariantelorsque l'on ra�ne le maillage (entre 6 et 8). Ces expérien
es numériques traduisent bien lefait que c2 est indépendante du pas d'espa
e ∆x.

Fig. 6.2 � Champ de vitesse (en bleu) dans le référentiel de la goutte pour c2 = 8, quelqueslignes de 
ourants (en lignes �é
hées) et interfa
e (en noir) : le 
al
ul est stable.

Fig. 6.3 � Champ de vitesse (en rouge) dans le référentiel de la goutte pour c2 = 9 et interfa
e(en noir) : le 
al
ul est instable.Remarque 6.1A titre illustratif, nous présentons le problème induit par la seule utilisation de la 
onditionCFL. Pour 
ela, on 
onsidère une interfa
e initiale qui a la forme d'une ellipse (
ourbe vertesur la Figure 6.4). Elle est soumise à un é
oulement dirigé vers le bas de la �gure et lafor
e de tension de surfa
e est prépondérante. On distingue les interfa
es (en noir) aux temps



128 Chapitre 6. Une nouvelle 
ondition de stabilité numérique
5∆t, 10∆t, 15∆t et 20∆t : la goutte atteint don
 rapidement une forme quasi-
ir
ulaire �sous l'a
tion de la tension de surfa
e � mais reste ensuite immobile dans le 
anal (au sensoù, même si la forme de l'interfa
e est modi�ée, le bary
entre de la goutte est pratiquementimmobile). Ce
i est problématique puisque un 
al
ul 
orre
t devrait exhiber une goutte quise translate sous l'a
tion de l'inje
tion. En fait, les 
hamp de vitesse asso
iés à 
es interfa
esos
illantes autour d'une position d'équilibre présentent des vitesses, au niveau de l'interfa
e,signi�
ativement plus fortes (en norme) que la vitesse d'inje
tion.

t=0

t=5dt

t={10, 15, 20}dt

wall

Fig. 6.4 � Un problème de stabilité numérique : une interfa
e initiale (ellipse verte) évoluesous l'in�uen
e de l'inje
tion et la tension de surfa
e est prépondérante. En noir sont donnéesles interfa
es aux temps 5∆t, 10∆t, 15∆t et 20∆t. Les lignes verti
ales vertes sont les paroisdu 
anal.L'expli
ation de 
e phénomène est illustrée sur la Figure 6.5 et est à relier à la dérivationpré
édente (
f. Figure 6.1) : 
omme la 
ontrainte de stabilité n'est i
i donnée que par la
ondition CFL, l'interfa
e se dépla
e d'une distan
e ∆x en un temps ∆tc = ∆x/max(u).Cependant, le pas de temps ainsi déterminé induit des dépla
ements de l'interfa
e 
onduisant àune ampli�
ation des ondes 
apillaires et don
 à des vitesses très fortes au niveau de l'interfa
e
ar générées par des 
ourbures élevées (asso
iées à 
es interfa
es perturbées). Par suite :
oscillations
in time

interface at t n

interface at t n+1

~    x∆

asymptotic shape

u n

un+1

Fig. 6.5 � L'utilisation de la seule 
ontrainte CFL, alors que la dynamique est pilotée par latension de surfa
e, induit des os
illations de l'interfa
e autour d'une position �asymptotique�,
onduisant à l'immobilité de la goutte.� l'interfa
e ne se stabilise pas, 
ar à 
haque itération, elle se dépla
e de ∆x en traversantla position asymptotique ;� l'interfa
e est globalement �stationnaire� 
ar elle os
ille autour de 
ette position ave
 despas de temps très faibles.L'utilisation de la 
ondition (6.32) permet de lever 
e problème.
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ussion 1296.3 Dis
ussionComme on peut le 
onstater, la 
ondition de stabilité induite par la tension de surfa
e quenous avons dérivée est di�érente de 
elle proposée par Bra
kbill et al.. La dérivation de (6.3)met ex
lusivement l'a

ent sur les termes liés à la densité dans les équations de Navier-Stokes (i.e. les termes instationnaire et d'inertie). En e�et, la vis
osité n'apparaît pas 
omme un para-mètre de 
ette 
ondition. Pour des é
oulements où le nombre de Reynolds est faible à modéré� des interfa
es dont la forme est stationnaire peuvent don
 être présentes dans l'é
oulement �notre 
ondition de stabilité (6.32) met en jeu la vis
osité, soulignant l'importan
e des termesvisqueux pour 
e type d'é
oulement. De plus, si l'on ne 
onsidère que la dépendan
e vis-à-visdu pas d'espa
e, (6.32) 
onstitue une sorte de relaxation de (6.3) puisque l'exposant est 1 aulieu de 3/2. Bien sûr, si les densités sont élevées et les vis
osités faibles, notre 
ondition peutêtre plus restri
tive que (6.3).Par ailleurs, si le nombre de Reynolds est trop fort, les e�ets d'inertie vont se renfor
eret les interfa
es n'auront plus une forme stationnaire ; par 
onséquent, (6.32) n'a don
 plusde raison d'être valide et on peut utiliser la 
ondition (6.3). En revan
he, lorsque les formesd'interfa
e sont stabilisées, l'heuristique impliquant les e�ets d'inertie est mise en défaut :la dynamique résulte de la 
ompétition entre les e�ets visqueux et 
apillaires. Il faut don
adopter l'appro
he 
onduisant à notre 
ondition de stabilité.Ensuite, même si la dépendan
e en ∆x est relaxée, notre 
ondition de stabilité peut devenirparti
ulièrement restri
tive dans 
ertaines appli
ations à 
ause de η
σ . Comme le mentionnentBra
kbill et al. [17℄, un traitement impli
ite de la tension de surfa
e permettrait de supprimer
ette 
ontrainte. Cependant, du fait du 
ouplage fortement non linéaire induit par φ dans(5.11)-(5.6)-(5.7), impli
iter 
e terme sour
e n'est pas une tâ
he triviale. Une avan
ée dans
ette dire
tion a notamment été réalisée par Hysing dans [78℄ où il propose une dis
rétisationsemi-impli
ite du terme de tension de surfa
e.Un autre intérêt de la dérivation est qu'elle montre que si la 
ourbure est régularisée (parexemple, grâ
e à une pro
édure d'interpolation de l'interfa
e qui est réalisée par plusieursméthodes, pour la re
onstruire, 
omme évoqué au 
hapitre 1) alors le pas de temps 
apillaire

∆tσ augmente. En e�et, les perturbations de l'interfa
e de longueur d'onde L et d'amplitude δsont modi�ées par la régularisation qui 
onduit à des L supérieurs et des δ plus faibles. D'aprèsla preuve de la Proposition 6.2.1, on en déduit que la vitesse perturbée est plus faible. Par
onséquent, 
ela induit une relaxation de la 
ontrainte sur le pas de temps. Plus pré
isément,d'après nos estimations, la norme w de la vitesse perturbée est telle que :
w ∼ σ

η

δ

L
(6.33)
e qui donne un pas de temps :

∆tσ ∼ η

σ
L. (6.34)Mais si les 
al
uls de 
ourbure sont réalisés sur une interfa
e �lissée�, les perturbations (delongueur d'onde L⋆ et d'amplitude δ⋆) qui vont servir à déterminer la 
ondition de stabilitésont telles que :

L⋆ > L et δ⋆ < δ, (6.35)par 
onséquent :
η

σ

δ

δ⋆
L⋆ ∼ ∆t⋆σ > ∆tσ. (6.36)
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ondition de stabilité numériqueCe
i est bien la tradu
tion que le pas de temps ∆t⋆σ, induit par la régularisation, est moins
ontraignant que 
elui issu de la perturbation de l'interfa
e originale.Ce dernier point étant mis en perspe
tive, les 
ourants parasites peuvent aussi être 
onsi-dérés 
omme une 
onséquen
e de la transgression de la 
ondition de stabilité.Rappelons tout d'abord que l'idée du modèle CSF [17℄ 
onsiste à traiter le terme de tensionde surfa
e 
omme une for
e volumique dans les équations de la 
onservation de la quantitéde mouvement. Cette for
e est distribuée dans une zone de transition, permet une implémen-tation dire
te des e�ets 
apillaires (quelque soit la dimension de l'espa
e) et gère fa
ilementles 
hangements topologiques. Cependant, l'un des défauts de 
ette méthode est qu'elle peutgénérer des 
ourants parasites au voisinage de l'interfa
e. Il s'agit de vitesses erratiques nonphysiques qui peuvent induire une instabilité de l'interfa
e. D'abord observés lors de l'utili-sation de méthodes de type Boltzmann, les 
ourants parasites furent ensuite présentés parLafaurie et al. dans [92℄, où ils introduisirent d'ailleurs une méthode alternative à l'appro
heCSF : la méthode Continuum Surfa
e Stress (CSS). Ensuite, toute une série de travaux futmise en oeuvre pour lever 
ette di�
ulté [133, 122, 177, 129, 147, 175, 101℄. Les idées 
lésproposées pour supprimer les 
ourants parasites sont essentiellement :1. l'amélioration du 
al
ul de la 
ourbure ;2. la 
onstru
tion de s
hémas numériques qui réalisent un équilibre, au niveau dis
ret, entrela tension de surfa
e et le gradient de pression ;3. ainsi que, 
omme le propose [99℄, des s
hémas d'intégration en temps adaptatifs pourmieux 
apter la raideur du problème numérique induite par la tension de surfa
e.Par ailleurs, il 
onvient de mentionner aussi un travail singulier et prometteur développé parJamet et al. [82℄ qui base l'analyse sur une minimisation d'énergie et permet de réduire les
ourants parasites à la pré
ision ma
hine. Remarquons que 
ette appro
he est appliquée ave
des interfa
es di�uses et la méthode du se
ond gradient (évoquées au 
hapitre 1).Si l'on revient au problème 
entral de 
e 
hapitre, on a vu sur la Figure 6.3 que, si la 
ondi-tion de stabilité n'est pas respe
tée, des 
ourants que l'on peut quali�er de �parasites� sedéveloppent. De plus, si dans la même simulation, on 
al
ule la 
ourbure sur une interfa
erégularisée, on observera des 
ourants parasites de plus faible amplitude, même si la 
onditionde stabilité n'est toujours pas véri�ée. Ces 
ourants peuvent même disparaître si la 
onditionde stabilité est satisfaite, grâ
e à un lissage performant de l'interfa
e qui va fortement relaxerle pas de temps déterminé par (6.32). Plus pré
isément, supposons que dans un 
ode, le pasde temps numérique utilisé ∆tnum ne véri�e pas la 
ondition de stabilité, on a alors :
∆tσ < ∆tnum (6.37)don
, a priori, des 
ourants parasites vont être générés. Mais si on suppose de plus que la
ourbure est 
al
ulée grâ
e à une interpolation e�
a
e de l'interfa
e, qui �gomme� parfaitementles hautes fréquen
es, alors la 
ondition induite par (6.32) va donner un autre temps 
apillaire

∆t′σ tel que :
∆tnum < ∆t′σ (6.38)Si bien que, grâ
e à 
e lissage, le 
ode ne verra pas que la 
ondition est transgressée et il n'yaura pas de 
ourant parasite.Cependant, de telles instabilités ne doivent pas êtres 
onfondues ave
 une erreur numériquede 
onsistan
e, qui va dé
roître en même temps que le pas de dis
rétisation ∆x. Par exemple,si l'on 
onsidère le problème de Lapla
e ave
 une interfa
e statique 
ir
ulaire en 2D (ou sphé-rique en 3D), les vitesses non nulles (don
 non physiques) près de l'interfa
e diminuent ave
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∆x mais ne 
onvergent pas vers le zéro-ma
hine si la 
ourbure dis
rète ne 
onverge pas vers lavaleur 
onstante induite par la forme 
ir
ulaire. En revan
he, si l'on donne arti�
iellement un
al
ul parfait de la 
ourbure du 
er
le alors notre solveur basé sur la méthode du LagrangienAugmenté détermine un 
hamp de vitesse nul, à la pré
ision ma
hine. On illustre ainsi bien,qu'un 
al
ul pré
is de la 
ourbure est un point 
ru
ial pour obtenir une 
onvergen
e en vitessepré
ise, relativement à un ra�nement du maillage. Ce
i est d'ailleurs largement mentionnédans la littérature [122, 147, 50, 101℄.Finalement, si l'on 
onsidère des appli
ations en mi
ro�uidique où η ∼ 10−3 - 10−2 kg/(ms)et σ ∼ 10−3 - 10−2 N/m. A l'entrée, la vitesse d'inje
tion uin ∼ 10−2 m/s. Par 
onséquent :

∆tc =
∆x

uin
= 100∆x et ∆tσ =

η

σ
∆x = ∆x (6.39)On voit don
 que, pour de telles appli
ations, le pas de temps de la 
ondition CFL est beau-
oup plus grand que 
elui induit par la tension de surfa
e. Si bien que le pas de temps global

∆t = min (∆tc,∆tσ) est drastiquement 
ontraint et par suite, le 
oût de 
al
ul est prohibitif.6.4 Une méthode de splittingAnti
ipant un peu sur le pro
hain 
hapitre, il 
onvient d'ajouter qu'en mi
ro�uidique, dufait de la prépondéran
e de la tension de surfa
e, les interfa
es 
onvergent très rapidement versune forme stationnaire, lorsque le 
anal, au travers duquel elles se meuvent, est droit. Dans
ette se
tion, nous dé
rivons une méthode de numérique qui exploite 
e 
ara
tère stationnairede la forme des interfa
es et permet de diminuer les temps de 
al
ul. Nous avons utilisé
ette appro
he ave
 su

és pour étudier la dynamique au sein de gouttes qui évoluent dans unmi
ro
anal. Pour de telles appli
ations, il apparaît que la vitesse dans le référentiel de la goutteest tangente à l'interfa
e lorsque sa forme est invariante. Par 
onséquent, une faible vitessenormale est un 
ritère pour 
ara
tériser une forme asymptotique stabilisée. On en déduit quedans un mi
ro
anal droit, l'é
oulement global peut se dé
omposer à l'aide de la vitesse dansle référentiel de la goutte et d'une vitesse de translation 
onstante 
ara
térisant l'avan
ée dela goutte.6.4.1 Détermination de la vitesse s
alaire de la gouttePour travailler dans le référentiel de la goutte, il nous faut don
 déterminer la vitesses
alaire de translation de la goutte. Cette vitesse a un sens dès que la forme de la goutte eststabilisée, en 
e 
as, il existe un s
alaire ud tel que :
u = udU + v, v · n = 0 sur Γ0, (6.40)où U est un ve
teur vitesse unitaire parallèle à la paroi dans un 
anal régulier (i.e. à se
tion
onstante dans l'axe longitudinal de propagation). Ainsi qu'évoqué pré
édemment, la gouttese dépla
e ave
 la vitesse de translation udU (sous l'a
tion du forçage de l'inje
tion) et lavitesse dans le référentiel de la goutte est v.Dans le 
as général, que la goutte soit stabilisée ou non, on dé�nit la vitesse lo
ale de lagoutte uloc

d , sur l'interfa
e �uide où U · n 6= 0, grâ
e à la relation :
uloc

d =
u · n
U · n sur Γ0. (6.41)



132 Chapitre 6. Une nouvelle 
ondition de stabilité numérique
Uud

Uud

n

n n

sens de l’écoulement

canal

Fig. 6.6 � Détermination de la vitesse de translation de la goutte (en trait noir, au 
entredu 
anal) : les �è
hes noires représentent la normale à l'interfa
e ; les �è
hes bleues indiquentle ve
teur udU 
onstant (en di�érents endroits de l'interfa
e) ; en�n, les parties de l'interfa
e
omprises dans les zones vertes en pointillés s
hématisent l'ensemble des points utilisés pour
al
uler la moyenne qui donne ud.On dé�nit alors la vitesse de la goutte ud, 
omme étant la moyenne de 
es vitesses lo
ales, auxpoints où U · n n'est pas trop faible (il s'agit des zones vertes en pointillés sur la Figure 6.6).Quand toutes les vitesses lo
ales ont 
onvergé vers une valeur 
ommune le long de Γ0, la vitessenormale globale, u · n, véri�e, en vertu de la dé�nition (6.41),
u · n = udU · n sur Γ0. (6.42)Par suite, la dé�nition (6.40) est véri�ée et en parti
ulier,

v · n = 0 on Γ0. (6.43)On est don
 en présen
e d'une interfa
e Γ0 qui a 
onvergé vers sa forme asymptotique et sedépla
e à vitesse ud dans la dire
tion du 
anal. Les 
ritères pour déterminer si la forme del'interfa
e est stationnaire sont :� la petitesse de la quantité v · n� ou, de manière équivalente, l'uniformité des vitesses lo
ales, au sens de (6.41).Dans notre 
ode, on utilise 
e dernier 
ritère, 
omme nous allons le voir à la se
tion suivante.6.4.2 Dé
omposition de l'é
oulementLa détermination de ud est pro�table à deux titres. D'une part, 
onnaître ud permet dereprésenter graphiquement (ave
 un logi
iel de post-traitement) la vitesse dans le référentielde la goutte v et ainsi d'analyser la dynamique de mélange en son sein. D'autre part, 
elapermet de réaliser une dé
omposition de l'é
oulement qui va permettre de diminuer le tempsde 
al
ul lorsque le pas de temps 
apillaire ∆tσ est faible 
omparativement à ∆tc, le pas detemps asso
ié aux termes 
onve
tifs. Avant d'expliquer l'intérêt de 
e splitting, nous allonsdonner l'esquisse de l'algorithme.
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al
ule le 
hamp de vitesse global u (solution, par exemple, du problèmede Navier-Stokes) et on en déduit un pas de temps 
onve
tif global ∆tc grâ
e à la 
onditionCFL. Puis, en suivant la relation (6.40), on dé
ompose l'é
oulement via :
u = udU + v.La première étape du splitting 
onsiste à transporter le �uide sous l'a
tion du 
hamp de vitesse

v à l'aide du pas de temps ∆tσ, 
e au 
ours d'un pro
essus itératif permettant d'atteindre,ave
 un multiple ad ho
 de ∆tσ, la durée ∆tc. Cette partie de l'algorithme 
orrespond à uneétape où la forme de l'interfa
e se voit modi�ée sous l'a
tion de la tension de surfa
e ; au 
oursde 
e pro
essus itératif, on utilise la 
ondition de stabilité restri
tive (6.32).La se
onde étape du splitting permet de transporter l'interfa
e, en 
onsidérant qu'il s'esté
oulé le même temps que dans la première étape, à savoir ∆tc. Pour 
ela, on utilise la vitesse
udU, où ud 
orrespond à la valeur moyenne des ud 
al
ulées durant le pro
essus itératif. Cettedeuxième partie de la dé
omposition 
onduit à la translation de la goutte et s'e�e
tue enrespe
tant la 
ondition CFL 
lassique pour l'équation de transport.La première étape de l'algorithme exhibe un temps de 
al
ul 
oûteux sauf quand la vitesse
v véri�e v ·n = 0 sur l'interfa
e. Dans 
e 
as, l'équation de transport ne modi�e pas la formede l'interfa
e et il n'est pas utile de poursuivre le pro
essus itératif. On exploite ensuite le
ara
tère stationnaire de la forme de l'interfa
e. Le 
ritère v ·n = 0 sur l'interfa
e est satisfaitlorsque uloc

d est 
onstant sur 
ette frontière, i.e. quand uloc
d (x) = ud ∀x ∈ Γ0. D'un point devue de l'implémentation, nous introduisons un test dans notre 
ode de simulation qui permetde mettre un terme aux itérations lorsque

|max |uloc
d | − |ud|| ≤ 5%. (6.44)Notre méthode de splitting peut être résumée grâ
e à l'algorithme suivant :1. Sud

= 02. Étape 1 : déformation de l'interfa
e, itérer (2a) - (2d) tant que le temps ∆tc n'estpas atteint(a) Cal
uler u, puis la vitesse de la goutte ud et en déduire la vitesse dans le référentielde la goutte v par soustra
tion du 
hamp udU (d'après (6.40)) ;(b) Si |max |uloc
d | − |ud|| ≤ 5% alors stopper les itérations ;(
) Résoudre l'équation de transport asso
iée à v ave
 le pas de temps ∆tσ ;(d) Sommer ud durant les itérations : Sud

= Sud
+ ud ;3. Sud

= Sud
+ kud, où k est le nombre d'itérations manquantes dans (2) pour atteindre

∆tc, à 
ause de (2b)4. ud = Sud

∆tσ
∆tc

.5. Étape 2 : dépla
ement de l'interfa
e, résoudre l'équation de transport asso
iéeà udU ave
 le pas de temps ∆tc ; rebou
ler en 1. autant de fois que né
essaire, pouratteindre le temps physique désiré.
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ondition de stabilité numérique6.4.3 Avantages et résultatsLorsque le but des simulations est d'analyser le 
hamp de vitesse dans le référentiel de lagoutte pour un 
anal droit (
e qui arrive fréquemment en mi
ro�uidique), il n'est pas né
es-saire de suivre le dépla
ement de la goutte. On peut don
 omettre l'étape 2 et, grâ
e à 
ela, ilest possible d'utiliser des domaines de 
al
ul moins étendus de part et d'autre de la goutte :on diminue ainsi les 
oûts de 
al
ul. En e�et, en travaillant dans le référentiel de la goutte,
elle-
i ne se meut plus et sa forme 
onverge vers l'état stationnaire. Notons que 
al
uler 
etteasymptotique dans un référentiel �xe permet d'obtenir une meilleure 
onvergen
e de la formeet du 
hamp de vitesse. en parti
ulier, les 
al
uls de vis
osité et de 
ourbure 
onvergent bienvers un état stationnaire, asymptotiquement.La 
omparaison des temps de 
al
ul entre une méthode standard et notre méthode de split-ting est variable selon la longueur du 
anal. Le gain en temps CPU devient très élevé pour des
anaux de longueur égale à un grand nombre de longueur de gouttes et pour des é
oulementslents. Plus pré
isément, le gain théorique est nul tant que la goutte n'a pas atteint sa formeasymptotique, par 
ontre, il est d'un fa
teur ∆tc/∆tσ au delà, si l'on s'impose de 
al
uler le
hamp de vitesse global à 
haque translation d'une maille de la goutte. En pratique, l'intérêtde la méthode est de n'e�e
tuer que les 
al
uls né
essaires pour l'obtention de la forme degoutte asymptotique. En e�et, 
ette méthode a été développée pour éliminer les 
ontraintesdrastiques sur le pas de temps, inutiles lorsque les interfa
es de forme stationnaire ne font quese translater dans un 
anal.Illustration de l'e�
a
ité du splittingLes deux �gures qui suivent illustrent la pré
ision que l'on peut obtenir ave
 l'algorithmeprésenté 
i-dessus, allié à la méthode Level Set dé
rite dans la première partie.Le 
ontexte est le suivant. On 
onsidère une goutte initiale de forme elliptique dans un mi-
ro
anal droit de diamètre 100µm. Sous l'a
tion de la tension de surfa
e, 
elle-
i va 
onvergervers une goutte quasi-
ir
ulaire non 
on�née se translatant dans le 
anal (
e
i est réalisé enprenant une vitesse d'inje
tion telle que les e�ets 
apillaires soient prédominants). Le maillage
ontient 60 
ellules dans la se
tion du 
anal. De plus, on 
onsidère que les deux �uides ont lamême vis
osité (hypothèse quelque peu arti�
ielle mais qui permet de se fo
aliser uniquementsur la tension de surfa
e, sans avoir à tenir 
ompte du 
ouplage visqueux).La Figure 6.7 présente un zoom sur la goutte qui a atteint sa forme stationnaire. Elle aété obtenue en résolvant un modèle de Stokes stationnaire (physiquement légitime dans 
e
ontexte ; remarquons de plus qu'il n'est pas alors né
essaire de pré
iser les densités). Re-notons que 
ette mi
rogoutte est transportée dans l'é
oulement ; il ne s'agit don
 pas d'unproblème de Lapla
e statique ; néanmoins, avoir en tête la solution à vitesse nulle permetde 
ommenter la pré
ision des résultats obtenus. Tout d'abord, 
omme nous l'avons déja ditlors de la présentation des modèles, on 
onstate bien que la tension de surfa
e joue un r�leprépondérant à 
es é
helles. En e�et, même si la forme asymptotique obtenue est très pro
hed'un 
er
le (sans en être un, 
e qui est normal dans 
et é
oulement où la goutte est toujoursun peu déformée), on observe que le 
hamp de vitesse u est signi�
ativement modi�é : sil'interfa
e était 
ir
ulaire, les lignes de 
ourants devraient être re
tilignes (Il en en e�et aiséde voir que, dans 
e 
as, la 
ourbure est 
onstante don
 le terme de tension de surfa
e estun pur gradient que l'on peut asso
ier à la pression. Dès lors, un é
oulement de Poiseuille
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Fig. 6.7 � Zoom sur une goutte non 
on�née (ligne noire) dans un mi
ro
anal et le 
hampde vitesse global u (�è
hes bleues) asso
ié, solution d'un problème de Stokes. De plus, on asuperposé un 
er
le parfait pour 
onstater la pré
ision de la méthode (ligne rouge)

Fig. 6.8 � Même simulation que la Figure 6.7 mais les �è
hes bleues représentent, i
i, le 
hampde vitesse v dans le référentiel de la goutte. De plus, quelques lignes de 
ourant (en noir ave
de �é
hes) révèlent la dynamique de mélange au sein de la goutte.est solution des équations de Stokes). La superposition du 
er
le rouge montre aussi que le
ode est 
apable de 
apter des formes asymptotiques ave
 une bonne pré
ision puisque le pasd'espa
e ∆x se déduit de l'é
art entre deux ve
teurs vitesse (bien visible dans la dire
tionhorizontale) sur la Figure 6.7. De plus, grâ
e à (6.41) et (6.44), on dispose d'un 
ritère quinous permet de quanti�er la 
onvergen
e vers la forme stationnaire et ainsi la qualité des résul-tats. Ce, 
omme le montre la Figure 6.7, pour des pré
isions, en terme de position d'interfa
e,inférieures au pas de dis
rétisation. Sans 
lamer des ordres de pré
ision élévés (> 2), on peuttout de même a�rmer, au vu de 
es résultats, que 
es simulations sont 
onsistantes et pré
ises.Une 
on�rmation est apportée par la Figure 6.8, qui donne, pour la même simulation, le
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ondition de stabilité numérique
hamp de vitesse v dans le référentiel de la goutte. On 
onstate bien que le 
ode a été 
apablede trouver des vitesses 
orre
tement tangentes à l'interfa
e, révélatri
es de la 
onvergen
e versla forme asymptotique. Quelques lignes de 
ourants montrent bien les re
ir
ulations au seinde la goutte :� elles 
on�rment l'absen
e de 
omposantes normales en vitesse sur l'interfa
e� et d'un point de vue physique, elles exhibent 
lairement la dynamique de mélange ausein de la goutte.A notre 
onnaissan
e, en mi
ro�uidique, 
e sont les premiers résultats numériques qui per-mettent, grâ
e à des outils dédiés, de 
apter ave
 pré
ision l'ensemble des zones de re
ir
ulationprésentes dans des mi
rogouttes. Nous pré
iserons 
ela dans les 
hapitres qui suivent.Ainsi, au 
ours de 
e 
hapitre, nous avons introduit une nouvelle 
ondition de stabiliténumérique induite par le terme de tension de surfa
e, lorsque 
elui-
i est dis
rétisé de manièreexpli
ite dans un modèle de suivi d'interfa
e utilisant une appro
he dé
ouplée relativement àla résolution de l'é
oulement et du dépla
ement du front. Elle fait suite au travail de Bra
k-bill, Kothe et Zema
h [17℄ dont la 
ondition sert toujours de référen
e aux 
odes bi�uidesadoptant 
e formalisme (i.e. un nombre important de simulateurs). En 
onsidérant les e�ets
apillaires sur des interfa
es dont la forme est stabilisée au sein d'é
oulements à Reynoldsmodérés, nous apportons un autre é
lairage sur le r�le de la tension de surfa
e. De plus, nousavons vu que les 
ourants parasites pouvaient aussi s'interpréter 
omme une 
onséquen
e dela transgression de la 
ondition de stabilité 
apillaire. En�n, ayant à l'esprit la simulationd'interfa
es en mi
ro�uidique, nous avons présenté une méthode de dé
omposition de l'é
ou-lement qui exploite le 
ara
tère stationnaire de la forme des interfa
es. Ce splitting permetde 
apter pré
isément la forme des gouttes et les 
hamps de vitesse asso
iés ; par ailleurs, ilpermet aussi de diminuer les temps de 
al
ul lorsque les vitesses sont faibles et que l'on veutsimuler l'évolution de trains de gouttes dans un 
anal droit, sur une longue période temporelle.Il est maintenant temps de réaliser la synthèse des outils Level Set e�
a
es dé
rits dansla première partie, des solveurs d'é
oulements et des nouveaux développements numériquesde 
e deuxième mouvement, au terme duquel nous nous sommes déjà glissés dans le thème
entral de la dernière partie : la simulation de gouttes évoluant dans des mi
ro
anaux.Cette troisième partie sera l'o

asion de présenter une autre 
omposante originale de 
emanus
rit, à savoir, la mise à jour de di�érentes dynamiques de mélange au sein de 
es mi
ro-gouttes.
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Chapitre 7Mi
ro�uidique

De 
es soudains 
hangements d'é
hellequi surprennent et rafraî
hissentnaît une sorte d'en
hantement.Ni
olas Bouvier.
Nous allons maintenant détailler le 
ontexte physique dans lequel s'insèrent les travauxdu présent manus
rit, en l'o

urren
e, la mi
ro�uidique. Durant la dernière dé
ennie, 
ettedis
ipline a révolutionné notre 
apa
ité à manipuler et 
ontr�ler des é
oulements dans des
anaux de la taille d'un 
heveu. Le 
omportement des �uides, extrêmement in�uen
és par laprépondéran
e de la tension de surfa
e et des e�ets visqueux, est utilisé à pro�t pour desappli
ations allant de la biologie et la méde
ine à la 
himie et la s
ien
e des matériaux. Aprèsun rapide historique, nous aborderons 
ertaines spé
i�
ités physiques de la mi
ro�uidique etprésenterons les appli
ations typiques que nous voulons simuler dans les pro
hains 
hapitres.

7.1 Introdu
tionLa mi
ro�uidique se dé�nit 
omme étant l'étude d'é
oulements de �uides simples ou 
om-plexes au sein de systèmes dont les dimensions 
ara
téristiques sont de l'ordre de la dizainede mi
rométres (i.e. 10.10−6 m = 10 µm). Pour �xer les idées, rappellons, les ordres degrandeur relatifs aux �objets� présentés dans le Tableau 7.1 (on rappelle qu'1 namomètre [nm℄vaut 10−9m).Dans 
e tableau, on mentionne par ⋆ deux exemples emblématiques des travaux a

omplisdans l'exploration du monde de l'�in�niment petit�. D'une part, une mi
roguitare, de dimen-sions 10 × 2 µm, a été 
onstruite dans le groupe de Craighead, à Cornell (Etats-Unis) [182℄en 1997. D'autre part, le nom de l'entreprise IBM a été é
rit ave
 quelques atomes, en 1995.
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ro�uidiqueTaille Monde du vivant Systèmes anthropiques
1 m être humain voiture
1 cm 
o

inelle pu
e de 
arte Vitale

100 µm 
heveux mi
ropro
esseur
1 µm mito
hondrie mi
roguitare ⋆

100 nm ADN nanotransistor
1 nm protéine globulaire mots é
rits ave
 des atomes ⋆Tab. 7.1 � Des é
helles humaines au nanomonde, en passant par les territoires mi
rométriques.

⋆ = voir texte.Dans 
ette thèse, les tailles 
ara
téristiques seront 
omprises entre 10 µm et 100 µm.Historiquement, on peut 
onsidérer les travaux de Poiseuille 
omme pré
urseurs dans ledomaine de la mi
ro�uidique. En 1840, il est arrivé à mesurer des débits dans des tubes enverre dont le diamètre était de l'ordre de 10µm [121℄. Plus tard, au 
ours d'un dis
ours prophé-tique, intitulé �There is plenty of room at the bottom�, qu'il donne en 1959 à Calte
h, Ri
hardFeynman balise la date qui est désormais 
onsidérée 
omme l'aube de l'histoire des mi
ro etnanote
hnologies. Dans les années 1960 et 1970, le domaine de la ��uidique� se développe auxEtats-Unis puis en Europe : il s'agit de 
onstruire des systèmes de taille millimétrique poury étudier des é
oulements dont on aurait pu se servir pour réaliser les homologues pneuma-tiques des 
omposants éle
triques dédiés à des a
tions 
omme l'ampli�
ation ou les opérationslogiques. Dans les années 1980, l'essor fulgurant de la mi
roéle
tronique a mis un 
oup d'ar-rêt à la �uidique dont l'un des obje
tifs était de 
onstruire des ordinateurs pneumatiques,notamment pour des appli
ations spatiales. Les progrès réalisés, au 
ours de 
ette dé
ennie,dans la miniaturisation de divers systèmes, qu'ils soient éle
triques, mé
aniques ou mixtes ontdonné naissan
e au 
hamp des Mi
ro Ele
tro Me
hani
al Systems ou MEMS. De dimensions
omprises généralement entre 1µm et 300µm, ils ont permis à l'homme d'agir de manière
omplexe à l'é
helle mi
rométrique et non, seulement d'observer, 
e qu'il savait faire depuisplusieurs siè
les grâ
e au mi
ros
ope optique. Les MEMS se sont alors rapidement invitésdans notre vie quotidenne. Deux exemples typiques sont d'abord les pu
es pour airbag (
ou-rant 1980) qui 
ontiennent un dispositif intégrant à la fois la déte
tion du 
ho
, le traitementde l'information et les 
ommandes de dé
lan
hement ; ensuite, les têtes d'imprimantes à jetd'en
re (dans les années 1990) qui impriment désormais des milliards de pages, de par le monde.Même si des dispositifs mi
ro�uidiques ont été développés entre 1960 et 1990, il s'agis-sait d'a
tions relativement 
on�dentielles et isolées. En revan
he, au début des années 1990,en 
apitalisant les idées mises au point pour les MEMS, plusieurs bran
hes s
ienti�ques ont
ommen
é à s'intéresser vivement aux perspe
tives que pouvaient o�rir 
es systèmes miniatu-risés et 
onduit à leur développement rapide et pléthorique. Parmi 
es réalisations, on 
omptenotamment des systèmes de séparation, de pompage, d'ampli�
ation d'ADN, des mi
romélan-
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roréa
teurs 
himiques, pour n'en 
iter que quelques unes. L'un des obje
tifsqui sous-tend 
es développements est la mise au point de laboratoires sur pu
e (ou Lab-on-Chip) : grâ
e à la miniaturisation, on souhaite intégrer, dans un même mi
rosystème, plusieursoutils 
apables de réaliser l'ensemble d'une analyse, e.g. 
himique ou biologique. Travailler àde telles é
helles revêt plusieurs avantages :� on peut utiliser une faible quantité de produit à analyser ; on optimise ainsi les 
oûtslorsqu'il est onéreux et la sé
urité lorsqu'il est dangereux à manipuler ;� 
ertains 
omportements physiques mis à pro�t dans 
es systèmes permettent de gagnerdu temps ; ainsi en est-il des transferts thermiques et des 
inétiques 
himiques ;nous en reparlerons par la suite. A l'heure a
tuelle, le domaine de la mi
ro�uidique 
onnaît unessor soutenu sous l'in�uen
e tant des industriels (pharma
ie, 
himie, ...) que des 
her
heurs,donnant lieu à la 
réation d'équipes pluridis
iplinaires (e.g. physi
iens, 
himistes, biologistes,éle
troni
iens, mathémati
iens ...) dont les obje
tifs sont de 
omprendre les phénomènes exo-tiques qui apparaissent dans 
es mi
rosystèmes et d'en tirer parti pour les diverses appli
ations.En e�et, un su

és 
ommer
ial 
omme 
elui des imprimantes à jets d'en
re a été rendu possiblegrâ
e à la 
onnaissan
e approfondie de la dynamique des �uides à mi
roé
helle.Pour plus de détails sur les appli
ations en mi
ro�uidique, on pourra 
onsulter les ouvragestrès 
omplets [170, 34℄ qui dé
rivent en détails 
ette jeune dis
ipline ainsi que les deux opusde Karniadakis et al. [90, 89℄.7.2 Parti
ularités physiquesMilieu 
ontinuTout d'abord, il 
onvient de pré
iser un point qui avait été impli
itement évoqué dans le
hapitre 5, lors de la présentation des modèles adoptés dans 
ette thèse : l'hypothèse de milieu
ontinu est toujours valide pour les appli
ations physiques que nous voulons simuler.Se référant à l'ouvrage de Bat
helor [13℄, on dé�nit le 
on
ept de parti
ule �uide : il s'agitd'un volume de �uide, dont les dimensions sont négligeables par rapport à la taille 
ara
téris-tique du domaine, mais 
ontenant un nombre su�sant de molé
ules pour assurer l'existen
ed'une valeur 
onstante �lo
ale� (i.e. asso
iée à 
e volume et obtenue par moyennisation surl'ensemble des molé
ules qu'il 
ontient) de la densité. L'hypothèse de milieu 
ontinu impliquealors la possibilité d'asso
ier un sens dé�ni à la notion de �valeur en un point� de diversesquantités 
ara
téristiques du �uide (densité, vitesse, température ...) et suppose qu'elles va-rient, en général, de manière 
ontinue en espa
e et en temps. En supposant que le milieu est
ontinu, on peut alors dériver des équations qui ont un 
ara
tère lo
al et gouvernent l'é
oule-ment du �uide.Ce type d'hypothèse est typiquement mis en défaut lorsque le libre par
ours moyen est dumême ordre que les longueurs 
ara
téristiques : on est alors en présen
e d'un milieu dit �raré-�é� dont la modélisation fait appel à la théorie 
inétique, que nous n'aborderons pas i
i. Uneanalyse dimensionnelle 
lassique [90, 89℄ permet de déterminer di�érents régimes asso
iés à
es 
ara
téristiques de l'é
oulement grâ
e au nombre de Knudsen Kn, dé�ni par :
Kn =

λf

L
(7.1)où λf est le libre par
ours moyen et L la taille 
ara
téristique du domaine. On distingue lesrégimes suivants :
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ro�uidique� pour Kn ≤ 10−2, on parle de régime d'é
oulement 
ontinu modélisé par les équationsde Navier-Stokes ;� pour 10−2 ≤ Kn ≤ 10−1, on passe dans le régime des é
oulements �glissants� 
ar lesmolé
ules pro
hes de la paroi n'y adhèrent pas. Le modèle de Navier-Stokes reste valablemais il faut introduire des 
onditions de glissement pour prendre en 
ompte la physiquepariétale ;� pour 10−1 ≤ Kn ≤ 10, la raréfa
tion du milieu 
ommen
e à prendre le pas, 
onduisantau régime d'é
oulement transitionnel : les équations de Navier-Stokes sortent de leurdomaine de validité ;� pour Kn > 10, on entre de plein pied dans le régime des é
oulements raré�és ; leséquations de Boltzmann entrent en jeu pour modéliser 
es é
oulements gazeux.A l'é
helle des mi
ro
anaux, un é
oulement de gaz peut parfois exhiber des libres par
oursmoyens de l'ordre du mi
romètre, par 
onséquent, le 
hoix des modèles demande un 
ertaindis
ernement. En revan
he, dans nos appli
ations où la se
tion des 
anaux est de l'ordre de
10 à 100µm, les é
oulements liquides exhibent un 
ara
tère 
ontinu qui fait des équations deNavier-Stokes le modèle adapté à leur des
ription.Glissement à la paroiAu 
hapitre 5, nous avons aussi introduit une 
ondition aux limites de glissement pour lesparois solides. Il 
onvient de dis
uter i
i, plus en détails, quelques 
onsidérations physiquesasso
iées à 
ette 
ondition, en suivant le propos de [170℄.Si 
e type de 
ondition a été dérivé rigoureusement dans le 
adre de la théorie 
inétiquedes gaz, notamment par Maxwell [105℄ (voir aussi [90℄ � Chapitre 2), il n'en est pas de mêmepour son appli
ation à des é
oulements liquides. Rappellons qu'elle s'exprime sous la formesimpli�ée (en supposant que la dire
tion z est normale à la paroi et que u est la vitessetangentielle au mur) :

u = Ls
∂u

∂z
(7.2)où Ls est parfois appellée la longueur de Navier, l'un des pré
urseurs dans l'introdu
tion de 
etype de formulation. Il semble qu'il règne a
tuellement dans les diverses 
ommunautés qui uti-lisent (7.2) un 
ertain �ottement pour déterminer des valeurs de Ls. En e�et, tant au niveaudes interprétations physiques théoriques du glissement que des expérien
es, on re
ense desvariations de plusieurs ordres de grandeurs allant du nanomètre au mi
romètre. Les aspe
tsmis en jeu sont aussi variés que les 
ara
téristiques des �uides, de l'é
oulement ou l'état desurfa
e de la paroi (géométrie, état hydrophile/phobe). A notre 
onnaissan
e, la propositiond'une 
ondition, uni�ée et dé�nie de manière autonome, 
onstitue en
ore une question ouverte.Aussi, dans nos simulations, 
omme nous l'avons déja évoqué, Ls sera un paramètre dont la
alibration est fournie par nos 
ollègues experts en physique.LaminaritéL'utilisation 
lassique du Théorème Π (dit, aussi, �de Vas
hy-Bu
kingham�) sur les équa-tions de Navier-Stokes exhibe le 
élèbre nombre adimensionnel, dit de Reynolds, Re :

Re =
ρV L

η
(7.3)où, ρ est la densité, V et L sont respe
tivement la vitesse et la longueur 
ara
téristiques del'é
oulement. En�n, η donne la vis
osité. Typiquement, pour les é
oulements en mi
ro
anaux
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onsidérer :
ρ ∼ 103 (7.4)
η ∼ 10−3 � 10−2 (7.5)
V ∼ 10−2 � 10−1 (7.6)
L ∼ 10−5 , (7.7)si bien que :

Re ∼ 10−2 � 10−1 ≤ 1 (7.8)Etant donné que 
e nombre 
ara
térise l'importan
e relative des e�ets inertiels vis à vis dese�ets visqueux, on déduit de la faiblesse traduite par (7.8) que les termes d'inertie de l'équationde Navier-Stokes sont négligeables. Plus pré
isément [13, 68℄ :� le terme non linéaire, ρu.∇u� et le terme instationnaire ρ∂u

∂tsont négligeables devant le terme visqueux ∇.(2ηDu). Par 
onséquent, le modèle de Navier-Stokes dégénère en modèle de Stokes stationnaire.Dans la plupart des 
as, les mi
roé
oulements sont exempts de turbulen
e : 
ette lamina-rité est d'ailleurs une 
ara
téristique utilisée massivement dans les appli
ations. Il 
onvient
ependant d'être prudent, lorsque des 
hangements topologiques ont lieu lors de l'évolutiond'interfa
es bi�uides en mi
ro�uidique. En e�et, sous la forte in�uen
e du terme de tensionde surfa
e, des vitesses et des a

élérations élevées sont générées lo
alement en temps : unedes
ription �ne de 
es phénomènes né
essite don
 de 
onserver les termes instationnaires etd'inertie. Notons tout de même que la prépondéran
e 
apillaire induit une 
onvergen
e versun é
oulement quasi-laminaire, sur des é
helles de temps beau
oup plus 
ourtes que 
elles 
a-ra
téristiques de l'é
oulement (i.e. d'ordre L/V ). Ce
i est d'ailleurs traduit par les 
ontraintesdrastiques de la 
ondition de stabilité induite par la tension de surfa
e, 
omparativement àla CFL liée au transport. Ainsi, après un 
hangement topologique, les interfa
es retrouventrapidement une forme quasi-
ir
ulaire (éventuellement 
ontrainte par le 
on�nement). De telsexemples seront présentés dans le 
hapitre suivant.En�n, il existe aussi des é
oulements mi
ro�uidiques exhibant des nombres de Reynoldstrès supérieurs à 1. Les imprimantes à jet d'en
re, évoquées pré
édemment, en 
onstituent unexemple 
élèbre. Dans de tels dispositifs, les vitesses atteignent plusieurs mètres par se
onde
onduisant à des Reynolds de l'ordre de 100.Tension de surfa
ePour 
ommen
er, rappelons qu'en mi
ro�uidique, le rapport surfa
e sur volume augmentesigni�
ativement. Par 
onséquent, les interfa
es jouent un r�le sérieusement plus marquéqu'aux é
helles humaines.Du fait de la mise en 
onta
t de di�érents types de molé
ules au niveau de l'interfa
e, ilexiste une énergie résiduelle induite par les intera
tions molé
ulaires. On peut la 
omprendrequalitativement en 
onsidérant les deux types de molé
ules en présen
e, disons A et B (
f.Figure 7.1). Une molé
ule A 
omplètement entourée de voisines du même type est soumise àdes intera
tions identiques qui induisent une résultante nulle de l'a
tion de son environnement.En revan
he, une molé
ule A située à l'interfa
e est sujette à l'a
tion de molé
ules voisinesde type A et B : la résultante de 
es intéra
tions n'est pas nulle et induit une for
e résiduelleau niveau de l'interfa
e. On appelle 
ette for
e, la tension de surfa
e, à laquelle on asso
ie
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Fluide A

Fluide B

interface

Fig. 7.1 � Intera
tions molé
ulaires (s
hématisées par des doubles-�è
hes noires et jaunes) pourune molé
ule 
omplètement immergée dans le �uide A et pour une autre, située à l'interfa
e.une énergie de surfa
e. Comme nombre de systèmes physiques, une interfa
e va 
her
her àminimiser son énergie. Intuitivement, 
haque molé
ule A va souhaiter être entourée au maxi-mum de voisines du même type. Ainsi, à volume 
onstant, une interfa
e va 
onverger vers la
on�guration qui minimise la surfa
e de 
onta
t ave
 le milieu voisin.Bien évidemment, l'énergie de surfa
e dépend de la nature des éléments 
onstituant l'interfa
e.L'une des relations 
lassiques impliquant la tension de surfa
e est la loi de Lapla
e, quistipule que le saut de pression né
essaire, pour maintenir la forme d'une interfa
e (voir Figure7.2), est proportionnel à la 
ourbure :
[p] = σ

(
1

R1
+

1

R2

) (7.9)où σ est le 
oe�
ient de tension de surfa
e et les Ri sont les deux rayons de 
ourbure de l'in-terfa
e tridimensionnelle. On 
omprend don
 bien, dès lors, que le terme de tension de surfa
e
R 1

R
2

p

Fig. 7.2 � Illustration de la loi de Lapla
e pour une interfa
e sphérique en équilibre. Le sautde pression p entre l'intérieur de la sphère et l'extérieur (on suppose que la pression y estnulle) est proportionnel aux rayons de 
ourburejoue un r�le prépondérant en mi
ro�uidique, au même titre que les e�ets visqueux. En e�et, à
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es é
helles, les rayons de 
ourbure sont de l'ordre de 10−5 m et le 
oe�
ient σ ∼ 10−2 kg s−2,
onduisant à des termes d'ordre 103. De même, on prend aussi 
ons
ien
e de la négligeabilitédes e�ets gravitaires vis-à-vis des e�ets 
apillaires.Il existe toute une variété d'é
oulements de �uides en mi
ro
anaux. Nous allons en faireune revue rapide puis détailler les situations pré
ises que nous allons simuler dans 
ette thèse.7.3 Appli
ations viséesAprés avoir introduit le domaine que 
onstitue la mi
ro�uidique et détaillé quelques pointsphysiques qui nous 
on
ernent en priorité, il 
onvient d'être plus expli
ite sur 
ertains aspe
ts
on
rets tels que les 
anaux utilisés pour étudier 
es é
oulements ainsi que les obje
tifs pour-suivis.

Fig. 7.3 � Un réseau de mi
ro
anaux en verre et PDMSLes mi
ro
anaux sont généralement élaborés par les laboratoires spé
ialisés dans du verreou du PDMS (une famille de polymère que l'on inje
te dans des moules puis 
hau�e pourobtenir un élastomère 
ontenant le motif des 
anaux). On pourra se reporter à [170℄ pourplus de détails sur les di�érentes te
hniques de fabri
ation de 
es 
anaux. L'intérêt des ma-tériaux susnommés est qu'ils sont transparents, on peut don
 observer à loisir les �uides quis'y é
oulent. Ce qui n'est pas le 
as des mi
ro
anaux réalisés en sili
ium grâ
e aux te
hniquesissues de la mi
roéle
tronique. Deux dispositifs mi
ro�uidiques sont présentés sur les Figures7.3 et 7.4. Sur la première, on distingue les réseaux de 
anaux 
omplexes utilisés. A l'aide d'unesu

ession de jon
tions et di�érents lieux d'inje
tion, on peut introduire les �uides variés quel'on veut mettre en 
onta
t et réaliser des mélanges su

essifs. La se
onde �gure présente l'ali-mentation du réseau par quatre tubes en plastique (à gau
he) et la ré
upération d'un mélangemulti�uide sur le tube de droite. Ces tubes sont généralement reliés à un pousse-seringue au-tomatisé qui pilote l'inje
tion ave
 la pré
ision requise.
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Fig. 7.4 � Un réseau de mi
ro
anaux en verre et PDMS alimenté par di�érents �uidesExaminons maintenant les possibilités o�ertes par 
es réseaux, notamment au niveau desjon
tions où les �uides se ren
ontrent.Les é
oulements parallèles ou �
o�ow� 
onstituent une 
lasse d'é
oulements répandue enmi
ro�uidique (
f Figure 7.5). Ils sont, par exemple, utilisés ave
 des �uides mis
ibles, pour dé-
Fluide 1

Fluide 2
Zone d’interdiffusionFig. 7.5 � Con�guration �
o�ow� dans une jon
tion en Y, ave
 deux �uides mis
ibles.terminer des 
oe�
ients d'interdi�usion (voir, par exemple, J.-B. Salmon et al. [136℄). Lorsqueles deux �uides se ren
ontrent, ils s'é
oulent parallèlement et, à l'interfa
e, une zone de mé-lange se 
rée et s'ampli�e dans la dire
tion aval. En présen
e de �uides immis
ibles 
e typede dispositif peut aussi permettre l'étude des propriétés rhéologiques des �uides (
omme l'ontfait Guillot et al. dans [67℄).La manipulation d'é
oulements de plusieurs �uides immis
ibles est l'un des domaines où lami
ro�uidique ex
elle grâ
e à un 
ontr�le élevé réalisable à 
es é
helles. Il est, en e�et, possiblede 
réer et manipuler des émulsions monodisperses.Une émulsion liquide/liquide est 
onstituée de deux liquides dont l'un est réparti en un en-
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ations visées 147semble dense de �nes gouttes (on parle de phase dispersée) au sein de l'autre (appelée phaseporteuse). Une émulsion est quali�ée de monodisperse lorsque les stru
tures de la phase dis-persée ont toutes la même taille. Le 
ontr�le des é
oulements a

ompli dans les mi
ro
anauxse traduit par la possibilité de 
réer des dizaines de gouttes à la minute, qui ont toutes la mêmetaille. De telles gouttes peuvent servir à produire notamment des polymères, des mousses ouà transporter des protéines 
ristallisées. Les appli
ations déja réalisées sont multiples et 
ellesen développement sont prometteuses [187℄. La 
réation et le transport des mi
rogouttes ontgénéré une importante littérature en physique et 
himie � voir par exemple [10, 159, 85, 187℄et leurs référen
es.Les gouttes peuvent aussi servir de mi
roréa
teurs au sein desquels il est possible d'étudierdes 
inétiques 
himiques très rapides, de l'ordre de 10−3 s [156℄. Ces réa
teurs de forme sta-tionnaire, se mouvant à vitesse 
onstante dans le 
anal, permettent de 
réer une équivalen
eentre la distan
e par
ourue et le temps passé dans la goutte par le mélange. Plusieurs typesde géométries sont utilisés pour 
réer de telles gouttes. Outre les jon
tions en �T� ou �Y�, sontutilisés des dispositifs quali�és de ��ow fo
using�. Ils 
onsistent à pin
er un jet de �uide àl'aide du deuxième �uide inje
té latéralement. Une telle géométrie (
f. Figure 7.6) a été réali-sée, en PDMS, par Anna et al. dans [10℄ où sont présentés de nombreux régimes d'émulsions(
f. Figure 7.7).

Fig. 7.6 � Con�guration ��ow fo
using� utilisée par Anna et al. dans [10℄. Dans le 
anal
entral, à gau
he, est inje
tée de l'eau dont le jet se trouve pin
é par l'arrivée latérale d'huile.Le mélange bi�uide immis
ible passe alors au travers du rétré
issement D pour se retrouverdans la 
avité de droite (de largeur W ).La fo
alisation d'é
oulement peut aussi être réalisée ave
 des 
anaux en 
roix à l'image dela Figure 7.8. Nous utiliserons, entre autres, 
e même type de 
on�guration pour simuler la
réation de gouttes en mi
ro
anaux.Bien 
onnue d'un point de vue physique, il semble 
ependant que la dynamique des gouttesen mi
ro
anaux n'ait été qu'assez peu appréhendée du point de vue de la simulation numé-rique. En 
e qui 
on
erne les imprimantes à jet d'en
re, on peut mentionner la série de travauxde Yu, Sakai et Sethian [189, 190, 191℄ dans lesquels est présenté un nombre important desimulations tant pour des �uides newtoniens que pour des �uides vis
oélastiques ; on rappelleque pour 
es appli
ations, le nombre de Reynolds est relativement élevé, i.e. entre 40 et 90.Remarquons que pour de tels régimes d'é
oulements, les vitesses rapides mises en jeu font queles 
ontraintes de stabilité numérique présentées au 
hapitre 6 sont 
omplètement relaxées. Enutilisant une méthode de 
hamp de phase, De Mene
h a réalisé des simulations de 
réation
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ro�uidique

Fig. 7.7 � Di�érents régimes d'émulsions mis à jour dans [10℄.
Fig. 7.8 � Géométrie de 
anaux en 
roix.de gouttes, au niveau d'une jon
tion [107℄. Les e�ets du 
on�nement et de l'inertie ont étéétudiés très ré
emment par Renardy, dans [128℄ et en utilisant la méthode VOF-PROST.Dans la suite, nous allons nous atta
her plus parti
ulièrement à étudier les di�érentesdynamiques de mélange au sein de gouttes qui évoluent dans des mi
ro
anaux, où le nombrede Reynolds est inférieur à 1. C'est 
e type de situations, dans lesquelles les vitesses sontfaibles, qui a mis pleinement à jour les di�
ultés numériques induites par la tension de surfa
eet nous a 
onduit à mener l'analyse du 
hapitre 6. Dans un ré
ent arti
le, Sarrazin et al.[137℄ (2006) mettent en éviden
e expérimentalement des zones sans mélange et proposentdeux simulations numériques, l'une en 3D et l'autre en 2D qui donnent un é
lairage sur 
ephénomène. Cet arti
le 
onstituera don
 un point de 
omparaison e�
a
e pour valider nos
al
uls. Puis, nous mettrons à jour des 
omportements physiques nouveaux, au regard denotre 
onnaissan
e a
tuelle de la littérature. C'est 
e que nous allons dé
rire dans le 
hapitresuivant.
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Chapitre 8Simulations numériques en 2DDans 
e 
hapitre, nous allons présenter des simulations numériques d'é
oulements en mi-
ro
anaux. Elles ont été obtenues à l'aide d'un 
ode que nous avons entièrement développé au
ours de 
ette thèse et qui intègre tant les méthodes a
tuelles de l'appro
he Level Set (présen-tées aux 
hapitres 2 à 4) que 
elles introduites dans les présents travaux (
f. 
hapitre 6). Cesrésultats numériques sont 
omparés à des expérien
es physiques, en parti
ulier pour étudierla dynamique de mélange au sein de mi
rogouttes.8.1 Modèle numériqueLe 
ode de 
al
ul qui a produit les simulations numériques de 
e 
hapitre résoud les équa-tions de la formulation Level Set suivante :

−∇.(2ηDu) + ∇p = σκδ(φ)n ∀(t,x) ∈ R
+ × Ω (8.1)

∇.u = 0 ∀(t,x) ∈ R
+ × Ω, (8.2)

∂φ

∂t
+ u.∇φ = 0 ∀(t,x) ∈ R

+ × Ω, (8.3)dans une géométrie bidimensionnelle mettant en jeu une jon
tion de 
anaux re
tilignes, dontla Figure 5.4 en est un exemple typique. Le système de 
oordonnées est 
artésien (x, y) etles 
anaux sont alignés ave
 les axes du repère induit. L'é
oulement est i
i modélisé par uneéquation de Stokes 
ar les phénomènes inertiels sont négligeables dans les 
on�gurations mi-
ro�uidiques simulées. De plus, l'évolution en temps n'intervient qu'à travers l'équation detransport. La méthode de résolution est identique à 
elle présentée au 
hapitre 5, en tenant
ompte de l'absen
e des termes instationnaires et d'inertie (remarquons qu'un moyen simplepour obtenir (8.1) 
onsiste à prendre ρ = 0 dans l'équation de Navier-Stokes (5.11)).Nous ré
apitulons brièvement l'ensemble des 
omposantes implémentées dans le 
ode :� dis
rétisation volumes-�nis des équations de l'é
oulement� et résolution par une méthode de Lagrangien Augmenté (alliée à une méthode BiCGstabpour l'inversion des systèmes linéaires) ;� 
onditions aux limites de glissement à la paroi ;� s
héma WENO5 pour dis
rétiser les gradients en espa
e de l'équation de transport (onpeut aussi a
tiver des s
hémas ENOi, i = {1, 2, 3}) ;� s
hémas TVD RK d'ordre 1 à 3 pour la dis
rétisation en temps ;� redistan
iation à l'aide de :� l'équation de redistan
iation dis
rétisée de manière réellement upwind
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hing ;� 
ondition de stabilité dérivée au 
hapitre 6 ;� méthode de splitting présentée au 
hapitre 6 ;� implémentation et 
ouplage de 
es développements en Fortran 90.Notons que 
es outils sont aussi adaptés dans le 
ode axisymétrique qui fera l'objet du 
hapitresuivant.8.2 Tests et Changements topologiquesDans 
ette se
tion, nous réalisons des tests 
lassiques qui mettent en jeu des e�ets de ten-sion de surfa
e prépondérants ainsi que des 
hangements topologiques. Ils permettent d'exa-miner le 
omportement de la méthode Level Set et la robustesse du 
ode.Nous étudions, pour 
ommen
er, une ellipse qui au temps t = 0 est pla
ée dans un mi
ro-
anal. Le volume de 
ette goutte est tel qu'elle va 
onverger vers une forme non 
on�née quasi
ir
ulaire, grâ
e à la tension de surfa
e, tout en se déplaçant ave
 l'é
oulement. La largeur du
anal est de 200 µm. La vitesse d'inje
tion vaut uinj = 8.10−3m/s. La vis
osité de la gouttevaut 10−3Pa.s alors que 
elle de la phase porteuse est de 10−2Pa.s. On a�e
te la valeur du
oe�
ient de tension de surfa
e à σ = 5.10−2N/m. La Figure 8.1 montre l'évolution d'une tellegoutte : sous l'a
tion prépondérante des for
es 
apillaires, elle exhibe rapidement une formepro
he du 
er
le. On peut faire le lien ave
 la Remarque 6.1 du 
hapitre 6 où une telle goutterestait immobile dans le 
anal (
f. Figure 6.4). I
i, on 
onstate qu'une fois qu'elle a atteintla forme asymptotique induite par la tension de surfa
e et l'é
oulement, elle se translate sansau
une instabilité dans le 
anal. Ce
i est rendu possible grâ
e à la 
ondition de stabilité déri-vée au 
hapitre 6.Considérons, ensuite, le 
as de la 
ollision entre deux gouttes qui arrivent par deux bran
hesopposées d'un 
anal et fusionnent. La goutte obtenue est éva
uée par une troisième bran
heorthogonale aux deux premières (voir Figure 8.2). Les 
anaux ont une se
tion de 100 mi
ro-mètres. Les vis
osités valent 10−3 kg/(ms) dans la goutte et 10−2 kg/(ms) dans la phase
ontinue. Le �uide porteur est inje
té ave
 une vitesse uin = 5.10−2 m/s. Le 
oe�
ient detension de surfa
e vaut σ = 2.10−3 N/m. Notons que l'on prend deux gouttes initiales iden-tiques en forme mais n'ayant pas une position symétrique vis-à-vis du 
anal de sortie. Ene�et, la goutte de gau
he est légèrement plus pro
he de l'axe de symétrie que la goutte dedroite. Il faut noter que 
e léger dé
alage 
roît ave
 le temps 
ar la dynamique de la goutte degau
he, qui arrive en premier, joue sur 
elle de sa voisine de droite qui est légèrement freinéelorsqu'elle vire pour s'engager dans le 
anal de sortie. Il en résulte une fusion non symétrique.C'est 
e que l'on observe sur la partie haute du 
anal de sortie. De plus, on 
onstate bien l'e�etprépondérant de la tension de surfa
e qui, dès que la fusion a eu lieu, induit le �gon�ement�pratiquement instantané de la nouvelle goutte, de manière à minimiser l'énergie de surfa
e.Cet e�et stabilisant 
onduit ensuite à la symétrisation de la forme de la goutte qui se re
entredans le 
anal lors de sa propagation vers la sortie.Grâ
e à 
ette appro
he Level Set on 
onstate que l'on obtient, de manière simple, dessimulations qui prennent bien en 
ompte les e�ets de tension de surfa
e et les 
hangementstopologiques.Dans le même esprit, la Figure 8.3 présente le 
as d'un train de gouttes qui montent dans
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Wall

Fig. 8.1 � Simulation d'une ellipse non 
on�née. En haut à gau
he : interfa
e initiale (en bleu)et les interfa
es ultérieures (en noir) superposées. Images suivantes (de haut en bas, puis degau
he à droite) : les interfa
es su

essives à t = 1.7, 3.4 et 17 ms qui montrent la 
onvergen
evers une forme asymptotique quasi 
ir
ulaire. La même partie du 
anal est présentée sur toutesles �gures.le 
anal verti
al puis sont éva
uées par les 
anaux latéraux, aprés avoir ren
ontré le mur su-périeur. On observe deux fusions su

essives : l'une entre la première et la deuxième goutte(image de droite en haut), l'autre entre la troisième goutte et la goutte issue de la premièrefusion (image du bas). Entre 
haque 
ollision, on peut voir la 
ombinaison des e�ets du 
on�-nement, de la tension de surfa
e et du forçage de l'inje
tion. Cela met en valeur la bonne
apa
ité de l'appro
he de simulation mise en oeuvre pour étudier les dynamiques de gouttesvariées mises en jeu dans les dispositifs mi
ro�uidiques.
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Fig. 8.2 � Collision entre deux gouttes (en bleu) qui se ren
ontrent et fusionnent. La goutteunique obtenue se propage alors vers le bas dans le 
anal verti
al. La séquen
e d'images estordonnée de gau
he à droite, puis de haut en bas. Les zones grisées matérialisent les paroissolides.



8.2 Tests et Changements topologiques 153

Fig. 8.3 � Train de gouttes. La séquen
e d'images est ordonnée de gau
he à droite, puis dehaut en bas. Les zones grisées matérialisent les parois solides. Des gouttes sont inje
tées à labase du 
anal verti
al, se déforment au 
onta
t du mur supérieur ou fusionnnent ave
 unegoutte déjà présente puis s'éva
uent par les 
anaux latéraux.
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réation de gouttes en 2DComme nous l'avons évoqué pré
édemment, 
ertains réseaux de mi
ro
anaux utilisent desjon
tions en 
roix, aussi 
onnues sous le quali�
atif ��ow fo
using� puisqu'en inje
tant un�uide qui se voit �pin
é� par un autre arrivant par des 
anaux latéraux, on peut 
ontr�ler unjet et 
réer des gouttes (
f. Figure 8.4).

outlet

fluid 1 fluid 1

fluid 2

Fig. 8.4 � Géométrie en 
roix ou ��ow fo
using�, pour 
réer des gouttesCependant, il n'est pas possible de simuler la formation de gouttes ave
 un 
ode purement2D, 
omme 
elui évoqué jusqu'à maintenant. Ce
i est dû au fait qu'un jet 2D est toujoursstable. En e�et, (
f.Figure 8.5) toute perturbation de l'enveloppe d'un tel jet induit né
essai-rement une augmentation de la surfa
e (i.e. une augmentation de l'énergie de surfa
e) qui esttoujours 
ontr�lée par la tension de surfa
e. De fait, 
e terme vise à faire 
onverger le systèmevers un état énergétiquement favorable. En revan
he, un jet 3D 
omme le 
ylindre de la Figure8.6 peut se destabiliser 
ar il existe des perturbations qui permettent une diminution de lasurfa
e du jet (voir par exemple l'arti
le fondateur de Rayleigh en 1879 [127℄). Dans 
es 
as,la tension de surfa
e provoque la rupture du jet 
onduisant à la 
réation de gouttes dont lesformes d'interfa
es permettent de minimiser l'énergie de surfa
e. Pour plus de détails sur 
es
Fig. 8.5 � Un jet 2D est toujours stable 
ar une perturbation induit toujours une augmentationde la longueur de l'enveloppe, don
 une situation énergétiquement défavorable
Fig. 8.6 � Un jet 3D peut être déstabilisé 
ar il existe des 
on�gurations d'interfa
e qui per-mettent de diminuer la surfa
e de l'enveloppe 
onduisant à un état énergétique plus favorable.points, on pourra 
onsulter, par exemple, la thèse de Pierre Guillot [66℄.
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ette remarque est de présenter un arti�
e permettant de simuler la destabili-sation d'un jet 2D ave
 un 
ode purement 2D. Cette appro
he n'a au
une prétention à dé
rireun phénomène physique réel. Il s'agit essentiellement d'une astu
e numérique naturelle quipermet d'observer le 
omportement de la méthode Level Set lors de la simulation de la 
réa-tion de goutte dans une géométrie en 
roix 2D.L'appro
he est la suivante. On transforme le terme de 
ourbure 2D (
al
ulé ave
 φ) présentéauparavant, en un terme de 
ourbure 3D grâ
e à l'hyphothèse d'une extension axisymétriquede notre jet 2D qui permet de 
réer un jet de révolution en 3D. Plus pré
isément, au lieu de
onsidérer la 
ourbure bidimensionnelle :
κ = ∇.n (8.4)on introduit la 
ourbure moyenne 
al
ulée en 3D par :

κ = ∇.n +
1

R2
(8.5)où R2 est le rayon de 
ourbure dans le plan orthogonal au domaine de 
al
ul bidimensionnel(voir Figure 8.7).

R2

Fig. 8.7 � Extension de la 
ourbure bidimensionnelle. Les �è
hes bleues représentent les for
esde tension de surfa
e dans le plan de 
al
ul. Les �è
hes vertes représentent la tension de surfa
edans le plan orthogonalLe rayon R2 est obtenu en 
onsidérant que le jet est axisymétrique. Ainsi, il su�t d'évaluerla largeur du jet 2D pour déterminer la valeur de R2. La fon
tion φ permet un 
al
ul dire
tde 
ette largeur. La relation (8.5) montre que nous disposons maintenant d'un terme 
orre
tifqui peut induire une instabilité. En e�et, 1/R2 a toujours le même signe tandis que le signede ∇.n dépend de la 
ourbure de l'interfa
e dans le domaine de 
al
ul 2D. Par 
onséquent,quand le jet s'a�ne, 1/R2 peut 
hanger le signe du terme de 
ourbure global et donner ainsiune for
e qui peut 
onduire à la rupture du jet (
f. Figure 8.7).Résultats numériquesOn 
onsidère un jet qui se développe depuis le 
anal supérieur, dans une 
on�guration en 
roix.L'interfa
e initiale et les 
ara
téristiques géométriques de l'é
oulement sont représentées surla Figure 8.8.Le 
anal a une largeur de 50 µm. La vitesse d'inje
tion est uinj = 10−2m/s. La vis
osité dujet vaut η2 = 10−3Pa.s alors que 
elle de la phase 
ontinue vaut η1 = 10−2Pa.s. Le 
oe�
ient
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fluid 1 fluid 1

outlet

fluid 2

Fig. 8.8 � Interfa
e initiale et 
on�guration de l'é
oulementde tension de surfa
e vaut σ = 5.10−2N/m.On 
al
ule deux types d'évolution de jets. La première ave
 un terme de tension de surfa
e 2D
lassique (8.4), la se
onde ave
 un terme 3D modi�é (8.5). Les évolutions en temps de 
es deuxjets sont représentées respe
tivement sur la 
olonne de gau
he et la 
olonne de droite de laFigure 8.9. Les images sont prises au même instant sur une ligne donnée ; on a réalisé un zoomsur la zone de formation de la goutte. Ce
i permet de 
omparer les di�érents 
omportementsrelativement à la formulation de la tension de surfa
e. On observe que le jet �2D� reste stablealors que le jet �3D� 
onduit à des gouttes, en a

ord ave
 les 
onsidérations énergétiquesévoquées pré
édemment.On observe une légère asymétrie de l'interfa
e lorsque la goutte se forme ; 
e
i est dû au 
al
ulde 
ourbure dont la pré
ision est mise en défaut lorsque le jet est très �n.
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Fig. 8.9 � Simulation d'un jet mi
ro�uidique. A gau
he : tension de surfa
e 2D, le jet ne se
asse pas. A droite : tension de surfa
e 3D, des gouttes se forment.
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es physiques et régimes de mélangesNous avons vu que, grâ
e à la prépondéran
e des e�ets de la tension de surfa
e, les é
oule-ments de deux �uides immis
ibles en mi
ro
anaux permettent de 
réer des émulsions monodis-perses dont les gouttes de taille similaire servent de mi
roréa
teurs. Grâ
e à de tels dispositifs,on peut étudier des réa
tions 
himiques très rapides, de l'ordre de la millise
onde.Dans 
ette se
tion, nous allons mettre à pro�t la méthode de splitting dé
rite pré
édem-ment pour simuler pré
isément la dynamique au sein de mi
rogouttes qui se dépla
ent dansun 
anal droit et ont une forme stationnaire : elles 
onstituent le prototype même des mi-
roréa
teurs. Comme nous sommes intéressés par la dynamique de mélange, nous présentonsessentiellement les 
hamps de vitesse et les lignes de 
ourants dans le référentiel de la goutte,pour des interfa
es qui se translatent ave
 une forme stabilisée. Nous sommes parfaitement
ons
ients qu'en mi
ro�uidique, à 
ause du 
on�nement, les e�ets 3D doivent être 
onsidéréspour 
apter une des
ription 
omplète de l'é
oulement. Cependant, nous verrons que les simu-lations 2D qui suivent 
onstituent un premier pas pour obtenir une des
ription qualitative dela dynamique de mélange qui est en parfait a

ord ave
 les expérien
es physiques. Dans toutesles images suivantes, les gouttes se meuvent de haut en bas. Pour toutes 
es simulations, nousavons utilisé 36 mailles pour dis
rétiser la se
tion du 
anal. Il a été véri�é que les résultatssont invariants lorsque l'on ra�ne le maillage ; 
e qui montre que les 
al
uls ont parfaitement
onvergé.On propose une série de �gures ave
 des mi
rogouttes 
on�nées. Deux tailles de gouttessont 
onsidérées. L'une, que l'on quali�era de �petite�, a une largeur de l'ordre de 
elle du
anal D = 120 mi
romètres et une longueur de l'ordre de 1.3D. L'autre, que l'on quali�era de�grande�, a une largeur de l'ordre de 
elle du 
anal et une longueur de l'ordre de 2D. La vitessed'inje
tion dans le 
anal est uin = 0.2 m/s. La vis
osité de la goutte vaut 2.10−2 kg/(ms) et
elle de la phase 
ontinue vaut 4.10−2 kg/(ms). Le 
oe�
ient de tension de surfa
e vaut σ =3.10−2 N/m. Dans la suite, nous appellerons 
es données, les �données de référen
e�. La petitegoutte est présentée sur la Figure 8.10 ave
 le 
hamp de vitesse et quelques lignes de 
ourantsdans le référentiel de la goutte. De même, la grande goutte est présentée sur la Figure 8.11.La 
omparaison des Figures 6.8, 8.10 et 8.11 permet de saisir la modi�
ation de la dynamiqueà l'intérieur de la goutte due tant au 
on�nement qu'à la variation du volume de la goutte. Ilapparaît que dans tous les 
as, il existe une zone de re
ir
ulation majoritaire, au 
entre de lagoutte, qui provoque le mélange. De plus, se révèlent deux zones plus petites, à l'avant et àl'arrière de la goutte, où le �uide est piégé (en mi
ro�uidique, il est d'usage de parler de �zonesmortes�). Ce phénomène a été observé expérimentalement en utilisant des tra
eurs passifs oudu 
olorant à l'intérieur des gouttes [31, 137, 32℄ ; et il l'a aussi été numériquement dans [137℄.Nous présentons des séquen
es d'images �lmées aux 
ours d'expérien
es physiques [31, 32℄.Sur la Figure 8.12, l'expérien
e 
onsistait en l'inje
tion de 
olorant qui réagit ensuite 
himi-quement dans la mi
rogoutte. Nous n'insistons pas i
i sur la réa
tion 
himique mais plut�t surle 
omportement dynamique du 
olorant dans la goutte : on observe qu'il est majoritairementpropagé au 
entre de la goutte et non à l'avant. La zone de re
ir
ulation autonome à l'avantde la goutte, n'é
hangeant pas de �uide ave
 le 
entre, se voit don
 i
i matérialisée. Une autreexpérien
e est présentée sur la Figure 8.13 où des mi
rogouttes, 
ontenant des tra
eurs passifs,se meuvent ave
 une forme stationnaire. Ce �lm montre que les tra
eurs se dépla
ent le longde lignes de 
ourants du type de la Figure 8.10, dans le 
entre de la goutte et que 
ertainstra
eurs restent piégés à l'arrière. Ce
i met en éviden
e les petites zones de re
ir
ulation àl'arrière de la goutte.
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hangements de la dynamique dûs à l'inversion des vis
osités entre la phase 
ontinue etla phase dispersée sont présentés sur la Figure 8.14 qui peut être 
omparée à la Figure 8.10.L'e�et du 
hangement de la vitesse d'inje
tion uin est présenté sur les Figures 8.15 et 8.16où l'on a a�e
té uin = 0.1 m/s. Une nouvelle fois, la forme de l'interfa
e est modi�ée de 
on
ertave
 la dynamique de mélange à l'intérieur. On note que, de manière naturelle, une baisse dela vitesse induisant une plus forte in�uen
e de la tension de surfa
e, les interfa
es ont uneforme plus sphérique à l'avant et à l'arrière de la goutte. Cet e�et est d'autant plus a

entuéque la vitesse diminue 
omme le montre la 
omparaison des Figures 8.10/8.11, 8.15/8.16 et8.17/8.18 où, pour 
es dernières, uin = 0.05 m/s.Le rapport de vis
osité rη entre la phase 
ontinue et la phase dispersée joue aussi un r�ledans la modi�
ation de la dynamique de mélange au sein des mi
rogouttes. Les Figures 8.19et 8.20 montrent les résultats de simulations où les vis
osités sont modi�ées 
omme suit : lavis
osité de la goutte vaut 2.10−3 kg/(ms) et 
elle de la phase 
ontinue vaut 2.10−2 kg/(ms),soit un rapport rη = 10 (
ourant en mi
ro�uidique). La 
omparaison ave
 le 
as de référen
e,où rη = 2, montre que l'augmentation du rapport de vis
osité induit un renfor
ement desre
ir
ulations à l'avant et à l'arrière de la goutte ainsi qu'un re
ul du 
oeur de la re
ir
ulation
entrale.On présente en�n un troisième type de taille de goutte dont la largeur est de l'ordre de 
elledu 
anal et la longueur est de l'ordre de 2.5D. On utilise les données de référen
e ave
 deuxvaleurs pour la vitesse d'inje
tion uin = 0.2 m/s (Figure 8.21) et uin = 0.02 m/s (Figure8.22). On 
onstate une nouvelle fois l'in�uen
e 
roissante de la tension de surfa
e entre lesFigures 8.21 et 8.22 : les re
ir
ulations à l'avant de la goutte se renfor
ent 
omme le révèlentles lignes de 
ourants de la Figure 8.22. La zone de re
ir
ulation frontale marquée a provoquéune diminution de la zone de mélange 
entrale, 
omparativement à la Figure 8.21.
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Fig. 8.10 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e

Fig. 8.11 � Grande goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e
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Fig. 8.12 � Quelques instantanés d'une expérien
e physique [31, 32℄ où l'on voit des mi
ro-gouttes se former dans un 
anal en 
roix et se propager vers le haut. La séquen
e est ordonnéede gau
he à droite puis de haut en bas. Les gouttes 
ontiennent un 
olorant (
ouleur fon
ée,dans la moitié droite) qui se propage essentiellement dans la zone 
entrale et n'envahit pasl'avant de la goutte, mettant en éviden
e la zone morte frontale.
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Fig. 8.13 � Quelques instantanés extraits du �lm d'une expérien
e physique [31, 32℄ où desmi
rogouttes se dépla
ent de la droite vers la gau
he (�è
he rouge horizontale). La séquen
eest ordonnée de haut en bas puis de gau
he à droite. Les gouttes 
ontiennent des tra
eurspassifs (petits points sombres dans les gouttes) qui se dépla
ent dans le sens indiqué sur la
ourbe fermée rouge. Leurs traje
toires sont du même type que 
elles exhibées par les lignes de
ourants de la Figure 8.10. De plus, on observe que 
ertains tra
eurs restent piégés à l'arrièrede la goutte.
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Fig. 8.14 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf queles vis
osités dans la goutte et de la phase 
ontinue sont é
hangées.
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Fig. 8.15 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
uin = 0.1 m/s

Fig. 8.16 � Grande goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
uin = 0.1 m/s
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Fig. 8.17 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
uin = 0.05 m/s

Fig. 8.18 � Grande goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
uin = 0.05 m/s
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Fig. 8.19 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e hormis rηqui passe de 2 à 10 (voir texte)

Fig. 8.20 � Grande goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e hormis rηqui passe de 2 à 10 (voir texte)



8.3 Expérien
es physiques et régimes de mélanges 167

Fig. 8.21 � Grande goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf quela goutte a pour longueur 2.5D

Fig. 8.22 � Grande goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf quela goutte a pour longueur 2.5D et uin = 0.02 m/s
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e aux nouvelles méthodes numériques utilisées dans 
e travail, nous avons ob-tenu des simulations numériques rapides et pré
ises qui sont en bon a

ord ave
 les résultatsexpérimentaux. Nous avons retrouvé numériquement les phénomènes de zones mortes à l'avantet à l'arrière des mi
rogouttes et nous avons mis en éviden
e di�érents régimes de mélange ausein des gouttes en fon
tion de divers paramètres que sont, le volume des gouttes, les vitessesd'inje
tion, les 
ontrastes de vis
osités ou en
ore le 
on�nement. Il s'agit, à notre 
onnaissan
e,des premiers résultats numériques explorant l'ensemble de 
es paramètres, présentés dans lalittérature. En résumé, si l'on veut que la zone de mélange soit la plus étendue possible ausein de la goutte, on peut agir sur deux leviers : le premier 
onsiste à diminuer rη, le se
ondvise à diminuer l'in�uen
e de la tension de surfa
e.Les algorithmes utilisés permettent d'explorer la dynamique de mélange au sein des mi-
rogouttes. Ils 
onstituent ainsi une aide à la 
on
eption de réseaux de mi
ro
anaux, danslesquels le 
ontr�le de l'é
oulement, né
essaire aux appli
ations pratiques, est satisfait par lesgouttes.Dans le pro
hain 
hapitre, nous allons observer des phénomènes tridimensionnels et les
omparer aux dynamiques exhibées à l'instant.
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Chapitre 9Simulations numériques en 3DaxisymétriqueNous allons i
i poursuivre notre exploration de la dynamique des gouttes en mi
ro
anauxà l'aide d'un autre 
ode qui simule une géométrie 
ylindrique tridimensionnelle. Nous l'avonsdéveloppé en adaptant l'appro
he utilisée pour le simulateur 
artésien bidimensionnel.Après avoir dé
rit les spé
i�
ités du modèle utilisé et de sa dis
rétisation, nous présente-rons les résultats 
on
ernant la dynamique de mélange dans des gouttes de forme asymptotiquepuis nous verrons que des simulations réalistes de 
réation de gouttes peuvent être 
al
ulées.9.1 Modèle et dis
rétisationsDans 
e 
hapitre, nous allons 
onsidérer un modèle de Navier-Stokes pour des é
oulementsin
ompressibles (
f. 
hapitre 5) :

ρ

(
∂u

∂t
+ u.∇u

)
−∇.(2ηDu) + ∇p = σκδ(φ)n ∀(t,x) ∈ R

+ × Ω, (9.1)
∇.u = 0 ∀(t,x) ∈ R

+ × Ω, (9.2)
ouplé à l'équation Level Set :
∂φ

∂t
+ u.∇φ = 0 ∀(t,x) ∈ R

+ × Ω, (9.3)De plus, nous souhaitons prendre en 
ompte des obsta
les solides présents au sein de l'é
ou-lement (
f. Figure 9.1). Pour 
ela, nous utilisons une méthode de pénalisation justi�ée dansl'arti
le d'Angot et al. [9℄ dont la philosophie remonte notamment aux travaux de Peskin [119℄.Elle 
onsiste à rajouter, dans le membre de gau
he de (9.1), le terme suivant :
1

π
1Ωsu (9.4)qui pénalise la vitesse dans le solide Ωs 
ara
térisé par sa fon
tion indi
atri
e 1Ωs :

1Ωs(x) =

{
1 si x ∈ Ωs

0 si x ∈ Ω \ Ωs
(9.5)La valeur du paramètre de pénalisation π est 
hoisie su�sament faible, de manière à 
e que lavitesse 
al
ulée dans l'obsta
le soit négligeable 
omparativement à 
elle du �uide. Il 
onvient



170 Chapitre 9. Simulations numériques en 3D axisymétrique
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����

Ω s

∂ Ω∂ Ω

∂ Ω

wall
inj

out

Ω

obstacle solide

Fig. 9.1 � Le domaine de 
al
ul Ω peut 
ontenir des obsta
les solides Ωs, qui sont alors traitésà l'aide d'une méthode de pénalisation.
de rappeler que, dans 
e 
ontexte, la 
ondition sur le bord solide de Ωs est de type Diri
hlethomogène (don
 di�érente de la 
ondition de type Robin appliquée sur les parois du 
anal etprésentée au 
hapitre 5).

e r

e θ

z

u

Fig. 9.2 � Géométrie axisymétrique. L'é
oulement étant invariant par rotation autour de l'axe
z, il su�t de 
onsidérer un plan (r, z) dans lequel on a représenté une ligne de 
ourant et unve
teur vitesse 
ara
térisé par deux 
omposantes (ur, uz).

Qui plus est, nous allons supposer une 
on�guration d'é
oulement tridimensionnelle axisy-métrique. Il est alors naturel de reformuler (9.1)-(9.2)-(9.3) en 
oordonnées 
ylindriques (r, z)(puisque par hypothèse, les entités liées à la variable angulaire θ n'interviennent plus dans leséquations). Suivant l'usage 
lassique, la vitesse u se réduit à deux 
omposantes notées (ur, uz).
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rétisations 171En tenant 
ompte du terme de pénalisation, il vient :
ρ

(
∂ur

∂t
+ ur

∂ur

∂r
+ uz

∂ur

∂z

)
= − ∂p

∂r
+

∂

∂r

(
2η
∂ur

∂r

)
+

∂

∂z

(
η

[
∂ur

∂z
+
∂uz

∂r

])

+
2η

r

(
∂ur

∂r
− ur

r

)
+ σκ

∂H(φ)

∂r
− 1

π
1Ωsur (9.6)

ρ

(
∂uz

∂t
+ ur

∂uz

∂r
+ uz

∂uz

∂z

)
= − ∂p

∂z
+

∂

∂z

(
2η
∂uz

∂z

)
+

∂

∂r

(
η

[
∂ur

∂z
+
∂uz

∂r

])

+
η

r

(
∂ur

∂z
+
∂uz

∂r

)
+ σκ

∂H(φ)

∂z
− 1

π
1Ωsuz (9.7)

∂ur

∂r
+
ur

r
+
∂uz

∂z
= 0 (9.8)

∂φ

∂t
+ ur

∂φ

∂r
+ uz

∂φ

∂z
= 0 (9.9)Dans la suite, nous noterons u := ur, v := uz et 1S := 1Ωs , pour alléger les notations.L'utilisation de 
e modèle est motivée par le désir d'étudier :� d'une part, la di�éren
e entre les hydrodynamiques 2D et 3D ave
 l'hypothèse d'axisy-métrie ;� d'autre part, l'in�uen
e des longueurs de glissement dans la 
ondition de Navier à laparoi ; pour 
ela, on pourra notamment e�e
tuer des 
omparaisons quantitatives ave
les expérien
es physiques e�e
tuées dans des 
apillaires 
ylindriques (
e que n'autorisaitpas le 
ode 2D) ;� en�n, l'in�uen
e de l'inertie lors des 
hangements topologiques, en parti
ulier, lors de la
réation de gouttes.Les deux premiers points sont abordés à la se
tion suivante. Le troisième 
onstitue une pers-pe
tive à très 
ourt terme.Nous allons pour 
ela 
onsidérer deux types de géométrie. La première est 
elle d'un 
y-lindre unique au sein duquel se dépla
e une goutte (ou plusieurs) dont nous voulons déterminernumériquement l'état asymptotique (
f. Figure 9.3). Ce type de 
al
ul sera 
omparé à 
eux

e r

e θ

(a)

z

(b)

z

rFig. 9.3 � Goutte dans un 
anal 
ylindrique : (a) géométrie réelle et (b) domaine de 
al
ulutilisé.
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hapitre pré
édent, de manière à saisir l'in�uen
e des e�ets 3D sur la dynamique.La se
onde vise à reproduire la 
on�guration où deux 
ylindres 
oaxiaux permettent d'inje
terun �uide au 
entre d'un autre (
f. Figure 9.4) : on peut alors étudier la dynamique de jets, laformation de gouttes et l'in�uen
e des termes d'inertie.

(a)

Fluide 1

Fluide 2

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

(b)

z

r

pénalisation

Fig. 9.4 � Création de goutte ave
 deux 
anaux 
ylindriques 
oaxiaux : (a) géométrie réelleet (b) domaine de 
al
ul utilisé.
Pour résoudre le problème (9.6)-(9.7)-(9.8), on utilise la même méthode de LagrangienAugmenté que 
elle détaillée au 
hapitre 5, en traitant le terme de pénalisation de manièreimpli
ite dans la dis
rétisation en temps. Dans le 
as présent, la méthode itérative 
onsiste àrésoudre le système suivant en Uk+1 = (uk+1, vk+1), sa
hant que (un, vn) et pk sont 
onnus :

( ρr
∆t

+
r

π
1S

)
uk+1 − r

∂

∂r

(
2η
∂uk+1

∂r

)
− r

∂

∂z

(
η

[
∂uk+1

∂z
+
∂vk+1

∂r

])

− 2η

(
∂uk+1

∂r
− uk+1

r

)
− c1r

∂

∂r

(
∂uk+1

∂r
+
uk+1

r
+
∂vk+1

∂z

)

= −ρrun∂u
n

∂r
− ρrvn∂u

n

∂z
+ rσκn∂H(φn)

∂r
+
ρr

∆t
un − r

∂pk

∂r
(9.10)

( ρr
∆t

+
r

π
1S

)
vk+1 − r

∂

∂z

(
2η
∂vk+1

∂z

)
− r

∂

∂r

(
η

[
∂uk+1

∂z
+
∂vk+1

∂r

])

−η
(
∂uk+1

∂z
+
∂vk+1

∂r

)
− c1r

∂

∂z

(
∂uk+1

∂r
+
uk+1

r
+
∂vk+1

∂z

)

= −ρrun∂v
n

∂r
− ρrvn∂v

n

∂z
+ rσκn∂H(φn)

∂z
+
ρr

∆t
vn − r

∂pk

∂z
(9.11)puis à réa
tualiser la pression via :

pk+1 = pk − c2∇.Uk+1 (9.12)La dis
rétisation en espa
e est aussi réalisée 
omme au 
hapitre 5. Le maillage est identiqueen remplaçant les notations xi,j := (xi, yj) par xi,j := (ri, zj) = ((i−1/2)∆r; (j−1/2)∆z) ; i =
1...nr, j = 1...nz.Outre les variables auxiliaires dé�nies au 
hapitre 5, on introduit en plus les variables d'abs
isse
ru
i = (i− 1)∆r ; i = 1...nr et rv

i = ri, induites par le maillage dé
alé en vitesse. En�n, lors des
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rétisations 173intégrations sur les volumes de 
ontr�les respe
tifs de u et v, on utilise la première 
omposantede la normale asso
iée à φ évaluée au point xi−1/2,j , notée don
 nφ,u,r
i,j , ainsi que la première
omposante de la normale asso
iée à φ évaluée au point xi,j−1/2, notée don
 nφ,v,r

i,j . Pour lesdéterminer, on pro
ède de la manière suivante :1. Cal
ul de φ̃i,j ave
 (5.37)2. Cal
ul de nu = (nφ,u,r;nφ,u,z) au point xi−1/2,j :
nφ,u,r

i,j =
φi,j − φi−1,j

∆r
nφ,u,z

i,j =
φ̃i,j+1 − φ̃i,j

∆z
puis normalisation (9.13)3. Cal
ul de nv = (nφ,v,r;nφ,v,z) au point xi,j−1/2 :

nφ,v,r
i,j =

φ̃i+1,j − φ̃i,j

∆r
nφ,v,z

i,j =
φi,j − φi,j−1

∆z
puis normalisation (9.14)Nous donnons dire
tement les équations induisant le système linéaire à résoudre dans la mé-thode de Lagrangien Augmenté (qui sont les homologues des équations (5.27)-(5.28)-(5.29)dans le repère 
artésien) :

∆r∆z ru
i

(
ρu

i,j

∆t
+

1SVu
c (i,j)

π

)
uk+1

i,j −2∆z

∆r
ru
i

[
ηi,j

(
uk+1

i+1,j − uk+1
i,j

)
− ηi−1,j

(
uk+1

i,j − uk+1
i−1,j

)]

−∆r ru
i

[

η̃u
i,j+1

(
uk+1

i,j+1 − uk+1
i,j

∆z
+
vk+1
i,j+1 − vk+1

i−1,j+1

∆r

)

− η̃u
i,j

(
uk+1

i,j − uk+1
i,j−1

∆z
+
vk+1
i,j − vk+1

i−1,j

∆r

)]

− 2ηu
i,j ∆z

[
uk+1

i+1,j − uk+1
i−1,j

2
− ∆r

uk+1
i,j

ru
i

]

− c1 r
u
i ∆z

(
uk+1

i+1,j − 2uk+1
i,j + uk+1

i−1,j

∆r
+

1

2

[
uk+1

i,j + uk+1
i+1,j

ri
−
uk+1

i−1,j + uk+1
i,j

ri−1

]

+
vk+1
i,j+1 − vk+1

i,j − (vk+1
i−1,j+1 − vk+1

i−1,j)

∆z

)

=

− ∆r∆z ru
i ρ

u
i,j u

n
i,j

[
∂un

∂r

]upwd
i,j

− ∆r∆z ru
i ρ

u
i,j

vn
i,j + vn

i,j+1 + vn
i−1,j+1 + vn

i−1,j

4

[
∂un

∂z

]upwd
i,j

+σ ru
i

1

∆r∆z

[(
nφ,r

i,j − nφ,r
i−1,j

)
∆z + ∆r∆z

nφ,u,r
i,j

ru
i

+
(
ñφ,z

i,j+1 − ñφ,z
i,j

)
∆r

]
∆z

(
H(φn

i,j) −H(φn
i−1,j)

)

+ ∆r∆z ru
i

ρu
i,j

∆t
un

i,j − ∆z ru
i (pk

i,j − pk
i−1,j) (9.15)
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) (9.17)De par le 
ara
tère axisymétrique de 
es domaines de 
al
ul, les 
onditions aux limites envitesse sont légèrement modi�ées par rapport à 
elles présentées dans le 
hapitre 5. En e�et,le bord verti
al gau
he dans les Figures 9.3 et 9.4, i.e. l'axe r = 0, est un bord �uide d'untype di�érent des fa
es d'inje
tion et de sortie. Les 
onditions aux limites sur l'axe r = 0 sontdonnées par l'hypothèse d'axisymétrie : la vitesse u au point (−r, z) se déduit de la vitesse
u = (u, v) au point (r, z) par :

u(−r, z) = (−u, v) ∀(r, z) ∈ Ω (9.18)En parti
ulier, pour les mailles en u dont le 
entre (ru
1 , zj), j = 1...nz est sur l'axe r = 0, ona u1,j = 0. Et de manière générale, on tient 
ompte de la symétrie lors du 
al
ul des quantitésliées à 
e 
�té.Pour les trois autres bords : les 
onditions d'inje
tion et de sortie sont de type Poiseuille alorsque le glissement est pris en 
ompte sur la paroi solide de Ω, en suivant l'appro
he du 
hapitre 5.Mutatis mutandis, nous avons développé un se
ond 
ode de 
al
ul 
omplet, à l'image de 
e-lui présenté au 
hapitre pré
édent et permettant de simuler une dynamique 3D axisymétrique.L'intérêt de 
e modèle numérique est que nos 
ollègues du LOF ont 
onduit des expérien
esphysiques dans 
e même type de 
on�guration 
ylindrique.



9.2 Régimes de mélange 1759.2 Régimes de mélangeDans 
ette se
tion, nous présentons les homologues axisymétriques des simulations du 
ha-pitre 8 qui illustrent la dynamique de mélange au sein des mi
rogouttes.Nous 
onsidérons don
 un domaine de 
al
ul de rayon 60 µm au sein duquel on plonge deuxgouttes, l'une quali�ée de �petite�, l'autre de �grande�, telles que leur rapport de longueurs estd'environ 1.4. Nous utilisons les mêmes �données de référen
e�. La vitesse d'inje
tion dans le
anal est uin = 0.2 m/s. La vis
osité de la goutte vaut 2.10−2 kg/(ms) et 
elle de la phase
ontinue vaut 4.10−2 kg/(ms). Les densités des deux �uides sont a�e
tées de la même valeur
ρ1 = ρ2 = 1000 kg/m3. Le 
oe�
ient de tension de surfa
e vaut σ = 3.10−2 N/m. Nous avonsde plus utilisé 20 mailles pour dis
rétiser la se
tion du 
anal pour toutes les simulations. Dansla suite, les gouttes se dépla
ent de bas en haut. Nous rappellons, de plus, que sont présentésles états où les interfa
es ont atteint une forme stationnaire et se translatent dans un 
analdroit.La Figure 9.5 montre le 
hamp de vitesse dans le référentiel de la petite goutte et quelqueslignes de 
ourants asso
iées, pour les données de référen
e. En 
omparant ave
 la Figure 8.10(page 160), on 
onstate que la dynamique globale est relativement similaire :� la zone de re
ir
ulation 
entrale o

upe la majorité de la goutte ;� une zone morte est présente à l'avant.Cependant, il 
onvient de noter que la zone morte à l'arrière de la goutte est 
lairement plusréduite dans la 
on�guration axisymétrique, 
omparativement à la simulation 
artésienne bi-dimensionnelle. Ce
i est en
ore plus visible pour la grande goutte de la Figure 9.6 (à 
omparerave
 la Figure 8.11).De plus, remarquons que 
ette modi�
ation de la dynamique est essentiellement due auxe�ets tridimensionnels puisque, lorsque l'on impose ρ = 0 dans une simulation, on obtientle même état asymptotique 
omme le montrent les Figures 9.9 et 9.12. Les termes supplé-mentaires présents (instationnarité et inertie) dans le modèle de Navier-Stokes, vis à vis del'équation de Stokes, jouent don
 naturellement un r�le négligeable dans 
es 
on�gurations oùl'on détermine les états asymptotiques des mi
rogouttes.La dynamique de mélange pour la grande goutte est présentée sur la Figure 9.8, dans le 
asde la variante plus lente uin = 0.1 m/s. La tension de surfa
e induit toujours le même e�et debombage de l'interfa
e. La 
omparaison ave
 la Figure 8.16, pour étudier les variations entreles 
ara
téristiques 2D et 3D, induit les mêmes 
ommentaires que pour la petite goutte. Deplus, il ressort qu'en géométrie 
ylindrique, lorsque la vitesse diminue, les zones mortes sont
omprimées au pro�t de la zone 
entrale. Ce
i est d'autant plus marqué pour la zone frontale
omme l'illustrent les Figures 9.5, 9.7 et 9.9. De 
e point de vue, la dynamique axisymétriqueest don
 
omplètement opposée à 
elle observée en 2D.Lorsque l'on é
hange les vis
osités des deux �uides, la goutte se 
ontra
te devenant moinslongue don
 plus large (par 
onservation de la masse) et la zone de re
ir
ulation à l'avant serenfor
e aux dépens de la zone de mélange 
entrale, 
omme le montre la Figure 9.10.L'in�uen
e d'une augmentation du 
ontraste des vis
osités est présentée sur la Figure 9.11 où
rη passe de 2 à 10, 
omparativement à la petite goutte de référen
e (Fig 9.5). Il apparaît quela goutte se 
ontra
te et que la re
ir
ulation 
entrale gagne du terrain tant à l'arrière qu'àl'avant ; 
e qui, une nouvelle fois, est l'inverse des simulations bidimensionnelles puisque lazone de mélange est étendue lorsque rη 
roît.



176 Chapitre 9. Simulations numériques en 3D axisymétriqueEnsuite, nous avons réalisé une série de simulations pour étudier l'in�uen
e de la longueurde glissement (notamment évoquée en pages 103-104 et 142) sur la dynamique à l'intérieur dela goutte. Pour 
ela, nous avons utilisé les données de référen
e relatives à la petite goutte etnous avons fait varier la valeur de f (
f. équation (5.19), page 104). Il 
onvient de noter quedans toutes les simulations pré
édentes, on a pris f = 0.1. Les Figures 9.13 - 9.14 - 9.15 - 9.16ont été obtenues en prenant respe
tivement les valeurs de f = {4.10−2 ; 10−2 ; 5.10−3 ; 10−3}.On 
onstate que, même si les di�éren
es ne sont pas drastiques, la modi�
ation sensible deslignes de 
ourant entre les deux valeurs extrêmes de f testées suggère qu'il faudra être prudentlors d'une 
omparaison quantitative ave
 les expérien
es physiques. En parti
ulier, il pourraêtre né
essaire de réaliser des tests de 
alibration si l'on ne 
onnaît pas pré
isément la valeurdu 
oe�
ient de glissement physique à imposer dans les simulations.

Fig. 9.5 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e

Fig. 9.6 � Grande goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e
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Fig. 9.7 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
uin = 0.1 m/s

Fig. 9.8 � Grande goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
uin = 0.1 m/s
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Fig. 9.9 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
uin = 0.05 m/s

Fig. 9.10 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf queles vis
osités dans la goutte et de la phase 
ontinue sont é
hangées.
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Fig. 9.11 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e hormis rηqui passe de 2 à 10 (voir texte).

Fig. 9.12 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
uin = 0.05 m/s et ρ1 = ρ2 = 0. A 
omparer à la Figure 9.9 pour 
onstater que l'inertie estnégligeable dans 
es 
on�gurations asymptotiques.
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Fig. 9.13 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
f = 4.10−2.

Fig. 9.14 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
f = 10−2.
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Fig. 9.15 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
f = 5.10−3

Fig. 9.16 � Petite goutte (trait noir), 
hamp de vitesse asso
ié dans le référentiel de la goutte(�è
hes bleues) et quelques lignes de 
ourant (lignes �é
hées) ; données de référen
e sauf que
f = 10−3



182 Chapitre 9. Simulations numériques en 3D axisymétrique9.3 Création de gouttesNous présentons maintenant les résultats obtenus dans la géométrie de la Figure 9.4, quipermet d'étudier la destabilisation d'un jet mi
ro�uidique et la 
réation de gouttes.Plus pré
isément, nous 
onsiderons un 
anal externe de rayon Rc = 300µm et de longueur
4Rc. Par pénalisation, nous simulons un inje
teur d'épaisseur 50µm, de longueur Rc et 
entréen r = 75µm (
f. Figures 9.17 et 9.18). Les �uides en présen
e ont une tension de surfa
eégale à 33.10−3 N/m. La phase 
ontinue, apportée par le 
anal externe, a une vis
osité de
303.10−3 Pa.s alors que la phase du jet a une vis
osité de 55.10−3 Pa.s. Les densités des deux�uides sont a�e
tées de la même valeur ρ1 = ρ2 = 1000 kg/m3. Les vitesses maximales desdeux pro�ls de Poiseuille imposés à l'entrée sont respe
tivement u1 = 0.071 m/s dans le jet et
u1 = 0.010 m/s dans le 
anal externe (
f. Figure 9.19). On dis
rétise la se
tion du 
anal ave
30 mailles.Les Figures 9.20 à 9.28 montrent le développement d'un jet et la 
réation d'une goutte au
ours d'une simulation utilisant les données 
i-dessus. On peut noter que la période de 
réationd'une goutte est d'environ 100 ms alors que la dynamique de pin
ement 
ritique 
onduisant àla rupture est réalisée en 1 à 2 ms et, en moins de 5 ms, on passe d'un jet pin
é à une gouttedont la forme asymptotique se translate dans le 
anal.Nous donnons le 
hamp de pression et quelques lignes de 
ourants pour pré
iser la dy-namique lorsque la forme de la goutte 
réée est stationnaire, en l'o

urren
e, au temps deréféren
e in
rémenté de 4.5 ms (
f. Figure 9.27). On 
onstate bien un saut de pression au seinde la goutte, induit par la tension de surfa
e. De plus, une re
ir
ulation marquée est présentedans le bout du jet, au niveau de l'inje
teur.Il 
onvient de remarquer que nous avons 
omparé les �lms issus de 
es simulations ave
 des�lms des expérien
es en mi
ro
anaux. Il ressort que dans les mêmes régimes, l'a

ord qualitatifest ex
ellent. Le 
ode retrouve bien la dynamique de rupture de goutte et les e�ets dûs à latension de surfa
e : retour rapide des interfa
es vers une forme plus 
ir
ulaire, phénomène derétra
tion et bombement de la forme du jet après rupture. De plus, il semble que la méthode depénalisation permette de bien prendre en 
ompte la dynamique à l'avant de l'inje
teur. Pourillustrer 
e type de 
onvergen
e que l'on observe entre les deux types de �lms, nous donnonsl'une des photos de 
es expérien
es physiques. Les données expérimentales sont légèrementdi�érentes. Le 
anal externe est de rayon Rc = 275µm. La vis
osité dans le jet est de 55.10−3

Pa.s alors que 
elle de la phase 
ontinue est de 235.10−3 Pa.s. La tension de surfa
e est évaluéeà 24.10−3 N/m. Le rayon interne induit par l'inje
teur est d'environ 50µm (i.e. 
omme dansla simulation). Les vitesses sont d'environ u1 = 0.1 m/s dans le jet et u1 = 0.01 m/s dansle 
anal externe. Nombre de 
es valeurs sont approximatives 
ar déterminées à partir desdonnées extraites des photos pour lesquelles le plan de fo
alisation n'est pas né
essairementle milieu du 
anal (on 
ommet don
 une approximation dans le 
al
ul des vitesses via lesdonnées des débits). De plus, le 
anal interne est réalisé �à la main� par l'expérimentateur et sase
tion n'est pas donnée ave
 une grande pré
ision. Par ailleurs, la tension de surfa
e fourniepar les physi
iens présente parfois des marges d'erreurs de plusieurs dizaines de pour
ent[33℄. En 
onséquen
e, dans le type de 
on�guration qui nous 
on
erne i
i, il est di�
ile defaire des 
omparaisons parfaitement quantitatives, du fait de l'in
ertitude sur les données.Cependant, lorsque les régimes de destabilisation du jet exhibés par les expérien
es et lessimulations sont identiques pour des jeu de données du même ordre, on se propose de 
omparerles formes d'interfa
es obtenues. La Figure 9.30 est une superposition d'une interfa
e simulée
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ourbe bleue) et d'une photo extraite des expérien
es de Pierre Guillot [66℄,pour les deux jeux de données évoquées pré
edemment. Même s'il 
onvient d'être prudentau vu de leurs di�éren
es 
ertaines, pondérées par l'in
ertitude expérimentale, on remarque
ependant que le 
ode est arrivé à 
apter la dynamique géneral de pin
ement de 
e type dejet mi
ro�uidique.
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Fig. 9.17 � Géométrie ave
 un inje
teur (re
tangle en gris) utilisée pour 
réer des gouttes.L'interfa
e (en trait noir épais) est représentée ave
 le 
hamp de vitesse asso
ié (�è
hes bleues).
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Fig. 9.18 � Zoom sur la zone de l'inje
teur de la Figure 9.17. Les vitesses 
al
ulées dans lesolide, par la méthode de pénalisation sont négligeables par rapport à 
elle dans le �uide.
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Fig. 9.19 � Double Poiseuille imposé sur le bord d'inje
tion, en z = 0. Une vitesse nulle esta�e
tée dans la zone solide 
orrespondant à l'inje
teur.
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Fig. 9.20 � Développement d'un jet. Temps de référen
e
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Fig. 9.21 � Développement d'un jet. Temps de référen
e + 0.5 ms.
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Fig. 9.22 � Développement d'un jet. Temps de référen
e + 0.8 ms.
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Fig. 9.23 � Développement d'un jet. Temps de référen
e + 1.1 ms.
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Fig. 9.24 � Développement d'un jet. Temps de référen
e + 1.3 ms. Rupture du jet et 
réationde la goutte entre les Figures 9.23 et 9.24.
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Fig. 9.25 � Développement d'un jet. Temps de référen
e + 1.6 ms.
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Fig. 9.26 � Développement d'un jet. Temps de référen
e + 1.9 ms.
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Fig. 9.27 � Développement d'un jet. Temps de référen
e + 4.5 ms.
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Fig. 9.28 � Développement d'un jet. Temps de référen
e + 98 ms.
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Fig. 9.29 � Champ de pression (en 
ouleurs), 
hamp de vitesse (�è
hes noires) et quelqueslignes de 
ourants (en trait noir épais), à l'instant �Temps de référen
e + 4.5 ms�.

Fig. 9.30 � Comparaison entre simulation (Courbe bleu) et expérien
e, d'après une photo deP. Guillot. Voir texte pour les données physiques respe
tives.
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Fig. 9.31 � Création de la goutte autour de �Temps de référen
e + 1.3 ms�.



190 Chapitre 9. Simulations numériques en 3D axisymétriqueEn 
on
lusion des résultats de 
e 
hapitre, nous avons observé que le 
ode 3D axisymé-trique développé permet de déterminer ave
 pré
ision la dynamique de mélange au sein desmi
rogouttes. Nous avons mis en éviden
e di�érents régimes et avons 
erné l'in�uen
e desdi�érents paramètres sur 
es gouttes asymptotiques.Par ailleurs, il a été montré que des simulations de qualité peuvent être réalisées pour ap-préhender la 
réation de gouttes ave
 deux 
anaux 
ylindriques 
oaxiaux. Le travail e�e
tuépour étendre le simulateur du 2D au 3D s'est don
 révélé pleinement pro�table et va permettred'être plus en phase ave
 les expérien
es. Les résultats numériques 
aptent bien la physiqueparti
ulière induite par la prépondéran
e de la tension de surfa
e. Cela est de bonne augurepour les 
ampagnes parallèles que le LOF et l'IMB vont lan
er pour 
omparer plus avant lesrésultats expérimentaux et numériques.Une nouvelle fois, 
es travaux permettent d'aider à la mise en pla
e d'é
oulements dont le
ontr�le permet d'aborder les appli
ations pratiques.
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Au 
ours de 
es travaux, nous nous sommes atta
hés à développer des appro
hes mathé-matiques spé
i�ques aux é
oulements bi�uides pilotés par la tension de surfa
e. En parti
ulier,nous les avons validées en étudiant la dynamique de gouttes dans des mi
ro
anaux.La première partie de 
e mémoire fut 
onsa
rée au suivi d'interfa
e. Nous avons vu que
e 
on
ept apparaît fréquemment dans le monde qui nous entoure, qu'il soit 
on
ret ou abs-trait. Cette omniprésen
e o�re, tant au 
her
heur qu'à l'ingénieur, de nombreux problèmesouverts et des appli
ations aux enjeux so
iétaux et s
ienti�ques importants. Ensuite, il estapparu qu'à l'image de la variété de ses o

uren
es, il existe une multitude de méthodes pourle suivi d'interfa
e. Chaque méthode répond de manière inégale à l'ensemble des enjeux sou-levés par la simulation d'interfa
es mobiles, aussi le 
hoix d'une appro
he dépend-il du 
hampd'appli
ation 
onsidéré. C'est en répondant à 
es questions que nous avons 
hoisi la méthodeLevel Set pour étudier la dynamique de fronts en mi
ro�uidique. Nous avons don
 poursuivipar la des
ription de 
ette méthode qui a fait é
ole, en pré
isant les outils et les terminolo-gies asso
iées. Depuis son introdu
tion, 
ette appro
he n'a 
essé de s'améliorer et l'on peutdésormais réaliser des simulations pré
ises d'é
oulements bi�uides in
ompressibles. C'est 
eque nous avons en e�et 
onstaté lors de la des
ription des s
hémas (W)ENO. Il 
onvenaitlogiquement de 
heminer ensuite au travers des problèmes de redistan
iation. Nous avons ex-pliqué pourquoi la résolution des équations hyperboliques asso
iées est relativement subtile,en reprenant le propos de Russo et Smereka dont la 
ontribution sur les dis
rétisations �trulyupwind� est dé
isive dans la mise au point de méthodes de réinitialisation qui ne perturbentpas les interfa
es. Par ailleurs, nous avons présenté la méthode Fast Mar
hing qui permet deréaliser des gains de temps substantiels.Munis d'outils pré
is pour suivre des interfa
es, nous avons abordé, dans la deuxième par-tie, 
ertaines problématiques asso
iées au 
hamp de vitesse responsable du mouvement dufront, ainsi qu'à la relation entre le transport et l'é
oulement, lorsque 
e dernier est piloté parla tension de surfa
e. Tout d'abord, nous avons présenté les modèles utilisés pour simuler desé
oulements de deux �uides immis
ibles, en l'o

uren
e, les équations de Navier-Stokes ave
une 
ontrainte d'in
ompressibilité et un terme de tension de surfa
e dont la formulation utiliseà pro�t les outils Level Set. Suivant les appli
ations, on a aussi vu qu'un modèle de Stokesétait su�sant pour 
apter la dynamique 
on
ernée. De plus, les 
onditions aux limites ontété détaillées, puisque le glissement à la paroi doit être pris en 
ompte pour 
es é
oulementsbi�uides. Ensuite, nous avons proposé une appro
he pour dis
rétiser le modèle 
omplet quiest 
ara
térisé par (i) un dé
ouplage de la résolution de l'é
oulement et du dépla
ement del'interfa
e ainsi que par (ii) une dis
rétisation expli
ite du terme de tension de surfa
e. Uneappro
he volumes-�nis a été adoptée et le solveur est basé sur une méthode de LagrangienAugmenté. Nous avons alors dé
rit la 
ontribution prin
ipale de 
es travaux en analyse nu-
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'est-à-dire, la dérivation d'une nouvelle 
ondition de stabilité induite par le point(ii). Cette 
ondition 
onstitue une alternative à 
elle de Bra
kbill, Kothe et Zema
h [17℄ quiest aujourd'hui utilisée par la plupart des 
odes bi�uides adoptant une appro
he dé
ouplée,évoquée en (i). Le nouvel é
lairage que nous apportons est basé sur l'étude des perturbations
apillaires présentes sur des interfa
es stabilisées, i.e. dans les situations où les e�ets d'inertiesont négligeables devant les e�ets visqueux. Il ressort de plus que les 
ourants parasites prèsde l'interfa
e, déja mentionnés dans la littérature, peuvent aussi s'interpréter 
omme étant lefruit de la transgression de 
ette 
ondition de stabilité. Pour �nir, nous avons introduit uneméthode de dé
omposition de l'é
oulement qui tire parti de la stationnarité des formes d'in-terfa
e en mi
ro�uidique. Ce splitting 
onduit à une 
apture pré
ise de la forme des goutteset des vitesses asso
iées. En outre, lorsque les vitesses sont faibles et que l'on souhaite étudierla translation d'un train de gouttes dans un 
anal droit (e.g. en relation ave
 l'analyse deréa
tions 
himiques dans 
es mi
roréa
teurs), 
ette méthode permet de diminuer les temps de
al
ul, d'autant plus fortement que les durées physiques à simuler sont longues.En�n, dans la troisième partie, nous avons appliqué l'ensemble des outils dé
rits pré
é-demment à la simulation d'interfa
es mobiles en mi
ro
anaux. La 
ondition de stabilité et laméthode de splitting ont été validées numériquement grâ
e aux 
odes que nous avons entiè-rement développés. Nous présentons des simulations réalisées d'une part en géométrie bidi-mensionnelle et d'autre part en géométrie tridimensionnelle axisymétrique. En 2D, des tests
lassiques ont montré la 
apa
ité de nos modèles numériques à 
apter pré
isément les e�etsde la tension de surfa
e et les 
hangements topologiques. Ensuite, nous avons étudié plus endétails la dynamique de mélange au sein de mi
rogouttes. Ce
i 
onstitue une autre 
ontribu-tion originale de 
es travaux puisque que, grâ
e à des 
odes pré
is et rapides, nous avons misà jour numériquement di�érents régimes de mélange relativement aux paramètres que sont le
on�nement, le volume des gouttes, la vitesse d'inje
tion et les di�éren
es de vis
osité entre lesphases porteuse et dispersée. A notre 
onnaissan
e, il s'agit des premiers résultats de 
e typeprésentés dans la littérature. Ils sont en parfait a

ord qualitatif ave
 les expérien
es physiquesréalisées au LOF. Par ailleurs, nous avons mené le même type d'analyses pour des gouttes 3Daxisymétriques. Il ressort que les 
ara
téristiques globales sont similaires, par rapport au 
asbidimensionnel. Cependant, les réponses relatives à la variation des divers paramètres exhibent
ertaines di�éren
es. Des expérien
es vont être réalisées au LOF pour étudier la validité de
es di�érents régimes mis à jour par la simulation. En�n, nous avons montré que le 
ode 3Dpermet bien de simuler la 
réation de mi
rogouttes dans deux 
anaux 
ylindriques 
oaxiaux.La 
omparaison ave
 les �lms expérimentaux, de développement et rupture de jet, fait ressor-tir, une nouvelle fois, un bon a

ord qualitatif.Avant d'aborder les perspe
tives de 
es travaux nous souhaitons donner la parole, uninstant, à George Whitesides qui nous 
on�e sa vision du futur pour la mi
ro�uidique [187℄ :�C'est à la fois une s
ien
e et une te
hnologie. Elle dispose d'un potentiel impor-tant � qui pourrait même être révolutionnaire � à l'avenir. Elle en est en
ore àses débuts et il reste beau
oup de travail à a

omplir avant qu'elle puisse reven-diquer un statut plus large que 
elui de 
hamp a
adémique a
tif. Nonobstant, lesfondamentaux de 
ette dis
ipline sont très solides : la plupart des te
hnologiesné
essitent la manipulation de �uides, et pouvoir réaliser 
es opérations sur desvolumes plus faibles, en 
ontr�lant pré
isément et dynamiquement les 
on
entra-tions ainsi qu'en dé
ouvrant et exploitant les nouveaux phénomènes qu'exhibent
es �uides à l'é
helle mi
rométrique, doit être, en �n de 
ompte, très important.�
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tivesPlusieurs axes peuvent être approfondis à l'issue de 
es travaux : d'une part, la poursuitedes 
omparaisons entre les expérien
es et les simulations, d'autre part, le développement desoutils numériques liés à la méthode Level Set et à la tension de surfa
e ; ensuite, la modélisa-tion numérique des 
onditions aux limites de sortie pour les gouttes ainsi que des phénomènesde mouillage, et par ailleurs, l'extension des appli
ations du splitting. Nous allons pré
isersu

essivement 
es points.Comparaisons entre simulations et expérien
esIl s'agit de perspe
tives à très 
ourt terme évoquées pré
édemment. Nous souhaitons réa-liser une série d'é
hanges entre les travaux du LOF et de l'IMB pour mettre au point des
on�gurations qui permettent de 
omparer aussi pré
isément que possible les deux appro
hes.Des travaux doivent être menés pour s'a�ran
hir, autant que possible, des in
ertitudes expé-rimentales et des indi
ateurs 
ommuns doivent être introduits pour réaliser les 
omparaisons.Par exemple, le volume des gouttes semble être l'une des quantités que les deux 
ommunau-tés peuvent 
apter ave
 pré
ision. Une autre appro
he 
onsiste à étudier le mélange dans lesgouttes grâ
e à des tra
eurs passifs (en
re, ...) ; du point de vue des simulations, il su�t d'uti-liser les vitesses de l'é
oulement dans un modèle de 
onve
tion-di�usion (voire réa
tion) pourquanti�er le mélange. De plus, dans le prolongement des simulations de 
réation de gouttes,nous souhaitons simuler pré
isément les deux autres régimes que sont les jets et les �jettings�mentionnés dans [66℄. Pour 
ela, il faudra notamment aborder les problèmes mentionnés dansle troisième axe de 
es perspe
tives. Outils numériquesMentionnons tout d'abord quelques développements liés à la performan
e des outils LevelSet. Une réalisation à très 
ourt terme 
onsiste, 
omme nous l'avons mentionné au 
hapitre 1,à étudier les aspe
ts béné�ques de l'extension des vitesses et de son allian
e ave
 l'équationde redistan
iation. Ayant pour but de 
onserver une distan
e signée, on peut se demander s'ilexiste une 
ombinaison optimale de 
es deux outils.Une autre appro
he qui mériterait d'être étudiée est la montée en ordre de pré
ision pourles méthodes de type Fast Mar
hing . Il existe en e�et divers travaux qui ont déja abordé 
eproblème : Sethian propose une dis
rétisation à l'ordre deux dans [144℄. Bien évidemment, lepoint 
lé réside dans l'initialisation de points de la Narrow Band, autour de l'interfa
e, ave
un ordre élevé. Pour 
ela Chopp propose une méthode itérative pour initialiser 
es pointsadja
ents à l'interfa
e [28℄. On doit pouvoir aussi monter en ordre en s'inspirant du travailde Russo et Smereka. Il serait intéressant de voir si une appro
he itérant la méthode FastMar
hing permet de gagner en pré
ision.Un autre aspe
t, lié non pas aux outils Level Set mais à la dis
rétisation des équations deNavier-Stokes, 
on
erne la 
onstru
tion de s
hémas volumes-�nis 
onservant les �ux au ni-veau de l'interfa
e, sur un maillage MAC. Comme nous l'avions fait remarquer au 
hapitre5, il s'agit, à notre 
onnaissan
e, d'un problème ouvert. De ré
ents progrès ont été réalisésen utilisant des maillages non stru
turés duaux. Ces analyses pourraient peut-être apporterplus d'informations quant à la possibilité de mettre au point des s
hémas 
onservatifs bi�uidespour les maillages MAC.Ensuite, les 
ontraintes induites par la tension de surfa
e suggèrent d'autres perspe
tives.D'une part, en relation dire
te ave
 la dis
ussion sur la Proposition 6.2.1, il pourrait être
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lusionpertinent de développer un lisseur �séle
tif� qui atténue les hautes fréquen
es de la 
ourbure.La séle
tion en fréquen
e doit, bien sûr, s'opérer uniquement sur les artefa
ts numériques etnon sur les 
omposantes de la 
ourbure qui traduisent la dynamique physique. Le but d'untel lisseur 
onsiste à relaxer le pas de temps 
apillaire induit par la 
ondition de stabilité, demanière à 
e qu'il ne soit pas 
ontraint par des perturbations numériques arti�
ielles. Dansle même esprit, pour des é
oulements à vitesse très lente, il se peut que le pas de temps ∆tσsoit du même ordre que le pas de temps visqueux induit par une dis
rétisation 
omplètementexpli
ite des équations de Navier-Stokes. En 
onséquen
e, il serait judi
ieux de déterminer un
ritère pour savoir s'il faut impli
iter ou expli
iter les termes di�usifs, de manière à gagner dutemps de 
al
ul lorsque 
ela est possible (i.e. lorsque l'on peut se passer de la résolution d'unsystème linéaire). Modélisation numériquePar ailleurs, on peut aussi s'intéresser au traitement des 
onditions aux limites en sortieave
 prise en 
ompte de la tension de surfa
e. L'une des réalisations dire
te, pour des 
a-naux droits 
onsiste à imposer une 
ondition de Diri
hlet que l'on déduit par translation dela solution à l'instant pré
édent (on peut d'ailleurs utiliser 
ette appro
he dans le 
adre des
onditions aux limites en tra
tion [19, 20℄). En revan
he, il semble que la détermination d'unetelle 
ondition pour une sortie libre (on pense i
i au 
as d'une goutte 
on�née qui sort d'un
anal et se retrouve soit à l'air libre, soit dans un 
anal beau
oup plus large, où, sous l'e�et dela tension de surfa
e, elle va 
onverger vers une forme 
ir
ulaire non 
on�née) soit un problèmeardu. Sa résolution présente un intérêt 
ertain pour la modélisation en mi
ro�uidique puisquela dynamique sévère des gouttes en sortie de 
anal induit, en amont, des e�ets importants quimodi�ent l'évolution des trains de gouttes dans le réseau.De plus, les phénomènes de mouillage jouent un r�le prépondérant dans les mi
ro
anaux et ilest probable que la mise en pla
e de modèles pertinents demande un travail signi�
atif.Extension du splittingEn outre, il se dégage un troisième axe lié à l'extension des appli
ations du splitting enmi
ro�uidique. Tout d'abord, l'une des perspe
tives dire
tes liées au splitting est son 
ouplageave
 des équations de 
onve
tion - réa
tion - di�usion, de manière à étudier des 
inétiques
himiques réalisées dans les mi
rogouttes. C'est une situation qui met pleinement à pro�t lesgains de temps induits par 
ette dé
omposition. Ensuite, nous souhaitons étendre notre mé-thode de splitting aux 
as où il y a plusieurs gouttes de vitesses di�érentes dans le domaine. Lasolution 
onsiste à travailler en distinguant su

essivement 
haque 
omposante 
onnexe. Onpeut alors obtenir un 
ontr�le pré
is des vitesses et volumes des gouttes ainsi qu'une meilleuregestion des 
hangements topologiques grâ
e à l'amélioration de la déte
tion des informationsà utiliser pour réaliser les 
al
uls des normales et 
ourbures. Ce
i peut être prolongé en 
onsi-dérant le traitement de géométries présentant des jon
tions de plusieurs 
anaux : le 
on
eptde vitesse de goutte s'étend en utilisant une fon
tion Level Set auxiliaire ψ asso
iée à la formedes 
anaux (la dire
tion du 
anal est alors orthogonale à ∇ψ). En 
ombinant 
es appro
hesmultigouttes et multi
anaux, on souhaite alors obtenir des simulations du 
omportement glo-bal de la propagation de trains de gouttes dans les réseaux mi
ro�uidiques. Pour 
ela, onutilise toujours une des
ription basée sur la résolution d'é
oulements de type Navier-Stokesmais, grâ
e au splitting, on détermine uniquement les vitesses de gouttes (on ne 
her
he pas à
apter les asymptotiques en vitesse dans le référentiel de la goutte). Les temps de 
al
uls sontalors sérieusement optimisés. On peut aussi 
omparer 
ette appro
he ave
 
elle basée sur les
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tives s'insèrent dans le projet ANR SCAN2.EpiloguePour 
lore 
e mémoire, nous mentionnerons un autre horizon qui se pro�le dans la 
onti-nuité de 
es travaux : l'extension des analyses menées sur les é
oulements pilotés par la tensionde surfa
e dans le 
ontexte de la modélisation et la simulation des mouvements de 
ellules àproximité de la paroi endothéliale. En e�et, les é
helles mises en jeu dans 
es problèmes sonttout à fait 
omparables. On peut 
onsidérer qu'une 
ellule est 
onstituée de trois éléments : lenoyau (vis
oélastique), entouré du 
ytoplasme (assimilable à un gel) qui est lui-même 
ontenudans une membrane (élastique). Il faut don
 modi�er les équations de Navier-Stokes pourprendre en 
ompte les lois de 
omportement non-newtoniennes des di�érents milieux de la
ellule et de son environnement. Bien sûr, 
es aspe
ts rhéologiques 
on
ernent la dynamiquepassive, il faut don
 faire intervenir, en plus, des modèles ad ho
 pour prendre en 
ompte ladynamique a
tive de la 
ellule. Les enjeux sont nombreux et 
onstituent un domaine où la
onvergen
e d'expertises en bio
himie, rhéologie et mathématiques laisse entrevoir des 
olla-borations passionnantes.
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RésuméCe travail est 
onsa
ré à la modélisation d'é
oulements de deux �uides immis
ibles et son appli
ationen mi
ro�uidique. Pour 
ela, nous mettons en oeuvre des méthodes Level Set a
tuelles permettant un suivipré
is de l'interfa
e, dont le mouvement est induit par des 
hamps de vitesse véri�ant les équations de Stokesou de Navier-Stokes munies d'un terme de tension de surfa
e.Dans une première partie, nous abordons la problématique du suivi d'interfa
e et présentons en détailles 
omposantes de la méthode Level Set. En parti
ulier, nous détaillons les appro
hes ENO et WENO pourdis
rétiser les équations de Hamilton-Ja
obi ainsi que les diverses méthodes existantes de redistan
iation.Dans la deuxième partie, nous traitons de l'analyse et de la résolution numérique des é
oulements bi�uidesin
ompressibles pilotés par la tension de surfa
e. Après avoir dé
rit les modèles mathématiques ainsi que leursdis
rétisations et solveurs, nous apportons une 
ontribution nouvelle en dérivant théoriquement une 
onditionde stabilité valable pour les nombres de Reynolds faibles à modérés, 
ara
téristiques des 
on�gurationsmi
ro�uidiques. De plus, on introduit une méthode de dé
omposition de l'é
oulement qui permet de diminuerles temps de simulation.En�n, la troisième partie est 
onsa
rée à l'appli
ation des outils évoqués pré
édemment pour simulerla dynamique de gouttes dans des mi
ro
anaux. Nous présentons les résultats numériques obtenus ave
d'une part, un 
ode bidimensionnel 
artésien et d'autre part, ave
 un 
ode tridimensionnel axisymétriqueque nous avons entièrement développés. Une bonne adéquation est obtenue relativement aux expérien
esmi
ro�uidiques du laboratoire LOF (Rhodia - CNRS). En parti
ulier, ave
 nos simulations, nous mettons àjour di�érentes dynamiques de mélange au sein des gouttes.Mots-
lés : suivi d'interfa
e, mi
ro�uidique, Level Set, Navier-Stokes in
ompressible, bi�uide, tension desurfa
e, 
ondition de stabilité, gouttes, dynamique de mélange
Level Set methods for interfa
e problems in Mi
ro�uidi
sAbstra
tThis dissertation is dedi
ated to the numeri
al simulation of immis
ible bi�uid �ows and its appli
ation toMi
ro�uidi
s. To this end, we use a Level Set approa
h 
oupled to the resolution of Stokes or Navier-Stokesequations with surfa
e tension.The �rst part des
ribes some numeri
al methods developed to follow evolving interfa
es and then puts aspe
ial emphasis on the tools of the Level Set method. In parti
ular, we detail ENO and WENO dis
retizationsof Hamilton-Ja
obi equations and existing methods for reinitialisation.In the se
ond part, we fo
us on the numeri
al analysis and resolution of surfa
e tension - driven immis
iblebi�uid �ows. We begin by the presentation of mathemati
al models, dis
retisations and solvers of the �ow. Wethen derive theoreti
ally a new stability 
ondition indu
ed by surfa
e tension, for low and medium Reynoldsnumbers where stabilized interfa
es 
an o

ur. We further introdu
e a splitting method whi
h allows tode
rease simulation time.Finally, in the third part, we gather all tools presented previously and numeri
ally simulate dropletshydrodynami
s in mi
ro
hannels. We present numeri
al results of two 
odes we entirely developed : a two-dimensional 
artesian 
ode and a three-dimensional axisymetri
 
ode. We 
ompare our results with physi
alexperiments 
ondu
ted by the LOF laboratory (Rhodia - CNRS) and observe a good agreement. Parti
ularly,we numeri
ally bring to the fore new mixing dynami
s inside mi
rodroplets.Keywords : interfa
e 
apturing, Mi
ro�uidi
s, Level Set, in
ompressible Navier-Stokes, bi�uid, surfa
e ten-sion, stability 
ondition, droplets, mixing dynami
s




