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������ � ��� �������� �� ���������� ���� �� ����� �� �� ������� ��� ������� ���� ��
������� �� ������ ���� ���� ����������� ��������������� � ���� � �� �� ����������� ��
������ � ��� ����������� ������������ �� ��� ����������� ����������

!�� ��������� ���� ����� G ��� ��� ���� (v, e) ∈ V (G) × E(G) ����� "�� v �� e ����
���������� ���� ���������� (v, e) �� (w, f) ���� ���������	 �� ����� ��� ���������� ���#�����
��� �����$���� � (i) v = w� (ii) e = f �� (iii) ����%�� vw ��� ����� � e �� f � !�� 
����������
����������� ���� ����� G ��� ��� ��������� �� ���������� ��� ���������� �� G ���� ��
�������� C �� k �������� ����� "�� ��� �������� ���������� ���� �&������ ��� ����������
��'�������� �� ������ ����������� ����������� �� G ��� �� ��� ���� ������ k ��� "�� G
����� ��� k(���������� ������������

!�� k���������� �������� ���� ����� ������� G ��� ��� ��������� c �� ���������� ���
������� V (G) �� G #��� ���������� �� �������� C = {1, 2, . . . , k} ����� "�� (i) �� (x, y)
��� �� ��� �� G ����� c(x) �= c(y) �� (ii) �� (x, y) �� (z, t) ���� ���� ���� �� G ���� "��
c(x) = c(t) ����� c(y) �= c(z)� �� ������ ����������� ������� ���� ����� ������� G ��� ��
��� ���� ������ k ��� "���� ������ ��� k(���������� �������� �� G�

)��� �������� ��� ���� � �� �� ����������� ��� ��&������� $������� �� �������

*� ����������� ���� ������� ��&������� ������ ��� �

+ �� ������ ��������"�� ����������� ��� ������ k(���������� ��� ������ ���������
��� ������ �� ����� �� �� ������� ����� �� ��� ������ ����������

+ �� ������ ��������"�� ������� ��� ������ ������� k� ��� ������ �������� k(
����������� ��� ������ �� ,���� �� ��� ������ ����������
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������	� � 6������� ������� ��� �� ��� ���� �$ ���� ����� � -� ���� ������� ;� ��� �����(
����� ����� �� �;� � �� �$ ���� ��������� � ��������� ��������� ��� �������� ����������

9� ��������� �� � ���� G �� � ��� (v, e) ∈ V (G)×E(G) ���� ���� v ��� e ��� ���������
5;� ���������� (v, e) ��� (w, f) ��� �������� �$ ��� �$ ��� $����;��� ����� � (i) v = w� (ii)
e = f �� (iii) ��� ���� vw �"���� e �� f � 9 k������������������ �$ � ���� G �� � �����
$��� ��� ��� �$ ��� ���������� �$ G �� � ��� C �$ k ������ ���� ���� ��'����� ���������� ���
�������� �������� ������� 5�� ��������� ��������� ������ �$ G �� ��� �������� k ���� ����
G ������ � k(��������� ���������

9� �������� k�������� �$ �� �������� ���� G �� � ����� c $��� ��� #������� ��� V (G)
�$ G �� ��� ������ ��� C = {1, 2, . . . , k} ���� ���� (i) �$ (x, y) �� �� ��� �� G ���� c(x) �= c(y)
��� (ii) �$ (x, y) ��� (z, t) ��� �;� ���� �� G ���� ���� c(x) = c(t) ���� c(y) �= c(z)� 5��
�������� ��������� ������ �$ �� �������� ���� G �� ��� �������� ������� k ���� ���� G
������ �� �������� k(���������

<� ���� ����� �;� � �� �$ ��������� $�� ��&����� $������� �$ ������

-� ���������� ;� ����� ��&����� ������ $�� �

+ ��� ��������� ��������� ������ �$ k(����������� ������ ����� ������ ����� �$
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>� ����� ���� ������� � ��������� #�#����� ��� ��������� �� ������ *��� =?@*)9� >� ��
�������� ��� �#��� $��� ���#� ���� ������� ���� $������ -� � �� �����"��������� �� ������
���� �� ���� �� ��� ������� >� ����������� �� ��� �������� '�������� �� �� ������� ���� ��
���#����

>� �������� ��������������� .�������� 8*05-) �� ?���� =*009 ���#��� ������ ��%���
��� ��������� �� ����� ������ ����� ������������ ��� �� ������� ��� ��� ���� ��������������
>� ����� � ������� �� ��������� ��� �������%� "����� ��� ���� � ��� ���#����

>� �������� 9���� 09=@9!� "�� ��� $��� ��������� �� ������� �� '�� �

>� ���� ���� �������� � �� ������� �� )����� =9,*/ ���� �� '�� � >� ���� �������
�� ��#��� ��� ������� ��� ����� �� ��������� ��� ��� �������������� �� ����� �� ���
�������

>� �������� ��������� ?����' =AB?09 ��� �������%� "���� � ����$���� �� ��������
���������� �� ���#����

>� �������� �� =8*0* 7=������ 8���C���� ��*��������� ��� 0��������� D������#��:� ��
��� ��������������� E����� 8����� �9E-=6900*� 0��������� �� �������� @�����
�� E� �� ?������ ��� ���� ������������� �� ���� ������� ������ ��� �������

>� �������� �� E�������� -������ ��� =�������� 0��������� �� 5���������� "�� � F�����
����� ������

E� ��������� �������� ����� ��#��� ��� B����� @-0-� ����������� �������F"�� �� ��
0�����"�� -�����"�� ��-��� � @����� ��� ��� ��������

>� �������� ���� ��� ������� �� ��/0- 7����������� /�������� �� 0�������� �� -�$��(
����"��: ��� ���� ������� �� ��� ���� ������������

>� ����� ��������� � ��������� ���� ��� ���������� �� ��/0- �� ��� ��������������� �
9��������� 9������G�G� 9F$� 9������ ��#��� 8������� >������� >������ E������ E��������
E��H�I�� @������ @������ A�� ��� ���� �������

*�F�� �� ����� ����� � �� $������ �� ��� ��������������� � ��� ����� >���� ���
���#��� ������� ������ ������ ��� �������
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��� ��� ��������� ��� ������� ���� ����� ������� G #��� �� �������� �� �������� �����
"�� (i) ���� ������� ��'������ ��� ��� �������� ��&������� (ii) �� uv �� xy ���� ���� ����
���� G �� �� u �� y ���� �� �%�� ������� ����� v �� x ���� �� ������� ��&������� �� ������
��������"�� ������� ���� ����� ������� G ��� ��F�� ����� �� ��� ���� ������ k ��� "��
G ������� ��� k(���������� ���������

*� 1��3� 0����� �� =���� ��� ������ "�� �� �� ����� G ��� ������� � �� ������
��������"�� �� ���"�� ��$������ �� ���� � k ����� ����� ����������� �� �� ����� � �� ������
��������"�� ������� ��$������ �� ���� � k×2k−1 L		M� *� ��������� �� �������� �� �� �����(
��� �� /������ ���������� �� 	(���������� �� ���"�� ��� ������ ��������� �� ������� "�� ��
������ ��������"�� ������� �� ���� ����� ������� ��� ��$������ �� ���� � K4� ����������(
���� �� ����� ����� ��������� �� ��������� ��������������� ������������ �������� ���������



2

���������� �� ����� ��������� �� ������ ��������"�� ������� �� �������� $������� ��
������ ��� ��� ������� �� =���� L	
M�

������� �� �� ���������� �������� ��� ���� �U� ������� ��� ������� "�� ������� �� ��
���������� �� ������ ��� ��������� ���� �� ����� �� �� ����� ������ ��� ��"����� �� ������
����� �� ��������� ���� �� ��� �������� *� �&��� ��� �������� ���� ��� ����������� ���������
�������� %��� ��� ��Q����� "�� ���� �� ��� ��� ������� �� ������ �� �� ���� �� �� �������
�� N��������O� ���� ����� ���������� ���� ���� ����� ��� �������� �� #������� ����� �������
��� �� ������ �� ����� ��� %��� ������� �� ����������� ���"������ ��� #������ ��������
�� �� ������� 6���� ������� �� �� �������� ��������������� �� ���� �� ��� ������� �
�� #������� ����� ������� �� ������ ����� ����� $��� �� ���������� ��� ������� ��������
�� ������

P P P

!� ����������	�� ���� ����� ������� G #��� �� ����� ������� H ��� ��� ���������
φ : V (G) −→ V (H)� ����� "�� �� uv ��� �� ��� ���� A(G)� ����� φ(u)φ(v) ��� �� ��� ����
A(H)� ��� ���� ������� u, v ∈ V (G)� 5���� ���������� �������� ���� ����� ������� G
��� ����� %��� ���������� ����� �� ������������ �� G #��� �� ����� ������� H � ���
������� �� H ����� ����� ���������� ����� ��� ��������� ?� ��� "�� �� ���������� ��������
�� G ��� ��� H(����������� 9����� �� ������ ��������"�� ������� �� G ��� %��� ��F��
�� $�C�� �"��#������ ����� ������� �� ��� ���� ����� ������� H ��� "�� G �������
��� H(����������� �� ������ �������������� �� ����� ��� ������� �� ��F��� �� $�C��
��������� �� �����C��� ��� �� ��%��� -� ��� ����� $����� �� #���F�� "�� ��� ���� ����� G�
χ(G) = k �� �� ��������� ���� ������ �� ������������ �� G #��� Kk �� �� �������� �����
������������ �� G #��� Kk−1�

P P P

!�� ��������� ���� ����� G ��� ��� ���� (v, e) ∈ V (G) × E(G) ����� "�� v �� e ����
���������� =����� (v, e) �� (w, f) ���� ���������� �� G V �� ��� "�� (v, e) �� (w, f) ����
���������	 �� ����� ��� ���������� ���#����� ��� �����$���� � (i) v = w� (ii) e = f � (iii) ����%��
vw ��� ����� � e �� f � !�� 
���������� ����������� ���� ����� G ��� ��� ��������� ��
���������� ��� ���������� �� G� ���� �� �������� C �� k �������� ����� "�� ��� ��������
���������� ���� �&������ ��� ���������� ��'�������� �� ������ ����������� ����������� ��
G� ���� χi(G)� ��� �� ��� ���� ������ k ��� "�� G ����� ��� k(���������� ������������

�� ������ �� ���������� ����������� � ��� ���������� �� /������ �� E���� L1KM �� 1��2�
@��� ���� ����� G �������� �� ����� ��� ��%��� χi(G) ≥ Δ(G) + 1� /������ �� E���� 
��� ���'������ "�� ���� ����� G �� ����� ������� Δ(G) � �� ������ ��������"��
����������� ��'��� �� Δ(G) + 2� ���� .������ L2
M � ������ "�� ����� ���'������ ���
$����� �� "���� ������ ��� ������ G �� ������ ��������"�� ����������� �� ����� Δ(G) +
Ω(log Δ(G))�

!�� $��%� ��������� ��������� ��� �� ����� ���� ������ ��� ���������� �������� ����
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��� ������� ��������� ���� ���� ��� ���� ���� ������� ���� �� ������� @��� �� ����� �������
D 7�� �������������� ����� �����"��:� ������������������ �������� �� D� ����� dst(D)� ���
�� ��� ���� ������ �� $��%�� ��������� ��������� "�� ���� ����������� ��� ���#��� ��� ����
�� D�

��������(���������� �������� � ��� ���������� �� 9���� �� 9��� L3M �� .������ � ������
�� L2
M "�� �� ������ �� ���������� ����������� ��������� � �� ��� ���������� �� ��������(
���������� ��������� @��� ����������� ��� ���� ����� G ���� �#��� χi(G) = dst(S(G))�
�W S(G) ��� �� ����� ������� � �����"�� ������ � ����� �� G �� �����C��� ���"��
��%�� �� G �� ���� ���� ������ *� �&��� �� ��������� � ���"�� ��������� �� G �� ��
$���� (u, uv) ����� �uv �� S(G)� �� �����#� $��������� "�� ����� ���������� ����������� ��
G ��������� � ��� ��%��(���������� $���� �� S(G)� �� ��#�������� 7��� ��%��(����������
��� $���� �� ���� ������ �� �������� 2 ������� 2 �������� ����������:�

P P P

���� �� �������� ���� ������ ���� ���������� ��������������� ��� ����������� ������(
������ �� ��� ����������� ��������� �� �������

���� �� ������ �������� ���� ������ ������ "���"��� �������� �� 5������ �� .�����
"�� ���� ������ ����������� ���� �� ������ )��� ���������� ��� ��F�������� ��� ��������� ��
��� ��������� "�� ���� ����������� ���� �� ���� �� ��������

�� �������� ������� ����������� ��� ����������� ������������ �� ��������� $������� ��
������ � ��� ������ k(���������� ��� ������ ���� ������ K4� ��� ������ �������� �� ���
������ �� ����� �� �� ������� ������ )��� �������� �� ���������� "�� ���� �����
k(�������� G � �� ������ ��������"�� ����������� ��'��� �� Δ(G) + 2k − 1� )���
����������� �� ������ ��������"�� ����������� �� �� $������ �� ������ ���� ������ K4�
*������� ���� ���������� �� �������� ������� ������ ��� ��� ������ k(��������� ����
�� ��� ��� ������ �������� �� ��� ������ 2(���������� ���� �� �������� ������� �� ��
�������� ���� ����������� ��� ������ ���������� ��� �� ������ ��������"�� �����������
��� ������ �� ����� �� �� ������� ������

)��� ���� ����������� ���� �� ��������� ������� ��� ����������� ��������� ��� ������
������� k� ��� ������ �������� �(���������� ���� �������� �� ��� ������ �� ,����� )���
����������� ���� ������� �� ������ ��������"�� ��� ������ ��� �������� ������� k� )���
�������� "�� �� ������ ��������"�� ������� �� ���� ����� ������� k ��� �� ��� k + 3�
� ���������� ��� ������ �������� ������� 1 ��������� �� ������� � ���" ������� ����
�� ������ ��������"�� ������� ��� 	� �� ��� ����� ����� ��� ������� ��� �� ������
��������"�� ������� ��� ������ ������� �� ��� 3� )��� ������� ��������� ��� �����
��$������� �������� ��� �� ������ ��������"�� ������� �� ����� $������ �� ������� )���
����������� ������� �� ���������� �������� ��� ������ �������� ���������� ���� �������� ��
��� ������ �������� �(���������� ���� ��������� )��� ������� ��� ����� ��������� �� ���
����� ��$������� ��� �� ������ ��������"�� ������� �� ������� �� ��� $������� �� �������
)��� ����������� ���� �� �������� ������� �� �� ������� �� ������ ��������"�� �������



	

��� ������ �� ,�����

���� �� "�������� ������� ���� ���� ����������� � ��&������� ����������� ��� ������
���������� ��� ������ ��������� ��� ��� ���������� �� ������� �� *�������� *��X� �� =H�����
L�JM� �� ����� �������� G(D)� D ⊂ IN � ��� ��F�� ����� �� ����� � ��� ��� ��������
�� ������� Z �� ��� "�� ���� ������� u �� v ���� ��'������ �� �� ��������� �� |u−v| ∈ D�
)��� ����������� ���� ������� �� ���������� ����������� �� ����� $������ �� ������� )���
�������� "�� ����� ���������� ����������� �� ����� �������� G(D) ��� ������"��� )���
����������� ��� ������ ��$�������� �� ���������� ��� �� ������ ��������"�� �����������
��� ������ ��������� G(D) �� ����������� �� ������ ��������"�� ����� �� ���������
������� ������������ �� ������ ����������

)��� ���� ����������� ������� �� ���� ����� �� ������ ��������"�� ����������� ����
����� G �� �� ������ ��������"�� �� ����� ����� G2 �� G� )��� �������� "�� χ(G2) ≤ k
�� �� ��������� �� G ����� ��� (k, 1)(���������� ����������� 7����� � ���� ��� k(����������
����������� ����� "�� ��� ���� ������ v� ������ ��� ��������� �� �� $���� (w, wv) ���� ��
�� �%�� �������: �� �� ��������� �� �������� ���� �������� �������� ��������� ��� ���������
$������� �� ������ 7������ �� ����� �� �� ������� ������ ������ �������� ����������
�� ������ ���������:�

���� �� �������� ������� �� �� �������� ���� ���� ����������� ��� ����������� ������
�� ���"��� �� ��������� ��� ������ ���������� )��� ������� ��� ����� ��������� ��������
�� ������ ��������"�� ��� ������ ��������� G(D) "�� �������� ���� �������� ��� ���
������ ����������� )��� ������� ��������� ��� ����� ��������� ��� �� ������ ����(
����"�� �� ���"�� �� ����� $������ �� ������ �� �� ��������� �� �������� �� �� �������� ��
0����� �� =���� ���� �������� ��� ����� ��� �� ������ ��������"�� ������� �� �����
$������ �� ������� )��� ���������� ����� ����� ��� �� ��� �W |D| = 2 �� �� ����������
��� D = {x, 2x}� 8���������� ���� ����������� �� ����� �������� ������� �G(D) �#��
�������� �� �������� D = {d1, d2, . . . , dn}� � ��� ��� �������� �� ������� Z �� ���
�������� ������ A( �G(D)) = {ij | j − i ∈ D}� )��� �������� "�� �� ������ ��������"��
������� �� �G(D) ��� ���� ��� 2	dn/d1
 + 1�
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�(����� �� �%(#��� ��� !��&%��

)��� ������������ ���� �� ������� ��� ������� �� ������� ��� ������ "�� ���� ������
����������� ���� �� ��������

$%$ &������ �� ��������������

!� ������ ��� ������� 7������ ���� ������: ��� �� ����� G = (V (G), E(G)) �W V (G)
��� �� �������� ����������� ����� 	�����	� �� E(G) �� �������� �� ����� ����������
��������� �� V (G)� ������ �����	�

!� ����� ������� 7������ ���� ������: ��� �� ����� G = (V (G), A(G)) �W A(G) ���
�� �������� �� ������ ���������� ��������� �� V (G)� ����� ���	�

?� ���� �������������� ��� ��%�� {u, v} 7�� �� ��� (u, v): �� uv�

)��� ������ ��������� ����� �� ���� �� ����� ������� �� ����� ��� ������� ����"��
�� ����� �������� ���� ���������� ��������� �� �� ���������

�� ������ �� ������� �� ����� G� ���� |G|� ��� ���� ������� �� G� !� ����� ���
%��� ��� �� ����� �� $������� �� ��� ������ !� ����� ������� 0 �� 1 ��� ���� �������

,+�
� �-�-� �� 8����� 1�17�: ��������� �� ����� ��� ������� H � �� �� 8����� 1�17�:
��������� �� ����� ������� G� ���� ���� ������� 5�

!� ����� ������� G ��� 	��������� �� �� ��������� ��� ��� ���� ������� u �� v ��
V (G)� �� � �

uv ∈ A(G) =⇒ vu ∈ A(G)�

!� ����� ������� G ��� ����	��������� �� �� ��������� ��� ��� ���� ������� u �� v ��
V (G)� �� � �

uv ∈ A(G) =⇒ vu /∈ A(G)�

9����� �� ����� ������� ����� �����"�� G ��� %��� ��������� ����� ��� orientation
���� ����� ��� ������� H � ������� �� ������� � ���"�� ��%�� ����� ��� ���� ������������
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7�: !� ����� ������� G79: !� ����� ��� ������� H

3 3

�	�� 1�1 + *������ �� ������

b

G

a

1

32

H

c

de

φ

(1)

(1)

(2)

(2) (3)

�	�� 1�� + *����� ��������������

��������� �� ����� H ��� �� ����� ��� ������� 	��	������� �� ����� G� ���� �� 8����� 1�1
�� ����� G ��� ��� ����������� �� ����� H V ������ H ��� �� ����� ��� ������� ����('�����
�� ����� G�

)��� ������ ���������� ������ �� ������� ������ �� ��F������� �� ���� ���������� ���
������ ��������� 6�� ��F������� ���������� ��� �� ����� �� $�C�� ��������� �� ��� ���
������ ��� ���������

!� ����������	�� ���� ����� ������� G #��� �� ����� ������� H ��� ��� ���������
φ : V (G) −→ V (H)� ����� "�� �� uv ��� �� ��� ���� A(G)� ����� φ(u)φ(v) ��� �� ��� ����
A(H)� ��� ���� ������� u, v ∈ V (G)� )��� ������ G −→ H �� $��� "���� ������ ��
������������ �� G #��� H �

,+�
� �-�-" 6���������� ��� ���� ������ G �� H ������� �� �� 8����� 1��� �� �����(
������ φ : V (G) −→ V (H) ��F��� �� φ(a) = 1� φ(b) = 2� φ(c) = 1� φ(d) = 3 �� φ(e) = 2 V
φ ��� �� ������������ �� G #��� H �



���� ������ �� ��������	���� �

G G′ G′′

�	�� 1�2 + !� ����� G �� ���� ����(������ G′ �� G′′ �� G

!� �	�������	�� �� G #��� H ��� ��� ��'������ φ : V (G) −→ V (H)� ����� "�� uv ���
�� ��� ���� A(G) �� �� ��������� �� φ(u)φ(v) ��� �� ��� ���� A(H)� ��� ���� �������
u, v ∈ V (G)� ?� ��� "�� ��� ������ G �� H ���� ��������� �� �� ���� G  H � ���� ������
�� ����������� ����� ����

=� φ ��� �� ����������� �� G #��� H �� G = H � φ ��� ���� �� ����������	���
)����������� ���� �� ������������� ��� ��� ������ ���������� )��� �������� ����
G = H �� ���� �� G  H �

@��� ���� ������ G �� G′ �� ��F��� G ∪ G′ := (V (G) ∪ V (G′), A(G) ∪ A(G′)) ��
G ∩ G′ := (V (G) ∩ V (G′), A(G) ∩ A(G′))� =� G ∩ G′ = ∅ ����� G �� G′ ���� ��	�����	� =�
V (G′) ⊆ V (G) �� A(G′) ⊆ A(G) ����� G′ ��� �� 	��	������� 7������: �� G �� �� ����
G′ ⊆ G�

=� W ��� �� ����(�������� ��� #��� �� V (G)� �� 	��	������� ������ �� W ���� G � ����
G[W ]� ��� �� ����� ��F�� �� V (G[W ]) = W �� E(G[W ]) = {uv | u, v ∈ W et uv ∈ A(G)}�
=� H ��� �� ����(������ ��� �������������� ������� �� G �� ���� G[V (H)] �� G[H ]�
8���������� H ⊆ G ��� �� ����(����� �������� �� G �� G[H ] = G� ���� V (H) = V (G)�

,+�
� �-�-$ �� 8����� 1�2 ��������� �� ����� G �� ���� ����(������ G′ �� G′′ ��
G V G′ ��� �� ����(����� ������ �� G� ���� G′′ �� ����� ���

=� U ��� �� �������� �� ������� 7����������� �� V (G):� �� ���� G \ U �� �����
G[V (G) \ U ]� *� �������� ������� G \ U ��� �� ����� ������ � ����� �� G �� ����#���
���� ��� ������� �� V (G) ∩ U � =� U = {v}� �� ���� G \ v ���Y� "�� G \ {v}� 9� ����
�� G \ V (G′) ���� �������� ��������� G \ G′� @��� F ⊆ V (G) × V (G)� �� ��F���
G\F := (V (G), A(G)\F )� G+F := (V (G), A(G)∪F ) �� ����� ����������� �� ������
��������� G \ e �� G + e ��� ������ G \ {e} �� G + {e}�

,+�
� �-�-' �� 8����� 1�3 ������ ���� ������ G� G′ ����� "�� ��� ������ G ∪ G′�
G \ G′� �� G ∩ G′�

�� ��������� ���� ����� G ��� �� ����� Ḡ := (V (G), E(Ḡ)) �#�� E(Ḡ) = {uv | uv /∈
E(G)}�

,+�
� �-�-& �� 8����� 1�	 ��������� �� ����� G �� ��� ��������� Ḡ� )����� "�����
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a

b c

de
e

d

c f

a

b c

de

f

G
G′

G ∪ G′

d
e

c

a

b

G ∩ G′G \ G′

�	�� 1�3 + ���� ������ G� G′ �#�� ���� ������ ��&������ �� ������������

��� ������ G �� Ḡ ���� ����������

$%' (������� ����)� �� � �� ��!���

=� uv ��� �� ��� �� G� �� ������ u ��� ��� ��������� ������� �� �� ������ v ��� ���������
��������� ��� ������� u �� v ���� ��������	 7�� #������:� 9����� ����� uv ��� incident �
��� ���� ��������

=� uv ��� �� ��� �� G� �� ��� "�� �� ������ v ��� �� 	����		��� �� u �� �� ������ u
��� �� �������		��� �� v� ���������� ��� ����������� �� u �� ���� N+

G (u) �� ���������� ���
������������ �� u �� ���� N−

G (u)� ���������� ��� ������� #������ �� u �� ���� NG(u) =
N+

G (u) ∪ N−
G (u)� =� ��� �� ������ v� NG(v) = ∅� v ��� �� ������ �	���

�� ������ �� ����������� ���� ������ u� ���� d+
G(u)� ��� ���� �� ����� 	������ �� u�

�� ������ �� ������������ �� u� ���� d−
G(u)� ��� ���� �� ����� ������� �� u �� �� ������

�� #������ �� u� ���� dG(u)� ��� ���� �� ����� �� u� ?� ���� k�	����� �� ������ ��
����� k�

?� ���� Δ+(G) 7���� Δ−(G)� Δ(G): �� ����� 	������ ������� 7���� ����� �������
�������� ����� �������: ���� ����� G� ��� ��� ���������� �� ��� �������� ?� ����
δ+(G) 7���� δ−(G)� δ(G): �� ����� 	������ ������� 7���� ����� ������� �������� �����
�������: ���� ����� G� ��� ��� ���������� �� ��� ��������
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a

d c

e

�� ����� G

eb

a

b

cd

�� ����� Ḡ

�	�� 1�	 + !� ����� G �������� � ��� ��������� Ḡ

c

d

f

G

b

a

e

�	�� 1�J + *����� �� �����

,+�
� �-"-� @��� �� ����� G ��������� �� �� 8����� 1�J ���� �#��� �

1� d−
G(a) = dG(a) = δ(G) = 1� d+

G(a) = 0�

�� d−
G(c) = dG(c) = Δ−(G) = Δ(G) = 4� d+

G(c) = 0�

2� d+
G(d) = dG(d) = Δ+(G) = 3� d−

G(d) = 0�

3� δ−(G) = δ+(G) = 0�

=� ���� �� ����� ���� ��� ������� ��� �%�� ����� k� �� ����� ��� ���� 
���������
!� ����� 3(�������� ��� ���� ��������

�� ������

dm(G) :=
1

|V (G)| ·
∑

v∈V (G)

dG(v)

��� �� ����� ����� �� G� 6���������� δ(G) ≤ dm(G) ≤ Δ(G) ��� ���� ����� G�



1� 
��	��� �� �������� �� �����	� ��� ������

�� ����� �� �� ���� ����� G �� �� ������ �� ��� ��%��� ���� ����������� ����� *� $����
���� �#��� �� ��������� ���#���� �

.��
������� �-"-"

|E(G)| =
1

2
·

∑

v∈V (G)

dG(v) =
|V (G)| · dm(G)

2
·

��/������ �-"-$ =��� G �� ������ �� ����� ����� ������� �� G � ���� dmm(G)� ���
��F�� ����� �� ������� ��� ������ �� ��� dm(H) = 2 · |E(H)|/|V (H)| ��� ��� ���� ���
����(������ H �� G�

!� ����� ��� ��� ���� �� ���� ��� ������� ���� �� ����� ���� 6��������� �� ������
��� ������� �� ����� ����� ���� ����� ���� �#��� �� ��������� ���#���� �

.��
������� �-"-' ���� ���� ������� � ������ �� 	�����	 �� ����� ������ �	� �������	
�����

$%* ������� ��  " ���

!� ������ ������� 7���� ��� ��� �� ��������: �� ������� k ������� �� ������ u0 � ��
������ uk� ��� ��� ����� �� ������� u0 u1 . . . uk ���� "�� ��� ���� i� 0 ≤ i ≤ k−1� uiui+1

��� �� ��� 7���� uiui−1 �� uiui+1 ��� �� ���:� !� ������� 7���� �� ����: ��� �� ������
7���� ��� ���Z��: ������� �� ������ � ���(�%��� !� ������ 7���� ��� ���Z��: ��� 	����
�� ���� ��� �������� � ���������� �#������������ �� ��� ����������� ���� ���������� ���� ��
��� ��� �������� �� ����������� ����� ������ �� ���Z��� ����� "������� ������� �� � ���� �����
�������� �� ���� ��������� �� ������ �� �� � ����

?� ���� Pk �� ������ �� �������� k 7�� ���������� P0 = K1:� �� � ��� �� �������� k�
���� Ck� ��� ���� �� 
������

�� �������� ������� ���� � ��� ���� �� ����� G� ����� g(G)� ��� �� ���� �� G�
!�� ��%�� "�� ����� ���� ������� ���� � ��� ���� ����� �� ��� ��%�� �� � ��� ��� �����
��� ����� �� �� � ���� !� ���� ������ ��� �� ����(����� ������ "�� ��� �� � ���� 9����� ��
� ��� ������ ��� �� � ��� ���� ����� 7#��� 8����� 1�
:�

=��� G �� ����� �� A� B ���� ����(��������� �� V (G)� �� ����� P = u0, . . . , uk ��
A − B(������ �� V (G) ∩ A = {u0} �� V (G) ∩ B = {uk}�

$%+ &������  ������� �� ��������

!� ����� G ��� ������ �� ��� ���� u� v ∈ V (G)� �#�� u �= v� uv ∈ E(G)� �� �����
������ ������� n �� ������ Kn �� ������� ��� �������� !� ������� ��� ��� �����������
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u

v

�	�� 1�
 + !� � ��� C9 �#�� ��� ����� uv� �� ���� � ���� ������� C7 �� C4

(c)(b)(a)

�	�� 1�K + *������ �� ����� ������ (a)� ������ ������ (b) �� �������� (c)

���� ����� ������ V �� �������� ������� ���� �� �������� ��� ����� ���� �� �������
{u, v}� �� ������ �� ���"�� ��� �������� � u �� v�

!� ����� G ��� ������� �� ���������� �� ��� ������� V (G) ��� %��� ���������� �� ����
������� X �� Y �� $�C�� "�� ���� ������� �� �� �%�� ������ �� ������ '����� ��'������� ?�
���� �������������� �� ��� ����� ������ G = (X, Y, E(G))� =� ��� ���� x ∈ X �� ���
���� y ∈ Y �� � xy ∈ E(G)� �� ����� G ��� ������� ������� �� ����� ������ ������
�#�� |X| = m �� |Y | = n ��� ���� Km,n� ��� ������ �� �� $���� K1,n ���� ����� ���
�����	�

,+�
� �-'-� �� 8����� 1�K ��������� �� ����� ������ K5 (a)� �� ����� ������
������ K3,2 (b) �� �������� K1,6 (c)�

6���������� �� ����� ������ �� ��� �� �������� �� ���� ������ 7���� �� � ��� ��
�������� ������: V �� $���� ��� ������ ������� ���� ������������ �� ����� ������� �

.��
������� �-'-" !� ������ �	� ������� 	� �� 	������� 	�� �� �������� ����� ���� ���
�����
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c

�� ����� G

e

a

b

d

�	�� 1�� + *����� �� �����

$%, �����-���

!� ����� ������� G ��� ������� 7���� "�������� �������: �� ��� ����� ���� u� v ��
������� ���������� �� ������ ��� ���Z�� 7���� �� ������: ������� u � v� 0����"���� "��
�� �� ����� G ��� $�������� �������� ����� ��� ���� ������� u �� v �� ������ �� �������
������ �� u �� v� ���� �� ��� ��� �������� ��� ������� �� ��������� �� ��������� $���� ����
���$�������

�� ��	����� ���� ������ u � �� ������ v ���� �� ����� G� ����� dG(u, v)� ��� ��
�������� ���� ��� ����� ������ �� u #��� v� =��� �������� �� �� ��� ������ ����� ��������
��� ��F���� �� ������� ��� ��������� dG(u, v) ��� ��� ������ ��� ����� �� ������� {u, v}
��� ���� �� ����#��� �� ����� G �� ��� ���� diam(G)� 6� �������� ��� ��F�� �� G �����
�� ������� 7���� �� ��� ������� �� G ����� �� $�������� �������:�

,+�
� �-&-� 6���������� �� ����� G ��������� � �� 8����� 1��� �� ����� bcd ��� ��
������ �� �������� 2� �� ����� abde ��� ��� ���Z�� �� �������� 3� �� ����� bcdeb ��� ��
������� �� �������� 4� �� ����� G ��� ������� ���� �� ����� �� $�������� �������� ��
�������� �� G ��� ���� ��F��� @�� ������� �� ���� ����������� �� ����� ��� ������� H
����('����� �� ����� G� ��� �������� ��� 2�

!�� �����	���� ������� ���� ����� G ��� �� ����(����� ������� �� G V �� ��������
������� ��� ��������� ������� �� G ��� �� ����(����� ������� ������ �� �� ����(
�������� U �� V (G) ��� "�� ��� ���� u /∈ U � �� ����(����� ������ G[U ∪ {x}] ����� ��
�������� )��� �������� ncc(G) �� ������ �� ���������� �������� �� G�

,+�
� �-&-" �� 8����� 1�14 ��������� �� ����� � ��� ����� ���������� ���������



���� 
���� 	�� 1	

�	�� 1�14 + !� ����� ��� �������

u vw
e

�	�� 1�11 + *������ �� ������� �������������� �� ��������

=� A, B ⊆ V (G) �� X ⊆ V (G)∪E(G) ���� ���� "�� ���� A−B(������ ���� G ��������
�� ������ �� ��� ��%�� �� X� �� ��� "�� X ����� ��� ���� ��������� A �� B ���� G�
6��� ����"�� �� ���������� "�� A ∩B ⊆ X� @��� ������������� �� ��� "�� X ����� G� =�
X ����� G� X ��� ���� �� ��	���� ������������� ���� G� !� ������ "�� ����� ����
������ ������� ���� ��� �%�� ��������� ������� ��� �� 	����� �������������� �� ���
��%�� ������� ��� ���������� ��� �� �	����� 9����� ��� ������� ���� ����� ���� ��� ��%���
"�� ������������� � ����� � ����

,+�
� �-&-$ �� 8����� 1�11 ������ �� ����� �#�� ��� ������� ��������������� u� v�
w �� �� ������ e = uv�

!� ����� G ��� 
�������� 7��� k ∈ IN: �� |G| > k �� G \ X ��� ������� ��� ����
�������� X ⊆ V (G) ��� "�� |X| < k� 5��� ����� 7��� #���: ��� 0(�������� �� ��� ������
1(�������� ���� ��� ������ �������� ��� ���#����� �� ��� ����� ������ k ��� "�� G ���
k(�������� ��� �� ��������� κ(G) �� G�

=� |G| > 1 �� G \ F ��� ������� ��� ���� �������� F ⊆ E(G)� |F | < �� ����� G ���
���������������� �� ��� ����� ������ � ��� "�� G ��� �(��%��(������� ��� �����������������
λ(G) �� G�

@��� ���� ����� ��� ���#��� G ���� �#��� �

κ(G) ≤ λ(G) ≤ δ(G)�

!� ����(����� �(������� ������� �� G ��� ��� �����	���� $�������� �� �� ��� ��
G � ���� ����� �� G ��� �� ��� �� ������ �� ������ "�� ��� �� ������ ��������������
�� G� 5���� ��%�� �� G �������� ���� � �� ���� �����
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B1
B2

B4

B3

B5

a

b

B2

B1

a

B3

B4
B5

b

B6

B6

�	�� 1�1� + !� ����� G �� ��� �����(���� B(G)

!� ����� G ��� �(��%��(������� ���� ��� ������� �� �� ����� ��������� ����%�� �����#�
�� ���������� !�� ��������� �(��%��(������� �� G ��� �� ����(����� �(��%��(�������
������� �� G�

=����� A ���������� ��� ������� ��������������� ���� ����� G �� B ���������� ���
����� �� G� �� ���������� �� G� ���� B(G)� ��� �� ����� ������ � ��� ��� �������� ��
������� A ∪ B �� ��� ��%��� ��� ������ aX� a ∈ A� X ∈ B ���� "�� a ∈ V (X) 7#���
8����� 1�1�:�

.��
������� �-&-' %� ���������� ���� ������ ������� �	� �� ������

$%. ������/ #��0�� �� ������ ���������� ��� !������

!� ����� ���� � ��� 7��������: F ��� ���� ��� "���� �� ��� $��%� ������� ��� �����
�� ������ !�� $��%� ��� ���� �� ����� ���� ��� ���������� �������� ���� ��� ������� ����
��� $��%�� ��� ������� �� ����� 1 ���� ����� "����	� 5��� ����� ��� ���#��� ������ ��
����� ���� $��������

,+�
� �-%-� �� 8����� 1�12 ��������� �� ������

0����1� �-%-" ���� ���� ������ T �	 �&�������	 	�������	 	��� ����������	 '

(� T �	� �� ����� )

$� ����� ����� �� 	�����	 �� T �	� ����� ��� ��� ��� �� ������ )



��!� "�����# $��%�� �� ������ ���	���� ��� ������ 1
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�	�� 1�12 + *����� �������

6 6 6 6 . . .

�	�� 1�13 + 6����������� �� 3(������

*� T �	� ������� �� ����� ����� �	� �� �	���� )

+� T �	� �������� �� ���� ����� ����� �� 	�����	 ��� ��������	 u� v ∈ T � T + uv
�������� �� �����

������ �� 5������� ��(������ �� ����� ������� T � n ������� ��� �� ����� �� ��
��������� ���� � n − 1 ��%����

�� ������ �� 
������ ��� %��� ��F��� ����� ���� L2M � �� ����� ������ � k �������
��� �� k(����� �� �� G ��� �� k(������ �� ����� H ������ � ����� �� G �� �'������ ��
���#��� ������ v ����� � k ������� �� G ��������� �� ����� ������ ��� �� k(������ -�
�� � �� �������� k(������� !� k(����� ������ ��� �� ����(����� ������ ���� k(������ !�
1(����� ��� �� ����� �� �� 1(����� ������ ��� ��� $��%��

,+�
� �-%-$ �� 8����� 1�13 ������ ��� ��"����� �� 3(������ ������� �� ��������� ��
������������ ����������

!� ����� G ��� 
��������� �� �� ��������� �� ��� ���� ����(����� H �� G �� �
δ(H) ≤ k� ��� $��%�� ���� ���� ��� ������ 1(��������� �� ���� k(����� ��� �� �����
k(���������

!� ����� G ��� ������� ���� ��� %��� ��������� ��� �� ��� �� $�C�� ����� "�� ����
���� �� �� ����������� �� �� ������ �� ����� ����������� !�� "��� �� G ��� ��� ������ ��
��� ��������� �� ��� ��%��� �� ����� "�� ���� ����� ����������� �� ����� ������ ��#���
���'���� %��� ������ �� �� ����� ������� �� ����������� �� �������� �� ��%���� �����"�� $���
��F��� ��� �� "��� ���������� �� G�

0����1� �-%-' L8������ ��*����M



1K 
��	��� �� �������� �� �����	� ��� ������

(b) �� ����� ������� ���������(c) �� ����� �� ,����(a) !� ����� �������

�	�� 1�1	 + 9����� ������� �� ������

,��� G �� ������ ������� - f "���	� .��	

|V (G)| − |E(G)| + f = 2�

�� �� $������ ��*���� �� ������� "�� ��� ������ �������� ���� 5(���������� *� �&��� ����
G �� ����� ������� �� ����� ������� δ(G) ≥ 6� 6���� ����� ��%�� �� G �������� �
�� ��� ���� $���� �� G �� ���"�� $��� ��� ��������� �� �� ����� 3 ��%��� ���� �#��� �

f ≤ 2 · |E(G)|
3

· 71:

6���� δ(G) ≥ 6 ���� �#��� ������ �� @��������� 1���� �

|E(G)| ≥ 6 · |V (G)|
2

= 3|V (G)|� 7�:

E���������� ����� �� $������ ��*���� �� ��� ��������� 71:� 7�: ���� �#��� �

2 = |V (G)| − |E(G)| + f ≤ |V (G)| − 3|V (G)| + 2

3
(3|V (G)|) = 0,

�� "�� ��� ��� ������������� V ��� ������ �������� ���� ���� ���� 5(���������� �� �� �%��
$�C�� �� ��� �������� �� �� $������ ��*���� "�� ��� ������ �������� ���� ��������� ����
3(����������

!� ����� G ��� ������� ��������� ���� ��� %��� ������� ��� �� ��� 7�� $�C�� �������:
�� ����� ������� "�� ���� ��� ������� ������ ��� �� $��� ����������� ��� ������ ��������
���������� ���� ��� 2(������ �������� ��� ���� ���� 2(����������

!� ����� �� /��� ��� �� ����� ��������� ���� ����� �������� �� ����� ����� $��������
���� ������ ��� $������� ���� ������� �� $�C�� ������� �� �� � ����

,+�
� �-%-& �� 8����� 1�1	 ��������� �� ����� ������� (a)� �� ����� �������
��������� (b) �� �� ����� �� ,���� (c)�

�� ��������� ���#����� "�� ���� ���� ���� ����� ���� �� =������ ���� ������ �� ���� �����
�� ����� �� �� ������� ���� ����� ������� �� �� ������ �



��&� 
�������	��� �� �	����� 1�

.��
������� �-%-% L1	M ���� ���� ������ ������� G �� ���� g = g(G)� dmm(G) <
2g/(g − 2)�

.��(- =��� G �� ����� �������� 6���� ����� ��%�� �� G �������� � �� ��� ����
$���� �� G �� ���"�� $��� ��� ��������� �� �� ����� g ��%���� G �������� �� ��� 2·|E(G)|/g
$����� *� ���"���� �� $������ ��*���� ���� �#��� �

2 = |V (G)| − |E(G)| + f ≤ |V (G)| − |E(G)| + 2 · |E(G)|
g

���W �
(2g + (g − 2))|E(G)|

g
≤ |V (G)| 72:

�� ����� �� ��F������ �� dm(G) �� �� 0������� 72: ���� �#��� �

dm(G) =
2 · |E(G)|
|V (G)| ≤ 2g · |E(G)|

2g + (g − 2)|E(G)| <
2g

g − 2

�� �%��� ��� ���� ����(����� H �� G� ���� �#��� � dm(H) < 2g(H)/(g(H)− 2)�

6���� g(H) ≥ g > 2� ���� �#��� 2g(H)/(g(H)− 2) ≤ 2g/(g − 2) �� ���� �

dmm(G) <
2g

g − 2
·

$%1 ������ ����� �� �������

=��� e = uv ��� ��%�� ���� ����� G� ?� ���� G/e �� ����� ������ � ����� �� G ��
����������� ����%�� e ���� �� ���#��� ������ ve "�� ��#���� ��'����� � ���� ��� �������
#������ �� u �� �� v� *� �������� ������� G/e ��� �� ����� ���� ���������� ��� �������
���

V (G/e) := (V (G) \ {u, v}) ∪ {ve}

�� ���������� ��� ��%��� ���

E(G/e) := {xy ∈ E(G)|{x, y} ∩ {u, v} = ∅}

∪ {vex|ux ∈ E(G) \ {e} �� vx ∈ E(G) \ {e}}�

,+�
� �-!-� �� 8����� 1�1J ��������� �� ����� G �� �� ����� G/e ������ � �����
�� G �� ����������� ����%�� e = uv�



�4 
��	��� �� �������� �� �����	� ��� ������

u

v

e

ve

G G/e

�	�� 1�1J + 6���������� �� ����%�� e = uv

Y G
HX4

x1 x2

x3x4

X1

X3

X2

�	�� 1�1
 + *����� �� ������

=����� H �� G ���� ������ V H ��� ���� �� ������ �� G� ���� H � G� �� H ��� %���
������ � ����� ���� ����(����� �� G �� ����������� �� ������� ������ ����%���� 0����(
"���� "�� ���� ����(����� ���� ����� ��� ����� ��� ������ V �� ����������� ���� �����
��� �� ������ �� ���(�%��� 5��� ������ ���� ����� ��� %��� ������ �� ��������� ��������
������� �� ��%���� ��� �� ����������� ��������� ��%��� �������������� -�#��������� ����
����� ������ � ����� ���� ����� G �� ������� ��� ���������� �� ��� ������������ ���
�� ������ �� G� !� ����� G ��� 	��	 ������ H ���� �� �������� �� H ����� �� �������

,+�
� �-!-" =����� Y � G �� H ��� ������ ���������� �� �� 8����� 1�1
� G ��� ��
����(����� �� Y �� H ��� �� ������ �� Y �� �� G � �� ����� H ��������� � ����� �� G
�� ����������� ��� ��%��� ��� ����(������ Xi �� G �� �� ������ xi � 1 ≤ i ≤ 4�

!� ����� G ������ � ����� ���� ����� H �� �����C��� ����� ��%�� �� H �� ��
������ ���������� ������� ��� ����������� ��� ���� ��� 	������	��� �� H �

,+�
� �-!-$ =����� Y � G �� H ��� ������ ���������� �� �� 8����� 1�1K� G ��� ��
����(����� �� Y � G �� H ���� ��� ������� �� A� G ��� ��� �����#����� �� H �

!� ����� G ��� �� ����� 	���������#� �� G ��� %��� ������ � ����� �� K2 �� �(
��"���� ��� ��"����� ������������ �W ���"�� �������� ��� %��� �� �������� ����� ��%��
7�������� ��� ��%�� �� ���� ��%��� ���������: �� �� �����#����� ����� ��%�� 7��������
��� ��%�� �� �� ������ �� �������� �:� -� ��� ���� ����� L1�M "���� ����� G ��� �������



��&� 
�������	��� �� �	����� �1

Y G
H

�	�� 1�1K + *����� �� ������ �������"��

��������� �� �� ��������� �� G ��� ���� ������ K4 �� ���� ������ K2,3� !� ����� G ���
���� ������ K4 �� �� ��������� �� ���� ���� �� G ��� �� ����� �����(��������� ����� ��
$������ ��� ������ ���� ������ K4 ��� ��� $������ �� ������ �������� "�� �������� ���
������ �������� ���������� �� ��� ������ �����(����������

!�� $������ �� ������ ��� ���� ����������� �� ���� ����(����� �� �� $������ ��� ���������
���� �� $������� ��� $������� ��� ������ ��������� ��� ������ �������� ����������� ��� k(
������ �������� ��� ������ k(��������� �� ��� ������ �� ����� �� ��� k ���� ��� �������
�� $������� �� ������ �������������

=� F ��� ��� $������ �� ������� ����� �� $������

Forb�(F) := {G | X �� G ��� ���� X ∈ F}

�� ���� ��� ������ ���� ����� ������ ���� F ��� ��� ��������� �� ������ ���� ��� $�����
�� ������������ [���� ��� ������� ��� ������� ������ �� ��� "������ ��� ���������	�� ���
������	 ����	�

.��
������� �-!-' %� ������� �� ������ � �	� ��� ������� ������� ������� �� �������	
�����	� �� �	� ��0������ ����	��������� �� ����	������

������ �� @��������� 1�
�3 Forb�(F) ��� $����� �� ������ � �� H � G �� G ∈
Forb�(F) ����� H ∈ Forb�(F)� ��� �������� "�� ���� $������ �� ������ ���� ������(
������� 5���� ������� ����������� ��� %��� ������� �� ������� ������ �

.��
������� �-!-& !�� ��������� �� ������ ���� ���� �������� ��� ������	 ����	 	� ��
	������� 	� �� �	� ������������

!� ������ ������"�� ���������� ����� ��������� ��� �� ��������������� ��� ������ ��(
������ �� ������� ������ �

0����1� �-!-% LB�����;�H� 1930 V <����� 1937M



�� 
��	��� �� �������� �� �����	� ��� ������

���� �� ������ G �	 �&�������	 	�������	 	��� ����������	 '

(� G �	� ������� )

$� G �� �������� �� K5 �� K3,3 ����� �������

5���� ������� ����������� �� ����� ��� %��� ������������ �� �� ������ F�� �� �������
������ �

0����1� �-!-! 1���� ��������� �� ������ ��� �	� "����� ��� ������ ���� ���� ��������
	��	 � "���� Forb�(F) ���� ��� "���� F �����

6���� ��� ���������� �� 5������� 1�
�
 ���� �#��� ��������� �

��������� �-!-2 ���� ����� 	��"��� S � ���	�� �� ��	���� ��� �� ������	 X1, X2, . . . , Xn

��	 ��� Forb� (X1, X2, . . . , Xn) �������� �����	����� �	 ������	 ��� �����	������	 	��
S�



$%�&���� )

$#�#����#� �����������

)��� ������ ���� �� ������� ���������� ��� ������ ���������� �� ������ ��������"��
����������� �� ��������� $������� �� ������� �� ������������� �� ������ ������ ����������
� ������������� ��� ����� ��� ��������� "�������� ����������� �� ��� ������� "�� �� ����
���������� � �� ���������� ������������ 6���(�� ��� �� ���������� ��������� ��� ��� ��� ������
�������� ��� $��%��� ��� ������ ������� ������� L1KM� ��� ������ �� ,����� ��� ������
�������� ���������� L�1M �� ��� ������ ����"��� L�4M�

)��� ������������ ���� �� ������ ���� �� ������ �� ���������� ����������� �� "���"���
������ ������� "�� ���� ������ ������� ���� ��� ���� �������� ���#����� ���� ���� �����������
�������#����� ��� ����� ����� �� ���������� ����������� �� �� ���������� $���� ��� ��%��� ��
����� ��������(���������� �� �� ���������� ������������ ���� �� =������ ��3 ���� ������������
�� ������ ���#���� �� (k, �)(���������� ������������

���� ��� =������� ��	� ��J �� ��
 ���� ���� ����������� �������#����� � �� ����������
����������� ��� ������ k(���������� ��� ������ ���� ������ K4 �� ��� ������ ���������
6�� ��������� $��� ����'�� �� �� ���������� L3�M�

���� �� =������ ��K ���� ���������� �� ����� ��������� ������� ��� ��� ������ 3(
��������� �� =������ ��	� 8���������� ���� ����������� ���� �� =������ ��� ��� ������ ��
����� �� �� ������� ������

'%$ ������� ����

!�� ��������� ���� ����� G ��� ��� ���� (v, e) ∈ V (G) × E(G) ����� "�� v �� e ����
���������� ?� ���� I(G) ���������� �� ������ ��� ���������� �� G �

I(G) = {(v, e) | v ∈ V, e ∈ E �� e ��� �������� � v }�
@��� �� ������ v� ���� ������ Av ���������� ��� ���������� �� �� $���� (w, wv) �� Iv

���������� ��� ���������� �� �� $���� (v, vw) 7#��� 8����� ��1:�

=����� (v, e) �� (w, f) ���� ���������� �� G V �� ��� "�� (v, e) �� (w, f) ���� ���������	

�2



�3 
��	��� �� 
������	�� ��	��	�����

*
*

*
*

v

w

�	�� ��1 + Iv = {���������� ������ ∗}� Av = {���������� ������ �}

f

v v
(ii) (iv)

e

v = w

(i)

v we = f

e

w

f

(iii)
w

fe

P

PP

P

P

P

�	�� ��� + ��� ���������� ������ ∗ ���� ��'������� 7���F��������� (i)� (ii) �� (iii):� ������
������ � ���� ��� ��'������� 7���F�������� (iv):

�� ����� ��� ���������� ���#����� ��� �����$���� �

1� v = w V

�� e = f V

2� ����%�� vw ��� ����� � e �� f �

��� ���F��������� ������������ ��� ���������� (i)− (iii) ���� �������� ���� �� 8����� ����

��/������ "-�-� !�� 
���������� ����������� ���� ����� G ��� ��� ��������� �� ����(
������ ��� ���������� �� G� ���� �� �������� C �� k �������� ����� "�� ��� ��������
���������� ���� �&������ ��� ���������� ��'�������� �� ������ ����������� ����������� ��
G� ���� χi(G)� ��� �� ��� ���� ������ k ��� "�� G ����� ��� k(���������� ������������

�� ������ �� ���������� ����������� � ��� ���������� �� /������ �� E���� L1KM �� 1��2� -�
��� $����� �� #���F�� �� ��������� ���#���� �

.��
������� "-�-" ���� ���� ������ G ��		����� �� ����	 ��� ������ χi(G) ≥ Δ(G)+1�

.��(- 6���������� �� ����� G �������� �� ����� ��� ��%�� �� ���� u �� ������ ��
����� Δ(G) 7#��� 8����� ��2:� ?� � ������ �� Δ(G) �������� ���������� ��� �������� ���
���������� �� Iu �� ���� ����� ��� ������� ������������ ��� �������� ��� ���������� ��
Au� ?� ������� ���� χi(G) ≥ Δ(G) + 1�
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v1

v2

v3

vΔ

u

vΔ−1

G

1
3

Δ + 1

2

Δ + 1

Δ + 1

Δ
Δ − 1

Δ + 1
Δ + 1

�	�� ��2 + !� ������ u �� ����� Δ(G)

0����"���� "�� �� c ��� ��� ���������� ����������� �� G ��������� Δ(G)+ 1 ��������� ����
�#��� �������������� |c(Av)| = 1 ��� ���� ������ v �� G ��� "�� dG(v) = Δ(G)�

.��
������� "-�-$ ,� G �	� �� n����� ���	 χi(G) = 3 	� n ≡ 0 2��� 33� �� χi(G) = 4
	�����

.��(- =����� G �� n(� ��� �� x1, x2, . . . , x2n ��� ���������� �� G 7#��� 8����� ��3:� )���
����������� ����� ��� �

1� n ≡ 0 7��� 3:�

=��� σ : {x1, x2, . . . , x2n} −→ {0, 1, 2} ����������� ��F��� �� � σ(xi) = i 7��� 3:�
∀i� 1 ≤ i ≤ 2n� ����������� σ ��� ���������� ��� 3(���������� ����������� �� G�
������ �� @��������� ��1�� ���� �#��� χi(G) ≥ 3� �� ���� χi(G) = 3�

�� 2n ≡ 1 7��� 3:�

=��� σ : {x1, x2, . . . , x2n} −→ {0, 1, 2, 3} ����������� ��F��� �� � σ(xi) = i 7��� 3:�
∀i� 1 ≤ i ≤ 2n − 1 �� σ(x2n) = 4� ����������� σ ��� ���������� ��� 4(����������
����������� �� G� -� ��� $����� �� #���F�� "�� 4 �������� ���� ������������ �� ����
χi(G) = 4�

2� 2n ≡ 2 7��� 3:� )��� �#��� �������������� 2n ≥ 8�

=��� σ : {x1, x2, . . . , x2n} −→ {0, 1, 2, 3} ����������� ��F��� �� � σ(xi) = i 7��� 3:�
∀i� 1 ≤ i ≤ 2n − 5� σ(x2n−4) = 4� σ(x2n−3) = 1� σ(x2n−2) = 2� σ(x2n−1) = 3�
�� σ(x2n) = 4� ����������� σ ��� ���������� ��� 4(���������� ����������� �� G�
6���� ������������ ���� �#��� χi(G) ≥ 4� �� ���� χi(G) = 4�



�J 
��	��� �� 
������	�� ��	��	�����

x1

x2

x4 x3

x2n−2

x2n−1

x2n

G

x2n−3

�	�� ��3 + !� n(� ���

,+�
� "-�-' �� 8����� ��	 ������ ��� ���������� ����������� �� ����� �� @�������
Gp �� Δ(Gp) + 2 = 5 ��������� ?� ��� #���F�� "�� �� ������ ��������"�� �����������
�� ����� @������� ��� 5� *� �&��� ������� "�� χ(Gp) ≤ 4 �� ���� σ ��� 4(����������
����������� �� Gp� =��� C �� 5(� ��� �� Gp� E������� ���� ������� "���� ������ �� ������
u �� C ��� "�� |σ(Au)| ≥ 2� *� �&��� �� |σ(Av)| = 1 ��� ���� ������ v �� C ����� ����
�#��� �� ���F�������� ������� �� �� 8����� ��J� ���� �� ���� �� ��� $����� �� #���F�� "��
��� ���� i� j� 1 ≤ i < j ≤ 5� ��� ���� �������� ai �� aj ���#��� %��� ���������� �� ����� ���
������������� ��� σ ��� ��� 4(���������� ����������� �� Gp� =��� ���� u �� ������ �� C ���
"�� |σ(Au)| = 2 V ���� �#��� ����� |σ(Iu) ∪ σ(Au)| ≥ 5 ��� |σ(Iu)| = 3 7Gp ��� 2(��������:
�� ����� ������ ��� �������������� )��� �������� ����� χi(Gp) = 5�

/������ �� E���� ��� ���#� �� ����� ��������� �������� ���#���� �

0����1� "-�-& L1KM ���� ���� ������ G� χi(G) ≤ 2Δ(G)�

6���� �� ������ ��������"�� ����������� ���� � ��� ��� ��� 4 �� �������� ��� �������
-�� ��� ����� ���'������ �

���3	��� "-�-% L1KM ���� ���� ������ G� χi(G) ≤ Δ(G) + 2�

.������ �� L2
M � ������ "���� ������ ��� ������ G ���� "�� χi(G) ≥ Δ(G)+Ω(log Δ(G))� ��
"�� ������ "�� ����� ���'������ ��� $������ -� � ���#� ���� ��� ������� �� ����� ���������
���#���� �

0����1� "-�-! ���� ���� ������ G� χi(G) ≤ Δ(G) + O(log(Δ(G))�

6��������� �� ������ ��������"�� ����������� �� ��������� $������� �� ������� ���� �#���
��� ��������� ���#���� �
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�	�� ��	 + !�� 5(���������� ����������� �� ����� �� @�������

a1 a1

v
a3

a4

a2
a5

a4

a3

a2

u
a5

�	�� ��J + !� 5(� ��� �� Gp



�K 
��	��� �� 
������	�� ��	��	�����

0����1� "-�-2

1� @��� ���� n ≥ 2� χi(Kn) = n = Δ(Kn) + 1 L1KM�

�� @��� ���� m ≥ n ≥ 2� χi(Km,n) = m + 2 = Δ(Km,n) + 2 L1KM�

2� @��� ���� ����� T ������� n ≥ 2� χi(T ) = Δ(T ) + 1 L1KM�

3� @��� ���� ����� �� ,���� G �#�� Δ(G) ≥ 5� χi(G) = Δ(G) + 1 L�1M�

	� @��� ���� ����� ������� ��������� G� χi(G) ≤ Δ(G) + 2 L	3M�

*� L�4M� 6���� ��� �� =��� ��� ���'������ �

���3	��� "-�-4 L�4M ,� G �	� �� ������ �������� ���	 χi(G) ≤ Δ(G) + 2�

-�� ��� ���#� ����� ���'������ ��� ��������� ������� �� ������ ����"���� �� ���������� ��
������ ��� ������ ����"��� ,������������

<���� 6��� �� @��� �� L�1M ��� ����� �� �������� ���#��� �

0����1� "-�-�* ���� ���� ������ ������� ��������� G� �� ����� ������� Δ(G) ≥ 4�
χi(G) = Δ(G) + 1�

�� @��������� ��1�1� ������ "���� ������ ��� ������ �������� ���������� �� �����
������� 3 �� �� ������ ��������"�� ����������� J� �� "�� ���#� "�� �� �������� ���
$��� ��� ��� ������ �������� ���������� �� ����� ������� 3� ���� �� =������ 3�2 ����
�������� "�� ��� ���� ����� ������� ��������� G �� ����� ������� Δ(G) ≥ 7� χi(G) =
Δ(G)+ 1� 9����� �� 5������� ��1�14 ��� #��� ��� ��� ������ �������� ���������� �� �����
������� �� ����� 
 ���� �� ���#� �������� �� L�1M ��� $������

*� �&�� ����� ���#� ��� ����� ��� �� ����� ���#��� �� [� L	3M �

5�� "-�-�� ,����� 4 �� ������ ������� ��������� �� v �� 	����� ������������� ���	
G �� ��� G \ v = H1 ∪H2� G1 = G[V (H1) ∪ {v}] �� G2 = G[V (H2) ∪ {v}]� .��	 χi(G) =
max{χi(G1), χi(G2)}�

�� 8����� ��
 ��������� �� ����� ������� ��������� G � ��� �� ������ v ����� ������
��������������� ��� ���������� H1� H2 �� G \ {v}� ��� 3(���������� ����������� �� G1 =
G[V (H1)∪{v}] �� ��� 5(���������� ����������� �� G2 = G[V (H2)∪{v}]� )��� #������ "��
������ �� @��������� ��1�1�� χi(G) = 6� �� "�� ������ "�� �� ����� ��1�11 ��� $����

�� "������� ���������� �� ������ ��������"�� ����������� ��� ������ �������� ����(
������ ����� ��#���� ��� ��� ������ �������� ���������� �� ����� ������� 	 �� J ���
���"���� �� ������ ��������"�� ����������� ��� #����� Δ(G) + 1 �� Δ(G) + 2�

.��
������� "-�-�" 5 ���	�� ��	 ������	 �������	 ���������	 �� ����� ������� + �� ��
������ ����������� ����������� 6�

.��(- �� ����� G ��������� 8����� ��K ��� �� ����� ������� ��������� �� �����
������� 3� )��� �������� "�� χi(G) = 6� -� ��Q� �� ���#�� "�� χi(G) > 5 ��� ���
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�	�� ��K + !� ����� ������� ��������� G �� ����� ������� 3 �� �� ������ ��������"��
����������� J
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e1

e2

e4

e5

e6

e7

e8 e9

e12

e10

e13

e14

e15

e3

e11

�	�� ��� + 6������� ���� �� ����� �� @�������

���� ����� ������� ��������� H ���� �#��� χi(H) ≤ Δ(H) + 2�

=������ "�� χi(G) = 5 �� ���� c ��� 5(���������� ����������� �� G� 9����� ���
���� 4(������ α �� G ���� �#��� |c(Aα)| = 1� ?� ��� ���� ������ ���� ���� ��
���������� "�� c(x, xu) = 1� c(x, xy) = 2� c(x, xz) = 3� c(x, xw) = 4 �� c(Ax) = {5}7#���
8����� ��K(a):� )��� �#��� ����� �������������� c(Au) = {1}� c(Ay) = {2}� c(Az) = {3} ��
c(Aw) = {4} 7#��� 8����� ��K(b):� )��� ��#��� ����� �#��� c(z, zv) = 1 �� ���� c(Av) = {1}
���W c(y, yu) = c(y, yv) = 1 7#��� 8����� ��K(c):� �� "�� ��� ��� �������������� 9�����
χi(G) > 5�

'%' ���������� ���� ���� � �� ��0��2 ��������� #����

=��� G �� ������ !� �������� E0 ����%��� �� G ��� �� ������� �� ������ ��� ��%���
�� E0 ���� ��� ��'�������� =� E0 ��� �� �������� �� �� E1 ⊆ E0� ����� E1 ��� ����� ��
�������� !� ������� ������ ��� �� ������� E0 ��� "�� ��� ����� ��%�� uv ∈ E(G) \E0�
�� u ��� ��� ��������� ����� ��%�� �� E0� ����� v ����� �� ����������� ����� ��%�� �� E0�

,+�
� "-"-� 6���������� �� ����� �� @������� Gp ��������� 8����� ���� ����������
E0 = {e1, e7, e12} ��� �� ������� ������ �� ���������� E1 = {e2, e4, e9, e10} ��� �� �������
���� �� ����� �� �� ������� ������ 7e2 �� e4 ��� ���� ���������� ������� �� ��� ��%�� ��
Gp:�

!�� 
���������������� ���� ����� G ��� ��� ��������� �� ���������� ��� ��%��� ��
G ���� �� �������� C �� k �������� ����� "�� ��� �������� ���������� ���� �&������ ���
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�	�� ��14 + !�� 4(��%��(���������� �� Gp (a)� �� ��� 5(��%��(���������� $���� �� Gp (b)

��%��� ��'�������� ������� ����������� �� G� ���� χ′(G)� ��� �� ��� ���� ������ k ��� "��
G ����� ��� k(��%��(����������� 0����"���� "�� ���� ��� ��%��(���������� ���� �����
G �� �������� ����%��� �� �%�� ������� ��� �� ��������

!�� 
���������������� "���� �� G ��� ��� k(��%��(���������� �� G ����� "�� ��� ���������
����%��� �� �%�� ������� ���� ��� �������� �������� ������� ����������� "��� �� G� ����
χ′

s(G)� ��� �� ��� ���� ������ k ��� "�� G ����� ��� k(��%��(���������� $�����

,+�
� "-"-" �� 8����� ��14(a) ����� ��� 4(��%��(���������� �� �� 8����� ��14(b) �����
��� 5(��%��(���������� $���� ��� �� ����� �� @������� Gp� *� $���� ���� �#��� χ′(Gp) = 4
�� χ′

s(Gp) = 5�

=��� G �� ����� �#�� V (G) = {v1, v2, . . . , vn} �� E(G) = {e1, e2, . . . , em}� �� �������
����������� �� G ��� �� (0, 1)(������� n × m B[G] = [bij ] �� bij = 1 �� �� ��������� ��
ej ��� �������� � vi� ��� 1�� �� �� ������� B[G] ������������ ���� ��� ���������� �� G�
!� �������� �� k ���������� �� G ��� ������������ ��'������� ��������� � ��� ����(
������� ����������� �� B[G] ������� k ��� ��#��������� ����� ����(������� ����������
�� B[G] ������� k ��������� � �� �������� �� k ���������� ��� ������������ ��'�������
�� G� 9����� �� ������ ��������"�� ����������� �� G ��� ���� �� ��� ���� ������ ��
����(�������� ����������� �� B[G] "�� ������������ ��� 1���

,+�
� "-"-$ �� 8����� ��11 ��������� �� ������� ����������� B[K4]� ��� ����������
����������� �� ����� K4 �� ��� ����(�������� ����������� Bj��� 1 ≤ j ≤ 4� ��������(
������ 7Bj ��������� ��� ���������� ��������� j� ��� ����(�������� Bj�� ������������ ���
1�� �� B[K4] �� ���� �#��� χi(K4) = |{Bj}| = 4:�



2� 
��	��� �� 
������	�� ��	��	�����

0 1 0

e6

0 0 1

a c

e1

d

a b c d

1 0 1 0

e2 0 1 1 0

1 1 0 0

1 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 1e6

e5

e4

e3

e1

e2

e5 0 0 1

= B4

ba
e1

e3

e4 0 0 1

= B2

cb

e4

e5

0 1 0

= B1

1 0 0
ba

e6

e3

e2

d

1 0 0

0 0 1

c

d
1 0 0 0 1 0

1 0 0

= B3

0 1 0

= B[K4]

a

b
c

e1

e2

e3

e4

e5

3
1

41

e6

d
2

3

1
2

4

2

4

3

�	�� ��11 + !�� ���������� ����������� �� K4� �� ������� ����������� �� K4 �� ��� ����(
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χ′
s(H(K4)) = χi(K4) = 4

�	�� ��1� + !�� ���������� $���� ��� ��%��� �� ����� H(K4)

=��� H(G) �� ����� ������ ������� n+m� ��F�� �� V (H(G)) = V (G)∪E(G) �� vi ���
��'����� � ej �� �� ��������� �� ej ��� �������� � vi ���� G� =��� σ ��� ���������� �����������
�� G� -� ��� $����� �� #���F�� "�� ����������� φ ��F���� ��� ����� ��%�� viej ���� H(G)�
�� φ(viej) := σ(vi, ej)� 1 ≤ i ≤ n �� 1 ≤ j ≤ m� ��� ��� ��%��(���������� $���� �� H(G)� ?�
������� ���� "����� ���������� ����������� �� G ��������� � ��� ��%��(���������� $���� ��
H(G)� -�#��������� ���� φ ��� ��%��(���������� $���� �� H(G)� -� ��� $����� �� #���F�� "��
����������� σ ��F���� ��� ����� ��������� (vi, ej) �� G� �� σ(vi, ej) := φ (viej)� 1 ≤ i ≤ n
�� 1 ≤ j ≤ m� ��� ��� ���������� ����������� �� G� ?� ������� ����� "����� ��%��(����������
$���� �� H(G) ��������� � ��� ���������� ����������� �� G� 9���� �� ������ ��������"��
����������� �� G ��� ���� � ������� ��������"�� $��� �� H(G) � χi(G) = χ′

s(H(G))�

,+�
� "-"-' �� 8����� ��1� ��������� H(K4) �� ��� ��%��(���������� $���� �� H(K4)�
������������ � �� ���������� ����������� �� �� 8����� ��11�

6��������� ������� ��������"�� $��� ��� ������� *��X� �� )�\��]�� ��� ���'������ ��
L24M �

���3	��� "-"-& ,��� G �� ����������� ���	 '

χ′
s(G) ≤

{
5/4(Δ(G))2 	� Δ(G) �	� �����
5/4(Δ(G))2 − 1/2Δ(G) + 1/4 	� Δ(G) �	� �������

,��^H �� ��� L2�M �� 9������� LJM ��� ���#� ����� ���'������ ��� Δ = 3� 8������ ��
��� L21� 2�M ��� ���'������ "�� ������� ��������"�� $��� ���� ���������� ������ �� �����
������� Δ ��� �� ��� Δ2 �� ��� ��� ���#� ����� ���'������ ��� ���� ��� ������ ����
��� � ���� ���� ���� �� �������� ������� �� 4� /������ �� E���� L1KM ��� ���'������ �

���3	��� "-"-% ,��� H �� ���������� �������� V (H) = X∪Y � �� ��� ���� ���� 	�����
x ∈ X� dH(x) ≤ α �� ���� ���� 	����� y ∈ Y � dH(y) ≤ β� .��	� χ′

s(H) ≤ αβ�
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-�� ��� ���#� ����� ���'������ ��� "���"��� $������� �� ������ �������� �� ���������� ��
$������ ��� ������ ������� ���� ���� ��� � ���� ���� �� �������� ������� �� 4�

0����"���� "�� ����"�� H = H(G) �� �������� �� ������ �� 5������� ��1�	 � �� �&���
V (H) = V (G)∪E(G)� ��� ���� ������ x ∈ V (G) ���� �#��� dH(x) ≤ Δ(G) �� ��� ����
������ y ∈ E(G) ���� �#��� dH(y) = 2 V ���� �������� ���� χ′

s(H) = χi(G) ≤ 2Δ(G)�

'%* ���������� ���� ���� � �� ������2������ ���

!�� $��%� ��������� ��� �� ����� ���� ������ ��� ���������� �������� ���� ��� ��������
!�� $��%� ��������� ��������� ��� �� ����� ���� ������ ��� ���������� �������� ���� ���
������� ��������� ���� ���� ��� ���� ���� ������� ���� �� ������� ������������������ ����
����� ��� ������� G� ����� st(G)� ��� �� ��� ���� ������ �� $��%�� ��������� "�� ����
����������� ��� ���#��� ��� ��%��� �� G� @��� �� ����� ������� D 7�� ��������������
����� �����"��:� ������������������ �������� �� D� ����� dst(D)� ��� �� ��� ���� ������
�� $��%�� ��������� ��������� "�� ���� ����������� ��� ���#��� ��� ���� �� D�

��������(���������� � ��� ���������� �� 9H� ��� �� B��� L�M� ��������(���������� ��������
� ��� ���������� �� 9���� �� 9��� L3M �� /� .������ � ������ �� L2
M "�� �� ������ ��
���������� ����������� ��������� � �� ��� ���������� �� ��������(���������� ��������� @���
����������� ��� ���� ����� G ���� �#��� χi(G) = dst(S(G))� �W S(G) ��� �� �����
������� � �����"�� ������ � ����� �� G �� �����C��� ���"�� ��%�� �� G �� ���� ����
������ *� �&��� �� ��������� � ���"�� ��������� �� G �� �� $���� (u, uv) ����� �uv ��
S(G)� �� �����#� $��������� "�� ����� ���������� ����������� �� G ��������� � ��� ��%��(
���������� $���� �� S(G)� �� ��#���������

,+�
� "-$-� �� 8����� ��12 ��������� S(K4) �� ��� $������ ��� $��%�� ��������� �����(
����� {G1, G2, G3, G4}� ���#���� ��� ���� �� S(K4)� 6���� $������ ��������� � �� ����������
����������� �� K4 ������ �� �� 8����� ��11 7���"�� ������ Gi ��������� ��� ����������
��������� i:�

'%+ (k, �)2 ��������� ���� ���� �

*� ��$������ � �� ���'������ �������� �� /������ �� E���� � ���� �#��� ������� � �����(
����� ��� $������� �� ������ ���� �� ������ ��������"�� ����������� ����� ��'��� �� ��
����� ������� �� ����� � ��� ��������� ���� )��� ����������� �� ���������� �� $������
��� ������ k(��������� 7"�� �������� �� ������ �� $������ ��� k(������ �� �� $������ ���
������ ������������� ��� ��� ���$��� �� ����� �����:� @��� ����������� ���� ���#�����
���� �� ������� ��� ��������� ���#���� �

1� =� G ��� �� ����� k(��������� ����� χi(G) ≤ Δ(G) + 2k − 1�



���� (k, �)'�������	�� ��	��	����� 2	

S(K4)

c

a

d

b

dst(S(K4)) = χi(K4) = 4

a a

b

d

a

c
b

c

d

b

d

c

G4G1

G3G2

d
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c

a

�	�� ��12 + �� ����� S(K4) �� ��� $������ ���#����� �� $��%�� ��������� ��������� G1� G2�
G3� �� G4

�� =� G ��� �� ����� ���� ������ K4� ����� χi(G) ≤ Δ(G) + 2� �� ����� ����� ���
��������

2� =� G ��� �� ����� �������� ����� χi(G) ≤ Δ(G) + 7�

3� =� G ��� �� ����� 3(��������� ����� χi(G) ≤ Δ(G) + 4�

	� =� G ��� �� ����� �� ����� �� �� ������� dmm(G) < 3� ����� χi(G) ≤ Δ(G)+3�

J� =� G ��� �� ����� �� ����� �� �� ������� dmm(G) < 3 �� �� Δ(G) ≥ 5� �����
χi(G) ≤ Δ(G) + 2�


� =� G ��� �� ����� �� ����� �� �� ������� dmm(G) < 22/9� ����� χi(G) ≤
Δ(G) + 2�

K� =� G ��� �� ����� �� ����� �� �� ������� dmm(G) < 16/7 �� �� Δ(G) ≥ 4� �����
χi(G) = Δ(G) + 1�

*� $���� ���� ������ ���#�� ��� ��������� ��� $���� � ��� ������� �� ��� $������� ��
������� �� ��� ���������� ��� ���������� ����������� ����� "�� ��� ���� ������ v� ��
������ �� �������� ��������� ��� ��� ���������� �� �� $���� (w, wv) ��� ����� �� ���
��������� ����������� �� ����� ������� �� ������

@��� ����������� ���� ������������ �� ������ ���#���� �

��/������ "-'-� !�� (k, �)���������� ����������� ���� ����� G ��� ��� k(����������
����������� σ �� G ����� "�� ��� ���� ������ v ∈ V (G)� |σ(Av)| ≤ ��
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�	�� ��13 + σ(Av) = {5, 6, 7}� σ(Iv) = {1, 2, 3, 4}� σ(Iw) = {3, 4, 7, 8} �� F σ
G(v, vw) =

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

)��� ������ F��� ����� ������� �� ��������� "���"��� ��������� "�� ���� �����������
���� �� ����� �� �� ��������

=��� G �� ������ =� v ��� �� ������ �� G �� vw ��� ��%�� �� G� �� ���� G \ v ��
����� ������ � ����� �� G �� ����#��� �� ������ v �� G\vw �� ����� ������ � ����� ��
G �� ����#��� ����%�� vw� =� vx ����� �� ��� ��%�� �� G� �� ���� G + vx �� ����� ������
� ����� �� G �� �'������ ����%�� vx�

=��� G �� ����� �� σ ��� ���������� ����������� �������� �� G� �� �������� ������ ���
���������� ����������� "�� � ��� ��������� ��F��� ��� �� ����(�������� I �� I(G)� @���
����� ��������� ��� �������� (v, vw) ∈ I(G) \ I� �� ���� F σ

G(v, vw) ���������� ��� ��������
���������� ��� ����������� (v, vw) � F σ

G(v, vw) = σ(Av) ∪ σ(Iv) ∪ σ(Iw) 7#��� 8����� ��13:�

����6� "-'-" =��� G′ �� ����(����� �� G �� σ′ ��� ���������� ����������� �� G′�
����"�� ���� ������ "�� ���� �������� �� ���������� σ′ � ��� ���������� ����������� σ ��
G� ���� ������� "�� σ(v, vw) = σ′(v, vw) ��� ����� ��������� (v, vw) ∈ I(G′)�

8���������� ���� ����������� ���#��� �� $��� ���#���� "�� ������� ��� ��F������� � �����
(k, �)(���������� ����������� ��� %��� ���������� ����� ��� (k′, �)(���������� �����������
��� ���� k′ ≥ k�

'%, &������ k2��!������

���� �� ����� �� �� �������� ���� ����������� �� ���#������ ���#���� ��� ������� ���
���F��������� � �� ����� ��� ������� ���� �� ����� ��� ����������� ����F�� ����� "�� ���
������� ������ ���� �� ����� "������"���

���� ����� ������� ���� ���#��� �� �������� ������� ���#��� �

0����1� "-&-� 1��� ������ k��������� G ����� ��� (Δ(G)+2k−1, k)���������� �����
�������� .��	�� χi(G) ≤ Δ(G) + 2k − 1�



���� ������ k'��������� 2


v

x1 x2 xi xt

G′

�	�� ��1	 + !� ������ v �� ����� t �� ��� #������ ���� G

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���������� �� ��� ��� ������ ���������
=������ "�� �� �������� ��� $��� �� ���� G �� ��� ���� ������(������� =��� v �� t(
������ �� G� t ≤ k� �#�� NG(v) = {x1, . . . , xt} �� G′ = G \ v 7#��� �� F���� ��1	:� ������
�� ���������� �� G� �� ������ ��� (Δ(G) + 2k − 1, k)(���������� ����������� σ′ �� G′� )���
������ ������� σ′ � ��� (Δ(G)+2k−1, k)(���������� ����������� σ �� G� )��� ������C���
�� ���#�� �� $��� ��(������� �

7��� "-&-" ���� ���� i� 1 ≤ i ≤ t� � ���	�� ��� ������ ai ��� ��� ai /∈ F σ′
G (v, vxi) ∪

{a1, . . . , ai−1} �� |σ′(Axi
) ∪ {ai}| ≤ k�

.��(- 6���������� ���� ������� i = 1� =� σ′(Ax1) �= ∅ ����� a1 ��� %��� ����� ������� ��
σ′(Ax1)� ����� dG(x1) = 1� �� a1 ��� %��� ����� �������� =������ ���������� "�� ����
�#��� ������ i−1 �������� a1, . . . , ai−1� i−1 ≤ t� �� �����$������ �� $���� =� |σ′(Axi

)| = k ����
������ ��� ������� ai ∈ σ′(Axi

) \ {a1, . . . , ai−1} 7���� �#��� i ≤ k:� =����� |F σ′
G (v, vxi) ∪

{a1., . . . , ai−1}| ≤ dG(xi)− 1 + i− 1 ≤ Δ(G) + i− 2 ≤ Δ(G) + k− 2� 9����� �� ��� �������
��� ������� ai /∈ F σ′

G (v, vxi) ∪ {a1, . . . , ai−1} �� �� $��� ��� ���#��

.�_�� �� $��� ��(������� �� ��� ���� σ(v, vxi) = ai ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ t�

E���������� ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ t� ���� �#��� |σ′(Axi
) ∪ {ai}| ≤ k� 9����� �� ������

�� �������� ���������� ��� ����������� (xi, xiv) �����$��� |σ′(Ixi
) ∪ σ′(Axi

) ∪ {a1, . . . , at}| ≤
Δ(G)− 1 + k + t− 1 ≤ Δ + 2k − 2� ����� ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ t� �� ������ ��� ������� �����
bi /∈ F σ′

G (xi, xiv) ∪ {a1, . . . , at} �� �� ��� ���� σ(xi, xiv) = bi�

/��� �#��������� �� ���������� σ ������� ��� ��� (Δ(G) + 2k − 1, k)(���������� ������(
����� �� G� )��� ����#��� ���� � ��� ������������� �� �� �������� ��� ���#��

@���"�� �� ����� ���� ������ K4 ��� 2(��������� �� �� ������ �

��������� "-&-$ 1��� ������ G 	��	 ������ K4 ����� ��� (Δ(G)+3, 2)���������� �����
��������
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�	�� ��1J + !� ����� G ��� �������� ��J�1

6� �������� ���� �������� �� =������ ��J� �� �� �%�� $�C��� ���"�� ���� ����� �������
��� 5(��������� �� �� ������ �

��������� "-&-' 1��� ������ ������� G ����� ��� (Δ(G)+9, 5)���������� ������������

6� �������� ���� �������� �� ������� ��
� ������ �� $������ ��*����� ���� ��#��� "�� ����
����� ������� ���� �������� ��� 3(�������� V �� � ���� �� ���������� ���#��� �

��������� "-&-& 1��� ������ ������� 	��	 ������� G ����� ��� (Δ(G)+5, 3)����������
������������

6� �������� ���� �������� �� =������ ��K�

'%. &������ ���� ������ K4

=��� G �� ����� �� v �� ������ �� G� ?� ���� DG(v) �� �������� �� ����������

{u ∈ V (G)|(dG(u) ≥ 3 �� uv ∈ E(G)) �� (∃w ∈ V (G), dG(w) = 2, uw, wv ∈ E(G))}.

,+�
� "-%-� @��� �� ����� G ��������� �� �� 8����� ��1J ���� �#��� '

DG(a) = |{b, e, k}| = 3

)��� �#��� �� �������� ���������� ���#���� �U � ���� <��� �� T�� L3KM �

5�� "-%-" L3KM ,��� G �� ������ 	��	 ������ K4� .��	 ���� ��	 ���������	 	�������	
�	� 	���	"���� '

(� δ(G) ≤ 1 )

$� � ���	�� ���� 2�	�����	 ��� 	��� ��������	 )

*� � ���	�� �� 	����� u �� ��� dG(u) ≥ 3 �� DG(u) ≤ 2�
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c

d

v w

b

a

w′v′
G′

�	�� ��1
 + 6��F�������� ��� �� ��� 2 �� 5������� ��J�2

?� ��� ���������� ���#�� �� �������� ������� �� ����� ������� �

0����1� "-%-$ 1��� ������ G 	��	 ������ K4 ����� ��� (Δ(G)+2, 2)���������� �����
�������� .��	�� χi(G) ≤ Δ(G) + 2�

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���������� �� ��� ��� ������ ���������
=������ "�� �� �������� ��� $��� �� ���� G �� ��� ���� ������(������� )��� �#���
�������������� Δ(G) ≥ 3� 6��� �� Δ(G) ≤ 2 ����� ����� �� 5������� ��1�	 ���� �#���
χi(G) ≤ 2Δ(G) ≤ Δ(G)+2� �� ���� ����� 4(���������� ����������� �� G ��� ��� (Δ(G)+
2, 2)(���������� ������������ =���� �� ����� ��J��� ���� �#��� ����� ��� � �����������

1� G �������� �� 1(������ v�
=��� w �� ���� #����� �� v ���� G� =���� �� ���������� �� G� �� ������ ��� (Δ(G)+2, 2)(
���������� ����������� σ′ �� G′ = G \ v� @���"�� |F σ′

G (w, wv)| = |σ′(Iw) ∪ σ′(Aw)| ≤
dG(w) − 1 + 2 ≤ Δ(G) + 1� �� ������ ��� ������� a ����� "�� a /∈ F σ′

G (w, wv)� ?�
��� ���� ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ �� G �� �����
σ(w, wv) = a �� σ(v, vw) = b ��� ��� ������� b ∈ σ′(Aw) 7G′ � �������������� ���
��%�� ��� Δ(G) ≥ 3:�

�� δ(G) > 1 �� G �������� ���� 2(������� ��'������ v �� w 7#��� 8����� ��1
:�
=��� G′ = G\vw� )����� v′ �� ���� #����� �� v �� w′ �� ���� #����� �� w ���� G′� =����
�� ���������� �� G� �� ������ ��� (Δ(G)+2, 2)(���������� ����������� σ′ �� G′� =�����
a = σ′(w′, w′w)� b = σ′(w, ww′)� c = σ′(v′, v′v) �� d = σ′(v, vv′)�
=������ ������� "�� |{a, b, c, d}| = 4� ?� ��� ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 2, 2)(
���������� ����������� σ �� G �� ����� σ(v, vw) = a �� σ(w, wv) = c�
E���������� �� |{a, b, c, d}| ≤ 3� �� ��� ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 2, 2)(����������
����������� σ �� G �� ����� σ(v, vw) = e �� σ(w, wv) = f � �#�� e, f /∈ {a, b, c, d}�
��� Δ(G) + 2 ≥ 5�

2� 9���� ��� ���� ��� ��������� �� �� �������
���� �� ���(��� G �������� �� ������ v �#�� dG(v) ≥ 3 �� DG(v) ≤ 2� )��� �������(
���� ���� ����(��� �� $������� �� DG(v) �
7�: DG(v) = 1�

)����� �� x1, x2, . . . , xt ��� #������ �� ����� 2 �� v� )��� �#��� �#��������
t ≥ 2 �� ���� ��� 2(������� ���� ������ � �� k(������ w� k ≥ 3 7G ��� ��
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(ii)(i)

�	�� ��1K + 6��F��������� ��� �� ��� 3.(a) �� 5������� ��J�2

�� 1(������ �� �� ���� �� 2(������� ��'������:� �� ���� �� t = 2 ����� G
�������� �������������� ����%�� vw� ��� dG(v) ≥ 3� )��� �#��� ���� ����(��� �
���������� �

�� vw ∈ E(G) 7#��� 8����� ��1K�(i):�

=��� G′ = G \ vx1 �� σ′ ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� �� G′� ��
���� ������� a = σ′(v, vw) �� b = σ′(w, wv)� 0����"���� "�� a ��� ���
������� ������ ��� ����������� (x1, x1w)�

9����� �� ����������� �� ����������� �� ��� ������ σ′(x1, x1w) = a� ?�
��� ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ �� G �����
����� ?� ��� ������� σ(x1, x1v) = b� E���������� ���"�� |F σ′

G (v, vx1)| =
|σ′(Iv \ (v, vx1))∪σ′(Av)| ≤ dG(v)− 1 +2 ≤ Δ(G) + 1� �� ������ ��� �������
c ����� "�� c /∈ F σ′

G (v, vx1) �� �� ��� σ(v, vx1) = c�

��� vw /∈ E(G) 7#��� 8����� ��1K�(ii):�

���� �� ���� ���� �#��� t ≥ 3� =��� G′ = G \ v �� σ′ ��� (Δ(G) + 2, 2)(
���������� ����������� �� G′� ?� �����#� "�� �� ������� σ′(x1, x1w) ���
%��� �������� ��� �������� ������ ��� ���������� (xi, xiw)� 2 ≤ i ≤ t�

9����� ���� ��#��� ������� σ′ ����� "�� σ′(xi, xiw) = a ��� ���� i� 1 ≤
i ≤ t� )��� ��#��� ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� �����������
σ �� G ����� ����� @��� ���� i� 1 ≤ i ≤ t� F σ′

G (xi, xiw) = σ′(Iw) ∪ {a} ��
dG(w) ≤ Δ(G)� -� ������ ���� ��� ������� ����� b ��� �������� ��� ����������
�� �� $���� (xi, xiv)�

)��� ����� ���� σ(xi, xiv) = b� ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ t� 8����������
��������� ���� �������� a �� b ���� ���������� ��� �������� ��� t ����������
�� �� $���� (v, vxi)� 6�� ���������� ��#��� ���� %��� ��������� ��� t ≤ Δ(G)�

7�: DG(v) = 2�
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)��� �#��� "����� ����(��� � ����������� ������ �� ��� "����� ���F���������
�� �� 8����� ��1� �

�� =��� G′ = G \ vx1 �� σ′ ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� �� G′�
6���� ������������ �� ��� ������� σ′ �� ����� ������� "�� σ′(yi, yiw

′) =
a �� σ′(yi, yiv) = σ′(w′, w′v) = b ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ t� @����� �����
c = σ′(v, vw)� d = σ′(w, wv)� e = σ′(x1, x1w) �� f = σ′(w, wx1)�
)��� ��#��� ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ ��
G ����� ����� ?� ��� ���� ������� σ(x1, x1w) = c �� σ(x1, x1v) = d�
E���������� ����� |F σ

G(v, vx1)| = |σ′(Iv \ (v, vx1))∪σ′(Av)| ≤ dG(v)− 1 +
2 ≤ Δ(G) + 1� �� ������ ��� ������� g ����� "�� g /∈ F σ

G(v, vx1) �� �� ���
σ(v, vx1) = g�

��� 6� ��� �� ������ ����� �� ��������� ���� �#��� ������ �� ���������� ������(
����� (v, vw′)�

���� =��� G′ = G \ v �� σ′ ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� �� G′� ?�
��� ������� σ′ �� ����� ������� "�� σ′(xi, xiw) = a ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ r�
σ′(yj, yjw

′) = b� ��� ���� j� 1 ≤ j ≤ t �� a �= b� ��� ���� �#��� �� �����
���� ����� ��� σ′(xi, xiw) ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ r �� σ′(yj, yjw

′)� 1 ≤ j ≤ t�
)��� ��#��� ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ �� G
����� ����� ?� ��� ���� ������� σ(v, vx1) = b� �� σ(v, vy1) = a� 6����
r ≤ dG(v) ≤ Δ(G)� �� ������ ��� ������� c /∈ {a, b}∪{σ′(w, wxi) : 1 ≤ i ≤ r}�
�� �� �%�� �������� ����� t < dG(v) ≤ Δ(G)� �� ������ ��� �������
d /∈ {a, b} ∪ {σ′(w′, w′xi) : 1 ≤ j ≤ t}� )��� ����� ����� σ((xi, xiv) = c�
1 ≤ i ≤ r �� σ(yj, yjv) = d� 1 ≤ j ≤ t� 8���������� ���� �#��� ������
�� r + t − 2 �������� ���������� �� a� b� c� �� d ��� �������� ��� ����������
(v, vxi)� 2 ≤ i ≤ r �� (v, vyj)� 2 ≤ j ≤ t� 6�� ���������� ��#��� ���� %���
��������� ��� r + t = dG(v) ≤ Δ(G)�

�#� )��� ����������� ���� ����(���� �� $������� �� dG(v)�

9� dG(v) < Δ(G)�
=��� G′ = G \ {vxi : 1 ≤ i ≤ r} �� σ′ ��� (Δ(G) + 2, 2)(����������
����������� �� G′� 6���� ���� �� ��� (a)� σ′ ��� %��� ������� �� �����
������� "�� σ′(xi, xiw) = a� 1 ≤ i ≤ r� �� ���� ����� b = σ′(w′, w′v)
�� c = σ′(v, vw′)� )��� ��#��� ������� σ′ � ��� (Δ(G)+2, 2)(����������
����������� �� G ����� ����� =��� F =

⋃r
i=1 F σ′

G (xi, xiv) = {a, c} ∪
{σ′(w, wxi) : 1 ≤ i ≤ r} V ����� r ≤ dG(v) < Δ(G)� ���� ��#���
���� σ(xi, xiv) = d ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ r� �#�� d /∈ F � 8����������
���� �#��� ������ �� r �������� ���������� �� a� b� c �� d ��� ��������
��� ���������� (v, vxi)� 1 ≤ i ≤ r� 6�� ���������� ��#��� %��� ���������
��� r ≤ dG(v) − 1 ≤ Δ(G) − 2�

/� dG(v) = Δ(G)�
=��� G′ = G \ {xi : 1 ≤ i ≤ r} �� σ′ ��� (Δ(G) + 2, 2)(����������
����������� �� G′� =��� a = σ′(w′, w′v) �� b = σ′(v, vw′)� b �= a� =�
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r ≥ 2t ≥ 1 � r ≥ 1 ��� t + r ≥ 3
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(i) (ii)

(iii) (iv)

t ≥ 1 � r ≥ 1t ≥ 0 � r ≥ 1
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G′

G′ G′

�	�� ��1� + 6��F��������� ��� �� ��� 3.(b) �� 5������� ��J�2
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dG(w) = Δ(G)−1� ����� DG(w) = 1� "�� ��� �� ��� ��'� ���#���� �����
�� ��� ������ "�� dG(w) = Δ(G)�
=��� v′ �� ���� #����� �� w ���� G′� =������ c = σ′(v′, v′w) �� d =
σ′(w, wv′)� d �= c� )��� ����� σ(xi, xiw) = c� 1 ≤ i ≤ r� E����������
�� a �= c� ���� ����� σ(xi, xiv) = a ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ r �� �� a = c�
���� ����� σ(xi, xiv) = z� 1 ≤ i ≤ r� ��� ��� ������� z /∈ {a, b, c, d}�
-� ��� $����� �� #���F�� "�� ���� ��� ���� ��� |

⋃r
k=1 F σ

G(w, wxk)| = 3�
6���� r = dG(w) − 1 = Δ − 1� ���� ��#��� �������� ��� ����������
(w, wxi)� 1 ≤ i ≤ r�

����� ���� ���� ��� ��� ���� �������� ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� �� G� 6���
��������� ����� � ������ �� �� �������� ��� ���#��

�� ��������� ���#���� ������ "�� �� ����� ������ �� 5������� ��J�2 ��� ��������

.��
������� "-%-' ���� ���� k ≥ 1� � ���	�� ��� ������� �� ������	 	��	 ������	 K4 ��
����� ������� k �� �� ������ ����������� ����������� k + 2�

.��(- =��� Gk �� ����� ���� ������ K4 ������ �� ������� ���� ������� u �� v �� k
������� ��������� �� �������� � ���� ��� ������� ���������� ���� ����� �������#����� ��
w1, w2, . . . , wk 7#��� �� F���� ���4:� )��� �#��� ���������� Δ(Gk) = k� =������ "�� Gk

����� ��� (k+1)(���������� ������������ 6���� ���� �#��� ������ �� k �������� ����������
��� �������� Iu� ������ ��� ���������� �� �� $���� (wi, wiu) ��� �� �%�� �������� ������
a� �� �� �%�� $�C��� ����� ���� �#��� ������ �� k �������� ���������� ��� �������� Iv�
������ ��� ���������� �� �� $���� (wi, wiv) ��� �� �%�� �������� ������ b� E��� �� ������� b
���� %��� ��������� �� a �� ��� k �������� �&������ � Iu� �� "�� ��� ��� �������������� 9�����
χi(Gk) ≥ k + 2�

8���������� ���� ����� ���� ������ K4 �� ����� ������� k �� ��������� Gk �����
����(����� � ��� ������ ��������"�� ����������� k + 2� 7�� ���� ������ ��#��� %���
������� �� ������ �� ������� ��� ������� ��������� �� �������� ���������� ��� �������
�������������� w1, w2, . . . , wk:�

'%1 &������ ���������

)��� ����������� �� ����� ���������� ���#��� "�� ������� �� �� $������ ��*���� L1�M�

5�� "-!-� ,��� G �� ������ �������� .��	 ���� ��	 ���������	 	�������	 �	� 	���	�
"���� '

(� δ(G) ≤ 2 )

$� � ���	�� ��� ����� vw �� G ���� dG(v) = 3 �� dG(w) ≤ 10 )
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�	�� ���4 + �� ����� Gk

*� � ���	�� ��� ����� vw �� G ���� dG(v) = 4 �� dG(w) ≤ 8 )

+� � ���	�� ��� ����� vw �� G ���� dG(v) = 5 �� dG(w) ≤ 6�

)��� ��#��� ���������� ���#�� �� ������� �������� �� ����� ������� �

0����1� "-!-" 1��� ������ ������� G ����� ��� (Δ(G)+7, 7)���������� ������������
.��	�� χi(G) ≤ Δ(G) + 7�

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���������� �� ��� ��� ������ ���������
=������ "�� �� �������� ��� $��� �� ���� G �� ��� ���� ������(������ 7�� ������
����%���:� )��� �#��� �������������� Δ(G) ≥ 8� 6��� �� Δ(G) < 8� ����� �� 5������� ��1�	
���� �#��� χi(G) ≤ 2Δ(G) ≤ Δ(G) + 7 �� ����� (Δ(G) + 7)(���������� ����������� �� G
��� �#�������� ��� (Δ(G) + 7, 7)(���������� ������������

=���� �� ����� ��
�1 ���� �#��� ���" ��� � ���������� 7��� ���� ���� ���� �������
"�� ��� ��������� �� �� ��������� ��:�

1� G �������� �� 1(������ v�
=��� w �� ���� #����� �� v ���� G� ������ �� ���������� �� G� �� ����� G′ = G\v ��(
��� ��� (Δ(G)+7, 7)(���������� ����������� σ′� )��� �������� σ′ � ��� (Δ(G)+7, 7)(
���������� ����������� �� G ����� ����� 6���� |F σ′

G (w, wv)| = |σ′(Iw) ∪ σ′(Aw)| ≤
Δ(G)− 1 + 7 = Δ(G) + 6� �� ������ ��� ������� ������ ������ a� "�� ��� %��� �&�����
� ����������� (w, wv) �� �� ��� ���� σ(w, wv) = a� E���������� �� ��Q� �� ����
σ(v, vw) = b ��� ��� ������� b �� σ′(Aw)�

�� G �������� �� 2(������ v�
=����� w �� w′ ��� ���� #������ �� v ���� G� =������ ������� "�� ww′ ��� ��� ��%��
�� G� ������ �� ���������� �� G� �� ����� G′ = G \ v ����� ��� (Δ(G) + 7, 7)(
���������� ����������� σ′� =����� a = σ′(w, ww′) �� b = σ′(w′, w′w)�
)��� �������� σ′ � ��� (Δ(G)+7, 7)(���������� ����������� σ �� G ����� ����� )���
����� ���� ������� σ(v, vw) = b �� σ(v, vw′) = a� 6���� |F σ

G(w, wv)| = |σ′dG(w)−
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1 + |σ(Aw)| ≤ Δ(G) − 1 + 7 = Δ(G) + 6� �� ������ ��� ������� c /∈ F σ
G(w, wv)� �� ��

�%�� $�C��� ����� |F σ
G(w′, w′v)| ≤ Δ(G) + 6� �� ������ ��� ������� d /∈ F σ

G(w′, w′v)�
)��� �������� ��� (Δ(G)+7, 7)(���������� ����������� �� G �� ����� σ(w, wv) = c
�� σ(w′, w′v) = d�

=������ ���������� "�� ww′ ����� �� ��� ��%�� �� G� )��� ����������� �� �����
G′ = (G \ v) + ww′� ������ �� ���������� �� G� G′ ����� ��� (Δ(G) + 7, 7)(
���������� ����������� σ′� =����� a = σ′(w, ww′) �� b = σ′(w′, w′w)� )��� ��������
σ′ � ��� (Δ(G) + 7, 7)(���������� ����������� σ �� G ����� ����� ?� ��� ����
������� σ(w, wv) = a �� σ(w′, w′v) = b� =� |σ′(Aw)| ≥ 2 �� ������ ����� ��� �������
c ∈ σ′(Aw) ����� "�� c �= b �� �� ��� σ(v, vw) = c� =� σ′(Aw) = {b}� ���� �#���
|F σ

G(v, vw)| = |σ(Iw) ∪ {b}| ≤ Δ(G) + 1 V �� ������ ���� ��� ������� c /∈ F σ
G(v, vw) ��

���� ����� σ(v, vw) = c�

E���������� �� |σ′(Aw′)| ≥ 3� �� ������ ����� ��� ������� d ∈ σ′(Aw′) ����� "�� d /∈ {a, c}
�� ���� ����� σ(v, vw′) = d� =����� ���� �#��� |F σ

G(v, vw′)| = |σ(Iw′) ∪ {a, c}| ≤
Δ(G) + 2 V �� ������ ���� ��� ������� d /∈ F σ

G(v, vw′) �� ���� ����� σ(v, vw′) = d�

2� G �������� ��� ��%�� vw ����� "�� dG(v) = 3 �� 3 ≤ dG(w) ≤ 10�

������ �� ���������� �� G� �� ����� G′ = G\vw ����� ��� (Δ(G)+7, 7)(����������
����������� σ′� )��� �������� σ′ � ��� (Δ(G) + 7, 7)(���������� ����������� σ ��
G ����� ����� @��� �������� ����������� (w, wv) ���� ����������� ��� ���" ����(���
���#�����

7�: dG(w) ≤ 7�

6���� |F σ′
G (w, wv)| = |σ′(Iw)∪σ′(Aw)∪σ′(Iv)| ≤ 6+6+2 = 14 �� Δ(G)+7 ≥

8 + 7 = 15� �� ������ ��� ������� a /∈ F σ′
G (w, wv) �� ���� ����� σ(w, wv) = a�

7�: dG(w) = 8 �� (Δ(G) ≥ 10 �� |σ′(Aw)| ≤ 5:�

6���� |σ′(Iw)| = dG(w)− 1� ���� �#��� |F σ′
G (w, wv)| = dG(w)− 1 + |σ′(Aw) ∪

σ′(Iv)|� =� Δ(G) ≥ 10� �� ������� F σ′
(w, wv)| ≤ 7 + 7 + 2 = 16 ≤ Δ(G) + 6� ��

�� �%�� $�C��� �� |σ′(Aw)| ≤ 5 �� ������� |F σ′
G (w, wv)| ≤ Δ(G) − 1 + 5 + 2 =

Δ(G) + 6� ���� ��� ���� ���� �� ������ ��� ������� a ����� "�� a /∈ F σ′
G (w, wv) ��

�� ��� σ(w, wv) = a�

7�: dG(w) = 8� Δ(G) ≤ 9 �� |σ′(Aw)| ≥ 6�

=��� NG(v) = {w, x1, x2}� )��� ������ ���#�� ���� ������� "���� ��� ����������
��� ���� ���������� (v, vx1) �� (v, vx2) �� ��������� ���� �������� c1 �� c2 ������
"�� c1, c2 ∈ σ′(Aw) ∪ σ′(Iw)�

=������ "���� ������ �� i ∈ {1, 2} ��� "�� |σ′(Axi
)| = 7� 9���� |σ′(Axi

) \
σ′(Av)| ≥ 7− 2 + 1 = 6 �� |σ′(Aw)∪ σ′(Iw)| ≥ 6 + 7 = 13� 6���� �� ������ ��
�������� ��� �� ��� 1J� |(σ′(Axi

) \ σ′(Av))∩ (σ′(Aw)∪ σ′(Iw))| ≥ 3� )��� �#���
���� �� ����� ����� ����������� �� ����� ��� ci� =� |σ′(Axi

)| ≤ 6� ���� �#���
����� �� ����� ����� ����������� �� ����� ��� ci ��� |σ′(Aw) ∪ σ′(Iw)| ≥ 13 ��
|σ′(Ixi

) ∪ σ′(Av)| ≤ 9 + 2 − 1 = 10�

*� ����� σ(v, vx1) = c1 �� σ(v, vx2) = c2� ���� �#��� |F σ′
G (w, wv)| = |σ′(Aw)∪
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σ′(Iw)∪σ′(Iv)| = |σ′(Aw)∪ σ′(Iw)| ≤ 7 + dG(w)− 1 = dG(w) + 6 ≤ Δ(G) + 6� -�
������ ���� ��� ������� a ����� "�� a /∈ F σ′

G (w, wv) �� �� ��� ���� σ(w, wv) = a�

7�: 9 ≤ dG(w) ≤ 10 �� 7Δ(G) ≥ 12 �� |σ′(Aw)| ≤ 5:�
6���� |σ′(Iw)| = dG(w)− 1� ���� �#��� |F σ′

G (w, wv)| = dG(w)− 1 + |σ′(Aw) ∪
σ′(Iv)|� =� Δ(G) ≥ 12� �� ������� |F σ′

G (w, wv)| ≤ 9 + 7 +2 = 18 ≤ Δ(G) + 6� ��
�� �%�� $�C��� �� |σ′(Aw)| ≤ 5 �� ������� |F σ′

G (w, wv)| ≤ Δ(G) − 1 + 5 + 2 =
Δ(G) + 6� ���� ��� ���� ���� �� ������ ��� ������� a ����� "�� a /∈ F σ′

G (w, wv) ��
�� ��� σ(w, wv) = a�

7�: 9 ≤ dG(w) ≤ 10� Δ(G) ≤ 11 �� |σ′(Aw)| ≥ 6�
=��� NG(v) = {w, x1, x2}� )��� ������ ���#�� ���� ������� "���� ��� ����������
��� ���� ���������� (v, vx1) �� (v, vx2) �� ��������� ���� ������� c1 �� c2 ������
"�� c1, c2 ∈ σ′(Aw) ∪ σ′(Iw)�
=������ "���� ������ �� i ∈ {1, 2} ��� "�� |σ′(Axi

)| = 7� 9���� |σ′(Axi
) \

σ′(Av)| ≥ 7− 2 + 1 = 6 �� |σ′(Aw)∪ σ′(Iw)| ≥ 6 + 8 = 14� 6���� �� ������ ��
�������� ��� �� ��� 1K� |(σ′(Axi

) \ σ′(Av))∩ (σ′(Aw)∪ σ′(Iw))| ≥ 2� )��� �#���
���� �� ����� ���� ����� �������� ��� ci� =� |σ′(Axi

)| ≤ 6 ���� �#��� ����� ��
����� ���� ����������� �� ����� ��� ci ��� |σ′(Aw)∪σ′(Iw)| ≥ 6+dG(w)−1 ≥ 14
�� |σ′(Ixi

)∪σ′(Av)| ≤ 11+2−1 = 12� *� ����� σ(v, vx1) = c1 �� σ(v, vx2) = c2�
���� �������� |F σ′

G (w, wv)| = |σ′(Aw) ∪ σ′(Iw) ∪ σ′(Iv)| = |σ′(Aw) ∪ σ′(Iw)| ≤
7 + dG(w) − 1 = dG(w) + 6 ≤ Δ(G) + 6� -� ������ ���� ��� ������� a ����� "��
a /∈ F σ′

G (w, wv) �� ���� ��#��� ���� σ(w, wv) = a�

-� ����� ���������� � �������� ����������� (v, vw)� =� |σ(Aw)| ≤ 6 �� ������ ��� �������
d ����� "�� d /∈ F σ

G(v, vw) ��� ���� �� ���� |F σ
G(v, vw)| = |σ(Iv) ∪ σ(Av) ∪ σ(Iw)| ≤

2 + 3 + dG(w) − 1 = dG(w) + 4 ≤ Δ(G) + 4� )��� ����� ����� σ(v, vw) = d� =�����
|σ(Aw)| = 7 �� �� ������ ��� ������� e ����� "�� e ∈ σ(Aw) \ (σ(Av) ∪ σ(Iv)) ���
|σ(Av) ∪ σ(Iv)| ≤ 5� )��� ����� ����� σ(v, vw) = e�

3� G �������� ��� ��%�� vw ����� "�� dG(v) = 4 �� 4 ≤ dG(w) ≤ 8�
0������ "�� ���� �#��� Δ(G) ≥ 8 �� ���� �� ����� 1	 ��������� ������ ��
���������� �� G� �� ����� G′ = G\vw ����� ��� (Δ(G)+7, 7)(���������� �����������
σ′� )��� �������� σ′ � ��� (Δ(G) + 7, 7)(���������� ����������� σ �� G ����� �����
=� dG(w) ≤ 6� ���� �#��� |F σ′

G (w, wv)| = |σ′(Iw) ∪ σ′(Aw) ∪ σ′(Iv)| ≤ 5 + 5 + 3 = 13
�� |F σ′

G (v, vw)| = |σ′(Iv) ∪ σ′(Av) ∪ σ′(Iw)| ≤ 3 + 3 + 5 = 11� 6���� ���� �#��� ��
����� 1	 ��������� �� ��� ������� ���� �������� a �� b ������ "�� a /∈ F σ′

G (w, wv)�
b /∈ F σ′

G (v, vw) �� a �= b� )��� ����� ����� σ(w, wv) = a �� σ(v, vw) = b�
=������ ���������� "�� 7 ≤ dG(w) ≤ 8� )��� ����������� ���� ������� �����������
(w, wv)� =��� NG(v) = {w, x1, x2, x3}� )��� ����������� ��� ����(���� �� $������� ��
dG(w)� Δ(G) �� |σ′(Aw)| �
7�: Δ(G) ≥ 11�

)��� �#��� |F σ′
G (w, wv)| = |σ′(Iw) ∪ σ′(Aw) ∪ σ′(Iv)| ≤ 7 + 7 + 3 = 17� 6����

���� �#��� �� ����� 1K ��������� �� ������ ��� ������� a ����� "�� a /∈ F σ′
G (w, wv)

�� ���� ����� σ(w, wv) = a�
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7�: |σ′(Aw)| ≤ 6 �� |σ′(Aw)| + 4 ≤ Δ(G) ≤ 10�
6���� |F σ′

G (w, wv)| = |σ′(Iw)∪σ′(Aw)∪σ′(Iv)| ≤ 7+ |σ′(Aw)|+3 = |σ′(Aw)|+
10 ≤ Δ(G) + 6� �� ������ ��� ������� a ����� a /∈ F σ′

G (w, wv) �� ���� �����
σ(w, wv) = a�

7�: Δ(G) = 8 �� |σ′(Aw)| = 5�
���� �� ��� ���� �#��� 11 ≤ |σ′(Aw)∪σ′(Iw)| ≤ 12 �� 1	 ����������� �� ���������
)��� ���#��� ���� ������� "���� ��� ���������� ��� ����� ���������� (v, vx1)�
(v, vx2) �� (v, vx3) �� ��������� ����� �������� c1, c2, c3 ������ "�� c1 ∈ [σ′(Aw) ∪
σ′(Iw)]�
=� |σ′(Ax1)| = 7 ����� [σ′(Ax1) \ σ′(Av)] ∩ [σ′(Iw) ∪ σ′(Aw)] �= ∅� ��� |σ′(Ax1) \
σ′(Av)| ≥ 7 − 3 + 1 = 5� -� ������ ���� ��� ������� c1 ∈ [σ′(Ax1) \ σ′(Av)] ∩
[σ′(Iw)∪σ′(Aw)]� =����� |σ′(Ax1)| ≤ 6 �� ����� |σ′(Ix1)∪σ′(Av)| ≤ 8+3−1 = 10 V
�� ������ ���� ��� ������� c1 ∈ [σ′(Aw) ∪ σ′(Iw)] \ [σ′(Ix1) ∪ σ′(Av)]� )��� �#���
������ ���� �������� ���������� c2 �� c3� ��&������� �� c1 � ����#��� "�� ��#���
%��� �&������ �������#����� ��� ���������� (v, vx2) �� (v, vx3)� 6��� ��� %���
$���� ��� ��� ���� i� i ∈ {2, 3}� �� |σ′(Axi

)| = 7 ����� �� ������ �� ����� ��������
��� |σ′(Axi

) \ (σ′(Av) ∪ {c1}| ≥ 7 − 3 + 1 − 1 = 4 �� �� |σ′(Axi
)| ≤ 6 �� ������

�� �������� ���������� ��� |σ′(Ixi
) ∪ σ′(Av) ∪ {c1}| ≤ 8 + 3 − 1 + 1 = 11�

����� �� ��� ���� σ(v, vx1) = c1� σ(v, vx2) = c2 �� σ(v, vx3) = c3� E����������
����� ���� �#��� |F σ

G(w, wv)| = |σ(Aw) ∪ σ(Iw) ∪ σ(Iv)| ≤ 12 + 2 = 14 =
Δ(G)+6� �� ������ ��� ������� a ����� "�� a /∈ F σ

G(w, wv) �� �� ��� σ(w, wv) = a�

7�: dG(w) = 7� Δ(G) = 8 �� |σ′(Aw)| = 6�
���� �� ��� ���� �#��� |σ′(Aw) ∪ σ′(Iw)| = 12 �� 1	 �������� ��������� *�
��������� �� �%�� �������� "�� ���� �� ��� ��������� �� ��� ���������� ���
����� ���������� (v, vx1)� (v, vx2) �� (v, vx3) �� ��������� ����� �������� ����������
c1, c2, c3 ������ "�� c1 ∈ [σ′(Aw) ∪ σ′(Iw)]� ����� �� ������ ��� ������� a ����� "��
a /∈ F σ

G(w, wv) �� �� ��� σ(w, wv) = a�

7�: dG(w) = 8� Δ(G) = 8 �� |σ′(Aw)| ≥ 6�
���� �� ��� ���� �#��� 13 ≤ |σ′(Aw)∪σ′(Iw)| ≤ 14 �� 1	 �������� ��������� @���
���� i� 1 ≤ i ≤ 3� �� |σ′(Axi

)| = 7 ����� |[σ′(Axi
)\σ′(Av)]∩ [σ′(Aw)∪σ′(Iw)]| ≥ 3

��� |σ′(Axi
) \ σ′(Av)| ≥ 7 − 3 + 1 = 5� =����� |σ′(Axi

)| ≤ 6 �� ����� |[σ′(Aw) ∪
σ′(Iw)]\ [σ′(Ixi

)∪σ′(Av)]| ≥ 13−8−3+1 = 3� )��� ��#��� ���� ����#�� �����
�������� ���������� c1, c2, c3 ∈ σ′(Aw) ∪ σ′(Iw) ������ "�� c1 /∈ [σ′(Ix1) ∪ σ′(Av)]�
|σ′(Ax1) ∪ {c1}| ≤ 7� c2 /∈ [σ′(Ix2) ∪ σ′(Av)]� |σ′(Ax2) ∪ {c2}| ≤ 7� c3 /∈ [σ′(Ix3) ∪
σ′(Av)] �� |σ′(Ax3) ∪ {c3}| ≤ 7� )��� ����� ����� σ(v, vx1) = c1� σ(v, vx2) = c2

�� σ(v, vx3) = c3� E���������� ���� �#��� |F σ
G(w, wv)| ≤ 14 = Δ(G) + 6 V ��

������ ���� ��� ������� a ����� "�� a /∈ F σ
G(w, wv) �� ���� ����� σ(w, wv) = a�

7$: Δ(G) = 9 �� |σ′(Aw)| ≥ 6�
6���������� ���� ������� �� ��� dG(w) = 7� )��� �#��� ����� |F σ′

G (w, wv)| =
|σ′(Iw)∪σ′(Aw)∪σ′(Iv)| ≤ 6+6+3 = 15 ≤ Δ(G)+6 V �� ������ ���� ��� �������
a ����� "�� a /∈ F σ

G(w, wv) �� ���� ����� σ(w, wv) = a�
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=������ ���������� dG(w) = 8� ���� �� ��� ���� �#��� 13 ≤ |σ′(Aw) ∪
σ′(Iw)| ≤ 14 �� 1J �������� ��������� )��� ������ ���#�� ������� "���� ���
���������� ��� ����� ���������� (v, vx1)� (v, vx2) �� (v, vx3) �� ��������� �����
�������� ���������� c1, c2, c3 ������ "�� c1, c2 ∈ [σ′(Aw) ∪ σ′(Iw)]� @��� ����
i ∈ {1, 2}� �� |σ′(Axi

)| = 7 ����� �� ������ �� ����� �������� ��� ci ���
|[σ′(Axi

) \σ′(Av)]∩ [σ′(Aw)∪σ′(Iw)]| ≥ 2 ��� |σ′(Axi
) \σ′(Av)| ≥ 7− 3+1 = 5 V

�� |σ′(Axi
)| ≤ 6 ����� �� ������ �� ����� �������� ��� ci ��� |[σ′(Aw) ∪

σ′(Iw)] \ [σ′(Ixi
) ∪ σ′(Av)]| ≥ 13 − 9 − 3 + 1 = 2� E���������� �� |σ′(Ax3)| = 7

����� �� ������ �� ����� �������� ��� c3 ��� |σ′(Ax3) \ (σ′(Av) ∪ {c1, c2})| ≥
7− 3 + 1− 2 = 3� �� �� |σ′(Ax3)| ≤ 6 ����� �� ������ �� �������� ���������� ���
c3 ��� |σ′(Ix3) ∪ σ′(Av) ∪ {c1, c2}| ≤ 9 + 3 − 1 + 2 = 13� ����� �� ��� ����#��
��� ����� �������� ������� c1� c2 �� c3 �� �� ��� σ(v, vx1) = c1� σ(v, vx2) = c2 ��
σ(v, vx3) = c3�

E���������� ����� ���� �#��� |F σ
G(w, wv)| ≤ 14+1 = 15 ≤ Δ(G)+6� �� ������

��� ������� a ����� "�� a /∈ F σ
G(w, wv) �� ���� ����� σ(w, wv) = a�

7�: Δ(G) = 10 �� |σ′(Aw)| = 7�

6� ��� ��� ��������� �� ��� (c)� ���� �� ���#��� �F� ���#��� ��� ���#� ��������

���� �� ��� ���� �#��� 13 ≤ |σ′(Aw) ∪ σ′(Iw)| ≤ 14 �� 1
 �������� ���������
)��� ���#��� ������� "���� ��� ���������� ��� ����� ���������� (v, vx1)� (v, vx2)
�� (v, vx3) �� ��������� ����� �������� c1, c2, c3 ���������� ������ "�� c1 ∈ [σ′(Aw)∪
σ′(Iw)]�

=� |σ′(Ax1)| = 7 ����� [σ′(Ax1) \ σ′(Av)] ∩ [σ′(Iw) ∪ σ′(Aw)] �= ∅� ��� |σ′(Ax1) \
σ′(Av)| ≥ 7 − 3 + 1 = 5� ����� �� ������ ��� ������� c1 ∈ [σ′(Ax1) \ σ′(Av)] ∩
[σ′(Iw)∪σ′(Aw)]� =����� |σ′(Ax1)| ≤ 6 �� ����� |σ′(Ix1)∪σ′(Av)| ≤ 10+3−1 = 12 V
���� �� ������ ��� ������� c1 ∈ [σ′(Aw) ∪ σ′(Iw)] \ [σ′(Ix1) ∪ σ′(Av)]�

)��� �#��� ������ ���� �������� ���������� c2 �� c3 � ����#��� ������ ��� ����
���������� �� c1� "�� ��#��� %��� �&������ �������#����� ��� ���������� (v, vx2)
�� (v, vx3)� 6�� ���������� ��#��� %��� ��������� ��� ��� ���� i� i ∈ {2, 3}� ��
|σ′(Axi

)| = 7 �� ������ �� ����� �������� ��� ci ��� |σ′(Axi
)\ (σ′(Av)∪{c1}| ≥

7− 3 + 1− 1 = 4 �� �� |σ′(Axi
)| ≤ 6� �� ������ �� �������� ���������� ��� ci ���

|σ′(Ixi
) ∪ σ′(Av) ∪ {c1}| ≤ 10 + 3 − 1 + 1 = 13�

����� ���� ��#��� ���� σ(v, vx1) = c1� σ(v, vx2) = c2 �� σ(v, vx3) = c3�
E���������� ����� ���� �#��� |F σ

G(w, wv)| ≤ 14+2 = 16 = Δ(G)+6� �� ������
��� ������� a ����� "�� a /∈ F σ

G(w, wv) �� ���� ��#��� ���� σ(w, wv) = a�

-� ����� ���������� � �������� ����������� (v, vw)� =� |σ(Aw)| = 7 ����� �� ������ ���
������� b ����� "�� b ∈ σ(Aw)\ [σ(Av)∪σ(Iv))] ��� |σ(Av)∪σ(Iv)| ≤ 6 �� ���� �����
σ(v, vw) = b� =����� |σ(Aw)| ≤ 6 �� �� ������ ��� ������� b ����� "�� b /∈ F σ

G(v, vw)
��� |F σ

G(v, vw)| = |σ(Av)∪ σ(Iv)∪ σ(Iw)| ≤ 3 + 3 + 8 = 14 ≤ Δ(G) + 6� )��� �����
���� σ(v, vw) = b�

	� G �������� ��� ��%�� vw ����� "�� dG(v) = 5 �� 5 ≤ dG(w) ≤ 6�



��(� ������ 3'��������� 3�

0������ ������� "�� Δ(G) ≥ 8� ������ �� ���������� �� G� �� ����� G′ =
G \ vw ����� ��� (Δ(G) + 7, 7)(���������� ����������� σ′� )��� �������� σ′ � ���
(Δ(G) + 7, 7)(���������� ����������� σ �� G ����� �����
6���� |F σ′

G (w, wv)| = |σ′(Aw) ∪ σ′(Iw) ∪ σ′(Iv)| ≤ 5 + 5 + 4 = 14 ≤ Δ(G) + 6� ��
������ ��� ������� a ����� "�� a /∈ F σ′

G (w, wv) �� ���� ����� σ(w, wv) = a�
E���������� ����� |F σ

G(v, vw)| = |σ′(Av)∪σ′(Iv)∪σ′(Iw)∪{a}| ≤ 4+4+5+1 = 14 ≤
Δ(G)+6� �� ������ ��� ������� b ����� "�� b /∈ F σ

G(v, vw) �� ���� ����� σ(v, vw) = b�

-� ��� $����� �� #���F�� "�� ���� ���� ��� ���� ���� �#��� ������ ��� (Δ(G) + 7, 7)(
���������� ����������� �� G� 6��� ��������� ����� � ������� �� �� �������� ��� ���#��

'%3 &������ 32��!������

)��� ���#��� ���� ����� ������� �� �������� ���#��� �

0����1� "-2-� 1��� ������ 3��������� G ����� ��� (Δ(G) + 4, 3)���������� �������
������ .��	�� χi(G) ≤ Δ(G) + 4�

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���������� �� ��� ��� ������ ���������
=��� G �� ����� 3(�������� �� �������� =� Δ(G) ≤ 3� ����� ������ �� 5������� ��1�	
χi(G) ≤ 2Δ(G) < Δ(G) + 4 = 7 �� ������������� ����� (Δ(G) + 4)(���������� �����������
�� G ��� ��� (Δ(G) + 4, 3)(���������� ������������

=������ ��������� Δ(G) ≥ 4� 0��������� �� ���������� ��� �� ������ �� �������
�� G� �� �������� ��� �������� �� G � �� ��� 5 ������� � ���� �� ���� G ⊆ K5 �� ������
�� 5������� 1 ���� �#��� χi(G) ≤ χi(K5) = Δ(K5) + 1 = 5� �� ������������� ����� 5(
���������� ����������� �� G ��� ��� (Δ(G)+ 4, 3)(���������� ������������ =������ "�� G
� n + 1 �������� n ≥ 5� �� "�� �� �������� ��� #��� ��� ���� ����� 3(�������� �� ����
��� n ��������

=��� v �� ������ �� G �� ����� �������� 6���� G ��� 3(��������� ���� �#��� �����
dG(v) ≤ 3� )��� �#��� ���� ����� ��� � ���������� �� $������� �� ����� �� v �

1� v ��� �� ����� 1�
=��� w �� ���� #����� �� v ���� G 7#��� 8����� ���1�(1):� @�� � ������ �� �����������
�� ����� G′ = G \ v ����� ��� (Δ(G) + 4, 3)(���������� ����������� σ′� )��� �#���
|F σ′

G (w, wv)| = |σ′(Iw) ∪ σ′(Aw)| ≤ Δ(G) − 1 + 3 = Δ(G) + 2� -� ������ ���� ���
������� a ����� "�� a /∈ F σ′

G (w, wv)� *� ����� σ(w, wv) = a �� σ(v, vw) = b� ���
��� ������� b ∈ σ′(Aw)� σ′ ��� ������� � ��� (Δ + 4, 3)(���������� ����������� σ ��
G�

�� v ��� �� ����� 2�
=��� u� w ��� ���� #������ �� v ���� G 7#��� 8����� ���1�(2):� @�� � ������ ��
����������� �� ����� G′ = G \ v ����� ��� (Δ(G) + 4, 3)(���������� ����������� σ′�
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�	�� ���1 + 6��F��������� ��� �� ���#� �� 5������� ��K�1

)��� ������ ������� σ′ � ��� (Δ(G)+4, 3)(���������� ����������� σ �� G ����� �����
)��� ����� ���� ������� σ(v, vu) = a ��� ��� ������� a ∈ σ(Au) 7�� dG(u) = 1�
���� �#��� ����� �� ��� 1:� E���������� �� |σ′(Aw)| ≥ 2� �� ������ ����� ��� �������
b ∈ σ′(Aw)\{a}� =����� ����� |F σ′

G (v, vw)| = |σ′(Iw)∪{a}| ≤ Δ(G)−1+1 = Δ(G)�
�� ������ ��� ������� b ��������� �� a ����� "�� b /∈ F σ′

G (v, vw)� )��� ����� �����
σ(v, vw) = b�

@��� �������� ��� ���� ���������� (u, uv) �� (w, wv)� ����� a ∈ σ′(Au)� |F σ′
G (u, uv)| =

|σ′(Iu)∪σ′(Au)∪{a, b}| ≤ Δ(G)−1+3+2−1 = Δ(G)+3� -� ������ ��� ������� c �����
"�� c /∈ F σ′

G (u, uv)� �� �� �%�� $�C��� ����� b ∈ σ(Aw) ���� �#��� |F σ′
G (w, wv)| ≤

Δ(G) + 3 �� �� ������ ��� ������� d ����� "�� d /∈ F σ′
G (w, wv)� *� ����� σ(u, uv) = c

�� σ(w, wv) = d� σ′ ��� ������� � ��� (Δ(G) + 4, 3)(���������� ����������� σ �� G�

2� v ��� �� ����� 3�

=��� u1� u2 �� u3 ��� ����� #������ �� v ���� G 7#��� 8����� ���1�(3):� @�� � ������
�� ����������� �� ����� G′ = G \ v ����� ��� (Δ(G) + 4, 3)(���������� �����������
σ′� )��� ������ ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 4, 3)(���������� ����������� σ �� G�

@��� ������� �� ��� ���� �#��� ������ �� ��F��� "���"��� ��������� �

( ∀ i �� j� i �= j� 1 ≤ i, j ≤ 3� Bi,j := (σ′(Iui
) ∪ σ′(Aui

)) ∩ σ′(Auj
)

( B :=
⋃

1≤i,j≤3 Bi,j � i �= j�

0����"���� "�� ����� |F σ′
G (v, vui)| ≤ Δ(G) − 1 �� ����� ���� �#��� Δ(G) + 4

��������� ���� ��#��� ������ ���� ���� �� ���������� "�� |σ′(Aui
)| = 3 ��� ����

i� 1 ≤ i ≤ 3� )��� ����������� ���������� "����� ����(��� �� $������� ��� ������ ���
ui��� 1 ≤ i ≤ 3 �

7�: ∀ i� 1 ≤ i ≤ 3� dG(ui) < Δ(G)�

���� �� ��� ����� ���� �#��� |σ′(Aui
)| = 3 ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� �� ������

3 �������� �� ����� ��� �������� ��� ���������� (v, vui)� )��� ��#��� ����
����#�� 3 �������� ���������� a1� a2� a3 ������ "�� ai /∈ F σ′

G (v, vui) �� ai ∈ σ′(Aui
)

��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� )��� ����� σ(v, vui) = ai ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3�
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@��� �������� ��� ����� ���������� �� �� $���� (ui, uiv)� 1 ≤ i ≤ 3� ����� ai ∈
σ′(Aui

)� ���� �#��� |F σ
G(ui, uiv)| = |σ(Iui

)∪ σ(Aui
)∪ {a1, a2, a3}| ≤ Δ(G)− 2 +

3 + 3 − 1 = Δ(G) + 3 ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� -� ������ ���� ����� �������� b1�
b2� b3 7��� �������������� ����������: ������ "�� bi /∈ F σ

G(ui, uiv)� 1 ≤ i ≤ 3� *�
����� σ(ui, uiv) = bi ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� σ′ ��� ������� � ��� (Δ(G)+4, 3)(
���������� ����������� σ �� G�

7�: !� ���� ��� ������� ui ��� �� ����� Δ(G)�
=��� ���� �� ���������� �� ��� ������ dG(u1) < Δ(G)� dG(u2) < Δ(G) ��
dG(u3) = Δ(G)�
6���� |σ′(Iu3) ∪ σ′(Au3)| = Δ(G) − 1 + 3 = Δ(G) + 2 �� |σ′(Au1)| = 3� ��
������� B3,1 �= ∅� =��� a1 ∈ B3,1� 6���� |σ′(Aui

)| = 3 ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� ��
������ ���� �������� ���������� a2 �� a3 ��&������� �� a1 ������ "�� a2 ∈ σ′(Au2)
�� a3 ∈ σ′(Au3)� )��� ����� σ(v, vui) = ai ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3�
E���������� �� ����� � �������� ��� ����� ���������� �� �� $���� (ui, uiv)� 6����
a1 ∈ B3,2 �� a3 ∈ σ′(Au3) ���� �#��� �

|F σ
G(u3, u3v)| = |σ′(Iu3) ∪ σ(Au3) ∪ {a1, a2, a3}|

≤ Δ(G) − 1 + 3 + 3 − 1 − 1 = Δ + 3

�� ����� ai ∈ σ′(Aui
) ��� i = 1, 2 ���� �#��� �

|F σ′
G (ui, uiv)| = |σ′(Iui

) ∪ σ′(Aui
) ∪ {a1, a2, a3}|

≤ Δ(G) − 2 + 3 + 3 − 1 = Δ + 3�

-� ������ ���� ����� �������� b1� b2� b3 ������ "�� bi /∈ F σ′
G (ui, uiv) ∪ {a1, a2, a3}�

1 ≤ i ≤ 3� *� ����� σ(ui, uiv) = bi ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� σ′ ��� ������� � ���
(Δ(G) + 4, 3)(���������� ����������� σ �� G�

7�: !� ���� ������ ���� ��� ui ��� �� ����� ��$������ � Δ(G)�
=��� ���� �� ���������� �� ��� ������ dG(u1) < Δ(G) �� dG(u2) = dG(u3) =
Δ(G)�
6���� ���� �� ��� ��������� ����� |σ′(Iu2) ∪ σ′(Au2)| = Δ(G) − 1 + 3 =
Δ(G)+2� |σ′(Au1)| = 3 �� ����� ���� �#��� Δ(G)+4 ��������� ���� ��������
B2,1 �= ∅� �� �� �%�� $�C��� ���� �������� B3,2 �= ∅�
�� =������ ������� "�� B2,1 �= B3,2�

=����� a1 ∈ B2,1� a2 ∈ B3,2 \ {a1} �� a3 ∈ σ′(Au3) \ {a1, a2}� )��� �����
σ(v, vui) = ai ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3�
@��� �������� ��� ����� ���������� (ui, uiv)� 1 ≤ i ≤ 3� ����� a1 ∈ σ′(Au1)
���� �#��� �

|F σ
G(u1, u1v)| = |σ′(Iu1) ∪ σ(Au1) ∪ {a1, a2, a3}|

≤ Δ(G) − 2 + 3 + 3 − 1 = Δ(G) + 3
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�� ����� ai ∈ Bi+1,i ��� i = 1, 2 �� aj ∈ σ′(Auj
) ��� j = 2, 3� ����

�#��� �
|F σ

G(ui, uiv)| = |σ′(Iui
) ∪ σ(Aui

) ∪ {a1, a2, a3}|
≤ Δ(G) − 1 + 3 + 3 − 1 − 1 = Δ(G) + 3�

-� ������ ���� ����� �������� b1� b2� b3 ������ "�� bi /∈ F σ
G(ui, uiv)� 1 ≤ i ≤ 3�

*� ����� σ(ui, uiv) = bi ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� σ′ ��� ������� � ���
(Δ(G) + 4, 3)(���������� ����������� σ �� G�

��� =������ ���������� "�� B2,1 = B3,2�
=����� a1 ∈ B2,1 = B3,2� a2 ∈ σ′(Au2) \ {a1} �� a3 ∈ σ′(Au3) \ {a1, a2}� )���
����� σ(v, vui) = ai ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3�
@��� �������� ��� ����� ���������� (ui, uiv)� 1 ≤ i ≤ 3� ����� a1 ∈ σ′(Au1)
���� �#��� �

|F σ
G(u1, u1v)| = |σ′(Iu1) ∪ σ(Au1) ∪ {a1, a2, a3}|

≤ Δ(G) − 2 + 3 + 3 − 1 = Δ(G) + 3

�� ����� a1 ∈ B2,1 = B3,2 �� aj ∈ σ′(Auj
) ��� j = 2, 3� ���� �#��� �

|F σ
G(ui, uiv)| = |σ′(Iui

) ∪ σ(Aui
) ∪ {a1, a2, a3}|

≤ Δ(G) − 1 + 3 + 3 − 1 − 1 = Δ(G) + 3�

-� ������ ���� ����� �������� b1� b2� b3 ������ "�� bi /∈ F σ
G(ui, uiv)� 1 ≤ i ≤ 3�

*� ����� σ(ui, uiv) = bi ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� σ′ ��� ������� � ���
(Δ(G) + 4, 3)(���������� ����������� σ �� G�

7�: dG(u1) = dG(u2) = dG(u3) = Δ(G)�
)��� ���#��� ���� ������� "�� ���� �� ��� |B| ≥ 2� �� �� �%�� $�C�� "��
���� ��� ��� (b) �� (c) ���� �������� Bi,j �= ∅ ��� ���� i �� j� 1 ≤ i, j ≤ 3
�� ���� |B| ≥ 1� =������ ���������� |B| = |{x}| = 1� *� �������� �������
((σ′(Iui

)∪A′
ui

)∩A′
uj

) = {x} ��� ���� i �� j� 1 ≤ i, j ≤ 3� )��� �������� ���� �

|σ′(Au1) ∪ σ′(Iu1) ∪ σ′(Au2) ∪ σ′(Au3)| = Δ(G) − 1 + 3 + 3 + 3 − 1 − 1

= Δ(G) + 6� 73:

E��� �� �������� 73: ��� �� ������������� �#�� �� $��� "�� σ′ ��� ��� (Δ(G)+4, 3)(
���������� ������������ �� ���� �������� ���� |B| ≥ 2�
=����� a1 �� a2 ���� �������� ���������� �� B� =��� ���� �� ���������� �� ���
������ a1 ∈ B2,1 �� a2 ∈ B3,2�

�� =������ ������� "�� B1,3 \ {a1, a2} �= ∅�
=��� a3 ��� ������� �� B1,3 \ {a1, a2}� )��� ����� σ(v, vui) = ai ��� ����
i� 1 ≤ i ≤ 3�
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6���� ai ∈ Bj,i = (σ′(Iuj
) ∪ σ′(Auj

)) ∩ σ′(Aui
)� 7j = i + 1 ��� 3: ��

ai ∈ σ′(Aui
) ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� ���� �#��� �

|F σ
G(ui, uiv)| = |σ′(Iui

) ∪ σ′(Aui
) ∪ {a1, a2, a3}|

≤ Δ(G) − 1 + 3 + 3 − 1 − 1 = Δ(G) + 3�

-� ������ ���� ����� �������� b1� b2� b3 ������ "�� bi /∈ F σ
G(ui, uiv)� 1 ≤ i ≤ 3�

*� ����� σ(ui, uiv) = bi ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� σ′ ��� ������� � ���
(Δ(G) + 4, 3)(���������� ����������� σ �� G�

��� =������ ���������� "�� B1,3 \ {a1, a2} = ∅�
6���� B1,3 �= ∅ �� ��� ������ ���� ���� �� ���������� a2 ∈ B1,3� =���
a3 ∈ σ′(Au3) \ {a1, a2}� )��� ����� σ(v, vui) = ai ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3�
6���� ai ∈ Bj,i = (σ′(Iuj

) ∪ σ′(Auj
)) ∩ σ′(Aui

)� 7j = i + 1 ��� 3: ��
ai ∈ σ′(Aui

) ��� i = 1, 2� ���� �#��� �

|F σ
G(ui, uiv)| = |σ′(Iui

) ∪ σ′(Aui
) ∪ {a1, a2, a3}|

≤ Δ(G) − 1 + 3 + 3 − 1 − 1 = Δ(G) + 3

�� ����� a2 ∈ σ′(Iu1) ∪ σ′(Au1) �� a1 ∈ σ′(A − u1) ���� �#��� �

|F σ
G(u1, u1v)| = |σ′(Iu1) ∪ σ′(Au1) ∪ {a1, a2, a3}|

≤ Δ(G) − 1 + 3 + 3 − 1 − 1 = Δ(G) + 3�

-� ������ ���� ����� �������� b1� b2� b3 ������ "�� bi /∈ F σ
G(ui, uiv)� 1 ≤ i ≤ 3�

*� ����� σ(ui, uiv) = bi ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� σ′ ��� ������� � ���
(Δ(G) + 4, 3)(���������� ����������� σ �� G�

-� ��� $����� �� #���F�� "�� ���� ���� ��� ���� ���� �#��� ������ ��� (Δ(G)+4, 3)(����������
����������� �� G �� �� �������� ��� ���#��

6���� �� $������ ��� ������ �������� ���� ��������� ��� 3(���������� �� ���"����
�� 5������� ��K�1� �� ������� �

��������� "-2-" ���� ���� ������ ������� 	��	 ������� G� χi(G) ≤ Δ(G) + 4�

'%4 &������ �� ��!�� ��"�� ��-���� �����

���� ����� ������� ���� ������ ������� ��� ������ �� ����� �� �� ������� ������

0������ ���� ������� "�� ��� �� ����� G� �� ����� �� �� ������� �� G� ����
dmm(G)� ��� �� ������� ��� ������ �� ��� dm(H) = 2 · |E(H)|/|V (H)| ��� ��� ���� ���
����(������ H �� G�
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u

c

v

w

d

G′

a b

�	�� ���� + 6��F�������� ��� �� ���#� �� 5������� ����1

0����1� "-4-� 1��� ������ G ���� dmm(G) < 3 ����� ��� (Δ(G) + 3, 2)����������
������������ .��	�� χi(G) ≤ Δ(G) + 3�

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���������� �� ��� ��� ������ ���������
=������ "�� �� �������� ��� $��� �� ���� G �� ��� ���� ������(������� -� ��� $����� ��
#���F�� "�� Δ(G) ≥ 3 � ������� �� �&�� "�� Δ(G) ≤ 2 V ���� �#��� ������ �� 5�������
��1�	 χi(G) ≤ 2Δ(G) ≤ Δ(G) + 2 �� ����� (Δ(G) + 2)(���������� ����������� �� G ���
������������� ��� (Δ(G) + 3, 2)(���������� ������������

=��� v �� ������ �� ����� ������� ���� G V ����� dmm(G) < 3 ����� dG(v) ≤ 2�
)��� �#��� ���� ���� ��� � ���������� �� $������� �� ����� �� v �

1� v ��� �� ����� 1�

=��� u �� ���� #����� �� v ���� G �� G′ = G \ v� ������ �� ���������� �� G� G′

����� ��� (Δ(G) + 3, 2)(���������� ����������� σ′� )��� ������ ������� σ′ � ���
(Δ(G) + 3, 2)(���������� ����������� σ �� G�

6���� |F σ
G(u, uv)| = |σ′(Iu) ∪ σ′(Au)| ≤ Δ(G) − 1 + 2 = Δ(G) + 1� �� ������ ���

������� a ����� "�� a /∈ F σ
G(u, uv)� *� ����� σ(u, uv) = a �� σ(v, vu) = b� ��� ���

������� b ∈ σ′(Au)� σ′ ��� ������� � ��� (Δ(G)+ 3, 2)(���������� ����������� σ �� G�

�� v ��� �� ����� 2�

=����� u �� w ��� ���� #������ �� v ���� G 7#��� 8����� ����: �� G′ = G\v� ������ ��
���������� �� G� G′ ����� ��� (Δ(G) + 3, 2)(���������� ����������� σ′� )��� ������
������� σ′ � ��� (Δ(G) + 3, 2)(���������� ����������� σ �� G�

6���� σ′(Au) �= ∅� �� ������ ��� ������� a ∈ σ′(Au) �� ���� ����� σ(v, vu) = a� =�
|σ′(Aw)| = 2� �� ������ ����� ��� ������� b ∈ σ′(Aw)\{a} V ������ ����� |F σ

G(v, vw)| =
|σ′(Iw)∪{a}| ≤ Δ(G)−1+1 = Δ(G)� �� ������ ��� ������� b ����� "�� b /∈ F σ

G(v, vw)∪
{a}� )��� ����� σ(v, vw) = b�

E���������� ����� a ∈ σ′(Au) ���� �#��� |F σ
G(u, uv)| = |σ′(Iu) ∪ σ′(Au) ∪ {a, b}| ≤

Δ(G)−1+2+2−1 = Δ(G)+2 V �� ������ ���� ��� ������� c ����� "�� c /∈ F σ
G(u, uv)� ��

�� �%�� $�C�� �� ������ ��� ������� d ����� "�� d /∈ F σ
G(w, wv)� *� ����� σ(u, uv) = c

�� σ(w, wv) = d� σ′ ��� ������� � ��� (Δ(G) + 3, 2)(���������� ����������� σ �� G�



��)� ������ �� ����� ��*�� �� 	��� ����� 		

v

u1 u2 u3 u4 u5

w1 w2 w3 w4

v

w

v

w2w1

(2) dG(w2) < 5 (3) dG(v) = 5(1) dG(v) = 1

a1 a2 a3 a4 a5
w5

�	�� ���2 + 6��F��������� ���������� ��� �� 5������� ����2

����� ���� ��� ���� ��� ���� �������� ��� (Δ(G)+3, 2)(���������� ����������� �� G� 6���
��������� ����� � ������ �� �� �������� ��� ���#��

���� �� ��� ��� ������ ��������� ���� �������� �

��������� "-4-" 1��� ������ ������� G �� ���� g ≥ 6 ����� ��� (Δ(G) + 3, 2)�
��������� ������������ .��	�� χi(G) ≤ Δ(G) + 3�

.��(-������ �� @��������� 1�J�J ���� �#��� dmm(G) < 2g/(g−2) ≤ (2×6)/(6−2) = 3
�� ���� �������� �� �������� ��_�� �� 5������� ����1�

���� �� ��� �W �� ����� ��� �� ����� ������� �� ����� 	� �� �������� �������� ���
%��� �������� �

0����1� "-4-$ 1��� ������ G ���� dmm(G) < 3 �� Δ(G) ≥ 5 ����� ��� (Δ(G)+2, 2)�
��������� ������������ .��	�� χi(G) ≤ Δ(G) + 2�

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���������� �� ��� ��� ������ ���������
=������ "�� �� �������� ��� $��� �� ���� G �� ��� ���� ������(������� )��� ��������
������� "�� G �� ��� �������� ������ ��� ���F��������� ����������� �� �� 8����� ���2
����� ����(����� ������ �

1� 6��F�������� (1)�
=��� w �� ���� #����� �� v ���� G �� G′ = G \ v� ������ �� ���������� �� G� G′

����� ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ′� )��� ������ ������� σ′ � ���
(Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ �� G�
6���� |F σ

G(w, wv)| = |σ′(Iw) ∪ σ′(Aw)| ≤ Δ(G) − 1 + 2 = Δ(G) + 1� �� ������ ���
������� a ����� "�� a /∈ F σ

G(w, wv)� *� ����� σ(w, wv) = a �� σ(v, vw) = b� ��� ���
������� b ∈ σ′(Aw)� σ′ ��� ������� � ��� (Δ(G)+2, 2)(���������� ����������� σ �� G�

�� 6��F�������� (2)�
=����� w1� w2 ��� ���� #������ �� v ���� G �� G′ = G\ v� ������ �� ���������� �� G�
G′ ����� ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ′� )��� ������ ������� σ′ � ���
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(Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ �� G�

6���� |F σ
G(w1, w1v)| = |σ′(Iw1)∪σ′(Aw1)| ≤ Δ(G)−1+2 = Δ(G)+1 �� ����� ����

�#��� Δ(G) + 2 �������� ��������� �� ������ ��� ������� a ����� "�� a /∈ F σ
G(w1, w1v)�

)��� ����� σ(w1, w1v) = a� =� |σ′(Aw2) \ {a}| ≥ 1 �� ������ ����� ��� ������� b ∈
σ′(Aw2) \ {a}� ������ ����� |F σ

G(v, vw2)| = |σ′(Iw2) ∪ {a}| ≤ 3 + 1 = 4 ≤ Δ(G) − 1�
�� ������ ��� ������� b ����� "�� b /∈ F σ

G(v, vw2)� )��� ����� σ(v, vw2) = b�

E���������� �� |σ′(Aw1) \ {b}| ≥ 1 �� ������ ����� ��� ������� c ∈ σ′(Aw1) \ {b}� ������
����� |F σ

G(v, vw1)| = |σ(Iw1) ∪ {b}| ≤ Δ(G) + 1� �� ������ ��� ������� c ����� "��
c /∈ F σ

G(v, vw1)� )��� ����� σ(v, vw1) = c�

6���� |F σ
G(w2, w2v)| = |σ′(Iw2)∪σ(Aw2)∪{c}| ≤ 3+2+1 = 6 ≤ Δ(G)+1� �� ������

��� ������� d ����� "�� d /∈ F σ
G(w2, w2v)� *� ����� σ(w2, w2v) = d� σ′ ��� ������� �

��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ �� G�

2� 6��F�������� (3)�

=����� ui� 1 ≤ i ≤ 5� ��� ���" #������ �� v �� wi ������� #����� �� ui ���� G 7#���
8����� ���2�(3):� =��� G′ = G \ v� ������ �� ���������� �� G� G′ ����� ��� (Δ(G)+
2, 2)(���������� ����������� σ′� )��� ������ ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 2, 2)(����������
����������� σ �� G�

=����� ai = σ′(wi, wiui)� 1 ≤ i ≤ 5� 6���� ���� �#��� Δ(G) + 2 ≥ 7 ��������� ��
������ ��� ������� x ��������� �� ai ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 5�

6���� |F σ′
G (ui, uiwi)| = |σ′(Iwi

)| ≤ Δ(G) ���� �#��� ���� ����� �� �������� ���
�������� ����������� (ui, uiwi) ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 5� ?� ��� ���� ������ "��
σ′(ui, uiwi) �= x ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 5� )��� ����� σ(ui, uiv) = x ��� ���� i�
1 ≤ i ≤ 5�

6���� F σ
G(v, vui) = {x, σ′(ui, uiwi)} ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 5� �� ���� �#��� �� �����

7 ��������� �� ������ 5 �������� ���������� c1� c2 �. . .� c5 ������ "�� ci /∈ {x, σ′(ui, uiwi)}�
1 ≤ i ≤ 5� *� ����� σ(v, vui) = ci ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 5� σ′ ��� ������� � ���
(Δ(G) + 2, 2)(���������� ��������� σ �� G�

����� ���� ���� ��� ��� ���� �������� ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� �� G� ��
"�� ��������� ����� � �������

)��� ������ ������� ���������� "���� ����� �� ��������� ������ ��� ���F���������
�� �� 8����� ���2 � �������������� �� ����� �� �� ������� �� ����� 2� ������������� �
����� � �������

)��� ��������� �� �������� �� ������������ ���#���� �

70: ���� ������ �� ����� �� ����� 5 ����� 1/2 � ������ �� ��� 2(#�������

)��� ������ ���������� #���F�� "�� �� ���#��� ����� d∗ �� ���� ������ �� G ��� �� �����
3 �� "�� ��������� ��� ������ dmm(G) < 3� =��� v �� ������ ���� G� ���� �����������
���� ��� ��� �������� ����� �� ����� dG(v) �� v 7����� G �� �������� �� �� ���F��������
���2(1)� ���� �#��� dG(v) ≥ 2: �

1� dG(v) = 2�



��)� ������ �� ����� ��*�� �� 	��� ����� 	


6���� G �� �������� �� �� ���F�������� ���2(2) ��� ���� #������ �� v ���� ��
����� �� ����� 5� -� ��C��� 1/2 �� ������ �� ��� #������ �� ���� �#��� ���� d∗(v) =
2 + 1/2 + 1/2 = 3�

�� 3 ≤ dG(v) ≤ 4�

���� �� ��� ���� �#��� d∗(v) = dG(v) ≥ 3�

2� dG(v) = 5�

6���� G �� �������� �� �� 6��F�������� ���2(3) �� ����� ���� ��� #������ �� v ���
�� ����� �� ����� 3 �� v ����� �� ��� 4×1/2 = 2� )��� �#��� ���� d∗(v) ≥ 5−2 = 3�

3� dG(v) = k ≥ 6�

���� �� ���� v ����� �� ��� k.(1/2) �� ���� d∗(v) ≥ k − k/2 = k/2 ≥ 6/2 = 3�

����� ���� ������ ���� G ���� �� ���#��� ����� �� ����� 3 �� �� �������� ���
���#��

����6� "-4-' �� �������� �������� �� ��� �� %��� ������ ��� ������ �� �����
������� � � �� �&��� �� ������ ��������"�� ����������� ��� � ���� ��� 3 7#��� @���������
��1�2:� �� "������� ��� ��#���� ��� ��� ������ �� ����� ������� 2 �� 3�

6���� ������������ ���� �������� ���� �� ��� ��� ������ �������� �

��������� "-4-& 1��� ������ ������� G �� ���� g ≥ 6 ���� Δ(G) ≥ 5 ����� ���
(Δ(G) + 2, 2)���������� ������������ .��	�� χi(G) ≤ Δ(G) + 2�

@��� ��� ������ �� ����� �� �� ������� ����������� ��$������ � ��`�� ���� �������� �

0����1� "-4-% 1��� ������ G ���� dmm(G) < 22/9 ����� ��� (Δ(G)+2, 2)����������
������������ .��	�� χi(G) ≤ Δ(G) + 2�

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���������� �� ��� ��� ������ ���������
-� ��Q� ����� �� ���������� �� ��� ��� ������ �� ����� ������� �� ��� 4� ��� ��� ���
������ �� ����� ������� ����������� �������� � 4 �� �������� ������� �� 5������� ����2�
=������ "�� �� �������� ��� $��� �� ���� G �� ��� ���� ������(������� -� ��� $����� ��
#���F�� "�� Δ(G) ≥ 3 � ������� �� �&�� "�� Δ(G) ≤ 2 V ���� �#��� ������ �� 5�������
��1�	 χi(G) ≤ 2Δ(G) ≤ Δ(G) + 2 �� ����� (Δ(G) + 2)(���������� ����������� �� G ���
������������� ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ������������ )��� �#��� ���� 3 ≤ Δ(G) ≤ 4�

)��� �������� ������� "�� G �� ��� �������� ������ ��� ���F��������� �����������
�� �� 8����� ���3 ����� ����(����� ������ �

1� 6��F�������� (1)�

=��� u �� ���� #����� �� v ���� G �� G′ = G \ v� ������ �� ���������� �� G� G′

����� ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ′� )��� ������ ������� σ′ � ���
(Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ �� G�
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(1) (2) (3)

u3

a

c d

b

a1 a2 a3

�	�� ���3 + 6��F��������� ��� �� ���#� �� 5������� ����J

6���� |F σ
G(u, uv)| = |σ′(Iu) ∪ σ′(Au)| ≤ Δ(G) − 1 + 2 = Δ(G) + 1� �� ������ ���

������� a ����� "�� a /∈ F σ
G(u, uv)� *� ����� σ(u, uv) = a �� σ(v, vu) = b� ��� ���

������� b ∈ σ′(Au)� σ′ ��� ������� � ��� (Δ(G)+ 2, 2)(���������� ����������� σ �� G�

�� 6��F�������� (2)�
=����� x ������� #����� �� u �� y ������� #����� �� v ���� G �� ���� G′ = G\uv� ������
�� ���������� �� G� G′ ����� ��� (Δ(G)+2, 2)(���������� ����������� σ′� )��� ������
������� σ′ � ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ �� G�
=����� σ′(u, ux) = a� σ′(v, vy) = b� σ′(x, xu) = c �� σ′(y, yv) = d�
=������ ������� "�� |{a, b, c, d}| = 4� *� ����� σ(u, uv) = d �� σ(v, vu) = c� σ′

��� ������� � ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ �� G�
=������ ���������� "�� |{a, b, c, d}| ≤ 3� 6���� Δ(G) + 2 ≥ 5� �� ��� �������
σ′ � ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ �� G �� ����� σ(u, uv) = e ��
σ(v, vu) = f ��� ���� �������� e, f /∈ {a, b, c, d}�

2� 6��F�������� (3)�
=����� u1� u2 �� u3 ��� ����� #������ �� v �� ���� wi ������� #����� �� ui� 1 ≤ i ≤ 3� ����
G� =��� G′ = G\v� ������ �� ���������� �� G� G′ ����� ��� (Δ(G)+2, 2)(����������
����������� σ′� )��� ������ �������� σ′ � ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ
�� G�
=��� ai = σ′(wi, wiui)� 1 ≤ i ≤ 3� 6���� ���� �#��� Δ(G) + 2 ≥ 5 ��������� �� ������
��� ������� x ��������� �� ai ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3�
6���� |F σ′

G (ui, uiwi)| = |σ′(Iwi
)| ≤ Δ(G) ���� �#��� �� ����� ���� ����� �� ���(

����� ��� �������� ����������� (ui, uiwi) ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� ?� ��� ���� ������
σ′(ui, uiwi) �= x ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� )��� ����� ����� σ(ui, uiv) = x ��� ���� i�
1 ≤ i ≤ 3�
6���� F σ

G(v, vui) = {x, σ′(ui, uiwi)} ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� �� ���� �#��� �� �����
5 ��������� �� ������ 3 �������� ���������� c1� c2 �� c3 ������ "�� ci /∈ {x, σ′(ui, uiwi)}�
1 ≤ i ≤ 3� *� ����� σ(v, vui) = ci ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� σ′ ��� ������� � ���
(Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� σ �� G�

����� ���� ���� ��� ��� ���� �������� ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ����������� �� G� ��
"�� ��������� ����� � �������



��)� ������ �� ����� ��*�� �� 	��� ����� 	�

)��� ������ ������� ���������� "���� ����� �� ��������� ������ ��� ���F���������
�� �� 8����� ���3 � �������������� �� ����� �� �� ������� �������� �� ���� � ��`��
������������� � ����� � �������

)��� ��������� �� �������� �� ������������ ���#���� �

70: ���� ������ �� ����� �� ����� 3 ����� 2/9 � ������ �� ��� 2(#�������

)��� ������ #���F�� "�� �� ���#��� ����� d∗ �� ���� ������ �� G ��� �� ����� 22/9
�� "�� ��������� ��� ������ dmm(G) < 22/9� =��� v �� ������ �� G� ���� �����������
���� ��� ��� �������� ����� �� ����� dG(v) �� v 7����� G �� �������� �� �� ���F��������
���3(1)� ���� �#��� dG(v) ≥ 2: �

1� dG(v) = 2�
6���� G �� �������� �� �� ���F�������� ���3(1) �� �� ���F�������� ���3(2) ��� ����
#������ �� v ���� �� ����� �� ����� 3� -� ��C��� ���� 2/9 �� ������ �� ��� #������ ��
���� �#��� d∗(v) = 2 + 2/9 + 2/9 = 22/9�

�� dG(v) = 3�
6���� G �� �������� �� �� ���F�������� ���3(3)� v ��� ��'����� � �� ��� ����
2(�������� �� ����� ���� �� ��� 2 × 2/9 = 4/9 �� ���� �#��� d∗(v) ≥ 3 − 4/9 =
23/9 ≥ 22/9�

2� dG(v) = 4�
��� �� ���� v ����� �� ��� 4 × 2/9 = 8/9 �� ���� �#��� ���� d∗(v) ≥ 4 − 8/9 =
28/9 ≥ 22/9�

����� ���� ������ ���� G ���� �� ���#��� ����� �� ����� 22/9 �� �� �������� ���
���#��

6���� ������������ ���� �������� ���� �� ��� ��� ������ �������� �

��������� "-4-! 1��� ������ ������� G �� ���� g ≥ 11 ����� ��� (Δ(G) + 2, 2)�
��������� ������������ .��	�� χi(G) ≤ Δ(G) + 2�

8���������� ��� ��� ������ �� ����� �� �� ������� ��$������ � 1J`
� ���� �������� �

0����1� "-4-2 1��� ������ G ���� dmm(G) < 16/7 �� Δ(G) ≥ 4 ����� ��� (Δ(G) +
1, 1)���������� ������������ .��	�� χi(G) = Δ(G) + 1�

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���������� �� ��� ��� ������ ���������
6���� ��� ���� ����� G� χi(G) ≥ Δ(G) + 1 7@��������� ��1��: �� ��Q� �� ���#��
"�� G ����� ��� (Δ(G)+1, 1)(���������� ������������ =������ "�� �� �������� ��� $���
�� ���� G �� ��� ���� ������(������� )��� �������� ������� "�� G �� ��� ��������
������ ��� ���F��������� ����������� �� �� 8����� ���	 ����� ����(����� ������ �

1� 6��F�������� (1)�
=��� w �� ���� #����� �� v ���� G �� G′ = G \ v� ������ �� ���������� �� G� G′

����� ��� (Δ(G) + 1, 1)(���������� ����������� σ′� )��� ������ ������� σ′ � ���
(Δ(G) + 1, 1)(���������� ����������� σ �� G�
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w

vu

u′

v

w

v

(2)
w1 w2

u1

x1 x2 x3

w3

v

(4) dG(w2) = dG(w3) = 3(1) dG(v) = 1

w′

v′

w1 w2

(3) dG(w1) < Δ(G)

b

a c

dd

c

b

a
b2

a2

b1 b3

a3

u3u2u1 u2

a1

�	�� ���	 + 6��F��������� ���������� ��� �� 5������� ����K

6���� |F σ
G(w, wv)| = |σ′(Iw)∪σ′(Aw)| ≤ Δ(G)−1+1 = Δ(G)� �� ������ ��� �������

a ����� "�� a /∈ F σ
G(w, wv)� *� ����� σ(w, wv) = a �� σ(v, vw) = b� ��� �� �����

������� b ∈ σ′(Aw)� σ′ ��� ������� � ��� (Δ(G) + 1, 1)(���������� ����������� σ � G�

�� 6��F�������� (2)�
=����� u′ ������� #����� �� u �� v′ ������� #����� �� v ���� G �� ���� G′ = G \ {u, v}�
������ �� ���������� �� G� G′ ����� ��� (Δ(G) + 1, 1)(���������� ����������� σ′�
)��� ������ ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 1, 1)(���������� ����������� σ �� G�
=����� σ′(w, wu′) = a� σ′(u′, u′w) = b� σ′(w′, w′v′) = c �� σ′(v′, v′w′) = d� )��� �����
���� ������� σ(u, uu′) = a �� σ(v, vv′) = c�
E���������� ����� F σ

G(u′, u′u) ∪ F σ
G(v, vu) = {a, b, c} �� F σ

G(u, uv) ∪ F σ
G(v′, v′v) =

{a, c, d} �� ����� ���� �#��� �� ����� Δ(G)+1 ≥ 5 �������� ��������� �� ������ ����
�������� ���������� x� y ������ "�� x /∈ {a, b, c} �� y /∈ {a, c, d}� *� ����� σ(u′, u′u) =
σ(v, vu) = x �� σ(v′, v′v) = σ(u, uv) = y� σ′ ��� ������� � ��� (Δ(G)+1, 1)(����������
����������� σ �� G�

2� 6��F�������� (3)�
=����� ui� i = 1, 2� ��� ���� #������ �� v �� wi ������� #����� �� ui ���� G� =���
G′ = G \ v� ������ �� ���������� �� G� G′ ����� ��� (Δ(G) + 1, 1)(����������
����������� σ′� )��� ������ ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 1, 1)(���������� ����������� σ
�� G�
=����� σ′(w1, w1u1) = a� σ′(u1, u1w1) = b� σ′(w2, w2u2) = c �� σ′(u2, u2w2) = d�
6���� |F σ′

G′(w1, w1u1)∪ {c}| = |σ′(Iw1) \ {a} ∪ σ′(Aw1)∪ {c}| ≤ Δ(G)− 2 + 1 + 1 =
Δ(G)� �� ��� ���� ������ "�� a �= c� )��� ����� σ(v, vu1) = a �� σ(v, vu2) = c�
6���� F σ

G(u1, u1v)∪F σ
G(u2, u2v) = {a, b, c, d} �� ����� ���� �#��� �� ����� Δ(G)+

1 ≥ 5 �������� ��������� �� ������ ��� ������� x ����� "�� x /∈ {a, b, c, d}� *� �����
σ(u1, u1v) = σ(u2, u2v) = x� σ′ ��� ������� � ��� (Δ(G)+1, 1)(���������� �����������
σ �� G�

3� 6��F�������� (4)�
=����� ui� 1 ≤ i ≤ 3 ��� ����� #������ �� v� xi ������� #����� �� ui �� wi ������� #�����
�� xi ���� G� =��� G′ = G \ {v, u1, u2, u3}� ������ �� ���������� �� G� G′ ����� ���
(Δ(G) + 1, 1)(���������� ����������� σ′� )��� ������ ������� σ′ � ��� (Δ(G) + 1, 1)(
���������� ����������� σ �� G�



��)� ������ �� ����� ��*�� �� 	��� ����� J1

=����� σ′(wi, wixi) = ai �� σ′(xi, xiwi) = bi ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� 6���� ���
i = 2, 3� |F σ′

G (wi, wixi)∪{b1}| = |σ′(Iwi
) \ {ai}∪ {bi, b1}| ≤ 2 +2 = 4� �� ����� ����

�#��� �� ����� Δ(G) + 1 ≥ 5 �������� ��������� �� ��� ������ "�� a2 �= b1 �= a3�
)��� ����� ����� σ(ui, uixi) = ai �� σ(ui, uiv) = b1 ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3�

6���� ��� j = 2, 3� F σ
G(v, vuj)∪F σ

G(xj , xjuj) = {b1, bj, aj}� �� ������ ���� ��������
���������� c2 �� c3 ������ "�� cj /∈ {b1, bj , aj}� j = 2, 3� )��� ����� σ(v, vuj) =
σ(xj , xjuj) = cj� j = 2, 3�

E���������� ����� F σ′
G (v, vu1)∪F σ′

G (x1, x1u1) = {a1, b1, c2, c3} �� ����� ���� �#���
�� ����� 5 �������� ��������� �� ������ ��� ������� c1 ����� "�� c1 /∈ {a1, b1, c2, c3}�
*� ����� σ(v, vu1) = σ(x1, x1u1) = c1� σ′ ��� ������� � ��� (Δ(G)+1, 1)(����������
����������� σ �� G�

����� ���� ���� ��� ��� ���� �������� ��� (Δ(G) + 1, 1)(���������� ����������� �� G�
�� "�� ��������� ����� � �������

)��� ������ ������� ���������� "���� ����� �� ��������� ������ ��� ���F���������
�� �� 8����� ���	 � �������������� �� ����� �� �� ������� �� ����� 1J`
� �������������
� ����� � �������

)��� ��������� �� �������� �� ������������ ���#���� �

701: ���� ������ �� ����� 3 ����� 2/7 � ���"�� 2(#����� "�� ���(�%�� � �� 2(#�����
��'����� � �� 3(������ �� 1/7 ��� ������ 2(#������ V

70�: ���� ������ �� ����� �� ����� 4 ����� 2/7 � ������ �� ��� 2(#������ �� 1/7 � ����
2(������ "�� ��� ��'����� � ���� �� ��� 2(#�������

)��� ������ #���F�� "�� �� ���#��� ����� d∗ �� ���� ������ �� G ��� �� ����� 16/7
�� "�� ��������� ��� ������ dmm(G) < 16/7� =��� v �� ������ �� G� ���� �����������
���� ��� ��� �������� ����� �� ����� dG(v) �� v 7����� G �� �������� �� �� ���F��������
���	(1)� ���� �#��� dG(v) ≥ 2: �

1� dG(v) = 2�

���� �� ��� ���� �#��� "����� ����(��� � ���������� �

7�: v � ���� �(#������� ������ z1 �� z2� =��� yi ������� #����� �� zi� i = 1, 2� ���� G�
6���� G �� �������� �� �� ���F�������� ���	(3)� yi ��� �� ����� Δ(G) ≥ 4
��� ���� i = 1, 2� 6����� ��� yi� i = 1, 2� ����� 1/7 � v �� ���� �#��� d∗(v) =
2 + 1/7 + 1/7 = 16/7�

7�: v ��� ��'����� � �� 3(������ z1 �� �� 2(������ "�� ���(�%�� ��� ��'����� � ��
3(������� ���� �� ��� v ��C��� 2/7 �� z1 �� ���� �#��� d∗(v) = 2 + 2/7 = 16/7�

7�: v ��� ��'����� � �� 3(������ z1 �� �� 2(������ "�� ���(�%�� ��� ��'����� �
�� ������ z2 �� ����� �� ����� 4� ���� �� ��� v ��C��� 1/7 �� z1� 1/7 �� z2 ��
���� �#��� d∗(v) = 2 + 1/7 + 1/7 = 16/7�

7�: v ��� ��'����� � ���� 3(������� ���� ������ ����� 1/7 � v �� ���� �#���
d∗(v) = 2 + 1/7 + 1/7 = 16/7�
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7�: ���� �� ���� #������ �� v ��� �� ����� �� ����� 4� ���� �� ��� v ��C��� �� �����
2/7 �� ���� �#��� d∗(v) ≥ 2 + 2/7 = 16/7�

�� dG(v) = 3�
=����� u1� u2 �� u3 ��� ����� #������ �� v� )��� ����������� 3 ����(��� �� $������� ��
����� �� ui�

7�: ���� ��� ui�� ��� �� ����� �� ����� 3� ������ u1� ���� �� ��� v ����� �� ���
2/7 � u2� 2/7 � u3 �� ���� �#��� d∗(v) ≥ 3 − 2/7 − 2/7 = 17/7 ≥ 16/7�

7�: 5��� ��� ui�� ���� �� ����� 2� =��� xi ������� #����� �� ui ���� G�

�� ���� ��� xi�� ��� �� ����� �� ����� 3� ������ x1� ���� �� ��� v �����
1/7 � u1� �� ��� 2/7 � u2 �� �� ��� 2/7 � u3� )��� �#��� ���� d∗(v) ≥
3 − 1/7 − 2/7 − 2/7 = 16/7�

��� 5��� ��� xi�� ���� ���� �� ����� 2� =��� wi ������� #����� �� xi ���� G�
6���� G �� �������� �� �� 6��F�������� ���	(3) ���� �#��� dG(wi) ≥ 3
��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3� �� ����� G �� �������� �� �� 6��F�������� ���	(4)�
�� ��� ���� �� wi��� 1 ≤ i ≤ 3� ��� %��� �� ����� 3� ?� ��� ���� ������
���� ���� �� ���������� "�� dG(w1) �� dG(w2) ���� ��������� �� ����� � 4�
���� �� ��� v ����� 1/7 � w1� 1/7 � w2 �� �� ��� 2/7 � w3� )��� �#���
d∗(v) ≥ 3 − 1/7 − 1/7 − 2/7 = 17/7 ≥ 16/7�

2� dG(v) = k ≥ 4�
���� �� ���� v ����� �� ��� k.(2/7+1/7) = 3k/7 �� ���� �#��� d∗(v) ≥ k−3k/7 =
4k/7 ≥ 16/7�

����� ���� ������ ���� G ���� �� ���#��� ����� �� ����� 16/7 �� �� �������� ���
���#��

����6� "-4-4 �� �������� �������� �� ��� �� %��� ������ ��� ������ �� �����
������� � � �� �&��� �� ������ ��������"�� ����������� ��� � ���� ��� 3 7#��� @���������
��1�2:� �� "������� ��� ��#���� ��� ��� ������ �� ����� ������� 2�

6���� ������������ ���� �������� ���� �� ��� ��� ������ �������� �

��������� "-4-�* 1��� ������ ������� G �� ���� g ≥ 16 �� ���� Δ(G) ≥ 4 ����� ���
(Δ(G) + 1, 1)���������� ������������ .��	�� χi(G) = Δ(G) + 1�

�� ������� ��1 ������ ��� ��������� ������� ���� �� ��������



��)� ������ �� ����� ��*�� �� 	��� ����� J2

.���� G )����� ��������"�� �����������

k(�������� Δ(G) + 2k − 1
2(�������� Δ(G) + 4
���� ������ K4 Δ(G) + 2 7������:
dmm(G) < 3 Δ(G) + 3
dmm(G) < 3 �� Δ(G) ≥ 5 Δ(G) + 2
dmm(G) < 22/9 Δ(G) + 2
dmm(G) < 16/7 �� Δ(G) ≥ 4 Δ(G) + 1 7������:
������� Δ(G) + 7
������� �� g(G) ≥ 6 Δ(G) + 3
�������� g(G) ≥ 6 �� Δ(G) ≥ 5 Δ(G) + 2
�������� g(G) ≥ 11 Δ(G) + 2
�������� g(G) ≥ 16 �� Δ(G) ≥ 4 Δ(G) + 1 7������:

+��� ��1 + 0����� ��� ��������� �� �������
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$%�&���� *

$#�#����#� #�����(�

)��� ������ ���� �� ������� ���������� ��� ������ ���������� �� ������ ��������"��
������� �� ��������� $������� �� ������� @�������� ������� �� ���� ���������� � �� ���������(
���� �� ������ ������ ���������� ��� ��&������� $������� �� ������� -� ��� �� ����������
��������� �� ��� ��� ������ �������� L1	� 13� 	�� 		M� ��� ������ �������� ���������� L	
M�
��� ������� L22M� ��� ������ �� ����� ����� L3
� 	
� 	�M �� ��� ������ �� ,���� LJ1M�

)��� ��������� ���� �� ������� ������� ��&������ � �� �� ���������� �� �������� �����(
���� ������ �� �������� )��� ����������� ���� ��� �������� ���#����� ��� ������ �������
k ≥ 0 �� ��� ������ �������� �(���������� ���� ��������� ��� ��������� �� �� =������ 2�� $���
����'�� �� �� ���������� L31M �� ���� �� �� =������ 2�2 $��� ����'�� �� �� ���������� L34M�

*� LJ1M� a����� � ���#� "�� �� ������ ��������"�� ������� �� ���� ����� �� ,����
����� �� ��� 11� )��� ���� ����������� ���� �� ������� 2�3 � ������� �� �� $������ ��� ������
�� ,���� �� ���� �������� "�� ����� ����� ��� %��� ������� � ��

*%$ ������� ����

���� ����� ������� ���� ��������� ��&������ � �� �� ���������� �� �������� ���������
������ �� ��������

�� � ��
�������� �������

��/������ $-�-� =��� G �� ����� ��� ������� V ��� 
���������� 2������3 �� G ��� ���
��������� c �� V (G) ���� �� �������� C �� k �������� �����$������ �

∀uv ∈ E(G), c(u) �= c(v)�

!�� k(���������� �� G ��� ����� �� ������������ �� G #��� �� ����� ��� �������
������� k 7��� ��� ���������� #��� �� ����� ������ Kk:� !� ����� ��� k(���������� ����

J	



JJ 
��	��� ,� 
������	�� ��	�����

4

1

1 2

(b)(a)

5

13

2

3

2

46

�	�� 2�1 + 6���������� ���� ����� G

����� ��� k(����������� �� ��� ���� k ��� "�� G ����� ��� k(���������� ��� �� ������
����������� �� ����� G� ���� χ(G)� �� $�C�� �"��#������� �� ������ ��������"�� ��
G ��� %��� #� ����� ������� ������� ���� ����� ��� ������� H ��� "���� ������ ��
������������ �� G #��� H � �� ������ ��������"�� ����� $������ �� ������ ��� ��F��
����� �� ������ ��������"�� ������� ��� ������ "�� ����������� � ����� $�������

,+�
� $-�-" �� 8����� 2�1(a) ��������� ��� J(���������� ���� ����� G� 0����"����
"�� �� ������ �� �������� ��������� ����� �� �������� �� 8����� 2�1(b) ��������� ���
���������� ��������� �� ������ ������� �� ��������� *� $���� �� ������ ��������"�� �� ��
����� ��� χ(G) = 4�

)��� ��������� ���������� "���"��� ��������� ���������� ��� ����������� ����� ��
������ ��� ��������� �� ������ �������� �������� ��� ������ ��������� 6���� ������������
�� �������� �� ��� ������� �� �������� ������ �� 1977 �� 9��� ,�H�� �� B��� �

0����1� $-�-$ L9��� ,�H�� �� B��� L
� KMM

1��� ������ ������� �	� 4����������

!� �������� �� /���H�� ������ �� 1941� ����� ��� �������� ������ ����� �� ������
��������"�� ���� ����� ��� ������� �� ��� ����� ������� �

0����1� $-�-' L/���H� L1
MM

���� ���� ������ G� χ(G) ≤ Δ(G) + 1� 7� ��	� χ(G) = Δ(G) + 1 	� �� 	������� 	�
Δ(G) �= 2 �� ���� ��	 �����	����	 �������	 �� G �	� �� ������ ������ ������� Δ(G)+1�
�� Δ(G) = 2 �� ���� ��	 �����	����	 �������	 �� G �	� �� ���� �������

�� �! ��
�������� ��"�
�����

�� ������ �� ���������� ���� �� ���"�� � ��� ���������� �� .�R����� �� 1973�



,��� ���������	�� J
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1 2

2

2

2

1

(b) !�� 2(���������� �� ���"��(a) !�� �(����������

2

3

�	�� 2�� + !�� ���������� �� ��� ���������� �� ���"�� ���� �%�� �����

1

3

3

25

4

�	�� 2�2 + !� ����� ������� �� ������ ��������"�� �� ���"�� 	

��/������ $-�-& !�� ���������� ���� ���� ����� ��� ������� G ��� �������� �� ��
��������� �� ����� ����(����� �� G ������ �� ��� ������� �������� �� ���� ��������
"������"��� ��&������� �� �������� �� � ����

�� ��� ���� k ��� "�� G ����� ��� k(���������� �� ���"�� ��� �� ������ �����������
�������� �� G� ���� χa(G)�

,+�
� $-�-% �� 8����� 2��(a) ������ �� ����� �� ������ ��������"�� � �� �� ������
��������"�� �� ���"�� 2�

.�R����� �� L2JM � ���'������ "�� ���� ����� ������� ��#��� %��� �� ���"������
������� �� ���" ��������� /������ � ���#� ����� ���'������ �� 1979 �

0����1� $-�-! L/������ L11MM

1��� ������ ������� �	� �������� �� "�8�� �������� �� 5 ������	�

6� �������� ��� ������� ����� �� ������ �� ����� ������� �� �� 8����� 2�2 "�� ��
��� %��� �� ���"������ ������� �� ����� �� ���" ���������



JK 
��	��� ,� 
������	�� ��	�����

1

1 1

2

2

2

2

�	�� 2�3 + (D1,D2)(���������� ������ ���� ����� G

�� �� ��
�������� ���������

?� ���� �� ���������� ������ ����"���� ���_��� �� ���������� ���������� � ��������
�� $�C�� ��&������ ��� ������� ��'������� ���� �� ���� ��� ����������� �� ���������� ����(
������ ������������ ���� $���� �� ����������� ��� ��� ������ ������� �� ��� ������� ��(
������ ����� �%�� �������� *� ��������� �� �������� ���������� �� /���;���H� �� E��bH L1JM�
���� ������ ��� ���������� �

��/������ $-�-2 =����� G �� ����� ��� ������� �� F1,F2, . . . ,Fk� k $������� �� ������
��� ��������� !�� (F1,F2, . . . ,Fk)(���������� �� G ��� ��� ��������� �� V (G) #��� ��
�������� �� �������� C = {1, 2, . . . , k} ����� "�� ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ k� �� ����(����� ��
G ������ �� ��� ������� �������� i �������� � �� $������ Fi�

?� ���� F1 ◦ F2 ◦ . . . ◦ Fk �� $������ ��� ������ ��������� ��� (F1,F2, . . . ,Fk)(
����������� ��� $������� Fi �� ������ ����������� ���� ��� ��F������� �� �����������
������� ���� ������������ ��� $������� ������������ L1JM 7������� "����� $������ ��
������ ��� ���� ����������� �� ���� ����(����� ���� ����� �� �� $������ ��� ���������
���� �� $������:�

)��� ������ P� O� Dk �� Tk �������#����� ��� $������� �� ������ ��������� �� ������
�������� ����������� �� ������ �� ����� �� ��� k �� �� k(������ ��������

,+�
� $-�-4 �� 8����� 2�3 ��������� ��� (D1,D2)(���������� ������ ���� ����� G�

��� �������� ��������� ���������� ��� ����������� ������� ������ ��� ��� �����������
��������� ��� ������ �� ����� ������ ��� ������� �� ��� $��%�� �

0����1� $-�-�* L��#��G L3�MM

���� p�q ≥ 0� Dp+q+1 ⊆ Dp ◦ Dq�

=� T ′
1 ��� �� $������ ��� $��%�� ���� ���"�� ��������� ������� ��� ������� � �� �������

���� �#��� �



,��� ���������	�� J�

1

23

4

5

6

�	�� 2�	 + 6��������� ���� ����� ������� G

0����1� $-�-�� L.������ L23MM

P ⊆ T ′
1 ◦ T ′

1 ◦ T ′
1 �

0����1� $-�-�" L9H� ���� *��� .��#���� �� <������� L2MM

O ⊆ T ′
1 ◦ T ′

1 �

�� �# ��
�������� ���������

0������ ���� ������� "�� �� ������ ��������� ���� ��������� ������ ��������
����� ����"���� �� ������ �� ���������� �������� � ��� ���������� �� 6�������� L�2M ���
��#����� �� ������� �� /������� B������H�� )�\��]��� 0������ =���� �� T�� 7#��� ��
������ L1	� 13� 3
� 	�� 	
M:�

!�� ���������� �������� ���� ����� ������� ��� ��� ���������� ���� �� ����� ���
������� ����('����� ��� ��"����� �� ����� ��� ���������� ������������ ���� � ��������������
@��� ����������� ���� �#��� �

��/������ $-�-�$ =��� G �� ����� �������� !�� 
���������� �������� �� G ��� ��� �(
�������� c �� V (G) ���� �� �������� C �� k �������� �����$������ �

1� ∀ uv ∈ A(G)� c(u) �= c(v)

�� ∀ uv� xy ∈ A(G) V c(u) = c(y) =⇒ c(v) �= c(x)�

�� $�C�� �������#�� �� ������������ ��� �������� �� ��� ��������� ����� ��� �������� �����
N���������O ������������� �� ����� � �� uv ��� �� ���� �� u ��� ������� 1 �� v ��� ������� 2�
����� ��� ���� ������� ��'������ �������� 1 �� 2� ����� "�� ��� ����� ��� ������ �� ������
������� 1 #��� �� ������ ������� 2� *� �������� ������� ��� ���������� �������� ���� �����
������� G ��� �� $��� �� ������������ �� G #��� �� ����� ������� H 7��� ������� ��
H ���� ���������� ����� ��� ��������:�
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��	��� ,� 
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4

5

�	�� 2�J + 6��������� �� ������� � 	 ������� �C5

�� ������ ����������� ������� ���� ����� ������� G� ���� �χ(G)� ��� �� ��� ���� k
��� "�� G ����� ��� k(���������� ��������� �� $�C�� �"��#������� �χ(G) ��� ������� �������
���� ����� ������� H ��� "���� ������ �� ������������ �� G #��� H �

,+�
� $-�-�' �� 8����� 2�	 ��������� ��� ���������� �������� ��� ��� �����������
�� ����� G ������ ���� ������� 2�1�J� )��� �#��� �� $��� ��� �� ����� �χ(G) = 6�

����6� $-�-�& ��� ���������� �� �� ��F������ 2�1�12 �����F��� ��������� "�� �� ����
������� ���� ������ �� �� ������ �� �������� �� ��� ����� ��� ���� ������� ���#���
�#��� ��� �������� ����������� *� ����������� ����� ���������� �������� �� ������� � ���"
������� �C5 ���� �������� ���" �������� 7#��� 8����� 2�J:�

?� ��F��� ��������� �� ������ ��������"�� ������� ���� ����� ��� ������� �����
�� ������� ��� ������� ��������"��� �������� �� ��� ������������� �� �%��� �� ������
��������"�� ������� ����� $������ �� ������ 7�������� �� ��� ��������: ��� ��F�� �����
�� ������� ��� ������� ��������"��� �������� ��� ������ �� �� $�������

����"���� ��'���� �� ������ � �� ������ ���� �� ��� ��� ������� �� ������ ����(
����"�� �������� ���� ��� ��� ���� ���� �� ��� ������� ����� ������������ ��� %���
������� ��� ���������� )��� �#��� �� �&�� �

.��
������� $-�-�% LJ1M ���� ���� ������ ������� G� �χ(G + x) ≤ 2 · �χ(G) + 1 �� �����
����� �	� ��������

.��(- =��� G �� ����� ������� �� ������ ��������"�� ������� k �� H �� �����
������� � k ������� ��� "���� ������ �� ������������ φ �� G #��� H � =��� V (H) =
{1, 2, . . . , k}� )����� G + x �� ����� ������ � ����� �� G �� �'������ �� ������ x �����
� �������� ������� �� G� ��� ������� �� G ��#��� %��� ����������� �� ����� ������� �
��� ������������ �� x� N−(x)� ��� ����������� �� x� N+(x)� �� ��� ������� ��� ������ � x�
O(x)�

)��� ������ ���������� �� ����� ������� H ′ � 2k + 1 ������� ��� "�� G + x ��� H ′(
����������� �� ����� H ′ ��������� �� �� $�C�� ���#���� �



,��� ���������	�� 
1

x1

G1

G0

x2

x3

G2

G3

�	�� 2�
 + ��� ������ �������� G0� G1� G2� G3

+ V (H ′) = {a1, a2, . . . , ak} ∪ {b1, b2, . . . , bk} ∪ {α}�
+ aiaj ∈ A(H ′) ⇐⇒ aibj ∈ A(H ′) ⇐⇒ bibj ∈ A(H ′) ⇐⇒ biaj ∈ A(H ′) ⇐⇒ ij ∈

A(H)�

+ ∀i� 1 ≤ i ≤ k� aiα ∈ A(H ′) �� αbi ∈ A(H ′)�

!� ������������ φ′ �� G + x #��� H ′ ��� %��� ������ �� �� $�C�� ���#���� �

+ φ′(x) = α�

+ ∀y ∈ N−(x) ∪ O(x)� φ′(y) = aφ(y)�

+ ∀y ∈ N+(x)� φ′(y) = bφ(y)�

-� ��� $����� �� #���F�� "�� φ′ ��� �� ������������ �� ���� �χ(G + x) ≤ 2 · �χ(G) + 1�

@��� ������� "�� ����� ����� ��� �������� ����������� �� ����� �� ������ ��������
���#���� � ���� G0 �� ����� ������ � �� ������� �� ����� ������� Gi� i ≥ 1� ��������� ��
������ ���� ����� ���'������ �� Gi−1 �� �� �'������ �� ������ xi ���������� �� ���� ���
������� �� �� ������� ���� �� ����������� �� ���� ��� ������� �� �� ������� ����� ��
8����� 2�
 ������ ��� ������� ������ �� ����� ������ -� ��� $����� �� #���F�� "�� ���� Gi�
���� ������� "������"��� ���� ���'���� ������ �� �� ������ �� �������� �� ��� �����
9����� ��� ���� i� i ≥ 1� �χ(Gi) = 2i+1 − 1 �� �χ(Gi − xi) = �χ(Gi−1) = 2i − 1�




� 
��	��� ,� 
������	�� ��	�����

*� 1��3� 0����� �� =���� ��� ������ "���� �������� �� ���� ����� �� ������ ��������"��
�� ���"�� ���� ����� G �� ��� ������ ��������"�� ������� �

0����1� $-�-�! L0����� �� =���� L		MM

���� ���� ������ ��� ������� G� 	� χa(G) ≤ k ���	 �χ(G) ≤ k × 2k−1�

*� 1��
� B������H�� =���� �� T�� ��� ������ �� �������� ������"�� �

0����1� $-�-�2 LB������H�� =���� �� T�� L3
MM

���� ���� ������ ��� ������� G� 	� �χ(G) ≤ k ���	 χa(G) ≤ k�log(�logk�+k/2)�+1�

0����"���� "�� ��� ���� k� �� ������ ��� ������ �������� �� ������ ��������"��
������� 2k−1 �� ���� �� ����� ��� ������� ����('����� ��� �� ������ ��������"�� �� ���"��
k� -� ��Q� �� �&�� �� ���������� ��� ������ Gi ���������� ���� �� ���#� �� �� @���������
2�1�1J 7#��� 8����� 2�
:� �� ������ ��������"�� �� ���"�� �� ����� ��� ������� G′

i ����(
'����� � Gi ��� i + 1� )��� �#��� χa(G

′
0) = 1� =������ ���������� ��� ���� j� 0 ≤

j ≤ i − 1� χa(G
′
j) = j + 1� 6���� G′

i \ xi ��� ������ �� ���� ����� ���������� �� G′
i−1�

���� �#��� χa(G
′
i \ xi) = χa(G

′
i−1) = i� *� ��������� ��� (i + 1)(���� ������� � xi �����

i(���������� � ���"�� �� G′
i \xi ��� %��� ������� � G′

i� �� ���� ��� ���� i� χa(G
′
i) ≤ i+1�

6���� ��� ���� i� G′
i �������� �� ����� ������ Ki+1 ����� ����(����� ���� �#���

i+1 ≤ χ(G′
i) ≤ χa(G

′
i)� 9����� χa(G

′
i) = i+1 �� ������ �� ���#� �� �� @��������� 2�1�1J�

�χ(Gi) = 2i+1 − 1�

�� �������� 2�1�1
 � ��� ���������� �� ��� ��� ����������� ������� �� ���"����

=��� G �� ����� ��� ������� �� c ��� ���������� 7���� �� ������: �� G ���������
�� �������� C �� ��������� 9����� ����� �� ���� (i, j) ��� ��%�� ������� �� ������ ��
������� i � �� ������ �� ������� j� !� � ��� �� G ��� ��� ������� ������ ���� ������ ����
�������� i, j ∈ C� i �= j� ������ "�� ������ ��� ��%��� ���� �� � � (i, j)�

=����� G �� ����� ��� ������� �� F1,F2, . . . ,Fk k $������� �� ������ ��� ��������� !��
(F1,F2, . . . ,Fk)(���������� �� G ��� �������� �� G �� �������� ����� � ��� �������� ��������
)��� ������ F1 � F2 � . . . � Fk �� $������ ��� ������ ��������� ��� (F1,F2, . . . ,Fk)(
���������� �� ���"���

)��� �#��� ����� �

0����1� $-�-�4 L/������ =���� �� a����� L14MM

,����� F1,F2, . . . ,Fk k "����	 �� ������	 ��� �������	 ���	 ��� ���� ���� i� 1 ≤ i ≤
k� �χ(Fi) ≤ αi� 9��	 ����	 ���	 '

�χ(F1 �F2 � . . . �Fk) ≤ 2k−1 ×
k∑

i=1

αi�

�� 5������� 2�1�1
 ��������� �� ��� ���������� �W ���� ��� Fi ���� �� $������ ���
������ ���� ��%��� 7���� �#��� ����� αi = 1 ��� ���� i:�



,��� ���������	�� 
2

���� �� ��� ��� ������ ��������� �� �������� �� 0����� �� =���� 75������� 2�1�1
:�
������� �� �������� �� /������ 75������� 2�1�
:� ������ "�� �� ������ ��������"��
������� �� ���� ����� ������� ��� �� ��� K4� *� L	KM =���� � ������ �� ����� ��(
����� ������� ����������� 1J ��������� �������������� �� ��� ������ ��������� �� ���������
��������������� ������������

��� ������������� �����F����#�� �� �� ����� ��������� ��� ��� �������� ���� �� ��� ���
������ �������� �� ������ ������� =��� Pg �� $������ ��� ������ �������� �� ������ ��
����� g �

0����1� $-�-"* L)�\��]��� 0����� �� =���� L	�MM

: ���� ���� g� �χ(Pg) ≥ 5�

: �χ(P7) > 5�

: �χ(P16) = 5�

: �χ(P11) ≤ 7�

: �χ(P7) ≤ 12�

: �χ(P6) ≤ 32�

6������� �� ��� ��������� ��� ��� �� �� ����� ��������� �

0����1� $-�-"� L/������� B������H�� )�\��]��� 0����� �� =���� L1	MM

: �χ(P14) ≤ 5�

: �χ(P8) ≤ 7�

: �χ(P6) ≤ 11�

: �χ(P5) ≤ 19�

�������� ��������� ���������� ��� ������ ���������� �� ������ ��������"�� �������
�� ��������� $������� �� ������ ��� ��� �������� *� ���������� �

0����1� $-�-"" L=���� L	
MM

: �χ(D2) = 5� �χ(D3) ≤ 16�

: �χ(T 1) = 3� �χ(T 2) = 7� �χ(T 3) ≤ 16�

: ���� k ≥ 4� �χ(T k) ≤ (k + 1) × 2k�

: �χ(O) = 7�

�� �������� ���������� ��� ������ �� ����� �� ��� ����� � ��� �������� �� =���� ��
a����� �

0����1� $-�-"$ L=���� �� a����� L	�MM

�χ(D3) ≤ 11�




3 
��	��� ,� 
������	�� ��	�����

�� ����� ��������� �� ������ ��������"�� ������� ��� k(������ �� ������ �����������
�� 5������� 2�1�1
 ��_�� � �������#����� ���#���� �

8���(����� $-�-"' χa(T k) = k + 1�

.��(- 0����"���� "���� ��Q� �� ���#�� "�� ��� ���� k(����� T � χa(T ) ≤ k + 1� ���
��� ���� k(����� ������ G� �� ������ �� k(����� G′ ��������� G ����� ����(����� ���
"�� V (G′) = V (G) �� �� ����� ������ � k + 1 ������� Kk+1 ��� �� k(����� "�� #���F�
χa(Kk+1) = χ(Kk+1) = k + 1�

=������ ���������� �������#����� $����� �� ���� T �� ��� ���� ������(������� -�
��� ����� "�� |V (T )| ≥ k +2� ������ �� ��F������ ���� k(������ �� ������ �� ������ v ����
T ��� "�� dT (v) = k �� �� ����(����� �� T ������ �� ��� #������ �� v ��� ��� k(���"���

-� ��� ����� "�� T \ v ��� �� k(������ ������ �� ���������� �� T � χa(T \ v) ≤ k + 1�
6���� �� ����(����� �� T ������ �� ��� #������ �� v ��� ��� k(���"��� ����� (k + 1)(
���������� �� ���"�� �� T \ v �&���� k �������� ���������� ��� #������ �� v� *� ���������
��� (k + 1)(���� ������� � v� ��������� �� ������ �� ��� #������� ����� (k + 1)(����������
�� ���"�� �� T \ v ��� %��� ������� � T � ��� ��������������

���� L	
M� =���� ������ ��������� "�� ��� ���� k� �� ������ ��� k(������ �� ������
��������"�� ������� 2k+1 − 1� -� ��Q� �� �&�� �� ���������� ��� ������ Gi ���������� ����
�� ���#� �� �� @��������� 2�1�1J 7#��� 8����� 2�
: � ���"�� ����� Gi ��� �� i(����� ������
�� ������ ��������"�� ������� 2i+1 − 1�

���� �� ��� ��� ������ �� ����� �� ��� k� �#�� k ≥ 4� ���� �#��� �� �������� ���#��� �

0����1� $-�-"& LB������H�� =���� �� T�� L3
MM

���� k ≥ 4� �χ(Dk) ≤ 2k22k�

*� L3
M� �� ��� �������� ������������� ��� �������� ��������� "�� ��� k > 1� ��
������ ��� ������ �� ����� �� ��� k �� �� ������ ��������"�� ������� �� ����� 2k/2�

6��������� ��� ������ �� ����� �� ��� ������ =���� L	
M � ���'������ "�� �� ������
��������"�� ������� �� ���� ����� ������� �� ����� �� ��� ����� ����� ��'��� �� 
�
���'������ ���'���� ��#���� � �� '���� �� 8����� 2�K ��������� �� ����� ������� �������
�� ����� ������� 2 ��� "�� ����� ���� �� ������� ��� ������ �� �� ������ �� ��������
�� ��� ����� 5���� ���������� �������� �� �� ����� ��������� ���� 
 ���������

)��� ��������� ����� ������� �� �����"���� "�� ��� �������� �� ����������� ���������
�������� %��� ��� ��Q����� "�� ��� �������� �� ����������� 7�����: �� ������ ���
��������� ����� ��� ������� ��� ������������ �� ���� �� �� ������� �� ������ � ���� �� ���
��� ����������� �� ������ ��� ��������� �� #������� ����� ������� ��� �� ������ �����
��� %��� ������� �� ��������� ���"������ ��� �������� ��� #������ �� �� ������� -� ��� �����
$����� �� �������� �� ������ �� k + 1 �������� �� ����� k(��������� 6���� ������� ��
�������� ����� ��������������� ��� #����� ���� �� ��� ��� ����������� ��������� � �� #�������
����� ������� ��� �� ������ ����� ����� $��� �� ���������� ��� ������� �� ����� ��'�
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�	�� 2�K + !� ����� �� ����� ������� 2 �� �� ������ ��������"�� ������� 


x1 x2 xi xn

y1 y2 yi yn

�	�� 2�� + !�� ����������� �� ����� ������ ������ Kn,n

���������

�� ��&������ ����� ��� ����������� ��������� �� ��� ��������� ��� %��� ��������������
������� 6���������� �� ��� ��� ������ �������� ��� ������ ������� ���� ���� �#�������
�(����������� ���� �� ��� ��� �������� ���� �� ��� �������� �� ��� $����� �� ��������� "��
�� ������ ��������"�� ������� ��� ������ ������� ��� ��� ��'���� *� �&��� �� ��Q� ��
���������� ������������� �Kn,n ���#���� �� ����� ������ ������ Kn,n � V (Kn,n) = V1 ∪ V2�
�#�� V1 = {x1, x2, . . . , xn} �� V2 = {y1, y2, . . . , yn} �� ��� ���� i, j� 1 ≤ i, j ≤ n� xiyj ��� ��
��� �� A( �Kn,n) �� i = j� yjxi ��� �� ��� �� A( �Kn,n) ����� 7#��� 8����� 2��:� -� ��� $����� ��
#���F�� "�� ���� ���� �� ������� �� V ( �Kn,n) ��� ����� ������ �� �� ������ �� ��������
1 �� �� 9����� �� ������ ��������"�� ������� �� �Kn,n ��� 2n�

6� �������� ��� ��������� %��� �������� ���� �� ��� ��� ������ k(���������� 5���
����� ��� ������� k(�������� ��� ������������� (k + 1)(����������� -� ��� �� ��#����� ��(
����� �� ���������� ��� ������ �������� �(��������� ���� �� ������ ��������"�� �������
��� �������������� ����� � ����������� �� ����� ������� Gn ������ � ����� ���� �������
"������"�� Tn � n ������� �� �����C��� ���"�� ��� �� �� ������ �� �������� � �����(
���� �� ���#��� ������ �������������� ?� #���F� �������� "�� Gn ����� ������ ��� ����
�(�������� 7�� ��� ��������� ������: �� "�� ����� ���� �� ������� N���������O �� Tn ����




J 
��	��� ,� 
������	�� ��	�����

����#��� ��� �������� ����������� 9����� �� ������ ��������"�� ������� �� Gn ��� �� �����
���� � n�

*%' ���������� ��� !������ ���- �� k

���� ����� ������� ���� ������ �������� ���� �� ������ ���� �� ������ ��������
*������� ���� ����������� ��� ����� ��������� ��� �� ������ ��������"�� ��� ������
��� �������� ������� k� ���� �� ����(������� 2���2 ���� ����������� �� ������ ��������"��
������� ��� ������ ������� �� ��� � �� ���� �� ����(������� 2���3 ���� ������� ��� �����
��������� �� ��� ����� ��$������� �� ������ ��������"�� ������� ��� ������ �������
k ≥ 2�

��!� $����������

���� ����� ����(������� ���� ��������� �� ������ ������� �� ��������� ��������� "��
���� ����������� �� �� ������

��/������ $-"-� =��� G �� ������ �����#	 �� G� ���� ex(G)� ��� ��F�� ����� �� ������
������� ����%��� �� G "�� ���#��� %��� ����#��� ��� ������� ��� $��%� V �� �������� �������
ex(G) = |E(G)| − |V (G)| + ncc(G)� �W ncc(G) ��� �� ������ �� ���������� �������� ��
G�

���� �� ����������� �� ������ ������� ��� ��$��� ����� �� ������ ����������� L�M ��
�� ������ �� ;���� �� G�

)��� ������ ξk �� $������ ��� ������ ������� k� 9����� ξ0 ��������� � �� $������ ���
$��%�� �� ξ1 ��������� � �� $������ ��� ������ ��������� ���������� �� � ���� 6����
���� ����� ������� k− 1 ��� �� ����(����� ���� ����� ������� k� ���� �#��� ����������
�χ(ξk) ≥ �χ(ξk−1) ��� ���� k > 0�

*� L12M ��� ������� ��� ���#� "���� ������ ��� ������ �������� ���� "���� ��'������ ��
��� �� ������ ��������"�� ������� �������� �� � V ��� ����������� ��� ��� ���#� "��
��� ���� p� �� ������ �� ����� ������� Hp ���� �� ������ ��������"�� ������� ��� �������
�� � �� �� ��������� �� �������� "��� ���� �� �� p �� ����� �� �������� "��� �������
6���������� ���'��� ���� ��� �������� �� ������ ��������"�� ������� ���� ��� ���� � ��
��Q� �� �������� ��� ���������� �� ��� ��� �#�� � ���#����� ��������� ����� ����� �� $������
��� $��%�� ��� �� ������ ��������"�� ������� 2 L	
M� ���� �������� �χ(ξk) ≤ 2k + 3 ���
���� k ≥ 0�

)���� �������� ������� ������ "�� ����� ����� ��� %��� ������� � k + 3� � ������(
���� ��� ������ �������� ������� 1 ��������� �� ������� � ���" ������� ���� �� ������
��������"�� ������� ��� 	�



,��� 
������	�� ��� ������ ��� �-� k 



��!�! %����� ����������� �� ������� ������ k

���� ����� ����(������� ���� ����������� �� ������ ��������"�� ��� ������ ��� �����(
��� ������� k�

0����1� $-"-" ���� ���� ������ ��� ������� G �����#	 k ≥ 0� χ(G) ≤ �1
2
(3+

√
1 + 8k)��

7� ��	� ����� ����� �	� ��������

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���������� �� ��� ��� ������ ���������
6���� 1

2
(3 +

√
1 + 8k) − 1 < �1

2
(3 +

√
1 + 8k)� ≤ 1

2
(3 +

√
1 + 8k)� �� ��Q� �� ���#��

"�� ��� ���� ����� G ������� k ≥ 0� χ(G) ≤ 1
2
(3 +

√
1 + 8k)� =������ ����������

"�� �� �������� ��� $��� �� ���� G �� ��� ���� ������ ������ ������� k ��� "�� χ(G) >
1
2
(3 +

√
1 + 8k)� )��� �#��� ���������� �

|V (G)| >
1

2
(3 +

√
1 + 8k). 7	:

)��� ����������� ���� ��� �

1� G �������� �� ������ u ��� "�� dG(u) ≤ 1
2
(3 +

√
1 + 8k) − 1 = 1

2
(1 +

√
1 + 8k)�

���� �� ���� ������ �� ���������� �� G� �� ����� G \ u ����� ��� �(���������� c�
� ≤ 1

2
(3+

√
1 + 8k)� 6���� dG(u) ≤ 1

2
(1+

√
1 + 8k)� �� ������ �� �������� ����������

��� u ��� ���� ��� 1
2
(1 +

√
1 + 8k)� -� ������ ���� �� ����� ��� ������� ����� a� *�

����� c(u) = a ���� �������� ��� ���������� �� G "�� ������� �� ��� 1
2
(3+

√
1 + 8k)

��������� �� "�� ��������� ����� � �������

�� @��� ���� u ∈ V (G)� dG(u) > 1
2
(1 +

√
1 + 8k)�

���� �� ��� ���� �#��� �

k = ex(G) = |E(G)| − |V (G)| + 1

=
1

2
× dm(G) × |V (G)| − |V (G)| + 1

>
1

2
(
1

2
(1 +

√
1 + 8k)) × |V (G)| − |V (G)| + 1

= 1 +
1

4
(
√

1 + 8k − 3) × |V (G)|

�� ������ �� �������� 7	: ���� �#��� �

k > 1 +
1

4
(
√

1 + 8k − 3) × 1

2
(3 +

√
1 + 8k)

= 1 +
1

8
(1 + 8k − 9) = k�

6��� ��� ��� ������������� �� ���� �������� "�� ��� ���� ����� ��� ������� G
������� k� χ(G) ≤ 1

2
(3 +

√
1 + 8k)�




K 
��	��� ,� 
������	�� ��	�����

)��� �������� ���������� "�� ����� ����� ��� �������� 6���������� �� ����� ������
Kn� n = �1

2
(3 +

√
1 + 8k)�� )��� �#��� ���� �#�������� χ(Kn) = n = �1

2
(3 +

√
1 + 8k)�

�� �

ex(Kn) =
1

2
n(n − 1) − n + 1 =

1

2
(n2 − 3n + 2)

=
1

2
(�1

2
(3 +

√
1 + 8k)�2 − 3�1

2
(3 +

√
1 + 8k)� + 2)

≤ 1

8
(3 +

√
1 + 8k)2 − 3

4
(3 +

√
1 + 8k) + 1

=
1

8
(9 + 1 + 8k + 6

√
1 + 8k) − 9

4
− 3

4

√
1 + 8k + 1

=
10

8
+ k +

6

8

√
1 + 8k − 9

4
− 3

4

√
1 + 8k + 1 = k�

6��� ������� �� ���#��

��!�� %����� ����������� ������� �� ������� ������ k ≤ 2

���� ����� ����(������� ���� ����������� �� ������ ��������"�� ������� ��� ������
������� 4� 1 �� ��

@��� �� ����� G� ���� ��F������� �� ����� ���� �� G� ���� P (G)� ����� �� �����
������ � ����� �� G �� ��������� �������#����� ��� ������� ������ �� ��� ������� �� �����
1 '��"��� �� "�� �� ����� ������ ���� �� ������ ����� �� �� ����� �� ����� �������
�� �� ����� ������ ���� ����� ������� ��� ��F�� �� �� �%�� $�C��� )����� "�� ��� ����
������� ������ �� �������� ���� �� �%�� ������

!� ����� ������� G ��� ���� ������� ���� �� �������� �� ������ �� ���� V �� ��������
������� ��� ���� ������ u ∈ V (G)� d+

G(u) ≥ 1 �� d−
G(u) ≥ 1� �������#����� ���#���� ����

���� ���� ����� ���� �� ����� �

8���(����� $-"-$ ,��� G �� ������ �������� ,� H �	� �� ������ ���� ������� �� ���
P (G) −→ H� ���	 G −→ H�

.��(- =����� v1, v2, . . . , v� �� ����� ��� ������� ����#�� �� G ��� ������� P (G) �� φ
�� ������������ �� P (G) #��� H � ?� ��� ������� φ � �� ������������ �� G #���
H �� ��#� ��� ��� ������ v�, v�−1, . . . , v1 7���� ��� �����: #��� ��� ������� �� H �����
���� � �� ������ ����� ��� %��� ��#� � #��� �� ������ ���������� �� H �� �� ������ ��
����� 1 ��� %��� ��#� � #��� �� ������ �� H �� $������� �� ������� �� ��� ���"�� #������
�� "�� ��� ���'���� ������� ��� H ��� �� ����� ���� ��������

!� ����� ������� 4 ��� ���������� ��� $��%� �� ��� ����� ������ ��� �� ������ ������
6���� �� ��� ���� ����� ���� ������� ��� �� ������� � ����� ������� �C3 �� ����� ��
������ �� �������� � � ��� ������ ��������"�� ������� 2� �� ������� �



,��� 
������	�� ��� ������ ��� �-� k 
�

0

1

23

4

�	�� 2�14 + �� ������� T5

0����1� $-"-' L	
M �χ(ξ0) = 3� 7� ��	� ���� ������ �����#	 < ����� �� ����������	��

���	 �C3�

!� ����� ������� G ��� ��� ��������$ �� ��� ���� ���� uv �� xy �� ������ �� �������(
����� φ �� G ��� "�� φ(u) = φ(x) �� φ(v) = φ(y)� 6���������� �� ����� ������� ���������
T5 7#��� 8����� 2�14: "�� ��� ��F�� �� �� $�C�� ���#���� � V (T5) = {0, 1, . . . , 4} �� ij ∈ A(T5)
�� �� ��������� �� j − i = 1 �� 2 7��� 	:� �� ������� T5 ��� ���������� ��� ��������$ �� �� �
��� �������� ���#����� �

8���(����� $-"-& L1	M

(� ���� ���	 	�����	 u �� v ∈ V (T5) 2��� ����		�������� ��	�����	3� � ���	�� ���
��� �� �� ������� + ������ u - v ���� ������� ��	 (6 �����������	 ��		���	�

$� ���� ���� 	����� u ∈ V (T5)� � ���	�� �� ���� �� ������� * ��������� u ����
������� ��	 = �����������	 ��		���	�

�� ��������� ���#���� � ��� ���#�� �� L	
M �

.��
������� $-"-% 1��� ���� ������� ����� �� ����������	�� ���	 T5�

6� �������� ��� %��� ���$���� ����� ���� �

.��
������� $-"-! 1��� ���� ������� 	��" � ������� - ���� 	�����	 �C5 ����� ��� +�
��������� ���������

.��(- =����� u1, u2, . . . , un ��� ������� ���� � ��� ������� C � n ��������

=������ ������� "�� C ����� �� �� �������� ?� ��� ���� ���� �� ���������� ������
"�� u1u2 �� u1un ���� ���� ���� ���� C� ������ �� 5������� 2���3� ���� ��#��� "�� ��
���Z�� u2u3 . . . un ����� �� ������������ #��� �C3� *� ��������� ��� "�������� �������
� u1� ���� �������� �� ������������ �� C #��� �� ����� ������� � 3 ��������



K4 
��	��� ,� 
������	�� ��	�����

=������ ���������� "�� C ��� �� ������� � n �= 5 �������� �� �������� ��� �#�����
��� n ≤ 4� @��� n ≥ 6� ?� ��� ����������� C �� ������� �� �������� 2 �� 3� ��� ����
������ n ≥ 6 ��� %��� ������ ����� ��� ����� �� 2 �� �� 3� *� ��������� 1� �� 2 ���
������� �� �������� 2 �� 1� �� 2� 3 ��� ������� �� �������� 3 �� ������� �� ������������
�� C #��� �� ����� ������� � 3 ������� {1, 2, 3, 4} �#�� ��� ���� 1�� �2� 23� 21 �� 31� 9�����
�� ������ ��������"�� ������� �� C ��� ���� ��� 3�

!� ����� ������� 1 ��� �� ����� ���� �� ����� ������ ��� �� � ���� -� ��� $����� ��
#���F�� "�� ���� �� ���#� �� �� @��������� 2���
 �� ��� ������� ���� ���� ��� ��� ��
������������ #��� �� ������� ���� ������� � 3 �������� *� �&��� ���� ���� ��� ���� ��
����� ����� ��� ������ �� ������� �C3 � 2 ������� �� ���� "�������� ������ �� ����� ��
?� ��� ���� ��'����� �� ��� �� $�C�� � �� "�� �� ����� ����� ���� ���� �������� 9�����
����� �� ������� �C5 � 	 ������� � ��� ������ ��������"�� ������� 	� ���� �������� �

0����1� $-"-2 �χ(ξ1) = 5� 7� ��	� ���� ������ ������� �����#	 ( ����� ��� T5�

��������� �� ���� ������ �����#	 ( �� ��������� ��	 �C5 ����� 	��	������� � �� ������
����������� ������� ���� ��	 + �� ����� �� ����������	�� ���	 �� ������� ���� �������
- + 	�����	�

���� �� ����� �� �� �������� ���� ����������� �� ���#������ ���#���� ��� ������� ���
���F��������� � �� ����� ��� ������� ���� �� ����� ��� ����������� ����F�� ����� "�� ���
������� ������ ���� �� ����� "������"���

)��� ����������� ���������� �� ��� ��� ������ ������� � �� ���� ���#��� �� ��������
���#��� �

0����1� $-"-4 �χ(ξ2) = 5� 7� ��	� ���� ������ ������� �����#	 $ ����� �� ��������
���	�� ���	 �� ������� ���� ������� - > 	�����	�

.��(- =����� G �� ����� ������� � �� �G ��� ����������� �� .� ������ ��?����#�����
2���2 �� ��� ������ "�� G = P (G)� )��� ����������� ����� ��� �

1� �G �� ������ �� ���� ���������� �������� ���� ������� ��� �� � ����
���� �� ���� ������ �� @��������� 2���J� ��� � ���� ���� T5(����������� �� ���� �G ���
T5(�����������

�� �G ��� ������� �� �� ������ �� ���� � ���� C1 �� C2 ������ �� ��� ���Z�� �� ��������
� ≥ 0 7#��� 8����� 2�11:�

=��� u �� ������ �� C2 ��������� � ����� ���Z��� ��� ������ �G−C2 +u �� C2 ����
������� 1 �� ������ �� 5������� 2���K ���� T5(������������ =��� f �� ������������
�� �G−C2 + u #��� T5 �� g �� ������������ �� C2 #��� T5 7������ �� @���������
2���J �� ��� ������������ ������:� 6���� T5 ��� ��������$� �������������� g ���
%��� ������ ��� "�� f(u) = g(u)� *� ��������� f �� g �� ������� �� ������������
�� �G #��� T5�

2� �G ��� ������� �� �� ������ �� ���� � ���� C1 �� C2 � ��� t ���� �� ������� t ≥ 1
7#��� 8����� 2�1�:�



,��� 
������	�� ��� ������ ��� �-� k K1

C1
u C2

G

�	�� 2�11 + 6��F�������� ��� �� ��� � �� 5������� 2����

C2

u
u1

u2

u3

G

C1

�	�� 2�1� + 6��F�������� ��� �� ��� 2 �� 5������� 2����

=��� u ���� �� ���� ������� �� ����� 2 ���� �G� �� ����� �G \ u ��� �� ����� ��
������ �� 5������� 2���3� �� ������ �� ������������ f �� �G\u #��� �C3� =����� u1�
u2 �� u3 ��� ����� #������ �� u ���� �G� =� d+

�G
(u) = 0 �� d−

�G
(u) = 0� �� ��������� ���

"�������� ������� � u� f ��� ������ � �� ������������ �� �G #��� �� ����� �������
� 3 �������� =����� �� ����� f(u) = 4 �� f(ui) = 5� �W ui ��� �� ���� �����������
7�� �� ���� ����������: �� u� ���� �������� �� ������������ �� �G #��� �� �����
������� � 	 ��������
���� ��� ���� ���� �� ��� �������� ��� ������ ������ ��� ������� ��� ������ ����
���������

-� ������ ���� ���� ���� ��� ��� �� ������������ �� �G #��� �� ����� ���� ������� � ���
�� ��� 	 ��������

��!�# %����� ����������� ������� �� ������� ������ k ≥ 3

���� ����� ����(������� ���� ������� ��� ����� ��������� �� ������ ��������"��
������� ��� ������ ������� k� k ≥ 3�

���� �� ���#� �� �������� ������� �� ����� ����(������� ���� ������ ������ ��� ����
������ ���#���� �

5�� $-"-�* ,��� G �� ������ $�������������� �����#	 k� ���� ���� 	����� u ∈ V (G)�
ex(G \ u) ≤ k − 	dG(u)/2
�



K� 
��	��� ,� 
������	�� ��	�����

.��(- =����� d = dG(u) �� NG(u) = {x1, x2, . . . , xd} ���������� ��� #������ �� u ����
G� 6���� G ��� �(��%��(�������� ��� ���� xi� 1 ≤ i ≤ d� �� ������ �� ����� �� ������
xj ∈ NG(u) \ xi ��� "�� xi �� xj ����������� � �� �%�� ��������� ������� �� G \ u�
9����� G \ u �������� �� ��� �d/2� ���������� ��������� 9���� �

ex(G \ u) = |E(G \ u)| − |V (G \ u)| + ncc(G \ u)

≤ |E(G)| − d − (|V (G)| − 1) + �d/2�
= |E(G)| − |V (G)| + 1 − (d − �d/2�) = k − 	d/2
�

���� �� ������ ���� �������� k(������ 7�������#����� (≥ k)(������� (≤ k)(������:
�� ������ �� ����� k 7�������#����� �� ����� k� �� ��� k:�

5�� $-"-�� ,��� G �� ������ $�������������� �����#	 ex(G) > 1�

2�3 ,�� ���	�� �� ���� ���	 G ��������� ���������� �� (≥ 3)�	����� �� 	� ���� �����
���� �� G �������� �� ����	 ���� (≥ 3)�	�����	� ���	 G �������� �� (≥ 3)�	����� u
�� ��� G \ u �	� ��������

2�3 ,� ���� ���� �� G �������� �� ����	 ���� (≥ 3)�	�����	� ���	 G �������� ����
(≥ 3)�	�����	 ��	�����	 u1 �� u2 ��	 ��� G \ u1 �� G \ u2 	��� �������	�

.��(- =��� G �� ����� �����$������ ��� ���������� �� ������ 6���� ex(G) > 1� G
�������� �� ����� ���� (≥ 3)(�������� =� G ��� �(�������� ����� ��� ���� ������ u ����
G � G \ u ��� ������� �� �� �������� ��� �������

=������ ���������� "�� G ����� �� �(�������� 6���������� �� �����(���� B(G) V
������ �� @��������� 1�	�3 B(G) ��� �� ������ 6���� G ��� �(��%��(�������� ����� $������
�� B(G) �������� �� � ���� 6���� G ����� �� �(�������� B(G) �������� �� ����� ����
$��������

���� �� ��� (a)� �� ������ �� ����� ��� $������ ���� B(G)� ������ B0� ��������� �� � ���
� ��� �� ����� ���� (≥ 3)(�������� =��� b �����"�� ������ �� B0 ��������� ��� ������
������ )��� ��#��� ���� ������� �� (≥ 3)(������ u� u �= b� ��� "�� G \ u ��� ��������

���� �� ��� (b)� ����� $������ ���� B(G) ������ �� �%�� ������� "�� B0� 6����
B(G) �������� �� ����� ���� $�������� ���� ��#��� ����� ����#�� ���� (≥ 3)(�������
��������� u1� u2 ���� "�� G \ u1 �� G \ u2 ���� ���������

)��� ��#��� ���������� ���#�� �� �������� ������� �

0����1� $-"-�" ���� ���� k ≥ 2� �χ(ξk) ≤ k + 3� 7� ��	� ���� ������ ������� �����#	
k ����� �� ����������	�� ���	 �� ������� ���� ������� - k + 3 	�����	�

.��(- )��� ���������� �� ���������� ��� k� ������ �� 5������� 2����� �� ��������
��� #���F� ��� k = 2� =������ ���������� "�� �� �������� ��� ������� ��� ���� ��



,��� 
������	�� ��� ������ ��� �-� k K2

2 ≤ � ≤ k − 1� �� "�� G ��� �� ����� ������� k� ������ ��?����#����� 2���2 �� ��Q� ��
���������� �� ��� �W G = P (G)�

=��� �G ��� ����������� �� G� )��� ����������� ���" ��� 7��� ���"�� ���� ���� �����(
������ "������� ��� ��� ��������� �� �� ������: �

1� �G �������� �� �(������ u ��������� � �� � ��� ��� "�� d+
�G
(u) = 0 �� d−

�G
(u) = 0�

)��� �#��� ���������� ex( �G \ u) = k − 1� @�� � ������ �� ����������� �� ������ ��
������������ φ �� �G\u #��� �� ������� ���� ������� � k+2 �������� *� ���������
��� (k + 3)(���� ������� � u� ���� ��#��� ������� φ � �� ������������ �� �G
#��� �� ������� ���� ������� � k + 3 ��������

�� �G �������� �� �(������ u ��� "�� d+
�G
(u) = d−

�G
(u) = 1� �� ���� ��� ���� #������ �� u

���� �G� ����� v �� w� ���� ������ �� �� ������ �� �������� 1 �� ��

)��� �#��� ������ ex( �G \ u) = k − 1� @�� � ������ �� ����������� �� ������ ��
������������ φ �� �G \ u #��� �� ������� ���� ������� � k + 2 �������� 6����
��� ���� ������� v �� w ���� ������ �� �� ������ �� �������� 1 �� �� ���� �#���
φ(v) �= φ(w)� *� ��������� ��� (k + 3)(���� ������� � u� ���� ��#��� ������� φ �
�� ������������ �� �G #��� �� ������� ���� ������� � k + 3 ��������

2� �G �������� �� ������ ������ uu1u2u3v �� �������� 3 ��������� � �� � ����

=��� �G′ = �G \ {u1, u2, u3}� )��� �#��� ���������� ex( �G′) = k − 1 ��� �� � ������
�� ����������� �� ������ �� ������������ φ �� �G′ #��� �� ������� ���� ������� �H
� k + 2 �������� =����� φ(u) = x �� φ(v) = y� )��� ����������� ����� ����(��� ��
$������� ��� �������� x �� y� ���� ���"�� ��� ���� �������� φ � �� ������������
�� �G #��� �� ������� ������� � k +3 ������� �� ��������� ��� (k +3)(���� ������� a�

7�: x = y�

���� �� ��� φ ��� %��� ������� �� ����� φ(u1) = z� φ(u2) = a �� φ(u3) = z′

�W xz �� z′x ∈ A( �H)�

7�: x �= y �� xy ∈ A( �H)�

���� �� ���� φ ��� %��� ������ �� ����� φ(u1) = y� φ(u2) = z �� φ(u3) = a �W
yz ∈ A( �H)�

7�: x �= y �� yx ∈ A( �H)�

���� �� ���� ����� �H ��� �� ������� ���� �������� �� ������ �� ������ z ����
�H ��� "�� xz ∈ A( �H)� E���������� ���� ������ �� ������ w �������� �� y ���� �H

��� "�� zw ∈ A( �H)� ����� φ ��� %��� ������ �� ����� φ(u1) = z� φ(u2) = w ��
φ(u3) = a� =����� N+

�H
(z) = {y} V ����� �H ��� �� ������� ���� ������� � �� �����

3 �������� �� ������ ��� ������� w′ ���� A( �H) ����� "�� w′ ∈ N−
�H
(z) \ {x, y, z}�

9���� φ ��� %��� ������ �� ����� φ(u1) = a� φ(u2) = w′ �� φ(u3) = z�

���� ��� ����� ����(���� φ ��� �� ������������ �� �G #��� �� ������� "�� ���
���������� %��� ������� ��� $����� �� ������� ���� ������� � k + 3 ��������
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u

y1x1 xt
yt xt+1

�G \ u

�	�� 2�12 + 6��F�������� ��� �� ��� 4(a) �� 5������� 2���1�

3� �G �������� �� ������ u �� ����� d �G(u) = 2t + 1 ��� "�� ���� ��� �������� � u
�������� � �� � ���� )��� ����������� ���� ����(��� �

7�: ex( �G \ u) �= 1 �� �G \ u �� �������� �� �� ������� �C5 ����� ����(����� �������
������ �� ����� 2���14 ���� �#��� ex( �G \ u) ≤ k − t− 1 ��� �� � ������ ��
����������� �χ( �G \ u) ≤ k + 2 − t� =��� φ �� ������������ �� �G \ u #��� ��
������� ���� ������� � k + 2− t �������� 0����"���� "�� ��� ������� φ � ��
������������ �� �G #��� �� ������� ���� ������� � k + 3 ������� ���� �#���
k + 3 − (k + 2 − t) = t + 1 �������� �������

-� ��� $����� �� #���F�� "�� �� 8����� 2�12 ��������� �� ��� �W ���� �#��� ������
���� ������ ������� �� �������� 7����%�� uxt+1 ��� %��� �������� ���� �� ����
�� ���� �������:� ���� ����� ���F��������� ���� �#��� ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ t�
φ(xi) = φ(yi) �� ��� ���� i, j� 1 ≤ i < j ≤ t + 1� φ(xi) �= φ(xj)�

���� �� ���� φ ��� %��� ������ �� ����������� ��� t ������� y1, y2, . . . , yt �#��
t ���#����� �������� ���������� �� �� ��������� ��� (t + 1)(���� ���#���� �������
� u� �� ����� ������� ������ ��� ���������� %��� ������� ��� ������� ��
����� ���� ������� � k + 3 ��������

7�: ex( �G \ u) = 1 �� �G \ u �������� �C5 ����� �� ����(����� �������

)��� ����������� ���� ����(��� �� $������� �� ����� �� u �

�� d �G(u) = 3�

���� �� ���� ��������� ����� ��� ���F��������� ����������� �� �� 8�����
2�13 ��� ������� 7��� ��%�� ��� �������� ����"�� ��� ���Z��:� ��� ������
����������� ��� ��� ����������� ���� ��� ��� ����������

9� 6��F��������� (a) �� (b)�

6���������� �� ����� �G \ v1 �� ���� w �� ��������� #����� �� v1 ���� �G

7�� ��� �#��� w = u:� )��� �#��� ex( �G \ v1) = 1 ��� �� �� ���������
2���K� �� ������ �� ������������ φ �� �G\v1 #��� �� ������� T5� 6����
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u u

v4

(a) d �G(v1) = d �G(v3) = 3 (b) d �G(v1) = 3 �� d �G(v3) = 4

(c) d �G(v2) = d �G(v3) = d �G(v5) = 3 (d) d �G(v1) = d �G(v2) = d �G(v3) = 3

w w

v1

�	�� 2�13 + 6��F��������� ��� �� ��� 4.(b).i �� 5������� 2���1�
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��� ������� v2 �� v5 ���� �� ����� 1 ���� �G \ v1 �� ���� ������ �� T5

������ ���� ������������ �� ���� ������������ φ ��� %��� ������ ���
"�� φ(v2) �= φ(v5) �= φ(w) �� v1w ��� �� ��� ���� �G� �� φ(v5) �= φ(v2) �=
φ(w) �� wv1 ��� �� ��� ���� �G� *� ��������� ��� J(���� ������� � v1� φ

��� %��� ������ � �� ������������ �� �G #��� �� ����� ���� �������
� J ��������

/� 6��F��������� (c) �� (b)�

���� �� ���� �G �������� ����� � ���� "�� �� ��#��� �� ���� ���������(
���� %��� ��� ��������� -� ������ ���� �� ����� �� ������ vi �� ����� 2
��� "�� �G \ vi �� �������� �� �� ������� �C5 ����� ����(����� �������
*� ����������� vi �� ���� �� u ���� ���� �������� �� ��� 4.(a)�

��� d �G(u) ≥ 5�

���� �� ���� ex( �G) ≥ 4� =� �G \ u ��� �������� ����� ���� �#��� ex( �G \ u) =

k − d �G(u) + 1 �� ������ ������ �� 5������� 2���K� �G \ u ��� T5(����������
���� �#��� �� ����� k + 3 − 5 = k − 2 = d �G(u) − 2 ≥ 	d �G(u)/2
 ��������
������ � ?� ��� ������� ����� T5(���������� �� �G \ u � �� ������������
�� �G #��� �� ����� ���� ������� � k + 3 ������� ����� ���� �� ��� 4.(a)�
=����� �� ������ �� ������ v ���� �G\u ��������� � �C5 ��� "�� d �G(v) ≥ 3�
�G \ v ��� ������� �� ex( �G \ v) ≥ 2� *� ����������� v �� ���� �� u ���� ����
�������� ������ �� ��� 4.(a)�

	� =������ ���������� "������� ��� ��� ��������� �� �� ������� 6���� �G �����
�� ��� $��%�� �G �������� ��� ��������� �(��%��(������� G∗ ����� "�� G∗ �� �G−G∗

���� ������ �� ��� �� ��� ��%��� =� G∗ ��� ��� ��������� ������� �� �G �� �� �G
���(�%�� ��� �(��%��(������� 7���� �� ��� �G∗ = �G:� ����� �� �������� ������ ��%��
������� G∗ �� �G − G∗� =����� ���� ������ w �� ���� ������ �� G∗ ��'����� � ��
������ �� �G − G∗�
�� ����� G∗ �����$��� ��� $���� ���#���� �

7��� $-"-�$ ex(G∗) > 1�

.��(- =������ "�� ex(G∗) = 1 V �� �������� ������� G∗ ��� �� � ��� 7�������
"�� �G = P ( �G):� 6���� �� ��� 1 �� �� ������ �� G∗ ���� %��� �� �������� 6����
�� ��� � �� �� ������ �� G∗ ���� %��� �� ������� �� �������� �� ����� 	 V ���� ����
�� ���� ���� �#��� �� ��� 2 �� ���� ��������� ����� � ������� ����� ex(G∗) > 1�

7��� $-"-�' %� ������ G∗ �	� ���� 2�� ������ �	� ��� ���� 	� ���	 	�	 	�����	 	���
�� ����� ����3�

.��(- 6���� �� ��� 3 �� �� ������ ��� �� ���� ������ �� G∗ "�� ��� %��� ��
����� ����� ���� �G ��� �� ������ w� 6���� �� ������ ��� ������� �� ����� �����
���� �� ����� ��� ���� �� ������� "�� �� ����� �� w ���� G∗ ��� ��������������
���� ���� G∗ ��� ����
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7��� $-"-�& ,� � 	����� w ���	�� �� dG∗(w) = 2� ���	 ���� ���� �� G∗ �������� ��
����	 ���� (≥ 4)�	�����	 - ���������� �������� ���� 	�� ���� C ��������� w )
���	 �� ��	� C �������� �� (≥ 4)�	������

.��(- -�������� �� ��������� V �� �������� ������� ������� "�� G∗ �������� ��
� ��� �� �������� � ��������� � − 1 �(������� 7��������� �� w ���� ������ �� ���
������:� 6���� ��(������� �� � ��� ���� %��� �� ������� ���� G∗ �� �������� ��
����� � ≥ 5 ��� ��� ��� 1 �� � �� �� ��������� ��� 6���� �� ��� 2 �� �� ������ ��
���� �#��� � ≤ 3 �� ����� ��� �������������� )��� �������� ���� "�� ���� � ��� ����
G∗ �������� �� ����� ���� (≥ 4)(�������� ���$ �#������������ �� � ��� ��������� ��
������ w�

E���������� �� ���"���� �� ����� 2���11 � G∗� ���� �������� "�� G∗ �������� ��
����� �� (≥ 4)(������ u� u �= w �� w ������� ��� "�� G∗ \ u ��� �������� 6����������
ncc( �G) = ncc( �G \ u) �� ���� �

ex( �G \ u) = |A( �G \ u)| − |V ( �G \ u)| + ncc( �G \ u)

= |A( �G)| − d �G(u) − |V ( �G)| + 1 + ncc( �G) = ex( �G) − d �G(u) + 1�

)��� �#��� ���������� ���� ����(��� � ���������� �

7�: ex( �G \ u) �= 1 �� �G �� �������� �� �� ������� �C5 ����� �� ����(����� �������

@�� � ������ �� ���������� ���� �#��� �χ( �G \ u) ≤ k − d �G(u) + 4� ���� �� ����
���� ������������ �� ( �G \ u) #��� �� ������� ���� ������� ��� %��� ������
� �� ������������ �� �G #��� �� ������� ���� ������� � k + 3 ������� ��
��������� �� �%�� ������"�� "�� ���� �� ��� 4.(a)� ��� ���� �#��� �� �����
d �G(u) − 1 > 	d �G(u)/2
 �������� �������

7�: ex( �G \ u) = 1 �� �G \ u �������� �� ������� �C5 ����� �� ����(����� �������
)��� ����������� ������ ���� ����(��� �

�� d �G(u) = 4�

���� �� ���� ex( �G) = 4� -� ��� $����� �� #���F�� "�� ���� �� ������ u ���
%��� ������ ���� ��� ������� �� �C5 �� ����� $�C�� "�� ���� ������#� �� �
����� ���������� ���� �G ��� �� �� $���� ���������� �� �� 8����� 2�1	 7���
��%�� ��� �������� ��� �#��� ����� ��� ���� ������������ ��������:�
���� �� ���� ������ �� 5������� 2���K� �� ������ �� ������������ φ ��
�G \ u #��� �� ������� ���� ������� T5� )��� �#��� ���� ���� �������� �������
������ x �� y� =����� φ(v) = a �� φ(w) = b V �� ��� ������� φ � �� ��(
���������� �� �G #��� �� ������� ���� ������� � 
 ������� �� �����
φ(u) = c ��� ��� ������� c ∈ V (T5)� ��������� �� a �� �� b� �� φ(ui) = x

7�������#����� φ(ui) = y:� 1 ≤ i ≤ 4� �� uui ∈ A( �G) 7�������#����� ��
uiu ∈ A( �G))� )����� "�� uv �� uw ���� ���� ������� �� "�� ��� �������
v′� w′ ��#��� %��� ���������� �#�� ���� �������� ���� V (T5) ���������� ��
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u

u1 u4

v

v′ w′

w

u2 u3

�	�� 2�1	 + 6��F�������� ��� �� ��� 5.(b).i �� 5������� 2���1�

c� ��� ������ �� ��F������ �� T5� �� ������ ���� ����� �� �������� ��������
��� �������� ������ �� ��� ������� �#�� ��� ������� ���� V (T5)�

��� d �G(u) ≥ 6�

)��� �#��� ����� ex( �G) ≥ 6� ���� �� ���� ���� ������������ �� �G \ u

#��� T5 ��� %��� ������ � �� ������������ �� �G #��� �� ������� ����
������� � k+3 ������ �� ��������� �� �%�� ������"�� "�� ���� �� ��� 4.(a)�
��� ���� �#��� �� ����� d �G(u) − 2 > 	d �G(u)/2
 �������� �������

)��� �#��� ����� ���� ��� 5�������� 2���3� 2���K �� 2���� ��� ����� ������� ���
�� ������ ��������"�� ������� ��� ������ ������� 4� 1 �� �� )��� ���#��� ���� �������
"�� �� ����� ������ �� �� 5������� 2���1� ��� ������� ��� ��� ������ ������� 2 �� 3�
������� ���� ������� ��� ����� ��$������� �������� ��� ��� ������ ������� k�

.��
������� $-"-�% 5 ���	�� ��	 ������	 �����#	 * 2��	����������� +3 �� �� ������ �����
������� ������� 6 2��	����������� ?3�

.��(- ��� ������� �� ���� ������ ���� ���������� �� �� 8����� 2�1J� ���� ��� ����
���� ����� ���� �� ������� ��� ������ �� �� ������ �� �������� �� ��� � V �� ������
��������"�� ������� �� ��� ������ ��� ���� ���� �� ������ �� ����� ��������

6��������� �� ����� ��$������� �������� ��� ��� ������ ������� k� ���� �#��� �� ����(
���� ���#��� �
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(a) �� ����� ������� ������� 2 �� (b) �� ����� ������� ������� 3 ��
�� ������ ��������"�� ������� J �� ������ ��������"�� ������� 


�	�� 2�1J + 6��F��������� ��� �� @��������� 2���1J

u2

�G1
�G2

, . . . ,
�Gn−1

�Gn

un
=⇒ , . . .

�Gn−1 =⇒

�	�� 2�1
 + 8������ �� ������ ��� �� ���#� �� 5������� 2���1


0����1� $-"-�! ���� ���� n ≥ 1 �� ���� k� k ≥ 3×2n−1(2n−3)+4� �χ(ξk) ≥ 3×2n−1�

.��(- =����� �G1 = �C5 �� �Gn� n ≥ 2� �� ����� ������� ������ � ����� �� ���� �����
���������� �� �Gn−1 �� ���� ���#��� ������ un ����� �� ��� ���� ������� �� un #��� ���� ���
������� �� �� ������� ���� �� �� ���� ��� ������� �� �� �������� ���� #��� un 7#���
8����� 2�1
:�

6���� ����� �� ������ �������� �����$��� �

{
ex( �G1) = 1 �� �χ( �G1) = 5

∀n ≥ 2, ex( �Gn) = 2(ex( �Gn−1) + �χ( �Gn−1) − 1) �� �χ( �Gn) = 2�χ( �Gn−1) + 1

*� �����#��� �� � ����� ���"������� ���� �������� �

ex( �Gn) = 3 × 2n−1(2n − 3) + 4, n ≥ 1, �� �χ( �Gn) = 3 × 2n − 1�

)��� �#��� ���� �

∀k ≥ 3 × 2n−1(2n − 3) + 4, �χ( �Gn) ≥ 3 × 2n − 1�
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*%* &������ ��������� '2�-�������� ���� �����!��

)��� ������ ���� ����� ������� ���������� ��� ����� ��������� �� ��� ����� ��$�������
�� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������ �������� �(���������� ���� ���(
������

)��� ��#��� "�� �� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������ �������� ���
�� ��� K4 L		M �� "�� �� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������ ��������
���������� ��� ���� � 
 L	
M� 6��������� �� $������ ��� ������ �������� ���� ���������
?���� �� L	2M � ������ "�� �� ������ ��������"�� ������� �� ����� $������ �� ������
��� �� ��� 	�� E��� ������ ����� �����$������� ����� ������ ��� ��� ������ ��������
k(����������� k > 1� "�� ���� ��� �������������� ��� ������ �������� ����������� )���
���� ������ ��������� � ������� �� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������
�������� �(����������� ���� ���� ����� ��Q����� ���� �#��� �������� �� ������� �� ������
��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������ �������� k(���������� ���� �������� ���
k = 1, 2�

)��� ������������ ���� �� ������ ���� ��� ������ �������� k(����������� *�������
���� ��������� �� ����� ����� QR27 �� ���� ����������� ��� ����� ��������� �� ������
��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������ �������� �(���������� ���� ��������� 8�����(
����� ���� ��������� ����� ������� �� ����������� ��� ����� ��$������� �� ������ ����(
����"�� ������� �� ����� $������ �� �������

!� ����� ������� (���������� ��� �� ����� ������� ���������� !� ����� �������
$���������� G ��� �� ����� ������� ��� "�� �� ����� G′ ������ � ����� �� G �� ����#���
��� ������� ��������� � �� $��� ���������� �� G ��� 1(���������� �� �%��� �� �����
������� 
���������� ��� �� ����� ������� ��� "�� �� ����� G′ ������ � ����� �� G ��
����#��� ��� ������� ��������� � �� $��� ���������� �� G ��� (k − 1)(����������

=��� Pk� k ≥ 1� �� $������ ��� ������ �������� k(���������� V �� ��� ����� "�� ��� ����
i �� j� 1 ≤ i < j� P i ⊂ Pj �

6��������� ��� ������ �������� ���������� ���� ��������� ���������� �� ������ ����(
����"�� ������� �� ����� $������ �� ������ ��� �� ��� 
� *� �� "�� �������� �� �����
��$������� �� ������ ��������"�� ������� �� ����� $������ �� ������� ���� ������ �������
"�� ����� ����� ��� �� ����� J�

.��
������� $-$-� 5 ���	�� ��	 ������	 �������	 ���������	 	��	 ������� �� ������ �����
������� ������� �� ����	 6�

.��(- 6���������� �� ����� G ��������� �� �� 8����� 2�1K� �� ����� G ��� ����������
������� ��������� ���� ��������� )��� ������ ������� "�� �χ(G) ≥ 6�

6���� G �������� �� ������� � 	 ������� �C5 ����� ����(����� ������ 7����(�����
������ �� ��� ������� x0, x1, . . . , x4:� ���� �#��� �χ(G) ≥ 5� =��� c �� ������������ ��
G #��� �� ������� T V �������� "�� |T | ≥ 6�

=������ "�� |T | = 5 �� ���� G′ = G \ {u, v}� -� ��� ����� "�� ��� ���� i� 0 ≤
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0
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2

G

�	�� 2�1K + !� ����� ������� ��������� ���� �������� G �#�� �χ(G) ≥ 6

i ≤ 4� �� ������ xi ������ ���� ����������� �� ���� ������������ "�� ���#��� �#��� ���
�������� ����������� ����� ���� ������ �� ������� T ���� �#��� ���� ����������� �� ����
������������� �� �� ���� ������� � ��� ����� ������� ��� �� ������� T5 7#��� 8����� 2�14:�
9����� c ��� ��� T5(���������� �� G� 6���� G′ �������� �� ������� �C5� �� ������ ��� �����
T5(���������� �� G′� � ����������� ���� ?� ��� ������ ���� ���� �� ���������� "��
�� T5(���������� �� G′ ���������� �� �� 8����� 2�1K ��� �� ���������� ������� �� c�

���� �� ���� ���� ��#��� �#��� c(u) = 2 �� ��� ������ c(v) ∈ V (T5) ���� ���� � ���
�������������� ����� |T | ≥ 6 V ������ �χ(G) ≥ 6�

=��� G �� ����� V ��� ���� ������ u ���� ������ N1
G(u) ���������� ��� #������ ��

����� 1 �� u ���� G � N1
G(u) := {x ∈ NG(u) | dG(x) = 1}�

)��� ����������� �� ����� ���#��� ���� �� ���#� �� �������� ������� �� ����� ������� �

5�� $-$-" ,��� G �� ������ ������� ��������� 	��	 ������� ��� ������� G 	���	"���
��� ��	 ���������	 	�������	 '

(� G �������� �� (≥ 2)�	����� u �� ��� |N1
G(u)| ≥ dG(u) − 1 )

$� G �������� �� (≥ 3)�	����� u ����������� - �� ���� �� ��� |N1
G(u)| ≥ dG(u) − 2 )

*� G �������� ���� $�	�����	 ��������	 u �� v ��� ������������� - �� �����

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���������� �� ��� �W G ��� �������� )���
������� "�� G �� �����$��� �� ��� ���������� 1 �� �� )��� ���#��� "���� �����$��� �����
�� ��������� 2� 6���� G �� �����$��� �� �� ��������� 1 �� �� �� ��������� �� G ��������
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C1

C2

C3

C4

C5

C6

C7
C1

C2

C5

C6

C(B)
B

C7

C3

C4

�	�� 2�1� + !� ����� ������� ��������� �(������� B �#�� C(B)

�� ����� �� � ��� �� ���� (≥ 2)(������ v �� G #���F� � ���� dG(v) − |N1
G(v)| ≥ 3� ����

dG(v) − |N1
G(v)| = 2 �� v ���������� � ����� � ��� �� G�

=��� G′ �� ����� ������ � ����� �� G �� �������� ��� ������� �� ����� 1� 6���� G
�� �����$��� �� �� ��������� 3� ���� �(������ ��������� � �� � ��� �� G′ ��� �� �(������
�� G� ?� ��� ���� ������ ���� ���� �� ���������� "�� G �� �������� ����� ������ ��
����� 1�

6���������� �� �����(���� B(G) �� G� 6���� G ��� �������� ������ �� @�����(
���� 1�	�3� B(G) ��� �� ������

=��� B �� ������ ���� B(G) ��� "�� dB(G)(B) ≤ 1� 6���� δ(G) ≥ 2� B ��� �� ����
��������� �� ����� �� � ����

E���������� ���� ����������� ���� ��� �

1� B ��� �� � ����

6���� g(G) ≥ 4� B ��� �� �������� �� ����� 3� 9����� B �������� �� ����� ����
������� ��'������ u �� v ���� "�� dG(u) = dG(v) = 2�

�� B �������� �� ����� ���� � �����

���� �� ���� ���� ����������� �� ����� C(B) �#�� �

+ V (C(B)) := {Ci | Ci ��� �� � ��� ������ ���� ����� ���� B} V
+ E(C(B)) := {CiCj | |E(Ci) ∩ E(Cj)| = 1} 7#��� �� ������ �� 8����� 2�1�:�

0����"���� "�� ����� G ��� ������� ���������� |E(Ci) ∩ E(Cj)| ≤ 1 ��� ����
i �= j�

6���� G ��� �� ����� ������� ��������� �������� C(G) ��� �� ������ 6���� B
�������� �� ����� ���� � ����� C(B) �������� �� ����� ���� $��������

=��� C ��� $������ ���� C(B) �� ��������� ����� ���� �������������� �� G� 6����
g(G) ≥ 4� C ��� �� � ��� �� �������� �� ����� 3� 9����� C �������� �� ����� ����
������� ��'������ u �� v ���� "�� dG(u) = dG(v) = 2�
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)��� ������ ���������� �������� �� ����� ����� QR27�

=��� p �� ������ ������� p ≡ 3 7��� 3: V �� ������� QRp� ��������� � ����� ��� �������
"�������"��� ��� ���� �� p� �� ��F��� ����� �

+ V (QRp) = {0, 1, . . . , p − 1}�
+ A(QRp) = {ij | j − i ��� �� ������ "�������"�� ��� ��� �� p 7��� p:}�

=��� G �� ����� ������� V �� 	��	������� 
������ �� G ��� ��� ��"����� �� k �������
��������� X = (x1, x2, . . . , xk) �� G ����� "�� �� ����(����� ������ �� ��� ������� ��� ��
��������

��/������ $-$-$ !� ������� ������� �� ������ n ��� ��� ��"����� α = (α1, α2, . . . , αn) ����
{0, 1}n V ���� G �� ����� ������� �� X = (x1, x2, . . . , xk) ��� ��"����� �� ������� ���������
���� G� !� ������ y �� G ��� �� α(	����		��� �� X �� ���� �#��� αi = 1 =⇒ xiy ∈ A(G)
�� αi = 0 =⇒ yxi ∈ A(G) ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ n�

��/������ $-$-' )��� ������ "���� ����� ������� H �����$��� �� ������� Pk,n ���
k, n > 0 �� ��� ���� ����(����� m(���"�� H [x1, x2, . . . , xm]� 1 ≤ m ≤ k� ���� H �� ����
#������ ������� α = (α1, α2, . . . , αm) �� ������ m� �� ������ �� ����� n ������� ���'�����
y1, y2, . . . , yn ���� H "�� ���� ��� α(����������� �� (x1, x2, . . . , xn)�

�� ������� Pk ���������� �� =���� L	
M ��������� � �� ������� "�� ���� ��(
���� Pk,1� -� � ���#� ���� ��� ������� "�� �� G ��� �� ����� ������� �����$������ �� �������
Pk� ����� ���� k(����� ������ ������� ��� G(����������� @��� ���� k > 0� �� � ��������� ��
��� ������� ������������ �� ����� � (k + 1) × 2k ������� �����$������ �� ������� Pk�
9����� ��� ���� k� �� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ �� k(������ ������� ��� ��
��� (k + 1) × 2k�

)����� "�� ���� ����� ������� �����$������ �� ������� Pk,n �����$��� ����� �� �������
Pk′,n ��� ���� k′ < k� @�� ���#������� �� ����� "�� ���� ����� � �� ����� �� ������
�����$��� �� ������� P0,n �� "�� �� ����� #��� 7������� 4: �� �� �����$��� ���

0������ "�� ��� ��� �������� q = pn ≡ 3 7��� 3: ���� ������ ������ p� GF (q)
������� �� �����	 �� 4���	 � q ��������� �� ����� ������� QRq � ��� ��� ������� ���
�������� �� GF (q) �� ��� ���� ��� ������ ij ���� "�� j − i ��� �� ������ "�������"�� ���
��� �� GF (q)� ��� �� ������� � q ������� L2	M� *� ����������� ���� �� ��� �W q = 33 ��
5������ 2�1 ��������� ��� ������� �� QR27 �� ��� �������� �� GF (27) ������������ �
��� ������� �� ���� �#��� �

5�� $-$-& %� ������� QR27 ��		#�� � ��������� P3,2�

.��(- 0����"���� ���� ������� "�� ������� ��� ������� ���� ��� 2(���"�� (s1, s2, s3)
��� ���� ���������� �� ���� ����� ���� � ��� � ����� ������� �������� �� ������ �������
�� �������� �� �� ��Q� �� ���������� ��� ��"������ (s1, s2, s3) ������ "�� s1s2 �� s2s3 ���� ���
���� ���� QR27� �����(�(���� ��� v ∈ {02, 05, 06, 07, 11, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 21, 22}�



�3 
��	��� ,� 
������	�� ��	�����

)� ������� (mod 3, x3 − x + 1: )� ������� (mod 3, x3 − x + 1:
4 0 0 13 x14 −x
41 x1 x 1	 x15 −x2

4� x2 x2 1J x16 1 − x
42 x3 −1 + x 1
 x17 x − x2

43 x4 −x + x2 1K x18 1 − x + x2

4	 x5 −1 + x − x2 1� x19 −1 − x − x2

4J x6 1 + x + x2 �4 x20 1 + x − x2

4
 x7 −1 − x + x2 �1 x21 1 + x2

4K x8 −1 − x2 �� x22 −1 − x
4� x9 1 + x �2 x23 −x − x2

14 x10 x + x2 �3 x24 1 − x − x2

11 x11 −1 + x + x2 �	 x25 1 − x2

1� x12 −1 + x2 �J x26 = x0 1
12 x13 −1

+��� 2�1 + 5������ ��� ������� �� QR27 �� ��� �� �Y��� ������������� ���� GF (27)

@��� ���� ��� ij ���� QR27� ����������� x → x−i
j−i

��� �� ������������ �� QR27 "��
��#��� ij ��� (0)(26)� -� ��Q� ���� �� #���F�� �� ������� P3,2 ��� ��� ��"������ �� �� $����
(0, 26, v) ������ "�� 01 ≤ v ≤ 25 �� v − 26 ��� �� ������ "�������"�� �� GF (27)�

)��� ������ [v1, v2, v3] �� �� ��������� �� v1 �= v2 �� �� ������ ��� ������������� �� QR27

��#� ��� (0, 26, v1) ��� (v2, 0, 26) �� (26, v3, 0)� ?� ��� $��������� #���F�� "�� �� [v1, v2, v3]
�� �� (0, 1, v1) �����$��� �� ������� P3,2� ����� (0, 26, v2) �� (0, 26, v3) �����$��� �� �������
P3,2� @��� �� ������� QR27 ���� �#��� [05, 19, 15] �� [07, 21, 11]� @��� ������ ��� ��"������
�� �� $���� (0, 26, v) �#�� v ∈ {02, 05, 06, 07, 11, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 21, 22}\{11, 15, 19, 21}
�� ��� ���� #������ �������� ���� α(����������� ���� ������ ���� �� 5������ 2���

)��� ��F������� �� ����� ������ ≺ ��� ���������� ��� ������ ����� ���� �

+ =� G1 ��� �� ����(����� ������ �� G2� ����� G1 ≺ G2 V

+ �� n3(G1) < n3(G2)� ����� G1 ≺ G2 7�W n3(G) ��� �� ������ �� (≥ 3)(������� ����
G:�

0����"���� "�� ��� ����� ������ ��� ���� ��F�� � �� G1 ��� �� ����(����� ������ ��
G2� ����� n3(G1) ≤ n3(G2)� ���� ≺ ��� ��� ��������� �������� �������� �� ������� ������
N����(�����O ��� ���������� ��� �������

0����1� $-$-% ���� ���� ������ ������� $���������� ������� 	��	 ������� G�
G → QR27 �� ���� �χ(G) ≤ 27�

.��(- =������ �� �������� $��� �� ���� G �� ��� ���� ������(������ ����� ≺� )���
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74��J�v: c4�4�4d c4�4�1d c4�1�4d c4�1�1d c1�4�4d c1�4�1d c1�1�4d c1�1�1d
74��J�4�: 41 42 4� 1
 4	 11 4
 12 14 1� 43 4K 4J 13 1J 1K
74��J�4	: 41 �2 42 4� 4
 11 12 1	 14 1� 43 4K 1J 1K 4� 4J
74��J�4J: 42 4� 41 1
 4	 4
 11 12 43 14 4K 1� 13 1J 4� ��
74��J�4
: 42 4� 41 1
 12 �1 4	 11 1� �4 43 4K 4� 13 4J 1J
74��J�12: 41 42 1
 �2 4	 1	 4
 11 4K �4 43 14 4� 4J 13 1J
74��J�13: 1
 �2 41 42 4	 11 4
 1� 4K 1� 43 14 1K �� 4� 4J
74��J�1J: 1
 �	 41 42 4
 12 4	 11 14 �4 43 4K 4� 13 4J 1K
74��J�1K: 41 4� 42 �2 1	 1� 4	 4
 43 1� 4K 14 4� 1J 4J 13
74��J���: �2 �	 41 42 4	 12 4
 11 43 4K 14 1� 4J 1J 4� 13

+��� 2�� + 5������ ��� α(����������� ��� ��"������ �� �� $���� (0, 26, v)

������ ���#�� �������� 8���� ��� ������� "���� ��� ����� �� ��� �� ��������

7��� $-$-! G �� ���� �������� ������ ��	 ������������	 �����	�����	 ��� � @����� *�$<
����� 	��	������� �������

.��(-

1� 6��F�������� (1)�
=��� G′ = G \ v� ������ �� ���������� �� G� �� ������ �� ������������ h �� G′

#��� QR27� .�_�� �� ����� 2�2�	 h ��� $��������� %��� ������ � G�

�� 6��F�������� (2)�
=��� G′ = G \ v� ������ �� ���������� �� G� �� ������ �� ������������ h �� G′

#��� QR27� ?� ��� ������ ��_�� �� ����� 2�2�	 "�� h(w) �= h(w′) �� h ��� %���
������ � G�

2� 6��F�������� (3)�
6���� G �� �������� �� ��� ���F��������� 2��4(1) �� 2��4(2)� ui ��� �� ����� ��
����� 2 ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ 3�
=����� K �� ����� ������� �� KR �� ����� ��F�� �� V (KR) = V (K) �� A(KR) =
{xy | yx ∈ A(K)}� 6���� ����������� f : V (QRp) −→ V (QRR

p ) ��F��� ��� ����
x �� f(x) = −x 7��� �
:� ��� �� ������������ QRp �� QRR

p ���� ����������
����� GR ��� ����� �� ������(������ ��� �� ��������� ?� ��� ���� ������ ����
���� �� ���������� "�� d+

G(v) < d−
G(v)�

=������ ������� d+
G(v) = 0� =��� G′ = G \ v V ������ �� ���������� �� G� �� ������

�� ������������ h �� G′ #��� QR27 �� h ��� %��� ������ � G ��_�� �� �����
2�2�	�
=������ ���������� d+

G(v) = 1� ?� ��� ������ ���� ���� �� ���������� "��
N+

G (v) = {u1} �� N−
G (v) = {u2, u3}� =��� G′ �� ����� ������ � ����� �� G ��

����#��� �� ������ v �� �� ������� u1 � u2 �� u1 � u3 �� �� ������ �� �������� ��
-� ��� $����� �� #���F�� "�� G′ ��� ������ �� ����� ������� �(��������� ���� ���������



�J 
��	��� ,� 
������	�� ��	�����

v1

v2

u2
v

u1

u2

u3

(3) (4)

u1

(1)

v

u1 un

u1

w v w′

(2) 1 ≤ n ≤ 3

�	�� 2��4 + 6��F�������� ��� �� 8��� 2�2�


6���� n3(G
′) = n3(G) − 1� G′ ≺ G� ������ �� ���������� �� G� �� ������ ��

������������ h �� G′ #��� QR27� 6���� u1 �� u2 7�������#����� u1 �� u3: ����
������ �� �� ������ �� �������� �� h(u2) �= h(u1) �= h(u3)� ����� h ��� %��� ������
� G ��_�� �� ����� 2�2�	�

3� 6��F�������� (4)�
���� �� ��� �W ��� ����� ��� ���Z��� u1v1u2 �� u1v2u2 ��� �� ������� ���� �������
���� ���� �� ���������� "�� u1v2u2 ��� �� �������
=��� G′ \ v1� ������ �� ���������� �� G� �� ������ �� ������������ h �� G′ #���
QR27� .�_�� �� ����� 2�2�	� h ��� %��� ������ � G�

7��� $-$-2 G �	� $�������� �� ���� ��	���� ������������� ������� $ �� G ���	�	�� �� ����
	�����	 ��� ��������	�

.��(- 6���� �� ������� QR27 ��� ��������$� ����� G �� ��� �#��� �� ������ ��������(
������ �� ���� G ��� �(������� V ������� �� �&�� "�� v ��� �� ������ �������������� ��
G� =����� G1, . . . , Gk ��� ���������� �������� �� G \ v �� G′

i �� ����(����� �� G ������
�� V (Gi)∪{v}� 1 ≤ i ≤ k� ������ �� ���������� �� G� �� ������ �� ������������ hi ��
G′

i #��� QR27� 6���� QR27 ��� ��������$� �� ��� ������ "�� hi(v) = hj(v) ��� ���� i
�� j� 1 ≤ i, j ≤ k� *� ��������� h1, . . . , hk �� ������� �� ������������ �� G #��� QR27�

�� �%��� ����� QR27 ��� ���(��������$� ����� G �� ��� �������� �� �������� ������(
�������� ���������� �� ���� ������� ��'������ V ������� �� �&�� "���� ������ �� ��� uv
���� G ��� "�� G \ {u, v} ��� ��� �������� =����� G1, . . . , Gr ��� ���������� ��������
�� G \ {u, v} �� G′

i �� ����(����� �� G ������ �� V (Gi) ∪ {u, v}� 1 ≤ i ≤ r� ������ ��
���������� �� G� �� ������ �� ������������ hi �� G′

i #��� QR27� 6���� QR27 ��� ���(
��������$� �� ��� ������ "�� hi(u) = hj(u) �� hi(v) = hj(v) ��� ���� i �� j� 1 ≤ i, j ≤ r�
*� ��������� h1, . . . , hr �� ������� �� ������������ �� G #��� QR27�

6���������� ��������� ��� ������������� F�� �� G ��� �� ���� ?� ��� ������ ��_��
�� 8��� 2�2�K "�� ��� ������� ��������� � �� $��� ���������� �� G ��������� �� � ��� ����
����� C�

=��� H = G \C� -� ��� ����� "�� H ��� �� ����� ������� ��������� ���� ��������� ����
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C

Hi \ JiJi

vi

ui

wi

Gi+1

�	�� 2��1 + 6����������� �� ����� Gi+1 � ����� �� ����� Gi

�� ������ ���� ����������� "�� ��� �������������� ��� �� ��� �� C �� H ���� �������� ��
����� �� G�

e ����� �� G� ���� ������������ �� ����� ������� �(��������� ���� �������� G∗ �� ��
$�C�� ���#���� �

+ �� H ��� �������� G∗ = G�

+ ������ H �������� k ���������� ��������� k ≥ 2� 6���������� �� ����� G0, . . . , Gk−1

�#�� G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gk−1� ���������� �� �� $�C�� ���#���� �

+ G0 = G�

+ =����� Hi = Gi \ C� i ≤ k − 2� �� Ji ��� ��������� ������� �� Hi� 6���� C
��� �� � ��� ���� ������ �� ������ �� ������ vi �� Ji �� �� ������ wi �� Hi \ Jj

��� "�� �� ����� Gi+1� ������ �� ��'������ �� ������ ui �� � ���� viui �� wiui

��� ������� �(��������� ���� �������� 7#��� 8����� 2��1:� �� ����� Gi+1 �����
������ ��� ��� "�� Hi+1 = Gi+1 \ C ������ ��� ��������� ������� �� �����
"�� Hi�

9����� �� ����� Gk−1 ��� ��� "�� Hk−1 = Gk−1 \ C ��� ������� V ���� ����� �����
G∗ = Gk−1 �� H∗ = Hk−1�

)��� ����������� �� ������������� ��� �� ��� �� G∗ ������� �� ����� �� G �� ����
������ C∗ �� $��� ���������� �� G∗� )��� �#��� ���������� �

+ H∗ ��� �� ����� ������� ��������� ���� ���������

+ ����� ui ���������� � �� � ��� ���� H∗�

+ ��� ���� x ∈ V (C)� dG(x) = dG∗(x)�

)��� ������ "���� ������ v ��� 	����� �� dH∗(v) = 1 �� v ∈ V (C)�

*� ����������� G∗ ���� ������ ������� "�� G �������� ����� ��� ���F��������� ����(
������� �� �� 8����� 2��4� �� "�� ��������� �� 8��� 2�2�
� )��� ������C��� �� ��� ����
$���� ���#���� "�� ���� ����������� ���� �� ����� �� �� ���#� �

7��� $-$-4 ���� ���� 	����� v ���	 H∗ ���� dH∗(v) = 1 ���	 ����	 dH(v) = 1 ��
dG∗(v) = dG(v) = 2�
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x

C

�	�� 2��� + 6��F�������� ��� �� 8��� 2�2��

.��(- 6���� ��� ���� ������ u ∈ V (G∗) \ V (G)� dH∗(u) = 2� ���� �#��� v ∈
V (H) �� dH(v) ≤ 1� )��� �������� ���� ������� "�� dH(v) = 1� =������ �� �&�� "��
dH(v) = 0� 6���� G �� �������� �� �� ������ ����� �� �� ������ �� ����� 1� ����
�#��� dG(v) = dC(v) ≥ 2� �� ����� G �� �������� �� �������� �� �� 6��F�������� 2��4(4)�
���� �#��� dG(v) = dC(v) ≥ 3� ���� �� ���� �� ��� $����� �� #���F�� "���� ������ �� ������
x ∈ NG(v) ∩ V (C) ��� "�� dG(x) = 3 7#��� 8����� 2���:� ������������� �� 8��� 2�2�

7���F�������� 2��4(3):� ?� ������� ���� dH(v) = 1 �� dG∗(v) = dG(v)�

)��� �������� ���������� "�� dG(v) = 2� ������ �� 8��� 2�2�
 7���F�������� 2��4(3):
dG(v) �= 3� =������ ���������� dG(v) ≥ 4 V ���� �� ��� |NG(v) ∩ V (C)| ≥ 3� 6����
������������ �� ������ �� ������ x ∈ NG(v) ∩ V (C) ��� "�� dG(x) = dC(x) + |NG(x) ∩
V (H)| = 2 +1 = 3 7#��� 8����� 2���:� �� "�� ��������� �� 8��� 2�2�
 7���F�������� 2��4(3):�
)��� �������� ���� dG(v) = 2�

7��� $-$-�* ,����� v ∈ V (H) �� v0, v1, . . . , vk−1 2k ≥ 33 �	 ���	��	 �� v �������	 	��� �
�����	�������� ������� �� G� .��	 ���� ���� i� 0 ≤ i ≤ k− 1� �	 	�����	 vi� vi+1 �� vi+2

2��������� �	� ���	������ ����� k3 �� 	��� ��	 ���	 �	 ����	 ��	 	�����	 	��������

.��(- =��� ���� �� ���������� ������� "�� v0� v1 �� v2 ���� ��� ������� ��������
)��� ����������� ��� ������� w0� w1 �� w2 ���� "�� � wi = vi �� vi ∈ C� �� wi ��� �����"��
#����� �� vi ���� C �� dH(vi) = 1 7wi ��� ���"�� �� �� 8��� 2�2��: � 6���� G �� ��������
�� �� ��������� �� �� ���F�������� 2��4(4)� ���� �#��� w0 �= w1 �= w2 �= w0� ?� �������
����� dG(w1) = 3� �� "�� ��������� �� 8��� 2�2�
 7���F�������� 2��4(3):�

6���� H∗ ��� �� ����� ������� ��������� ���� �������� �� �������� ������ ��
����� 2�2�� ���� �#��� "����� ��� � ���������� �

1� H∗ = H ��� �� ������ ������

=��� v �� ���� ������ �� H � 6���� ��� ���� ������ x ���� C ���� �#���
dC(x) = 2� ����� ��� ���� ������ u ∈ NG(v)� dG(u) = 3 �� ���� G �������� ��
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���F�������� 2��4(3)�

�� H∗ �������� �� ������ u ��� "�� |N1
H∗(u)| ≥ dH∗(u) − 1 ≥ 1�

=��� v �� ������ ���� N1
H∗(u)� 6���� dH∗(v) = 1� ������ �� 8��� 2�2��� dH(v) = 1�

u ∈ H �� dG(v) = 2� )��� ����������� ���������� ���� ����(��� �� $������� �� �����
dG(u) �� u �

7�: dG(u) ≤ 4� 9���� G �������� �� ������ �� ����� �� v� ��'����� � �� ������ ��
����� �� ��� 3� u� �� "�� ��������� � �� ���F�������� 2��4(2)�

7�: dG(u) ≥ 5� 9���� u ��� ��'����� � �� ����� 3 ������� ������� ���������$�� ��
"�� ��������� �� 8��� 2�2�14�

2� H∗ �������� �� ������ u ��������� � �� � ��� �� H∗ ��� "�� |N1
H∗(u)| ≥ dH∗(u)−

2 ≥ 1�
���� �� ���� ����� ����� ������ �� H∗ \H ���������� � �� � ��� ���� H∗� ����
�#��� u ∈ H �� �� ���#� ��� ��������� � ����� �� ��� � 7���� �� ��� �W dG(u) ≥ 5� u
��� ��'����� � �� ����� 2 ������� �������:�

3� H∗ �������� ���� �(������� ��'������ u �� v ��������� � �� � ��� �� H∗�
6���� ������������ ����� ������ �� H∗ \ H ���������� � �� � ��� ���� H∗�
�� ���� u ∈ H �� v ∈ H �

���� �� ���� ���� ��#��� ������ ���� ���� �� ���������� "�� dG(u) ≤ dG(v)�
)��� ����������� "����� ����(��� �� $������� ��� ������ �� u �� �� v ���� G �

7�: dG(v) ≥ 5 V ����� v ��� ��'����� � �� ����� 2 ������� ������� ���������$�� ��
"�� ��������� �� 8��� 2�2�14�

7�: dG(v) ≤ 4 �� dG(u) = 2 V ����� G �������� �� 6��F�������� 2��4(2)�

7�: dG(u) = 3� ����� G �������� �� 6��F�������� 2��4(3)�

7�: dG(v) = dG(u) = 4 V �� ������ ����� �� ������ x ∈ NG(u) ∩ V (C) ��� "��
dG(x) = 3� �� "�� ��������� � �� 6��F�������� 2��4(3) 7#��� 8����� 2��2:�

)��� ������ ���������� ���������� ��� ����� ��$������� ��� �� ������ ��������"��
������� ��� ������ �������� �(���������� ���� ���������

.��
������� $-$-�� 5 ���	�� ��	 ������	 �������	 $����������	 	��	 ������� �� ������
����������� ������� �� ����	 ((�

.��(- 6���������� �� ����� G ��������� �� �� 8����� 2��3� )��� ������ ���#�� "��
�χ(G) ≥ 11� �� ����� G ��� ���������� ������� ���� ��������� -� ��� ������� �(���������
��� G \ {x, y, v} ��� ��� $��%�� =��� c �� ������������ �� G #��� �� ����� ������� H V
�������� "�� |H| ≥ 11�

6���� ���� ������� "������"��� z1 �� z2 ��������� � {x, y, x1, x2, . . . , x8} ����
������ �� �� ������ �� �������� �� ��� ����� ���� �#��� c(z1) �= c(z2)� ?� ��� ����
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�	�� 2��2 + 6��F�������� ��� �� ��� 4(d)
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x

�	�� 2��3 + !� ����� ������� �(��������� ���� �������� G �#�� �χ(G) ≥ 11
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c10
c9

C

c1

c2

c3

c4

c5

c6

c7

c8

�	�� 2��	 + .���� ��� ��������� ����� ��� �������� c1, c2, . . . , c10

������ ���� ���� �� ���������� "�� �

c(x1) = c1, c(x2) = c2, . . . , c(x8) = c8, c(x) = c9 �� c(y) = c10�

=������ ���������� "�� |H| = 10 �� "�� c(v) = a� 6���� yv1v �� vu1x ���� ����
������� �� �������� ����� a �= c9 �� a �= c10� ����� a ∈ {c1, c2, . . . , c8}�

�� F���� 2��	 ��������� ��� ��������� ����� ��� �������� c1, . . . , c10 ���� � �� ������(
���� ��� ������� {x1, . . . , x8, x, y}� ���� �� ����� �� �� ���#�� ���� ������ ������� ���
�������������� ���"������ ������ ��� ��� ����������

6��������� �� ����� C ����� ��� ������������� ��#� ��� �� ������� c1 ��� ��� ���(
����� c2� c7 �� c8� �� �%��� �� ����� ��� ������������� ��#� ��� �� ������� c3 ��� ���
�������� c4� c5 �� c6� 9����� ���� �#��� ��������� ���� ��� � ���������� � a = c1 �� a = c3�

1� a = c1�

���� �� ���� �� � c10 ∈ {c(v5), c(v6)} �� c9 ∈ {c(u5), c(u6)}� *� �&�� ��� �������
vi� 1 ≤ i ≤ 8� ���#��� �#��� ��� �������� ���������� ����� ���� {c2, . . . , c8, c10}�
6���� ������ c2� c3 �� c4 ���� ����������� �� c9� �� ������� c10 ���� %��� ��������
��� {v1, v2, v5, v6}� @�� ��������� ����� �� ������� c10 ��� ���������� �� �� �������
c1� �� ������� c10 �� ��� %��� �������� "�� ��� {v5, v6}� �� ������������ ��� c9 ���
������"���

0����"���� "�� ��� ���� i �� j� 1 ≤ i, j ≤ 8� vi �� vj 7�������#����� ui �� uj: ����
������ �� �� ������ �� �������� ����� )��� �#��� ���� c(vi) �= c(vj) 7�������#�����
c(ui) �= c(uj):� *� ����������� ������������� �� G �� ��� ������� ��'� ��������� ����
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�#��� � ⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

{c(v1), c(v2), c(v5), c(v6)}) = {c2, c3, c4, c10},
{c(v3), c(v4), c(v7), c(v8)}) = {c5, c6, c7, c8},
{c(u1), c(u2), c(u5), c(u6)} = {c2, c5, c6, c9},
{c(u3), c(u4), c(u7), c(u8)} = {c3, c4, c7, c8}.

7J:

)��� ����������� ����� ��� �� $������� ��� �������� c(u3) �� c(u4) �

7�: {c(u3), c(u4)} = {c3, c4}�
���� �� ���� {c(v5), c(v6)} = {c3, c4} �� c10 ∈ {c(v5), c(v6)} V �����
{c(v5), c(v6)} = {c3, c4, c10}� �� "�� ��� ��� ��������������

7�: {c(u3), c(u4)} = {c7, c8}�
9���� �

{c(v7), c(v8)} = {c7, c8} =⇒ {c(v3), c(v4)} = {c5, c6}

=⇒ {c(u5), c(u6)} = {c5, c6}. 7
:

6���� c9 ∈ {c(u5), c(u6)}� �� ����������� �� �������� 7
: ���� ��������
{c(u5), c(u6)} = {c5, c6, c9}� �� "�� ��� ��� ��������������

7�: {c(v3), c(v4)} = {c3, c7}� {c3, c8}� {c4, c7} �� {c4, c8}�
=��� ���� �� ���������� ������� "�� {c(v3), c(v4)} = {c3, c7}� 9���� �

{
c7 ∈ {c(v7), c(v8)}
c3 ∈ {c(v5), c(v6)}.

7K:

6���� c10 ∈ {c(v5), c(v6)}� �� ����������� �� �������� 7K: ���� ��������
{c(v5), c(v6)} = {c3, c10}� 9���� �

c2 ∈ {c(v1), c(v2)} =⇒ c2 ∈ {c(u5), c(u6)}. 7�:

6���� c9 ∈ {c(u5), c(u6)}� �� ����������� �� �������� 7�: �� �������
{c(u5), c(u6)} = {c2, c9} �� �� �����"���� {c(u1), c(u2)} = {c5, c6}� ?� ��(
����� ����� {c(v7), c(v8)} = {c5, c6}� *� ����������� ���� �� �� �������� 7�: ��
������� {c(v7), c(v8)} = {c5, c6, c7}� �� "�� ��� ������ ��� ��������������

�� a = c3�

�� �%�� ������������ "�� ���� �� ��� 1 7a = c1: ���� ����� �� �������� "��
c10 ∈ {c(v5), c(v6)} �� c9 ∈ {c(u7), c(u8)}� �� "�� ��� ��� ������������� ��� ���� �� ���
c9c10 �� c10c9 ���� ��� ���� �� H �

���� ���� ��� ��� ��� ������ |H| ≤ 10 ���� ���� � ��� �������������� 9����� �χ(G) ≥ 11�
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y1

z1

x2

x1

x3

y2
y3

z3z2

+1 +1

�	�� 2��J + �� ����� G9

*%+ ��� !������ �� �����

!� ����� �� ,���� H ��� �� ����� ������� ��������� ���� ����� T (H) � ��� �� �����
����� $������� �� ���� � ��� C(H) ������� �� $�C�� ������� ���������� ��� $������� �� T (H) V
���� ��������� 	����� ������� �� ������ �� H ���������� �� � C(H)�

*� LJ1M� a����� � ���#� "�� ���� ����� �� ,���� � �� ������ ��������"�� �������
��'��� �� 11� *��� ���'������ "�� �� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������
�� ,����� H� ��� ���� � K �� ���� ������ "�� ����� ���'������ ��� #���� ��� ��� ����(������
�� H� ����� H′� !� ����� �� ,���� H �������� � H′ �� ���� ������ ������� �� T (H)
��� ��� "�� ���� ��� F�� ���� ��� ������� �������� �� T (H) �� ���� ���� ��� F�� ���� ���
$������� �� T (H)� �� ���'������ �� a����� ����� � �� '��� ������ ��#���� ���� ���� ������
������� "�� �� ������ ��������"�� ������� �� ���� ����� �� ,���� ��� �� ��� �� �� "��
�������� �� ����� �� 11 ������� �� a������

)��� ������ ��� ���� �������� �� ������� ��������� � ����� ��� ������� "�������"��� ���
���� �� 
� ���� QR7� �� �� ����� ������� G9 ��������� ����� ����� =����� Cx� Cy �� Cz

����� �������� � 2 ������� � ��� �������#����� ��� ��������� �� ������� {x1, x2, x3}�
{y1, y2, y3}� {z1, z2, z3} �� ��� ��������� ������ {x1x2, x2x3, x3x1}� {y1y2, y2y3, y3y1}�
{z1z2, z2z3, z3z1}� �� ����� ������� G9 ��������� � ����� �� Cx� Cy �� Cz �� ��'������
���� ��� ���� ������� �� ���� ������ �� Cx #��� ���� ������ �� Cy� ���� ��� ���� �������
�� ���� ������ �� Cz #��� ���� ������ �� Cx� �� ����� xiyi+1 7��� 2: �� �� ����� yixi+1

7��� 2: ��� ���� i = 1, 2, 3 7#��� 8����� 2��J:�

�� ������� QR7 ������ �� ������� ���#���� �

8���(����� $-'-� L1	M %� ������� QR7 	���	"��� � ��������� P2�
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0����1� $-'-" ���� ���� ������ �� /��� H� �χ(H) ≤ 9�

.��(- =��� H �� ����� �� ,����� )����� f1 ��� $������ �� C(H)� ?� ������� �� ���� ��
�������� ��� �� � ��� C(H) �� �������� n� n ≥ 3� �� �� ���� fi� 2 ≤ i ≤ n� �� i(���� $������
���������� � ����� �� f1� )����� pi �� ��� �� �� $������ fi�

)����� T ������� ����(����� �� H ������ �� ��� ������� �������� �� H � ������ ��
5������� 2���3� T ��� Cx(����������� =��� h′ �� ������������ �� T #��� Cx� )��� ������
������� h′ � �� ������������ h �� H #��� �� ����� ������� G � �� ��� � ��������
��������� Cx ����� ����(����� �������

)��� ����������� ������� ���� ��� �� $������� �� n �

1� n ≤ 6�
=��� G �� ����� ������� ������ � ����� �� Cx ��F�� �� V (G) =
{x1, x2, x3, y1, y2, . . . yn} �� A(G) = A(Cx) ∪ {yiyj | fifj ∈ A(H), 1 ≤ i, j ≤
n} ∪ {h′(pi)yi | pifi ∈ A(H)} ∪ {yjh

′(pj) | fjpj ∈ A(H)}�
-� ��� $����� �� #���F�� "�� ����������� h �� H #��� G ��F��� ��

{
h(x) = h′(x) si x ∈ V (T ),
h(fi) = yi pour tout i, 1 ≤ i ≤ n

��� �� ������������� 9����� �χ(H) ≤ |G| ≤ 9�

�� n ≥ 7�
)��� ����������� "����� ����(��� �

7�: @��� ���� i� 1 ≤ i ≤ n� pifi ∈ A(H) �� ���� ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ n� fipi ∈ A(H)�
������ �� @��������� 2���J �� � ��� C(H) ��� T5(���������� 7�� ������� T5 ���
��������� 8����� 2�14:� =��� g �� ������������ �� C(H) #��� T5� )��� �����(
������ ����������� h �� H #��� G ��F��� ��� x ∈ V (H) ��

h(x) =

{
h′(x) si x ∈ V (T ),
g(x) si x ∈ V (C(H))

�W G ��� �� ����� ������ � ����� �� Cx �� T5 �� ��'������ ���� ��� ���� ��������
������� �� ���� ������ �� Cx #��� ���� ������ �� T5 �� ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ n�
pifi ∈ A(H) �� ���� ��� ���� �������� ������� �� ���� ������ �� T5 #��� ����
������ �� Cx �� ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ n� fipi ∈ A(H)�
-� ��� $����� �� #���F�� "�� ���� ��� ���� ��� h ��� �� ������������ �� H #���
G� ���� �#��� ���� �χ(H) ≤ |G| = 8�

7�: H �������� ����� ��� ���F��������� ����������� �� �� 8����� 2��
 7���� ���
���F�������� 2��
72: �� 2��
73: ����%�� pifi ��� %��� �������� ���� �� ���� ��
���� �������: �
6���� C(H) \ fi ��� ��� ���Z��� ������ �� 5������� 2���3 �� ������ �� ����(
�������� g �� C(H)\fi #��� �� ������� � ����� ������� �C3 � ��� ��� �������
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(3) (4)

fi fi fi fifi−1 fi−1 fi−1fi+1 fi+1fi−1 fi+1 fi+1

pi+1 pi+1 pi−1 pi−1 pi pi+1pi+1pipipipi−1 pi−1

(1) (2)

�	�� 2��
 + 6��F�������� ��� �� ��� 2.(b) �� 5������� 2�3��

1� �� 2 �� ��� ���� 1���2�21� )��� ����������� ����������� h �� H \ fi #��� G9

��F��� ��

⎧
⎨

⎩

h(x) = h′(x) si x ∈ V (T ),
h(fj) = yg(fj) si j �= i et pjfj ∈ A(H),
h(fj) = zg(fj) si j �= i et fjpj ∈ A(H).

-� ��� $����� �� #���F�� "�� h ��� �� ������������ �� H \ fi #��� G9� =�����
xi �� x′

i �������#����� �� ���������� �� �� ����������� �� h′(pi) ���� Cx� *�
����� h(fi) = xi 7�������#����� h(fi) = x′

i: �� pifi ∈ A(H) 7�������#����� ��
fipi ∈ A(H):� h ��� %��� ������ � �� ������������ �� H #��� G9�

7�: @��� ���� i� 1 ≤ i ≤ n/2� p2i−1f2i−1, f2ip2i ∈ A(H) 7��� ���� ��������� � C(H)
���� ���������#����� �������� �� ��������:�
���� ����(��� �� ��������� �

�� -� ������ �� i ��� "�� fi−1fi, fi+1fi ∈ A(H) �� fifi−1, fifi+1 ∈ A(H)�
?� ��� ������ ���� ���� �� ���������� "�� pifi ∈ A(H)�
6���� C(H)\fi ��� ��� ���Z��� �� ������ �� ������������ g �� C(H)\fi

#��� �C3 ��� "�� g(fi+1) = 1� )��� ����������� ����������� h �� H \ fi #���
G9 ��F��� ��

⎧
⎨

⎩

h(x) = h′(x) si x ∈ V (T ),
h(fj) = yg(fj) si j �= i et pjfj ∈ A(H),
h(fj) = zg(fj) si j �= i et fjpj ∈ A(H).

-� ��� $����� �� #���F�� "�� h ��� �� ������������ �� H \ fi #��� G9�
=������ ������� "�� fi−1fi, fi+1fi ∈ A(H)� =��� xi �� ���������� �� h′(pi)
���� Cx V �� ����� h(fi) = xi� h ��� %��� ������ � �� ������������ ��
H #��� G9�
=������ ���������� "�� fifi−1, fifi+1 ∈ A(H)� ���� �� ���� �����
h(fi+1) = z1� ���� �#��� h(fi−1) ∈ {z1, z2, z3}�
=� h(fi−1) = z1� �� ����� h(fi) = y3� h ��� %��� ������ � �� �������(
����� �� H #��� G9� =� h(fi−1) = z2� �� ����� h(fi) = y1� h ��� %���
������ � �� ������������ �� H #��� G9+y1z1� =� h(fi−1) = z3� �� �����
h(fi) = y3� h ��� %��� ������ � �� ������������ �� H #��� G9 + y3z3�
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��� C(H) ��� �� ��������
=������ fifi+1 ∈ A(H) ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ n� )��� ����������� �����
����(��� �� $������� �� |C(H)| = n �

9� n ≡ 0 7��� 2:� -� ��� ����� "�� ����������� g ��F��� ��� ���� fi�
1 ≤ i ≤ n� �� g(fi) = i 7��� 2: ��� �� ������������ �� C(H) #���
�C3 �� �� #���F� $��������� "�� ����������� h ��F�� ��

⎧
⎨

⎩

h(x) = h′(x) si x ∈ V (T ),
h(fi) = yg(fi) si pifi ∈ A(H),
h(fi) = zg(fi) si fipi ∈ A(H).

��� �� ������������ �� H #��� G9�

/� n ≡ 1 7��� 2:� ���� �� ���� ����������� g ��F��� ��� ���� fi� 1 ≤
i ≤ n − 1� �� g(fi) = i 7��� 2: ��� �� ������������ �� C(H) \ fn

#��� �C3 �� �� #���F� $��������� "�� ����������� h ��F�� ��
⎧
⎨

⎩

h(x) = h′(x) si x ∈ V (T ),
h(fj) = yg(fj) si j �= n et pjfj ∈ A(H),
h(fj) = zg(fj) si j �= n et fjpj ∈ A(H).

��� �� ������������ �� H\fn #��� G9 ��� "�� h(f1) = y1 �� h(fn−1) =
y3� *� ����� h(fn) = z1� h ��� %��� ������ � �� ������������ ��
H #��� G9 + z1y1�

6� n ≡ 2 7��� 2:� ���� �� ���� ����������� g ��F��� ��� ���� fi�
1 ≤ i ≤ n − 5� �� g(fi) = i 7��� 2: ��� �� ������������ ��
C(H) \ {fn−4, fn−3, fn−2, fn−1, fn} #��� �C3 �� �� #���F� $��������� "��
����������� h ��F�� ��

⎧
⎨

⎩

h(x) = h′(x) si x ∈ V (T ),
h(fj) = yg(fj) si pjfj ∈ A(H) et 1 ≤ j ≤ n − 5,
h(fj) = zg(fj) si fjpj ∈ A(H) et 1 ≤ j ≤ n − 5.

��� �� ������������ �� H \ {fn−4, fn−3, fn−2, fn−1, fn} #��� G9 ���
"�� h(f1) = y1 �� h(fn−5) = y3� *� ����� h(fn−4) = z1� h(fn−3) = y1�
h(fn−2) = z2� h(fn−1) = y2 �� h(fn) = z3� h ��� %��� ������ � ��
������������ �� H #��� G9 + {z1y1, z2y2}�

7�: -� ������ �� i� 1 ≤ i ≤ n� ��� "�� fi−1pi−1� pifi� pi+1fi+1 ∈ A(H) �� pi−1fi − 1�
fipi� fi+1pi+1 ∈ A(H)�
?� ��� ������ ���� ���� �� ���������� "���� ������ �� i� 1 ≤ i ≤ n� ���
"�� fi−1pi−1� pifi� pi+1fi+1 ∈ A(H) �� "�� i = 1� =������ ���� fnpn� p1f1�
p2f2 ∈ A(H)�
6���� C(H) \ f1 ��� ��� ���Z��� �� ������ �� ������������ g �� C(H) \ fi

#��� �C3 ��� "�� g(f2) = 1� )��� ����������� ����������� h �� H \ f1 #��� G9

��F��� ��
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⎧
⎨

⎩

h(x) = h′(x) si x ∈ V (T ),
h(fj) = yg(fj) si j �= 1 et pjfj ∈ A(H),
h(fj) = zg(fj) si j �= 1 et fjpj ∈ A(H).

-� ��� $����� �� #���F�� "�� h ��� �� ������������ �� H \ f1 #��� G9 ��� "��
h(f2) = y1� 6���� fnpn ∈ A(H)� ���� �#��� h(fn) ∈ V (Cz)�

)��� �#��� "����� ��� � ���������� �� $������� �� ������������� ��� ��%��� fnf1

�� f1f2 �

�� fnf1, f1f2 ∈ A(H)�

���� �� ��� H �������� �� 6��F�������� 2��
(1)�

��� f1fn, f2f1 ∈ A(H)�

=� h(fn) = z3� �� ����� h(f1) = y2� h ��� %��� ������ � �� �������(
����� �� H #��� G9�

=� h(fn) = z2� �� ����� h(f1) = y2� h ��� %��� ������ � �� �������(
����� �� H #��� G9 + y2z2�

=������ "�� h(fn) = z1� =��� j� 2 ≤ j ≤ n − 1� �� ��� ����� ������ ���
"�� ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ j� pifi ∈ A(H)� ���� �� ��� �� ��� ������
"�� ��� ���� i� 2 ≤ i ≤ j� fifi−1 ∈ A(H) 7����� H �������� �� ���F����(
���� 2��
(3):� )��� ����������� ���������� ����%�� fjfj+1 � �� fj+1fj ∈ A(H)�
�� ����� fi = fj, fi+1 = fj−1, fi1 = fj+1� ���� ���� �������� � �� ���F��(
������ 2��
(1)� =������ "�� fjfj+1 ∈ A(H)� =��� h(fj) = yk V �� �����
h(fj+1) = zk �� h(fm) = yg(fm)−1 7�������#����� h(fm) = zg(fm)−1: ��
pmfm ∈ A(H) 7�������#����� �� fmpm ∈ A(H):� j + 2 ≤ m ≤ n� ����
�������� h(fn) = z3� *� ����� h(f1) = y2� h ��� %��� ������ � �� ����(
�������� �� H #��� G9 + ykzk�

���� f1fn, f1f2 ∈ A(H)�

=� h(fn) = z1� �� ����� h(f1) = y3� h ��� %��� ������ � �� �������(
����� �� H #��� G9�

=� h(fn) = z3� �� ����� h(f1) = y3� h ��� %��� ������ � �� �������(
����� �� H #��� G9 + y3z3�

=������ "�� h(fn) = z2� =��� j� 2 ≤ j ≤ n − 1� �� ��� ����� ������ ���
"�� ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ j� pifi ∈ A(H)� )��� ����������� ���� ����(��� �

9� -� ������ �� r� 3 ≤ r ≤ j� ��� "�� frfr−1 ∈ A(H)�

���� �� ���� ���� �#��� fifi−1 ∈ A(H) ��� ���� i� r + 1 ≤ i ≤ j 7��(
��� H �������� �� ���F�������� 2��
(3):� )��� ����������� ����������
����%�� fjfj+1 � �� fj+1fj ∈ A(H)� �� ����� fi = fj, fi+1 = fj−1, fi−1 =
fj+1� ���� ���� �������� � �� ���F�������� 2��
(1)� 6���������� ����(
������ �� ��� �W fjfj+1 ∈ A(H) �� ������� h(fj) = yk V �� �����
h(fj+1) = zk �� h(fm) = yg(fm)−1 7�������#����� h(fm) = zg(fm)−1: ��
pmfm ∈ A(H) 7�������#������ �� fmpm ∈ A(H):� j + 2 ≤ m ≤ n� ����



14K 
��	��� ,� 
������	�� ��	�����

�������� h(fn) = z1� *� ����� h(f1) = y3� h ��� %��� ������ � ��
������������ �� H #��� G9 + ykzk�

/� @��� ���� r� 2 ≤ r ≤ j� fr−1fi ∈ A(H)�

)��� ����������� ���������� ����%�� fjfj+1� =������ "�� fjfj+1 ∈
A(H) �� h(fj) = yk V �� ����� h(fj+1) = zk �� h(fm) = yg(fm)−1 7���(
����#����� h(fm) = zg(fm)−1: �� pmfm ∈ A(H) 7�������#������ ��
fmpm ∈ A(H):� j + 2 ≤ m ≤ n� ���� �������� h(fn) = z1� *� �(
���� h(f1) = y3� h ��� %��� ������ � �� ������������ �� H #���
G9 + ykzk�

=� fj+1fj ∈ A(H) ���� ����������� ���� ����(��� �

+ -� ������ �� s� j + 2 ≤ s ≤ n − 1 ��� "�� fs−1ps−1� psfs ∈ A(H)�

6���� fs−1ps−1 ∈ A(H)� h(fs−1) ∈ V (Cz)� =������ "�� h(fs−1) =
zk� �� ����� h(fs) = yk� )��� ����������� ���������� ����%��
fs−1fs � �� fs−1fs ∈ A(H)� �� ����� h(fm) = yg(fm)−1 7�����(
��#����� h(fm) = zg(fm)−1: �� pmfm ∈ A(H) 7�������#������ ��
fmpm ∈ A(H):� s + 1 ≤ m ≤ n ���� �������� h(fn) = z1� *�
����� h(f1) = y3� h ��� %��� ������ � �� ������������ �� H
#��� G9 + {zkyk}� 6���������� ���������� �� ��� �W fsfs−1 ∈ A(H) V
�� ����� h(fm) = yg(fm)+1 7�������#����� h(fm) = zg(fm)+1: ��
pmfm ∈ A(H) 7�������#������ �� fmpm ∈ A(H):� s + 1 ≤ m ≤ n
���� �������� h(fn) = z3� *� ����� h(f1) = y3� h ��� %��� ������
� �� ������������ �� H #��� G9 + {ykzk, y3z3}�

+ @��� ���� s� j + 1 ≤ s ≤ n� fsps ∈ A(H)�

)��� ����������� ����%�� fj+1fj+2 � ������� ������� "�� fj+2fj+1 ∈
A(H) V �� ����� fi = fj+1, fi−1 = fj+2, fi+1 = fj ���� ���� ����(
���� � �� ���F�������� 2��
(2)� =������ ���������� "�� fj+1fj+2 ∈
A(H) V ���� �#��� fmfm+1 ∈ A(H) ��� ���� m� j + 1 ≤ m ≤ n − 1
7����� H �������� �� ���F�������� 2��
(4):� )��� �#��� �� $���� ����
�� ������� ��� � ��� i = 1, 2, . . . , j� pifi ∈ A(H)� ��� i = j+1, . . . , n�
fipi ∈ A(H)� ��� i ∈ {1, . . . , n − 1} \ j� fifi+1 ∈ A(H) ��
fj+1fj , f1fn ∈ A(H) 7#��� 8����� 2��K:�

)��� �������� ���� ������� "�� �� ����� H ′ = H \ fj ��� QR7(
����������� 6���� �� ������� QR7 �������� �� ������� Cx ����� ����(
������ ������� T+fnpn ��� QR7(����������� =��� h �� ������������
�� T +fnpn #��� QR7� 6���� ���� ������ �� QR7 ������ ����� ��(
���������� �� ����� ������������ �� ��� ������ "�� h(fn) �= h(p1)�
6���� h(fn) �= h(p1)� ������ ��?����#����� 2�3�1� �� ������ ��� ���(
���� ���� QR7 ��� f1� @��� �������� ��� ������� f2, . . . , fj � �� ��(
����� ��� ������� � ����� �� f1 �� ��������� �� ���� �� ��������
������ ��� C(H)� 6��"�� ������ fi ���������� 2 ≤ i ≤ j� ������
���� #������� fi−1 �� pi� ��'� QR7(�������� 7��� ��#��� �#��� �� �%��
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fj

fj−1

fj+1

fj+2

H

p1

pn−2

p2

f2

fn

fn−2

pj−1

pj

pj+1

pj+2

pn−1

f1

pn

fn−1

�	�� 2��K + 6��F�������� ��� �� ��� 2.(d).iii.B �� 5������� 2�3��

�������:� 6���� fi−1fi �� pifi ∈ A(H)� ������ ��?����#����� 2�3�1�
�� ������ ���'���� ��� ������� ���� QR7 ��� fi� �� �%��� ��� ��(
������ ��� ������� fn−1, . . . , fj+2� �� ������� ��� ������� � �����
�� fn �� ���� ��#���� �� ���� �� �������� ������ ��� C(H)� 6��"��
������ fi ���������� j + 2 ≤ i ≤ n − 3� ������ ���� #������� fi+1

�� pi� ��'� QR7(�������� 7��� ��#��� �#��� �� �%�� �������:� 6����
fifi+1 �� fipi ∈ A(H)� ������ ��?����#����� 2�3�1� �� ������ ���'����
��� ������� ���� QR7 ��� fi�

-� ������ ���� ��� QR7(���������� h �� H ′� 6���� ��� ����� ���� pjfj �
fj−1fj �� fj+1fj ���� ���� �� �%�� ����� �� ����� h(fj+1) = c8 ���
��� ������� ������������� ���� �������� �χ(H) ≤ 9�

�#� f1fn, f2f1 ∈ A(H)�

=� h(fn) = z3� �� ����� h(f1) = y2� h ��� %��� ������ � �� �������(
����� �� H #��� G9�

=� h(fn) = z2� �� ����� h(f1) = y2� h ��� %��� ������ � �� �������(
����� �� H #��� G9 + y2z2�

=������ "�� h(fn) = z1� =��� j� 2 ≤ j ≤ n − 1� �� ��� ����� ������ ���
"�� ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ j� pifi ∈ A(H)� ���� �� ���� �� ��� ������
"�� fifi−1 ∈ A(H) ��� ���� i� 2 ≤ i ≤ j 7����� H �������� �� ���F(
�������� 2��
(3):� )��� ����������� ���������� ����%�� fjfj+1 � �� �����
f1 = fj, f2 = fj−1, fn = fj+1 ���� ���� �������� � �� ���F�������� 2��
(1)
�� fj+1fj ∈ A(H) �� ���� ���� �������� �� ��� �7�:��� �� fjfj+1 ∈ A(H)�
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x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

v

u

H

�	�� 2��� + !� ����� �� ,���� �� ������ ��������"�� ������� K

)��� �#��� ���� ���� ���� ��� ��� �� ������������ �� H #��� �� ����� ������� � ��
��� � �������� 9����� �χ(H) ≤ 9�

6��������� �� ����� ��$������� �� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������
�� ,����� ���� �#��� �

.��
������� $-'-$ 5 ���	�� ��	 ������	 �� /��� �� ������ ����������� ������� =�

.��(- 6���������� �� ����� H ��������� �� �� 8����� 2��� �� �������� "�� �χ(H) = 8�

=��� c ��� k(���������� �������� �� H � 0����"���� ���� ������� "�� ��� ���� i, j�
1 ≤ i < j ≤ 7� ��� ���� ������� xi �� xj ���� ������ �� �� ������ �� �������� �� ��� ��
9����� ��� ���� i, j� 1 ≤ i < j ≤ 7� ��� xi �� xj ���#��� %��� �� �������� ����������� )���
�#��� ���� k ≥ 7� =��� i = c(xi)� i = 1, 2, . . . , 7� =� k = 7� ?� #���F� $��������� "�� �� �����
������� ������� ��� u 7�������#����� v: ��� �� ������� 7 7�������#����� �� ������� 1:�
?� ��� ������ ���� ���� �� ���������� "�� c(u) = 7� ���� �� ���� ��� ������ c(v) = 1
���� ���� � ��� ������������� ��� ���� �� ��� ���� �#��� �� ��� ������ ���� ������
������� 1� v� #��� �� ������ ������� 
� x7� �� �� ��� ������ ���� ������ ������� 
� u� #���
�� ������ ������� 1� x1� 9����� k ≥ 8�

�� ���������� c ��F��� �� c(x1) = 1, c(x2) = 2, . . . , c(x7) = 7, c(u) = 7 �� c(v) = 8 ���
��� K(���������� �������� �� H � ���� �#��� ���� �χ(H) = 8�



$%�&���� +

$#�#����#� ��� !��&%�� ���������

=��� D �� ����(�������� F�� �� ������� ������� �����$� V �� ����� �������� G(D)
��� �� ����� � ��� ��� �������� �� ������� Z� �� ��� "�� uv ��� ��� ��%�� �� G(D)
�� |u − v| ∈ D� ��� ������ ��������� ��� ��� ���������� �� ������� �� *�������� *��X�
�� =H����� L�JM� )��� ���� ����������� ���� �� ������� � ������� �� ��&������ � �� ��
����������� �� ���������� �� ���������� ������������ �� ����� $������ �� �������

)��� ������ ���� �� ������ ���� �������� ��� ������ ��������� �� ������� ���� ����
����������� � �� ���������� ����������� �� ����� $������ �� ������� )��� ����������� ���
����� ��������� �������� ��� �� ������ ��������"�� ����������� �� ����� �������� G(D)
�#�� �������� �� �������� D = {d1, d2, . . . , dn}� �� ����������� �� ������ ��������"��
����������� �� �� ����� ��� �������� ��� ����������� ����������� �� �������� D�

���� �� =������ 3�2 ���� ���� ����������� �� ���� ����� �� ������ ��������"�� ������(
����� ���� ����� G �� �� ������ ��������"�� �� ����� ����� G2 �� G� ���� �� =������ 3�3
���� ���� ����������� ��� ����������� ����� �� �� ���"��� ��� ������ ��������� �� ��(
��������� ��� ������ ���������� ��� �� ������ ��������"�� �� �� ������ ��������"��
�� ���"�� �� ����� $������ �� ������� ���� �� =������ 3�	 ���� ���� ����������� ��� ����(
������� ��������� ��� ������ ��������� �� ����������� ��� ������ ���������� �� ��$��������
��� �� ������ ��������"�� ������� �� ����� $������ �� ������� @�� ��������� ���� �����(
������� �� ����� �������� ������� �G(D) �#�� �������� �� �������� D = {d1, d2, . . . , dn}�
)��� ����������� ��� ����� ��������� �������� �� ������ ��������"�� ������� �� �G(D)
�� �������� "�� �� �������� ��� ������ ��� �������� ��� ����������� ����������� �� ���(
����� D�

+%$ ������� ����

=��� D ⊆ IN �W IN ��� ���������� ��� ������� ������� �����$�� �� ������ ��	�����
2������3 G(D) = G(Z, D)� �#�� ��	���� �� ��	����� D� ��� �� ����� � ��� ��� ��������
�� ������� Z� ���������� ��� ������� �������� �� ��� "�� ���� ������� u �� v ���� ��'������

111
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�� �� ��������� �� |u− v| ∈ D� @��� �� �������� �� �������� D = {d1, d2, . . . , dn}� 7di < dj

�� i < j:� ���� ������ ��$��� G(D) = G(d1, d2, . . . , dn)�

��� ������ ��������� ��� ��� ���������� �� ������� �� *�������� *��X� �� =H����� L�JM�
-�� ��� ��� ����#�� �� �� ������� ���� ����� �� �� ���������� �� ��� *�������� � "���
��� �� ��� ���� ������ �� �������� "�� ��� %��� ������� ��� �������� ���� ��� ����� ��
��� *�������� �� $�C�� ����� "�� ��� ����� �������� �� 1 ���� �������� �#�� ��� �������� ���(
�������� E���� �� E���� L	1M ��� ������ "�� "����� �������� ���� ������������ �� ,��;�����
��������� �� B��� L2KM ��� ������ "�� ��� �������� ���� ��Q������� *�������������� ��(
��� ������ ������������ ��� ��� ������� ��� �� �������� �� ������� �� �� ����������
�� ��� � ������������� ��� ���������� � ��� ������ �� ��������� ���������� �� ��&������
����� �� ����� ��$������� �� �� ����� ��������� �� ������ ��������"�� ������������ ���(
����� ������ "�� �� ��������� �� ������� L�3M� ������� ���� �� ������� ������������
��� ������� �� ��������� 1� �� ����� ��� ������� ������ ��� �#����� � �� ��� $����� �� #���F��
"�� �� ������� ��� �"��#����� �� ������� ���������� � ����#�� �� ������ ��������"��
�� ����� �������� G(D) ��� |D| = 1� 6��������� χ(G(D)) = 2 �� |D| = 1�

��&������ � �� �� ����������� 7���������� ����� ��%��(����������� ���������� �������
�����(����������: ��� ������ ��������� ��� ��� ������� �� �������� �������� ���������
B�����G �� B������ L33M� ������ �� T�� L�	M� 6��� L��M �� B�����G �� E������� L3JM� )���
������ ��(������� "���"��� ��������� �������

)��� �#��� �� ����� �������� ���#���� ��� �� ������ ��������"�� ��� ������ ���(
������ �

0����1� '-�-� L<������ LJ2MM

���� ���� ������ ��	����� G(D)� χ(G(D)) ≤ |D| + 1�

���� �� ��� ���������� �W D = {1, 2, . . . , n} ���� �#��� �

0����1� '-�-" L*�������� *��X� �� =H����� L�JMM

���� ���� ������ ��	���" n� χ(G(1, 2, . . . , n)) = n + 1�

0����1� '-�-$ La���� LJ�MM

���� ���� n ∈ IN � χ(G(nd1, nd2, . . . , ndk)) = χ(G(d1, d2, . . . , dk))�

@��� ������������� �� m ��� �� ��#����� ���������� ���������� d1, d2, . . . , dn �� D ����� ��
��� $����� �� #���F�� "�� �� ����� �������� G(D) ��� �������� � m ����� ���'������ ��
����� �������� G(d1

m
, d2

m
, . . . , dn

m
)�

����"�� D ⊆ P 7P ��� ���������� ��� ������� �������:� �� ������ ��������"�� ��
����� G(D) � ��� ����������� �� *�������� *��X� �� =H����� �

0����1� '-�-' L*�������� *��X� �� =H����� L�JMM

,��� D ⊆ P ���� |D| ≥ 2� 9��	 ����	 ���	 '

(� 	� 2 /∈ D� ���	 χ(G(D)) = 2 ) 	����� χ(G(D)) = 3 �� +�
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$� 	� 2 ∈ D �� 3 /∈ D� ���	 χ(G(D)) = 3�

*� 	� {2, 3} ⊆ D ⊆ {p ∈ P | p ≡ ±2 (mod 5)} ���	 χ(G(D)) = 3�

+� 	� {2, 3} ⊆ D ⊆ {p ∈ P | p ≡ ±2,±3, 7 (mod 14)} ���	 χ(G(D)) = 3�

>� {2, 3, 5} ⊆ D �� {2, 3, 11, 13} ⊆ D� ���	 χ(G(D)) = 4�

6���� 6���� �� ,���� �� L��M ��� ��������� ��� ������ ��������� G(D) �#�� |D| = 3�
6���� χ(G(D)) ≤ |D|+ 1 ��� ���� �������� �� �������� D� ���� �#��� χ(G(D)) ≤ 4 ��
|D| = 3� -�� ��� ���#� �� �������� ���#��� �

0����1� '-�-& L6���� 6���� �� ,���� L��MM

,� D = {a, b, a + b}� 1 ≤ a < b �� pgcd{a, b} = 1� ���	 χ(G(D)) = 2 	� �� 	������� 	�
�	 ����	 ������	 a� b �� c 	��� ������	� ��

χ(G(D)) =

{
3 si a ≡ b (mod 3),
4 si a �≡ b (mod 3).

-�� ��� ���'������ "�� ��� D = {a, b, c}� �W 0 < a < b < c� pgcd{a, b, c} = 1 �� a, b, c ��
���� �� ���� ������� χ(G(D)) = 4 �� �� ��������� �� c = a+ b �� a �≡ b 7��� 2: �� a = 1�
b = 2� �� c ≡ 0 7��� 2:�

������� �� T�� �� L�	M ��� ��������� ������ �� ������ ��������"�� �� ����� G(D)
�#�� |D| = 3� *� ����������� ��� ��� ������ "�� �� ���'������ �� 6���� 6���� �� ,����
��� #���� �� b ��� ������� �� a�

B�����G �� B������ ��� ������ �� ������ ��������"�� �� ����� �������� G(D)� �#��
�������� �� �������� D� ����"�� D ��� ��������� �� 3 �������� �������� -�� ��� ���#� ��
�������� ���#��� �

0����1� '-�-% LB�����G �� B������ L33MM

,� D = {1, 2, . . . , r − 1, z}� z ≥ r� ���	

χ(G(D)) =

{
r si z �≡ 0 (mod r)
r + 1 si z ≡ 0 (mod r).

B�����G �� E������� L3	M ��� ������ �� ������ ��������"�� �� �� ������ ��������"��
�� ����� �� ����� �������� G(x, 2x, . . . , nx, y)� -�� ��� ���#� ��� ��������� ���#���� �

0����1� '-�-! LB�����G �� E������� L3	MM

,� D{x, 2x, . . . , nx, y}� x > 1� n ≥ 2 �� pgcd(x, y) = 1 ���	 χ(G(D)) = |D|�

0����1� '-�-2 LB�����G �� E������� L3	MM

,����� x �� y ��	 ��� pgcd(x, y) = 1� ,� x > 1 �� x = 1 �� y ≥ 1
2
(n + 1)(n + 1)! ���	

χl(G(x, 2x, . . . , nx, y)) = |D| + 1 2�A χl(G) �	� � ������ ����������� �� �	�� �� G3�
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+%' ���������� ���� ���� �

���� ����� ������� ���� ������ ���#�� "�� �� �� ����� �������� G(D) ����� ��� k(
���������� ������������ �� ����� ��� k(���������� ����������� ������"��� )��� ������ ������
������� ��� ����� ��������� �������� �� χi(G(D)) �� ���������� χi(G(D)) ��� ��������
��� ����������� ����������� �� �������� D� )��� ������C��� �� "���"��� ��������� ���(
����������

0������ ���� ������� "����� ��������� ���� ����� G ��� ��� ���� (v, e) ∈ V (G) ×
E(G) ����� "�� v �� e ���� ���������� ?� ���� I(G) ���������� �� ������ ��� ���������� ��
G�

@��� �� ������ v� ���� ������ Av ���������� ��� ���������� �� �� $���� (w, wv) �� Iv

���������� ��� ���������� �� �� $���� (v, vw)�

=����� (v, e) �� (w, f) ���� ���������� �� G V �� ��� "�� (v, e) �� (w, f) ���� ��'�������
�� ����� ��� ���������� ���#����� ��� �����$���� �

1� v = w V

�� e = f V

2� ����%�� vw ��� ����� � e �� f �

!�� k(���������� ����������� ���� ����� G ��� ��� ��������� �� ���������� ��� ����������
�� G� ���� �� �������� C �� k �������� ����� "�� ��� �������� ���������� ���� �&������ ���
���������� ��'�������� �� ������ ��������"�� ����������� χi(G) �� G ��� �� ��� ����
������ k ��� "�� G ����� ��� k(���������� ������������

!�� (k, �)(���������� ����������� ���� ����� G ��� ��� k(���������� ����������� σ ��
G ����� "�� ��� ���� ������ v ∈ V (G)� |σ(Av)| ≤ ��

@��� �� ����� �������� G(D)� �#�� D = {d1, d2, . . . , dn} ��� "�� di < dj ��� 1 ≤ i
< j ≤ n� ���� ������ d′

1 = d1, d
′
2 = d2−d1, . . . , d

′
n = dn−dn−1 �� d = min{d′

i | 1 ≤ i ≤ n}�

8���(����� '-"-� ���� ���� ������ ��	���" d1� χi(G(d1)) = 3�

.��(- -� ��� $����� �� #���F�� "�� G(d1) �� ������ �� d1 ���������� �������� ����
������� ��� �� ������ �� �������� ��F���� 6���� �� ������ ��������"�� ����������� ��
���� ������ ��� ���� � 2� ���� �������� �� ���������

8���(����� '-"-" ,� G = G1∪G2∪. . .∪Gn ���	 χi(G) ≤ χi(G1)+χi(G2)+. . .+χi(Gn)�

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���#�� "�� χi(G1 ∪ G2) ≤ χi(G1)
+χi(G2)� =��� ci ��� ���������� ����������� �� Gi� i = 1, 2� 6��������� ����������� c
��F���� ��� ����� ��������� (u, uv) �� G1 ∪ G2� ��

c(u, uv) =

{
c1(u, uv) si uv ∈ E(G1)
c2(u, uv) si uv /∈ E(G1)

��� ��� ���������� ����������� �� G1 ∪ G2� 9����� χi(G1 ∪ G2) ≤ χi(G1) + χi(G2)�
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.��
������� '-"-$ ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {d1, d2, . . . , dn}� .��	
χi(G(D)) ≤ 3Δ(G(D))/2 = 3n�

.��(- 6���� G(D) = G(d1) ∪ G(d2) ∪ . . . ∪ G(dn)� ��_�� ��� ?����#������ 3���1 ��
3���� ���� �#��� �

χi(G(D)) ≤ χi(G(d1)) + χi(G(d2)) + . . . + χi(G(dn)) = 3n·

��/������ '-"-' =��� G(D) �� ����� �������� V ��� ���������� ����������� c �� G(D)
��� ���������� ���� ������ �� ������ �����$ p ��� "�� ��� ���� v ∈ Z�

c(v + p, (v + p)(v + p + dj)) = c(v, v(v + dj))

��
c(v + p, (v + p)(v + p − dj)) = c(v, v(v − dj)), ∀ j, 1 ≤ j ≤ n�

!� ��� ��� ���� ������ p ��� ��F�� ����� �� ������� �� c�

@��� ��� ���������� ����������� c �� G(d1, . . . , dn) �� u, v ∈ Z ���� ������ "�� ����
������� u �� v ��� �%�� 	������� ���� σc(u) = σc(v)� �� �� ��������� ��

c(u, u − dj) = c(v, v − dj) �� c(u, u + dj) = c(v, v + dj), ∀ j, 1 ≤ j ≤ n�

�� �%��� ���� ��������� {i + 1, i + 2, . . . , i + r} �� {j + 1, j + 2, . . . , j + r} ��� �%��
������ �� σc(i + s) = σc(j + s)� ��� ���� s� 1 ≤ s ≤ r�

=��� c ��� ���������� ����������� �� G(d1, . . . , dn) V ��� ���������� ����������� c′ ���
������� � ����� �� c �� ������� ���� ������ �� k ≥ 0 ��� "�� ��� ���� u ∈ Z� c′(u, u±di) =
c(u + k, u + k ± di) V �� �������� ������� ��� ���� u ∈ Z� u �� u + k ��� �%�� �������

0����1� '-"-& L*�������� *��X� �� =H����� L�
MM

���� ���� ��	���� �� ��	����� D ⊆ P � 	� � ������ ��	����� G(D) � ��� k�����������
���	 � � ��� k���������� �����������

)��� ������ ������� �� �%�� �������� ��� �� ���������� ����������� ��� ������ ���������
G(D) �#�� �������� �� �������� D = {d1, d2, . . . , dn}�

0����1� '-"-% ,� � ������ ��	����� G(D) ����� ��� k���������� ������������ ���	 �
����� ��� k���������� ����������� �����������

.��(- =��� c : I(G(D)) −→ {0, 1, . . . , k−1} ��� k(���������� ����������� �� G(D)� m =
max{d | d ∈ D} �� |D| = n� 6���� ��� ���� v ∈ Z� Iv ��� %��� ������� ���� ��� k!/(k−
2n)! �������� ��&�������� �� ������ �� ��� (k!/(k−2n)!)2m+1 ��������� �������� �� 2m+1



11J 
��	��� �� 
������	�� ��� ������ �	�������

������� ���������$� "�� ��#��� %��� ��&�������� ��������� -� ������ ���� ��������������
���� ��������� ���'����� �� 2m + 1 ������� ���������$� "�� ��� �%�� ������� 6����
�� k(���������� ����������� c ��� %��� �������� �� ��� ������ ���� ���� �� ����������
"�� ���� �� ��� ��������� �������� � 4 �� ������� �������� � p �����$������ � 2m + 1 ≤
p ≤ (2m + 1)(k!/(k − 2n)!)2m+1� )��� �#��� ���� � c(p + i, p + i + dj) = c(i, i + dj) ��
c(p + i, p + i − dj) = c(i, i − dj) ��� ���� i� 0 ≤ i < 2m + 1 �� ��� j� 1 ≤ j ≤ n�

=��� c′ : I(G(D)) −→ {0, 1, . . . , k − 1} ����������� ��F��� ��� ���� i ∈ Z �� ���
���� j ∈ N(i) �� c′(i, ij) := c([i], [j]) �W [i] = i ��� p� 6��������� c′ ��f����� �#�� c ���
����������

{(i, j) ∈ I(G(D)); 0 ≤ i < p + 2m + 1, j ∈ N(i)}�
)��� ���#��� ���������� "�� c′ ��� ��� k(���������� ����������� �� G(D)� 0����"����
���� ������� "���� ��Q� �� ���#�� "�� ��� ���� i ∈ Z �� ��� ���� j, k ∈ N(i)� c �����$���
��� ���������� ���#����� �

7�: c′(i, ij) �= c′(k, ki) 7j ��� %��� ���� � k:�

7�: c′(i, ij) �= c′(i, ik)� j �= k�

?� ��� �"��#����� �

7�: c([i], [i][j]) �= c([k], [k][i])�

7�: c′([i], [i][j]) �= c′([i], [i][k])�

6���� ��� ���������� (i, ij) �� (k, ki) 7�������#����� (i, ij) �� (i, ik): ���� ��'������� ��
�� ��������� �� ��� ���� ���������� ([i], [i][j]) �� ([k], [k][i]) 7�������#����� ([i], [i][j]) ��
([i], [i][k]): ���� ��'�������� ���� �������� �� ���������

9����� c′ ��� ��� k(���������� ����������� ������"�� �� G�

8���(����� '-"-! ,����� G(D) = G(d1, d2, . . . , dn) �� ������ ��	����� �� ij� ik ����
�����	 �� G(D)� ���	 d ≤ |j − k| ≤ 2dn�

@��� ����� ���� �� ������� ����� r �� s� r ≤ s� ���� �#��� � �s − r� ≤ �s� − �r� ≤
�s−r�+1 �� �|s−r|� ≤ |�s−r�|� )��� ����������� ��� ��������� ���� �� ���#� �� ��������
���#����

0����1� '-"-2 ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {d1, d2, . . . , dn}� .��	
χi(G(D)) ≤ min{2	dn/d
 + 1, 3n}�

.��(- =� min{2	dn/d
 + 1, 3n} = 3n ���� �#��� χi(G(D)) ≤ 3n ��_�� � �� @���������
3���2�

=������ ���������� "�� 2	dn/d
 + 1 < 3n� @��� ���� i ∈ Z �� ���� j ∈ N(i) ����
��F������� ����������� c : I(G(D)) −→ {0, 1, . . . , 2	dn/d
} ��

c(j, ji) = [�i/d�]
�W [�i/d�] = �i/d� ��� 2	dn/d
+1� 6��������� c ���#�� I(G(D))� )��� ������ ���#�� "��
c ��� ��� ���������� ����������� �� G(D)� 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���#��
"�� ��� ���� i ∈ Z �� ��� ���� j, k ∈ N(i)� c �����$��� ��� ���������� ���#����� �
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7�: c(i, ij) �= c(k, ki) 7j ��� %��� ���� � k: V

7�: c(i, ij) �= c(i, ik)� j �= k�

+ @���#� �� 7�:� =����� ij �� ik ���� ��%��� �� G(D) ������ "�� c(i, ij) = c(k, ki)� )���
�#��� ����� �

[�j/d�] = [�i/d�] =⇒ �j/d� ≡ �i/d� (mod 2	dn/d
 + 1)

*� ������� �j/d� ≥ �i/d�� ���� �������� �

�j/d� − �i/d� = r(2	dn/d
 + 1) 714:

��� �� ������ ��� ������$ r� �� ������ �� ��F������ �� G(D) ���� �#��� �

d ≤ j − i ≤ dn =⇒ 1 ≤ j/d − i/d ≤ dn/d

=⇒ 1 ≤ �j/d − i/d� ≤ dn/d

=⇒ 1 ≤ �j/d� − �i/d� ≤ 	dn/d
 + 1� 711:

E��� ��� ���� ��������� 714: �� 711: �� ������������� c �����$��� ���� �� ��������� 7�:�

+ @���#� �� 7�:� =����� ij �� ik ���� ��%��� �� G(D) ������ "�� j �= k �� c(i, ij) = c(i, ik)�
)��� �#��� ����� �

[�j/d�] = [�k/d�] =⇒ �j/d� ≡ �k/d� (mod 2	dn/d
 + 1)�

���� �
|�j/d� − �k/d�| = r(2	dn/d
 + 1) 71�:

��� �� ������ ��� ������$ r� �� ������ �� ��F������ �� G(D) ���� �������� �

d ≤ |i − j| ≤ dn =⇒ 1 ≤ |i/d − j/d| ≤ dn/d

=⇒ 1 ≤ �|i/d − j/d|� ≤ dn/d

=⇒ 1 ≤ |�i/d − j/d�| ≤ dn/d + 1

=⇒ 0 ≤ |�i/d� − �j/d�| ≤ dn/d + 2�

�� �%��� ���� �#��� �

0 ≤ |�i/d� − �k/d�| ≤ dn/d + 2�

���� �

|�j/d� − �k/d�| ≤ |�i/d� − �j/d�| + |�i/d� − �k/d�| ≤ 2(dn/d + 2)� 712:

������ ��� ��������� 71�: �� 712:� ���� �������� r = 0 �� 1�
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=� r = 0 ����� �
�j/d� − �k/d� = 0 =⇒ −d < j − k < d

=⇒ |j − k| < d� 713:

E��� �� �������� 713: ��� �� ������������� �#�� ��?����#����� 3���
�
=� r = 1� ���� ��#��� ����� ������ ���� ���� �� ���������� "�� �j/d� ≥ �k/d� ��
���� �

�j/d� − �k/d� = 2	dn/d
 + 1 71	:

�� ����� �� ��F������ �� �� �

j/d − 1 < �j/d� ≤ j/d , −k/d ≤ −�k/d� < −k/d + 1

=⇒ j/d − k/d − 1 < �j/d� − �k/d� < j/d − k/d + 1

=⇒ j/d − k/d − 2 < �j/d� − �k/d� − 1 < j/d − k/d. 71J:

)��� ��������� ��� ��������� 71	: �� 71J: �

2dn/d ≤ 2	dn/d
 < j/d − k/d

=⇒ 2dn < j − k. 71
:

E��� �� �������� (8) ��� �� ������������� �#�� ��?����#����� 3���
� 9����� c �����$��� ��
��������� 7�:� �� "�� ������� �� ���#� �� ���������

��������� '-"-4 ���� ���� ������ ������ ��	���" x� χi(G(x, 2x, . . . , nx)) = Δ+1 = 2n+1�

.��(- *� ����� dn = nx �� d = x ���� �� 5������� 3���K ���� �������� �

χi(G(x, 2x, . . . , nx)) ≤ 2	nx/x
 + 1 = 2n + 1 = Δ + 1

�� ����� �� ������ ��������"�� ����������� �� ���� ����� �� ����� ������� Δ ���
�������� �� ���� � Δ + 1 7@��������� ��1��:� �� ������� �

χi(G(x, 2x, . . . , nx)) = 2n + 1 = Δ + 1�

0����1� '-"-�* ,����� y1 < y2 < . . . < ym �� x ��	 ������	 ������	 ��	���"	� ���	

χi(G({x, 2x, . . . , nx, y1, y2, . . . , ym})) ≤ Δ(G) + m + 1 = 2n + 3m + 1�

�



���� 
������	�� ��	��	����� 11�

.��(- )��� �#��� G({x, . . . , nx, y1, . . . , ym}) = G(x, 2x, . . . , nx) ∪ G(y1, y2, . . . , ym)�
������ ��?����#����� 3����� ���� �� ��������� �

χi(G({x, 2x, . . . , nx, y1, y2, . . . , ym})) ≤ χi(G(x, 2x, . . . , nx)) + χi(G(y1, y2, . . . , ym))

��� ��_�� �� 6��������� 3���� �� � �� @��������� 3���2 ���� �������� �

χi(G({x, 2x, . . . , nx, y1, y2, . . . , ym})) ≤ 2n + 1 + 3m = Δ + m + 1�

0����1� '-"-�� ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {1, 3, . . . , 2n − 1}� n ≥ 1�
.��	 χi(G(D)) = Δ + 1 = 2n + 1�

.��(- @��� ���� i ∈ Z �� ���� j ∈ N(i) ���� ��F������� ����������� c : I(G(D)) −→
{0, 1, 2, . . . , 2n} �� �

c(j, ji) = [i]

�W [i] = i ��� 2n + 1� 6��������� c ���#�� I(G(D))� )��� ������ ���#�� "�� c ��� ���
���������� ����������� �� G(D)� 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ���#�� "�� ���
���� i ∈ Z �� ���� j, i ∈ N(i)� c �����$��� ��� ���������� ���#����� �

7�: c(i, ij) �= c(k, ki) 7j ��� %��� ���� � k: V

7�: c(i, ij) �= c(i, ik)� j �= k�

+ @���#� �� 7�:� =����� ij� ik ���� ��%��� �� G(D) �� c(i, j) = c(k, i)� 9���� �

[j] = [i] =⇒ j ≡ i (mod 2n + 1)�

)��� �������� ����� �

|j − i| = r(2n + 1) 71K:

��� �� ������ ��� ������$ r� ������ �� ��F������ �� G(D) ���� �#��� �

1 ≤ |j − i| ≤ 2n − 1· 71�:

E��� ��� ���� ��������� 71K: �� 71�: �� ������������� c �����$��� ���� �� ��������� 7�:�

+ @���#� �� 7�:� =����� ij �� ik ���� ��%��� �� G(D) ������ "�� j �= k �� c(i, j) = c(i, k)�
����� �

[j] = [k] =⇒ j ≡ k (mod 2n + 1)�

)��� �������� ����� �
|j − i| = r(2n + 1) 7�4:



1�4 
��	��� �� 
������	�� ��� ������ �	�������

��� �� ������ ��� ������$ r� ������ �� ��F������ �� G(D) ���� �#��� �

1 ≤ |i − k| ≤ 2n − 1 �� 1 ≤ |i − j| ≤ 2n − 1

=⇒ |k − j| ≤ |i − k| + |i − j| ≤ 2(2n − 1). 7�1:

������ ��� ��������� 7�4: �� 7�1:� ���� �������� m = 0 �� 1�
=� m = 0� ����� �� ������� i = j� �� "�� ��������� ����� � ������ j �= k�
=� m = 1� ����� |k − j| = 2n + 1 "�� ��� �� ������ ������ ������ E��� ����� ���
������������� ��� ��� ���� ������� j �� k ���� ���� 7�������#����� ������: �� i ���
����� 7�������#����� ���:� 9����� c �����$��� �� ��������� (b)� �� "�� ������� ��
���#� �� ���������

6��������� �� ����� ��$������� �� ������ ��������"�� ����������� ��� ������ ���(
������ ���� �������� �� ��������� ���#���� �

.��
������� '-"-�" ���� ���� ������ ���� k ≥ 4� � ���	�� ��	 ������	 ��	�����	 �� �����
������� k �� �� ������ ����������� ����������� �� ����	 k + 2�

.��(- =��� k = 2n� n ≥ 2� 6���������� �� ����� �������� G(2, 3, . . . , n+1) V ���� �#���
Δ(G(2, 3, . . . , n + 1)) = 2n� )��� �������� "�� χi(G(2, 3, . . . , n + 1)) ≥ 2n + 2�

)��� �#��� χi(G(2, 3, . . . , n + 1)) ≥ 2n + 1 7������� "�� ��� ���� ����� G�
χi(G) ≥ Δ(G) + 1:� =������ χi(G(2, 3, . . . , n + 1)) = 2n + 1 �� ���� c ��� (2n + 1)(
���������� ����������� �� G(2, 3, . . . , n + 1)� 9����� c ��� ��� (2n + 1)(���������� ������(
����� ���� G(2, 3, . . . , n + 1) ��� �� ����� 2n(��������� ����� ��� ���� x ∈ Z ���� �#���
|c(Ax)| = 1� =����� x1, x2, . . . , x2n+3 2n+3 ������� ���������$� �� c(Axi

) = {yi}� 6���� ����
�#��� 2n+1 ��������� �� ������ i �� j� 1 ≤ i < j ≤ 2n+3� ���� "�� c(Axi

) = yi = yj = c(Axj
)�

6���� �� ��� ������� c �� ����������� ���� ��#��� ������ ���� ���� �� ����������
"�� c(A0) = c(Am) = yi �W 1 ≤ m = xj − xi ≤ 2n + 3� E��� ���� ��� ��� ������������� ����
���� 0m ��� ��� ��%�� �� G(2, 3, . . . , n + 1) ���� 4 �� m ��� �� #����� �� ������� =� 0m ���
��� ��%�� �� G(2, 3, . . . , n + 1)� ����� ��� ���� ���������� (0, 0m)� (m, m0) ���� ��'�������
�� c((0, 0m)) = c((m, m0)) = yi� =� 4 �� m ��� �� #����� x �� ������ ����� ��� ����
���������� (x, x0)� (x, xm) ���� ��'������� �� c((x, x0)) = c((x, xm)) = yi�

+%* ������  ���������� ���� ���� � ���� !����� ��

������  ���������� �� ��� !�����  ����

���� ����� ������� ���� ������ ������� �� ���� ����� �� ������ ��������"�� �����������
���� ����� �� �� ������ ��������"�� �� ��� ����� ������ )��� ����������� �� ������
��������"�� �� ����� ����� �� ��������� $������� �� ������ �� ��������� ��� ���������
������� �� ������� ��



��,� 0����� �������	1�� ��	��	����� ���� ����� �� . . . 1�1

G2G

�	�� 3�1 + !� ������ �� ����� �����

��/������ '-$-� =��� G �� ����� V �� ������ ����� �� G� ���� G2� ��� �� ����� � ���
�%�� �������� �� ������� "�� G �� ��� "�� ���� ������� ���� ��'������ ���� G2 �� ��
��������� �� ���� �������� ���� G ��� ���� ��� ��

,+�
� '-$-" �� 8����� 3�1 ��������� �� ����� G �� ��� ����� ����� G2�

-� ��� $����� �� #���F�� "�� ��� ���� ����� G� χ(G2) ≥ Δ(G) + 1� =��� �� �&�� u ��
������ �� ����� Δ(G) �� G� ������ �� ��F������ �� G2 �� ����(����� H �� G2 ������
�� ���������� NG(u)∪ {u} ��� ��� (Δ(G) + 1)(���"�� �� ���� χ(G2) ≥ χ(H) = Δ(G) + 1�

�� �������� ���#��� ������ "�� ��� ���� ����� G� χ(G2) ��� ��� ����� ���������
��� �� ������ ��������"�� ����������� �� G� @��� ����������� ���� �#��� �

0����1� '-$-$ ���� ���� ������ G ����� �� ����	 ��� ������ χ(G2) ≤ k 	� �� 	�������
	� G ����� ��� (k, 1)���������� ������������

.��(- =������ ������� "�� χ(G2) ≤ k �� ���� c ��� k(���������� �� G2� 9���� ���(
�������� c′ ��F��� ��� ����� ��������� (u, uv) ∈ I(G) �� c′(u, uv) = c(v) ��� ��� (k, 1)(
���������� ����������� �� G�

=������ ���������� "�� σ ��� ��� (k, 1)(���������� ����������� �� G� =��� �������(
���� σ′ ��F��� ��� ���� ������ u ∈ V (G2) �� σ′(u) = σ(v, vu) �� �� ������ �� ������ v
��� "�� uv ∈ E(G) 7������� "�� ������ �� ��F������ ����� (k, 1)(���������� �����������
���� �#��� |σ(Au)| = 1:� �� �� σ′(u) = x ��� ��� ������� ���������� x ���� σ(I(G)) �� u
��� �� ������ ������ ����������� σ′ ��� ���������� ��� k(���������� �� G2�

0����1� '-$-' ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {d1, d2, . . . , dn}� .��	
χ(G2(D)) ≤ 2	dn/d
 + 1�

.��(- =��� c �� ���������� ����������� ��F��� ���� �� ���#� �� 5������� 3���K� ������
�� ��F������ �� c ���� �#��� |c(Au)| = 1 ��� ���� u ∈ Z� 9���� c ��� ��� (2	dn/d
 +
1, 1)(���������� ����������� �� G� 9����� ��_�� �� 5������� 3�2�2 ���� �������� χ(G2)
≤ 2	dn/d
 + 1�



1�� 
��	��� �� 
������	�� ��� ������ �	�������

xk

x − d1 x + d1

x + di
x + di − di−1

x + di − dn

x + dnx + di − d1
x − dn

�	�� 3�� + 6��F�������� ��� �� ���#� �� 5������� 3�2�J

��������� '-$-& ���� ���� ������ ������ ��	���" x� � ������ ����������� �� ������
����� �� ������ ��	����� G = G(x, 2x, . . . , nx) �	� ��� - χ(G2) = Δ + 1 = 2n + 1�

.��(- *� ����� dn = nx �� d = x ���� �� 5������� 3�2�3 ���� �������� �

χ(G2) ≤ 2	nx/x
 + 1 = 2n + 1 = Δ + 1

�� ����� �� ������ ��������"�� �� ���� ����� �� ����� ������� Δ ��� �������� ��
���� � Δ + 1� �� ������� �

χ(G2) = 2n + 1 = Δ + 1�

=����� G �� ����� �� c ��� ���������� ���� �� G ����� "�� ��� ���� ������ u ��
G� c ������� ��� �������� ���������� ��� #������ �� u� 6��������� ��� ���� ���� �������
u �� v �� �� �������� ������� � �� G� ���� �#��� c(u) �= c(v)� ����� c ��� ��� ����������
���� �� G2� -�#��������� ����� ���������� c �� G2 ��� ��� ���������� ���� �� G �����
"�� ��� ���� ������ u �� G� ���� ������� ��� �������� ���������� ��� #������ �� u� *�
��������� ����� ������� ���� ���#��� �� �������� ���#��� �

0����1� '-$-% ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {d1, d2, . . . , dn}� .��	
χ(G2(D)) ≤ 1

2
n(n + 1) + 1 = 1

8
((Δ(G(D)) + 1)2 + 7)�

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ������� "�� ��� ���� k > 0� �� ����(
����� Hk ������ �� ���������� {−k,−k +1, . . . , 0, 1, . . .} �����$��� �� ��������� )��� ������
��F��� ��� (1

2
n(n+1)+1)(���������� ���� c �� Hk ����� "�� ��� ���� ������ u �� Hk� c

������� ��� �������� ���������� ��� #������ �� u� =��� {1, 2, . . . , 1
2
n(n+1)+1} ���������� ��

1
2
n(n + 1) + 1 ��������� )��� ����� ���� ������� c(−k) = 1� )��� ��������� ��� �������

x� ��� x #������ �� −k +1 � ∞� �� ������ � ������� �� �����$������ �� ��������� ���#���� �
��� ���� ������ ��� ������� x′ �� Hk� ��� �������� ���������� ���� �&������ ��� #������
��'� �������� �� x′�

=����� N ′(x) ���������� ��� #������ ��'� �������� �� x �� N ′
di

(x) ���������� ��� #������
��'� �������� �� x + di� -� ��� $����� �� #���F�� "�� |N ′(x)| ≤ |{x − dn, . . . , x − d1}| = n
�� |N ′

di
(x)| ≤ |{x + di − dn, x + di − di−1}| = n − i 7#��� 8����� 3��:� ����� �� ������ ��

�������� ���������� ��� x ��� ���� ���

|N ′(x)| +
n∑

i=1

|N ′
di

(x)| ≤ n +
n∑

i=1

(n − i) = n +
1

2
n(n − 1) =

1

2
n(n + 1)�



��,� 0����� �������	1�� ��	��	����� ���� ����� �� . . . 1�2

6���� ���� �#��� 1
2
n(n+1)+1 ��������� �� ������ ��� ������� a ����� "�� a /∈ c(N ′(x)∪

(
⋃n

i=1 N ′
di

(x)))� )��� ����� ����� c(x) = a� 6��������� c ��� ��� ���������� ���� �� G(D)�

)��� �������� ���������� "�� ��� ���� ������ u �� Hk� ��� �������� ���������� ����
�&������ ��� #������ �� u� ������ �� ��F������ �� c� ��� ���� ������ u �� G �� ���
���� i� j ∈ D� i �= j� ���� �#��� c(u − di) �= c(u − dj)� =������ �� �&�� "���� ������ ��
������ v �� G �� di� dj ∈ D� i �= j� ���� "�� c(v + di) = c(v + dj)� ���� �� ���� �� �����
u = v + dj + di� ���� ��������

c(u − di) = c(v + dj + di − di) = c(v + dj) = c(v + di)

= c(v + di + dj − dj) = c(u − dj),

�� "�� ��� ��� �������������� ����� ��� ���� k < 0� χ(H2(D)) ≤ 1
2
n(n + 1) + 1 =

1
8
((Δ(G(D)) + 1)2 + 7) V ������ χ(G2(D)) ≤ 1

2
n(n + 1) + 1 = 1

8
((Δ(G(D)) + 1)2 + 7)�

*� ��������� �� 5������� 3�2�3 �� �� 5������� 3�2�J� ���� �������� �

��������� '-$-! ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {d1, d2, . . . , dn}� .��	
χ(G2(D)) ≤ min{1

2
n(n + 1) + 1, 2	dn/d
 + 1}�

0����1� '-$-2 ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {1, 3, . . . , 2n−1}� n ≥ 1� .��	
χ(G2(D)) = Δ + 1 = 2n + 1�

.��(- ������ �� 5������� 3���11 ���� �#��� χi(G) = Δ(G) + 1 = 2n + 1� =��� c ���
2n + 1 ���������� ����������� �� G� 6���� ��� ���� u ∈ Z� dG(u) = 2n� ���� �#���
|c(Au)| = 1� 9����� c ��� ��� (2n + 1, 1)(���������� ����������� �� G� )��� �������� �����
�� �������� ��_�� �� 5������� 3�2�2�

9�������� �� ,����b����� �� L1M ��� ����������� �� ������ ��������"�� ��� ������
����� ��� ������ �������� ���������� �� $������� �� ���� ����� �������� -�� ��� ������
�� 5������� ���#��� �

0����1� '-$-4 L9�������� �� ,����b����� L1MM

���� ���� ������ ������� ��������� G�

χ(G2) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

χ(G2) = Δ(G) + 3 si Δ(G) = 2,
χ(G2) = Δ(G) + 2 si Δ(G) = 3, 4 ou 6,
χ(G2) ≤ Δ(G) + 2 si Δ(G) = 5,
χ(G2) = Δ(G) + 1 si Δ(G) ≥ 7�

*� ��������� �� �������� �� �� 5������� 3�2�2 ��� ��� ������ �������� ���������� ��
����� ������� �� ����� 
� ���� �������� �

��������� '-$-�* 1��� ������ ������� ��������� G �� ����� ������� �� ����	 ? �����
��� (Δ(G) + 1, 1)���������� ������������ .��	�� χi(G) = Δ(G) + 1�



1�3 
��	��� �� 
������	�� ��� ������ �	�������

0����"���� "�� �� ������ ��������"�� ����������� ��� ������ �������� ����������
�� ����� ������� Δ ��� ���� ��� Δ + 2� *� �&��� ��� Δ = 2� 2 �� 3 ����� ����� ���
��������� ���� ��� Δ = 5 �� J �� "������� ��� ��#�����

+%+ ����������� ������� �� � " ������

)��� ���� ����������� ���� ����� ������� ��� ����������� ����� �� �� ���"��� ���
������ ���������� e ����� ������������� �� ������ ��������"�� �� ���"�� ��� ������
��������� ��� �� ��� ��������� ���� �� ������������

6���� ������������ ��� ��� ���������� ���� 7�������#����� �� ���"��: c ��
G(d1, . . . , dn)� c′ ��� ��� ���������� ���� 7�������#����� �� ���"��: ������� � ����� ��
c �� ������� ���� ������ �� k ≥ 0 ��� "�� ��� ���� u ∈ Z� c′(u) = c(u + k)�

0����1� '-'-� ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {d1, d2, . . . , dn}� .��	
χ(G(D)) ≤ min{	dn/d1
 + 1, n + 1}�

.��(- =� min{	dn/d1
+1, n+1} = n+1 ��_�� �� 5������� 3�1�1 ���� �#��� χ(G(D)) ≤
|D| + 1 = n + 1�

=������ ���������� "�� 	dn/d1
 + 1 < n + 1� @��� ���� i ∈ Z ���� ��F�������
����������� c : G(D)) −→ {0, 1, . . . , 	dn/d1
} �� �

c(i) = [�i/d1�]

�W [�i/d1�] = �i/d1� ��� 	dn/d1
 + 1� )��� ������ ���#�� "�� c ��� ��� (	dn/d1
 + 1)(
���������� �� G(D)� =������ �� ��������� �� ������ i, j ∈ Z ���� "�� |j − i| ∈ D ��
c(i) = c(j)� 6���� �� ��� ������� c �� ����������� �� ��� ������ ���� ���� �� ����������
"�� j > i > 0� )��� �#��� ����� �

[�i/d1�] = [�j/d1�] =⇒ �j/d1� − �i/d1� = r(	dn/d1
 + 1) 7��:

��� �� ������ r� =���� �� ��F������ �� ����� �������� G(D) ���� �#��� d1 ≤ j − i ≤ dn

�� ���� �������� �
�j/d1� − �i/d1� < 	dn/d1
 + 1. 7�2:

?� ������� ��� ��������� 7��: �� 7�2: "�� r = 0 �� ���� j − i < d1� �� "�� ��� ���
��������������

����"�� 	dn/d1
 < n �� 5������� 3�3�1 $������ ��� ��������� ����� "�� �� 5���(
���� 3�1�1� �� ���� �� 5������� 3�1�� ��� �� ��� ���������� �� 5������� 3�3�1� �� �&�� ��
��Q� �� ���������� d1 = x �� dn = nx�

0����1� '-'-" ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {d1, d2, . . . , dn}� .��	
χa(G(D)) ≤ 	dn/d
 + 1�



���� 
������	��� ����� �� ��*��	1��� 1�	

.��(- )��� ��F������� ����������� c : V (G(D)) −→ {0, 1, . . . , 	dn/d
} ��� ���� i ��

c(i) = [�i/d�]

�W [�i/d�] = �i/d� ��� 	dn/d
+1� )��� ������ ������� "�� c ��� ��� ���������� �� ���"��
�� G(D)� )��� ���#��� ������� "�� c ��� ��� ���������� ���� �� G(D)� =������ ��
�&�� "���� ������ i, j ∈ Z ���� "�� |j − i| ∈ D �� c(i) = c(j)� 6���� �� ��� ������� c
�� ����������� ���� ��#��� ������ ���� ���� �� ���������� "�� j > i > 0� )��� �#���
���� �

� i

d
� = �j

d
� (mod 	dn

d

 + 1) =⇒ �j

d
� − � i

d
� = r(	dn

d

 + 1) 7�3:

��� �� ������ r� ������ �� ��F������ �� ����� �������� G(D) ���� �#��� �

d ≤ d1 ≤ j − i ≤ dn =⇒ 1 ≤ j

d
− i

d
≤ dn

d
�

���W �

�j

d
� − � i

d
� < 	dn

d

 + 1� 7�	:

?� ������� ��� ��������� 7�3: �� 7�	: "�� r = 0 �� ���� j − i < d ≤ d1� �� "�� ��� ���
��������������

)��� ���#��� ���������� "�� c ��� �� ���"��� =������ "�� C = x1, x2, . . . , x2n−1, x2n

��� �� � ��� ��� �� G(D)� ?� ��� ������ ���� ���� �� ���������� "�� x1 < xr ���
���� r� 2 ≤ r ≤ 2n� ������ �� ��F������ �� c �� ��� ����� "������� ������ �� G(D) ��
��� �#��� ���� #������ ��� ������ "�� ���(�%�� � ��� �%�� �������� )��� �#��� ����
c(x2) �= c(x2n) �� c ��� �� ���"���

*� ����������� ���� �� ��� �W D = {x, 2x, . . . , nx}� x > 0� ���� �������� �

��������� '-'-$ ���� ���� ������ x > 0� χa(G(x, 2x, . . . , nx)) = n + 1�

.��(- *� ����� dn = nx �� d = x ���� �� 5������� 3�3�� ���� �������� �

χa(G(x, 2x, . . . , nx)) ≤ 	nx/x
 + 1 = n + 1�

6���� G(x, 2x, . . . , nx) �������� �� ����� ������ � n + 1 ������� Kn+1� ���� �#��� �

n + 1 ≤ χ(G(x, 2x, . . . , nx)) ≤ χa(G(x, 2x, . . . , nx))�

?� ������� ���� χa(G(x, 2x, . . . , nx)) = n + 1�

6���� ��� ���� ����� G� χa(G) ≤ χ(G2)� ������ �� 5������� 3�2�J ���� �#��� ��
���������� ���#��� �

��������� '-'-' ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {d1, d2, . . . , dn}� .��	
χa(G(D)) ≤ 1

2
n(n + 1) + 1 = 1

8
((Δ(G(D)) + 1)2 + 7)�



1�J 
��	��� �� 
������	�� ��� ������ �	�������

*� ��������� �� 5������� 3�3�� �� �� 6��������� 3�3�3� ���� �������� �

��������� '-'-& ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {d1, d2, . . . , dn}� .��	
χa(G(D)) ≤ min{1

2
n(n + 1) + 1, 	dn/d
 + 1}�

+%, ����������� ���������

)��� ���� ����������� ���� ����� ������� ��� ����������� ��������� ��� ������ ����������
e ����� ������������� �� ������ ��������"�� ������� ��� ������ ��������� ��� �� ���
��������� ���� �� ������������

���� �� ��� �� �� ���������� ��������� �� D = {d1}� �� ����� �������� G(d1) ��� ������
�� d1 ������� ��������� �� �������� ��F���� 6���� ���� ������ ��� C3(����������� ����
�#��� �χ(G(d1)) = 3� ���� �� ��� �W |D| ≥ 2� �� ��������� �� 5������� 3�3�� �� �� ��������
�� 0����� �� =���� 75������� 2�1�1
:� ���� �������� �� ����� ��������� ��������
���#���� �

0����1� '-&-� ,��� G(D) �� ������ ��	����� ���� D = {d1, d2, . . . , dn}� .��	
�χ(G(D)) ≤ (	dn/d
 + 1)2�dn/d��

6���� ������������ �� D = {x, 2x, . . . , nx}� x > 0� �� ������� �

��������� '-&-" ���� ���� ������ x > 0� �χ(G(x, 2x, . . . , nx)) ≤ (n + 1)2n�

.��(- *� ����� dn = nx �� d = x ���� �� 5������� 3�	�1 ���� �������� �� ���������

6���� �� ����� �������� G(D)� D = {d1, d2, . . . , dn}� ��� 2n(��������� �� ���"����
�� �������� �� B������H�� =���� �� T�� 75������� 2�1��	: ��� ����� $������ ��� ������
���� �������� �χ(G(D)) ≤ 8n222n� ����"�� 	dn/d
 ≤ 2n �� 5������� 3�	�1 $������ ���
��������� ������

���� �� ��� �W |D| = 2� ���� ������ ������� "�� �χ(G(D)) ≤ 11� ����"�� D = {x, 2x}�
x > 0� ����� ����� ��� %��� ���������� )��� ���#��� �� �&�� "�� �χ(G(x, 2x)) ≤ 7�

@��� ������� ��� ��������� ���� �#��� ������ �� ������ "���"��� ��������

!� #������ ������� �� ������ n ��� ��� ��"����� α = (α1, α2, . . . , αn) ���� {0, 1}n V ����
G �� ����� ������� �� X = (x1, x2, . . . , xk) ��� ��"����� �� ������� ��������� ���� G�
!� ������ y �� G ��� �� α(���������� �� X �� ���� �#��� αi = 1 =⇒ xiy ∈ A(G) ��
αi = 0 =⇒ yxi ∈ A(G) ��� ���� i� 1 ≤ i ≤ n�

!� ����� ������� H �����$��� �� ������� Pk,n ��� k, n > 0 �� ��� ���� ����(�����
m(���"�� H [x1, x2, . . . , xm]� 1 ≤ m ≤ k� ���� H �� ���� #������ ������� α = (α1, α2, . . . , αm)
�� ������ m� �� ������ �� ����� n ������� ��������� y1, y2, . . . , yn ���� H "�� ���� ��� α(
����������� �� (x1, x2, . . . , xn)�

�� ������� QRp 7p ��� �� ������ ������ ������ �� �� $���� 4n + 3� n ≥ 0: ���



���� 
������	��� ��	������ 1�


4 d1

u v

x + d2
x − d2 x − d1 x + d1

x

�	�� 3�2 + 6��F�������� ��� ������ 1 �� 5������� 3�	�3

�� ����� ������� ��������� � ����� ��� ������� "�������"��� ��� ���� �� p� � ��� ���
�������� �� ������� V (QRp) = {0, 1, . . . , p − 1} �� ��� �������� ������ A(QRp) =
{ij | j − i ��� �� ������ "�������"�� ��� ��� �� p 7������ p:}� �� ������� ���#���� ��
������� QR11 ���� ���� ����� �� �� ����� �

8���(����� '-&-$ L	�M ���� ���	 	�����	 u �� v ���	 QR11� ���� uv ��		#�� ���� α�
	����		���	 ���� α = (0, 0), (0, 1) �� (1, 1) �� ����	 α�	����		���	 ���� α = (1, 0)� .��	��
QR11 	���	"��� � ��������� P2,2�

���� �� ����� �� �� �������� ���� ����������� �� ���#������ ���#���� ��� ������� ���
���F��������� � ��� ������� ����� ���� ��'� ��������� ����� "�� ��� ������� ������ �� ����
�� ������ ���������

0����1� '-&-' ���� ����� ����������� H �� ������ ��	����� G(d1, d2)� H −→ QR11 ��
���� �χ(G(d1, d2)) ≤ 11�

.��(- )��� ������ ��F��� �� ������������ h �� H #��� QR11� )��� ����� ����
������� h(0) = 0� )��� ������ �������� ��� ������� �������� �� H �� "����� ����� �

1� ��� ������� x� ��� x #������ �� 1 � d1 − 1�

�� ��� ������� x� ��� x #������ �� d1 � d2 − 1�

2� ��� ������� x� ��� x #������ �� d2 � +∞�

3� ��� ������� x� ��� x #������ �� −1 � −∞�

e ���"�� ���� ���� ������ �������� ��� ������� ���� QR11 � x ����� "�� ��� ���� ������
��� ������� x′ �� H � ��� �������� ���������� ���� �&������ ��� #������ ��'� �������� �� x′�
)����� "���� ������� ��� ������� ���� ��� ����� 1� �� 2 �� ������ � ������ �� ���� ������
3 �� ������ � �������

+ g��� 1�

=��� N ′(x) ���������� ��� ������� ��'������ ��� #������ ��� �������� �� x "�� ���
��'� ��� QR11(�������� 7�� h:� -� ��� $����� �� #���F�� "�� |N ′(x)| ≤ |{u, v}| = 2 7#���
8����� 3�2:� ���� �� ���� )��� ����� h(x) = a ��� ��� ������� a ∈ V (QR11) \
{h(u), h(v)}�

+ g��� ��



1�K 
��	��� �� 
������	�� ��� ������ �	�������

d14 d2x x + d2

y z

x + d1
x − d1x − d2

�	�� 3�3 + 6��F�������� ��� ������ � �� 5������� 3�	�3

x + d2

w x − d2

x + d1w

4

xxx − d1

x − d1

x + d1x − d2 x + d2

�	�� 3�	 + 6��F�������� ��� ��� ����� 2 �� 3 �� 5������� 3�	�3

6���� ���� �� ��� �������� ���� �������� |N ′(x)| ≤ |{y, z}| = 2 7#��� 8����� 3�3:�
6���� ���� ������ ���� QR11 ������ 	 ����������� �� 	 ������������� �� $�������
�� ������������� �� ����� x(x−d1) �� ��� ���� h(x) = b ��� ��� ������� b ���������
�� h(y) �� �� h(z)�

+ g���� 2 �� 3�
���� �� ���� �� ��� ����� "�� ���� ������ 2 7�������#����� ���� ������ 3: x ������
���� #������ ��'� QR11(�������� x − d1� x − d2 7�������#����� x + d1 �� x + d2: ��
���� #������ ��� ��������� ������ ��� ��� 1� � �� �� ��������� ��� ��� ������� ��'�
��������� ���� �#��� h(x − d1) �= h(x − d2) 7�������#����� h(x + d1) �= h(x + d2):�
-� ��� $����� �� #���F�� "�� ���� �� ��� ���� �#��� |N ′(x)| = 1 7#��� 8����� 3�	:� =���
N ′(x) = {w}� 6���� h(x− d1) �= h(x− d2) 7�������#����� h(x + d1) �= h(x + d2):�
������ ��?����#����� 3�	�2 ���� �#��� �� ����� ���� �������� c �� d ���� QR11

��� x� =��� ���� �� ���������� �� ��� ������ "�� c �= h(w)� )��� ����� �����
h(x) = c�

)��� �������� ���� �� ������������ h �� H #��� QR11� 9����� �χ(G(d1, d2)) ≤ 11�

���� �� ���#� �� �������� ���#��� ���� ����������� ��?����#����� 2�3�1 "�� ��� "�� ��
������� QR7 ������ �� ������� P2,1�

0����1� '-&-& ���� ����� ����������� H �� ������ ��	����� G(x, 2x)� H −→ QR7 ��
���� �χ(G(x, 2x)) ≤ 7�

.��(- 6���� �� ����� �������� G(x, 2x) ��� �������� � x ����� ���'������ �� �����
�������� G(1, 2)� �� ��� ������ ���� ���� �� ���������� "�� H ��� ��� ����������� ��
G(1, 2)� )��� ������ ��F��� �� ������������ �� H #��� QR7�

)��� ����� ���� ������� h(0) = 0 �� h(1) = a �W a ��� �� ���������� 7�������#�����



���� 
������	��� ��	������ 1��

�����������: �� 4 ���� QR7 �� 41 7�������#����� 10: ��� �� ��� ���� H � 6���� h(0) �=
h(1)� ��_�� � �������#����� 2�3�1� �� ������ ��� ������� ���� QR7 ��� �� ������ (1�

=������ ���������� "�� ��� ���� i ∈ {−k + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , k − 1} ���� �#���
��F�� h(i)� 6���� h(k − 1) �= h(k − 2) 7�������#����� h(−k + 1) �= h(−k + 2):� ��_�� �
��?����#����� 2�3�1� �� ������ ���'���� ��� ������� ��� �� ������ k 7�������#����� ���
�� ������ −k:�

)��� �������� ���� �� ������������ �� H #��� QR7� 9����� �χ(G(x, 2x) ≤ 7�

6��������� �� ����� ��$������� �� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������
��������� G(D)� |D| = n� �� ��� ���� "�� �� ������ ��������"�� ������� �� ����� $������ ��
������ ��� ���� ����� 2

n
2 � @��� ������� ���� ���� �#��� ������ �� �� ��F������ ���#���� �

��/������ '-&-% !� ������� TN ��� n�������	� 7n ≤ N: �� ���� ������� � n ������� Tn

��� �������� � �� 	��	�������� 7�� ����(����� ������: �� TN �

@��� ���� ������ ������ �����$ n� ���� λ(n) �� ��� ���� ������ N ��� "���� ������ ��
������� n(���#����� TN � 6��������� λ(n) ��� F�� ��� ���� ������� "�� �������� ��� �����
���'������ �� ���� ��� �������� ��&������ 7��� ���������: � n ������� ��� n(���#������

)��� �#��� �� �������� ���#��� 7#��� L	4M� � 3�: �

0����1� '-&-! 2
1
2
(n−1) ≤ λ(n)�

.��(- -� ������ �� ����� 2(n
2)/n! �������� ��&������ � n �������� ����� ��� �� �������

n(���#����� TN � ���� ��#��� �#��� �

2(n
2)

n!
≤

(
N

n

)
≤ Nn

n!
. 7�J:

6���� ��� ��&������ �������� � n ������� ���#��� %��� ��������� ��� ��&������ ����(
�������� � n ������� �� TN � �� �������� �� ������ ������������� �� ����������� 7�J:�

�� ��������� ���#���� ������ "�� �� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ ���
������ ��������� �#�� �������� �� �������� D ������� n ��� �� ����� 2

n
2 �

.��
������� '-&-2 5 ���	�� ��	 ������	 ��	�����	 G(D) ���� |D| = n �� ������ �������
����� ������� �� ����	 2

n
2 �

.��(- 6���������� �� ����� �������� G(D) �#�� D = {1, 2, . . . , n}� -� ��� ����� "�� G(D)
�������� ��� ��F���� �� ����� �� ����� ������ Kn+1� ����� �� ��� �#��� ��� �����������
�H ��������� ���� ��� �������� ��� ��������� � n+1 ������� ��� ��_�� �� 5������� 3�	�
�
���� �������� �

2
1
2
(n+1−1) = 2

n
2 ≤ �χ( �H) ≤ �χ(G(D))�
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)����� "�� �� ����� ������ �� �� @��������� 3�	�K ��� �� ������ ��������"�� �������
��� ������ ��������� G(D) �#�� |D| = n ����� �� ������������ ��� n < 10� *� �&��� ����
#������ "�� ������ �� 6��������� 3�	�1�� �χ(G(1, 2, . . . , n)) = 2n+1 �� ���� �#��� 2n+1 > 2

n
2

��� n < 9�

6���������� ���������� �� ����� �������� ������� �G(D)� �#�� �������� �� ��������
D = {d1, d2, . . . , dn}� � ��� ��� �������� �� ������� Z �� ��� �������� ������
A( �G(D)) = {ij | j − i ∈ D}� 9����� ��� ���� ���� ���'���� �������� �� ��� ���� ���(
��� #��� �� ��� ������ @��� ������� �� ������ ��������"�� ������� �� �� ����� ����
������ �������� ��� ������� ��� $����� "�� �� ������� Pk,1�

=����� Tn �� ������� � n ������� �� u� v ���� ������� �� Tn V �� ��� "�� u ������ y
�� uv ��� �� ��� ���� Tn� =��� X = {x1, x2, . . . , xk} �� ����(�������� �� k ������� �� Tn�
?� ��� "�� �� ������ u ������ X� ���� ������ ���� ������ �� X V �� �������� ������� u
��� �� α(���������� �� X� ��� �� #������ ������� α = (0, 0, . . . , 0) �� ������ k�

��/������ '-&-4 !� ����� ������� H �����$��� �� ������� P ′
k� k > 0� �� ��� ���� ����(

����� k(���"�� H [x1, x2, . . . , xk] ���� H � �� ������ �� ����� �� ������ u ���� H "�� ���
α(���������� �� (x1, x2, . . . , xk)� ��� α = (0, 0, . . . , 0)�

0����"���� "�� ���� ����� ������� �����$������ �� ������� Pk,1 �����$��� ��������� ��
������� P ′

k�

0����1� '-&-�* ,� C �	� �� ������� 	���	"��	��� � ��������� P ′
n� ���	 �G(d1, d2, . . . , dn)

�	� C����������

.��(- 0����"���� ���� ������� "���� ��Q� �� ������� "�� ��� ���� k > 0 �� ������ ��
������������ hk �� ����(����� Hk ������ �� ���������� {. . . ,−1, 0, 1, . . . , k} #��� C�
)��� ����� ���� �� ������ ���� hk(k) = . . . = hk(k − d1 + 1) = a ��� ��� ������� a
���� C� =��� b �� ����������� �� a ���� C� 6���� (k − d1)k ��� �� ��� �� Hk� �� ���
���� hk(k − d1) = b�

=��� ���������� m �� ������� m < k − d1� �� ������� "�� ��� ���� i� m− 1 ≤ i ≤ k
���� �#��� ��F�� hk(i)� 6��������� �� ������ m ������ �� ��� n #������ ��'� C(��������
"�� ���� ���� ����������� �� m� 6���� C �����$��� �� ������� P ′

n� �� ������ ���'���� ���
������� c ���� C ��� m� �� ���� ����� hk(m) = c�

)��� �������� ���� �� ������������ hk �� Hk #��� C� �� "�� ������� �� ���#� ��
���������

*� L�KM =��R��� � ��� �� "������� ���#���� � ������(�(�� ��� ���� k > 0 �� �������
Tn(k) �����$������ �� ������� P ′

k� *� L��M *��X� � ������ �� ��� ��������� ������������
"�� ��� ���� k �� ��� ������� ��������� =��� f(k) �� #����� ������� �� n(k) ��� "��
Tn(k) ������� @��� ����������� *��X� � ������ "�� f(k) ≤ k22k(log 2 + ε) ��� ���� ε �
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��������� "�� k ���� ��Q������� ������ @�� ��������� =G�H���� �� =G�H���� LJ4M ��� ���#�
"�� f(k) ≥ (k + 2)2k−1 − 1�

*� L2	M .����� �� =����� ��� ������ "�� �� p ≥ k222k−2 ��� �� ������ ������ �� ��
$���� 4n + 3 �� ������� QRp �����$��� �� ������� P ′

k�

6���� �� ������� QR7 7�������#����� QR19� QR67: �����$��� �� ������� P2,1 7�����(
��#����� P3,1� P4,1:� ���� �������� ��_�� �� 5������� 3�	�14 �χ( �G(d1, d2)) ≤ 7 7�������(
#����� �χ( �G(d1, d2, d3)) ≤ 19� �χ( �G(d1, d2, d3, d4)) ≤ 67:�

����"�� �� ������ 	dn/d1
 ����� �� ���� ���� �� n �� �������� ���#��� ���� $���(
��� ��� ��������� ����� ��� �� ������ ��������"�� ������� �� ����� �������� �������
�G(d1, d2, . . . , dn)�

0����1� '-&-�� ,��� �G(D) � ������ ��	����� ������� ���� D = {d1, d2, . . . , dn}� .��	

�χ( �G(D)) ≤ 2	dn/d1
 + 1�

.��(- 6���������� �� ����� ������� ��������� C2�dn/d1�+1 � ��� ��� �������� �� ���(
���� {0, 1, . . . , 2	dn/d1
} �� ��� �������� ������ {ij | 1 ≤ j − i ≤ . . . , 	dn/d1
}� -�
��� $����� �� #���F�� "�� ����������� c : V ( �G(D)) −→ V (C2�dn/d1�+1) ��F��� ��� ����
i ∈ V (�χG(D))� ��

c(i) = [�i/d1�]
�W [�i/d1�] = �i/d1� ��� �	dn/d1
 + 1� ��� �� �������������

=������ �� �&�� "�� ij ��� �� ��� �� �χG(D) �� �������� "�� c(i)c(j) ��� �� ��� ��
C2�dn/d1�+1� 6���� ij ��� �� ��� �� �G(D)� ���� �#���

j − i ∈ D =⇒ d1 ≤ j − i ≤ dn

=⇒ 1 ≤ j

d1

− i

d1

≤ dn

d1

=⇒ 1 ≤ [
j

d1

− i

d1

] ≤ [
j

d1

] − [
i

d1

] ≤ 	dn

d1




=⇒ [
i

d1
] − [

j

d1
] ∈ A(C2�dn/d1�+1) =⇒ c(i)c(j) ∈ A(C2�dn/d1�+1)�

9����� �χ( �G(D)) ≤ |C2�dn/d1�+1| = 2	dn/d1
 + 1

6���� ������������ ����"�� D = {x, 2x, . . . , nx}� x > 0� ���� �������� �

��������� '-&-�" ���� ���� ������ x > 0� �χ( �G(x, 2x, . . . , nx)) = 2n + 1

.��(- =��� D = {x, 2x, . . . , nx}� *� ����� dn = nx �� d = x ���� �� 5������� 3�	�11
���� �������� �

�χ( �G(D)) ≤ 2	nx/x
 + 1 = 2n + 1�
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=��� ���������� H �� ����� ������� ��� "�� �G(x, 2x, . . . , nx) −→ H � )��� ��������
"�� |H| ≥ 2n + 1�

-� ��� $����� �� #���F�� "�� ��� ���� v ∈ Z� ���������� ��� ����������� N+
�G(D)

(u) �� v

7�������#����� ���������� ��� ������������ N−
�G(D)

(u) �� v: ��������� �� ������� � n ���(

����� ����� ��� ���� ������ u ∈ V (H)� ���� ��#��� �#��� |N+
H(u)| ≥ n 7�������#�����

|N−
H(u)| ≥ n:� 9����� |H| ≥ 2n + 1�

?� ������� ���� �χ( �G(x, 2x, . . . , nx)) = 2n + 1�



$#���"��#� �� &���&����,��

)��� #����� �� �������� ��� ��������� ���������� ��������������� �� ���������� ������(
����� �� �� ���������� �������� �� ��������� $������� �� ������� )��� ������ ������ ���
��������� �������� ������� �� �������� ��� �������#�� �� ��������� ��#����� ���� �����
������

∗ ∗ ∗

)��� ���� ������ ���� ������� ��������� � �� ���������� ����������� �� ��������� $�(
������ �� ������� 9� �������� �������� ���� �#��� ��F�� �� ���#���� ������ �� (k, �)(
���������� ����������� ���� ����� �� ���� �#��� ������ "�� ���� ����� k(�������� G
�� ����� ������� Δ(G) ����� ��� (Δ(G) + 2k − 1, k)(���������� ������������ 9����� ��
������ ��������"�� ����������� �� �� ����� ��� ��'��� �� Δ(G) + 2k − 1� )��� �#���
�������� �� �� ����� ����� ����� ��� �� $������ �� ������ ���� ������ K4� "�� ����
�(��������� � ���� �#��� ������ "�� ��� ���� ����� G ���� ������ K4 �� ������ ����(
����"�� ����������� �� G ��� ���� ��� Δ(G) + 2 �� "�� ����� ����� ��� �������� )���
�#��� ������ "�� ���� ����� ������� G ����� ��� (Δ(G) + 7, 5)(���������� ������������
�� ���� "�� �� ������ ��������"�� ����������� �� ���� ����� ������� G ��� ���� ���
Δ(G) + 7 7������� "�� ��� ������ �������� ���� 	(���������:� )��� �#��� ������ "��
��� ���� ����� G 3(��������� �� ������ ��������"�� ����������� �� G ��� ���� ���
Δ(G) + 4� �� "�� �������� �� �������� �������� ��� ����� $������ �� �������

)��� ���� ������ ��������� ���� �� ����� �� �� �������� ������� � �� ����������
����������� ��� ������ �� ����� �� �� ������� ������ )��� �#��� ������ �

+ 5��� ����� G �#�� dmm(G) < 3 ����� ��� (Δ(G) + 3, 2)(���������� ������������
9����� χi(G) ≤ Δ(G) + 3�

+ 5��� ����� G �#�� dmm(G) < 3 �� Δ(G) ≥ 5 ����� ��� (Δ(G) + 2, 2)(����������
������������ 9����� χi(G) ≤ Δ(G) + 2�

+ 5��� ����� G �#�� dmm(G) < 22/9 ����� ��� (Δ(G)+2, 2)(���������� ������������
9����� χi(G) ≤ Δ(G) + 2�

+ 5��� ����� G �#�� dmm(G) < 16/7 �� Δ(G) ≥ 4 ����� ��� (Δ(G)+1, 1)(����������
������������ 9����� χi(G) = Δ(G) + 1�

6�� ��������� ��������� ��� ����������� ��� ��� ������ �������� �� ������ ������ �
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+ 5��� ����� ������� G �� ������ g ≥ 6 ����� ��� (Δ(G) + 3, 2)(���������� ������(
������ 9����� χi(G) ≤ Δ(G) + 3�

+ 5��� ����� ������� G �� ������ g ≥ 6 �#�� Δ(G) ≥ 5 ����� ��� (Δ(G) + 2, 2)(
���������� ������������ 9����� χi(G) ≤ Δ(G) + 2�

+ 5��� ����� ������� G �� ������ g ≥ 11 ����� ��� (Δ(G) + 2, 2)(���������� ������(
������ 9����� χi(G) ≤ Δ(G) + 2�

+ 5��� ����� ������� G �� ������ g ≥ 16 �� �#�� Δ(G) ≥ 4 ����� ��� (Δ(G)+ 1, 1)(
���������� ������������ 9����� χi(G) = Δ(G) + 1�

0������ "�� �� ������ ��������"�� ����������� �� �� $������ ��� ������ �� �����
������� � ��� 3� �� "������� ��� ��#���� ��� ��� ������ �� ����� ������� 2� 3 �� ��
����� �� �� ������� ��$������ � 2� ��� ��� ������ �� ����� ������� 2 �� �� �����
�� �� ������� ��$������ � 1J`
� )��� ���������� ��#��� ������� � ����� "��������

)��� ������� ��#��� ��������� ��� ��������� ���������� ��� ������ k(��������� �� ���
������ ���������

-� ������ ��������� ����������� �� ���������� �������� $������� �� ������ �� ���������
����(������� �� �� $������ ��� ������ k(���������� ��������� �� $������ ��� k(������ ��(
������

*� L�4M� 6���� ��� �� =��� ��� ���'������ "�� �� G ��� �� ����� ����"��� ����� χi(G) ≤
Δ(G) + 2� -�� ��� ���#� ����� ���'������ ��� ��������� ������� �� ������ ����"���� ��
���������� �� ������ ��� ������ ����"��� ,������������ )��� �#��� ���� � �� ���������
����� ���'������� 6�������� ���� ����� � �� '��� ������ ��#���� ���� ���� ��#��� "�� ��
��� ���� ������(������ ��� �� ����� �� ������ g ≥ 5�

∗ ∗ ∗

)��� ���� ������ ��������� ���� �� ��������� ������� ��� ����������� ��������� ��
��������� $������� �� ������� ���� �� ������� ���� �#��� ��������� ���� ������� �� ������
��������"�� �� ��������"�� ������� �� �� $������ ξk ��� ������ ������� k ≥ 0� )���
�#��� ������ "�� ���� ����� ��� ������� ������� k � �� ������ ��������"�� ��'���
�� [1

2
(3 +

√
1 + 8k)] �� "�� ����� ����� ��� �������� )��� �#��� ������ "�� �� ������

��������"�� ������� �� ���� ����� ������� k ��� ���� ��� k +3� � ���������� ��� ������
�������� ������� 1 ��������� �� ������� � ���" ������� ���� �� ������ ��������"�� �������
��� 	� 6���� ����� ��� ������� ��� �� ������ ��������"�� ������� ��� ������ ������� ��
��� 3� 6��������� �� ����� ��$������� ��������� ���� �#��� ������ "�� ��� ���� n ≥ 1 ��
���� k� k ≥ 3 × 2n−1(2n − 3) + 4� �χ(ξk) ≥ 3 × 2n − 1�

���� �� ����� �� �� ��������� ������� ���� ���� ������ ��������� ��� ������ ��������
k(����������� )��� �#��� ������ ���� ������� "���� ������ ��� ������ �������� ����������
���� �������� �� ������ ��������"�� ������� J �� ���� "�� �� ������ ��������"�� �������
�� �� $������ ��� ������ �������� ���������� ���� �������� ��� ���� � J �� 
� *������� ����
�#��� ������ "�� ���� ����� ������� �(��������� ���� �������� � �� ������ ��������"��
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 �� "���� ������ ��� ������ �������� �(���������� ���� �������� ��
������ ��������"�� ������� �� ����� 11�

���� �� �������� ������� �� �� ��������� ������� ���� ���� ������ ��������� �� ������
��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������ �� ,����� )��� �#��� ������ "�� �� ������
��������"�� ������� �� ����� $������ �� ������ ��� ���� ��� �� a����� LJ1M � ���'������
"�� �� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������ �� ,���� ��� ���� � K�

6��������� �� ������ ��������"�� ������� �� ������ ������� k� ���� ������� �������
�� �������� ����� ��� ������ ��$������� �� ����������

@��� ��� ������ �������� ���������� ���� ��������� �� ������ ����������� �� ��#��� ����
������ ��� ������ �������� ���������� ���� �������� �� ������ ��������"�� ������� 
�

)��� ��#��� "�� �� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������ ��������
���������� ��� ���� � 
 L	
M �� �� ������ ��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������
�������� ��� ���� ��� K4 L		M ���� ������ ����� �����$������� ����� ������ ��� ��� ������
�������� k(����������� k ≥ 2� -� ������ ���� ����������� �� ���������� �� ������ ��������"��
������� �� ����� $������ �� �������

-� ������ ��������� ����������� ������ �� �� ��������� �� ���'������ �� a����� ��� ��
������ ��������"�� ������� �� �� $������ ��� ������ �� ,����� @��� ��� ������ �� �����
������� 2� =���� L	
M � ���'������ "�� �� ������ ��������"�� ������� �� ���� �����
������� �� ����� ������� 2 ��� ���� ��� 
� �� ��������� ����� ������ ��� ����� $������
�� ������� ������� �� =���� �� a������ ��� 11 L	�M� -� ������ ��������� �����������
������ �� ����������� ����� ������

∗ ∗ ∗

)��� ���� ������ ��������� ���� �� "�������� ������� ��� ����������� �������������
������ �� ���"��� �� ��������� ��� ������ ���������� ���� �� �������� ���� �#���
��������� ���� ������� �� ���������� ����������� ��� ������ ��������� G(D) �#�� ��(
������ �� �������� D = {d1, d2, . . . , dn}� 9��� �#��� ������� "���"��� ��������� ������(
������ ���� �#��� ������ "�� G(D) � �� ������ ��������"�� ����������� ��'��� ��
min{2	dn/d
 + 1, 3

2
Δ(G)} �W d = min{d1, d2 − d1, . . . , dn − dn−1}� ����"�� 	dn/d
 ���

����G ����� �� n �� �������� ��� ����� �� ��������� )��� �#��� ��������� �� ������
��������"�� ����������� ��� ������ ��������� G(D) ��� D = {x, 2x, . . . , nx} �� ���
D = {1, 3, . . . , 2n − 1}�

���� �� ����� �� �� ������� ���� ���� ������ ��������� �� ���� ����� �� ������ ����(
����"�� ����������� ���� ����� G �� �� ������ ��������"�� �� ����� ����� G2 �� G�
)��� �#��� ������ "�� ��� ���� ����� G � ��� �� ����� ��� ��%��� χ(G2) ≤ k �� ��
��������� �� G ����� ��� (k, 1)(���������� ������������ *� ��������� �� ��������� ����
�#��� � ��'���� �� ������ ��������"�� �� ����� ����� �� ��������� $������� �� �������

@��� �� ����� �������� G(D) �#�� �������� �� �������� D = {d1, d2, . . . , dn}� ����
�#��� ������ "�� �� ������ ��������"�� �� G(D) ��� ���� ��� 	dn/d1
 + 1� ����"��
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������	�� �� ������	2��

dn/d1 < n �� �������� ���� $������ ��� ����� ��������� "�� ��� ������ ��������

6��������� �� ���������� �� ���"�� �� ����� $������ �� ������� ���� �#��� ������ "��
�� ������ ��������"�� �� ���"�� �� ����� G(d1, , d2, . . . , dn) ��� ���� ��� 	dn/d
 + 1�
����"�� dn/d ��� ����� �� n �� �������� ��� ����� �� ���������

8���������� ���� ���� ������ ��������� �� ������ ��������"�� ������� ��� ������
���������� *� ��������� �� �������� �� 0����� �� =���� 75������� 2�1�1
: �� �� ��������
������ ��� �� ������ ��������"�� �� ���"��� ���� �#��� ������ "�� �� ������ ����(
����"�� ������� �� ����� �������� G(d1, d2, . . . , dn) ��� ���� ��� (	dn/d
 + 1)2�dn/d�� *�
����������� ��� ���� ������ x > 0� �χ(G(x, 2x, . . . , nx)) ≤ (n+1)2n� ����"�� |D| = 2� ����
�#��� ������ "�� �� ������ ��������"�� ������� �� ����� �������� G(d1, d2) ��� ���� ���
11� �� ���� �� ��� ���������� �W D = {x, 2x}� �� ������ ��������"�� ������� �� G(D) ���
���� ��� 
�

)��� �#��� ��F�� �� ����� �������� ������� �G(D)� �#�� �������� �� �������� D =

{d1, d2, . . . , dn}� � ��� ��� �������� �� ������� Z �� ��� �������� ������ A( �G(D)) =

{ij | j−i ∈ D}� )��� �#��� ������ "�� �� ������ ��������"�� ������� �� �G(d1, d2, . . . , dn)
��� ���� ��� 2	dn/d1
 + 1� ����"�� dn/d1 ≤ n �� �������� ��� ����� �� ��������� *�
����������� ���� �#��� ������ "�� �χ( �G(x, 2x, . . . , nx)) = 2n + 1�

-� ������ ����������� �� �������� �� ������ ��������"�� �� ���"�� �� �� ������ ����(
����"�� ������� ��� ������ ��������� G(D) ��� �������� ��� ����������� ����������� ��
�������� D� �� ������ �� ��� �W D ��� �� �������� �� ������� ��������

6��������� �� ���� ����� �� ������ ��������"�� ����������� ���� ����� �� �� ������
��������"�� �� ��� ����� ������ �� ��� %��� ��������� ����������� �� ������������ �� $������
��� ������ ��������� ��� (Δ(G) + k, 1)(���������� ������������ ���� �� ���� ���� ������
�� �&�� ��� ����� ��� �� ������ ��������"�� �� ����� ����� ��� ������ ��������� �
����� $�������

@�� ��������� �� ������ ����������� �� ���������� �� ��� �W ���������� ��� �������
�� ����� G(d1, d2, . . . , dn)� Z� ��� ������� �� Zk� @��� ����������� ���� D =
{d1, d2, . . . , dn} ⊂ IN ��� "�� di + dj < k� 1 ≤ i ≤ j ≤ n� �� ����� �������� G(Zk, D)
��� �� ����� � ��� ��� �������� �� ������� Zk = {0, 1, . . . , k − 1} �� ��� ��������
����%��� ��� ������ ij ���� "�� j − i 7��� k: ∈ D� ��� ������ �� �� $���� G(Zk, D) ����
����� ���� �� ����������� ��� ������ ��������	� -� ������ ����������� ��������� �� ������
��������"��� �� ������ ��������"�� �� ���"��� �� ������ ��������"�� ������� �� �� ������
��������"�� ����������� �� ����� $������ �� �������

-� ������ ��������� ����������� �� ���������� �� ������ ��������"�� ������� �� �����
�������� ������� �G(Zk, D) � ��� �%�� �������� �� ������� �� �%�� �������� �� ��������
"�� G(Zk, D) �� � ��� ��� ������ ��� ������ ij ���� "�� j − i 7��� k: ∈ D�

)��� �#��� ���������� χ(G(D)) ≤ χ(G(Zk, D) 7�������#����� χi(G(D)) ≤
χi(G(Z, D)) �� �χ( �G(D)) ≤ �χ( �G(Z, D)):�
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