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Le phénomene de conversion de 1’énergie électromagnétique portée par les micro-
ondes en énergie mécanique (acoustique) est prouvé depuis les travaux de R. M.
White, au début des années soixante, sur la génération acoustique a la surface d’une
colonne d’eau soumise & des radiations électromagnétiques. Auparavant, avec la
généralisation des radars a la sortie de la seconde guerre mondiale, des témoignages
d’opérateurs ont fait état de sensations d’audition au voisinage des émetteurs. Apres
le scepticisme de la communauté scientifique quant au sérieux de ces témoignages (la
santé mentale des radaristes a en effet été remise en cause), des essais sur des cobayes
humains ont confirmé la sensation d’audition due aux micro-ondes. L’effet Frey, du
nom du neurologue américain Allan Frey qui étudia ce phénomeéne, est découvert
[I-1]-[I-2]. Des études psychologiques, physiologiques et comportementales ont été
menées sur des étres humains et des animaux pour expliquer cet effet. La thése d’une
génération par effet thermique a d’abord été écartée en raison de la fréquence élevée
des pulsations émises par les radars puis du fait de la faible intensité des radiations
micro-ondes [I-3]. Ce n’est qu’au milieu des années soixante-dix que le mécanisme
physique a l'origine de l’audition des «clicks» & proximité des radars a été établi.
L’absorption des ondes électromagnétiques impulsionnelles par les tissus internes de
l'oreille engendre une augmentation brusque de la température qui, bien que trés

faible, génére ’onde acoustique audible & l'origine des «clicks».

D’un point de vue microscopique, dans un matériau diélectrique (non-conducteur), la
composante électrique des ondes électromagnétiques formant les micro-ondes interagit
avec la matiére en la polarisant. On distingue deux types de polarisation de la
matiére : la polarisation électronique des atomes et des ions et la polarisation des
molécules. Dans le premier cas, les charges positives et négatives se déplacent par
rapport a leurs positions d'équilibre en créant un dipole dans ’atome ou I’ion. Dans le
cas de la polarisation moléculaire, si le matériau présente un centre de symétrie
(absence de moment dipolaire), l’application d’un champ électrique extérieur
provoque d’une part, comme dans les atomes, une polarisation électronique et,
d’autre part, une polarisation dite atomique due a la modification de la position des
noyaux a l'intérieur de la molécule. Dans le cas d’'un matériau présentant un moment
dipolaire permanent (cas, par exemple, des molécules d’eau qui ont une polarisation
rémanente), le champ électrique extérieur provoque, outre la polarisation électronique
et atomique, une orientation, par interaction, des dipodles dans la direction du champ.
Cette polarisation est appelée polarisation d’orientation. Ainsi, quand le champ
¢lectrique agissant sur la matiére change de sens, la polarisation, qu’elle soit de type
¢lectronique ou moléculaire, suit l'orientation du champ électrique d’excitation en

provoquant la distorsion de la structure microscopique de la matiére. A hautes
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fréquences, l’alternance rapide des cycles d’excitation engendre de la friction,
provoquant ainsi une élévation de la température dans le matériau irradié. La partie
de la puissance électromagnétique qui contribue & ’accroissement de la température
est dite puissance absorbée. Enfin, la chaleur se transforme par couplage
thermoélastique en énergie mécanique se manifestant sous la forme d’une onde
acoustique propagative. D’un point de vue macroscopique, la Figure I-1 résume
schématiquement les différentes conversions d’énergie, ainsi que les modeéles
mathématiques qui leur sont associés, lors de la génération acoustique par micro-

ondes pulsées dans les matériaux diélectriques.

Conversion Micro-ondes/Température Conversion Température/Ondes Elastiques
Micro-ondes Ondes élastiques
Puissance Augmentation
absorbée de température WVW\/—’
i A ! 4 ! A
1 | 1 | 1 1
1 | 1 ! 1 |
| ; | | | i N |
i | Equations | 1 | Equation de | : Modele |
1 de Maxwell "1 lachaleur [~ 7 viscoélastique [

Figure I-1 Processus de conversion d’énergie lors de la génération acoustique par micro-
ondes pulsées dans les matériaux diélectriques

Les problémes de génération d’ondes mécaniques et de vibrations dans les structures
soumises a une élévation rapide de la température sont étudiés depuis les travaux de
M. Lessen [I-4] sur la propagation des ondes thermoélastiques dans les solides, et de
B. A. Boley et A. D. Barber [I-5]-[I-7] sur les vibrations en flexion des poutres
soumises a des gradients de température. J. E. Michaels [I-8] traita, pour sa part, le
cas unidimensionnel en proposant une fonction approchant le profil de température
dans le matériau mais qui ne vérifiait pas ’équation de la chaleur. C’est R. M. White
[I-9] qui proposa en 1962 une solution satisfaisant 1’équation de la chaleur dans le cas
des structures unidimensionnelles. Cette résolution fut ensuite détaillée par D. E.
Borth et C. A. Cain [I-10] dans le cas da la génération acoustique dans les matériaux
irradiés par micro-ondes. Par la suite, la mise en ceuvre de la génération acoustique
par chauffage rapide des matériaux utilisa principalement la technique de génération
par Laser [I-11]-[I-14]. Les études théoriques de la thermoacoustique et les
développements qui s’en suivirent se sont donc, pour un grand nombre d’entre eux,
imprégnés de la démarche et des contraintes propres a l'utilisation du Laser.
Néanmoins, la technique de génération acoustique par micro-ondes, dite M.IL.A.
(Microwave Induced Acoustic), a notamment servi a développer des méthodes

d’imagerie médicale des tissus vivants (tomographie, imagerie du cerveau par
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génération acoustique) [I-15]-[I-18], & mesurer l'acidité relative du papier [I-19] et a
caractériser des solutions aqueuses en chimie [I-20]-[I-21], en se basant, dans chacune
des appplications, sur le fait que I'absorption des micro-ondes par les milieux irradiés

dépendait des propriétés électromagnétiques des composants.

Comparativement & la technique de génération par Laser, les micro-ondes pulsées
présentent certaines spécificités. Dans un matériau absorbant les ondes
électromagnétiques, la profondeur de pénétration d'un faisceau Laser est
généralement faible par rapport a l’épaisseur du matériau irradié et le profil de
température associé a cette pénétration peut étre considéré comme étant exponentiel.
Les ondes ultrasonores ne sont alors générées qu’autour du point d’impact au
voisinage de la frontiére du matériau. Dans le cas des micro-ondes absorbées par un
diélectrique, la profondeur de pénétration est souvent importante et le profil de
température associé est linéaire et méme, parfois, quasiment uniforme. La génération
acoustique par micro-ondes s’effectue donc, en général, de maniére volumique. Ce
trait caractéristique différencie aussi la technique de génération par micro-ondes des
méthodes de génération d’ultrasons par transducteurs hautes fréquences (au contact
ou a couplage par air). D’un point de vue acoustique, cette différence est
fondamentale car, pour une méme structure de taille centimétrique, le phénomeéne
acoustique obtenu par micro-ondes est vibratoire alors qu’il est propagatif quand
I’excitation s’effectue au moyen d’un Laser ou d’un transducteur a hautes fréquences.
La méthode de génération des vibrations par micro-ondes (Microwave Induced
Vibration), peut étre, par ailleurs, comparée a l’excitation par impact mécanique. Par
rapport a cette derniere, la génération par micro-ondes se produit sans contact et
permet de forcer la vibration d’une structure & des fréquences choisies afin d’observer
les résonances de 1’échantillon. De plus, elle offre une reproductibilité expérimentale

supérieure a celle obtenue par impact mécanique.

La technique de génération par micro-ondes pulsées est développée au Laboratoire de
Mécanique Physique depuis la reproduction prospective des essais expérimentaux
portant sur la génération d’ondes acoustiques par micro-ondes dans ’eau, effectués
par R. M. White en 1962 [I-9]. Il s’en suivit, par la suite, la modélisation et la
validation expérimentale de la génération acoustique dans une barre
unidimensionnelle irradiée par micro-ondes pulsées [I-23]. A partir de 1998, le théme
de recherche a été poursuivi lors de la theése d’E. Guilliorit [I-24] qui étudia la
génération acoustique dans les structures unidimensionnelles homogeénes ou stratifiées.
Ce travail a d’abord porté sur 1’étude de l'influence du profil de température au sein
du milieu absorbant (profils linéaires, exponentiels...) sur la réponse acoustique.
Etant donné que les barres unidimensionnelles s’inséraient parfaitement dans les

guides d’ondes électromagnétiques utilisés expérimentalement, il a été possible de

-4



Introduction

modéliser et de valider la conversion de la puissance électromagnétique absorbée par
le matériau en énergie thermique. Cette puissance a été calculée a travers les
équations de Maxwell en tenant compte de la puissance du générateur de micro-ondes
et des propriétés électromagnétiques du milieu absorbant. L’équation de la chaleur a
ensuite permis de prédire I’augmentation de température due a la puissance absorbée
en fonction des propriétés thermiques du milieu. C’est ici que réside la différence
fondamentale avec notre approche. En effet, quand les échantillons sont disposés a
I'extérieur du guide d’ondes électromagnétiques, le champ électromagnétique incident
devient tridimensionnel et sa modélisation délicate. Dans le présent travail, nous ne
nous intéresserons qu’a la partie thermoélastique du processus énergétique global
illustré sur la Figure I-1. Cet aspect de la modélisation sera explicité ci-dessous, dans

la partie consacrée aux hypotheses de travail.

Comme application de la technique de génération acoustique par micro-ondes pulsées,
I’étude des vibrations des barres unidimensionnelles homogénes et multicouches a été
réalisée [I-25)-[I-26]. La génération acoustique par micro-ondes dans les matériaux
composites stratifiés formés de fibres de carbone moulées dans des matrices de résine
époxy, a également fait l'objet d’études qui ont révélé 'importance de 1'orientation de
la polarisation des ondes électromagnétiques par rapport aux renforts du matériau
composite [I-28]-[I-29]. La méthode de génération acoustique par micro-ondes a
d’autre part été appliquée a l’évaluation non-destructive des propriétés mécaniques
(module de Young complexe) et électromagnétiques (permittivité diélectrique
complexe) de matériaux viscoélastiques se présentant sous la forme de barres
unidimensionnelles [I-24], [I-29]. Par ailleurs, ’absorption des micro-ondes étant
favorisée par la présence d’eau dans les échantillons irradiés, une étude a été menée
afin de caractériser 1'effet de I'humidité sur la réponse acoustique de barres en bois
recomposé en révélant une forte dépendance des propriétés mécaniques et
thermoélastiques du matériau vis-a-vis de sa teneur en eau [I-30]. Enfin, dans le but
de transférer la technique de génération acoustique par micro-ondes en milieu
industriel, une méthode de controle non-destructif sans contact de produits
alimentaires (des sucettes Chupa Chups®) a été mise en oeuvre avec des résultats tres
concluants. Malheureusement, le transfert technologique n’a pas pu se concrétiser en
raison de la fermeture du site de production qui devait accueillir cette technique de

controle.

Notre étude s’assigne un double objectif. Il s’agit, d’une part, d’étendre le domaine
d’application de la génération acoustique par micro-ondes a de nouveaux matériaux,
et, d’autre part, de développer de nouvelles méthodes acoustiques d’évaluation non-

destructives basées sur la technique d’excitation par micro-ondes pulsées. Dans les
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deux cas, le but est de promouvoir cette technique récente au rang des méthodes

classiques de controle et d’évaluation non-destructifs.

Pour ce faire, nous allierons a la modélisation analytique du comportement vibratoire
de structures unidimensionnelles et bidimensionnelles (mouvement de plaques dans
leurs plans) une validation expérimentale systématique. Les résolutions des problémes
directs permettront d’effectuer, selon les cas, des études paramétriques ou de proposer
des méthodes d’évaluation non-destructives des propriétés mécaniques et
géométriques des structures étudiées basée sur leurs réponses vibratoires

expérimentales (fréquences propres de vibration, spectres de vitesse...).

Tout au long des développements et des applications qui vont suivre, les matériaux
seront supposés étre, d’'un point de vue mécanique, macroscopiquement homogeénes,
isotropes et linéairement viscoélastiques. De plus, étant donnée la nature
¢lectromagnétique des micro-ondes utilisées pour la génération acoustique, les
matériaux considérés seront des diélectriques non-conducteurs permettant la
pénétration et l’absorption des ondes électromagnétiques. Par ailleurs, a la lumiere de
I’objectif assigné plus haut a notre travail, l'effet de l’absorption des radiations
¢lectromagnétiques par un matériau ne sera pris en compte que par son aspect
thermique & travers un couplage thermoélastique. L’irradiation par micro-ondes
pulsées sera donc considérée comme une source de chaleur provoquant, dans le milieu
absorbant, une élévation brusque et rapide de la température (dont le modele sera
présenté au chapitre II). Du fait de la durée bréve de l'irradiation micro-ondes et de
I'uniformité généralement supposée de 'excitation dans les structures étudiées, il sera
de plus supposé que la température dans le matériau ne se dissipe pas et qu’il ne se
produit aucune conduction thermique. Enfin, étant données les faibles élévations de
température, les propriétés mécaniques des matériaux étudiés ne seront pas modifiées

au court du temps.

Notre travail s’articulera autour de quatre chapitres. La génération acoustique par
micro-ondes dans les matériaux piézoélectriques sera d’abord abordée au chapitre II.
La nature physique de la génération acoustique par micro-ondes dans les céramiques
piézoélectriques fera 1’objet d’une étude afin de déterminer si elle est d’origine
électrique, du fait de la composante électrique des ondes électromagnétiques formant
les micro-ondes, ou d’origine thermique. Dans ce dernier cas, il s’agira de déterminer
si la génération est thermoélastique ou due au phénomeéene pyroélectrique observé
dans les céramiques ferroélectriques qui, soumises & une élévation de la température,
font 'objet d’'un couplage thermoélectrique. Pour ce faire, un modéle analytique basé
sur la méthode des vecteurs d’état sera développé pour la prédiction des réponses

vibratoires de barreaux piézoélectriques unidimensionnels simples ou composés. Ce
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modeéle ainsi que les résultats des mesures expérimentales obtenues par excitation
¢lectrique et par micro-ondes permettront de déterminer si la génération est
provoquée par des effets piézoélectriques, pyroélectriques ou thermoélastiques, mais
également de proposer une méthode d’évaluation des propriétés mécaniques,
électriques et électromécaniques des matériaux piézoélectriques basée sur les

fréquences propres de vibration des échantillons étudiés.

Les vibrations des plaques minces dans leur plan sous l'effet d’une excitation
thermique (due a l’absorption de micro-ondes pulsées) seront étudiées aux troisiéme
et quatrieme chapitres pour les cas des plaques elliptiques et circulaires. Au chapitre
III, nous commencerons d’abord par une étude prospective des vibrations dans le plan
des plaques minces de formes elliptiques qui, d’aprés notre connaissance, n’ont pas été
modélisées analytiquement et dont les vibrations n’ont a prior: pas été observées
expérimentalement. L’équation générale du mouvement sera d’abord établie sous
I’hypothése d'un état plan de contraintes indépendamment du repére considéré. La
résolution analytique de cette équation dans un repere cylindrique elliptique, au
moyen de séries infinies de produits de fonctions de Mathieu angulaires et radiales,
permettra ensuite de mettre en oeuvre un modeéle théorique de vibration des plaques
minces elliptiques pleines ou trouées. Avant d’étre validés expérimentalement, les
résultats de ce modeéle seront comparés aux solutions du méme probléme obtenues par
la méthode des éléments finis dont le détail de mise en oeuvre est donné a 'annexe A.
Cette comparaison servira par ailleurs & valider ’hypothése d’un état plan de
contraintes adoptée pour traiter les vibrations des plaques minces. Enfin, la
modélisation mise au point dans ce chapitre servira d’une part a observer l'effet de
I’ellipticité sur la réponse vibratoire d’'une plaque elliptique pleine et, d’autre part, a
étudier au chapitre IV l'influence d’une faible ellipticité sur la vibration des plaques

minces pseudo-circulaires.

Le chapitre IV portera sur 1’étude des vibrations dans le plan des plaques minces
circulaires (pleines ou trouées) dans le but de développer une méthode d’évaluation
non-destructive des propriétés mécaniques et géométriques basée sur les réponses
vibratoires des plaques circulaires. En se rappelant que, géométriquement, une ellipse
converge vers un cercle quand son ellipticité tend vers zéro, les plaques minces
circulaires traitées au chapitre IV constituent un cas particulier du cas général des
plaques elliptiques étudiées au chapitre III. Toutefois, d’'un point de vue calculatoire
et numérique, il est plus commode de projeter et de résoudre classiquement 1’équation
générale du mouvement des plaques minces, posée au chapitre III, dans un repere
cylindrique circulaire au moyen de séries infinies de fonctions trigonométriques et de
Bessel. La validation du modeéle ainsi développé se fera en comparant les résultats des

simulations analytiques avec les mesures expérimentales et les résultats obtenus par

-7



Chapitre |

la méthode des éléments finis. La résolution compléte et précise du probléme direct de
vibration des plaques minces circulaires permettra ensuite de mettre en oeuvre une
méthode simple d’évaluation non-destructive des propriétés mécaniques des
matériaux constituant les plaques circulaires. Cette procédure se basera sur les
fréquences propres de vibration des plaques ainsi que sur leurs réponses purement
radiales obtenues expérimentalement, par la technique de génération acoustique par
micro-ondes, et prédites théoriquement par le modéle de vibration des plaques

circulaires.

La méthode de caractérisation proposée au chapitre IV servira au cinquiéme et
dernier chapitre a I’étude de l'influence de I'humidité sur les propriétés mécaniques
des bétons constituant des plaques circulaires. Nous conclurons enfin cette étude en
mettant en lumiére les perspectives de développement possibles de la technique de
génération acoustique par micro-ondes pulsées afin d’en faire une méthode

d’évaluation et de contrdle non-destructifs des matériaux et des structures.
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Il Etude et caractérisation des matériaux
piézoélectriques par micro-ondes pulsées

Résumeé

Ce chapitre porte sur 1’é¢tude de la génération acoustique par micro-ondes pulsées dans les
matériaux piézoélectriques. L’excitation des barreaux piézoélectriques électriquement ou par
des radiations micro-ondes fait apparaitre des fréquences de résonance différentes qui
dépendent des conditions électriques aux limites. En «circuit ouvert», les matériaux
piézoélectriques subissent un phénomene de rigidification (augmentation du module de Young
apparent) causant ainsi la modification de leurs fréquences de résonance par rapport a celles
qui sont obtenues en «circuit fermé». Un modéle unidimensionnel pour la prédiction de la
réponse dynamique d’un barreau piézoélectrique excité par une source et sous des conditions
électriques quelconques est développé et comparé aux résultats expérimentaux. Ce modeéle est
utilisé dans le cadre d’une méthode d’évaluation non-destructive des propriétés mécaniques,
électriques et électromécaniques d’échantillons piézoélectriques et pour montrer [’origine
thermoélastique de la génération acoustique dans les céramiques piézoélectriques excitées par
des micro-ondes pulsées.
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Etude et caractérisation des matériaux piézoélectriques par micro-ondes pulsées

I1.1 Introduction

Les matériaux piézoélectriques sont largement utilisés dans des applications aussi
diverses que l'industrie automobile, l'aéronautique, l'imagerie et le traitement
médical, la génération d’ultrasons, etc. Par ailleurs, ces matériaux occupent une place
prépondérante dans les techniques du controle non-destructif des matériaux et des
structures mécaniques par ultrasons. Aujourd’hui, I’évolution des techniques de CND
par ultrasons laisse envisager l’excitation & distance de générateurs piézoélectriques

incorporés dans les structures a controéler ou a inspecter.

La génération acoustique et la vibration des matériaux piézoélectriques excités
électriquement ont été intensément étudiées par le passé [II-1]-[II-4]. Dans la premiére
partie de «ce chapitre, nous nous proposons d’étudier théoriquement et
expérimentalement la génération acoustique dans les matériaux piézoélectriques
soumis a des radiations micro-ondes pulsées. La présente étude a été amorcée par
I'observation de différences entre les fréquences propres d’'un méme barreau
piézoélectrique selon qu’il soit excité par micro-ondes ou électriquement. Afin de
quantifier cette variation, et tenant compte des conditions aux limites électriques et
mécaniques, un modéle de vibration unidimensionnel sera développé a partir des
équations classiques de la piézoélectricité en utilisant la méthode des vecteurs d’état.
Le montage expérimental utilisé¢, dans le cadre de notre travail, pour I’excitation des
structures en général, et des matériaux piézoélectriques en particulier, sera ensuite
présenté. Ce montage servira & valider la modélisation en comparant les spectres de
vitesse expérimentaux aux spectres prédits par le modéle théorique dans le cas de
barreaux cylindriques constitués de céramiques piézoélectriques PZT (Titano-
Zirconiate de Plomb). Le couplage du dispositif expérimental avec le modéle
théorique permettra, par ailleurs, de caractériser une céramique piézoélectrique de

propriétés, a prior:i, inconnues.

La derniére partie du chapitre sera consacrée a la détermination de l'origine physique
de la génération acoustique dans les matériaux piézoélectriques excités par micro-
ondes. En effet, du fait de la composante électrique des ondes électromagnétiques qui
composent les micro-ondes, il est possible de soupconner une génération électrique
dans les matériaux piézoélectriques irradiés par micro-ondes. Cependant, la
génération acoustique peut aussi étre provoquée par une dilatation thermique due a
I’échauffement du matériau du fait de ’absorption des ondes électromagnétiques. On
parlera alors de génération thermoélastique. Il est bien connu que la génération
acoustique dans les matériaux piézoélectriques par excitation électrique est

directement liée & l'orientation de la polarisation du matériau par rapport a
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I'orientation du champ électrique d’excitation. Expérimentalement, pour une méme
orientation du champ électrique, cette dépendance se manifeste par un changement
du sens de déplacement initial (a l'instant t=0) en fonction de l'orientation de la
polarisation matérielle par rapport a 'orientation du champ. Ceci ne serait pas le cas
pour une génération purement thermoélastique pour laquelle le sens de déplacement
initial ne dépendrait pas de la polarisation de 1’éprouvette. Ce comportement est
parfaitement observable sur le signal temporel d’une vibration causée par une
excitation électrique. Il n’en est pas de méme dans le cas d’'une excitation par micro-
ondes. En effet, le bruit d’émission électromagnétique présent dans le signal temporel
de la vibration ne permet pas de visualiser la direction de déplacement initial du
point de mesure. Ce test ne permettant pas de déterminer la nature de la génération
acoustique par micro-ondes dans les matériaux piézoélectriques, il a été nécessaire
d’imaginer une expérience comparative dont le résultat dépend directement et
clairement de la nature physique de la génération acoustique. Nous nous baserons
donc sur le modele théorique, développé au début de ce chapitre, et les montages
expérimentaux (électrique et «micro-ondes») afin de démontrer que la génération est
thermique. Dans ce dernier cas, étant donné que les céramiques piézoélectriques
étudiées dans le présent travail sont aussi ferroélectriques, la génération peut étre
d’origine pyroélectrique ou thermoélastique. Aprés un bref rappel de leffet
pyroélectrique et des équations qui le modélisent, la nature exacte de la génération

par micro-ondes dans les céramiques piézoélectriques sera déterminée.

1.2 Modeéle unidimensionnel

Dans ce qui suit, nous développerons a partir des équations de la piézoélectricité et de
I’équation d’équilibre dynamique un modéle unidimensionnel capable de prédire les
réponses acoustiques de barreaux piézoélectriques simples ou composés. Ce modeéle
servira entre autres, aprés validation, a déterminer 1’origine physique de la génération

acoustique par micro-ondes dans les céramiques piézoélectriques.

I.2.1 Equations générales de la piézoélectricité

En désignant par g, £, E et D les représentations respectives du tenseur des
contraintes, du tenseur des déformations, du vecteur champ électrique et du vecteur
déplacement électrique, les équations tridimensionnelles de la piézoélectricité
s’écrivent [II-1]-[II-3] :
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E E

C,=Cp€s—dgzcs E, (II-1)
v i,j=123 o,B=1..6

D, =eijEj+diﬁcﬁa£a

avec

-0, composantes du tenseur des contraintes en écriture vectorielle,
-€;  composantes du tenseur des déformations en écriture vectorielle,
-E. composantes du champ électrique,

-D.  composantes du déplacement électrique,

-Cy  €léments du tenseur de rigidité a champ électrique constant,

- e,.j. éléments du tenseur de permittivité a déformation constante,
-e;  ¢léments du tenseur de permittivité a contrainte constante,
-d,;  modules piézoélectriques, reliant la variation du champ électrique aux

déformations €z subies par le solide.

Les exposants F, € et o signifient que ces caractéristiques sont respectivement
déterminées a champ électrique, a déformation et a contrainte constantes. Le systéme

d’équations (II-1) peut étre réécrit, de maniére équivalente, comme suit :

Ey = Sog0, +d,E, (I1-2)
i,j=123 aB=1,..6
D,=¢lE; +d,0,

N E 212 N 2 .
ou s, est un élément du tenseur des souplesses a champ électrique constant.

1.2.2 Equation du mouvement d’un barreau piézoélectrique

Il s’agit d’établir et de résoudre l'équation du mouvement dun barreau
unidimensionnel de longueur L (parallele & zz') constitu¢ d'un matériau
piézoélectrique et viscoélastique linéaire, excité par une contrainte source d’origine
quelconque (mécanique par impact, électrique, thermique, etc...) en tenant compte
des conditions électriques et mécaniques aux limites. Toutes les quantités données ci-
dessous sont exprimées dans le domaine fréquentiel par transformation de Fourier des
expressions formulées dans le domaine temporel. Toute exception sera explicitement

signalée.

En désignant par  la pulsation (reliée a la fréquence f par @w=2xf) et si l'on
suppose un état de contrainte uniaxiale, alors 1’équation d’équilibre dynamique

est donnée par :
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Jo
0z

L=—po’U, (I1-3)
ou o, et U, sont respectivement la contrainte et le déplacement paralléles a 'axe zz’,
et p la masse volumique du matériau.

Sous I’hypothése de linéarité, la déformation et le déplacement axials sont liés par :

_aU,

E = o2

(I1-4)

Soit 0,(z,t) la contrainte extérieure imposée qui est le terme source du phénomeéne
de génération dans la contrainte totale. Cette contrainte prend, dans le domaine

temporel, la forme suivante :

0,(z,1)=0,(2)f(1) (I1-5)

Dans cette équation, les fonctions o©,(z) et f(t) représentent respectivement la
répartition spatiale et 1’évolution temporelle de la contrainte source qui peut étre
d’origine électrique (piézoélectrique) ou thermoélastique. Dans le cas d’une génération
piézoélectrique a l'aide d’une excitation électrique impulsionnelle, 1’évolution
temporelle de o0,(z,t) peut étre approchée par un Dirac. Cette hypothése est rendue
possible par le fait que la pulsation électrique utilisée expérimentalement (voir §II.3)
est trés courte en comparaison aux périodes de vibration des structures étudiées. A
I'opposé, dans le cas de la génération acoustique par une impulsion micro-ondes, la
forme de la fonction f(¢), qui traduit I’évolution temporelle de la température de
chauffage dans le matériau, sera celle d'une fonction rampe (voir §I1.4). Enfin, il est
important de noter, pour la suite de ce travail, que le signe de la contrainte source
correspondant & une excitation électrique est directement li¢ a l'orientation relative
du champ électrique par rapport a la polarisation électrique du matériau
piézoélectrique. Cette dépendance sera illustrée plus loin et servira a déterminer
I'origine de la génération acoustique dans les matériaux piézoélectriques excités par

micro-ondes.

Dans le cas unidimensionnel et si ’axe zz' est un axe d’orthotropie mécanique, les

relations de comportement (II-1) se simplifient et deviennent :

{ 0. = Y;;SZ —d, Ysg Ez +0, (H—G)

_ ¢ E
D, =e,E +d;Y; €,

Y. étant le module complexe de Young du barreau piézoélectrique a champ

électrique constant dans le direction longitudinale.

I1-6



Etude et caractérisation des matériaux piézoélectriques par micro-ondes pulsées

La combinaison des équations (II-3), (II-4) et (II-6) permet d’établir ’équation

différentielle du mouvement exprimée en déformation :

d’e a’D 1 Jo’c
“+(Sw)’ e, - =- - 1-7
BZZ ﬁ aZZ YE + (d33Y3§ )2 8Z2 ( )
33 £
33

ou la lenteur des ondes planes longitudinales dans le matériau S, et le parameétre

matériel B sont donnés par :

E
§2 = P ot B= dy;Ys;s
- EN2 - EN2
E (d33Y33 ) £ E (d33Y33 )
Y+ 7 ey Yyt — 7
33 33
En considérant les conditions électriques aux limites, nous distinguons le cas ou les
¢lectrodes du barreau piézoélectrique sont reliées électriquement, que 1’on nommera
«circuit fermé», du cas dit en «circuit ouvert» ou les électrodes ne sont pas reliées.
En «circuit fermé» et en régime permanent, les potentiels électriques aux extrémités
du barreau étant égaux, le champ électrique est uniformément nul. En «circuit
ouvert», c’est le déplacement électrique qui est uniforme. Ces conditions se traduisent
par les relations suivantes [II-6]-[II-8] :
oD .
£ =0 en «circuit ouvert»
0z (II-8)

E, =0 en «circuit fermé»

On suppose ici que la propagation des ondes électriques se fait a une vitesse treés
grande par rapport & la vitesse de propagation des ondes mécaniques. La prise en
compte des expressions de ’équation (II-8) permet d’écrire 1’équation différentielle du

mouvement (II-7) en fonction des conditions électriques aux limites.

1.2.2.1 Circuit fermé

Le champ électrique étant nul, il n’existe pas de couplage électromécanique entre le
champ électrique et la contrainte mécanique au sein du matériau. Tous calculs étant
faits, I’équation différentielle (II-7) devient :

d’e 1 d°c,

—+S*w) e =——
aZZ ( ) z Yg az2

(11-9)

S*=4/p/Y. étant la lenteur des ondes acoustiques dans le matériau a champ

électrique constant.
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11.2.2.2 Circuit ouvert

Le gradient du déplacement électrique est nul et ’équation du mouvement (II-7)
devient :
d’e 1 d’c,

—+(SPw) e =——
9z’ ( ‘ YS 07

(11-10)

En «circuit ouvert», léquation (II-10) met en jeu une rigidité apparente Y,
différente de celle trouvée en «circuit fermé» [II-1]:
(dY5)’
Y313) :Y3§+ 33833 (H—ll)
€33
Ce module de Young est plus grand que Y., et traduit le raidissement du matériau
piézoélectrique quand celui-ci est sollicité en «circuit ouvert». Enfin, la lenteur des

ondes acoustiques dans le matériau, quand le déplacement électrique est uniforme,

sera désignée par S” =4/p/Y. .

I.2.3 Résolution de I’équation différentielle du mouvement par la
méthode des vecteurs d’état

Les équations (II-9) et (II-10) ayant des formes semblables, leur résolution sera
identique. Appelons S et Y, respectivement, la lenteur des ondes acoustiques dans
le matériau et le module de Young apparent qui dépendent des conditions électriques
aux limites imposées au barreau piézoélectrique. L’équation différentielle du

mouvement a la forme générale suivante :

d’e . 1 d°c
(S w)e =———3" 11-12
aZZ ( ) z Y3-3 azz ( )
avec,
S = \ p/Y;
Y, =Y} en «circuit fermé»,
2
\ d,.Ys.
Yo=Y, =Y.+ @ en «circuit ouvert».
33
La solution générale de I'équation (II-12) s’écrit comme suit :
(z,0) = P(0)e " “+ N()e" ™ * +&,(z,0) (11-13)

I1-8



Etude et caractérisation des matériaux piézoélectriques par micro-ondes pulsées

ol P(w) et N(w) sont deux fonctions qui dépendent des conditions mécaniques aux
extrémités du barreau. La fonction €,(z,@) représente la solution particuliere de

I’équation différentielle (II-12) et dépend du profil de la contrainte source 6,(z,®) .

L’idée de la méthode des vecteurs d’état [II-5] pour la résolution de l'équation
différentielle (II-12) est de relier, au moyen de matrices de transfert, la contrainte et
la vitesse entre les deux interfaces z=0 et z= L. Cette méthode offre la possibilité
de déterminer, de proche en proche, les ondes générées dans un échantillon composé

de plusieurs barreaux juxtaposés pour un profil de contrainte o,(z,®) quelconque.

Exprimons la vitesse et la contrainte en fonction de P(w) et N(w). D’aprés les
relations (II-3), (II-6) et (II-13) et indépendamment des conditions électriques aux

limites, la vitesse s’écrit comme suit :

SY. . SY Yl oe i Jo
V(z,0)= —T%P(co)e"“’s g T” N(w)e ™ -1 % T 9%

pw 0z pw 0Oz

(11-14)

La contrainte mécanique dépend des conditions électriques aux limites. En «circuit
ouvert», et tenant compte de l'uniformité du déplacement électrique, le systéme
d’équations (II-6) permet de calculer le profil du champ électrique et la contrainte

mécanique associée :

E

Y
E(z,0)=—— 2 ¢(z,0) + A(®) (II-15)

€33
0(z,0) =Y e(z,0) + 0,(z,0) - d,.,YEA(w) (I1-16)

ol A= A(w) est une constante d’intégration qui dépend des conditions électriques
aux limites. Cette constante est toujours nulle pour une excitation en «circuit
fermé». De plus, A est nul en «circuit ouvert» dans le cas particulier d’un

déplacement électrique uniformément nul.

Dans le cas d'un montage en «circuit fermé», l’expression de la contrainte se

simplifie et se déduit de la premiére équation du systéme (II-6) :

0(z,0) = Y;;e(z,0) + 0,(z,) (I1-17)

Les expressions (II-16) et (II-17) sont semblables car il suffit d’annuler le terme A(w)
et de remplacer Y, par Y, dans ’équation (II-16) pour obtenir I’expression de la
contrainte en «circuit fermé». D’aprés la premiére équation du systéme (II-6) et
Iexpression de la déformation (II-16), la contrainte s’écrit dans le cas général comme

suit :
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G(Z,w) — Y;; [P(w)e—iws*z + N(a))e'i'in*Z + 80 (Z,w):| + 60 (Z, CO) - d33Y3§A (]:[—18)

Les expressions (II-14) et (II-18) permettent de calculer les fonctions P(w) et N(w)
en fonction de la vitesse et de la contrainte sur linterface z=0. En écrivant la
contrainte et la vitesse sur la face z=L et en remplacant P(w) et N(w) par leurs

expressions, nous obtenons finalement les vecteurs d’état suivants [II-5]:
o(L,w) o(0,w)
=P +G (II-19)
V(L,w) V(0,w)

ou la matrice P et le vecteur G sont définis par :

c @s
P= S 11-20
s (II-20)
—S C
p

— 1
—0,(0)c(L)— oS’ | 5

S
—£6o<0)s<L>+i[a"°} c(L)—L[a(’O}
p pol dz |, pol 0z |,

*[860} S(L)+ 6, (L)
. (11-21)

ol c(z)=cos(wS'z), s(z)=sin(wSz) et G,(z) dépend du profil d’excitation et des

conditions électriques aux limites :
0,(2) =Y,,6,(2) + 0,(2) —d . YA (I1-22)

Remarquons que la matrice P est liée a la propagation des ondes acoustiques car elle
ne dépend que des propriétés mécaniques du milieu, tandis que le vecteur G, qui fait
apparaitre le profil spatial de la contrainte source imposée 0,(z,@), est lié au

phénomene de génération.

Il est possible de généraliser la résolution pour une barre composée de n segments
piézoélectriques juxtaposés. En écrivant de proche en proche la continuité des
contraintes et des vitesses aux interfaces de deux segments consécutifs et d’apres la

relation(I1-19), il apparait :

G(Zj’w) ) O'(O,CO) ) .
[V&ﬂwJ_S LKQ@J+T 22 (11-23)
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La matrice SY et le vecteur TY étant définis par les relations de récurrence

suivantes :

S(.i) — P(.i—l)S(j—l) ] > 2, S(2) — P(l)
(11-24)

TO = pUdTUD L GUD 52 T® = GO
Afin d’obtenir le spectre de la vitesse de déplacement de linterface z=L d’un
barreau simple, il est nécessaire de tenir compte des conditions mécaniques aux
limites. Etant donné que les faces du barreau sont libres, les conditions aux limites de
contraintes nulles s’écrivent:
0(z=0)=0(z=L)=0 (I1-25)
Des équations (I1I-19) et (II-25), on tire la vitesse a l'extrémité z =L du barreau :

—P,(L)G,(L)+ P,(L)G,(L)
F,(L)

V(L)= (11-26)

Dans le cas particulier d’une excitation uniforme, le gradient de la contrainte source
dans 'équation (II-12) est nul. La solution particuliére g,(z) est alors nulle et la

vitesse a 'extrémité z= L s’écrit :

5o, (1 = cos(a)S*L))
ip sin(@wS L)

V(L)= (I1-27)
Remarquons que, selon qu’il s’agisse d’un montage en «circuit ouvert» ou en «circuit

fermé», 'équation (I1I-27) donne deux fréquences de résonance f, différentes:

D E
ff’zL LE ff:L Ys (I1-28)
2L\ p 2L\ p

Il est a noter que la connaissance des fréquences propres d’un simple barreau ne
permet pas de déterminer la nature de la génération acoustique par micro-ondes dans
les matériaux piézoélectriques. En effet, les fréquences de résonance d’un barreau
simple (ainsi que sa rigidité apparente) ne dépendent que des conditions électriques
aux limites. Néanmoins, la comparaison des réponses mécaniques déterminées
expérimentalement avec les valeurs théoriques données par les relations (II-27) et

(II-28) servira a valider le modéele.

1.3 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental mis en ceuvre pour ’étude de la génération acoustique par

micro-ondes pulsées dans les matériaux est présenté dans ce qui suit. Le montage
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expérimental étant le méme pour toutes les structures étudiées dans le présent
travail, nous ne le présenterons que dans cette section. Néanmoins, des précisions de

mise en ceuvre seront apportées pour chaque structure spécifique étudiée.

Pour l’é¢tude des matériaux piézoélectriques, le montage expérimental permet de
choisir entre une excitation par micro-ondes pulsées et une excitation électrique. Dans
le dispositif expérimental schématisé sur la Figure II-1, les ondes électromagnétiques
sont produites par un magnétron a la fréquence de 9,41 GHz avec une puissance créte
de 5,5 kW. Ce générateur offre la possibilité d’envoyer des salves composées
d’impulsions chacune d’une durée égale a 1us. Etant donné que le nombre n
d’impulsions et la fréquence de répétition f, au sein d’une salve (voir la Figure II-2)
sont controlés a l'aide d’un générateur de fonctions (Agilent 33120 A), il est possible
d’exciter 1’échantillon de maniére impulsionnelle ou par des salves d’impulsions, avec
une fréquence de répétition f,, pouvant aller jusqu’a 400 kHz, afin d’observer les

résonances particuliéres des structures irradiées.

Guide d'ondes

Générateur
de fonctions

<)

Wattmetre

Générateur
micro-ondes

Circulateur I Détecteur

Adaptateur
d'impédance

Vélocimetre Laser

——————
Oscilloscope

controleur
modulaire

Filtre
amplificateur

A

Ordinateur

Figure II-1 Dispositif expérimental de génération et d’acquisition d’ultrasons dans les

barreaux de PZT par excitation électrique et par micro-ondes

1 us

salve 1 salve2

Lf.

Figure II-2 Paramétres de contrile du générateur de micro-ondes
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En sortie du générateur et selon la géométrie de la structure a tester, les micro-ondes
peuvent se propager a l'intérieur d'un guide d’onde métallique rectangulaire ou
circulaire. Le guide d’ondes rectangulaire (WR 90), de dimensions internes
23x10 mm*, permet uniquement la propagation du mode fondamental TE, (le
champ électrique est alors parallele aux petits cotés du guide d’onde). Le guide
d’ondes circulaire a, quant a lui, un diameétre intérieur égal a 25 mm et permet la
propagation du mode fondamental TE . Les longueurs d’ondes électromagnétiques
dans les guides d’ondes, dans l'air et dans les matériaux polymériques étudiés dans le
cadre de ce travail sont centimétriques. Pour le mode fondamental TE,, la longueur
d’onde est, par exemple, égale a 4,41 cm dans le guide d’ondes rectangulaire rempli
d’air, & environ 2 cm dans le guide d’ondes rempli de PVC et égale & 3,19 cm en
dehors du guide d’ondes en propagation libre. D’autre part, afin d’obtenir un
maximum de puissance sur l’échantillon, un adaptateur d’impédance est ajusté de
maniére & minimiser le taux d’ondes stationnaires (TOS) mesuré par un wattmeétre.
Précisons enfin que dans le cas des matériaux piézoélectriques, nous utiliserons le
guide d’ondes rectangulaire qui permet d’irradier quasi-uniformément les barreaux

piézoélectriques unidimensionnels.

L’excitation électrique des matériaux piézoélectriques est, quant a elle, assurée par
deux électrodes reliées au générateur de fonctions (Agilent 33120 A) et fixées sur un
support isolant (Figure II-1). De méme que pour une excitation par micro-ondes, il
est ici possible d’exciter I’échantillon par des impulsions bréves (1 us) par rapport
aux périodes que l'on mesure (de l'ordre de 10 us), ou par des salves a fréquence de
répétition controlée. Le montage permet d’exciter ’échantillon (par micro-ondes ou
électriquement) en «circuit ouvert» et en «circuit fermé», respectivement, en
empéchant et en assurant le contact des électrodes avec les extrémités métallisées du

barreau piézoélectrique.

La vitesse particulaire a l'extrémité de 1’échantillon est mesurée a ’aide d’un
vélocimétre Laser (Polytec OFV 353) relié & un controleur modulaire (Polytec OFV
3001) qui permet d’atteindre une sensibilité de 5 mm/s/V si la bande passante est
limitée a 250 kHz. Le signal est ensuite transmis a un filtre amplificateur (Electronic
instrument 3627) et & la console d’acquisition, composée d’un oscilloscope (LeCroy
9450 A) et d’un ordinateur, afin de traiter les signaux acquis et de leur appliquer une

transformée de Fourier rapide pour obtenir les réponses spectrales des échantillons.
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1.4 Modélisation de la température

La modélisation de la température qui va suivre sera utilisée dans tous les modéles
qui font intervenir la température comme terme source dans la génération acoustique
par micro-ondes pulsées. Nous ne nous intéressons ici qu’au profil temporel de
I’accroissement de température pour calculer sa transformée de Fourier qui intervient

dans les modéles analytiques et numériques exprimés dans le domaine fréquentiel.

Dans le cas d’une excitation thermique impulsionnelle, on suppose que, durant
I'impulsion, la température a une évolution temporelle croissante pendant une durée
T avant d’atteindre une température constante 7,. Si la durée de l'impulsion est
assez courte, nous pouvons négliger les effets de dissipation et de conduction
thermiques. L’augmentation de la température peut alors étre supposée linéaire par

morceaux et ayant la forme suivante :

0 t<0
t
AT(t)=r()I, avec r(t)=3— O<t<r (I1-29)
T
1 =27

ou T, est la température maximale atteinte et qui peut avoir une distribution spatiale

quelconque.

La transformée de Fourier AT(w) de AT(t) (o0  représente la pulsation) a
théoriquement une composante infinie & la fréquence nulle. Il est donc préférable de
rechercher la transformée de Fourier de la dérivée temporelle AT () de AT(t) et
d’exploiter le fait que AT(w)=iwAT(®w). En notant par H(t) la distribution
d’Heaviside et partant de la forme (I1I-29)) de AT(¢), la dérivée temporelle de la

température s’exprime alors comme suit :
. T,
AT (t)= ?[H(t) —H(t—1)] (I1-30)
La transformée de Fourier de la vitesse de chauffage s’écrit :

) T 1 , 1
AT (@) = ?0[7175(0)) + P e (mo(w)+ g)]

T | (I1-31)
=2[rd(@)(1—e ")+ —(1—-e)]
T 110]
Or la distribution de Dirac d(w) est nulle partout sauf en @, d’ou :
i TO —iot :
AT (w)=—-(1—-¢e"") si w#0 (I1-32)
11049
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il en découle donc :

2

T, |
AT(@)=-—2-(1=¢™) s 00 (I-33)

Ceci est vrai pour une seule impulsion bréve de durée 7. Dans la perspective
d’utiliser des salves, nous pouvons étendre ce résultat au cas de plusieurs impulsions
successives espacées d'un temps de répétition k. La Figure II-3 représente la vitesse

de variation de la température AT (z).

T(t)‘

A=

~Y

Figure I1-3 Profil temporel de la vitesse d’augmentation de la température d’excitation lors

d’une salve d’impulsions

La vitesse de variation de la température due & N impulsions est la somme des N

distributions d’Heaviside décalées de leurs retards respectifs :

AT (1) = %2 H[t—(n—1)k] - H[t —(n— 1)k — 7] (I1-34)

n=1

On montre alors que la transformée de Fourier de T(¢) est :

. T . N )
AT (@)= —" (1—¢ )Y gi@tn-bx 11-35
(@)=—1( )2 (I1-35)

La transformée de Fourier de 'accroissement de température T (@), di & une salve de

N impulsions, est donné par :

T, NN

AT(@)=-—2(1-¢™)Y ™" avec w#0 (1-36)
w7 n=1

Dans toute la suite de ce travail, les expressions (II-33) et (II-36) serviront, selon les

besoins du calcul, a la modélisation de 1’accroissement de la température di aux

radiations micro-ondes absorbées par les structures étudiées.
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II.5 Résultats et discussion

Nous exposons dans ce qui suit les résultats expérimentaux obtenus sur des barreaux
de céramique piézoélectrique PZT (titano-zirconate de plomb) excités électriquement
et par micro-ondes pulsées. Nous commencerons d’abord par comparer les spectres
obtenus par excitation électrique et par micro-ondes en «circuit fermé» et en «circuit
ouvert», puis nous les comparerons aux résultats du modéle acoustique

précédemment développé.

L’¢tude a porté sur deux barreaux cylindriques circulaires de longueurs 10 mm et 15
mm (de diamétre égal & 10 mm) et sur deux barreaux parallélépipédiques de
longueurs 20 mm et 25 mm (dont les sections droites sont carrées et de dimensions

latérales égales a 10 mm).

1 - | (a) 1~ (b)
I Electricité Fermé Electricité Fermé
I — — -Micro-ondes Fermé — — -Micro-ondes Fermé
I — - - Electricité Ouvert — - - Electricité Ouvert
08 - b Micro-ondes Ouvert (I e — Micro-ondes Ouvert
|
3 : 3
5 06 | 5 06
8 | ; 3
g \ !! £
= | 2
9 Il r' 9
& 04 | i ;‘ 8 04 ;
> \ .;| > E
\ ] i
1

Fréquence (kHz) Fréquence (kHz)

I1-16



Etude et caractérisation des matériaux piézoélectriques par micro-ondes pulsées

08 +

0,6 +

Vitesse normée (u.a.)

Fréquence (kHz)

©

Electricité Fermé
Micro-ondes Fermé
Electricité Ouvert
Micro-ondes Ouvert

Vitesse normée (u.a.)

0,6

Fréquence (kHz)

(@

Electricité Fermé
— — -Micro-ondes Fermé
— - - Electricité Ouvert
--------- Micro-ondes Ouvert

Figure I1-4 Comparaison des spectres de vitesse expérimentauxr pour différents barreaux

excités électriquement et par micro-ondes en «circuit ferméx» et en «circuit owvert» (a) 10
mm, (b) 15 mm, (c) 20 mm et (d) 25 mm

Longueur des Iﬁl l._fw
barreaux
10 mm 122 163
15 mm 86 86 120
20 mm 67 67 89
25 mm 55 55 72 71

Tableau II-1 Fréquences de résonance expérimentales (kHz) des barreauz piézoélectriques

excités électriquement et par micro-ondes en «circuit fermé» et en «circuit ouvert»

Les spectres expérimentaux de la Figure II-4, obtenus en excitant les barreaux
piézoélectriques électriquement et par micro-ondes, présentent les mémes fréquences
de résonances fondamentales (données dans le Tableau II-1) selon que les barreaux
sont en «circuit fermé» ou en «circuit ouvert». La variation des fréquences de
résonance observée entre les montages en «circuit fermé» et en «circuit ouvert»
traduit un changement du module de Young apparent en fonction des conditions
électriques aux limites des barreaux. En «circuit fermé», du fait de 1’égalité des
potentiels sur les électrodes des barreaux, le champ électrique dans le matériau est
nul et il n’existe pas de couplage électromécanique. Le module de Young apparent est

) N E
alors égal a Y;.
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En «circuit ouvert», quand les électrodes ne sont pas reliées, le déplacement
électrique au sein du matériau est empéché et le matériau piézoélectrique subit une
rigidification [II-3],[II-8]. D’aprés le modeéle développé précédemment (II-11), le
module de Young apparent Y., augmente dune quantité égale & (d33Y£ )2 / e, par
rapport a Y,,. Les résultats du Tableau II-1 montrent une bonne adéquation entre les
fréquences de résonance mesurées indépendamment du mode d’excitation (électrique
ou électromagnétique). Pour les mémes conditions électriques aux limites, les légeéres
différences entre les fréquences données dans le Tableau II-1 sont dues & la variation
des conditions d’appui des échantillons car la fixation d’'un barreau entre des

électrodes modifie légérement ses conditions aux limites mécaniques.

L’expression (II-27) de la vitesse de déplacement a Dextrémité d’un barreau
piézoélectrique fournit le spectre de la vitesse en «circuit fermé» et en «circuit
ouvert» en modifiant la valeur de la lenteur pour tenir compte de la variation du
module de Young apparent en fonction des conditions électriques aux limites du
barreau. D’aprés le modéle, nous pouvons constater que la différence entre les
fréquences de résonance obtenues expérimentalement dans le cas d’une excitation
«micro-ondes» ou dans le cas d’une excitation électrique n’est pas due au phénomeéne
de génération mais uniquement aux conditions aux limites électriques. Afin de le
montrer expérimentalement, il suffit d’ouvrir le circuit dans le cas d’une excitation
électrique (le matériau piézoélectrique est alors excité par un champ électrique) et de
fermer le circuit dans le cas d’une excitation «micro-ondes» (Figure II-5). Les
résultats du Tableau II-1 montrent que, pour les mémes conditions électriques aux
limites, la fréquence de résonance est indépendante du mode d’excitation. Les
différences constatées expérimentalement concernant les fréquences propres de

vibration pour les différents cas traités sont donc bien prédites par le modéle.

o

Figure I1I-5 FEzcitation électrique en «circuit ouvert» et excitation par micro-ondes en

«circuit fermé» pour montrer la dépendance de la fréquence de résonance par rapport aux

conditions électriques aux limites

Afin de valider le modéle de vibration des barres piézoélectriques, il est nécessaire
d’évaluer les caractéristiques mécaniques, électriques et piézoélectriques des barreaux
testés. Dans ce qui suit, nous présentons une méthode d’évaluation des
caractéristiques physiques des barreaux piézoélectriques a partir d’essais de résonance

en «circuit fermé» et en «circuit ouvert». Nous validerons les caractéristiques
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obtenues sur les barreaux parallélépipédiques en les comparant aux données du
fabricant avant d’appliquer la méthode a la caractérisation des barreaux a section

circulaire dont les propriétés sont inconnues.

1.6 Caractérisation des matériaux piézoélectriques

La connaissance des fréquences de résonance d’'un barreau piézoélectrique en «circuit
fermé» et en «circuit ouvert», de sa permittivité diélectrique a contrainte constante
et de sa densité va permettre de déterminer ses caractéristiques mécaniques et
piézoélectriques. Dans ce qui suit, nous nous proposons de caractériser un matériau
piézoélectrique dont les propriétés sont fournies par le fabricant [II-10]. La méthode
de caractérisation, inspirée des méthodes classiques d’évaluation des matériaux

piézoélectriques [II-7]-[II-9], est présentée ci-dessous.

Les échantillons sont des barreaux parallélépipédiques de PZ21 (FERROPERM
Piezoceramics [II-10]) polarisés selon leurs axes. Des équations couplées de la
piézoélectricité et du modele 1D développé précédemment, nous disposons des

relations suivantes :
vi=dpl*(fr) (11-37)

Y2 =ap(f) (I1-38)

&€

La permittivité diélectrique e; est obtenue en déformation constante soit en

rigidifiant les liaisons, soit en excitant le matériau a haute fréquence [II-8]. La
permittivité el;.’ , mesurée pour un solide libre de toute contrainte et qui correspond a
une excitation électrique statique ou a basse fréquence [II-8], est usuelle et plus simple
a mesurer que la permittivité a déformation constante.

Afin de relier e; et el;.’ , reportons la contrainte de 1’équation (II-1) dans I'expression

du déplacement électrique de I’équation (II-2). Il apparait alors :

D, = (e,;.r —d. d cﬁa )E; + diacjﬁeﬁ (11-39)

jatip
En identifiant cette expression avec le déplacement électrique de I’équation (II-1) et

en tenant compte des indices muets, on obtient :
e _ o 2 vE
ey =y —dy Yy, (11-40)

D’autre part, nous savons que :
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E (d33Y3§)2

Yo=Y+ (I1-41)

€
33

Les relations (II-37) et (II-38) fournissent les modules de Young Yj; et Y des
barreaux de PZT, respectivement, en «circuit fermé» et en «circuit ouvert». La
relation (II-40) permet d’obtenir la permittivité diélectrique du matériau en
déformation constante a partir de la connaissance de la permittivité ej, et du module

piézoélectrique ds; qui s’obtient de la combinaison des équations (1I-40) et (II-41) :

1

Y2 -vh P

d,, :{—33 33 e;} (I1-42)
Yi Y

Enfin, il est intéressant de calculer le coefficient de couplage k,, qui représente, pour

un matériau piézoélectrique, le taux de restitution de I’énergie électrique en énergie

mécanique ou vice-versa. On définit le coefficient de couplage comme suit :

1
YE |2
k33:[ _ij (I1-43)

Les mesures sont effectuées sur quatre barreaux élancés (de longueurs égales a 25mm,
35 mm, 40 mm et 45 mm) afin de valider la méthode de caractérisation a partir du
modele et des équations donnés ci-dessus. Les données utilisées pour les calculs sont
la densité et la permittivité a contrainte constante, respectivement égales a
7800kg /m® et €% =3980¢, (avec e, = 8.85 pF/m la permittivité du vide).

Y3§ (GPa) Y£ (GPa) dy; (pC/N) e, kss

25 mm 58 99 500 2334 e, 0,64

35 mm 58 98 493 2378 e, 0,63

40 mm 58 100 501 2330 e, 0,64

45 mm 58 99 502 2331 e, 0,64

Moyenne 58 99 499 2343 e, 0,64
Fabricant 55,6 £ 1,4 107,0 £ 2,7 552 + 28 (1980 £ 198) e, 0,69 £ 0,03

Tableau II-2 Calcul des propriétés mécaniques, électriques et électromécaniques des barreaux

piézoélectriques parallélépipédiques Pz21

Le Tableau II-2 montre 1'uniformité des propriétés calculées pour les différents
barreaux de Pz21 testés indépendamment de leurs longueurs. Ces propriétés sont en
adéquation avec les données du fabricant avec toute fois un écart par rapport aux
moyennes et aux intervalles de confiance évalués statistiquement. Enfin, le

comportement mécanique du matériau piézoélectrique étant viscoélastique, le module
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de Young complexe a une partie imaginaire évaluée a 1% de la partie réelle donnée
dans le Tableau II-2.

L’évaluation des propriétés étant possible avec la méthode proposée ci-dessus, nous
I’avons utilisée pour caractériser les barreaux piézoélectriques a section circulaire dont

les propriétés étaient jusque-la inconnues (Tableau II-3).

Y3§ (GPa) Y£ (GPa) dy; (pC/N) e, ks;
25 mm 53 86 489 1800 e, 0,61
30 mm 54 87 494 1850 e, 0,61
Moyenne 53,5 86,5 492 1825 ¢, 0,61

Tableau II-3 Calcul des propriétés mécaniques, électriques et électromécaniques des barreaux

piézoélectriques a section circulaire

Les spectres de vitesse pour une excitation électrique en «circuit fermé» et en
«circuit ouvert» représentés sur la Figure II-6, et dont les fréquences de résonance
sont résumées dans le Tableau II-4, montrent que le modéle analytique développé a
partir des équations couplées de la piézoélectricité traduit bien le phénomene de
vibration des barreaux piézoélectriques élancés. En effet, quand le rapport longueur
sur diametre est au moins égal & 1,5, le barreau peut étre assimilé & une barre
unidimensionnelle. Les spectres expérimentaux et théoriques de la Figure 1I-6 (a) ne
se superposent pas car le barreau de 10 mm ne vérifie pas la condition d’élancement
pour que le comportement de celui-ci soit approché par le modele 1D qui ignore les
phénomeénes tridimensionnels qui interviennent durant sa vibration. Hormis cette
restriction, a la lumiére de la comparaison entre les réponses théoriques et
expérimentales, il apparait donc que le modéle analytique développé précédemment
est valide quelles que soient les conditions électriques aux limites des barreaux

modélisés.
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Figure I1-6 Comparaison des spectres de vitesse expérimentaux et théoriques des barreaur a

sections circulaires (a,b) et parallélépipédiques (c,d) pour une excitation électrique en «circuit

fermé» et en «circuit ouvert» : (a) 10 mm, (b) 15 mm, (¢) 20 mm et (d) 25 mm

Remarquons enfin que les spectres de la Figure II-4 et de la Figure II-6 font

apparaitre des fréquences différentes de celles du mode fondamental 1D (appelé aussi

« mode piston »). Elles correspondent, selon le cas, aux harmoniques du mode

fondamental ou éventuellement & des modes de vibration 3D (de type flexion, torsion,

etc...) qui n’entrent pas dans le cadre de cette étude.
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Longueur des ﬁ Iﬁ
barreaux
Expérimental Théorique Expérimental Théorique
10 mm 122 129 163 182
15 mm 86 86 120 121
20 mm 67 67 89 89
25 mm 55 54 72 71

Tableau II-4 Fréquences de résonance expérimentales et théoriques en kHz des barreaux

piézoélectriques excités électriquement en «circuit fermé» et en «circuit ouvert»

1.7 Nature de la génération d’ultrasons par micro-ondes

Dans l'expression du spectre de la vitesse (II-27), intervient la lenteur qui différe
selon qu’il s’agisse d’'un montage en «circuit fermé» ou en «circuit ouvert». Nous
obtenons alors des fréquences de résonance différentes mais indépendantes de la
nature de la génération. En effet, pour les mémes conditions électriques aux limites
d’un barreau piézoélectrique, les fréquences de résonance obtenues par une excitation
électrique et par micro-ondes sont identiques. Se pose alors la question de savoir si la
génération par micro-ondes est d’origine thermoélastique ou piézoélectrique (du fait
de la composante électrique des ondes électromagnétiques qui forment les micro-
ondes). Il est donc nécessaire de mettre au point un essai pour lequel la mesure

effectuée est fortement dépendante du mode de génération.

La réponse est apportée par I’étude théorique puis expérimentale de la vibration d’un
barreau piézoélectrique, de longueur 2L, composé a partir du collage de deux
barreaux de longueurs L, nommés (1) et (2), excités électriquement et par micro-
ondes (en «circuit ouvert») et dont les polarisations relatives varient. Nous allons
montrer, dans le cas oul la génération est électrique, que la fréquence de résonance du
barreau ainsi constitué dépend des sens de polarisation relatifs des barreaux
constitutifs. Nous exploiterons ce fait pour mettre en évidence l'origine de la
génération d’ultrasons dans les matériaux piézoélectriques excités par micro-ondes.

(a) (b) (© (d)

@ % = _
[!—>I—>IIJ |+—>I<—IIJ e e I e R

Figure I1-7 Représentation du barreau composé, excité électriquement et par micro-ondes,
dans deux configurations expérimentales : (a) et (c) mémes polarisations, (b) et (d)

polarisations opposées
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Supposons que l'intensité de la contrainte source o,(z,®), d’origine piézoélectrique,
est uniforme (de méme amplitude absolue) sur la longueur du barreau. Nous
distinguons alors le cas ou les polarisations des barreaux constitutifs sont orientées
dans le méme sens (cas (a) et (c) sur la Figure II-7) du cas ou les deux polarisations
sont opposées (cas (b) et (d)). Pour une orientation donnée du champ électrique
d’excitation, la contrainte d’excitation impulsionnelle dépendra de 1’orientation

relative des polarisations :

o’ =0’ =0,  mémes polarisations
(11-44)

o' =-0{’ =0, polarisations opposées

N 1 2 . . . .
ou Gé) et 0'(()) sont les contraintes sources qui agissent, respectivement, dans les

barreaux (1) et (2). Dans les deux cas, la réponse théorique du barreau composé est
donnée par D’application des équations (II-23) et (II-24) de la méthode des vecteurs
d’état. Dans le Tableau II-5 sont donnés les expressions théoriques de la vitesse aux
trois interfaces (0, L et 2L) d’un barreau composé excité par une impulsion
électrique uniforme en «circuit ouvert» en fonction des orientations relatives des
polarisations de ses deux barreaux constitutifs. Les diagrammes de Lagrange

correspondant & ces deux configurations sont donnés sur la Figure 1I-8.

Interface dans le O
barreau composé
Pl-c2L P 2e(L)-c(2L)—1
V(z=0) 5 1-e@l) o _8 2ly-c@D)-1
ip 52D ip s(21)
P 2¢(L)-c(2L)-1
V(z=L) 0 §32e)zc@D-
ip s(21)
Pl-c2L P 2e(L)-c(2L)—-1
V(z=2L) JSormeel) o _8 2ly-c@D)-1
ip 52D ip s(21)

Tableau II-5 Expressions des vitesses de déplacement sur les trois interfaces d’un barreau

composé selon l'orientation relative des polarisations électriques de ses barreaux constitutifs
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T (s)
(a) ernps S

B}

T
(b) emps (s)

z= = =21

Figure I1I-8 Diagramme de Lagrange dans un barreau composé de deux barreaux

piézoélectriques ayants : (a) les mémes polarisations et (b) des polarisations opposées

Les expressions des vitesses données dans le Tableau II-5 montrent que la réponse
d’'un barreau piézoélectrique composé & une excitation électrique dépend de
I'orientation relative des polarisations des barreaux qui le composent. En effet, dans
le cas ou les polarisations des barreaux constitutifs sont orientées identiquement, la
Figure II-8 (a) montre que la génération acoustique ne se produit qu’aux interfaces
libres. Ces derniéres vibrent symétriquement tandis que l'interface centrale ne subit
aucun déplacement. La fréquence propre de vibration observée est alors égale a
1/4LS” . D’autre part la Figure II-8 (b) montre que dans le cas d’un barreau composé
dont les polarisations sont opposées, la génération acoustique et, par la suite, la
vibration se fait sur les trois interfaces de telle sorte que les deux barreaux vibrent de
maniére anti-symétrique. La fréquence propre que 1’on observe dans ce cas, égale a
1/ 2LS" ., est deux fois plus importante que celle du premier cas. La fréquence de
résonance d'un barreau composé de deux barreaux piézoélectriques dépend donc de
I'orientation relative des polarisations. Par conséquent, si la génération acoustique

par micro-ondes dans les barreaux piézoélectriques est d’origine piézoélectrique, elle
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devra étre sensible & l'orientation relative des polarisations. Si cela n’est pas le cas,

alors la génération par micro-ondes est d’origine thermoélastique.

o IJ o |_| = =
= | B | B |
Génération piézoélectrique f, 2f, f 2f
Génération thermoélastique [ I
Fréquences de résonance
. 56 117 56 58
expérimentales (kHz)

Tableau 1I-6 Fréquences de résonance théoriques (supposées) et expérimentales du barreau

composé excité électriquement et par micro-ondes pour deux orientations relatives des

0.8

S
o

=
~

Vitesse normée (u.a.)

0.2

polarisations

(@)

Micro-ondes

----- Electrique

Fréquence (kHz)

Vitesse normée (u.a.)

0.8

=
=N

=
~

0.2

Fréquence (kHz)

()

Micro-ondes

----- Electrique

Figure I1-9 Spectres expérimentaux obtenus pour le barreau composé par excitation électrique

et par « micro-ondes » pour deux états de polarisations relatives : (a) mémes polarisations,

(b) polarisations opposées.

La démarche expérimentale consiste a exciter un barreau (composé de deux barreaux

de Pz21 a sections circulaires identiques, de longueur 15 mm et liés par un couplant)

électriquement et par micro-ondes selon les configurations (c) et (d) de la Figure II-7.

Le Tableau II-6 résume les fréquences théoriques correspondantes & chaque mode de

génération supposé, et donne les fréquences expérimentales obtenues pour le barreau

composé étudié et dont les spectres de résonance sont donnés sur la Figure II-9.
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Comme prévu théoriquement dans le cas d’une excitation électrique a distance du
barreau piézoélectrique composé, la fréquence de résonance est sensible & 1’orientation
relative des polarisations des barreaux constitutifs. En effet, quand les deux
polarisations sont identiquement orientées, la fréquence de résonance du barreau
composé est de 56 kHz, alors que pour une orientation des polarisations en sens
opposé, la fréquence de résonance est portée a 117 kHz. La premieére fréquence est
celle de la résonance d'un barreau d’une longueur totale de 30 mm et correspond, a
une erreur expérimentale prés, a la moitié de la fréquence de résonance des barreaux
de 15 mm qui la composent. Les écarts que l'on observe entre les résultats
expérimentaux et les calculs théoriques sont probablement dues & la non-uniformité
du champ d’excitation sur la longueur des barreaux et ce pour les deux modes de

génération électrique et par micro-ondes.

Les fréquences de résonance obtenues par excitation micro-ondes ne dépendent pas
des orientations relatives des polarisations. En effet, les fréquences de résonance sont
presque identiques quand les deux barreaux constitutifs ont des polarisations de
mémes sens ou de sens opposés. La génération par micro-ondes étant indépendante de
la polarisation du barreau piézoélectrique irradié, elle est donc d’origine thermique.
Etant donnée la nature ferroélectrique des céramiques PZT testées, nous pouvons
soupgonner une génération acoustique de nature pyroélectrique ou/et
thermoélastique. En effet, une variation de température dans ce type de matériaux
peut se traduire par un effet thermoélastique et/ou pyroélectrique. L’objectif du
développement qui va suivre est de déterminer la part de la pyroélectricité des
céramiques ferroélectriques (PZT) dans la génération acoustique provoquée par une
élévation de température due a l’absorption de micro-ondes et, par la méme, de

déterminer leffet prépondérant parmi la thermoélasticité et la pyroélectricité.

1.8 Effet de la pyroélectricité sur la génération acoustique

1.8.1 Le phénomeéne pyroélectrique

La pyroélectricité est le résultat d'un couplage entre 1’énergie thermique et 1’énergie
électrique d’un matériau. Ce phénomeéne est retrouvé a 1’état naturel dans dix classes
cristallines piézoélectriques (parmi les 20 qui existent) qui présentent la propriété de
se polariser spontanément selon des directions privilégiées quand elles sont soumises a
une variation de température. De plus, si le matériau pyroélectrique présente une
polarisation rémanente P, il est alors dit ferroélectrique. Ceci est notamment le cas

des céramiques ferroélectriques qui acquiérent une polarisation rémanente suite a leur
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exposition & un champ électrique de forte intensité sous une température élevée. La
Figure II-10 résume les relations qui existent dans un matériau pyroélectrique entre

ses comportements thermiques, électriques et mécaniques [II-11].

Champ électrique

Permittivite

Déplacement
électrique D,

Effets thermoélastiques

o AT

Figure II-10 Relations entre les propriétés thermiques, électriques et mécaniques d’une

céramique ferroélectrique [1I-11]

L’effet pyroélectrique dans un matériau se manifeste par le changement du module de
la polarisation induit par une variation de température. Cet effet est caractérisé par
le coefficient pyroélectrique p qui traduit la variation de la polarisation P (qu’elle

soit spontanée ou rémanente) en fonction de la température :

dP

= 11-45
T (II-45)

p

Si les électrodes du composant pyroélectrique ont une surface d’aire 4, alors la charge
¢électrique AQ qui s’y dépose en «circuit ouvert» quand la température croit de AT

est égale & :
AQ=ApAT (I1-46)

Dans le cas d'un composant en «circuit fermé» le courant électrique induit par la
variation de température est donné par :
dO(1) dP dT ar

_ 1= _
O=4 0 =

(11-47)
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En «circuit ouvert», la charge électrique déposée sur les électrodes d’un barreau
pyroélectrique soumis & une variation de température AT est liée au champ de
déplacement électrique perpendiculaire aux faces des électrodes. Dans le cas général,

le déplacement électrique s’exprime comme suit :
D(E)=e,E+ P(E) (I1-48)

ou ¢, est la permittivité di¢lectrique du vide, E le champ électrique dans le matériau
et P(E) la polarisation qui est fonction du champ électrique. Etant donné que la
partie due a la polarisation est beaucoup plus grande et qu’elle seule peut dépendre
de la température, alors le champ de déplacement électrique peut étre considéré
comme étant égal a la polarisation [II-12]. En désignant par 3 la direction de
polarisation du matériau pyroélectrique et par e,, sa permittivit¢ diélectrique, la
polarisation électrique peut étre approchée au premier ordre & partir de la

polarisation rémanente comme suit [II-12]:

D(E)=F(E)=F ;+ ek, (LI-49)

Le champ de déplacement électrique induit par une variation de température AT

peut alors étre calculé de la maniére suivante :

oP.(E) oP de de
AD, = 3" AT = — S AT+ —3 F AT = pAT + —3 E AT 11-50
Y or or O TR T (11-50)

Le premier terme de cette relation traduit ’effet pyroléctrique direct car il met en jeu
la polarisation rémanente P. et le coefficient de pyroélectricité p . La pyroélectricité
due au second terme, qui est le terme de correction de P., est dite pyroélectricité
induite. Dans le cas présent, étant donnés les faibles variations de température dans
les matériaux irradiés par micro-ondes et la linéarité des propriétés électriques et
mécaniques des matériaux étudiés, il est possible de négliger leffet de la

pyroélectricité induite.
Nous pouvons a présent introduire dans la loi de comportement des matériaux
piézoélectriques (II-1) leffet thermoélastique et pyroélectrique [II-13]:

o, = cfﬁ g5 —dy c[’fa E, - cfﬁ ag AT
D, = e E; +dycp, €,— ;AT

1

i,j=123 a.f=1..6 (1I-51)

ou 065 et p’ sont les ¢léments respectifs du tenseur de dilatation thermique et du

vecteur de coefficient pyroélectrique. Les autres notations sont les mémes que ceux
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qui sont définis dans I’équation (II-1). Dans le cas unidimensionnel, I’équation (I1I-51)

se simplifie et devient :

o =Yie —d . YEE -YEaf AT
{ z 33%z 33 %33 ¢ 33 3 (II—52)

D, =eLE. +d,Y,.e. —p; AT

Z

Comme en piézoélectricité seule, la réponse d’un barreau pyroélectrique dépend des
conditions électriques aux limites sur ses électrodes. En effet, les conditions
électriques (II-8) s’appliquent selon qu’il s’agisse d’'un montage en «circuit fermé» ou

en «circuit ouvert».

1.8.1.1 Circuit fermé

En «circuit fermé», le champ électrique étant nul, il n’existe pas de couplage

électromécanique. L’effet de la pyroélectricité sur la réponse mécanique du matériau

soumis a une variation de température AT n’est donc pas visible. L’équation du

mouvement fait apparaitre le terme source thermoélastique de la maniére suivante :
d’e O°AT

E 2 E
— t+t$w)ye =07 ——
0z

— (II-53)

11.8.1.2 Circuit ouvert

Dans le cas du «circuit ouvert», le déplacement électrique est uniforme. La prise en
compte de cette condition dans les équations (II-52) et leur combinaison avec
I’équation d’équilibre (II-3) permet d’obtenir I’équation du mouvement d’un barreau

pyroélectrique soumis & une variation de température AT :

Do g EFZAT (I1-54)

d’e
L+ (SPw) e =| 2 pi+
aZZ ( z ;)-3 p3 6; 3 aZZ

Dans cette équation, la permittivité & contrainte constante ej, est donnée par
Pexpression (II-40). Il apparait donc clairement que 'effet de la pyroélectricité sur la
réponse mécanique d'un barreau en «circuit ouvert» intervient sur le coefficient de
dilatation thermique. En effet, ce dernier est modifié¢ d’une quantité égale a d,,p¢ /e’
par rapport au coefficient de dilatation thermique lié & U'effet thermoélastique dans un
matériau piézoélectrique en «circuit ouvert» et égal a ef,af /el (voir les équations

(1I-10) et (II-57)).

Il est par ailleurs intéressant de noter que la lenteur des ondes acoustiques dans un
barreau pyroélectrique en «circuit ouvert» n’est pas modifiée par la pyroélectricité du

matériau. Par conséquent, les fréquences propres de vibration dun barreau
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pyroélectrique sont totalement prédites par le modele précédemment développé
(II-28). L’exploitation de la vibration d’un barreau unique soumis & une élévation de
température provoquée par l’absorption de radiations micro-ondes, ne permet donc
pas de déterminer lequel des effets thermoélastique ou pyroélectrique est

prépondérant dans le processus de génération acoustique.

11.8.2 Pyroélectricité et génération acoustique par micro-ondes

Par analogie avec le raisonnement qui a servi & déterminer l'origine thermique de la
génération acoustique dans les matériaux piézoélectriques soumis a des radiations
micro-ondes, la vibration d'un barreau composé de deux barreaux en céramique
ferroélectrique (PZT) servira a déterminer leffet de la pyroélectricité sur la

génération acoustique par micro-ondes.

Les équations (II-49) et (II-51) montrent que lorientation du champ électrique
résultant d’une variation de température est liée a la direction de la polarisation
rémanente du matériau qui, pour de petites variations de la température, ne change
pas de sens. Pour un barreau composé et excité en «circuit ouvert» par des
radiations micro-ondes, deux orientation relatives des polarisations sont possibles
(voir les configurations (c) et (d) de la Figure II-7). Supposons donc que la génération
acoustique par effet pyroélectrique est prépondérante dans le barreau composé. Pour
des polarisations rémanentes orientées selon la méme direction, configuration (c), les

deux barreaux constitutifs subissent la méme contrainte source donnée par :

o
33 €33

d &€
oy =0y =0, =-Yy (i pi+ gt ]AT (II-55)

Dans ces conditions, comme pour 'hypothése de génération piézoélectrique formulée
au SII.7, la génération acoustique s’effectue aux interfaces libres du barreau de

maniére symétrique selon le schéma de génération représenté sur la Figure II-8 (a).

Par ailleurs, dans le cas ou les barreaux constitutifs présentent des polarisation
rémanentes opposées, selon la configuration (d) de la Figure II-7, les contraintes
sources dans les deux barreaux sont différentes. En effet tenant compte des

;s 4 . 1 2 4 .
remarques précédentes, les contraintes Gé) et 0'(() ) peuvent s’écrire :

= _yE +% £+e_§3 E\AT
Oy, =—1Iy s P3 o O
33 €33

(II-56)
2) E dy . €5 &
o, =—Yy5|——="p;t+t—=a; |AT

o
33 €33
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Les intensités des contraintes d’excitation étant différentes dans les deux barreaux, la
symétrie de génération propre au cas de barreaux identiquement orientés n’est plus
observable. Le mode de génération dans ce cas est comparable a la génération dans
un barreau piézoélectrique composé de deux barreaux dont les polarisations sont
opposées. Comme représenté par le digramme de Lagrange sur la Figure II-8 (b),
I'interface centrale du barreau subit un mouvement qui modifie la fréquence propre
du barreau composé. Par conséquent, si la part de la génération acoustique par
micro-ondes due a la pyroélectricité était importante, nous aurions di observer dans
le Tableau II-6 une forte dépendance de la fréquence propre principale du barreau
composé testé expérimentalement par rapport a lorientation des polarisations des
barreaux constitutifs. Or, les différences observées dans le Tableau II-6 entre les
prédictions théoriques des fréquences propres et les mesures dans les deux
configurations testées (polarisations de meéme sens et opposées, pour les modes
d’excitation électrique et par micro-ondes), sont dues au fait que l’excitation par
micro-ondes n’est pas parfaitement uniforme ce qui engendre une faible génération a
I'interface centrale du barreau composé. Dans le cas présent, il est donc possible de
conclure que la pyroélectricité a un effet négligeable sur la réponse acoustique des
barreaux de céramique ferroélectrique excités par micro-ondes pulsées. Physiquement,
les micro-ondes perturbent les polarisations des domaines présents dans la céramique
piézoélectrique, a la fréquence de 9,41 GHz, en engendrant leurs mouvements. En
raison de la friction microscopique qui se produit dans la céramique, la température
du matériau croit et, par dilatation thermique, des ondes acoustiques sont générées
aux interfaces de l’éprouvette. Le terme source thermoélastique dans 1’équation
différentielle générale régissant le mouvement dun barreau de céramique
piézoélectrique dépend, tout de méme, des conditions électriques aux limites. En
supposant une élévation de température AT (z,w) sur la longueur du barreau, il
apparait dans ’équation générale (II-12), selon qu’il s’agisse d’'un montage en «circuit

fermé» ou en «circuit ouvert», les seconds membres suivants :

0’AT (z,0
o, % en «circuit fermé»
2
II-57
Y. AT (z,w) €, 0°AT(z,0) - ( )
— 0, —————=—">0;——— ——  en «circuit ouvert»
Y, 0z s, oz

ou o, est le coefficient de dilatation thermique du matériau piézoélectrique dans la

direction longitudinale.
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1.9 Conclusions

Partant des équations générales de la piézoélectricité, un modéle unidimensionnel,
utilisant la méthode des vecteurs d’état, a été développé pour la prédiction de la
génération acoustique dans les barreaux piézoélectriques soumis & une source
d’excitation quelconque. La modélisation a prédit une dépendance de la rigidité
apparente des matériaux piézoélectriques vis-a-vis des conditions électriques imposées
aux limites des structures modélisées. Le dispositif expérimental mis en place, et qui
permet d’exciter des échantillons électriquement ou par des radiations micro-ondes, a
confirmé la dépendance de la rigidité et, par suite, de la vibration des structures
piézoélectriques vis-a-vis des conditions aux limites électriques indépendamment du

mode de génération utilisé.

Le modéle unidimensionnel a servi a développer une procédure de caractérisation des
propriétés mécaniques et piézoélectriques de barreaux en PZT. Cette procédure a été
validée sur le cas de barreaux dont les propriétés sont fournies par le fabricant, et a
ensuite servi a caractériser une céramique piézoélectrique de propriétés a priori
inconnues. La connaissance de ces propriétés a permis de valider le modele de
génération acoustique dans les barreaux élancés en comparant les réponses théoriques

et expérimentales.
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Figure II-11 Comparaison des spectres de vitesse d’un barreau piézoélectrique obtenus par

excitation micro-ondes au travers d’une plaque en PVC et sans obstacle
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L’utilisation de la modélisation par la méthode des vecteurs d’état et du dispositif
expérimental a permis de mettre au point un essai simple qui met en évidence la
nature thermoélastique de la génération d’ondes acoustiques dans les matériaux
piézoélectriques irradiés par micro-ondes. L’absorption des micro-ondes par le
matériau piézoélectrique excite les dipodles qui constituent sa microstructure. Il s’en
suit, par frottement interne, une augmentation rapide de la température et, par

dilatation thermique, la génération et la propagation d’'une onde mécanique.

Enfin, la Figure II-11 montre les réponses spectrales d’'un barreau piézoélectrique
excité par micro-ondes pulsées dans deux configurations. Dans le premier cas, les
ondes ¢électromagnétiques se propagent librement dans D'air pour ensuite étre
absorbées par le barreau. Dans la seconde configuration, les ondes micro-ondes
traversent une plaque en PVC avant d’atteindre le composant & exciter. La
comparaison des réponses expérimentales montre, malgré une légére chute
d’amplitude entre les deux réponses, qu’il est possible d’exciter des composants
piézoélectriques via des matériaux qui ne font que partiellement écran aux ondes
électromagnétiques. Il est donc tout & fait possible d’envisager l'utilisation de la
technique de génération par micro-ondes pour exciter & distance des composants
piézoélectriques enfouis dans des structures, dans le but de générer des ultrasons pour
le controle et/ou l'inspection non-destructifs des structures. Cette technique pourrait
par exemple étre appliquée a l'inspection en temps réel des structures des radomes
d’avions qui disposent de radars générant des micro-ondes et qui peuvent contenir des
composants piézoélectriques a leur surface ou immergés. Enfin, la présente étude
concerne aussi les transducteurs piézoélectriques soumis a des champs micro-ondes
intenses. En effet, si 'on veut simuler leur comportement mécanique, il est important
de savoir qu’une génération acoustique peut étre provoquée par des effets

thermoélastiques.
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lll Vibration dans le plan des plaques
elliptiques minces soumises a un
rayonnement de micro-ondes pulsées

Résumeé

La technique de génération acoustique par micro-ondes pulsées est ici appliquée a 1’étude de
la vibration dans le plan de plaques ellliptiques pleines et trouées. Un modeéle théorique semi-
analytique est développé pour prédire le champ de déplacement plan dans des plaques
elliptiques minces soumises a une élévation brusque et uniforme de la température. Le
matériau constituant les plaques est considéré comme étant isotrope viscoélastique. Les
équations d’ondes qui gouvernent les potentiels de déplacement de Helmholtz sont résolues
analytiquement dans un systéme cylindrique de coordonnées elliptiques au moyen de séries
infinies de fonctions de Mathieu angulaires et radiales. Le champ de déplacement est enfin
obtenu en tenant compte des conditions mécaniques aux limites des plaques étudiées. La
comparaison des réponses théoriques des plaques elliptiques pleines ou trouées avec les
résultats expérimentaux permet de valider le modéle développé et, enfin, de P'appliquer a
I’étude paramétrique de l'influence de la géométrie sur la vibration des plaques elliptiques
pleines.
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Vibration dans le plan des plaques elliptiques minces soumises a un rayonnement de micro-ondes pulsées

1.1 Introduction

Depuis les travaux de Mathieu [III-1] au 19°™ siecle sur la vibration des membranes
elliptiques, un grand nombre de recherches ont porté sur les problémes de vibration
et de propagation acoustique dans les structures elliptiques. En effet, de nombreux
problémes mettant en jeu des champs scalaires gouvernés par ’équation différentielle
des ondes dans des repéres elliptiques ont été traités dans la littérature [III-2]-[III-3].
Le cas de la vibration latérale des plaques elliptiques (déplacement hors du plan de la
plaque sous différentes conditions aux limites) a été modélisé analytiquement en
résolvant les équations de Mathieu [III-4]-[III-6] ou numériquement en utilisant la
méthode de Rayleigh-Ritz [III-7]. Par ailleurs, les probléemes de propagation et de
diffraction des ondes élastiques dans et par les cylindres elliptiques infinis ont été
abordés depuis les travaux de Barakat [III-8] et Wong et al. [III-9]. Contrairement
aux problémes énumérés ci-dessus, le probléme de vibration des plaques elliptiques

dans leur plan n’a, a notre connaissance, pas été abordé dans la littérature.

Rayonnement

micro-ondes
e ———

Figure ITI-1 Principe de la génération acoustique dans les plaques irradiées par micro-ondes

L’objectif du présent chapitre est d’étudier théoriquement et expérimentalement la
vibration dans le plan des plaques elliptiques excitées par des radiations uniformes de
micro-ondes pulsées [III-10]. Un modeéle semi-analytique sera développé pour prédire
les vibrations des plaques minces elliptiques, pleines ou trouées d’ellipses homofocales,
soumises & une élévation rapide et uniforme de la température. Nous ne nous
intéresserons pas au phénoméne de conversion de 1’énergie électromagnétique en
énergie thermique et supposerons donc que 1’évolution de l'augmentation de la
température dans le matériau est connue. Etant donnée la géométrie elliptique des
plaques étudiées, nous adopterons un systéme cylindrique de coordonnées elliptiques
[III-11]-[ITI-12] afin de formuler et de résoudre le probléme de vibration posé. Le
comportement mécanique des plaques sera modélisé sous ’hypothése d’un état plan
de contraintes. Cette hypothése sera justifiée par la convergence de la réponse d’une
plaque tridimensionnelle, modélisée par la méthode des éléments finis, vers celle d’'une

plaque mince vibrant sous I'’hypothése des contraintes planes. Le matériau
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constituant la plaque étant considéré isotrope et viscoélastique, 1’équation aux
déplacements de Navier que ’on obtient, adaptée aux cas des plaques [I1I-12]-[III-14],
sera résolue en appliquant au champ de déplacement une décomposition de Helmholtz
en potentiels. Les solutions des équations d’ondes obtenues par cette décomposition
seront écrites, dans le systéme de coordonnées elliptiques, comme des séries infinies de
produits de fonctions de Mathieu ordinaires (angulaires) et modifiées (radiales)
[III-16]-[I1I-17]. L’utilisation des fonctions de Mathieu n’étant pas répandue, elles
seront briévement présentées au cours des développements théoriques. En tenant
compte des conditions mécaniques aux limites et en appliquant une discrétisation
angulaire aux frontiéres des plaques étudiées, le probléme sera réduit a la résolution
d’'un systéme linéaire d’équations algébriques. La comparaison des réponses
analytiques avec les résultats expérimentaux et numériques (MEF) permettra de
valider, sous certaines conditions, la modélisation des vibrations des plaques minces
elliptiques. Le modéle semi-analytique servira ensuite a étudier l'effet de ’ellipticité
d’une plaque pleine sur quelques-unes de ses fréquences propres. Cette étude
paramétrique servira notamment & dégager, en fin de chapitre, les applications
possibles du présent travail. Enfin, l’extension du modéle au cas des cylindres
elliptiques infinis, modélisés mécaniquement sous l'’hypothése d'un état plan de

déformations, sera abordée lors des développements théoriques.

1.2 Modélisation

Le matériau étant supposé viscoélastique linéaire, sa loi de comportement mécanique,
exprimée dans le domaine temporel, fait appel a des produits de convolution qui se
transforment en produit simple dans le domaine fréquentiel. Dans la suite de ce
travail, les quantités seront exprimées dans le domaine fréquentiel par transformation
de Fourier des quantités exprimées dans le domaine temporel. Toute exception sera
explicitement mentionnée. De plus, par soucis de simplification des écritures, la
pulsation angulaire @, dont dépendent tous les champs scalaires et vectoriels
exprimés dans le domaine fréquentiel, n’apparait pas explicitement dans les
expressions du développement théorique. D’autre part, avant d’étre projetée dans le
systéme de coordonnées elliptiques, l’équation du mouvement (équation de Navier
adaptée au cas des plaques minces) sera d’abord établie en écriture tensorielle car elle
servira aussi, dans le chapitre IV, a modéliser la vibration dans le plan des plaques

minces circulaires.
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ll.2.1 Position du probléme et équations d’ondes

L’objectif du développement qui va suivre est de modéliser la vibration dans le plan
d’une plaque mince elliptique pleine ou trouée d’une ellipse homofocale, soumise a
I’effet d’'une augmentation rapide et uniforme de la température au sein du matériau
la constituant. L’étude des vibrations se fera a travers la détermination du champ de

déplacement dans le plan de la plaque modélisée.

n=r

N=3m/2

Figure ITI-2 Systéme de coordonnées cylindrique elliptique

En raison de la géométrie des plaques étudiées, un repére cylindrique elliptique
orthogonal est adopté (voir Figure III-2). Un point quelconque du disque est repéré,
dans le repeére (O,é,a,g), par lintersection de ellipse de coordonnée &, désignant
la position radiale, de I’hyperbole de coordonnée 1, désignant la position angulaire et
perpendiculaire en tout point aux ellipses qu’elle traverse, et enfin de la droite de
coordonnée z. Ces coordonnées sont liées aux coordonnées cartésiennes z, y et z par

les relations suivantes [III-11] :
x= fcosh&cosn, y= fsinhEsinn et z=z2 (II-1)

ou 2f est la distance interfocale identique pour toutes les ellipses et les hyperboles
définies dans un méme repére (O,ez,g,;,g;). Les dimensions caractéristiques a et b
d’une hyperbole ou d’une ellipse quelconque dans le repére (O,ez,e_n.,g;) sont liées a la
demi-distance interfocale par la relation f°=a*—5b’ (dans le cas d’une ellipse, a et b
correspondent respectivement au petit demi-axe et au grand demi-axe de lellipse).
L’excentricité d’une ellipse, qui caractérise son ellipticité, est définie comme étant le

rapport de la distance focale et de la dimension du grand demi-axe de Dellipse
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e=f/a (le cas limite d'un cercle est donc caractérisé par une excentricité nulle).
Enfin, les facteurs d’échelle du systéme de coordonnées elliptiques sont donnés
par [III-11] :

B =h=h"= f*(sinh*E+sin’n) et i} =1 (I11-2)

Le champ de déplacement particulaire d’un point matériel dans une plaque elliptique
quelconque (pleine ou trouée) a, dans le repére cylindrique elliptique, la forme

vectorielle suivante :

(U.Em U En UEN2) ) (IT.3)

Etant donné que la plaque mince vibre dans son plan, il est possible d’adopter
I’hypothése d’un état plan de contraintes (0. =0) et, par suite, de ne s’intéresser
qu’aux composantes du déplacement contenues dans le plan de vibration de la plaque.
Cette hypothése sera justifiee au §II1.4 en s’appuyant sur des simulations
tridimensionnelles par la méthode des éléments finis et en tenant compte de la faible
atténuation de la température dans 1’épaisseur des plaques testées
expérimentalement. L’objectif de la modélisation étant de calculer le champ de
déplacement U dans le plan de la plaque, il est possible de définir ce dernier comme

suit :

U=(u.&m u,En) (111-4)

Sous I’hypothése des contraintes planes, il est & noter que la composante transverse
U. du champ de déplacement, donné dans ’équation (III-3), existe du fait de D'effet
Poisson et de 'expansion thermique du matériau. Ce déplacement, qui n’apparait pas
dans les développements & venir, est pris en compte dans le calcul des coefficients
matériels de I’équation (III-5) [III-13].

Afin d’établir I’équation du mouvement d’une plaque mince sous I’hypothése d’un
état plan de contraintes, il est nécessaire d’écrire la loi de comportement du matériau
constituant la plaque. Le matériau est supposé étre viscoélastique linéaire et soumis,
dans le cas général, & une brusque élévation de la température AT (E,n) répartie de
maniere symétrique par rapport a l'axe m=0. La condition restrictive sur
I'uniformité de l’excitation thermique sera justifiée et explicitée plus loin. Sous
I’hypothése d’un état plan de contraintes, les contraintes dans le plan (Z,ej) de la

plaque s’écrivent :
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0. =0 . +0,¢, — B AT(.n)
Gnn = Q128€€ + Q228nn - BZAT(g’ 77) (111—5)
Oy = 2Q66£§9

Les coefficients Q, de la matrice de rigidité réduite et les constantes B, sont définis
par :

E Ev

E
Qn = sz Zm s le = Q21 :m , Q66 et BI = 32 - (IH—G)

S 2(1+v) 1-v
ou E, v et a désignent respectivement le module de Young complexe, le coefficient
de Poisson et le coefficient de dilatation thermique du matériau. Les coefficients Q,

et B sont calculés en tenant compte de I’hypotheése d'un état plan de contraintes qui

impose a la composante o_ de la matrice des contraintes d’étre nulle.

De plus, sous I’hypothese d’isotropie, le matériau obéit a la loi de comportement

suivante :

0=0,(dv0)1+(Q, - 0,)e~ BATEnI (IIL-7)

oll 0 et & sont respectivement les tenseurs des contraintes et des déformations

donnés par :

o= (% %] 1118
Gén Gnn ( ] )
2 = grad U + (grad U )’ (IIL-9)

Il est intéressant de noter que pour la résolution du probléme de vibration d’un
cylindre elliptique infini et excité de maniére uniforme selon son axe z, I’hypothése
d’'un état plan de contraintes est remplacée par I’hypothése d'un état plan de
déformations [I1I-12]-[I1I-14]. L’équation (III-5) gardera la méme forme car il suffira
de remplacer les coefficients Q,, donnés en (III-6), par les coefficients associés C, du
tenseur de rigidité complexe [C ] La méthode de résolution du probleme de vibration
des plaques elliptiques qui va suivre pourra étre utilisée pour la modélisation de la
vibration des cylindres elliptiques pleins ou creux en changeant uniquement les

coefficients matériels de ’équation (III-5).

La combinaison de la loi de comportement (III-7), de la relation cinématique (II1-9)

et de I’équation d’équilibre local,

dive = —pw’U (IT1-10)
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donne I’équation différentielle aux déplacements de Navier adaptée au cas des plaques

minces :

%AU + % grad(divU)+ pw’U = B, grad (AT (w,&,1)) (III-11)

Cette équation peut aussi se mettre sous la forme équivalente suivante :

0, grad(divU) - %Tot(@ U)+ pw’U = B, grad (AT (w,£,1m)) (I11-12)

L’équation différentielle (III-12) n’est pas homogene car elle posséde un second
membre constitué du gradient de 'augmentation de température dans le matériau. La
résolution compléte du probléme nécessite donc la connaissance du champ de
température. Or, celle-ci reste difficile & modéliser car l'augmentation de la
température dépend directement du profil spatial de ’excitation micro-ondes utilisée
expérimentalement. Par conséquent, dans la suite du développement, il ne sera
question que d’une augmentation uniforme de la température ( AT (E,n)= AT ) au sein
du matériau pour la détermination du champ de déplacement dans le plan de la
plaque. Le gradient de la fonction AT(&,1) est alors nul et I’équation (III-12) devient
homogene et analytiquement soluble :

0, grad(divU) - %rﬁot(fotﬁ)+ pw’U =0 (IT1-13)
Le champ de déplacement, solution de 1’équation différentielle homogeéne de Navier
(IT1-13), peut subir une décomposition de Helmholtz en potentiels scalaire @(&,1) et
vectoriel w(&,1) comme suit [I11-12], [I1I-14] :

U = grad p(&,n)+rot y(&,1) (IT1-14)

Le mouvement étant indépendant de la coordonnée z (vibration d’une plaque
uniformément sollicitée dans le plan (Z,ej)) et tenant compte de D'action de

lopérateur rotationnel (rot) sur les vecteurs, nous pouvons poser :

y=0 0 wEm) (IIL-15)

La contribution du potentiel vectoriel au déplacement dans le plan de la plaque aura

alors, en coordonnées elliptiques, la forme suivante :

—— (1dy 1 dy '
— O =
roty (—h FY 2 j (I1I-16)
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Par ailleurs, en tenant compte de l’expression (III-15) du potentiel vectoriel et de

laction de 'opérateur Laplacien (V*) sur les vecteurs, il apparait que :

Viy=(0 0 Vw(En) (I11-17)

Les potentiels de la décomposition de Helmholtz du déplacement vérifient les

équations d’ondes suivantes :

Vo+kip=0
(ITI-18)

Viy+kly =0

[ 2
=— et c,=—, ¢

o T p=v) T 2p+w)

d’ondes longitudinal et transversal et les vitesses de propagation longitudinale et

. W .
ou k, =—, k sont respectivement, les nombres

c

T
L

transversale des ondes acoustiques dans le matériau constituant la plaque.

Enfin, le champ de déplacement (III-14) s’écrit en coordonnées elliptiques comme
suit [III-13]:

1 dpEm) Iy,
Ug(é,n)j( <p(a§§n)+ w;in)j

dp&m) Iy,
on 23

| (I11-19)
U,Emn= Z( ]

Les équations différentielles de Helmholtz (III-18) sont solubles dans le systéme de

coordonnées elliptiques par la technique de séparation des variables [III-12], [III-14].

ll.2.2 Résolution de I’équation de Helmholtz en coordonnées
cylindriques elliptiques

Les potentiels scalaire ¢ et vectoriel y sont des fonctions des variables spatiales & et

n. En coordonnées elliptiques, 'opérateur de Laplace s’écrit :

V= ! ¢ &
~ f(sinh*E+sin*n)| 08 O (II1-20)

Dans le systéme de coordonnées elliptiques, les équations de Helmholtz (III-18)

deviennent donc,
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1 e Jo s
kop=0
f7(sinh® & +5sin’ 1) { o0& i on’ j HiO4
I11-21
1 AL AN =2y
- - + +ky=0
f*(sinh’E+sin’* )| 0&° N’

L’équation de Helmholtz étant séparable dans le systéme de coordonnées orthogonales
elliptiques [III-12] [III-16]-[III-17], il est possible d’appliquer la technique de

séparation des variables aux fonctions @(&,n) et w(&,n) en écrivant :

{qv(én) = 0.5, (M)
(1I1-22)

(M =v. (v, M)

ot @,(§) et w.(§) sont les parties radiales des potentiels @ et y qui ne dépendent
que de la variable &. Les fonctions ®,(m et y, () sont les parties angulaires des

potentiels ¢ et y qui ne sont fonction que de la variable géométrique 1.

La réécriture des équations d’ondes (III-21) en faisant apparaitre les fonctions goé(é‘),
o,(m), l//(:(ﬁ) et v, (1), et la division respective des équations obtenues par les
produits (¢.0,) et (y.y,) permet d’obtenir :

1 9, . 1 ¢ :

———=+ f’k;sinh’ & |[+| ——+ fk; sin’n [=0 111-23
(q)g 9§ ] (‘Pn an e
1 'y, _ 1 Oy .

———F 4 fAZsinh* € |+| ———L+ k2 sin’n |=0 -
(% 3 ] [% P (I11-24)

Les membres de 1’équation (III-23) dépendent de variables spatiales différentes, il

existe alors une constante ¢, telle que :

0’0,
&
o,
on’

(¢, = f7k; sinh* &)@, =0
(II1-25)

+(c(p + f’k; sin® TI)(P,, =0

En appelant ¢, la constante de séparation associ¢ au potentiel w(,1), et en se

rappelant les relations analytiques suivantes,

sinh® & = %(cosh(Zﬁ) —1) et sin’n= %(1 —cos(21)) (I11-26)
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il est alors possible de réécrire les équations différentielles qui régissent les potentiels

scalaire et vectoriel comme suit :

az(pé 1 27,2 1 272
o —((cq, +5f kL)_Ef k; cosh(2§)j(p‘5 =0
2 III-27
99, +((c ey L e oso )j 0 e
on’ I R A W)=
Iy, _ ((c + lfzkz) — lka2 cosh(2§)} =0
o0& A A v
2 II1-28
IV, +((c Lyl epe s )j =0 e
on’ A A Vs
En définissant les quantités suivantes,
o, =c +lf2k2 a,. =c +lf2k2 —lfzk2 et —lfzk2
t=% T, Lo BT T, T’qL_4 L (]T—4 T (I11-29)

les équations (III-27) et (I1I-28) se simplifient pour devenir,

d’o,
an’
. (I11-30)

d
% - [&, —2q, cosh(28)]p,. =0

+[a, —2q, cos(2n)]e, =0

2
n

— + [0, —2¢, cos2n)]y, =0

dn
d'y.
d&’

(I11-31)

—[er, —=2g, cosh(2)]y, =0

Les équations différentielles en n dans les systémes (III-30) et (III-31) sont appelées
équations de Mathieu angulaires (ou ordinaires), et les équations en & sont dites
équations de Mathieu radiales (ou modifiées) [III-16]-[III-17]. Les solutions de ces
équations sont, respectivement, les fonctions de Mathieu angulaires (ou ordinaires) et
les fonctions de Mathieu radiales (ou modifiées). Le potentiel @(&,1) est le produit
des fonctions de Mathieu radiale et angulaire solutions des équations (I1I-30)
paramétrés par les mémes valeurs de o, et g,. Il en est de méme pour le potentiel

w(&,n) qui est le produit des solutions des équations du systéme (ITI-31).
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Etant donné que la plaque elliptique modélisée est bornée et tenant compte des
conditions physiques de la vibration, les parties angulaires des potentiels ne peuvent
étre que périodiques. Les valeurs de o, et ¢, qui satisfont & cette condition de
périodicité sont dites waleurs caractéristiques des fonctions de Mathieu [III-16]-
[I1I-17]. Elles constituent des ensembles infinis présentant, d’aprés l'ordre n de la

valeur caractéristique, la propriété de rangement suivante :
o, <a <o <. et o, <o, <0 <. (I11-32)

De plus, les valeurs caractéristiques dépendent de la symétrie des fonctions de
Mathieu angulaires qui dépend, & son tour, de la physique du probléeme & traiter.
Ainsi, pour des fonctions de Mathieu angulaires symétriques par rapport a l'axe n=0
(fonctions paires), les valeurs caractéristiques seront notées o, ou «, (n=0,1,2,..).
Dans le cas contraire ol la physique du probléme impose que les fonctions de
Mathieu angulaires soient antisymétriques par rapport & n=0 (fonctions impaires)
les valeurs caractéristiques deviennent B, ou B, (n=12,3,..). Remarquons enfin
que les solutions fondamentales, d’ordre n=0, sont obligatoirement paires et donc

symétriques par rapport a l'axe n=0.

ll.2.3 Résolution des équations différentielles dans le cas d’une
plaque elliptique trouée d’une ellipse homofocale

11.2.3.1 Formes des potentiels

Le probléme de vibration d’une plaque elliptique trouée d’une ellipse homofocale,
dont les coordonnées dans le repere (O,ez,e_,;) sont respectivement &, et & , est résolu
dans cette partie. Les hypothéses émises précédemment sur la répartition spatiale
uniforme de l’excitation micro-ondes et sur la viscoélasticité du matériau isotrope
constituant la plaque sont toujours valables. De plus, la plaque est supposée libre de

toute contrainte sur ses frontiéres intérieure et extérieure.

Dans toute la suite du développement, les fonctions de Mathieu angulaires seront
désignées selon les notations utilisées par Stratton [III-17] et Morse et Feshbach
[II1-12]-[I1I-15]. Se (g,n) et So (g,n) désigneront les fonctions de Mathieu angulaires
de premiére espéce, respectivement paires et impaires d’ordre n, alors que Fe (q,n) et
Fo (q,n) désigneront les fonctions de Mathieu angulaires de seconde espéce
respectivement paires et impaires. Les fonctions de Mathieu radiales de premiére
espéce paires et impaires d’ordre n seront, selon les notations de Stratton [III-17],

respectivement désignées par Je (¢,6) et Jo, (q,&). Les notations Ne (¢,E) et No (q,5)
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représenteront les fonctions de Mathieu radiales de seconde espéce, respectivement
paires et impaires. Les valeurs caractéristiques o, (n=0,1,2,...) et B, (n=12,3,...)
seront respectivement associées aux fonctions paires et impaires. Toutes ces notations
sont résumées dans le Tableau III-1. Enfin, les fonctions de Mathieu ont été calculées
en utilisant un code basé sur les algorithmes de Zhang et Jin [III-18]. Les allures des
fonctions de Mathieu radiales et angulaires en fonction des différents parameétres n et

g sont données dans ’annexe B.

Fonctions de Mathieu angulaires | Fonctions de Mathieu radiales
Paire Impaire Paire Impaire
Premieére espece Se, (q,n) So,(q,Mm) Je, (q,é) Jo, (q,é)
Seconde espéce Fe,(q,n) Fo,(q,1) Ne,(q,8) No,(¢,$)

Tableau III-1 Notations utilisées pour les fonctions de Mathieu angulaires et radiales de
premiére et de seconde espéce selon la parité considérée

Les solutions des équations de Helmholtz (III-18) sont les produits des parties
angulaires et radiales des potentiels. Ainsi, le potentiel irrotationnel @(&,n) est le
produit des fonctions ¢, (1) et go,:(é‘) solutions générales des équations de Mathieu
respectivement angulaires et radiales (III-30). Le potentiel scalaire @ (&,17) d’ordre n
s’écrira, dans le cas le plus général et selon la parité de la fonction, comme le produit
de deux compositions linéaires de fonctions de Mathieu angulaires et radiales, de
premiére et de seconde espece. Du fait que le nombre de valeurs caractéristiques o,
et B est infini, il existe une infinité de solutions pour les équations (III-30). A la
lumiére de ces commentaires et des conventions précédentes, le potentiel scalaire

@ (&,m) s’écrit donc comme suit :

0,&m=[AJe,(q,.)+A) Ne(q,.§)][ A Se,(q,.m+A, Fe,(q,.m)] n=0,12...
(IT1-33)
¢,(&.m =] B Jo,(q,.5)+ B No,(q,.&)][ B So,(q,.m)+ B! Fo,(g,.m] n=12,3...

Le potentiel scalaire étant relié¢ a la physique du probléme de vibration d’une plaque
elliptique, il doit étre périodique en 1 (de période m ou 27, selon que n est pair ou
impair). Etant donné que les fonctions de Mathieu angulaires de seconde espéce Fe,
et Fo, sont apériodiques, ils ne seront pas pris en compte dans l’expression générale
de @ (,1m). Les solutions des équations de Mathieu angulaires ne sont donc que de
premiére espece. D’autre part, la présence du trou elliptique dans la plaque constitue

une discontinuité matérielle. Par conséquent, les solutions des équations de Mathieu
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modifiées seront constituées des fonctions de Mathieu radiales de premiére et de

seconde espece [I11-12].

En appliquant un raisonnement solution de

identique au potentiel vectoriel,
I’équation (III-31), et en composant linéairement les potentiels d’ordre différent afin

de former les expressions générales des potentiels @(&,1) et w(&,1), nous obtenons :

P& = ( . Je,(q,,6)+ B, Ne,(q,,9))Se,(q,,1)
+3(C.do,(4,.&)+ D No,(4,.8))S0,(q,.m)

: _ _ (I11-34)
wEm= 3[4 Je(q,.£)+ B Ne(a,.§)Se,q,.m)
+3(C. J0,(4,,&)+ D No, (4,.))0,(a,.m)

Les constantes A., Bn, Cn, D, jn, En, C. ct D des séries infinies en (I11-34)
dépendent des conditions aux limites du probleme.

L’équation (III-19) donne le champ de déplacement en fonction des potentiels scalaire

et vectoriel. Il en découle les composantes suivantes du vecteur déplacement ﬁ(é,n):

oo

U, (&)=

—+

+

+

2

3
(=]

8

el

n

i
o

a |

n

1M

QII

A, Je,(q,.6)+ B, Ne,(q,.£))Se, (g,.n)

Je, (q,,8)+ B. Ne,(q;,&) )Se; (g;-M)

Jo,(q,,E)+ D, No,(q,,£))So,(q,,1)

)
\J0,(47.£)+ D, No,(a,.9)

M

50,(g;,m)

=
T

(I11-35)

2 |

U,Em= »Je,(q,.8)+ B Ne,(q,.9)) Se, (¢,.1)

el

e, (4-6)+ B Ne, (0, 8)) e, (4;.1)

+

1 J0,(41,£)+ Dy No,(q,,8)) So,(q,.1)

M: 1M 1
—_ /('—E\l —_—

all

S el R e N I
1M

Jo (q,,E)+ Bn No, (¢, 5)) So,(q,,N)

3
Il

Le champ de déplacement (III-35) peut étre simplifié en tenant compte des conditions

physiques du mouvement vibratoire de la plaque elliptique soumise & une excitation

axisymétrique. En effet, la composante radiale du déplacement Ug(ﬁ,n) est
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symétrique par rapport & 'axe =0 et c’est, par conséquent, une fonction paire de la
variable 7. La composante angulaire du déplacement U, (E,n) est, quant a elle,
antisymétrique par rapport a 'axe 1=0 et impaire par rapport a la variable 1. Ces

conditions sont résumées comme suit :

{Ug (5’ 77) = U@ (5’ —77)
(I11-36)

U, &mn=-U,(E-n
La prise en compte des conditions (III-36) annule les coefficients Zn, En, C. et D,.
Autrement dit, le potentiel scalaire @(&,17) et le potentiel vectoriel y7(§,n) sont
respectivement des fonctions paires et impaires de la variable angulaire 7n7. Le champ

de déplacement dans la plaque se simplifie et devient :

oo

1 \ ,
Ue(&m)= - 2(A, Je,(q,,8)+ B, Ne, (4,,8))Se,(9,.m)

n=0

1< \
+- 2 (C, J0,(47,8)+ D, No, (47,8))S0,(¢7,1)

(I11-37)

oo

1 ,
U, (&)= ZZ(AH Je,(q,,€)+ B, Ne,(q,,8))Se,(q,,m)

n=0
1

- 2(C.J0,(47,8)+ D, Noy(47,E)) So, (;.M)

n=1

Afin de simplifier ’écriture, les coefficients non nuls dans les séries de 'expression
(I1I-37) ont été remplacés par A , B,, C, et D, . Il reste maintenant a déterminer ces

derniers en tenant compte des conditions aux limites du probleme.

11.2.3.2 Conditions aux limites

La plaque elliptique étant libre de toute contrainte aux frontiéres, les conditions aux

limites s’écrivent :

=~ = Oy Oy (D) _[(=Doy) (0 _E o
on; =0 ou (% - ]( 0 j—[(_l),-%)—(o) en§=¢ (i=12) (II1-38)

m

ou n: est le vecteur sortant normal & la frontiére .

Les composantes du tenseur des contraintes sont liées aux déformations par
I’équation (III-5). Tous calcul fait, les conditions aux limites s’écrivent en fonction des

déformations comme suit :
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€, tve, =(1+V)x AT .
en =& (i=1,2) (I1-39)

gén =0

Le développement de la relation cinématique (III-9) dans le systéme de coordonnées
elliptiques fournit les expressions des composantes du tenseur des déformations en

fonction des composantes du champ de déplacement :

0 hon ") " hlon hoE C)

_l[an 1oh,, U, IahU]

%o T hoe " e hom ¢

(I11-40)

Le systéme d’équations (III-39) s’écrit alors en fonction des déplacements de la

maniére suivante :

v dh

——+ + T+ ——U,=(1+ AT
0k U T el T
ou U

_é_l% .+ ”_l%U =0

o hon ¢

10U, 1 0h v oU

, §=¢ (i=12) (I1-41)

Tenant compte des expressions des composantes du champ de déplacement (données
par l'équation (III-37)) dans le systéme d’équations (III-41), il apparait le systéme

d’équations suivant valable sur les deux frontiéres du domaine & et &, :

S @, EMA+ D £ (g, EMB, + Y. 8 (4, EMC, + Y. 8" (¢, EMD, = (1+ V) AT

n=0

. - - = TIT-42
S 0, EmA + Y B (g, EmB, + Y (g, EmC, + Y1 (g, EMD, =0 (ITl-42)

Les différentes fonctions qui apparaissent dans le systéme d’équations (I11-42),
données ci-dessous, sont définies pour simplifier 'écriture du systéme. Ces fonctions
dépendent de la géométrie de la plaque trouée et des propriétés du matériau qui la
constitue. La résolution du probléeme de vibration d’une plaque elliptique trouée est
donc ramenée a la résolution d'un systéme d’équations algébriques linéaires (III-42)

exprimé sur les frontiéres intérieure et extérieure & et &, .
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; _ (-v)oh (1-v) odh
1 (q,.&m=~ PE 85J,z(qué‘)Se(qpn)+ o —Je,(q,,6)Se,(q,.M)

+ % (1-v)a, —2g, (cosh2& —vecos2n))Je,(q,.E)Se, (q,.m), n=0,0
; __(=w (=) 9h ,
£ q,.&m=~ e aajNe (q,,6)Se,(q,,m) + &nNen(qué)Sen(qun)

+hl (1-v)a, —2g, (cosh2& = vcos2n))Ne,(q,.E)Se,(q,.m). n=0,0
; _ (I1-v)oh (1-v) oh
g,(q;,6.1m)=— PE a&J 0,(q,,8)S0,(q,,m) - PE anJ 0,(q,,)So0,(q,,m)

1-v) . ‘

+( e )Jon(qT,f)Son(qT,n), n=1,0
" __(U-v)dhn (1-v) oh
g, (q,;,&,m= PE %N 0,(q,,8)S0,(q,,m) - PE anNo,z(qpé)SOn(qr,n)

U=V) Noi (q,.6)50, (g, n=1,00
o e L 1 o
h/(q,.6.m= e (mlen(qpé)Sen(qL,n) r 85Je (q,.6)Se,(q,.n)

| - :
+ ZJen(qL,é)Sen(qL,n), n=0,0

1 oh
—Ne,(q,,6)Se,(q,.1n)

. __1dh
h'(q,,6.n) = Ne,(q,,%)Se,(q,,n)— W 3

h* on

1 .
+ZN€,,(CIL’§)S€,,(QL’77), n= 0,00

1 oh , 1 dh
l:(%,é,n) _F%‘]On(qT’é)SOn(QT’ )+_28_g‘]0;1(qT’§)S0n(QT’n)

_ %(ﬁr -q, (cos 2n+ cosh2§))]0n(qr,§)son (q,»n), n=1,0
1 Jh 1 Oh
lN ,C, :——_N T S I N . S .
@6 ==155 Ne.(q £)So,(q M+ 5 0.(q,,E)S0,(q,,M)
1

_ Z(BT — g, (cos2mn + cosh 25))N0n(qr,§)Son (q,,n), n=1,0

ll.2.4 Résolution des équations différentielles pour une plaque
elliptique pleine

La plaque elliptique est ici pleine et de frontiere extérieure & . Les fonctions de

Mathieu de second ordre Ne, et No, ne sont utilisées que dans les problémes qui
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présentent des discontinuités [III-2]-[III-12]. Les formes des potentiels scalaire et

vectoriel (ITI-34) se simplifient pour devenir :

P& mn) = i&fe,, (q,.£)Se,(q,.1) +i C Jo,(q,.£)S0,(q,,n)

- - (I11-43)
w(Em=> AJe(q,.5)Se,(q,.m+Y, C,Jo,(q,.E)S0,(q,.n)

n=0 n=l1

La prise en compte de la condition physique (III-36) de symétrie du déplacement
radial et d’antisymétrie du déplacement angulaire par rapport & l'axe =0 (en
raison de 1’ axisymétrie de I'excitation), fait apparaitre que les coefficients C, et X
sont nulles. Les expressions des composantes du champ de déplacement sont déduites
du déplacement dans le cas d’une plaque trouée en annulant les coefficients B, et D,

dans 'expression (III-37) :

1 , 1 ,
U. (&)= ZZA" Je,(q,,€)Se,(q,,m) + ZZC" Jo,(¢,,£)S0,(q,,m)

| | (I11-44)
Un (5»77) = ZZA" Jen (qL’é)Se;z ((Zun) - chn Jon (qr’g)son (qr’n)

n=1

Il ne reste enfin qu’a déterminer les coefficients inconnus A, et C, en tenant compte
des conditions aux limites du probléme. La plaque elliptique pleine est libre de toute
contrainte sur sa frontiere & . Cette condition s’exprime a partir du systéme
d’équations (II-42), donné dans le cas d’une plaque trouée, en annulant les
coefficients B, et D, . Apres simplification, les conditions & la frontiére d’une plaque
pleine soumise & un champ de température uniforme s’écrivent en fonction des

inconnues A, et C, comme suit :

S @, EMA,+ D 8l (g, EMC, = (1 +Vv)a AT
" " . &=¢, (I1-45)
Y rl (g, EmA,+ D U (q.Em) C, =0

La résolution du probléme de vibration dans le plan dune plaque elliptique se fera
par la recherche des coefficients des séries infinies qui décrivent le champ de
déplacement particulaire en résolvant les systemes d’équations algébriques et linéaires

(I1I-42) pour les plaques trouées et (II1I-45) pour les plaques pleines.
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ll.2.5 Discrétisation et résolution du probléme

La recherche du champ de déplacement dans les plaques elliptiques (pleines ou
trouées) se fera uniquement sous I’hypothése d’une excitation micro-ondes uniforme.
Dans le cas contraire (pour un champ d’excitation quelconque) la résolution aurait pu
porter sur la recherche des fréquences des modes propres de vibration des plaques,
mais cette démarche se heurte a des problémes d’instabilités numériques qui
nécessitent d’adapter les outils numériques de résolution. Dans ce qui suit, la
discrétisation des frontiéres des plaques elliptiques trouées et la résolution du systéme

d’équations (III-42) seront discutées.

| / — |

“
“ / [

/’/" - ./
/c & [ : e - -
/ \ ; A /

/ -
/ — -

Figure I1I-3 Représentation de la discrétisation des frontiéres elliptiques et du maillage par
éléments finis (a) d’une plaque pleine et (b) d’une plaque trouée, excitées uniformément

Du fait de la dépendance angulaire du champ de déplacement dans les plaques
elliptiques et afin de résoudre le probléme d’'une maniére globale, les frontieéres de la
plaque trouée sont discrétisées en 2N points (N points sur chaque frontiére, voir la
Figure III-3 (b)) ou le systéme d’équations (I1I-42) est vérifié. Le nombre d’équations
du systéeme global obtenu est égal & 4N et, si l'objectif est de résoudre un systéme
d’équations carré, les séries infinies du systéme (I1I-42) sont tronquées a l'ordre N. Le

systéme d’équations de Cramer suivant est alors obtenu :

[M(&.E,.1m,0.9,.q,)](A)=(b) (I11-46)

ou M(&,E,n,0,q,,q,) est une matrice carrée (2Nx2N) composée des fonctions f7, £
&, g, k!, k', Il et I évaluées sur les frontiéres aux différents points de
discrétisation, (A) est un vecteur de dimension 4N, composé des coefficients inconnus

A,B,C, et D, (b) est le vecteur second membre de dimension 4N, contenant les
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termes de l’excitation thermique, et i est l'indice du point de calcul de la

discrétisation géométrique qui varie de 1 & N sur chacune des frontiéres.

Remarquons que du fait de I'axisymétrie de ’excitation thermique théorique et de la
génération acoustique, il est suffisant de modéliser les vibrations du quart des plaques
étudiées. La discrétisation angulaire des frontiéres ne concerne alors qu’'un quart de la
plaque modélisée et le temps de calcul nécessaire a la résolution se voit divisé par
quatre. S’agissant des plaques pleines, la démarche reste identique. Dans ce cas, le
quart de la frontiere & est discrétisé en N points, voir la Figure III-3 (a). Le nombre
d’équations du systéme obtenu est alors égal & 2N (le nombre d’inconnues est donc
égal a 2N) et, si I'on veut obtenir un systéme d’équations carré, les séries infinies sont

tronquées au Nieme terme.

La résolution numérique du systéme d’équations précédent permet d’obtenir les
coefficients inconnus et de calculer le champ de déplacement dans la plaque elliptique
trouée, donné par l’expression (III-37). Etant donné la taille que la matrice M peut
avoir et afin d’améliorer la qualité de la résolution numérique du systéme (I1I-46)
dans le cas des plaques pleines et trouées, nous utiliserons une méthode de pseudo-
inversion basée sur la méthode des moindres carrés (Moore-Penrose [III-22]). Cette
méthode revient a surdimensionner le systéme (I11-46) en discrétisant chaque frontiére

de la plaque par un nombre de points N supérieur a l'ordre de troncature des

points
séries de Mathieu N . Cette procédure, qui améliore grandement la qualité de la
résolution numérique particulierement dans le cas des plaques trouées, pourrait
ultérieurement étre améliorée ou méme remplacée par une méthode mieux adaptée et

plus rapide.

lll.3 Echantillons testés pour la validation des modeéles

Les plaques elliptiques testées expérimentalement ont été fabriquées a base de résine
d’époxy chargée de graphite. En effet, composé principalement de carbone, le graphite
favorise 'absorption des micro-ondes et par suite ’augmentation de la température

afin de maximiser I’amplitude des vibrations des échantillons.

Le matériau ainsi fabriqué est viscoélastique car il atténue les ondes mécaniques qui
s’y propagent. La partie imaginaire du module de Young complexe (qui traduit la
viscosité du matériau) a été déterminée par un essai de résonance sur une barre
constituée du méme matériau en utilisant un modele 1D pour résoudre probleme
inverse [III-19]. La partie réelle du module de Young ainsi que le coefficient de

Poisson ont été déterminés par la méthode de caractérisation par essais de résonance
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sur un disque circulaire [III-20] constitué du méme matériau (voir le chapitre IV). Les
valeurs obtenues pour le module de Young et le coefficient de Poisson sont
F= (3,65 + 0,101) GPa et v=0,39 avec des précisions relatives respectivement

égales & 2,0% et 2,5% . La densité mesurée du matériau est égale a 1140 kg / m®.

Figure I1I-4 Disposition du guide d’ondes électromagnétiques par rapport aux plaques
elliptiques testées et points de mesures des vitesses expérimentales (a) n=0° et (b) n=90°

Les quatre plaques elliptiques concues pour les besoins de la validation du modele
théorique sont de deux types. Deux d’entre elles sont pleines et deux autres sont
trouées d’ellipses homofocales par rapport aux frontiéres extérieures. Les noms, les
dimensions géométriques (demi-axes a et b des frontiéres extérieures et intérieures)
ainsi que les excentricités extérieures des quatre plaques sont donnés dans le Tableau
III-2. Par ailleurs, la génération acoustique par micro-ondes a été effectuée en se
servant du guide d’ondes rectangulaire (voir §I1.3) qui assure un «arrosage»
¢lectromagnétique a priori plus proche dune ellipse comparativement a celui du

guide d’ondes circulaire (Figure III-4).

Nom aext (mm) bext (mm) aint (mm) bint (mm) eext = f/aext
Plaques EP, 31,5 20,0 - - 77,3 %
pleines EP, 38,0 30,0 - - 61,4 %
Plaques ET, 31,5 30,0 14,0 10,3 30,5 %
trouces ET, 38,0 36,0 20,0 15,9 32,0 %

Tableau III-2 Dimensions géométriques des plaques elliptiques pleines et trouées testées
expérimentalement
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lll.4 Validation du modéle théorique et résultats
expérimentaux

Avant de valider le modele de vibration des plaques elliptiques par comparaison des
réponses obtenues analytiquement et expérimentalement, nous allons d’abord justifier
I’hypothése des contraintes planes qui régit le comportement des plaques minces se
déformant dans le plan. La validation de cette hypothése se fera sur le cas d’une
plaque mince circulaire excitée uniformément par une élévation brusque de la
température. Ce choix est motivé par le fait qu’il est possible dans ce cas de générer
un mode de vibration purement radial plus facile a visualiser et & traiter que la
vibration d’une plaque elliptique uniformément excitée. Etant donné qu’un disque est
le cas limite d’une ellipse dont l’excentricité tend vers 0, le modele des plaques
elliptiques fournit le méme résultat que le modéle des disques développé au chapitre
IV. La Figure III-5 montre la superposition parfaite des spectres de vitesse purement
radiale calculés par les deux modeéles sur la frontiére d’un disque plein de rayon 31,5

mm et ayant les propriétés matérielles données au paragraphe I1I.3.

I - —e— Modéle de l'ellipse Lr
Modele du disque

08 08 - H
- <
<
306k 206
Q Q
;g g
5 g
£ 9
o A
g 04 g 04
£

02 L 02

0 ! 0

10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
Fréquence (kHz) Fréquence (kHz)

Figure III-5 Comparaison des spectres de Figure ITI-6 Superposition des spectres de
vitesse radiale dans un disque, obtenus par le wvitesse radiale calculés analytiquement et par
modéle des plaques elliptiques (excentricité la MEF pour différentes hauteurs du cylindre

nulle) et par le modéle des plaques circulaires

La réponse radiale en 2D d'un disque plein (calculée par le modeéle elliptique sous

I’hypothése des contraintes planes) est comparée a une série de spectres de vitesse
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radiale obtenus par simulation numérique 3D, par la méthode des éléments finis en
utilisant le logiciel FEMLAB® [III-23] (voir annexe A), de la vibration de cylindres
circulaires, constitués du méme matériau, dont le rayon est égal & 31,5 mm et la
hauteur est décroissante. Le volume de chaque cylindre a été maillé par des éléments
triangulaires 3D (linéaires de type Lagrange) au nombre de 912 (4887 degrés de
liberté) pour H=10 mm, et au nombre de 5541 (29463 degrés de liberté) pour H=4

mim.

La Figure III-6 montre la superposition des spectres de vitesse radiale obtenus
analytiquement et numériquement. Il apparait clairement que quand la hauteur des
cylindres circulaires diminue, leurs réponses tendent vers celle d’'une plaque mince
circulaire régit par un état plan de contrainte. Dun point de vue théorique,
I’hypothése des contraintes planes est donc adaptée a la modélisation de la vibration
des plaques minces dans leurs plans. Expérimentalement, 1’épaisseur des plaques
testées n’excédant pas 3 mm, l'erreur d’approximation due a 1’hypothése d’un état
plan de contraintes est inférieure a ’erreur de mesure des fréquences propres que ’'on
commet. D’autre part, en tenant compte de la nature polymérique de la résine testée
et en adoptant un modéle de décroissance linéaire de la température due a
I’absorption électromagnétique [III-21], la variation de la température dans ’épaisseur
de la plaque n’excéde pas 0,5 %. L’atténuation de la température dans 1’épaisseur des

plaques est donc négligeable et ne devrait pas affecter leur vibration dans le plan.

La validité de I’hypothese d’'un état plan de contraintes étant établie, la comparaison
des réponses numériques et des mesures expérimentales avec les résultats théoriques
va permettre de valider les modeles de génération acoustique dans les plaques
elliptiques pleines et trouées précédemment développés. La durée de l'impulsion
micro-ondes étant trés courte (impulsion de 1 us ou salve d’impulsion d’une durée
égale a 3 us, voir §I1.3), son contenu fréquentiel est quasi-uniforme sur une large
gamme de fréquence. Ceci permet d’exciter expérimentalement un large ensemble de
modes propres de vibration. Il en sera de méme pour les spectres de réponse
théoriques (numériques et analytiques) qui, obtenus sous leffet dune excitation
thermique trés courte, représentent les réponses impulsionnelles des plaques
elliptiques modélisées. Enfin, la comparaison des résultats portera sur les spectres de
vitesse de déplacement particulaire calculés a partir du champ de déplacement

comme suit :

UEn =iolEn) (II1-47)
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Figure I1I-7 Comparaison des spectres de vitesse numériques (MEF) et théoriques de la

plaque pleine EP, aux positions angulaires (a) n=0° et (b) n=90°

Nous allons d’abord confronter le modéle théorique a la simulation par éléments finis
de la vibration de la plaque EP . Le calcul semi-analytique a été effectué en retenant
N .. =20 termes dans les séries de Mathieu qui interviennent dans l’expression du

My

champ de déplacement et en discrétisant la frontiére extérieure en N . =27 points.
Numériquement, le domaine de la plaque a été maillé par 378 éléments triangulaires,
linéaires et bidimensionnels de type Lagrange pour un nombre de degrés de liberté
égal a 1594. La Figure III-7 montre la superposition des spectres de vitesse numérique
et analytique aux positions n=0° et n=90° sur la frontiére de la plaque EP . Il
apparait clairement que les modélisations semi-analytique et numérique fournissent
les mémes solutions a ’équation du mouvement (III-13) d’une plaque elliptique avec

des précisions tout a fait comparables.

La Figure III-8 montre la superposition des spectres de vitesse de déplacement
ax = 20 et Npoints
n=0° et n=90° sur la frontiere de la plaque EP . De méme, la Figure III-9 montre
=22)

normeés expérimentaux et théoriques (avec N =27) aux positions

My

les spectres de vitesse expérimentaux et théoriques (avec N, =18 et N

points

aux positions 71=0° et 1=90° sur la frontiére de la plaque EP,.
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Figure ITI-8 Comparaison des spectres de vitesse expérimentaux et théoriques de la plaque

pleine EP, aux positions angulaires (a) n=0° et (b) n=90°
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Figure I1I-9 Comparaison des spectres de vitesse expérimentaux et théoriques de la plaque

pleine EP, aux positions angulaires (a) n=0° et (b) n=90°

La superposition des spectres de vitesse théoriques et expérimentaux sur la Figure
III-8 et la Figure III-9 montre la bonne corrélation entre la réponse prédite par le
modele et celle qui est obtenue expérimentalement. Il est donc possible d’affirmer que
le modele théorique prédisant la génération acoustique dans les plaques elliptiques

pleines est validé, et ce malgré les fortes excentricités des plaques modélisées (données
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dans le Tableau III-2 pour les plaques EP, et EP, et respectivement égales a 77.3 %
et 61.4 %).

Toutefois, ’étude des spectres de la Figure III-8 et la Figure I1I-9 met en lumiére des
différences en amplitude et en fréquences entre les réponses théoriques et
expérimentales. Les différences en amplitude que 1’on observe sont expliquées par le
fait que la distribution réelle du champ électromagnétique a la sortie du guide
d’ondes rectangulaire utilisé (voir §I1.3) est axisymétrique plutdt qu’uniforme. Ceci a
pour conséquence de produire une élévation de température non-uniforme dans la
plaque et d’exciter ses modes propres de vibration avec des intensités différentes de
celles qui sont prédites par le modele théorique. De plus, le bruit résiduel contenu
dans le signal expérimental introduit une imprécision sur les amplitudes des vitesses

de déplacement mesurées.

D’autre part, les écarts que 'on observe entre les fréquences propres théoriques et
expérimentales des plaques EP, et EP,, données dans le Tableau III-3, sont dus a
deux raisons principales. La premiére est liée a ’erreur de troncature commise sur les
séries infinies de fonctions de Mathieu qui décrivent le champ de vitesse. La seconde
source d’imprécision est l'effet des conditions d’appui des plaques étudiées sur les
fréquences propres a hautes fréquences. En effet, quand la longueur d’onde d’un mode
propre de vibration est petite, la vibration de la plaque devient sensible aux
frottements de contact avec son support d’appui. Ceci a pour effet de modifier les
fréquences propres expérimentales situées a hautes fréquences par rapport a ceux qui

sont prévus théoriquement.

Plaque EP, Plaque EP,

Expérimental Théorique MEF Expérimental Théorique MEF
15,1 15,5 15,5 11,2 11,5 11,4
26,1 26,1 26,1 18,2 18,1 18,2
29.6 30,1 30,2 21,0 21,6 21,4
34,3 34,2 34,7 23,3 23,8 23,8
52,9 52,8 53,0 37,9 39,0 39,0
63,0 63,8 63,4 43,0 438 438
76,3 76,5 73,6 497 50,3 50,6
- - - 63,0 63,5 64,0

- - - 69,0 70,5 70,2

- - - 80,1 81,5 81,7

Tableau I1I-3 Comparaison des fréquences propres (en kHz) mesurées expérimentalement et
calculées analytiquement et numériquement (MEF) pour les plaques pleines elliptiques EP, et

EP

2
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Figure ITI-10 Identification des fréquences Figure I1I-11 Ewolution des fréquences propres
propres de la plague EP, sur les spectres de  de la plaque EP en fonction de l’excentricité

vitesse aux positions n=0° et (b) n=90° de la frontiére extérieure

L’évolution des fréquences propres f (i=1,..7) de la plaque EP , désignées sur la
Figure III-10, en fonction de l'excentricité de la frontiére extérieure de la plaque est

donnée sur la Figure III-11.

L’observation des allures des graphes représentés sur la Figure III-11 montre que les
fréquences propres situées dans les hautes fréquences sont plus sensibles & 'ellipticité
de la plaque que les fréquences propres plus petites. Dans 'optique de caractériser la
géométrie d’une plaque elliptique a partir de ses fréquences propres, il serait donc
plus judicieux d’utiliser les hautes fréquences plus sensibles & la géométrie. Du point
de vue expérimental, la mesure des hautes fréquences propres est possible sous la
condition d’assurer un bon compromis entre la durée de lexcitation (afin de
s’approcher au maximum d’une impulsion bréve) et la puissance du générateur de
micro-ondes (une forte intensité de l'excitation engendre en effet une réponse avec un

grand rapport signal sur bruit).

Enfin, les allures des déformées associées aux fréquences propres f (i=1,..7) de la
plaque EP sont données sur la Figure I1I-12 (superposées a la forme de la plaque au

repos).
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Figure I1I-12 Représentation en amplitude de la vitesse de déplacement des modes propres de

résonance de la plague EP, obtenus théoriguement pour une excitation thermique uniforme

Par ailleurs, et comparativement au cas d’une plaque pleine, la discrétisation de deux
frontieres dans les plaques elliptiques trouées (afin d’exprimer les conditions aux
limites du probléme) multiplie par deux la taille du systéeme d’équations (III-46) a
résoudre. Etant donné que l'inversion des grandes matrices pleines est numériquement
délicate, les coefficients des séries infinies de l’expression (III-37) du champ de
déplacement dans les plaques trouées ne sont pas calculés avec une bonne précision.
L’utilisation de ’algorithme de pseudo-inversion au sens des moindres carrés (Moore-
Penrose [III-22]) a permis d’augmenter la précision de calcul des coefficients dans le
cas des plaques elliptiques pleines mais n’a pas suffit & améliorer les calculs dans le
cas des plaques trouées (Figure III-13 et Figure I1I-14). D’autre part, nous pouvons
remarquer que les réponses théoriques et expérimentales de la plaque ET, sont mieux
corrélées que ceux de la plaque ET,. Ceci est dt au fait que la méthode de résolution
numérique du systéme d’équations (II1I-37) est fortement sensible a I’excentricité de la

frontiére extérieure de la plaque e, . En effet, malgré le fait que les plaques ET, et
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ET, aient des excentricités extérieures proches (respectivement égales a 30,5 % et
32,0 %), ce faible écart suffit a rendre la résolution numérique moins précise dans le
cas de la plaque ET,. De plus, plus 'excentricité est élevée (plus la courbure des
frontiéres est importante), plus le nombre de termes dans les séries de fonctions de
Mathieu nécessaire pour approcher avec précision le champ de déplacement réel est
grand. Ceci a alors pour effet d’accroitre la taille du systéme d’équations & résoudre
et de rendre l'inversion matricielle imprécise. Cette instabilité numérique croissante
avec l'excentricité de la plaque a été par ailleurs vérifiée sur une série de plaques

elliptiques de dimensions différentes.

Néanmoins, & la lumiére des considérations expérimentales et numériques précédentes,
la comparaison des spectres théoriques et expérimentaux sur la Figure III-13 et la
Figure III-14, nous permet de conclure que le modele théorique correspondant aux

plaques elliptiques trouées est validé.

Ir @) Lr (b)

--------- Vitesse expérimentale ------- Vitesse expérimentale
—— Vitesse théorique — Vitesse théorique
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Figure I1I-13 Comparaison des spectres de vitesse expérimentaux et théoriques de la plaque

trouée ET, auz positions angulaires (a) n=0° et (b) n=90° sur la frontiére extérieure
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Figure I11-14 Comparaison des spectres de vitesse expérimentaux et théoriques de la plaque

trouée ET, auz positions angulaires (a) n=0° et (b) n=90° sur la frontiére extérieure

1.5 Conclusions

La vibration libre dans le plan des plaques elliptiques minces a été étudiée en
utilisant la technique de génération acoustique par micro-ondes pulsées. Un modeéle
bi-dimensionnel prédisant la réponse des plaques elliptiques pleines ou trouées a été
développé en résolvant les équations de Helmholtz dans un systéme de coordonnés
elliptiques au moyen de séries de fonctions de Mathieu a coefficients indéterminés. La
prise en compte des conditions aux limites mécaniques de vibration des plaques
étudiées a permis de ramener le probléme & celui de la résolution d’un systeme
linéaire d’équations algébriques pour calculer les coefficients des séries de fonctions de
Mathieu.

La comparaison des réponses théoriques et expérimentales a permis de valider la
modélisation des vibrations des plaques elliptiques pleines ou trouées. Toutefois, cette
comparaison a mis en lumiére des difficultés numériques liées a l’excentricité des
frontiéres elliptiques des plaques. Une des perspectives possibles de la présente étude
est d’explorer de nouveaux algorithmes d’inversion matricielle et/ou d’optimisation
linéaire afin d’améliorer la précision de la résolution numérique du probléme. La
modélisation de la génération par micro-ondes pulsées développée ici permet de
prédire certaines des fréquences propres de vibration de la plaque mais aussi le champ

de déplacement avec une bonne précision. Expérimentalement, la technique de
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génération par micro-ondes offre la possibilité d’exciter quasi-uniformément les
plaques avec une trés bonne reproductibilité. Cependant, il a été montré que le guide
d’ondes électromagnétiques doit étre adapté a la géométrie des plaques irradiées afin

de maximiser le rapport signal sur bruit.

L’étude de la variation des fréquences propres des plaques elliptiques pleines en
fonction de leur excentricité, présentée plus haut, permet d’envisager ’association de
la modélisation précédente et de la technique de génération par micro-ondes pour la
caractérisation non-destructive des plaques elliptiques. Ceci pourrait étre intéressant
dans la mesure ou la résolution semi-analytique dans le cas des plaques moyennement
excentrées est plus rapide que les méthodes purement numériques comme la méthode
des éléments finis. De plus, un prolongement intéressant du présent travail serait
d’étudier la génération acoustique des trous elliptiques contenus dans des plaques
infinies par une analyse asymptotique du modeéle développé ci-dessus. Par ailleurs,
comme il sera fait au chapitre IV, le modéle peut servir a ’étude de l'effet d’une

faible ellipticité sur la vibration dans le plan d’'une plaque mince supposée circulaire.

L’association du modeéle semi-analytique et de la technique de génération par micro-
ondes pourrait constituer une méthode de caractérisation et/ou de contrdle non
destructifs des cylindres infinis. En effet, comme il a été montré précédemment,
moyennant des changements de coefficients dans 1’équation différentielle du
mouvement des plaques elliptiques, le modeéle de la vibration des plaques pleines et
trouées peut facilement étre adapté au cas des cylindres elliptiques pleins ou creux.
En bioacoustique, par exemple, cette extension pourrait servir & modéliser la réponse
acoustique de l'os humain (qui peut étre approché par un tube elliptique creux)

soumis a un rayonnement longitudinalement uniforme de micro-ondes pulsées.

Enfin, le cas des plaques minces circulaires, traitées au chapitre IV, peut étre
considéré comme un cas particulier d'une plaque elliptique ayant une excentricité
nulle. Cependant, nous allons montrer qu’il est intéressant d’effectuer une nouvelle
modélisation analytique de la réponse d’une plaque circulaire en utilisant
naturellement un repére cylindrique circulaire. Nous verrons en effet dans ce cas que
la résolution fait appel aux fonctions de Bessel plus communément utilisées que les

fonctions de Mathieu.
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IV Vibration des plaques circulaires minces
soumises a un rayonnement de micro-ondes
pulsées

Résumeé

Le présent chapitre est consacré a I’étude de la vibration dans le plan de plaques circulaires
minces soumises & des radiations de micro-ondes pulsées. L’objectif est de développer une
méthode de caractérisation non-destructive des plaques minces. La génération acoustique par
micro-ondes dans les plaques circulaires dépend de la répartition spatiale du champ
électromagnétique dans ’échantillon. Ainsi, si la radiation est axisymétrique, il ne sera généré
que le mode purement radial. A 1'opposé, si I'excitation est décentrée par rapport au centre
de la plaque, le champ de déplacement résultant dépendra de la dimension angulaire. Par
conséquent, il est possible de choisir d’utiliser différentes fréquences propres pour la
caractérisation de la géométrie et des propriétés des matériaux qui constituent les plaques
circulaires pleines ou trouées. A cette fin, un modeéle semi-analytique est développé pour la
prédiction des fréquences propres de vibration des disques et anneaux. Les équations d’onde
sont résolues en tenant compte de la dépendance angulaire de la solution afin d’estimer le
maximum de fréquences propres. Ce modéle est validé en comparant ses résultats avec ceux
d’'un calcul par éléments finis et les mesures expérimentales. La validation permet enfin
d’associer le modéle & la technique de génération par micro-ondes pour la caractérisation
géométrique et mécanique des plaques minces circulaires.




Chapitre IV

IV.1 Introduction
IV.2 Modélisation
IV.2.1 Formulation du probléme et équations d’ondes

V-3
V-4
V-4

IV.2.2 Résolution de I'équation de Helmholtz en coordonnées cylindriques circulaires V-6

IV.2.3 Résolution des équations différentielles dans le cas d’'un anneau
IV.2.3.1 Forme des potentiels
IV.2.3.2 Conditions aux limites
IV.2.4 Résolution des équations différentielles dans le cas d'un disque
IV.2.5 Calcul numérique des fréquences propres
IV.3 Echantillons et modélisation par MEF
IV.3.1 Echantillons testés
IV.3.2 Maillage des disques et MEF
IV.4 Probléme direct et validation du modéle
IV.5 Problémes inverses
IV.5.1 Caractérisation matérielle
IV.5.2 Caractérisation géomeétrique
IV.6 Génération acoustique d’un trou circulaire dans une plaque infinie
IV.7 Conclusions
IV.8 Bibliographie

V-7

V-7

V-8
vV-11
IvV-12
IvV-14
IvV-14
IV-15
IV-15
IvV-21
IvV-21
IvV-27
V=30
IV-34
V=37

V-2



Vibration des plagues circulaires minces soumises a un rayonnement de micro-ondes pulsées

IV.1 Introduction

La vibration des structures circulaires a été intensément étudiée depuis les travaux
précurseurs de Pochhammer [IV-1] et Chree [IV-2], au 19™ siecle, sur la propagation
acoustique dans les cylindres infinis. De nombreux auteurs a l'instar de Lamb [IV-3],
Carrington [IV-4] et Rayleigh [IV-5], ont étudié, sous différentes conditions aux
limites [IV-6], la vibration transverse des plaques circulaires minces généralement
excitées par impact. D’autres travaux ont porté sur la vibration et la génération
acoustique [IV-7] des plaques épaisses utilisant la théorie des plaques qui leur est
associée [IV-8] [IV-9]. La vibration des plaques circulaires minces dans leur plan, qui
a fait 'objet de peu de travaux, a été principalement abordée théoriquement par
analyse modale, sans validation expérimentale [IV-10]-[IV-16], ou en comparant la
modélisation analytique avec des simulations par éléments finis [IV-17]. La vibration
purement radiale des plaques circulaires a été testée expérimentalement sur des
plaques piézoélectriques excitées électriquement [IV-11], ou en insérant des
transducteurs piézoélectriques aux centres des plaques étudiées [IV-12]. Comparée a
I'excitation par impact, la génération acoustique par micro-ondes se produit sans
contact et permet de forcer la vibration d’une structure a des fréquences choisies afin
d’observer les résonances de ’échantillon. Dans le cas des plaques minces circulaires,
la technique de génération par micro-ondes permet de choisir d’exciter le mode de
vibration purement radial ou des modes de distorsion (faisant intervenir une
dépendance angulaire) en assurant, respectivement, une irradiation axisymétrique ou
décentrée par rapport au centre de la plaque. Contrairement aux techniques par
impact, cette méthode permet aussi d’assurer une treés bonne reproductibilité

expérimentale.

Dans ce chapitre, la vibration des plaques circulaires minces dans leur plan sera
étudiée théoriquement et expérimentalement en utilisant la technique de génération
acoustique par micro-ondes pulsées [IV-13]. Cette méthode sera appliquée a la
résolution des problemes directs et inverses de la vibration des disques et des
anneaux, dont la forme circulaire est souvent rencontrée dans l’'industrie, dans le but

d’en faire une technique de controle ou d’évaluation non destructifs (CND/END).

Pour ce faire, comme pour le cas des plaques elliptiques étudiées au chapitre III, nous
adopterons 1’hypothése d'un état plan de contraintes afin d’établir la loi de
comportement du matériau viscoélastique constituant les plaques. Apres
décomposition du champ de déplacement en potentiels [IV-14]-[IV-15], les équations
d’ondes obtenues seront résolues, au moyen de séries infinies de fonctions

trigonométriques et de Bessel [IV-16]-[IV-17], en tenant compte des conditions de
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contraintes nulles sur les frontiéres. Le modéle théorique ainsi construit sera validé en
comparant les fréquences propres et les spectres de vitesse de plaques confectionnées
pour les besoins de I’étude aux mesures expérimentales et aux résultats obtenus par
la méthode des éléments finis. Par ailleurs, le modéle semi-analytique développé au
chapitre III pour 1’étude de la vibration des plaques minces elliptiques servira a
étudier l'effet d’une faible ellipticité sur la réponse vibratoire radiale d’un disque.
Enfin, comme application de la méthode classique de caractérisation des structures a
partir des fréquences propres de celles-ci [IV-8], [IV-19]-[IV-20], il sera montré que la
combinaison du modele et de la génération acoustique par micro-ondes pulsées permet
de résoudre les problémes inverses de caractérisation matérielle et géométrique des
plaques circulaires. Il sera, d’autre part, montré comment la démarche développée
pour le cas des plaques peut étre étendue au cas des cylindres circulaires pleins ou

tubulaires en vue d’applications ultérieures.

IV.2 Modélisation

IV.2.1 Formulation du probléme et équations d’ondes

Nous nous proposons d’étudier la vibration des plaques minces circulaires pleines ou
trouées soumises a des radiations de micro-ondes pulsées. Le modele servira a
déterminer les fréquences propres de résonance et/ou le champ de déplacement au
sein des plaques quand ceci est possible. La démarche adoptée pour modéliser la
génération acoustique dans les plaques circulaires est trés semblable a celle qui a été
mise en ceuvre au chapitre III pour I’étude des plaques minces elliptiques. En effet,
comme précédemment (§II1.2.1), le champ de déplacement est réduit a ses
composantes contenues dans le plan de la plaque. De plus, le matériau constituant la
plaque est supposé isotrope et viscoélastique linéaire a coefficients matériels
complexes afin de tenir compte de l'atténuation des ondes mécaniques. Par
conséquent, et sauf mention contraire, toutes les quantités qui apparaitront dans la
suite du développement seront exprimées dans le domaine fréquentiel par
transformation de Fourier des quantités exprimées dans le domaine temporel. D’autre
part, comme précédemment, ’action des micro-ondes sur les plaques circulaires sera
modélisée par un accroissement brusque de la température dans le matériau
constituant la plaque. Par ailleurs, du fait de la faible épaisseur des plaques testées
expérimentalement et de la faible atténuation de la température dans leur épaisseur
(voir §II1.4), nous supposerons, comme pour les plaques elliptiques, un état plan de

contraintes.
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Vibration des plagues circulaires minces soumises a un rayonnement de micro-ondes pulsées

Etant donnée la symétrie de révolution des structures étudiées, les différents champs
seront exprimés dans un repeére cylindrique circulaire (O,E,EQ,EZ). L’hypothése d’un
état plan de contraintes permet de ne considérer que les composantes du champ de
déplacement contenues dans le plan de la plaque (ef,e:). Le champ de déplacement

dans le plan a donc la forme vectorielle suivante :

U=(U,.6) U,r.0)) (IV-1)

Le matériau est soumis a une élévation brusque de la température AT (r,0) supposée
symétrique par rapport a ’axe =0 du plan de la plaque. Tout calcul fait et sous
I’hypothése d’un état plan de contraintes, les composantes du tenseur des contraintes

s’écrivent :

0, = Qllgrr + legee - Bl AT(l’,e)
699 = Ql28rr + Q22£99 - BZAT(r’ 0) (IV_Z)
Gr@ = 2Q668r6’

ot les coefficients matériels Q, et B, sont définis dans I’équation (II.6)

Etant données les hypotheéses citées plus haut, I’équation différentielle du mouvement
régissant la vibration d’'une plaque mince circulaire est, d'un point de vue tensoriel,
identique a l’équation (I1.12) qui régit le champ de déplacement dans un plaque
elliptique. La résolution du probléme de vibration des plaques circulaires dépend donc
de la répartition spatiale de 'augmentation de la température qui est elle-méme liée a
la répartition du champ d’excitation micro-ondes. Considérant la nature de cette
excitation et la difficulté de prédire sa répartition spatiale, la recherche du champ de
déplacement dans une plaque ne sera envisagée que pour une excitation uniforme.
Dans ce cas, le gradient de 'augmentation de la température est nul et 1’équation
différentielle du mouvement devient homogeéne et analytiquement soluble :

0,,grad(div) - %Toz(@ U)+ pw’U=0 (IV-3)
A contrario, la recherche des modes propres de résonance des plaques n’impose pas la
connaissance du profil de l'excitation. En effet, il suffira de résoudre 1’équation
homogene (IV-3) en se rappelant que les fréquences propres de la plaque modélisée
sont contenues dans la solution homogene. Les détails de cette approche seront
abordés au §IV.2.5.

De la méme facon que pour les plaques elliptiques, le champ de déplacement dans les
plaques circulaires peut étre décomposé, au sens de Helmholtz, en deux parties

dérivant respectivement d’un potentiel scalaire @(r,0) et d'un potentiel vectoriel
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lT/(r,O). Etant donné que le champ de déplacement considéré est plan, le potentiel
vectoriel n’a qu’'une seule composante non nulle suivant 1'axe zz” (voir les équations
(II.15) et (II.16)). Les potentiels scalaire et vectoriel de Helmholtz vérifient les
équations d’onde (I1.18) et sont solubles dans le systéme de coordonnées cylindriques
par la technique de séparation des variables [IV-14] [IV-15]. Enfin, I’équation (II.14),
adaptée au cas du systéeme de coordonnées circulaires, permet d’écrire le champ de

déplacement dans les plaques en fonction des potentiels :

U,(r,9)=8—¢+£a—w

Jor rdd (IV-4)
10¢p Jy
Ue(r,e):;%—g

Dans ce qui suit, la méthode de résolution de 1’équation homogene (IV-3) est
présentée en tenant compte de la dépendance angulaire de la solution dans le but
d’évaluer un nombre maximum de fréquences propres des disques et des anneaux
modélisés. Le calcul du champ de déplacement théorique ne sera effectué que pour le
mode de vibration purement radial afin de visualiser et de comparer les spectres

théoriques et expérimentaux.

IV.2.2 Résolution de I’équation de Helmholtz en coordonnées
cylindriques circulaires

Les potentiels scalaire et vectoriel sont des fonctions des deux variables spatiales
(r,0). Les équations de Helmholtz deviennent, dans le systéme de coordonnées
cylindriques :
d’ 10 10°
0,19, 17
or’ rodr r’dé
d’ 1 19
y loy 10y
o’ ror r’df’

+ko=0

(IV-5)

+ky=0

L’équation de Helmholtz étant séparable dans ce systéme de coordonnées, nous
pouvons appliquer la technique de séparation des variables aux fonctions ¢ et w en

écrivant :

0)= (0
{(p(r )=.(r)g,6) (1v-6)

y(r.0) =y (nNy,0)

IV-6



Vibration des plagues circulaires minces soumises a un rayonnement de micro-ondes pulsées

ou @.(r) et y (r) sont les parties radiales des potentiels ¢ et y qui ne dépendent
que de la variable r. Les fonctions ¢,(0) et y,(0) sont, quant a elles, les parties

angulaires des potentiels ¢ et y . Les équations (IV-5) deviennent :

La@+1@ﬂ+ﬁ#:—ia% (IV-7)
@, o' @, or ¢, 00
oY, T, .. 1Y, (IV-g8)

v o oy or v, 906’

Les équations (IV-7) et (IV-8) présentent des membres dépendant de variables
spatiales différentes. Par conséquent, chaque membre est égal a une constante de
séparation n° donnant ainsi les équations différentielles suivantes :

R A

a‘; ; ot agz . (IV-9)
,0°Q, Q, 22 _ Y, Y, 22 —

r 5, +r > +((rkL) n )(0,—0 r 5 +r o +((rkT) n )l//r 0

Les équations différentielles angulaires dans (IV-9) n’ont de solutions périodiques que
si, et seulement si, n’ est entier. Les équations différentielles en r correspondent 4

des équations de Bessel d’ordre n et de variables (rk, ) ou (rk, ).

IV.2.3 Résolution des équations différentielles dans le cas d’un
anneau

IV.2.3.1 Forme des potentiels

La plaque circulaire, de rayon extérieur R,, est trouée au centre d’un trou circulaire
de rayon R . Compte tenu du fait que l’anneau contient une discontinuité, les
solutions des équations différentielles de Bessel seront de premiére et de seconde
espéce [IV-14] [IV-15]. Les potentiels scalaire et vectoriel d’ordre n sont les produits

des solutions angulaires et radiales des équations différentielles (IV-9) :
@,(r,0)=[ A? J,(k,r)+ B’Y,(k,r)][ C? cos(nf) + D! sin(nf) |

, (IV-10)
v, (r,.0)=[ A" J (k,r)+ B'Y,(k,r) ][ C cos(nf)+ D! sin(nb) ]

ou les parties sinusoidales sont solutions des équations différentielles angulaires et ol
les fonctions J, () et Y () sont, respectivement, les fonctions de Bessel de premiére et

de seconde espece d’ordre n, solutions des équations radiales de I’équation (IV-9).
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En tenant compte de l’ensemble des solutions d’ordres différents, les solutions

générales des équations d’ondes (IV-5) sont données par les séries infinies suivantes :

oo

@(r,0)= Y [A?J (k,r)+B°Y,(k,r) ][ C’ cos(nB) + D? sin(n) |

n=0

m (IV-11)
y(r,0)= Y [AYJ (k,r)+ B'Y,(k,r)][C’ cos(nf)+ D! sin(nd)

Par ailleurs, ’hypothése de symétrie spatiale de ’excitation par rapport a ’axe 6 =0

impose aux composantes du champ de déplacement de vérifier les relations suivantes :

U.(r,0)=U(r,-0)
{ V(r.6) € [R.R,1x[0,27], (IV-12)

U,(r,0)=-U,(r,-0)

Les relations (IV-4) permettent d’écrire le champ de déplacement & partir des
potentiels donnés en (IV-11). Le développement des relations (IV-12), pour tout

entier n, fait finalement apparaitre que :
D’ =0 et C’ =0 (IV-13)

En renommant les coefficients non nuls des séries (IV-11) par A,, B,, C, et D,, les

potentiels scalaire et vectoriel deviennent :

oo

@(r,0)=Y [A, J (k,r)+ B,Y,(k,r)|cos(nb)

nn
n=0

(IV-14)

oo

y(r,0)=Y [C,J,(k,r)+D,Y,(k,r)]sin(nd)

n=1

Remarquons que le potentiel scalaire, qui est la partie irrotationelle du déplacement,
est une fonction paire par rapport a la variable angulaire et que le potentiel vectoriel,

représentant la part rotationelle du mouvement, est une fonction impaire de 6.

IV.2.3.2 Conditions aux limites

Les inconnues du probléme sont les coefficients A,, B,, C, et D,. Ils sont déterminés
a partir des conditions aux limites de contraintes mécaniques nulles sur les frontiéres
intérieures et extérieures de ’anneau. A partir de I’équation (IV-4) et tenant compte
des relations de récurrence entre les fonctions de Bessel et leurs dérivées [IV-21]

[IV-22], le champ de déplacement s’écrit :
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i A ( J (kLr)—kLJnH(kLr))+Bn(EYn(kLr) kY  (k r)ﬂcos(n@)
=0 r

n

r

Cc —J (k, r)+D Y ' (k, r)}cos(n@)

(IV-15)
ALy rn+Bly (kLr)}sin(nO)
I" r

- i[ » (Efn(krr)— kpd (kTr)) +D, (EYn(kTr) oY, (ky r)ﬂsin(né?)
1 r r

Le disque étant libre de toute contrainte sur ses frontiéres, les conditions aux limites

s’écrivent :

=—>_6 O, Oy (_l)i _ (_l)io-rr _ 0 =R (i=1.2
o.n,=0 ou o, o, 0 )7 \ye, )™ lo en r=R (i=12) (IV-16)

n, étant le vecteur normal a la frontiére ¢ orienté vers ’extérieur.

Les contraintes étant lies aux déformations par 'équation (IV-2), il est possible

d’écrire les conditions aux limites (IV-16) en terme de déformations,

€, +Ve,=(1+V)aAT .

en r=R (i=12) (IV-17)
8}'0 = 0

D’autre part, les composantes du tenseur des déformations, donné par la relation

cinématique (I1.9), s’expriment comme suit :

U, U 10U, [aU U, 18U,‘)
et €, = e (IV-18)

E =—,E,=—+—
T or “ r r oo or r r do

Tout calcul fait, les relations (IV-15), (IV-17) et (IV-18) permettent d’obtenir, en R,

(i=1,2), le systéme d’équations suivant :

i £l (k,R,0)A + i £ (k,R,0)B, + 2 g (k,R,0)C, + i g (k,R.,0)D, =(1+Vv)a AT
n=0

- (IV-19)
Y k! (k,R,0)A, +2h (k,R.,6)B, +21 (k,R,.,0)C, +21 (k,R,0)D =0
avec,
7 (k,r,6) :[wgaq) _Cnt VR etk Jm(kLr)}cos(nG), n=0,00
r
7' (k,r,0) {wn ry— EFEVR Y s kZYM(kLr)}cos(nO), n=0,00
r
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610~ =I5 ) - MU ) eosto), 0= 0.
g0 WUy gy MUy g r)}cosme) n=0,e
W (k,r0) = | ~ "0~ 1)J(k ey r)}sm(n@) n=100
W (. 0) = | — = I)Y(k n+ My r):‘sm(ne) n=1o0
ln’(kTr,G)—_ ”(’/; Dy gk r)—k—TzJM(kTr)}sin(nG), n=1,e0
P eroy=| -y gy ey r)—k; Y,k r)}sm(nm n=1e0

La solution analytique du probléme de vibration d’un anneau soumis a une élévation
de température uniforme peut étre résolu de maniére exacte. La génération uniforme
a pour effet de rendre le mouvement du disque purement radial et indépendant de 6.
Cette vibration correspond au mode fondamental associé a l'indice n=0. La
composante U, du déplacement, donnée en (IV-15), s’annule et les seules inconnues
restantes, A, et B,, sont déterminées a partir du systéme (IV-19) qui se réduit & un
systéme de deux équations algébriques. Compte tenu des relations de récurrence entre
les fonctions de Bessel [IV-22], le champ de déplacement radial dans un anneau
s’écrit:
2(1+v) o AT (w)

[Y(R)J(R,)-Y(R)J(R)]

U,(r)= (YR =Y (R)]J, Gk, = [J(R) = JR)]Y, (K, 7)) (1v-20)

ou les fonctions J(r) et Y(r) sont définies par :

J(r)= kLJO(kLr)+2—VJ1(kLr)— k,J,(k,r) (IV-21)
r

Y(r) = kY, (k1) + 228, (k)= kY, K, ) (1V-22)
r
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IV.2.4 Résolution des équations différentielles dans le cas d’un
disque

Le disque (de rayon R,) étant plein, le déplacement au centre est fini et, par
conséquent, les solutions des équations différentielles de Bessel ne peuvent étre que de
premiére espece [IV-14] [IV-15]. De méme que dans le cas de l'anneau, en tenant
compte du fait que le disque est excité symétriquement par rapport a I’axe =0, les
conditions physiques (IV-12) sur les composantes du champ de déplacement dans le
disque doivent étre vérifiées. Les potentiels scalaire et vectoriel peuvent donc étres
déduits des expressions (IV-14) en annulant les coefficients B, et D,. Les potentiels

s’écrivent alors comme les sommes infinies suivantes :

o(r,0)= iA,, J (k,r)cos(nB)

n=0

. (IV-23)
y(r,0)= C,J,(k,r)sin(nd)
n=1
De méme, le champ de déplacement dans le disque se déduit de I’expression (IV-15)

en annulant les coefficients B, et D ,

U=Y4, (g J (k)= k,J (kLr)j cos(nf)+ Y. C, ; J (k,r)cos(nf)
n=0 n=1

) ) (IV-24)
n . n .
U, = _ZO A - J (k,r)sin(n@)— Zc (;Jn(kTr) - kT]nH(kTr))sm(ne)

ou les coefficients A et C, sont déterminés a partir des conditions aux limites du
probléme. Ces derniéres sont adaptées a partir des relations (IV-19) au cas du disque

et deviennent :

> £ (kR OA + g (k.R,,0)C, =(1+ V) AT(R,,0)
e - (IV-25)
Y k! (k,R,.0)A + D I'(k,R,,0)C, =0

n=0 n=1

Enfin, comme pour le cas d’un anneau, le probléme de la vibration d’un disque
soumis a une élévation de température uniformément répartie sur son volume est
résolu analytiquement. Du fait de 1’uniformité de lexcitation, le champ de
déplacement est purement radial (mode fondamental). Mathématiquement, le champ
de déplacement est obtenu & partir des expressions (IV-24) pour n=0. La
composante angulaire du déplacement est alors nulle et les coefficients inconnus se

réduisent au seul coefficient A, calculé a partir du systéme (IV-25) qui se simplifie, a
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son tour, en une équation algébrique. Le champ de déplacement radial dans un disque

s’écrit finalement comme suit :

2(1+v)a AT (w)

U (r)= J, (k,r)

[kLJO(kLRO) + iv]l(kLRo) _k J.(k R, )} (IV-26)

0

IV.2.5 Calcul numérique des fréquences propres

Le calcul du champ de déplacement dans les plaques minces circulaires soumises a
une excitation thermique uniforme est possible & partir des équations (IV-20) et
(IV-26). Toutefois, le champ thermique associé & une radiation micro-ondes
quelconque est a priori inconnu. Le choix a été donc fait de calculer, dans le cas
général, les fréquences des modes propres de vibration des plaques et de n’évaluer les
champs de déplacements que dans le cas d’une excitation uniforme. Dans ce qui suit,
la procédure de discrétisation et de recherche des fréquences propres est présentée en
détail pour le cas d’un anneau. La méthode reste la méme dans le cas d'un disque
avec, toutefois, une seule frontiére de discrétisation, voir la Figure IV-1 (a). Cette
procédure est semblable a celle qui a été mise en oeuvre pour la recherche des
coefficients inconnus des séries de fonctions de Mathieu qui définissent le champ de

déplacement dans une plaque elliptique (§I11.2.5).
(a) e (b) i vy

o —.—

Figure IV-1 Représentation de la discrétisation des frontiéres et du maillage du volume
(MEF), (a) d’un disque et (b) d’un anneau, excités localement de maniére thermique

Etant donnée la symétrie de I'excitation par rapport a 'axe 6 =0 et afin d’optimiser
le cotit du calcul numérique, la discrétisation ne porte que sur un quart de ’anneau.
Les frontieres de l'anneau sont discrétisées en 2N points (N points pour chaque
frontiere) ou le systéme d’équations (IV-19) est vérifié, voir la Figure IV-1 (b). Le

nombre d’équations du systéme est alors égal a 4N et, si 'on désire obtenir un
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systéme d’équations carré, les séries infinies sont tronquées a la Niéme inconnue. Le

systéme discrétisé a finalement la forme suivante :

[M(R.R..0,0)](4) = (b) (v-27)

ou i est l'indice du point de la discrétisation géométrique qui varie de 1 a N,
[M (RI,RZ,Q.,a))] est une matrice carrée (4N x4N) composée des fonctions f,, g,, h,
et [, données dans I’équation (IV-19) et évaluées en chaque point, (A) est un vecteur
de dimension 4N composé des coefficients inconnus A, B, C, et D, , et (b) est le
vecteur second membre de dimension 4N et composé des termes de 1’excitation

thermique.

Le vecteur second membre de 1’équation (IV-27) est indéterminé car le champ
d’excitation est inconnu. Toutefois, les fréquences propres de la plaque pourraient
étre déterminées a partir du systéme d’équations homogeéne associé au systeme
(IV-27), en se rappelant que ce systéme homogeéne n’admet des solutions que si, et
seulement si, le déterminant de la matrice [M (RI,RZ,Q.,a))] est nul. La recherche

numérique des racines du déterminant,

det[M(R,R,.0,0,)]|=0, k=1,...,00 (IV-28)
fournit, en théorie, les pulsations propres de vibration de ’anneau.

En pratique, en raison de la taille de la matrice et des variations d’échelles de
grandeur qu’elle contient, il apparait que la matrice M est mal conditionnée et que la
résolution de I’équation (IV-28) est numériquement instable. Afin de contourner cette
difficulté, la recherche des fréquences propres est effectuée par la résolution du
systéme d’équations (IV-27) en imposant, au quart de cercle modélisé, une excitation
non uniforme fictive. Etant donné que cette excitation n’a pas de sens physique, le
champ de déplacement associé est, lui aussi, fictif. Cette démarche a pour seul but
d’exciter et de percevoir, en plus des modes purement radiaux, les différents modes
propres des plaques circulaires. Il suffit alors de calculer le champ de déplacement
fictif sur une certaine gamme de fréquences afin d’établir le spectre de la réponse
impulsionnelle et d’en extraire les fréquences propres qui apparaissent sous forme de

pics de résonance.

Enfin, afin d’améliorer la qualité numérique de la solution et comme pour le cas des
plaques elliptiques (voir §III.2.5), nous utiliserons la procédure de pseudo-inversion
basée sur la méthode des moindres carrés (Moore-Penrose [IV-23]) pour la résolution
de I'équation (IV-27).
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IV.3 Echantillons et modélisation par MEF

IV.3.1 Echantillons testés

Quatre plaques circulaires ont été fabriquées & base de résine époxy chargée de
graphite. Les noms, les propriétés géométriques et les densités des anneaux et des

disques confectionnés sont donnés dans le Tableau IV-1.

Rayon extérieur (mm) | Rayon intérieur (mm) | Densité (kg/m”)
Disque Di, 31,5 - 1150
Disque Di, 40,0 - 1250
Anneau An, 31,5 10,0 1150
Anneau An, 40,0 15,0 1150

Tableau IV-1 Propriétés géométriques et densités des disques et anneaux fabriqués

(a) 0=90° (b) 06 =90°

g
3
g

g
g
g
3

Figure IV-2 Disposition des guides d’ondes électromagnétiques par rapport aux plaques
circulaires testées expérimentalement pour la génération du mode propre (a) radial (f.) et

(b) des modes propres de distorsion

Le matériau ainsi fabriqué est viscoélastique. Afin de prendre en compte l'aspect
dissipatif de la propagation, nous adoptons un module de Young complexe ou la
partie imaginaire traduit la viscoélasticité du matériau. Un essai de résonance par
micro-ondes sur une barre (fabriquée a partir de la résine époxy de densité 1150
kg/m®) combiné & un modeéle de vibration unidimensionnel [IV-18] a permis d’évaluer
le module de Young du disque Di, a E = (3,11+0,10i)GPa avec une précision, sur la
partie réelle, égale a 0,05 GPa. Cette méthode ne permet pas de déterminer le
coefficient de Poisson. Néanmoins, et afin de valider les modéles théoriques, le

coefficient de Poisson est pris égal a sa valeur estimée a v=0,39 par la méthode de
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caractérisation développée plus loin. Enfin, comme représenté sur la Figure 1V-2, les
micro-ondes se propagent a l'intérieur du guide d’ondes circulaire pour générer le
mode propre de vibration purement radial, ou dans le guide d’ondes
électromagnétiques rectangulaire pour exciter les différents modes propres de
distorsion dans le plan de la plaque circulaire (voir le §I1.3 pour les propriétés

géomeétriques des guides d’ondes électromagnétiques).

IV.3.2 Maillage des disques et MEF

La résolution semi-analytique du probléme de vibration d’une plaque circulaire
nécessite la discrétisation d’'un quart de ses frontiéres intérieure et extérieure en un
certain nombre de points. La Figure IV-1 montre la discrétisation des frontiéres ainsi
que la répartition de l’excitation thermique non uniforme utilisée pour générer les
différents modes de résonance des plaques. Sachant que le nombre de points de
discrétisation augmente avec la gamme de fréquences a explorer, les disques et les
anneaux ont été discrétisés, respectivement, avec au maximum 16 et 32 points (16 sur
chaque frontiére). En discrétisant une gamme de fréquences donnée, le calcul du
champ de déplacement a été effectué pour chaque fréquence afin d’établir le spectre
en déplacement ou en vitesse associé a une excitation thermique choisie (uniforme ou
excentrée). Enfin, afin de percevoir le maximum de modes propres, les spectres ont

été établis en différents endroits de la frontiére extérieure des plaques.

La modélisation de la vibration des disques par la méthode des éléments finis a été
réalisée a laide du logiciel d’éléments finis FEMLAB® [IV-24] (voir annexe A). Le
matériau a été considéré comme étant viscoélastique et les plaques, représentées sur
la Figure IV-1, ont été maillées par des éléments triangulaires, linéaires, de type
Lagrange. Les disques et les anneaux ont été respectivement discrétisés par 610
élements (2530 degrés de liberté pour 330 noeuds) et 560 éléments (2400 degrés de
liberté pour 320 noeuds). L’évaluation des fréquences propres par éléments finis a été
réalisée en utilisant le module «étude modale bidimensionnelle» du logiciel
FEMLAB®.

IV.4 Probléme direct et validation du modeéle

Les modeéles développés ci-dessus vont d’abord étre validés en comparant les résultats
théoriques aux résultats expérimentaux et a ceux obtenus par la méthode des
éléments finis. Ces modéles seront ensuite exploités pour 1’évaluation non-destructive

des propriétés mécaniques et géométriques des plaques circulaires.
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Le Tableau IV-2 et le Tableau IV-3 donnent respectivement les fréquences propres de
résonance des disques et des anneaux obtenues expérimentalement par micro-ondes
pulsées (voir la Figure IV-2), par les modéles semi-analytiques et par la simulation
des vibrations par la méthode des éléments finis. Ces fréquences correspondent aux
différents modes propres de vibration des plaques. Les fréquences du mode purement
radial, indiquées en gras dans les tableaux, peuvent étre identifiées a partir des
spectres calculés a ’aide des relations (IV-26) (IV-20) respectivement pour les disques
et les anneaux. Il existe, dans tous les cas, une bonne corrélation entre les fréquences
expérimentales et celles qui sont obtenues par les modeéles théoriques. Les différences
que 'on observe entre les fréquences théoriques et expérimentales sont expliquées par
différentes raisons. Du point de vue du modéle semi-analytique, la troncature des
séries infinies qui expriment les champs de déplacements est une source d’erreur pour
I’évaluation des fréquences propres. En effet, plus la gamme de fréquence a explorer
est grande, plus il est nécessaire de prendre en compte un grand nombre de termes
dans les séries qui expriment le champ de déplacement. Il est aussi a noter qu’une
discrétisation pas assez fine du domaine fréquentiel a explorer constitue une source

supplémentaire d’imprécision.

Disque Dj, Disque Di,
Expérimental  Analytique MEF Expérimental  Analytique MEF
(kHz) (kHz) (kHz) (kHz) (kHz) (kHz)
11,9 11,8 11,8 9,8 9,9 9,9
14,1 14,1 14,1 11,5 11,6 11,8
19,3 19,3 19,4 15,7 15,5 15,5
22,1 21,9 21,9 19,7 19,9 19,8
24,2 23,7 23,9 23,8 24,3 24,8
29,0 28,9 29,9 26,0 26,3 26,2
31,7 31,8 31,8 28.9 29,2 29,4
354 35,2 35,3 32,5 32,9 32,1
39,3 39,6 38,8 38,1 38,8 38,8
46,4 46,5 46,4 40,3 40,3 40,3
49.1 49,5 49,7 44,0 44.6 44,3
57,3 57,4 57,8 46,6 46,9 47,0
63,1 63,3 63,1 51,5 51,5 51,4
67,0 66,7 66,8 55,4 55,1 55,0
78,4 78,8 78,2 63,4 63,9 64,3

Tableau IV-2 Fréquences propres de vibration des disques obtenues expérimentalement (par
micro-ondes), par le modéle semi-analytique et par la méthode des éléments finis. Les
fréquences en gras correspondent au mode propre radial.
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Anneau An, Anneau An,

Expérimental  Analytique MEF Expérimental  Analytique MEF
(kHz) (kHz) (kHz) (kHz) (kHz) (kHz)
7,6 7,8 7,7 5,4 5,4 5,5
14,4 14,5 14,4 10,7 10,7 10,7
16,1 16,5 16,2 11,7 11,9 11,9
21,2 21,6 21,3 17,1 17,2 17,7
23,2 23,9 23,5 22,7 23,4 23,4
29,1 29,8 29,6 27,4 28,2 28,1
34,9 35,2 35,4 29,6 29,8 31,8
38,1 38,1 38,4 34,9 34,8 35,3
40,3 40,8 40,4 36,0 36,7 36,4
42,2 42,6 42,7 38,1 38,4 38,5
46,2 45,8 45,8 44,7 45,2 44.9
57,7 57,1 56,9 53,2 53,3 53,1

66,6 67,8 66,7 - - -

Tableau 1V-3 Fréquences propres de vibration des anneauz obtenues expérimentalement (par
micro-ondes), par le modéle semi-analytique et par la méthode des éléments finis. Les
fréquences en gras correspondent au mode propre radial.

Expérimentalement, les écarts en fréquence peuvent étre liés aux effets de support des
échantillons testés. En effet, plus la fréquence propre est élevée plus celle-ci devient
sensible aux conditions de contact avec le support utilisé durant la mesure (voir
§III.4). Enfin, il est & noter que les fréquences propres évaluées par la méthode des
éléments finis sont trés proches des résultats obtenus par les modeéles développés dans
le présent chapitre. Ces modeéles présentent donc 'avantage d’étre aussi précis que la

méthode des éléments finis pour un cott de calcul inférieur.

Il intéressant de porter la validation sur les spectres de vitesse radiale obtenus pour
une excitation axisymétrique. La Figure IV-3 et la Figure IV-4 représentent les
spectres de vitesse radiale expérimentaux et théoriques obtenus sur les frontiéres des
disques et des anneaux. L’expression du champ de vitesse radiale est obtenue par
dérivation, dans l’espace fréquentiel, du déplacement radial obtenu analytiquement,
selon le cas considéré, a partir des équations (IV-26) ou (IV-20). L’excitation micro-
ondes, et par suite la génération, est ici axisymétrique et impulsionnelle afin de

mettre en évidence les fréquences propres radiales expérimentales.

Les spectres (a) et (b) de la Figure IV-3 montrent la bonne corrélation entre les
spectres de vitesses analytique et expérimentale obtenus pour les disques Di, et Di,.
Les fréquences propres qui correspondent aux modes radiaux, données en gras dans le
Tableau IV-2, sont obtenus expérimentalement avec une bonne précision jusqu’aux

troisiémes fréquences de résonance.
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Figure IV-3 Spectres des vitesses radiales théoriques et expérimentales des disques excités
par micro-ondes. (a) Di,, (b) Di,
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Figure IV-4 Spectres des vitesses radiales théoriques et expérimentales des anneaux excités
par micro-ondes. (a) An,, (b) An,

Les amplitudes relatives des vitesses analytiques et expérimentales ne coincident pas

parfaitement en raison de l'imprécision sur la répartition réelle de la température

atteinte par le matériau lors du chauffage par micro-ondes. De plus, du fait de la

dimension du guide d’ondes électromagnétiques circulaire utilisé (voir le §IL.3) par

rapport aux dimensions des disques, l’excitation expérimentale est axisymétrique
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plutot qu’uniforme. D’autre part, le bruit contenu dans le signal expérimental induit

une imprécision sur les amplitudes mesurées expérimentalement.

Les spectres de la Figure IV-4 montrent qu’il existe une bonne correspondance entre
les réponses impulsionnelles théoriques et expérimentales des anneaux An, et An, en
mode propre de déformation radiale. Toutefois, il est remarquable que le spectre
expérimental de 'anneau An, est fortement bruité. Ceci s’explique par le fait que le
diametre du trou intérieur de la plaque An, est plus grand que le diameétre du guide
d’ondes électromagnétiques circulaire utilis¢ (voir Tableau IV-1 et §I1.3). La zone
d’excitation n’étant pas assez large, le faible déplacement qui en résulte s’approche de
I’ordre de grandeur de la précision du dispositif expérimental et le signal qui lui est

associé devient trés bruité.
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Figure IV-5 Champs de vitesse correspondants Figure IV-6 Champs de vitesse correspondants

aux trois premiers modes radiauxr du disque aux trois premiers modes radiaux de I’anneau
Di An,

1

La Figure IV-5 et la Figure IV-6 montrent les allures des champs de vitesse radiale
établis par les modeles théoriques, respectivement, dans le disque Di, et ’anneau
An,,

Tableau IV-2 et Tableau IV-3 en gras). Il est bien vérifié que le nombre de ventres

et cela pour les trois premieres fréquences propres radiales (données dans les

présents dans lallure de chaque champ de vitesse (liégs a la longueur d’onde
acoustique) est égal a lordre de la fréquence propre associée au mode radial

représenté.

Avant d’aborder la résolution des problémes inverses, le modéle semi-analytique mis

en ceuvre pour 1’étude de la vibration des plaques elliptiques au chapitre III va servir
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a étudier D'effet d’une faible ellipticité sur les fréquences propres du mode radial d’un
disque. La Figure IV-7 montre la superposition des réponses en vitesse & une méme
excitation thermique bréve et uniforme du disque Di, (dont I'excentricité est nulle) et
d’une plaque elliptique constituée du méme matériau et ayant une excentricité de
39%. Pour rappel, 'excentricité caractérise lellipticité d’une ellipse et est définie
comme étant le rapport de la distance focale et de la dimension du grand demi-axe de
Pellipse (voir §II1.2.1). Dans ce dernier cas, la réponse a été calculée a partir de

I’expression du champ de déplacement donné dans ’équation (I11.44).

1 - —— Vitesse du disque
—e— Vitesse de l'ellipse
P 3eéme fréquence radiale
f 80 |-
rl
08 43 Disque = 78,8 kHz
70
£} 560
206 1 5
3 E’ 2¢me fréquence radiale
£ Wk
s g f Disque = 49,5 kHz
@ ° 2
g 04 = 40 b
£
30

0.2 lére fréquence radiale

20 |

f':1 Disque = 19,3 kHz
10 I I I I I ]

10 20 30 40 50 60 70 8 90 0 10 20 30 40 50 60
Fréquence (kHz) Excentricité de l'ellipse (%)
Figure IV-7 Superposition des spectres de Figure IV-8 FEvolution des trois premiéres
vitesse du disque Di, (a) parfaitement fréquences propres du mode radial en
circulaire et (b) avec 39% d’excentricité fonction de Uellipticité du disque D,

L’ellipticité a pour effets d’augmenter les fréquences propres du mode radial, de
modifier les amplitudes relatives des pics (I’énergie se répartit donc différemment) et
de faire apparaitre d’autres modes propres liés a la géométrie de la frontiére elliptique
de la plaque. Une faible ellipticité dans un disque modifie donc sa réponse vibratoire.
Il est possible d’observer I’évolution des trois premiéres fréquences propres du mode
radial en fonction de l’excentricité de la frontiére de la plaque en partant du cas
parfaitement circulaire, en gardant le grand demi-axe égal & 31,5 mm et en faisant
varier le petit demi-axe. Les courbes qui représentent ces évolutions sont données sur
la Figure IV-8. Il est remarquable que jusqu’a une excentricité de 10% (qui
correspond & un petit demi-axe égal & 31,35 mm), les fréquences propres radiales sont
trés peu sensibles a lellipticité de la plaque. Au-dela de la valeur de 10%, Dellipticité

fait croitre I’ensemble des fréquences et plus particulierement la seconde et troisiéme
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fréquence. La méthode de génération acoustique par micro-ondes et les modéles
développés pour les disques et les plaques elliptiques pourraient donc servir a
caractériser Dellipticité des plaques «pseudo-circulaires» au-dela de 10%
d’excentricité en se basant, de préférence, sur les fréquences propres élevées. Cette
procédure pourrait se montrer particulierement intéressante pour la caractérisation
des faibles ellipticités dans les structures cylindriques a sections droites quasi-

circulaires.

IV.5 Problemes inverses

Dans ce qui suit, nous présenterons la méthode de caractérisation mécanique et
géométrique des plaques circulaires qui combine la technique de génération acoustique
par micro-ondes aux modeéles théoriques précédemment validés. La caractérisation
matérielle sera effectuée sur des disques alors que I’évaluation de la géométrie portera
sur les disques et les anneaux. N’ayant accés qu’aux fréquences propres de vibration
des plaques circulaires et sachant qu’elles dépendent des propriétés géométriques et
mécaniques, nous utiliserons cette information pour la résolution des problémes

inverses en précisant le choix des fréquences utilisées dans chaque cas.

IV.5.1 Caractérisation matérielle

Afin d’évaluer la partie réelle du module de Young E et le coefficient de Poisson v
du matériau isotrope constituant un disque, nous choisirons d’abord d’utiliser les
fréquences propres du mode purement radial pour résoudre le probléme inverse.
Partant des trois premiéres fréquences propres expérimentales du mode radial,
connaissant le rayon du disque ainsi que sa densité, ’objectif est de déterminer les
propriétés mécaniques E et v qui font coincider les fréquences propres radiales

théoriques aux valeurs mesurées expérimentalement.

La Figure IV-9 montre, pour le disque Di,, les couples de coefficients de Poisson et de
modules de Young qui font coincider la premiére fréquence propre radiale théorique
et les rapports théoriques de la deuxiéme et de la troisiéme fréquence & la premiére
fréquence propre (f,/f, et f./f,), respectivement, avec les valeurs expérimentales
qui leur sont associées 19,3 kHz, 2,54 et 4,06 (valeurs extraites du Tableau IV-2). Les
zones grisées sur la Figure IV-9 représentent les intervalles d’erreurs obtenues en

tenant compte des dispersions des mesures constatées expérimentalement.
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Figure IV-9 Ensemble des coefficients de Poisson et modules de Young vérifiant
[, =198 kHz, f,/ [, =254 et f,/ f,=4.06 pour le disque Di, avec les intervalles de

Précision associés

Remarquons que l'utilisation combinée de la premiére fréquence propre et de I'un des
rapports f.,/f., ou f./f, fournit des valeurs différentes pour le module de Young et le
coefficient de Poisson. Cette différence peut étre di a la dispersion du matériau testé
mais aussi a 'imprécision de la méthode comme le montrent les zones grisées sur la
figure représentative des intervalles de précision. Afin de vérifier ce dernier point et
connaissant les précisions sur les fréquences propres mesurées, il a été possible de
calculer les valeurs maximales et minimales que peuvent prendre les quantités f, ,
f.lf., et f./f., a partir de la dispersion expérimentale des fréquences mesurées, et de
déterminer par simulation les intervalles de variation des constantes matérielles qui
leur correspondent. Les résultats de ces simulations, représentés sur la Figure IV-9,
montrent que la précision sur le coefficient de Poisson est de £11,5% alors que celle
du module de Young est de +8,0%. La Figure IV-9 montre aussi que la courbe
associée a la premiére fréquence propre radiale est peu sensible & la précision sur f,
(égale & £0,05 kHz), alors que les courbes associées aux rapports des fréquences sont
tres sensibles a la précision sur les fréquences f, et f, (respectivement égales a
+0,40 kHz et £0,75 kHz). L’utilisation des fréquences propres radiales ne permet
donc pas de déterminer avec précision les constantes du matériau isotrope constituant

un disque.

Etant donné que le modeéle développé précédemment permet d’évaluer différentes
fréquences propres, nous pouvons choisir de combiner la premiére fréquence du mode

radial et une fréquence liée & un mode de distorsion dans le plan pour la résolution du
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probléeme inverse. Notre choix s’est porté sur la fréquence f, donnée dans le Tableau
IV-2 et représentée sur les spectres de vitesse expérimentale de la Figure IV-10 (14,1
kHz) et de la Figure IV-11 (11,5 kHz) respectivement associés aux disques Di, et
Di, .

expérimentalement facile a générer (en effet, il suffit de positionner le guide d’ondes

Cette fréquence présente les avantages d’étre associée & un mode

sur le bord du disque & l'opposé du point de mesure, voir la Figure IV-2 (b)), et
d’étre numériquement facile a identifier sur un spectre théorique (la fréquence f, se

situe au voisinage de la premiére fréquence radiale f).
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Figure IV-10 Spectre de vitesse expérimentale Figure IV-11 Spectre de vitesse expérimentale
du disque Di, pour une excitation décentrée  du disque Di, pour une excitation décentrée

La méme procédure de caractérisation mise en oeuvre précédemment, de maniére
infructueuse, est appliquée cette fois-ci en utilisant les valeurs expérimentales de la
premiére fréquence radiale f et du rapport des fréquences f,/f. . De plus, connaissant
les précisions sur f et f, qui sont de £0,05 kHz, il est possible de déterminer les
valeurs maximales et minimales que peuvent prendre les quantités f et f /f.. Les
résultats des simulations pour les disques Di, et Di, sont représentés sur la Figure
IV-12 et la Figure IV-13. Les zones en gris sur ces deux figures représentent les

couples de solutions (E',v) contenues dans les intervalles de précision des quantités

foet LIf

L’intersection des intervalles correspondant a f et f /f sur la Figure IV-12 et la
Figure IV-13 donne les domaines de précision du module de Young et du coefficient de

. pa pa !
Poisson (représentés en gras sur les axes E et V). Les valeurs moyennes des
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constantes matérielles des disques Di, et Di, ainsi que les précisions qui leur sont
associées sont données dans le Tableau IV-4. Les erreurs relatives moyennes commises
sur le module de Young et le coefficient de Poisson sont cette fois-ci respectivement
égales a 2,2 % et 2,6 %. L’utilisation combinée des fréquences f et f permet donc

d’évaluer le module de Young et le coefficient de Poisson avec une bonne précision.
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Figure IV-12 Ensemble des coefficients de Figure IV-13 Ensemble des coefficients de

Poisson et modules de Young vérifiant Poisson et modules de Young vérifiant
[.=19,3kHz et f / f =073 pour le disque [ =157kHz et f /f =073 pour le disque
Di, D,

Disque Dj, Di,
Module de Young E (GPa) 3,00 0,05 3,90 0,10
Coefficient de Poisson v 0,40%0,01 0,39+0,01

Tableau IV-4 Valeurs du module de Young et du coefficient de Poisson des matériaux
constituant les disques Di, et Du,

La Figure IV-12 et la Figure IV-13 laissent penser que le rapport f/f est
indépendant du module de Young et de la géométrie du disque et qu’il est
uniquement lié a la valeur du coefficient de Poisson puisque pour ces deux disques,
matériellement et géométriquement trés différents, ce rapport est identique. Afin de
vérifier cette constatation, la variation du rapport f /f. en fonction du coefficient de
Poisson a été étudiée dans trois cas différents. Dans les deux premiers cas, le rayon
du disque est fixé & 31,5 mm tandis que le matériau a successivement les propriétés
du matériau 1 (p=1150kg/m’, E =3,0GPa) et celles du matériau 2
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Vibration des plagues circulaires minces soumises a un rayonnement de micro-ondes pulsées

(p=2700kg /m*, E =69,0GPa). Dans le troisiéme cas, le disque est constitué du

matériau 1 et a un rayon égal a 50,0 mm.

La Figure IV-14 montre la superposition parfaite des courbes de variation du rapport
f./f. en fonction de v dans les trois cas précités. Le rapport des fréquences f et f
ne dépend donc que du coefficient de Poisson v indépendamment de la géométrie et
du reste des propriétés mécaniques. L’identification expérimentale des fréquences f
et f et l'utilisation de la courbe de la Figure IV-14 pourraient donc servir a
déterminer directement le coefficient de Poisson d’un matériau a priori inconnu

constituant un disque de rayon quelconque.

o Matériau | - R=31.5 mm
0.82 L e  Matériau 2 - R=31.5 mm
a. o Matériau | - R=50.0 mm
o8o
..8
08 L 885
§90
%
8 Sog
S 078 L 8.0
g ggo
g o0,
& ..8
5 076 | 8s,
s oeg,
5 %
& 8
g oL 3389
0805
®s
072 | 850
‘s
.380
0.7 893;
1 1 1 1 i
0.28 0.32 0.36 0.4 0.44

Coefficient de Poisson v

Figure IV-14 Comparaison de la variation du rapport de fréquences f,/f. en fonction de

coefficient de Poisson pour des matériaur et des géométries différents

Par ailleurs, comme il a été supposé précédemment, ’atténuation des ondes
mécaniques dans les matériaux isotropes utilisés dans cette étude est caractérisée par
la partie imaginaire du module de Young E". Cette derniére peut étre déterminée a

partir de la valeur du facteur de qualité Q L mesuré sur le spectre de réponse

exp
impulsionnelle du premier mode propre radial (Figure IV-15). Le facteur de qualité,
expérimental ou théorique, est défini par :

f
=-— 1V-29
0= (1v-29)
ou f est la fréquence propre radiale fondamentale et Af 1’écart entre les fréquences
associées au deux points d’intersection du spectre avec la droite correspondant a la

mi-hauteur du spectre (voir Figure IV-15).
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Figure IV-15 Définition du facteur de qualité pour le calcul de la partie imaginaire du module
de Young E"

Connaissant la partie réelle du module de Young et le coefficient de Poisson du
matériau a caractériser, la procédure d’évaluation de E" consiste a faire coincider,

par une méthode de dichotomie, le facteur de qualité théorique Q, , calculé & partir

the ?
du spectre théorique (IV-26), avec le facteur de qualité expérimental Q,, mesuré sur

le spectre de vitesse purement radiale.

Disque Dj, Di,
tand (%) 3,6£0,6 2,2+0,8
Partie imaginaire E" (GPa) 0,11£0,02 0,09 +0,03

Tableau IV-5 Valeurs de tand et de la partie imaginaire du module de Young E" des

matériaux constituant les disques Di, et Du,

Les valeurs de la tangente de perte tand (rapport de la partie imaginaire et de la
partie réelle du module de Young) et de E" obtenues par cette procédure pour les
matériaux constituant les disques Di, et Di, ainsi que les précisions qui leur sont
associées sont donnés dans le Tableau IV-5. Précisons enfin que l'erreur (A(tand))
commise sur la valeur de tand a été évaluée, par dérivation numérique, a partir des

erreurs absolues commises sur E', v et Q via la formule suivante :

d(tano) N 8(tan5)Av+ 8(tan5)A
OE' (V) Lo,

!

A(tand) = 0 (IV-30)
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Vibration des plagues circulaires minces soumises a un rayonnement de micro-ondes pulsées

IV.5.2 Caractérisation géométrique

Les fréquences propres de résonance serviront dans cette partie & caractériser la
géométrie des disques et des anneaux. La procédure développée ci-dessous pourrait
étre adapté au cas des cylindres pleins et tubulaires afin de controéler leur géométrie

interne inaccessible par une mesure directe.

La Figure IV-16 représente les variations des trois premiéres fréquences de résonance
radiales d’'un disque en fonction de son rayon et pour un matériau donné.
Remarquons que les variations des fréquences propres en fonction du rayon du disque
sont des fonctions bijectives suffisamment sensibles & la géométrie. Connaissant le
matériau constitutif du disque, la combinaison des essais par micro-ondes centrées,
permettant d’extraire les fréquences propres radiales, et du modele (IV-26), qui
permet de construire les courbes de la Figure IV-16, peut donc servir & caractériser

géométriquement un disque.
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Figure IV-16 Variations des trois premiéres  Figure IV-17 Variations des trois premiéres
fréquences propres du mode radial d’un disque fréquences propres du mode radial d’un
en fonction de son rayon anneau en fonction de son rayon intérieur

La Figure IV-17 représente la variation des trois premiéres fréquences propres du
mode radial de I’anneau An, en fonction de son rayon intérieur (le rayon extérieur
étant gardé constant). L’allure décroissante de la premiére fréquence propre du mode
radial laisse penser qu’elle est liée a la rigidité globale du disque. En effet, le retrait
de la matiére du disque rend ce dernier moins rigide par rapport aux déformations

dans son plan. A linverse, la Figure IV-17 montre que les seconde et troisiéme
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fréquences propres du mode purement radial croissent quand la dimension du trou
augmente. Ces deux fréquences sont donc liées a ’épaisseur, décroissante, de I’anneau

formé par le trou circulaire.

Toutes ces observations permettent d’envisager la caractérisation géométrique d’un
anneau. Connaissant les deux premiéres fréquences de résonance expérimentales du
mode de vibration radial de ’anneau An, (14,4 kHz et 46,2 kHz), il est possible de
déterminer ses dimensions internes et externes (probléme inverse géométrique). La
Figure IV-18 montre tous les couples qui, parmi deux ensembles de dimensions
intérieures et extérieures de ’anneau, produisent des fréquences propres égales aux
deux premiéres fréquences propres du mode radial obtenues expérimentalement. Le
point d’intersection des deux iso-courbes de la Figure IV-18, désigné par le point 1 et
associé¢ & l'anneau 1 de la Figure IV-19, désigne les dimensions réelles de ’anneau
An, (R, =10,0mm et R,=31,5mm). En choisissant un autre point sur l'une des
deux iso-courbes (point 2 associé & 'anneau 2), la comparaison des spectres de vitesse
radiale des anneaux (1) et (2) sur la Figure IV-19, montre que si 'une des fréquences
propres est identique pour les deux disques, les autres fréquences ne coincident pas.
Les solutions du probleme inverse de caractérisation géométrique sont donc

uniquement les dimensions désignées par le point d’intersection (1).
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Figure IV-18 Ensemble des rayons intérieur et Figure IV-19 Comparaison des spectres de

extérieur vérifiant f,=14,4kHz et vitesse radiale de 'anneau solution (1) (An,)
f,=46,2kHz et de Uanneau (2) (R, =3,1mm et
R,=31,5mm )
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La méme procédure de caractérisation géométrique est appliquée a l’anneau An,. La
Figure IV-20 représente les courbes iso-fréquences qui correspondent aux deux
premiéres fréquences propres expérimentales du mode radial (respectivement, 10,7
kHz et 38,1 kHz). De plus, la courbe iso-fréquence associée a la troisiéme fréquence
propre est représentée afin d’observer l'utilité de celle-ci dans la caractérisation
géométrique des anneaux. La troisiéme fréquence n’étant pas accessible
expérimentalement, la valeur théorique issue du modele précédemment validé, égale a
74,5 kHz, est utilisée. Le point d’intersection des courbes de la Figure IV-20, désigné
par I’anneau (1), représente la solution du probléme inverse car il désigne des rayons
intérieur et extérieur respectivement égaux a 15,0 mm et 40,0 mm. La courbe iso-
fréquence de la troisiéme fréquence propre se confond avec la courbe associée a la

seconde fréquence propre a partir du point (1).
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Figure IV-20 Ensemble des rayons intérieur Figure IV-21 Comparaison des spectres de
et extérieur vérifiant f,=10,7kHz , vitesse radiale de 'anneau solution (1) An,
f,=881kHz et f,=74,5kHz (R, =15,0mm et R,=40,0mm ) et de

Uanneau (2) (R, =20,15mm et R, = 45,0mm )

Sur la Figure IV-21, le tracé des spectres de vitesse associés a I’anneau solution (1) et
a l'anneau (2) (R, =20,15mm et R,=45,0mm ) montre que la seconde et la troisieéme
fréquences propres coincident parfaitement mais que la premiére fréquence est décalée
par rapport a celle de la solution. L’utilité de la troisiéme fréquence propre est donc
limitée du fait de la difficulté d’y accéder expérimentalement et de la confusion des
solutions qu’elle désigne avec ceux de la seconde fréquence radiale. Nous pouvons
conclure que l'utilisation simultanée de la génération d’ondes radiales par micro-ondes

dans les anneaux et du modele (IV-20) permet de caractériser la géométrie des
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anneaux. Par ailleurs, cette procédure pourrait aussi utiliser des fréquences propres de
modes non-radiaux, en particulier si des contraintes technologiques ne permettent pas

d’exciter les structures circulaires radialement.

Enfin, les procédures de caractérisation développées ci-dessus peuvent, a priori,
s’adapter aux cas des cylindres circulaires. En effet, les modéles théoriques peuvent
facilement s’adapter & 'hypothése des déformations planes propres aux cylindres. De
plus, il est tout & fait possible de concevoir des guides d’ondes électromagnétiques
élancés et paralleles aux génératrices des cylindres a étudier, afin de se ramener a
I’hypothése d’un état plan de déformations. La démarche, une fois adaptée,
permettrait de mesurer ou de controler les propriétés du matériau constituant le
cylindre ainsi que les dimensions intérieures des cylindres creux, inaccessibles par une

mesure directe.

IV.6 Génération acoustique d’un trou circulaire dans une
plaque infinie

La technique de génération acoustique par micro-ondes pulsées pourrait étre
appliquée au controle non-destructif des structures. Afin de le vérifier, le modéle mis
en ceuvre précédemment pour 1’étude des vibrations des plaques circulaires trouées
uniformément excitées servira & modéliser la génération d’un trou circulaire dans une
plaque infinie. Le passage du cas de la plaque bornée au cas infini se fait par une

étude asymptotique du modele (IV-20).

Soit une plaque infinie constituée d’un matériau isotrope viscoélastique et contenant
un trou circulaire de rayon R,. Nous nous proposons ici de modéliser la génération
acoustique du trou dans la plaque si celle-ci est excitée par une élévation de
température brusque et uniforme. Etant donné que l’excitation est uniforme, le
déplacement dans la plaque ne peut étre que radial (indépendant de la position

angulaire dans un repére circulaire donné).

Partant de ’expression (IV-20) du champ de déplacement dans un anneau soumis a
une élévation uniforme de la température et en faisant tendre la dimension extérieure
R, vers linfini, il apparait 1’expression suivante du champ de déplacement radial

dans la plaque :

1

(k, r)+mx(h r)]

U.(r)=2(1+ v)aAT(a))( (IV-31)

e
J(Rl)_iY(Rl)
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Figure IV-22 Réponse spectrale et temporelle en vitesse d’un trou de 1 mm de rayon noyé
dans une plaque infinie et soumise a une bréve excitation thermique uniforme

Soit une plaque infinie constituée dun matériau de densité 1150kg/m’, dont le
module de Young est égal & E=(3,1+0,1i) GPa et de coefficient de Poisson égal a
v=0,39. Supposons de plus que la plaque comporte un trou circulaire de rayon
R =1mm. Si la structure est soumise a une élévation de température d’une durée de
1 us, a partir de l'instant =1 us, alors la frontiére du trou subit un déplacement.
L’équation (IV-31) a servi a calculer le spectre de vitesse, donné sur la Figure IV-22,
associé¢ au déplacement de la frontiére du trou (r=R ). La transformation de Fourier
inverse de la réponse spectrale permet de déduire la réponse temporelle du trou
représentée sur la Figure IV-22. Apreés le déplacement forcé durant la durée du
chauffage, la frontiére du trou effectue une breve oscillation, d’une durée de 10 us

environ, avant que le mouvement soit totalement amorti.
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Figure IV-23 Réponse temporelle en vitesse d’un trou de 1 mm de rayon noyé dans une plaque
infinie et soumise a des excitations thermiques répétées a une fréquence de 110 kHz
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Figure IV-24 Réponse temporelle en vitesse Figure IV-25 Réponse spectrale d’un trou
d’un trou contenu dans une plaque infinie et contenu dans une plaque infinie et soumise a
soumise & une excitation thermique uniforme une excitation thermique uniforme

Malgré la présence d’une fréquence principale (définie ici comme étant la fréquence
pour laquelle la composante spectrale prend une valeur maximale) dans le spectre de
vitesse du trou égale a 110 kHz, ’absence d’oscillations prononcées et durables dans
le signal temporel représenté sur la Figure IV-22 laisse penser qu’il n’est pas possible
de mettre en résonance un trou plongé dans une plaque infinie. En effet, ’excitation

répétée du trou a l’aide de cinq sollicitations thermiques a la fréquence de 110 kHz
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provoque la réponse temporelle représentée sur la Figure IV-23. Les oscillations
représentées sur cette figure correspondent aux différentes excitations thermiques que
subit le trou. Par conséquent, la mise en résonance d’un trou dans une plaque infinie
est impossible. Il est cependant intéressant d’observer l'effet de la géométrie sur la
réponse acoustique dun trou a une bréeve excitation thermique. La Figure IV-24
montre la superposition des réponses temporelles de deux trous de rayons
respectivement égaux & 1 mm et 10 mm. A la comparaison de ces deux réponses, il
apparait que la durée de la réponse en vitesse (temps pendant lequel la frontiére du
trou est mobile) du grand trou est beaucoup plus grande que celle du trou de taille
réduite. Cette observation est vérifiee sur la Figure IV-25 qui représente la
superposition des spectres associés aux réponses temporelles des deux trous. La
fréquence principale qui apparait dans les spectres correspond donc a la durée de la

réponse qui est elle-méme liée & la dimension du trou.

120 -

Fréquence principale (kHz)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rayon du trou (mm)

Figure IV-26 Variation de la fréquence principale en fonction du rayon d’un trou dans une
plaque infinie

La Figure IV-26 met en lumiére la forte sensibilité de la fréquence principale du
spectre de réponse, définie plus haut sur la Figure IV-22, par rapport a la dimension
du trou circulaire dans la plaque. Cette dépendance laisse envisager de futurs
développements de la méthode de génération acoustique par micro-ondes pour
I'identification et la caractérisation des défauts circulaires dans les plaques. La
présente application théorique et prospective nécessite toutefois une validation
expérimentale avant d’étre adaptée a des cas concrets de contrdle non-destructif afin
de tenir compte de la non-uniformité de la génération acoustique et des éventuelles

réflexions d’ondes acoustiques sur les parois des structures bornées inspectées. Il est
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enfin possible d’étendre 1’étude de la génération acoustique d’un trou au cas d’une
bulle sphérique immergée dans un milieu infini excité thermiquement de maniére
uniforme. Ce développement permettrait d’envisager ’application de la technique de

génération par micro-ondes pulsées au controle des structures tridimensionnelles.

IV.7 Conclusions

La vibration des plaques circulaires, constituées dun matériau isotrope et
viscoélastique linéaire, soumises & un rayonnement de micro-ondes pulsées a été
étudiée au cours de ce travail. Des modéles analytiques et semi-analytiques ont été
développés pour le calcul respectif du champ de déplacement radial et des fréquences
propres de vibration des plaques minces circulaires selon qu’il s’agisse d’une
excitation micro-ondes axisymétrique ou dissymétrique. La comparaison des spectres
de vitesse radiale et des fréquences propres calculés par les modeéles avec ceux qui on
été obtenus numériquement, par la méthode des éléments finis, et expérimentalement
a permis de valider la modélisation. D’un point de vue expérimental, il a été montré
que l'utilisation de ’excitation micro-ondes permet d’accéder & une riche gamme de
fréequences propres des plaques circulaires (pleines ou trouées). Ces fréquences,
calculées avec une bonne précision par le modéle semi-analytique, peuvent étre
identifiées théoriquement en se référant aux fréquences propres du mode radial

obtenues par une excitation axisymétrique.

Il a été montré que ’association de la technique de génération acoustique par micro-
ondes aux modeéles développés pouvait servir a résoudre les problémes inverses de
caractérisation mécanique et géométrique des disques et des anneaux de maniére non-
destructive et sans contact. La caractérisation mécanique nécessite toutefois un choix
judicieux des fréquences a exploiter afin d’obtenir une solution unique et précise au
probléme inverse. La possibilité qu’offre la technique de génération par micro-ondes
d’exciter, de maniere pure, le mode radial de vibration dans les disques est treés
importante dans l’identification des fréquences associées & ce mode propre. Cette
identification sert de plus & repérer précisément les fréquences associées & des modes
propres de distorsion dans le plan de la plaque. D’autre part, il est apparu, durant la
résolution du probléme de caractérisation des matériaux isotropes, que le rapport des
fréquences choisies dans la présente étude ne dépendait que du coefficient de Poisson,
indépendamment de la géométrie et de la rigidité du matériau. L’explication
théorique de cette observation nécessite un futur travail d’investigation. Par ailleurs,

dans le chapitre suivant, nous appliquerons la méthode d’évaluation des propriétés
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mécaniques développée ici & 1’étude de l'influence de ’humidité sur les propriétés

mécaniques des bétons.
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Figure IV-27 Spectre expérimental de vitesse Figure IV-28 Spectre expérimental de vitesse
radiale o la résonance du cylindre en PVC du cylindre en PVC pour une excitation
impulsionnelle par micro-ondes

La technique d’évaluation non-destructive développée dans le présent travail pourrait
prendre tout son intérét en l'appliquant aux cylindres circulaires et, en particulier,
creux. En effet, comme il a été mentionné plus haut, la résolution des problémes
direct et inverse développée pour le cas des plaques est facilement transposable au cas
des cylindres circulaires infinis. Expérimentalement, il a été possible de générer la
vibration d’un cylindre peu élancé (R =10,0mm et H =30,0mm ) par micro-ondes
pulsées en utilisant le guide d’onde rectangulaire et en orientant son grand coté
parallelement a la génératrice du cylindre testé. La Figure IV-27 et la Figure IV-28
montrent respectivement le spectre de résonance du cylindre en mode propre radial et
sa réponse a une excitation micro-ondes impulsionnelle. La géométrie du cylindre
testé expérimentalement ne permet pas de supposer un état plan de déformation dans
loptique de modéliser son comportement & 1’aide du modele développé ci-dessus (a
condition d’adapter la modélisation). Néanmoins, l'intérét de cet essai expérimental
réside dans le fait qu’il montre la faisabilité de I’excitation d’une structure
cylindrique, ici circulaire, & l'aide de la technique de génération acoustique par micro-
ondes de maniére thermoélastique. L’association de la méthode d’excitation par
micro-ondes au modele adapté aux cylindres circulaires pourrait constituer un
procédé de controle ou d’évaluation non-destructifs (CND, END) des dimensions

intérieures et des propriétés matérielles des cylindres tubulaires tres présents dans
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I'industrie. Enfin, & la lumiére des développements précédents, il est possible
d’envisager l’extension de la méthode de caractérisation basée sur les fréquences
propres des plaques minces circulaires au cas des matériaux anisotropes dans le plan
de vibration. Cette extension nécessite la généralisation du modéle théorique au cas
des matériaux anisotropes. Une telle évolution ouvrirait a la méthode de
caractérisation mécanique des matériaux par micro-ondes pulsées la voie a une large

gamme d’applications industrielles.
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V Etude de I'influence de ’humidité sur les
propriétés mécaniques des bétons par la
technique de génération acoustique par
micro-ondes

Résumeé

L’objectif de ce chapitre est d’étudier, par la technique de génération acoustique par micro-
ondes pulsées, l'influence de I’humidité sur les propriétés mécaniques des bétons. La méthode
de caractérisation mise en ceuvre au chapitre IV, basée sur les fréquences propres et les
spectres de vitesse radiale expérimentaux et théoriques des plaques circulaires minces, sert ici
a déterminer 1’évolution du coefficient de Poisson et des parties réelle et imaginaire du
module de Young en fonction de la teneur en eau de disques en béton. La forte dépendance
des propriétés mécaniques vis-a-vis de I’humidité des échantillons testés est mise en lumiére
et interprétée.
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V.1 Introduction

Les fréquences propres de vibration d’une structure donnée dépendent de sa
géométrie et des propriétés mécaniques des matériaux qui la composent. Par ailleurs,
de par son mode de fabrication et sa composition, il est bien connu que le béton
présente des porosités qui permettent a l'eau de linfiltrer. La connaissance de
I'influence de I’humidité sur les propriétés mécaniques des bétons ainsi que son
évaluation, sont donc deux aspects importants pour la conception de ce matériau de
construction et pour sa bonne tenue durant sa durée de vie [V-1]. Etant données les
variations que subissent les propriétés matérielles sous l'effet de I'humidité, les
fréquences propres de résonance doivent aussi présenter une dépendance vis-a-vis de
la teneur en eau. La présente étude utilise cette dépendance dans le but d’étudier, au
moyen de la technique de génération acoustique par micro-ondes pulsées dans les
matériaux, linfluence de I’humidité sur les propriétés mécaniques du béton. La
méthode de caractérisation développée au chapitre IV, qui se base sur les fréquences
propres de vibration des disques, est ici appliquée a des échantillons en béton sous
forme de plaques circulaires minces. La démarche adoptée pour I'étude de l'influence
de l’humidité sur les propriétés du béton allie expérimentation et théorie. Les
évolutions de la fréquence propre f du mode propre radial et de la fréquence f, du
mode de distorsion dans le plan (défini au chapitre IV) sont mesurées en fonction de
la teneur en eau du matériau afin de résoudre, séquentiellement, les problémes
inverses associés de caractérisation. Cette résolution (voir §IV.5) fournit le module de
Young réel, le coefficient de Poisson et la partie imaginaire du module de Young liée
a l'atténuation du béton. L’applicabilité de la méthode de caractérisation sur des
échantillons en béton sera d’abord abordée en vérifiant, d’'une part, la possibilité de
générer par micro-ondes des vibrations dans les bétons et, d’autre part, la validité de
I’hypothése d’un état plan de contraintes pour les échantillons étudiés. Enfin, apres le
mode opératoire, les mesures expérimentales et les résultats de la caractérisation
seront présentés, commentés et interprétés dans le cas des deux disques en béton

étudiés expérimentalement.

V.2 Génération acoustique dans les bétons et applicabilité
de la méthode d’évaluation

Une étude expérimentale préliminaire a d’abord été effectuée afin de vérifier la
possibilité de générer des vibrations acoustiques dans des disques en béton a 1’aide de

la technique d’excitation par micro-ondes pulsées. Le test a porté sur un disque en
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béton, de propriétés mécaniques a priori inconnues, dont les grandes dimensions
permettaient d’utiliser un accélérométre au contact pour mesurer sa réponse
vibratoire. La réponse du disque n’étant pas affectée par la présence de
laccéléromeétre (sa masse n’est que de 0,65g), les mesures ne sont pas altérées par
I’appareil de mesure. Le spectre de vitesse obtenu pour une excitation breve et
centrée au centre du disque en béton testé est donné sur la Figure V-1. De méme le
spectre de réponse du disque & une excitation décentrée est représenté sur la Figure
V-2. De ces deux spectres expérimentaux, il apparait clairement qu’il est possible de
générer par micro-ondes la vibration d’un disque en béton. De méme que pour les
plaques circulaires traitées au chapitre IV, il est possible d’exciter le mode de
vibration purement radial, de fréquence f sur la Figure V-1, en positionnant le guide
d’ondes électromagnétiques au centre du disque. La Figure V-2 montre d’autre part
que le mode de vibration en distorsion dans le plan, identifié par sa fréquence propre
f,, apparait clairement sur le spectre de réponse de I’échantillon (en effet, quand la
source d’excitation est placée en face du point de mesure, la fréquence f, apparait

juste avant la fréquence du mode purement radial).
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Figure V-1 Spectre de vitesse expérimental Figure V-2 Spectre de vitesse expérimental
obtenu en centrant la source micro-ondes obtenu en décentrant la source micro-ondes
(mode purement radial) (fréquences f. et f,)

Expérimentalement, 1'utilisation de la technique de génération par micro-ondes pour
I’étude des vibrations des disques en bétons est donc possible. Néanmoins, avant
d’envisager la résolution du probléme inverse d’évaluation, il est nécessaire de vérifier
I’applicabilité du modeéle de prédiction des vibrations des disques minces développés

au chapitre IV. D’un point de vue macroscopique et tenant compte des longueurs

V-4
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d’ondes acoustiques dans les disques vibrants, le béton peut étre vu comme étant
homogeéne et isotrope. De plus, étant donnés les faibles déplacements dans le béton
durant la vibration, nous ferons 'hypothése des petites déformations et considérerons
le matériau comme étant viscoélastique linéaire. Enfin, du fait que les diameétres des
disques en béton testés sont beaucoup plus grands que leurs épaisseurs, voir §V.3,
I’hypothése d’'un état plan de contraintes est tout & fait applicable pour la

modélisation de la vibration dans le plan des disques en béton testés.

V.3 Echantillons étudiés et mode opératoire

Les deux disques en béton étudiés, dénommés Béton A et Béton B et dont les
photographies respectives sont données sur la Figure V-3 et la Figure V-4,
proviennent du Laboratoire Central des Ponts et Chaussées (LCPC) de Nantes. Les
deux disques sont constitués de bétons de natures différentes mais dont les matériaux
constitutifs ainsi que leurs dosages sont inconnus. Toutefois, I'observation visuelle des
échantillons révele que le disque Béton B est a priori plus poreux que 1’échantillon

Béton A (cette observation sera confirmée dans la suite de ’étude, voir §V.4)

Figure V-3 Photographie du disque constitué Figure V-4 Photographie du disque constitué
du Béton A du Béton B

Afin d’atteindre rapidement 1’état de saturation en eau dans les bétons étudiés, les
échantillons ont été immergés dans de 'eau contenue dans une cloche étanche qui a
été mise sous vide a l’aide d’une pompe a air. L’air contenu dans les bétons étant
ainsi extrait, I’eau a pu rapidement réoccuper les porosités présentes dans les disques.

A la stabilisation des masses des échantillons A et B (saturation en eau atteinte au
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bout de 72 heures d’immersion), la procédure de séchage (accéléré au sein d’une étuve
a des températures allant de 60°C a 100°C) et de mesure séquentielle des fréquences

propres des disques a pu débuter.

Les caractéristiques géométriques ainsi que les masses séches et a saturation des deux
échantillons sont données dans le Tableau V-1. Il est a noter, pour la justification de
I’hypothése d'un état plan de contraintes, que les rapports entre les diameétres et les
épaisseurs des disques en béton sont ici au moins égaux a 12 alors qu’ils sont égaux a

environ 10 dans le cas des disques en résine époxy étudiés au chapitre IV.

Béton Rayon Epaisseur Masse seche Masse a saturation
Béton A 73,8 mm 11,4 mm 4433 g 4610 g
Béton B 79,8 mm 13,4 mm 593.,5 g 633,1 g

Tableau V-1 Dimensions et masses séches et a saturation des disques A et B
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Figure V-5 Vitesse de déplacement sur la frontiére d’un disque en béton mesurée par Laser
(sans contact) (a) réponse impulsionnelle temporelle, (b) réponse impulsionnelle spectrale
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Figure V-6 Vitesse de déplacement sur la frontiére d’un disque en béton mesurée par un
accélérométre (au contact) (a) réponse impulsionnelle temporelle, (b) réponse impulsionnelle
spectrale

Le dispositif expérimental utilisé dans le cadre de cette étude (voir §I1.3) permet de
choisir entre une mesure des déplacements (ou des vitesses) par laser, en vélocimétrie
sans contact, ou a l'aide d’un accélérométre au contact. La comparaison des réponses
expérimentales temporelles et spectrales de la vitesse mesurée par Laser et a 1’aide de
I’accélérometre, données respectivement sur les figures Figure V-5 et Figure V-6,
montre clairement que les mesures au contact sont moins bruitées que les mesures
effectuées par Laser interférométrique. Par ailleurs, afin d’obtenir par les deux
méthodes de mesure un rapport signal sur bruit comparable, le nombre d’acquisitions
nécessaires est 1000 fois plus important pour une mesure par Laser qu’en utilisant
I’accélérometre. Le gain potentiel en précision et la diminution du temps d’acquisition
en utilisant 'accélérométre ont motivé 1'utilisation des deux méthodes de mesure afin
de les comparer. Les vibrations du disque A ont été mesurées expérimentalement par
Laser sans contact alors que pour le disque B les mesures ont été effectuées a 1’'aide

de ’accéléromeétre au contact.

Avant de présenter les résultats des mesures et les solutions des problémes inverses,
rappelons que I’évaluation de la partie réelle du module de Young et du coefficient de
Poisson d’un matériau donné consiste a rechercher le couple (E', v) qui fait coincider
les valeurs théoriques de f et f /f (voir §IV.5) avec leurs valeurs expérimentales
respectives (représentées sur la Figure V-1 et la Figure V-2) [V-2]. D’autre part,
I’atténuation des ondes mécaniques dans le matériau est déterminée en recherchant la

valeur de la partie imaginaire du module de Young E" qui fait coincider le facteur de
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qualité théorique Q,, (obtenu a partir du spectre théorique) avec le facteur de qualité
expérimental Q calculé sur le spectre de vitesse purement radiale de la maniere

suivante (voir Figure V-1):

0-2 (v-1)

V.4 Résultats et interprétations

V.41 Béton A

La Figure V-7 et la Figure V-8 représentent les évolutions de la fréquence f du
mode propre radial et du rapport des fréquences f,/f. en fonction de la teneur en eau
massique du Béton A. La variation de la teneur en eau de 0% a 4,2% provoque une
augmentation de 14,0% de la fréquence f et une diminution de 3,2% du rapport
f./f.. Ces variations sont mesurables expérimentalement et permettent d’envisager
I’étude de la variation des coefficients mécaniques en fonction de I’humidité des
bétons en résolvant, pour chaque point de mesure, le probleme inverse de

caractérisation par la méthode développée au §IV.5 du chapitre précédent.
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La Figure V-9 montre la variation croissante du coefficient de Poisson en fonction de
la teneur en eau du Béton A. Le coefficient de Poisson commence par croitre
rapidement avec I’humidité du béton quand celle-ci est faible avant de se stabiliser au
voisinage de l’état de saturation en eau. L’augmentation globale du coefficient de
Poisson entre les deux états extrémes (sec et saturé) est de 20,1%. Par ailleurs,
compte tenu de lerreur expérimentale commise sur les fréquences de résonance (égale
a +0,10 kHz), lerreur relative commise sur le coefficient de Poisson, égale au

maximum a 4,3% (£0,01 en erreur absolue), est satisfaisante.

Le calcul de la partie réelle du module de Young E' pour chaque état d’humidité a
permis de tracer la courbe de la Figure V-10. Cette courbe met en évidence la forte
augmentation du module de Young, égale a 29,0%, entre 1’état sec et saturé du béton.
Tenant compte de l'imprécision sur les fréquences mesurées et sur le coefficient de
Poisson, l'erreur relative maximale qui affecte les rigidités calculées n’est que de 0,8%
(0,27 GPa en erreur absolue). Par ailleurs, la décroissance de la rigidité apparente en
fonction de ’humidité du béton que l’on observe ici est cohérente avec des études

faites a I'aide de techniques ultrasonores [V-3].

L’augmentation de la rigidité apparente du béton (module de Young et coefficient de
Poisson) avec la teneur en eau est expliquée par le fait que l’eau présente dans les
porosités contribue a la transmission des efforts et des déformations au squelette
solide. La présence de 1’eau a pour conséquence d’augmenter la vitesse de propagation

des ondes élastiques dans le béton (traduite par 'augmentation du module de Young)
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et, en supposant que le fluide est incompressible, d’accroitre la déformation latérale
du matériau par rapport a une direction de sollicitation donnée (accroissement du
coefficient de Poisson). Il est intéressant de noter que dans un matériau comme le
bois, du fait de la constitution fibreuse de sa microstructure, ’humidité a pour effet

de diminuer la rigidité apparente du matériau [V-4].
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Enfin, la Figure V-12 représente la variation de la tangente de perte, donnée par
I’équation (V-2), en fonction de I'humidité du béton. Cette courbe a été directement
déduite de la courbe de la Figure V-11 qui correle le coefficient de qualité des spectres
de vitesse radiale a la teneur en eau du matériau.

"

E

tan(d) = z (V-2)
L’augmentation globale de 200% de la tangente de perte du Béton A que l'on
constate sur la Figure V-12 (avec une erreur relative moyenne égale a 8%) est
associée & une augmentation de 290% de la partie imaginaire du module de Young.
Plus les porosités sont saturées en eau, plus l'atténuation globale des ondes
mécaniques dans le matériau augmente. En effet, I'impédance de l’eau étant plus
importante que celle de 'air, les porosités saturées en eau contribuent de fagon plus
importante & 'augmentation de 'atténuation globale du matériau que dans le cas de

porosités non-saturées.
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V.4.2 Béton B

Les mesures de la fréquence propre radiale f. et du rapport des fréquences f,/f. en
fonction de la teneur en eau du béton B sont respectivement données sur la Figure
V-13 et la Figure V-14. Il est remarquable que la teneur en eau qu’atteint le Béton B
a la saturation (6,6%) est plus élevée que pour le Béton A. Ceci confirme donc

I’observation visuelle selon laquelle I’échantillon B paraissait plus poreux (§V.3).
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Les allures de ces graphes sont analogues a ceux qui ont été obtenus dans le cas du
Béton A mais A partir 1,2% de teneur en eau, les mesures deviennent moins réguliéres
et précises. En effet, la courbe Figure V-13 représentative de 1’évolution de la
fréquence f. présente un lobe entre 0% et 1,2% de teneur en eau. Quant aux rapports
des fréquences f /f , il apparait entre 0% et 1,2% des fluctuations de l'ordre de
grandeur de D’évolution globale du rapport entre les états sec et saturé. Cette
instabilité trouve son explication dans le mode opératoire choisi pour mener ’étude
expérimentale. Les mesures ont été effectuées a partir d’un état saturé (teneur en eau
maximale sur les graphes) et, dans le but d’accélérer le processus expérimental, le
séchage des échantillons a été forcé a l'aide d’une étuve au fur et & mesure que la
vitesse d’évaporation de l’eau diminuait. En effet, aprés 1’évacuation de ’eau
contenue au voisinage de la surface, ’évaporation naturelle de celle qui est contenue
dans le coeur de I’échantillon est plus lente. L’exposition a de fortes températures

(jusqu’a 100°C) durant des heures a pu provoquer des contraintes internes
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importantes qui, a leurs tours, ont pu engendrer des microfissures au sein du
matériau. Afin de vérifier cette hypothése, ’échantillon a été immergé une seconde
fois afin de le recharger en eau jusqu’a une teneur de 6%, puis les mémes mesures de
fréquences que précédemment ont été effectuées pour trois teneurs en eau. Les
résultats de ces mesures effectuées «apres séchage» et représentées sur la Figure V-13
et la Figure V-14, ne coincident pas avec les mesures préalablement faites. Ceci
conforte 'hypothése d’endommagement du Béton B du fait de son exposition a de
fortes températures. Le béton étant un matériau hétérogéne (contenant des agrégats
et un liant), une température élevée provoque de forts gradients de déplacement et,
par suite, des contraintes internes élevées qui conduisent finalement & la fissuration

du milieu.

Contrairement au Béton A, le Béton B, de part sa composition physico-chimique, n’a
pas résisté a la température. Le séchage du béton en vu d’évaluer I’évolution des ses
propriétés en fonction de I’humidité nécessite donc de limiter la température
maximale que le matériau atteint. Néanmoins, vu que l'effet de la température sur la
microstructure du Béton B ne se manifeste qu’a 1,2% de teneur en eau, il a été tout
de méme possible d’évaluer correctement les propriétés mécaniques du béton en se
basant sur les données expérimentales «saines» obtenues avant d’atteindre la limite
de 1,2% d’humidité. Les résultats des calculs obtenus au-dela de cette limite ne seront
donnés que pour observer leffet de l’endommagement sur la dépendance des

propriétés mécaniques vis-a-vis de I’humidité dans les bétons.
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Les graphes représentant la variation du coefficient de Poisson et du module de
Young en fonction de I'’humidité du Béton B sont respectivement donnés sur la
Figure V-15 et la Figure V-16. La variation des propriétés E' et v en fonction de
I’humidité du Béton B sont comparables aux allures obtenues dans le cas du Béton A
et représentées sur la Figure V-9 et la Figure V-10. Entre 1,2% et 6,6% de teneur en
eau massique, le coefficient de Poisson et le module de Young du Béton B croissent
respectivement de 50% et 22%. Toutefois, 'effet de la microfissuration est visible sur
le comportement de chacune des deux propriétés mécaniques a partir de 1,2% de
teneur en eau. Comme pour le Béton A, 'augmentation du module de Young refléte
I’accroissement de la rigidité apparente du fait de la présence d’eau dans les porosités.
Par ailleurs, la forte augmentation du coefficient de poisson pourrait s’expliquer par
la porosité élevée du Béton A. En effet, la présence d’eau dans les porosités du béton
tend a répartir de maniére plus importante les contraintes internes dans le matériau,
a augmenter les déformations latérales de celui-ci et, par suite, d’accroitre le
coefficient de Poisson global. Remarquons enfin que les erreurs relatives commises sur
le coefficient de Poisson et le module de Young du Béton B, respectivement égales a
3.9% et 1%, sont trés proches des erreurs commises dans le cas du Béton A. Ceci
montre donc la reproductibilité de ’erreur expérimentale commise durant 1’évaluation

des propriétés mécaniques par la technique de génération acoustique par micro-ondes

pulsées.
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Chapitre V

En se basant sur le facteur de qualité mesuré expérimentalement sur les spectres de
vitesse radiale (dont la variation en fonction de la teneur en eau du béton est
représentée sur la Figure V-17), il a été possible d’évaluer la variation de la partie
imaginaire du module de Young en fonction de 'humidité du matériau. L’effet de
I’endommagement du béton est 14 aussi visible sur ’allure du facteur de qualité par
une discontinuité brusque du graphique de la Figure V-17 au voisinage de 1,2% de
teneur en eau. La variation décroissante de la tangente de perte tan(d) en fonction de
la teneur en eau du Béton B, représentée sur la Figure V-18, est semblable a celle que
I’on observe dans le cas du Béton A. Néanmoins, il apparait sur la Figure V-18 que
I’évaluation de ’atténuation du Béton B est assez imprécise (les intervalles d’erreurs
correspondants n’ont donc pas été calculés). Cette imprécision est certainement due
aux erreurs commises sur E' et v cumulées & celles qui sont faites sur le facteur de
qualité, a la nature fortement poreuse du Béton B (’atténuation se comporte alors de
maniére irréguliere en fonction de la teneur en eau) et, potentiellement, a sa
constitution physico-chimique. Il est tout de méme intéressant de noter que
I’atténuation du béton augmente avec ’humidité pour les mémes raisons que celles
qui ont été avancées dans le cas du Béton A. Enfin, il est remarquable que
I'utilisation de ’accélérométre au contact des échantillons en béton étudiés a permis
d’obtenir des valeurs cohérentes et aussi précises que ceux qui ont été obtenus pour le
Béton A (a partir de mesures effectuées par Laser). Les deux méthodes sont donc
équivalentes avec, toutefois, un gain en temps d’acquisition et en précision en

utilisant 1’accélérométre.

V.5 Conclusions

La technique de génération acoustique par micro-ondes couplée & la méthode de
caractérisation basée sur les fréquences propres et la réponse radiale des plaques
minces circulaires ont permis d’étudier et de quantifier l'effet de 'humidité sur les
propriétés mécaniques des bétons. Il a été constaté que l'infiltration de ’eau dans un
béton augmente significativement son coefficient de Poisson et sa rigidité apparente.
D’autre part il a été montré que ’humidité tend a augmenter ’atténuation des ondes
dans le béton. La méthode de caractérisation des disques en béton présente les
avantages d’étre globalement précise et d’avoir, sous certaines conditions, une erreur

d’évaluation reproductible d’un échantillon a un autre.

La présente étude a par ailleurs permis de mettre en lumiére des spécificités propres
aux bétons. En effet, du fait de sa nature hétérogéne, le béton est fortement

vulnérable aux températures élevées et il est important de limiter la température
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d’exposition de 1’échantillon afin d’éviter de 'endommager. Par ailleurs, il a été
constaté que 1’évaluation de I’atténuation acoustique dans un béton, en se basant sur
le facteur de qualité du spectre de vitesse radiale, est dépendante de la nature
physico-chimique de 1’échantillon ainsi que de sa porosité. Ce dernier point

nécessiterait donc une étude complémentaire plus globale.

Dans la suite, il serait intéressant de comparer les caractéristiques mesurées a des
fréquences d’environ 15kHz a celles que 'on obtiendrait par des essais statiques &
I'aide de dispositifs d’essais classiques. Dans ce dernier cas, il est en effet possible
d’obtenir des valeurs et des évolutions des propriétés mécaniques du béton en
fonction de sa teneur en eau différentes de celles que 'on observe dans la présente

étude.
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Chapitre VI

La technique de génération acoustique dans les matériaux et les structures par micro-
ondes pulsées a servi a 1’étude de différents problémes dans le but de faire de cette
méthode originale un procédé d’évaluation et/ou de controle non-destructifs. La
compréhension des phénomeénes acoustiques générés dans les structures étudiées par
des radiations de micro-ondes pulsées a nécessité de développer des modéles
analytiques capables de prédire les réponses acoustiques de ces structures. Etant
donnée la longueur d’onde électromagnétique centimétrique des radiations micro-
ondes et leur absorption volumique par les matériaux étudiés, les comportements
acoustiques observés expérimentalement et modélisés théoriquement ont été, tout au
long de cette étude, de type vibratoire. Une autre spécificité de ’excitation micro-
ondes, telle que mise en oeuvre dans le montage expérimental actuel, est la
répartition spatiale inconnue du champ électromagnétique en dehors des guides
d’ondes électromagnétiques utilisés. Ces particularités ont orienté le travail de
modélisation théorique afin de traduire correctement les comportements vibratoires
des structures étudiées et de permettre la validation expérimentale. Dans tous les
modeles développés, la prise en compte de ’excitation micro-ondes s’est donc faite via
un terme source thermique intervenant dans les équations différentielles du
mouvement en y assurant un couplage thermoélastique. Par ailleurs, le
développement de modeéles analytiques s’est accompagné par la mise en oeuvre d’une
modélisation des vibrations par la méthode des éléments finis. Cette modélisation
numérique a servi d’une part comme «expérimentation numérique» permettant de
valider préalablement la modélisation analytique avant la fabrication des échantillons
et la validation expérimentale proprement dite et, d’autre part, a comparer la
précision et la vitesse de calcul des résolutions numériques et analytiques.
Expérimentalement, par rapport aux techniques vibratoires classiques (par impact
mécanique ou excitateur électro-dynamique), la génération par micro-ondes présente
I’avantage d’étre tres reproductible et sans contact. De plus, elle permet d’exciter des
modes purs difficiles & exciter de fagon isolée avec les autres techniques. Dans le cas
des disques, par exemple, nous avons montré qu’il est possible et facile d’exciter

uniquement les modes purement radiaux.

L’application de la méthode de génération acoustique par micro-ondes a l’évaluation
non-destructive a porté sur la caractérisation des propriétés mécaniques de matériaux
diélectriques de type piézoélectriques ou viscoélastiques isotropes, et sur la
caractérisation géométrique de structures planes finies de type plaques pleines ou

trouées.

La modélisation de la vibration de barreaux unidimensionnels de céramique
piézoélectrique PZT sous leffet d’une excitation électrique ou thermique par la

méthode des vecteurs d’état, combinée aux résultats de 1’étude expérimentale réalisée

VI-2



Conclusions et perspectives

a l’'aide du générateur de micro-ondes et d’un générateur de tensions, a permis
d’établir la nature thermoélastique de la génération par micro-ondes pulsées dans les
céramiques piézoélectriques. En effet, il a été montré, par un raisonnement alliant
modélisation et expérimentation, que la composante électrique du champ
¢lectromagnétique qui compose les micro-ondes n’est pas a l'origine de la génération
acoustique dans les céramiques piézoélectriques. De plus, un raisonnement identique a
servi & montrer que leffet pyroélectrique, susceptible d’apparaitre dans une
céramique ferroélectrique sous leffet d’'un réchauffement, n’intervient pas dans le
phénoméne de génération acoustique par micro-ondes dans les céramiques testées
expérimentalement. Par ailleurs, en se basant sur les fréquences propres de résonance
des barreaux piézoélectriques prédites par le modéle sous différentes conditions
électriques aux limites, il a été possible de procéder a 1’évaluation des propriétés
mécaniques, électromécaniques et électriques de céramiques PZT de maniére précise
et en adéquation avec les données fournies par les fabricants des composants
piézoélectriques. Cette méthode de caractérisation pourrait d’ailleurs s’étendre au cas
des plaques piézoélectriques se déformant dans le plan en exploitant le modeéle

analytique mis en oeuvre pour 1’étude des plaques minces circulaires.

L’approche qui consiste a évaluer les propriétés mécaniques et/ou électro-mécaniques
des matériaux de structures unidimensionnelles en se basant sur leurs fréquences
propres de vibration a par la suite été étendue aux cas des plaques minces
bidimensionnelles constituées de matériaux isotropes, homogenes et viscoélastiques.
Pour ce faire, les vibrations dans le plan de plaques minces de formes circulaires et

elliptiques (pleines ou trouées) soumises & une excitation thermoélastique ont été

modélisées.

En supposant un état plan de contraintes, I’équation différentielle de Navier qui régit
le mouvement des plaques minces dans leurs plans a été établie en écriture tensorielle.
Cette équation a ensuite été projetée sur des repéres cylindriques elliptiques et
circulaires afin de modéliser les vibrations dans le plan de plaques minces elliptiques
et circulaires. Dans les deux cas, la décomposition de Helmholtz du champ de
déplacement en parties dérivant de potentiels a permis d’obtenir les équations
d’ondes des potentiels et, selon qu’il s’agisse d’'une plaque elliptique ou circulaire, de
les résoudre au moyen de séries infinies de fonctions de Mathieu radiales et angulaires
ou de fonctions trigonométriques et de Bessel. Bien que les plaques circulaires
puissent étre considérées comme des cas particuliers de plaques elliptiques ayant une
excentricité nulle, il a été choisi d’effectuer une modélisation spécifique pour les
plaques circulaires. En effet, les solutions analytiques dans ce cas font intervenir les
fonctions trigonométriques et de Bessel plus communément utilisées que les fonctions

de Mathieu propres au cas des ellipses. En supposant un champ d’excitation uniforme
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et en tenant compte des conditions mécaniques aux limites des plaques modélisées, les
champs de déplacement dans les plaques elliptiques et circulaires on été calculés et
validés par comparaison avec les mesures expérimentales obtenues sur des plaques en
résine époxy excitées par micro-ondes pulsées. Dans le cas des plaques circulaires, il a
été de plus possible de prédire analytiquement, et de maniére satisfaisante, un
ensemble important de fréquences propres de vibration. Toutefois, des problémes
numeériques se sont posés pour la prédiction précise du champ de déplacement dans
les plaques elliptiques trouées soumises a une excitation thermoélastique uniforme et
pour le calcul complet des fréquences propres de vibration des plaques elliptiques
pleines ou trouées (algorithme d’inversion matricielle non adapté a des matrices de
tailles importantes et mal conditionnées). Le contournement de ces difficultés
nécessite d’adapter la méthode de résolution numérique en utilisant une procédure
d’inversion matricielle plus performante ou en se servant d’algorithmes d’optimisation

adaptés a l'inversion matricielle exprimée au sens des moindres carrés.

Les mesures expérimentales et les calculs théoriques des fréquences propres de
vibration des plaques minces circulaires, ainsi que de leurs réponses en mode de
vibration purement radial, ont servi a la résolution du probléme inverse d’évaluation
des caractéristiques mécaniques des matériaux. Une méthode de caractérisation a
ainsi été mise en oeuvre permettant d’évaluer la rigidité dun matériau isotrope, a
travers son module de Young et son coefficient de Poisson, mais aussi ’atténuation
des ondes mécaniques qui s’y propagent. Cette méthode de caractérisation a par la
suite permis I’étude de l'influence de I'humidité sur les propriétés mécaniques des
bétons en révélant une forte dépendance des caractéristiques de ces derniers par
rapport a la teneur en eau du matériau. Contrairement aux méthodes de
caractérisation par ondes ultrasonores propagatives, cette procédure présente
I’avantage de permettre la caractérisation des matériaux non-conducteurs sur des
gammes de fréquences basses et peut donc étre considérée comme étant

complémentaire des méthodes ultrasonores a hautes fréquences.

La modélisation des vibrations des plaques elliptiques a été exploitée pour 1’étude de
I'influence d’une faible ellipticité dans disque un plein pseudo-circulaire sur sa réponse
vibratoire. D’un point de vue géométrique, une méthode basée sur les fréquences
propres du mode de vibration purement radial a été proposée pour l’évaluation des
dimensions des plaques circulaires trouées. L’application de la méme procédure au cas
des plaques elliptiques trouées est envisageable a condition d’adapter les méthodes de
résolution numérique utilisées pour la résolution du probléme direct et de pouvoir
identifier les fréquences propres associées a des mémes modes durant la procédure de

caractérisation.
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Contrairement a la caractérisation mécanique des matériaux constituant les plaques,
la méthode d’évaluation des caractéristiques géométriques des plaques circulaires et
elliptiques présentée ici n’est, a priori, pas utile car il est généralement possible
d’effectuer ces mesures avec des moyens plus traditionnels. Néanmoins, le
développement de méthodes de caractérisation mécanique et géométrique des plaques
par des essais de résonances produites par micro-ondes pulsées ouvre la voie a la
caractérisation des structures cylindriques, circulaires ou elliptiques, «infinies». En
effet, il a été montré que les modeéles développés pour les cas des plaques minces
peuvent facilement étre adaptés aux cas des cylindres «infinis» vibrants sous
I’hypothése d’un état plan de déformations. Ceci nécessiterait toutefois d’adapter le
montage expérimental en concevant des guides d’ondes électromagnétiques capables
d’irradier uniformément, avec une intensité suffisamment grande, la génératrice d’un
cylindre afin de se ramener en pratique & un état quasi-plan de déformations. Ce
développement pourrait par exemple servir en bioacoustique a la caractérisation in
vivo des os humains étant donné que ceux-ci, pour certains d’entre eux, peuvent
géométriquement étre approchés par des cylindres creux de sections droites pseudo-

circulaires.

Les perspectives de développement de la technique de génération acoustique par
micro-ondes pulsées vers une méthode d’évaluation et/ou de contréle non-destructifs
des matériaux et des structures portent sur la mise en oeuvre de nouveaux modéles

analytiques et sur le développement du dispositif expérimental.

Un développement théorique possible avec le dispositif expérimental utilisé dans le
cadre de ce travail est la modélisation analytique de la vibration dans le plan de
plaques minces rectangulaires constituées d’abord d’un matériau isotrope (en
reprenant les grandes lignes de la modélisation des plaques circulaires et elliptiques)
puis d’'un matériau anisotrope. Dans ce dernier cas, la solution de 1’équation
différentielle du mouvement, adaptée au cas d’un matériau anisotrope, pourrait aussi
prendre la forme d’une combinaison de séries infinies de fonctions a coefficients
inconnus. Le développement d'un tel modéle associé a la technique de génération par
micro-ondes pulsées ouvrirait la voie & la caractérisation mécanique des matériaux
anisotropes constituant des plaques minces en se basant sur leurs fréquences propres
de vibration. Par ailleurs, il est possible d’imaginer ’extension des modéles
analytiques de vibration des plaques minces mono-couches au cas des plaques
multicouches. Dans ce cas de figure, il est nécessaire de tenir compte, au niveau de la
formulation du probléme et de la modélisation, de la vibration hors plan de la plaque
du fait de la variation des propriétés mécaniques, thermiques et électromagnétiques

des matériaux constituant la plaque multicouche suivant son épaisseur.
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D’un point de vue expérimental, en plus de ’adaptation, évoquée plus haut, du guide
d’ondes électromagnétiques pour l'excitation des cylindres «infinis» et étant données
les gammes de fréquence explorées tout au long de notre travail, il serait intéressant
de remplacer la mesure par Laser interferométrique par un microphone ultrasensible.
Cette évolution nécessite toutefois une étude préalable afin de s’assurer du gain en
sensibilité et, par suite, en précision des mesures expérimentales. Enfin, un
développement intéressant est susceptible d’étre apporté a la technique de génération
acoustique par micro-ondes pulsées si ces derniéres pouvaient étre focalisées sur les
structures étudiées. En médecine, la focalisation des micro-ondes est déja mise en
oeuvre pour le traitement thérapeutique des tumeurs par destruction thermique des
cellules cancéreuses. La focalisation permet en effet de canaliser 1’énergie
électromagnétique sur une zone spatiale réduite de 'ordre de grandeur de la longueur
de l'onde électromagnétique dans le milieu de propagation. A la fréquence de
génération des micro-ondes de 9,41 GHz utilisée dans le cadre de notre travail, la
longueur d’onde électromagnétique est centimétrique. Par conséquent, dans le cas des
structures de taille centimétrique, la concentration de 1’énergie thermique due a
I’absorption des micro-ondes focalisées permettrait d’une part d’accroitre l’'intensité
de la réponse acoustique des structures irradiées et, d’autre part, de rendre possible la
modélisation du champ électromagnétique bidimensionnel irradiant les structures. En
effet, la connaissance du champ électromagnétique rendrait la modélisation
bidimensionnelle du couplage thermo-électromagnétique réalisable et permettrait ainsi
d’affiner la modélisation de la vibration des structures étudiées (pour ce faire, une
modélisation basée sur l'utilisation des fonctions de Green n’est pas a exclure).
S’agissant enfin des structures de tailles importantes (de l'ordre du métre) par
rapport aux dimensions de la zone de focalisation, la source micro-ondes deviendrait
dans ce cas ce que la technique de génération d’ultrasons par Laser est pour les
structures millimétriques. Cette évolution serait possible a condition que les
matériaux des structures irradiées permettent la pénétration et I’absorption des ondes
électromagnétiques et que l'intensité de I’énergie absorbée soit suffisante pour générer
des ondes acoustiques dans le milieu irradié. Le phénoméne acoustique que 1'on
traiterait dans ce cas ne serait plus vibratoire mais propagatif. Cette double fonction
permettrait & la technique de génération acoustique par micro-ondes pulsées de
constituer une alternative complémentaire et intéressante aux méthodes de controle

et d’évaluation non-destructifs existantes dans 'industrie.
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A : Modélisation par éléments finis de la
génération d’ondes dans un solide par une
source d’excitation volumique

Résumeé

La modélisation par la méthode des éléments finis de la génération d’ondes mécaniques dans
un solide par une excitation volumique est exposée dans cette annexe. Cette modélisation
numérique utilise le code d’éléments finis FEMLAB qui intégre toutes les fonctions du logiciel
MATLAB pour le développement des modeéles et leurs résolutions. Nous commencerons par
poser, dans le domaine fréquentiel, 1’équation aux dérivées partielles qui régit la réponse en
déplacement du solide avant d’identifier les coefficients de cette méme équation formulée
dans la syntaxe propre au code FEMLAB pour les cas des solides tridimensionnels et
bidimensionnels (en particulier, le cas des plaques minces).
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A.1 Hypotheéses

Dans l'optique de modéliser la génération acoustique dans le cas le plus général, le
matériau est supposé étre viscoélastique linéaire et anisotrope. Les cas particuliers
des matériaux a symétrie matérielle (orthotropes et isotropes) peuvent étre traités
par les modéles ci-dessous en adaptant les coefficients matériels dans chacun des cas.
Du fait de la viscosité du matériau et de ’avantage de formuler et de résoudre le
probléme dans le domaine fréquentiel, toutes les quantités exprimées dans les
développements qui suivent sont les transformées de Fourier des quantités exprimées
dans le domaines temporel. Par ailleurs, nous supposerons que les solides étudiés
subissent des sollicitations d’origine thermique. Dans tous les cas, nous ferons
I’hypothése que les caractéristiques mécaniques ne sont pas modifiées par l'intensité

des contraintes générées, ni par la température du matériau.

A.2 Mise en équation du probléeme

L’équation d’équilibre dynamique s’écrit, dans le domaine fréquentiel et pour un

probléme tridimensionnel, comme suit :

dJo;

ox ;

+pw’u, =0 (i,j=1,2,3) (A-1)

ou p est la densité du matériau, @ la pulsation liée & la fréquence v par w=2nv,
0; les composantes de la contrainte mécanique et u, la composante du déplacement
suivant ¢, (ces derniers étant les vecteur de la base orthonormée liée au repére
choisi).

La loi de comportement du matériau, supposée linéaire, s’exprime par :

du

_ _ k
6, = Cijklekl —8; = Cijkl P -
I

gzj (lvjak’l:1’2’3) (A—Z)

ou Cy, est le tenseur de rigidité viscoélastique complexe, g, les composantes du
tenseur de déformation et g, les composantes du tenseur des contraintes d’excitation

volumique.

Dans le cas d’une excitation d’origine thermique, la contrainte g, prend la forme

suivante :
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8; = Cyy 0, 0(x) (A-3)

ou O(x) et o, désignent, respectivement, le champ d’accroissement de la température
dans le matériau et le tenseur des coefficients de dilatation thermique. Dans le cas
particulier d’un matériau orthotrope et si le repére géométrique est formé par les axes

d’orthotropie, alors le tenseur o, est tel que :

o sik=I (k1=12.3) A4
o, = =1,z -
"0 si k#1 (A-4)

ou ¢, est le coefficient de dilatation linéaire dans la direction ¢,. La forme
matricielle associée & ce tenseur n’aura donc des éléments non nuls que sur sa

diagonale principale.

La combinaison des équations (A-1) et (A-2) permet de tirer 1’équation en
déplacement du solide :
d’u, 9g;

——+po’u;=0 (i, ). k,1=1,2,3) (A-5)

g ——
" ox;0x,  ox,

En désignant par n le vecteur unitaire sortant et normal a la frontiére du domaine et
par T le vecteur contrainte agissant sur cette méme frontiére, les conditions aux

limites de la structure s’écrivent :

T=0.4i ou T,=0,n,=(Cyy—=—g;n, (A-6)

A.3 Le formalisme FEMLAB

Cette partie concerne lidentification des termes de 1’équation différentielle du
mouvement (A-5) avec les termes correspondant de l’équation différentielle écrite
selon la syntaxe du code FEMLAB. L’équation aux dérivées partielles (A-5) doit,

selon le formalisme FEMLAB, avoir la forme suivante :
V.cVu-y)—au=0 (A-T7)

L’identification des coefficients ¢, ¥ et a passe par le développement des trois termes

de I’équation (A-5). Dans le cas général d’un probléme tridimensionnel, étant donné
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que le vecteur déplacement u posséde trois composantes (u,,u,,u;), l’équation

différentielle comportera trois composantes scalaires en projection sur chacun des

trois axes.

A.3.1 Développement du terme V.(cVu)

Dans ce terme, ¢ est une matrice 3x3 composée de neuf sous-matrices ¢, (de

dimension 3x3). Ces sous-matrices ont pour éléments c;, (qui ne sont pas a

N

confondre avec les composantes C;, ). Enfin, Vu est un vecteur de trois vecteurs a

trois éléments. Selon ce formalisme, il apparait alors :

auj
ox,
Vu, ¢, Vu,
J J au
cVu=c|Vu, |=|¢, Vu, |=c,Vueé =(cVu)e, avec Vu,=|—~
J J y J L J a
x2
Vu c.Vu.
3 3j J 9
U;
ox,
D’otu l'on tire :
Ju
ox,
C..
8uj auj - auj - g
(cVu)i =C;| — |T [clj,']_ek =Cw & avec [cij] = Gz
ox, ox, ox,
Ciian
auj
ox

Nous obtenons enfin le terme recherché ;

07u 821/!. 82uk

e J

ek:Ct:/k/a 8 _cikjla a
X ,0X, xj X,

J ;
V(CV”) = aem.cw a—XI

Cij1
Cijn

Cijz

Cij13
Cija3

Ciiz3

(A-8)

En toute rigueur, il n’est pas possible d’identifier tous les termes ¢, en comparant

les équations (A-8) et (A-5) car certains termes ne sont pas indépendants :

2 2
du,  du,

o ;0x, - o 0x

(A-9)




Annexe A

A.3.2 Développement du terme V.y

Le vecteur de vecteurs ¥ a la forme suivante :

Y1 Yu 1£3 Y
Y=17 avec ¥, =Yy |, Ya=| V| €6 Y3=|VYsy |, Ouencore ¥ = %jgj
Vs Vs Va3 V3

D’otu l'on tire :

AT, (PN IF
v ox, dx,  ox,
Y
0 0 0 ay..
Vy=|Vy, |= V2 n 722_'_ Vo3 ou (V'Y)i:L (A-10)
Vi ox, ox, ox, ox;
43
Ny | s | Oy
ox, ox,  ox,

La comparaison des équations (A-5)et (A-7) révele qu'il est possible d’identifier & une

constante pres les termes 7,. Il apparait alors :

Y =8, (A-11)

A.3.3 Identification du terme au

Le systéme d’équation (A-5) nous permet d’identifier directement la matrice a de
I’équation (A-7) dans le formalisme FEMLAB. Il s’agit en fait de la matrice de masse

de ’équation différentielle du mouvement :

—po)2 0 0
a=| 0 —pw® 0 (A-12)
0 0 —p(o2

A.3.4 Identification du coefficient ¢

Selon le formalisme FEMLAB, le vecteur contrainte sur le contour du domaine est

donné par :
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=n[cVu-1v] (A-13)
La composante de T selon e; est :
u, ,
711 (cvu y) - n e (Cl/k/ a k yikek
du, u.
= n,C _]5pk - npj/ikapk =Ny =~ Yulk,

p - ijkl ax k™ ijkl 8x
1 1

Il est possible d’inverser les indices k et j dans l’expression précédente. Il apparait

alors :

ou,,
T (Czk/l

o, —Y)n; (A-14)

La comparaison des équations (A-14) et (A-6) permet d’identifier les termes c;. On
obtient :

Cijt = Cijkl (A-15)

Autrement dit, les matrices ¢; sont obtenues par simple inversion indicielle des
composants du tenseur de rigidité C. De plus, on vérifie bien que ’équation (A-7) du

formalisme FEMLAB est compatible avec I’équation du mouvement (A-5).

En utilisant la notation contractée classique du tenseur de rigidité afin d’obtenir la

matrice de rigidité C,,, et tenant compte de la relation (A-15), les expressions des

off ?

matrices ¢; recherchées sont :

C, Cs Cg; Cs C, C, Cs C, Cy
¢, =|Cq Cg Cis ¢, =|Cs Cq Cq ¢;=|Ces Cqo Cg
Cs; G5 Css Cs Cs5, Cy Css Cs, Csy
Co Cg Cgs Co Con Ca Ces Coo Cg
€= Cy C Cys ¢, =|Cyx Cp Cy ;= Cys Gy Cy (A-16)
C,y Cu Cy Cs Cp Cy Cys Cy Cy
C;, Cy Cys Cs Cs5, Gy, Css G5y Cg
¢, =|C, Cp Cys c,=|Cs Cp Cy, ;= Cys Cy Cy
Gy Cy Cys Cy C; Gy Cys Gy Cy
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A.4 Cas particuliers

Nous allons & présent spécifier quelques cas particuliers (souvent rencontrés en
pratique) qui se déduisent du cas général tridimensionnel. Dans chacun des cas, le but
est d’identifier les coefficients de 1’équation aux dérivées partielles selon la syntaxe du
code FEMLAB.

A.4.1 Cas 2,5D

Dans cette partie, le terme «2,5D>» désigne le cas ou la géométrie peut étre discrétisée
de fagon bidimensionnelle mais ot 'on s’intéresse aux trois composantes (u,,u,,u;) du
champ de déplacement. Il est supposé dans ce cas que le probléme est invariant

suivant la direction (é,) perpendiculaire au plan bidimensionnel discrétisé.

Ce probléme correspond bien & un cas particulier du cas général tridimensionnel avec

la condition d’invariance suivant la direction e, :

J

- =0 A-1
ax, (A-17)

L’identification des termes recherchés est effectuée en posant i, k=1,2,3 et j,[=1,2
dans l’équation du mouvement (A-5). La relation (A-15) reste identique mais le
coefficient ¢ de I’équation (A-7) devient une matrice 3X3 composée de sous-matrices

2x2. Par analogie au résultat (A-16) il apparait :

Cl 1 C16 _ C16 C12 _ C15 C14
9% C C ¢ = C C €3 = C C
61 66 66 62 65 64
c, C C C C )
021 61 66 022 66 62 023 65 64 (A-18)
CZI C26 C26 C22 C25 C24
C51 C56 _ C56 Csz _ Css C54
031 Cy = 033 -
C41 C46 C46 C42 C45 C44

Pour le coefficient ¥, le méme raisonnement nous montre que ¥ est un vecteur a trois

composé de trois sous-vecteurs (2x1) :
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7

g11 g21 g31
Y=17 avec Yy, = » V2 = et Y, = (A—19)
81 8n 83

Vs

Enfin, le coefficient a reste une matrice 3x 3 identique a celle de I’équation (A-12).

A.4.2 Cas 2D pour un état plan de déformations

Dans le cas d'un état plan de déformations, la composante u, étant uniforme, les
composantes u, et u, ne doivent dépendre que des variables spatiales x, et x,. Ceci
correspond donc & un cas particulier du cas précédent (2,5D) avec, en plus, la

condition suivante :

duy

=0 [=1,2,3 ;
> ( ) (A-20)

Etant donné que l'on ne s’intéresse qu’aux composantes u, et u, du déplacement,
I'indice i est tel que i=1,2. Comme précédemment, en partant de ’équation (A-5)
avec cette fois-ci i=1,2 et jk,[=1,2, il est possible d’identifier les termes de

I’équation (A-7) dans le cas d’un état plan de déformations.

D’apres la relation (A-14), le coefficient ¢ devient une matrice 2x2 dont chaque

composante est une matrice 2x2. D’apres le résultat (A-15), on obtient :

_ C, Cg _ Cs Cp
¢, = C C Ch= C C
61 66 66 62

_ (Cﬂ C66J _ (C66 C62]
ch - 022 -
CZ] C26 C26 C22
De la méme maniére, le coefficient ¥ devient :

14 81 8o
Y= avec Y, = et y,= (A-22)
7, 812 82

Le coefficient a devient une matrice 2x2 telle que :

(A-21)

—pw’ 0
a= pe (A-23)

0 -po’
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A.4.3 Cas 2D pour un état plan de contraintes

La plaque est considérée comme étant mince et de normale e,. L’état plan de
contraintes impose aux composantes ©,;, O,; et 6;; du tenseur des contraintes
qu’elles soient nulles. Cette condition entraine, comme nous le verrons, une
modification des coefficients de 1’équation du mouvement (A-7) selon la syntaxe du

code FEMLAB. La condition sur les contraintes ©,; s’écrit :

0,3 =Ciy€y—8:=0 (i,k,1=1,2,3) (A-24)

En développant cette expression afin d’isoler la composante &,; du tenseur de

déformations €, il vient :

6;3= z Ci3k18k1+2 Cis3€3+ Ciyga€ant z Cisi3€i3— 813
k=12 =1, k=12
= Z Cisn€u +2 Z Ci33€5 1 Ci3n€33 — 83=0
ki=1,2 I=1,2

On trouve alors :

1
€n=—(85— Z Cisn€n—2 2 Cisa€ar)

Ci333 k,1=1,2 1=1,2

Supposons que le matériau posseéde un plan de symétrie matérielle (matériau
monoclinique) dont la normale est le vecteur unitaire €,. La matrice de souplesse
ayant la méme forme que la matrice de rigidité, on montre que

€,=¢€;,=¢,;=¢, =0. L’expression de ¢,, devient alors :

1 - 1
€3 =——(8;— 2 Ci;u€y)  et, en particulier, €, = C_(g33 - z Cisu &)

Ci333 k, 1=1,2 3333 k,1=1,2

D’aprés I'équation (A-2), la composante o, du tenseur des contraintes a pour

expression générale ¢ =Cijk,8k,—gl.j avec (i,j,k,l=1,2,3). En tenant compte des

i
conditions particulieres propres a 1’état plan de contraintes, il apparait:

A-10
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6,=Cpey—g, (,j=12 et ki=1,2,3)
Cii33

= 2 Cijklekl+ C (83— 2 C33k18kl)_gij
k,1=1,2 3333 k=12
CinCasu C;
ij33
= Z [Ci = UC ]Skz_[g,;j_c 831
ki=1,2 3333 3333

Dans le cas d’une excitation thermique du solide, I'expression de g; est donnée par

I’équation (A-3). La composante G, de la matrice des contraintes devient :

C...C C....C
G, = Z [C = Ugf 33kl]8k1_[cz:sz_—y33 o, 0 (i,j=1,2) (A-25)

k=12 3333 C3333

En définissant le tenseur Q d’ordre 4 de la maniére suivante :

C...C
O = Cou = =2 (.j=12) (A-26)
C3333
Pexpression (A-29) de la contrainte devient :
6, =0y~ Q0 (i, j k1=1,2) (A-27)

Au coefficient Q.. prét, qui est propre a I’état plan de contraintes, ’expression (A-27
ijkl

est identique a celle de ’équation (A-2).

Afin de définir les coefficients du code FEMLAB, il suffit donc de remplacer dans
Iéquation (A-15) les éléments du tenseur C par les éléments correspondants du
tenseur Q. Dans le cas d’un état plan de contraintes, les éléments du tenseur c¢

propre au code FEMLAB sont donnés par :
Cia = Qi G jk1=1,2) (A-28)

Le coefficient ¢ est donc une matrice 2x2 formée de sous-matrice 2x2 définies

comme suit :

[Qn Qs ] (Qm lej
¢, = ¢ =
Os O O  Of

(Q61 Oss J (Q66 O ]
¢ = €y =
0, Oy Oy Oy

(A-29)

A-11
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Le coefficient 7y est lui aussi modifié. Sous I’hypothése d’une excitation d’origine
thermique, en posant pour G, qui est la part de la contrainte due a l'excitation

thermique pour un état plan de contraintes, la forme suivante:

G,=0,,0,0 (A-30)

on obtient finalement pour ¥ l’expression suivante :

4 G G
}':( ]] avec y1=[ HJ et y2=( 21} (A-31)
,J/Z G]Z G22

Enfin, la matrice a est une matrice 2x2 telle que :

—pw’ 0
a= pe (A-32)

0 -po’




B : Allures et comportements des fonctions
de Mathieu angulaires
et radiales

Résumeé

Dans cette annexe, les fonctions de Mathieu angulaires (de premiere espéce) et radiales (de
premiére et de seconde espéce) paires et impaires sont représentées afin de les visualiser. La
représentation graphique de chaque fonction s’effectuera en faisant varier l'ordre n et le
paramétre ¢ afin d’observer leurs influences sur le comportement des fonctions de Mathieu.




Annexe B

Fonctions de Mathieu angulaires Fonctions de Mathieu radiales
Paires Impaires Paires Impaires
Premieére espece Se, (q,n) So,(q,n) Je, (q,é) Jo, (q,é)
Seconde espéce Fe,(q,n) Fo,(q,1) Ne,(q,8) No,(¢,$)

Tableau B-1 Notations utilisées pour les fonctions de Mathiew angulaires et radiales de
premiére et de seconde espéce selon la parité considérée

1 <—Sel(5,n)
0.5
g
Sl
ﬁ_ 0
(&3¢ (0.n)=cos(m)
-0.5 F
-1k
1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
n©)
Se,(g.m) n=1, qe€{0,1,2,3,4,5}
1.5
<—So](4,n)
1
0.5
e
S 0
Q
wn
05 - S0 (01)—»
1k
-1.5 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
)

So,(¢.m) n=1, qe{0,1,2,3,4}

Se (1.m)

1 Seil,n)
0.5 F
= ()
-05 +

Ses(l,n)—b
1L
1 1 1 1
0 20 40 60 80
n(°)
Se,(g:m) nef{0,1,2,3,4,5}, g=1

1.5

05 F

-1 1 1 1
0 20 40 60 80

So,(¢.m) ne{l,2,3,4,5},g=5
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0.8

04 -

Je (25%)

N AL

0 ; 2.'5 0 0.5 1 15 2 25 3
g
Je (q,6) n=0, qe{1,25} Je (q,&) ne{0,3,7},q:1
0.6 - 0.6
Jol(l,é)—b & (1Y
04 | 04 | <—J03(1,é)
Jo, (25,6) — Jo7(1,&)

02 F 02 +

g \/\\/\\j\\\/\yvﬂ\w “0 W&r

Jon(l &)

Jo (¢,8)

0.4 1 1 1 1 1 ]

0.4

g ' ' :
Jo,(q,&) n=1, qe{1,25} Jo,(¢,6) nef{l,3,7} ,q=1
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No (q,)

0.6

0.4

0.2

0.2

-0.4

0.6

0.8

Nel(l,E',) Nel(2,§) Nel(3.5,é)

'

Ne,(q,&) n=1, qe{1,2,3.5}

- N01(3.5,§) No](2,§) Nol(l,ﬁ)

A

No,(g,é) n=1, qe{1,2,3.5}

0.5

No, (2.8)

Ne(28) Ne(28) Nef2) Ne(2d)

v b
0 0I5 ; l.IS ; 2I5
:
Ne,(q,&) ne{0,1,2,3}, g=2
Nol(z,ﬁ)
\
No,(2.)
r <—No4(2,§)
0 OIS i 1.I5 ; 2I5

No,(q,&) n 6{1,3,4}, qg=2
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