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RESUME

Nous résolvons, dans le cadre des hautes fréquences, les équations de Maxwell en régime har-
monique posées en domaine extérieur non borné. La considération d’obstacles homogénes nous
ameéne a utiliser la formulation intégrale de Després. Dans ce contexte, Darrigrand a initié une
méthode de résolution efficace couplant la méthode de discrétisation microlocale introduite par
Abboud, Nédélec et Zhou, et la méthode multipéle FMM : ’assemblage du systéme est accéléré
en adaptant de maniére originale ’algorithme de la FMM. Notre travail a consisté a amélio-
rer la précision et la convergence en maillage de cette méthode par ’emploi d’éléments finis
d’ordre élevé. Nous avons ensuite proposé une optimisation du couplage, basée sur le lissage et
le seuillage des fonctions de transfert, permettant d’obtenir une méthode dont la complexité
est quasi-linéaire. Finalement, des tests numériques ont été réalisés afin de valider et d’évaluer
Iefficacité de la méthode couplée optimisée lorsque sont considérés des éléments finis d’ordre
élevé.

MOTS CLES
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ABSTRACT

We solve, for high frequencies, the time harmonic Maxwell equations in an exterior unbounded
domain by using the integral equations of Després. In this context, Darrigrand has initiated an
efficient method coupling the microlocal discretization method introduced by Abboud, Nédélec
and Zhou, and the Fast Multipole Method (FMM) : the calculus of the system is sped up by
an original adaptation of the FMM algorithm. Our work deals with the improvment of the
precision and the mesh convergence of this method by using higher order finite elements. We
then suggest an optimization of the coupling method, based on the smoothing and the filtering
of transfer functions, leading to a method with a quasi-linear complexity. Finally, numerical
experiments are performed to validate and to evaluate the efficiency of the optimized coupling
method when higher order finite elements are considered.
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Introduction générale

Problématique générale

Les équations modélisant les problémes de propagation d’ondes électromagnétiques, c’est-
a-dire les équations de Maxwell, suscitent un vif intérét en raison de leurs diverses applications
industrielles : furtivité radar, compatibilité électromagnétique, conception d’antennes, télépho-
nie cellulaire, ... Nos travaux se rattachent au domaine de la furtivité radar. Afin de définir ce
champ d’application, nous considérons un objet = dans I'espace R3, dont les diverses caracté-
ristiques sont connues. €2~ est éclairé par une onde incidente de fréquence f, comme l’illustre
la figure 1.

La présence de {2~ engendre une onde diffractée dépendant des particularités de ’objet. La

'\n r

/ o

Radar Onde

%e Obstacle

F1G. 1 — lustration du probléme de furtivité radar.

connaissance de l'onde diffractée fournit donc des renseignements sur 2. Le domaine de la
furtivité radar correspond a la recherche de la minimisation de ces renseignements : il faut
trouver des conditions sur l'objet (forme, matériaux le recouvrant, etc ...) afin de minimiser
sa signature radar ou sa Surface Equivalente Radar (SER), la SER étant définie comme la
puissance rayonnée dans une direction par un objet éclairé par une onde plane incidente. Elle
s’exprime en dB.m?. La SER est dite monostatique lorsque I’émetteur de I’onde incidente et le



récepteur de I'onde diffractée sont positionnés au méme endroit. Elle est dite bistatique lorsque
I’émetteur est fixe et que seule la position du récepteur varie. La furtivité radar s’inscrit donc
dans le cadre des problémes de diffraction d’ondes électromagnétiques par un obstacle, ces der-
niers étant modélisés par les équations de Maxwell.

Lors de I'¢tude des équations de Maxwell, il convient de distinguer le régime transitoire et
le régime harmonique. Dans le premier cas, le temps ¢ est une variable du probléme, et nous
suivons I’évolution de la solution au cours du temps. Dans le second cas, la solution dépend
uniquement des variables d’espace, car elle est proportionnelle & e=2/* f étant la fréquence
du signal incident, ce qui supprime les dérivées partielles en temps des équations de Maxwell.
La résolution de ces équations passe par I'écriture d’un systéme linéaire dont la taille N croit
avec la fréquence. En effet, il faut tenir compte, lors de la discrétisation du probléme, de la
nature oscillante de la solution. Cela se fait en considérant une discrétisation d’autant plus fine
que la fréquence est élevée, ou de fagon équivalente, que la longueur d’onde A est petite, et nous
aboutissons & des systémes ol le nombre d’inconnues N est proportionnel & la fréquence. Pour
les hautes fréquences, N est grand, et par conséquent, le stockage et l'inversion du systéme
linéaire constituent, en dépit de moyens informatiques toujours plus importants, les limitations
de la résolution du probléme.

Méthodes numériques

Nous présentons un état de ’art des principales méthodes de résolution du probléme exté-
rieur pour les équations de Maxwell.

Méthodes asymptotiques

Afin de pallier au probléme des hautes fréquences, un premier type de méthodes peut étre
considéré : les méthodes asymptotiques [91]. Ces méthodes, justifiées par le calcul pseudo-
différentiel, permettent de calculer, non pas la solution, mais un développement asymptotique
de la solution suivant 'inverse du nombre d’onde £, le nombre d’onde étant proportionnel & la
fréquence. Soient 1’obstacle 27, et son complémentaire QF = R?\ Q-. QF est divisé en trois
zones par I'onde incidente (cf figure 2) : la zone éclairée, la zone d’ombre et la zone de transition.
Le principe de ces méthodes est fondé sur la localisation de la propagation des ondes suivant
des géodésiques. Ces géodésiques sont des droites lorsque le milieu est homogéne et isotrope. Les
méthodes des rayons permettent la résolution du probléme dans ce contexte. La plus ancienne
de ces méthodes est ’Optique Géométrique [77]. L’OG donne une approximation, appelée ap-
proximation de Kirchoff, du champ dans Q" en remplacant localement la surface I de Q~ par
un plan infini, du fait que la longueur d’onde est trés courte. Elle a été étendue pour prédire les
champs en zone d’ombre par Keller, pére de la théorie géométrique de la diffration (Geometrical
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zone éclairée

onde
zone

d’ombre

incidente

F1G. 2 — Zones de diffraction.

Theory of Diffraction) [74]. Cette théorie construit le champ diffracté par des objets complexes
a partir des solutions de problémes canoniques, ’objet réel étant remplacé par un objet simple,
dit canonique, localement équivalent a I’objet réel, mais exactement soluble. Cependant, la
GTD donne des résultats erronés quand le champ incident n’est plus un champ de rayons, ce
qui est le cas lorsque le milieu considéré est hétérogéne. La méthode des couches-limites [26],
[91] permet alors de calculer le champ dans les zones ou la GTD ne s’applique pas. La phase
et "amplitude dans les couches-limites dépendent de fonctions arbitraires de coordonnées éti-
rées, i.e. multipliées par une puissance kP/9, adaptées a I'objet diffractant et & la physique du
probléme.

Toutes ces méthodes sont basées sur des développements asymptotiques a priori, appelés An-
satz. L’ Ansatz comprend un nombre fini de termes, et prend la forme du produit de deux termes :

— une exponentielle de la phase, fortement variable, produit de I’abscisse curviligne le long
d’un rayon par le nombre d’onde, qui modélise le comportement oscillant de la solution,

— une amplitude, lentement variable, qui est une somme en puissances décroissantes, entiéres
ou fractionnaires, du nombre d’onde.

En injectant I’Ansatz dans les équations de Maxwell, nous sommes amenés a résoudre un sys-
téme d’équations différentielles pour déterminer la phase et les fonctions de I'amplitude le long
de rayons tracés dans I'espace ou sur l'objet : I’équation eikonale pour le calcul de la phase,
et des équations de transport pour les fonctions de 'amplitude. La résolution de ces équations
peut donner des formules analytiques, comme pour certains objets canoniques, notamment le
cylindre et la sphére. Ces méthodes ont ’avantage d’avoir une complexité qui ne croit pas avec
la fréquence. Cependant, les fonctions de I'amplitude sont difficiles & évaluer, car elles sont
étroitement liées & la géométrie de ’obstacle.



Méthodes volumiques

Par rapport aux méthodes asymptotiques, d’autres méthodes, comme les méthodes des diffé-
rences finies [124], des éléments finis [34], [92], [93] des volumes finis [33] et Galerkin discontinues
[56], [61] qui résolvent les équations de Maxwell en discrétisant le systéme d’équations aux dé-
rivées partielles dans un volume entourant 1’obstacle, prennent mieux en compte la géométrie
de I'objet. Ces méthodes, qualifiées de volumiques, ont aussi par rapport aux méthodes asymp-
totiques les avantages d’étre a la fois valides pour toutes les fréquences et plus précises pour
des fréquences pas trop élevées. Les méthodes volumiques permettent de traiter des problémes
transitoires ainsi que le cas des matériaux hétérogénes, ce dernier cas pouvant concerner des
problémes transitoires ou des problémes harmoniques. Cependant, ces méthodes se heurtent
a une difficulté conséquente : la résolution numérique des équations de Maxwell en domaine
extérieur non borné QO = R3\ O~ ne peut se faire qu’en considérant un domaine borné, et donc
en tronquant le domaine dans lequel est formulé le probléme initial. Cette troncature peut étre
réalisée en imposant des conditions aux limites absorbantes [9], [15], [16], [57] (i.e. générant peu
d’ondes parasites a la frontiére artificielle) sur la surface extérieure du domaine de résolution
afin de simuler un volume infini. Nous pouvons, par exemple, utiliser pour une frontiére placée
dans le vide, la condition de Silver-Miiller. En pratique, cette condition nécessite de placer la
frontiére du domaine assez loin de ’obstacle et engendre des problémes de grandes tailles. De
nombreux travaux [7], [14], [6], [8], [21] ont été menés pour proposer des conditions aux limites
absorbantes d’ordre élevé plus performantes. Une autre méthode efficace pour absorber les
ondes électromagnétiques consiste a utiliser un matériau fictif absorbant via la technique dite
des couches PML [23], [18], [17]. Cependant, ces conditions restent approchées, ce qui entraine
des problémes de précision liés a la réflexion numérique des ondes sur la surface extérieure.
De plus, les méthodes volumiques nécessitent un nombre d’inconnues en O(k?), car du fait de
la nature oscillante de la solution des équations de Maxwell, la discrétisation du volume doit
se faire en considérant un nombre minimum de points par longueur d’onde A (A = 27/k), en
général une dizaine.

Meéthodes surfaciques

Dans certains cas, des alternatives existent pour remplacer les méthodes volumiques. Par
exemple, pour la propagation des ondes dans des matériaux homogénes isotropes, les méthodes
d’équations intégrales [41] sont bien adaptées. Cependant, si une partie seulement du milieu est
non homogeéne, il est possible de coupler les méthodes d’équations intégrales et d’éléments finis
[73], [81]. Elles ont également été utilisées pour résoudre des problémes posés dans des milieux
hétérogenes particuliers [22], [58].

Le probléme de troncature du domaine ne se pose plus, puisque les conditions aux limites exté-
rieures sont prises en compte de maniére implicite. De ce fait, les méthodes intégrales sont plus
précises que les méthodes volumiques. Elles sont qualifiées de frontiére lorsqu’elles sont posées
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sur le bord I" de I'objet. La méthode des équations intégrales de frontiére nécessite uniquement
de déterminer les courants a la surface de I', car leur connaissance suffit & 1’évaluation des
courants diffractés dans tout I'espace. Cette méthode permet donc de ramener un probléme 3D
non borné a un probléme 2D borné, ce qui entraine une réduction du nombre d’inconnues, car
seule la surface de 'objet est maillée. Ce nombre est en O(k?), car il faut tenir compte, lors de
la discrétisation du probléme, de la nature oscillante de la solution due a la présence, dans les
intégrales, du noyau de Green, ce dernier étant défini par :

oy — CoPURI])

(1)
La méthode des potentiels retardés associe aux problémes d’évolution des formulations inté-
grales espace-temps. Cette méthode a été introduite par Ha Duong [69] pour la diffraction d’une
onde acoustique. Nous renvoyons a [97] , [119] pour la diffraction par des obstacles conducteurs,
et & [79] pour des obstacles dissipatifs.

En régime harmonique, les principales formulations intégrales [19], [96] et [41], utilisées pour
résoudre les équations de Maxwell, sont I’équation intégrale en champ électrique (Electric Field
Integral Equation), I’équation intégrale en champ magnétique (Magnetic Field Integral Equa-
tion) et la CFIE (Combined Field Integral Equation) [86] qui est une combinaison convexe de
I’EFIE et de la MFIE. Elles s’appuient sur une représentation sous forme de potentiels des
champs électromagnétiques. Celle-ci est fournie par les formules de Stratton-Chu [41]. D’autres
formulations intégrales, différentes de celles présentées précédemment, peuvent étre aussi utili-
sées. Par exemple, Després a développé une formulation intégrale spécifique [51], [38], [13], [11].
Les équations intégrales de Després (EID) sont obtenues & partir d’un probléme de minimisation
sur ’ensemble des solutions entrantes et sortantes des équations de Maxwell. Par rapport aux
équations intégrales classiques, les EID ont I'inconvénient de doubler le nombre d’inconnues,
mais elles ont I’avantage de donner des systémes hermitiens, définis positifs et bien conditionnés,
ce qui permet la mise en place d’une méthode efficace pour la résolution numérique du probléme.

47| x|

Discrétisation et résolution

A partir de maintenant, nous limitons notre étude au contexte des équations
de Maxwell en régime harmonique posées dans un domaine extérieur non borné,
et aux cas des objets homogénes. De plus, nous considérons uniquement, pour la
modélisation du probléme, la méthode des équations intégrales.

Méthodes des éléments finis

Le systéme intégral obtenu est résolu au moyen d’une méthode d’éléments finis. Les éléments
finis utilisés font partie de la famille d’éléments finis de classe H(div) introduite en 1980 par
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Nédélec [93]. Cette famille, appelée premiére famille de Nédélec, constitue une généralisation au
cas tridimensionnel des éléments finis mixtes de classe H (div) introduits par Raviart et Thomas
en 1977 [100].

Ces éléments finis ont beaucoup d’avantages, avec entre autres la faculté de traiter des maillages
non structurés et donc des géométries complexes, et de vérifier implicitement la propriété de
conservation de la charge au niveau discret. Ces éléments finis permettent d’approcher le flux
d’un champ au méme ordre que sa divergence. Ils interpolent un champ en assurant seulement
la continuité de sa composante normale entre les éléments adjacents du maillage. Grace a cette
propriété, il n’y a pas de “faux” modes [115| qui apparaissent, contrairement au cas ou chaque
composante du champ est considérée comme une fonction scalaire. En raison de cette propriété,
ces éléments finis sont aussi appelés éléments finis d’aréte.

Les fonctions de base les plus connues associées aux éléments finis d’aréte sont les fonctions
de base de Raviart-Thomas, autrement appelées dans la littérature fonctions de base de Rao-
Wilson-Glisson [99]. Elles sont d’ordre 0, car elles approchent les composantes normales d’un
champ vectoriel aux arétes des éléments du maillage par une constante le long de ces arétes.
Ceci entraine, malgré leur efficacité, une faible vitesse de convergence en maillage. Une idée
naturelle, pour augmenter la vitesse de convergence de la discrétisation, consiste a approcher
la composante normale le long de chaque aréte par un polynéme de degré p supérieur ou égal
a 1, plutot que par une constante.

Graglia et al. [65] donnent des formules explicites permettant de définir des fonctions de base
a n’importe quel ordre p. Toutes ces fonctions de base interpolent le flux d’un champ vectoriel
passant & travers les arétes du maillage en imposant sa continuité, et permettent de vérifier la
propriété de conservation de la charge. De plus, elles ont, par rapport aux autres fonctions de
base de la littérature [122], avantage d’étre symétriques, i.e. d’étre indépendantes d’un choix
privilégiant certaines arétes des éléments du maillage.

Les systémes discrets provenant de la discrétisation des équations intégrales de frontiére avec
des éléments finis d’aréte sont pleins. En effet, le courant peut étre développé a partir des fonc-
tions de base des éléments finis d’aréte qui représentent chacune un courant local rayonnant
dans tout I'espace environnant, et interagissent donc avec tous les autres éléments de la base.
Cette interaction trés forte conduit a4 des matrices complexes pleines.

Résolution itérative

Nous avons & résoudre un systéme linéaire complexe et plein, dont la taille /N est propor-
tionnelle au carré de la fréquence, et par conséquent au carré du nombre d’onde k.
La résolution de ce systéme peut se faire de deux maniéres : soit en utilisant des méthodes
directes, ou soit en utilisant des méthodes itératives [80]. Les méthodes directes ont ’avan-
tage d’étre a la fois robustes et précises, mais elles ont 'inconvénient de nécessiter un nombre
d’opérations en O(N3), et une place mémoire en O(N?). Dans le cas des hautes fréquences,
I'inversion du systéme par ces méthodes n’est donc pas envisageable. La résolution s’effectue
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en considérant une autre famille de solveurs : les méthodes itératives. Ces solveurs sont moins
robustes et moins précis que les précédents, mais ils ont une complexité en O(Nje, N?), Niger
étant le nombre d’itérations nécessaires a la résolution du probléme, et sont par conséquent plus
économiques en temps de calcul. Les méthodes itératives ont toutes en commun de chercher
a s’approcher petit a petit de la solution du probléme en réalisant & chaque étape un produit
matrice-vecteur qui a un cott en O(N?). Parmi ces méthodes, nous pouvons citer la méthode
du gradient conjugé 72| et le GMRes (General Minimun Residual) [106]. Le GMRes a l’avan-
tage de fonctionner quelle que soit la nature de la matrice a inverser, et ne nécessite qu’un seul
produit matrice-vecteur par itération. Des versions plus évoluées du GMRes font intervenir un
préconditionneur afin d’accélérer la convergence de la résolution.

Cependant, ces méthodes, a l'instar des méthodes directes, requiérent le calcul et le stockage
de la matrice du systéme qui est pleine : la place mémoire nécessaire est donc en O(N?). La
considération de fréquences élevées engendre donc a la fois des problémes en temps de calcul
et en place mémoire.

Méthodes d’accélération “pures”

Dans le but de remédier a ces limitations, des approches permettant d’accélérer le calcul
d’un produit matrice-vecteur, tout en réduisant la place mémoire requise, ont été développées.
Nous nous intéressons a quelques unes d’entre elles.

La méthode de compression par ondelettes [25], [43] permet, par un choix judicieux des fonc-
tions de base, de creuser la matrice. De plus, elle dispose de préconditionneurs efficaces, et
peut étre associée aux méthodes de discrétisations adaptatives. Cependant, I'influence de la
géométrie de I'objet sur ces méthodes est importante.

Contrairement & la méthode précédente, certaines méthodes sont a priori moins dépendantes
de la forme et de la complexité de 1'objet, ce qui est le cas de la méthode développée dans
[28] utilisant des transformées de Fourier pour accélérer le produit matrice-vecteur, et de la
méthode des matrices hiérarchiques (H-matrices) [70| basée sur une approximation de bas rang
du champ lointain. Le Panel Clustering [71] et la Fast Multipole Method (FMM) [66], exploi-
tant la régularité du noyau de Green (1) dans I’espace, possédent également cette propriété de
robustesse par rapport a l'objet. La méthode de Panel Clustering décrite par Sauter [107] est
basée sur un regroupement judicieux des degrés de liberté et un développement du noyau de
Green, a la facon FMM.

La FMM [112], [46], [29] et [116] est basée sur une réduction des interactions entre les élé-
ments du maillage éléments finis engendrées par le noyau de Green a des interactions entre des
boites multipolaires. Plus précisément, il s’agit d’écrire un développement du noyau de Green
aprés avoir effectué un regroupement astucieux des termes, de maniére a réduire la complexité
en approchant les interactions lointaines. Le calcul des interactions lointaines est accéléré en
regroupant convenablement les éléments du maillage dans les boites multipolaires. La FMM
nécessite seulement le stockage des interactions proches, soit une place mémoire en O(N) (soit
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O(k?)), et elle permet de réduire de maniére importante le cotit d’un produit matrice-vecteur :
en considérant une FMM un niveau, i.e. un regroupement uniforme, ce cotit est en O(N;ye, N 3/ %)
(soit O(Nyerk?)), et en considérant une FMM multiniveaux, i.e. un regroupement en fonction
de I’éloignement des interactions, il est en O(Ny, NInN) (soit O(Nje,k?Ink)).

Méthodes d’accélération “hybrides”

Nous mentionnons une autre catégorie de méthodes permettant de résoudre les équations
de Maxwell, appelées méthodes hybrides. Ces méthodes couplent les méthodes asymptotiques
et les méthodes de discrétisation (la dénomination “méthodes de discrétisation” correspond a
Pemploi conjugué des méthodes d’équations intégrales de frontiére et d’éléments finis d’aréte)
de maniére complémentaire :

— D’une part, les méthodes asymptotiques permettent de surmonter la principale difficulté
des problémes a hautes fréquences, & savoir la représentation de la nature fortement os-
cillante de la solution. Cette étape rend les méthodes de discrétisation trés cotiteuses.

— D’autre part, les méthodes de discrétisation sont bien adaptées a la prise en compte de
géométries complexes, qui constitue une limitation importante des méthodes asympto-
tiques.

Dans le cadre d’une résolution par équations intégrales de frontiére et par éléments finis d’aréte,
nous présentons deux méthodes hybrides, qui sont des méthodes de discrétisation microlocale.
Dans le cas d’un obstacle convexe et d’une onde incidente plane, une premiére méthode, intro-
duite par Abboud, Nédélec et Zhou [125], [2], [3], consiste a approcher la phase de I'inconnue
selon les théories géométriques et physiques de la diffraction, et a restituer cette information,
qui caractérise le comportement oscillant de la solution, lors de la discrétisation éléments finis
de l'inconnue. Cette approximation a pour conséquence l'obtention d’une nouvelle inconnue
beaucoup moins oscillante. Dans le cas des équations de Maxwell, cette nouvelle inconnue peut
étre approchée avec un nombre de degrés de liberté en O(k®), o étant inférieur a 2, au lieu
de O(k?). Cependant, Papproximation de la surface I' nécessite un maillage plus fin avec un
nombre de mailles en O(k?) pour avoir une évaluation des différentes fonctions sur T’ suffi-
samment précise. Ainsi, le calcul de la matrice du systéme s’effectue avec un cotit en O(k%).
Selon les auteurs de cette méthode, I’assemblage du systéme peut étre accéléré en utilisant la
théorie de la phase stationnaire. Malgré son efficacité en dimension 2, cette méthode engendre
des difficultés numériques non encore résolues a notre connaissance en dimension 3.

De la Bourdonnaye et Tolentino [49], [120] ont établi une autre méthode de discrétisation mi-
crolocale basée sur la méme idée de séparation de ’amplitude et de la phase. Pour traiter des
cas plus généraux que précédemment (i.e. aucune condition de convexité de 'objet et aucune
condition sur 'onde incidente ne sont imposées), ils proposent de discrétiser la phase de I'in-
connue suivant des directions présélectionnées de la sphére unité. Ils obtiennent un probléme
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ou le nombre de degrés de liberté est en O(k?), car les discrétisations de la sphére unité et de
I’obstacle se font chacune avec un nombre de points en O(k). L’accélération du produit matrice-
vecteur est réalisée par 'emploi de la théorie de la phase stationnaire qui permet de creuser la
matrice. Bien que le coiit de la méthode soit désormais en O(k?), la matrice ainsi générée est
mal conditionnée. De plus, un nombre important de points de discrétisation par triangle doit
étre considéré lors de la discrétisation du systéme intégral. D’autre part, les résultats obtenus
présentent une précision assez limitée [120].

Couplage de la méthode de discrétisation microlocale et de
la méthode multipole FMM

Notre but est de résoudre, dans le cadre des hautes fréquences, les équations de Maxwell
en régime harmonique posées en domaine extérieur non borné. La considération d’obstacles
homogénes nous ameéne a utiliser la méthode des équations intégrales de frontiére [19], car cette
derniére a l'avantage par rapport aux méthodes volumiques d’étre trés précise et d’engendrer
lors de la discrétisation du probléme un moins grand nombre d’inconnues. La formulation inté-
grale utilisée est celle introduite par Després [38], car elle donne des systémes hermitiens, définis
positifs et bien conditionnés. Nous avons considéré ’application de la FMM aux opérateurs des
équations intégrales de Després présentées dans [39] et [90].

En reprenant 1’idée des méthodes hybrides, qui consiste & associer différentes méthodes en tirant
profit des avantages de chacune, Darrigrand [44] a développé une méthode, que nous appelons
FMD, couplant les méthodes de discrétisation microlocale [2| et multipole FMM [31] : il accélére
le précalcul du systéme en adaptant de maniére originale I'algorithme de la FMM. La FMD
permet de remédier aux limitations affichées d’une part, par les méthodes asymptotiques [91]
lors de la prise en compte de géométries complexes, et d’autre part, par la méthode de discré-
tisation microlocale introduite par Abboud et al. [2] qui nécessite d’assembler un systéme, de
taille réduite en O(k), ol a < 2, avec un nombre d’opérations en O(k*). Elle a un coiit en
O(k*T? + Ny, k*®) en temps de calcul (o < 2) et un coiit en mémoire en O(k%Ink). La FMD
permet donc de repousser les limites des problémes de temps de calcul et de place mémoire
engendrés lors de la considération de fréquences élevées, et peut étre avantageuse par rapport
a la FMM multi-niveaux, qui a une complexité en O(Ny., k?Ink), dés lors que o < 1.

Cependant, bien que les premiers résultats soient trés encourageants, il a été constaté, pour
les équations de Maxwell, qu’ils ne sont pas assez précis pour certains cas, notamment pour
les objets absorbants. Nous avons donc donné une formulation des fonctions de base associées
aux éléments finis microlocaux d’ordre élevé en s’inspirant de [65], et nous avons intégré ces
éléments finis & la FMD afin d’augmenter la précision des résultats. La montée en ordre a
permis d’améliorer la convergence en maillage dans le cas d’un objet parfaitement conducteur
et dans le cas d’un objet parfaitement absorbant, I’amélioration étant plus spectaculaire pour
ce dernier cas. En étudiant la convergence en maillage de la FMD, il est apparu que pour
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un méme niveau de précision, la taille des systémes obtenus en employant des éléments finis
d’ordre élevé est inférieure & celle des systémes obtenus en utilisant des éléments finis d’ordre
0. Il résulte donc de I'emploi d’éléments finis d’ordre élevé des gains en temps de calcul et en
consommation mémoire. Nous avons également proposé une optimisation de la complexité de la
FMD. En analysant la complexité de cette méthode, il apparait que 1’étape de transfert (étape
ou sont effectués les transferts d’informations entre les boites multipolaires) détermine a elle
seule la complexité de la FMD. L’optimisation proposée, basée sur le lissage et le seuillage des
fonctions de transfert, est inspirée de [36], [121] et [42]. Elle permet de considérer moins de
directions de discrétisation sur la sphére unité. La FMD optimisée a alors une complexité en
O(k*Ink + Ny, k**). La consommation en mémoire demeure inchangée, i.e. en O(k%Ink).

Plan de la thése

Nous décrivons le plan de ce mémoire qui se décompose en trois parties.

Dans le premier chapitre, nous présentons la formulation intégrale de Després [38] utilisée
pour résoudre les équations de Maxwell. La présentation faite dans [38] repose sur la manipu-
lation des potentiels usuels et sur la décomposition du noyau de Green en partie réelle et en
partie imaginaire. Elle s’effectue en deux étapes : le cas d’un objet €2 parfaitement absorbant
est d’abord considéré, puis le cas d’une condition d’impédance généralisée [11] est traité a par-
tir d’'un changement de second membre. La discrétisation du systéme ainsi que sa résolution
sont abordées. Ensuite, nous décrivons au chapitre 2 les fonctions de base des éléments finis
plans d’ordre élevé de classe H(div) [93], et plus particuliérement celles définies par Graglia
[65]. Dans la continuité, nous présentons au chapitre 3 les fonctions de base des éléments finis
courbes d’ordre élevé. Nous examinons deux paramétrisations de I', & premiére vue, différentes
mais qui se révélent équivalentes : la premiére, utilisée par Bendali [19], est basée sur ’emploi
d’un repére local orthonormé, et la seconde, utilisée par Graglia, est basée sur I'emploi des
coordonnées barycentriques. Au chapitre 4, nous détaillons le calcul des intégrales singuliéres.
Ces calculs doivent étre effectués de maniére précise, car ils représentent les termes dominants
du systéme. Nous avons repris la technique de J. Gay, également connue sous le nom de trans-
formation de Duffy [55|, permettant de lever les singularités pour des éléments plans, et nous
avons par la suite étendu cette technique aux éléments courbes.

Dans la deuxiéme partie, le chapitre 5 est consacré & la présentation de la méthode multipole
FMM [46] utilisée pour accélérer les produits matrice-vecteur effectués lors de la résolution
itérative. Puis, au chapitre 6, nous étudions les effets engendrés sur la FMM par I'utilisation
d’éléments finis courbes d’ordre élevé. Nous nous intéressons au critére d’arrét pour la subdivi-
sion de I'obstacle en octree. Puis, nous quantifions I'impact des éléments finis d’ordre élevé et la
finesse du maillage sur la complexité de la FMM. Cette analyse se fait dans un cadre simplifié,
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mais reste généralisable aux équations intégrales de Després (EID). Au chapitre 7, une étude
des résultats numériques obtenus avec la FMM est proposée. Les résultats numériques repré-
sentent des calculs de SER bistatique. Les objets diffractants considérés sont la sphére unité
et 'amande NASA. Nous traitons le cas des objets parfaitement absorbants (i.e. d’'impédance
Z. =1) et le cas des objets parfaitement conducteurs (i.e. d’'impédance Z, = 0). Nous compa-
rons, au travers des différents tests, tout en considérant des fréquences de plus en plus élevées,
les résultats obtenus & partir d’éléments finis plans d’ordre 0 et d’éléments finis courbes d’ordre
1.

Dans la troisiéme partie, nous exposons au chapitre 8 la méthode de discrétisation microlo-
cale introduite par Abboud, Nédélec et Zhou [2|. Etant donné qu’elle sort du cadre classique,
nous décrivons également la construction des fonctions de base microlocales courbes d’ordre
élevé. Puis, au chapitre 9, nous présentons le couplage de la méthode de discrétisation micro-
locale et de la méthode multipole FMM développé dans [44], en détaillant ’algorithme de la
méthode couplée ainsi que le calcul de sa complexité. Nous consacrons ensuite le chapitre 10,
aux différentes optimisations apportées a la FMD. Nous montrons qu'une réorganisation au
niveau du calcul du systéme permet de diviser par deux le temps de calcul et la place mémoire
nécessaires a la résolution du probléme. Nous montrons aussi qu'une réécriture des boucles du
code permet de réduire de maniére significative le temps de calcul. Nous décrivons ensuite une
stratégie permettant de calculer efficacement les fonctions de base d’ordre élevé aux points de
Gauss. Enfin, nous proposons une optimisation conséquente de la complexité de la FMD. La dis-
crétisation de la sphére unité constitue une limitation au niveau de la complexité de la méthode
couplée. Nous développons alors une méthode, basée sur le lissage et le seuillage des fonctions
de transfert et inspirée de [36] et [42], qui permet de considérer beaucoup moins de points sur
la sphére unité, réduisant ainsi de maniére importante la complexité de la méthode couplée. Au
chapitre 11, nous menons une étude sur les résultats numériques obtenus avec la FMD optimisée
lorsque sont considérés des éléments finis d’ordre élevé. Les objets diffractants utilisés sont la
sphére unité et 'amande NASA. Nous traitons le cas des objets parfaitement absorbants (i.e.
d’impédance Z, = 1) et le cas des objets parfaitement conducteurs (i.e. d'impédance Z, = 0).
Nous considérons d’abord le cas de la sphére. Dans le cadre de la montée en fréquence, nous
étudions dans un premier temps la convergence en maillage de la FMD a ’ordre 0. Il se dégage
de cette étude que, en pratique, nous avons toujours N, ~ k¢ avec a < 1, ou N, est le nombre
d’inconnues de la discrétisation microlocale. Ceci montre que la FMD peut étre comparée a la
FMM multi-niveaux. Nous analysons ensuite ’optimisation apportée a la FMD en fonction de
I’ordre des éléments finis. Enfin, nous comparons, pour les fréquences précédentes, toujours en
fonction de l'ordre des éléments finis, les SER et les consommations en temps et en mémoire
obtenues avec la FMM d’une part et avec la FMD d’autre part. Nous considérons ensuite le cas
de I’'amande NASA. Pour ce cas, nous comparons comme précédemment les résultats obtenus
pour Z, = 1 et Z, = 0 avec la FMM et la FMD optimisée, mais nous le faisons uniquement
pour le niveau grossier et le paramétre ¢ optimaux.
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Premiére partie

Equations intégrales de Després et
éléments finis d’ordre élevé
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Chapitre 1

Equations intégrales de Després

1.1 Introduction

Les équations de Maxwell en régime harmonique et en domaine extérieur non borné sont

résolues au moyen des équations intégrales de Després (EID). Cette formulation a I’avantage,
commun aux méthodes d’équations intégrales, de ramener un probléme a trois dimensions non
borné & un probléme & deux dimensions borné, et a aussi I'avantage, spécifique a la formulation
intégrale de Després, d’aboutir & des systémes hermitiens, définis positifs et bien conditionnés,
ce qui permet la mise en place d’une méthode efficace pour la résolution du probléme.
A Torigine, les EID étaient basées sur la minimisation d’une fonctionnelle quadratique. Ce-
pendant, Collino et Després en donnent dans [38] une présentation plus simple reposant sur
la manipulation des potentiels usuels. Cette présentation, et celle qui sera faite dans ce cha-
pitre, se scinde en deux étapes : tout d’abord le cas d’une condition d’impédance Z, = 1 (ce
cas correspond a un objet parfaitement absorbant), puis le cas d’une condition d’impédance
généralisée. Pour 7, = 1, ’écriture du systéme intégral est fondée sur la décomposition en
parties réelles et imaginaires des opérateurs intégraux habituels. Dans le cas d’une condition
d’impédance généralisée, étant donné que la prise en compte de la condition au bord se fait
au niveau du second membre, un changement de second membre permet de se ramener au cas
précédent. Enfin, la discrétisation du systéme ainsi que sa résolution sont présentées.

1.2 Probléme modéle

Nous étudions les équations de Maxwell. Ces équations modélisent le comportement des
ondes électromagnétiques et notamment le phénoméne de diffraction engendré par un objet
éclairé par une onde électromagnétique (cf figure 1.1) : une onde incidente de fréquence f crée
des courants magnétiques et électriques a la surface I' de 'objet 2~ qui a leur tour générent
un champ électromagnétique dans tout I'espace QT = R3\ Q.
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Lorsque nous considérons les équations de Maxwell en régime harmonique et en domaine ex-

’\n r

/ o

Radar Onde

%dente/ Obstacle

Fi1aG. 1.1 — Illustration du probléme de diffraction.

térieur non borné, pour un objet homogéne, la méthode de résolution la plus fréquemment
utilisée est la méthode des équations intégrales [19], [96]. Elles sont qualifiées de frontiére lors-
qu’elles sont posées sur le bord I' de I'objet. La méthode des équations intégrales de frontiere
nécessite uniquement de déterminer les courants a la surface de I', car leur connaissance suffit a
I’évaluation des courants diffractés dans tout ’espace. Le probléme de troncature du domaine
ne se pose plus, car les conditions aux limites sont prises en compte de maniére implicite. De
ce fait, les méthodes intégrales sont plus précises que les méthodes volumiques. Ces méthodes
permettent de ramener un probléme 3D non borné a un probléme 2D borné, ce qui, lors de
la discrétisation du probléme, entraine une réduction conséquente du nombre d’inconnues. Le
nombre d’inconnues est en O(k?), car il faut, ici aussi, tenir compte lors de la discrétisation du
probléme, de la nature oscillante de la solution due a la présence, dans les intégrales, du noyau
de Green défini par :

Gz, y) = %- (1.1)

Les systémes discrets provenant des méthodes intégrales sont pleins.

A présent, nous énongons les principales formulations intégrales utilisées dans la littérature pour
la résolution des équations de Maxwell. Nous considérons dans un premier temps le cas des ma-
tériaux parfaitement conducteurs. Les équations intégrales s’appuient sur une représentation
sous forme de potentiels des champs électromagnétiques. Celle-ci est fournie par les formules
de Stratton-Chu [41]. Une nouvelle inconnue est introduite : le courant surfacique électrique J
qui est un champ tangent a la surface I'. A partir de J, les champs électriques et magnétiques
peuvent étre obtenus. L’équation intégrale du champ électrique (Electric Field Integral Equa-
tion) est obtenue en injectant la condition au bord M = —nAEjr = 0 dans I'équation du champ
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électrique des formules de représentation de Stratton-Chu (1.8). L’équation intégrale en champ
magnétique (Magnetic Field Integral Equation) est obtenue en injectant M = 0 dans 1’équation
du champ magnétique. Les deux équations EFIE et MFIE souffrent cependant d’un probléme
d’unicité pour certaines valeurs du nombre d’onde. En effet, la détermination du courant permet
non seulement de résoudre le probléme dans le domaine extérieur, mais aussi dans le domaine
intérieur associé. Or ce probléme n’admet pas de solution unique pour certaines valeurs de k.
En considérant une combinaison convexe de la EFIE et de la MFIE, nous obtenons la CFIE
(Combined Field Integral Equation), exempte du probléme d’unicité de la solution, puisque les
nombres d’onde pour lesquels il n’y a pas unicité de la solution de 'EFIE et de la MFIE sont
distincts.

Concernant les objets ouverts, lorsque I' est une surface non fermée, les formules de Stratton-
Chu sont encore valables au prix d’une substitution dans I’expression du courant .J, ce dernier
étant le saut de la composante tangentielle (4 une rotation prés) du champ magnétique a la
traversée de I'. L’EFIE reste valable pour ce type de probléme contrairement & la MFIE (et par
conséquent a la CFIE), en raison de I’absence d’un domaine intérieur.

Dans le cas de matériaux non parfaitement conducteurs, le nombre d’inconnues double car une
inconnue supplémentaire intervient : le courant surfacique magnétique M. Le nombre d’équa-
tions double également, car le probléme intérieur n’est plus trivial, et est nécessaire a la réso-
lution [20].

Pour résoudre les équations de Maxwell, d’autres formulations intégrales, différentes de celles
présentées précédemment, peuvent étre utilisées. Nous considérons une méthode d’équations
intégrales spécifiques : les équations intégrales de Després (EID) [38|. Par rapport aux équa-
tions intégrales classiques, les EID ont I'inconvénient de doubler le nombre d’inconnues, mais
elles ont I'avantage de donner des systémes hermitiens, définis positifs et bien conditionnés, ce
qui permet la mise en place d'une méthode efficace pour la résolution numérique du probléme.
Nous rappelons que les équations de Maxwell en régime harmonique, en domaine extérieur non
borné et pour un milieu homogéne sont données par :

rotEt —ikZoH* =0, dans Q7,
rotH* +ikZy'ET =0, dans QF,

nA(ETAn)+ ZoZ,(H" An) = g™, surT, (1.2)
lim |o|(ZoH* A — — ET) =0,
|z|—+o0 |.T‘

ou

~ Q~ est un ouvert borné régulier de R® de frontiére I, et QF = R3\ O,
— n est la normale unitaire sortante a I,

—~ ET et H' représentent respectivement le champ électrique et le champ magnétique dans
Qt,
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— k est le nombre d’onde. Il est lié a la fréquence f et a la longueur d’onde A par :

2rf 27
k=—=— 1.

c étant la vitesse de la lumiére,

— Zy est 'impédance dans le vide, et Z, est 'impédance du milieu. Z, est un opérateur
d’impédance supposé symétrique avec une partie réelle positive ou nulle, de maniére a
avoir un probléme bien posé en un sens qui sera précisé par la suite. La nature de Z, peut
étre trés variée : une constante, un opérateur différentiel, un opérateur pseudo-différentiel,
une constante lorsque le milieu considéré est homogéne.

inc

— ¢""¢ est une donnée initiale liée & I'onde incidente.

La troisiéme équation du systéme (1.2) posée sur I' correspond a la condition aux limites, i.e.
a Iéquation vérifiée par les traces tangentielles de E* et H' sur I'. La derniére ligne de (1.2)
est la condition de radiation de Silver-Miiller. Elle impose a I’infini le comportement de ’onde
diffractée et assure I'unicité de la solution. L’analyse de I’existence et de I'unicité de la solution
du systéme (1.2) est réalisée dans [19], [96] et [41].

1.3 Formulation intégrale de Després dans le cas d’un objet
() parfaitement absorbant

Cette partie est consacrée au cas d’une condition d’impédance au bord Z, = 1.
La résolution du systéme (1.2) par une méthode d’équations intégrales améne a résoudre un
probléme pour les courants équivalents J = n A H, ‘J{ et M = —nA Eﬁi dans ’espace des champs
tangents a ', L*(TT) = {¢ € (L*(T"))3, - n = 0}. En effet, la détermination de E* et H* se
fait & partir de la connaissance de J et M, car nous avons avec les formules de représentation
de Stratton-Chu :

Et(z) = iZTJ(x)+ KM(x), (1.4)

HY(x) = —KJ(x)+iZ; 'TM(x), (1.5)

ol les opérateurs T et K sont définis par :

Ti(r) = & / (Gl )7() + 15 V.G y)dive T () da(v), (L.6)
Rite) = [ V.60 AT dr) (17)
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R )
Az — y|
Les courants équivalents J et M vérifient dans L?(TT) x L*(TT) le systéme suivant :

iZo(TJ)(x) + (KM)(z) — 3n(z) AN M(z) =0,

étant le noyau de Green.

(1.8)
(KJ)(z) — in(z) A J(z) —iZy (TM)(z) = 0,
ou les opérateurs 1" et K sont définis par :
TJ@) = lim n(x)A((fJ@))An(x)), Vo el (1.9)
KJ(x) = limn(x V,G(z, J(y)d n(x)), Vrxel. (1.10
@ =t A ([ 9,00 AT dm) An). veer 110

Remarque. Les opérateurs T' et K sont les opérateurs des formulations intégrales classiques,
@ savoir la EFIE (Electric Field Integral Equation) :

(TT.T) =k / / Gle) (J0) - @) — rpdive J(y) - G (@) dyw)dr(a), (11)

et la MFIE (Magnetic Field Integral Equation) :

) = [ [ (96w) A M) - T 1) dofo) (112
rJr
Le systéme (1.8) se réécrit sous forme matricielle SX = 0, ou S et X sont définis par :
T K —Lnn Ji ViZyJ
S = , X = = € L*(TT) x L*(TT).
K —inn T M, ViZy ‘M

En introduisant une nouvelle inconnue Y = i X, notée aussi Y = (J,, M>)*, et en décomposant
les opérateurs T et K selon leurs parties réelles et imaginaires (le noyau de Green est décomposé
en partie réelle et en partie imaginaire) :

T=1T,+1T;, K=K,+iK;, (1.13)
SX = 0 se réécrit :
—TX —RY =0, (1.14)
ou T et R sont définis par :
T, K, — inA T, K;
T = , et R= . (1.15)
K, — inn T, K, T

2
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Remarque. 7, T;, K, et K; sont des opérateurs réels.

La relation (1.14) constitue la premiére équation du systéme des EID. La seconde équation
des EID s’obtient en reformulant la condition au bord du systéme (1.2) :

nAM — ZyJ = g™, (1.16)
soit
Ty —in A M, = —in/iZy g™, (1.17)

En multipliant (1.17) par (—inA), nous obtenons :

—inNJy+ M =-—-nA~iZy ¢ (1.18)
Remarque. M, étant un champ tangent ¢ I (i.e. My -n =0), nous avons :

En posant g = (—i\/iZoflgmc, —n A \/iZoflgi"C)t, et en se servant de la relation

0 —nA
T-T"= =11, (1.20)
—nA 0
nous avons :
X +1IIY =g. (1.21)

La seconde équation des EID s’obtient alors en multipliant (1.14) par (—), et en se servant des
relations Y = iX et (1.21) :

X+RX -TY =g. (1.22)
. sin k|u| k g e ) L .
En utilisant = e ds et les opérateurs de champs lointains a,, et A, définis
47 |u| (47)? J g2
par : VJ, M €T, Vs € 52,
k -
(a0 d)(8) = — [ A (JA8)e ™% dy(), (1.23)
47 T

(A ( ¢ ))(g) — (a0 d)(3) — 08 A (0 M)(5), (1.24)

nous avons R = A*_A.,. Le systéme des EID composé de (1.14) et (1.22) se réécrit donc :

X 4+ A% AX = T*Y =3,
(1.25)
TX + A* ALY =0.
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Le systéme (1.25) est associé a un probléme de point selle qui consiste a trouver (X,~,Y)

solution de £(X,v,Y) = min max /3()?, ~, 17) ou L est donné par :
X5 v

e 1, = 1 = 1~
L(X,7,Y) = §HX”%2(TF)><L2(TF) + é”AOOXH%Q(TS?) +§H7H%Q(T5‘2)
+Re < sz — ZAZO”?, ? >L2(TF)><L2(T'y)
—Re < g, X >r20myxr2(rr) -
Une solution (X,v,Y) de ce probléme est solution de (1.25). De plus, I’étude du probléme de
point selle permet d’obtenir des informations sur 'existence et 'unicité de la solution (X,Y)
de (1.25). La condition inf-sup assure 1’existence de (X,Y") et I'unicité de X, mais pas 'unicité

de Y qui est défini & un élément de ker A, prés [38]. Pour assurer 'unicité de Y, les termes
suivants sont ajoutés :

06X —ifY = 0 dans la premiére équation,
et —iBX+p8Y = 0 dans la seconde équation,

et (1.25) devient :

(1-P)X+ A A X — (T*+iBld)Y =g,
(1.26)
(T —ipld)X + (BId+ A% Ax)Y = 0.

La solution du probléme (1.25) n’est pas modifiée puisque Y = iX. Le paramétre 3 appartient
a l'intervalle |0; 1], afin que I'opérateur ((1 — B)Id+ AZ;OAOO) reste défini positif et vérifie une
condition de coercivité qui manquait & A* A., dans (1.25), condition assurant 'unicité de la
solution (X,Y") de (1.26).
Nous avons pour une condition d’impédance au bord Z, = 1 le systéme suivant :

(1-pX+ A A X — (T +ipId)Y =g,

(1.27)
(T —ipld)X + (BId+ A% Ax)Y = 0.

ou T, A’ A et g sont définis par :

. 1 ine
T, K, — %n/\ T; K; —iN14y g
T= VAT A = G =
K, — 3nA T, K T —n ANiIZy g

1.4 Formulation intégrale de Després dans le cas d’une
condition d’impédance généralisée

Lorsqu’une condition d’impédance généralisée au bord est considérée (Z, est différent de 1
dans (1.2) et vérifie < RZ,J,J >> 0, VJ € D(Z,)), la formulation de Després s’obtient en se
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ramenant & une condition d’impédance Z, = 1 au bord par un changement de second membre.
Soit R 'opérateur de réflexion associé & Z,., et défini par :

R=(Id— Z,)(Id+ Z,)~' € L(L*(TT)). (1.28)
La condition au bord du systéme (1.2) peut se réécrire :

nAM—ZyJ = ¢ — Zy(Id—Z,)J
= (Id+ R)g™ — R(n A M + ZyJ)
= (Id+ R)g™ — R\/iZy(n A My —iJ;) = f™. (1.29)

En posant g = (—z'\/iZo_lfmc, —n A \/iZO_lfi”C)t , (1.25) est obtenu, et en posant

jal —iNiZy (Id+ R)g"e —R —iR(n A )
F= = et NR = 5
Fy —n A \/iZO_l(]d+R)gi”C inAR  —nARnA:)
nous avons :

X+ AL AX —TY =F — NgX,

(1.30)
TX + AL ALY = 0.
Remarque. Lorsque Z, = 1, R est nul et nous retrouvons (1.25).
De méme que pour (1.25), nous définissons pour (1.30) le Fsystéme :
(1+ B)X + A A X — (T +iBId)Y + NgX = F,
(1.31)

(T —ipld)X + (BId+ AX AL)Y = 0.

Pour ||R||z2¢rr)y) < 1, le probléme est bien posé et le systéme admet une unique solution
vérifiant Y = ¢.X.

Pour plus de détails, nous renvoyons a I’article [38], ou deux présentations différentes sont trai-
tées : I'une est basée sur la combinaison de 1" et K, 'autre est basée sur la minimisation d’une
fonctionnelle quadratique. Pour plus de détails concernant la minimisation de la fonctionnelle
quadratique, le lecteur peut consulter [38].

1.5 Diagonalisation par bloc du systéme

Le systéme résolu est différent de celui résolu dans [38]. Il provient de la formulation initiale
des EID [52] et [53], mais il peut s’obtenir & partir de la formulation précédente (1.31) par
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changement d’inconnues. Soient les nouvelles inconnues {z!, \'}?2_, définies par :

Vi

l‘l — \/;(Ml — Jl), )\1 = %(MQ — JQ),
1’2 == \/Z(Ml -+ Jl), )\2 = 2£]§(M2 + JQ),

et les nouveaux seconds membres définis par :

- F E+ F
PEID = iE2Z 0 o PP - i

2 2
Il faut donc résoudre deux systémes couplés donnés par :
L1d+ 5010 kK, ! FPIP 4 Apya'e
= , (1.32)
—kK] 0/ 0; Y 0

oul e {1,2} et Ic € {1,2} \ {{}. L’équivalence entre (1.30) et (1.32) est démontrée dans [88].
Les expressions des opérateurs K, Ko, 0701, 0502, Ar1 et Aro sont données par :

1 1
Ki=—(T, =K. =gnn),  Ko=—(T+ K +5nA),
6101 = 2k%(Ty — Ky), 0500 = 2K*(T; + K;),

iRnAN-+ R iRnN-— R
Apy = =52 Ay = R
Les opérateurs §; et d, sont définis par :
(0:0)(3) = k((aseJ)(3) + (=1)"*i5 A (ae)(8)), 1€ {1,2}. (1.33)

L’inconnue (A, A\?) correspond a un multiplicateur de Lagrange, et est liée & (x!, 2?) par la
relation :

ot = —2%kN, e {1,2}. (1.34)

D’aprés (1.34), les systémes suivants peuvent-étre établis :
— dans le cas d’une impédance Z, # 1 :

(1;5) Id + ﬁ@kdl kK, 7! FZEID + ARJSL’ZC B Zﬂk)\l

= ,(1.35)

—kK; 208k21d + 570, M iBkat

ol € {1,2} et I e {1,2}\ {I}.
— dans le cas d’une impédance Z, =1 :

WD d 4 L6800 kK, —iBkId ! FFIP

= . (1.36)
—kK; —iBkld 2Bk*Id+ ;0 M 0
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1.6 Discrétisation du systéme intégral

Les systémes (1.35) et (1.36) sont résolus par ’emploi d’une formulation variationnelle. Pour
(1.35), la formulation suivante est utilisée :
Trouver (2!, \') € H(T') x H(T") tel que V(z',\') € H™Y(T") x H (") :

1+ IR ) )
< (Tﬁld"‘ @51 &), ¥ Surymor) + < KK Surypom = < Apge, 7 >urymon

+ < —iBkN & Sy + < B Sueypor,
et (1.37)

< —kKl*a:l, S\l >u(r)H-1(r) + < (2ﬁk2ld+ (51*(51))\l, 5\1 >HrO)HE-1(T) = < iﬁkxl, S\l >H(T),H-1(T)>

ou H(T") désigne 'espace L*(TT).

La résolution de (1.37) est basée sur une méthode d’éléments finis (éléments finis de classe
H(div) de Nédélec). La discrétisation par éléments finis du probléme se fait en considérant tout
d’abord T'j,, qui est une approximation polynomiale par morceaux de degré [ de la surface I'.

Soit 7, une triangulation réguliére et conforme de I';, et soit V}, un sous-espace de dimension
finie de L*(TT},) défini par :

Vi = Cin{dii=1,...,N}, (1.38)

ol {qbi}g:l représente ’ensemble des fonctions de base associées a 7.
Soient X} et Al les approximations respectives de x' et \' dans Vj,. Elles s’écrivent :

N N
X => alg; et A=) Ao, (1.39)
i1 j=1

avec Vj € {1,--- N}, (al,4}) e C2.
En posant V, =V}, x V},, la formulation variationnelle discréte peut étre établie :
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Trouver X} et A} tels que Vi € {1,..., N} :

N

N
Z —Id 4}625,51)@,@ >Vh+Zv]<kKl¢],¢l>w = Y ok < Apig. ¢i >v,
j=1

+Z’V§' < —ifke;, ¢ >v, + <P ¢ >y,

et (1.40)
N

—Za < kK¢, di >v, +Z% (28K°1d + 670) 5. ¢ >v, = > _ak <ifke;, ¢ >v, .
j=1

En posant X! = (af, -+, al) et AL = (74, 44)!, la résolution de (1.40) est équivalente a
la résolution du systéme linéaire suivant :
Trouver Y;! = (X}, A}) et Y2 = (X?,A?) tels qu’ils vérifient :

M 0 \ R;  Cp Yk St
- + , (1.41)
0o M)\ v ¢z RL )\ v? 52
ou S' = (F',0)" et les matrices M}, R} et Cf; sont données par :
Ds + ﬁfll K 0 —iB3 N}% 0
M = , R = Jet Ch = (1.42)
—K 2kBs + A’ iBgs 0 0 0

les matrices Bs, D, AL K!, K, N de dimension N x N et le vecteur ! de dimension N étant
définis par :

(FY: = < FP'P ¢; >v,,

(Bﬁ)l] = < 5k’¢]7 (bz >Vh7
1+
(Dﬁ)l] = —5¢j7 (bl Vi
(Al)ij = <6695, 0i >v,, (1.43)
<ICZ)Z.7 = < kKl(b]u (bz >Vh7
(K" = <kKigj, ¢ >v,,
NE)ig = < Arids, ¢i >v, -
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Les fonctions de base considérées ayant comme caractéristique de vérifier la propriété de
conservation de la charge, la solution discréte {(X! Al),l = 1,2} converge vers la solution
{(2',\)),1 = 1,2} du probléme continu lorsque le diamétre h des éléments de I', tend vers zéro.
L’existence et I'unicité de la solution discréte sont assurées par la condition inf-sup discréte.

Remarque. Dans (1.41), Cy et C% constituent les termes de couplage. Lorsqu’une condition
d’itmpédance Z, = 1 est considérée, ces termes disparaissent, et nous avons a résoudre deux
systemes parfaitement découplés de la forme :

MLyl =S e {12}, (1.44)

o { MY, 51}, sont obtenus au moyen d’une formulation variationnelle de (1.36).

1.7 Résolution du probléme discret

La résolution du systéme discret (1.41) utilise la méthode itérative de Jacobi. Soit (V' (0), Y;2(0))*
une solution initiale. Chaque itéré (V;'(n),Y;?(n))! est calculé grace a la récurrence suivante :

Vi (n) Y, (n) Yi(n—1)
Vi (n) Vi (n) Yii(n —1)
ou « est le coefficient de relaxation de la méthode, et ( Y_h1 Y, Y2(n))! est la solution de :
Mi 0 Y, (n) R} Vi (n—1) S
= - . (1.46)
0 M3 Y2 (n) C?, (n—1) S?
Pour calculer (Y (n),Y;?(n))", en posant :
Viin—1) Ry Cp Yi(n—1) St
— + , (1.47)
Vi(n—1) Cx  Rj Y2(n —1) S?
il faut résoudre M3Y}i(n) = V', I € {1,2}, ce qui équivaut a résoudre :
(Ds + gz A)X4(n) + KA (n) = Vyiy(n—1),
(1.48)

—K" X} (n) + (2kBs + AYAL(n) =V, (n—1),

ot Yyi(n) = (Xk(n), Al(n)', VI = (Vi (n = 1), Vi o(n — 1))".
Vlil(n —1) et V;f,Q(n — 1) sont définis par :
Vhl,l(n -1) = NJI%X}L(H -1) - z'BgA%(n - 1)+ F',
(1.49)
et Vi,(n—1) = iBsXj(n—1), l€{1,2}.
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La résolution de (1.48) se raméne & la résolution d’un systéme en A} en posant :

X, (n) = (Ds + g A) (Vi1 (n — 1) = K'AL(n)),
(1.50)
(KM (Dp + g A) 1K+ (2kBs + AD) AL (n) = Viy(n — 1) + K% (D + 72 A) 1V (n = 1),

Nous notons A' = (D + gz A'), B = K!, C' = (2kBs+ A'), VI =V} [(n—1), V§ =V}l ,(n—1),
X' = X!(n) et A'= Al (n).

La résolution de (1.5@ se fait par I’emploi d’un double gradient conjugué décrit dans le tableau
1.1.

La convergence des gradients conjugués est assurée par le caractére hermitien défini positif des
matrices A’ et (B')*(A')~"!B' 4+ C'. La convergence de la méthode de Jacobi est assurée sous la
condition |R| < 1.

Lorsque le cas Z, = 1 (i.e. R = 0) est considéré, le niveau itératif de la méthode de Jacobi
relaxée n’est plus utilisé, car les systémes provenant de (1.36) sont complétement découplés.
Ainsi, chaque systéme se résout séparément en utilisant la méthode des gradients conjugués
utilisée pour calculer V' et Y}2.
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GC2

A0 donné
Xl,O — (Al)—l(vll o BZAZ’O)

gl,o — ClAl,O _ (Bl)*Xl,O _ V2l
WI,O — gl,O
n = ()7 Ce

sin > 1, Whe = ghn 4 abrpytnt

n ‘gl,n‘Q
- |gl,n71|2

- Zl,n — (Al)—lBlWl,n
- pl7n _ |gl,n|2
(gl,n’ ClWl,n + (Bl)*zl,n)

Al,n+1 — Al,n o pl,nWl,n
Xl,n+1 — Xl,n +pl,nzl,n

_ gl,n+1 — qlm _ pl,n(ClWl,n + (Bl)*zl,n>

GC1

X} donne, g} = AIXL0 — (V] — BIALD),
W5 = 9

k=0, -

CsihE > 1L W= gp+ oW

1 ‘gll§|2
Y =TT 12
|gk71|

B pl _ |g;<;|2
" gk, AW
1,0 1,0
- X =X -

= G = gk — AW

~sik>1, W =g+l W,

lg,.I°
|g;c—1‘2

Ilm _ _In l 1
— g =20 — Wy

-
ak_

= e = G — PRAW;

TAB. 1.1 — Algorithme du double gradient conjugué.
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Chapitre 2

Eléments finis de Nédélec de classe H(div)

2.1 Introduction

Cette partie est consacrée a la description des éléments finis de classe H(div) et des fonctions
de base associées. Ces éléments finis sont un outil naturel pour la résolution des équations
de Maxwell, car ils rendent possible la construction d’espaces d’approximation conformes de
I'espace H(div) intervenant dans la formulation variationnelle.

Les éléments finis utilisés font partie de la famille d’éléments finis de classe H(div) introduite
en 1980 par Nédélec dans [93]. Cette famille, appelée premiére famille de Nédélec, constitue
une généralisation au cas tridimensionnel des éléments finis mixtes de classe H(div) introduits
par Raviart et Thomas en 1977 dans [100].

Nous présentons les fonctions de base des éléments finis d’ordre élevé de classe H(div) de
Nédélec, données dans l'article de Graglia et al [65].

2.2 Quelques rappels

Soit €2 un ouvert borné de frontiére I'. Nous rappelons quelques notions importantes dans
les définitions suivantes.

Définition 2.2.1. Un élément fini est défini par :
1. un élément géométrique de R™, noté K,

2. un sous-espace vectoriel, P, de dimension finie, et égale a N,

3. un ensemble, 3, de N degrés de liberté, i.e. de N formes linéaires définies sur [’espace P.
L’ensemble % est P-unisolvant (cf définition 2.2.2).

L’élément fini défini ci-dessus sera noté (K, X, P).
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Définition 2.2.2. ¥ est P-unisolvant (ou unisolvant) si et seulement si, il vérifie la propriété
suivante :

Y(ay,..,ay) €eRY g€ P/oi(q) =a; ; VYo, €%, Vi=1,---,N.

Définition 2.2.3. Nous appelons fonctions de base de (K,3,P) les N fonctions q1,...,qn de
I’espace vectoriel P satisfaisant :

ou 6;; représente le symbole de Kronecker.

Définition 2.2.4. H(div,?) (ou H(div)) est l’espace de vecteurs de R"™ définis sur un ouvert
Q vérifiant :
H(div,Q) = {u e (L*(Q)" / div(u) € L*(Q)}.

(K,%,P) est dit de classe H(div) quand linterpolée de toute fonction réguliére de l’espace
H(div) est dans H(div).

Généralement, lors de la résolution des équations de Maxwell par la méthode des éléments
finis, nous utilisons les éléments finis de Raviart-Thomas (RT), également connus dans la litté-
rature sous le nom d’éléments finis de Rao-Wilson-Glisson (RWG) [99]. Leur emploi se justifie
par le fait que leurs fonctions de base vérifient la propriété de conservation de la charge. Les
éléments finis de Raviart-Thomas sont des éléments finis d’aréte, et sont définis a ’ordre 0, par :

— K est un triangle plan,
— P est tel que tout vecteur ¢ € P s’exprime de la maniére suivante :
q(x) = ¢ (O fF + () fs5, avec ¢*(§) = wa + E%wy, (2.1)

wo, wy et wy étant des constantes scalaires. x est un point de K de coordonnées (&', £?)

dans le repére orthonormé {Ok, f?ﬂ ;i(} contenu dans le méme plan que K,
- X = q-nids ; i = 1,23}, n; étant la normale unitaire sortante a 0K; (0K;
OK;
représente le '™ coté de K). De plus, n; est contenue dans le méme plan que K.

Les fonctions de base {RT;}?_, de I’élément fini Raviart-Thomas d’ordre 0 sont données par :

T —ak ,
RT(z) = Sgn@&)m ;1€ {1,2,3}, (2.2)

ou
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mes(K) est I'aire du triangle K,
ak est le sommet de K opposé a I'aréte 0K,
sgn(0K;) est le signe affecté a 'aréte OK; de K,

x est un point de K.

Nous donnons maintenant quelques propriétés remarquables des fonctions de base { RT;}7_;.

1.

Chaque fonction de base RT; a pour support les éléments de la triangulation 7, de I'
ayant JK; pour aréte : il y en a au plus deux, K" et K, , car 7, est une triangulation
conforme. RT; est orientée arbitrairement en choisissant, parmi les triangles du support
de RT;, un triangle positif K", ot sgn(0K;) = sgn(0K;") > 0, et un triangle négatif K,

ou sgn(0K;) = sgn(0K; ) < 0.

Ces fonctions ont la particularité d’avoir par rapport aux arétes de K des composantes
normales constantes, et des composantes tangentielles linéaires. Plus précisément, nous
avons pour les composantes normales le long de chaque aréte 0K :

sgn(0K;)

R = 0o (0,)

(2.3)

ot mes(0K;) est la longueur de I’aréte 0K;.

Les fonctions {RT;}?_, sont des fonctions vectorielles utilisées pour approcher le courant
surfacique, .J, qui est un champ de vecteurs tangents a la surface. Elles servent aussi a
assurer la continuité du flux de J a travers les arétes de chaque triangle /K. De plus, les
composantes normales aux arétes de K des fonctions {RT;}?_, étant constantes le long
des arétes de K, les flux de J & travers ces arétes sont donc approchés par des constantes.
Pour cette raison, nous disons que les fonctions de base {RT;}?_, sont d’ordre 0, bien
qu’elles soient de degré polynomial 1.

La divergence surfacique de RT; vaut :

sgn(0K;)

divrRT; = .
o mes(K)

(2.4)

Les fonctions de base {RT}}?_, vérifient la propriété de conservation de la charge. Soit p’
N

tel que P = ijRTj. Nous avons alors :
j=1
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N
/ divpp dy = ij / divp RT} d~, (2.5)
r s

K.—UK.+

= Zp] (sgn(K;) + sgn(K;")) = 0. (2.6)

—0

2.3 Eléments finis introduits par Nédélec

Les éléments finis de Raviart-Thomas d’ordre 0, présentés dans la section précédente, sont les
éléments finis d’ordre le plus bas d’une famille d’éléments finis de classe H (div) introduite par
Nédélec dans [93], ce qui entraine malgré leur efficacité une vitesse de convergence en maillage
faible. Une idée naturelle, pour augmenter la vitesse de convergence de la discrétisation, consiste
a approcher la composante normale le long de chaque aréte par un polynéme de degré p supérieur
ou égal a 1, plutot que par une constante. Les flux de J a travers les arétes de K sont donc
approchés par des polynomes de degré p.

L’espace (P,)* des polynomes & valeurs dans R? de degré inférieur ou égal & p en les variables
x1 et xq, peut se décomposer de la fagon suivante :

(P,)* = (P,-1)* ® {(P,)*Vq € (P,)*, divg # 0} @ {(P,)*|Vq € (P,)*, divg = 0}, (2.7)

ou (P,)? représente I'espace des polynomes homogenes de degré p en les variables x; et o, et
a valeurs dans R2. - - s

En définissant D? par D? = (P,_1)? ®P,_1 -r ou r = (21, x2)", et comme P,_; -7 = {(P,)?|Vq €
(P,)?, divg # 0} [93], (P,)* s’écrit aussi :

(P,)* = D¥ & {(B,)’|¥g € (B,)’, divg = 0}. (2.8)

L’espace D? recouvre I’ensemble des polynomes de degré p contribuant & approcher la diver-
gence avec des termes de degré (p — 1), tout en excluant les polynémes homogénes de degré p
appartenant au noyau de 'opérateur divergence. Etant donné que D? = (]P’p,l)2 &) ]Igl:l -r, et
que 7 - n; est constant le long de 'aréte 0K, alors la composante normale d'un champ vectoriel
est approchée au méme ordre que sa divergence, i.e. a 'ordre (p — 1).

Nous définissons seulement les éléments finis de cette famille ayant des éléments triangulaires,
car la triangulation de T" est formée uniquement de triangles. Nous renvoyons a [93] lorsque K
est un tétraédre ou un cube. Dans le cas qui nous intéresse, (K, ¥, P) est défini par :

— K est un triangle plan,
—~ P=Dr,
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— X est constitué des degrés de liberté suivants :

(1) /ax(q -n;)wds ;i€ {1,2,3}, (2.9)

pour tout polynéme w de degré inférieur ou égal & (p — 1) en la variable curviligne s.
(i1) pour p > 2, / q-wdr, Yw € (P, 5)% (2.10)
K

Remarque. Les fonctions {RT;}>_, sont les fonctions de base de I’élément fini (K,X, DY),

lorsque ¥ = {/ q-n;ds ;o 1€{1,2,3}}.
OK;

2.4 Fonctions de base des éléments finis d’ordre élevé de
classe H(div) de Nédélec

La présentation faite dans l'article de Graglia et al. [65] a plusieurs avantages, notamment
d’avoir un systéme de notations directement exploitable pour une mise en ceuvre informatique,
de générer les fonctions de base pour des éléments finis d’ordre aussi élevé que souhaité, et de
donner des propriétés importantes concernant ces fonctions. Ces fonctions de base ont aussi
d’autres avantages par rapport aux autres fonctions de base de la littérature.

Par exemple, considérons les fonctions de base données par Cendes dans [115], pour les éléments
finis de classe H (div) d’ordre p de Nédélec. Ces fonctions sont définies en deux étapes. Soit V', un
champ vectoriel tangent a la surface approchée, que nous souhaitons approcher par des éléments
finis d’ordre p de classe H(div). Soient les champs V,, et V; représentant respectivement les
composantes normales et tangentielles de V' par rapport aux arétes du triangle K. Nous avons
donc V =V, + V,. La premiére étape consiste a interpoler V,, par un polynéme de degré p le
long de chaque coté de K pour assurer la continuité jusqu’a l'ordre p de V,, le long des cotés de
K. Dans cette étape, 3(p + 1) degrés de liberté ont été définis. Comme P = DP*! la dimension
de Pest (p+1)(p+ 3). La seconde étape consiste & définir les p(p + 1) degrés de liberté restant
de telle maniére qu’ils ne perturbent pas la continuité de V,,. Cendes choisit donc ces degrés
de liberté de sorte qu’ils interpolent V;. Lorsque p est égal & un, Cendes obtient six fonctions
de base (deux fonctions par aréte de K) interpolant V,,, augmentées de deux fonctions de base
interpolant V; qui varient suivant les arétes auxquelles elles sont associées. Cendes impose que
V, soit nulle sur I'aréte restante. D’otl, bien qu’étant complétes jusqu’au méme ordre que leur
divergence, les fonctions de base de Cendes ne sont pas symétriques, i.e. elles dépendent d’un
choix privilégié par rapport a deux arétes de K, contrairement a celles de Graglia. En utilisant
les fonctions de base de Cendes, les résultats des calculs dépendent des arétes privilégiées. De
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plus, les fonctions de base de Cendes ne sont pas totalement interpolantes, dans le sens ou
toutes les fonctions de base n’interpolent pas le flux d’un champ vectoriel passant a travers les
arétes de K, certaines fonctions de base interpolant la circulation du champ. Par contre, toutes
les fonctions de base de Graglia interpolent le flux de ce champ vectoriel passant & travers les
arétes de K.
Nous donnons quelques notations concernant le triangle K.

— Les cotés de K sont notés [y, I et I3.

— Les sommets s19, S13 et so3 de K sont définis comme les intersections des arétes de K.
Par exemple, s est le sommet de K ou se rejoignent les cotés [y et [s.

— )\; est la coordonnée barycentrique associée au 7°™¢ coté de K. ); varie linéairement de
zéro a un, de telle sorte qu’elle est nulle au niveau de [;, et qu’elle vaut un au sommet

opposé a [;. A1, As et A3 valent respectivement un aux sommets So3, S13 et Sio.

Ss |, iﬁ . S,

F1G. 2.1 — Notations associées & un triangle K.

Remarque. Dans cette étude et dans celle réalisée par Graglia et al. [65], le triangle K est
plongé dans le plan (xOy) de R3. La normale unitaire au plan contenant K est alors définie
par :

Un point x du triangle K est paramétré par :

T = A1S23 + A2S13 + A3S10

A1s23 + Aas13 + (1 — A — Ag)s12

S12 + A1(S23 — S12) + Aa(S13 — 512)

T = Sia+ Aila — Aol (2.11)
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Suivant la paramétrisation (2.11), nous pouvons montrer que les fonctions de base (2.2) de
I’élément fini d’ordre 0 s’écrivent aussi :

1
As(A) = 7 (srils-1 = Agalen) 5 F=1,23, (2.12)

o A = (A, A2, A3) et J = |l; Aly| = 2mes(K). Les indices ci-dessus sont calculés modulo 3.

Remarque. Tout vecteur appartenant au plan tangent défini par K peut-étre représenté a
laide de {Ag}%zl, puisque Ny — A3 = 71 et As — Ay = 2 sont linéairement indépendants. La

base {Ag}h_, est dite complete a Uordre zéro car (Ay — As) et (A3 — Ay) forment une base de
(Po)?. La divergence de cette base est compléte a lordre zéro comme la base. Cependant, cette
base n’est pas compléte a ordre un, bien qu’elle soit de degré un, car il lur manque les termes
{A1l1, Aala, Als + Aoly } appartenant au noyau de lopérateur divergence. Nous ne pouvons donc
pas modéliser n’importe quel vecteur de ().

La présentation des fonctions de base d’ordre 0 étant terminée, nous passons a celle des
fonctions de base d’ordre p > 1. Les fonctions de base d’ordre p sont obtenues en faisant le
produit entre les fonctions de base d’ordre 0 et des polynomes scalaires de degré p en les variables
A1, A9 et A3. Parmi les fonctions de base d’ordre p, nous pouvons dégager trois sous-familles F},
F; et Fy car chaque fonction Ag est associée a I'aréte 3 (5 € {1,2,3}). Pour chaque sous-famille
Fj, les fonctions de base sont données par :

jak € {1727 7p+1}7

A?

ijk

(N) = N2pRi(p+ 2, M) Ri(p+ 2, \a) Ri(p + 2, A3)A2(N) 5 j€{0,1,---,p},  (2.14)
Z.ak: € {1727 7p+1}7

i7j < {1727 7p+1}7
ol

- A= (Ala )‘27 )‘3)7
— 4, j et k sont les indices des points d’interpolation, et vérifient la relation 1+ j+k = p+2,

~ R (2.17) et R (2.18) sont des polynomes scalaires d’une variable,
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- V@ e {1,2,3}, Ngk est un coefficient de normalisation tel qu’au point d’interpolation de
i J
p+2' p+2' p+2

coordonnées barycentriques \;j; = ( ), nous avons Afjk()\ijk) -ng =1,

i.e.

p+2

ig valant 4, j ou k selon que 3 soit égal a 1, 2 ou 3.

Nous décrivons un procédé simple pour construire les points d’interpolation. Tout d’abord,
chaque aréte est subdivisée en (p -+ 2) intervalles égaux. Les points d’interpolation situés sur [y,
l5 et [3 correspondent & ’ensemble des points délimitant chaque intervalle privé des sommets
de K. Ensuite, a partir de ces points sont tracées les droites joignant les points de deux arétes
parallélement & la troisiéme aréte. Les points d’intersection obtenus constituent I’ensemble des
points d’interpolation situés a I'intérieur de K. L’ensemble des points d’interpolation pour p = 1
est donné par la figure 2.2.

Les polynomes scalaires R et R, intervenant dans (2.13), (2.14) et (2.15), sont des polynomes

I 1 }\021 )\012

F1G. 2.2 — Ensemble des points d’interpolation \;;, lorsque p = 1.

d’interpolation. Plus précisément, les polynomes R sont des polynomes de Silvester [109], et
constituent une extension des polynémes d’interpolation de Lagrange. Les polyndmes de Sil-
vester, R, sont définis par :

i—1
1
- —k), 1<i<p,
Ri(p,n) = { il M(p” ) b (2.17)
1, i =

R;i(p,n) est de degré i, et vaut 1 quand 7 prend la valeur i/p. Ses racines sont 0, 1/p, 2/p, - -,
(1t —1)/p, pour ¢ > 0.
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Les polynomes R sont des polynomes de Silvester modifiés. Ils sont définis par :

1 i—1
. S —k), 2<i<p+l,
Ri(p,n) =14 (i — 1) H(p" ) b (2.18)
1, i=1.

A

Ri(p,n) est de degré (i — 1), et vaut 1 quand 7 prend la valeur i/p. Ses racines sont 1/p, 2/p,
-+, (i—1)/p, pour i > 1.
Lorsque i > 1, R;(p,n) et R;(p,n) sont liés par les relations suivantes :

ur
fi 221 L (2.20)
-0 g N

En utilisant (2.19) et (2.20), les fonctions de base (2.13), (2.14) et (2.15) se réécrivent sous une
forme plus condensée :

2) e (A) A , ,

Alljk()\):Nlljk(p+ )O;]k( ) 1A1()‘)7 (S {0717 7p}a.]a k€{1a27"' 7p+1}7 (221)
2) e (A) A , ,

A?jk()\) = NZQJIC (p+ )(‘Jé]]k( ) QAZ()‘)7 S {07 17 o 7p}7 2 k€ {1a27 e 7p+ 1}7 (222)
2)Qr (M)A o

A = N3 EEDO N ) e qo,1 gy e (L2 p a1 (293)

&k (A) étant un polynome scalaire en les variables A;, A2 et A3, donné par :
dijk()\la )\2, )\3) = Rz(p + 2, Al)Rj(p + 2, )\Q)Rk;(p + 2, /\3) (224)

Gijr(\) est de degré (p— 1), car R;, R; et Ry sont de degré respectifs (i — 1), (j — 1) et (k —1),
eti+j+k=p+2.

De par leur construction, ces fonctions de base vérifient les propriétés des fonctions de base
{Ag}%zl (mis & part la valeur de la divergence surfacique qui change). Elles permettent de
reconnaitre et d’éliminer les dépendances linéaires survenant lors de leur construction, et donc
d’éviter la présence de modes parasites [115]. Nous récapitulons les propriétés des fonctions Afj kg

L. Afjk()‘i/j’k/) Moy = 0y 03y 055 Oy Vi, J, Ky By v B,y <3, i+ +k=p+2,
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2. AL,

3. Afjk()\./ ) =0 pour Ay &1 Ul Ul et (3,5, k) # (i,5,k),

)

()\‘/ ’/k/) = O pOllI' )\i/j'k/ € lﬁ et (i/aj/7k:/) 7é (ivja k)a

)

4. Chaque fonction de base associée a un point d’interpolation situé sur une aréte /3 de K
a pour support les deux triangles du maillage ayant en commun /3. Chaque fonction de
base associée & un point d’interpolation situé a l'intérieur de K a pour support K.

5. Les fonctions de base de Graglia vérifient la propriété de conservation de la charge.

6. En considérant comme précédemment un champ de vecteurs V, et en le décomposant par
rapport aux arétes de K selon sa partie normale V,, et sa partie tangentielle V,, il apparait
que les fonctions de base de Graglia, contrairement a celles de Cendes, n’imposent pas
P’annulation de V; sur une aréte de K.

Nous appelons nceuds tous les points d’interpolation de K. Un nceud interne désigne un point
d’interpolation situé a l'intérieur de K, et un noceud externe désigne un point d’interpolation
situé sur une aréte de K. Les fonctions de base associées aux nceuds internes ne sont pas toutes
linéairement indépendantes. En effet, pour un nceud interne de coordonnées barycentriques
? J

Aijh = (p+2’p+2’p—|—2
vérifient :

), les trois fonctions de base A}, AY;, et A, interpolant ce nceud

i ] 2 k 3
AL AR AT =0, (2:25)
N, kTN, Tk NS

car d’aprés (2.12) A\jA; + MaAgy + A3A3 = 0.

Remarque. Par la suite, le point d’interpolation (ou le neud) associé aux coordonnées bary-
centriques Aiji, est assimilé a \ijy.

Les fonctions associées au nceud interne \;;;, vérifient les relations suivantes :

1 .
— 81 A= /\Z s
AZ) ALY T ” 2.96
N2 N3 (2.26)
* “ 0 en tout autre nceud \ # Az,
T2 .
— si A= A,
ALY ALY ) Tl " 2.97
N3 NL (221)
" " 0 en tout autre nceud A # A\,
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ou 71 = l1/|l1] (respectivement 75 = l5/|ls|) est le vecteur unitaire tangent a I’aréte [; (respecti-
vement ly), et |hy| (respectivement |hs|) est le module du vecteur hauteur de K issu du sommet
So3 (respectivement si3).

Les combinaisons linéaires (2.26) et (2.27), qui sont linéairement indépendantes, sont utilisées
pour former une base de vecteurs linéairement indépendants. Il y a donc deux fonctions de
base associées & chaque nceud interne. Par contre, les fonctions A?. sont utilisées pour inter-

ijk
poler les nceuds externes, car pour chaque nceud A;;;, d'une aréte 3, il n'y a que Afjk vérifiant
Afjk()\) A nP # 0. Ceci revient donc & prendre une fonction de base par nceud externe, et deux

fonctions de base par nceud interne. Au total, nous avons 3(p + 1) degrés de liberté associés
aux neceuds externes et p(p + 1) degrés de liberté associés aux nceuds internes, soit un total de
(p+ 1)(p+ 3) degrés de liberté, ce qui correspond & la dimension de I’espace DP*!.
L’ensemble des nceuds d’interpolation et I’ensemble des fonctions de base associées aux éléments
finis d’ordre 0 et 1 sont donnés & titre d’exemples.

Pour un élément fini d’ordre 0, nous avons d’aprés la figure 2.3 :

1. 0 nceud interne,
2. 3 nceuds externes, auxquels sont associées les fonctions de base {Ag}%zl,

3. 3 fonctions de base au total.

I
1 A 001

F1G. 2.3 — Points d’interpolation pour des éléments finis d’ordre 0.

Pour un élément fini d’ordre 1, nous avons d’apreés la figure 2.4 : ) . . )
A Af; A A
1. 1 nceud interne, auquel sont associées les fonctions de base { % — . Il Y
’ N2 N3, N3 N
i1 i Vin 111

2. 6 nceuds externes, auxquels sont associées les fonctions de base {Ad;o; Ador; A2oo; Ador; Ado; AS1o ),

3. 8 fonctions de base au total.
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I 1 A021 )\012

F1G. 2.4 — Points d’interpolation pour des éléments finis d’ordre 1.

2.5 Fonctions de base des éléments finis d’ordre 1 de classe
H(div) de Nédélec

Les fonctions de base associées a ’aréte /; du triangle K, sont données par :

( A(lnz(/\) = N&12(3)‘3_1)A1()‘)7 avec N&12 = |l1],

Aém(/\) = N0121(3)‘2_1)A1()‘)7 avec N0121:|l1|>

A%n()\) = N11113)\1A1()\)7 avec N111— ‘ll‘

\

Les fonctions de base associées a 'aréte [, de K, sont données par :

( A%oz(/\) = N1202(3)‘3_1)A2()‘)7 avec N1202 = |ls],

A%m()\) = N2201(3)‘1_1>A2()‘)> avec N2201 = |laf,

A%n()\) = N12113)\2A2()\)7 avec N111— ‘12‘

\

Les fonctions de base associées a 'aréte /3 de K, sont données par :

( A?m(/\) = Ni9’20(3)‘2_1)A3()‘)7 avec Ni9’20 = |ls],

A%lo()\) = N§10(3)‘1_1>A3()‘)> avec 210 = |l3],

\A:{’n()\) = N§113)\3A3()‘)7 avec N111— ‘13‘
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Nous gardons les fonctions de base A}y, Adyy, Adge, Adgp, Adyy €t A3;, associées aux nceuds
externes, puisqu’elles forment un ensemble de D? linéairement indépendant. Il ne reste plus
qu’a compléter cet ensemble pour obtenir une base de D?. {A}5, Adyr, A2ge, Ador, Adyy, A31o} ne
peut pas étre compléte avec les fonctions Al,,, A?),, et A3, interpolant le nceud \;;, car elles
sont linéairement dépendantes. En effet, il est facile de vérifier que :

1 2 3
Alll 4 Alll 4 Alll
1 2 3
Nlll Nlll Nlll

- 3(>\1A1 -+ )\2A2 —+ )\3/\3)
= 0. (2.28)

Comme il a été expliqué précédemment, au nceud interne A\;;; sont considérées les fonctions de
base suivantes :
3 1
A (N _ A (N
3 1
Ny Nip

= 3(A3A3(\) — M AL (N),

A ALY
N1211 Nf)ll

= 3(NaAa(N) — A3As(N),

qui sont linéairement indépendantes. {A};5, Adyy, Adgs, A2rs Adgg, A31o} est complété avec les
deux fonctions ci-dessus. Le nouvel ensemble obtenu forme une base de D?, car les fonctions le
composant appartiennent 3 D2, sont linéairement indépendantes, et sont en nombre égal A la
dimension de D?. L’unisolvance de cet élément fini est montrée dans ’annexe 11.4.

Ay
f)ll

Remarque. 1. Pour former une base de D?, nous avons exhibé les fonctions

Mu) AR AR
Nl N7 Ny
pendantes. Néanmoins, nous pouvons simplement garder deuz des trois fonctions Al ,,
A2, et A3,,. En effet, cela nimplique pas de choiz privilégié par rapport a deuz arétes de
K, puisque I’annulation sur une aréte de la composante tangentielle du champ de vecteur

interpolé n’est pas imposée.

dans le but de montrer qu’elles étaient linéatrement indé-

2. Les coefficients de normalisation Ngk ne sont pas nécessaires pour vérifier la propriété de
conservation de la charge. C’est évident pour les fonctions de base associées auxr neeuds
internes, car les flur de ces fonctions sont nuls sur le bord de K. Soient deuzr éléments
K+ et K= d’un maillage Ty, représentant une surface fermée. Nous supposons que ces
éléments ont une aréte commune, et qu’ils constituent le support d’une fonction de base
associée a un neud d’interpolation situé sur cette aréte. Sur l’aréte commune, le flux de
la restriction de la fonction de base a KT et le flur de la restriction de la fonction de
base a K~ sont des polynéomes de degré p entiérement déterminés par leurs valeurs auz
(p+1) points d’interpolation. Les flux sont égaux, car nous avons sur l’aréte 3 considérée :
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A‘ﬁ+()\i’j'k’) hgy = A@—(Ai,j,k,) hge =0, YAy # Nijrs

ijk ijk
B+ A _ B— A _
Aijk<>‘i/j'k/> "Np+ = Az‘jk()‘i'j/k') *ng—, pour )‘i/j'k/ = Aijk,

ot les symboles + et — désignent respectivement les restrictions ¢ KT et a K.
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Chapitre 3

Fonctions de base courbes

3.1 Introduction

Pour les méthodes classiques de résolution des équations de Maxwell en régime harmonique
basées sur les formules de représentation intégrale de Stratton-Chu [41], Bendali [19] a montré
qu’en n’approchant pas convenablement la géométrie du probléme, la précision de la méthode est
dégradée, car 'ordre d’approximation de la géométrie intervient dans les estimations d’erreur.
Plus précisément, Bendali a montré qu’en remplacant le plan tangent & la surface exacte I' par
celui de la surface approchée a I'ordre [, I'y,, il y a perte d’un ordre dans la précision du schéma.
Une solution, pour conserver 1’ordre d’approximation du schéma, consiste alors a approcher le
plan tangent & I' a lordre (I + 1). Cependant, en pratique, pour plus de simplicité, le plan
tangent a I' est approché par le plan tangent a [', et la précision désirée est ensuite obtenue
en jouant sur la finesse du maillage (en raffinant, par exemple, le maillage au niveau des zones
a fortes courbures). Il est possible d’atténuer les erreurs d’approximation de la géométrie en
utilisant des éléments courbes.

De plus, un des objectifs visés, est d’intégrer les éléments courbes dans la méthode de résolution
des équations de Maxwell développée par Darrigrand [44], qui est basée sur le couplage d’une
méthode multipdle [35] et [46], et d’'une méthode de discrétisation microlocale [125]. En effet,
afin de satisfaire aux exigences de la méthode de discrétisation microlocale, il est nécessaire
d’utiliser une discrétisation éléments finis d’ordre élevé avec des éléments courbes.

Dans ce chapitre, vont étre étudiées les fonctions de base des éléments finis courbes d’ordre
élevé de classe H(div) de Nédélec. Lors de cette étude, deux paramétrisations de I" & premiére
vue différentes sont examinées : la premiére, utilisée par Bendali [19], est basée sur ’emploi
d’un repére local orthonormé, et la seconde, utilisée par Graglia [65], est basée sur I’emploi des
coordonnées barycentriques.
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3.2 Fonctions de base de Bendali

Cette partie est consacrée a la définition des fonctions de base des éléments finis courbes
d’ordre élevé de classe H(div) de Nédélec. Elles sont appelées fonctions de base de Bendali, car
le formalisme introduit par Bendali dans [19] est ici repris.

Soit I', I'approximation de I' servant a établir le probléme discret. Nous décrivons la procédure
de construction des triangles courbes K, de 'y, car les espaces d’éléments finis intervenant dans
la formulation du probléme discret sont intimement liés & la définition de la surface approchée
[',. La triangulation de I" par des éléments courbes se fait de maniére classique, c’est pourquoi,
elle est présentée de facon assez succinte. La partie A de 'annexe 2 en fournit une présentation
plus détaillée.

En résumé, nous considérons que la triangulation de I se fait en deux étapes. Lors de la premiére
étape, ' est approchée par une surface polyhédrique I'j,, constituée de triangles plans notés K.
Nous avons :

Tv=J K. (3.1)

KETh

ou 7j, est la triangulation de I" formée des triangles plans K.

La seconde étape consiste a construire 'y, approximation de I', qui remplacera I" dans les équa-
tions intégrales. I';, est construite par I'intermédiaire de I'interpolée d’ordre [ de 1, projection
orthogonale de I';, sur I, & partir des éléments finis de Lagrange (K, Xk, ;).

Soit F = IIj3)x l'interpolée d’ordre [ de 1) restreinte a K, associant au triangle plan K C f;

le triangle courbe K C I';,. Nous avons alors :

Tw=J Fr(K).

KETh

Nous introduisons également les notations suivantes :
Kn=Fg(K)CT, et K=(poFg)(K)cCT.
Remarque. Prendre | =1 raméne a la situation I'), = fvh

Etant donné que I', provient de la juxtaposition des triangles i(vh, qui dépendent eux-
mémes des triangles K de I'y, il est naturel d’introduire des coordonnées locales pour chaque

triplet {Fy, Kp, K}. Soit {O, f?, fE} le repére orthonormé associé a K. Si (€', £?) sont les
coordonnées d’un point zx € K dans {Og, f&, fK}, alors nous avons :

vi — O = £V fK 1 2K, (3.2)

Tout point xx appartenant & K s’écrit donc comme une fonction de &' et de €2, ie. vx =
i (€4,€?). En posant x, = Fy(ry) image sur Kj, de xx par Fg, x; s’écrit aussi comme une
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fonction de &' et de £2.
Nous nous intéressons également aux vecteurs tangents a [, car les inconnues du probléme sont
des champs tangents a I'. Une base du plan tangent a I' est définie par :

a:% C a=1,2 (3.3)

Au niveau des inconnues, le passage au probléme discret se fait en considérant le plan tangent

a [',. Une base du plan tangent & I'; est définie par :

e_h) _ 0Fk
e aga

a=1,2. (3.4)

Remarque. Bien que % soit une base du plan tangent a I'y, et que I'y, soit une approrimation
d’ordrel de la surface T', Bendali a constaté [19], qu’en remplagant le plan tangent & T par le plan
tangent a I'y, nous obtenons une dégradation dans ’approrimation de la géométrie aboutissant
a la perte d’un ordre de convergence dans le schéma utilisé. Cette dégradation est due a une
mauvaise approrimation du plan tangent a I'. Pour rétablir les ordres de convergences, le plan
tangent a I' peut étre approché a un ordre supérieur en introduisant un réseau supplémentaire
de points. Mais, tant qu’a stocker un réseau supplémentaire de points de I', autant approcher
toute la géométrie a l'ordre supérieur, et prendre alors comme approximation du plan tangent
a I, le plan tangent de la nouvelle surface approchant I'. Pour de plus amples informations sur
la dégradation de la géométrie, nous renvoyons a la partie B de ’annexe 2.

Nous définissons & présent les fonctions de base associées aux éléments courbes. Nous les
notons {RT;}ics, I étant un ensemble fini d’entiers.

Remarque. Par convention, l’indice grec o prend ses valeurs dans l’ensemble {1,2} et les
répétitions de la forme a“b, de cet indice entraineront, sauf indication contraire, la sommation
sur toutes les valeurs possibles de l'indice, i.e. nous aurons :

a®b, = a'by + a’bs.
L’espace d’éléments finis X}, utilisé par Bendali [19] pour le probléme discret est défini par :
— S T — — ® — 7
X, ={p =pe cC°(K,,C* | VK€T,, Rxp €D, et RKp-uiK—l-RLp~VjL:0,
sur toute aréte curviligne de I'y, Fx(0K;) = F1(0L,)},

ol
— D, est ’espace de Raviart-Thomas défini par :

—

U €Dy, <= g, v1, 00 € P W (x) = uw(é) X avee  u®(€) = va(€) + E0(€),  (3.5)

H
r € K est lié a & par : v = Ok + £ fK.
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— Ry ¢ est associé au champ de vecteur ¢ = ¢*e” tangent a T';, et est défini par :

—_— a?
RK q = \/g7hq o) (36)

— =
VI = |e? A el] étant 1'élément de surface de I,
¢ peut s’écrire en fonction de Ry ¢, ce qui donne :

T == —— e (R 7). (37)
VO (5 ST ¢
Soit 7 le courant approché défini sur un élément f(vh de I'y,. Nous avons :
— S5
el
1 —. 7
- RK] “ Z) 3.9
\/g_h( ) (3.9)
H
car j est tangent agh.
De plus, comme Ry j € D,,, nous avons :
Rk j =Y 6:RT, (3.10)

il
ou {RT;};cr est 'ensemble des fonctions de base de 1’élément fini plan correspondant a 1’élément

fini courbe considéré.
D’aprés les relations (3.8) et (3.10), nous avons :

2 — —
SIS SIS (3.11)
a=1

el

ce qui entraine en imposant \; = j;, que RTi est défini par :

RTi(x4(8)) = \/%«RTi(xK@» fIVE@n(©) + (RT(xx(€)) - ) Eh(@n(€)  (3.12)

oll v est antécédant sur K de x;, € f(vh
Une approximation de la géométrie d’ordre 1 (I = 1) donne RT, = RT;, car €eh f1 et

Th= 7 et i =1

Remarque. L’ensemble { flK , f;K } constitue une base contravariante du plan tangent o K (car

fic = 0K
a aé}a

f2 sont orthonormés. { e, et formant une base contravariante du plan tangent T, pour

), mais il constitue aussi une base covariante du plan tangent a K puisque f*

obtenir les fonctzons {RT Yier, les coordonnées contravariantes des fonctions { RT;};c; données
par (RT; - fK) et (RT; - fX) sont injectées dans les fonctions {RT bier-
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3.3 Fonctions de base de Graglia

Nous définissons les fonctions de base des éléments finis courbes d’ordre élevé de classe
H(div) de Nédélec données par Graglia. Bien que les résultats de Graglia soient utilisés, nous ne
suivrons pas la présentation faite dans son article [65] mais plutot celle de la section précédente,

— —
car la base {e, el} du plan tangent & I';, n’apparait pas de facon explicite. I';, est construite
comme précédemment, et en gardant les mémes notations, I';, est définie par :

Th=|J Fx(K).et Fx(K)= K. (3.13)

Comme précédemment, & chaque triangle plan K € 7j, est associé un systéme de coordonnées
locales, ce qui revient a lier chaque triangle courbe Kj; C I';, a un systéme de coordonnées
locales, puisque K} = F(K). Le systéme de coordonnées locales sélectionnées est différent de
celui utilisé par Bendali : les coordonnées locales choisies sont les coordonnées barycentriques
AL, A2 et As.

Remarque. La coordonnée barycentrique \3 peut étre omise, car A\; + Ao + A3 = 1.

Un point xx appartenant & K est paramétré par :
T = S12 + )\1[2 — )\Qll. (314)

x g s'écrit donc comme une fonction de A\; et de Ao, i.e. £ = 2k (A1, A2). Comme EL = Fg(K),
un point x, appartenant a K, image de i par Fj, s’écrit aussi comme une fonction de \; et
de Ay, i.e. xp, =z (A, Ag), puisque z; = F(xx (A1, A2)).

Une base du plan tangent a I'j, est donnée par :

S0P
)

a=12 (3.15)

La définition des fonctions de base courbes se fait en deux parties. D’abord les fonctions de base
des éléments finis courbes d’ordre 0 sont définies, ensuite sont traitées les fonctions de base des
éléments finis courbes d’ordre élevé.

Soient {A3}?%_, les fonctions de base courbes d’ordre 0. Pour établir les expressions de ces fonc-
tions, les rappels suivants sont nécessaires.

Tout triangle plan K € 7y, est paramétré suivant la relation (3.14). A partir de cette paramé-

— —
trisation, une base contravariante {eX, eX} du plan tangent & K est donnée par :

= or
ek = a—;f = Iy, (3.16)
- or
ek = a—;: S (3.17)

o1



— — — —
Soit {el . e2} la base covariante du plan tangent & K associée a la base {eX. eX}. Les vecteurs
o VKK 1,69

ek et e sont définis par la relation
—

- —
e = (TM)leF, i {12}, (3.18)

ou (T'M) est le tenseur métrique qui opére du plan tangent dans le plan cotangent. (T'M )k
est défini par :

K Kk K K
€1 "6 €1 -6
(TM)k = N | (3.19)
K _K K _K
€1 "6 €y €y

. — — — — — —
De par leur construction, {ef*, ef} et {ef, ek} vérifient e} - e = 5, d;; désignant le symbole
de Kronecker.
Les fonctions planes d’ordre 0, {Aﬁ}%zl, sont données par :

1
A1 = j()\glg - )\3[2), (320)
1
A2 = j()\gll — )\1l3), (321)
1
A3 == j()\llg - )\2[1). (322)
— —
Comme A\; + Ao + A3 = 1, I3 = —l; — o, et el = [, et elf = —[}, elles peuvent s’exprimer en
— —
fonction de \; et Ay, et en fonction de {eff, ek} :
1 K K
A1 = j(—(l — /\1)61 + /\262 ), (323)
L7 7
Ny = j(Alel — (1= XA)ey ), (3.24)
L7 K
Ag = j()\lel + /\262 ) (325)
Les fonctions de base des éléments finis courbes d’ordre 0 sont définies par :
— 1 — — — —
Ap=—=((JAs-ex)el +(JAs-ek)es) ; B e{1,2,3}, (3.26)

V9

ol /gy, est I'élément de surface de I'y, et J = 2mes(K).
En écrivant de maniére explicite les fonctions de base courbe d’ordre 0, nous avons :

™ 1 ho o\ h

A1 = \/E(—(l — /\1)61 + /\262), (327)
_ 1 — —

Ay = E(Ale’f — (1= Ag)eh), (3.28)
— 1 — —

A3 = \/ﬁ()\le? + )\263). (329)
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Remarque. En considérant une approrimation de la géométrie d’ordre 1, nous avons KZ = A;,
Vi € {1,2,3}.

Nous définissons a présent les fonctions de base courbes d’ordre élevé. Les fonctions de base
planes d’ordre élevé, {Afjk};;jfrf P +2, sont générées a partir des polyndmes d’interpolation de
Silvester et des fonctions de base planes d’ordre 0, {Ag}%_, (cf chapitre 2). Un ensemble de
neeuds sur le triangle K associés aux points d’interpolation des polynémes de Silvester est
ainsi défini. Cet ensemble est formé de nceuds externes situés sur les arétes de K, et de nocuds

internes situés a l'intérieur de K. Chaque nceud est noté selon ses coordonnées barycentriques
i j k

Aijk = , , . La fonction de base d’ordre p, AP , associée a \;;. est donnée par :
J P i 9 P i 9 P 4 9 ijk J
2) A5k (A
A2, (V) (P + 2D A5y o) (3.30)
s

ou ig désigne respectivement les valeurs 7, j ou k selon que 3 prend respectivement les valeurs

1, 2 ou 3. Les notations utilisées pour définir les fonctions de base Afjk sont celles du chapitre
précédent.

La définition des fonctions de base courbes d’ordre élevé est immédiate. En effet, en se servant
des fonctions de base courbes d’ordre 0, {Ag}%zl, et en s’inspirant de (3.26), il vient :

M) = (Ao + UG- k) (3.31)

L’expression (3.31) se réécrit également :

AL = N

ijk

As(N). (3.32)

Le coefficient de normalisation, Ngk, est tel qu’au point \;;, nous avons :

B 5 —
A (Nijie) - () = 1, (3.33)
ou 7ig est un vecteur unitaire normal a 7 qui vérifie selon les valeurs de 3 :
H
- 'fbl . 6}21 = 0,
H
- 'fbg . €}ll = 0,
— =
h_ oh

— i3+ (65 —ey) =0.
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Les coefficients de normalisation sont alors déterminés & partir des relations précédentes :

p+2 =

N = 12 —i° ey (ijw) (3.34)
p+2 =

Nk = mk?%w)h (3.35)
p+2 7 e

Nije = p+2_k|eg()‘ijk)_eill(Aiij- (3.36)

Remarque. Comme au chapitre précédent, les trois fonctions de base associées & un méme
neud interne sont linéairement dépendantes. Deux fonctions sont alors choisies parmi ces trois
fonctions.

3.4 Comparaison des fonctions de base de Bendali et de
Graglia

Nous montrons que les fonctions de base courbes d’ordre élevé de Bendali et de Graglia sont

équivalentes. Nous procédons & des simplifications au niveau des notations utilisées. Az désigne

n’importe quelle fonction de base d’ordre élevé de Graglia. La notation des fonctions de base
d’ordre élevé de Gragha est telle qu’a chaque fonction de base RTg de Bendali, il correspond

une fonction de base Ag de Graglia. Cette correspondance entre R1}j et Ag se fait par le biais
des fonctions de base planes RT3 et Az qui leur sont associées.

Lemme. Si les fonctions de base “planes” de Bendali R1p, et de Graglia Ag, vérifient :

RTj5,(§) = (Mg, 0 9)(8), (3.37)

alors nous avons, entre les fonctions de base “courbes” de Bendali ﬁ/@) et de Graglia /A\g;, la
relation suwante :

L (B 0 0)(6), (3.38)

Ng, étant le coefficient de normalisation de /,\;;

Dans cette partie, (3.51) est montré de maniére simplifiée, mais nous renvoyons 4 la section
11.4 de I'annexe 11.4 pour une preuve détaillée.
Nous notons respectivement zp et x les paramétrisations de I';, de Bendali et de Graglia. Nous
posons :
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*b?_a—glatbg o
%% o 9%
1 8)\1’ 2 a)\2’

ou {bh bh} est une base du plan tangent a I';, obtenue & partir de la paramétrisation de Bendali,

et { g1 , } est une base du plan tangent a I';, obtenue a partir de la parametrlsatlon de Graglia.
Soit K, un élément courbe de I'y, et soit K 1’élément plan de Fh tel que Kh est 'image de K
par F, 'interpolée de la projection orthogonale de 'y, sur I'. Les coordonnées barycentriques
(A1, A2, A3) associées aux sommets de K s’écrivent comme des fonctions affines de &' et de €2 :

N(€h, 63 = a; + Bt + 7% i e {1,2,3}. (3.39)

Nous posons : \;(£1,€2) = ¢;(€1,€%), i € {1,2,3}. Les fonctions {¢:}3_, sont complétement
définies, car elles vérifient les relations gbi(aj ) = &ij, al, ak et af correspondant aux sommets

S23, S13 et s de K.
En posant £ = (£1,£2), A = (A1, \2) et ¢ = (¢, ¢2), nous obtenons :

za(A) = (za © 9)(§) = vp(§). (3.40)
Nous avons en utilisant (3.40) :
2 —

> Bi(g] 0 9), (3.41)

j=1

— 2 —
et by =) (g} 09). (3.42)
j=1

- =
Soit +/ gf = |b A bl le jacobien provenant de la paramétrisation de Bendali, et soit /g% =
ﬁ

lgh A gz| le jacobien provenant de la parametnsatlon de Graglia. A laide de (3.41) et (3.42),

\/ g2 s’exprime en fonction de /g% :

hoA h
VIr = cl(gr A gs)odl = cy/gi oo, (3.43)
ou ¢ = [Biy2 — Boml- - N
Les fonctions de base courbes de Bendali { RT3} et de Graglia {Ag} s sont définies par :

RTy(€) = ——((RTy- X)W + (RTy - fR)0E (3.44)

H§
Sl

KoV = —=((Ag-eh)gh + (A kgl (3.45)

5
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Nous supposons que les fonctions RTj, et Ag, vérifient (3.37). Nous allons montrer que RTp,
et Ag, sont équivalentes.
— —

el et el étant définis par :
— —

el =1, et elf =—I,
— —
et fI et fX étant définis par :
K K K K K. K TR\7Kk
TR 010y _>K_a’1a3_(a1a3'f1)f1 A
1_KK’et 2 KR K K 1E\fE| (346)
lar* ay | |ay as — (aj ag - fi )
nous avons :
IV 17K 27K
€1 =& — &Ly, (3-47)
® 1 s\ pK 2R
ey = (& _53)f1 —& [y, (3.48)
— —

en notant & = (£}, &?) les coordonnées de a* dans le repére {afS, f5, fK}.
Nous avons donc :

L (RTs )N (o 00) + (BTs - ) S (gl 0 9).  (3.49)

(e = — L
lC) c(\/fo ¢) k=1 k=1

— —
En remarquant que (RTj, - f{*) et (RTp, - fa*) sont respectivement les premiéres et secondes
— —

coordonnées de RTj, dans la base orthonormée {f{, f&}, nous pouvons écrire :

RT3 (€) (R, - ek)(gh 0 6) + (R, - %) (g 0 0). (3.50)

1
(/95 0 0)

En utilisant les relations (3.37) et (3.31), nous avons :

RT3 (6) = 57— (R 0 0)(6) (351)

Ng, étant le coefficient de normalisation de /Tg/o
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3.5 Fonctions de base des éléments finis courbes d’ordre 1
de classe H(div) de Nédélec

Comme il a été dit dans l'introduction de ce chapitre, ’emploi d’éléments courbes sert a

modéliser correctement la géométrie du probléme. Nous effectuons une approximation de la
géomeétrie a I'ordre deux.
Soit I';, une approximation d’ordre 1 de I' dont les faces correspondent aux triangles plans
K de la triangulation 7,. Pour obtenir cette premiére approximation, une premiére grille de
points situés exactement sur I' est donnée. Pour une approximation d’ordre 2 de I', une grille
supplémentaire de points de I', un par aréte de I';, est mise a disposition. A K est associé, le
triangle curviligne K;, = F(K) passant par les points des deux grilles précédentes. Soit ¢ la
projection orthogonale sur I'. L’interpolée d’ordre 2 de 1), restreinte a K, obtenue a partir de
I’élément fini de Lagrange (K}, Yk, Py) peut étre évaluée a 1’aide du réseau de points formé a
partir de la grille initiale et de la grille supplémentaire. >y est défini par :

= {alu 1, (3.52)
avec les notations suivantes VK C I?;L et Vf(\; crIy:

— {aff, alf al} sont les sommets de K (et sont aussi les sommets de K, h)

- {df, alg, afz(} sont les milieux respectifs des cotés [al*, al], [al’, alf], [af, aX],
2

— {a s al s, a } sont les milieux respectifs des arétes curvilignes de Kj,.

Remarque. Nous écrivons indifféremment a® ou a? pour i € {1,2,3}.

Pour un triangle K € 7, les coordonnées barycentriques d’un point xx € K, associées aux
sommets {af*, al aX} de K, sont notées {\;}3_;, . Nous avons :

l’K()\) = S19 + )\1[2 — )\211. (353)

Soit z;, € f(vh I'image de xx € K par Fi. xj € f(vh s’écrit alors :
6
o\ =@l (Vak, (3.54)
{ph 19| étant les fonctions de base P, associées a (f(vh, Yk, Py).
2
Les fonctions {¢%,, }$_, sont définies par :
2

() N(2XN —1) 1<i<3, (3.55)
(A) =4\ ,1<i<3. (3.56)

+1
+3
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Remarque. Par convention, nous prenons lorsque 1 = 3, \j11 = \1.
Comme une base du plan tangent & I';, est définie par :

- 0
eh = 2% 19,

« 8Aa’
H
’expression des vecteurs e/ est donnée par :

h hoh h h h_h h h
et (§) = asal +4Majas +4heaszay + 4hzaza’s,

2 2 2 2

(3.57)
h hoh h h hh h h
e5 (&) = asal + 4 atar + 4 qasa’ + 4hsatas.
2 2 2 2

Les fonctions de base associées a I'aréte [, du triangle K, sont données par :

;

—~ —
A(1)12()‘) = N0112(3/\3—1)A1()\), avec N512:|63()‘012)|a

—~ —
A(1)21()‘) = No121(3/\2 —1)Ai(N), avec N0121 = |6]21()‘021)|a
3 —_—

Mu() = NiBAAN), avee Ny = Jle3 ()l

\

Les fonctions de base associées a 'aréte [ de K}, sont données par :

—_— 5

—~ —
((A2,(0) = NZ,(3hs — DA(N), avec N2y, = [ (M),

—~ —
A%m@‘) = N2201<3>‘1_1)A2()\)> avec N2201:|€]f()\201)‘7

—

-5 —~ 3
A%n()\) = N12113)\2A2(>\)> avec N1211:§|€?<)‘111)|-

\

Les fonctions de base associées a I'aréte I3 de K, sont données par :

p — — —
Adp(A) = Ni(BAe —1)As(N), avec Ny, =|eh(Ai20) — ef (Mr20)],

— — — —
A3 o(N) = N3p(3h\ —1)As(N), avec N3y = leh(Aa1o) — €} (Aa1o)],

3 — —

ML) = NEB3AAs(N),  avec N?u:§|63()\111)—6}f()\111)|-

\

. : 1 1 2 A2 A3 A3 P
Nous gardons les fonctions de base suivantes {Ag;s, Adar, Alos, A1, Afag, A3jp} associées aux
neeuds externes, puisqu’elles forment un ensemble de D? linéairement indépendant.
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Il ne reste plus qu’a compléter cet ensemble pour obtenir une base de D?. Les fonctions Al,;,

A3, et A3}, interpolant le nceud Ajq; sont linéairement dépendantes, et ne peuvent-étre rajou-
tées a 'ensemble déja obtenu. Nous associons au nceud interne \i1; les deux fonctions de base

,I_/ — — — — ==

2 inani e T AL A2 A2 A3 A3 "
Ajy et Afyy linéairement indépendantes. {Agyo, Agar, Afgo, AJgr; Ay, A31p} est complété avec

Al et A2),. Le nouvel ensemble obtenu forme une base de D?, car les fonctions le composant
appartiennent & D2, sont linéairement indépendantes, et en nombre égal 4 la dimension de D?.
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Chapitre 4

Intégrales singuliéres

4.1 Introduction

Cette partie est consacrée au calcul des intégrales singuliéres apparaissant lors de la réso-
lution des équations de Maxwell par une méthode couplant les équations intégrales (équations
intégrales de Després dans notre cas [38]) et les éléments finis surfaciques décrits aux chapitres
précédents. Les équations intégrales font intervenir les opérateurs intégraux classiques, a savoir
Popérateur T' pour la EFIE (Electric Field Integral Equation) et 'opérateur K pour la MFIE
(Magnetic Field Integral Equation) donnés ci-dessous :

(TJ,J) = k:/E /E G(z,y) (J(y) - JN(x) — %dier(y) : dinJ’(x)> dEs(y) dEy(x),(4.1)

53.7) = [ [ (V.Gl9) 1 I) - T aEalo) dEs(2), (12)

exp(ik|z — yl)
Glz,y) = e p—
maillage I';,. J et J' correspondent aux fonctions de base associées aux éléments finis de Raviart-
Thomas. E; (respectivement F) est inclu dans le support de J (respectivement .J').
Il apparait clairement que le noyau de Green et son gradient sont singuliers dans les trois cas
suivants :

étant le noyau de Green. F; et E5 représentent deux éléments du

— Fi et E5 sont confondus,
— FE et E5 ont une aréte commune,
— F; et E5 ont un sommet commun.

Nous présentons une méthode, due a J. Gay, connue également sous le nom de méthode de
Duffy [55|, permettant a partir de changements de variables de lever les singularités des opé-
rateurs T’ et K. Selon la configuration des éléments F; et Es, et selon I'ordre d’approximation
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de la géométrie (éléments plans ou courbes), les opérateurs sont traités de maniéres diffé-

rentes. En effet, T a une singularité en alors que K a une singularité en car

|z —y|?’

(Kl = o) o
exp(ik|z —yl|) ,.

Dans la méthode utilisée, les variables considérées sont les coordonnées barycentriques asso-
ciées aux sommets des éléments de I'y. Cette technique est développée dans [117] et [60]. Le
formalisme utilisé est celui introduit dans [83] par Lu, pour traiter le cas o T est singulier
lorsque les éléments considérés sont confondus. Parmi les méthodes basées sur les changements
de variables, nous pouvons distinguer celles faisant intervenir les coordonnées polaires [75]. 1
existe d’autres types de méthodes, comme celle utilisée par Bendali dans [19]|, combinant avec
la méthode d’extraction de la singularité les formules de Stokes et du Laplacien. Pour un apercu
général sur le traitement des intégrales singuliéres, le lecteur intéressé pourra consulter [76].

4.2 Eléments plans

Soit T le triangle de référence dans R? : 7' a pour sommet (0,0), (1,0) et (0,1). Pour tout
triangle plan F plongé dans R?, 'application ¢ effectue une paramétrisation de E par T' (fi-
gure 4.1).

:.«ED>
m»—-

o>
o>

F1G. 4.1 — Paramétrisation des éléments plans.

Une formulation explicite de la paramétrisation du triangle E est donnée par :

(1, 1) = pp(p? p’) (4.3)

3
= Z wri(p?, 1),
1=1
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ou
— x est un point de R? situé sur F,

— {r'}3_, correspond aux rayons vecteurs associés aux sommets {E‘}?_; de F, (dans les
calculs & venir, aucune distinction ne sera faite entre r* et E'),

— {p'}3_, sont les coordonnées barycentriques associées aux sommets de T,

— les fonctions {pg;}3_ | sont définies par :

epa(p®, 1) = p,
(12,1’ = 17

ora(1’, 1) 1—p' —p?,
ou pul =1—p?— pd.

Remarque. Les fonctions {¢p;}5_, vérifient les relations

@E,i(dj) = 5ij7Vi7j € {17 27 3} (47)

4.3 FEléments courbes

Soit 7' le triangle de référence dans R?. Pour tout triangle courbe E plongé dans R3, 'ap-
plication ¢g effectue une paramétrisation de E par 7' (figure 4.2).

Fia. 4.2 — Paramétrisation des éléments courbes.

63



Une formulation explicite de la paramétrisation du triangle E est donnée par :
e’ 1) = eu(p® 1) (4.8)

6
= > enip’ i), (4.9)
i=1
ou

x est un point de R3 situé sur F,

— {r'}%_, correspond aux rayons vecteurs associés aux nceuds { E}%_; de F, (dans les calculs
a venir, aucune distinction ne sera faite entre r* et E'),

{1*}2_, sont les coordonnées barycentriques associées aux sommets de 7.

les fonctions {¢g;}%_; sont définies par :

i’ p0’) = plut—1), (4.10)
pra(p? p®) = p?(2u® - 1), (4.11)
ppa(p’,0’) = 2’ -1), (4.12)
ppa(p®, 1) = 4’ (4.13)
pps(u®, 1) = 4p'y?, (4.14)
ppe(p’, 1) = 4u'p?, (4.15)

ou pul =1—p?— pd.
Remarque. Les fonctions {¢g;}5_, vérifient les relations
()OEvi(CALJ) :5ij,V’i,j € {1,2, ,6} (416)

Pour évaluer les intégrales singuliéres posées sur des éléments courbes, deux stratégies diffé-
rentes sont a disposition. La premiére est fondée sur 'approximation des éléments courbes a
partir de petits éléments plans. Les intégrales sont alors posées sur des éléments plans, et elles
sont évaluées en utilisant les méthodes de calcul développées pour les éléments plans.

La seconde stratégie est basée sur des changements de variables permettant de lever la singu-
larité directement & partir des éléments courbes. Cette démarche a, par rapport a la premiére,
I’inconvénient d’étre plus difficile & mettre en ceuvre, mais elle a les avantages d’étre moins
cotiteuse en temps de calcul et d’étre plus précise.

Lorsque des éléments courbes sont considérés, le calcul des intégrales singuliéres est effectué
selon la seconde stratégie exposée. Cependant, nous présentons dans la derniére section de ce
chapitre le calcul des intégrales singuliéres lorsque la premiére stratégie est considérée.
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4.4 FE; et E5 sont confondus

4.4.1 Etude de 'opérateur T

Les éléments E; et F, étant identiques, ils sont notés F.

Nous étudions 'opérateur 7. Cet opérateur a une singularité en et est défini par :

1
lz —y|’

[=(TJ,J)= /E /E \x—yl dE2 (y) dEy (), (4.17)
F(a,y) = -eap(ible — ) (7() - T700) — diveJ(y) - Tvr (@) (4.18)

En introduisant la paramétrisation de ' donnée par (4.3) si F est plan, ou (4.8) si F est courbe,

I se réécrit :
1 p1-X2 1 pl—p? )\2 A3 ,u ,u)
I:/ / / / . du d,u d)\?’d)\2 4.19
o Jo o Jo | /\27)\3#2#” ( )

H(\ p HON N 12, 1) = Veer(MNVer() Fz(\),y(w), (4.20)
R\ p) = y(p) —z(N)

n

= > (pmiln) = W), (4.21)

i=1

avec

~—

ou n vaut 3 si F est plan, et 6 si F est courbe.

Remarque. Lorsque E est plan, nous avons \/pg = 2mes(FE).

I est approchée en utilisant une quadrature selon A :

7 oy 12, N
INng/ / )\2 )\g ) du dp? —ng (4.22)

g’ W

wy et A\, représentant respectivement les poids et les points de la quadrature utilisée.

Remarque. La quadrature choisie est une quadrature de Gauss dont les points sont situés a
[intérieur du domaine d’intégration E.
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Nous réécrivons R(Ag, ) :

R ) = > (1 = A (u® = N)F Pu, (4.23)

1
— 025 R(Ag, 1), o = (L k), ol = Ukl et 9%, , = aigﬁﬁg. Les coefficients Py, sont donnés
Q

dans le tableau 4.1.

ou Py, =

Coefficients P, | E plan E courbe
P 0 0
—_— _— — — —
P rlr? 4)\;7“17“6 + 2l 4 4)\37“57“4 + 4)\§T6T2
— —
Py rirs | 3l 4)\37’67’4 + 4)\;7’17’5 + 4)\27’57’3
— —
Py 0 475t 401
— —
Py 0 26l 4 2p692
— —
Pys 0 2rort 4 2903

TAB. 4.1 — Coefficients intervenant dans le développement (4.23).

Nous allons évaluer I'intégrale I(),), qui est singuliére lorsque 1 = A,. A partir de p = A, T
est subdivisé en trois zones en reliant chaque sommet de 7" & Ag (figure 4.3). Ceci revient a
diviser E en trois zones en reliant chaque sommet a z(\,).

Nous avons donc :

Fi1G. 4.3 — Eléments confondus.
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_ : H(A\g, pt) _ & ‘
=3 / RO g = Do) (4.24)

Pour chaque zone, un premier changement de variables est effectué afin de ramener la singularité
(A2,A3) en (0,0) (tableau 4.2).

9
Zone Changement de variables Jacobien
Z P = A1 —u) =X+ 1= )u—v| Jac = X2
ZAQ pr=M1—-u)+v P =M1 —u) Jacy = X3
Zs |\ =2+ 0 =XN)u—v | = 1 —u)+v Jacg =1— X2 =)}

TAB. 4.2 — Changements de variables ramenant dans les zones Zl, Zg et 23 la singularité
(2, 1®) = (A2,73) de (4.24) en (u,v) = (0,0).

9’9

Nous avons donc :

/ / |R Jacjdvdu vy e {1,2,3}, (4.25)

ou

— H;j(A\gj,u,v) = Hotpj(Ag,u,v), ¥, étant le changement de variables associé a Z ,

— Rj(Aj,u,v) = Roj(N,,u,v), et nous avons les résultats suivants :
Ri(Agu,v) = Y (=A2w)'((1— A)u—0)" Py, (4.26)
Ry(Agu,v) = Y (=A2u+v) (=Au)* Py, (4.27)

R3(\g,u,v) = Z ((1—)\§)u—v)l(—/\2u+v)kﬂk. (4.28)
I+k=1
0<1, k<2

Maintenant, il ne reste plus qu’a lever la singularité, ce qui se fait en posant v = tu. Nous avons
donc :

/ / A 4 t“ Jacj dt du,Vj € {1,2,3}, (4.29)
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ou RY est défini par R;(\g, u,tu) = uR)(Ay, 1), et est donné par :

R t) = Y a1 =X - 0)F Py, (4.30)
olg ll,ckzglz
2
RS t) = Y u = N (=) P, (4.31)
olg ll,ckzglz
2
RN t) = Y ™= A= t) (= X3)r Py (4.32)
olg ll,ckzglz

L’intégrale (4.29) n’étant plus singuliére, elle peut étre évaluée au moyen d’une quadrature de
Gauss.

4.4.2 Etude de 'opérateur K

L’opérateur K est défini par :
w53.7) = [ [ (V.Gla.y) A ) T@aEw) dEG) (4.33)

E est plan

Lorsque E est plan, la fonction de base J est donnée par :

y—E

J(y) = P(y) )

(4.34)

ou P représente un polyndme scalaire, \/@g(y) correspond au jacobien associé a la transfor-
mation ¢g(T) = E (ici \/¢g(y) = 2mes(E)) et i prend la valeur 1, 2, ou 3 suivant la fonction
de base considérée. J' s’écrit de la méme maniére que J.

D’aprés (4.34), J et J' sont dans le plan tangent de E, qui n’est autre que E lui-méme. Le
produit vectoriel de J et de J' est donc normal a E. Or, le gradient du noyau de Green est
dirigé selon le vecteur x — y, qui est dans le plan de E, car = et y appartiennent tous deux a
E. Le produit scalaire du gradient du noyau de Green et du produit vectoriel de J et de J’ est

par conséquent nul. Nous avons donc :

(KJ,J') =0. (4.35)
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FE est courbe

Lorsque E est courbe, 'intégrale liée a 'opérateur K est évaluée par I'intermédiaire d’une
intégration par parties afin de se ramener au cas précédent. Nous avons :

53.7) = [ [ (V.Gla.y) n I)- T aE) dBG)
~ Y, /E V.Gl x,) - (Jag) A T@) dB(),

~ Zw9< /E divy (G (x,2,)J (x,) A T(@)) dE() (4.36)

Tg

_ /Eau,xg)dmu(xg) AT (@) dE(w)).

La seconde intégrale peut étre calculée avec ce qui a été vu auparavant. Pour la premiére
intégrale, nous avons :

/Edivm(G(:c, 2g)J (2y) AT () dE(z) = /aE G(x,xy)(J(xy) N J'(x)) - npp(x) dOE(x).  (4.37)

Cette derniére intégrale n’est plus singuliére, car les points de quadrature x, ont été pris a
I'intérieur de F.

4.5 E; et E5 ont une aréte commune

Dans cette partie, nous nous contenterons de lever la singularité associée a I'opérateur T’
défini par (4.17), car 'intégrale liée a 'opérateur K s’évalue de la méme fagon Nous considérons
les elements E et E, dans la configuration donnée par la figure 4.4, ou { £} }?_, (respectivement
{E}3_)) sont les sommets de E; (respectivement E).

En employant les coordonnées barycentriques associées a E; et a Es, (4.17) se réécrit :

AQ NP2, 1)
I= ’ dp® dp? dX3 d)2. 4.38
[T L ey (139

En posant A\! =1 — X2 — M et ! = 1 — u? — 3, il apparait clairement que I est singuliére
quand \' = ! =0 et )\2+u =1
Nous posons :

o= (L= =9, (4.39)
No= (L= (4.40)



E,=E,
1 1
Eq =
2 3
E,=E,

F1G. 4.4 — Eléments ayant une aréte commune.

et

W= (1-ah (1), (4.41)
pto= (1—048% (4.42)
Cette transformation change le domaine d’intégration 7' x T en [0, 1] x [0, 1]2. La singularité

apparait lorsque 7! = §' = 0 et v2 + 6% = 1. Le jacobien associé & cette transformation est
(1 —~1)(1 —6%). Nous avons :

(77 = D (NP Pu (4.43)

0<1,k<2

les coefficients Py, étant définis dans le tableau 4.3.

Nous avons :
Coeflicients Py, | FE; plan E| courbe

Py E? E?
P El — E? —E! —3E? + 4E}
Py 0 2F! + 2% + 4E¢
Py 0 —4F? —AE? + 8E}
Py 0 2F? 4+ 2F3 — AR}
Py 0 4(—F} + B} — E} + EY)
Py 0 2F? + 23 — AE}
Py FE} —E} | TE} —8E} +4E? — AFY + E3
Py -E:+ B} —3E? — B3 + 4F}

TAB. 4.3 — Coefficients intervenant dans le développement (4.43).
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y(@,6%) = Y (60" Qn, (4.44)

0<l,k<2

les coefficients (), s’obtenant & partir des coefficients P, en remplacant E; par F, dans le
tableau 4.3.

Par un changement de variables, la singularité est ramenée en 4! = §' = w = 0. Nous décom-
posons le domaine d’intégration [0, 1]* associé aux variables v* et % (cf figure 4.5), et nous
posons :

~ pour I3 : 2= (1-wh, (4.45)
2 = (1-w)(1l-u), (4.46)
- pour Iy : 7 = (1—wu+tw, (4.47)
2 = (1-w)(l—-u)+w. (4.48)
2
0
1
T2
Ty
0 1y

F1G. 4.5 — Subdivision du domaine d’intégration [0, 1]* en les variables 72 et §2.

Suite aux changements de variables ci-dessus, nous obtenons le tableau 4.4.

Zone | )\ A3 > w? Jacobien
T | (=9 (1—99) (1201 (124" l-w
1I-(1-wu) | (1-wu 1I-1-w(l—=w) | (1-w(l—u)
T (-0 ) B g =) s
l-w(l—u) | (l+w—wu) | (l-wu (1 —u+ wu)
TAB. 4.4 — Changements de variables ramenant la singularité en (7', ',7? + 6%) = (0,0,1) de

(4.38) en (v!, 6%, w) = (0,0,0).

Le domaine d’intégration devient [0, 1]*.
Nous avons :
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1. lorsque FE; et E5 sont plans :

— pour 17 :

= 7Bl —dE;
+ (w1 —w)(1—u) -1 (1
+ (0'(1-(1-w)(l-u)—-w—7"(1-wu)k,

— 2Bl - ']

(P = w)u+w) + 5" (1—w)(1 = u) +w) — 7' — w)E?
(P (1 = w)u+w) + 5" (1 = w)(1 = u) +w) — 8" —w)E,

2. lorsque E; et E5 sont courbes :

— pour 17 :

— pour 75 :

Y (' =)t Py = (011 = w) (1~ w)*Qu)

l
k

IAIA

2
2

S
INIA

(1 = w)u* Py — (1 — w)*(1 — w)* Qo)

]

Ed

Y (' =)t Py = (011 = w) (1~ w)*Qu)

0SkZ5
w((4u — 2)w — 4u+ 3)E} + ((4u — 2w + 1 — 4u) E;}
4(2u —1)(1 —w)EY),

Y (N w—wu) Py — (81— ut wu) ' Qu)

1 <2
k<2

Sy
INIA
IAIA

(1+w-— wu)kPOk —(1-u+ wu)kQOk)

M)~

e

=0

> (N +w = ww)* Py — (01— vt wu) Qu)
:
w((—=3 + 4u + 2w — dwu) B} + (=1 + 4u + 2w — 4wu) E}
(4 — 8u — 4w + 8wu) EY).

2
2

Sy
INIA
IANIA

72
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y1

F1G. 4.6 — Subdivision du domaine d’intégration [0, 1]? en les variables 7!, §! et w en trois zones
pyramidales.

Zone | v | 6! | w | Jacobien

Py £ | &n | & | &
P, [ é&nln ot |0’
b ET\nT | T T2

TAB. 4.5 — Changements de variables provenant de la subdivision de [0,1]® en trois zones
pyramidales.

La singularité est située en y! = ' = w = 0. Pour lever cette singularité, le domaine d’intégra-
tion [0,1]3 en les variables !, §' et w est découpé en trois zones pyramidales comme indiqué
par la figure 4.6. Nous effectuons les changements de variables décrits dans le tableau 4.5.

Le domaine d’intégration en les variables &, 1, 7 et u est [0,1]*. Les résultats obtenus, sont
résumés lorsque FE; et E5 sont plans dans le tableau 4.6, et lorsque E; et E5 sont courbes
dans le tableau 4.7. Grace a ces divers changements de variables, l'intégrale obtenue n’est plus
singuliére, et son évaluation peut se faire au moyen d’une quadrature de Gauss classique.

1
Remarque. L’intégrale liée a 'opérateur K, bien qu’ayant une singularité en W s’évalue de

la méme facon que précédemment.
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Zone

r—y

§(B] = nEy + (1 + (L= &m)(n(1 —w) + ) EF + (n — 7 — (1 = &7)(n(1 — u) + ) EY)
nEE — By + (1 =&+ (1 —nr)(1 —u+&u)Ef + (1 =7 — (1 = n7)(1 — u +&u)) EY)

T(EEL —nEy + (1 =&+ (1= 7)(n+ (£ — 7)u)) EY
+n—1— (1 =7)(n+ (£ = nu)EY)

Ps

§(EY —nEy + (L= gnu+&r+n((1—&7)(1 —u) +&7) — 7 = E}
—(1=&rju+&r =7 +n((1 = &r)(1 —u) + &7 — 1)) EY)

€L — B3 + (1 =nr)u+n1) + (1 =n1)(1 —u) + 97 — 7 = §) B}
—(E((@=nmu+nr)+ (1 =n7)(1 —u) + 97 —7—1)E})

T(€E —nEy + (1= T)u+7) + (1= 7)1 —u) +7) = = DEY
—E@—nut+n)+n@-7)(L—u)+7) —n— HE)

TAB. 4.6 — Changements de variables levant la singularité dans le cas ol £ et E5 ont une aréte
commune et sont des éléments plans.

4.6 F; et Fr ont un sommet commun

Dans cette partie, nous nous contenterons de lever la singularité associée a I'opérateur T’
défini par (4.17). Nous considérons les éléments F; et Fy dans la configuration suivante :

Es E2
F1G. 4.7 — Eléments ayant un sommet commun.
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Zone T —y
P &S 1si<e (1A = En)fub Py — €M (1 — €m)F(1 — w)FQue)
+7(((4u = NET —4u+ 3)E2 4 ((du — 2)67 + 1 — 4u) E? + 2(4u — 2)(1 — £7)EY))
T | Py | n(3 1sise (&A= nr) b Py, — 01 (1 = ) (1 — u)*Qu)
+7((4u — 2)nT — 4u+ 3)E? + ((4u — 2)n7 + 1 — 4u) B3 + 4(2u — 1)(1 — n7)EY)
Py | 730 1<i<o (€971 — kb Py, — i1 — )R — ) Q)
+((4u — 2)7 —du + 3)E? + ((4u — 2)7 + 1 — 4u)E? + 4(2u — 1)(1 — 1) E})
ISHES0D 1512 EHA = Er)ut ) Py — 7 (1 = €7)(1 — u) + £7)Que)
+7((4 i g Ju 4267 — 3)E? + (=1 + du — 267(2u — 1)) E3
+4(1 — 2u — &7 + 2uéT)EY))
T | Py n( asrse (€1 ((L=nm)u+nr) By — 0= (1= n7)(1 = w) +07)* Que)
+7’((4(i :UT)U +2n7 — 3)E? + (=1 + 4u — 2n7(2u — 1)) E3
+4(1 — 2u — nT + 2nTU)EY))
Py (32 1< N = Tu+ 1) P =1 = 7)(1 =) + 7)* Qui)
+(4(1 = T)u + 27 — 3)E2 + (=1 4+ 4u — 27(2u — 1)) B3 + 4(1 — 2u — 7 + 27u) E%)

TAB. 4.7 — Changements de variables levant la singularité dans le cas ol £ et E5 ont une aréte
commune et sont des éléments courbes.

ou {E{}3 | (respectivement {£%}3 ) sont les sommets de F; (respectivement FE).
En employant les coordonnées barycentriques associées a E; et a Es, (4.17) se réécrit :

1 pl=XA2 pl pl—p? )\2 A3
7/~L /~L> 3 112
1:// // dp® dp® dN3 dXN2. 4.55
0o Jo o Jo |R(AZ, A3, 12, p3)] ( )

En posant \' =1 — X2 — M et pu! =1 — p? — i, la singularité apparait quand \' = p! =1, i.e.
)\2+)\3:/~L2+/~L3:0'
A partir des changements de variables suivants :

N = Al(1-9), (4.56)
Moo= 4l (4.57)
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et
:u2 = 51<1 - 52)7
,u3 — 51527

nous avons :

H 1 2 1 2
[:/ ( (7777575)7151d71d51> d72d52
.12 N J[o,1p2 |R|

(. S

Nous avons aussl :

N = D (WA

0<1,k<2

ol les coefficients P, sont définis dans le tableau 4.8.

Coeflicients P, | F; plan E| courbe
Py FEi FEi
P —E! + E? —3E] — E? + 4E%
Py 0 2F1 + 2E% — AEY
Py, 0 —4F? + AE} — AEY + AES
Pso 0 2F? + E? — AE}
Py —E?+ B} | E? - E} +4E7 — 4FES
P 0 0
Pyo 0 0
P 0 0

TAB. 4.8 — Coefficients intervenant dans le développement (4.61).

Nous avons :

y(51’52> _ Z (51>l<52>lek7

0<1,k<2

(4.61)

(4.62)

les coefficients (), s’obtenant & partir des coefficients P, en remplacant E; par E, dans le

tableau 4.8.

La singularité se trouve en v' = §! = 0. Le domaine d’intégration de J est découpé comme

indiqué a la figure 4.8.

Nous avons alors :

J:/ (H(71,72,51,52)+H(51,72,71,52)
T | 1| | Rs |

)71 dy' ds',
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0 1 yt

F1G. 4.8 — Subdivision du domaine d’intégration [0, 1]? de J.

En posant 6! = t7!, la singularité est levée, et nous avons :

H(~' A2 ~y1 852 H(ty! A2 ~1 52
J:/ ( (’Y VLU, ) ('7 YV )>t<’}/1)3d’yld51, (464)
[0,1]2 | Ry | Ro|
avec
1. lorsque E) et E5 sont plans :
Ry =~ ((1 =) E E} +7°ELE} — (1 = )t By E3 — ty° By E), (4.65)
1 2 12 2, 171 113 2\ 1l 2 2 1 13
Ry =~ (1 = )tE EY + v tE EY — (1 = 6%)Ey By — v By Ey), (4-66)

2. lorsque FE; et E5 sont courbes :

R = 7 (Pw—tQuo+ 7' (Pao — ?Qa0 + 7> Poy — 126°Qa1 + (7*)* Pas (4.67)
2(6%)%Q20) + 7* P — t0°Qu1),

Ry = 7' (tPi— Qo+ 7' (t* P — Qa0 + t°7° Py — 0°Qa1 + 12(7*)*Pas (4.68)
(52)2Q22) + %Py — 52Q11)-

Remarque. Les changements de variables ci-dessus permettent ausst de lever la singularité en

1
@ de lopérateur K.
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4.7 Facétisation des éléments courbes

En utilisant les paramétrisations de E; et de Es, (4.1) se réécrit :

N Je(y(w)  Ji(z(N))
(TJ,J) = / / ( N \/SOEI (4.69)

/723 Sy Zﬁwﬁ )\/SOEQ (1) or (N) dpd,
(pEQ \/ SOEl

©p, (1) = |02y A Ousy| et /g, (A) = |0x2x A Oys| sont les jacobiens associés aux trans-
formations ¢g, (T') = E) et g, (T) = Es.
Les fonctions .J et J sont telles que :

J(y(p) = \J/*Z(A(L))) \/SOE ZJ“ (1), (4.70)
: @) 1 &K,
J(z(N) = = J7(x(N))Orsx(N). 4.7
(z(X)) NGy \/@EI(A);:Q (@A) Oxs () (4.71)
(4.69) se réécrit :
(TJ,J) = // H(x(N\),y(n)) dudA, (4.72)

avee H(x(N),y(1) = (. (u(0) - TEOD) — 75 3 0 2 w(w)) - 3 dhoTL(x(N))).
a=2 B=2

Le triangle courbe E; est raffiné (figure 4.9) en subdivisant le triangle plan E lui étant associé
en quatre triangles égaux. Le procédé se poursuit ainsi jusqu’a un ordre M.
Nous avons :

41\/1 41\/1

=B et E=|JE. (4.73)
=1 6=1

Nous faisons de méme pour les triangles s et Ey. En posant T(Ey, Ey) = (T'J, J'), nous avons :

4]\4
T(Ey, Ey) = Y T(E],EJ), (4.74)

o,y=1
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E, E, E,
- E;
— — —
Fi1G. 4.9 — Raffinement de IT',.
TELED =k [ GOyl H @), ) di, dhs, (4.75)
78 J1
4]\4 4]\4
ol As = A5 avec T = U 7°, et [y = Ky~ AVveC T = U T7.
5=1 r=1

Il apparait dans la figure 4.10 que 7% = qb(TO), ou ¢ est la composée d’une rotation R et d’une

3

0

—>

AN
\

A 2
0 T, 1 )
F1G. 4.10 — Subdivision du triangle de référence 7.

translation 7. En considérant ’homothétie H de centre O et de rapport 1/M permettant de
passer de T & T', nous avons :

T(ELE) = 5 [ | GO0 Y ()P O) diad (4.76)
7
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ot X(A) = 2(Th o Ry 0 Hi(As)), Y (1) = y(72 0 Ry 0 Ha(piy)) et F'(X, ) = H(X(X), Y (1))

Nous avons :
4]\4

T(Ey, Ey) = Z{ S TELEN+ Y T(Ef,E;)}. (4.77)

=1 y/ESNE]=0 v/ ESNE]#0

Lorsque E¢ et EJ sont disjoints, T(EiS , EJ) est calculée en utilisant une quadrature de Gauss :

T(EY, E3) M4 Z W Wiy G(X (Ag), Y (1)) F (Ags pg)- (4.78)

Agsbbg

Lorsque E¢ et EJ ne sont pas disjoints, les intégrales sur E¢ et EJ sont approchées de maniére
plus complexe. Pour M assez grand, F()\ () peut étre approchée sans perte de précision par sa
valeur aux centres de gravité de T xT. T(E?, E)) est donc approchée par :

T(ELE]) = 35 F O [ [ GOV () diaan (4.79)

Ensuite, nous construisons X; l'interpolée linéaire de X, et Y, I'interpolée linéaire de Y, de
telle sorte que Xj(a;) = Ev' et Y, (a;) = Ey*, i € {1,2,3} (EY!, EY® et EY® (respectivement
EJ', E]? et EJ?®) étant les sommets de EY (respectivement EJ)).
G(X(X), Y (n)) est approché par G(X;s(A), Y, (1)), et nous avons :

kE (g, 1) — —
T(E?, E)) ~ ANa / / (Xs(A W) dES(Xs) dEJ(YS,), 4.80
B ) e men ) e J V() dEY(X5) dE5(Y,),  (4.80)

ou X5(T) = E et Y,(T) = Ej (E? (respectivement FE3J) étant le triangle plan délimité par les
sommets E5, E? et E2% (respectivement ES', ES? et ES?)).

Pour évaluer cette derniére intégrale, les changements de variables de la partie précédente sont
utilisés.

Bien entendu, tout ce qui a été vu précédemment reste valable pour I'opérateur K.
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Deuxiéme partie

Montée en ordre lors de la résolution des

équations intégrales de Després par la
méthode multipdle FMM
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Chapitre 5

Présentation de la méthode multipole

5.1 Introduction

Cette partie est consacrée a la présentation d’une méthode multipole : la Fast Multipole

Method (FMM). La FMM est utilisée pour accélérer les produits matrice-vecteur effectués lors
de la résolution par une méthode itérative des systémes discrets (1.41) provenant de la résolution
des équations de Maxwell par des méthodes d’équations intégrales et d’éléments finis. En effet,
I’opération la plus cotiteuse dans une méthode itérative est le produit matrice-vecteur. Ce cofit
est en O(N?) pour un produit matrice-vecteur classique, car la matrice du systéme est pleine,
mais il est ramené en O(N%2) en utilisant la FMM un niveau, et en O(NInN) en utilisant la
FMM multi-niveaux.
Les méthodes multipolaires ont été introduites dans les années 80 afin de résoudre le probléme
a N corps en astrophysique [66]. Ensuite, elles ont été généralisées par Rokhlin et Greengard
aux équations de Laplace résolues par méthodes intégrales [31], [67] et [68]. Les équations de
Helmholtz 2D et 3D, résolues au moyen d’une FMM un niveau, sont respectivement traitées
dans [103] et [104]. Une bonne introduction a la FMM dans sa version un niveau est donnée dans
[35]. La version multi-niveaux de la FMM a été développée par Chew et son équipe [82], [111] et
[112]. De nombreux travaux de clarification et d’amélioration de la méthode ont été entrepris,
notamment par Darve [46]. En ce qui concerne les estimations d’erreurs, nous renvoyons a
[47] et [29], et pour une présentation de I'implémentation de la FMM, & [48]. Une étude de la
parallélisation de la FMM a été faite dans [54] et [116].

5.2 Probléme modéle

N

Soit I' la surface de 'objet diffractant €2, est approchée par I'), = UTZ Afin de ne pas
i=1
alourdir ’exposé, nous considérons la résolution d’un systéme linéaire Ax = b, oli la matrice A
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est définie par : Vi, j € {1,--- , N},

G(l‘i,l'j) si Eﬂj} = @,
JG(T,Ty) si TiNT; # 2,

eik‘x_m

avec v; € T}, x; € T}, G(z,y) = étant le noyau de Green et JG(T;,T;) définissant les

dm|x —
interactions singuliéres dont les cal‘culs gI’lt été évoqués au chapitre 4.

Avant de décrire en détail les éléments de la méthode multipdle, nous présentons briévement
I'interprétation algorithmique de la méthode, qui est basée sur une séparation de variables.
Nous supposons qu’il est possible d’effectuer une séparation de variables telle que :

P

G(z,y) ~ Zup(x) - up(y). (5.2)

p=0

Pour i fixé, nous définissons les ensembles [ = {j € {1,--- ,N}T;NT; = 0} et J = {j €
{1,--- ,N}T;NT; # 0}. L’ensemble J contient trés peu d’éléments.
Soit un vecteur Y = (Y7, ---,Yy)". Nous avons : Vi € {1,--- , N},

N
D AGY; = Y A+ ALY,
j=1

JeI Jj€J
P
= Z Up(%)(Z up(@;)Y;) + Z AyY;
p=0 J€el JjeJ
P
~ Y @,y AgY)
p=0 JjeJ
—_——

(*) (%)

Un produit matrice-vecteur demande donc O(N P) opérations pour la partie (%), et O(N) opé-
rations pour la partie (xx) . Il y a accélération du produit si P << N, car dans ce cas, la
complexité d’un produit martice-vecteur passe de O(N?) a O(NP).

Il existe pour le noyau de Green une formule d’addition semblable & (5.2). Cependant, cette
formule n’est valable que si |z| < |y|. Cette condition n’étant en général pas remplie, nous
effectuerons un regroupement de points, et nous considérerons les nouvelles variables X et d
telles que :

pour x et y suffisamment éloignés.
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5.3 Construction du pavage multipolaire

La transformation des interactions générées par le noyau de Green entre les éléments de ['y,,
en des interactions entre des boites contenant plusieurs éléments de I', constitue le principe de
la FMM. La structure de boites considérées est un octree. Sa construction se fait de maniére
récursive. Tout d’abord, un cube C° englobant I', est construit. Soit dy la longueur des arétes
de C°. Ce cube est ensuite subdivisé en huit cubes de cotés de longueur d; = dy/2. Les cubes
d’intersection vide avec 'y, ne sont pas retenus. Ce procédé est réitéré jusqu’a ce que la longueur
des cotés des cubes soit v/k, ou v est une constante indépendante du nombre d’onde k.
L’octree étant défini par plusieurs niveaux de pavage, les notations suivantes sont introduites :

— M, est le nombre de cubes au niveau n,
— C" est le m*®™® cube du niveau n (m € {1,---, M,}),

X est le centre de C,

— d, est la longueur des cotés des cubes au niveau n.

De part la construction de I'octree, d,,., se déduit de d,, par la formule suivante :

d
dn+1 - 7 (53)

Le dernier niveau de l'octree est appelé le niveau fin. L’indice n est remplacé par I'indice f
pour indiquer que nous parlons du niveau fin. Le critére d’arrét de la subdivision de 'octree
est donné par kdy ~ 1; ce critére est obtenu par des considérations de complexité optimale et
de stabilité de I’algorithme (cf section 5.4).

Un élément de I'j, est contenu dans un cube de 'octree si son centre de gravité appartient au
cube.

Nous définissons a présent un peu de vocabulaire. Les cubes C™™! provenant de la subdivision
d’'un cube C7 sont les “fils” de C, et par conséquent C]} est leur “pére”. Nous définissons la
notion de voisinage. Cette notion ne concerne que des cubes du méme niveau. Le voisinage V"
d'un cube C]' de centre X, est défini par :

Ve ={m € {1, , M}/|X" — X" |oo < Vinazdan}, (5.4)

Vinae €étant un parameétre de 1’algorithme. En général, V,,,. est pris égal a un.
Pour tout niveau n > 3, 'ensemble des plus proches non voisins de C" est défini par :

TLy, ={m €{l,---,M,}/m ¢V et P(nm)e V' 1, (5.5)

n,m)

ot P donne le numéro du pére pour chaque fils. Soit S la fonction associant a un cube C7),
I’ensemble de ses fils.
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Le nombre d’éléments de T'L}, est majoré par nbIra = 316. En effet, grace a la structure de
Poctree, le vecteur r  reliant les centres des boites Cy, et C", s’écrit :

moo=d, | L, ], o (Il ) € 7P (5.6)

Dans le cas de la FMM multi-niveaux, o relie des boites non voisines dont les parents sont
voisins. Comme les boites sont non voisines, nous avons :

(las Uy, 1) & [-1; 1J°. (5.7)
Le fait que les péres soient voisins implique :
(Ley 1y, 1) € [=3; 3], (5.8)

Le nombre de triplets (I,,1,,[,) vérifiant ces conditions est 73 — 3% = 316.

5.4 Deéveloppement du noyau de Green

Nous avons énoncé le principe de la FMM qui consiste a remplacer les interactions entre
les mailles de I'j, par des interactions entre les boites multipolaires de ’octree. Ces interactions
étant générées par le noyau de Green, il va étre “cassé” a ’aide de séparation de variables,
obtenues par un développement en séries. Le théoréme d’addition de Gegenbauer est utilisé
comme point de départ :

]{Z +o0o
Gloizy) = 1 4;)2 ;(21 + 1) B0 (k| )i klr"]) P(cos(r™, 7™ ), (5.9)
ou z; € Oy et ¥y € C",. En posant r}' = x; — X7, v} = o; — X"/, ", = X — X", et
T =ri — 7}, nous avons :
= ot (5.11)

hl(l) et j; sont respectivement les fonctions sphériques de Hankel de degré [ et de Bessel de
premiére espéce de degré [. P, est le polyndme de Legendre de degré [. La convergence de la
série est assurée si et seulement si [r"| < [r" |.

Remarque. La contrainte [r"| < [r" | oblige a distinguer les boites voisines des boites non
voisines. D’ou les définitions données précédemment.
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Dans (5.9), les points z; etx; ne sont pas complétement découplés puisque des termes com-
prenant 1" subsistent. L’identité de Funk-Hecke permet de découpler complétement z; et x;.
En effet, nous avons :

Z'l

Gi(k|lr" ) P(cos(r™,r™ ) = — [ Pfcos(8,r" ,))e*" ds, (5.12)
mm 47T 5’2 mm
1
- Pi(cos(8,r™ ))e* e 43, (5.13)
4 S2 mm

ol S? représente la sphére unité de R3.
La série (5.9) est tronquée :

Glai x)) = g 4;)2 /5 NI (8)eT T d3, (5.14)
Lnp

o T (3) = (2 +1)i'n (klrr ) Pilcos(3,77, 1)), (5.15)
=0

Remarque. 1) 1" . est appelée fonction de transfert.
2) L’interversion de la sommation et de l'intégrale a été rendue possible grice a la troncature

de la série sur l'indice [. Sans cela, elle est impossible car la fonction de Hankel hl(l) diverge
quand | tend vers l’infini.

Pour finir, la sphére unité est discrétisée, ce qui donne :

. Sn
ik Z n ik8T-rmm [ any,—ik8rn
G(CL'“.I]) = (477')2 wpe : Pt Tmm/ (Sp)e g Poa (516)
p=1

Le choix du paramétre de troncature L, permet de controler ’erreur commise sur la série

g ST @+ DR Kl Dkl P(cos(r™ 1 ). (5.17)
I=Ln,+1

La fonction hl(l) est définie par hl(l) = ji+1y;, J; et y; étant des fonctions réelles. y; est la fonction
sphérique de Bessel de deuxiéme espéce de degré [.

L’étude des fonctions j; et y; montre que [ — j;(z) converge rapidement vers zéro a partir de
[ >z, et que | — y;(xq) diverge vite lorsque [ devient plus grand que z,. De plus, nous avons
asymptotiquement :

(21 + Djie)mlee) = O( (L. (5.18)

To To
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Sous la condition = < xg, il apparait clairement que la décroissance rapide de j;(x) I’emporte
sur la divergence de (2] 4 1)y;(x¢), et entraine la convergence vers zéro de (2 +1)j;(z)y;(zo) dés
que [ devient plus grand que z. Par conséquent, pour que la série (5.17) converge, le paramétre
de troncature L,, doit vérifier la condition L,, > k|r"|.

Cependant, pour des raisons de stabilité numérique, L, ne peut pas étre pris plus grand que
k:|rgm, |, car la quadrature approchée de la formule de Funk-Hecke ne permet plus de compenser

la croissance importante de la fonction de Hankel hl(l) intervenant dans 7" . L, est donc borné
par k|r"| < L, <k[r" .|.
Darve a montré dans [46] que :

k 400
Ve > 0, HLn/|;—7T > @+ 0P En gkl Pi(cos(rt, ™)) <ce, (5.19)
l=Lp+1

et a abouti a la formule semi-empirique suivante :
L, = k|r"| + cln(m + k|r"|), (5.20)

ol ¢ ~ In(e71).
Chew fournit une formule empirique plus fiable pour de grands k|r"| :

L, = k|r™| + c(k|r"|)?. (5.21)

Carayol et Collino proposent dans [29] de nouvelles estimations plus précises, dans le cas de
trés grandes valeurs de k|r"|.

Remarque. Pour les résultats numériques, la formule empirique donnée par Chew sera utilisée.

Nous abordons le choix de la quadrature sur S2, car nous intégrons numériquement

eikg’g"’?Tgm/ (§Z)e‘ik§g'r?. (5.22)

Les harmoniques sphériques de degré [, Y},,, sont données par :

Yin(3) = Yin (0. 0) = \/ R costhee (5.23)

ot {P"}m|<; sont les fonctions de Legendre associées [4]. Le théoréme d’addition des harmo-
niques sphériques est rappelé ci-dessous :

Bicosy) = (Q[‘—jn %;l Vo (&) Vi (3), (5.24)
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ott = (,0), 8 = (0',¢) dans le repére local associé & S?, et y est I’angle formé entre 5 et §
(cosy = cosbcost) + sinfBsind cos(p — ¢)).
D’apreés ce théoréme et les relations ci-dessous :

ethsr — Z(Ql + 1) (=) 5y (k|r™) Py(cos(3,1™)), (5.25)
8T () = T2 (3) S 21+ )=kl Pr(cos(5,m)]| < e, (5.26)

I'intégrant (5.22) peut étre approché a e prés par une combinaison d’harmoniques sphériques
de degré inférieur ou égal a 2L,,.

La quadrature {w,, ) 5;1 choisie est une quadrature intégrant exactement sur S? les harmo-
niques sphériques de degré inférieur ou égal & 2L,,. Les points de quadrature {ég}fgl corres-

pondant aux points { (07, ¢;')} 1<i<2c,+1 définis par :
1< < Do f1

— 07 € [0; 7] est tel que cos#} correspond au point de Gauss-Legendre de poids «;",

¢ € [0; 27] est tel que @ 2mt et est associé au poids 2n
- ¢ ;2| est te = ié au poids ———
PE e = oL, +1 P oL+ 1
donnent une telle quadrature. Une démonstration est faite dans [29]. Nous avons :
Sp = (2L, +1)(L,, + 1), (5.27)

L,, étant donné par (5.21).

5.5 Décomposition du produit matrice-vecteur

La matrice A donnée par (5.1) est décomposée en une matrice proche A" et en une matrice
lointaine A7%" 1 A = Amear 4 AJer avec

B . ! f y ! f
A;Lgar _ AZ] SZ. m € Vm’ et qur = 0, 8? moe Vm’ (528)
J 0, sinon, K A;j, sinon,

oﬁﬂECT{IetY}EC:;,.

Nous avons pour un vecteur Y = (Y7, ---, Yy)":
7 = Ay,
= Areery 4 Alery, (5.29)

— [gmnear + Zfar’

89



avec
Zreer =N AGY;, et ZIT =) AyY; (5.30)
jevii ¢V,

En ce qui concerne les interactions proches, Z"¢“" est calculé en effectuant un produit matrice-
vecteur classique entre A" et Y, la matrice A" étant stockée.
La FMM consiste & approcher Z/%" par Z/" :

zlm=3%" >y / eiksr] Tim/(g)e—iké-ff ds, Vie{l,---,N}.  (5.31)
m' ¢Vih j/a;e07,
Nous avons en réorganisant les différentes sommations :
~ far ik el sr A —ikgrf a .
Z! —(47/ RENTT (3) Y e ™Yids, Vie{l,---,N}.  (5.32)
m' ¢V ilw;€C?,
5.5.1 Algorithme FMM un niveau

La FMM un niveau ne fait intervenir que les groupes du niveau fin. Pour une FMM un
niveau, Z7% est directement donné par :

. Sy
Sfar ik Z fzksfrf Z 1 Af Z —iks}rly,
Zi = (47)2 (U T m Sp (& Y7 (533)
p=1

gév,ﬁ ]/ijC’f,
m

L’algorithme permettant de calculer Z7%" se résume aux étapes ci-dessous :
— Ftape 1 : Calcul des fonctions de radiation.
vm/ 6{17 7Mf}"v/p€ {17 7Sf}

Fl@ah= Y ey, (5.34)

p
jlzject,
m

— Ftape 2 : Transferts des groupes sources C;L , vers le groupe observateur C7 .
vm € {17 7Mf}7 Vp € {17 7Sf} :

= Y T (DF!3)). (5.35)
m §EVm
— Ftape 3 : Intégration vers le point observateur x;.
Vme {1,---, M}, Vie{l,--- ,N}/z; € Cf, :

. Sy
Zfar ik b iké{;-rlf fraf
zler — T Z;wpe GI(8)). (5.36)
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Etape | Coiit calcul | Place mémoire
1 NSy N + M¢Sy
2 M ? Sy M;Sy
3 NSy N

TAB. 5.1 — Complexités des étapes de la FMM un niveau.

Les complexités des étapes de la FMM un niveau sont reportées dans le tableau 5.1.
La complexité du calcul de Z"" étant en O(N?/M;), le coit d’un produit matrice-vecteur
avec la FMM un niveau est donc donné par :

N2
Cott FMM un niveau = O(NS;+ M;Sy) + O(ﬁ) (5.37)

TV - f

Zfar vaear

2 A

En notant 9 la densité de maillage, nous avons :
dy dy dy dy | N

—=0(=)=0(—=VN) =0(—/—). 5.39
Y = O(5h) = IV = 0(F [5p) (539)

L; étant proportionnel & kdy (5.21), soit & dy/\, nous avons :

S o

D’aprés (5.27) et (5.40), Sy est donné par :
N
My

Sp=0((Ls)*) = O(1)- (5.41)

La complexité de la FMM un niveau devient :
2

i)
En choisissant M; dans le but de minimiser (5.42), nous obtenons M; = O(N'/2). Un produit

matrice-vecteur demande donc O(N?/?) opérations et une place mémoire en O(N), N étant la
taille du vecteur. La résolution d’un systéme linéaire, Ax = b, par la FMM nécessite :

Cott FMM un niveau = O(MyN + (5.42)

O(N + NiterN?’/z) opérations et une place mémoire en O(N),

O(N) représentant la complexité du calcul de Z"*" étape qui contrairement aux autres, est
indépendante de Y, et N, étant le nombre d’itérations nécessaires a la résolution du systéme.
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5.5.2 Algorithme FMM multi-niveaux

La FMM multi-niveaux consiste a effectuer des regroupements de points en fonction de
I’éloignement par rapport au point observateur, ce qui permet de réduire le nombre de trans-
ferts entre les groupes lointains. Nous illustrons ce principe en ’appliquant a la figure 5.1. En
considérant une méthode un niveau, la boite Bfef est en interaction avec 19 boites. En consi-
dérant une méthode deux niveaux, la boite B}, est en interaction avec 8 boites du niveau I,
et la boite B, ; avec 2 boites du niveau 2, ce qui fait un total de 10 interactions. Par ce simple
exemple, I'intérét de considérer une méthode multipole avec plusieurs niveaux est aussitot vi-
sible.

Pour chaque niveau n de construction, n € {2,--- ,nivs}, 'ensemble des cubes de I'octree est

7007
7 %

%% é/
7
00

B B’

ref ref

FiG. 5.1 — Pavage multipolaire.

considéré, ce qui donne :

TG YRS 3 SRS

JEVE, n=3 jeTLy,
~ far ik iksr2 A —ik§-r2 A
e N D SE T S Y

m' ¢v2 j/z;€C?,
nivy - o
+ Z/ ezks-rf T:Lm’(é) Z e_ZkS.T;L}/j d§),
n—g v 5% m! €TLn, j/ijC:;,



~ far vk it ke (XS X2 . iks-(X2,—x1) A\ 7a
2 = ([ S ) R s

m' ¢v2 veF(2,m')
nivy—1
xn) ks (X" xS . R
+ Z / iks§- 7" zks Xf Z Tn o § Z e k (Xm/ XU)FJ(S) ds (544)
n—g 52 m gTLn veF(n,m’)
+ / zksr Z Tn (§) d§),

GTL"

ot F(n,m) est une fonction associant a toute boite C™ ses descendants au niveau nivy, et F/
est donnée par

Flg = Y ™y, (5.45)
j/l‘jEC{j

Afin d’optenir une complexité optimale, le nombre de groupes choisi au niveau le plus fin est

Version “continue”

La version continue (version ne tenant pas compte de la discrétisation de S?) de I’algorithme

d’un produit matrice-vecteur AferY = Z/ ytilisant la FMM multi-niveaux (5.44) est donnée
par :

— FEtape 1 : Calcul des fonctions de radiation au niveau nivy.
Vme {1,---, Ms}:

Fi) = Y ey, (5.46)

j/z;€C,

— Ftape 2 : Calcul des fonctions de radiation aux niveaux supérieurs.
Pour n allant de (nivy —1) 43, Vm € {1,--- , M,} :

Fr(s)= Y e QR peg), (5.47)

veS(n,m)

— Etape 3 : Transterts des groupes sources C", vers le groupe observateur Cy,.
Vne {3, nive}, Vme {1,--- ,M,} :

Z " (3)F"(8), (5.48)

m ETL"

93



et lorsque n =2, Vm € {1,--- , My} :
GrL(3)= > T2 (9)F2(3). (5.49)
ml¢V2f
— FEtape 4 : Propagation de I'information pour n allant de 3 a nivy.

Vme {1, ,M,} :

G (8) e G (8) + MR mIgn | (3). (5.50)

— FEtape 5 : Intégration vers le point observateur au niveau nivy.
Vme {1,---, M}, Vie{l,--- ,N}/z; € Cf, :

. k -
Zior = (ZW)Z [5 HG(8) ds, (5.51)

Remarque. 1) Le calcul des fonctions de transfert est intégré, a ’étape 3, étape ou sont ef-
fectués les transferts entre boites. A cette étape, nous faisons une boucle sur les directions puis
une boucle sur les couples de boites dans la direction courante, et la fonction de transfert n’est
calculée que st elle ne l’a pas déja été. Le calcul des fonctions de transfert n’a donc pas un cott
prédominant dans la complexté de la FMM multi-niveaut.

2) A un niveau n donné, pour chaque transfert de C vers cr,, et est caleulé puis (s, 1y, L)
est évalué. Comme le nombre d’éléments de T'L}!, est majoré par 316, il y a au plus 316 fonctions
de transfert " . a calculer par niveau.

Version “discréte”

Nous décrivons la version discréte (version tenant compte de la discrétisation de S?) de
I’algorithme utilisé pour calculer Z1a Dans cette version, il faut tenir compte de la variation
du nombre de poéles entre deux niveaux distincts, qui s’accompagne d’un changement de la
discrétisation de la sphére unité. En effet, le développement du noyau de Green (5.16) nécessite
pour étre évalué correctement un nombre de poles en L,,, ce dernier paramétre dépendant lui-
méme de la taille des boites multipolaires du niveau n considéré, et fixant par la relation S, =
(2L, +1)(L,+1), la discrétisation de la sphére unité. Il faut donc évaluer, pour chaque niveau n

de la FMM, 'ensemble {F",(5})} , ., ., - Un moyen rapide d’effectuer ces évaluations repose
1<p<Sn

sur 'emploi d’une récurrence. Les fonctions de radiation F", aux points {§g}§;1 sont supposées
. . . . . - : sn—175n—
calculées, et il faut déterminer les valeurs des fonctions F;,~' aux points {377'} ";'. Pour

calculer {F~1(5771)} LS M a partir de {F" (57)} 1< 2 et de la relation suivante :
e =P On

m
P

INIA

<
<

O E D D 0 G (5.52)

m’ €S (n—1,m)
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Darve [46] a étudié plusieurs méthodes d’interpolation, notamment une méthode semi-naive
dont la complexité est en O(Sg/ 2), et une méthode utilisant une FMM 1D dont la complexité
est en O(S,InS,).

L’interpolation est utilisée pour transférer les fonctions de radiation d’un niveau “fils” & un
niveau “pére”. Un phénomeéne similaire apparait lors de 1’étape 4 de la version continue :

n /A n /A ikd-(X =Xt n—1 R
Gr(3) — G (3) +e P(nm) G ) (8) - (5.53)
SN—— ~ —~ v
a évaluer aux points{s7}1<p<s, connue aux points{37 }1<p<s, connue aux points {52~ hi<p<s,

La notion d’anterpolation est introduite. L’anterpolation est utilisée pour transférer les fonc-
tions de radiation d’un niveau “pére” a un niveau “fils”. Lors de I’étape d’anterpolation, nous
diminuons le nombre de directions sur la sphére unité, tout en filtrant les plus hautes fré-
quences.

La méthode utilisée ici consiste & représenter les fonctions de radiation F},(3) par une série
d’harmoniques sphériques. Cette série est ensuite tronquee et la fonction F"( ) obtenue est

représentée exactement par I’ensemble de directions {37}/ .- F"(3) peut-étre ensuite calculée

S
pour un autre ensemble de directions {577} " ",

La fonction F(s) s’écrit :

Fp(s)= Y e ™y (5.54)

j/x;€CH,

En considérant la troncature (5.80) et la décomposition (5.24), nous avons :

l

Fi(3) Z > HY(3) (5.55)

=0 r=—1

ou fi=dn(—i) > jilklz; — XpDYy(x; — X1 (5.56)

j/x;€CT,

Les coefficients f; du développement sont formellement déterminés en multipliant la relation
(5.55) par une harmonique sphérique Y}, en intégrant la relation obtenue sur la sphére unité
et en utilisant la propriété d’orthogonalité des harmoniques sphériques. L’intégration se fait
par une quadrature exacte qui nécessite S,, = (2L, + 1)(L,, + 1) directions 5} (cf section 5.4).
Ensuite, la formule obtenue est réinjectée dans (5.55) et les sommations sur [ et r sont inver-
sées. Nous aboutissons un calcul de coefficients de Fourier d’une fonction de ¢, et un calcul par
rapport a 6 qui est accéléré par la formule de Christoffel-Darboux [5].
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A partir de la connaissance de {F, (67, ¢})} 1<i<a0, 41 lalgorithme permettant de calcu-
1<y

~ < Lnp+1
ler {7 (0771, 077 1)} _,+1 est donné par :

1 +1

\/\V\

1 <4
1<y
— calcul des f7(07}), Vr € {—Lpn, -, Ln}, Vj € {1,-+- , L, + 1} :
2Ln,+1

Z Fr (6, ¢m)e ot (5.57)

— calcul des fT(Q;‘_l), Vre{—Ly, -, Ly}, Vje{l,--- [ L,_1+1}:

Fremty = on Z Gr o) \/(( Dk _Ti (5.58)

1)

QL +1(003(9n 1>QL (cos (b)) — QL (cos (0]~ 1)QL 1(cos(0y)
cos(07~ Y — cos(67) ’

ot Q) = P /\/4r.
— calcul des valeurs de F[,ﬁ(é" D vje{l,- a1 Vie{l,--- 20, 1+ 1},

Fn(en 1 gbn 1)

Z fr en 1 zr¢ (559)

r=—0Ln

2L, +1

Pour passer du niveau n au niveau n— 1, la complexité de l’algorithme est en O((L,,)?). Comme
Ly = O(N'?), 1e calcul des fonctions de radiation au niveau le plus grossier est en O(N 3/2).
La deuxiéme étape du calcul (calcul de f) peut s’écrire comme un produit matrice-vecteur

ou la matrice est donnée par M;; = Ce produit peut étre accélérer par une

cos(0;) — cos(6;)
méthode multipole & une dimension [123], et donner un algorithme d’interpolation avec une
complexité en O(NInN) si une FFT est utilisée pour les deux autres étapes (calcul de f" et de
ﬁ’,ﬁ) Quant a ’anterpolation, il s’agit de 'opération adjointe de I'interpolation, et ceci implique
un filtrage des plus hautes fréquences de la fonction.

L’algorithme de la FMM multi-niveaux permettant de calculer Z71o" est donné par :

~ Etape 1 : Calcul des fonctions de radiation {F/ (5/)} . a, au niveau fin.
S

!

ININ

<
1<p

— Ftape 2 : Interpolations successives des fonctions de radiation pour obtenir celles des
niveaux supérieurs :
Vne {3, nive},Vme {l,--- ,M,_1} et Vpe {l,---,S,1}:

EtEh = 30 MR Iterp(F)(557Y), (5.60)

p
meS(n—1,m)
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ou Interp correspond a I'opérateur d’interpolation. Nous faisons varier n de nivy a 3.

— Ftape 3 : Transferts des groupes sources C", vers le groupe observateur C".
Vn e {3,--- ,nive}, Ym e {1,-- M}ethE{l S}

Z T (SM)E™(3D), (5.61)
m'eTLy,
et lorsque n =2, Vm € {1,---, My} :
= > T2 BFR(E). (5.62)
m ¢V2
— Etape 4 : Propagation de I'information pour n allant de 3 a nivy.

Vme{l,--- ,M,}etVpe{l,---,S,}:

G (57) — G(87) + Anterp(e™ Xh—Xpam) G ) (35), (5.63)

p

ou Anterp correspond & I'opérateur d’anterpolation.

— FEtape 5 : Intégration vers le point observateur au niveau niv;.
Vme{l,--- M}, Vie{l,--- ,N}/x; € CL :

. Sy
~ far ik ikslf ~
2 = s 2 e GLS)) (5.64
p=1

Remarque. Afin de diminuer le nombre de transferts a calculer, les symétries des fonctions
de transfert sont utilisées. Soit P un plan passant par l’origine, et Sp la symétrie orthogonale
par rapport a ce plan. En posant 17, (3) =1T" (3), nous avons :

m

T (Sp(8) =Tg, .~ H(8), Vse€ S2, (5.65)
Les symétries utilisées, car adaptées a la quadrature de S?, sont les symétries par rapport auzx
plans (z0y), (z0z), (yOz) et (20A), A étant la bissectrice de I’angle xOy. Dés qu’il existe une
combinaison de ces quatres symétries transformant r" !, €7 r - les fonctions de transfert

T” o €l T” m, S déduisent ['une de l’autre. Le nombre de fonctzons de transfert a calculer se
my

reduzt donc a 34

En utilisant le méme raisonnement que pour la FMM un niveau, nous pouvons réécrire (5.41)
pour chaque niveau n de la FMM multi-niveaux :

S, = O((Ln)?) = (9(%). (5.66)



Etape | Coft calcul | Place mémoire
1 N N
2 NIn*N NInN
3 nbTra NinN | nbTra NinN
4 Nin?N NInN
5 N N

TAB. 5.2 — Complexités des étapes de la FMM "discréte".

Les complexités des différentes étapes de la FMM multi-niveaux sont résumeées dans le tableau
5.2.

La complexité du calcul de Z™" est en O(N?/M;), soit en O(N), puisque nous avons
M; = O(N). La complexité de la FMM multi-niveaux pour résoudre le systéme Az = b est
donc donnée par :

O(N + Njer NIn?N),

O(N) représentant la complexité du calcul de Z™°", étape qui contrairement aux autres est
indépendante de Y, et N, étant le nombre d’iterations nécessaires a la résolution du systéme.

Remarque. Par rapport a ’étape de transfert, ’apparition d’un terme supplémentaire en InIN
dans les étapes de montées et de descentes provient des opérations d’interpolation et d’anter-
polation. La complezité de 'algorithme multipolaire est donc asymptotiquement en O(NIn>N).
En fait, cette complexité est atteinte quand InN est prépondérant devant la constante nbl'ra,
ce qui correspond & des valeurs de N trés grandes, supérieures a 10'°°. En pratique, le coit
prépondérant de la FMM est O(nbTraNInN) et est di a ’étape de transferts.

5.6 Application de la FMM aux équations intégrales de
Després (EID)

Pour présenter un produit matrice-vecteur effectué avec la FMM, la matrice A définie par
(5.1) a été utilisée. Cependant, la matrice intervenant dans les EID comporte quelques diffé-
rences avec (5.1); elle fait notamment intervenir des fonctions de base, mais surtout, les EID
étant basées sur la séparation en partie réelle, GG, et en partie imaginaire, (G;, du noyau de
Green, elle fait intervenir deux nouveaux noyaux :

G(r,y) = G.(v,9) +iGi(z,y) (5.67)
cos(klz —y|) , sin(klz —y])

5.68
dr|x — y| 4|z — vy (5.68)
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Dans le cas d’une condition au bord d’impédance de type Léontovitch, en posant Y;! = (X}, A})
et Yvh2 = (Xﬁ,’A%L) avec pour S {172} X = (allu"' 7055\/')t et Agz = (f}/ia 775\/')15’ les EID
s’écrivent :

M, 0 y;! RL L\ [V st
= + , (5.69)
0o M)\ v ¢z Ry )\ vy 52
Fl
ou S = ( 0 ) et les matrices MY, Rlﬁ et Cl, sont données par :
D+ gz Al K 0 —iBy N0
M)y = , R = et Ch = (5.70)
—KCh 2kBs + Al iBgs 0 0 0

les matrices Bs, Ds, ALK!, K", N de dimension N x N et le vecteur ' de dimension N étant
définis par :
(Fl)l = < EEID7¢i >Vh7
(Bp)ij = < Bk, di >v,,
1+

(Do)iy = < =595 9 >w,
)ij = < 5751(}5]', (bl >V, (571)
Ny = <kKigy, ¢ >v,,
(K™ = < kKig;,¢i >v,,
(NR)iy = < Apidj, di >v, -

Les matrices A’ et K', [ € {1,2}, sont définies par :

(Al>ij = (5l*5l¢j7 ¢l)7
(K" = (kKigj, ¢4),

ot (+,-) correspond au produit scalaire de L*(T';), et {¢;}~, est 'ensemble des fonctions de
base. Les opérateurs 9,9, et K; sont donnés par :

676 = 2KX(T, + (—1)'Ky),
1
Kl = —(TT+ (—1)ZKT+(—1)l§n/\ '),
T,., K,, T; et K; sont définis par :
T=T.+iT;, et K=K, +1iK;. (5.72)
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Les relations (5.72) sont obtenues a partir de la décomposition en partie réelle, G, et en partie
imaginaire, GG;, du noyau de Green (7, et K, s’écrivent avec G,., alors que T; et K; s’écrivent
avec ().

Les opérateurs 1" et K sont donnés par :

(Tose00 =k [ [ Gl (0)- 50 = gzdiveosa) - Toean@)) dr (o) (), 673

(K500 = [ [ (VaGlas) A osu) - @) dr(w) o) (574

La méthode multipole est appliquée aux produits matrice-vecteur faisant intervenir les matrices
Al et K!, K! étant définie par :

(K" = (Kigy, 61), (5.75)

avec K; = K, —1T, et Ky = K. +1T,.

Les noyaux de A’ et K' étant différents, deux sections distinctes sont consacrées au traitement
multipolaire de ces matrices. Le noyau (; étant régulier, A’ est appelé terme régulier. Le noyau
G, étant singulier, K est appelé terme singulier.

Pour de plus amples détails sur ’application de la méthode multipdle aux EID, le lecteur
intéressé est invité a consulter [39], et [90] pour une application industrielle.

5.6.1 Terme régulier

L’identité

Gi(z,y) = ey ) Je e ds, (5.76)
permet une réécriture de la matrice A’ :
(*Al>l] (5l¢]7 5l¢z>L2(SQ (577)
avec
k2 N 12 oo
(0f)(8) = f(@) - (04 (=1)'ig)e """ dvy(x), (5.78)

212 Jr,

ou (8, 0, gzg) est le repére local en coordonnées sphériques sur S?, et [ € {1,2}.
Nous avons :

(AY;; /52 / ¢y —1)lid)e 5 dy(y)) - (/F di(z) - (04 (=1)lig)e—H=3 dy(z)) d8.
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Sous cette forme, la discrétisation de la sphére unité nécessiterait O(N) directions a cause du
caractére oscillant de e %% en la variable 5. Ainsi, méme si les indices i et j sont découplés, le
colit est en O(N?).

Soient X, et X, les centres des boites multipolaires contenant respectivement = et y. Nous
avons :

.Al / / (b] ( )Z¢> —ik(y—Xy)-8 ) —ik(Xy—Xz)-§ (579)
s2 Jr, Jr,
(¢i(x) - (0 + (=1)lig)e*a=Xa)$) dy(y) dy(w) ds.
En utilisant la série de Jacobi-Anger, e~ *(Xv=X2)'S st approché par :
L
e MRS N P21 4 1)y (k| X, — Xa|)Pi(cos(8, Xy — X,)) = Tay, (5.80)
1=0

Les intégrales posées sur I';, sont discrétisées. Soient x; les points de quadrature de I';, appar-
tenant au support de ¢;, et w; les poids associés aux points z;. Soit Y = (Y3,---,Yy)*
vecteur. La FMM est appliquée & A’ en considérant les fonctions de radiation :

B = 3 e ™70, (a) - 0+ (~1)lid)Y;, (5.81)

jlzj€CH

et les fonctions de transfert :

Ly

T =Y QL+ D)iji(klrr ) P(cos(s, 1T, ). (5.82)
=0

Une version & une composante pour le terme régulier est obtenue, car les fonctions de radiations
(5.81) sont des quantités scalaires.

Remarque. 1) Les facteurs (é—i— (—1)%’(;3) incrémentent de un le degré des polynémes a intégrer
sur S2, il faut donc augmenter le nombre de points de quadrature sur S?. Une astuce numérique,
proposée par Collino [37], pour interpoler les nouvelles fonctions de radiation consiste a les
multiplier par sin(@?) avant linterpolation et a utiliser la relation :

sin(0)(0 —id) =>_ Y "Y™(0,9). (5.83)
1=0 |m|<1

Nous avons une série de produits d’harmoniques sphériques, et nous nous ramenons a la décom-
position (5.80) en exprimant chaque produit Y;' (6, ¢)Y, (0, ) comme une somme d’harmoniques
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sphériques. L’interpolation de la fonction de radiation FJ est effectuée en ajoutant deuz termes
a la série : L, devient L, + 2. Nous avons donc :

Sn=2(Ln+2)+1)((Ly, +2) +1). (5.84)

La fonction de radiation interpolée est ensuite obtenue en divisant par sin(@?fl).

2) Pour le terme régulier, il n’y a pas de matrice proche. Lorsque CJ = C",, nous avons
T =1.

5.6.2 Terme singulier

Nous ne traitons ici que f(l = K, — T,, car le traitement de f(g est similaire. Soient X, et
X, les boites multipolaires contenant respectivement = et y. Lorsque | X, — X,| > |r, — 7],
nous avons [4] :

cos(k|z — yl) —k / ks N kG g
, , — ~ (2 STIT:L. 1KS Ty d , .
G (z,y) = p— 02 e e s(5)e s (5.85)
L
avec Ty, () Z (20 + )iy (k|ray|) Pi(cos (3, 72y))- (5.86)

=0

K 1 est donné par :

Ry = (/ (9,6 (0.) A 65(0) - 5.0 (0) o )
Ty

En posant G,(z,y) = (Idsxs — 75V2 ® V)G, (z,y) et en utilisant la formule de Gauss pour le

dernier terme de (5.87), K, se réécrit :

(z,y)divrd;(y) - divegi(z) dy(y) dy(x).

L1
k

X
/ (2,9)65(y) - 6:() d(y) dv () (5.87)
e

Ry ==k [ [ (G os0) + LV, Clo) A5 0) G ) dr(e). (589

Remarque. Le développement (5.85) n’étant pas valable partout, K, est décomposée en une
matrice proche KI“* et une matrice lointaine KI* (cf (5.28)).
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Les intégrales de (5.87) posées sur I', sont discrétisées, et la FMM est appliquée en consi-
dérant les fonctions de radiation :

I, o= ) wie ™ (6(a) + 18 A ¢y ()))Y;,
jle;eCh
(5.89)
o= 3 we ™ (diveg;) (x))Y;,
j|$j607{1
et les fonctions de transfert :
Ly
1 (5) = Z(Ql + )i'yi(klr™ ) P(cos(8, 7" ). (5.90)

1=0
ou x; correspondent aux points de quadrature de I';, appartenant au support de ¢;, et w; est
le poids associé a ;.
(5.89) correspond & une formulation a quatre composantes, car Fllﬁl est un vecteur de R? et

Fé{n est un scalaire. Nous allons donner une version a une composante de la FMM. L’intérét
d’une telle version est qu’elle permet de réduire le nombre de fonctions de radiation & traiter
et le nombre de transferts a effectuer. La version a une composante pour le terme singulier a
été établie par Collino et Mer-Nkonga [39].

Nous considérons I’écriture (5.88). Les intégrales de (5.88) posées sur I', sont discrétisées. Soient
x; les points de quadrature de I';, appartenant au support de ¢;, et w; les poids associés aux
points z;. Une écriture “symétrique” est obtenue en écrivant les relations suivantes : VV, W € C?
et Vs € S?

V-(W—=(8-W)g+is AW)=(V-(0+id))(W-(0+i9)), (5.91)

ce qui permet d’appliquer la FMM en considérant les fonctions de radiation :

Ei o= Y we ™)) - (0 +i9)Y;, (5.92)
dlejeCh,

et les fonctions de transfert :

Ln

T (8) = 2+ D)i'y(klr? ) P(cos(s,rm, ). (5.93)
=0

Nous avons une version de la FMM une composante, car les fonctions de radiation (5.92) sont
des scalaires.
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Remarque. Les opérateurs T (5.78) et K (5.74) conduisent respectivement o deuz types d’équa-
tions : UEFIE qui est I’équation intégrale en champ électrique, et la MFIE qui est [’équation
intégrale en champ magnétique. En combinant ces deuz équations, nous obtenons la CFIE (Com-
bined Field Integral Equation) :

CFIE = aEFIE + (1 — a)iMFIE, (5.94)

ot a € [0,1].
Nous pouvons appliquer la FMM & la CFIE et avoir une version G quatre composantes en

considérant les fonctions de radiation (5.89). Des versions a trois et a deur composantes ont
été établies par Collino et Millot [40].
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Chapitre 6

FMM et éléments finis courbes d’ordre
élevé

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les effets engendrés sur la FMM par 'emploi d’éléments
finis courbes d’ordre élevé. En premier lieu, nous nous intéressons au critére d’arrét pour la
subdivision de 1’obstacle en octree, i.e. nous regardons comment choisir la taille des boites mul-
tipolaires au niveau fin. Ensuite, nous quantifions, dans une seconde partie, I'impact qu’ont les
éléments finis d’ordre élevé et la finesse du maillage [';, considéré sur la complexité de la FMM.
Cette analyse est faite en appliquant la FMM & un cas simplifié, ce cas restant néanmoins gé-
néralisable aux équations intégrales de Després (EID). Pour conclure, la complexité de la FMM
pour des éléments finis d’ordre 0 est comparée a celle donnée par des éléments finis d’ordre 1.
Ceci s’effectue en tenant compte, pour chaque cas, de la finesse du maillage I',.

6.2 Critére d’arrét pour la subdivision de 1’objet en octree

Cette partie est consacrée au choix de la taille des cubes au niveau fin dy. Pour des raisons
de stabilité de la méthode FMM [46], le critére d’arrét de la subdivision de I'octree est :

kdy ~ 1, (6.1)

ol k est le nombre d’onde.

D’aprés la relation (6.1), dy doit étre un peu plus grande que la plus longue aréte du maillage
(Rmaz), i-e. chaque cube au niveau fin contient au plus quelques triangles du maillage. Typique-
ment, nous avons :

A
si kdp~l=de o (6.2)
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(6.1) peut-étre retrouvée a partir de (6.2).
Pour un maillage en A\/10 (~ Aqz), le critére suivant est habituellement considéré :

A

27r>' (6.3)
L’avantage du critére (6.3) est qu’il tient compte de la taille des éléments du maillage, ce
qui est nécessaire afin de calculer correctement les interactions singuliéres. Désormais, des
maillages grossiers comportant moins d’éléments que précédemment peuvent-étre considérés,
i.e. des maillages en \/a avec a < 10.

Comme ci-dessus, le critére d’arrét pour la construction de I'octree est défini en imposant que
les cubes du niveau le plus fin contiennent au plus quelques éléments du maillage. La relation
(6.3) est conservée.

df ~ max (2.5,

Remarque. En considérant un maillage en \/5, nous avons :

A A A
Rnaz ~ = df > 25—- = —. A4
g = ds F=5 (6.4)

Etudions les répercussions du critére (6.3) sur le nombre de niveaux de la FMM. Soit dy la
longueur du coté du cube initial. De par la construction de ’octree, nous avons la relation :

do
Le nombre maximum de niveaux de subdivision est alors donné par :
="' 6.6
s in2 (6.6)

D’aprés (6.6), pour un maillage grossier (a < 10), niv; diminue car dy augmente.
Pour un maillage en A/a, nous posons d} = dy, niv§ = nivy et hy,,, = hie. En adoptant ces
notations, nous avons :

Indy — Ind}  Indy — In(2.5¢1h%,,,)

- a f 0 1 max

— ~ 6.7
s In2 In2 ’ (67)
avec c¢; ~ 1.

10 10,4 . 10, 4o
Comme A%, ~ A aet b)) —~ A\/10, nous avons h% -~ —h . ie. he = co—h,. . avec
a a

¢y ~ 1. Nous obtenons :
Indy — ln(2.51£03h10 )

nw§  ~ o
Indy — In(Resdy”)
n2
Indy — Ind}y B In(2cy) . B |
- In2 mz 4 eTaers
niv ~ nivy’ — lnl(;n#’ (6.8)
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avec a < 10. La quantité (In10—Ina)/In2 représente le nombre de niveaux perdus en considérant
un maillage en A/a par rapport & un maillage en \/10.

Remarque. En considérant un maillage en \/5, d’aprés (6.8), il y a perte d’un niveau dans
la FMM.

6.3 Complexité de la FMM en fonction de 'ordre des élé-
ments finis et de la finesse du maillage

6.3.1 Bréve présentation de la FMM

Nous calculons la complexité d’'une méthode FMM & nivy niveaux, lorsque des éléments
finis d’ordre 0 ou d’ordre 1 sont utilisés.
Afin de ne pas trop alourdir la présentation, nous considérons la résolution d’un systéme linéaire
Ax = b, dont la matrice A est définie par :

A= [ [ Gate) 5 ) an), 1<ig <. (6.9
r, Jr,
ol GG est le noyau de Green donné par :
o eik\x—y| .

©; et ; sont respectivement les ™ et j*™° fonctions de base. Dans (6.9), les surfaces I'j,
peuvent-étre remplacées par les supports supp(p;) et supp(p;) des fonctions ¢; et ¢;. Le sup-
port de chaque fonction de base est au plus constitué de deux éléments de I',. Soient 7; et T;
les éléments respectifs de supp(yp;) et supp(p;).

Nous notons :

— M, est le nombre de cubes au niveau n,

— C" est le m*®™® cube du niveau n (m € {1,---, M,}),
— X, est le centre de C',

— d, est la longueur des cotés des cubes au niveau n.

Les cubes C™"! provenant de la subdivision d’un cube C? sont les “fils” de C | et par conséquent
C? est leur “pére”. Le voisinage V,» d'un cube C], est défini par :

Ve ={m e {1, M,}/|X} - X" | < dy}. (6.11)
La notion de plus proches non voisins est définie par :

Vn>3, TLj={m €{l,--- M}/m ¢V et Pln,m)eVp ' 1}, (6.12)
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ot P donne le numéro du pére pour chaque fils. La fonction S associe a un cube C) I’ensemble
de ses fils.
Comme il a été expliqué au chapitre précédent, pour appliquer la FMM, A est décomposée en
une matrice proche A" et en une matrice lointaine A/ : A = Anrear . Afor - Anear of Afar
vérifiant :

. ; ! f ; ! f
A;Lgar _ AZ] SZ. m € Vm’ et qur = 0, 8? moe Vm’ (613)
J 0, sinon, K A;j, sinon,
oil pour plus de simplicité, il a été supposé que supp(yp;) C CJ et supp(p;) C C'f;,.
Soit un vecteur Y = (Y7,---,Yy)’, nous avons :
Z =AY,
= Ameery 4 Afery, (6.14)

— [gmnear + Zfar’

niy
avec ZPm =3 AuY;, et ZI =" A;V;+> > Ay (6.15)
jevid jev2 n=3 jeTL?,

Dans (6.15), j € V! signifie que Pentier j appartient & {1,---, N} tel que la fonction de base ¢;
posséde au moins un élément de son support inclu dans V. j ¢ V2 et j € TL" s’interprétent
de la méme fagon.

La FMM consiste alors a approcher Z/%" par Z/o" -

~ 1k
szar = W( Z Zwa%(%)

T; Csupp(p;) Ta€T;

/ e*er T2 0(8) Y D wse ™ N pi(wp)Y; ds
SQ

m' ¢v;2 TeC?  wg€T JITCsupp(p;)
(6.16)
nivy
22 2 wapiled)
n=3 T;Csupp(p:) Ta€T;
/ R NI 3) Y Y wee N pi(w)Y; ds),
GTL" TGC:;, zg€T J|T Csupp(p;)
ou 71" est un élément de I'y,
Ln
et T7 (3) =Y (2 +1)i'h{V (k" ) P(cos(3,17 ). (6.17)
1=0
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Comme z, € C}, et x5 € C"), en posant 1y = o — Xy, rp =25 — X/, 1" =X, — X", et
r'" =rg —Tj5, DOUS avons :

To—xg =10+ (6.18)

Remarque. Lorsque Zifar est évalué, que ce soit pour des éléments finis d’ordre 0, ou que
ce soit pour des éléments finis d’ordre 1, nous utilisons exactement la méme quadrature pour
discrétiser les intégrales posées sur les éléments de I'y,. Pour cette raison, le nombre de points
de quadrature n’est pas considéré dans la complexité de la FMM.

En utilisant une FMM avec niv; niveaux, le calcul de Z71or ge fait en tenant compte du
critére de subdivision de I'octree (6.3). L’algorithme d’un produit matrice-vecteur effectué au
moyen de la FMM multi-niveaux est donné par :

— Interactions proches :

7" est calculé en faisant un produit matrice-vecteur classique entre A" et Y, la ma-
trice A" étant stockée. Lors du calcul de la matrice proche, il faut a la fois tenir compte
de l'ordre des éléments finis et de la finesse du maillage, i.e. de la taille des éléments.

— Interactions lointaines :
ZT et calculé en utilisant I’algorithme suivant :
— Initialisation au niveau nivy :
vm' € {1, ,Mf} et Vpe {1,---,5}:

Ff Z Z wg e~ ik5h ) Z ©i(xp)Y;. (6.19)

Tec?, 2p€T J|TCsupp(p;)
m

— Montées :
Vn € {3,--- ,nivs}, vm' e {1,--- , M,_}etVpe {l,--- Su1}:

Frogy = N M T Ierp (PR (3271, (6.20)

meS(n—1,m’)

ou Interp correspond a l'opérateur d’interpolation, et n varie de nivy a 3.

— Transferts :
Vn e {3,--- nive}, Vm e {1,--- M, } et Vp e {1,--- |5, } :
Gn (57 Z " (30)F™ (5%), (6.21)
m GTLﬁI

et lorsque n =2, Ym € {1,~~ M}

= Y T2 (BER(3). (6.22)

m ¢V2f
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— Descentes :
Vme{l,--- , M,}etVpe{l,---,5,}:

iks (X7 — X7t n— an
Gr(8y) = G (3p) + Anterp(e™ = remlanil y(3y). (6.23)

ou Anterp correspond a 'opérateur d’anterpolation, et n varie de 3 & nivy.

— Intégration au niveau niv; :
Vme {l,--- My} etVie{l,--- ,N}:

. Sy
= far ik —iksl S ~
zlr = (4m) > > wapi(wa) - Y wie MG (3]). (6.24)
=1

T; Csupp(pi) Ta€T; p

Dans I’algorithme ci-dessus, seules les étapes d’initialisation et d’intégration dépendent a
la fois de I'ordre des éléments finis et de la finesse du maillage. Les étapes de montées, de
transferts et de descentes ne dépendent que de la finesse du maillage.

Remarque. Si le nombre de points de quadrature devait figurer dans le calcul de la complexité
de la FMM, alors il apparaitrait au niveau des étapes d’initialisation et d’intégration.

Nous notons :
— ngq le nombre de degrés de liberté,
— L, ~ kd,, le nombre de péles au niveau n pour le calcul des fonctions de transfert,
- S, ~ 2(Ln)2 le nombre de points de quadrature au niveau n sur la sphére unité S2.

Nous avons également les relations suivantes entre les niveaux (n — 1) et n :

—d, = 2d,,

- M, /8 < M, < M,/4,
- Sp_1 =45,

L, =2L,.

= M,Sy ~ na,

- My ~ ngq,

- Sp~ 1.

Remarque. Nous avons :

1 St N = nw
LnSn ~ (Ln)3 ~ (kdn)g ~ { 3/2 !

Ngau St N =N,

(6.25)

Nous allons calculer en fonction des éléments finis utilisés, la complexité de la résolution du
probléme Ax = b par la FMM.
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6.3.2 Premiére étude de la complexité de la FMM

Pour I’étude de la complexité de la FMM, la partie initialisation, notée avec 0 en exposant,
est dissociée de la partie itérative, notée avec iter en exposant. En notant f;,,; le nombre total
d’opérations demandées pour résoudre Ar = b, nous avons :

ftotal = ftootal + NiteT tigteglv (626)

ou Ny, correspond au nombre d’itérations nécessaires a la résolution du probléme.

Le cotit des interactions proches va étre évalué. Pour cela, il faut se placer au niveau niv; de la
FMM. Les interactions proches sont traitées en deux étapes : une premiére étape consistant a
calculer la matrice proche, et une seconde étape, effectuée a chaque itération de la résolution, ol
est réalisé le produit matrice proche vecteur. La complexité des interactions proches vaut donc :

fproche = f]?roche + Niter ]Z;’eo?;he' (627)

— Calcul de la matrice proche A™" :
Chaque boite ayant au plus 27 boites voisines, il y a au plus 27)/; interactions proches.
Soient deux boites C?, et C,f voisines, il faut calculer :

/F ol /F o G(,y)¢i(x) - @;(y) dln(x) dTn(y), (6.28)

pour tous les degrés de liberté de CY, et CY.
La complexité du calcul de A™“" vaut :

Nddi
Sroche ~ 27Mf< Mf )2 ~ Ngdi- (629)
— Produit matrice proche-vecteur :
A chaque itération de la résolution, un produit matrice-vecteur de taille ﬁ X % est
! f

réalisé pour chaque interaction proche :

iter oo 2TM (D)2 6.30

proche ™ f<M ) ~ Nddl- ( . )

f

Remarque. Les constantes intervenant & la fois dans la FMM d’ordre 0 et dans la FMM

d’ordre 1 ne sont pas considérées. Pour cette raison, la constante 27 est enlevée des erpressions
(6.29) et (6.30).

Le cofit des calculs de la partie interactions lointaines va étre évalué.
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— Initialisation :
Au niveau nivy, pour toute boite Cf,, et pour les S; points de la quadrature sur S?, la
m

fonction de radiation F 7{1 ,(§£) est calculée :

iter MG, ddl
it f fo
~  Nqdi- (631)
— Montées :
' nivf
dery o~ > M,S,InS,
n=3
~ nivfnddlln(nddl). (632)
— Transferts :
' nivf
e o~ anTra M,,S,
n=2
~ nbTra nivngg. (6.33)
— Descentes :

Les complexités de I’étapes de descentes est identique a celle de I’étape de montées :

iter

dese ™~ MV Ngaln(nga). (6.34)

Intégration :
La complexité de I'étape d’intégration est identique a celle de I’étape d’initialisation :

;f;r ~ Nddi- (635)

R it i
Comme fio10r = frorar + Niter f1orr;, DOUS AVONS :

fO _ 0

total T proche’
iter _ iter iter iter iter iter iter
total T proche + init + mont + ftrans + fdesc + int °

Les résultats précédemment obtenus sont résumés dans le tableau 6.1 .
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0 iter iter iter iter iter iter
proche proche init mont trans desc int

Etape

Complexité Nadl Nqdl Nqai m'vf nbTra m'vf Nadi
Naaln(Naar) | nivngar | naaln(naa)

TAB. 6.1 — Complexités des étapes de la FMM.

6.3.3 Complexité de la FMM en fonction de ’ordre des éléments finis
utilisés

Nous calculons les complexités obtenues avec les éléments finis d’ordre 0 et d’ordre 1. Ces
calculs sont effectués en considérant un maillage en \/6° pour les éléments finis d’ordre 0, et
un maillage en \/d' pour les éléments finis d’ordre 1. Nous nous permettons de prendre un
maillage plus grossier avec les éléments finis d’ordre 1, puisqu’ils donnent des résultats plus
précis que les éléments finis d’ordre 0. Nous sommes dans la situation ot 6° > §'.
Les quantités associées aux éléments finis d’ordre 0 s’écrivent avec 0 en exposant, et celles as-
sociées aux éléments finis d’ordre 1 s’écrivent avec 1 en exposant.
nY. (respectivement nl) étant le nombre d’éléments du maillage en \/¢° (respectivement en
A/6%), nous avons :

0 0%y 4
Nous avons les relations suivantes :
— pour des éléments finis d’ordre O :
3
n?ldl = én%, (6.37)
— pour des éléments finis d’ordre 1 :
nhy = 5N (6.38)

Le rapport entre les nombres de degrés de liberté des éléments finis d’ordre 0, nJ,;, et d’ordre
1, n}, est donné par :

10 &t
”édl = 3(@)2”2611- (6-39)

D’aprés la section 6.2, nous avons :

o _ In(0°/07)

nivy ~ nivj — PO nivy —n (6.40)
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In(5° /8"

6.41
n2 ( )

avec 1=
Si d? est la longueur des arétes des boites multipolaires au niveau m’v? pour le maillage en
A/4°, alors pour le maillage en \/§!, la longueur des arétes des boites multipolaires au niveau
nivy sera dy ~ 27dy.
A partir du tableau 6.1 et des relations (6.39), (6.40) et (6.41), les complexités des différentes
parties de la FMM sont comparées selon ’ordre des éléments finis utilisés. Les complexités des
calculs proches sont reportées dans le tableau 6.2, celles des étapes d’initialisation et d’intégra-
tion dans le tableau 6.3, et celle des étapes de montées, de descentes et de transferts dans le
tableau 6.4.

Etape | Ordre 0 Ordre 1

1
T L
proche ddl 3 80 ddl
1
iter nO E ( 5_ ) 2n0
proche ddl 3 50 ddl

TAB. 6.2 — Complexités des calculs proches pour des éléments finis d’ordre 0 associés & un
maillage en \/d° et pour des éléments finis d’ordre 1 associés & un maillage en \/§.

Etape | Ordre 0 Ordre 1

. 10 &t
fﬁg n?zdl 3 ( 50 )2n2dz
A 10 &t
Zrtﬁr n?ldl 3 ( 50 )Qngdz

TAB. 6.3 — Complexités des étapes d’initialisation et d’intégration pour des éléments finis
d’ordre 0 associés a un maillage en \/§° et pour des éléments finis d’ordre 1 associés a un
maillage en \/d'.
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Etape Ordre 0 Ordre 1

< , 10, . ot
mvont ”W?”gdzl”(”gdl) 3(”“}? n)( 50) nddlln(nddl)

. 10 &t

Jer |\ nbTra niv?ngdl 3 (50) an’r’a(me 0y,
iter -,0,,0 0 10 - 0 51

desc mvf”ddﬂ”(”ddl) ?(nlvf —n)( 50) nddlln(nddl)

TAB. 6.4 — Complexités des étapes de montées, de transferts et de descentes pour des éléments
finis d’ordre 0 associés & un maillage en \/§° et pour des éléments finis d’ordre 1 associés a un
maillage en \/4'.

6.3.4 Comparaison de la complexité de la FMM pour des éléments
finis d’ordre 0 et d’ordre 1

— Au regard des résultats du tableau 6.2, nous avons :

0 0

roche 3 5 2

1 ] :1—0(5)- (6.42)
proche

Ce rapport dépend de la finesse des maillages d’ordre 0 et d’ordre 1, mais aussi de la
constante 3/10 relatant le rapport entre les éléments finis d’ordre 0 et ceux d’ordre 1.
Il y a un gain avec la méthode d’ordre 1, lorsque (6.42) est supérieur a un, i.e. lorsque

80 > /W61 Comme 4/ ~ 1.826, pour avoir un gain a cette étape avec la méthode
3 3 g

d’ordre 1, il faut que 6° soit 1.9 fois supérieur & §'. Si §° et §' sont trés proches, i.e.
§°/6' ~ 1, alors les calculs proches sont plus cotiteux a lordre 1 qu’a I'ordre 0, ce qui
est tout a fait normal puisque pour un méme maillage le nombre de degrés de liberté

augmente avec 'ordre (}es élémgn’_ﬁs_ finis utilisés. L _ fero ) giter1
- Ezrtle::g qlllger(:?ncerne les étapes d 1n1t1ahsat10n et d‘1ntegrat10n, les rapports fzmt Fimit
fini "/ fing " sont identiques & f. ../ foroche> 1-€- 8i le nombre de degrés de liberté a I ordre
1 est 1nfer1eur a celui a l'ordre 0, alors la méthode d’ordre 1 est la plus avantageuse.
Cependant, ces étapes, aussi bien & 'ordre 0 qu’a 'ordre 1, représentent avec I’étape ou
est réalisé le produit matrice proche vecteur, les étapes les moins cotiteuses de la FMM.

Pour ces étapes, les différences de coiits entre I'ordre 0 et ’ordre 1 sont donc a relativiser,
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car la partie la plus coiiteuse de l'algorithme est ’étape de la partie itérative oli sont
effectués les transferts (fifr ).

— Les complexités des étapes de montées (7 ), de transferts (fi!" ) et de descentes (fifr)
donnent le méme rapport de cotit entre ’ordre 0 et ’ordre 1. Ces étapes dépendent a la fois
du nombre d’inconnues et de la finesse de I';,. Ces différents coiits peuvent étre comparés
en fonction de la valeur du rapport 6'/6°. En effet, pour un niveau de précision fixé, si
ce rapport est tel qu’a 'ordre 1, il entraine la suppression d’un niveau dans la FMM
et une réduction suffisante du nombre de degrés de liberté, alors 1'utilisation d’éléments
finis d’ordre 1 est la plus avantageuse. Sinon, I’emploi d’éléments finis d’ordre 0 est moins
couteux.

Nous avons donc :

iter,0 70,0

total | 37’LZUf 5_0)2 (6 43)
iter,1 : _ : .
er, 10(mv§2 n) o

Les résultats numériques du chapitre 7 donnent des exemples de valeurs respectives de 6° et §*
qui permettent d’avoir une précision similaire & I'ordre 0 et & I'ordre 1, dans les cas des objets
parfaitement conducteurs (Z, = 0) et parfaitement absorbant (Z, = 1).
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Chapitre 7

Résultats numériques

7.1 Introduction

Nous présentons, dans ce chapitre, les résultats obtenus lors de la résolution des équations de
Maxwell en régime harmonique et en domaine extérieur. Ce probléme est résolu en utilisant la
formulation intégrale de Després et des éléments finis d’ordre élevé de classe H(div). Le systéme
linéaire obtenu est inversé au moyen d’une méthode itérative, dont le produit matrice-vecteur
est accéléré par la méthode multipole (FMM).

Les résultats numériques représentent des calculs de Surface Equivalente Radar (SER) bista-
tique. La SER s’exprime comme une transformation logarithmique de 'amplitude de diffusion
(0), ce qui permet de visualiser plus précisément les faibles signatures :

Ve S%  SER(3) = 20logio(o(3)), (7.1)

ol S? est la sphére unité. L’amplitude de diffusion correspond & l'observation a Iinfini de
I’onde diffractée par un objet donné pour une onde incidente donnée. Les objets diffractants
des cas tests sont la sphére et 'amande NASA. Nous comparons, au travers de ces tests, tout
en considérant des fréquences de plus en plus élevées, les résultats obtenus & partir d’éléments
finis d’ordre 0 et d’ordre 1. Le cas d’une condition d’impédance de type Léontovitch au bord
de 'obstacle () est traité en considérant d’abord {2 comme un objet parfaitement conducteur
(Z, = 0), puis comme un objet parfaitement absorbant (7, = 1).

Aussi bien pour Z,. = 0 que pour Z, = 1, un GMRes flexible est utilisé pour inverser le sytéme
linéaire. Le préconditionnement & droite du GMRes se fait par I'intermédiaire d’'un gradient
conjugué creux reprenant l’algorithme du double gradient conjugué du tableau 1.1. En ce qui
concerne les divers paramétres de la résolution, le paramétre 5 des EID est égal a 0.5, et le
paramétre de troncature de la série multipolaire au niveau n, L,, est donné par (5.21) :

Ly, = kd, + c(kd,)"?, (7.2)
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ou k est le nombre d’onde, d,, est la taille des boites multipolaires au niveau n, et le coefficient ¢
est choisi égal & 3. Pour la FMM, ce choix fournit un bon compromis entre rapidité et précision.
Soient N le nombre d’éléments d’un maillage I'y,, 0,5 'amplitude de diffusion de la solution
de référence et o,,, 'amplitude de diffusion de la solution approchée. o,.; et o,,, sont évaluées
en P points. Leurs valeurs en ces points sont notées oj ; et o, i € {1,---, P}. Le calcul de
I’erreur absolue commise sur 'amplitude de diffusion est donné par :

P
1 ‘ 4
Err, = 5 E v — Tippl* (7.3)
i=1

Les versions de la FMM a une composante du chapitre 5 sont utilisées avec les éléments finis
d’ordre 0. Par contre, les versions de la FMM a plusieurs composantes sont utilisées avec les
éléments finis d’ordre 1, car un calcul précis des intégrales de correction n’a pas été implémenté
pour les versions & une composante et les éléments finis d’ordre 1, ce qui engendre des problémes
de précision.

7.2 La méthode du GMRes appliquée a la résolution des
EID

La méthode de Jacobi ne convergeant pas assez rapidement, le systéme (1.41) est résolu
en utilisant un GMRes flexible (Generelized Minimum Residual) [106], [64], [62] et [63]. Nous
présentons d’abord le GMRes, puis le GMRes flexible.

Le GMRes construit une approximation de la solution du probléme Ax = b (A étant une ma-
trice de taille N x N) de la forme :

T = X0 + VinYm, (74)
ou x est une donnée initiale, V,,, = [vy,- -+, v,,,] est une matrice orthogonale dont les vecteurs
colonnes {v; ', constituent une base orthonormée de I’espace de Krylov de dimension m, Ky,
défini par :

Ko = Lin{rg, Arg, -+, A" rg}, avec 1o = b — Axg, (7.5)

et v, est tel que |r,|s = |b — Ax,,|2 est minimisé sur IC,,, | - |2 désignant la norme euclidienne.
L’algorithme d’Arnoldi permet de construire une base orthonormée {v;}7., de KC;, et induit la
relation :

AV, = Vi1 Hy, (7.6)
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~ H
H, = "
m 0 0mi1m
de Hessenberg supérieure d’ordre m.
Soient (3 = |rg|s et v1 = ro/f. Le résidu r,, vérifie :

} étant une matrice de dimension (m + 1) x m, et H,, étant la matrice

|Tm|2 = |TO - Avmym|2 (77)
‘Verl(ﬁfl - Hmym)b (78)
= |ﬁ61 - Hmym|2> (79)

car V,,.1 est une matrice orthogonale. e; est le premier vecteur de la base canonique de R™.
Ym est la solution au sens des moindres carrés de :

nin |Ber — Hoyla. (7.10)

La solution du probléme de minimisation (7.10) est obtenue & partir d’une factorisation QR
de la matrice [ﬁm, Bei], @ étant une matrice orthonormée et R étant une matrice triangulaire
supérieure de dimension (m + 1) x (m + 1). La factorisation QR s’effectue en utilisant les ma-
trices de rotations de Givens. y,, est alors donné par :

Ym = R(1:m,1:m) 'R(1:m,m+ 1), (7.11)

ot R(1 : m,m + 1) est le (m + 1)¥™® vecteur colonne de R, et R(1 : m,1 : m) désigne la
sous-matrice de R formée a partir des m premiéres lignes et m premiéres colonnes.

Le GMRes a les désavantages d’avoir un cofit par itération qui croit au fur et & mesure que le
nombre d’itérations augmente, et d'imposer le stockage de tous les vecteurs {v;}L,, m étant au
maximum égal & V. Une premiére solution consiste en pratique, selon la taille N des vecteurs,
a effectuer lorsque m est trop grand, [ itérations en choisissant [ < m, puis a relancer le GMRes
en prenant z; (x; = x¢ + Vjy;) comme donnée initiale. Une autre solution, qui est fréquemment
associée a la premiére, consiste a utiliser un préconditionneur P~! (ici & droite) pour réduire
la dimension de I’espace de Krylov (P! est souvent une approximation de A~!). Le GMRes
préconditionné a droite résout :

APt =1, (7.12)

ol x la solution de Az = b est telle que + = P~'t.
Soit xy une donnée initiale. Nous avons :

to = PZL‘Q, (713)
et rg = b— Axyg=0b— AP 4,. (7.14)
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Le GMRes préconditionné construit une approximation de la solution de (7.12) de la forme :

ty = tO + mema (715)

ol les vecteurs colonnes {v;}72, de V, constituent une base orthonormée de I’espace de Krylov
de dimension m défini par :

K = Lin{rg, AP g, -+, (AP™Y)™ 1o}, (7.16)

et Y, est tel que |1y, |2 = [b— AP~ 't,, |, est minimisé sur /C,,. Les vecteurs {v;}7", sont construits
a partir de ’algorithme d’Arnoldi qui induit la relation suivante :

APV, =V, Hp, (7.17)

Hy,
0 0hpi1m
(m+ 1) x m, et H,, est la matrice de Hessenberg supérieure d’ordre m.
Soient 3 = |ro|e et v = ro/[. Le résidu r,, vérifie :

ot PV, = [P vy, -, P vy, Hy = } est une matrice de dimension

‘Tm‘Q = |b_AP71tm‘2 (718)

= |Ber — Huymlo- (7.19)

Ym est solution au sens des moindres carrés de

min |Be; — Hnyla, (7.20)
et Ty =P ', =120+ P WV ynm. (7.21)

Pour le GMRes préconditionné a droite, seuls les vecteurs v; sont a préconditionner, ce qui
représente peu de changements dans 'algorithme du GMRes et une faible augmentation du
temps de calcul lorsque P! est choisie astucieusement. En général, P est construite de sorte
qu’elle soit facilement inversible, et P~1v; est calculé en résolvant Pz; = v;. Dans la littérature,
les itérations dues & P! sont appelées itérations intérieures, et celles dues au GMRes sont
appelées itérations extérieures.

La méthode permettant de prendre en compte 1’évolution & chaque itération de l’espace de
Krylov est appelée GMRes flexible; en effet P! varie & chaque itération externe. En posant
Zm =21, , 2m] = [P 'v1, -+, P> v, une solution approchée de Ax = b est donnée par :

Tm = 20 + ZmYm, (7.22)
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ol y,, est tel que |r,,|o = |b — Ax,,|2 est minimisé sur /C,,,. La relation (7.17) devient :

AZ,y = Viper Hon, (7.23)

et le résidu r,, vérifie |r,,|2 = |Be1 — HpYmlo-
La présentation du GMRes flexible étant achevée, nous revenons a la résolution des EID. Le
systéme (1.41) résolu par la méthode de Jacobi est réécrit de la maniére suivante :

M — R} —Ch Y;! St
= , (7.24)
—C% M3 — R} Y2 52
ou Vi € {1,2}, S' = (F',0)" et les matrices M}, R} et C}; sont données par :
Ds + ﬁfll K 0 —iB3 ./\/’é 0
M} = , R = et Cl = (7.25)
— Kt 2kBs + Al iBgs 0 0 0

les matrices Bg, Ds, ALK! K, NL et le vecteur F' étant définis par (1.43).

6> &8 R
(7.24) est le systéme résolu par le GMRes flexible. Le préconditionnement se fait a partir de P
qui est une approximation de la matrice de (7.24) :

diag(Ds + 75 A") KLeor +1iBs 0 0
—iBs — KCLx . diag(2kBs + A") 0 0
P (7.26)
0 0 diag(Ds + 7 A%) K2, +1Bs
0 0 —iBs — K25, diag(2kBs + A?)

ou diag(M) désigne la diagonale d’une matrice M, et K!_. = (respectivement K2 _, ) correspond

a la matrice proche associée a K! (respectivement K?), obtenue avec l'octree de la FMM.

A chaque itération du GMRes, le systéme creux provenant du préconditionnement (Pz; = v;)
est résolu par I’algorithme du double gradient conjugué décrit dans le tableau 1.1, le gradient
conjugué interne (GC1) étant remplacé par I'inversion directe des matrices diagonales notées
diag(---) dans (7.26). Le résidu du gradient conjugué externe (GC?2) est fixé a 1073.

A chaque itération du GMRes, 'emploi d’'une méthode itérative pour inverser P revient a
considérer un préconditionneur variant a chaque itération externe. La méthode utilisée pour
Iinversion du systéme (7.24) est alors le GMRes flexible. Par la suite, nous désignerons par
GMRes le GMRes flexible.

121



7.3 La sphére comme objet diffractant

L’objet diffractant considéré est une sphére. Ce cas test a pour principal avantage de possé-
der, aussi bien dans le cas d’un obstacle parfaitement conducteur (7, = 0) que dans le cas d’un
obstacle parfaitement absorbant (Z. = 1), une solution exacte donnée par les séries de MIE (cf.
|41] ou [96]). La solution obtenue & partir du code peut étre comparée a la solution exacte, et
il est ainsi possible d’observer son niveau de précision.

Pour tous les cas tests de cette partie, la sphére utilisée est centrée a 'origine et a un rayon de
un métre. A chaque fois, elle est éclairée par une onde incidente de direction k& = (0,0, —1)¢,
dont la fréquence prend les valeurs 1.2GHz, 3.2GHz et 4.7GH 2.

7.3.1 Cas d’une sphére parfaitement conductrice (7, = 0)
Etude de la précision des éléments finis d’ordre 1 pour une fréquence de 1.2GHz

Une onde de fréquence 1.2GHz est considérée. Le premier test contribue & valider 'im-
plémentation des éléments finis courbes d’ordre 1. Un maillage I';, en A\/10 (i.e. la longueur
moyenne des arétes des éléments de I', est en A/10) est utilisé, car & 'ordre 0, une telle finesse
de maillage garantit une bonne précision du résultat. La quadrature comporte sept points de
Gauss par élément de [';,. Au regard de la figure 7.1, nous recollons bien a la courbe de référence
avec les éléments finis d’ordre 1. Pour le méme test, en considérant une quadrature composée
de trois points de Gauss au lieu de sept, nous obtenons exactement le méme résultat.

40 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

— Séries de MIH
--- EF ordre 1

= IN] w
=) o o =]
T T U T

SER bistatique (dB.m2)

[N
o
T

)
o

B ‘ ! ‘ ! ‘ !
305 100 150
0 (deg.)

F1G. 7.1 — Validation, en utilisant une quadrature de Gauss a 7 points, des éléments finis d’ordre
1 dans le cas d’une sphére parfaitement conductrice (7, = 0) maillée en A/10 (N = 50000), et
éclairée par une onde incidente de fréquence f = 1.2GH z.

La précision des éléments finis d’ordre 1 est testée en considérant un maillage en \/5, et sept
points de Gauss par élément de I';,. La quadrature comprend suffisamment de points de Gauss
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pour que ce parameétre n’influence pas le comportement de la solution. Le résultat de la figure
7.2 est assez probant, et est confirmé par les calculs des erreurs commises sur 'amplitude de
diffusion (7.3) du tableau 7.1.

40 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
| — Séries de MIE

30— --- EFordre 1
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n
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.30 ‘ \ ‘ \ ‘ \

0 50 100 150
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F1G. 7.2 — Résultat obtenu avec des éléments finis d’ordre 1 en utilisant une quadrature de
Gauss a 7 points dans le cas d’'une sphére parfaitement conductrice (Z, = 0) maillée en \/5
(N = 12500), et éclairée par une onde incidente de fréquence f = 1.2GHz.

Ly | MN10 | A5
Err, | 1.15-107% [ 1.33-107%

TAB. 7.1 — Erreurs absolues commises sur ’amplitude de diffusion avec des éléments finis d’ordre
1 et 7 points de Gauss.

Nous étudions I'influence de la quadrature sur la précision de la solution obtenue & partir de
Pemploi d’éléments finis d’ordre 1. Comme précédemment, un maillage en \/5 est considéré.
Deux quadratures comportant 3 points de Gauss chacune sont utilisées. Les points de Gauss
de la premiére quadrature sont situés a l'intérieur des éléments de I';, (nous parlerons de points
de Gauss intérieurs), et ceux de la seconde quadrature sont situés sur le bord des éléments de
[';, (nous parlerons de points de Gauss frontiéres). Ces quadratures sont définies sur le triangle
de référence par :

— premiére quadrature :

111121
(wu)\27)\3> - {(67 67 6)7 (67 gu 6)7 (67 P g)}a



— deuxiéme quadrature :

11 1 1. 111
__0._0_. - —
6727 )7(67 ) )’(6’2’2

(wv)‘2>>‘3) = {( 9

)}

w désignant le poids de la quadrature, Ay et A3 étant respectivement les coordonnées barycen-
triques associées aux deuxiéme et troisiéme sommet du triangle de référence.

Une autre quadrature composée de trois points frontiéres est aussi utilisée :

112 1 1. 1 2
gagag)v(_707_)a(67§7

(wv)‘2>>‘3) = {( 6 3

0)}.

Les deux premiéres quadratures sont exactes pour des polynomes de degré 2, et la derniére
pour des polynomes de degré 1.

40 T T T

— Séries de MIE y
-+~ 3 points de Gauss intérieurs (d2)
--- 3 points de Gauss frontieres (df2) | |

3 points de Gauss frontiéres (df1) |

w
o
T T

e n

=) S =}
T T
|

SER bistatique (dB.m2)
|
!
g
3
)
é

KA
o
i

N}
[s)
U

. ‘ ! ‘ \ ‘ L
30 50 100 150

6 (deg.)

F1G. 7.3 — Influence de la quadrature sur le comportement des éléments finis d’ordre 1 dans le
cas d’une sphére parfaitement conductrice (Z, = 0) maillée en \/5 (N = 12500), et éclairée par
une onde incidente de fréquence f = 1.2GH z.

Quadrature 3 points 3 points 3 points 7 points 7 points
intérieurs (d 2) | frontiéres (d 2) | frontiéres (d 1) | intérieurs | frontiéres
Err, | 26-10% | 18-100' | 45-100" [133-10°]19-1077

TAB. 7.2 — Eléments finis d’ordre 1 et maillage I', en \/5.

124



D’aprés la figure 7.3 et le tableau 7.2, lorsqu’un maillage en \/5 est considéré, et lorsque la
résolution du probléme fait intervenir des éléments finis d’ordre 1, il y a une perte de précision
avec les quadratures ayant 3 points de Gauss frontiéres, qui n’apparait pas avec celle ayant 3
points de Gauss intérieurs. Dorénavant, la quadrature composée avec 3 points de Gauss inté-
rieurs sera la seule employée pour les calculs.

Une onde incidente de fréquence 1.2GHz

Nous tenons a signaler que les notations introduites dans cette partie seront reprises par la
suite dans les autres sections.
Les résultats obtenus a partir de l'utilisation d’éléments finis d’ordre 0 avec un maillage en \/10
sont comparés aux résultats obtenus a partir de 1'utilisation d’éléments finis d’ordre 1 avec un
maillage en \/5. Ces résultats sont reportés dans la figure 7.4 et dans le tableau 7.3. Dans
le tableau 7.3, la colonne “Coftit total FMM” correspond exclusivement au temps nécessaire
pour effectuer I’ensemble des produits matrices-vecteurs avec la FMM, le préconditionnement
du GMRes n’étant pas inclu. Du fait que le GMRes flexible soit employé, nous avons préféré
reporter le coiit total du préconditionnement (“Cotit total précond.”) a la place du cout de
préconditionnement par itération externe.
Un gain de temps s’accompagnant d’une amélioration de la précision du résultat est observé
avec les éléments finis d’ordre 1. Il est di au fait qu’a 'ordre 1, la diminution du nombre de
degrés de liberté arrive & compenser 'augmentation du nombre d’itérations du GMRes. En
effet, les nombres respectifs de degrés de liberté a 'ordre 0 et & l'ordre 1 étant donnés par
3N/2 et 5N, 75000 inconnues sont utilisées & 'ordre 0 contre 62500 inconnues a 'ordre 1, soit
prés de 15% d’inconnues supplémentaires a I’ordre 0. Ce phénoméne se traduit par un produit
matrice-vecteur ainsi qu’'un assemblage de la matrice proche plus rapides & ’ordre 1 comme le
montre le tableau 7.3.
De plus, pour un maillage en A\/5 , le nombre de niveaux dans la FMM (6 niveaux) est exac-
tement le méme que pour un maillage en A\/10, contrairement a ce qui est prévu en théorie :
suppression d’un niveau pour un maillage en \/5 (cf. Section 6.2). En effet, des résultats de
précisions similaires sont obtenus en considérant 5 ou 6 niveaux dans la FMM. Par contre, le
fait de considérer 6 niveaux donne de meilleurs temps de calcul.

Soit fi%"0 (respectivement f;"') le cotit d’un produit matrice-vecteur effectué par la FMM

otal
a l'ordre 0 (respectivement a 1’ordre 1) lors d’une itération du GMRes. Le rapport théorique
filen0j piterl — 1.2, donné par (6.43), est inférieur au rapport réel firen0/frent o~ 1.8, 11 est
difficile d’expliquer cet écart avec la théorie, mais une complexité ne donne pas le coiit réel
mais juste ce vers quoi doit tendre ce dernier. Dans le calcul du rapport réel f/2"0/ filenl e
temps nécessaire au préconditionnement n’est pas inclus, car ce temps n’est pas directement
imputable & la FMM.
Par rapport a la taille des systémes, le préconditionnement du GMRes demande plus de temps

a lordre 1. Ceci est normal, puisqu’un préconditionneur itératif est utilisé, et que les systémes

125



d’ordre 1 sont connus pour étre moins bien conditionnés que ceux d’ordre 0. La convergence du
résidu du GMRes (figure 7.4(e)) illustre le moins bon conditionnement a I’ordre 1.
Cependant, le test d’arrét du GMRes ne dépend pas du résidu. En effet, bien que le résidu
continue a converger, la solution du probléme n’évolue quasiment plus. Passé un certain seuil,
il n’est donc plus utile de poursuivre la résolution. Ce seuil est facilement repéré, car la for-
mulation de Després [114] fournit un critére de convergence original n’existant pas pour des
formulations intégrales plus classiques. Il est basé sur la relation suivante :

ot = —2ik), e {1,2}, (7.27)

décrivant la dépendance entre les inconnues {z!, \'}7_, du probléme continue (1.35). La relation
(7.27) doit donc étre vérifiée par les inconnues { X}, A}}? | (1.39) du probléme discret.

Remarque. Les inconnues ;' et Y2 du systeme (7.24) sont liées auz inconnues { X}, AL}
(cf. (1.89)) par la relation :

vi= (XLALY, e {12}, (7.28)
ot X} = (allv"' 7OZ§V)t7 Alh = (Via 7’Y§V)t eth € {17 7N}7 (04577;) GCQ'

En notant | - | la norme [? définie par :

fulp = (3 /K () ? dE ()2, (7.29)

Kel'y,

le critére d’arrét des EID repose sur la convergence de 6 qui est définie par :

iy = il |diy, — dF]
a0 )

1

d; = Max( (7.30)

ot d} =|X}; + 2ikA} | (7.31)

et )E',lm, JN\ﬁm et 0; correspondent aux valeurs de X}l, Aﬁl et 6 a la 7*™¢ itération du GMRes.
L’arrét du GMRes s’effectue lorsque § est inférieur & 1073, ce seuil assurant dans la pratique
I'obtention d’une solution précise. La figure 7.4(d) décrit le comportement de §. Au regard de
cette figure, 'arrét du GMRes intervient aprés 32 itérations a 'ordre 0 et aprés 49 itérations a
Pordre 1. D’aprés la figure 7.4(e), il faut 56 itérations a I’ordre 0 pour que le résidu du GMRes
soit inférieur & 1073, Au bout de 100 itérations, ce résidu n’est toujours pas atteint a ’ordre 1.
Lorsque ’arrét du GMRes dépend de 9, les EID donnent un résultat précis avec une convergence
modeste sur le résidu du GMRes. Comme pour le résidu du GMRes, § converge moins vite a
I’ordre 1.

Quant & la mémoire consommeée, elle est légérement plus importante a 'ordre 0 qu’a l'ordre 1,
car de plus grands vecteurs sont stockés a 1’ordre 0.
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F1Gg. 7.4 — Résultats obtenus avec des éléments finis d’ordre 0 et d’ordre 1 pour une sphére
parfaitement conductrice (Z, = 0) éclairée par une onde incidente de fréquence f = 1.2GHz.
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Cas Err, Temps | Mém. | Tters Matrice Coiit total Cotit FMM
(s.) (Go) | GMRes | Proche (s.) | précond. (s.) | (par iter) (s.)
EF ordre 0 | 3.7-107% | 5110 0.8 32 220 480 4384
[y, en A\/10 (137)
EF ordre 1 | 2.6-1073 | 4449 0.7 49 94 588 3724
[y en A5 (76)

TAB. 7.3 — Sphére, f = 1.2GHz, Z, = 0.

Une onde incidente de fréquence 3.2GHz

Nous montons en fréquence, et a présent une onde incidente de fréquence 3.2G H z est consi-

dérée. Les résultats obtenus a partir de 'utilisation d’éléments finis d’ordre 0 avec un maillage
en A\/10 sont comparés aux résultats obtenus a partir de 1'utilisation d’éléments finis d’ordre 1
avec un maillage en \/4. Ces résultats sont reportés dans la figure 7.5 et dans le tableau 7.4.
A Tordre 0 et & I'ordre 1, les systémes sont composés respectivement de 491520 inconnues et de
313600 inconnues. Il y a donc plus de 36% de degrés de liberté supplémentaires a I’ordre 0. Le
nombre de niveaux dans la FMM (7 niveaux) est le méme pour les méthodes d’ordre 0 et d’ordre
1. En effet, bien que la théorie prédise la suppression d’un niveau lorsqu’un maillage en \/4 est
utilisé, aucune perte de précision n’a été constatée en considérant 6 ou 7 niveaux dans la FMM.
Ce phénomeéne conjugué a la réduction du nombre de degrés de liberté a ’ordre 1 entraine que
I’assemblage de la matrice proche ainsi que le produit matrice-vecteur sont plus rapides ce qui
compense l'augmentation du nombre d’itérations du GMRes a l'ordre 1. Le rapport théorique
filer0 ) piter ~ 1.9 donné par (6.43), est supérieur au rapport réel firc"0/ fiter! ~ 1 3. Le gain de
temps global & ’ordre 1 par rapport a 'ordre 0 est faible, mais la précision est un peu meilleure
a l'ordre 1.
En ce qui concerne la convergence du GMRes et du 9, les remarques faites pour le cas & 1.2GH z
s’appliquent également ici. Méme si le nombre d’itérations du GMRes a 'ordre 0 est inférieur
a celui & 'ordre 1, la taille du systéme d’ordre 0 étant bien plus grande que celle du systéme
d’ordre 1, un gain en mémoire est également réalisé.

Cas Err, Temps | Mém. | Iters Matrice Coiit total Cotit FMM
(s.) (Go) | GMRes | Proche (s.) | précond. (s.) | (par iter) (s.)
EF ordre 0 | 3.9- 1073 | 48502 6.7 42 1766 0334 40194
[, en A/10 (957)
EF ordre 1 | 2.7-1073 | 47002 5.4 56 018 4312 41552
Iy, en \/4 (742)

TAB. 7.4 — Sphére, f =3.2GHz, Z, = 0.
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parfaitement conductrice
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Une onde incidente de fréquence 4.7GHz

Nous continuons de monter en fréquence, et a présent une onde incidente de fréquence
4.7GH z est considérée. Les résultats obtenus a partir de I'utilisation d’éléments finis d’ordre 0
avec un maillage en \/10 sont comparés aux résultats obtenus a partir de 'utilisation d’éléments
finis d’ordre 1 avec un maillage en \/4. Ces résultats sont reportés dans la figure 7.6 et dans le
tableau 7.5.

A Tordre 0 et & 'ordre 1, les systémes sont composés respectivement de 1105920 inconnues et
de 640000 inconnues. Il y a donc environ 42% de degrés de liberté supplémentaires a ’ordre 0.
Le nombre de niveaux dans la FMM (8 niveaux) est le méme pour les méthodes d’ordre 0 et

d’ordre 1.
Le rapport théorique fi’"0/ ff"1 ~ 1.9 est supérieur au rapport réel f20/filerl ~ 1.3 Le

otal otal

tableau 7.5 montre que les temps d’assemblage de la matrice proche et d'un produit matrice-
vecteur avec la FMM sont plus cotiteux a I’ordre 0 a cause d’un plus grand nombre d’inconnues.
Cependant, la différence entre les temps de calcul nécessaires a la résolution du probléme a
I’ordre 0 et a ’ordre 1 se fait au niveau du nombre d’itérations du GMRes. En effet, d’apreés la
figure 7.6(d), les nombres d’itérations du GMRes a 1’ordre 0 et a 'ordre 1 sont respectivement
de 50 et de 82. Au final, la méthode d’ordre 0 est plus rapide que celle d’ordre 1. Cependant,
la méthode d’ordre 1 fournit un résultat plus précis que celle d’ordre 0. Méme si le nombre
d’itérations est inférieur & I'ordre 0, la taille du systéme fait que la méthode d’ordre 0 consomme

quasiment autant de mémoire que celle d’ordre 1.

Cas Err, Temps | Mém. | Iters Matrice Coiit total Cotit FMM
(s.) (Go) | GMRes | Proche (s.) | précond. (s.) | (par iter) (s.)
EF ordre 0 | 1.8-1072 | 142210 | 11.2 20 3081 12050 118700
T, en A/10 (2374)
EF ordre 1 | 1.1-1072 | 171658 | 11.6 82 786 14070 154242
Ty en A/4 (1881)

TAB. 7.5 — Sphére, f =4.7GHz, Z, = 0.

7.3.2 Cas d’une sphére parfaitement absorbante (7, = 1)
Une onde incidente de fréquence 1.2GHz

Les résultats obtenus a partir de 'utilisation d’éléments finis d’ordre 0 avec un maillage I';,
en \/10 sont comparés aux résultats obtenus & partir de I'utilisation d’éléments finis d’ordre
1 avec un maillage I';, en \/5. Ces résultats sont reportés dans la figure 7.7 et dans le tableau
7.6. 11y a plus de 15% d’inconnues supplémentaires a 1’ordre 0. Le nombre de niveaux dans la
FMM (6 niveaux) est le méme pour les méthodes d’ordre 0 et d’ordre 1.

Contrairement au cas du conducteur parfait, les résultats obtenus a ’ordre 0 et & ’ordre 1 ne
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recollent pas tout a fait aux séries de MIE. Lorsque 6 est compris entre 12 et 35 degrés, il y
a une légére différence entre la solution obtenue avec les éléments finis d’ordre 0 et la solution
exacte. Cette différence n’est pas observée avec les éléments finis d’ordre 1. Par contre, que ce
soit & ’ordre 0 ou a l'ordre 1, la solution exacte est mal approchée quand € avoisine zéro, car
la valeur de la solution exacte en zéro est de moins l'infini. Etant donné que les SER calculées
ne sont pas représentatives de la solution exacte lorsque 6 est proche de zéro, nous calculons
Err, (cf. (7.3)) ce qui correspond a l’erreur commise sur ’amplitude de diffusion (7.1).
Comme précédemment, la convergence de 0 sert de critére d’arrét au GMRes. En effet, d’aprés
les figures 7.7(e) et 7.7(d), il faut 24 itérations a l’ordre 0 et 29 itérations a l’ordre 1 pour que le
résidu du GMRes soit inférieur & 1073, alors qu'il faut 21 itérations a I’ordre 0 et 23 itérations
a lordre 1 pour que ¢ soit inférieur & 1073, Il est a noter également que le résidu du GMRes et
0 convergent plus rapidement que dans le cas du conducteur parfait.

Le rapport théorique f;ﬁte;’o / f;ﬁf;ll = 1.2, donné par (6.43), est inférieur au rapport réel

f;ﬁtegl’o / f;ﬁf;ll ~ 1.8. Les temps d’assemblage de la matrice proche et d’un produit matrice-
vecteur sont moins coiliteux a 'ordre 1 & cause de la plus grande taille du systéme d’ordre 0.
Etant donné que les nombres d’itérations du GMRes a 'ordre 0 et & I’ordre 1 sont quasiment
identiques, I'utilisation de la méthode d’ordre 1 entraine une réduction du temps de calcul, qui
s’accompagne d’une amélioration de la précision du résultat. Quant a la mémoire consommeée,
elle est légérement plus importante a l'ordre 0 qu’a l'ordre 1, car & nombre quasiment égal de
plus grands vecteurs sont stockés a l'ordre 0.

Cas Err, Temps | Mém. | Iters Matrice Coiit total Cotit FMM
(s.) (Go) | GMRes | Proche (s.) | précond. (s.) | (par iter) (s.)
EF ordre 0 | 4.2-1073 | 3461 0.9 21 220 315 2898
I, en A\/10 (138)
EF ordre 1 | 2.6-107% | 2212 0.7 23 96 299 1771
[y, en A\/5 (77)

TAB. 7.6 — Sphére, f = 1.2GHz, Z, = 1.

Une onde incidente de fréquence 3.2GHz

Les résultats obtenus a partir de 1'utilisation d’éléments finis d’ordre 0 avec un maillage
en A/10 sont comparés aux résultats obtenus a partir de 'utilisation d’éléments finis d’ordre
1 avec un maillage en \/6. Ces résultats sont reportés dans la figure 7.8 et dans le tableau
7.7. A lordre 0 et & ’ordre 1, les systémes sont composés respectivement de 491520 inconnues
et de 640000 inconnues. Il y a environ 23% de degrés de liberté supplémentaires a I'ordre 1.
Le nombre de niveaux dans la FMM (7 niveaux) est le méme pour les méthodes d’ordre 0 et

d’ordre 1.
iter,O/ iterl ~_ iter,0

Le rapport théorique f, ;7" / fii" ~ 0.6 est inférieur au rapport réel f, 57"/ fiter! ~ 1. Le temps
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d’assemblage de la matrice proche a I'ordre 1 est inférieur au temps d’assemblage de la matrice
proche a l'ordre 0, car des intégrales de correction provenant de la version & une composante
de la FMM sont calculées a ’ordre 0. Ces intégrales n’apparaissent pas a 1’ordre 1 puisque la
version a quatre composantes de la FMM est utilisée.

A Tordre 1, la diminution du cott des produits matrice-vecteur ne réussit pas a compenser
la, diminution du colit des produits matrice-vecteur due au moins bon conditionnement des
méthodes d’ordre 1. Cette augmentation entraine d’ailleurs une perte en temps de calcul. En
utilisant la méthode d’ordre 1, nous constatons une amélioration de la précision du résultat.
Comme précédemment, le résidu du GMRes et § convergent plus vite que dans le cas du
conducteur parfait. En ce qui concerne la mémoire, les tailles des systéme s font que la méthode
d’ordre 1 consomme plus de mémoire que celle d’ordre 0.

Cas Err, Temps | Mém. | Tters Matrice Coiit total Cotit FMM
(s.) (Go) | GMRes | Proche (s.) | précond. (s.) | (par iter) (s.)
EF ordre 0 | 2.7-1073 | 33120 | 6.3 28 1766 3556 26796
[y en A/10 (957)
EF ordre 1 | 2.2-1073 | 38688 7 32 1228 7209 29472
T) en \/6 (921)

TAB. 7.7 — Sphére, f =3.2GHz, Z, = 1.

Une onde incidente de fréquence 4.7GHz

Les résultats obtenus a partir de I'utilisation d’éléments finis d’ordre 0 avec un maillage en
A/11.5 sont comparés aux résultats obtenus a partir de 'utilisation d’éléments finis d’ordre 1
avec un maillage en \/6. Ces résultats sont reportés dans la figure 7.9 et dans le tableau 7.8.
A Pordre 0, le maillage en A/11.5 est préféré a celui en A\/10, car il donne une solution dont la
précision est comparable a celle de la solution d’ordre 1. La figure 7.9(b) confirme ce choix.

A Tordre 0 et & I'ordre 1, les systémes sont somposés respectivement de 1505280 inconnues et
de 1254400 inconnues. Il y a donc prés de 16% de degrés de liberté supplémentaires a 1’ordre
0. Le nombre de niveaux dans la FMM (8 niveaux) est le méme pour les méthodes d’ordre 0 et
d’ordre 1.

Comme pour les fréquences 1.2GHz et 3.2G'H z, le résidu du GMRes et § convergent plus vite
que dans le cas du conducteur parfait. Le rapport théorique fg:;éo / f;ﬁf;ll ~ 1.1 est proche du
rapport réel ffﬁfgéo / fgte;l ~ 1.2. Les temps d’assemblage de la matrice proche et d'un produit
matrice-vecteur sont moins coiiteux a l'ordre 1 du fait de la plus grande taille du systéme a
I’ordre 0. Etant donné que les nombres d’itérations du GMRes & ’ordre 0 et & 'ordre 1 sont
quasiment identiques, ’utilisation de la méthode d’ordre 1 entraine une réduction du temps de
calcul, qui s’accompagne d’une amélioration de la précision du résultat. Les nombres d’itérations

étant similaires a4 I’ordre 0 et & ’ordre 1, les tailles des systémes font que la méthode d’ordre 0
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F1G. 7.8 — Résultats obtenus avec des éléments finis d’ordre 0 et d’ordre 1 pour une sphére
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consomme plus de mémoire que celle d’ordre 1.

Cas Err, Temps | Mém. | Iters Matrice Coitit total. Cotit FMM

(s.) | (Go) | GMRes | Proche (s.) | précond. (s.) | (par iter) (s.)
EF ordre 0 | 3.8-1073 | 90494 | 12.2 25 4730 11025 68625
T, en A/11.5 (2745)
EF ordre 1 |2.9-107% | 70726 | 11.8 24 2092 10320 54360
Ty en \/6 (2265)

TAB. 7.8 — Sphére, f =4.7TGHz, Z, = 1.

7.4 L’amande comme objet diffractant

7.4.1 Présentation de ’amande

L’amande est décrite succintement. Cet objet, appelé amande NASA, est souvent utilisé par
les industriels pour comparer leurs codes [1]. L’amande est orientée de telle sorte que son plus
grand diamétre parte de 'origine et suive I’axe (Oz), et que le plan (zOz) coupe 'amande en
deux parties identiques au niveau de ses deux arétes tranchantes. La longueur d de I’amande
est de 2.5 métres. L’amande est divisée en deux parties :

1. une ellipsoide : t €] — 0.416667;0[ et ¢ €] — ;7|

—0.1 dyf1— (————)2
x = 0.193333 \/ (0.416667) cosp
=0 064444d\/ 1 — (———)2g4 (7:32)
y=r ~ (Sateeer) 5™
z=dt
2. une ogive elliptique : ¢ €]0;0.583333[ et ¢ €] — m; 7|
— 4.833450d(1/1 — .
r = 4.833450 \/ 2 083350 — 0.96)cost)
= 1.611148d \/ 1— —0.96)si (7.33)
y== 2083350 96)sing

z=dt
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La figure 7.10 représente un maillage de I’amande décrite précédemment.

Dans le cas de 'amande, il n’existe pas de solution exacte comme pour la sphére. Pour comparer
les résultats obtenus, nous avons recours a ’emploi d’une solution de référence calculée avec les
éléments finis d’ordre 0 et un maillage trés fin en A\/15. Pour tous les cas tests, 'amande est
éclairée par une onde incidente de direction (0,0, —1)* dont la fréquence vaut soit 1.2G'H z ou
soit 5GH z.

7.4.2 Cas d’une amande parfaitement conductrice (7, = 0)
Une onde incidente de fréquence 1.2GHz

La solution de référence est calculée en considérant un maillage en \/15 comportant 31228
éléments. Les résultats obtenus & partir de l'utilisation d’éléments finis d’ordre 0 avec un
maillage en A/10 sont comparés aux résultats obtenus a partir de 'utilisation d’éléments fi-
nis d’ordre 1 avec un maillage en \/5. Ces résultats sont reportés dans le tableau 7.9 et dans
la figure 7.11.

A Tordre 0 et a ’ordre 1, les systémes sont composés respectivement de 20448 inconnues et de
21180 inconnues. Le nombre de niveaux dans la FMM (6 niveaux) est le méme & l'ordre 0 et a
I’ordre 1. Les nombres de degrés de liberté étant quasiment identiques, les cotits d’un produit
matrice-vecteur a ordre 0 et & 'ordre 1 sont voisins. Le rapport théorique ffter’o / fft”’l =1.2

otal otal
est trés proche du rapport réel f,"0/ ffmt ~ 1.2, Le critére d’arrét du GMRes dépend ici aussi
du comportement de . Le nombre d’itérations du GMRes a 'ordre 0 est inférieur au nombre
d’itérations a 'ordre 1, ce qui entraine que la méthode d’ordre 0 soit moins cotiteuse que celle
d’ordre 1. En utilisant la méthode d’ordre 1, il y cependant amélioration de la précision du

résultat. Les consommations en mémoire a 'ordre 0 et a ’ordre 1 sont identiques.

Cas Err, Tps | Mém. | Iters Matrice Coiit total Coit FMM
(s.) | (Go) | GMRes | Proche (s.) | précond. (s.) | (par iter) (s.)
EF ordre 0 | 5.9-1073 | 1501 | 0.3 33 66 132 1254
I, en A/10 (38)
EF ordre 1 | 5.6-1073 | 2056 | 0.3 44 38 286 1716
Iy en \/5 (39)

TAB. 7.9 — Amande, f = 1.2GHz, Z, = 0.

Une onde incidente de fréquence H5GHz

La solution de référence est calculée en considérant un maillage en /15 comportant 499648
éléments. Les résultats obtenus & partir de l'utilisation d’éléments finis d’ordre 0 avec un
maillage en A/10.5 sont comparés aux résultats obtenus a partir de 'utilisation d’éléments
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F1G. 7.11 — Résultats obtenus avec des éléments finis d’ordre 0 et d’ordre 1 pour une amande
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finis d’ordre 1 avec un maillage en A\/5. Ces résultats sont reportés dans le tableau 7.10 et dans
la figure 7.12.

A Tordre 0 et & 'ordre 1, les systémes sont composés respectivement de 406656 inconnues et
de 338880 inconnues. Il y a plus de 20% de degrés de liberté supplémentaires a I’ordre 0. Le
nombre de niveaux dans la FMM (8 niveaux) est le méme a I’ordre 0 et a I'ordre 1.

Le rapport théorique f/0/ fX" ~ 1.3 est presque identique au rapport réel f,''0/ fih! ~ 1.3,
Le tableau 7.10 montre que les temps d’assemblage de la matrice proche et d’un produit matrice-
vecteur avec la FMM sont plus cotiteux a I'ordre 0 & cause d’un plus grand nombre d’inconnues.
Cependant, la différence entre les temps de calcul a 'ordre 0 et & I'ordre 1 se fait au niveau
du nombre d’itérations du GMRes. Le critére d’arrét du GMRes dépend de la convergence de
d : nous avons maintenu & l'ordre 0 le seuil 1073; par contre, & 'ordre 1, ce seuil est fixé a
5-1072 afin de réduire le nombre d’itérations du GMRes. En effet, & I'ordre 1, ce seuil donne
des résultats plus précis que ceux obtenus a 'ordre 0 avec § = 10™3 comme critére d’arrét.
D’apreés la figure 7.12(d), les nombres d’itérations du GMRes & l'ordre 0 et a 'ordre 1 sont
respectivement de 47 et de 70. Au final, un gain en temps de calcul est observé a I’ordre 0.
En utilisant la méthode d’ordre 1, il y a amélioration de la précision du résultat. Méme si le
nombre d’itérations est inférieur & I'ordre 0, la taille du systéme fait que la méthode d’ordre 0
consomme quasiment autant de mémoire que celle d’ordre 1.

A Tordre 1, lorsque le critére d’arrét est fixé & § = 1073, le GMRes converge en 80 itérations
ce qui correspond & un temps de calcul de 125757 secondes, donne une erreur de 1.3 - 1072 sur
I’amplitude de diffusion et nécessite une mémoire de 5.7Go. Pour donner un ordre de compa-
raison, pour la solution de référence (maillage en \/15), le GMRes converge en 80 itérations
ce qui correspond & un temps de calcul de 139361 secondes et nécessite 11Go. En exigeant a
I’ordre 0 une solution aussi précise qu’a 'ordre 1, il serait probable que la méthode d’ordre 1
soit moins cotliteuse en temps et en mémoire.

Cas Err, Tps | Mém. | Iters Matrice Cotit total Cott FMM

(s.) | (Go) | GMRes | Proche (s.) | précond. (s.) | (par iter) (s.)
EF ordre 0 | 2.4-1073 | 60981 | 5.4 47 1475 13677 45120
Ty en A\/10.5 (960)
EF ordre 1 | 2.2-1073 | 70805 | 5.5 70 298 16450 53060
[y en A/5 (758)

TaB. 7.10 - Amande, f =5GHz, Z, = 0.

7.4.3 Cas d’une amande parfaitement absorbante (Z, = 1)
Une onde incidente de fréquence 1.2GHz

La solution de référence est calculée en considérant un maillage en A/15 comportant 31228
éléments. Les résultats obtenus & partir de l'utilisation d’éléments finis d’ordre 0 avec un
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maillage en A\/10 sont comparés aux résultats obtenus a partir de l'utilisation d’éléments fi-
nis d’ordre 1 avec un maillage en A\/5. Ces résultats sont reportés dans le tableau 7.11 et dans
la figure 7.13.

Les mémes commentaires que pour le cas du conducteur parfait peuvent étre faits. Le rapport
theorique f/20/ flfent — 1.2 est trés proche du rapport réel fiie?/ %"t — 1.2 Le nombre de
niveaux dans la FMM (6 niveaux) est le méme a l’ordre 0 et & ’ordre 1. Comme pour la sphére,
par rapport au cas du conducteur parfait, le résidu du GMRes et ¢ convergent plus rapidement.
A Dordre 1, le cotit du préconditionnement entraine que le temps de calcul est légérement su-
périeur au temps de calcul a ’ordre 0. Il y a amélioration & I'ordre 1 de la précision du résultat.

Les consommations en mémoire a ’ordre 0 et a ’ordre 1 sont identiques.

Cas Err, Tps | Mém. | Tters Matrice Coiit total Coit FMM
(s.) | (Go) | GMRes | Proche (s.) | précond. (s.) | (par iter) (s.)
EF ordre 0 | 1.7-107% | 816 | 0.3 17 66 68 646
[y, en A/10 (38)
EF ordre 1 | 1.4-1073 [ 827 | 0.3 17 38 110 663
Iy en \/5 (39)

TAB. 7.11 — Amande, f = 12GHz, Z, = 1.

Une onde incidente de fréquence 5GHz

La solution de référence est calculée en considérant un maillage en A\/15 comportant 499648
éléments. Les résultats obtenus & partir de l'utilisation d’éléments finis d’ordre 0 avec un
maillage en A/10.5 sont comparés aux résultats obtenus a partir de 'utilisation d’éléments
finis d’ordre 1 avec un maillage en A\/7. Ces résultats sont reportés dans le tableau 7.12 et dans
la figure 7.14.

A Tordre 0 et & ’ordre 1, les systémes sont composés respectivement de 406656 inconnues et
de 624560 inconnues. Il y a environ 34% de degrés de liberté supplémentaires a l'ordre 1. Le
nombre de niveaux dans la FMM (8 niveaux) est le méme & I'ordre 0 et & 'ordre 1.

Le rapport théorique f;2"0 / Il ~ (.7 est presque identique au rapport réel f/°50/ fiferl ~ (.7,
Le tableau 7.12 montre qu’un produit matrice-vecteur avec la FMM est plus coiiteux a I'ordre
1 & cause d’un plus grand nombre d’inconnues. Pour le critére d’arrét du GMRes lié a 4, nous
avons maintenu & I'ordre 0 le seuil 1073, et nous avons & I'ordre 1 passé ce seuil a 5- 1072 afin
de réduire le nombre d’itérations du GMRes. En effet, & I'ordre 1, ce seuil donne des résultats
plus précis que ceux obtenus & 'ordre 0 avec § = 10™3 comme critére d’arrét. D’aprés la figure
7.14(d), les nombres d’itérations du GMRes a 'ordre 0 et a I’ordre 1 sont quasiment identiques.
Au final, un gain en temps de calcul est donc observé a ’ordre 0. En utilisant la méthode d’ordre
1, il y a amélioration de la précision du résultat. Méme si le nombre d’itérations est inférieur
a lordre 0, la taille du systéme fait que la méthode d’ordre 0 consomme quasiment autant de
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mémoire que celle d’ordre 1.

A Tordre 1, lorsque le critére d’arrét est fixé & § = 1073, le GMRes converge en 31 itérations
ce qui correspond & un temps de calcul de 52997 secondes, donne une erreur de 1072 sur am-
plitude de diffusion et nécessite une mémoire de 8 GGo. Pour donner un ordre de comparaison,
pour la solution de référence (maillage en \/15), le GMRes converge en 55 itérations ce qui
correspond a un temps de calcul de 98658 secondes et nécessite 9.9Go. En exigeant a I'ordre 0
une solution aussi précise qu’a ’ordre 1, il serait fort probable que la méthode d’ordre 1 soit
moins cofiiteuse en temps et en mémoire.

Une autre solution pour avoir un gain en temps a ’ordre 1 consisterait a accélérer le pro-
duit matrice-vecteur en considérant par exemple un maillage en \/6 afin de réduire le nombre
d’inconnues. Cependant, nous n’avons a disposition pour ’amande qu’un nombre limité de
maillages : & partir de maillages ayant respectivement 4236, 13632 et 31228 éléments, nous
créons par raffinement et projection tous les autres maillages utilisés. A partir de maillages trés
grossiers, nous pouvons obtenir des maillages en A/10 voire méme plus fins, mais ces maillages
ne donnent pas de bons résultats par rapport a ceux créés directement ou construits a partir
de maillages déja assez fins. En effet, lorsqu’un maillage en \/a avec a > 10 est créé a partir
d’un maillage trés grossier, la répartition des éléments du maillage se fait de facon homogeéne et
les zones de fortes courbures comme les pointes de I’amande sont mal approchées. Ceci laisse
d’ailleurs & penser qu’avec des maillages créés directement a partir d’un logiciel de maillage,
nous pourrions accroitre la qualité des résultats grace a une meilleure répartition des mailles.

Cas Err, Tps | Mém. | TIters Matrice Coiit total Cotit FMM

(s.) | (Go) | GMRes | Proche (s.) | précond. (s.) | (par iter) (s.)
EF ordre 0 | 2.5-107* | 37556 | 4.7 28 1465 8484 26992
Ty en A/10.5 (964)
EF ordre 1 | 1.7-107% | 42738 | 7.8 27 1204 8208 32589
[y en A7 (1207)

TAB. 7.12 - Amande, f =5GHz, Z,. = 1.
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7.5 Conclusion

Dans cette partie, nous dressons le bilan de I’étude menée sur I'emploi d’éléments finis
d’ordre élevé dans la FMM. Au regard des divers résultats obtenus, dans le cas d’un obs-
tacle (sphére ou amande NASA) parfaitement conducteur (Z, = 0) ou parfaitement absorbant
(Z, = 1), les points suivants se dégagent :

— Le temps d’assemblage de la matrice proche a peu de poids face au temps de calcul des
produits matrice-vecteur. De plus, il est moins cotiteux a 1’ordre 1 qu’a ’ordre 0, a cause
des intégrales de correction intervenant dans la version a une composante de la FMM
utilisée avec les éléments finis d’ordre 0.

— Pour le GMRes, plutot que d’utiliser comme critére d’arrét le résidu, nous nous servons
de ¢ (7.30). Ce critére d’arrét propre aux EID exprime la relation entre les inconnues
primales et duales du probléme, et il est trés efficace puisque nous assistons, aussi bien a
I’ordre 0 qu’a l'ordre 1, a ’arrét du GMRes alors que le résidu a peu convergé.

— Pour un méme objet, une méme fréquence et un méme maillage, le coiit d’un produit
matrice-vecteur ne varie pas en fonction de I'impédance considérée.

— En pratique, le méme nombre de niveaux est utilisé dans la FMM a ’ordre 0 et a ’ordre
1.

Quel que soit 'obstacle considéré (sphére ou amande NASA), des différences apparaissent entre
lescas Z, =0et Z, =1

— Le cas d’un objet parfaitement absorbant demande plus de précision que le cas d’un ob-
jet parfaitement conducteur, car les niveaux de SER sont plus bas, donc plus difficiles
& capter : par exemple, dans le cas de la sphére, pour une fréquence de 4.7GH z, il faut
utiliser a 'ordre 1 un maillage en A\/6 quand Z, = 1, alors qu’un maillage en \/4 suffit
quand Z, = 0.

— Le résidu du GMRes et 0 convergent plus rapidement pour Z, = 1 que pour Z, = 0. Le
préconditionnement est beaucoup plus efficace pour Z, = 1 que pour Z, = 0, ceci étant
en partie (le cas Z, = 0 est toujours plus difficile a faire converger que le cas Z, = 1) di
au fait que la matrice de préconditionnement (7.26) est plus proche de la matrice (7.24)
du probléme initial dans le cas Z, = 1 (les termes de couplage faisant intervenir Z, dans
(7.24) ont été négligés de maniére a inverser plus facilement (7.26)). Ce phénoméne est
plus particuliérement prononcé a I'ordre 1. Pour tous les tests effectués dans le cas Z, = 1,
les nombres d’itérations du GMRes a 'ordre 0 et & 'ordre 1 sont quasiment identiques.
Pour Z, = 0, le nombre d’itérations du GMRes augmente a ’ordre 0 et & ’ordre 1, mais il
croit plus fortement a I’ordre 1. De plus, cette augmentation suit la montée en fréquence.
Etant donné que pour Z, = 0, nous pouvons utiliser des maillages beaucoup plus grossiers
a 'ordre 1 qu’a l'ordre 0, il est légitime, en résolvant le probléme de conditionnement,
d’espérer a l'ordre 1 des gains importants en temps de calcul.
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Dans le cas de 'amande & 5G H z, aussi bien pour Z, = 0 que pour Z, = 1, les résultats sont
siirement améliorables en utilisant de “bons” maillages et non des maillages obtenus par raffi-
nement et projection de maillages initiaux grossiers.

Conclusion finale :

Dans I’ensemble des cas tests considérés, nous pourrions certainement avoir de meilleurs résul-
tats en temps de calcul a 'ordre 1 qu’a l'ordre 0, en ajustant mieux la finesse du maillage (dans
tous les cas tests, nous avons obtenu une meilleure précision a ’ordre 1, ce qui prouve que la
finesse du maillage était trop importante pour une comparaison avec ’ordre 0), et également
en travaillant sur le préconditionnement.

Pour réduire le temps de calcul a 'ordre 1, il faudrait diminuer le nombre d’itérations du GMRes
en améliorant le préconditionnement du systéme (7.24). En effet, pour la quasi-totalité des cas
tests effectués, les produits matrice-vecteur sont moins cotiteux a ’ordre 1 qu’a ’ordre 0. De
plus, il parait difficile & 'ordre 1 de réduire le temps d’un produit matrice-vecteur sans dégrader
la précision de la solution car nous utilisons déja des maillages assez grossiers (par exemple,
pour une impédance Z, = 0 et pour des fréquences de 3.2GHz et de 4.7GH z, le maillage I';,
est en \/4). Afin de rendre plus efficace la convergence du GMRes, il faut maintenant tra-
vailler sur le préconditionnement ; nous pourrions par exemple utiliser des préconditionneurs
plus efficaces comme ceux développés dans [30] pour l'inversion de systémes pleins provenant
de I’électromagnétisme par des méthodes rapides comme la FMM.
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Troisiéme partie

Montée en ordre lors de la résolution des
équations intégrales de Després par la
méthode couplée
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Chapitre 8

Méthode de discrétisation microlocale
d’ordre élevé

8.1 Introduction

La résolution des équations de Maxwell par des méthodes intégrales et d’éléments finis,
ameéne a inverser un systéme linéaire plein dont la taille, N x N, augmente avec la fréquence de
I’onde incidente. Plus précisément, N est proportionnel au nombre d’onde &k au carré, qui est
lui-méme proportionnel a la fréquence. Une solution envisageable pour accélérer la résolution
du systéme est de réduire N. La méthode de discrétisation microlocale développée par Abboud,
Nédélec et Zhou [125] permet d’effectuer une telle réduction avec efficacité. Le principe de cette
méthode est le suivant : lors de la discrétisation de 'inconnue, une information sur le caractére
oscillant de la solution est donnée en approchant la phase de I'inconnue. Une nouvelle incon-
nue beaucoup moins oscillante est obtenue, et dans le cas des équations de Maxwell, elle peut
étre approchée avec un nombre de degrés de liberté en O(k®), o étant inférieur a 2, au lieu de
O(k?). Cependant, la considération d’un maillage plus grossier nécessite d’approcher I' avec des
éléments de degré trés élevé. Afin de remédier a ce probléme, Abboud et al. utilisent un double
maillage : un maillage grossier pour I'inconnue ayant O(k®) éléments, et un maillage fin pour la
géométrie ayant O(k?) éléments. Les inconnues sont définies a partir du maillage grossier, mais
sont évaluées sur le maillage fin. L’élaboration des éléments finis microlocaux repose donc sur
ce double maillage. Etant donné qu’elle sort du cadre classique, la construction des fonctions
de base microlocales est présentée, notamment celle des fonctions de base microlocales courbes
d’ordre élevé, car leur emploi permet de relacher le maillage de 'inconnue tout en satisfaisant
pleinement les estimations d’erreur de Zhou. Le maillage fin étant obtenu par raffinement du
maillage grossier et projection sur la surface I', I'utilisation d’éléments courbes est associée a
I’emploi des fonctions de base microlocales d’ordre élevé afin de conserver une bonne approxi-
mation de la géométrie.

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode de discrétisation microlocale d’ordre élevé.
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8.2 Meéthode de discrétisation microlocale

Le principe de la méthode de discrétisation microlocale repose sur la considération des
inconnues J et M du probléme (3.6) en fonction de leur phase et de leur amplitude :

J=¢e%T et M=e“YM, (8.1)

J et M étant respectivement les amplitudes de J et de M, et ¢ étant la phase du courant.
Les théories géométriques et physiques de la diffraction [26] permettent d’obtenir un dévelop-
pement asymptotique de ¢ donné par :

¢ = koo + O(K'?). (8.2)

Un développement de la phase d’ordre 1 est donc donné par :

¢ = koo. (8.3)
Pour élaborer leur méthode, Abboud et al. ont fait les hypothéses suivantes :
— Dobstacle w est un ouvert borné, régulier et convexe de R3,
ine( k&2 o1 ¢ est la direction de onde.

— ’onde incidente est plane, i.e. u"(z) = e

Dans ce contexte, ¢y est donnée par :
do(z) =€ - x. (8.4)

Soit @ = (J, M), et soit Q la nouvelle inconnue vérifiant () = ew;Q. Nous avons :
oun Q= (J,M).

Si (8.3)-(8.4) est une bonne approximation de la phase, Q est beaucoup moins oscillante que Q,
et peut étre approchée avec moins de degrés de liberté. Soit Qp, linconnue du systéme discret
associée a @
Dans [125], Zhou donne les estimations d’erreur suivantes pour I’équation de Helmholtz :

— lorsqu’est considérée une condition au bord de Dirichlet :

\Q - 7T(@h)|L2(F)
QL2
— lorsque sont considérées les conditions au bord de Neumann ou de Robin :

|@ - W(Qh)h{l/?(r)
|Q|H1/2(F)

< C(h™ + B + (KY3R)™+Y + kR, (8.6)

< C((KY3h)™ + k320! (kh 4 1)), (8.7)
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7 étant la projection orthogonale de I';, sur I, et h la longueur maximale des arétes de [',. Le
paramétre m correspond au degré d’approximation de I'inconnue, et le paramétre [ au degré
d’approximation de la géométrie.
Afin de borner I’erreur relative (8.6), nous pourrions prendre h ~ k~/3. Cependant, pour que
le terme en kh! se comporte comme celui en k/?h, il faudrait considérer une approximation
['y, de la surface I' de degré [ = 3. Ce choix s’avérant compliqué & mettre en ceuvre dans un
code de calcul, Abboud et al. proposent d’utiliser un double maillage : un premier maillage
[',, noté I'y, pour approcher I'inconnue, et un second maillage I'y,,, noté I'y, pour approcher la
géométrie. Cette solution se justifie par le fait que le terme k'/3h provient de la discrétisation
de 'inconnue (paramétre m) alors que le terme kh! est lié & approximation de la géomeétrie
(paramétre ).
Pour les conditions de Neumann et de Robin, en prenant A ~ k~/° il faudrait choisir, afin de
borner Derreur relative (8.7), une approximation I';, de I' de degré | = 7. Plutét que d’avoir
recours & des éléments de degré 7, Abboud et al. considérent, comme précédemment, la solution
du double maillage.
Soient hy et hy les longueurs maximales respectives des arétes des maillages I'y et I';. Pour
I’équation de Helmholtz, Zhou obtient de nouvelles estimations d’erreur dépendantes de hy et
de hy :

— pour la condition de Dirichlet :

1/3

|Q - 7E(Qh)h?(r)
|Q|L2(F)

< C(hy' + by "B+ (hk2) ™ 4 kbR, (8.8)

— pour les conditions de Neumann ou de Robin :

|Q - 7T(Qh)|Hl/2(r)

Bl <C (KYPRyt2 4 KPR (hgk ) (8.9)
H1 Q(F)

+ (5hy 'K+ BPPRE) (khy 4+ 1)RET.
Dans le cas de Dirichlet, I’estimation d’erreur (8.8) permet de prendre [ = 1 en imposant :
hy ~ kY3 et hy~ k725 (8.10)

Par contre, dans les cas de Neumann et de Robin, en choisissant h, ~ k=3 et hy ~ k=1, il faut
au moins considérer [ = 2.

En ce qui concerne les équations de Maxwell, lorsqu’un double maillage est utilisé, Zhou donne
I'estimation suivante dans le cas d’un conducteur parfait (Z, = 0) :

Q — 7T(Qh)|H + [ — w(fin)| v
Qla + ||~

< Oy (A= + A2 ™ L phk), o €]0;1/2],  (8.11)

153



oul /i est la densité associée & Q, H = H V*(I';C?) et N = {u € H V), < p,1p, >=0,i =
p

1,---,p}, 1y, étant la fonction caractéristique de la i®™® composante connexe I'; de I' = U r;
=1

[19] et [125].

Remarque. Pour une condition au bord de Léontovitch dont l'tmpédance Z, est non nulle,
Zhou indique que l’estimation (8.11) obtenue pour une condition au bord de Dirichlet reste
valable.

La relation (8.11) permet de considérer [ = 1 en choisissant h; ~ k~'. La présence du terme
en o, due aux espaces tangents, ne permet plus en théorie le choix h, ~ k~1/%. En effet, en
posant h, ~ k%, la condition de convergence est :

< m (8.12)
o< ———. .
~ 3(m—o)
Pour des éléments finis microlocaux d’ordre 0, i.e. pour m = 1, (8.12) est équivalent a :
<1 (8.13)
o< ——. .
~ 3(l-o)

L’inconnue du probléme est donc définie sur un maillage grossier I', ayant un nombre de mailles
N, en O(k™2%), avec alpha vérifiant (8.13) pour m = 1 ou (8.14) pour m = 2. La surface est
approchée par un maillage fin I'; dont le nombre de mailles N; est en O(k?).

Remarque. Sio €]0;1/3], alors « = —1/2 satisfait (8.13) ; et si o €]1/3;1/2], alors o« = —2/3
satisfait (8.13).
Pour des éléments finis microlocauz d’ordre 1, i.e. pour m = 2, (8.12) est équivalent a :

2
<= 8.14
‘=732 0 (8.14)
En choisissant « = —1/2, (8.14) est vérifiée Vo €]0;1/2].
Dans la plupart des cas, les choiz hy ~ k™% et hy ~ k™! permettent de satisfaire (8.12). Cette
tendance est d’ailleurs confirmée par la pratique.

8.3 Construction du double maillage

Nous décrivons la construction des maillages de I'; et de I's. Soit un maillage grossier de I',
comportant N, éléments (N, ~ k). I';™ est obtenu en raffinant I'; :

Ng Ng M
sio Ty =|JT0, alors T;7 =] T (8.15)
i=1 i=114p=1
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ot V; est le nombre d’éléments de I';™ contenus dans le i*™ élément du maillage de T',.

Soient 7 la projection orthogonale de I'; sur I', et 7, I'interpolée d’ordre [ de 7 obtenue & partir
des éléments finis de Lagrange (T}, ", ET;W, ), ou ZTJW est '’ensemble des degrés de liberté, et
P, est ’espace des polynomes & deux indéterminées de ?legré inférieur ou égal a [. Lorsque [ = 1,

ETJOW est ’ensemble, noté E;‘Fiyoﬂ, regroupant la projection sur I' des sommets de T}; ". Lorsque
[ =2, ¥« réunit X! . et Pensemble formé par la projection sur ' des milieux des arétes de
iig iig

T, I'y est obtenue par projection des sommets de I',™ sur I":

Ng N N;
Ty =m@) = U =@ = T (8.16)
i0=1

i=119=1

I'; est définie par :

Ng Ng
8 =m(Ty) = | Jm(T3) = | J T (8.17)
i=1 i=1
Du point de vue géométrique, I'; et I'; sont identiques, mais le maillage de I"} est composé
d’éléments grossiers.

Remarque. Nous avons en théorie la relation suivante :

Ng
Ny =Y N, (8.18)
i=1
et en pratique, Ny = NyN; car chaque élément du maillage de T, est subdivisé en un méme
nombre d’éléments.

La figure 8.1 permet de visualiser les différents éléments définis précédemment.

8.4 Fonctions de base microlocales d’ordre élevé

Nous présentons les fonctions de base {ggj}jvzl des éléments finis microlocaux. Soit {¢;}Y;
I’ensemble des fonctions de base associées a I'y. Les fonctions de base ¢; sont les fonctions de
base de Raviart-Thomas/Graglia décrites dans les chapitres 2 et 3.

Remarque. N s’exprime en fonction de N,. Pour des éléments finis d’ordre 0 et d’ordre 1,

nous avons respectivement N = §Ng et N = 5N,.

155



S S
un élément T; de Iy

un élément T; de Iy

-T
éléments Tiio del”

F1G. 8.1 — Description des correspondances entre les maillages de I'y et de I';.

Soit v; la fonction définie par :

b T — T (8.19)
) — x=al +0’ajal +n’ajag

qui associe au triangle de référence 7' ’élément T, de T, (ai, a), et a} sont les sommets de T}).
Ni Ni

De plus, chaque élément 77 = U Tji, de I'; étant associé a un élément 7; = U T, de Iy

jo=1

0= i0=1

Ni
par 'intermédiaire de 7, nous notons 7; la restriction de 7, a T;. En posant T = U Tio, nous
jo=1
avons : ©
Tiio = mi 0 ¥i(Th, ). (8.20)

Remarque. En pratique, la triangulation de T est obtenue en subdivisant T' en quatre triangles
identiques de maniére récursive jusqu’a un ordre M.

Chaque élément Tio est I'image de T par translation, rotation et homothétie. Nous avons :

~

O T — Ty, et xu:T — T;" (8.21)
ﬁ

110
A 7 A=z =1 00,(N).

156



Remarque. En notant a; ™", a; ™" et a3 ™" les sommets de T;;™, nous avons :

itg 7

Xiip @ T —Ty" (8.22)

110

)\ T = a —,i%0 _'_ )\2@1 ﬂlloa 7,220 + )\3a177r,zzoag7r,zzoi (823)

Une base du plan tangent a Tj;, est donnée par :

61 — A A
ON? O3

Une base du plan tangent a T}, ™ est donnée par :

i 8 11 N i a 1 S\

gin = MWin) 3y o i _ I 5 (8.25)

N2 O3
Soit ¢ un champ de vecteurs tangents défini sur I'; et destiné & étre projeté sur I'; (i.e. la
Ng

projection de ¢ doit étre tangente 4 I'y). Comme I') = U T;, nous posons :
i=1

o () = wi(), (8.26)
N;
et comme T; = U T

Wio > IOUS POSONS :

i0=1

P () = iio (). (8.27)

iiQ

Localement, ¢ est donc définie sur I'; par :

N 1 A T A T
Piio () = Piig © Xiig(A) = Pl © Xiio (N1 + #35, © Xiig (A)€5°. (8.28)
Soit ¢ la projection de ¢ sur I'y. Nous avons :
o o 2mes(TT) = .
P(y) = G(mi 0 Xiio(N) = ———=—== (i, © Xiio (N el + #35, © Xiio (N €3), (8-29)
gh()‘)

- —

ot y = m(x) € Ty, €t /gn = |elt A el] est le jacobien de ; o Y,

Soit j € {1,--- ,]\[} Soit ¢; la j®me fonctions de base microlocale d’ordre 0, et soit Gjiiy S
restriction & Tj;,. ¢; i, est définie par :

~

Giaicy) = Graio(Th 0 Xiig(N))
mes(T7) e
= 7A0( 7,410 XZZO( )61 _'_(b]zzo Xll()()\) ) e Xno()\) (830)

gn(A)
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T ) (8.31)
2mes(T;) RO '

et 1 € supp(j), supp(j) étant I’ensemble formé a partir des indices ¢ des éléments 7T; appartenant
au support de ¢;. supp(j) correspond aussi a I'ensemble formé a partir des indices i des éléments
T7? appartenant au support de ¢;. Les fonctions (3;(j,4) et $(j,7) prennent leurs valeurs dans
{1,2,3}, et associent respectivement & ’aréte d’indice globale j, son numéro local dans le tri-
angle T; et le sommet de T; opposé a cette aréte. Le support de ¢; est composé de deux éléments

ot ¢j|Ti;0” () = @jiip () = sgn(@Tiﬁl(j’i))

T;, et T;, de I, auxquels sont attribués les signes opposés sgn(é)Tfl(j’il)) et sgn(aTl-fl(j’iQ)) (T3,
et T;, ont la 5" aréte de I’y en commun). mes(T;) et mes(T;") correspondent aux surfaces
respectives des éléments T; et T}; ™. Localement, ¢; est notée Ag, ;.

Remarque. La fonction (1(7,1) est choisie de sorte qu’elle soit identique a la fonction (5(j,1).
FElles seront notées toutes les deux (3(j,1).

Les fonctions de base vérifient la propriété de conservation de la charge. En effet, nous
avons :

Ng N;
/ divpp dy = Z Z/ divr P dy(y) (8.32)
Ty Tiig

i=1 ip=1
Ny N; - A
= > / O5a (\/ gn(A)p™ © Xiig ) dX (8.33)
i=1 io=1"T
N ~
et comme p = ij(bj’ il vient :
j=1
N Ny N; .
/r divePdy = 3 v ) Z /Ta*‘(Qmesmioﬂ>€2k£m°x”°(A)Ag(j,i) © Xiio(A)) dA (8.34)
! 7=t i Ezs:piv(j) o=l
N Ny N;
=Y Y X[ i A ) ds (839
j=1 i=1 io=1 Tz’:oﬂ
i € supp(J)
N Ny N;
= ij Z Z B e’kg'm(x)/\ﬁ(j@ () - Ny ds(x) (8.36)
Jj=1 i=1 ip=1 8T“,0
i € supp(J)
oT’ A
— ij Z Z Lzﬁ()) / - ekemi@) ds(x) (8.37)
j=1 T aSimes(OT ) Jorgrnor 00
\i € supp(j) |
0
= 0, (8.38)
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ou 7y est la normale unitaire sortante a T}; ™ contenue dans le plan de T;.

Les fonctions de base microlocales d’ordre élevé sont obtenues de la méme maniére que les
fonctions de base classiques d’ordre élevé : en multipliant par un polynéme d’interpolation les
fonctions de base microlocales d’ordre 0 (cf chapitres 2 et 3). Nous avons donc :

Giiny) = NI (y)

2mes(T;;" . $eh)e A
= M((Aﬁ%) OXz‘z‘o()\) + (A9 0 i (V) el )ettemoxin®) (g 39)
gn(A)
ot y = ;0 Xy (N), A (@) = (@) Ay (2) = Bang (1), = Xatg (V). g, est defini par :
ap () = oyl o (V)
) (P + 2) G (AN 5
= NPU) Asig.a) (), (8.40)

mpa(j,)

Ol Qmyp est un polynome a valeur scalaire défini au chapitre 2 (2.24), N, lfr(Leri) est défini par (2.16),
et mg(;) désigne respectivement les valeurs I, m ou n selon que (3(j,7) prend respectivement
les valeurs 1, 2 ou 3.

Ces fonctions de base vérifient également la propriété de conservation de la charge :

[ a7 - ijz 5 / TG, (o) A ds(r)  (8.41)
f

B(5,1)
=1 Z() 1 T’L’LO maT 7

i € supp(j

= 0. (8.42)

En effet, soit ¢; est telle que son support est composé d’un seul élément 7; de I'y et Vo € 8Tf U ’i),

aﬂfnz)(x) = 0; soit ¢; est telle que son support est composé de deux éléments T;, et T;, de

L'y, et les traces de sgn(an(j’il))@,ilio -5 et de sgn(anj(j”'Q))@,mO .

140 n; o soient égales sur
11 12 .

1210

Remarque. Les résultats énoncés précédemment pour les fonctions de base microlocales sont
valables pour n’importe quel degré d’approximation de la géométrie.

En revenant a la notation qgj pour les fonctions de base microlocales, nous avons d’aprés
(8.39) : Vy € Ty,
H

05(Y) = G1ii(Y) = Tiio ()™ W (410 0 1, (y) - %:)627 (8.43)

2mes(T,;"
0
est le jacobien associé a m,, et {e

W iio
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8.5 Discrétisation du systéme intégral

Nous reprenons la formulation variationnelle (1.37). V}, est défini par :
Vi, = Lin{;;1,--- ,N}. (8.44)

Les approximations X ! et Aﬁl de 2! et \' dans V}, s’écrivent :
N N
Xp=> alg;, et A, =) 3; (8.45)
j=1 j=1

avec a}, 75 € Cet I € {1,2}.
Nous aboutissons au systéme (1.40), avec les matrices Bs, Dg, A, K!, K*, N} et le vecteur F!
définis par :

(Fl)Z = < F’lEIDaggi >V,

(Bﬁ)l] = < 5k(5]7 (52 >Vh7
1+8~ -
(Dﬁ)l] = 5¢]7 (bl >Vh7
(A = <& 5l¢§j7 <Zfz >V (8.46)
(K = < kK¢, ¢i >wy,s
(K™ = < kK19, 6 >v,,
NR)ij = < Aridj, ¢ >v, -

ol Vh = Vh X Vh.
L’élément (F'); se calcule de la fagon suivante :

(F), = / FPIP(2) - 3y(a) dy(x), ¥je {L,-- N} (8.47)

= Y [ B @ dia), (8.48)
iesupp(j) ” T

. Z/m FPIP(0) - Ti (@)@ (g 01 (2) - &8 )k dry().  (8.49)

i€supp(j) io=1

Par rapport aux calculs classiques, il apparait une somme sur ¢, ainsi que la phase de I’inconnue.
Les éléments matriciels se calculent de maniére similaire. Par exemple, d’apreés la section 5.6.1,
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nous avons : Vi,j € {1,--- N}

W = gz LU -0 i) ([ )0 idjete data s,

8T T,

=

= gﬁ/ (2 Z / T )€™ (650 1 (y) - g, )l - (0 — i)™ dr(y))

gesupp(j) qo=1

(8.50)

S3> L Tt 607 @) ) 0 iy () s,

pEsupp(i) po=1

ou (8, 0, ngS) est le repére local en coordonnées sphériques sur S2.

D’aprés (8.18) et (8.50), I'assemblage des matrices définies par (8.46) a une complexité en
O(NJ?). La complexité de la méthode de discrétisation microlocale est donc en (’)(N]% +NiterN5),
ou N, est le nombre d’itérations nécessaires a la résolution du systéme.
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Chapitre 9

Méthode couplée : Discrétisation
Microlocale et FMM

9.1 Introduction

En employant la méthode de discrétisation microlocale pour résoudre les équations de Max-

well, la taille des problémes (1.35) et (1.36) est théoriquement en O(k® x k%), o étant inférieur
a2, au lieu d’étre en O(k? x k?). Cette réduction, importante en pratique, permet de stocker les
matrices du systéme. Cependant, leur assemblage demande un nombre d’opérations en O(k*)
qui peut-étre accéléré selon Abboud et al., par I'utilisation de la théorie de la phase station-
naire. Malgré son efficacité en dimension 2, cette méthode engendre des difficultés numériques
non encore résolues a notre connaissance en dimension 3.
Dans [44], Darrigrand a développé une méthode couplant la méthode de discrétisation micro-
locale et la méthode multipole : il accélére le précalcul du systéme en utilisant la méthode
multipole (FMM) a la place de la théorie de la phase stationnaire. Dans cette partie, nous
présentons cette méthode couplée (FMD), dans le cas d’une méthode multipéle & un niveau et
dans le cas multi-niveaux. L’algorithme multi-niveaux dans le cadre de la discrétisation micro-
locale est différent de I’algorithme classique. Nous présentons ces différences et nous détaillons
la complexité de I'algorithme.

9.2 La méthode couplée

Nous nous intéressons ici uniquement au cas des équations de Maxwell. Nous renvoyons a
[44] pour I’équation de Helmholtz.
Afin d’employer la méthode de discrétisation microlocale, nous nous plagons dans les conditions
du chapitre précédent, i.e. I'obstacle considéré est convexe, et éclairé par une onde incidente,
u™e, plane de la forme u™¢(z) = e™*¢* ¢ étant la direction de 1'onde incidente. Une approxi-
mation de la phase de degré 1 est donnée par k¢g(x) out ¢g(x) = & - z.
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La méthode de discrétisation microlocale fait intervenir un double maillage : un maillage grossier
I'; associé & I'inconnue du probléme, et un maillage fin I'y associé a la géométrie du probléme.
Le diamétre, h,, des N, éléments de I'; est en O(k=/%), avec 0 < a < 2, et le diamétre, hy,
des N; éléments de I' est en O(k71).

Soit 7 la projection orthogonale de I'y sur I'. Pour ’obtention de I'y, I, est raffinée, puis pro-
jetée sur I' au moyen de 7, (cf figure 9.1).

Nous avons ainsi :

e e

S S
un élément T; de Iy

éléments Tiio

un élément T; de Iy

-T
eléments T; ~de T

F1G. 9.1 — Description des correspondances entre les maillages de I'y et de I';.

Ny Ny N;
Ty=JT: et rf_UTS UUTO (9.1)
i=1 i=11ip=1

Les éléments de I'y sont appelés triangles grossiers, et les éléments de I'y triangles fins. En
notant {¢;} Y, les fonctlons de base microlocales définies au chapitre précédent, nous avons a
résoudre le systéme suivant :

AX =0, (9.2)
oll nous considérons, pour simplifier, A et b définis par : Vi,j € {1,--- N},

No  Na

4= Y T Ty / G, y)d5(0) - i) dr(y) dr(@), (0.3)

BEsupp J)aESUPp(Z)ﬁo 1ag=1"Taao ¥ Tpgy

o= > Z u(y) - Gily) dy(y). (94)

aEsupp(i) apo=1 Taag

X = (X1, , Xy (9.5)
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supp(i) (respectivement supp(j)) est I’ensemble formé & partir des indices 7 (respectivement j)
des éléments de T} (respectivement 77) appartenant au support de ¢; (respectivement ¢;). Ce
sont aussi les ensembles formés & partir des indices des éléments appartenant aux supports de
¢; et ¢;. Le noyau de Green G est défini par :

€ c 9.6
(z,y) = m (9.6)
Remarque. N dépend linéairement de N, i.e. N ~ Ng.
Les fonctions de base ¢; sont données par (8.39) : Vi € {1,---, N}
ng,(l‘) = Gi,aao (:E) = Jaao (x)62k¢0(x)¢?,aao © 77}:1(55) 6?7 V2 € Toag, (9'7)

oll Jaay = 2mes(T,7)/\/9n, gzNSZ-,wO (respectivement ¢; oq,) €st la restriction de b; (respective-
—

ment ¢;) & Toa, €t ¢ 1o, 0T, (1) = Gy 0m, () - €l -
Les triangles T, 7 correspondent aux triangles provenant du raffinement de I'y. Les intégrales
(9.3) et (9.4) sont a présent discrétisées. Afin de ne pas alourdir ’exposé, la quadrature consi-
dérée contient un seul point par triangle fin. Le systéme discret s’écrit de la méme maniére que

(9.2) : Vi,j e {1,--- N}

N5 Na .
Ay = D0 D0 D0 2 Ames(Tmes(T55)G wan Yam)e 6] g, 0 1 (o) e
Besupp(j) acsupp(i) Bo=1 ap=1
. —
e~ tkdo(zaag) € g © ng(xaao)eg 9.8)
Na . . —
b= )Y 2mes(To7 )u" (Taq, ) - € FOT) gt o m (200, el (9.9)

a€supp(i) ao=1

Le calcul de A a un cotit en O(N7), i.e. en O(k*). 1l va étre accéléré en utilisant la FMM.
Nous rappelons quelques caractéristiques de la FMM. Tout d’abord, pour utiliser cette méthode,
un octree est construit : un cube C englobant I' est considéré, puis subdivisé récursivement en
huit jusqu’a ce que chaque cube nouvellement obtenu ne contienne que quelques éléments de I';.
Plusieurs niveaux sont ainsi définis dans l'octree. Les lettres f et g sont mises respectivement
en indice pour indiquer que nous faisons référence au dernier et au premier niveaux de 'octree.
Le niveau fin correspond au dernier niveau (niveau ou la taille des cubes est la plus petite) et le
niveau grossier correspond au premier niveau (niveau ou la taille des cubes est la plus grande).
C" est le m*®™® cube du niveau n de centre X". M, est le nombre de cubes du niveau n. Le
voisinnage de C) est défini par :

Ve ={m e {1, ,M,}/|X" — X" oo < dn}, (9.10)
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ol d,, est la longueur des cotés des cubes du niveau n.
Les plus proches non voisins de C, sont définis par :

VYn>3, TL' ={m e{l,--- M,}/m ¢V" et P(n,m)e Vg(nlm 1 (9.11)
ot P(u,v) donne le numéro du cube du niveau (u— 1) ayant engendré C'. La fonction S associe

a un cube ’ensemble de ses fils.
A est décomposée en une matrice proche A™ et en une matrice lointaine A" de sorte que :

A= Areer 4 pfor (9.12)

. . ! f . / f
A?»ear :{ Az] st m € Vm? et A@fjar :{ 07 st.m € Vm7 (913)

0, sinon, A;j, sinon,

ot les indices m et m’ correspondent respectivement a ’ensemble des cubes C/ et C:; , contenant

le support de ¢;, supp(éi) = {T?|a € supp(i)}, et le support de ggj, supp(éj) = {T?|a €
supp(j) }- i

La FMM va étre utilisée pour approcher AJer En considérant que supp(¢;) (O™ # 0 et que
supp(é;) N cn, # (), Papproximation de A/%" se fait par le biais du développement suivant :

ik kg™ N —ikGern ~
~ kTG0 T 55 .14
Gl ) = s [ T (8)e ™0 s (9.14)
Lnp
o T" (3) = (2 +1)i'n (K" ) Plcos(3,r7, 1)), (9.15)
=0

Dans les formules (9.14) et (9.15), nous avons :
Taag —~ YBBo = Ty T 17 (9.16)

n —_ n n n __ n
avec Tmm/ —_— Xm - Xm/, T =T Tﬁﬁo’

aog ozao - ozao

Par 'emploi de la FMM, A/ est approchée par A/ : Vi, j € {1,---,N}

A= 2 X > ) 2. Ames(T)

a€supp(i) m/T3 ( Cfy#0 ao /waay €CL, BESUPP(I) m ggi/TS ﬂCf,;é(Z) ﬁo/yﬁﬁoec

— X €6 T, = Yhg, — X

m

—

mes(Tyg e 0Wen) g0 5o o m, l(yﬁﬁo)es cemhiano) gl o my (Taag) el (9-17)
1k eik§~r£a0Tf /(é)efik&rgﬁo d§,
(477')2 52 mm




ﬁ
_ _ oS
47T2 / 3 3 S mes(Tm)e R0 gf o m (2an, )€l oy

acsupp(i) m /T3 N Ch#0 a0 /Taag €Ch
(9.18)

~ Z 4 kérf ~
> 2. TIo8) D mes(Tyg)e®tmlg) oo o m (yas)ege "o ds.

pesupp(d) m' ¢ V4, /TN c:‘n, 0 ﬁo/ywoecj‘n,

Afin d’alléger les notations, et comme N ~ N,, nous posons supp(¢;) = T7 et supp(¢;) = T,
Ces considérations entrainent : Vi, j € {1,---, N}

A i f
Alfjar B 47T2 /2 Z Z mes(ﬂ%ﬂ)6_1k¢0(xiio)¢§io © Wizl(xno)ehelkw ‘0
5 m/TF (N Ch#0 io /2, €C,
(9.19)

—
f 2 tkdo(Yiig) 40 -1 h —ikgrd
Z Tmm/ (S) Z mes(Tj]O )e 30 (bjjo o, (yjjo)ej e iio (§.
m'¢Vin /T3 N CY 0 do/yiio€CY

9.3 FMD un niveau

[’assemblage de A (9.19) étant accéléré par la FMM un niveau, la méthode couplée sera
appelée FMD un niveau. La FMM un niveau ne faisant intervenir que les cubes du niveau fin,
la discrétisation de la sphére unité donne : Vi, j € {1,---, Ny}

. Sy
~ ik , f
AT =5 9 ) > mes(Ti e M0 gi, o g el e
P=L /T N ChL#D io /211y €CH
(9.20)

—
§ : I (af § : 7\ ikpo(yjin) 46 -1 b —iksl e
Tmm/ (Sp) mes(]}]o ) 0 gbjjo ©Th (yjjo)ej € P,
m' ¢Vih /T3 N CY 0 do/yiin€C7

Pour calculer A/%", ’algorithme suivant est utilisé :

— FEtape 1 : Calcul des fonctions de radiation.
Vie {17 7N9}’ m/nsmcé%wa vpe {17 7Sf} :

ﬁ . ~
FLGD = Y mes(Tm)e @) g, o mt () el e, (9-21)

im\°p

io/Tiig ECHy
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— FEtape 2 : Transfert et intégration du sur S;.
Vi,j e {l,---, Ny},

. Sy
1 far ik ~ AN o AFN
A= 3wl Y FLGH Y. T GHELGD. 022)
p=1 mrs N ClL£0 m' ¢V, /T mc:; ,#0

La complexité de cet algorithme est résumée dans le tableau 9.1. La complexité du calcul de la

Etape Calcul Mémoire
1 Nfo Nf + Mfo
2 | max(MF, N7)Sy N;

TAB. 9.1 — Complexité du calcul de A/ par la FMD un niveau.

matrice proche A" nécessite O(N7/My) opérations et une place mémoire en O(Ny).
Le nombre de boites multipolaires au niveau fin, My, est choisi dans le but de minimiser la
complexité du calcul de A. D’aprés les relations suivantes :

M;Sy~N; et Ly~ Sy° (9.23)
le coiit du calcul de A est donné par :
N2 N N2
Coiit calcul de A ~ WJ; + ﬁ;max(M]%, N2)+ MJ; : (9.24)
~ s~
Afmn Anear

Ce coiit est minimal pour My ~ N }/ 2 quelque soit la valeur de Ny, et il est dans ce cas en

O(N;’/ 2). Lorsque la méthode couplée est utilisée pour inverser (9.2), la matrice A du systéme
est calculée puis stockée, et ensuite le systéme est inversé en employant une méthode itérative
ou une méthode directe.

Si une méthode itérative est utilisée, la complexité de la résolution de (9.2) par la méthode
couplée (FMD) est donnée par :

CI, + Ny, CD,, (9.25)

ou C'I, et C'D, désignent respectivement les temps de calculs indépendants et dépendants du
vecteur z, et Ny, correspond au nombre d’itérations nécessaires a la résolution du systéme.
Les calculs indépendants de x correspondent a I’assemblage de A. Les calculs dépendants de
x correspondent & I’évaluation d’un produit matrice-vecteur avec A de taille N, x N,. La
complexité de la FMD un niveau est donnée en théorie par :

CI, + NiterCDy ~ N3/ + Niger N2. (9.26)

La place mémoire consommée par la FMD est en O(Ny + N7).
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Remarque. Dans les résultats numériques du chapitre 11, nous observons qu’en pratique N, ~
N}/z (i.e. « =1 et Ny = O(k)), pour les tailles de cas considérés. Dans I’hypothése Ny ~ N}/Q,
les cotits de la FMD un niveau et de la FMM un niveau sont reportés dans le tableau 9.2. Au
regard de ce tableau, il apparait une différence notable entre les complexités de la FMD et de la
FMM : la majeure partie du codt se situe, pour la FMD, au niveau des opérations indépendantes
du vecteur = (i.e. au niveau de l’assemblage de A), alors que pour la FMM, elle se situe au
niweau de la résolution itérative du systeme, étape dépendante de x. La FMM est donc N, (FMM)

iter
. . (FMM)
fois plus cotteuse que la FMD, N, .

résoudre le probléme (nous considérons que Ny est négligeable devant N})’/Z).

étant le nombre d’itérations nécessaires a la FMM pour

CI, | CD,
FMM | N; | N/
FMD | N}/ | N2

TAB. 9.2 — Complexités de la FMM un niveau et de la FMD un niveau si N, ~ N}/Q (a=1).

9.4 FMD multi-niveaux

L’assemblage de A (9.19) étant accéléré par la FMM multi-niveaux, la méthode couplée sera
appelée FMD multi-niveaux. Comme la FMM multi-niveaux est utilisée pour évaluer (9.19),
nous avons : Vi,j € {1,---, Ny}

~ ke -
Al =5 /S D SRS DR AO D DI IO R S MO L E

m/TF N CH#D o /xiiy €Crn m'gVih /Ts N C?,#0 3o/ Yjo ECZ/
(9.27)
g nivy
,l/ T A A A A
LYY Y B Y mee Y R
S n=nivg+1m/T5 (O, #0 io/Ts1y EC, m/ €TLy, /Ts N C™, #0 J0/Y3io €CT
ou Fj,, est donnée par :
. H . ~
Fpr(3) = > mes(T")e*®@io g om ™ (wi,)el e o, (9.28)

io/l’iio ecn,

Pour la FMD, contrairement a la FMM multi-niveaux, tous les niveaux de I'octree ne sont pas
considérés. Seuls les niveaux n compris entre niv, et nivy sont considérés.
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La discrétisation de (9.27) sur la sphére unité S? donne : Vi,j € {1,---, N,},

Azqur - 47T2 Z Z Z Z T:){Lm/(ég) F]gm/ (ég)’

p=1 m/Tf N CHh#AD io/ziiy €Ch m'eerﬁ/TfﬂCg/#@ 9o/jio €C7
(9.29)
nZUf
EY Yy Y Y me Y T Y ma
n=nivg+1 p=1  m/TF N\ Cr#Dio/wiiy,€CR, m' eTL, /TyNC 0 Jo/Y5io €CT s
Pour calculer A/, I’algorithme suivant est utilisé :
— Etape 1 : Calcul des fonctions de radiation.
1.1 : Regroupement local au niveau fin nivy.
Vie {17 7N9}’ m/jjzsﬂCZrL % Q)a vp € {17 7Sf} :
. H . ~
FLGh) = >0 mes(Tam)e®molgs om ! (ay,)el e, (9-30)

io/miio Ecm

1.2 : Obtention des fonctions de radiation des niveaux (niv; —1) a niv, par interpolations
successives.
Vie{l,---,N,}, Vn € {niv,+1,--- ,nivs} (n parcourt cet ensemble en allant de nivy a

nivy, +1), m' /T*NC  #Pet Vpe {1,---,S5, 1} :

.oan—1 n—1 n
ey = Y M Interp(FR ) (3071, (9.31)

im’ p
meS(n—1,m’)

ou Interp correspond a l'opérateur d’interpolation.

— Etape 2 : Transfert et intégration du résultat.
2.1 : Pour n allant de nivy & (niv, + 1), Vi,j € {1,--- , Ny} :

. S
A A ik - n n (an n no(gn
AijhA,ﬁll—ﬂzwp > FnG) > Tr GEr (55). (9:32)

p=1  m/TF N Cn#0 m'€TLy, /Ts NC™,#0

2.2 : Pour n = nivg, Vi,j € {1,---, Ny} :

X Sy
Ay — Ay + Z Yoo ELG) Y T LBFT (3. (933)

p=1 m/TE N CH#D mlgvy‘%/Tf nco,#b
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Remarque. Différences entre FMD multi-niveaux et FMM multi-niveaux :

1) L’étape 1 correspond G un regroupement local aussi bien au niveau observateur qu’au niveau
source.

2) Il n’y a pas d’étape d’anterpolation dans la FMD multi-niveauz.

3) La complexité optimale sera obtenue avec un niveau grossier plus fin que pour la FMM
multi-niveau (voir plus loin).

Remarque. Le calcul des fonctions de transfert est intégré, a l’étape 2, étape ou sont effectués
les transferts entre boites. A cette étape, nous faisons une boucle sur les directions puis une
boucle sur les couples de boites dans la direction courante, et la fonction de transfert n’est
calculée que si elle ne l’a pas déja été.

Nous allons déterminer le niveau grossier optimal par rapport a la complexité. Soit niv, le niveau
critique pour lequel le nombre de boites M, est de 'ordre du nombre de triangles grossiers [V,.
Pour le calcul de A%, la complexité de la FMD est résumée dans le tableau 9.3. Dans ce
tableau, dl est le facteur permettant de passer du nombre d’éléments de I'; au nombre de
degrés de liberté global. Ce facteur est de 3/2 a I'ordre 0 et de 5 & 'ordre 1.

Nous rappelons les relations suivantes :

Etape Calculs Mémoire
1.1 N¢Sy (dl) MSy (di)
nivy—1 nivy—1
1.2 > max(M,, Ng)SaInS, (dl) > max(M,, Ny)S, (dl)
nive N2 nivy
2.1 > nbTra=2 5, (dI*) + > nbTraM,sS,(d?) NZ (dI?)
n=nivg+1 n n=nive+1
2.2 max(Mj,N;)Sg (dI?) N; (dI?)

TAB. 9.3 - Complexité du calcul de A7 par la FMD multi-niveaux.

/2
M. ~ Ny~ N;"7,
M,S, ~ Ny.
La construction de la matrice proche A" nécessite O(N7/Mjy) opérations. Afin de minimiser
cette complexité, le nombre de boites multipolaires au niveau fin, My, est choisi comme dans

la FMM multi-niveaux, i.e. My ~ Ny. L’étape 1.1 incite également & prendre My aussi grand
que possible (cf (9.23)), ce qui justifie bien d’avoir M; ~ Ny. Au regard de I’étape 2.2, nous
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considérons M, < N, i.e. nivy < niv.. Afin de minimiser le cotit de I’étape 2.1, il faut prendre :

niv, = Niv,, i.e. My~ N,. (9.34)

Donc le choix optimal pour M, est donné par M, ~ N,. La complexité de la FMD multi-
niveaux est alors reportée dans le tableau 9.4, I'étape 3 correspondant au cotit de la résolution
du systéme (9.2) par une méthode itérative nécessitant Ny., itérations.

Pour résoudre (9.2), la complexité de la méthode est décomposée comme précédemment :

Etape Calculs Mémoire
1.1 Ny (dl) Ny (dl)
1.2 N¢ln®Ny (dl) NylnNy (dl)

2.1 | nbTraNnNy; (di?) | N? (di?)

2.2 N,N; (di?) N2 (di?)

3 Niger N2 (dI?) N2 (di?)

TAB. 9.4 — Complexité de la FMD multi-niveaux pour le choix optimal nivy, = niv..

C[:v + NiterCD:va (935)

ou CI, et C'D, représentent respectivement les temps de calculs indépendants et dépendants
de x.

L’étape la plus cotiteuse est celle des transferts au niveau grossier. La FMD nécessite O(N, N+
Niter N 5) opérations, soit O(N }0‘”)/ > 4 Ny N 5) opérations en remplagant N, par N?/ ? et une
place mémoire en O(N¢lnNy).

Remarque. Dans les résultats numériques du chapitre 11, nous observons qu’en pratique N, ~
N}/z (i.e. « =1 et Ny = O(k)), pour les tailles de cas considérés. Dans I’hypothése Ny ~ N}ﬂ,
les complexités de la FMM multi-niveaux et de la FMD multi-niveauzr sont reportées dans le
tableau 9.5.

1l apparait dans ce tableau une différence notable entre les complexités de la FMD et de la
FMM : la majeure partie du codt se situe, pour la FMD, au niveau des opérations indépendantes
du vecteur = (i.e. au niveau de ’assemblage de A), alors que pour la FMM, elle se situe au
niweau de la résolution itérative du systéme, étape dépendante de x.

i FMM e . L ) .
En désignant par Ni(ter ) le nombre d’itérations nécessaires a la FMM pour résoudre le systéme,
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Cl, CD,
FMM Ny nbT'raNylnNy
FMD | N,Ny N;

TAB. 9.5 — Complexités de la FMM multi-niveaux et de la FMD multi-niveaux si Ny ~ N}/Q
(a=1).

en posant Ny = 10°, B € N*, et en donnant & nbTra sa valeur mazimale (nbTra = 316) ainsi
que ses valeurs moyennes pour la sphére (nbTra = 44.3) et pour 'amande (nbTra = 34.7),
nous avons le tableau 9.6 dans le cas ou Ny ~ N;/Z. A la vue de ce tableau, il apparait que pour
une taille de probléme Ny ne dépassant pas 107, ce qui correspond aux objectifs actuels dans
l'industrie, la FMD est en théorie moins codteuse que la FMM. Cette réduction est de [’ordre
de Ni(tin) lorsque nbT'ra est firée a sa valeur mazrimale. Pour la sphére et pour l’amande,
la réduction est moindre ; en considérant une sous-estimation de ngiy M) Ni(tf,fw M) — 10, la
FMD reste tout de méme dans le cas le moins favorable quasiment deuz fois moins codteuse

que la FMM.
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B 5 6 7

FMD ~ 107° ~ 10 ~ 10105

FMM: nbTra =316 | ~ 3.6NEMM 108 | ~ 4.4NEMM 109 | ~ 5N EMM) 110

iter iter iter

FMM
p e =316 | =~ 11NV ~ 4 ANIMM) ~ 1.6N MM

FMM; nbTra = 44.3 | ~ 51NEM 0107 | ~ 6. 1IN 108 | & 7. 1NEMM 100
(sphére)

FMM
p ;e =443 | = 1L.6NMM) ~ 0.6N MM ~ 02N M)

FMM; nbTra = 34.7 | ~4NEMY 107 | ~ 48NV 108 | ~ 56N . 100
(amande)

FMM
i | e =347 | 1.3NEMAM) ~ 0.5NMM) ~ 02N M)

TAB. 9.6 — Complexités de la FMM multi-niveaux et de la FMD multi-niveaux si N, ~ N ;/ 2
pour N; = 10°.
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Chapitre 10

Optimisation de la méthode couplée

10.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux différentes optimisations apportées a la méthode couplée

(FMD). Dans une premiére partie, nous montrons que la discrétisation de la sphére unité
constitue une limitation au niveau de la complexité de la méthode couplée. Nous développons
alors une méthode, basée sur le lissage et le seuillage des fonctions de transfert, qui permet
de considérer moins de points sur la sphére unité, réduisant ainsi de maniére importante la
complexité de la méthode couplée.
Ensuite, nous montrons qu’une réorganisation des calculs du systéme permet de diviser par
deux le temps de calcul et la place mémoire nécessaires a la résolution du probléme. Nous mon-
trons aussi qu’une réécriture des boucles du code permet de réduire de maniére significative le
temps de calcul. Nous décrivons ensuite une stratégie permettant de calculer efficacement les
fonctions de base d’ordre élevé aux points de Gauss.

10.2 Optimisation de la FMD par lissage et seuillage des
fonctions de transfert

10.2.1 Présentation de I'optimisation proposée

Nous présentons une optimisation de la FMD au niveau des transferts, car cette étape
dicte la consommation en temps de la méthode. Notre propos est illustré par I'intermédiaire
du tableau 10.1 présentant les temps de calcul des différentes étapes de la FMD lorsqu’est
considérée une sphére de rayon un métre, parfaitement absorbante et éclairée par une onde
incidente de fréquence 3,2 GHz. Le maillage grossier I'; comprend 20480 éléments (A/2.5) et
le maillage fin 327680 éléments (A/10). Le niveau grossier niv, est égal a 4 et le niveau fin nivy
est égal a 7. Nous avons utilisé des éléments finis microlocaux d’ordre 0 et adopté la stratégie
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privilégiant la consommation en mémoire (cf section 10.3.1).

Calculs Fonctions | Aggrégation Transferts
Proches de radiation

Matrices Cosinus | 5786 (5.8%) | 152 (0.15%) | 252 (0.25%) | 44032 (44.5%)

Matrices Sinus 154 (0.15%) | 244 (0.25%) | 41266 (41.7%)
Matrice totale 91910 (92.8%)
Résolution 5408 (5.5%)

du systéme

Temps total 99015 (100%)
TAB. 10.1 — Temps de calcul en secondes, sphére, f = 3.2GHz, Z, = 1.

Dans le tableau 10.1, Matrices Cosinus (respectivement Sinus) désigne les matrices K1 et K2
(respectivement A' et A?) du systéme (1.32). Matrice totale correspond & la matrice obtenue
aprés l'entiére discrétisation du systéme (1.32).

Au regard du tableau 10.1, la majeure partie du temps de calcul consommé par la FMD se situe
au niveau des transferts, et notamment au niveau des transferts effectués au niveau grossier nivy,
ou par exemple le temps consommé pour I'assemblage des matrices cosinus & cette étape est de
43837 secondes, soit 44.3% du temps total nécessaire & la résolution du probléme. Ce constat
est renforcé par I'analyse théorique de la complexité de la FMD faite au chapitre précédent,
montrant que les étapes les plus cotiteuses sont les étapes de transfert (cf tableau 9.4). Dans la
complexité des étapes de transfert apparait un terme en /Ny provenant de la relation :

Vn € {nivg, - ,nive}, M,S, ~ Ny. (10.1)

L’optimisation proposée vise a “casser” la relation (10.1) en réduisant le nombre de points
utilisés lors de la discrétisation de la sphére unité S2.
Au niveau n, lorsque x; appartient a la boite C} de centre X et x; appartient a la boite C;;,

n n __ n n __ n n J— n n n __ n n
de centre X", en posant r;' = x; — X, v} =x; — X", 0" =X — X" et r" =1l — 1], les

J
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fonctions de transfert sont définies par :

Lnp

T (3) = @1+ V)i b (k| ) FPi(cos(3,77, 1), (10.2)
=0

ot L, = kd, + c(kd,)"?. (10.3)

d,, est la longueur des cotés des boites au niveau n. 3 est un point de la sphére unité S2. hl(l)

est la fonction de Hankel de premiére espéce et P, est le polynéme de Legendre.

Remarque. Dans la FMM et la FMD, la résolution des équations intégrales de Després amene
a considérer, au lieu des fonctions de transfert (10.2), les fonctions de transfert suivantes :

Ly

TS(8) = @+ Dijukle, ) Pilcos(3,r7, ), (10.4)
=0
Ly

TCm3) = Y@+ itk ) Pilcos(3,r7 ), (10.5)

=0

Si c
ou'T m,n etT Zf,n sont respectivement associées aux matrices A et K! provenant de la sépara-
tion en partie réelle et en partie imaginaire du noyau de Green.

Cependant, nous continuons notre étude en considérant les fonctions " . données par (10.2),

Si c . . .
car nous pouwvons appliquer a T ™" et a T """ ezactement le méme traitement qu'a T .

Certains auteurs, notamment Rokhlin [36] et Chew [121], ont remarqué que lors de la discré-
tisation de S? des directions pouvaient étre privilégiées. Ce constat est basé sur I'interprétation
physique des opérations de transfert : selon Rokhlin et Chew, une fonction de transfert repré-
sente 1'effet qu'une source bornée, exprimée en terme de fonctions de radiation, a sur une région
observatrice distante (I'effet d’'une boite C”, sur une boite (7). Cette interprétation suggére
qu’il faut principalement prendre en compte les transferts effectués entre C7, et C™, suivant la
direction 7" , (cf chapitre 6 [46]). Le nombre de points & considérer sur S* peut étre réduit en
seuillant les fonctions de transfert 77" , (cf chapitre 2 [116]) :

soit € > 0 et soit T """ = max [T (3)],
5€82
T (3)] e .
81— ez < ¢, alors le transfert entre C7, et C", dans la direction § n’est pas effectué.

Rokhlin utilise le seuillage des fonctions de transfert pour la FMM & un niveau. La méthode
obtenue est appelée la Ray Propagation Fast Multipole Algorithm (RPFMA). Chew et Darve
I’ont également utilisée dans le contexte multi-niveaux. Dans le cas & un niveau, le seuillage
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permet d’obtenir une complexité en O(N°/4) au lieu de O(N'/?). Dans le cas multi-niveaux, il
permet de réduire le cotiit d’un facteur a.

L’optimisation proposée pour la FMD s’appuie sur le fait que pour cette méthode, le calcul
d’un coefficient de la matrice du probléme discret revient a l'interaction de deux éléments du
maillage grosier. Il y a donc une direction privilégiée a chaque résolution multipolaire.

10.2.2 Lissage des fonctions de transfert

Pour I'étude de T, nous considérons k et r" , fixés, et nous posons :

T" (8) = T" ,(cos(9)),

mm
Ln

= Y@+ it (k|7 ) P(cos(6)), (10.6)

™ J— o n
ot cos(f) = cos(s, rmm/)
Nous pouvons aussi écrire :

Ly !
e (3 =) f" Yim(3). (10.7)

=0 m=—1

La figure 10.1 représente les parties réelles et imaginaires de f:m, dans un cas particulier.

— Partie réelle
-- Partie imaginair¢ /|

3 ‘ ! ‘ ! ‘ ! ‘
-1 0,5 0 05 1

cos@)

F1G. 10.1 — Parties réelles et imaginaires de fgm/ défini par (10.6) pour L, = 15 et k =
(30,0,0)"

Les parties réelle et imaginaire de f:m, ont, lorsque cos(6) est proche de 1, une forte ampli-
tude, et lorsque cos(0) s’éloigne de 1, une amplitude plus faible. Cette amplitude décroit vers
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0 en oscillant, au fur et & mesure que ’éloignement entre cos(f) et 1 croit. Il est évident que
le caractére oscillant de f;;m,, provenant du fait que nous approchons une série infinie en la
tronquant brutalement au L™ terme, empéche d’effectuer un seuillage efficace. Une solution
pour éliminer ces oscillations, et ainsi concentrer le support de T;im, en cos(f) ~ 1, consiste a
lisser les fonctions de transfert, a 1’aide de fonctions de régularisation (“window functions”) en
consid{erant la relation (10.7) et [46].

Trois lissages différents sont proposés :

— Chew [42]| donne la fonction suivante :

Ln/2
T (3) = > @+ Dith (k) Picos(s, 0T ) (10.8)
=0
- l—L,/2 =
b0 LR DI D(eos(s, 77, ) eos’ (5 5)
0
— Partie réelle
2 -- Partie imaginairg
1 ‘ -<‘),5 : 0‘,5 ‘ ‘1

0
cosP)

F1G. 10.2 — Parties réelles et imaginaires de la fonction TNT’:Lm, proposée par Chew (10.8) pour
L,=15et k" , = (30,0,0)".

— Sylvand [116] donne la fonction suivante :

Ly

T (3) = Y@+ Dk (k| ) Picos(3, 1", ) (10.9)

=0
L,
+ ZLZH(QL" + 1) hD (k) Bilcos(3, 17 ) cos2(T .

avec L, =L, et v = 1.4.
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— Partie réelle
--- Partie imaginaire

3 ‘ ! ‘ ! ‘ ! ‘
-1 05 0 05 1

cos@)

F1G. 10.3 — Parties réelles et imaginaires de la fonction T::Lm/ proposée par Sylvand (10.9) pour
L,=15et k" = (30,0,0)"

— Rokhlin [36] donne la fonction suivante :

Ly,

T (5) = Y 2+ ViV (k" ) Pilcos(, 17 ) (10.10)
=0

Ly,

+ > @+ DR (k) P(cos(3, 1,

I=Ln—+1 no

avec L =L, et v =2.

— Partie réelle
--- Partie imaginaire

. . . .
-1 -0,5 0 0,5 1
cos@)

FI1G. 10.4 — Parties réelles et imaginaires de la fonction T::Lm/ proposée par Rokhlin (10.10) pour
L,=15et ks , =(30,0,0)"
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Avant de pousser notre étude plus en avant, nous faisons quelques commentaires sur les lissages
considérés. Au regard des figures 10.2, 10.3 et 10.4, nous remarquons que le lissage proposé par
Chew donne une fonction de transfert beaucoup moins oscillante que celles obtenues a partir
des lissages de Sylvand et de Rokhlin. Deux types de lissage peuvent étre distingués : pour
I'approximation de 77 ,, le lissage de Chew utilise L, termes, et les lissages de Rokhlin et de
Sylvand utilisent vL,, termes avec v > 1. Les lissages de Rokhlin et de Sylvand nécessitent donc
d’augmenter la finesse de discrétisation de S? au niveau n, puisque des harmoniques sphériques
de degré supérieur ou égal & L,, sont rajoutées dans ’approximation des fonctions de transfert.
Les lissages de Rokhlin et de Sylvand différent principalement par le fait que pour tous les
indices [ supérieurs & L, Sylvand fixe pour le terme (2] + 1)ilhl(1)(kr1’;m,) I'indice [ égal & L,,
afin d’éviter la divergence des fonctions de Hankel pour I > kr" . Rokhlin précise toutefois
dans [36] que le lissage (10.10) est a considérer a titre d’exemple, et qu’il existe des fonctions
de lissage optimisant le support des fonctions de transfert.

Les trois fonctions de lissage données précédemment sont validées pour une sphére de rayon
un métre, parfaitement absorbante (Z, = 1) et éclairée par une onde incidente de fréquence
1GHz. Pour ce cas test, la constante ¢ intervenant dans le calcul de L,, (10.3) est égal a 3, et
nous fixons, pour la résolution du probléme par un double gradient conjugué dont la description
est faite au tableau 1.1, le résidu du gradient conjugué interne (GC1) a 10~* et le résidu du
gradient conjugué externe (GC2) a 1073. Le niveau fin, nivy, est égal a 5, et le niveau grossier,

50

SER Bistatique (dB.m?)

— Séries de MIE

— Sylvand
-100 - Rokhlin —
— - Chew

150 ‘ \ ‘ \ ‘ \
0 50 100 150

6 (deg)

F1G. 10.5 — Sphére, f = 1GHz, Z, = 1, FMD ordre 0, N, = 2420(\/2.75) et Ny = 38720(\/11).

nivy, est égal a 2. La figure 10.5 montre que les lissages de Chew et de Sylvand donnent de
bons résultats. Une légére dégradation des résultats est observée avec le lissage de Rokhlin.
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10.2.3 Seuillage des fonctions de transfert

Nous procédons au seuillage des fonctions de transfert lissées. Pour étudier I'efficacité des
trois méthodes de lissage sur la FMD, € prend les valeurs 1072, 3-1072 et 5-1073, mais € ne prend
pas de valeur supérieure & 5- 1073, car cela entraine une nette dégradation des résultats. Le cas
test utilisé correspond & une sphére parfaitement absorbante, éclairée par une onde incidente
de fréquence 3, 2G'H z. Les maillages grossier et fin sont respectivement composés de N, = 1280
et Ny = 327680 éléments, ce qui correspond a des maillages de finesse respective 1.6\ et A/10.
Pour ce cas test, nous utilisons des éléments finis d’ordre 1. La constante ¢ intervenant dans
le calcul de L,, (10.3) est égale & 3. Pour le double gradient conjugué, nous fixons le résidu du
gradient conjugué interne 3 10~* et le résidu du gradient conjugué externe & 1073. Le niveau
fin niv; est égal a 7. Le niveau grossier niv, varie de 3 a 4. Les résultats obtenus sont reportés
dans les tableaux 10.2-10.5.

Dans ces tableaux, pour les seuillages de Chew et de Sylvand au niveau niv,, niveau ou

Matrices Cosinus Matrices Sinus

€ #(T , #0) | N | Tps (s) | #(T% , #0) | Ng | Tps (s) | Tps total (s)
0 3402 | 15802 3402 | 15116 38946
100% 100% | 100% 100% 100% | 100% 100%
1073 2099 7206 2156 7841 24147
61.7% 61.7% | 45.6% 63.4% 63.4% | 51.7% 62%
3-1073 1556 6005 1645 5535 19629
45.7% 45.7% | 38% 48.3% 48.3% | 36.5% 50.4%
5-1073 1337 4045 1439 4732 16491
39.3% 39.3% | 25.6% 42.3% 42.3% | 31.2% 46.1%

TAB. 10.2 - Lissage de Chew, Sphére, f = 3.2GHz, Z, = 1, FMD ordre 1, N, = 1280,
Ny = 327680, nivy = 7 et niv, = 3.

la consommation de temps est la plus importante, nous donnons, en fonction de e, pour les
matrices cosinus et pour les matrices sinus, le nombre (en pourcentage) de transferts effectués
(#(T, + # 0)), le nombre moyen de points sur S? utilisés lors des transferts (N g2), et le temps
en secondes de I’étape de transfert. L’étape de transfert comprend le calcul et le seuillage des
fonctions de transfert, ainsi que les transferts effectués en fonction du seuillage. Nous donnons le
temps total nécessaire a la résolution du probléme dans la derniére colonne de chaque tableau.
Pour chaque tableau figure également le pourcentage de chaque valeur affichée, ce pourcentage
étant calculé par rapport a la valeur correspondante lorsque € vaut zéro.

Les résultats obtenus avec le lissage donné par Rokhlin n’ont pas été reportés avec les tableaux
précédents, car lorsque ce lissage est considéré, il y a une dégradation des résultats due a
I’instabilité des fonctions de Hankel et a ’augmentation du nombre de poles pour le calcul
des fonctions de transfert. La figure 10.4 illustre bien ce phénoméne, ot de fortes oscillations
apparaissent aprés cos(d) = 0.5, contrairement a ce qui est observé dans la figure 10.1. Le
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Matrices Cosinus

Matrices Sinus

€ #(T7 , #0) N | Tps (s) #(17 , #0) N% | Tps (s) | Tps total (s)
0 1128 7790 1128 7099 21271
100% 100% | 100% 100% 100% | 100% 100%
1073 799 5359 799 5523 17910
70.8% 70.8% | 68.8% 70.8% 70.8% | 77.8% 84.2%
3-1073 558 4207 559 4160 16860
49.5% 49.5% | 54% 49.6% 49.6% | 58.6% 70.8%
5-1073 490 3911 496 3827 16148
43.4% 43.4% | 50.2% 44% 44% | 53.9% 67.8%

TAB. 10.3 — Lissage de Chew, Sphére, f = 3.2GHz, Z, = 1, FMD ordre 1, N, = 1280,
Ny = 327680, nivy = 7 et niv, = 4.

Matrices Cosinus Matrices Sinus

€ #(T , #0) | N | Tps (s) | #(T7 , #0) | N | Tps (s) | Tps total (s)
0 6668 | 30988 6668 | 29641 77468
100% 100% | 100% 100% 100% | 100% 100%
1073 6645 | 30368 6657 | 29345 75145
99.7% 99.7% |  98% 99.8% 99.8% | 99% 97%
3-1073 6492 | 30244 6561 | 29296 74369
97.4% 97.4% | 97.6% 98.4% 98.4% | 98.5% 96%
5-1073 6259 | 29098 6382 | 29078 73904
93.9% 93.9% | 97.3% 95.7% 95.7% | 98.1% 95.4%

TAB. 10.4 — Lissage de Sylvand, Sphére, f = 3.2GHz, Z, = 1, FMD ordre 1, N, = 1280,
Ny = 327680, nivy = 7 et nivg = 3.

lissage donné par Rokhlin est donc éliminé.

Nous revenons a 1’étude des tableaux 10.2-10.5. En considérant le seuillage de Chew (cf tableaux
10.2 et 10.3), quand € = 0, le cotit des transferts du niveau grossier pour niv, = 3 est quasiment
deux fois supérieur au cotit des transferts au niveau grossier pour niv, = 4, ceci étant di au plus
grand nombre de transferts a effectuer lorsque niv, = 3. Cependant, en considérant le méme
cas et en prenant € = 5- 1073, ces temps de calcul sont presque identiques. I’explication de ce
résultat vient du fait qu’il y a plus de fonctions de transfert seuillées pour niv, = 3 (60, 7% pour
les matrices en cosinus et 57, 7% pour les matrices en sinus) que pour niv, = 4 (56,6% pour
les matrices en cosinus et 56% pour les matrices en sinus), ceci mettant quasiment a égalité
les nombres de transferts a effectuer pour niv, = 3 et pour niv, = 4. Ce phénomene traduit
une plus grande diminution en pourcentage du nombre moyen de points sur la sphére unité
lorsque niv, = 3. Aux niveaux plus fins, le seuillage permet aussi des gains en temps de calcul,
mais dans une moindre mesure : lorsque € = 5 107?, les gains réalisés pour niv, = 3 et pour
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Matrices Cosinus Matrices Sinus

€ #(T7 , #0) Ng | Tps (s) #(17 , #0) N%. | Tps (s) | Tps total (s)
2211 15269 2211 13916 42312
100% 100% | 100% 100% 100% | 100% 100%
103 2206 | 15055 2206 | 13805 42058
99.8% 99.8% | 98.6% 99.8% 99.8% | 99.2% 99.4%
3-107° 2160 14719 2160 13512 40196
97.7% 97.7% | 96.4% 97.7% 97.7% | 97.1% 95%
5-1073 2088 | 14505 2088 | 13318 39054
94.4% 94.4% | 95% 94.4% 94.4% | 95.7% 92.3%

TAB. 10.5 — Lissage de Sylvand, Sphére, f = 3.2GHz, Z, = 1, FMD ordre 1, N, = 1280,
Ny = 327680, nivy = 7 et niv, = 4.

nivy = 4 sont respectivement de 1.5% et de 5%. Les cotits des autres étapes de la résolution
(étapes différentes des étapes de transfert) ne varient pas avec €, et représentent une part plus
importante du temps total pour € = 5-1072 que pour € = 0, cette part étant quasiment identique
pour nic, = 3 et pour niv, = 4. Aussi bien pour niv, = 3 que pour niv, = 4, une réduction
importante du coiit des transferts effectués au niveau grossier, qui se répercutent de maniére
remarquable sur le temps total de calcul. Lorsque € = 5 - 1073, la réduction du temps total de
calcul est de 53.9% pour niv, = 3, et elle est de 32,2% pour niv, = 4. Outre la réduction du
temps de calcul, le seuillage a donc un autre effet bénéfique, puisque pour ce cas il assoupli
le choix du niveau grossier niv, en ramenant, pour les niveaux grossiers considérés, presque a
égalité les temps de calcul lorsque € = 5 - 1073,

En ce qui concerne le seuillage de Sylvand, il apparait clairement qu’il est moins efficace,
quelque soit le niveau grossier choisi, que celui de Chew, et ceci pour deux raisons : d’une part,
le seuillage proposé par Sylvand entraine une augmentation du nombre de points de quadrature
sur S? pour chaque niveau de la FMD, qui & son tour entraine une augmentation du nombre
de transferts a effectuer; et d’autre part, le seuillage des fonctions de transfert (10.9) est peu
efficace : les 7% de fonctions de transfert seuillées ne sont jamais dépassés. Au regard des figures
10.2 et 10.3, le lissage proposé par Chew donne des fonctions de transfert moins oscillantes que
celles de Sylvand, ce qui confirme la moins bonne efficacité du seuillage de Sylvand.

Nous comparons, dans les figures 10.6 et 10.7, les SER obtenues & partir des lissages de Chew
et de Sylvand. Nous constatons qu’apres seuillage, le lissage de Chew est le meilleur compromis
entre rapidité et précision. Par la suite, lorsque la FMD optimisée sera évoquée, nous associerons
a la FMD le lissage des fonctions de transfert proposé par Chew, et le seuillage de ces mémes
fonctions suivant €, paramétre qui sera précisé a chaque fois.
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F1G. 10.6 — Sphére, f = 3.2GHz, Z, = 1, FMD ordre 1, N, = 1280 et N, = 327680.

-50

-60

SER bistatique (dB.m2)

— Séries de MIE
»— Courbe de référence
o—o Sylvand, Nivg=5¢=0,005
— - Chew, Nivg=4£=0,005

| | | ]
10 20 30 40
0 (deg.)

FIG. 10.7 - Sphére, f = 3.2GHz, Z, = 1, FMD ordre 1, N, = 1280 et N, = 327680.
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10.2.4 Complexité de la FMD optimisée

Dans cette partie, nous faisons une analyse qualitative de la complexité de la FMD optimi-
sée par lissage et seuillage. En effet, cette analyse est basée sur une heuristique du nombre de
points sur la sphére unité S? aprés seuillage donnée par (10.14).

Soit S,, I’ensemble des points de quadrature sur S? au niveau n. Les notations suivantes sont
utilisées :

— niv,, correspond au niveau critique 1, i.e. au niveau pour lequel le nombre de boites mul-
tipolaires est de I'ordre du nombre de triangles grossiers (Ny),

— niv., correspond au niveau critique 2, i.e. au niveau pour lequel le nombre de boites mul-
tipolaires est de 1’ordre de la racine carrée du nombre de triangles fins (Ny),

— M., (respectivement M,,) correspond au nombre de boites multipdlaires au niveau niv,,
(respectivement niv,, ),

~ S, (respectivement S.,) correspond au nombre de points sur S? au niveau niv,, (respec-
tivement niv.,).

Etant donné que les algorithmes de la FMD classique et de la FMD optimisée sont fondamen-
talement identiques, il vient en reprenant le tableau 9.3 que la complexité de la FMD optimisée
est résumée dans le tableau 10.6.

Aucune contrainte n’interdit de choisir My aussi grand que possible; I'étape 1.1 ainsi que

Etape Calculs Meémoire

11 NS, M;S;
nivy—1 nivy—1

1.2 Z maz(M,, Ng)S,InsS, Z max(M,, Ny)S,
n=nivg n=nivg

nive; N2 nivy
2.1 Z anraﬁiSn + Z nbTraMl,sS, Ng
n=nivg+1 N=nivc,; +1
2.2 maz (M7, N2)S, N;

TaB. 10.6 — Complexité de la FMD multi-niveaux.

le cott des interactions proches en O(N7/M;) y incitant fortement. Nous optons donc pour

M; ~ Ny.

Ny o

—=, une nouvelle estimation :
n

En seuillant les fonctions de transfert, nous avons, au lieu de S,, ~

Ny

S, e (10.11)
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L’angle solide, Q2" ,, sous lequel la boite C'", est vue du centre X/ de la boite C}, est donné
par :

W(dn)z
4lrm 12

/
mm

(10.12)

Q:an/ ~

Ceci entraine que ’angle solide moyen 2" sous lequel une boite du niveau n est vue du centre
d’une autre boite est tel que :

0"~ 1/M,. (10.13)

Nous avons alors :

Ny Ny

S, ~ Q'S ~ QP .
S M, — M?

(10.14)

D’aprés cette derniére relation, il apparait que S, tend vers 0 lorsque le nombre de niveaux
augmente. Cependant, puisqu’il faut connaitre les fonctions de radiation de chaque groupe dans
au moins une direction pour chaque autre groupe, le nombre de directions est une constante
pour les groupes vraiment petits. Il faut alors toujours garder & ’esprit que :

- N
S, ~ max(1, ﬁ’;), (10.15)

ceci n’étant pas insignifiant lorsque M,, devient plus grand que N }/ 2, i.e. lorsque n est supérieur
a niv.,. Etant donné que M, sera choisi par rapport a N, (cf étapes 1.2 et 2.2), I'étude de la

complexité nécessite donc de distinguer deux cas : Ny, < N }/ et N }/ > <N,

Remarque. La relation

Ny
Ly ~ (| —= 10.1
" M,’ (10.16)

est encore valide, seulement, comme le nombre de points de discrétisation sur la sphére unité a
changé, nous n’avons plus L, = /S,, mais nous avons a la place

L, ~\/ M,S,. (10.17)
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10.2.5 Complexité de la FMD optimisée - cas N, < N}/Q

Nous considérons le cas ou N, < N}/Q. D’apres I'étape 2.2, il n’y a pas intérét a choisir
nivy, > niv.,, car au dela de ce seuil, la grande taille de M, n’est plus compensée par S, qui
devient de ’ordre de I'unité, et cesse de décroitre. Pour cette méme étape, il serait également

; g
désavantageux de prendre M, < N, (niv, < niv., ). Nous considérons donc :
g P g g g 1

Ng ~ Mnivcl < Mg < MniUCQ ~ N}/Q (1018)

La complexité obtenue est reportée dans le tableau 10.7.
Le produit M,,S, décroit lorsque n croit, alors qu’avant optimisation, il était constant, de

Etape Calculs Meémoire
1.1 Ny Ny
Ny Ny
MQ Mg
Nf 2
2.1 | nbTra(Ny+ ﬁg)lan N;
2.2 Ny Ng2

TAB. 10.7 — Complexité de la FMD multi-niveaux dans le cas ot IV, < N}/Z.

Pordre de Ny. S,, décroit plus vite lorsque n croit. Contrairement au cas sans seuillage, la
complexité diminue quand M, croit sous la contrainte Myiv,, < My < My, Dans ce cas,

Poptimum est obtenu pour M, = Mm% ~ N }/ 2, et la complexité est donnée dans le tableau

10.8.
Lorsque N, < N }/ 2, la FMD optimisée nécessite :

O(max(nbTra, InNy)NsinNy + Nye, N7)  opérations et une place mémoire en  O(NyInNy).

10.2.6 Complexité de la FMD optimisée - cas N, > N}/Q

Nous considérons le cas ou N, > N }/ % Les trois possibilités suivantes sont envisagées :
- M, < N/?,

- NY? < M, <N,

= Ny < M.

188



Etape Calculs Mémoire
1.1 Ny Ny

1.2 NflﬂQNf Nflan

2.1 nbT'raNlnNy Ng2

2.2 Ny N?

TaAB. 10.8 — Complexité de la FMD multi-niveaux dans le cas ou N, < N 12 pour le choix
optimal M, ~ N}/Z.

La complexité de la FMD optimisée est reportée dans le tableau 10.9
J

Dans ce tableau, la somme E est nulle lorsque 7 est supérieur & j. Ainsi, le nombre de termes

Etape Calculs Mémoire
1.1 N; N;
mv02 f nivC2 -1 Nf
1.2 Z gM2 lnS Z Ngm
nizc ln—mljg nivy—1 qun_*lnwg nivy—1
+ > N+ > M, + > N+ > M,
n:'m‘ch n:nivcl n:niUC2 n:nivcl
Nive, N2 N
g *Vf 2
2.1 Z anTO,ﬁW Ng
n=nivg+1 notn
Nive, N2 nivy
Z anraﬁ + Z nbl'raM,
n:m’ch n= mvclJrl
2.2 N; s si M, < Nj* < N, N?
N; si N}/2 < M, < N,
. 1/2
M 92 si NV f <N, < M,

TAB. 10.9 — Complexité de la FMD multi-niveaux dans le cas ou Ny > N, 12,

effectifs des étapes 1.2 et 2.1 dépend de la position de niv, par rapport a niv., et a niv.,. Ce
tableau nous inspire les remarques suivantes :

— pour le premier terme des étapes 1.2 et 2.1, il faut choisir M, le plus grand possible si ce
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dernier est inférieur 4 N }/ 2,
— pour l'étape 2.2, choisir M, < N}/Q ainsi que N, < M, est fortement désavantageux. Le

colit de cette étape est indépendant de M, s’il est choisi entre NV }/ ? et Ny.

— pour le deuxiéme terme de 1’étape 2.1, sous la condition N}/z < M, < Ny, il faut prendre
M, aussi grand que possible,

Le choix & retenir est donc :
M, ~ N,. (10.19)

La complexité de la FMD optimisée est alors donnée dans le tableau 10.10.
Lorsque N, > N}/Q, la FMD optimisée nécessite :

Etape Calculs Mémoire
1.1 Ny Ny
1.2 NflﬂQNf Nflan

2.1 nbT'raNlnNy Ng2

2 2
2.2 N? N?

TAB. 10.10 — Complexité de la FMD multi-niveaux dans le cas ou N, > N}/Q pour le choix
optimal M, ~ N,.

O(max(nbTra,InNy)NsinNy + (Nyer + 1)N;)  opérations et une place mémoire en  O(N;InNy).

Conclusion sur complexité de la FMD optimisée :

En se référant au chapitre 11, il apparait que nous obtenons des résultats numé-
riques précis avec N, S N }/ ’. En pratique, la complexité de la FMD optimisée est
donc en O(Ny¢lnN; + Nite,,Ng). Cette complexité est quasi-linéaire, et est celle du
précalcul utilisant la FMM.
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10.3 Optimisations informatiques

10.3.1 Reéorganisation des systémes discrets

Les systémes des EID servant a résoudre les équations de Maxwell s’écrivent :

— dans le cas d’une condition au bord d’'impédance de type Léontovitch :

(HQ—ﬂ)—[d + ﬁél*él kK, 7! EEID + ARJZL‘IC . Zﬁk)/\l
- (10.20)
ol € {1,2} et ¢ € {1,2} \ {I}. Les deux systémes sont couplés par le terme Ag ;'

— dans le cas d’une condition au bord Z, =1 (R =0) :

U g4 o5, kK, —ipkId \ [ o EP
_ . (10.21)
—kEKF —ipkId  28k2Id + 676, N 0

Les systémes (10.20) et (10.21) utilisent uniquement les opérateurs Id, (0701), (05d2), K7 et
K5 possédant directement ou indirectement quelques propriétés remarquables. L’opérateur Id
est évidemment hermitien, ainsi que les opérateurs (676;) et (d502). Les opérateurs K et K,
ne sont pas hermitiens. Par contre, ils peuvent étre décomposés comme la somme d’opérateurs
hermitiens 7, et K, et d’un opérateur anti-hermitien (n A -). En effet, K; et K, sont donnés
par :

1 1
K; :—(Tr—Kr—in/\-) et Ky= —(TT+KT+§n/\-), (10.22)
les opérateurs T, et K, étant les parties réelles des opérateurs 1" et K définis par :

(T7,0) =k / / Ge) () - T ~ mydived(v) - e () dy() (o), (1029

5M.7) = [ [ (9sGl) A M) - T dr(a) o), (10.24)
et I'opérateur (n A -) étant défini par :
(%n ANJ ) = /F(%n(x) AJ(z)) - J'(x) dy(z). (10.25)

Il est facile de vérifier le caractére hermitien des opérateurs 7, et K,, et le caractére anti-
hermitien de 'opérateur (n A -).
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Nous nous intéressons aux systémes discrets associés a (10.20) et a (10.21). Pour (10.20), en
posant Y, = (X]}JA}L)’ th2 = (Xf%aA%)’ Xflz = (al17 U 705{/\/'9)25 et Alh = (f}/ia e 775\/},)2 nous avons
a résoudre le systéme discret suivant :

My 0 v RL Ch\ [V st
_ + : (10.26)
0 M)\ v 2 RL )\ v? s?

ot S' = (F',0)!, et les matrices M}, Rg et Cl, sont données par :

Dg + gz Al K 0  —iBy NLoo
MG = Rjy = etCp, = 10.27)
—K 2kBs + A’ iBgs 0 0 0

Les matrices Bs, Dy, A',K!, K, N} de dimension N, x N,, et le vecteur F' de dimension N,
sont définis par :

(Fl)l = < EEID7¢i >Vh7
(Bg)ij = < Bkoj, ¢i >v,,

1+
(Dg)ij = < ?ﬁ%,ﬁbi >V
(A = <5050 >v,, (10.28)
(K

(K:l* i = < kKl(bja(bi >V,

)
)
)
Nij = <kKipj,éi >v,,
)
NR)ij = < Agidj, ¢ >v, -

ot {¢; ﬁ\i’l correspond a l’ensemble des fonctions de base associées & la discrétisation élément
fini. Les calculs de (F'); et de (A');; sont exposés a la section 8.5.

Remarque. Le systéme discret provenant de (10.21) n’est pas traité car il est composé des
entités matricielles (10.28) rencontrées au systéme (10.26). Donc, tout ce qui sera établi pour
le systeme discret associé o (10.20), s’appliquera au systéme discret associé o (10.21).

Les opérateurs discrets de (10.26) ont les mémes propriétés que les opérateurs de (10.21).
Ces propriétés sont utilisées pour réduire le coit de la FMD. Soient N et Z les matrices inter-
venant dans les évaluations de N3, N3, Bs et D données par :

-/\/ij =<nA qu, ng, >V (1029)
Lij =< ¢4, i >v,, -
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Pour résoudre (10.26) avec la FMD, les différentes entités matricielles A, A% K!, K2, N et T
sont calculées et stockées.

D’apres les propriétés de ces matrices, les temps de calcul et la place mémoire nécessaires
peuvent étre réduits par deux puisqu’il suffit de calculer et de stocker la partie triangulaire
inférieure (ou supérieure) de chaque matrice. La place mémoire peut étre encore réduite en ne
stockant plus NV et Z. Cette derniére réduction a juste le léger désavantage d’accroitre le temps
nécessaire a l'invertion de (10.26). Cependant, ce temps est négligeable par rapport au temps
d’assemblage des matrices pleines A et K.

Remarque. Dans le cas d’un objet parfaitement absorbant (Z, = 1), nous avons & disposition
deuz stratégies de résolution, car les systémes (10.21) étant totalement découplés, nous pouvons :

— soit calculer en méme temps chaque systéme, et inverser le premier puis le second systéme,

— soit résoudre séparément chaque systeme : le premier systéme est assemblé et inversé,
puis ce procédé est réitéré pour le second systéme.

La seconde stratégie divise par deux la consommation en mémoire, mais augmente le temps de
calcul, car certaines opérations, notamment la lecture de tableauzr de grandes tailles, sont alors
effectuées deuz fois. Lorsque nous considérons cette stratégie et l’optimisation des calculs des
matrices A et K, nous avons par rapport a une résolution normale de (10.21) :

— une consommation en mémoire divisée par deut,
— un temps de calcul identique.

Nous dirons que la premiére stratégie privilégie le temps de calcul, et que la seconde stratégie
privilégie la consommation en mémoire.

10.3.2 Implémentation informatique de la FMD

Nous commentons et optimisons 'implémentation informatique de la FMD. L’étape concer-
née est 'étape ot s’effectuent a la fois les transferts entre les boites multipdlaires et 1’assemblage
des matrices (étape 2 du tableau 9.4), car cette étape détermine la complexité de la FMD.
Afin d’alléger notre présentation, nous traitons juste le cas des matrices A' et A% Lors de
I’assemblage de ces matrices, les transferts multipolaires sont uniquement effectués au niveau
grossier niv,, et les opérateurs associés a A® et A? étant réguliers, il n’y a pas lieu de différencier
les boites voisines des boites non voisines.

En tenant compte de la section précédente, I'implémentation de cette étape se déroule comme
suit :

MatSin = 0
Do iboz = CY, C3,.
Xiqb,jb = Xi%@a: - quboar

193



Do i = 1, ddldsibox
Do 5 = 1, ddldsjbox

Maum =0
Dop=1,8,

Maum = Maum + wgﬂgb0w(§g>Tg<Xz%,jb7 §g>}?jgjbox(§g>
End do

IndiceMat = f(i,j)
MatSin(IndiceMat) = MatSin(IndiceMat) + Moy,

End do
End do
End do
ot T9( X, i, 39) est la fonction de transfert entre les boites de centres X7 et X%, au point de

la sphére unité $9. ddldsibox et ddldsjbox représentent respectivement les nombres de degrés
de liberté contenus dans les boites tbox et jbox.
La complexité de cet algorithme est donnée par :

Mg Mg ddldsibox ddldsjbor Sg
colit calculs = E E § E E :a,
ibox=1 jbox=1 iedgeloc=1 jedgeloc=1 p=1

~ M (ddlparbox)*Sya, (10.30)

ol a est le nombre d’opérations effectuées pour une évaluation de M,,,, et ddlparbox représente
le nombre moyen de degrés de liberté contenus dans une boite mutipdlaire du niveau grossier
niv,. Les degrés de liberté sont supposés équirépartis dans I’ensemble des boites de I'octree. Tel
que 'algorithme est implémenté, a = 6.

En posant [, (39) = W9 F e (35)T9( X3, 51 39), €t en remontant les calculs de Fgy,.(39) pour
tous les degrés de liberté de la boite ibox et pour tous les points de la sphére unité, il reste a
évaluer dans la boucle la plus interne Moy, = Mauz + F,, (39) F7,,(55). La valeur de a passe
de six & trois, ce qui divise par deux la complexité de I'algorithme.

En posant ddlparboxr = ﬁg et en utilisant les relations du chapitre précédent M, ~ N, et

9
M,S, ~ Ny, nous retrouvons la complexité de I’étape 2.2 de la FMD multi-niveaux (cf tableau
9.4) :

cott calculs ~ N, Ny. (10.31)

10.3.3 Optimisations liées aux éléments finis

Dans cette partie, nous décrivons une stratégie permettant de calculer efficacement les fonc-
tions de base microlocales. Nous réduisons en premier le nombre de vecteurs a stocker pour
le calcul des fonctions de base en incorporant un signe aux éléments de I';™, I';™ étant un
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maillage intermédiaire qui intervient lors de la construction du maillage fin I'; & partir du
maillage grossier I';. Nous améliorons ensuite le calcul de la partie polynémiale des fonctions
de base en donnant une formule qui permet d’évaluer les coordonnées barycentriques associées
a un élément de I'; & partir de la connaissance des coordonnées barycentriques assoiciées aux
éléments de I';". Ceci se fait en considérant une numérotation spéciale des éléments de I';™ et
de I'y qui dépend de la numérotation des éléments de T',.

Nous effectuons d’abord quelques rappels concernant la construction des maillages I'j et I'y.
I'; est obtenu par raffinement et projection de I'y sur I'. Le raffinement des éléments de I'y
s’effectue en subdivisant récursivement jusqu’a un ordre M chaque élément en quatre triangles
égaux, de sorte que nous avons :

Ng Ng M
si I'y= UTZ” alors I';™ = U U T, (10.32)
=1 i=110=1

ou N; = 4M. La figure 10.8 représente une telle subdivision pour M = 2.
Soit 7, I'interpolée de la projection orthogonale  de I'y sur I' (cf section 8.3). I'y est obtenue

F1G. 10.8 — Subdivision & I'ordre 2 d'un élément 7; appartenant au maillage grossier I',.

par projection des sommets de 1“}7” sur I :

Ng N; N
Ty=m(T™) =J U =T = U Thio- (10.33)
i=1ip=1 io=1
Les fonctions de base microlocales sont définies par : Vj € {1,---, Ny}, Vy € T4,
7 oy ik 1 T\ ok
05(y) = Diio(y) = Tiio (W)™ (1000 0 7, () - €55 € (10.34)
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2mes(T)

— —
olt Ji, = ———2= est le jacobien associé a ;. {e?, e} (cf (8.24)) forme une base du plan

\/97

targei> a Ty,- {euo, “O} forme une base du plan cotangent a T, " définie par e ego = Jugs
10, €50} étant une base du plan tangent a 7;;" (cf (8.25)).

En appliquant la FMD, les bases des plans tangents a tous les éléments T}, " et Tj;, = 74 (T}, ")
doivent étre évaluées et stockées. Ces diverses bases sont calculées unlquement aux centres de
gravité des éléments concernés. Nous proposons dans la suite d’optimiser le calcul et le stockage
des vecteurs el_l(:

Cette démarche est justifiée par le fait que le calcul des plans tangents, a chaque fois que ceux-ci
sont utilisés, entraine une augmentation importante du temps de calcul. D’aprés la construction

des éléments T; ", nous avons :

— pour les triangles hachurés :

- 1= e oM i
eiio - Q_Mei et eao = 2 eon o = 1727 (1035)

— pour les triangles non hachurés :

oy 1 =2 o M7
Ciip = 531G et e =-2"e,, a=1,2, (10.36)
— -
ou e et e!, correspondent respectivement aux bases contravariantes et covariantes du plan

tangent a 7;.
H

ainst que les bases euo et e vérifient les relations :

o )

Remarque. 1) Les bases 64 et ea,

— —

— = —
ej - €5 =0qp et e “° = 0pp- (10.37)

1ig
ajas - ajas
2) En pOSG/ﬂ;t cost) = — —, nous avons :
|ajas||ajas]

— 1 — 0 —
¢ = — el - —=— ¢ (10.38)
|aja5|(1 = cos®0) — |ayas||ayas|(1 — cos?d)
— 0 — 1 —
ey = —— i)OS e+ — ez, (10.39)
lajadllaal|(1 — cos0)  |alak|(1 — cos®)

ai, ab et a étant les sommets de T;.

Il n’est plus nécessaire de stocker (;’;0), puisqu’ils peuvent étre calculés a partir de e_f‘). Le
stockage des plans tangents passe donc de 4Ny vecteurs a 2(Ny + N,) vecteurs.
Les signes négatifs des plans tangents non hachurés sont directement pris en compte dans les
différents maillages considérés. Dans le code, trois maillages sont utilisés :
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— un maillage grossier, I';, comportant les nombres de nceuds et d’éléments de I'y, les coor-
données des nceuds de I'y, les connectivités entre les éléments et les noeuds de I'y, et les
connectivités entre les éléments et les degrés de liberté de I'y,

— un maillage fin, I';, ordonné comme I'y,

— un maillage intermédiaire, I',", comportant les nombres de noeuds et d’éléments de I', 7,
les coordonnées des nceuds de I';™ et pour chaque élément T3; ™ le numéro de I’élément 7;
auquel il appartient.

Les signes des vecteurs des plans tangents sont incorporés dans le dernier champ du maillage
Im.
La seconde optimisation concerne le calcul de la partie polynomiale (8.40) des fonctions de base
microlocales nécessitant I’évaluation des coordonnées barycentriques “globales” sur T; (i.e. les
coordonnées barycentriques associées aux sommets de 7;) correspondant aux coordonnées bary-
centriques “locales” des points de Gauss sur T}, " (i.e. les coordonnées barycentriques associées
aux sommets de T;; ") .
Ces calculs sont effectués en utilisant une numeérotation spécifique pour les éléments de TJT“ et
deT f-
Tout d’abord, les éléments de I';™ et de I'y sont rangés selon la numérotation des éléments de
I'y. Par exemple pour M = 1, nous avons :

éléement 7; de Iy, — élément T;7 de I'}"

110

i=1 — {IyT s 1=1{1,2,3,4}
i=2 — {I,7 ;*0:1 ={5,6,7,8}

Les éléments de I',™ et de I'y sont aussi classés dans l'ordre de la figure 10.8.

Remarque. Les triangles hachurés peuvent étre distingués des triangles non hachurés grice
aux signes inclus dans le maillage I';™, ce qui, avec la connaissance des coordonnées du sommet

—,i%0 PN - s —T
a; ", permet d’identifier le numéro de T; ™.

Soit x;;, € T;". Nous notons (A5°, A\5°) les coordonnées barycentriques locales de x;;,, et
(A5, \%) les coordonnées barycentriques globales de z;;,. Nous avons :

o —,i10 il . —m,ilg  —T,ii0 iig  —m,itg  —,it0
Ty = ap 0+ A%a; a7 + A3%a; 7 ag (10.40)
. AT AT
= aj + \yajay + Najas. (10.41)

En utilisant la numérotation introduite précédemment, il vient :
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— pour le jm¢ triangle non hachuré du k'™ étage :

G A1 1‘—X?+k‘1

Ay YV 5 o (10.42)
— pour le j1m¢ triangle hachuré du k'™ étage :
IR V(N < —Ak
YA S N Vs’ s (10.43)

oM ’ 3 oM )

ol le k'*™¢ étage de T; correspond & la partie de T; située entre les droites paralléles au coté
—_— —

(atay) passant par les points a} + 55talay et ai + Firalal. Les triangles non hachurés sont

répartis sur 2M étages, et il y en a (2M — k + 1) au k'®™° étage. Les triangles hachurés sont
répartis sur (2M — 1) étages, et il y en a (2M — k) au k™ étage.
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Chapitre 11

Résultats numériques

11.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats numériques obtenus lors de la résolution,
a partir de la formulation intégrale de Després (cf. Chapitre 1), des équations de Maxwell en
régime harmonique par le couplage des méthodes de discrétisation microlocale et multipole.
Nous désignons par FMD la méthode couplée. Nous traitons le cas d’une condition d’impé-
dance de type Léontovitch au bord de I'obstacle ) en considérant d’abord 2 comme un objet
parfaitement absorbant (Z, = 1), puis comme un objet parfaitement conducteur (Z, = 0). Les
objets considérés sont la sphére et Pamande NASA [1].
Lorsque €2 est une sphére, le plan d’étude est le méme quel que soit I'impédance considérée.
Nous étudions d’abord, pour la FMD a l’ordre 0, la convergence en maillage (I';), ensuite pour
des fréquences de 3.2G Hz et de 4.7G H z, nous analysons, en fonction de I'ordre des éléments fi-
nis microlocaux, 'optimisation apportée a la FMD (chapitre 10), notamment en ce qui concerne
les choix du niveau grossier (niv,) et du paramétre de seuillage (¢). Enfin, nous comparons,
pour ces mémes fréquences et selon 'ordre des éléments finis, les SER (et par conséquent Err,
Perreur commise sur I'amplitude de diffusion) et les consommations en temps et en mémoire
obtenues avec la méthode FMM d’une part et avec la FMD optimisée d’autre part.
Lorsque 2 représente ’amande NASA, nous considérons uniquement le niveau grossier et le
paramétre € optimaux, et nous comparons comme précédemment les résultats obtenus pour
Z.=1et Z. =0 avec la FMM et la FMD optimisée.
En ce qui concerne le paramétre de troncature de la série multipolaire au niveau n, L, est
donné par (5.21) :

Ly, = kd, + c(kd,)"/3, (11.1)

ou k est le nombre d’onde, d,, est la taille des boites multipolaires au niveau n, et le coefficient
c est choisi égal a 3. Le paramétre 5 des EID est égal a 0.5.

Dans le cas d’un objet parfaitement absorbant, les résultats avec la FMD (respectivement la
FMM) ont été obtenus en utilisant un double gradient conjugué (cf tableau 1.1) (respectivement
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un GMRes). Le résidu du gradient conjugué externe (GC2) est fixé a 1072, et celui du gradient
conjugué interne (GC1) est égal & 10~*. Dans le cas d’un objet parfaitement conducteur, les
résultats avec la FMD et la FMM ont été obtenus en utilisant un GMRes. Les valeurs prises
par les paramétres de cette méthode sont donnés dans la section 11.2.2.

Pour la FMD, nous notons N, et N; les nombres d’éléments respectifs que contiennent les
maillages grossiers I'y et les maillages fins I'y. Pour la FMM, nous notions prédemment N le
nombre d’éléments du maillage utilisé. Ce nombre correspondant au nombre d’éléments de I',
nous le notons désormais Ny. Pour la FMD, nous notons niv, le niveau grossier et nivy le
niveau fin. niv; correspond également au niveau fin de la FMM. Nous utilisons pour la FMD
une quadrature avec un seul point de Gauss par élément de I'y, car les fonctions a intégrer
numériquement, méme si elles doivent étre évaluées sur I'y, sont avant tout définies a partir
des éléments de I'y, ce qui fait que pour un élément de I'; le nombre de points de quadrature
est égal a 4™ (cf remarque section 11.2.1). Nous utilisons pour la FMM une quadrature avec
trois points de Gauss par élément de I';. En se ramenant au triangle de référence, la quadrature
utilisée pour la FMD est définie par :

(w:29) = ({53 3)h

et la quadrature utilisée pour la FMM est définie par :

(11.2)

111,121 112
A, A3) =4(=,=,=); (=, =,=); (=, =, = 11.3
(wu 2, 3) {(67676)7<67376)7(67673)}7 ( )
ol w désigne le poids de la quadrature, A\s et \3 sont respectivement les coordonnées associées
aux deuxiéme et troisitme sommets du triangle de référence.

11.2 La sphére comme objet diffractant

L’objet diffractant considéré est une sphére. Ce cas test a pour principal avantage de possé-
der, aussi bien pour le cas d’un obstacle parfaitement absorbant (Z, = 1) que pour le cas d’un
obstacle parfaitement conducteur (Z, = 0), une solution exacte donnée par les séries de MIE
(cf [41] ou [96]). La solution obtenue a partir du code peut étre comparée a la solution exacte,
et il est ainsi possible d’observer son degré de précision.

Pour tous les cas tests de cette partie, la sphere utilisée est centrée a l'origine et a un rayon de
un métre. Elle est éclairée par une onde incidente de direction & = (0,0, —1)".

11.2.1 Cas d’une sphére parfaitement absorbante (7, = 1)
Convergence en maillage pour des ondes incidentes de fréquence 1GHz et 3.2GHz

Nous étudions la convergence en maillage des éléments finis microlocaux d’ordre 0. Pour des
fréquences de 1GH z et de 3.2G H z, les figures 11.1 et 11.2 décrivent I’évolution de la précision
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de la FMD en fonction de la finesse du maillage grossier I';. L’erreur de la FMM n’influence
pas les calculs, car la constante multipolaire ¢ intervenant dans le calcul (11.1) du paramétre
de troncature L, est suffisamment élevée et égale a 3. Afin de minimiser I’erreur due a I’ap-
proximation de la géométrie, la finesse des maillages fins utilisés est toujours proche de A/10.

Remarque. A partir d’un maillage grossier I'y donné, il n’est pas possible de considérer des
maillages fins I'y de finesse quelconque, car I'y s’obtient par raffinement de Iy et projection sur
I'. T'y est raffiné en subdivisant récursivement jusqu’a un ordre M chacun de ses éléments en
quatre. Le nombre d’éléments de Ty vaut 4™ fois celui de Ty, et fize en quelque sorte la finesse
de I'y. Pour un maillage I'y donné, le procédé de construction de I'y ne permet pas de considérer
des maillages fins compris entre deur subdivisions successives.

D’aprés la figure 11.1 et le tableau 11.1, pour une fréquence de 1G H z, 'obtention d’un bon
niveau de précision avec la FMD se fait en considérant un maillage I'; en A/« tel que a > 2.5.
D’aprés la figure 11.2 et le tableau 11.2, pour une fréquence de 3.2G H z, la convergence de la
FMD vers un résultat satisfaisant est assurée lorsque I'; est au moins en \/2.25 et une solution
trés précise est obtenue avec \/2.5 (cf Figure 11.2). Pour des fréquences plus élevées, ces deux
exemples laissent & penser qu’avec les éléments finis microlocaux d’ordre 0, un bon niveau de
précision est garanti en considérant un maillage grossier I'; en A/« tel que a € [2.25, 3].

50

SER bistatique (dB.m?)

— Séries de MIE

o—o Ng=720 (M15), Nf=46080 (\/12)
-100 .=+ Ng=2000 (M2.5), Nf=32000 (\/10) -
Ng=2420 (M2.75), Nf=38720 (11)

150 ‘ \ ‘ \ ‘ \
0 50 100 150

6 (deg)

F1G. 11.1 — Convergence en maillage de la FMD d’ordre 0 dans le cas d’une sphére parfaitement
absorbante éclairée par une onde de fréquence 1GH z.

Il est clair que pour conserver un résultat précis avec la FMD d’ordre 0, la finesse de I'; (i.e. le
nombre d’éléments de I';) doit suivre "augmentation de la fréquence, ce qui, en soit, constitue
une limitation aussi bien au niveau du temps de calcul qu’au niveau de la consommation en
mémoire. Par exemple, pour une fréquence de 3.2G'H z, les tableaux 11.2 et 11.3 contenant les
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r Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) Err,

g
A/15 1166 0.3 251071
\/2.5 2628 0.6 221073
\/2.75 3853 0.8 1.7-10°3

TAB. 11.1 — Eléments finis microlocaux d’ordre 0. sphére. f = 1GHz. Z. = 1, nivy, = 2 et
niwy = 5.

40

20

E
5 0
z
> |
z
£ 20
R
e}
@
-40
& — Séries de MIE
y Ng=8000 {/1.5), Nf=128000 {/6.5)
60K — Ng=11520 §/2), Nf=184320 {/8) |

- Ng=15680 §/2.25), Nf=250880 4/9)
-- Ng=20480 }/2.5), Nf=327680 }/10)
-80 —

I | I | I |
0 50 100 150
6 (deg.)

F1G. 11.2 — Convergence en maillage de la FMD d’ordre 0 dans le cas d’une sphére parfaitement
absorbante éclairée par une onde de fréquence 3.2GH z.

I';, | Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) Err,
A/1.5 25955 3.5 1.2-107¢

N2 12698 6.3 0.7-102
A/2.25 66530 10.7 4.8-1073
/2.5 99015 17.2 3.5-107°

TAB. 11.2 — Eléments finis microlocaux d’ordre 0, sphere, f = 3.2GHz, Z, = 1, niv, = 4,
nivy = 7 et mémoire privilégiée.

r Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) Err,

g
A/1.5 16851 7 1.2-1071

A/2 21938 13 9.7-1072
A/2.25 33849 21.7 4.8-1073

TAB. 11.3 — Eléments finis microlocaux d’ordre 0, sphére, f = 3.2GHz, Z, = 1, niv, = 4,
nivy = 7 et temps de calcul privilégié.

ressources utilisées par la FMD d’ordre 0 en fonction de la finesse de Iy, montrent les différences
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de consommation en temps et en mémoire selon la stratégie adoptée (cf section 10.3.1) : soit
la priorité est donnée & la mémoire (tableau 11.2), ou soit elle est donnée au temps de calcul
(tableau 11.3). En privilégiant un moindre temps de calcul, I'utilisation d’'un maillage I'; en
A/2.5 n’est plus possible, car il faudrait environ 34Go de mémoire, ce qui dépasse les ressources
disponibles. Afin d’utiliser un maillage I'; en A/2.5 et d’obtenir une solution précise avec la
FMD d’ordre 0, il faut réduire la mémoire demandée, et donc adopter la stratégie privilégiant
la consommation en mémoire qui consiste a résoudre séparément chaque systéme des EID (car
dans ce cas les systémes sont totalement découplés) en calculant et en désallouant les matrices
concernées. Cependant, le fait de ne plus calculer en méme temps les matrices des deux sys-
témes double les temps de calcul, car certaines opérations, notamment la lecture de tableaux
de grandes tailles, sont alors effectuées deux fois.

Afin de remédier & la fois aux problémes de temps et de mémoire, nous nous intéressons aux
éléments finis microlocaux courbes d’ordre 1, car ils permettent de considérer des maillages
I'y plus grossiers qu’a ’ordre 0 tout en donnant des résultats précis. Dans la figure 11.3 et le
tableau 11.4, nous comparons, pour une fréquence de 3.2G'H z, les résultats obtenus avec des
éléments finis microlocaux d’ordre 0 et d’ordre 1. Le maillage grossier a l'ordre 0 (respecti-
vement & 'ordre 1) contient 15680 éléments (respectivement 1280 éléments) ce qui représente
23520 degrés de liberté (respectivement 6400 degrés de liberté). Le niveau grossier est égal a
4 et le niveau fin est égal & 7. Les éléments finis microlocaux d’ordre 1 fournissent un résultat
plus précis que ceux d’ordre 0, tout en étant moins cotiteux en temps de calcul et en mémoire,
et ce quelque soit la stratégie considérée. Nous pouvons remarquer que grace a la montée en
ordre, nous sommes passés d’un maillage en \/2.25 & un maillage en 1.6\ sans dégradation de
la précision. Quelle que soit la statégie considérée, nous avons a ’ordre 1 un gain en temps
d’environ 40% et un gain en place mémoire de 70%.

Cas Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) Err,

FMD 0, I'j en \/2.25 66530 10.7 4.8-1073
et mémoire privilégiée
FMD 0, I';j en \/2.25 33849 21.7 4.8-1073

et temps privilégié

FMD 1, 'y en 1.6\ 40784 3.2 4.1-1073
et mémoire privilégiée

FMD 1, 'y en 1.6\ 21271 6.5 4.1-1073

et temps privilégié

TAB. 11.4 — Eléments finis microlocaux d’ordre 0 et d’ordre 1, sphére, f = 3.2GHz, Z, = 1,
niwg = 4 et nivy = 7.
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F1G. 11.3 — Eléments finis microlocaux d’ordre 0 et d’ordre 1, f = 3.2GHz, Z, = 1, nivy = 4
et nivy = 7.

Choix du niveau grossier et du paramétre de seuillage pour des ondes incidentes
de fréquence 3.2GHz et 4.7TGH=z

Dans le chapitre 10, il a été vu que le colit des transferts, en particulier celui du niveau

grossier, représentait la majeure partie du temps utilisé par la FMD. Ce coiit a été optimisé
en réduisant le nombre de directions de discrétisation de la sphére unité S? : Rokhlin et Chew
ont constaté que des directions pouvaient étre privilégiées lors de la discrétisation de S? pour
la FMM un niveau, et nous avons appliqué cette idée au contexte de la FMD. Pour éliminer
des directions sur S2, les fonctions de transfert T . sont lissées puis seuillées, ce qui entraine
I’apparition du paramétre e correspondant & la valeur de seuillage. Il faut déterminer une va-
leur de € optimale permettant d’éliminer le plus grand nombre de transferts sans dégrader la
précision du résultat. Nous avons vu également dans les chapitres 9 et 10 qu’en théorie, et dans
une moindre mesure en pratique, la complexité de la FMD (non optimisée (¢ = 0) ou optimisée
(e > 0)) dépend fortement du choix du niveau grossier niv,. Par conséquent, parallélement a la
spécification de €, une étude sur le choix du niveau grossier optimal va étre conduite.
Pour des fréquences de 3.2GH z et de 4.7G H z, nous évaluons en fonction de ’ordre des éléments
finis microlocaux considérés la combinaison (niv,, €) donnant un temps de calcul minimal, ainsi
qu’une erreur sur 'amplitude de diffusion (Err, cf (7.3)) voisine de I’erreur commise lorsque e
est nul.

Nous considérons d’abord une fréquence de 3.2G H z. Pour la FMD d’ordre 0 et la FMD d’ordre
1, les maillages grossiers I', sont respectivement en \/2.25 (15680 éléments) et en 1.6\ (1280
¢léments), et les maillages fin I'y sont respectivement en \/9 (250880 éléments) et en A/10
(327680 éléments). Les résultats concernant ce cas sont reportés dans la figure 11.6 et dans les
tableaux 11.5 et 11.6.
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A cette fréquence, la valeur optimale de € est 5- 1073 pour la FMD d’ordre 1 (cf chapitre 10).
Il apparait aussi que, pour la FMD d’ordre 0, 5- 1073 est la valeur optimale de e. D’aprés le
tableau 11.5, & 'ordre 0 et a I’ordre 1, les meilleurs temps de calcul, aussi bien pour ¢ = 0 que
pour € = 5-1073, sont obtenus quand le niveau grossier niv, est égal a 4. En observant les
tableaux 11.5 et 11.6, nous remarquons que les temps de calcul varient fortement en fonction
de niv, contrairement a Err,. Nous pouvons remarquer que, grace a la montée en ordre et au
seuillage, nous avons divisé le temps de calcul par deux sur ce cas (33849s/ 16148s).

niwg = 3 | nivg =4 | nivg =5

e=0 128303 33849 48182

FMD 0
e=5-10"%| 55839 18721 36018
e=0 38946 21271 64905

FMD 1

e=5-10"%| 16491 16148 49639
TAB. 11.5 — Temps de calcul, sphére, f =3.2GHz, Z, = 1.

niwg =3 | nivg =4 | nivg =95
e=0 4.8-1073 [4.8-1073 | 4.8-1073

FMD 0
e=5-10"2151-102%(51-1073 | 5.2-1073
e=0 41-103 [ 4.1-103 | 4.1-1073

FMD 1
€e=5-1072142-1072|4.2-1073 | 4.3-1073

TAB. 11.6 — Erreur sur amplitude de diffusion (Err,), sphére, f = 3.2GHz, Z, = 1.

Nous considérons a présent une fréquence de 4.7G H z. Pour la FMD d’ordre 0 et la FMD d’ordre
1, les maillages grossiers I'; sont respectivement en A\/1.75 (20480 éléments) et en 1.6\ (2880
éléments), et les maillages fin I'; sont respectivement en /13 (1310720 éléments) et en /10
(737280 éléments). Les résultats concernant ce cas sont reportés dans la figure 11.4 et dans les
tableaux 11.7 et 11.8.

A cette fréquence, pour la FMD d’ordre 0 et 1a FMD d’ordre 1, la valeur optimale de € n’est plus
5-1073, mais 1072. D’aprés le tableau 11.7, aussi bien a 'ordre 0 et qu’a ’ordre 1, les temps de
calcul décroissent fortement en passant de e = 0 4 ¢ = 5-1073, et continuent & diminuer lorsque
e = 1072, la précision des résultats restant toutefois préservée (cf tableau 11.8). Les meilleurs
temps de calcul, quel que soit la valeur de ¢, sont obtenus quand le niveau grossier niv, est
égal a 4. En observant les tableaux 11.7 et 11.8, nous remarquons, comme précédemment, que
contrairement & Err,, les temps de calcul varient fortement en fonction de niv,. Nous pouvons
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remarquer que, grace & la montée en ordre et au seuillage, nous avons divisé le temps de calcul
par 5.7 sur ce cas.

40—
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= W h
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7 T | — Séries de MIE
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-80 |
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F1G. 11.4 — Eléments finis microlocaux d’ordre 0 et d’ordre 1, f = 4.7GHz, Z, = 1, niv, =
et nivy = 8.

niwg = 3 | nivg =4 | nivg =5
e=0 1571833 | 263552 316340
FMD O | e=5-10"2| 547023 115339 171355
€= 1072 472834 101735 157173
e=10 275673 116621 179941
FMD1|e=5-10"3| 108404 48984 94967
e=10"2 93574 45814 87931

TAB. 11.7 — Temps de calcul, sphére, f =4.7GHz, Z, = 1.

niwg =3 | nivg =4 | nivg =95
e=0 28-1072128-107%2]2.8-107?
FMDO |[e=5-10"2{29-10"2|29-1072 | 2.9-1072
e= 1072 29-1072129-1072]2.9-1072

e=0 85-107% [ 85-107%|85-107°
FMD1|e=5-102[86-10"2|86-1072 |86 1073
e=10"? 86-1072|86-107%|87-1073

TAB. 11.8 — Erreur sur amplitude de diffusion (Err,), sphére, f = 4.7GHz, Z, = 1.
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Comparaisons entre la FMD et la FMM
Une onde incidente de fréquence 3.2GHz

Nous comparons dans cette partie les résultats obtenus pour une fréquence de 3.2GH z avec
la FMM et la FMD lorsque des éléments finis microlocaux d’ordre 0 et d’ordre 1 sont utilisés.
Nous confrontons tout d’abord les résultats obtenus avec la FMD et la FMM pour une méme
finesse de maillage. Nous considérons pour la FMD d’ordre 0 un maillage grossier en \/2.25
(N, = 15680) et un maillage fin en \/9 (N; = 150880), et pour la FMM d’ordre 0 et d’ordre
1 un maillage en \/2.25 (Ny = 15680). Au regard de la figure 11.5, nous constatons que, pour
une méme finesse de maillage, ’erreur est moindre avec la FMD qu’avec la FMM.

SER bistatique (dB.m2)

— Séries de MIE
-—- FMD 0, Ng=15680X/2.25), Nf=250880 4/9)
FMM 0, Nf=15680 4/2.25)

1501~ -~ FMM 1, Nf=15680 /2.25) n

200 ‘ \ ‘ \ ‘ \
0 50 100 150

0 (deg)

FiG. 11.5 — FMD et FMM, f = 3.2GHz, 7, = 1.

Pour la FMM, nous reprenons les résultats de la section 7.3.2, et nous utilisons respectivement
a lordre 0 et 4 l'ordre 1 des maillages en A/10 (N = 327680) et en A\/6 (/N; = 128000). Pour la
FMD, nous considérons a 'ordre 0 un maillage grossier en \/2.25 (N, = 15680) et un maillage
fin en A/9 (N; = 250880), et & 'ordre 1 un maillage grossier en 1.6 (N, = 1280) et un maillage
fin en A\/10 (N = 327680). Nous donnons pour la FMD uniquement les résultats obtenus avec
optimisation en choisissant le niveau grossier niv, fournissant les meilleurs temps de calcul :
nivy = 4. Par la suite, lorsque nous évoquerons la FMD dans cette section, nous parlerons, sauf
mention contraire, de la FMD optimisée. Les résultats sont reportés dans la figure 11.6 et le
tableau 11.9.

Remarque. Les nombres de degrés de liberté des différentes méthodes apparaissent dans le
tableau 11.9 pour mettre en évidence les tailles des systemes a inverser. Au regard de ces valeurs,
il est clair que linversion du systéme demande la majeure partie du temps de calcul de la FMM,
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contrairement & la FMD, ou [’assemblage des systémes représente [’étape consommant le plus
de temps.

D’aprés le tableau 11.9, la FMD aussi bien a I’ordre 0 qu’a ’ordre 1 est un peu moins pré-

cise que la FMM (les solutions données par la FMD restant toutefois assez précises), mais elle
permet par rapport a la FMM d’importants gains en temps de calcul.
En ce qui concerne la mémoire, il est a noter que la FMD en consomme beaucoup plus & ’ordre
0 qu’a ’ordre 1, méme si les temps de calcul et les erreurs commises sur I’amplitude de diffusion
sont proches. La FMD d’ordre 0 consomme également beaucoup plus de mémoire que la FMM.
Nous voyons bien avec ce cas que la mémoire constitue une limitation de la FMD d’ordre 0. En
effet, si nous continuons de monter en fréquence, alors la FMD d’ordre 0 ne sera plus compéti-
tive par rapport a la FMM car :

— en privilégiant le temps de calcul, la FMD d’ordre 0 sera peu précise puisqu’il faudra
utiliser un maillage grossier I'; en A\/a avec a < 2 afin de ne pas dépasser la capacité
mémoire du calculateur.

— en privilégiant la mémoire, le temps de calcul sera multiplié par deux et avoisinera ainsi
le temps de calcul de la FMM. De plus, la mémoire consommée par la FMD d’ordre 0
restera probablement encore supérieure a celle demandée par la FMM.

Pour cette fréquence et pour des fréquences plus élevées, nous voyons les avantages qu’offre la
FMD d’ordre 1 par rapport a la FMD d’ordre 0 : la consommation en mémoire est considé-
rablement réduite, les temps de calcul restent plus attractifs que ceux de la FMM et ’erreur
commise sur 'amplitude de diffusion diminue. La FMD optimisée d’ordre 1 permet d’obtenir
un facteur 2 en temps de calcul par rapport & la FMM d’ordre 0 (moins cotiteuse ici que la
FMM d’ordre 1), pour une consommation mémoire et un niveau d’erreur comparables.

Méthode Degrés de | Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) |  Err,
liberté
FMM 0 491520 33120 6.3 2.7-1073
FMM 1 640000 38688 7 221073
FMD 0, e=5-1073 23520 18721 21.7 5.1-1073
FMD 1,e=5-1073 6400 16148 6.5 4.3-1073

TAB. 11.9 — Sphére, f =3.2GHz, Z, = 1.

Une onde incidente de fréquence 4.7GHz

Nous comparons dans cette partie les résultats obtenus pour une fréquence de 4.7GH z avec
la FMM et la FMD lorsque des éléments finis d’ordre 0 et d’ordre 1 sont utilisés.
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F1G. 11.6 — Sphere, f =3.2GHz, Z, = 1.
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F1G. 11.7 — Zoom, Sphére, f =3.2GHz, Z, = 1.

Nous confrontons tout d’abord les résultats obtenus avec la FMD et la FMM pour une méme
finesse de maillage. Nous considérons pour la FMD d’ordre 0 un maillage grossier en \/1.75
(N, = 20480) et un maillage fin en \/13 (N; = 1310720), et pour la FMM d’ordre 0 et d’ordre
1 un maillage en \/1.75 (Ny = 20480). Au regard de la figure 11.8, nous constatons que, pour
une méme finesse de maillage, ’erreur est moindre avec la FMD qu’avec la FMM.

Pour la FMM, nous reprenons les résultats de la section 7.3.2, et nous utilisons respectivement
a l'ordre 0 et a I'ordre 1 des maillages en A\/11.5 (INy = 1003520) et en \/6 (N; = 250880).
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Fig. 11.8 - FMD et FMM, f = 4.7GHz, 7, = 1.

Pour la FMD, nous considérons a l’ordre 0 un maillage grossier en \/1.75 (N, = 20480) et un
maillage fin en \/13 (N; = 1310720), et & I'ordre 1 un maillage grossier en 1.6\ (N, = 2880) et
un maillage fin en A\/10 (N; = 737280). Nous donnons pour la FMD uniquement les résultats
obtenus avec optimisation en choisissant le niveau grossier niv, fournissant les meilleurs temps
de calcul : niv, = 4. Les résultats sont reportés dans la figure 11.9 et le tableau 11.10.

Nous montons en fréquence, ce qui nous oblige, pour la FMD d’ordre 0, a privilégier la consom-
mation en mémoire. D’apreés le tableau 11.10, la consommation en mémoire de la FMD d’ordre
0 demeure encore importante, et comme il n’est pas possible de considérer des maillages gros-
siers en \/a avec a > 2, il y a dégradation de la précision du résultat. De plus, méme si de tels
maillages grossiers pouvaient étre considérés, ce ne serait pas intéressant, car la FMD d’ordre
0 consomme déja plus de temps que les autres méthodes.

Nous comparons donc les résultats obtenus avec la FMM d’ordre 1 et la FMD d’ordre 1, puisque,
d’aprés le tableau 11.10, les méthodes d’ordre 1 sont au niveau du temps de calcul et de la pré-
cision des résultats plus performantes que celles d’ordre 0. La FMD d’ordre 1 nécessite plus
de mémoire et fournit un résultat moins précis (mais qui demeure suffisamment précis) que la
FMM d’ordre 1. Cependant, elle est beaucoup moins cotiteuse en temps que la FMM, le gain
étant de l'ordre de 1.5.

11.2.2 Cas d’une sphére parfaitement conductrice (7, = 0)
Convergence en maillage pour des ondes incidentes de fréquence 3.2GHz et 4.7TGHz

Nous étudions la convergence en maillage des éléments finis microlocaux d’ordre 0. Pour des
fréquence de 3.2GH z et de 4.7G H z, les résultats obtenus sont reportés dans les tableaux 11.11
et 11.12, et dans les figures 11.11 et 11.12 qui décrivent I’évolution de la FMD, notamment de
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FiG. 11.9 — Sphére, f =4.7GHz, Z, = 1.
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F1G. 11.10 — Zoom, Sphére, f =4.7TGHz, Z, = 1.

Méthode Degrés de | Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) |  Err,
liberté
FMM 0 1505280 90494 12.2 3.8-1073
FMM 1 1254400 70726 11.8 2.9.107°
FMD 0, e=10"2| 30720 101735 20 3.9-1072
FMD 1, e=10"2| 14400 45814 21.6 8.6-1073

TAB. 11.10 — Sphére, f =4.7GHz, Z,. = 1.
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sa précision, en fonction de la finesse du maillage grossier I'y. L’erreur de la FMM n’influence
pas les calculs, car la constante multipolaire ¢ intervenant dans le calcul (11.1) du paramétre de
troncature L, est égale & 3. Afin de minimiser I'erreur due & I'approximation de la géométrie,
la finesse des maillages fins utilisés est, tant que faire se peut, proche de \/10. Les résultats des
tableaux 11.11 et 11.12 ont été obtenus en utilisant la version de la FMD privilégiant le temps
de calcul.

La convergence de la FMD vers un bon résultat est assurée pour une fréquence de 3.2GHz
lorsque le maillage grossier I'y est en A/1.25, et pour une fréquence de 4.7GHz lorsque le
maillage grossier I'y est en A. Pour un maillage grossier en A\/a avec o < 2 donné, nous obte-
nons par rapport au cas d’un objet parfaitement absorbant (Z, = 1) des résultats plus précis.
L’utilisation de maillages I'y tres laches réduit fortement la consommation en mémoire de la
FMD d’ordre 0 :

— 4 3.2GHz, pour avoir des résultats précis nous utilisons ici un maillage en A\/1.25 (N, =
5120) et nous consommons 4.6Go (tableau 11.11), alors que pour Z, = 1, nous utilisions
un maillage en \/2.25 (N, = 15680) et une mémoire de 21.7Go (tableau 11.3),

— a4 4.7GHz, pour avoir des résultats précis nous utilisons ici un maillage en A (N, = 8000)
et nous consommons 12.8Go (tableau 11.12), alors que pour Z, = 1, nous utilisions un
maillage en \/1.75 (N, = 20480) et une mémoire de 20Go (tableau 11.10).

La consommation en mémoire ne pose donc plus de probléme comme auparavant, ce qui ren-
force le fait d’utiliser la version de la FMD privilégiant le temps de calcul.

Pour des fréquences plus élevées, ces deux exemples laissent & penser qu’avec les éléments fi-
nis microlocaux d’ordre 0, un bon niveaux de précision est garanti en considérant un maillage
grossier I'y en \/a tel que a € [1,2].

Nous nous intéressons & la FMD d’ordre 1 pour étudier, dans le cas du conducteur parfait,
le comportement de la FMD en fonction de l'ordre des éléments finis utilisés. Pour les élé-
ments finis microlocaux d’ordre 1, le maillage grossier I'; est choisi de facon a préserver la
précision des résultats obtenus a I'ordre 0. Cette contrainte est satisfaite en prenant pour une
fréquence de 3.2G H z un maillage grossier I'y en 2.5\ (N, = 500) et un maillage fin I'; en \/6.5
(Ny = 128000), et pour une fréquence de 4.7GH z, un maillage grossier I'; en 2.8\ (N, = 720)
et un maillage fin I'y en /10 (N; = 737280). Nous passons, sans dégradation de la précision,
pour une fréquence de 3.2GHz d’un maillage I'j en A\/1.25 & l'ordre 0 & un maillage I'; en 2.5\
a l'ordre 1, et pour une fréquence de 4.7GHz, d'un maillage I'j en A & 'ordre 0 & un maillage
I'y en 2.8)\.

Nous considérons, & présent, uniquement le cas & 3.2GHz. A I'ordre 1, le maillage grossier est
encore plus lache que le dernier maillage considéré a I'ordre 0, et le nombre de degrés de liberté
a l'ordre 1 égal a 2500 est inférieur au nombre de degrés de liberté a 'ordre 0 égal a 7680. Nous
nous attendons donc a ce que la FMD d’ordre 1 soit moins cotliteuse en temps et en mémoire
que la FMD d’ordre 0. Or, en considérant le méme niveau grossier qu’a l'ordre 0, i.e. niv, = 2,
le temps de calcul a ’ordre 1 est de 125008 secondes, et contredit totalement nos prévisions, le
coiit de la FMD d’ordre 0 étant de 47238 secondes (cf tableau 11.11). Contrairement a ce qui
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se passe habituellement avec la FMD, la majeure partie du temps de calcul de la FMD d’ordre
1 provient de I'inversion du systéme par la méthode de Jacobi : 73484 secondes, le temps d’as-
semblage du systéme étant de 51160 secondes. La méthode de Jacobi est donc remplacée par
un GMRes, car il offre une meilleure vitesse de convergence : le temps pour inverser le systéme
chute a 16847 secondes. Le temps de calcul de la FMD d’ordre 1 est alors de 68007 secondes.
Au regard du tableau 11.13, le surcoiit de la FMD d’ordre 1 traduit un choix non optimal du
niveau grossier. La FMD d’ordre 1 nécessite une mémoire de 3.7Go ce qui est inférieure a celle
consommée a 'ordre 0, et elle fournit une solution plus précise : I’erreur sur I'amplitude de
diffusion étant égal & 5.8 - 1073,

Lorsque nous considérons une fréquence de 4.7G H z, sous les mémes conditions qu’a ’ordre 0
(i.e. nivy, = 4 et nivy = 8), les éléments finis microlocaux d’ordre 1 fournissent un résultat plus
précis que ceux d’ordre 0 (cf tableau 11.16). Pour ce cas, comme nous le verrons bientot, bien
que le choix du niveau grossier soit optimal, nous allons montrer qu’en ajustant le paramétre
de seuillage ¢, le cotlit de la FMD d’ordre 1 peut étre fortement réduit.

Remarque. L’emploi du GMRes, a la place de la méthode de Jacobi, avec la FMD n’engendre
pas d’augmentation de la mémoire comme avec la FMM. En effet, le GMRes est ici appliqué
a une matrice de petite taille alors que pour la FMM, il est appliqué a une matrice de grande
taille. Pour la FMD, la mémoire demandée pour le stockage des vecteurs nécessaires au GMRes
est donc négligeable. Une autre différence entre la FMD et la FMM concernant le fonctionne-
ment du GMRes est que nous n'utilisons pas [’évolution de la quantité 6 (7.30) provenant des
EID comme critére d’arrét, car la résolution itérative du systéme ne représente pas l’étape la
plus cotiteuse de la méthode.

I'y | Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) | Err,
2.5 6130 2 2.6-1072
1.6 24261 3.3 9.5-1073

N/1.25 47238 16 71-10°

TAB. 11.11 — Eléments finis microlocaux d’ordre 0, sphere, f = 3.2GHz, Z, = 0, niv, = 2 et
niwy = 1.

Choix du niveau grossier et du paramétre de seuillage pour des ondes de fréquences
32GHz et 4.7TGHz

Comme pour Z, = 1, nous déterminons pour des fréquences de 3.2GHz et de 4.7TGHz la
combinaison (niv,, €) optimale, i.e. niv, et e sont choisis de sorte a avoir un temps de calcul
minimum tout en préservant une erreur sur ’amplitude de diffusion Err, proche de celle com-
mise lorsque ¢ est nul. Bien qu’ayant été conduites pour Z, = 1, ces études sont justifiées car
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SER bistatique (dB.m2)

F1G. 11.11 — Convergence en maillage de la FMD d’ordre 0 dans le cas d’une sphére parfaitement
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F1G. 11.12 — Convergence en maillage de la FMD d’ordre 0 dans le cas d’une sphére parfaitement
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dans le cas Z, = 0, les maillages grossiers I'; utilisés sont plus laches que pour Z, = 1.

Nous traitons d’abord le cas d’'une fréquence de 3.2GHz. Pour la FMD d’ordre 0 et la FMD
d’ordre 1, les maillages grossiers I'; sont respectivement en A\/1.25 (5120 éléments) et en 2.5\
(500 éléments), et les maillages fin I'; sont respectivement en \/10 (327680 éléments) et en
A/6.5 (128000 éléments). Les résultats obtenus sont reportés dans la figure 11.13 et dans les
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r Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) Err,

g
1.6\ 43401 5.6 1-1071
1.2\ 57713 6.2 9.5-1072
A/1.25 125030 16 3.6-1072

TAB. 11.12 — Eléments finis microlocaux d’ordre 0, sphére, f = 4.7GHz, Z, = 0, niv, = 4 et
nivy = 8.

tableaux 11.13 et 11.14.

A cette fréquence, la valeur optimale de € n’est plus 5 - 1073, comme pour Z, = 1, mais 1072.
D’apres le tableau 11.13, a 'ordre 0 et a ’ordre 1, les meilleurs temps de calcul sont obtenus
quand le niveau grossier niv, est égal a 3, et ce quelque soit la valeur de € considérée. Nous
calculons les niveaux grossiers théoriques pour les méthodes d’ordre 0 et d’ordre 1 en nous
appuyant sur la section 10.2.4 et sur le tableau 11.13. Le maillage de I'y ayant Ny 5,0 = 327680
éléments est en \/10. Nous pouvons remarquer que grace a la montée en ordre et au seuillage,
nous avons divisé le temps de calcul par 1.7 (39236s. / 22833s.).

nwg = 2 | nivg = 3 | nivg = 4
e=0 47238 39236 39186
FMDO|e=5-10"3 36846 29427 30565
e=10"2 30705 27073 27822
e=0 68007 34118 34272
FMD1|e=5-10"3 49109 26724 27246
e=10"2 37305 22833 22942

TAB. 11.13 — Temps de calcul, sphére, f = 3.2GHz, Z, = 0.

nwg =2 | nivg =3 | nivy, =4
e=20 71-10271-103|7.1-107°
FMDO |e=5-103|73-102|73-107% | 7.3-1073
e=10"? 73-107% ] 73-107%|7.3-1073

e=0 58-107% | 5.8-107% | 5.8-107?
FMD1|e=5-10"21]59-102]59-103|59-1073
e= 1072 59-1072159-1073|5.9-1073

TAB. 11.14 — Erreur sur 'amplitude de diffusion (Err,), sphére, f =3.2GHz, Z, = 0.

Nous traitons & présent le cas d’une fréquence de 4.7GH z. Pour la FMD d’ordre 0 et la FMD
d’ordre 1, les maillages grossiers I', sont respectivement en A\/1.25 (11520 éléments) et en 2.8
(720 éléments), et les maillages fin I'; sont en A/10 (737280 éléments). Les résultats obtenus
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sont reportés dans la figure 11.16 et dans les tableaux 11.15 et 11.16.

A cette fréquence, la valeur optimale de € est 1072, D’aprés le tableau 11.15, & 'ordre 0 et a
I’ordre 1, les meilleurs temps de calcul quelque soit la valeur de € considérée sont obtenus quand
le niveau grossier niv, est égal a 4. Nous pouvons remarquer que grace & la montée en ordre et
au seuillage, nous avons divisé le temps de calcul par 2.4 (125030s. / 52922s.).

nwg = 3 | nivg =4 | nivg =5
e=0 154968 125030 136172
FMDO |e=5-10"2| 82611 69715 102935
e=10"2 78173 67149 97808
e=10 109473 102692 295216
FMD1 |e=5-10"%| 60219 54861 79549
e= 1072 57563 52922 70815

TAB. 11.15 — Temps de calcul, sphére, f =4.7TGHz, Z,. = 0.

nwg =3 | nivg =4 | nivg =95
e=0 3.6-10723.6-1072 [ 3.6-1072
FMDO |[e=5-10"3{3.7-10"2 | 3.7-1072 | 3.7- 1072
e=10"? 3.7-1072 | 3.7-1072 | 3.7-107?

e=20 2.7-1072 1 2.7-1072 | 2.7- 1072
FMD1|e=5-10"21]29-10"2{29-1072|29-1072
e= 1072 29-1072129-1072]2.9-1072

TAB. 11.16 — Erreur sur 'amplitude de diffusion (Err,), sphére, f =4.7GHz, Z,. = 0.

Comparaisons entre la FMD et la FMM
Une onde incidente de fréquence 3.2GHz

Nous comparons dans cette partie les résultats obtenus pour une fréquence de 3.2G H z avec
la FMM et la FMD lorsque des éléments finis d’ordre 0 et d’ordre 1 sont utilisés. Pour la FMM,
nous reprenons les résultats de la section 7.3.1, et nous utilisons respectivement a 1’ordre 0 et
a l'ordre 1 des maillages en A\/10 (N; = 327680) et en A/4 (N; = 62720). Pour la FMD, nous
considérons & I'ordre 0 un maillage grossier en \/1.25 (N, = 5120) et un maillage fin en A\/10
(Ny = 327680), et & ordre 1 un maillage grossier en 2.5\ (N, = 500) et un maillage fin en
A/10 (Ny = 327680).

Nous avons obtenu au paragraphe précédent, pour la FMD a l'ordre 0 et a l'ordre 1, des
résultats précis avec des maillages grossiers plus laches que ceux utilisés dans le cas d’une
sphére parfaitement absorbante. Nous nous attendons donc & ce que par rapport a la FMM,
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la FMD fournisse des temps de calcul trés compétitifs tout en donnant des résultats ayant un
bon niveau de précision. Pour la FMD, nous donnons uniquement les résultats obtenus dans le
cas le plus favorable : niv, = 3 et e = 1072 Les résultats obtenus sont reportés dans le tableau
11.17 et la figure 11.13.

D’aprés le tableau 11.17, nous avons avec la FMD un gain en mémoire. La FMD d’ordre 1 est
moins coliteuse en temps de calcul et en place mémoire que la FMD d’ordre 0, tout en étant plus
précise. Pour la FMM, la méthode d’ordre 1 fournit une solution un peu plus précise que celle
d’ordre 0 et a un temps de calcul inférieur a cette derniére. La FMD d’ordre 1 permet d’obtenir
un facteur 2 en temps de calcul par rapport & la FMM d’ordre 1, pour une consommation
mémoire et un niveau d’erreur comparables.

Méthode Degrés de | Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) Err,
liberté
FMM 0 491520 48502 6.7 3.9-1073
FMM 1 313600 47002 5.4 2.7-1073
FMD 0, ¢ = 1072 7680 27073 4.6 7.3-1073
FMD 1, ¢ = 1072 2500 22833 3.7 5.9-107°

TAB. 11.17 — Sphére, f =3.2GHz, Z, = 0.

Une onde incidente de fréquence 4.7GHz

Nous comparons dans cette partie les résultats obtenus pour une fréquence de 4.7GH z avec
la FMM et la FMD lorsque des éléments finis d’ordre 0 et d’ordre 1 sont utilisés. Pour la FMM,
nous reprenons les résultats de la section 7.3.1, et nous utilisons respectivement a 1’ordre 0 et
a l'ordre 1 des maillages en A\/10 (Ny = 737280) et en \/4 (N; = 128000). Pour la FMD, nous
considérons a 'ordre 0 un maillage grossier en \/1.25 (N, = 11520) et un maillage fin en A\/10
(Ny = 737280), et & l'ordre 1 un maillage grossier en 2.8\ (N, = 720) et un maillage fin en
A/10 (Ny = 737280).

Pour la FMD, nous donnons uniquement les résultats obtenus dans le cas le plus favorable :
niv, = 4 et € = 1072, Les résultats obtenus sont reportés dans le tableau 11.18 et la figure
11.16.

La FMD d’ordre 1 est moins coiiteuse en temps de calcul et en place mémoire que la FMD
d’ordre 0, tout en étant plus précise. Pour la FMM, la méthode d’ordre 1 fournit une solution
un peu plus précise que celle d’ordre 0. Par contre, elle a un temps de calcul supérieur a cette
derniére. La FMD d’ordre 1 est un peu moins précise que la FMM d’ordre 0, mais elle est
beaucoup moins cotiteuse en temps de calcul, le gain étant de 2.7. D’apreés le tableau 11.18,
la mémoire consommeée par la FMD d’ordre 1 et celle consommeée par la FMM d’ordre 0 sont
quasiment identiques.
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FiG. 11.13 — Sphére, f =3.2GHz, Z, = 0.
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F1G. 11.14 — Zoom, Sphére, f = 3.2GHz, Z, = 0.

Méthode Degrés de | Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) |  Err,
liberté
FMM 0 1105920 142210 11.2 1.8-1072
FMM 1 640000 171658 11.6 1.1-1072
FMD 0, e = 1072 17280 67149 16 3.7-1072
FMD 1,e=102]| 3600 52922 12 2.9-102

TAB. 11.18 — Sphére, f =4.7TGHz, Z, = 0.
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11.3 L’amande comme objet diffractant

Nous rappelons que pour I’amande, il n’existe pas de solution exacte. Pour comparer les ré-
sultats obtenus, nous avons recours a I’emploi d’une solution de référence calculée avec la FMM
d’ordre 0 et un maillage trés fin (au moins en \/15). L’orientation de ’amande est identique a
celle de la figure 7.10. Nous renvoyons a la section 7.4.1 pour une description plus précise de
cet objet.

Avant d’aller plus loin, nous profitons de la complexité de la géométrie de 'amande pour tester
le domaine de validité de I'approximation de la phase choisie (approximation de Kirchhoff).
Pour cela, nous considérons une fréquence de 1.2G H z. La solution de référence est calculée en
utilisant la FMM d’ordre 0 et un maillage en \/15 (N; = 31228). Nous comparons les résul-
tats obtenus avec la FMM d’order 0 et la FMD d’ordre 0. Nous employons, pour la FMM, un
maillage en A/10 (Ny = 13632), et pour la FMD, un maillage grossier en /5 (N, = 4236) et
un maillage fin en A/11 (N; = 16944).

Nous étudions deux cas : un premier cas ou la direction de I'onde incidente est & = (0,0, —1)7,
et un second cas ot la direction de I'onde incidente est & = (0, —v/2/2, —/2/2)".

Pour le premier cas (figure 11.17), la solution obtenue avec la FMD est nettement moins précise
que celle obtenue avec la FMM. Pour ce cas, la dégradation de la précision avec la FMD peut
s’expliquer par le fait que I’approximation de la phase n’est plus valide lorsque ’onde incidente
est dirigée selon la pointe de 'amande, et donc I"approximation de la phase est inefficace dans
ce cas. En effet, 'approximation de Kirchhoff basée sur un remplacement local de I’objet par
son plan tangent est prise & défaut ici, car le plan tangent & ’amande varie fortement au niveau
de la pointe.

Pour le second cas (figure 11.18), 'onde incidente n’est plus dirigée selon la pointe de ’amande.
Les résultats obtenus pour cette incidence a partir de la FMM et de la FMD recollent avec la
solution de référence. Ceci confirme que la dégradation de la précision observée avec la FMD
dans le premier cas ne prend pas bien en compte les singularités de 1’obstacle.

Les difficultés liées a4 la complexité de la géométrie de 'amande étant exposées,
nous considérons pour les prochains cas tests une onde incidente de fréquence 5GH =
et de direction ¢ = (0, —v/2/2, —/2/2)".

11.3.1 Cas d’une amande parfaitement absorbante (7, = 1)

Nous comparons dans cette partie les résultats obtenus pour une fréquence de 5G H z avec
la FMM et la FMD lorsque des éléments finis d’ordre 0 et d’ordre 1 sont utilisés. Pour la FMM,
nous utilisons respectivement a I’ordre 0 et & 'ordre 1 des maillages en \/10.5 (N; = 271648)
et en \/7 (Ny = 124912). Pour la FMD, nous considérons & l’ordre 0 un maillage grossier en
A/2.25 (N, = 13632) et un maillage fin en \/9.5 (Ny = 218112), et a l'ordre 1 un maillage
grossier en \/1.25 (N, = 4236) et un maillage fin en A\/10.5 (N; = 271104). Nous fixons le
paramétre niv, a 5 et le parameétre e du seuillage des fonctions de transfert de la FMD a 1072,
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F1G. 11.17 - Amande, f = 1.2GHz, Z, = 1, incidencel : £ = (0,0, —

FIG. 11.18 — Amande, f = 1.2GHz, Z, = 1, incidence2 : £ = (0, —v/2/2, —/2/2)".

Pour tous les cas, nivy est égal a 8. Les résultats obtenus sont reportés dans le tableau 11.19

et la figure 11.19.

La FMM d’ordre 1 fournit une solution plus précise que la FMM d’ordre 0. Par contre, elle
a, en raison d’un moins bon conditionnement des systémes et de la plus grande taille de ces
systémes, un temps de calcul et une consommation en mémoire supérieurs a cette derniére. La
FMD d’ordre 1 est plus cotiiteuse en temps de calcul et en place mémoire que la FMD d’ordre
0, ceci étant di a la plus grande taille des systémes d’ordre 1. Cependant, la FMD d’ordre 1
est plus précise que la FMD d’ordre 0. De fagon générale, la FMD est un peu moins précise et
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consomme & peu prés deux fois plus de mémoire que la FMM, mais elle est beaucoup moins
cotiteuse en temps de calcul. D’aprés le tableau 11.19, lorsque nous considérons un méme niveau
de précision (i.e. nous comparons la FMD d’ordre 1 et la FMM d’ordre 0), le gain en temps de
calcul réalisé avec la FMD est environ de 1.2.

Que ce soit pour la FMM ou pour la FMD, nous pouvons expliquer la non optimalité des
cotits de calcul et de mémoire & 1'ordre 1 par le fait que nous n’avons a disposition qu’un
nombre limité de maillages. Les résultats obtenus a ’ordre 1 peuvent étre stirement améliorés
en ajustant mieux la finesse des maillages utilisés. En effet, les résultats obtenus a 'ordre 1
sont plus précis que ceux obtenus a I’ordre 0.
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FIG. 11.19 -~ Amande, f = 5GHz, Z, = 1, incidence : £ = (0, —v/2/2, —/2/2)".

Méthode Degrés de | Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) Err,
liberté
FMM 0 406656 42994 4.8 1.9-1073
FMM 1 624560 01295 7.9 1.5-1073
FMD 0, e = 1072 20448 18156 16.2 3.1-1073
FMD 1, e =102 21180 36631 17.5 2.2-107°

TAB. 11.19 — Amande, f = 5GHz, Z, = 1, incidence : £ = (0, —v/2/2, —/2/2)*.

11.3.2 Cas d’une amande parfaitement conductrice (Z, = 0)

Nous comparons dans cette partie les résultats obtenus pour une fréquence de 5G H z avec
la FMM et la FMD lorsque des éléments finis d’ordre 0 et d’ordre 1 sont utilisés. Pour la FMM,
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nous utilisons respectivement a l'ordre 0 et & 'ordre 1 des maillages en \/10.5 (N; = 271648)
et en \/5 (N; = 67776). Pour la FMD, nous considérons a I'ordre 0 un maillage grossier en
A/2.25 (N, = 13632) et un maillage fin en A/9.5 (Ny = 218112), et & 'ordre 1 un maillage
grossier en \/1.25 (N, = 4236) et un maillage fin en A\/10.5 (N; = 271104). Nous fixons le
paramétre niv, & 5 et le parameétre € & 1072, Pour tous les cas, niv; est égal a 8. Les résultats
obtenus sont reportés dans le tableau 11.20 et la figure 11.20.

La FMM d’ordre 1 fournit une solution plus précise que la FMM d’ordre 0. Par contre, elle a,
en raison d’'un moins bon conditionnement des systémes, un temps de calcul supérieur a cette
derniére. La consommation en mémoire de ces deux méthodes est équivalente. La FMD d’ordre
1 est plus cotiteuse en temps de calcul et en place mémoire que la FMD d’ordre 0, ceci étant
di a la plus grande taille des systémes d’ordre 1. Cependant, la FMD d’ordre 1 est plus précise
que la FMD d’ordre 0. De facon générale, la FMD est un peu moins précise et consomme a peu
prés deux fois plus de mémoire que la FMM, mais elle est beaucoup moins coiiteuse en temps
de calcul. D’aprés le tableau 11.20, lorsque nous considérons un méme niveau de précision (i.e.
nous comparons la FMD d’ordre 1 et la FMM d’ordre 0), le gain en temps de calcul réalisé avec
la FMD est environ de 1.5.

Comme précédemment, les résultats obtenus & l'ordre 1 peuvent étre améliorés en ajustant
mieux la finesse des maillages.
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FIG. 11.20 — Amande, f = 5GHz, Z, = 0, incidence : £ = (0, —v/2/2, —/2/2)".
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Méthode Degrés de | Temps CPU (s.) | Mémoire (Go) Err,
liberté
FMM 0 406656 71307 5.6 3.1-1072
FMM 1 338880 80533 5.8 2.2-1072
FMD 0, ¢ = 102 20448 31645 16.5 5.9-1072
FMD 1, e =102 | 21180 47916 17.5 34102

TAB. 11.20 - Amande, f = 5GHz, Z, = 0, incidence : £ = (0, —v/2/2, —/2/2)*.

11.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons examiné le comportement de la méthode couplée FMD en
fonction de 1'ordre des éléments finis et des obstacles (sphére et amande NASA) en considérant
a chaque fois le cas d’un objet parfaitement conducteur (Z, = 0), et le cas d’un objet parfaite-
ment absorbant (7, = 1).

Tout d’abord, en étudiant la convergence en maillage de la FMD pour le cas Z, = 1, il s’est
dégagé que l'obtention, avec des éléments finis microlocaux d’ordre 0, d’une solution précise
nécessite 'emploi de maillages grossiers I'y avec N, S N }/ 2, ce qui constitue, lors de la montée
en fréquence, une limitation tant au niveau du temps de calcul qu’au niveau de la consomma-
tion en mémoire. L’utilisation d’éléments finis microlocaux d’ordre 1 permet alors de remédier
a ces problémes, mais aussi de fournir des solutions plus précises. Pour le cas Z, = 0, la FMD
converge plus vite en maillage. Cependant, 'utilisation d’éléments finis microlocaux d’ordre 1
reste avantageuse, car ces derniers donnent comme précédemment des résultats plus précis qu’a
I’ordre 0, et & moindre cofit.

Les gains obtenus avec l'introduction d’éléments finis microlocaux d’ordre 1 dans la version
initiale de la FMD sont également observés avec la FMD optimisée.

Nous avons ensuite comparé les résultats obtenus avec la FMD et la FMM. Il est apparu que
la FMD est nettement moins coiiteuse en temps de calcul que la FMM, mais est un peu moins
précise et plus consommatrice en place mémoire que cette derniére. En ce qui concerne la place
mémoire, lorsque Ny ~ N }/ 2, nous avons N g2 ~ Ny. Les consommations en mémoire de la FMD
optimisée et de la FMM sont donc théoriquement identiques. Cependant, en pratique, la FMD
nécessite pour certains cas deux fois plus de mémoire que la FMM, ceci étant probablement dii
a la formulation intégrale considérée (EID), qui, par rapport a une méthode intégrale classique,
double le nombre d’inconnues. Ce phénoméne se répercute plus sur la FMD que sur la FMM,
car le stockage pour la FMM se fait en fonction des boites multipolaires du niveau fin nivy.
Lorsque l'obstacle est la sphére, le gain en temps avec la FMD d’ordre 1 est pour Z, = 1
(respectivement 7, = 0) au moins de 1.5 (respectivement 2) par rapport au meilleur temps
de la FMM. Lorsque I'objet est 'amande NASA, le gain en temps avec la FMD d’ordre 1 est
pour Z, = 1 (respectivement Z. = 0) au moins de 1.2 (respectivement 1.5) par rapport au
meilleur temps de la FMM. Les gains observés avec I’amande sont moindres que ceux obtenus
avec la sphére. Néanmoins, ils peuvent étre améliorés en ajustant mieux la finesse des maillages
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utilisés.

Une amélioration possible de la FMD pourrait consister a4 considérer une autre formulation
intégrale. En effet, les EID engendrent avec la FMD des problémes de mémoire en multipliant
par deux la taille des systémes. De plus, le critére d’arrét propre aux EID n’est pas utilisé lors
de la résolution itérative, du fait du faible cotit de cette étape par rapport au calcul du systéme.
Cependant, si la formulation de Després est considérée, il semble que la résolution itérative de
la FMD puisse étre améliorée en tenant compte du critére d’arrét des EID. L’impact de cette
modification sera d’autant plus intéressant que 'influence du temps nécessaire a I’inversion du
systéme sur le temps total de la résolution est plus importante pour la FMD optimisée que
pour la FMD classique.

Une autre solution consisterait a inverser le systéme en utilisant une méthode directe. Le code
utilisé étant séquentiel, cette approche n’a pas été adoptée ici, car autrement la consommation
en mémoire de la méthode aurait dépassé les ressources disponibles.

Cependant, la parallélisation du code autoriserait une telle approche tout en réduisant les temps
de calcul, et permettrait en outre de considérer des fréquences plus élevées, notamment pour le
cas Z, = 1 ou la consommation en mémoire de la FMD est importante.

Du fait que la phase soit approchée par une méthode asymptotique, la considération de fré-
quences plus élevées mettrait encore plus en évidence les gains obtenus avec la FMD optimisée
par rapport a la FMM, tout en réduisant 1’écart de précision constaté entre la FMD et la
FMM. Cependant, pour des géométries complexes telles que 'amande NASA, il parait néces-
saire d’améliorer ’approximation de la phase de 'inconnue en tenant compte des singularités
de courbure de ’obstacle.
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons étudié la résolution, dans le cadre des hautes fréquences, des

équations de Maxwell en régime harmonique et en domaine extérieur non borné par des mé-
thodes d’équations intégrales de frontiére d’ordre élevé. La formulation intégrale utilisée est
celle de Després [38], car elle fournit des systémes hermitiens, définis positifs et bien condition-
nés. La méthode de résolution considérée a été initiée par Darrigrand [44], et est basée sur le
couplage de la méthode de discrétisation microlocale [125] et de la FMM [46].
La méthode de discrétisation microlocale, introduite Abboud, Nédélec et Zhou, associe les mé-
thodes asymptotiques et les éléments finis : la phase de l'inconnue est approchée selon les
théories géométriques et physiques de la diffraction, ce qui permet d’obtenir une nouvelle in-
connue beaucoup moins oscillante pouvant étre approchée avec un nombre de degrés de liberté
en O(k*) ou o < 2. Cependant, cette méthode nécessite d’assembler le systéme avec un nombre
d’opérations en O(k?), car la discrétisation des intégrales doit étre effectuée sur un nombre
d’éléments en O(k?). Le calcul du systéme est alors accéléré en adaptant de maniére originale
lalgorithme de la FMM [44]. La méthode couplée (FMD) a un cotit en O(k*"2 + Ny k**) en
temps de calcul au lieu de O(N.k*) pour une méthode classique et de O( Ny, k%Ink) pour la
FMM multi-niveaux.

Bien que les premiers résultats soient trés encourageants, il a été constaté pour les équations de
Maxwell qu’ils ne sont pas assez précis pour certains cas, notamment pour les objets parfaite-
ment absorbants. Notre travail a alors consisté & monter en ordre au niveau de ’approximation
éléments finis du probléme. Ceci a d’abord été effectué pour la FMM, puis pour la FMD, et
dans chaque cas nous avons considéré des approximations d’ordre élevé de I'inconnue et de
la géométrie. Les éléments finis utilisés sont de classe H(div) [93], et les fonctions de base
considérées sont, pour la FMM, celles de Graglia [65], et pour la FMD, une adaptation de ces
derniéres. Nous avons étudié les effets engendrés sur la FMM par la montée en ordre, et nous
avons montré, par le biais des résultats numériques obtenus, que par rapport aux éléments finis
d’ordre 0, les éléments finis d’ordre 1 permettent d’accélérer la convergence en maillage et de
rendre moins cotiteux les produits matrice-vecteur pour la quasi-totalité des cas tests réalisés.
Cependant, en raison d’une résolution itérative du probléme et du moins bon conditionnement
des systémes d’ordre 1, les temps de calcul de la FMM d’ordre 1 sont parfois supérieurs a ceux
de la FMM d’ordre 0. Pour la FMD, la montée en ordre s’est traduite par une amélioration
remarquable de la convergence en maillage. Nous avons eu a résoudre, dans le cas d'un conduc-
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teur parfait, des problémes liés au mauvais conditionnement des systémes d’ordre 1; pour la
résolution itérative, la méthode de Jacobi a été remplacée par un GMRes préconditionné [90].
Pour la FMD, nous nous sommes ensuite attachés a réduire le cotit de I’étape de transfert, car
cette étape détermine a elle seule la complexité de la méthode. L’optimisation proposée, basée
sur le lissage et le seuillage des fonctions de transfert, permet de considérer moins de direc-
tions de discrétisation sur la sphére unité, et d’obtenir une méthode ayant une complexité en
O(K%Ink + Ny, k**). Les tests numériques ont montré qu’en choisissant de maniére convenable
le niveau grossier et le paramétre de seuillage, nous obtenons, en montant en ordre avec la FMD
optimisée, des gains importants par rapport a la version initiale de la FMD.

Nous avons ensuite comparé la FMD optimisée & la FMM. Par rapport a la FMM, il est apparu
que la FMD est nettement moins cotiteuse en temps de calcul mais un peu moins précise, et
pour certains cas, plus consommatrice en mémoire.

A Tissue de ce travail, certaines perspectives peuvent étre envisagées. En ce qui concerne la
FMM, nous pouvons songer, au regard des résultats numériques obtenus, & améliorer le pré-
conditionnement du systéme a ’ordre 1 afin de diminuer le nombre d’itérations de la résolution
itérative.

Pour la FMD, une premiére amélioration pourrait consister & considérer une formulation inté-
grale autre que les EID, ce qui permettrait notamment de réduire la consommation en mémoire.
Une autre perspective serait de paralléliser le code en s’appuyant sur une version paralléle d’'un
code FMM. Ceci réduirait les temps de calcul et augmenterait la capacité de stockage, ce qui
permettrait de considérer des fréquences plus élevées. L’inversion du systéme pourrait aussi se
faire par une méthode directe paralléle efficace, étant donné que le systéme est de taille réduite.
Cette modification étant d’autant plus intéressante que I'influence du coiit de cette étape sur
le temps total de la résolution est plus importante pour la FMD optimisée que pour la FMD
classique. D’autre part, pour des géométries complexes telles que I’amande NASA, nous devons
améliorer, par 'emploi de méthodes physiques plus appropiées (par exemple la méthode des
couches minces [91]), Papproximation de la phase de 'inconnue en tenant compte des singulari-
tés éventuelles ainsi que des zones de fortes courbures de 'obstacle. De plus, ’application de la
méthode de discrétisation microlocale étant uniquement valide pour une onde incidente plane
et un objet convexe, une généralisation de cette méthode aux objets non convexes éclairés par
une onde incidente quelconque semble étre nécessaire pour traiter un plus grand nombre de
problémes. En s’inspirant de la méthode développée par de La Bourdonnaye et Tolentino [49],
nous pourrions envisager une discrétisation de la phase basée sur la considération de plusieurs
directions qui seraient choisies en nombre limité et en fonction de I’obstacle.
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Annexe 1

Nous allons montrer I'unisolvance de 1’élément fini de classe H(div) de Nédélec d’ordre un.
D’aprés la définition (2.2.2) et la forme des degrés de liberté (2.9) et (2.10), ceci revient a
montrer qu’il existe un unique ¢ € D? vérifiant :

o = / (qg-n;)ds ; i€d{l,2,3}, (11.4)
OK;
Qir3 = / (qﬁl>8d5 ; (S {17273}7 (115)
OK;
1 <1 1
ap = /qd:c ouq:q~( ), (11.6)
x 0
(11.7)
2 . 0
ag = /qdw ouq:q-(1>, (11.8)
K
pour tout o = (ayq, - -+, ag) appartenant a RS.
Afin d’alléger les notations, nous posons :
- 1= Aéma
2= Aéma
- ¢3 = A%OQa
- ¢4 = A%Ola
- ¢5 = A?QOa
- ¢6 = A%lOa
- At (V) _ A (V)
AN A A1 A |
g = 1 )_ 1A

2 3
Nlll Nlll

229



Comme ¢ admet la décomposition suivante :

8
q=Y_ 4,
j=1

il revient au méme de montrer ’existence d’un unique ¢, que de montrer I'existence d’un unique

a1
vecteur () = : solution de I’équation matricielle :
as
AQ = a, (11.9)
ou A est donnée par :
faK1<¢1 -ny)ds faKl(‘b?'ﬁl)dS faKl<¢8'ﬁ1)ds
A faK3(¢1 'ﬁg)s ds faK3(¢8 ‘ﬁg)s ds
[y 01 dx [y O8 dx
quﬁ%dx quﬁgdx

En tenant compte de 'annulation de certains coefficients sur les six premiéres lignes de A, nous
avons :

ai a¢ 0 0 O 0O O O

0 0 a; ao 0 0 0 O

0 0 0 0 a3 az 0 O

A 0O ag. 0 0 O O 0 O
0O 0 as 0O O O 0 O

0O 0 0 0 0 a O O

x % x % % % b by

x k% x sk x b3 by

Nous allons calculer le déterminant de A. En effectuant des développements par ligne et par
colonne, nous avons :

- by b
det(A) = Hai det ( b; bj ) :
i=1

Il ne nous reste plus qu’a calculer les coefficients by, by, b3 et by. Pour simplifier cette tache,
nous remarquons que les coefficients b; et b3 d’une part, et les coefficients b, et b, d’autre part,
sont identiques. Nous posons :

[n:/¢?d:c, et Jn:/¢gd:c, oun € {1,2}.
K K
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Nous avons :

I, = /gb?d:p
K

1 1-X\1
= / d/\1/ 3[As(A1ly — A2lT) — A (Aaly — A3l5)] d s
0 0

1 1-X\1
= / d)q/ 3[((X2)? 4+ 201 A0 — M)l + (201 — 2(A1)? — M A2) 18] dXo
0 0

ln
I, = %, n e {1,2}.

De la méme maniére, nous obtenons J,, = ?1, n € {1,2}.

Nous avons donc :

6
det(A) = (b1b4 — bgbg) H a;
i=1
9 6
= Jem-np e o
i=1
I I
car les vecteurs [y et [, définispar [y = | 12 | etly = | [ | sont linéairement indépendants,
0 0
ce qui entraine que |l; A ly| = |I?13 — [{I3| est non nul.

Nous venons de montrer que la matrice A est inversible puisque son déterminant est non nul,
et donc que 1’élément fini de classe H(div) d’ordre 1 est unisolvant.
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Annexe 2

Partie A

Dans cette partie, nous décrivons la méthode classique de triangulation d’une surface I'. La
triangulation de I' nous permet par la suite de construire I';,, surface approchant I' et servant
a I’approximation numérique des différentes intégrales.

Nous nous donnons en premier lieu, une surface fermée I' C R?, supposée assez réguliére, et

pouvant étre définie comme la réunion de p composantes connexes I';.
p

La surface ' étant réguliére, elle admet un recouvrement fini d’ouverts {O;},_;,i.e. T' C U O;,
et il existe un difféeomorphisme ; associé a chaque ouvert O;, qui envoie O; dans un céble de
R2. Nous posons désormais ¢; = ;'

Nous avons donc un systéme fini {O;, ¢;}7_; de cartes formant un atlas de T, & partir duquel
nous pouvons “trianguler” I'; i.e. pour chaque i € {1,...,p}, il existe un ouvert polygonal D;
qui vérifie D; C w; et gbl(ﬁ) =T, oll w; est I'ouvert de R? permettant de paramétrer O; par

(bl' Wi — Oz
Remarque. ¢ : w — O est un systéme de coordonnées locales.
Nous avons la “triangulation” suivante de I :

I'= Ufi = U@(E) C U¢z(wz) (11.10)

Cette triangulation vérifie les conditions de compatibilités suivantes :

soit ()
V(wi, Dy, ¢i) # (wj, Dj, ¢;), ¢i(D;) N quj(E) = { soit un sommet commun
soit une aréte curviligne commune

Remarque. Une telle triangulation existe toujours pour une variété C* compacte et orientée.

Nous considérons 7," une triangulation de D;, que nous supposons réguliére, i.e. Z,* doit
satisfaire les conditions usuelles :
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h .
- VT e T, I < c1, oll ¢1 est une constante indépendante de T et de h,
Pr

C < ¢y, OU ¢o est une constante indépendante de T et de h,
T

ou hr (respectivement pr) correspond au diamétre du cercle circonscrit (inscrit) du triangle T,
et
h = max hry. (11.11)

TeTH

p
Soit ¢! 'interpolée linéaire de ¢; sur chaque triangle 7' € 7;*. Nous notons 7." = U T.". Nous
i=1
définissons ensuite ¢y, la fonction définie sur 7;" dont la restriction a 7' € 7, coincide avec ¢7
et ¢, la fonction définie sur 7,* dont la restriction a Z." coincide avec ¢;;,. Pour tous triangles
distincts T} et T, appartenant a 7,", ¢!' (T}) et ¢.>(T3) vérifient les conditions de compatibilités
vues précédemment. Nous pouvons alors définir :

mn=U U e (11.12)

i=1TeTh
Nous définissons donc une nouvelle triangulation :
T, = {Kplan |K = ¢,(T), VT € T} (11.13)

Il apparait clairement que la juxtaposition des éléments plans de 7; forme une surface poly-
édrique fermée I';, dans R3.

Remarque. f’; = U K est déja une approximation de I'. Nous pourrionst choisir I', = f’;,

KeT,
mats nous appTOCherionS I' avec Seulement, une S’U;rface plane et non avec une SUTf(ZC@ courbe.

Nous considérons ) la projection orthogonale de fvh sur I'. A chaque triangle K € 7, nous
associons ’élément fini de Lagrange (K, Xk, P;), ou P; est I’espace des polyndmes & deux in-
déterminées, a coefficients complexes et de degré total inférieur ou égal a [; Y est ’ensemble

des degrés de libertés de 1’élément fini, et est ici ’ensemble des valeurs prises par p quelconque

1+ 1)(+2)

dans IP; sur un ensemble N d neeuds choisis sur K.

Remarque. [ est [’ordre d’approximation de la géométrie.

Nous définissons F = II;3 'interpolée d’ordre [ de ¢ restreinte & K, obtenue a partir de
Iélément fini (K, X, ).
Nous avons la définition suivante de I'y, :

Tw=J Fr(K). (11.14)

KETh
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La surface I'j,, construite ci-dessus, est totalement définie par un nombre fini de points de I'.
Elle nous permet ainsi de poser le probléme discret en remplacant I' par I', dans les équations
intégrales.

Partie B

Nous introduisons quelques notions de géométrie différentielle dans le but d’établir une
relation entre I' et I';,, tout en gardant & I’esprit ce qui a été vu précédement dans la partie A
de cette annexe. Nous définissons @, un C'*-diffécomorphisme entre I'x| — ;[ et un voisinage
tubulaire U, de I' qui est constitué des points dont la distance & I' est inférieure a €, par :

¢ :T'x]|—¢ee] — U (11.15)
<m7 t) - (I)(mvt) =m+ tﬁ(m)v
ou U, = {r € R?| inlﬁ |z — y| < €}, et 77 est la normale unitaire & ' au point m.
ye

De (11.15), il s’ensuit que pour une carte locale (O, ¢), application

V:wx]—¢gel — U (11.16)
(y.t) — Wy, t) = o(y) +ti(o(y)),
est un C*°-diffeomorphisme.
Dans les notations ci-dessus, U est un ouvert de R?, et ¢ va de w, qui est un ouvert de R?,
dans O C T. La relation liant les coordonnées locales y = (y!,vy?) de la carte (O, D, ¢), avec

K = ¢7(T) (ou ¢r est 'interpolée de ¢)) et T C D, aux coordonnées & = (&1, £2), est donnée
par :

Sy y*) +y y)iley' y*) = Fr(E, &%), (11.17)

ou Fx correspond a l'interpolée d’ordre [ de la projection orthogonale de ﬁ: = U K sur I,

construit & partir de I’élément fini Lagrangien (K, g, Py). e
Nous avons donc (¢ o F)(€) = ¢(y'(€), y*(€)), ce qui entraine :
o(y(€),y°(€)) + t(y (€), ¥*(€))i(o(y (€), ¥*(€))) = Fx(8), (11.18)
soit avec un léger abus de notation :
(Yo Fg)(€,6%) + (&, €€, €%) = Fre(€,€%). (11.19)

Nous venons donc d’établir une relation entre les surfaces I'y, et I'.
A partir de (11.19), Bendali a montré [19], qu’en remplacant le plan tangent & I" par le plan
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tangent a [', alors il y a perte d’un ordre de convergence, et pour un schéma d’ordre 1, il peut
aussi y avoir perte de la consistance.
En effet, en dérivant (11.19) par rapport a £*, nous obtenons :

«t+ = =e., 11.20
€a + 8@” JEa e ( )
N — —
ot {e], €5} (resp. {e?, eh}) forme une base du plan tangent a T’ (resp. ['y,).
De l’égalité (11.20), nous déduisons 'estimation d’erreur suivante :
ﬁ
|ea —el| <ch!, VK €T, (11.21)

puisque la fonction ¢, s’annulant sur I’ensemble des nceuds de K utilisé pour définir les degrés
de liberté de 1élément fini (K, X, ), vérifie les résultats classiques d’interpolation :

t(¢h, €3] < eht, (11.22)
ot
o
ou ¢ est une constante indépendante de h et de K.

Nous voyons bien, que cette perte dans 'ordre d’approximation du plan tangent a I' est due a
la présense de la normale dans (11.19). Donc pour conserver les ordres d’approximation de la
géomeétrie, il ne faut pas directement approcher le plan tangent a I" par le plan tangent a I'y,.

Pour remédier a cela, une solution possible consiste & prendre comme base du plan tangent a
Fh .

(€& < o, (11.23)

= _ Ok

el = dea”

(11.24)

ol nous définissons px comme l'interpolée de (¢ o Fi) construit & partir de ’élément fini
(Ka ZK? Pl—l—l)-
De la méme fagon que précédemment, nous obtenons I’estimation d’erreur suivante :

— —
lel —et| < en'tt, VK €T, (11.25)

Partie C

Nous reprenons les notations introduites au chapitre 3. Nous montrons que les fonctions
de base courbes d’ordre élevé de Bendali (cf section 3.2) et de Graglia (cf secton 3.3) sont
équivalentes. Nous notons respectivement z g et xg les paramétrisations de I';, de Bendali et de
Graglia. Pour établir ce résultat, il va falloir tout d’abord comparer les bases du plan tangent
a 'y, obtenues a partir des paramétrisations de Bendali et de Graglia. Pour les distinguer, nous
posons :
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-0 = Frak t by o
1 8)\1’ 2 a)\2’

ol {bh bh} est une base du plan tangent a I[';, obtenue a partir de la paramétrisation de Bendali,

et { gt g } est une base du plan tangent a I';, obtenue a partir de la paramétrisation de Graglia.
—9—9 — —

Afin de comparer la base {b" bi} lite aux coordonnées {£!, €2}, et la base {g7, g4} liée aux

coordonnées {1, Ao}, il faut mettre en relation ces systémes.

Soit K, » un élément courbe de I'y, et soit K 1’élément plan de Fh tel que K, n est I'image de K
par Fi, 'interpolée de la projection orthogonale de 'y, sur I'. Les coordonnées barycentriques
(A1, A2, A3) associées aux sommets de K s’écrivent comme des fonctions affines de &' et de €2 :

N(EE) =i+ B + 7€ 1€{1,2,3}. (11.26)
Nous posons : \;(€1,€2) = ¢,(&,€%), 1 € {1,2
définies, car elles vérifient les relations ¢;(af*) =

S$923, S13 et 512 de K.
En posant £ = (£1,£%), A = (A1, \2) et ¢ = (¢, @), nous obtenons :

za(A) = (za 0 9)(§) = vp(§). (11.27)

,3}. Les fonctions {¢;}2_, sont complétement
= 0;j, af, a¥ et af correspondant aux sommets

Nous avons en utilisant (11.27) et la formule de dérivation des fonctions composées du calcul
différentiel :

b—,{ _ Orp _ d(xg o 9)
T o¢1
2
6xg 8¢‘
= > %o )%
; o~ o
— 2 —
o= > Bilg]o9). (11.28)
j=1
N
De la méme facon, nous avons pour b2 :
— or 2 —
by = 8—; = (g 0 9). (11.29)
j=1

Soit /g2 le jacobien provenant de la paramétrisation de Bendali, et soit /g% le jacobien
provenant de la paramétrisation de Graglia, i.e. en posant dS 1’élément de surface, nous avons

= /gPdetde? = \/gCdNid),.
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Vg2 (respectivement 1/¢) est la racine carrée de la valeur absolue du déterminant du tenseur

métrique (TMP) (respectivement (TM%)) associé a {bh bh} (respectivement {gl, }) Les
tenseurs métriques (TTM?) et (T M%) sont définis par :

B @ id G
(1 1) (1 2) (91 91) (91 92)
(TMP) = = et (TMC) gz = (11.30)
" 0o 7 " o T
(b1 'bz) (bz ‘bz) (91 '92) (92 ‘92)

Nous avons donc /g |bh A bh\ et /gy = |g1 A g2\ A Taide de (11.28) et (11.29), \/g?
s’exprime en fonction de N

B NS
9 = ‘bl/\bz‘
oA h
= (g ngh)odl (11.31)

ot ¢ = |B1v2 — Byl

Remarque. Pour une approzimation de la surface d’ordre 1, nous avons

/ K, 7K
g, = [N AfR=1
= /g% o ¢ = 2mes(K)c,

1

ce qui entraine c = ———.
1 2mes(K)

Nous procédons a des simplifications au niveau des notations utilisées. //\73 désigne n’importe
quelle fonction de base d’ordre élevé de Graglia. La notation des fonctions de base d’ordre élevé
de Graglia est telle qu’a chaque fonction de base RT3 de Bendali, il correspond une fonction de
base ]\7; de Graglia. Cette correspondance entre é\i; et Jf\\;; se fait par le biais des fonctions de
base planes RTjs et Ag.

Les fonctions de base courbes de Bendali {f,%\j:ﬁ}g et de Graglia {X;;}g sont définies par :

RTy(€) = ——((RTy- X)W + (RTy - fR)0E (11.32)

-5
Sl

KoV = —=((As-eh)gh + (A kgl (11.33)

5

Nous supposons que les fonctions R1j, et Ag, vérifient :

RTp(§) = (Ag, 0 9)(§). (11.34)
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Nous allons montrer que J/%\T—B/O et 7\;;0 sont équivalentes.
Soit P la matrice associée a 'application Id. s, définie par :

Id.s : (B2 {cf . eF }) — (B2 {5, 15)). (11.35)

- =

el et el étant définis par :
— —

6{( = l2, et 65( = —ll,
— —
et fIX et fX étant définis par :
K K K K K. K fR\fEK
f—>K— ay Qo ot f7<_ ap as — (ay ag - fi ) fi (11 36)
1 = — 2 — — ) :
|afay | lafal — (affad - f1) fF]
nous avons :
= 17K (27K
€1 =& —&fy, (11-37)
" I e\ 7K (27K
e = (&—&)f1 —&fas (11.38)

— —
en notant & = (£}, £?) les coordonnées de a* dans le repére {afX, [, fI£}.
P s’écrit donc :

-& L&
P = . (11.39)
& -8

— —
. , — 2
Soient, (z!, 2%) les coordonnées d’un vecteur v dans la base {ef, eX}, et (y', y?) les coordonnées

— —
de ce méme vecteur dans la base { fX, fX}. Le passage des coordonnées (2, 2?) aux coordonnées
(y', y?) se fait par :

y'=) Py, i=1.2 (11.40)
j=1
(11.40) étant équivalent a :
— 2 —
T =Y P e, i=1.2, (11.41)
j=1
nous avons :
RT(€) L (RTy, - [EVE + (RTy, - [F)BE) (11.42)
Bo = T a_ A Bo " J1 )Y Bo " J2 )Y .
c(v/ g5 0 0)
1 2

1 (T, fF o 0)+ (BTh - 5)S e(ah 0 6)) (1143
CWEO@« b f )l;ﬁk(g ) + (RT3, - f );%(g ¢))(11.43)



— —
En remarquant que (RTp, - f{*) et (RT3, - f&) sont respectivement les premiéres et secondes
— —

coordonnées de RTj, dans la base orthonormée {f{, f&}, nous pouvons écrire :

— 2 —
RTs - fi* = Z P1j(RTp, - ex), (11.44)
j=1
— 2 —
RTy, - f3* = Z Poj(RTp, - ex). (11.45)
j=1
D’oti, nous avons :
— 1 —) 2 —
RT5(6) = ——==——=((Q_ Py(RTs - ¢i)) ) Bulgy o ¢)
(\/ g5 0 9) Z ’ ;
—
+ (Z Pyj(RTg, - €4)) > wlgk 0 9)) (11.46)
Jj=1 k=1
Z Z H —)
= ((B1 ) Py RTgo )+ Y Poj(RTs - €5))(gr o ¢)
/gh (b J = J 1
—> —> =
+ (B ZPU RTp, - e3c) + 7 ZPzg RTp, - e5)) (g5 © 9)). (11.47)
Jj=1 j=1

Remarque. L obtention des coefficients {c;, B3;,7: }i_,, intervenant dans les coordonnées bary-
centriques, se fait en utilisant les relations )\i(a]K) = 0;; pour 1 < 4,5 < 3, et en choisissant

— —
a comme origine du repére {Ox, fI, fX}. De plus, en tenant compte de la facon dont ont été
— —

choisis les vecteurs fi et f& dans (11.36), nous obtenons :

1
_&1:1751:——1}71_5'3 §2
2 663
1
70{2:0’ﬁ2:—1’/>/2 53
2 §2
1
*043:0,5320773:—2-
&5

D’aprés les relations :
= P +mPa =1,
= [1Pia + 1Py =0,
= (2P + 72 Py =0,
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— PoPia 4+ 2 Par = 1,

il vient immeédiatement que :

R, (&) = m (RT3, - é)(gh 0 6) + (RTs, - &4)(gh 0 6)). (11.48)

En utilisant les relations (11.34) et (3.31), nous avons :

(Agy 0 9)(8). (11.49)

— 1
RTﬁo (5) = N

Bo

Ng, étant le coefficient de normalisation de /A\g;
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