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Introduction

Soient X une variété algébrique complexe lisse de dimension n+1, S une courbe algébrique
complexe lisse et f : X — S un morphisme entre X et S. Sur X et .S on considere la topologie
forte induite par celle de C.

On sait qu’il existe un ensemble fini B inclus dans S tel que

firrswm) : [TH(S\B) = S\ B

soit une fibration topologique localement triviale (voir Verdier [Ve]).
Si s € S, on note Fy la fibre de f au-dessus de s et I la fibre de la fibration f;-1(s\p).
A cette fibration on associe la représentation de monodromie

p*m(S\ B, by) — Aut(HY(F,Q)),

ou by est quelconque dans S\ B et ¢ € N.

Le but de cette these est une étude (non exhaustive!) de la «structure» de cette repré-
sentation.

Pour une raison technique, il est utile de considérer X et S des compactifications lisses
de X et S respectivement, un morphisme f : X — S qui prolonge f et B =S\ SUB.

Dans le chapitre 1 section 1.2, on commence par rappeler différentes approches de la
notion de cycles évanescents. En effet, pour le faisceau constant Qx et pour 'application f,
on a les notions de cycles évanescents suivantes :

(i) la notion générale introduite par Deligne [De],
(ii) les définitions plus concretes introduites par Neumann-Norbury [NN1] pour le cas affine
X =C", S =C et par Siersma-Tibar [ST2] en général.

Ces différentes approches nous permettent de comprendre la relation entre le local et le global
a la fois au niveau de X et de S.

Dans la section 1.3 nous commengons par expliquer la relation entre les définitions (i)
et (ii). En faisant cela, nous dégageons une classe spéciale d’applications, les applications
sympa (voir définition 1.2.14), qui jouissent de propriétés analogues au cas affine. Cette
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8 INTRODUCTION

classe d’applications a aussi des propriétés intéressantes dans la théorie des D-modules, voir
Dimca, Saito [DS1] et Sabbah [Sabl], [Sab2].

Dans la section 1.4, nous montrons certains résultats de connexité relative qui sont I'ana-
logue faisceautique des résultats obtenus par Siersma et Tibar [ST1], [ST2], [T], par Neumann
et Norbury [NN1] et plus récemment, par Hamm [Ham]| dans un contexte faisceautique (fais-
ceaux pervers sur Z).

On obtient aussi

(i) des généralisations des théoremes des cycles invariants locaux et globaux obtenus par
Artal-Bartolo, Cassou-Nogues et Dimca [ACD], Neumann et Norbury [NN1], Michel et
Weber [MW], voir section 1.4.

(ii) certaines formules utiles pour la caractéristique d’Euler des fibres de I'application f,
voir section 1.5.

Dans le chapitre 2, on ajoute une structure sur les groupes de cohomologie des fibres de
f :la structure de Hodge mixte (théorie initiée par Deligne). On obtient ainsi au-dessus de
S\ B une variation de structures de Hodge mixtes dont on sait que I'on peut prendre les
limites en les points de B.

Ces limites ont permis a Steenbrink il y a 25 ans de définir le spectre (ainsi que les
paires spectrales) d'une singularité d’hypersurface isolée (voir [Stl1]) puis Steenbrink lui-
méme, Varchenko (voir [V]), Steenbrink-Némethi et d’autres ont obtenu des résultats tres
intéressants motivés principalement par une conjecture faite par Arnold (voir [AGV] et [St2]
pour plus de détails). Une raison pour laquelle on considere les paires spectrales ou le spectre
est que ceux-ci contiennent des informations sur la monodromie d’une singularité isolée.

Le calcul du spectre d’une singularité non dégénérée par rapport a son polyhedre de New-
ton est connu de Steenbrink [St1], et Saito [Sai2]. En dimension deux, Schrauwen, Steenbrink
et Stevens [SSS] ont montré en particulier comment calculer les paires spectrales d'une sin-
gularité de courbe plane & partir de sa résolution (ce qu’ils donnent est en réalité plus précis).

Il y a quelques années, Sabbah [Sab4| a défini le spectre de la monodromie a 'infini d'un
polynome modéré, suivant approximativement la méme approche que celle de Scherck et
Steenbrink [SS] (dans le cas local) en outrepassant des difficultés provenant de la situation
globale et non propre a l'aide de propriétés profondes des D-modules associés.

Le cas global et non dégénéré par rapport au polyedre de Newton est connu de Sabbah
[Sab4] et de Douai [Do2]. Dans un cadre plus général, les fonctions Zeta ont été calculées
par Libgober and Sperber [LS].

Ici nous montrons comment calculer les paires spectrales d’une application polynomiale
dont la fibre générale est connexe. Ces paires spectrales sont calculées comme dans le cas
local a 'aide de la résolution a l'infini de la fibre générale.
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Dans le cas d'un polynome non dégénéré par rapport a son polygone de Newton nous don-
nons une nouvelle formulation du spectre qui tient compte des propriétés arithmétiques du
polygone et qui va nous permettre dans le chapitre suivant de faire apparaitre naturellement
les sommes de Dedekind.

Dans le chapitre 3 on s’intéresse a la variance du spectre.

Soit f un germe de fonction analytique en 0 définissant une singularité isolée ou une
application polynomiale a fibre générique connexe. Dans la section 2.2, on a défini le spectre
de f que I'on note et que I'on écrit ici sous la forme

Sp(f) = (1) + -+ + (),

avec —1 < a; <--- <y <n.
On note

o 2
V=V(f)= Z(ai_u)
i=1 H
la variance du spectre Sp(f).

Lors de la conférence sur les singularités a linstitut Newton a Cambridge, en 2000,
Hertling nous a proposé cette surprenante conjecture :

Conjecture 0.0.1 ([H]) Pour toute singularité d’hypersurface isolée

o, — Qg
V< T
Cette conjecture était a I’époque vérifiée pour beaucoup d’exemples (les singularités
simples, unimodales et bimodales dans la classification de Arnold) et seulement prouvée
dans le cas des singularités de polynomes quasi-homogenes ot I'on a en réalité une égalité
(voir [H] pour une preuve théorique utilisant les variétés de Frobenius et [Dim] pour une
preuve élémentaire basée sur des formules de [St1]).
Lors de la méme conférence, Dimca a suggéré une conjecture duale pour les polynomes
faiblement modérés, voir [Dim]| ou le paragraphe 2.3.2.

Conjecture 0.0.2 ([Dim]) Pour tout polynome faiblement modéré

o, — Qq
V>t
- 12
Peu de temps apres cela, M. Saito a prouvé que la Conjecture 0.0.1 est vraie pour toutes
les singularités irréductibles de courbes planes.
Dans ce chapitre, on va montrer les théoremes suivants.
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Théoréme 0.0.3 La conjecture 0.0.2 (resp. Conjecture 0.0.1) est vraie pour tous les poly-
nomes irréductibles a Uinfini f : C* — C (resp. singularités f : (C*,0) — (C,0) irréduc-
tibles). On a égalité si et seulement f est une déformation négative (resp. positive) d’un
polynome quasi-homogéne définissant une singularité isolée.

Théoréme 0.0.4 La conjecture 0.0.2 (resp. Conjecture 0.0.1) est vraie pour tous les poly-
nomes f : C* — C (resp. singularités f : (C*,0) — (C,0)) qui sont non dégénéré(e)s par
rapport au polygone de Newton et commodes. On a égalité si et seulement f est une défor-
mation négative (resp. positive) d’un polyndme quasi-homogene définissant une singularité
1s0lée.

Les situations globales et locales sont en réalité traitées par une méme formule qui nous
permet de répondre par l'affirmative aux deux conjectures. Dans le cas non dégénéré la
nouvelle formule que I'on a donnée du spectre dans le chapitre 2 s’est avérée tres utile dans
la démonstration du théoreme 0.0.4.

Comme on a une description explicite du spectre dans le cas non dégénéré en dimension
quelconque due & C. Sabbah (voir aussi A. Douai), on espere, par une généralisation de la
méthode présentée ici, pouvoir ainsi prouver les deux conjectures. Dans cette optique le cas
général d’une singularité isolée semble nettement plus difficile.



Chapitre 1

Topologie des fonctions régulieres et
cycles évanescents

1.1 Introduction

Soit f : X — S un morphisme non constant entre variétés algébriques complexes lisses,
X de dimension n+1 et S une courbe. On sait qu’il existe un ensemble fini B = {by, -+ , b, }
tel que
FiX\fA(B) = S\B

soit une fibration topologique localement triviale. On choisit B minimal ayant cette propriété.
On note F, = f71(b) la fibre au-dessus du point b et N(F,) = f~1(D.(b)) le tube autour de
la fibre F,, D.(b) étant un disque fermé plongé dans S, de centre b et suffisamment petit.
Les fibres Fy,, i = 1,...,m sont dites fibres irrégulieres et Fj, pour b ¢ B fibres régulieres.

Dans ce chapitre et dans le reste de la these, tous les groupes de cohomologie que 1’on
considere seront a coefficients dans Q.

Le but de ce chapitre est de donner des résultats d’annulation des groupes de cohomologie
associés a f : X — S, d’avoir des résultats permettant de calculer la dimension des espaces
des cycles invariants locaux et globaux et enfin de calculer la caractéristique d’Euler des
fibres de f.

Dans la section 1.2 on commence par donner différentes approches des cycles évanescents :
celle de Deligne (foncteur des cycles évanescents) puis celle de Neumann et Norbury ainsi que
Siersma et Tibar (¢g-(co)cycles évanescents). Nous montrons ensuite comment ces approches
sont reliées.

Dans la proposition 1.2.10 nous donnons diverses caractérisations du fait que le fais-
ceau RIf.(Qx) n’a pas de section a support fini et nous nommons application sympa toute

11



12 CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DES FONCTIONS ET CYCLES EVANESCENTS

application qui vérifie I'une des propriétés de la proposition 1.2.10 pour tout entier q.

Dans I’étude du foncteur des cycles évanescents, il est utile d’introduire une compacti-
fication f : X — S de f: X — S avec j : X — X plongement de X dans X. Cette
compactification nous permet d’utiliser la formule du changement de base et de définir la
«dimension» d(f) du support du complexe de faisceaux ¢1,07(R7Q"), ot t est une coordon-
née locale, afin d’avoir dans la proposition 1.3.2 (section 1.3) un résultat d’annulation des
q-(co)cycles évanescents en fonction de la dimension d(f) et de n. La proposition 1.3.4 donne,
pour une application sympa, ’annulation des groupes de cohomologie a support compact en
fonction de 'annulation des groupes de cohomologie de la fibre générique. Le théoreme 1.3.5
donne 'annulation des groupes de cohomologie relative des fibres de f par rapport a X en
fonction de n et de d(f) lorsque le plongement j : X < X est un morphisme affine.

Le théoreme 1.4.1 donne une relation de récurrence sur dimKer (77" — 1) ol Ty est la
monodromie associée a un tour dans le sens trigonométrique autour du point b de S. Le
théoréme 1.4.2 donne une relation de récurrence sur dimH9(F)™ la partie invariante de la
cohomologie par rapport a 'action de la monodromie du groupe fondamental 7 (S*).

Le théoreme 1.5.1 donne x(F') en fonction de x(X), x(S) (lorsque x(S) # 0), et de la
dimension dimV?(b) des ¢-(co)cycles évanescents.

La remarque 1.6.5 nous dit que pour avoir d(f) minimal il faut parfois choisir une com-
paction X telle que j : X — X soit non affine.

1.2 Comparaison de différentes notions de cycles éva-
nescents

Définition 1.2.1 Soit b € B, € > 0 suffisamment petit, b’ € D!(b) = D.(b)\{b}. On appelle
Vi(b) = H"Y(N(Fy), Fy) ! les g—(co)cycles évanescents de lapplication f au point b € B.

Remarque 1.2.2 La définition ne dépend pas du choix de &’ € D*(b) ou de € > 0.

Soit by € S\U, D.(b;) une valeur de référence pour f. On choisit des chemins ~; joignant
bo & D.(b;) tels que v; Ny; = by pour @ # j. Soit P 'union de ces chemins et D 'union des
disques autour des valeurs irrégulieres de f. On note aussi F' = f~!(P) qui se rétracte par
déformation sur la fibre régulicre Fy,.

Maintenant, on suppose S = C. Comme X se rétracte par déformation sur f~1(P U D),
on a alors par excision la proposition suivante, voir [Br], [ST2|, [NN1] pour le cas X = C"*!
et [ST2] pour le cas général.

'Les groupes de cohomologie considérés ici sont & coefficients dans Q.
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Proposition 1.2.3 5i S =C, on a
(i)
H™ (X, F) =@ H™(N(F), Fy) =P V(b
beB beB
(i)
H'™™(X,N(F,)) = Vo),

ceB
c#b

pour tout b € B,

(7i) la suite exacte longue du triplet (X, N(Fy), Fy) se décompose en suites exactes courtes
de la forme

0 — HYX N(F)) — H"(X, Fy) — Vi(b) — 0,
pour tout b € B et b' € D.(b).

On a la notion plus générale de cycles évanescents, introduite par Deligne [De], que 'on
va rappeler ici.

Soit X un espace analytique complexe, on note D?(X) la catégorie dérivée de la catégorie
des Qx-modules mod(Qyx ) construite via les complexes de Qx-modules bornés. On note aussi
D?(X) la sous catégorie de D°(X) dont les complexes sont cohomologiquement constructibles
(voir [BS]).

Soit X une variété algébrique (ou analytique) complexe, f : X — C une fonction réguliere
(ou holomorphe) non constante.

Rappelons la définition des deux foncteurs

DYX) — Di(Fy) et DYX) — DI
F*o— Yp(F) F*o— op(F°)
ot Fy = f71(0) est supposé non vide.
On a le diagramme

Fo(—j>X<—i)N(F0)\F0 5

|

% rev. univ. X
D} ————— Ds

ol € a été choisi assez petit pour que f : N(Fy)\Fy — D7 soit une fibration topologique
localement triviale (dans le cas analytique, cela est possible par exemple si f est propre).
Ici, N(Fy) = f~1(D.) est le tube de la fibre Fy et on regarde E comme la fibre générale
«universelle» de la fibration f : N(Fy)\Fo — D7 (le carré a droite étant cartésien).
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Définition 1.2.4 (Cycles proches) On note s le foncteur des cycles proches relatif a
la fonction f le foncteur de D%(X) dans DY(Fy) qui a un compleze F* associe le complexe

Y F® = R(i o 7).(i 0 7)"H(F?).

Définition 1.2.5 (Cycles évanescents) On note s le foncteur des cycles évanescents
relatif a la fonction f et can : Yp(F*) — @;(F*) le morphisme canonique défini par le
triangle distingué
I g (FT) T o (F) T
Remarque 1.2.6
— On peut aussi définir les foncteurs des cycles proches et des cycles évanescents pour
f: N — D ou N est un espace complexe, D un disque dans C de centre 0, f une
application continue telle que fiz s-1(9) — D* soit une fibration topologique localement
triviale et J’E"N\ F-1(0) Un complexe de faisceaux cohomologiquement constructibles.
— Les foncteurs ¢¢[—1] et ¢s[—1] sont des foncteurs t-exacts, c’est a dire que l'image
par l'un de ces deux foncteurs d’'un faisceau pervers est un faisceau pervers (voir [KS],
10.3.13).

On veut comparer les cycles évanescents de la définition 1.2.1 avec ceux de la définition
1.2.5. On sait que le foncteur cycles évanescents commute avec les foncteurs images directes
par les applications propres. C’est pour cela qu’il est naturel de considérer des compactifica-
tions de I'application f.

Soit f : X — S une compactification de f : X — S, c’est-a-dire : X est une variété
algébrique et f un prolongement de f qui est propre. On note j : X — X linclusion
naturelle.

Lemme 1.2.7 Pour tout compleze G* dans D°(X), tout b dans B et tout b’ dans D.(b)\{b}
on a l’égalité suivante

H (T (Fy), Fy,G°) = H(Fy, ¢,,.7G°)
ol ty est une coordonnée locale de S en b.
Preuve. Il suffit d’utiliser la formule de changement de base ([KS], p. 358)
¢, (Rf.G*) = BT (p,,;3G°)

et le fait que l'on a go?b(R?*g') = HY (N (Fy), Fy,G*). UJ
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Proposition 1.2.8 On a Vi(b) = H!(Fy, ¢, ,7Rj.Qx) = ¢} (Rf.Qx).
Preuve. En appliquant le lemme précédent a G* = Rj,Qx, on obtient

H (FEH Sotbo?Rj*QX) = QOgb (RfQx).

Considérons le diagramme commutatif suivant

Fb’(L F,

olt iy est I'inclusion de Fj, dans X, % l'inclusion de F} dans X et jy l'inclusion de Fy dans
fb’-

En adaptant la preuve de Sabbah de la proposition 8.3 dans [Sab2] au cas d’une fibre
réguliere, on montre que

7' (R1.Qx) = Rjy (i, Qx).
On a le méme type de propriétés avec N(F},) au lieu de Fy en appliquant directement les
définitions (et en se ramenant a un tube ouvert). Cela nous permet de voir que

Va(b) = B (N(Fy), Fy, Rj.Qx).

Ceci nous amene naturellement a poser les notations suivantes.
Notations 1.2.9 On pose
%y = supp ¢y +(Rj.Qx),
Yy = U X,
et
d(f) = max dim¥,,.

Si on dispose d’une stratification de Whitney S de X telle que X soit une strate et si on
pose d(f,S) = dimSingg(f), alors on a

d(f) <d(f,S).
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Considérons les cycles évanescents associés aux faisceaux constructibles F4 = R?f,(Qx ),
q > 0. Soient ¢ un entier positif, j! : HY(N(F,)) — H9(Fy) le morphisme induit par
I'inclusion Fyy — N(F}). Dans le triangle

F§ =5y (F1) — 0, (F1) -5 (1.1)

on a Fl = HY(N(Fy)), ¢, (F?) = F, = HY(Fy) et le morphisme de comparaison ¢ coincide
avec j7. Cela nous donne

<pt_bl(.7-"q) = Ker j/, go?b(}"q) = Coker j;.

En comparant la suite exacte longue associée au triangle (1.1) et la suite exacte longue de
cohomologie associée au couple (N (F}), Fy), on obtient

0 — ¢} (F) — ¢} (Rf.Qx) = VI(b) — ¢, (F©') — 0. (1.2)
On a le résultat suivant

Proposition 1.2.10 Les affirmations suivantes sont équivalentes
(i) ji est injectif pour tout b,
(i) le faisceau F7 n’a pas de section a support fini,

(i1i) le faisceau FI[1] est pervers,

(iv) F1] =PRI £,Qx est dans D*(X).

Preuve. L’équivalence (i) < (ii) et I'implication (iv) = (iii) sont immédiates. Les autres
implications résultent des deux faits suivants bien connus sur les faisceaux pervers (pour une
preuve, on peut se rapporter a [Dim2]). O

Lemme 1.2.11 Soit F* € Db(S) ot S est une courbe complexe lisse. Alors on a des suites
exactes courtes

0 — H'(PHYF®)) — HYF®) — H 'PHTHF)) — 0
pour tout entier q.

Lemme 1.2.12 Soit F* € Perv(S) ou S est une courbe compleze lisse. On a un isomor-
phisme F* = H ™ (F*)[1] si et seulement si une des deux conditions équivalentes suivantes
est remplie.



1.2. COMPARAISON DE DIFFERENTES NOTIONS DE CYCLES EVANESCENTS 17

(i) HO(F*) =0,
(i) pour tout point a € X le morphisme canonique can : Yy, (F*) — ¢4, (F*) est surjectif,
t, €tant une coordonnée locale en a.

Exemple 1.2.13 Ces conditions sont remplies pour S = C, X contractile (voir ci-dessous)
et aussi lorsque X est affine et 3, C X pour tout b, voir Sabbah [Sab2], ou ces fonctions sont
appelées «cohomologiquement modérées» (voir section 2.3.2). La remarque 1.6.5 montre que
ces conditions sont aussi remplies pour d’autres classes d’exemples.

Par contre elles ne sont pas remplies pour X = C*, f : C* — C l'inclusion. En effet, le
morphisme j} : H'(disque épointé) — H'(point) n’est pas injectif.

Définition 1.2.14 On dit que l'application f : X — S est sympa si elle vérifie les condi-
tions (1)-(iv) de la proposition 1.2.10 pour tout q.

Remarque 1.2.15 Dans le cas d'une application réguliere f : X — C avec X contractile,
la suite de Mayer-Vietoris nous dit que 'on a la suite exacte (voir [NN1])

0 — HY(Fy) & @ HU(N(F,)) — €D H(Fy;) — 0, pour ¢ > 0.
=1

i=1
Donc on a une injection H(N(Fy,)) — HY(Fy) qui nous dit que
Vi(b) = Coker (HY(N(Fy)) — HY(Fy)).

Dans le cas X = C""! ceci est la notion de cocycles évanescents introduite par Neumann-
Norbury [NN1]. On a de plus HY(F') = @;", V4(b;) pour tout q.

Remarque 1.2.16 On sait qu'un germe de faisceaux pervers F* a l'origine de C est déter-
miné a isomorphisme pres par le diagramme

can

Ui F*) 22 ().

ar

Dans le cas d’une application sympa f : X — S le germe du faisceau F[1] au point
b € S est déterminé par le diagramme

HY(Fy) == H™Y(N(F,), Fy) = Vi(c)

var

ou var est le dual du morphisme en homologie

Hy(Fy) 2 Hypa (Fy x (S,6)) = Hyoa(F7HOD. (1)), By) ~ o (N(F), Fy)
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ot S = 9D.(b), voir [ST2] pour une construction similaire, N(F}) étant remplacé par X
chez eux.
On obtient pour le cas S = C (en utilisant les chemins 7;) deux opérateurs de monodromie

T} H(F) — HYF), T/=1+varood
et
T HY (X, F) — H"Y (X, F), T}, =1+0do0varoj
avec ji : H"Y(X, F) — HTY(N(F,), F).
Cela induit des représentations de monodromie
p?:m (C\B,by) — Aut(HY(F)),
o T (C\B,by) — Aut(H' (X, F)).
Remarque 1.2.17 On peut aussi définir deux opérateurs de monodromie a U'infini T2 et
T .4 qui correspondent respectivement a p?(y) et a pf,(y) pour v un grand lacet dans C
bord d'un disque qui contient B dans son intérieur. On peut montrer comme dans [DN] que
Poey €st triviale si et seulement si T = Id.

Pour une fonction cohomologiquement modérée, Sabbah a obtenu des résultats tres inté-

ressants sur 'opérateur de monodromie a Uinfini 77~1 | voir [Sab2] remarque (10.3).

,rel?

Question ouverte Existe-til une application f : X — C telle que la représentation p?
soit triviale mais pas la représentation p??

1.3 Annulations de cycles évanescents et connexité re-
lative

La suite exacte (1.2) et la proposition 1.2.10 nous donnent le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.1 Si V(b)) = 0 pour tout ¢ < qo et tout b, alors les faisceaur R1f.Qx =
PRI F,Qx [—1] sont localement constants pour ¢ < qo et RO f,Qx =PR® 2 f,Qx[—1].

En effet, pour ¢ < gy on a un isomorphisme
qu*QX = -gq(F)v

ol M est le systeme local constant associé a un Q-espace vectoriel M.

Dans la section précédente, on a vu que V9(b) = H(f (D), ¢, ,711jQx ). Ce résultat va
nous permettre d’avoir un théoreme d’annulation pour les cycles évanescents.
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Proposition 1.3.2 Supposons que j soit affine. Alors, on a
Va(b) =0 pour ¢ < n —d(f) —1 et pour ¢ >n+ 14+ d(f).

Preuve. Le complexe de faisceau Qx [n + 1] est un faisceau pervers (voir [Lé]) et Rj. est
un foncteur t-exact donc Rj.Qx [n + 1] est un faisceau pervers sur X. On a aussi

VA(b) = H" (%, P, o7 R7-Qx [0 + 1]).

Ces deux résultats avec le théoreme d’Artin (voir [KS]) impliquent que V9(b) = 0 pour

qg—n<—d(f)—1et pour ¢ —n>d(f)+ 1. O

Lorsque S = C, on a H"™™Y(X, F) = @, V4(b), donc la proposition précédente nous dit
que H1*(X, F) = 0 pour ¢ < n —d(f) — 1 et pour ¢ > n + 1+ d(f). Si de plus X = C"*!
ou X contractile alors on a HY(F) = 0 pour 0 < ¢ < n —d(f) — 1 et pour ¢ > n + 1. Ce
dernier résultat est clair lorsque X est affine, car alors F' est aussi affine.

Le résultat homotopique analogue pour d(f,S) = 0 est démontré dans [ST2].

L’exemple 1.2.13 montre que le faisceau R"*! f,Qx [1] n’est pas en général pervers méme

lorsque d(f) = 0.
Un résultat de C. Sabbah [Sabl] qui généralise un résultat de A. Dimca et M. Saito [DS1]
nous permet d’obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.3 Soient X une variété affine lisse et f : X — C une application réguliére
non constante. Alors le complexe

Dy

K0 — QX)) 25 otx) 2L 2L onti(x) o

ot Df(w) = dw — df Nw vérifie H(K®*) = 0 pour go < n — d(f) — 1, ou Uentier d(f) est
calculé par rapport a une compactification X C X quelconque.

La proposition suivante nous donne une annulation des groupes de cohomologie a support
compact dans le cas ou f: X — C est une application sympa.

Proposition 1.3.4 Si l;q(F) =0 pour 0 < q < qo alors HY(F,) =0 pour2n —qo+1 < ¢ <
2n — 1 et tout b € C.
En particulier si F, est lisse et connexe HI(Fy) ~ H*""9(Fy) d’ou

H'(F)=Q HY(F)=0,---, H®YF)=0.
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Preuve. On dispose de la suite exacte pour la cohomologie a support compact
= HIT(E) — H(N(B)\F) — HI(N(F)) — HI(F) — HEP(N(F)\F) — -

Par dualité, on a HI(N(Fy)) = H***79(N(Fy))" or ce dernier groupe est nul pour 1 <
2n + 2 — q < g puisque l'on a une injection de HY(N(Fy)) dans H(F).
Maintenant, la suite exacte de Wang

s HH(F) — HIN(F)\Fy) = H* 274N (F,)\F,) —
_ H2n+2—q(F) N H2n+2—q(F) ...

nous donne le résultat pour 2n + 2 — qo < ¢ < 2n — 1. Pour 'exposant 2n — ¢p + 1 on
considere la premiere suite exacte et on remarque que la fleche HI(N (Fy)\Fy) — HI(N(F))
est surjective. Cette derniere est surjective car par dualité elle correspond a HY(N(Fp)) —
HY(N(Fy)\F,) qui factorise U'injection HY(N(F,)) — HY(F). O

Théoreme 1.3.5 Soient f : X — C une application régulicre ot X est une variété complexe
lisse de dimension n + 1, f : X — C une compactification telle que linjection naturelle
j: X — X soit affine. Alors

b1 (X, F)=0 si g<n—d(f)—1 ou q>n+1+d(f),

b1 (X, F) =0 si g<n—d(f)—2 ou q>n-+d(f)+2.

Si de plus _
St fermé dans X et dim(35°) < d(f) — 1,

alors B B
bq+1(X7Fb):0 st qgn_d(f)_]' ou q2n+1+d<f)7

ot S =N X, 52 =5 N Xoo et Xoo = X\X.

Le résultat homotopique analogue pour d(f,S) = 0 est démontré dans [ST2].
Preuve. Notre preuve suit dans les grandes lignes une preuve de I'article de Hamm [Ham)],

ou il démontre une version plus précise du théoreme 1.3.5, pour le cas d(f) = 0. Voir aussi
[ST2] pour le cas d(f,S) = 0.
D’apres la proposition 1.2.3 on a HI™Y(X, F) = @72, V(b;). La proposition 1.3.2 nous

dit que V9(b;) =0 pour ¢ <n —d(f) —1, ¢ > n+1+d(f) et pour tout i, d’ou la premiere
affirmation.
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Les faisceaux R?f,Qx sont localement constants pour ¢ < n — d(f) — 1, voir le corollaire
1.3.1.

Maintenant on introduit les notations suivantes : f, = fig,, f, = ?IE et les inclusions
suivantes

Fbi)FbJFbﬂXoo
kl | |
XX — X

Il suffit de montrer que le morphisme naturel

HY(N(F), Q) — H(F,Q) (1.3)

induit par U'inclusion de la fibre Fj, dans son tube N(Fp) est

(i) un isomorphisme si ¢ <n—d(f) —2et ¢ >n+d(f)+ 3,

(ii) un épimorphisme si ¢ =n + d(f) + 2,

et si de plus f vérifie la condition supplémentaire alors c¢’est

(i) un isomorphisme si ¢ <n —d(f) —1et ¢ >n+d(f) + 2,

(i) un épimorphisme si ¢ = n + 1+ d(f).
En effet, il suffit d’écrire les suites exactes de (X, F), (X, N(Fy)), (X, Fy), pour ¢ petit
et (X, N(Fy), Fp) ainsi que la proposition 1.2.3(iii) pour ¢ grand. On a les isomorphismes

suivants

HY(N(F,),Q = Rf.(Qx), =R f (Rj.Qx)s
= H'(F,k Rj.Qx) =R, (k RiLQx)

(le deuxieme provient de Rf, = Rf, o Rj, et le troisieme du fait que f est propre).
D’autre part on a les isomorphismes suivants

H(F,, Q) = HYFy,k'Qx) = H'(Fy, Rjpk™'Qx)
= Ry (Rjpk ™' Qx) = R Py (Rjnsy "B Rj.Qx)
ol le dernier isomorphisme vient de
71, 11 _
Ty lk RJ*QX =k 1] 1R.]*QX =k IQX'

Donc le morphisme (1.3) induit par linclusion F, — N(F}) peut étre remplacé par un
morphisme

Rq?b*(F.) — qub*(ij*jb_lf.)
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avec F* = E_le*QX qui provient en effet du morphisme d’adjonction F* — Rjp.jy LFe
par l'application du foncteur R?® f,,.
Nous considérons maintenant le triangle distingué d’adjonction suivant

inis F* — F* — Rijyjy ' F* =5
Soit G* = ibgié}" *. Alors on a une suite exacte longue
— Rq?b*g. B Rq?b*f. — Rq?b*ij*jb_lf. I Rl]-‘rl?b*g. —

et il suffit de montrer que qub*g =0pour g <n—d(f)—1,q¢>n+d(f)+3 et aussi pour

q=n—d(f), g=n+1+d(f) si f vérifie la condition supplémentaire.
On a deux triangles distingués dans Db(F)

Py RjQx[n+ 1] — o7 RiQxln+1] — k RiQxn+1] 5 (1.4)
et »
k Rj.Qx[n+ 1] — P97 ,Rj.Qx [n + 1] — "7 Rj.Qx[n + 1] RN (1.5)

—I
On applique le d-foncteur i} au triangle (1.5) en remarquant que i}k Rj. = k' Rj. = 0.
Donc le triangle (1.5) nous donne un quasi-isomorphisme

0P o7_y RiQx[n + 1] — v, Rj.Qx [n + 1].
Maintenant, on applique le §-foncteur Rf,,ini} au triangle (1.4) et on obtient
- HI(S5,,B%) — HY(S5°,0,B°) — RIHFGE — HITH (S, B%) — -

on B* =77, Rj.Qx[n + 1]
On a le triangle d’attachement

iniyB® — B* — Rjy.ji ' B* - .

Comme j, j, sont affines, Rj., Rjy. sont t-exacts. Les foncteurs j,- Let Py, sont aussi t-
exacts. On en déduit que B* ainsi que Rjp.j, IB* sont des faisceaux pervers. Le théoréme
d’Artin nous permet de dire que H?(X5°,4;B*) = 0 pour ¢ < —d(f), ¢ > d(f) + 1.

Dans le cas de la derniere affirmation, il suffit de remarquer que ’hypothese implique que
it B* est un faisceau pervers. O
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1.4 Théoremes des cycles invariants

Pour une application sympa f : X — S, on a un théoreme de cycles invariants qui
généralise les résultats similaires de [ACD] et de [NN1].

Théoréme 1.4.1 (des cycles invariants locaux)

Soit f : X — S une application sympa. Soient b € B et Ty : H*(F) — H*(F) l'opérateur
de monodromie qui correspond a un lacet élémentaire dans S qui tourne une fois autour de
b.

Pour tout g on a
dimKer (77" — 1) + dimKer (7} — 1) = by(F) — &imV*(b) + b5, _ ., (F})
ot b5 (Fy) = dimHE(Fy), pour tout p.

Preuve. Soit g : N(F},)* — Dj la fibration localement triviale induite par f au voisinage
de la fibre Fy,, on N(Fy)* = N(Fy)\Fp. La suite spectrale de Leray dégénere au terme Fj et
nous donne pour tout ¢

dimH°(D;, R%g,Qx) + dimH'(D;, R1'¢,Qx) = dimHI(N(F,)*).
On a les égalités suivantes :
(i) dimH"(D;, R%g,Qx ) = dimKer (T} — 1),
(ii) On a
dimH' (Dy, R"'9.Qx ) = —x(Dy, R"'9.Qx))
+ dimH°(D;, R" ' g.Qx)
= dimKer (7" - 1),

car x(Dy, R*1.Qx) = x(Dj)bg-1(F) = 0.
D’autre part pour calculer b,(N(F})*) on utilise la dualité de Poincaré

by(N(Fp)") = bop 12— (N(F3))

et la suite exacte

a2n7q+2

co— HTT () — H'UP(N(F)) T —
— H'UA(N(Fy)) — H'2(Fy) — -
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2n=4+2 egt le dual du morphisme induit par I'inclusion

if : HI(N(Fy)) — HY(N(Fp)").

Le morphisme «

L’inclusion Fy — N(F3) se factorise comme

Fb’ e N(Fb)* e N(Fb)

et cela, plus la condition que f soit sympa, nous donne que le morphisme a?"~ %2 est
surjectif et donc 1’égalité.
(iil) 05, q4a(N(Fp)") = b5, g2 (N (F3)) + 05,01 (F).
Finalement, on a b5, o(N(F})) = by(N(F,)) = by(F) — dimV(b).
]

On peut suivre la méme idée de démonstration et obtenir le résultat suivant, qui généralise
aussi certains résultats de [ACD] et de [NN1].

Théoréme 1.4.2 (des cycles invariants globaux) Soit f : X — S une application ré-
guliére non constante. On pose S* = S\B, X* = f~1(S*). Pour tout k, on dénote par
HF(F)™ a partie invariante de la cohomologie par rapport a 'action de la monodromie du
groupe fondamental w,(S*). Alors, on a pour tout q

dimHe (F)™ 4 dimH(F)™ =
= (X(S) = By 1(F) + Spes Brgsa(F3) + by(X) — dimer 37 — diniTer 9"
ou 31: HY(X) — HY(X*) est le morphisme induit par Uinclusion X* — X.

1.5 Caractéristiques d’Euler des fibres

Proposition 1.5.1 Soit f: X — S une application réguliere, ou X et S sont des variétés
complexes lisses, S de dimension 1. Soient f : X — S une compactification de [ et j :
X — X linclusion naturelle. Alors on a

X(S)X(F) = x(X) + Y > (~1)%dimV(b),

beB q

X(F) = X(Fy) = Y (=1)"dimV(b) = X(Sp, 4,05 (Rj.Qx )

q

= S (1S ¢ (RQx)),
q
pour tout b dans B.
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Preuve. On peut écrire les égalités suivantes :

X(X) = X(X7) + ) x(F),

X(XT) = x(S)x(F) = (x(S) — |B])x(F),
X(X) = x(S)X(F) + > _(x(F) — x(F)),

beB
X(X) = ZZ 1)?dimV4(b).
beB g

En effet, la caractéristique d’Euler des variétés analytiques complexes est additive par rapport
aux constructions constructibles, voir Fulton [F], p.141-142.

Pour la deuxieme formule, on commence par 1'égalité suivante x(N(F,)) = x(Fp). Ici
aussi on utilise I'additivité de la caractéristique d’Euler pour avoir

X(N(Fy)) = x(Fy) + x(N(Fp)\Fp).

Mais I'espace N(Fy))\F, est l'espace total d’'une fibration localement triviale de base un
disque épointé Dy et de fibre F'. On a alors

X(N(Fp)\Fy) = x(Dy)x(F) =0,
voir Bott-Tu [BT].
Pour finir, il suffit d’écrire
X(Fp) — x(F) = x(N(£p), F).

La derniere égalité provient du lemme 1.2.7 et de 'utilisation d’une suite spectrale :

D (—DWdimVI(b) = Y (—1)'dimH(Fy, ¢, 7(Ri.Qx))

q q
= X(Fp, ¢,,07(R5.Qx))
= > (—1)PHdimEP (Fy, ¢! (Rj.Qx))

p,q

= D> (FD)(EL ¢ H(R1LQx)).

q
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1.6 Exemples

1.6.1 Cas d(f)=0oul

Remarque 1.6.1 SidimX = n+1 et sid(f) = 0 alors V9(b) = 0 pour tout ¢ < n—1 et tout
b. Donc Rif,Qx = HI(F) pour ¢ <n —1 et R"f,Qx =R £,Qx[-1] = DRs(G9)[—1] ot
Gy = H"f1(Ox) est le syteme de Gauss-Manin de f en degré 0, voir [Sab2], [DS2]. Donc le
faisceau constructible R"f,Qx peut-étre calculé a partir d'un D-module régulier holonome.

Remarque 1.6.2 Supposons que d(f) = 0 et S = C. Alors le morphisme induit par 1'in-
clusion i? : H1(X) — H9(F) est un isomorphisme pour ¢ # n,n + 1 et on a la suite
exacte

in+

A 1
0 — H"(X) = H"(F) — H"™(X,F) — H""(X) *— H""(F) — 0.

Si on écrit le théoreme 1.4.2 pour ¢ = n on obtient I'égalité :

dimH" (F)™ = "8 (F) — | Blby—1(X) + by(X) — dim(Ker §*).

beB

En effet, on a H"1(F)™ = H" '(F) car i"! est un isomorphisme. On a aussi Ker " =
car ¢" est un monomorphisme et on a une factorisation ' — X* — X.

Remarque 1.6.3 Lorsque f : X — S est a singularités isolées sur X, le théoreme 1.5.1
nous dit que

XSIX(F) = x(X) + (=1)" (1 + A)

ol y1 est le nombre de Milnor associé a f et A = >, 5 x(¥5°,Pp, 7 (17.Qx [n + 1])). On
retrouve ainsi un résultat classique, voir [ALM] et [CD].
On peut préciser la formule nous donnant A lorsque d(f) =0 ou 1, et j affine.

(i) Cas d(f) =0.On a

A= > dmH ez (Rj.Qx [0+ 1)),

bEB rETH®

en particulier A est positif ou nul.

(ii) Cas d(f) =1.On a

A=Y dimHCop o (RiQxn+ 1)))a = D x(57 H ! (Pop_y(RiQx [0+ 1]))).

beB ze¥p° beB
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On va voir plus loin que 'on peut avoir A < 0.

Maintenant, on va considérer un exemple ou l'on calcule les cycles évanescents de deux
facons différentes. On va montrer que la condition d’avoir un plongement j affine peut «trans-
former» des cycles évanescents a support fini en des cycles évanescents a support non fini.

1.6.2 Cas [ : C*\C — C ou C est une courbe lisse intersection
complete et [ une forme linéaire générique

On considere 'espace projectif P? avec pour coordonnées [z, v, z, u].

Soit Z : F(x,y,z,u) =0, G(z,y,z,u) = 0 une courbe lisse, intersection complete de
degré (d, e), c’est-a-dire d = deg(F), et e = deg(G). On suppose que le pinceau d’hyperplans
Az + py = 0 est un pinceau de Lefschetz par rapport a Z et que {u = 0} est transverse a Z.
Posons aussi C* = P3\{u = 0} avec pour coordonnées (z,y,2), C = ZNC3 1 :C* — Cet
l(x,y,2) = .

Avec ces conditions, on a

(i) lc est propre et il y a exactement ¢ points critiques ay, - - - , a. pour [jc : €' — C, tous de
multiplicité 2, ot ¢ = classe(Z) (on a ¢ = 2de — x(Z) [Lam], p 25, x(Z) = (4—d —e)de
[Dim1], p.152). En outre I(a;) # l(a;) pour ¢ # j.

(i) Sijo : C = C x C* — C x P? est I'inclusion naturelle, alors jo(C) est fermé dans
C x P? (sinon on a une contradiction avec [ \c propre).

On considere X = C3\C, X = C x P?, L., = P?\C? la droite & I'infini et la stratification
(de Whitney) de X donnée par

S+ X][CJICx L.

On a Sing(l|cs\¢) = Sing(ljcxr.. ) = 0 et Sing(ljc) = {a1,--ac} =Aoul:CxP*=X — C
est la projection sur le premier facteur.

On va aussi noter j = joc3\¢ la restriction de l'injection jy a C3\C.

Le faisceau F* = Rj,.(Qx ) est un faisceau Sy-constructible car on a le résultat suivant

Proposition 1.6.4 Soient X un espace muni d’une stratification de Whitney Sx, S € Sx
une strate et j : S — X linclusion. Alors F* = Rj,Qs est cohomologiquement constructible
par rapport a Sx.

Preuve. Il suffit d’utiliser la trivialité topologique le long d'une strate T, T' € S. O

— Calcul de H?(¢;_,(F*)), pour a € ({s} x P?)N A.
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Soit @ € ({s} x P*)NA, F, := Z_l(ﬁ) N B(a) la fibre de Milnor de [ en a ou B.(a)
est la boule ouverte de centre a est de rayon €, pour € > 0 assez petit et pour un certain
plongement local de X dans un espace affine et 3 suffisamment proche de I(a).

On a

HY (o1 (F*))a = H (Be(a), F,, F*) = H(Bc(a)\C, F,\C, Q).
Une étude du couple (B.(a)\C, F,\C) nous dit qu'il est homotopiquement équivalent au
couple ((S% x [0,1])/ ~, 5% x {0} V,,, S x {1}) ot (x,8) ~ (y,t) si & =y = py est un point
fixé de S3.

D’ou le résultat
Qsig=3etac ({s} xP)NA,

0 sinon.

S (F) = {

L’inclusion j n’étant pas un morphisme affine, on peut aussi calculer ces cycles évanescents
en passant par une autre compactification de X, qui a un plongement j; affine.

Soit X; léclatement de X le long de Z N X, m : X; — X le morphisme naturel et
E =7"%ZnX). On note aussi j; : X — X l'injection naturelle et I; = [ o .

On considere la stratification (de Whitney) de X; donnée par

Sx, + X]J[E]]Cx L.

On a Singg_ () = A x P! et Singg, (1) = {(a1,ta,), - (ac, )} OU t,, est un point de
1
7 Ha;) ~ P
En un point de A, on se ramene localement a la situation

C:2z=0, y—2°=0 et [(2,9,2)—y.

On a deux cartes et dans une des deux cartes [, s’écrit (x,7,2) — 22 +yz et E:y=0.
La proposition 1.6.4 nous dit que le complexe de faisceaux F7 := Rj.Qx est Sx -
constructible.

— Calcul de H(g;,_(F}))(a), pour (a,t) € w1 (({s} x P?) N A).

Soit (a,) € 7' (({s} x P*)N A, F, ,, la fibre de Milnor de I, := 1, (8)NBe(a,t) en (a,?),

0<|lhi(at)-Bl<e<k1.
On a

Hq(@il—s(Ff))(a,t) = HoH (Be(a,t), F(la,t)> FT) = Hq+l(BE(a> O\E, F(la,t)\E’ Q).

Pour étudier le couple (B.(a,t)\E, F(lmt)\E), on doit distinguer deux cas.
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Premier cas ¢ # t,. (Be(a,t)\E, F, y\E) est homotope a ((S* x [0,1])/ ~, S* x {0} V,,
St x {1}) ou (z,s) ~ (y,t) si z =y = py est un point fixé de S*.
D’ou le résultat pour t # t,

S -1 2
w?l_s(ff)m,t) _ { é)@;;gn Let (a,t) e mH(({s} x P?)n A),
Deuxieéme cas t = t,. On se ramene au germe d’hypersurface 22 + yz = 0 et on utilise le
difféomorphisme donné par [Lam], p. 37.
Le couple (Be(a, ts)\E, F{,, ,\F) est alors homotope a (S, S") ce qui veut dire qu’il n'y
a pas de cycles évanescents en ce point.
D’ou le résultat

. Qsig=1let (a,t) em(({s} xP2)NA), t+#t,,
g0%11—s<“7:1)(a’t) - { 0 sinon.

L’avantage de la premiere compactification est que dimsupp ¢; ,(F*®) = 0, son défaut est
que le plongement j n’est pas affine, en particulier le faisceau Rj.(Qx [3]) n’est pas pervers. La
deuxieme compactification corrige ce défaut mais par contre cette fois dimsupp ¢; _(F7) =
1.

Remarque 1.6.5 Pour le cas [ : C3\C' — C que l'on vient de discuter on peut calculer
by(X) et by(F) et vérifier que by(X) # by(F). Cela entraine, via le théoreme 1.3.5, que
d(f) > 0 pour toute compactification avec j affine.

Pour calculer b,(X) on utilise la suite exacte de Gysin pour une intersection complete
lisse

HY(C) — H'(X) = H'(C) — H*(C) —

douby(X) =0(C) =1—x(C)=1—(x(Z)—de) = 1+de—(4—d—e)de = 1—(3—d—e)de #
0. D’autre part F = C?\{de points} a le type d’homotopie d’'un bouquet de spheres de
dimension 3, donc bs(F') = 0. Des calculs de ce type nous permettent aussi de montrer que
les applications [ et [; sont des applications sympa.

Cet exemple est un cas particulier de la remarque 1.6.3 (i) et (ii). Ici, on peut calculer de

deux fagons différentes x(F') ce qui va nous permettre de calculer le nombre A. En effet on a
X(F) =1- d€7

X(F) = x(X) + (p+A) = (1 +de—x(2)) + (1 +A),
w=0.
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On en conclut que A = —c est dans ce cas strictement négatif.

Si H est un hyperplan générique de C* alors on peut considérer I = o, Ag = A(lxr).
On a x(Fj,) = x(H\C) — Ay ce qui nous donne Ay = —de. Donc A + Ay est strictement
négatif contrairement au cas des polynomes a singularités isolées, voir [CD], p. 133.



Chapitre 2

Sur les paires spectrales de polynomes
a deux variables

2.1 Introduction

Le contenu du chapitre est le suivant.

Dans la section 2.2, on donne une définition des paires spectrales (et du spectre) puis on
rappelle des résultats de Steenbrink et de Dimca qui nous serviront par la suite.

Dans la section 2.3, on donne une formule pour les paires spectrales de polynomes a deux
variables qui fait intervenir la multiplicité des diviseurs dans la résolution a l'infini. Par la
suite, on montre comment on peut calculer les paires spectrales (ou le spectre) a partir du
diagramme de Eisenbud et Neumann de 'entrelacs a l'infini de la fibre générique (celui-ci
détermine la topologie de la fibre générique en tant que courbe lisse plongée dans C2, voir
[N1]). On donne aussi une autre description.

Dans la section 2.4, on considere le cas irréductible (singularité irréductible ou polynome
irréductible a l'infini).
Dans la section 2.5, on considere le cas non dégénéré par rapport au polygone de Newton

et commode (pour une singularité ou pour un polynéme).

Dans la section 2.6, on définit et on calcule le spectre associé a un parallélogramme a
b
I’aide des fonctions génératrices.

Enfin dans la section 2.7, on finit par des exemples qui illustrent ce qui précede.

31
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2.2 Définition du spectre et rappels

Soit f : X — S un morphisme de variétés algébriques complexes telles que dimX = n+1
pour n > 0 et dimS = 1. On suppose que X et S sont lisses et que X et S sont des
compactifications lisses de X et S respectivement et telles que le prolongement f : X — S
soit un morphisme.

Soit B C S un ensemble fini tel que si on pose S* = S\ B et X* = X \ f~!(B), alors
f*: X" — S* est une ﬁbratlon topologlque localement triviale avec comme fibre générique
F'. On suppose aussi que f : X — S est une fibration topologique localement triviale.

On pose B = BU(S\S) et F, = f~!(s) pour chaque s € S. La fibre F, est homéomorphe
a I’ pour chaque s € S*.

2.2.1 Structure de Hodge mixte limite

Pour tout b € B, il existe une structure de Hodge mixte limite sur la cohomologie
H*(F,Q), voir [SZ]. Quand H*(F, Q) est équipé de cette structure de Hodge Mixte, la struc-
ture correspondante sera notée Hp;, ,(F, Q). On la notera aussi tout simplement H*(F,Q)
lorsqu’il n’y a pas ambiguité. Les groupes H*(F, Q) pour s dans S seront équipés de la
structure de Hodge mixte de Deligne, voir [De].

2.2.2 Définition des paires spectrales et du spectre

Soit (H,T,m) un triplet formé d’une structure de Hodge mixte (SHM) H sur Q, d’un
automorphisme d’ordre fini 7" de H et d’un entier m. On note W la filtration par le poids
(filtration croissante) sur H et F' la filtration de Hodge (filtration décroissante) sur H¢e =
H ®q C.

Les paires spectrales du triplet (H,T,m)

Spp(H,T,m) = Zma,w(H, T,m)(a,w) € N@Z)

a,w

sont données par

dimGrV Grit ™ H,, si A #£1

Maw(H,T,m) = . m—o .
ol ) { d11nG7’1‘ﬁ/+1G7‘£F H,, six=1

ou A = exp(—2ira), Hy = Ker (T'— AI) et [z] désigne la partie entiere de z.
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Le spectre du triplet (H,T,m)

Spp(H,T,m) =Y mq(H,T,m)(a) € N

est donné par la projection sur la premiere composante des paires spectrales, c’est a dire
mo(H, T,m) =3 ez Maw, 00 SPp(H, T,m) =3 Maw(H, T, m)(a,w).

Dans [Dim], A. Dimca (suivant C. Sabbah [Sab2]) donne une définition similaire. Pour
passer de la définition donnée ici a celle de Dimca, il faut appliquer la transformation suivante
pour chaque paire :

(+1,w) si exp(—2ira) # 1,
(o) = { (a+1,w+1) siexp(—2ira) = 1.

Si on prend f comme dans les hypotheses du départ, avec b € B, on pose
(H,T,m) = (Hf (F,Q), S, 1), § > 1,

ol S, est la partie semi-simple de I'opérateur de monodromie T} (associé & un tour autour de
b € S dans le sens trigonométrique). On note Spp’ (f, b) les paires spectrales correspondantes
et Sp’(f,b) le spectre. On pose de plus

n

Spp(f,b) = Y (=1)"’Spp’(f,b),

J=0

et

n

Sp(f,b) = Y (=1)"7Sp/(f,b).

J=0

Remarque 2.2.1 Historiquement la premiere définition des paires spectrales a été donnée
dans le cas d’'une singularité isolée par Steenbrink dans [St1]. La principale difficulté dans
cette situation est de définir la structure de Hodge mixte sur la fibre de Milnor (voir [St1] et

[SS]).

Remarque 2.2.2 Pour une application polynomiale, on sait construire deux structures de
Hodge mixtes sur H*(F,Q) : celle définie précédemment et une autre définie a 'aide des
D-modules. Dans le cas d'une application polynomiale cohomologiquement modérée (plus
généralement faiblement modérée voir section 2.3.2, et [NS]) on sait que les paires spectrales
associées a ces deux structures coincident. De plus la deuxieme définition nous permet de
montrer que I’on a comme dans le cas local I'inclusion du support du spectre dans I'intervalle
] — 1,n[ et qu’il est symétrique par rapport & 23+ (voir [Sab3] section 5 et [Sab2] Corollary
13.9).
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Remarque 2.2.3 Si Spp(H,T,m) = (a1) + - - - + (o) alors on note

m

Xspp(H,7.m) (t) = Z et
i=1

C’est une notation introduite par Saito, elle a I'avantage de permettre des calculs sur le
spectre. On verra dans la suite (sections 2.6.3, 3.3.2 et 3.4) que cela nous permet, dans le
cas non dégénéré par rapport au polygone de Newton, de calculer explicitement la variance
du spectre.

De la méme facon que précédemment, on note

X%f,b) = XSpp? (£.b)

et

n

X(f.0) = Z(_l)n_szf,b)‘

J=0

2.2.3 Construction de Steenbrink

Soient b € B fixé, D un petit disque autour de b (on peut supposer que c’est le disque
uité), N = f (D) et N* = f~1(D*NS). On suppose que N\ N* est un diviseur & croisements
normaux et égal a Fy U---U E,,. Notons e; la multiplicité de E; et e = ppem (eg, -+, epn).
Il est aussi utile de décomposer cette réunion sous la forme :

N\ N* = & U Eye,

ol
— &, est la réunion des composantes sur lesquelles f prend la valeur b,
— Egic est la réunion des composantes sur lesquelles f est surjective. Par définition, un
dicritique est une composante de Eg;e.
On notera aussi

Edich = Edic N ?_1(5)-

On peut alors faire la construction suivante, qui est un cas particulier de celle de Steen-
brink dans [St1]. Soit D une autre copie du disque unité et o : D — D, définie par o(t) = t°.

Notons N la normalisation de N Xy Iﬁ), m: N — N et f . N — D les applications
naturelles.

Notons D; = nY(E;), i =1,--- ,met D =U",D;.
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Di—>N ]f)
A

Ei—— N——D

_—

Cette construction nous permet d’avoir un diviseur réduit au-dessus de la valeur b.

On note aussi DP pour p € N* P'union disjointe des intersections D; Nn---ND;,, pour
1< <<y <y,

D’apres Steenbrink [St1], on a le corollaire suivant

Théoréme 2.2.4 (Steenbrink [St1] Corollaire 2.9) Il existe une suite spectrale de struc-
tures de Hodge mixtes munies d’automorphismes d’ordre fini telle que

El—r,q+r _ @ Hq—'r—2k(D(2k+r+1)’ Q)(—r — k) = (quim,b(F’ Q), Sy).

k>max(0,—r)

En effet, les groupes de cohomologie H q(D(”, Q) sont munis d’une structure de Hodge
pure (car D) est réunion disjointe de variétés projectives lisses), ainsi que d’un automor-
phisme induit par la monodromie de certains revétements cycliques 7 : D" — E”, voir (loc.
cit.) pour plus de détails.

2.2.4 Un résultat de A. Dimca en dimension 2

En dimension 2, il est possible de comparer les deux types de paires spectrales Spp(f,b)
et Spp(f,b). On a, grace a Dimca [Dim| Proposition 3.5, le résultat suivant

Proposition 2.2.5 Pourb € B, on a

Spp'(f,b) = Spp' (f,b) + B(f,b)

ot

B(f7 b) = (|5dic,b| - 1)(07 1) + Z ( Z (_kiaaz)> )

Ddicritique
acD

ko = ord, fip.
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2.3 Spectre d’une application polynomiale a deux va-
riables

Soit f : C* — C une application polynomiale. On supposera pour toute la suite du cha-
pitre que f a une fibre générale connexe.

2.3.1 Construction explicite d’'une compactification

L’homogénéisé de f nous donne une fonction rationnelle de P? dans P! qui a un nombre fini
de points d’indétermination sur la droite a I'infini L. Il existe une suite finie d’éclatements
qui nous permettent de prolonger f sur une compactification de P2. On construit ainsi X, 7
et f tels que le diagramme suivant soit commutatif :

On se trouve maintenant dans les circonstances de la section 2.2.1 et on peut définir les
paires spectrales Spp'(f, o) (resp. le spectre Sp'(f,o0)) de f au voisinage de l'infini, ol
{oc} =P\ C. L’objet de ce chapitre est principalement 1'étude de ces paires spectrales.

Pour pouvoir utiliser la construction de Steenbrink on effectue des éclatements supplé-
mentaires afin d’avoir ?_1(15) A croisements normaux pour tout ¢ dans P!,

On classe les composantes de f_l(Loo) de la fagon suivante
f_l(Loo) = goo U gcte ) gdica
oll
& est la réunion des composantes sur lesquelles f prend la valeur oo,
E.ie est la réunion des composantes sur lesquelles f prend une valeur constante finie.
On définit le degré d’un dicritique D par le degré de 'application induite f‘ p:D—PL.
Plus tard, on va décrire cette compactification a ’aide d’un graphe. Pour décrire ce graphe,
) —1
on indexe les composantes de f (00) par V U {co} et les composantes de Egic par A :

F )= U B,

veVU{oo}
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FE. =Ly et

gdic - U Ev-

vEA

2.3.2 Polynoémes «bons» a I’infini

On va donner maintenant une propriété importante dont jouissent les polynomes dont
la fibre générique a une seule branche a l'infini. Pour cela, on va commencer par rappeler
quelques définitions connues.

Définition 2.3.1 ([NR]) Soit f : C*™' — C une application polynomiale. Une fibre f~'(c)
de [ (resp. un nombre compleze c) est dite réquliére (resp. valeur réquliére) s’il existe un
voisinage D de ¢ dans C tel que fi-1py : f~1(D) — D est une fibration C* localement
triviale et est dite réguliére a l'infini (resp. valeur réguliére a l'infini) s’il existe un ensemble
compact K dans C** tel que fi—ppx = [~ (D) \ K — D est une fibration C* localement
triviale.

Le polynome f : C" — C est dit bon si toutes ses fibres sont réguliéres a linfini.

Définition 2.3.2 ([Br]) Soit f : C**' — C un polynéme. Le polynomes f est dit modéré
sl existe un voisinage compact de ses points critiques tel que le gradient est minoré par une
constante strictement positive en dehors de ce compact.

Il existe d’autres notions pour un “bon” comportement a l'infini :

— les polynomes M-modérés introduits par Némethi et Zaharia, voir [NZ1],

— les polynomes sans singularités a I'infini définis par Siersma et Tibar, voir [ST1],

— les polynomes cohomologiquement modérés introduits par Sabbah, voir [Sab4] et

I’exemple 1.2.13.

Un polynome qui vérifie I'une des cing propriétés précédentes est aussi appelé un poly-
nome faiblement modéré par Némethi et Sabbah, voir [NS].

En dimension 2, on sait que les valeurs irrégulieres a 'infini sont données par la réunion
de f(E.e) et des valeurs critiques des restrictions de f & chaque composante dicritique.
D’apres Broughton [Br] on sait qu'un polynéome modéré n’a pas de valeurs irrégulieres a
I'infini. En outre en dimension 2 les notions de polynomes M-modérés et de polyndémes bons
sont exactement les mémes, voir [Ha]. L’ensemble des polynémes modérés est inclus dans
I'ensemble des polynomes bons. Cassou-Nogues et Ha [CH] ont exhibé un polynéome qui
est bon mais pas modéré donc on a une inclusion stricte. Pour d’autres notions de bon
comportement a I'infini des polynomes et de 1’étude des relations entre ces notions on peut
regarder [NZ2] en plus de l'article [NZ1].
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On a quelques informations générales sur le spectre de tels polynomes, en effet pour les
polynémes cohomologiquement modérés Sabbah [Sab2] a montré que le spectre est contenu
dans | — 1,n — 1] et symétrique par rapport au point "T_2 On a les mémes propriétés dans
le cas M-modéré (voir [NS]) et dans le cas sans singularités a U'infini définis par Siersma et
Tibar puisque ces polynomes sont des polynémes cohomologiquement modérés.

Douai [Do2] a montré en explicitant des résultats de [Sab2] que dans le cas d'un polynome
non dégénéré par rapport a son polygone de Newton a l'infini et commode (en particulier
modéré) on peut calculer le spectre a partir de la filtration de Newton.

Grace au lemme suivant, on a parmi les polynomes bons un analogue global de la famille

des singularités irréductibles de courbes planes.

Définition 2.3.3 Soit f : C> — C une application polynomiale. L’entrelacs a linfini de f
est lentrelacs f~1(0) NSk ot Sk est une sphére de rayon R suffisamment grand.

Lemme 2.3.4 ([NR] Lemma 7.1) Si V C C? est une fibre de f : C* — C qui est réduite
et dont son entrelacs a l'infini est un noeud (V est connexe a l'infini) alors f est un polynome
bon.

2.3.3 Une formule pour les paires spectrales

Au graphe dual I'_ de la décomposition de £, on rajoute des fleches qui correspondent
aux dicritiques. On note I'y, le graphe ainsi obtenu. Les sommets de I',, sont indexé par
I'ensemble AUV U {oo}. Par construction I's, est un arbre connexe (voir [LW], [N3]). On
notera de plus R 'ensemble des points de rupture de I, c’est 'ensemble des sommets de
I qui ont au moins deux arétes incidentes.

Pour v € AUV, on définit p(v) € V U {oo} le premier sommet rencontré dans un chemin
de v & oo dans V' (il est unique car I'y, est un arbre).

On note

m,, la multiplicité de la transformée totale de f le long de E, pour v € AUV U {cc}
(les dicritiques étant de multiplicité 0),

8y = pged(my, myw) pour v € V et 6, est le degré du dicritique qui correspond a la
fléche pour v € A,

Vo ={p €V U{oco}: pest connecté a v}, pour v € VU {0},
ry, = pged(my,, p € V), pour v € V U {oo},
{z} € ]0, 1] la partie fractionnaire de = € R.

On définit alors des éléments de Z(@%) par :



2.3. SPECTRE D’UNE APPLICATION POLYNOMIALE A DEUX VARIABLES 39

a= (—1+Z{3:$}> [(miv_Ll)Jr(l—ni,l)] ,veVUu{ool,

0<s<my BEV,

mytsry

o ) .
b, = _ -
b= ) < 7611,2)+<m,0) , v €V U{oo},
0<s<ry - -
o ) i
Cy = Z <_6_v’2)+(6_v’0) Lvev,
0<S<5v - -
S (_i 2) ved
v 6,07 )
0<S<5v

Théoréme 2.3.5 Pour une application polynomiale f : C*> — C a fibre générale connexe,
on a

Spp!(f,00) = Y a3 (60— b) — boe + 3¢, + (J4] = 1)(0,1).

vER vER\{oo} vEA

Preuve. 1l suffit de suivre la preuve de [SSS| dans le cas local. On applique le théoreme

2.2.4, qui nous donne une suite spectrale E"? aboutissant & H*(F,Q). On a

B = H(DW,Q)(-1).  (pur de type (1,1)),
E?:q — HQ({)(U, Q), ¢=0,1,2 (pur de poids q),
Ell,o _ HO(D(2), Q), (pur de type (0, 0))7
d’ou
B = a0, (pur de type (1,1),
veV
EY = @ HYD,,Q), ¢=0,1,2 (pur de poids q),
veVU{oo}
ELOZ@QJU (pur de t 0,0
! 7 p ype ( ) >>7
veV

tous les autres E7"? sont nuls.
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(5 +om)
X (52 ro),
2 (o))

On en déduit

Spp(E; ) = )

(
Spp(EY?) = )

Spp(EY’) =

(>4
M
<
<
3
~~ N~ ~—~ A

veVU{oo}

Spp(EL) = Z( ) (g,o)m,—n),

veEV \0<5<dy v
0,1
Spp(El ) = Qy.

De la méme facon, on a

Spp(f,00) = > (=1)"'Spp(E}°) + (1, 1),

T8

on peut conclure en utilisant la proposition 2.2.5 qui implique

Spp' (f, 00) = Spp(f, 00) + Spp”(f, 00) + Spp°(f, 00) + B(f, o0).
0

Remarque 2.3.6 — Dans la définition que I'on donne des paires spectrales (resp. du
spectre) Sp*(f, 00), on fait un tour dans P! autour du point oo dans le sens trigonomé-
trique. Ramené a C ce petit cercle autour du point oo devient (a homotopie pres dans
P! \ B) un grand cercle qui contient B, orienté dans le sens opposé au sens trigono-
métrique. Ce changement d’orientation change les paires spectrales (resp. le spectre).
Le lemme 2.6 dans [Dim] nous explique comment faire.

Si I'on note Spp. (f, 00) (resp. Spl (f,00)) les paires spectrales ainsi obtenues alors, on

a
Spph(f,00) =D al + Y (ev—by) —bee+ Y&+ (JA[ = 1)(0,1),

vER vER\{oo} vEA
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a; =0<82<:mv (—1+/§U {‘Z?“}) K—mil) + (%1)} ,vER

muytsry

ou

— Si f: C" — C est un polyndéme homogene (ou quasi homogene) alors on a

Spp'i (f, 00) = Spp"(f,0).

— Ici on a choisi le sommet qui correspond a la droite a 'infini comme point de base. On
peut, comme dans le cas local, choisir n’importe quel sommet.

— Le spectre Sp'(f, 00) est symétrique par rapport a 0 si et seulement si la somme Y vea Co
est nulle ¢’est-a-dire tous les dicritiques sont de degré 1, fait déja remarqué dans [Dim].

2.3.4 Calcul des paires spectrales a partir du diagramme de Eisen-
bud et Neumann de ’entrelacs a I’infini de la fibre générique

Pour la notion d’entrelacs ou de multientrelacs, on peut se référer a [EN] et pour ce qui
est de la notion d’entrelacs a 'infini de la fibre générique d’un polynéme a [N1].

Pour les définitions, les détails et les notations de ce qui suit, on se réfere a [N3].

On va montrer ici comment calculer les paires spectrales Spp (f,00) & partir du dia-
gramme de Eisenbud et Neumann (minimal) de I'entrelacs a Uinfini de la fibre générique
noté I'(Ky ).

Notons I (K ) le graphe obtenu de I'( K o) en ajoutant les sommets qui correspondent
aux dicritiques. Le degré d’un dicritique est le nombre de fleches attachées au sommet cor-
respondant.

Sil'on Ote tous les sommets de IV (K o) de multiplicité inférieure ou égale a 0 et que 'on
remplace les sommets horizontaux par une fleche (dont la multiplicité est 'unique multiplicité
qui laisse invariant les multiplicités des autres sommets) alors on obtient le diagramme de
Eisenbud et Neumann du multientrelacs fibré K, défini dans [N1] et rappelé dans [AC].

Comme 'ont remarqué [SSS], il est possible de donner une définition des paires spectrales
pour les multientrelacs fibrés. On utilise ici cette définition et I'on note Spp(I'(Kj)) les paires
spectrales ainsi obtenues.

L’objet de ce paragraphe est donc de montrer la proposition suivante

Proposition 2.3.7
Sppy (f, 00) = Spp(T'(Ky)).-
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Cela répond ainsi dans un cas particulier a la question posée dans [SSS| remarque 4.1 sur
l'interprétation de Spp(I'(Ky)).

Indépendement P. Cassou-Nogues [C1] a considéré des formules similaires associées a un
diagamme de Eisenbud et Neumann et elle a conjecturé implicitement une relation avec le
spectre d'un polynome.

Preuve. D’apres [N3] section 6, on sait exactement comment passer du graphe dual de la
résolution de f au diagramme de Eisenbud et Neumann de 'entrelacs a l'infini de la fibre
générique de f.

Si on calcule les nombres s; associés a un sommet v comme dans le cas local (apres
désatellisation, voir [C1]).

(m1)

Sommet v (mk)

oum; =0pouri=k+1---netf;,j=1,---,ntels que
ﬁjOél"'OZj"'OénE 1IIlOdOéj

et

o = M = B

J aj )
alors les s; nous donnent ’opposé des multiplicités des sommets voisins au sommet v modulo
m,. Cela est du au fait qu'au diagramme de résolution correspond (avec méme sommets et
méme arétes) un diagramme de Eisenbud et Neumann dont les arétes ont pour déterminant
—1, voir [N3] section 6.

D’apres ce qui précede, les seules parties des paires spectrales Sppi( f,00) et Spp(I'(K)))

qui peuvent étre différentes sont celles qui correspondent aux termes a,,.

Dans le premier cas, on a :

sm s s

y = E -1 § R - -
0<s}f<mv BEV,

et dans le deuxieme cas, on a :

oo 2 (R EE) G ) ()

0<s<my HEV'U

mytsry
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Pour conclure, on remarque que les deux sommes précédentes sont égales. 0]

2.3.5 Une autre description des paires spectrales

On a une équivalence entre la donnée des paires spectrales de H!(F, Q) et la donnée de
trois polynomes avec certains nombres entiers. Plus précisemment, on a équivalence entre la
donnée de

Spp), (F, 00) = Zma,w(a, w)
et la donnée de

NORS | (EPVE

ORGSRV
0<ax<l

ANty= [ —xame2meo,
—1<a<0

Ox =M1 — Mat11, A= exp(—2ira),
7 le nombre de branches a 'infini.

Réciproquement, si on connait les multiplicités des trois polynomes précédents ainsi que
oy et r, on peut calculer les paires spectrales comme suit. Pour A € C, on lui associe ses
multiplictés my, m} et m dans A(t), A'(t) et A’(t) respectivement. Avec A\ = exp(2ira),

on a
Moo = My + m) pour —1 < a <0,

Mo = (my —my —2m} +0,)/2 pour —1<a <0,
Moy = (my —my —2m} —0,)/2 pour 0 < a <1,
Mao = M_q2 pour 0 < oo < 1,
mo1 =T — 1.

On remarque que
A(t) est le polynéme caractéristique de la monodromie,

Al(t) est le polynome de la monodromie restreinte & Im(I — (7'L)?) (g est un multiple
commun aux ordres des valeurs propres de la monodromie).

Pour le calcul explicite de A(t), on peut regarder la proposition 3.7 de [AC] ou le théoreme
12.1 de [EN].

Pour le calcul explicite de Al(t), on peut regarder la proposition 3.10 de [AC] ou le
théoreme 14.1 de [EN].
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Pour le polynéme A’(t) Dimca [Dim| donne une description de A’(t) (description qui est
en fait donnée par la proposition 2.2.5).

2.4 Calcul du spectre dans le cas irréductible

Considérons le diagramme de Eisenbud et Neumann suivant

O W1~ W2~ LWy,
lm lm Ing
que Pon note T'(ny, wy; - -+ ;ng, w,) avec (ng, wg) € N2 pour 1 < k < g.
On pose aussi Ag(ng,wy;---;ng,wy) = Wy — Np_1MpWk—1 pour 2 < k < g et n) =

Njy1 -+ ng pour 2 < k < get n’g: 1.
On a le théoréme suivant (voir [EN] pour le cas local et [NN2] pour Ientrelacs a l'infini).

Théoreme 2.4.1 Le noeud d’un germe irréductible a un diagramme de Eisenbud et Neu-
mann de la forme
I'(ny, wi; -+ -5 ng, wy)

avec ng, > 1, wy, > 1, pged(ng, wy) =1, pour 1 <k < g et A >0 pour 2 <k <g.
Réciproquement un diagramme I'(ny, wq; - - - ;ng, wy) avec ny > 1, pged(ng, wy) = 1, pour
1<k<g, Ar >0 pour2 <k < g provient du noeud d’un germe irréductible de courbe plane.

Un noeud a l'infini d’une courbe algébrique plane a un diagramme de Fisenbud et Neu-
mann de la forme
I'(ny,wi; -« -5 ng, wy)

avec
ng>1, wp>1, pged(ng,wg) =1, pourl <k<yg,

Ap <0, pour2 <k<g, w <n,
W1 €Ny N B ng -+ - N @ - - - @ npwp NS wiN, pour2 <k <g-—1.

Comme dans le cas local, on a la réciproque.

Définition 2.4.2 Un polynome f est dit irréductible a l'infini si f est réduit et si [’entrelacs
a linfini associé a f est un noeud. Ceci est équivalent a dire qu’il existe un seul dicritique
et que celui-ci est de degré 1.
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Remarque 2.4.3 Le lemme 2.3.4 de Neumann et Rudolph nous permet de dire que si f
est irréductible a l'infini alors pour toute constante ¢ € C, f — ¢ est aussi un polynome
irréductible a I'infini.

Définition 2.4.4 Les paires spectrales associées au diagramme I'(ny, wy;---;ng,w,) avec
(N, wi) € Z* pour 1 < k < g sont

1 i j 1 i J
S I tee et = 1—— | — —_ 1 o\ —-11
pp(T (11, wi; - -+ ng, wy)) Z( o (nk+wk+r), )+(n;€ (nk+wk+r) : )

avece 1<k<yg, 0<i<mng 0<j<uw, telsquet+w%<1et0§r<n§f.

Théoreme 2.4.5 Soit f : (C*,0) — (C,0) (resp. f: C — C) un germe irréductible (resp.
un polynome irréductible a linfini) dont le diagramme du noeud associé estI'(ny, wy; - - -0y, wy)
alors

Spp' (f,0) = Spp(['(ny, wr; - - -3 ng, wy))
(resp. SppL (f,00) = Spp(T'(ny, wy; -« 5 ng, wy))).

Preuve. A un sommet v, du diagramme il correspond le couple (ny, wy), on peut montrer
que 'on a 6, =nj_,, 1, = nj. Donc pour 1 <k < g, ona

Coy = Z (—n/S ,2) + (n/S ,0) , pour 1 <k<yg
k—1 k—1

by, = Z (—5,2)4—(%,0), pour 0 <k < g.

k

On remarque donc que Spp(f) = > cxg -
Considérons un sommet v fixé, on va calculer a,, . On choisit ug, vy, € Z tels que
WU + NEUE = 1.

(wkn2,1 = mk)

(—wvgnj,_, mod my) (nj, mod my)

D (—ugpwgn), mod my)
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En faisant une division euclidienne de s par wgn; et en utilisant le théoreme de Bezout,

on obtient
s s
a, = Y Axs) K _— 1,1) + <1— —,1)}
0<s<wyn), Wiy, Wiy,
wrnkts
avec

Au(s) = 1, sis=oaw;+ g +rugng, 0<a<ng 0<f8<wg, 0<r<ng,
27 0 sinon.

2.5 Calcul du spectre dans le cas non-dégénéré par rap-
port au polygone de Newton et commode

2.5.1 Non dégénérescence : définitions

Soit f: (C"*1,0) — (C,0), f(z) = > cnss @xz®, un germe analytique définissant une
singularité isolée.
On définit T'y(f) comme étant ’enveloppe convexe de 1’ensemble

U (k+Ry).
o
Le polyedre Iy(f) est appelé polyedre de Newton du germe f.
De la méme fagon, pour une application polynomiale f, f(z) = Y, yus1 axz®, on définit
oo (f) comme étant 'enveloppe convexe de I'ensemble

{0} U{k e N"* 1 qp # 0}.

Le polyedre I'o.(f) est appelé polyedre de Newton de I’application polynomiale f.

Pour la suite f est un germe ou une application polynomiale comme précédemment et
on note I'(f) le polyedre associé a f.

Soit o une face du polyedre de f et fo(z) = >, , apz®.

Définition 2.5.1 On dit que f est non dégénéré par rapport a son polyédre de Newton

si pour chaque face o de T'(f), les polynomes x,;%) , i = 1,---.,n ne s’annulent pas

simultanément sur (C\ {0})"*" (voir [Kou)).
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2.5.2 Filtration de Newton

On se place dans la situation précédente avec f un germe ou une application polynomiale.
Soit I'(f) le polyedre associé a f. Si o est une face de I'(f), on note ¢, la forme linéaire qui
vaut 1 sur 0. Si g € Clz1, -+, 2], g(x) = 34 cpenr bra®, alors on note

0y (g) = max ¢, (k+1),

kenntl
ak;éO

®(g) = max P, (g).

Soit
Qn—i—l
Q= ——F7+,
df AQr
OF est lespace des k-formes différentiables & coefficients dans C{z1, -+ , @41} si f est un
germe ou dans Clzq, -+, x, 1] si f est un polynome.

On définit pour r € Q :
Neod™h = {gdu : (g) < a},

et
N = {gda : ®(g) < a}.
La filtration N, définit une filtration croissante sur s et un spectre par :
Spac£.P) = 3 dimg (8 9) (o~ 1)
acQ

ou

NSt
g Q= N<—Qf?+1

et P est égal a 0 ou oo suivant que 'on considere un germe ou un polynome.

Théoréme 2.5.2 ([AGV], [Dol], [Do2], [C1]) Si f est non dégénéré par rapport a son
polygone de Newton et commode alors Sp(f, P) = Spy(f, P).
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2.5.3 Une expression explicite du spectre

Dans le cas de la dimension 2, on sait tres bien calculer le spectre d’'un germe ou d'une
application polynomiale en utilisant les résultats de Schrauwen, Steenbrink et Stevens [SSS],
le théoreme 2.3.5 ou plus explicitement les articles de Douai [Do2| et Cassou-Nogues [C1].

Soit f une singularité de courbe ou une fonction polynomiale & deux variables non dégé-
nérée et commode par rapport au polygone de Newton. On considére son spectre Sp(f) =
Sp. (f,00) si f est un polynéme et Sp(f) = Sp'(f,0) si f est une singularité de courbe plane.

Soient Xy = (mo,ng), X1 = (my,n1),---, X, = (m,,n,) les points du polygone de
Newton de f, ordonnés tels que m;n;_1 — m;n;_1 > 0 pour tout 1 < ¢ < r. On suppose que
ce polygone est commode (i.e. mg = 0, n, = 0). Il est trées utile de definir deux nouveaux
pOiIltS X_1 = Xr—i-l = (1, 1)

Soit, :

— 0; la i-ieme face donnée par X; 1 et X;,

— P,, le parallélogramme ouvert engendré par X, ; et X,

— L; le segment ouvert entre 0 et 2.X;,

— ¢; la forme linéaire qui prend la valeur 1 sur o;.

Proposition 2.5.3 On a

—_

r—

=3 X (=dilmm)+ ]

i=1 (m,n)€Py; N2 (

Z (1 = ¢i(m,n)).
1 (m,n)eL;NN2

En dimension quelconque et pour les germes on a aussi une expression explicite du spectre
en fonction du polygone de Newton mais nettement plus difficile a décrire.

Dans [St1] Steenbrink pose une conjecture qui décrit le spectre. Cette conjecture a été
prouvé quelques années apres par [Sai2| a I'aide des D-modules et plus tard par Varchenko
et Khovanskii [VK] d'une autre fagon.

2.6 Spectre d’un parallélogramme

D’apres la section précédente, on sait calculer le spectre d’un polynéme (ou d’une singu-
larité isolée) qui est non dégénéré par rapport a son polygone de Newton et commode. Ici,
on supposera de plus que le polygone de Newton du polynome f considéré a une seule face
compacte et qui est non dégénéré par rapport au polygone de Newton. Le spectre se calcule
alors a partir d’'un parallélogramme ce qui nous conduit a définir formellement le spectre
d’un parallélogramme (pour un parallélogramme engendré par deux vecteurs a coordonnées
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entieres et positives). On va calculer & nouveau ce spectre mais sous la forme x(t) ce qui
nous permettra de faire des calculs sur le spectre.

2.6.1 Notations et définitions

Soient X; = (my,n1), Xo = (mg, ng) deux vecteurs indépendants a coordonnées entieres,
positives et telles que maon; — ming > 0. Soit K le cone de Ri engendré par X, et X,

K= KX17X2 = {>\1X1 + >\2X2 10 S )\z pour 1= 1,2}
et P le parallélogramme de R? engendré par X; et X
P = PXl,Xg = {)\1X1 + XXy :0< )\ <1 pour ¢ = ]_,2}

Alors, on a

Z Yy = Z Y 1_J;m1yn11_$m2yn2

(m,n)eKNZ2 (m,n)ePNZ?

et si X, Xy est une base de (ZX; + ZX,) alors

mon 1 1
(m,n)eKNZ? L—amym 1 — ey

Si A C R%, on note

fA(I7y> - Z xmyn

(m,n)€ANZ?

la fonction génératrice de A.
Pour simplifier les notations, on pose

{ fX17X2 = fol,XQ

9X1,X2 = fol,X2 :

Si on se donne Pk, x,, on pose ¢x, x, la forme linéaire qui vaut 1 sur la face de Py, x,
(ensemble des points de la forme A\ X7 + Ao Xs pour A; > 0,5 =1, 2 et Ay + Ay = 1).
Le spectre du parallélogramme est défini par

nyj—ng mo—mj

X(PXI,XQ)(t) — le,Xg (tm2n1*m1n2 , tman1—ming )
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On pose
po= (X1, Xo) = u(Px, x,) = X(le,xz)(l).
En écrivant
X(le,xg)(t) = ta1+1 + .4 ta,ﬁ-l’

alors on a

et on pose
S(Xla X2) - S(PXl,X2) - Z Oé?.
i=1
Remarque 2.6.1 Le lien entre le spectre de la section 2.5.3 et le spectre d’un parallélo-
gramme est donné par

T r—1d;—1 no—1 my—1
=3 e OIS -1 =Y e = Y e 41
i=1 i=1 k=0 k=0 k=0

ou dz = pgcd(mz, TLZ)

2.6.2 Fonction génératrice d’un cone et d’un parallélogramme

Soient p et ¢ deux nombres premiers entre eux. On considere la fraction continue de g,
construite a partir des entiers positifs aq,-- -, a,,
p_ pla, - a)
- >
q qla, -, a)
plar, -+ a;) = arp(ag, -+ a;)+qlaz, -+ a;),  qlar, - a;) = plag, -+, a;) avec 1 <i <.
Pour simplifier, on note p; = py...; = p(ay, -+ ,a;) et ¢ = q1....; = q(ay,--- ,a;), pour

1<i<retpy=1,¢q =0.

Proposition 2.6.2 On a

2r—2 1 1
f(p2r717q2r71)7(1,0) (.Cl?,y) = Z(_l)l

1 — Ipiy‘]i 1— xpi-o-lyqz'-o-l
et

2r—1

f(O,l),(q2r7p2r)(x7y) = Z(_l)z

=0

1 1 1

+
1 — TeiyPi 1 — x%+1 yPi+1 1 — pr yPb2r
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1&1
(07
; 1 0

On considere les égalités suivantes

Preuve. On pose

et

K(al,l),(l,o) = Ul(K(O,l),(l,O))a
Ko1),(as,010241) = 01(K©0.1),(a2,1))5

K(p2r—17q27‘—1)7(170) = 01 (K(qz,m 27 —1,D2, - ,27«-1),(1,0))7

K(Ovl)v(QerlJQr) = Ui (K(O,l),(pz,m 27542, ,27‘))'

On écrit les fonctions génératrices correspondantes avec fo(x,y) = ﬁﬁ

1
f(O,l),(m,n) ('IJ y) - f(](x, y) - f(m,n),(LO) (.T, y) + m’
— amy
1
Fonmy,0.0)(2,9) = fol,y) = foa,mm (@, y) + 37—
— My
et
fotmin1),o(man2) (T Y) = iy ), (mane) (T9Y6, zPy?),
ou

_(a b
g = c d .
f(al,l),(l,o)(xay) = fO(x>xaly)7

fon (@ y) = folz,y) = folz,2y) + 1ay,
fonaamatn) (T, Y) = f0,1),a20) (@Y™, ),

r,y
r,y
Ainsi par récurrence on peut conclure.

Remarque 2.6.3 Par symétrie, on a

2r—1

1 1 1

f(p2r7q2r):(170) (.I, y) = Z(_l)z

— —— +
— 1 — xpzy‘h 1— Q;pz+1yl]z+1 1— xPerQQr

51
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et )
d o1 1 1
fo. s (@) = ;(_1) 1 — x%iyPi 1 — plitrypPin + 1 — ger—1yper—1’

La fonction génératrice du parallélogramme (dip, d1q), (m2,0) est égale a

Idrpra)(m2.0) (T, Y) = Fpay..0) (2, 9) (1 = 2DPy0)(1 — 2™2),

2.6.3 Calcul du spectre d’un parallélogramme
Dans le cas particulier ou le parallélogramme est un rectangle, on a
1—t 1-—t

= T 1 -

1—tm 1 —tm

X(Po,ny),(mg.0)) (t

Dans ce paragraphe, on généralise ce résultat a un parallélogramme quelconque.

On commence par le parallélogramme engendré par (dip, d1q) et (msg,0) ol mg, d; sont
des entiers strictement positifs et p, ¢ sont des entiers positifs premiers entre eux. Comme
dans la section précédente, on considere la fraction continue de g qui nous définit une suite

finie d’entiers positifs a1, - -, a,». On considere deux cas : ' pair et r’ impair.
i 1 1 _ pr 1), I 1, 1 p2r—1 1)
Soient ¢; maPi - (dquT q2r mQ) Gi et ¢ ma i T (d1q2r—1 q2r—1 m2> gi, alors on a la

proposition suivante.

Proposition 2.6.4 Si ¢; est non nul pour tout i alors on a

2r—1

fC— o — t 1—¢ t—t?
t) = E -1) + -
X(P(dIPQWdl‘IQr)v(vaO))( ) — ( ) 1 —ta1 —ten 11— t% 11— t%

_ Z(_l)il—t 1=t (11

1—te L — e | 1 — gear

et

=ttt 1=t it
= Z(_l) o 7T T 1
I—t%1—t%+ 1 —tm 1—ta

X(P(dlpzr—l;d1qw—1>;(m2,0)) (t)

=

= 1—t 1-—t
- Z<_1) 1 tc’. 1 e
=0 — (3 J— t i+1
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Preuve. Soit ¢ I'application linéaire qui vaut 1 sur (dip, d1q) et (ms,0),

_ digm + (mg — dip)n
madiq '

¢(m,n)

P
q

1 1 _p 1
En posant x =tm2 et y =t%9 am2 on peut calculer le spectre.

Remarque 2.6.5 Par unicité du développement en fraction continue, s’il existe iy tel que
¢i, = 0 alors il est unique. Dans la démonstration précédente il faut faire le calcul suivant :

1 1 1 1

1— xPi-19y%i-1 1— xPiy% 1— xPiydi 1— TPi+1yditl
(1 + pPiydi + (xpini)Q 4+ (mpiy‘h)ai+l_1)xpi—lyq'i—l
(1 _ xpi—lyfh—l)(l —_ xpi+lyqi+l)

puis apres changement de variable, on trouve avec ¢; =0 :

Oéi—i—ltci*l
(1 — tei1)2’

Cette remarque nous permet de faire dans la suite des calculs sur le spectre en supposant
que tous les ¢; sont non nuls.

Remarque 2.6.6 Pour le cas général on peut utiliser la méme méthode en remarquant que

1
Jtmana),(mi,n) (T, ¥) = fomana),,0)(@Y) = fonimy),0,0) (2, y) + ———7
1l—zdya

avec d; = pged(my,ny) et
f(m2,n2),(m1,n1)(x’ y) = f(m27n2)7(m1,n1)(x7 y)(l — ™ m)(l - me?/m)-

Remarque 2.6.7 Les formules précédentes permettent de calculer le spectre d’un germe ou
d’une application polynomiale non dégénéré par rapport a son polygone de Newton d’une
fagon différente que celle déja rencontrée (voir remarque 2.6.1 et section 3.3.2). On va voir
dans le prochain chapitre que cette nouvelle formulation va nous permettre de calculer ex-
plicitement la variance du spectre, ce qui n’est pas évident a priori.
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2.7 Exemples de spectres

2.7.1 Le polynéme de Briancon

Notons
3:1—{—1’y’ p=sr—1, g:p3+p4—|—p2$, h:g/l’2

Le polynome
5 1
=h+-ps—<s
d 37773
est appelé le polynome de Briancon. Nous calculons ici ses paires spectrales associées a la
monodromie a 'infini.
Le diagramme de Eisenbud et Neumann de 'entrelacs a I'infini de la fibre générique du

polynome de Briangon est donné par le diagramme suivant :

©_3 12 —7®

55—

(0) 1) 1)

Le diagramme de K (voir section 2.3.4) est :

3
_1r_(\2) _7A)

) 12 13 &)

1) 1)

On calcule les multiplicités modulo m, des sommets voisins a ’aide de la section précé-
dente.

(s1 mod 2) (2) (s2 mod 2) (s4 mod 3) 3) (s5 mod 3)
o o o— —0 o o
(4) vl v2 1)

(s3 mod 2) (s6 mod 3)

ey ey
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On peut prendre :
61=0, s=—-4=0 mod 2,
By=0, s=3=1 mod 2,
63:1, 83:—151 mod2,
Bs=5, s4,=1=1 mod 3,
05=0, ss=1=1 mod 3,
O =2, s¢=-—-2=1 mod 3.

On a alors af, =0, af = (—%, 1)+ (3,1).
On a :

Sppy(f,00) = (—%,1) + (%1) + (—%,2) +(0,1)
spthio0) = (5 ) + (3) + (-3) + O

Ces résultats ont été obtenus dans [Dim] par une autre méthode.

et

2.7.2 Le polynome (y° — 2%)? + zy/8

Soit f = (y° — 2%)% + xy®. Alors le diagramme de Eisenbud et Neumann de la fibre
générique de f est

3 29

T

(1/30) + (—1/30) 4+ (1/15) 4+ (—1/15) + (2/15) 4+ (—2/15) + (7/30) + (—=7/30)

+(8/15) + (—8/15) + (17/30) + (—17/30) + (19/30) + (—19/30) + (11/15) + (—11/15)
+(1/58) + (—1/58) + (3/58) 4+ (—3/58) + (5/58) + (—5/58) + (7/58) + (—7/58)

+(9/58) + (—9/58) + (11/58) + (—11/58) + (13/58) + (—13/58) + (15/58) + (—15/58)
+(17/58) + (—17/58) + (19/58) + (—19/58) + (21/58) + (—21/58) + (23/58) + (—23/58)
+(25/58) + (—25/58) + (27/58) + (—27/58).

Le spectre Sp., (f, o) est
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Chapitre 3

Variance des nombres spectraux et
polygones de Newton

3.1 Introduction

En 2000 Hertling et Dimca proposerent une conjecture tout a fait inattendue sur la
variance du spectre associé a une singularité ou & un polynéme (par rapport a la monodromie
a l'infini). Nous donnons ici la preuve des deux conjectures en dimension 2 dans le cas non
dégénéré par rapport au polygone de Newton et dans le cas irréductible (& U'infini pour le
cas d'un polynéme).

Dans le chapitre 2, on a montré (rappelé dans le cas local) qu’on peut calculer le spectre
a partir du diagramme de Eisenbud et Neumann associé au germe ou a la fibre générale du
polynome.

A une aréte de diagramme de Eisenbud et Neumann qui relie deux sommets de rupture
(c’est-a~dire qui a plus de deux arétes d’incidence), on associe un nombre entier A qui est le
déterminant de 'aréte (voir [EN]) de la fagon suivante : a l'aréte

Qr az
ao al

Ak41 Ak

on associe 'entier A = aga; —as - - - a,.
Soient f un germe définissant une singularité isolée ou un polynome et

Sp(f) = () + -+~ ()

avec —1 < ay < ---a, < n le spectre associé.

o7
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Notons V(f) = % t <al~ - %ﬂy et HD(f) = p(12V (f) — (o, — @1)). Les conjec-
tures portent sur le signe de HD(F'). Dans [H| Hertling a introduit 'invariant v = —%éf).

Les deux théoremes importants sont ici les théoremes 3.2.1 et 3.4.1 qui répondent aux
conjectures en donnant une formule exacte de 'invariant HD(f) pour certaines familles de
germes ou de polynomes a deux variables. Dans les deux cas considérés, cet invariant est une
combinaison linéaire a coefficients strictement négatifs des déterminants du diagramme de
Eisenbud et Neumann associé a f.

Deux questions se posent naturellement : est-ce que ce type d’égalité est vrai pour tout
f a deux variables vérifiant les hypotheses des conjectures? Si oui quelle est la signification
des coefficients des déterminants ?

Afin de prouver le théoreme 3.2.2, on a besoin de résultats arithmétiques sur la partie de

Z? définie par

b

pour @ > 1, b > 1 et pged(a,b) = 1. Le lemme 3.2.5 est juste une reformulation de la
Proposition 5.2 de Dimca dans [Dim]. Le lemme 3.2.6 est un calcul qui fait intervenir dans la
démonstration les sommes de Dedekind et qui généralise le Lemme 5.3 de Saito dans [Sai3].

Dans la démonstration du théoreme 3.4.2 on a besoin de faire un calcul sur un parallélo-
gramme ouvert. On donne ici deux méthodes de calcul. La premiere est directe mais demande
I'utilisation d’un programme de calcul formel pour ne pas étre fastidieuse. Cette démonstra-
tion a permis d’énoncer un lemme qui a été utile dans la démonstration du théoreme 3.2.2.
La deuxieme méthode est plus conceptuelle et montre comment sont cachées les sommes de
Dedekind dans le spectre (et semble étre généralisable en dimension supérieure).

Pour finir ce chapitre on finit par regarder formellement ce que devient la conjecture de
Hertling pour un parallélogramme. On donne un théoreme de majoration pour les sommes
de Dedekind et on ’applique pour montrer que 'invariant HD est positif pour un parallélo-
gramme. Ce dernier résultat est pour 'instant purement formel et non associé a un polynome.
Pour éviter cela il faudrait par exemple étudier le spectre associé a une singularité non isolée.

Pour décrire les germes et les polynomes vérifiant les hypotheses des théoremes 0.0.3 et
0.0.4 qui ont un invariant HD nul, on a besoin d’introduire les notions suivantes.

Soit f : C"*! — C un polynome quasi-homogene de poids w = (wy, -+ ,w,) et de degré
d = d(f) qui définit une singularité isolée.

A(a,b)z{(i,j)EZQ:i,j>07é+l<1}

Définition 3.1.1 — Une déformation positive de f est un polynome de la forme



3.2. CONJECTURE DE HERTLING-DIMCA DANS LE CAS IRREDUCTIBLE 29

— Une déformation négative de f est un polynome de la forme

flx)+ Z Cal®.

aeN?+1
dw(z®)<d

3.2 Conjecture de Hertling-Dimca dans le cas irréduc-
tible

Ici, on reprend les notations de la section 2.4 et on pose de plus
p= p(ny, wi; - 5ng,w,) = card(Sp(I'(ny, wis -+ -5 ng, wy))),

a = a(ng,w; -3 ng, wy) = max(Sp(I'(ny, wy; - -3 ng, wy))),
S = S(n,wy;- - - ;ng, w,) la somme des carrés des valeurs spectrales
et

! !
/ / n, n,
(nf,_,—1) (nkwk_lwk (”ﬁcolwl —ng — w1> + n%°2w1>

/
NyW1Wg—1 Wk

Ey(ni,we; - 3ng, wy) =

Remarque 3.2.1 Onap=>9_,(ny —1)(wg — 1)nj, et @ =1 — 2tm,

nHwi
Théoréme 3.2.2 On a .

k=2

De cette formule, avec Ej > 0, pour 2 < k < g, on en déduit immédiatement le corollaire
suivant comme une conséquence du changement de signe des quantités Ay.

Corollaire 3.2.3 Si f est un germe analytique de courbe irréductible ou un polynome ir-
réductible a linfini et a deux variables alors la conjecture de Hertling-Dimca est vraie pour
f. De plus, on a égalité si et seulement si f est une déformation positive ou négative d’un
polynome quasi-homogéne définissant une singularité isolée.

Avant de commencer, on a besoin de quelques résultats d’arithmétique.

Pour a > 1, b > 1, pged(a, b) = 1, on pose

A(a,b):{(z‘,j)eZQ:z,j>o,3+%<1}.
a

Lemme 3.2.4 card(A(a,b)) = %
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Preuve. C’est un cas tres particulier du théoreme de Pick, (voir [F]). O

Lemme 3.2.5
i\’ 1 1
12 E 1———=2) =(a—-1Db-1)(1—-—=-—=].
) ( a b) (@=1)-1) ( a b)
(i,5)€A(ab)

Preuve. C’est un cas particulier de la proposition 5.2 de [Dim]. O

Lemme 3.2.6
T g 1 1 1
12 E l———2%2)=(a-1Db-1[2—=-—=— —_— .
- ( a b) (a=1-1) ( a b ab)
(Z7])€A(a7b)

Preuve.
Pour p,q € N*, pged(p, ¢) = 1, on définit la somme de Dedekind

w5 () ()

@»_{x—uyg,ﬁxgz

0, six € Z

ou

et x est un réel. Les sommes de Dedekind vérifient la loi de réciprocité suivante
1 1 (p ¢ 1
dn®+d%m=——+—(—+—+—),
4 12\q p pq
voir J. E. Pommersheim [P] et les références qui y sont données.
Le lemme 3.3.2 nous donne les égalités :

Y= %b(a —1)2a—1)+ (b 1/2)@ + as(b, a)

(4,5)€A(a,b)

et

> = - -1+ (o 1/2)b(b2_ D

(4,5)€A(a,b)

+ bs(a, b).

Il reste a utiliser la loi de réciprocité de sommes de Dedekind pour trouver le résultat. [

On en déduit
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Lemme 3.2.7

1 1 1

122 > (1—2—%—%/{:)2:(@—1)(19—1)(20—1—§—g—£+%).

k=0 (i,7)€A(a,b)

Preuve. Il suffit d’appliquer directement les lemmes précédents. O
Lemme 3.2.8
g
p(ng, wy; - 5ng,w,) = (njwy — 1)(ng — 1) +Z ny_; — 1)njAyg.
k=2
Preuve. Par une récurrence sur g. U

Preuve du théoreme. On procede par récurrence sur g sachant que le résutat a déja été
démontré dans le cas g = 1, il reste a passer du cas g au cas g + 1.
Pour 1 <k < g—+1, on pose

Sk:(nb Wi -3 Ng41, wg+1) =

N1 Ng+1—1 1 i . 2
: S (b (i)Y
Mg41 - Ng41 N Wg

On a
g+1

S(ni,wi; - Ngg1, Wyy1) = E Sk(n1, wis - -5 Ngy1, Wyy1)

et
Sk(n1, wi; -+ 5 Ngy1, Wei1) = Sk—1(N2, Wa; - - 5 Ngy1, Wep1) pour 2 < k < g+ 1.
Par hypothese de récurrence,
65(”17 Wiy -5 Ng+1, wg+1) -
g+1
L / .
— E Ey_1(ng,wa; -+ g1, Wer1) Ag — Ey(na, wi; -+ 5Mgp1, Wyi)

(N, wi; 3 g1, Wer )N, Wi+ Mg 1, Wyin).-
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avec
Ey(na, w5y, Wey) =
+M(n17 W15 5 Mg41, wg+1)06(n1, Wiy -3 Ng41, wg+1)
—M(nz,wz; : ";ng+1,wg+1)a(n2,w2; : ";ng+1>wg+1)
—651(711, Wiy -5 Ng41, wg+1)-
On a
Eé(nl,wl; Ny, wg+1) =
wy + Ny
((n1 —D)(wy — D)0+ 4 (g1 — 1) (wy1 — 1)n’g+1) (1 — Y )
Wy + N
= (2= e = D44 (g = Dy = ) (1= 22572
1 1 1 1
— -1 -2, -1- = - = — .
(m )(w ) ( " ny  w; Mwp + n6w1)
Donc
Ey(ny,wy; -5 Ngy1, Wei1) =
1 1
—1 —1 -
) e
Ak W{W9 + NLW9 — NLWLWe — N NW
_ Z(nk—l)(wk—l)nk 1Wa 12, 1W1Wa 1M2W1
2 nouqub

~(m — Dwn — 1) (2n’1 Sle - n;ﬂl) |
En utilisant le lemme 3.2.8 et en simplifiant, on a :
Ey(ny, wis -5 ngan, win) =
— ((mhws = D — 1) + L (rfy — DAy (rerninn mo, |
~(m = D = 1) () =1 - o+ ).

D’ou finalement

g+1
Ev/ . . _ E'// . .
2(”17 Wiy 5 Ng41, wg+1) = k(nla Wiy -3 Ng41, wg+1)
k=2

avec
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" . . —
E2 (nlawlv T ng-i-l)wg—i-l) -

/
nywiws nawi

— (= 1) [y — 1)t (5, 1)y — 1)(1 - )]

et
W1Wo + Nq1W9y — NW1We — N1 NoWq
1" X i o ! /
Ek (nla Wiy s ng-i—la wg-i-l) - _(nk—l - 1)nkAk’ /
nHwWi W

pour 3 <k < g+ 1.

Il suffit de remarquer que

1" . _ .
E5(ny,wy; -5 ngy1, Wor1) = Eo(ny, w5 Mg, Wor1) Ao
et
i . . —
El(ny,wr; - ing1, Wor1) + Eg_1(no, wa, - -+ Ngy1, W1 ) A =
Ep(ny,wr, -+ Ngy1, Wey1) Ay,

pour 3 <k <g+1.
O

Preuve du corollaire. La premiere affirmation est claire. Pour avoir 1’égalité la formule du
théoreme nous dit que g doit-étre égal a 1, c’est-a-dire qu’il y a une seule paire caractéristique
associée a f. L’algorithme de Newton Puiseux appliqué a f n’aura qu'un seule étape et en
I’écrivant, on remarque que 'on a une déformation positive. O

3.3 Variance d’un parallélogramme

3.3.1 Calcul direct

On construit la figure suivante pour calculer la somme Sy des nombres spectraux sur
parallélogramme ouvert général donné par Xy = (my,ny), Xo = (mag, na), avec 0 < my < may,
0<ny <nj.
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X4 = (:El,yl + y2) Xl + Xg

pa( X1+ Xo)

X1
pl(Xl)
T,
p2(X2) X, X3 = (21 + x2)
N

0 p1(X1) pl(X2) p1(X1 + Xz)

Plus précisemment, on définit

- P(Xi, Xs) le parallélogramme ouvert engendré par X; et X,

n1—nsg mo—mj

maoni—min2’ mani—min2

- ¢(m,n) =am + bn,

- S = Z(m,n)EP(Xl,Xg)ﬂNQ (1= ¢(m,n))?,

et les sommes suivantes

- S = ZXeRmNQ(l - ¢(X))2> ou Ry :]0’ my + mQ[X]O>n1 + n2[>

- S =Y xepme (1 = O(X))?, olt Ry =|my, my + ma[x]0, na,

- S3= Y xepe (1 — &(X))%, ot Ry =]0,ma[x]0, ],

- Sy= ZX6R4HN2(1 - ¢(X))2> ou Ry :]0’ Xl[’

- Szll = ZXeRsﬂNQ(l - ¢(X)>27 ol R5 :]0’ X2[a

- S5 = ZX@T{ﬂN? m, ou T} est le triangle ouvert (0, p1(X7), X1),
- 5S¢ = ZXGTI’OI\P n,

- Sr=) xenme L ou T; est le triangle ouvert (0, X1, p2(X71)),

Y

- Sy = ZXeTImN?(l - ¢(X)

- Sg =D xerme (1 — 0(X))?,

- So = xepgme (1 = 0(X))?,  olt Rg = {ma}x]0,nql,

- SlO = ZX€R7ON2(1 — ¢(X))2, ou R7 :]mg,ml + mg[x{mg}.

)
)2
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Alors on a les égalités suivantes

S35 = Ss + Sg + Sy,

Ss= > o(Xi—X)P= Y ¢(X)

XeT1NN? XeT|{NN?
S3=2 > p(X)P-2 Y #(X)+ Y 1+8
XeT]NN? XeT/NN? XeT]{NN?

So= S+2 Y a0- 3 1-8),

XeT]NN? XeT]{NN?
1
= 5(53 + 2&55 + 2656 — 87 — 54)

Cela nous donne un résultat intermédiaire pour Sy :
si my # 0 et ny # 0 alors

So =51 —2(Sy+ Ss + Sg+ Sy + Si + So + S1o),

si mp = 0 et ny # 0 alors
So = S1 — 2(Sg + 5%),

si my # 0 et ny = 0 alors

So = 51 —2(Ss + Sa),

si my et ny = 0 alors

SQ = Sl-

65

Pour simplifier les notations, on introduit S(d,n) = >_;_, k%, pour n et d des entiers plus

grands que 1.

Lemme 3.3.1 On a
S::E:lz#Tzlmn_—Qm—Hz+d)+1
7 P 1= g = 5 1 1 .
1

Preuve. C’est une conséquence du théoreme de Pick voir [F], p 113.
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Lemme 3.3.2 On a

B om 1 1my /
Ss= Y m= 55(2,% —1) = 58(Lm —1) - §d—18(1,d1 —1) —mys|
(m,n)eTy
et
maq 1 1n1
Ss= Y n= —n—15(2,n1 = 1)+ (m1 = 5)S(m = 1) - §d—15(1,d1 —1) +ny18
(m,n)eTy
ou S1 :3<%>Z_11> et s} :s<g—11,?—11>.
Preuve.
mi—1 [77:7'—11m:| di—1 m
SIS O DRI S
(m,n)eT’1 m=1 n=1 k=1 1

o L 1
L n 1 W m 1\ /m
1 1 1My 1
= —m — || — - = — ——k—(0)—=) | =k
> (= (G =) - 2 G- 0 -3) (3)
i nm, Im m
1My 1 1
——k| —k——5(1,dy -1
" |:m1 dy ] dy dy (L )
k=1
n iy n 1
1 1
= —95(2 —-1)— — —=5(1 —1)—=5(1,d; — 1).
@ =1 = 3 m () - g ms =) = 5501
Avec I'égalité
S () = s (22,
ot my - 1 d17 dl )
on obtient le résultat. Pour S c’est le méme type de calculs. U

Apres un calcul (avec un programme de calcul formel comme Maple), on trouve la somme
sur un parallélogramme général.

Proposition 3.3.3 Soient dy = pged(my,ny), do = pged(ma,na), As1 = many — ming,

—gf(m m =g (M2 nR2
51—s<d1,d1> et Sy S<d2,d2>.
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1. Simy # 0 et ny # 0 alors

1 ng) 2 1 ( nl) 2 ( 1 )
6Sy = 1——=(di—ny)+—(1——)(ds5—n9)+ (11— A
0 A21 ( ny () 1) Az Ny (4, 2) ning =
(2dy — 1)(dy — 1) B (2dy — 1)(dy — 1)

+12(82 — 81) —

dl d2 7
2. simy =0 et ny # 0, alors
1 1 1
650 = ( m)( - ) L TLC ) WA S B )
Asy mang many ma ny na ma
1 2dy — 1)(dy — 1
+m2n1——+1282—< 2 )( 2 )+3,
ma dy
3. simy #0 et ng =0, alors
1 2d; — 1)(dy — 1
680: (d%—nl) +@—2m2—1231+m2n1 ( ! >< ! ),
mony nq dl

4. simy =0 et ng =0 alors

650:(n1—1)(m2—1)(1—i—i).

mao ni

3.3.2 Calcul a partir du chapitre précédent

Le but de cette section est de donner un preuve plus élégante de la proposition 3.3.3.
Suivant Dimca et Saito [Dim], proposition 5.2, on définit 'ensemble A des germes holo-
morphes au voisinage de 1 et

C

v A —
h — 12a2+6a1,

ou

1—|—S
a
1—|—S st
£>0

L’application v est une application linéaire. Pour a € R, t* définit un élément de A et

(t) = 6(a — 1)
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A 1—t)2 —t 1— a_yt th_ e 412
De la méme facon pour a € R*, b € R*, (1_ tz et 11_ tfl ll_—ti, ﬁﬁ définissent des éléments

de A et a t)2
(G5 o
w ii _i+g+é+3
1—tel—tv)] ab b a
et

e —tth—t 1 1 1
w(l—tdl—tb) =(a=D0G-1) (@—5‘5)'

Ces résultats nous permettent d’avoir

1—t 1-t
6S(P(0,n1)7(m2’0)) - ¢ < )

T T
1—¢tm 1 —tme

1 1 ny—1)(2ny — 1 mo — 1)(2mq — 1
ST S W TS T U L
ny My n1 mo
n m
= mmy+ — + — +3.
mo nq
Lemme 3.3.4 On a
2r—1 1
H (P(dlp2r,d1q2r),(m2,0)) = ;(_1)Zcici+l = madqy,
et
2r—2 . 1
H (P(dp2r—1,dq2r—1),(MQ,0)) - Z(_l)z Y] = m2dQ2r—1-
=0 CiCit1
Preuve. C’est une conséquence du théoreme de Pick et de ce qui précede. O

On peut maintenant prouver, par la proposition suivante, les affirmation 2 et 3 de la
proposition 3.3.3.

Proposition 3.3.5 Soient my, ny, my des entiers strictement positifs dy = pged(my,ny) et

—g(ma m
sl—s<d1,d1>, alors on a

2

mo d
65 (P(ml,m),(mz,o)) = many + n—l + mglnl + 3 —12s4.
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Preuve. On reprend les notations de la section 2.6 en posant m = mg, d = dy, p = ’g—f et
q= 2—11. On suppose que tous les ¢; sont non nuls sinon on utilise la remarque 2.6.5 pour faire
le calcul. Cette remarque nous dit de plus que le calcul suivant sera correct aussi dans le cas
ou 'un des ¢; est nul.

— Pour le cas pair, la somme est égale a

2r—1

C; Cit+1
6S = 3 6
Z (Czcz—i-l * Ci+1 * C; * ) "
d’ou
c 2r—1 o
GS:mdq+—l— Z“+6.
Co

On en déduit que

2r

6S = mdq + mcy — dCQT_l — Z(—l)zaz + 6.

=2

Or par récurrence avec la formule de réciprocité, on peut montrer que I'on a

123(p2T7QQ7") = -3 + % + gor—1 I Z 0

Donc J
6S = mdq + m + — + 3 —125(par, g2r)-
dg qm

— Pour le cas impair la somme est égale a

2r—2 C/ C, 1
_ _1)¢ i i+1
65 Z( ) (C,' + +3)

i=0 1+1 7 [t
d o C/ 0,2 2 Py C/ 1 - C, 1
1 r— i1+ 11—
65 = t(Plapdg) (o) + = + ——+ Y (1) H———=+3
% Cor-1 T ¢

et de méme que précédemment,

6S = mdq + mcy + dc,, o — Z(—l)iai,
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puis on utilise le fait que

Por—1 1 P2r—2 .
12s P2r—1,4q2r-1) = + - + -1 Zai-
( ! 1) q2r—1 DPor—142r—1 Par—1 Z( )

La proposition suivante nous permet d’avoir 'affirmation 1 de la proposition 3.3.3.

Proposition 3.3.6 Soient my, ny, ma, no des entiers stritement positifs avec As 1 = moni —

— oM m — g (m2 mg
ming > 0, 31—s<d1,d1> etsz—s<d2,d2>.Alorsona

d2 N9 d2 nq 1
6Smym) (mams) = ——— (1——=]4+-"2(1-— 1— A 12(sy — 6.
(m1,n1),(ma,n2) A2,1 ( nl) + A2,1 ( n2) + ( n1n2) 21+ (32 31) +

Preuve. On suppose que le développement en fraction continue a un nombre impair de
termes (les autres cas se prouvent de la méme fagon) et que tous les ¢; sont non nuls (voir
remarque 2.6.5). Notons X(¢) = XP,.. ). (mpmy) (£)-

On écrit les deux couples (my,nq), (mg,ng) sous la forme

(d1por—1,d1qar—1) et (doph,_1, dags, 1)

respectivement.
On définit A = many —ming, a = M5", b= =25 ¢; = ap; + bg; pour 0 <@ < 2r —1
et ¢; = apl + bg, pour 0 < i <21’ — 1.

On a
= =t 1t =X =t 1t (1—t)?
=2 (Vg - L T (1_,5%
donc
w2 ; 1 & s : 1 G Civ

i) = i—0 =) (C;C;-i-l i Cis1 i & i 3) - ;(_1) (Cici-i-l " Cit+1 " Ci " 3) o
¢ | g — iCiy1 — Gl €1 Cyro py iCit1 — Ci1
P(x(t)) = man—mgnﬁ—%—i—K%— ; (-1) T_a_a_;(_l) 07@

Comme on a ¢, ; = a;41¢; + ¢;_; et ¢;y1 = ai11¢; + ¢;—q il ne reste plus qu’a faire apparaitre
les sommes de Dedekind et a simplifier la somme. O
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3.4 Conjecture de Hertling-Dimca dans le cas a singu-
larité isolée, non dégénéré par rapport au polygone
de Newton et commode

Ici on reprend les notations de la section 2.5.3 et de la proposition 3.3.3.
On considere

- S(Xo, -+, X,) la somme des carrés des nombres spectraux,

i le nombre de Milnor,

- Ai,j = Ai,j(X07 ce ,XT) = My — MmN, -1< ’L,j <7r+ 1,

fai:%,ogigr—i-l,

b= 0 <i <t

d; = pged(my,n;), 1 <i <.

Remarque 3.4.1 Ona pp= Ag_1+ A1o+ -+ A1, + 1 comme un cas particulier des

résultats de [Kou], ¢;(m,n) = a;m+Db;n et *5+ = T par la symétrie du spectre par rapport
a 0.
Soit
) . 1 1 o Ait1,i—1(Xo, -, Xr)
Cz <X0’ ) XT) Aji1(Xoy o, Xr) + Aiy1,(Xo, , Xr) Aji1(Xoy o Xr)Ajp1,i(Xo, -, Xr)
On a

Théoréme 3.4.2

65(Xo, -, X)) = p— L+ Y _(df —n;)Ci(Xo, -+, X,).
i=0

Corollaire 3.4.3 Si f est un germe analytique de courbe irréductible ou un polynome non
dégénéré et commode par rapport au polygone de Newton et a deux variables alors la conjec-
ture de Hertling-Dimca est vraie pour f. De plus, on a €égalité si et seulement si f est une
déformation positive ou négative d’un polynome quasi-homogene définissant une singularité
1solée.
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Remarque 3.4.4 On a (m; —n;)Ci(Xo, -+, X,) = ¢i(1,1) — ¢;11(1,1) donc

r—1

Z Z A]H_l,k(mi - nz)cz(X07 e 7X'I‘) -
=0 k=1

r

z_: Z Apr1p(di(1,1) = disa (1, 1))

i=0 k=i

=Aio+ -+ Ag, — Z Aiicii(1,1) — Arg,00(1,1)
i=1

= u— 1— Ar+1,r¢r(17 1)

=pu—14+(d?—n,)Cr(Xo, -+, X,).

En introduisant E;(Xo, -+, X;) = Y p_; Arr16(Xo, -+, X)) (my — ny) + d7 — n; on peut
écrire la formule dans la proposition 3.4.2 sous la forme

r—1

6S(X07 e aXT) = Z Ei(X07 e 7XT)Oi(X07 e 7X7‘)'
i=0
Le résultat précédent est intéressant car C;(Xo, -+, X,) (pour 1 < ¢ < r—1) est négatif pour

une singularité isolée d’hypersurface et positif pour un polynéme non dégénéré par rapport
a son polygone de Newton.

Soit ¢ la fonction definie par ¢; dans le secteur entre X; | et X;. Rappelons le résultat
suivant.

Proposition 3.4.5 (voir [St1], [Sab2], [Sab4], [Do2]) La valeur spectrale maximale est 1 —
¢(1,1).

Exemple 3.4.6 Considérons le polygone Xy = (0,3), X7 = (2,2), X5 = (3,0) qui corres-

pond a un polynome non dégénéré par rapport a son polygon de Newton alors =7, S = %

1
eta“—2.

Maintenant, avec les égalités

r—1 r—1

S(Xo,+, X) =Y So(Xi, Xiw1) +23 Su(Xi, Xig)

=0 =1
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et
(d; —1)(2d; — 1)

6d;

il est maintenant facile de prouver le théoreme 3.4.2.

Preuve du corollaire 3.4.2. Choisissons j tel que n; < m; pour tout ¢ avec j < i < r et
m; < n; pour tout i avec 1 <i<j—1.0na

54(X1:, Xi+1) -

6S(X07 o aXT) - ,U(l - ¢j(17 1)) =

=1 /-1
Z (Z Aps1 (g —m;) + d? - mi) Ci(Xo, -+, X;)

i=1 \k=-1
r—1 r
+ Z (Z Ak+1,k(mi - nz‘) + df N m) Ci(XOa T er)' (*)
i=7 \ k=1

Dans le cas d’une singularité isolée de courbe, on a les inégalités suivantes :
O<mi < ---<m,

et
0< Ny < -+ < nyg.

Par récurrence on obtient
A07_1 + -+ AM—l > ni_l(m,; — 1) pour ¢ > 1,

et
Aijri+ -+ Arprr > miga(n; — 1) pour i > 1.

On voit que

i—1
Z Ak+1,k(ni - mi) + d? —m; > (m,; - 1)(n,;_1(n,; - mz) - 1) + d? -1
k=—1

et ;
k=i
Dans le cas d’un polynome non dégénéré par rapport a son polygone de Newton, on fait

la somme des inégalité suivantes

A + A > A
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(obtenues par convexité). Cela nous donne Z;;l_l A1 > Ao—1 + Aio = ng(m; — 1) donc

i—1
Z Ak+1,k(ni — m,,) + d? —m; > (mz — 1)(710(712 — m,,) — 1) —+ d? — 1,
k=—1

et enfin par symétrie,

D Apear(my —n) +df —ni > (n; — 1)(mp(m; —ni) = 1) +df — 1.
k=1

Remarque 3.4.7 Sion écrit 1'égalité (*) en fonction des données du diagramme de Eisenbud
et Neumann associé a la singularité ou le polynome considéré alors on trouve une formule
analogue a celle du théoreme 3.2.2 dans le cas non dégénéré et commode par rapport au
polygone de Newton.

3.5 Exemples

3.5.1 Le polynéme de Briancon

Pour le polynéme de Briangon, on trouve que HD(f) = 25/3. L’invariant HD(f) est
strictement positif bien que le polynome de Briancon ne soit pas faiblement modéré. En fait,
pour tous les exemples calculés jusqu’a présent on a obtenu HD(f) > 0 donc on peut penser
que cette inégalité est vraie pour tous les polynémes f : C2 — C.

3.5.2 Le polynome (y° — 2%)? + z/8

Considérons le polynome f(x,y) = (y° — 23)? + zy8. On trouve directement, grace au

résultat donné dans le chapitre (exemple section 2.7.2) précédent pour les paires spectrales
ou par le théoreme, que HD(f) = 2(65 — pa) = 68/145.

3.5.3 Variance associée au parallélogramme ((my,0), (m,n))

Le but ici, est de voir ce que devient la conjecture de Hertling pour le parallélogramme
((ma2,0), (my,n1)) avec ny, my, mo tous strictement positifs.
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Théoreme 3.5.1 Soient p et q deux entiers naturels tels que 0 < p < q et soit d =
pged(p, q). Alors, on a

S(p q> oa—1 (q_p_q—d2)_(2d—1)(d—1)

d'd) = 12¢ q—7p 12d ’

avec égalité si et seulement si q—p—d =pged(p—1,q—1) — 1.

Preuve. Soient p et g deux entiers naturels, 0 < p < ¢, d = pged(p, q).
D’apres la proposition 3.3.5, on a

6S0((p.q),(1,1)) = (1—1)(d—q)+ (1 —1)(g—p) —12s (8, 4) — LD,

q=p
I 2 (2d—1)(d—1)
olg—p—1=) —12s (5.4) — =3

Sid=1, comme Sy > 0, on a I'inégalité recherchée. D’autre part Sy = 0 si et seulement
si les seuls points a l'intérieur du parallélogramme sont sur le segment |(p, q), (1,1)[. Il y en
a pged(p — 1, — 1) — 1. Le nombre de points a l'intérieur du parallélogramme étant égal a
q —p—11il en découle que pged(p —1,g—1) — 1 < g —p — 1 est une égalité si et seulement
si SQ =0.

Le cas d quelconque se déduit du cas d = 1. O

Proposition 3.5.2 L’invariant HD( P, 0),(m,ny)) €st positif.

Preuve. On pose D((mq,n1), (m2,0)) = 6So((m1,n1), (m2,0)) — t(Pns.0),(m1,n1)) Cu-

On a 1t(Piny.0),(min1)) = Mani — mg + dy. 1l existe deux entiers naturels ¢, et r; tels que
niz+(ma—m1)y
mani

my = qny + 11, avec 0 <7y <ng. Iei, onaa, =1—é(qr +1,1), ot ¢(z,y) =
Apres calculs, on montre qu’on a

D((ma,m), (my,0) = D2 19 (21 - bimetu )
d?+dy (n1—r1)+many (di—1)+dima+d
+(d1—1)1 1(n1—r1 m22n11d11 imatdi

Le théoreme précédent nous permet de déduire que D((ny,my), (n2,0)) est toujours po-
sitif. 0
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Topologie des polyndmes, spectre et variance du spectre (résumé) :

La premiere partie est consacrée a I’étude de la topologie d’'un morphisme d’une variété
algébrique complexe lisse de dimension quelconque dans une courbe algébrique complexe
lisse. On étudie différentes approches des cycles évanescents et cette étude nous conduit a
montrer des résultats d’annulation de la cohomologie associée aux fibres du morphisme. Dans
la deuxieme partie, on introduit la structure de Hodge mixte sur la cohomologie des fibres.
Cela permet de définir le spectre et les paires spectrales. Pour une application polynomiale a
deux variables, on montre comment on peut dans la pratique calculer le spectre et les paires
spectrales. Dans la troisieme partie, on répond dans le cas irréductible et non dégénéré par
rapport au polygone de Newton a la conjecture qu’ont posée Hertling et Dimca en 2000 lors
de la conférence sur les singularités a Cambridge.

Topology of polynomials, spectrum and variance of the spectrum (abstract) :

In the first part, we study the topology of a morphism between a smooth complex alge-
braic variety and a smooth complex curve. We investigate different approach of vanishing
cycles, this bring us to results of the vanishing of the cohomology associated to the morphism
fibers. In the second part, we introduce the mixed Hodge structure on the cohomology of the
fibers and use this to define the spectrum and the spectral pairs. We show how to compute
the spectral pairs of polynomials of two variables. In the third part, we consider the conjec-
ture given by Hertling and Dimca in 2000 at the summer school in Cambridge and give an
answer in the local or global situation for the irreducible or the Newton non degenerated
cases.

Mots clés : Applications régulieres, Cycles évanescents, Connexité, Paires spectrales,
Spectre d’une singularité, Polygones de Newton, Sommes de Dedekind.
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