Résumé

Le contexte de cette thése est celui des corps de fonctions en caractéristique p > 0 et plus précisément
celui des Z,-extensions géométriques de tels corps; son but, l'obtention d’un critére alternatif (for-
mulé en terme de semi-simplicité) a celui proposé par Villa-Salvador et Madan relativement & une
formulation d’une conjecture de Gross dont on rappelle I’énoncé ci-apreés.

On se donne F un corps fini & ¢ éléments (¢ = p” si p est un nombre premier # 2 ) et I'on désigne
par K un corps de fonctions algébriques d’une variable de corps des constantes F. Soient K, /K une
Zp-extension de groupe de Galois associé I' >~ 7Z,, et S I’ensemble, supposé fini, des places de K qui
se ramifient (sauvagement) dans K. Si 'on désigne par Coo s(p) la p-partie du groupe des S-classes
d’idéaux de K, et que ’on considere I'action naturelle du groupe topologique I' sur cette derniere, on
peut se demander si le groupe des invariants pour cette action (vu comme sous-groupe de Coo 5(p)),
a savoir Coo7s(p)r, est d’ordre fini. C’est I'intitulé auquel nous nous intéressons.

Dans le premier chapitre, on se propose de revenir sur quelques-uns des résultats majeurs de la
théorie d’Artin-Schreier-Witt dont 1’objet est d’offrir une description explicite en caractéristique p > 0
des extensions cycliques de degré une puissance de p.

Le chapitre 2 présente une traduction dans le contexte des corps de fonctions de certains résultats
fondamentaux de la théorie d’Iwasawa ainsi qu’une invitation, au travers d’une breve incursion au
coeur de la théorie des modules de Carlitz, au pendant de la théorie cyclotomique. Ceci nous donnera
en particulier 'occasion de nous attarder sur un candidat particulierement séduisant pour jouer le role
d’analogue de la Zj-extension cyclotomique des corps de nombres.

Au chapitre 3, nous présentons en détail le contenu de D'article de Villa et Madan cité plus haut
et suggérons, au travers d’exemples, que si le critere exhibé est original et astucieux, il peut malgré
tout se révéler difficile d’application au point peut-étre de nécessiter une reformulation .

Enfin le dernier chapitre propose de plonger la situation initiale dans un cadre métabélien et, a
la lumiére d’un article de Greenberg, d’établir un critere suffisant de non-semi-simplicité découlant de
la comparaison "a la limite” des comportements des suites exactes des classes ambiges et des genres
que 'on aura eu soin auparavant d’établir.

Mots-clés : Corps de fonctions, Z,-extensions géométriques, Conjecture de Gross, Théorie d'Iwa-
sawa, Semi-simplicité.

Abstract

Suppose K to be a congruence function field and denote by K. /K a geometric Z,-extension.
Villa-Salvador and Madan, using Artin-Schreier-Witt theory, give a necessary and sufficient condition
for the finiteness of the p-part Co s(p)' wich is not more than the formulation of the analogue of a
conjecture of Gross in the function field case.

Now, considering the metabelian case, we use Greenberg’s works on p-adic representation and
the theory of characters to obtain another criterion for the finiteness of Coo s(p)l in terms of semi-
simplicity.

Keywords : Function fields theory, Geometric Z,-extensions, Gross conjecture, Iwasawa theory,
Semi-simplicity.
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Introduction

Le contexte de cette thése est celui des corps de fonctions, néammoins
notre intérét étant centré autour de considérations arithmétiques au détri-
ment de l'interprétation géométrique sous-jacente, nous aurons a coeur a
chaque fois que cela sera possible d’établir un paralléle avec la situation, de
ce point de vue peut-étre plus familiére, des corps de nombres espérant ainsi
mettre en exergue qu’en dépit de 'appartenance a la famille plus générale
des corps globaux (caractérisés par 'existence d’une formule du produit), il
subsiste entre corps de nombres et corps de fonctions certaines différences
fondamentales, comme une dissymétrie de comportement, rendue d’autant
plus frappante lorsque 1'on se focalise sur la classe des Z,-extensions.

Le chapitre 1, aprés une rapide présentation des principaux protagonistes
peuplant 'univers des corps de fonctions, se veut un hymne & la théorie
d’Artin-Schreier-Witt dont on ne connait bien souvent que le cas particulier
des extensions d’Artin-Schreier et dont 'objet est la description en carac-
téristique p > 0 des extensions de degré une puissance de p. A cet égard,
nous rappelons que la construction de 'anneau des vecteurs de Witt trouve
son origine dans la volonté d’établir dans le cadre de la caractéristique po-
sitive, les énoncés d’une théorie du corps de classes; ainsi nous rappelons
comment toute extension K, /K de degré p" peut étre paramétrée par un
vecteur de Witt de longueur n appelé "générateur d’Artin-Schreier-Witt" et
dont la forme renferme la totalité de 'information relative & la ramification
de cette derniére. En vertu de Iisomorphisme Z;, ~ W(Fy) = lim W, (F,),

n
on associera plus généralement a une Z,-extension un vecteur de Witt de
longueur infinie; cette description se révélera le point de départ de 'article
de Villa-Madan dont ’étude détaillée sera ’objet du chapitre 3.

Le chapitre 2 propose de traduire dans le contexte des corps de fonctions
quelques résultats fondamentaux de la théorie d’Iwasawa et pour ce faire,
nécessite de distinguer deux grandes familles d’extensions : d’une part celles,
non-ramifiées, que 'on dit "arithmétiques” (c’est-a-dire obtenues par com-
positum du corps de base - par exemple le corps des fonctions rationnelles
- avec une extension du corps des constantes, par exemple F,) et d’autre
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6 Introduction

part, celles que l'on dit "géométriques” ou & I'inverse le corps de constantes
est invariant par extension. Ce sont ces derniéres qui retiendront toute notre
attention par la suite du fait de la relative parité entre le comportement
de leurs Z,-extensions et celui des pro-p-extensions de corps de nombres.
En particulier et conformément aux travaux menés par Aiba en 2003, elles
nous fourniront un contexte sinon favorable du moins encourageant quant
a la recherche d’un candidat raisonnable (et ce faisant "non historique")
pour assurer le role d’analogue de la Zj,-extension cyclotomique des corps
de nombres. Pour ce faire, un petit détour par les modules de Carlitz sera
nécessaire et avec eux la mise en place d’une théorie cyclotomique dans le
cadre des corps de fonctions. On disposera & ce stade des notions requises
pour procéder a 'étude d’un article de Li et Zhao [41] ou il est proposé un
modele de construction d'une Z,-extension du corps K des fonctions ration-
nelles en tout point inspirée de celle de Qu, la Zy-extension cyclotomique
de Q, c’est-a-dire obtenue par "troncature" le long de la tour d’extensions
correspondante, du groupe de Galois Gal(K (Apr)/K) d’ordre ®(M) associé
au M-iéme corps cyclotomique K (Apr).

Au chapitre 3, nous présentons en détail le contenu de I’article de Villa et
Madan [42] & Vorigine de ce travail de thése, revenant dans un premier temps
sur les travaux d’Iwasawa réalisés dans le contexte des corps de nombres
pour justifier, en vertu d’un dictionnaire souvent évoqué, la formulation de
la conjecture de Gross sur laquelle les auteurs se sont interrogés. On rap-
pelle a cet effet qu’étant donnés K un corps de nombres et K. /K une
Zy-extension de type CM, la conjecture de Gross statue que si S désigne
exactement l'ensemble des places ramifiées (qui sont donc des p-places) alors
(Coo,5(p)7)! est un groupe d’ordre fini.

Revenant au contexte des corps de fonctions, on se donne F' un corps fini
a g éléments (¢ = p" si p est un nombre premier # 2 ) et 'on désigne par
K un corps de fonctions algébriques d’une variable de corps des constantes
F'. Soient K /K une Zy-extension de groupe de Galois associé I' >~ Z,, et S
I’ensemble, supposé fini, des places de K qui se ramifient (sauvagement) dans
K. Sil'on désigne par Coo 5(p) la p-partie du groupe des S-classes d’idéaux
de K et que 'on considére 'action naturelle du groupe topologique I' sur
cette derniére, on peut se demander si le groupe des invariants pour cette
action (vu comme sous-groupe de Coo g(p)), & savoir Coo s(p)', est d’ordre
fini.

Dans le cas d'une Zy-extension arithmétique, la finitude du groupe C<>075(1))F
découle de la théorie des modules noethériens aussi les auteurs concentrent-
ils leur attention sur le cas des Zy-extensions géométriques. Partant de la
description d’Artin-Schreier-Witt rappelée au chapitre 1 et aprés avoir éta-
bli une formule des classes ambiges, ils donnent une condition nécessaire
formulée en termes de normes de S-unités garantissant la finitude du groupe
Coo.s(p)F. Ainsi on est amené a associer & chaque étage n de la tour d’exten-



sions géométriques sous-jacente, une matrice carrée M,, € M, 5‘_1(Zp) qui
concentre ’ensemble des conditions normiques ; on définit alors la matrice M
associée a la Zy-extension Ko, /K comme la limite des M,, (dans un sens a
préciser) et ’on montre que le caractére inversible de cette derniére assure la
finitude de Coo 5 (p)! ; la réciproque sera assurée dés lors que M € M)51-1(Q).
Deux exemples viendront illustrer notre propos, exemples qui bien que choi-
sis élémentaires, nous convaincrons du caractére un petit peu laborieux de la
méthode proposée. Nous conclurons par une bréve incursion en théorie des
genres, comme un écho a 'aspect "ambige" jusqu’alors prédominant.

Partant d’un résultat de Greenberg énoncé en terme de semi-simplicité!
et adoptant pour base de réflexion 1’énoncé de la conjecture de Gross gé-
néralisée proposé par J.F. Jaulent en 1985 [33] qui prédit en substance,
pour la Zy,-extension cyclotomique d’un corps de nombres K et S ’ensemble
des places (p-places) ramifiées, que lordre du groupe (C’lf{n)rn est borné
pour (C’lfﬂb) :=Clg, /Clk, (S), nous nous proposons dans le dernier chapitre
d’élargir le contexte considéré par Villa et Madan a un cadre métabélien avec
I'idée qu’en rigidifiant un tant soit peu la situation initiale (en I'occurrence,
par 'adjonction d’une action de groupe), on augmente d’autant nos chances
d’obtenir, pour ’analogue de la conjecture de Gross considéré, un critére
d’application plus aisée que le caractére inversible de la matrice M évoquée
plus haut (somme toute assez pénible a établir deés lors que |S| > 2).

Soit donc K un corps de fonctions sur Fy (ot ¢ = p®). Pour chaque entier na-
turel n, on définit K,, comme une extension cyclique de degré p" de K = K
telle que :

(i)VneN, K, C Kyt avec [Kpt1 : K] = p.

(ii) Le corps des constantes de K, est k = F,.

(ili)) Koo = U,, Kn-

En d’autre termes, K /K est un Z, - extension géomeétrique.

On se donne enfin S un ensemble fini de places ramifiées (on fera ’hypothése
par la suite que ces derniéres le sont totalement) et I'on désigne par le(n le
groupe des S-classes de diviseurs de K,,. Se placer dans le cadre métabélien
signifie adjoindre & K, /K une composante horizontale sous la forme d’une
extension K/F de degré d premier a p de groupe de Galois A supposé abé-
lien et telle que 'extension K,/ F soit galoisienne (nous tenons a travailler
dans un cadre semi-simple de sorte de retirer le maximum d’informations de
I’étude des p-composantes a laquelle nous nous rameénerons). Si 'on note G
le groupe de Galois de Koo /F et I' = % celui associé¢ & Ko /K, on s’au-
torisera ’abus de langage qui consiste a désigner par A un relévement de
Gal(K/F) dans G. Ceci précisé, le groupe G s’écrit alors comme le produit

'On a certain I-Adic Representation, Invent. Math. 21, p 117-124 (1973)



8 Introduction

semi-direct I' X A. L’application,

k:AxI' — T

(r,7) = Ty=FyF"

qui définit ce dernier se factorise par un caractére p-adique w de A selon :
Tyt =40 V1€ Gal(Ku/Fso) ~ A.

Ainsi dong, I' et plus généralement les objets a considérer sont dotés d’'une
structure de Zy[A]-module ou Z,[A] est une algebre galoisienne semi-locale ;
c’est en particulier le cas pour le groupe de classes le(n qui retient notre
attention et qui posséde de ce fait une structure de Z,[A]-module et conjoin-
tement une structure de A-module. La nécessité, pour ne rien perdre de la
richesse du contexte métabélien, de tenir compte de cette mixité structurelle,
nous engage & introduire ’algebre gauche dite d’Iwasawa généralisée :

A[A] = Z,[A][[0]] = Z,[[0]][A]

qui n’est autre que I'algébre du groupe A & coefficient dans A "tordue" par
la relation :
Tl =w(r), VreA

ou,
0 =23 w0 - 1)
TEA

sachant que 6 satisfait la congruence :

0=7y-1[(v-1)?

et engendre en tant que tel l'idéal (y — 1)Z,[[(y — 1)?]] de l'algébre A =
Zp[[(y — 1)?]]. La résolvante 6 posséde en outre cette propriété intéressante
que son action "décale les ¢ composantes" (c’est-a-dire les composantes as-
sociées a un idempotent e, pour ¢ un caractére irréductible de A) au sens
ou 'on dispose de l'identité :

e, = epul,

propriété qui se transmet aux suites exactes selon le modéle :

L (Cl )b = (Cl) 2 (Cli, ), = (Ol — 1

Aprés avoir établi & un niveau fini et dans le contexte particulier ou S
désigne ’ensemble des places ramifiées, une formule des classes ambiges et
une formule des genres, ’examen asymptotique du quotient

.l )t

Sl
o (Crg) ]



permet d’obtenir des critéres suffisants de non-semi-simplicité (on rappelle
que dans le cas "semi-simple", quotient des genres et classes ambiges sont
régis par le méme caractére) ainsi que des critéres suffisants de non trivialité
pour l'invariant d’Iwasawa généralisé \5.
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Chapitre 1

Des vecteurs et des corps ...

1.1 Introduction

L’objet de ce chapitre n’est pas de relater en détail la construction un peu
laborieuse de 'anneau des vecteurs de Witt mais bien davantage de mettre
en lumiére ce qui a justifié sa genese en rappelant 'origine du probléme
mathématique qu’E. Witt se proposait alors de résoudre. En effet, on pense
généralement aux vecteurs de Witt comme & l'outil permettant de décrire
la structure des anneaux locaux noethériens complets ou, plus simplement,
au moyen de traiter le cas "d’inégale caractéristique”. Ainsi, les anneaux de
valuation discréte sont de deux types suivant que leur corps résiduel k et leur
corps de fractions K ont méme caractéristique ou que k soit de caractéristique
p > 0 quand K est de caractéristique 0 (un exemple classique est donné
par 'anneau des entiers p-adiques Z, de corps résiduel [F,). On peut alors
montrer que pour tout corps k de caractéristique p > 0, il existe un anneau
de valuation complet W}, (appelé anneau des vecteurs de Witt sur k) dont
le corps de fractions est de caractéristique 0, le corps résiduel est isomorphe
a k et dont p est une uniformisante (par exemple, si l'on prend k = F,, W
est isomorphe & Q, qui n’est autre que le corps de fractions de ’anneau des
entiers p-adiques). On dispose alors d’un théoréme général de structure pour
un anneau local noethérien complet A quelconque de corps résiduel k£ dont
on rappelle ’énoncé ci-dessous :

Théoréme 1.1.1. Si A contient un corps isomorphe a k, ou bien il est
isomorphe & un quotient d’un anneau de séries formelles k[[Th,Ts, ..., T,]]
ou sinon & un quotient de Wi|[[T1, T, ..., T,]|.

1. On distingue deux cas particuliers :
— Si A est integre, c’est une B-algébre finie ot B est de la forme soit
E[[T1,Ts, ..., T,]], soit Wi[[T1,T3,...,Ty]] (théoréme de I. Cohen).
— Si en outre 'anneau A est régulier et contient un corps isomorphe &
k, il est lui-méme isomorphe & k[[T1, - - ,T,]]. Géométriquement, on

13
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peut dire que les complétés des anneaux locaux de toutes les variétés
algébriques sur k en des points "simples" sont isomorphes (ce qui est
loin d’étre le cas pour les anneaux locaux ).

Reste que la question qui retenait ’attention d’E. Witt n’était pas tant la
construction d’anneaux de valuation discréte complets que la généralisation
aux extensions cycliques de degré p™ en caractéristique p > 0 de la théorie
d’Artin-Schreier et ce sont les différentes étapes qui ont permis d’aboutir a
cette derniére sur lesquelles nous souhaiterions nous attarder...

1.2 A propos des corps de fonctions...

1.2.1 Rappels concernant les anneaux de valuation

Définition 1.2.1. Etant donné un corps commutatif K, on appelle "Valeur
absolue" sur K toute application ¢ : K — RV satisfaisant auz propriétés
sutvantes :

1. Pour toutx € K,p(z)=02=0
2. V(z,y) € K2, p(zy) = ()0 (y)

3. 1l existe un nombre réel positif C' tel que :

V (z,y) € K%, oz +y) < C Sup {o(x), o(y)}

Remarque : Les conditions I et & entrainent que la restriction de ¢ au
groupe multiplicatif K est un morphisme a valeurs dans R . En particulier,

p(=1) = (1) = 1.

On peut définir sur I’ensemble des valeurs absolues une relation d’équi-

valence "~" via :

1 ~ @2 & il existe s € RY tel que o = ¢

ainsi qu’'une constante réelle positive Cy,, appelée quelquefois coefficient de
, donnée par :

Cy = Sup,my<i{p(l+2)}

Il s’agit de la plus petite constante possible dans 3 (c’est-a-dire celle qui
donne I'inégalité la plus fine). En particulier, C, > 1.

Lorsque C,, = 1, on qualifie la valeur absolue associée que 'on dit alors non-
archimédienne ou encore ultramétrique, au sens ou elle satisfait une "ultra"
inégalité triangulaire. Dans tous les autres cas, on parle de valeur absolue
archimédienne 'exemple le plus familier étant sans doute la valeur absolue
usuelle |.| définie sur R dite "a I”infini". En particulier, deux valeurs absolues
équivalentes sont simultanément ultramétriques ou archimédiennes . Dans le
cas des corps de fonctions, qui est le contexte que nous privilégierons par la
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suite, toutes les valeurs absolues ont le méme statut et sont ultramétriques;
de cet état de fait, on pourrait conclure a une certaine simplicité du com-
portement de cette famille de corps globaux en comparaison & celui, & cet
égard pathologique, des corps de nombres mais nous verrons a l’occasion du
chapitre 2 que cet enthousiasme convient d’étre modéré ...

Intrinséquement, la notion de valeur absolue porte en elle une informa-
tion "métrique", reste a justifier comment elle peut permettre de définir une
topologie.

Définition 1.2.2. Soit ¢ une valeur absolue sur K ; on appelle pseudo-boule
de centre a et de rayon p, l’ensemble B(a,p) = {z € K/p(a —x) < p} et
topologie définie par ¢, la topologie pour laquelle les ouverts sont les réunions
quelconques de pseudo-boules.

Remarques-Conséquences :

~ Deux valeurs abolues équivalentes (au sens précédent) définissent la
méme topologie (c’est-a-dire les mémes ouverts...).

— Lorsque la valeur absolue ¢ (comprendre : "un représentant de la classe
d’équivalence associée") est ultramétrique, on attribue a la topologie
induite le méme qualificatif. Cette derniére a ceci de particuliérement
agréable qu’elle rend équivalent la convergence d’une série avec celle
de son terme général vers 0. On en révait ...

Dans toute la suite, ¢ désignera invariablement une valeur absolue ultra-
métrique.

Définition 1.2.3. On appelle valuation réelle sur un corps commutatif K
toute application v: K — R U {oo} telle que :

1. Pour tout x € K,v(z) =400 <z =0
2.V (2,y) € K?,v(zy) = v(z) + v(y),

avec les conventions : ¥ r € RU{oo},r 4+ (00) = 00 +r = 0
3.V (2,y) € K*v(z +y) = Inf{v(z),v(y)}

avec la convention : r < ocoVr eR.

On remarque qu’il s’agit 1a essentiellement du pendant "additif" de la
liste de propriétés caractérisant une valeur absolue ce que ’on formalise en
disant que ¢ et v sont associées s'il existe 0 < a < 1 tel que v = log,p (ou
de maniére équivalente a¥ = ¢). En particulier, les diverses valeurs absolues
associées & une méme valuation sont équivalentes entre-elles.

Raffinement :

Définition 1.2.4. On appelle valuation discréte (resp.discréte normalisée)
sur un corps K, toute valuation v telle que v(K*) soit un sous-groupe ad-
ditif de R isomorphe (resp. égal) a Z. On appelle alors uniformisante d’une
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valuation discréte, tout élément m € K tel que v(m) soit le générateur positif
de v(K™).

Exemple : Soient k& un corps commutatif et k(7") le corps des fractions
rationnelles associé ie k(T) ~ (k[T] —{0})~! x k[T]. Tout élément P de k(T)
admet une unique décomposition sous la forme : P = T°(Q) o e est un entier,
@ un quotient de polynémes € k[T'] non-factorisables par 7.

En posant, v(0) = oo et v(P) = e pour P # 0, on obtient une valuation sur
le corps k(T) telle que v(T') = 1 sachant que 1’on pourrait substituer a 7" un
polynome irréductible f(7') et définir selon le méme principe une valuation
v sur k(T) telle que v(f) = 1...

La définition & venir introduit des objets propres aux valeurs absolues ultra-
métriques qui seront omniprésents dans la suite de la discussion :

Définition 1.2.5. Soit v une valuation sur K associée a une valeur absolue
w. On appelle respectivement : anneau, idéal et groupe des unités de v les
ensembles :

Ay = v7H([0, +00]) = ([0, 1])
My =v~1(]0,+00]) = »~(]0,1])

B, = v7}(0) = p71(1) = A

(%

et I'on a le théoréme :

Théoréme 1.2.6. A, est un anneau local d’unique idéal mazimal M, et de
corps des fractions K = Frac(A,). En outre, si x € K \ A, alors x™ € A,,.

Lorsque v est discréte, on parle d’anneau de valuation discréte et 1’on dis-
pose de la caractérisation suivante qui rappelle qu’il s’agit 14 d’une propriété
forte :

Proposition 1.2.7. Soit A un anneau intégre local noethérien de dimension
1 (au sens de Krull ) et B son unique idéal mazimal. Si l’on note k = A /B
le corps résiduel associé, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est un anneau de valuation discréte

2. A est intégralement clos dans son corps de fractions
3. P est principal

4. dimy(P/P?) =1

5. tout idéal non nul est une puissance de P

6

. il existe t € A tel que tout idéal non-nul soit de la forme t™ pour m € Z

Le cas des corps de fonctions :
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Définition 1.2.8. FEtant donné un corps commutatif k quelconque, on ap-
pelle corps de fonctions algébriques en une variable sur k une extension L/k
avec L une extension finie de k(zx) (ie [L : k(x)] < 00) pour x € L transcen-
dant sur k.

On parle pour k de corps de base de L/k (que I'on prendra souvent égal
a k =T, le corps fini & ¢ éléments) et pour 'ensemble

k = {z € L| z algébrique sur k}

du corps des constantes de L/k. Le comportement de ce dernier sera particu-
liérement important lorsque 'on considérera des tours d’extensions comme
le suggére la définition suivante :

Définition 1.2.9. Soit L/k un corps de fonctions de corps des constantes
k. On dit que L' /K" est une extension algébrique de L/k si :

1. L'/L est un extension algébrique (au sens usuel)
2. on a Uinclusion : k C k'

En particulier, on dit que l’extension algébrique L'/k' de L/k est finie si le
degré [L' : L] est fini.

Exemple : Méme si cela peut sembler un petit peu prématuré, on donne
'exemple important suivant sur lequel nous serons amenés a revenir... Etant
donnée L/k une extension de corps de fonctions de corps des constantes k, on
appelle Corps de classes de Hilbert de L (au sens de Rosen) et I’on note Hy,
I’extension abélienne maximale de L qui est non-ramifiée aux places finies et
dans laquelle toute place a l'infini se décompose totalement.

Remarque :
Si L est une extension monogéne de k(z) de degré n, ce qui vrai par exemple
lorsque le corps k est parfait!, il existe y algébrique sur k(z) tel que
L = k(z,y) et si'on désigne par P(z,Y") le polynéme minimal de y sur k(z),
alors ce dernier est de degré n.

Places d’un corps de fonctions :

Définition 1.2.10. Une place B d’un corps de fonctions L/k est l’idéal
maximal associé a un anneau de valuation de L/k. Il existe une bijection
entre l'ensemble des places de L/k et les valuations discrétes de L qui sont
triviales sur k. On note Pr . Uensemble des places de L/Ek dont on admet
qu’il est non-vide.

'On rappelle qu’un corps k est dit parfait si toute extension algébrique L/K est sépa-
rable (en particulier les corps finis sont parfaits).
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Définition 1.2.11. 1. Soit P une place de L/k; on appelle "corps rési-
duel” en P le quotient Loy = Ag /P et Uon peut définir une applica-
tion :

’l9q3 L — ,ng U {OO}

u = u(P)

telle que :
uw(P) :=u € Ag/P siu € Ag et 0o sinon.

e En outre, si u € P, Iy (u) = 0.

2. Ly étant naturellement doté d’une structure de k-espace vectoriel, on
appelle degré de la place B, le degré de l'estension [Ly : k| et l'on note

Z/k l’ensemble des places de L/k de degré n.
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Exemple du corps des fonctions rationnelles :

En général ...

Cas du corps rationnel K (z)

On définit ’'anneau de valuation en P :

Op ={z € L,vp(z) > 0}

d’unique idéal maximal de Op :
P={xz € L,vp(x) >0}
Et enfin, le groupe des inversibles de 'anneau Op :

OF ={z € L,vp(z) =0}

Définition : Soient u € L* et P une place de L. On dit que
P est un zéro d’ordre n de u si vp(u) =mn > 0. On dit que
P est un pole d’ordre n de u si vp(u) = —n < 0. Ainsi, si
u € L* on dispose de la caractérisation suivante :

1. Pestun zérode u < u € P
2. Pestunpolede u < 1/ue P

Soit P(x) € K[z] un polyndome unitaire irréductible. On
pose :

Op = {%tel que(f,g) =1let (P,g) =1}

Il S’agit d’un anneau de valuation de K (x) d’idéal maximal :

P = {@ € Op avec P(z)|f(x)}

g(x)
ot deg(P) = deg(P(x)). De la méme fagon, on peut définir :

O = (255 el que deg(10)) < deglo(2)))

Panneau de valuation discréte de K (x)/K d’idéal maximal :

P = 11 ¢ 0., deg(1(a)) < deg(h(z))}
g(x)

ou par convention deg(oco) = 1. On peut énoncer pour le
corps rationnel K (x) un théoréme du type "Ostrowski".
Théoreme : Les seules places de K (z)/K sont de la forme
P = (P(z)) on P(x) € K[z] est un polyndome unitaire irré-
ductible (on parle alors de places finies) ou la place a ’infini
notée oo.

Comme conséquence de la caractérisation des places de
K(x), on a la relation suivante :

) Or = Kla].

P#oo

Remarque : Pour K = k(X) le corps des fractions rationnelles en une variable
sur le corps k (supposé fini de cardinal ¢) et F' un élément non-nul de k(X), on

considére I’application |.| définie comme suit :

|| KX

— N

F — |F| = gdea(F)

0 — O

En prolongeant cette application de fagon naturelle a k(X) (& valeur dans Z), on
obtient une valeur absolue sur K (X) qui est ultramétrique et que I’on note |.|x.

Soit maintenant P un polynome irréductible unitaire de k[X] de degré n. Pour F’
un élément non-nul de k(X), on note vp(F') 'exposant de P dans la décomposition
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de F en produits de polynomes irréductibles sur & et ’on pose :

llp:k[X] — N
F o |Flp =g or®
0 — 0

Ce faisant, on obtient une autre valeur absolue ultramétrique sur k(X)) et comme
dans le cas du corps QQ des rationnels, on dispose d’une formule du produit :

Flo [[IFlp=1 V Fe k(X)*
P

Classification des corps locauz :
Si I’on désigne par corps local, tout corps muni d’une valuation discréte et
complet pour les valeurs absolues qui lui sont associées, on a la proposition
suivante :

Proposition 1.2.12. Les corps locaux sont soit des extensions finies du
corps p-adique Q, soit des extensions finies du corps de séries formelles

Fp((T))-

Dans le cas particulier ou K désigne un corps de fonctions de corps
des constantes k et K, son complété en une place p (nécessairement non-
archimédienne) d’uniformisante associée 7 satisfaisant v, (7) = 1, la structure
du corps local K, peut étre décrite comme suit :

Kp:lC((w)):{i apm/ m e Zet a, € LV n}

n=m

ou K D k désigne le corps résiduel associé¢ a la place p de degré deg p sur IF,,.

Exemple : On prend pour K le corps des fonctions rationnelles Fy(7T') et
lon considére la place & l'infini (de degré 1) d’uniformisante associée +. Le
complété K1 est alors isomorphe au corps de séries formelles Fq((%)) qui
joue, dans leT contexte des corps de fonctions, le réle de R pour les corps de
nombres. En outre, pour p € Plgx d’uniformisante associée 7 := m,, on est
amené a distinguer certains sous-groupes de K¢ intervenant sans cesse en
Théorie des Nombres et en particulier en théorie du corps de classes. Ainsi,
on pose :

Up(n) =14+p" ={1+a,7" + ozn+17rn+1| Qn,Qpyt, - €Fp}

Pour n = 1, on parle du groupe des unités principales et 1’on a 1’isomor-
phisme FX ~ U, /U
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1.2.2 Anneaux d’entiers

On se propose de préciser en quelques mots et dans un cadre orienté
vers "les corps de fonctions" les définitions d’outils de base que nous serons
amenés, quitte a les raffiner un petit peu, a évoquer (et invoquer...) dans
toute la suite.

Définition 1.2.13. Soient R un anneau avec f € R supposé non-nul et A
un sous-anneau de R non-trivial. On dit que l’élément f est entier sur A si
et seulement s’il est solution d’un polynéome unitaire & coefficients dans A.

Définition 1.2.14. On considére p une place de k(z) et O, son anneau de
valuation associé. Une fonction f de R est dite entiére en p si elle est entiére
sur Oy.

La proposition suivante permet de lier "éléments entiers" et la notion
d’anneaux de valuation discutée précédemment :

Proposition 1.2.15. Soit A un anneau contenu dans un corps R. Un élé-
ment f est entier sur A (au sens précédent) si et seulement s’il appartient a
tous les anneauz de valuation de R contenant A.

En particulier, si R est une extension finie de k(x) et si 'on désigne par
p une place de ce dernier, les fonctions de R entiéres en p sont exactement
les fonctions n’admettant pas de pole en B pour toute place P de R telle
que Plp. Soit Oy 'ensemble de ces fonctions; on vérifie assez facilement en
utilisant les propiétés des valuations qu’il s’agit d’un anneau et plus encore,
a savoir la cloture intégrale de k[z] dans R. En particulier, Oy est un O,-
module libre de rang [R : k(z)] = n. On baptise "base entiére” en p (ou base
entiére locale) une base de Oy sur O,.

Définition 1.2.16. Etant donnée L une extension algébrique finie de k(x),
on appelle anneau des entiers de L [’ensemble des éléments de L solutions
d’un polynome unitaire o coefficients dans klz|. Soit O, ce dernier.

Remarque : Contrairement & ce qui se passe pour les corps de nombres,
le concept d’anneau des entiers d’un corps de fonctions n’est pas canonique
au sens ot il dépend fondamentalement du choix de I’élément transcendant x.

Proposition 1.2.17. Of, est ezactement décrit par l’ensemble des fonctions
de L sans pole en les places finies (i.e. en les places P de Op telles que :

B foo)

Preuve : On commence par remarquer que x appartient & tous les an-
neaux de valuation attachés a k(z) sauf celui associé a la place a 'infini.
Par conséquent, x appartient & tous les anneaux de valuation de L exceptés
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ceux provenant d’une place au-dessus de I'co. Il en est de méme pour k[z]
puisque k est inclus dans tous les anneaux de valuation de L. Ainsi, par la
proposition précédente les éléments de L entiers sur k[x] sont les fonctions
éléements de L appartenant a tous les anneaux de valuation contenant k[z].
Il s’agit donc des fonctions n’admettant (éventuellement) de poles qu’en les
places au-dessus de I’cc.

Conséquence (qui est un corollaire immeédiat) : on dispose de la descrip-
tion suivante pour Oy, :

O = () Ox
Pfoo

et du théoréme de structure :

Proposition 1.2.18. Si L/k(z) est une extension de corps de fonctions de
degré n fini, l'anneau des entiers O, est un k[x]-module libre de rang n. On
appelle base entiére globale une base de Op, sur k[z].

Enfin, on énonce :

Proposition 1.2.19. Une famille de L libre sur k[x] U'est encore sur k(z)
et sur O, pour toute place p.

Idée de la preuve : Une combinaison linéaire nulle sur k(x) peut se rame-
ner par réduction au méme dénominateur, en une combinaison linéaire nulle
sur k[z] et donc sur O, pour tout p.

Conséquence : Une famille de L de dimension n libre sur k[z] ou sur O, pour
une place quelconque, est une base de L sur k(x).

1.2.3 Notions de Diviseurs

Si ’on propose une présentation trés algébrique et donc essentiellement
formelle du groupe des diviseurs d’un corps de fonctions, on précise que cette
notion trouve son origine en géométrie et fut introduite par Riemann.

Dans toute la suite, on désignera par L/k un corps de fonctions de corps
des constantes k.

Définition 1.2.20. Un diviseur de L/k est un élément du groupe abélien
libre engendré par les places de L/k. L’ensemble des diviseurs est noté Dy,
et l'on a pour D € Dy, :

D= Z npP

PePl;,

avec np € 7 et np nul pour presque toute place P de L.
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On rencontre souvent ’abus de notation qui consiste & I'identification :
np = vp(D). On définit maintenant le support du diviseur D comme 'en-
semble :

Supp(D) := {P € Pl /vp(D) # 0}

et son degré (par linéarité) via I'introduction d’un homomorphisme "deg" :

deg:DL/k — Z
D +— deg(D):= Z vp(D)degP

PePly,

ottdeg P := [Op/P : k]. On note généralement D} s Vensemble des diviseurs
de degré n.

Cette notion ne serait pas d’un grand intérét si 'on n’avait la proposition
suivante :

Proposition 1.2.21. L’ensemble Dy} est muni d’une structure de groupe
abélien pour 'addition via :

D1+ Dy = Z (UP1 (D) + UPz(D))P
PEPIL

d’élément neutre 0 = ZPePlL/K 0.P.

Remarque : Le groupe DOL Jk des diviseurs de degré 0 est un sous-groupe
de Dr, /1, d’autant plus important qu’il joue dans le contexte des corps de fonc-
tions le réle du groupe des idéaux fractionnaires pour les corps de nombres
mais nous y reviendrons.

Définition 1.2.22. Soient z un élément du corps de fonctions L et P une
place de ce dernier .
— On dit que P est un zéro de z si et seulement si vg(z) > 0.
— On dit que P est un pole de z si et seulement si vyp(z) < 0.
Conséquences :
1. Sivg(z) =m > 0, alors P est un zéro de z d’ordre m.

2. Si vp(z) = —m < 0, alors P est un pole d’ordre m pour z.
Cas particulier : Soit u € L*. On note Z,, (resp. N, ) I'ensemble (fini)
de ses zéros (resp. de ses poles). On a la définition suivante :

Définition 1.2.23. Le diviseur des zéros d’un élément u € L™ est :

(u)o := Z vp(u)P.

PGZH.
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De la méme fagon, on pose pour le diviseur des poles :

(U)o 1= — Z vp(u)P.

PeN,

Ainsi le diviseur principal associé a u s’écrit :

(w) = > op(w)P

PEPly i
= (u)o — (U)o

Remarques :

1. Etant donné le corps des constantes k, on a x € k* < () = 0 ( ce qui
peut éclairer sur la dénomination, a savoir qu’il s’agit de fonctions qui
n’ont ni pole ni zéro et donc qui sont constantes...)

2. On note Pp,j;, U'ensemble des diviseurs principaux de L/k.
Définition 1.2.24. Sur Dy, on définit une relation d’équivalence en po-

sant :
Dy ~ Dy < il existeu € L™, Dy — Dy = (u) € Pr/k-

Drk ) : .
est appelé groupe de Picard et noté Picy, .
L)k

Le groupe quotient associé

Remarque : L’application "degré" définit précédemment passe au quo-
tient, c’est-a-dire que si ’on note D la classe d’un diviseur D, 'application
D + deg(D) est un morphisme de groupes.

La tentation est grande alors de voir le groupe de Picard (ou groupe des
classes de diviseurs) comme ’analogue du groupe des classes d’idéaux d’'un
corps de nombres mais contrairement a ce dernier Picy,/;, n’est pas fini ... Du
théoréme suivant va émerger le "bon candidat" pour poursuivre I"analogie :

Théoréme 1.2.25. (analogue additif de la formule du produit ) Soit L/k un
corps de fonctions de corps des constantes k. On a que tout diviseur principal
est de degré zéro i.e. :

Vu € L, deg((u)) = Z vp(u)deg(P) = 0.
PEPIy ),

Plus précisément :
Vu € L\ k,deg(x)g = deg(r)oo = [L : k(z)]

Interprétation :

1. Une fonction algébrique (non-constante) admet autant de poles que de
zéros comptés avec leur multiplicité.
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2. On déduit de ce théoréme que Pr ;. est un sous-groupe de D%/k. On

peut donc considérer le groupe des classes de diviseurs de degré O :
0

Pic%/lC = PZ: Il s’agit de la Jacobienne associée a l’extension L/k
(ou plus exactement, & la courbe algébrique sous-jacente) que I'on peut
doter d’une structure de variété abélienne.

Dans le cas ot k = I, Pic% /i €St un groupe FINT qui servira d’analogue
au groupe des classes d’idéaux d’un corps de nombres. On dispose de la suite
exacte :

1 — kX < L - Dy, — Pic} 5 — 0
qui est I’analogue dans les corps de nombres de :

1—>O;‘—>LX—>IL—»CL—>1.

1.3 Les travaux d’Artin et Schreier

Aux environs de 1926, Artin? et Schreier? ont cherché & caractériser la
famille des corps K qui admettaient une extension quadratique (i.e. de degré
2 premier ...) algébriquement close comme c’est le cas pour le couple (R, C)
ot C ~ (i) et C. IIs ont ainsi obtenu un critére selon lequel de tels corps sont
obtenus par adjonction de 1’élément /—1. La bréche était alors ouverte et
I’étape suivante a consisté a s’intéresser a des extensions de degré un nombre
premier p > 2 et & se demander si, de la méme facon, il existait des corps K
tel que le groupe de Galois Gal(K/K) soit cyclique d’ordre p (ceci impose
en particulier que K soit de caractéritique p). Une question "duale" et tout
aussi naturelle consiste, étant donnée une extension L/K cyclique de degré p
a se demander si L peut étre algébriquement clos. C’est par la négative qu’A.
et S. répondent & ce probléme avant d’en formuler un suivant. On suppose
donnée une extension cyclique K7 /K de degré p, existe-t-il toujours une tour
de corps

KCK CRyC-K,C--

telle que K,,/K soit cyclique de degré p™ et si oui comment la construire ? Le
premier étage de cette tour, & savoir le corps K1, est, ce qu’en hommage aux
travaux des mathématiciens précédemment cités, on convient d’appeler une
extension d’"Artin-Schreier"”; avant d’y revenir plus avant, nous rappelons
briévement qu’elle est engendrée par une équation du type 2P — x = a avec
a convenable. On remarque par la suite que I’on peut plonger cette derniére
dans une extension cyclique de degré p? en cherchant & déterminer

P(X) € K[X] de degré < p tel que ’équation y? — y = P(z) définisse une

*Emil Artin (1898-1962)
30tto Schreier (1901-1929)
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extension p2-cyclique de K. C’est le mathématicien francais Albert 4 qui le
premier va tenter de construire les étages supérieurs de cette tour mais la
profusion des relations et leur complexité I'induiront en erreur et ne lui per-
mettront pas de mener ce travail a son terme. Le flambeau est alors repris par
L. Schmid avec plus de succés cette fois quand bien méme les techniques em-
ployées restent lourdes et fastidieuses. Il faudra donc attendre 'intervention
d’E. Witt en 1936 pour construire un outil adapter a la résolution de ce pro-
bléme : 'anneau des vecteurs de Witt qui va permettre dans le méme temps
de paramétrer de maniére agréable les p-extensions cycliques en caractéris-
tique p > 0 et de donner, pour les corps de fonction une traduction compléte
de la Théorie du Corps de Classes, formules de Réciprocité comprises.

1.4 Quelques propriétés de 'anneau des vecteurs
de Witt

1.4.1 Historique

C’est en 1937, dans le cadre du prestigieux Gottingen Arbeitsgemein-
schaft qu’il dirigeait que parait le papier d’E. Witt (1911-1991) intitulé :
Zyklische Kérper und Algebren der Charakteristik p vom Grad p™ dans le-
quel il introduit ’anneau des vecteurs qui portent aujourd’hui son nom. Dans
I’esprit du mathématicien allemand le concept envisagé devait étre fonctoriel,
ce qui signifie qu’étant donné un morphisme K < L (nécessairement injec-
tif puisque K et L sont des corps), on doit pouvoir déduire un plongement
W(K) — W(L). On suppose pour un instant étre dans le cas particulier
ou K := Fyn. Soit Q, le corps des nombres p-adiques. On considére I'an-
neau des entiers O, , associ¢ a l'unique extension non-ramifice de Q, de
degré n. Ce dernier est un anneau de valuation discréte, complet, d’idéal
maximal engendré par p et de corps résiduel isomorphe a Fy». On en dé-
duit en particulier qu’il est déterminé & isomorphisme pres. L’idée de Witt
a consisté a construire 'anneau W (IF,») de sorte de le rendre isomorphe a
Op.n (en d’autres termes, il a souhaité reconstruire 'anneau O, ,, & partir de
son corps résiduel associé ).

1.4.2 Description et propriétés essentielles

Définition 1.4.1. Etant donné un anneau commutatif R, on appelle vecteur
de Witt a coefficients dans R une suite infinie a = (ag,a1,a2, - ,ap,-*+)
avec a; € R Vi>0.

La structure d’anneau est donnée comme suit : étant donnés deux vec-
teurs de Witt a et b & coefficients dans R, on pose :

a+ b= (SO(a7 b)7 Sl(a7 b)a T, Sn(a7 b)a o )
*A. Adrian Albert (1905-1972)
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axb=(Py(a,b), P(a,b), -, P,(a,b),--+)

ou pour 7,5 > 0 S; et Pj sont des éléments de Z[Xo, Xq,---; Yo, Y1, --]. Bien
entendu, il existe des formules explicites permettant de donner les expressions
des S; et P; mais ces derniéres -trés compliquées- ne présentent que peu
d’intérét aussi nous prenons le parti de les passer sous silence (pour plus de
deétails, voir par exemple [36],[44]).

Définition 1.4.2. Muni de ces opérations, l’ensemble des vecteurs est doté
d’une structure d’anneau intégre, commutatif et unitaire d’élément unité
1=(1,0,---,0,---) appelé anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans
R.

L’anneau des vecteurs de Witt en tant qu’anneau de valuation :

Soit k un corps parfait de caractéristique p. Etant donné = = (zg, 21, - - -)
un vecteur de Witt & coefficients dans k, on pose :

v(x) =min{i,z; # 0} si v # 0
et
v(0) = o0
Soit maintenant K le corps de fractions de W (k) et
v: K — ZU{c0}
le prolongement de v & K via :
v(zy™) = v(z) —v(y) Yo,y € W(k).

On vérifie alors que v ainsi définie est une valuation discréte sur K et dote
ainsi ce dernier d’une structure de corps de valuation discréte (i.e. complet
pour la topologie assiociée a v) de caractéristique nulle admettant pour an-
neau des entiers (ou anneau de valuation) W (k) et pour corps résiduel un
corps isomorphe & k. On énonce :

Théoréme 1.4.3. On suppose que R est un corps de caractéristique p et
Uon pose I := (0,z1,x2, ) € W(R) avec x; € R.

1. W(R) est un anneau intégre, de caractéristique nulle, local, d’unique
W)

1déal mazimal I tel que

2. Si R est parfait alors tout élément non-nul de W (R) s’écrit de maniére
unique sous la forme pFc avec k> O etc ¢ 1I.

Suivant le méme modéle, on peut décider de tronquer les suites infinies
ci-dessus & partir d'un rang n et définir ainsi l’anneau des vecteurs de Witt
tronqués de longueur n a coefficients dans R noté W, (R) (en particulier,
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Wi(R) ~ R). 1l s’agit d’'un anneau commutatif unitaire d’élément unité le
n-uplet (1,0,---,0). Les applications suivantes de projection interviennent
alors tout naturellement :

on: W(R) — Wy(R)

(ai) = (a(]a"'van—l)
et

fn : Wo(R) — Wp(R)

((10,(11,"' 7an71) = (a07"' 7am71)

pour m < n. Les propriétés suivantes sont immeédiates :
1. Keroy D Kerog D ---Kero, D - -
2. N2, Kero; = {0}

Il est commode d’introduire aussi certaines applications caractéristiques qui,
de par leurs propriétés, sont amenées a intervenir régulierement dans les
démonstrations.

1. L’application de plongement

ro: R — W(R)
a — (a,0,---,0,---)

Elle satisfait :

— ro(ab) =ro(a) ro(b) Ya,b € R

- ro(a) * (xo,z1,- -+ ) = (azxp,aPxy, -+ ) Ya € Ret x € W(R)

Dans le cas particulier ou I’on prend pour R un corps K de caractéris-
tique p, on parle pour rop = T de 'application de Teichmiiller.

2. L’application de "décalage” ou "Verschiebung"

V:W(R) — W(R)

(xo,x1,---) +— (0,20,21, )

Elle satisfait :
- V(z4y) =V(z)+V(y) V z,y e W(R)
— et donne lieu & la suite exacte :

0 — Wy(R) % Wins1(R) — R — 0
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3. L’application "Frobenius"

F:W(R)

—
(xo,21,-+)

W (R)

(xg,xll’,>

Elle commute avec le "Verschiebung" selon :
- VF(z) =FV(x) = pz

Lorsque R = K désigne un corps de caractéristique p, les applications F et
V' sont injectives; si en outre K est un corps parfait de caractéristique p
(typiquement un corps fini) alors F est un automorphisme de W(K).
Remarque : On peut construire l'anneau des vecteurs de Witt de longueur n
comme suit :
Wi (Fp) ~ VI:L[;V(FP).

(Fp)
Théoréme 1.4.4. Soient R un anneau commutatif arbitraire de caractéris-
tique p et n > 1 un entier. Si l’on désigne par F,, la restriction de F a W, (R)
alors les applications F et Fy, sont des homomorphismes d’anneaus.

On a lisomorphisme : Wy, (F,) ~ 7 donné par :
p
Z
Wa(Fp) — oz

(o, 21, ¥p—1) = (To+Tip+---+ fn_lp”_l) [p"]

ol T; € Z désigne l'unique représentant de x; tel que 0 < z; < p.
En outre, W, (F,) est le sous-anneau premier de Wy (R) qui est ainsi de
caractéristique positive.

Théoréme 1.4.5. Etant donnés R un anneau commutatif de caractéristique
p et n un entier naturel > 1, application :

Wn(R) — R

(x()uxla”' 7$n—1) = X

est un homomorphisme d’anneauz surjectif dont le noyau J est un idéal nil-
potent.

Proposition 1.4.6. Soit R un anneau commutatif de caractéristique p, alors
pour tout m, un élément (xo, 1, -+, Tn—1) est une unité de W,(R) si et
seulement si xo est une unité de R.

Corollaire 1.4.7. Soit R un anneau commutatif de caractéristique p alors
un élément x = (xo,x1,- - ) est une unité de W(R) si et seulement si xo est
une unité de R.
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Preuve : On utilise d’'une part le fait que {W,,(R), fmn avec n,m €
N, m < n} est un systéme projectif d’anneaux et en outre que 'application

W (R) — lim W, (R)

z = (on(x))

est isomorphisme d’anneaux. Ainsi donc, x est une unité de W (R) si et seule-
ment siVn > 1,0,(xo, 21, - ,Tp_1) est une unité de 'anneau des vecteurs
de Witt tronqués W, (R). On conclut grace a la proposition précédente.

Définition 1.4.8. Soit E/F une extension galoisienne de groupe de Galois
G ou F est un corps de caractéristique p > 0. Pour tout entier positif n, on
a que Uanneau W, (F) peut étre identifié a un sous-anneau de W,(E). En
particulier, l’action naturelle de G sur E peut étre étendue en une action de
G sur Wy(E) en posant :

g(ag, a1, ,an—1) = (g9(ao), (g9(a1), -+, g(an-1))

pour g € G et a; € E. On peut alors caractériser W, (F') comme le sous-
anneau de W, (E) fizé par G i.e. :

Wp(F)={a€ W,(E)|ga=aVge G}.

Proposition 1.4.9. (Théoréme 90 de Hilbert)
Soit E/F une extension cyclique de degré n et de groupe de Galois G engen-
dré par o. Alors pour tout x € E, on a l’équivalence :

Ng/p(r) =14 3Jye E™ tel que : x = yo(y™ ')
sty € F ety #D0.

Théoréme 1.4.10. Soit E/F une extension galoisienne finie de groupe de
Galois G. On suppose que l'action de ce dernier sur le groupe additif de
Wi(E) est donnée comme ci-dessus alors :

H (G, W,(E)) =0.

1.4.3 Les extensions d’Artin-Schreier

Le role joué par les extensions d’Artin-Schreier dans I’étude des exten-
sions cycliques de degré égal a la caractéristique peut étre vu comme un
analogue de celui joué par les extensions de Kummer relativement & la des-
cription des extensions cycliques d’un corps global contenant les racines de
I'unité et d’ordre son degré. Dans toute la suite, on se place donc dans le cas
particulier ou E/F est une extension cyclique de degré p en caractéristique
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p > 0 (situation qui correspond & la construction du premier étage K;/K)
de notre tour d’extensions précédemment évoquée). C’est donc aux travaux
d’A. et S. que nous devons la description compléte de ce type d’extension,
description que nous nous contenterons de rappeler dans ses grandes lignes
avant de concentrer notre attention sur le cadre plus général des extensions
dites "d’Artin-Schreier-Witt" de degré p™ pour n > 1.

Etant donnée F' une cloture algébrique supposée fixée de F, on désigne
par p : F' — F Dopérateur défini comme suit et qui n’est autre, en théorie
de Kummer, que le pendant de 'opérateur x +— xP :

0 F — F

x — 2P—z
On peut alors énoncer le théoréme de structure suivant :

Théoréme 1.4.11. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. E/F est une extension cyclique de degré p (donc galoisienne)

2. E=F(y) avec p(y) =P —y=uwotu € Fetu#o? —a,VaeF

Une extension ainsi générée est appelée extension d’Artin-Schreier et
I'élément y un générateur d’Artin-Schreier de E/F. On connait une descrip-
tion explicite de son groupe de Galois Gal(E/F) via :

oly) =y+v, ve F,aveco € Gal(E/F)

En outre, il est possible étant donnée une extension d’Artin-Schreier fixée
de caractériser les générateurs de cette derniére; en effet, ils répondent au
critére suivant :

Critére de génération : Si E/F désigne une extension d’A.S, alors
y' € E engendre E si et seulement ¢’il existe p € F, C F et ( € F tels
que :
Y =py+¢
et
y? =y =u' = pu+(¢F - Q)

i.e. si et seulement si y' € p~1(v) avec v’ € F et u' — pu € p(F) pour
p € Fy. Dans ce cas, le polynome minimal de 3’ sur F' est donné par
f()y=Tr -T —u' € FI[T).

Reste qu’outre la maniére de générer des extensions d’A.-S., nous voudrions
connaitre leur comportement du point de vue de la ramification et savoir
en particulier si ce dernier peut se lire assez simplement. Avant d’énoncer
la proposition qui nous renseignera & ce propos on introduit la définition
suivante ...
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Définition 1.4.12. Soient F/k un corps de fonctions de caractéristique
p > 0 de corps des constantes k suposé parfait et p une place de F' (dont on
rappelle qu’elles sont toutes ultramétriques). Pour chaque élément u € F,
on définit Uentier \,(u) égal a :

- A sl existe un élément ¢ := ((p,u) € F tel que :

vp(u— (P —())=—-A<0 avec A#O0 [p|

-0 s%l existe un élément ¢ := ((p,u) € F avec vy(u— (P —()) =0

Remarques :

1. S’il existe (1 et (2 € F avec A\ := vy(u+ (¢ — (1)) et Ay := vy(u +
(¢} — ¢2)) non-congrus a 0 modulo p alors A\; = Ag. L’entier A\ défini
plus haut associé & une place p fixée est donc unique et c’est de lui que
I’on va tirer tous les renseignements concernant les places susceptibles
de se ramifier dans une extension d’A.-S.

2. Si ' désigne un autre générateur d’Artin-Schreier de E/F tel que
o(y') = alors A\, (u) = A\ (u).

Proposition 1.4.13. Etant donnée une extension d’Artin-Schreier E/F de
générateur y tel que p(y) = u € F alors :

— p est non-ramifiée dans E si et seulement si A\y(u) = 0

— p est totalement ramifiée dans E si et seulement si A\p(u) >0

L’énoncé ci-dessus montre combien il est primordial, pour maitriser le com-
portement de la ramification dans une extension du type E/F d’étre en me-
sure de déterminer explicitement l'entier \,(u) associé & une place p; aussi
nous signalons qu’il existe un algorithme assez simple qui permet d’effectuer
cette détermination (voir & ce propos [16]).

Apres ce bref rappel, comme un échauffement avant d’entreprendre la vertigi-
neuse ascension de la tour, nous en arrivons & dresser le plan de la construc-
tion des étages supérieurs en introduisant les extensions d’Artin-Schreier-
Witt ...

1.4.4 Les extensions d’Artin-Schreier-Witt : une description
explicite

On supposera fixés dans toute la suite un entier naturel n et une cloture
algébrique F' d’un corps de fonctions F' (typiquement F,[T7]). On note A le
groupe additif associé a ’anneau des vecteurs de Witt de longueur n W, (F).
On dote A d’une structure additive de G-module via :

—id(a)=a,a€c A
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—o(a+b)=0(a)+o(b)sia,b € A
- o(1(a)) = (o71)(a)sio, T € G
Pour tout corps intermédiaire F C E C F, on a :

ANE" = Wyo(E)

On définit alors I’homorphisme suivant dont le role sera essentiel dans toute
la suite.

Proposition 1.4.14. L’homomorphisme

($1,$27-~ 73;”) —s (_%1177_%1277 ,mlz) — (x17x27... 7_%-”)
(ot le signe — est a prendre au sens du calcul instauré par Witt pour définir
la structure d’anneau) satisfait aux propriétés suivantes :
1. p est G-linéaire
2. ¢ est surjectif
3. Le noyau p, de p est fini, cyclique, d’ordre p". Plus précisément, on a
lisomorphisme :

Z
=W, (F,) ~ —
Ko n( p) 7

Preuve : Elle ne présente pas de réel intérét si ce n’est d’illustrer un
certain type de raisonnement par récurrence trés prisé dans le contexte des
vecteurs de Witt.

1. La premiére assertion se vérifie immédiatement.

2. Montrer la surjectivité de p, cela signifie étant donné (b, by, - -+ ,by,) €

W,(F), exhiber (a1,az,--+ ,a,) € Wy(F) tel que :

@((alva?v”' 7an)) = ((bhb?v”' 7bn))

Le polynome TP — T — by € F[T] étant séparable, il existe a; € F tel

que ajlo — a1 = by. On suppose déterminés do, - - - , d,, réalisant :
p((07d27"' 7dn)) == (b17b27"' 7bn)_p((a170>"' 70))
= (0,by,--- b)),

ainsi donc on aurait :

p((alvd%"' >dn)) = p((o,dz,--' 7dn)) +K3((a1a07"' 70))
= (blabQ,“‘,bn)

et le résultat serait acquis. Reste & remarquer que

p((O,dg, e 7dn)) = (07 b/27 T ab:z) € Wn(F)
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si et seulement si

p((dg,- o 7dn)) = ( /27 7b;1) S Wn—l(F)ﬂ

ainsi donc on construit le candidat (a1, ag,--- ,a,) par récurrence.

3. On vérifie simplement que :

pe = {x € Wo(F)| p(z) =0}
= {2z e W,(F)|F(z) -z =0}
= {z= (21,22, -, 1) € Wo(F)|(a}, 28, - ,aP) = (x1, 22, -+ ,2p)}
S

= {x= (21,29, -,y Wn(F)|$¢EFp}

d’out le résultat.

Remarques :
~ Si R est un anneau de caractéristique p (ie tel que pR = 0), on a la
suite exacte :

0 — Wi(F,) — W,(R) % W,(R)

— Pour rendre le plus naturel possible lintervention de l'opérateur p
et faire le paralléle avec les outils que ’on manipule habituellement,
on consigne dans le tableau suivant quelques rappels concernant la
théorie de Kummer dans toute sa généralité telle qu’elle est exposée
par exemple dans [48].
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Dualité de Kummer classique

Dualité d’Artin-Schreier

Soient n un entier positif et K un corps global conte-
nant les racines n-iéme de I'unité (on notera le groupe
associé uy). La dualité de Kummer a pour objet la

description des extensions abéliennes d’exposant n de
X

K au moyen du groupe W

Etant donné un corps F de caractéristique p > 0, la
théorie d’Artin-Schreier s’intéresse a la description des
extensions E de F' d’exposant p".

On considére le groupe p, comme le noyau de l'opéra-
teur :

ce faisant, (K*)" n’est autre que l'image du groupe
multiplicatif K* par ce dernier.

Etant supposée fixée F' une cloture algébrique de F on
considére I'opérateur dit "d’Artin-Schreier"

z— P —x.

On introduit,

Ker p = {z € W, (F)tels que 2P = z}

(égalité au sens des vecteurs de Witt)

X

Soit A un sous groupe multiplicatif de (i.e. un

KXx\n
sous-groupe de K> contenant (K*)".)
L’extension L = K(A!/™) est bien définie et est galoi-
sienne sur K. On considére I'accouplement de Kum-
mer :

Gal(L/K) x A — iy

U(Ozl/")

al/n

(0,0) =

dont on montre qu’il est non-dégénéré .

On se donne A un sous-groupe additif de W, (F') tel
que p(IW, (F)) C A.

L’extension E = F(p~1(A)) est bien définie et est
galoisienne sur F. On considére l'accouplement non-
dégénéré d’Artin-Schreier :

Gal(E/F) x A — Ker(p)

(0,u) = o(pH(w) — p ' (u)

On dispose alors des résultats suivants :
A
— Gal(L/K) est fini si et seulement si &)

— Si Gal(L/K) est fini, l'accouplement ¢ induit la
suite d’isomorphismes :

est fini.

Gal(L/K) ~ Hom((KAX)n,un)

On a les assertions suivantes :

A
— Gal(E/F) est fini si et seulement si ———— est
o p(Wn(F))
ni.

— Si Gal(E/F) est fini, alors ’accouplement v induit
les isomorphismes suivants :

Gal(E/F) ~ Hom(
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et

(KAx)n ~ Hom(Gal(L/K), i)

"< Gal(L/K).
En particulier,

A
(B)m

[L: K] =| [ = (A (K7)")
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et
AT ~ Hom(Gal(E/F), Ker(p))
"< Gal(E/F).

En particulier,

A

= \m’ = (A (p(Wn(F)))

[E : F]

On peut énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.4.15. Soit A un sous-groupe additif de Wy, (F') tel que (W, (F)) C
A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

LAz
p(Wa(F)) — pZ

2. A=Ay pouru = (ug,ug, - ,u,) € Wy (F) avec uy # o —a,Va € F

Comme conséquence de ce qui précéde, on a la description des extensions
d’Artin-Schreier-Witt suivante :
Théoréme 1.4.16. Les assertions suivantes sont équivalentes ® :

1. E/F est une extension d’Artin-Schreier- Witt cyclique de degré p™

2. E=F(y) = F(p " (u))

V1< i< n,ie A:=

0] a(y) =u € Wy(F) et p'u ¢ p(Wy(F)

(Wn(F))

0
est cyclique d’ordre p".
£
3. E=F(y) =F(p Yu) ot u= (ur,us, - ,up) € Wp(F) avec p(y) =
uetu #a? —aVaeF

Soit maintenant F'/F une extension d’A.-S.-W. de degré p™ ; par applica-
tion du théoréme ci-dessus, on peut la paramétrer selon E = F(y1, Y2, - , Yn)
avec les conditions rappelées plus haut.

On pose alors :

Ey=F, E,:=FEet E; ;== F(y1,y2, - ,yi) le i-éme corps intermédiaire
entre E' et F. On remarque alors que E;/F est cyclique et admet pour uniques
sous-corps intermédiaires la famille {F, £y, Eo,--- , F;_1} si bien que 'on a :

Ei=F(y, - ,v) = Fio1(y)

’La notation ! peut sembler abusive dés lors que I’homorphisme g est simplement
surjectif, néammoins cette derniére étant communément admise par les spécialistes, nous
nous y conformons.
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En particulier, chaque extension E;/F;_; est une extension d’Artin-Schreier
de générateur y;.

Description du groupe de Galois Gal(E/F) :

Soit ¢ un élément de Gal(E/F); on vérifie que I'application
b Gal(B/F) — p,
o — o(y)—vy

est un isomorphisme et par conséquent si y désigne un générateur d’Artin-
Schreier-Witt de E, on a o(y) = y + a ot «a est un générateur de p, =

Z
Wi (Fp) ~ ]ﬁ On en déduit par conséquent que pour k € N, les itérés

o*(y) = y + ka. En d’autres termes, les éléments de Gal(E/F) sont donnés
par :
o y) = (y+ka), 1<i<netl<k<p"

Remarque : On a o(y) = y+a = (y1 +co, -+ ,Yn + Cn—1) avec ¢; € E;
ie 05(y;) = y; + ¢j—1 pour 1 < j < i < n ol est un générateur du groupe de
Galois de 'extension intermédiaire F;/F tel que oy|g; = 0.

Définition 1.4.17.
— Tout élément v’ = (v}, -+ ,y,) € o *(Wyn(F)) tel que E := E,, =
F(yy, - ,yl) est appelé générateur d’Artin-Schreier-Witt de E/F .
- Siy est un générateur d’Artin-Schreier- Witt de E/F alors pour chaque

entier naturel i, 1 <i <mn, (yi,---,y}) est un générateur d’A.S.W. de
E;/F.

Etant donnée une extension F/F' fixée, la proposition suivante fournit
une caractérisation de I’ensemble de ses générateurs :

Proposition 1.4.18. Soit E/F une extension d’A.S.W. de degré p" i.e. telle
que B = F(y1,--+ ,yn) avec y = (Y1, ,Yn) € o 1 (u) pour u € W,,(F) et

up #aP —aVa €F, alors pour y' € W,(F) les assertions suivantes sont
équivalentes :

1.y est un générateur d’A.S.W. de E/F
2.y € p L) pour ' € Wo(F) etu' — X u € p(W,(F))

Z)X

A =
avec \ € (an

Z
3.y =Xy+C pour A € (pn—Z)X et ¢ € Wy(F)
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Preuve :1 & 2.

Fly)=F(y) < Flp '(A)=Flp '(Aw)
S Ay=Ay
= E—Au/
z
I € (—2)X
5 3re ()

avec u' — Au € p(W,(F)).

Z
2 = 3: Soit v’ = Aumod (p(W,(F)) pour A € (zﬁ)X i.e.

' =M+ p(0) avec € W,(F).Siy € p '(v/)alorsonay = Ay+0+6
avec 0 € Ker(p) C Wy(F).

Z
3=2:S1y =X+ pour X € (pTZ)X et ¢, € W, (F) alors p(y') =
M+ () :=u € Wyo(F)etu—u =p() € p(Wy(F).

1.4.5 Les extensions d’Artin-Schreier-Witt du point de vue
de la ramification

Je tiens & exprimer toute ma reconnaissance & Peter Roquette pour sa
précieuse aide dans la traduction des articles fondateurs de H.L.Schmid et
E. Wittt ¢ dont le contenu est repris ci-apreés.

Dans [58], H.L. Schmid se place dans le contexte suivant que nous obser-
verons dans toute la suite :

— k est un corps fini de caractéristique p

— F est un corps de fonctions d’une variable de corps des constantes k

— E/F est une extension cyclique de degré p™ de groupe de Galois G ; en
particulier, £ = F'(y) avec p(y) = u pour y et u deux vecteurs de Witt
de longueur n convenables (on rappelle en particulier que la condition
u; ¢ (F) est nécessaire et suffisante pour que I'équation p(y) = u
soit irréductible et définisse ainsi une extension de degré exactement
p" sur F).

On considére la tour de corps suivante :
F:=FECFE C---C E,=F

telle que E; = FE;_1(y;) avec p(y;) € E;i—1 et [E; : E;_1] = p. . Soit ¢ un
élement du groupe de Galois de E//F'; on a vu qu’il opérait sur les vecteurs

5[57], [58], [59], [60] et [70]
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de Witt "composante par composante" et puisque y? est aussi une solution
de I'équation p(y) =u , on a :

Y’ =y +x(o)

avec x(0), € Wy (Fp).
On rappelle que 'application :

X5 G WalFy) = ()
est un isomorphisme; par conséquent il existe un unique o9 € G tel que
x(0p) =1:=(1,0,---,0) et qui engendre le groupe de Galois G.

Soit maintenant p une place de F' et v, la valuation p-adique associée. On
introduit la définition suivante qui est a rapprocher de I’élément A que I'on
avait défini dans le cas "élémentaire" des extensions d’Artin-Schreier.

Définition 1.4.19. On dira d’un élément a € F qu’il est p-normalisé si
vp(a) > 0 ou bien si vy(a) # 0 [p]. Plus généralement, on dira qu’un vecteur
a € Wy, est p-normalisé st chacune de ses composantes a; est p-normalisée.

Remarque : Cette définition se justifie car on peut montrer par récurrence
sur n que l'on peut toujours trouver un vecteur ¢ € W, (F) tel que a + p(c)
soit p-normalisé (le cas n = 1 a été démontré par Hasse dans [26]). Ainsi donc,
quitte a remplacer u par u+p(c), on peut toujours supposer u p-normalisé .

H.L. Schmid définit ensuite le vecteur A = (A1, -+, \,) via ses composantes
selon :

>\i =0 si vp(ai) > 0

et
Xi = —vp(ai) sivy(a;) <O0.

En d’autres termes, \; désigne l'ordre du pole (s’il existe) de a; en p. En
particulier, le vecteur A\ ainsi construit n’est pas un vecteur de Witt mais
simplement un n-uplet dont les composantes sont des nombres naturels po-
sitifs ou nuls. En fait, et pour étre tout & fait rigoureux, on devrait noter ce
dernier A(p) pour marquer la dépendance de ce vecteur vis a vis de la place
p ce dont on se dispensera en ’absence d’ambigiiité.

Reste que c’est la forme de ce vecteur qui va permettre de coder la ramifi-
cation de la place p au sein de la tour d’extension via le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.20. La place p est ramifiée dans E si et seulement si le
vecteur A := X(p) n’est pas le vecteur nul. En outre, si \; > 0 désigne la
premiére composante non-nulle de X alors p est ramifiée dans E/E;_4
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Exemple : Si 'on suppose que A; > 0 alors p est ramifiée dans E/F. De
meéme, la place de F' est non ramifiée dans E si et seulement si A = 0.

Voyons maintenant comment le formalisme de Witt permet de construire
un critére normique adapté au cas des extensions cycliques en caractéris-
tique p. La question est la suivante :

Etant donnée une estension cyclique EJF de degré p" paramétrée par
un vecteur de Witt de longueur n, quand peut-on dire qu’un élément o €
F, o # 0 est la norme d’un élément de E 7
On commence de prime abord par se remémorer le "Principe Local-Global"
de Hasse, outil majeur de la théorie du corps de classes, celle-la méme qui
est & lorigine de ’élaboration de la théorie d’Artin-Schreier-Witt.

Théoréme 1.4.21. (Hasse 1930) Etant donnée une extension algébrique de
corps globauz, un élément « est une norme de E/F si et seulement s’il s’agit
d’une norme de E,/F, pour chaque place p de F (par abus de langage, on
note encore p une place de E au-dessus de p).

Autrement dit, a est une norme dans I’extension globale si et seulement

s'il s’agit d’'une norme "localement partout". Ainsi dong, il suffirait pour ré-
pondre & notre interrogation d’établir un critére permettant de déterminer
sous quelle(s) condition(s) un élément est une norme locale.
On peut en outre opérer une seconde réduction car dans le cas ou ’extension
locale E,/F, (que pour simplifier, la place étant supposée fixée, 'on conti-
nuera de noter E/F') est non-ramifiée, la condition pour que « soit norme
est bien connue : on doit voir satisfaite la congruence,

vp() =0 [p"™]

ou p™ = [E, : F,]. En particulier, si vy,(a) = 0 (ce qui est le cas pour
presque tout p par la forme additive de la formule du produit) alors « est
une norme locale en p. On est donc ramené & considérer le cas ou p se ramifie.

On se place dorénavant dans le contexte suivant :

— On suppose que E est un corps local (i.e. muni d’une valuation dis-
créte et complet pour cette derniére), typiquement un corps de séries
formelles sur k£ = I, supposé fini.

— Soit p une place de F' fizée (ce qui nous permettra d’oublier la dépen-
dance).

— E/F une extension cyclique de corps locaux de degré p"™

Remarque : Localement, on a comme pour les extensions globales E, =
F,(yp) o y, est un vecteur de Witt de longueur n, et F, est un corps de



Quelques propriétés de 'anneau des vecteurs de Witt 41

séries formelles d’une variable (typiquement Fy((7'))).

Etant donné a € F(«a # 0), Witt, pour établir son critére normique, rai-
sonne en terme d’algébres si bien que ’on débute par un bref rappel concer-
nant la notion d’algeébre centrale simple :

Rappel : On commence par énoncer le critére suivant dont on se servira

comme d’une définition 7.

Définition 1.4.22. Etant donné un corps K, on considére A une K-algébre
de dimension finie. On dit de cette derniére est centrale simple si et seule-
ment sil existe une extension galoisienne finie L de K telle que A;, = AQx L
soit isomorphe a une algébre de matrices My (L).

Définition 1.4.23. On considére A une K-algébre de dimension finie sup-
posée centrale simple. On dit de A qu’elle se décompose sur [’extension ga-
loisienne L/K (ou encore que L est le corps de décomposition de A) si l'on
dispose d’un isomorphisme A, = A®y L ~ My,(L) pour un certain n.

Cas Particulier : L’algébre A est dite cyclique si son corps de décompo-
sition L/K est une extension cyclique de degré y/dimg (A).

Définition 1.4.24. On dit de deux K-algébres centrales simples (de dimen-
sion finie) qu’elles sont équivalentes s’il existe des entiers r et s tels que :

A My (K) ~ B ®x My(K)

On écrit alors : A ~ B. On appelle "groupe de Brauer” d’un corps K et l’on
note Br(K) l'ensemble des classes de similarité [A] de la K-algébre centrale
simple A 8; muni de la multiplication induite par le produit tensoriel et
définie par :

[A][B] = [A®k B,

ce dernier est doté d’une structure de groupe abélien.

Aprés ce court interméde, revenons & notre probléme ...

Soit donc & considérer pour o (# 0) € F et 8 = (8o, b1, ,Bn—1) un
vecteur de Witt de longueur n, 'algébre cyclique («|3] définie par les géné-
rateurs u, Yo, Y1, - ,Yn—1 OU les y; commutent entre eux et ot 'on dispose
des relations :

wWwW=a, YP—y=0, wyu Tl =y+1

Tvoir par exemple [23] ou [48] pour des informations complémentaires

8Merkuriev et Suslin ont démontré que toute classe de similarité d’algébres centrales
simples contient un produit tensoriel de produits croisés. On peut méme préciser qu’il
s’agit de produits croisés d’algébres cycliques.
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si 1 désigne I’élément unité (1,0,---,0) et uyu~"' signifie

(uyou_17 o auynflu_l)'

On rappelle que cette derniére se décompose si et seulement si o est une
norme dans E. On est donc ramené a définir des conditions garantissant que
lalgebre (]3] se décompose. Pour ce faire, on considére l'unique extension
non-ramifiée de Q,, de corps résiduel fini k (le corps des constantes associé a
F) que l'on note K.

La série formelle

a=apT™+ am1T™ '+ aveca; € Fqetam # 0
peut se relever en une série formelle & coefficients dans K’ :
A=A T" + Ay T™ 4o

ot a; = A; [p]. De la méme facgon, les composantes 3; du vecteur de Witt 3
peuvent étre relevées en séries formelles a coefficients dans K’. On obtient
alors un vecteur B = (By, By, -+, B,—_1) de longueur n en caractéristique 0

auquel on associe sa n-i-éme "composante fantome" ? :

2

BUD = BY 4 pBY T 4 " B

qui est une série formelle sur K'.

On considére la différentielle %.B(”*l) (ont % désigne la dérivée logarith-
mique) et le résidu associé Res(dj.B(”*l)) qui, par définition, n’est autre
que le coefficient de 7! dans le développement en puissances de T. Ce
dernier est un élément du corps résiduel (en fait de ’anneau de valuation
associé) et si I'on note S (pour "Spur") la fonction "Trace" de K’ dans

Qp, alors v := 8 (Res(Z.B("_l))) est un élément du corps des nombres
p-adiques. On peut en fait montrer que vy(y) > 0 et que par conséquent

7z
Y E Zp(:= l@(TZ)) ce qui nous permet d’introduire une application :
n

dA
(a,ﬁ]HS(Res(Z.B("*U)) € 7

Witt a montré que cette application est bien définie (au sens ou elle ne
dépend pas du choix des relevements A et B de a et 3).
On peut alors énoncer le critére suivant qu’utiliseront dans leur article Villa
et Madan :

9voir annexes p 43
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Théoréme 1.4.25. (Critére normique de Witt 1°) Lialgébre (o, 3] se dé-
compose si et seulement si :

S(Res (%B(”_l))) =0 [p"]

Remarque : Pour étre tout & fait exact, Witt montre que 'invariant de
Hasse associé a l'algebre («, (] est congru a #S(Res(%)B(”_D) mod 1 ce
qui implique 1’énoncé ci-dessus.

1.4.6 La loi de Réciprocité : survol

On suppose que le corps des constantes k est le corps fini IF; & ¢ éléments.
Si l’'on note comme ci-dessus G le groupe de Galois de 'extension E/F, alors
on a que toute place p de F' non-ramifiée dans F définit un automorphisme

de Frobenius o, tel que :

Tp

27 = z9mod p.

L’isomorphisme x introduit plus haut permet de construire un symbole
x(oy) = {0} € Wally)
pour lequel H.L. Schmid a montré qu’il satisfaisait la relation :
{%} = ¥S,(a) mod p

ou S, désigne la fonction "Trace"
Sy Wi(F) — Wy(k)
@ — at+alt--+al

avec d = [F : k] si F désigne le corps résiduel associé a F et
U Wy (k) — Wy(Fp)

la fonction "Trace" absolue i.e. relative aux sous-corps premiers. Etant donné
un diviseur arbitraire (supposé premier avec le diviseur discriminant), il est
maintenant facile de définir par linéarité le symbole {} associé; on est alors
en mesure d’énoncer I'un des résultats majeurs relatif & 'obtention de la Loi
de Réciprocité et dont Schmid n’avait pas fourni de preuve :

Théoréme 1.4.26. On a que :
21=0
{5}

(i.e. le vecteur de Witt identiquement nul ) si b modulo les normes (de E)
est le diviseur d’un élément b = 1 modulo le conducteur § de l'extension E/F.

19Je remercie C. Maire pour m’avoir fait remarquer que I’on doit 1’énoncé et la démons-
tration de ce critére généralement attribué a Witt a O. Teichmiiller [66].
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Annezxes 11

1.5 Quelques mots de la dualité de Pontryagin.

Puisqu’elle sera amenée & intervenir par la suite et permet en particu-
lier d’obtenir pour les corps de nombres une expression cohomologique de la
conjecture de Leopoldt (voir p104) , on se propose en quelques lignes d’intro-
duire une dualité (au sens des catégories) particuliére dite "de Pontryagin".

Pour ce faire, on considére le groupe topologique R/Z muni de la topologie-
quotient (& savoir la plus fine pour laquelle 'application de projection
R — R/Z est continue) héritée de celle de R.
On se donne A un groupe topologique, abélien, séparé et localement com-
pact ; on introduit alors la définition suivante :

Définition 1.5.1. On appelle dual de Pontryagin de A, le groupe
AY = Homeont (A, R/7Z).

Reste avant d’énoncer le théoréme de dualité di & L.S. Pontryagin (1933)12
a préciser qu’étant donnée deux espaces topologiques localement compacts
X et Y, Pensemble Mapcon:(X,Y) des applications continues est doté d’une
topologie naturelle (qu’en anglais I'on qualifie de "compact-open topology™)
dont une base est donnée via :

Z/[V,U = {f € Mapcont(Xa Y) ‘ f(V) g U}

ou V parcourt les sous-ensembles compacts de X et U les sous-ensembles
ouverts de Y.

Théoréme 1.5.2. ( dit "de dualité")

- 51 A est un groupe topologique abélien, séparé et localement compact
alors le dual de Pontryagin de A hérite, pour la topologie définie ci-
dessus, des mémes propriétés (a savoir AV est abélien, séparé et loca-
lement compact).

— L’homomorphisme canonique :

A —2 o (AY)Y = Homeont(AY, R/Z)

ab———> ¢(a) : AY R/Z

'1148],[31]
12(1908 — 1988)
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est un 1somorphisme de groupes topologiques.

Conséquences :

1. ”V” définit un (auto)-foncteur involutif (via ¢), contravariant (pour
la catégorie des groupes topologiques abéliens séparés localement com-
pacts) qui de plus, commute avec le passage a la limite (i.e. lim(AY) =
(lim A)Y).

2. ”V” induit une équivalence de catégories entre les catégories suivantes :

groupes abéliens compacts groupes abéliens discrets

V.
=

V.
=

groupes abéliens profinis groupes abéliens discret de torsion

Remarque : Sous certaines hypothéses sur le groupe abélien A (groupe
discret de torsion ou profini), on dispose d'un isomorphisme : A* ~ AV
ou A* := Hom(A, Q/Z) pour la topologie définie précédemment.

1.6 Compléments

Une classe de corps particuliére ...

Définition 1.6.1. On dit d’un corps L qu’il est p-clos s’il n’admet pas d’ex-
tension galoisienne de degré p.

Exemple : La p-extension maximale K(p)/K (i.e. le compositum de
toutes les extensions galoisiennes d’ordre une puissance de p) est p-clos.

Conséquence : On suppose Car(K) = p > 0. Si L est un corps p-clos
alors il posséde cette propriété intéressante que I’homomorphisme

p:L — L

z — 2P -z

est surjectif ; en effet, étant donné a € L, on considére le polynéme
séparable f(z) = 2P — x — a. Si maintenant « est une racine de f alors les
autres racines sont de la forme : {a+1,--- ,a+p—1} ainsi si a ¢ p(L) alors
le corps de décomposition du polyndéme f serait une extension de L de degré
p ce qui est impossible puisque par hypothése L est supposé p-clos. Dans ce
cas, on obtient la suite exacte :

0—Z/pZ— L% L—0

La suite exacte longue de cohomologie associée permet d’énoncer :
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Corollaire 1.6.2. Soit p = Car(K) > 0; si L/K est p-clos alors :

K/pK =1
B (Gal(L/K)) = { /9K povr
0 sin>2
En particulier, la p-dimension cohomologique cd,Gal(L/K) < 1.

Remarque : Outre la suite exacte précédente, on utilise pour prouver
le corollaire ci-dessus le résultat majeur suivant de cohomologie galoisienne
(conséquence dans le cas fini de l'existence d’une base normale) :

"Etant donnée L/K une estension galoisienne arbitraire de groupe de

Galois G alors H"(G,L) =0 Vn > 1.7

De cela découle le théoréme caractérisant les extensions galoisiennes de
K de degré une puissance de p.

Théoréme 1.6.3. Si p = Car(K) > 0 alors le groupe de Galois G de la
p-extension abélienne mazimale K(p)/K est un pro-p-groupe libre de rang
dimg, (K/pK).

Cas des extensions du type "Artin-Schreier" :

Si maintenant ’on note K,/ K I'extension abélienne maximale d’exposant
p = Car(K) (& savoir le compositum de toutes les extensions cycliques de
degré p) alors le groupe de Galois est décrit par :

Gal(K,/K) = G/G"G, 3]
ou [G, G| désigne 'adhérence (théorie de Galois infinie) du groupe des com-

mutateur de G = Gal(K (p)/K).

La dualité de Pontryagin induit un isomorphisme :

Gal(K,/K)" ~ HY(G,Z/pZ) ~ K/pK

or
qui & a € K associe un caractére x, tel que :
Xa : Gal(Ky/K) — F,
o +— o(la) -«
ol « est une racine de 2 —x = a. On parle quelquefois pour x, du caractére

d’Artin-Schreier associé a a (voir par exemple [31]). Par dualité, on obtient
I'isomorphisme d’Artin-Schreier :

Gal(K,/K) ~ Hom(K/pK,Q/Z)
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Cas des extensions du type "Artin-Schreier-Witt" :

On peut généraliser les résultats précédents a I’extension abélienne maxi-
male Kj» /K d’exposant p™ dont on posséde du groupe de Galois la descrip-
tion suivante :

Gal(Kpn /K) = G/GP" (G, G

Quel que soit n > 1, il existe un unique foncteur de la catégorie des
anneaux dans elle-méme tel que pour tout anneau commutatif unitaire R de
caractéristique nulle ’application :

gh:W,(R) — R"
n—2

1
+pay A" )

n—

(ao,alf" 70’7171) = (a0aa8+pal7"' 70%)

soit un homomorphisme d’anneaux.

n—1 n—
Remarque : Les éléments {ag,al +pay,--- ,ab  +pa]  +---+p"la, 1}
sont appelés les composantes fantémes ("Nebenkomponenten" en allemand) asso-
ciées au vecteur de Witt a de longueur n.

n n—1
Si I’on note z(™ = zy +pzl 4+ p"z, la n-iéme composante fantome de z
alors on peut exprimer la somme et le produit de deux vecteurs de Witt de longueur

n via :

r+y = (ZL'(O)-i-y(O),,(E(n)-i-y(n))
pry = (@ sy g )

En outre, (V)™ = pz(=1 et 2" = (Fz)™ + pra,,.

Cas particulier : Le lien entre composantes "fantomes" et composantes dites "prin-
cipales" se définit en caractéristique 0, ainsi lorsque 'on est amené a considérer les
composantes fantomes d’un vecteur de Witt & coefficients dans un corps de caracté-
ristique p, on percoit implicitement ce dernier comme le corps résiduel associé a un
anneau intégre de caractéristique nulle (ce qui permet de considérer les pré-images
des composantes fantomes et léve ainsi toute ambigiiité).

On énonce :

Théoréme 1.6.4. (Artin-Schreier-Witt) Soit K un corps de caractéristique
p > 0 alors le groupe de Galois de l'extension abélienne mazimale Kyn /K
d’exposant p™ est tel que :

Gal(Kpn /K) ~ Hom(Wn(K)/oWn(K), Q/Z)
Preuve : (idée)

On désigne par Fia cloture séparable de K et 'on considére la suite
exacte de Gx = Gal(K /K)-modules :

0— Z/p"Z — Wp(K) 5 Wo(K) —0 (%)



48 Des vecteurs et des corps ...

La suite exacte (voir p 25) :

0 — Wp(K) L Wy (K) » K — 0

permet de prouver par récurrence sur n que le G g-module W, (K) est coho-
mologiquement trivial puisque K lest.

Reste a associer par un procédé classique a (%) sa suite exacte longue de
cohomologie qui en vertu du théoréme 90 de Hilbert devient :

0—>Z/p"Z W (K) — > HY (G, Z/p"Z) —> 0

|

Wi (K)/Ker(9)

avec Ker(9) = Im(p); d’ou 'isomorphisme :

HY(Gr,Z/p"Z) = Hom(Gal(Kym/K),Q/Z)
Wi (K)/p(Wn(K))

12

et par dualite ”(.)V” :
Gal (K /) ~ Hom(Wy(K)/6(Wn(K), Q/2),

ce que 'on voulait.

1.7 Invitation a la Théorie du Corps de Classes en
caractéristique p > 0

Sans prétendre a aucune exhaustivité, on se propose de retracer en quelques

lignes un début de chronologie relativement a un pan de la théorie des
nombres souvent méconnu quoique fascinant & savoir la génése, au travers
des lois de Réciprocité et du théoréeme d’Existence, de la théorie du corps de
classes en caractéristique positive.
Le lecteur curieux et/ou intéressé pourra pour de plus amples informations
se référer par exemple a [14], [44], [51] ou encore & 'ouvrage de Shatz [63]
dont on ne saurait que trop recommander la lecture, sans compter les articles
fondateurs des grands acteurs de cette aventure mathématique majeure. On
signale simplement que les articles de Witt (et plus généralement de {’Ecole
d’E. Noether) utilisent fondamentalement le point de vue des algébres au-
jourd’hui un peu vieilli, aussi on aura soin au fur et & mesure de l'exposé
de suggérer le paralléle entre cette version "empirique" et la formulation en
terme d’accouplement qui prévaut dans (entre autres) [14] et [63].
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1.7.1 Les Formules de Réciprocité

Dans un papier daté de 1934 [26], Hasse propose dans le cas d'une ex-
tension cyclique finie E//F de degré n du corps des fonctions rationnelles
une preuve alternative de la loi de Réciprocité d’Artin indépendante cette
fois du théoréme de Tsen et qualifiée d’élémentaire au sens ou elle ne fait
appel qu’a des manipulations sur des objets relativement concrets a savoir
des polynomes et des fonctions rationnelles. Encouragé par cette avancée,
Hasse propose alors & son étudiant, H.L. Schmid, d’essayer de généraliser ce
résultat au cas ou le corps de base est un corps de fonctions quelconque ce
qui donna lieu & une publication extraite de la theése de Schmid et intitu-
lée : "Sur la loi de Réciprocité dans un corps de fonctions cyclique de corps
des constantes fini". Il s’agit d’un travail effectué dans la lignée de celui de
son inspirateur mais qui s’en distingue néammoins par le fait que S. propose
des formules explicites pour les symboles normiques locauz. Comme ’avait
remarqué Hasse, on est amené & distinguer deux cas selon que n est ou pas
congru & 0 modulo p.

Le cas n # 0[p] reléve de la théorie de Kummer et fait intervenir le

symbole de Hilbert dont on rappelle ci-dessous une définition '3.

Soit F' un corps local (i.e. complet pour un valuation discréte) de corps
résiduel supposé fini (typiquement F,((T))), on pose :

(G )n : FX X F* —
(@,8) = 7 r(@)(v)
ou :
— uyp désigne le groupe des racines de 'unité dans F*°P.

- =0, ve P
— o désigne 'application de Réciprocité :

VYp: F* — Gal(FP/F)

ot 'on a noté F?% I’extension abélienne maximale de F' dans F*¢?
On énonce quelques-unes de ses propriétés majeures dans le but de mettre
en évidence le caractére "multiplicatif" sous-jacent contre celui additif de la
théorie d’Artin-Schreier et des symboles qui s’y rapportent.

Proposition 1.7.1.

1. (., .)n est une application bilinéaire pour la structure multiplicative i.e. :

(@, B152)n = (@, B1)n(a; B2)n

2. (—a,a), =1 sia € F*

3. (a, B)n =1 si et seulement si o € NF(51/n)/F(F(ﬂ1/”)X) et si et seule-
ment si B € NF(al/n)/F(F(al/")X)

Byoir [14]
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Cependant le cas le plus intéressant reste celui o p = n qui est cette
fois du ressort de la théorie d’Artin-Schreier. Soit donc E/F une extension
de corps de fonctions de degré p (p =Car(F')). On connait via les travaux
d’Artin et Schreier une description de cette derniére selon :

E=F(y) ou yy—y=0, BEF

Va € F* et ¥ p une place de F' (i.e. un idéal premier), Schmid considére le
symbole normique local ' ("en p") (%) € Gal(E/F) que pour des raisons

d’ordre pratique I’on va abandonner pour lui préférer 1’élément {%} de I,
défini comme suit :

GxE — FE
o, B/F a.E/F
(( p/ y) — oyt )=yt
ou l'on pose ¢ := {%} € F,; on vérifie alors que ce symbole est assy-

métrique au sens ou il est multiplicatif en la premiére variable et additif en
la seconde. Les travaux de Schmid ont ceci de remarquable qu’ils proposent
une description explicite de ce dernier selon :

a, B do
{ } = USp,res,(6—) (1.1)
p !
avec :
— resy(-- ) désigne le résidu en p (i.e. en 7 si m désigne une uniformisante
en p).

— Spp : Ky — k, k corps des constantes, K, corps résiduel en p (ici le
corps fini Fr si f = deg(p)
- V:ik— p% la fonction "Trace Absolue"

En particulier,

a est une norme dans le localisé E, si et seulement si { }=0

o, 3
p
L’importance de cette formule est triple :

1. Elle permet une formulation du théoréme ("additif") des résidus dans
le cadre des corps de fonctions :

da
Z Spyres, (ﬂ;

p

)=0

d’ou 'on déduit :

EORT

M1, 'hypothése de cyclicité est ici essentielle
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2. La relation (1) donne la multiplicité de I'idéal p dans le conducteur de
Pextension E/F.

3. Enfin la formule (1) introduit ("au rang 1") un formalisme relatif aux
p-algebres sur des corps arbitraires de caractéristique p qui sera repris
par la suite et largement exploité par Witt.

1.7.2 Le Théoréme d’existence
Les extensions cycliques d’exposant p

Si les travaux de Schmid régle la question en matiére de lois de Récipro-
cité, ils ne permettent pas de prouver le théoréme d’existence de la théorie
du corps de classes dans le cadre des corps de fonctions et c’est a Witt que
I’on doit 'avancée majeure dans cette direction, avancée d’autant plus re-
marquable que le cas n = p n’avaient jamais été envisagé auparavant (cf. les
travaux d’Herbrand et Chevalley dans le cas des corps de nombres). Dans un
premier temps, Witt a su estimer le conducteur d’une extension abélienne
d’exposant p et a fourni de la formule de Schmid la généralisation suivante :

Etant donnés o # 0 et 3 € F, Witt définit sur I I’algébre (a, 8] via ses
générateurs u et y tels que :

w=a, Y —y=0, viyu=y+1

Etant donné p un idéal premier du corps de fonctions F, on désigne par F,
le résultat de sa complétion p-adique, ainsi on définit ’algébre "locale" :

Sur F,, Witt énonce la relation :

a?/B] ~ (Tr?resp(ﬁ%)
p p

ou ~ désigne I’équivalence entre algébres et 7 est une uniformisante as-
sociée a p.
On remarque que dans cette formule comme dans celle de Schmid apparait
la dérivée logarithmique. C’est d’ailleurs au papier de ce dernier que Witt
renvoie pour la preuve quand bien méme il existe entre les deux relations des
différences fondamentales ; en particulier, (1.1) se rapporte aux invariants de
Hasse des algebres quand (1.2) vaut pour les algebres elles-mémes. En outre,
la formule de Witt est plus générale car elle est valable pour un corps rési-
duel parfait quand celle de Schmid se limite au cas ol le corps résiduel est fini.

(

] (1.2)
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Dans un langage plus moderne ...

Pour F' un corps local de caractéristique p et de corps résiduel fini F,
(pour ¢ = p'), on définit application :

(] F*xF — (Fp,+)
(@,8) = Yr(a)(y) =~

ou v est une racine du polynome X?— X — (3 (%) et ¢ désigne application
de Réciprocité :
Y : F* — Gal(F®/F)

On rappelle que si ¢ désigne une autre racine de (x) alors la différence ¢—v €
F,, ce qui montre que (.,.] est bien défini.

En outre, cette application possede quelques propriétés remarquables dont
nous rappelons les principales (au sens ol nous retrouvons bien entendu celles
du symbole construit par Witt) :

Proposition 1.7.2.
1. (v1ag, 0] = (a1, 0] + (a2, 8] "multiplicativité en la premicre variable"

a, 1+ 52] = (a, ,61] + (a, ﬂg] "additivité en la seconde variable"
—a,al =0 VYaeF*

X

2. (
3. (
4. (

o, 8] = 0 si et seulement si a € Np(yy/pF(7)* ot AP —y =0

Dans [14], on donne une interprétation explicite de en montrant que cette
derniére application coincide avec celle notée d, (pour 7 une uniformisante)
et définie comme suit :

d: :F*xF — F,
Ly da

(,B) TT]Fq/]FpTGSW(ﬁa d7r)

En particulier, d; ne dépend pas du choix de I’élément uniformisant 7.

On cite enfin le corollaire important suivant :

Corollaire 1.7.3. (.,.] induit un accouplement non-dégénéré :

F* /P x F/p(F) — F,
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Le cas des extensions cycliques d’exposant p"

Les formules explicites de Réciprocité pour les extensions cycliques de

degré une puissance de p (type (%)) ont été publiées par Witt et H.L. Schmid
alors qu’ils étaient tous deux assistants de Hasse & Gottingen. Le probléme
était donc de généraliser les formules données par Schmid pour le symbole
normique au cas des extensions de degré une puissance de p qui devaient
permettre de présenter une théorie du corps de classes compléte pour les
corps de fonctions.
La premiére étape a consisté a généraliser la théorie d’Artin-Schreier de sorte
d’obtenir une description (en terme de générateurs) des extensions du type
(%) a considérer. C’est & un trait de génie de Schmid que I’on doit la solution,
solution pressentie quelques temps auparavant par Albert comme nous avons
eu l'occasion de le préciser p 22. Le deuxiéme trait de génie (da & Witt cette
fois) a consisté a savoir exploiter la jungle de formules qui a résultée de
ces investigations pour en extraire une structure, a savoir celle de l’anneau
des vecteurs de Witt, qui devaient fournir une paramétrisation efficace des
extensions appelées depuis : d’Artin-Schreier- Witt. Ainsi si E/F est du type
(), on rappelle que 'on dispose du critére de génération suivant :

E:F(y) :F(y()ayla"' aynfl)

ouy € W,(E) et satisfait une équation de la forme y? —y = (3 avec

B = (Bo, B, -, Bn-1) € Wn(F).
En termes d’algébres ...

Soient a« # 0 € F et 8 = (8o, 01, -+ ,Pn—1) un vecteur de Witt sur
F' de longueur n; Witt considére 'algébre («|f] définie par les générateurs

U, Yo, Y1, ,Yn—1 OU les y; commutent entre eux et ol 'on dispose des rela-
tions :

W=, P —y=08 uu ' =y+1
si 1 désigne I’élément unité (1,0,---,0) et uyu~" signifie

(uy0u717 T 7uy’n—1u71)-

Ces relations permettent de définir une algébre simple de centre F' admettant
pour corps de décomposition ’extension cyclique E = F(y) qui est exacte-
ment de degré p™ dés lors que 3 n’est pas de la forme b — b, b € F. Le
symbole («|f] considéré comme un élément du groupe de Brauer sur F' est
multiplicatif en la premiére variable et additif en la seconde. On remarque
que l'algebre («|f] définie avec des vecteurs de Witt est une généralisation
du candidat (o, ] évoqué plus haut alors défini pour des éléments du corps.
Cela conduit naturellement a se demander si pour ces nouvelles algébres, il
n’existerait pas un analogue de la formule (1.2). Witt, de nouveau en utili-
sant des méthodes locales, répond par ’affirmative.
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Ainsi si p désigne un idéal premier de F', on peut considérer sur la complé-
tion p-adique F}, (i.e. le corps des séries formelles a coefficients dans le corps

résiduel K,) ’algebre (O"ﬁ] L’opération se transporte sur les composantes

fantomes 3™ et il en résulte un vecteur de Witt, qualifié de résiduel (car
ses composantes appartiennent au corps résiduel), noté (o, 3), qui permet

d’énoncer : 5 (.5)
alg, o (a,f),
(Ta ] (7lD ]

Sans toutefois en fournir de preuve, Witt mentionne la relation :
Z Sp(a, B)y =0
P

vue comme une généralisation du théoréme des résidus appliqués aux vec-
teurs résiduels (la trace S, est étendue aux vecteurs de Witt).

Par la suite H.L. Schmid publie un travail sur I’arithmétique des extensions
cycliques E/F de degré une puissance de p en caractéristique p dans lequel
il poursuit, cette fois avec & sa disposition le formalisme de Witt, ses investi-
gations et établit des formules pour le conducteur, le discriminant et le genre
de FE en fonction de B si E = F(y) et y?» —y = 5.

Le point de vue moderne :

Etant donné F' comme ci-dessus, on introduit ’application :

(o Jn s FX X Wo(F) — Wy(F,) ~Z/p"Z
(o, ) — Yp(a)(z)—-=z

ou z € W, (F*P) et p(z) = .

Remarque : En particulier, (.,.]; = (.,.] et satisfait les mémes propriétés
que celles énoncées ci-dessus pour son analogue "au rang 1".

En outre, (.,.], coincide avec d,, » définie comme suit :

Ao : FX X W (F) — W, (F,)
() = (1L+F+F 4.4 F )y

ou :
1. y(y(O)’ Tt 7y(n—1)) € WW(FQ)J

2. y(m = resw(a_lfﬁﬁ(m)),

3. F désigne l'aplication "Frobenius" (voir p 25)
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do(X
4. %:: CZJ(X)]X=7F

On a alors le corollaire suivant :

Corollaire 1.7.4. L’application (., .],, induit un accouplement non-dégénéré :

FX[F*" x Wi (F) /(W (F)) — Wa(Fp)

Correspondances :

Suite exacte de Kummer :

1_>Nn(_)Ksepf»Ksep_>1

ou p(x) =z"
Isogénie d’Artin-Schreier :

0 — Z/pZ — K 5 K —

ou p(r) =2 —x
Isogénie d’Artin-Schreier-Witt :

0 — Z/p"Z — Wy (K*P) 5 W, (K*P) — 0

On conclut cet aparté en signalant deux théses de Troisiéme Cycle ré-
cemment soutenues et utilisant la théorie d’Artin-Schreier-Witt :

1. "Computation of Mazimal Orders of Cyclic Extensions of Function
Fields" par Robert Fraatz sous la direction de Rainer Wiist
(2005) - Berlin

2. "Arithmétique des extensions d’Artin-Schreier- Witt" par Lara Thomas
sous la direction de Christian Maire (2005) - Université Toulouse II le
Mirail.







Chapitre 2

La théorie d’Iwasawa des corps
globaux

2.1 Extensions de corps de fonctions : un panorama

On a vu dans la définition d’une extension algébrique de corps de fonc-
tions qu’intervenait une condition sur le corps des constantes a savoir I’'inclu-
sion k C k’. Ceci va permettre d’introduire deux grands types d’extensions
selon que k & k' ou que l'on ait Iégalité k = &'.

2.1.1 La catégorie des extensions de corps de fonctions dites
arithmétiques

Il s’agit des extensions de corps de fonctions obtenues exclusivement par
compositum du corps de fonctions de base (généralement le corps des fonc-
tions rationnelles ou une extension finie de ce dernier) avec une extension
non triviale du corps des constantes (généralement F,). Avant d’entrer plus
avant dans le vif du sujet, on fait 'hypotheése (qui n’est pas restrictive dans
notre contexte) que le corps des constantes k est parfait simplement pour
éviter tout probléme relatif & la séparabilité. On se place dans le schéma,
suivant :

k'L
K L
k
Soit donc &’ une extension algébrique stricte de k prise dans une cloture
algébrique de k que l’on suppose fixée. Le compositum L' := k'L est un

corps de fonctions sur &’ de corps des constantes une extension FINIE de ce
dernier. On peut préciser via la proposition suivante :

o7
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Proposition 2.1.1. Soit L' := k'L une extension algébrique du corps L/k
(de degré fini ou non). On a alors les assertions suivantes :

1. k' est le corps des constantes associé a L'

2. Tout sous-ensemble' de L linéairement indépendant sur k l’est encore
sur k'

3. [L:k(z)] =L K()]Vz € L\k

On donne maintenant sous forme d’un théoréme les principales propriétés
des extensions arithmétiques de corps de fonctions :

Théoréme 2.1.2. Si L' := k'L est une extension arithmétique de L/k, on
dispose des propriétés suivantes :

/ / . P
1. L' /k est une extension non-ramifiée

2. L’/k:/ a le méme genre que [’extension originelle L/k

3. Le corps résiduel assocté a une place P quelconque de L est isomorphe

au compositum L de k' et du corps des classes résiduelles Lp ot
P=PnNL.

4. Sik'/k est de degré fini, toute base de cette derniére extension est une
base entiére de L'/ L.

Ce critére nous donne donc un moyen de dresser des tours d’extensions
non-ramifiées, dont nous nous inspirerons dans la suite pour construire I’ana-
logue suivant Iwasawa de la Z,-extension cyclotomique de corps de nombres.
On remarque en particulier une premiére différence de comportement entre
le corps des fonctions rationnelles et Q car si ce dernier n’admet pas d’ex-
tension non-ramifiée, d’aprés la construction précédente, son analogue en
posséde une infinité.

2.1.2 La catégorie des extensions de corps de fonctions dites
géométriques.

Il s’agit 14 de la famille d’extensions qui va retenir notre attention dans
toute la suite car elles sont & ’origine de I’article de Villa-Salvador et Ma-
dan. Pour éviter d’alourdir la rédaction, disons simplement que I'on appelle
extension géométrique d’un corps de fonctions L une extension possédant le
méme corps des constantes que le corps dont elle provient. Un moyen simple
d’en construire est donné par le lemme suivant :

Lemme 2.1.3. Soit L/k un corps de fonctions de corps des constantes k.
On désigne par L' une extension de degré n de L. S’il existe une place p de
L totalement ramifiée dans L' alors le corps des constantes de L' /L est égal
a k ( c’est-a-dire que l'extension L'/L est géométrique).

'En toute rigueur, I'indépendance linéaire concerne les familles et non les parties.
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On retiendra que si L/k est un corps de fonctions de corps des constantes
k et L'/L un extension algébrique finie de L tel que k' soit la cloture algé-
brique de k dans L’ alors L’ est un corps de fonctions de corps des constantes
k' et que I'on dispose d’une tour d’extensions L C k'L C L’ dont le premier
étage est une extension aritmétique et le second étage une extension géo-
métrique. En d’autres termes, il peut toujours se ramener & une extension
géométrique quitte & "monter suffisamment haut" dans la tour.

Le moment semble donc bien choisi pour définir de maniére un petit peu
rigoureuse ce que l'on entend par "tour d’extensions" ...

Comme précédemment, on considére un corps de fonctions algébriques
d’une variable L de corps des constantes le corps finis & ¢ éléments IF,.

Définition 2.1.4. : Une tour de corps de fonctions sur F, est une suite
(Lo, L1,---) de corps de fonctions L;/F, satisfaisant :

1. LoC L1 C Ly C---
2. Pour chaque n> 0, l'extension Lyy1/L, est séparable de degré > 1

3. g(Li) > 2 pour i >0 (si g(L;) désigne le genre du corps L;)

En guise d’exemple, valable dans le contexte plus général des corps glo-
baux, on peut s’arréter quelques instants sur un cas particuliérement im-
portant de tour de corps que l'on connait sous le terme générique de Z;-
extensions et dont la richesse a été mise en exergue grace aux travaux d’Iwa-
sawa, ces mémes travaux sur lesquels nous nous proposons de revenir dans
ce chapitre.

Définition 2.1.5. Une Z;-extension d’un corps global K est définie comme
une extension galoisienne infinie généralement notée K /K telle que
Gal(Kw/K) :=T soit topologiquement isomorphe a (Z;, +) le groupe additif
associé a l'anneau des entiers l-adiques. En particulier, elle peut-étre vue
comme une tour infinie

o.9]
KoCKiCKaC CKyCooo C Koo =K
=0

avec & chaque étage n lisomorphisme Gal(K,/K) ~ Z/I"Z. On dit alors
que K, est le n-ieme étage de la Z;— extension Koo /K.

Cas particuliers - Tours Ramifiées - Tours géométriques

Définition 2.1.6. On dit qu’une tour F sur I, est modérée si ¥V n > 0 et
pour toutes les places p,, de Ly, , lindice de ramification e(p,) dans Ly, /Lo est
premier avec la caractéristique p de Fy (on suppose ¢ = p®). Si en revanche,
il existe un indice de ramification dans la tour divisible par p, la tour F est
qualifiée de sauvage.
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Le type de tours qui nous intéressera par la suite car il est & l'origine de

I’article de Villa-Madan auquel nous consacrerons notre chapitre 3 est celui
des tours d’extensions géométriques sauvages.
Ainsi, soit k£ un corps fini & g éléments ou g=p* pour p un nombre premier
impair désignant la caractéristique du corps de base. On se donne Ky un
corps de fonctions de corps des constantes k et pour chaque entier naturel
n, on note K, /Ky une extension cyclique de degré p™ telle que :

— Pourn >0, K, C K41 et Kpi1/Ky,=p
— Le corps des constantes de K, est k (c’est a dire que chaque étage de
la tour est une extension géométrique)

- Ko = UKn

On obtient ainsi une Z,-extension géométrique ce qui nous permet de
faire le lien avec le paragraphe suivant ...
La dualité que nous avons observé au niveau fini dans le cas des extensions de
corps et qui provient de I'existence de deux familles aux comportements tout
a fait différents va bien entendu se retrouver lorsque notre intérét va se porter
sur des tours infinies et plus particulierement sur le cas des Z,-extensions.

2.2 A propos des Z;-extensions : différences et si-
militudes

2.2.1 Les Z;-extensions arithmétiques - lien avec la 7Z;,— ex-
tension cyclotomique des corps de nombres.

Etant donné un corps fini F & ¢ éléments?, on définit F,, comme 1'unique
sous-corps de la cloture algébrique F supposée fixée tel que [F, : F] = n.
Dans le cas particulier ot n = [ est une puissance d’un nombre premier [,
on construit une tour d’extensions selon le procédé suivant :

FnggFﬂggFlmg

et I'on pose : Fieo := Up>oFm. Il s’agit de la l-extension mazimale de F
dans F au sens ot pour toute extension finie E de Fi, on a [E : Fje] est
premier avec [. C’est par "compositum" avec cette derniére qu’étant donné
un corps de fonctions K nous allons construire la famille des Z;-extensions
arithmétiques de ce dernier. Soit donc K un corps de fonctions de corps
des constantes F. A chaque étage fini n, on pose K, = KT, I'extension
arithmétique résultant de la composition de sorte que comme ci-dessus on
obtient une tour d’extensions :

KgKngZQQ“'gKlmg”-

*[55]
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On pose alors Kj = KIF~. Le recours a la théorie du corps de classes
nous permet d’affirmer que lorsque le nombre premier [ est égal & la carac-
téristique p du corps des constantes, il existe une infinité de Z,-extensions
arithmétiques, en revanche lorsque ’on suppose [ distinct de p, il existe pour
un corps de fonctions K fixée une unique Zj-extension arithmétique, qui
va servir de modeéle & Iwasawa pour construire dans le cadre des corps de
nombres la Z;-extension cyclotomique dont on appelle une construction ci-
apres. L’analogie utilisée consiste a faire jouer aux racines de l'unité dans les
corps de nombres celui que remplissaient les éléments du corps des constantes
dans le cas des corps de fonctions.

Soient donc [ un nombre premier supposé impair et n > 1 un entier naturel.
Si 'on note (j» une racine primitive [" de l'unité, on a que le groupe de
Galois associé a l'extension cyclotomique Q((n)/Q est isomorphe a
Z)(1—1)Z x Z)I"'Z via o(I") = "~ 1(I — 1) si ¢ désigne l'indicatrice d’Eu-
ler. On désigne par Q,, le sous-corps de Q((;») fixé par le sous-groupe consti-
tué des éléments d’ordre premier a p, ainsi donc Gal(Q,/Q) ~ Z/I"'Z et
UpQ,, := Q est une Z;-extension de Q. Par compositum avec un corps de
nombres K, on obtient que tout corps de nombres posséde au moins une
Z;— extension Ko, = KQ appelée Z;-extension cyclotomique de K. Il
s’agit 1a de 'analogue de 'extension non-ramifiée Kjoo = KFjo. Malheureu-
sement ce dernier n’est que partiellement satisfaisant comme le montrent les
propositions suivantes :

Proposition 2.2.1. Soient K un corps de nombres et L/ K une Z;-extension
de K. Les seules places de K susceptibles de se ramifier dans L sont exacte-
ment celles au-dessus de l. On dit que les Zj-extensions de corps de nombres
sont l-ramifiées.

Conséquence : Etant donnés K un corps de nombres et L/K une Z;-
extension de K, il n’existe qu'un nombre fini de places ramifiées.
En outre :

Proposition 2.2.2. Etant donnée L] K une Z;-extension de corps de nombres
alors il existe au moins une place ramifiée dans L et ['on peut trouver un en-
tier ng a partir duquel toute place de K, est totalement ramifiée dans L.
2.3 Une bréve incursion en Théorie d’Iwasawa
2.3.1 Un peu d’histoire

Rappels concernant la fonction Zéta associée a un corps de fonctions.

Etant donné un corps de fonctions K d’une variable de corps de constantes
F,, on définit la fonction Zéta associée & K (ou plus précisément la fonction
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Zéta attachée a la courbe propre lisse C/F, de K) via :

(k(s)=) NA™*

A>0

ot A € Dy , le groupe des diviseurs de K et NA = ¢%9(2) désigne la norme
du diviseur A. On peut alors montrer qu’il existe un polynéme Lg(u) de
Z[u] de degré 2g si g désigne le genre de K tel que :

Li(q™)

k(o) = (1—g*)(1—q'9)

pour tout s tel que Re(s) > 1.

A Torigine de ce que 'on connait aujourd’hui sous le nom générique de
théorie d’Iwasawa était une volonté de la part de ce dernier de traduire dans
le contexte des corps de nombres un résultat particuliérement remarquable
qu’avait obtenu Weil dans le cadre moins restrictif du fait de 'ubiquité des
objets étudiés des corps de fonctions. En quelques mots, la théorie dévelop-
pée par A. Weil permet de relier la fonction Zéta associée & un corps de
fonctions et voici comment ...

Soit Ez une cloture algébrique de F, ol comme précédemment F, désigne
le corps fini a4 ¢ = p® éléments. Etant donnée K/k une extension de corps
de fonctions géométrique, on pose k — kF, et K = KF, et I'on a K N
k = k. 1l suit que le groupe de Galois de K /k est le produit direct de
Gal(K /k) avec Gal(K/K) et le role des extensions de type arithmétique
devient alors apparent. De I'isomorphisme naturel Gal(K /k) ~ Gal(K/k) :=
G, on considére les éléments de G comme des automorphismes de K laissant
k fixe. Soit ¢ un automorphisme de K/K qui induit par restriction a F,
I’automorphisme de Frobenius

qﬁq:ﬁq — ?q
B = B

On parle pour ¢, du Frobenius aritmétique associé a I’extension K/K, cest-
a-dire le générateur naturel du groupe de Galois Gal(F,/F,) ~ Z ou Z
désigne un groupe profini libre de rang 1. Si maintenant ’on note J = C1%.,
on a que ¢ agit sur le module de Tate de la variété Jacobienne J de C'/F la
courbe lisse et propre associée au corps K ou ce dernier est défini comme la,
limite projective des groupes de points de I™-torsion, si [ # p. Plus précisé-
ment, on dispose pour les points de N-torsion de J d’ordre divisant N (avec
p premier & N) du théoréme de structure suivant :

2g
JINl~Ez/NZ
=1
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On fixe [ un nombre premier distinct de p et I’on considére la suite des groupes
J[I"]. On voit alors que pour chaque entier naturel n € N, la multiplication
par [ envoie J[I"T!] dans J[I"] et permet ainsi la définition d'un systéme
projectif. On pose alors :
T(J) = lim J[1"]
n

Les éléments du module de Tate ainsi défini peuvent étre identifiés avec les
suites infinies (a1, ag,---) ol pour tout n > 0, a, est un élément de J[I"] tel
que lapy1 = an. Ce dernier agit sur 'anneau des entiers [-adiques comme
suit :

TZ(J)XZg — Zg
((a1,a2,--+),0) +— dxa:= (dai,dag, )

De la méme fagon, puisque G et ¢ agissent conjointement sur J[I"] pour
tout n, ces actions peuvent étre étendues par un procédé diagonal en une
action sur T;(J) de sorte que I'on munit le module de Tate d’une structure
de Z¢[G)-module. En utilisant le théoréme de structure relatif a J[N], on
peut alors montrer que 7j(J) est un Z;-module libre de rang 2g. On pose
alors :

Vi =Vi(J) = Q. Q) Ti(J)
Zy

Ce faisant V] se voit doté d’une structure de QQy-espace vectoriel de dimension
2g et I'on est en mesure d’énoncer le résultat suivant di & Weil :

Théoréme 2.3.1. Le déterminant de application 1 — ¢u est égal au numé-
rateur de la fonction Zéta associé au corps de fonction K.

Obtenir un résultat analogue dans le cadre des corps de nombres suppo-
sait pour Iwasawa de déterminer respectivement des analogues raisonnables
pour d’une part la fonction Zéta associée & un corps de fonctions et d’autre
part le groupe des classes de diviseurs. Le candidat pour la premiére analogie
sera la fonction Zéta p-adique de Kubota-Leopold que nous ne ferons que
citer et quant au second, c’est le module d’Iwasawa usuellement noté X ou
X qui répondra a la question a savoir la limite projective des X, (relative-
ment aux applications norme) si X,, désigne la [-partie du groupe de classes
relatif au n-iéme étage de la Zy-extension cyclotomique dont on a rappelé une
construction précédemment. En quelques mots, la conjecture principale pour
les corps de nombres statue que les polynoémes caractéristiques relatifs aux
actions de I' = Gal(K/K) sur les divers groupes de Galois des extensions
abéliennes de K, sont reliés aux fonctions L [-adiques. Elle a été prouvée
par Mazur et Wiles sous ’hypothése que le corps de base était abélien sur
Q puis par Wiles dans le cas des corps totalement réels.
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2.3.2 Quelques résultats incontournables en théorie d’Iwa-
sawa

Présentation de l'algébre d’Iwasawa®

On considére O un anneau commutatif local noethérien d’idéal maximal
pricipal (7). On suppose ce dernier complet pour la topologie m-adique as-

sociée et ’on note K := ﬁ le corps résiduel correspondant (typiquement,
T

O = Zp, 'anneau des entiers p-adiques, d’idéal maximal (p) et de corps
résiduel associé Fp). Soit A := O[[T]] I'algébre des séries formelles en une
variable & coefficients dans O. On appelle A lalgébre d’lwasawa ; il s’agit
d’un anneau local d’unique idéal maximal engendré par (mw,T'), de corps rési-
duel . Muni de sa topologie (m,T))-adique, on vérifie que la famille (7, T)"
constitue une base de voisinage de 0 et que A est complet et compact pour
cette derniére. Parce qu’il s’agira par la suite du cas qui retiendra toute notre
attention, on suppose dorénavant que : A = Z,[[T].

Définition 2.3.2. Un polynome P(T) = T™ + An 1T P+ -+ T+ ao
élément de Z,[T] est dit distingué si a; = 0 mod p pour 0 < i <n—1 (on
parle quelquefois aussi de "polynome de Weierstrass”).

Exemple : Les polynomes cyclotomiques : w, = (1 + T)?" — 1 sont des
polyndmes distingués dont le role est essentiel en théorie d’Iwasawa.
Ces derniers interviennent dans le théoréme suivant qui renseigne sur la
structure des éléments de l'algebre Z,[[T1] :

Théoréme 2.3.3. (de préparation de Weierstrass) Soit
F(T) = 5200 T" € Zp[[T))
alors [ s’écrit de maniére unique sous la forme
(1) = p"U(T)P(T)
ou U(T) € Zp[[T)]* et P(T) est un polynéme distingué.

En outre, ils permettent de donner une description du spectre de ’algébre
A, en effet on a la proposition :

Proposition 2.3.4. Les idéaur premiers de A sont exactement l’idéal tri-
vial : (0), lidéal mazimal (p) de Zy, les idéaux principaus de la forme (f)
ot f est un polynéome distingué irréductible et enfin l’idéal (p,T). En outre
ce dernier est l'unique idéal mazimal de l’anneau noethérien A.

°[48]
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Structure des A-modules de type fini :

Une notion fondamentale est celle de "pseudo-isomorphisme” que 'on
introduit en toute généralité avant de nous restreindre au cas particulier qui
nous intéresse ...*

Définition 2.3.5. Etant donné A un anneau commutatif noethérien inté-
gralement clos,un morphisme f : M — N de A-modules de type fini est un
pseudo-isomorphisme si Ker(f) et Coker(f) sont pseudo-nuls.

Remarques :

— Dans le cas particulier ot A = A, les modules pseudo-nuls sont exac-
tement les modules finis.

— Usuellement, on note M ~ N pour signifier que deux modules M
et IV sont pseudo-isomorphes. En général, ~ n’est pas une relation
d’équivalence mais elle le devient en revanche lorsque ’on considére
des A-modules de torsion.

— Si 'on considére X, et Y,, deux suites de groupes finis, alors on note
X, ~ Y, pour signifier qu’il existe des homomorphisme ¢, : X,, — Y},
dont les noyaux et conoyaux ont des ordres bornés indépendamment
de n. Une telle situation se présente tout naturellement dans le cas ou
X =limX,, Y =1lmY, et X ~Y. Enfin, si [X,| et [V,| désignent les

n n
ordres respectifs de X, et Yy, on écrit | X,,| ~ |Y,,| pour traduire que

les quotients | X,|/|Y,| et |Yy|/|Xy| sont bornés indépendamment de
n. Par exemple, si X,, ~ Y, alors |X,| ~ |Y,,].

— Enfin, dans le cas particulier ou l'on note f et g deux polynémes de
Zp|T) premiers entre eux alors on a :

A(fg) ~ A/(F) @ A/(9) et AJ(f)DA/(g) ~ A/(fg)

On est en mesure d’énoncer le théoréme de structure suivant, naturel
si 'on remarque que 'anneau A est "presque' principal (c’est justement ce
défaut de principalité que mesure la notion de pseudo-isomorphisme).

Théoréme 2.3.6. Soit M un A = Zp[[T]]-module de type fini. Alors il existe
des entiers r,m,s > 0 et m;,n; > 1 tels que :

m

M~ AT s (@A) @ (@@ A/ fT)™
=1

=1

ot les f;(T) sont des polynomes distingués irréductibles.

“La classification des modules pseudo-isomorphes a été développée par Iwasawa et
Serre.
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Ce dernier nous permet d’introduire les invariants d’Iwasawa dont le com-
portement au sein d’une tour d’extensions sera déterminant pour coder I’évo-
lution du groupe des classes d’idéaux :

—r:=rgaxM le A-rang de M

— u(M) :=X" n; linvariant p de M.

- MM) ==X midegf; linvariant A\ de M

= fu(T) =11, fi(T)™  le polynome caractéristique de M

Remarques :
1. Les invariants 7, 4, A dépendent uniquement de M.

2. Dans le cas particulier ou M un A-module de torsion (ie 7 = 0 ) alors
A = dimg, ®z, M et le polynome caractéristique de I’endomorphisme
de Q, ® M est donné par la multiplication par 7'

Ils satisfont en outre la proposition suivante :

Proposition 2.3.7. On se donne une suite exacte de modules de torsion
noethériens :
0> X—=Y—>»27Z—-0

alors on a : AN(Y)=XX)+ ANZ) et p(Y) = w(X)+ p(2).

Reste a faire le lien entre la théorie des nombres et ce pan d’algebre
commutative, lien qui est assuré par le théoréme de correspondance suivant :

Théoréme 2.3.8. On désigne par I' un pro-p-groupe isomorphe au groupe
additif (Zy,+) dont on fize un générateur topologique noté ~y. L’application
Zp[[T]] — Zp[[I]]

T — ~v—1

est un isomorphisme topologique de Zy-algébres.

Définition 2.3.9. Pour un A-module M, on note MY le sous-module de
M constitué des éléments invariants sous ['action de I' et Mr (ou indif-

féremment "M ) les "co-invariants" pour cette action, G savoir le quotient
W ot v — 1 engendre lidéal d’augmentation (il s’agit du plus grand
fy J—

quotient de M sur lequel T' agit trivialement).

Ils sont liés par la proposition suivante :

Proposition 2.3.10. Soit M un A-module de type fini et de torsion. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
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1. M" est fini
2. Mr est fini

Lemme 2.3.11. Etant donnée 0 — My — My — Ms — 0 une suite ezacte
de A-modules, il existe une suite de Z,-modules :

0— M{ — My — Mg — (My)r — (Ma)r — (M3)r — 0

Preuve : C’est une conséquence directe du Lemme du serpent puisque
par définition les suites

0%]\42F — M; ’Y;l M; — (MZ)F — 0

sont exactes pour i = 1,2, 3.

2.3.3 De l’algébre commutative & la théorie des nombres...

Le cas des corps de nombres

Etant donnés un nombre premier [ et un corps de nombres K, on note Koo /K
une Zj-extension de K de groupe de Galois I' = (). Si l'on désigne par K,
le n-iéme étage de la tour de corps associée, ce dernier peut étre vu comime
le sous-corps de K fixé par v tel que Gal(K,/K) ~ Z/I"Z.

On note X,, := Z; ® Clg,, la l-partie ( conséquence de la tensorisation
par Z;) de groupe de classes de K,. Si maintenant l'on désigne par L, la
l-extension abélienne non-ramifiée maximale de K, on a l'isomorphisme :
X, ~ Gal(L,/K,). On pose alors X, := lim X;, relativement a I’applica-

n
tion "norme" : Nk, /K, On peut alors énoncer la proposition suivante :

Proposition 2.3.12.

1. La réuniton L = U,L, est la pro-l-extension abélienne mazimale de

K.
2. On a lisomorphisme : Xoo ~ Gal(L/Kx)
8. Xeo est un Zy[[T']]-module noethérien, de torsion avec Zy[[I']] = im Z[I';,]

n

Théoréme 2.3.13. (lwasawa) Soit K un corps de nombres algébriques et
I un nombre premier. On note pour une Zj-extension Ko de K, e, =
ordih(Kpn) la l-partie du nombre de classes de Kin. Il existe alors des entiers
AL, i, v et un indice ng tels que Yn > ng, on ait la formule asymptotique :

en = Nn+ wl" +y

On évoque en outre via la proposition suivante la généralisation d’un
réultat démontré par Ph. Furtwéngler et H. Weber dans le cas particulier du
corps cyclotomique k = Q(up) :
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Proposition 2.3.14. Soit K, /K une Z;-extension dans laquelle on suppose
que seule une place se ramifie et qu’en outre, elle l'est totalement alors :

eg=0=e¢,=0V n> 0.

Remarques :

— Dans le cas particulier de la Z;-extension cyclotomique Qs de Q on
a:)\l:ul:VlZO.

— Iwasawa a conjecturé la nullité de p; pour la Z;— extension cycloto-
mique. Dans le cas particulier ou K/Q est abélienne, ce résultat a été
démontré par Ferrero et Washington mais dans tous les autres cas le
probléme reste ouvert. Ce qui est acquis en revanche c’est que ce der-
nier n’est pas toujours nul; Iwasawa a donné des exemples de Z;—
extensions pour lesquelles y; était arbitrairement grand.

- Si K,,/K désigne le n-iéme étage de la Z-extension alors on a :

(Koo /Kn) = p" 1(Koo/ K) et N(Koo/Kn) = MNKoo/K).

Le cas des corps de fonctions :°

On a vu précédemment que l'origine de l'intérét d’Iwasawa pour les Z;—
extensions de corps de nombres prenait sa source dans la théorie des corps
de fonctions, aussi il est naturel de se demander si le résultat obtenu ci-
dessus connait un analogue dans le contexte des corps de fonctions et si oui,
quelle en est sa formulation. En ce qui concerne la famille des Z;— extensions
dites arithmétiques dont la construction a guidé celle de la Z;— extension
cyclotomique d’un corps de nombres, la formule asymptotique ci-dessus fait
écho & un résultat obtenu antérieurement aux travaux d’Iwasawa et dont
on rappelle I’énoncé ci-dessous. Soit K un corps de fonctions algébriques de
corps des constantes le corps fini [, & ¢ éléments. Etant supposée fixée une
cloture algébrique ﬁq de F,, on désigne comme précédemment par IF,, 'unique
sous-corps de F tel que [F,, : F] = n. Soit maintenant K,, := KF,, 'extension
arithmétique de K de corps des constantes IF,, dont on note hg, le nombre
de classes, a savoir le cardinal du groupe Cl(}{n des classes de diviseurs de
degré nul que par référence a la nature géométrique des informations qu’il
concentre l'on note aussi parfois J(IF,,). La question qui nous intéresse serait
de connaitre le comportement de cet entier au sein de la [-tour :

KCK CKpCKpnC---

ou plus simplement I’évolution de l'ordre de la [-partie J(F;»)(l) associée aux
groupes abéliens J(Fn) que l'on peut noter [°» pour e, = ord; h(Kjn) ou
en dépend de [. On dispose alors du résultat fondamental suivant qui est &
rapprocher de celui énoncer dans le contexte des corps de nombres a savoir :

°[40]
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Théoréme 2.3.15. I existe des constantes A\, v; et un entier positif ng tels
que pour tout n > ng, e, = \n + v;. Autrement dit, les entiers e, croissent
linéairement avec n.

On dispose en outre du théoréme de structure suivant :

Proposition 2.3.16. Sous les hypothéses et avec les notations précédentes,
on a l’isomorphisme :

J(Fr)(1) ~ P /2
i=1

ou r; désigne la dimension sur Z/IZ de J[I| N J(Fi_,).

Dans le cas des Zy-extensions géométriques® en revanche, le dictionnaire
n’a été complété que plus tardivement car, certaines précautions sont a ob-
server, certaines hypotheses & préciser de sorte de se placer dans un contexte
favorable a la définition des invariants d’Iwasawa.

On commence par exploiter les travaux de Gold et Kisilevsky menés dans
[21] pour mettre en lumiére 'une des différences fondamentales régissant le
comportement des Zy-extensions de corps globaux. Ainsi, si I’'on note G le
groupe de Galois associée & la p-extension maximale de K (ou K désigne un
corps de fonctions de corps des constantes F,;) on peut montrer, en consi-
dérant la p-partie associée, I'isomorphisme G, ~ Z>° qui apparait de ce fait
comme un pro-p-groupe libre de rang infini. Sachant qu'une Z,-extension
est la donnée d'un homomorphisme f : G, — Z, et que les conditions de
ramification sont données par l'équivalence : L/K est totalement ramifiée
en p & f([IU;) = Zp, on a une infinité de Zy-extension et en outre on
peut choisir f tel que la Z,-extension associée soit ramifiée en une infinité
de premiers.

La situation qui se présente a nous est donc bien différente et en un certain
sens bien plus défavorable que celle qui prévaut dans les corps de nombres ; on
rappelle & cette occasion que si 'on note K le compositum de toutes les Lop-
extensions d’un corps de nombres K et que ’on suppose satisfaite la conjec-
ture de Leopoldt (en p) usuellement notée L(K, p) alors Gal(K /K) ~ Zi 1
ol ro désigne le nombre de plongements complexes.

Etant donné K un corps de fonctions que ’on peut, pour fixer les idées,
supposer égal au corps des fonctions rationnelles F,(7"), on désigne par
K+ /K une Zpy-extension géométrique provenant d’une p-tour d’extensions
dont on baptisera K, le n-iéme étage (en particulier, [K,, : K] = p"). Comme
il est d’usage dans le cadre de la théorie d’Iwasawa, on note I' le groupe de
Galois Gal(K«/K) =< v > et 'on considére L la p-extension abélienne

50n remarque qu’étant donné K un corps de fonctions de corps des constantes k fini
isomorphe & Fy o ¢ = p“, il n’existe pas de Z;-extension pour [ # p.
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non-ramifiée maximale de K. Soient X, et G les groupes de Galois de
L/K et L/K respectivement selon le diagramme d’extensions :

Xoo
Ko—L

i

En particulier, on a I'isomorphisme naturel I' ~ G/ X, et ’on transporte
l'action (par conjugaison ) de G sur Xo en une action de I' sur X lui
conférant ainsi une structure de I'-module. En effet, on considére la suite
exacte courte (simple traduction de I'isomorphisme exhibé ci-dessus) :

r

K

05X =G ST =0

Pour tout z € X et tout r € I', on choisit via la surjectivité de 'application
7, g € G tel que 7(g) = r; on pose alors :

I'x Xoo = Xoo

(r,z) — 2" = grg~ !

dont on vérifie qu’elle est bien définie car si g; désigne un autre antécédent
de r par 7 alors g~ '.g; = xg pour 9 € X. Or ce dernier étant abélien, on
obtient immédiatement que :

1

" =gy = glﬂﬁalﬂfﬂfogfl = glﬂfgfl,

d’ou le résultat. Si maintenant on note A ’algébre de groupe compléte (dite
"Algebre d’Iwasawa") Z,[[I']] dont on rappelle qu’elle isomorphe & Zp[[T]
viay —1— T); Xy est alors muni d’une structure de A-module compact
que ’on peut raffiner via la proposition suivante die & Gold et Kisilevsky
et qui sera, en méme temps qu’elle est propre au contexte des extensions
géométriques des corps de fonctions, essentielle par la suite :

Proposition 2.3.17. Sl existe un nombre fini de premiers de K qui se
ramifient dans la Zy-extension Ko /K alors le A-module X est noethérien
et de torsion. En revanche, on perd le caractére noethérien dés lors qu’une
mfinité de places se ramifient.
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Conséquences :

— Notre but étant de développer une théorie d’Iwasawa des Z,-extensions
géométriques, ce qui suppose en particulier de définir les invariants que
I’on a mis en évidence conjointement dans le cas des corps de nombres
et celui des Z;-extensions arithmétiques de corps de fonctions, nous
serons sans cesse tenus de nous placer sous 'hypothése qu’il n’existe
qu’un nombre fini de premiers potentiellement ramifiés dans Ko, (hy-
pothése que Li et Zhao désignent de maniére abrégée par le sigle : FRP
pour "Finitely Ramified Primes ").

— Sous "FRP", on a que les groupes d’inertie associés aux premiers ra-
mifiés sont des sous-groupes de Zj,, & savoir de la forme dep pour un
certain d. En particulier, il existe un ng a partir duquel les places sont
totalement ramifiées, aussi quitte & monter assez haut dans la tour,
on peut toujours supposer, sans perte de généralité, que les premiers
ramifiés dans K, /K le sont totalement.

Dorénavant, tous les résultats sont énoncés sous I’hypothese F.R.P .

On commence par la proposition suivante qui nous donnerait envie de
renverser le cours de I’histoire en rapprochant les Z,-extensions géométriques
de celles des corps de nombres, & moins qu’il ne s’agisse 14 d’un premier
avertissement que le miroir qui invite a une correspondance entre les deux
grandes familles de corps globaux, reste déformant ...

Proposition 2.3.18. Soient L la p-extension abélienne non-ramifiée mazi-
male de Ko, et Ko la p-extension abélienne non-ramifiée mazximale de K
contenue dans L. Si l'on désigne par K une Zy-extension géométrique de
K alors il existe au moins une place de K qui se ramifie dans K.

Preuve : On raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe une Z,-
extension géomeétrique K, /K non-ramifiée. Soit maintenant Kla ZLyp-extension
arithmétique de K (dont on rappelle qu’elle est non-ramifiée ), alors le
compositum Kooff est non-ramifée sur K de groupe de Galois isomorphe
a Zy X Zyp. Or par la théorie du corps de classes, on a :

Gal(Ko/K) ~ Z,, x Clo(Kp)

oit Clo(K,) est fini quand on a linclusion K C Ky que prouve le lemme
suivant.

Lemme 2.3.19. Sous les hypotheses et les notations de la proposition pré-
cédente, Ko est l’extension abélienne non-ramifiée mazimale de K contenue
dans L.

Preuve : Soit K|, la p-extension abélienne non-ramifiée maximale de K
telle que Ky C K{j C L. Notre but est de prouver qu’elle est abélienne
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donc en particulier galoisienne ... On commence par construire le diagramme
d’extensions suivant :

K Ky

Koo — KooK —— KooK —— L
K

Pour tout o € Gal(L/K), o(K{) est la p-extension non-ramifiée maxi-
male de o0(K) = K. De Punicité de I'extension non-ramifiée maximale, on dé-
duit que o(K()) = K|, et par conséquent K|, est galoisienne. En outre et grace
a une remarque antérieure, K, /K est totalement ramifiée quand K|/ K est
non-ramifiée ainsi on a l'isomorphisme Gal(K()/K) ~ Gal(K{K/Ks) qui
assure que Gal(K|/K) est abélien par conséquent K{j = Ky, ce que l'on vou-
lait. On remarque que 'extension KK est galoisienne sur K étant donné
que Koo/K et K/K le sont; ainsi Gal(L/KK) peut étre vu comme un
sous-groupe normal de Gal(L/K) et par conséquent un sous-A-module de
X~ noethérien et de torsion. On dispose enfin d’une suite exacte :

0—=Y —>Xo—>2Z,—0
On est alors en mesure d’énoncer le résultat majeur suivant :

Théoréme 2.3.20. Soient Koo/ K une Zy-extension géométrique satisfai-
sant Uhypothése F.R.P. et p°* la puissance de p divisant le nombre de classes
de K,, alors il existe des entiers X > 0, u > 0 et v tels que pour n suffisam-
ment grand, on ait la formule asymptotique :

en =+ up" +v
ot \ et ju sont les invariants d’lwasawa du A-module Y = Gal(L/KOOI?).

Corollaire 2.3.21. Soient Koo/ K une Zy-estension de corps de fonctions

géométrique et L sa p-extension non-ramifiée mazximale telle que Xoo =
Gal(L/Ks). ALors, p(Xoo) = p(Koo/K) et A(Xoo) = A(Ko/K) + 1.

Preuve : C’est une conséquence immédiate de l'existence de la suite
exacte :
0—=Y —Xo—-7Z,—0

et du caractére additif des invariants d’Iwasawa A et p via :
1(Xoo) = (Koo / K) + 1u(Zy)
AX) = MEoo/ K) + MZp)
sachant p(Z,) = 0 et A\(Zy,) = 1 puisque (Z,) ~ A/ < T >, d’ou le résultat.
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2.4 Les Z,extensions géométriques : un analogue
cyclotomique ?

Un candidat a été postulé par Aiba en 2003 dans un article paru aux Acta
Arithmetica et intitulé "On the vanishing of Iwasawa invariants of geometric
cyclotmic Zy,-extensions” et qui est rendu naturel en vertu de la proposition :

Proposition 2.4.1. Soit koo /k une Z,-extension géométrique sur le corps
rationnel k = Fy[T] avec un nombre fini de places ramifiées. On a alors les
assertions suivantes :

1. S’il existe un unique premier de k ramifié dans koo/k alors les inva-
riants d’lwasawa associés a cette derniére sont tels que :

/\(koo/k) - M(km/k) = V(koo/k) =0.

2. S7l existe au moins deuz places de k ramifiées dans koo /k alors
MEoo/k) > 0 ou (koo /k) > 0.

On a vu que dans le cas de 'extension cyclotomique Qo de Q les inva-
riants d’Iwasawa étaient nuls et que ’on baptisait "extension cyclotomique"
d’un corps de nombres K le compositum KQ., aussi au vu de I’énoncé
précédent on introduit dans le cadre des corps de fonctions géométriques la
définition naturelle suivante :

Définition 2.4.2. Soit ko /k une Zy-extension géométrique de k = F,[T]
non-ramifiée en dehors d’un unique premier. Si l'on note K une extension
finie de k, on pose : Koo = Kko. On appelle alors K la Z,—extension
géométrique cyclotomique associée a K.

On se souvient avoir souligné lors d’un alinéa précédent qu’il semblait un
petit peu abusif de présenter comme "analogues" ’extension cyclotomique
d’un corps de nombres et la Z;-extension arithmétique associée & un corps de
fonctions tant leur comportement différe du point de vue de la ramification ;
a cet égard, la définition proposée par Aiba semble des plus satisfaisante
néammoins une obstruction subsiste dont on trouve 'origine par exemple
dans 'article de Golod et Kisilevsky auquel fait référence Aiba pour justifier
son candidat. Ils proposent en effet la construction de Z,-extensions géo-
métriques, ramifiées en une seule place pour lesquelles le nombre de classes
h(Ky) que 'on sait minoré deviendrait arbitrairement grand lorsque n — oo
et ce faisant ils mettent en évidence que le concept de Z,-extension géo-
métrique cyclotomique est encore incertain ... A défaut de régler définitive-
ment la gestion ( peut-étre finalement en considérant illusoire cette quéte de
"'analogue perdu "), on propose dans la section suivante de s’arréter sur la
construction astucieuse de Ch. Li 7 et J. Zhao d’une Z,-extension géomé-
trique de K = Fy(T'), cyclotomique au sens ou elle provient de I’analogue

"il s’agit d’un ancien éléve de Rosen reconverti depuis ... dans la finance
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dans les corps de fonctions des extensions du méme nom ( dont nous rappel-
lerons sous forme d’un tableau les propriétés essentielles) et dont le nombre
de classes h(K,) se rapproche autant que possible de la borne inférieure.

2.4.1 Les extensions cyclotomiques dans les corps de fonc-
tions.

Introduction

L’étude systématique des extensions cyclotomiques du corps des ration-
nels a débuté au 19-iéme siécle avec les travaux de Kummer et furent déter-
minant dans sa contribution sur le travail du dernier théoréme de Fermat.
Comme nous avons eu l'occasion de le rappeler ’étude des tours cycloto-
miques de corps de nombres s’est développée sous 'impulsion de K. Iwasawa
dans les années 50, une de ses applications majeures étant 'obtention de
la formule asymptotique décrivant 1’évolution du cardinal de la p-partie du
groupe de classes au fur et & mesure que ’on monte dans la tour. La théorie
des corps de fonctions cyclotomiques a quant & elle vu le jour dans les années
30 avec les travaux de Carlitz qui va donner son nom & un certain module
bati sur 'anneau de polynomes F [T en une indéterminée. Etant donné P un
polynome de F,[T] fixé, on peut utiliser le module de Carlitz pour construire
une extension K (P) de K = Fy(T') dite "cyclotomique" et dont les propriétés
interviennent de fagon essentielle dans I’étude des extensions abéliennes de
K (en particulier en vue d’une formulation d’un analogue dans le cadre des
corps de fonctions du théoréme de Kronecker-Weber).® Par la suite, les idées
développées par Carlitz ont été génralisées indépendamment par Drinfeld et
Hayes pour un corps global de caractéristique p.

A propos du module de Carlitz...

On suppose fixée une cloture algébrique K de K = F,(T') et l'on considére

¢ et pr € Endr, (K) tels que :

!
:Q

=
1
=

B

1
=
=
S

I

~

IS

*[29]



Les Zy,-extensions géométriques : un analogue cyclotomique ? 75

On dote ainsi le Fy-espace vectoriel K dune structure de Fy[T]-module
via :

W) = f(¢+ pr)(u)

Ce Fy[T]-module est un module de Carlitz, c’est-a-dire un module de
Drinfeld de rang 1. Maintenant, pour tout polynéme unitaire M € F,[T], on
consideére le Fy[T]-module :

Ay = {AeK/uM =0}

des points de M-division (ou M-torsion).
A ainsi construit est doté d’une structure de Fy[T]-module isomorphe en

Rr
tant que tel & ——.
(M)

Exemple :
On suppose p = g = 2 et 'on se propose de déterminer pr2,7y1.
D’apreés ce qui précéde, on a :

T+ 14T ot :x x9 désigne 'endomorphisme de Frobenius de K; ainsi :

T =TT (1+T)o(t+T) = T +T7+7T+T%Id
= P24 (T?+T)r+T%1d

(en vertu de la relation de commutation : 77 = T?7)
D’ot finalement :

T?+T+1— 72+ (T?*+ T+ 1)1+ (T? + T + 1)Id; Daction sur K est alors
donnée par :

preiri(N) = N (T* 4+ T+ DN+ (T + T+ 1)\
AN+ (T2 + T+ DA+ (T? +T + 1))

Remarque : Le polynéme A3 + (T2 + T + 1)\ + (T? + T + 1) est irréductible
. K[\
sur K = Fo(T') et par conséquent F := N T T T DAT 21T+ est un

COrps.
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2.4.2 Quelques mots du dictionnaire ...

Corps de fonctions

Corps de nombres

Soit K = F,(T) le corps des fonctions rationnelles de corps
des constantes k = I, dont on rappelle ci-dessous une ca-
ractérisation. Les propriétés 1 et 2 sont équivalentes :

1. K/k est le corps des fonctions rationnelles

2. le genre de K /k est nul et il existe un diviseur de degré
1

Q le corps des nombres rationnels

Constantes

Racines de 'unité

F,[T] := Ry, anneau des entiers associé & K = F (7).
Attention, il dépend du choix de I'uniformisante T - - -

Z anneau des entiers du corps Q

Pour M un polyndme unitaire de F,[T] on considére le quo-
Rr

tient : ——
(M)

Soit m € N ol m est non-nul ; on considére alors le quotient

Z
7 anneau des classes résiduelles modulo m.
m

Ac[M] := Ay pour M € Ry . On rappelle qu’un module
de Carlitz est un module de Drinfeld de rang 1.

1. 11 s’agit d’'un Rp-module cyclique possédant exac-
tement ®(N) éléments naturellement isomorphe a

R
ﬁ, pour tout M € Rp, M #0

2. Si A est un générateur fixé de Aps et si A € Rp alors
A\ est un générateur de Ay si et seulement si A et
M sont relativement premiers.

3. On peut aussi voir Ay; comme ’ensemble des zéros
d’un polynome séparable u sur Ry (points de M-
torsion dans K) ou

u = M(p + pr)(u)
avec p(u) = ul.

Propriété (utile dans les démonstrations) : Soit M =
a IIP™ une factorisation de Men produit de puissances de
polyndmes irréductibles unitaires, alors on a l’égalité :

AM = 2P|MAP"

et cette somme est directe .

On considére I’ensemble S défini comme suit :

S={1-¢

. avec 0 <i<m}

Ap € Ap avec Ap # 0 tel que Ap = (Ap).

¢p — 1 avec p premier impair.
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Définition : On note ® (M) l'ordre du groupe des unités (i.e.

des éléments inversibles) du quotient —T_ ainsi donc

(M)
Rr
(M) =4(~~)")
(M)
Propriété : Si M est de degré d > 1, on a la formule :
(M) =g _ (1 —¢q~")
ou dy,ds,---,d, sont les degrés des polynoémes unitaires ir-

reductibles sur F, divisant M.

p(m), la fonction d’Euler classique satisfaisant :

p(m) = 4((Z/mZ)")

On définit maintenant ce que ’on appelle le n-iéme corps
cyclotomique associé & K. On pose :

KM = KC,ZM = K(AM)

11 s’agit du sous-corps de K engendré sur K par les éléments
de AM

Théoréme 2.4.3. : K);/K est une extension géométrique
de corps des constantes IFy.

Soit une racine primitive m-iéme de l'unité, on définit le
m-~iéme corps cyclotomique associé a Q via

Km = Q(CM)

Si m et N sont deux polynomes unitaires copremiers dans
Ry alors Ky;n est le compositum de Ky et K.

Soient m et n deux entiers naturels non-nuls premiers entre
eux. On désigne par « (resp () une racine primitive m-iéme
(resp. n-iéme ) de 'unité dans C alors :

Q(a, 8) = Q(ap)

et
Q) NQ@B)=Q

Comme Aj; est 'ensemble des zéros d’un polynéme sépa-
rable u™ sur Ry C K, lextension K(Ap)/K est galoi-
sienne finie de groupe de Galois abélien.
Théoréme 2.4.4. Le  groupe de
Gu=Gal(K(Ay)/K) est isomorphe au groupe
unités de fr

)
abélienne de degré ®(M).
Ona:

Galois
des

L’extension galoisienne K(Ap)/K est

[K(An) : K] = Hpjy[K(Apn) @ K]
[K(AM) : K] = HP\M(I)(Pn)
[K(An) : K] = ®(M)

Soient (,, € C une racine primitive m-iéme de l'unité et
K., = Q(() alors K,,,/Q est une extension abélienne de

degré ¢(m) de groupe de Galois isomorphe & (ﬁ)x.

Soit Aps un générateur de Aps . On note Og,, la cloture
intégrale de Ry dans K, alors
Oy = Rr[Au]

Z[() anneau des entiers de Q(¢m)
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Sont ramifiés dans Ky = K(Aar) ¢

— les premiers P tels que P|M (totalement ramifiés) et la
place & linfini Py, (modérement ramifiée).

— En particulier, ordyp (M) = 1 si 3 désigne 1'unique premier
de K; au-dessus de P.

— K(An)p/Ksp est totalement ramifiée de degré (M) (ou
B désigne I'unique premier de K, au-dessus de P).

1)) premiers dans

Ky =K(Ap)etlonae,=qg—1 foo =1.

P
— La place a 'infini se décompose en (
q—

Soit ¢, € C une racine primitive m-iéme de 'unité et
K, = Q((n)- L'idéal pZ associé au nombre premier p est
ramifié dans K, si et seulement si p|m. Soit f le plus entier
positif tel que :

p/ = 1(mod m)

alors P = pZ se décompose en ¢(m)/f premiers de degré f
dans K,,.

— On considére le sous-groupe de G s défini comme suit :
J= {Uaaa € (Fq)*}

ol 0,(A) = aX pour A € Ay J ainsi défini est le groupe
d’inertie (~ groupe de décomposition) de toute place de
K au-dessus de 'infini .

Par la théorie de Galois, on associe a J le sous-corps K JJ\} de
Ky il s’agit du plus grand sous-corps de dans lequel 1'co
est totalement décomposée. En outre, tout premier de au-
dessus de la place a l'infini est totalement et modérément
ramifiée dans Ky = K (Ay).

On désigne par Q; le sous-corps réel maximal de

QGm + 1)

La place archimédienne de Q dite "place a l'infini" se dé-

compose complétement dans Qf et tout premier au-dessus
de cette derniére se ramifie dans Q,,.

— Gal(Ku/Ky;) =~ (Fy)*, les unités non-nulles de 'anneau
F,[T7.

- [Kn:Kfl=q-1

- Si KM = K(AM) = K(/\M) alors :

K =KX

On rappelle 'isomorphisme :

Gal(Qu/QF) = {+/ - 1}

Symbole d’Artin : Soit P un polynome unitaire irréductible
de F,[T] ne divisant pas M, alors le symbole d’Artin en

Ku /K

la place associée & P noté ( ) est égal & op ou 'on

rappelle :

op(N) =P, VA€ Ky

L’automorphisme d’Artin associé a 'idéal premier pZ est
défini par :
Op i Gm h

ou (p,m)=1.

Théoréme 2.4.5. Toute extension abélienne de K dans
laquelle la place a linfini est modérément ramifiée est un
sous-corps d’une extension arithmétique d’un corps cyclo-
tomique Ky pour un certain M € Ryp.

Théoréme 2.4.6. (Kronecker-Weber) Toute extension
abélienne finie du corps des rationnels Q est contenue dans
une extension cyclotomique Q((,) pour un certain entier
naturel n.
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Application a la théorie du corps de classes :

De nouveau on suppose que K = F,(T') et 'on note Ry = Fy[T]. Ainsi
pour tout polynome M € Rp (non-constant), il existe une extension abé-
lienne Ly /K telle que :

1. Gal(Ly/K) =~ (R/M)* JF}

2. La place a l'infini de K se décompose complétement dans Ly ; en par-
ticulier, F; est le corps des constantes de Lj; (extension géométrique).

3. Si P € R est irréductible et co-premier & M alors la place associée
a P est non-ramifiée dans Lj;/K et son groupe de décomposition est
engendré par 'image de P dans (R/M)*/F;.

Les conditions ci-dessus déterminent Lj; de facon unique; en outre, si
L/K est une extension abélienne dans laquelle la place a I'infini est totale-
ment décomposée alors il existe un M € R tel que L C Ly, (analogue du
théoréeme de Kronecker-Weber).

Cas Particulier : On suppose que M = P" est une puissance d’un
polyndme unitaire irréductible de Ryp.
En appliquant les résultats précédents on obtient que :

1. Aps est un Rp-module cyclique.

2. Sil’on suppose que deg(P) = d alors toute place de K, exception faite
pour P et Py est non-ramifiée dans K (Aps). En outre, on a :

ep=2(M) =q¢"" V(g -1).

(M
( 1) premiers dans K (Ajs) et I'indice

La place a l'infini se décompose en

de ramification ey, est égal & ¢ — 1 pour chacune des places au-dessus de la
place a 'infini de K. En effet, soit P une place de K(Ays) telle que P|Px ;
puisque 'extension est galoisienne de degré ®(M), il suffit de prouver que
e = q—1et fyz = 1. Soit p une place de au-dessous de P (et donc au-dessus
de Py). On a le diagramme suivant :

K(Apm) Y

K(Ap) p

K Py
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On conclut alors par un argument de transitivité en montrant que

ep/p = Jpp =1

et
ep/PoO =q— 1 y fp/Poo =1.

Enfin, si h(K(P")) désigne le nombres de classes du n-iéme corps cycloto-
mique K (P"), ce dernier se décompose sous la forme :

h(K(P")) = h(K(P")" +h(K(P"))".

Les similitudes de comportements que nous espérons avoir mis en évi-
dence dans le tableau récapitulatif rend naturel I'idée de s’intéresser, comme
dans le cas des corps de nombres, & la tour "cyclotomique" dont le premier
étage serait justement le corps K (P). Plus précisément, on considére la suite
d’extensions :

K CK(P)CK(P) C--K(P")C -

et I’on se demande si comme dans le cas des corps de nombres ’on pourrait
obtenir des renseignements sur 1’évolution de la taille de la p-partie des
groupes de classes associés a chaque K (P") ( vu comme ’analogue de Q((yn)
si G = e¥™/"). Li Guo et L. Shu dans un article (1999) intitulée "Class
Numbers of Cyclotomic Function Fields" [24] se sont intéressés a ce probléme
et ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme 2.4.7. La puissance de p divisant h(K(P"))% (respectivement
h(K(P™))~ est au moins égale a :

at q(nfl)deg P_q

p—1 n

- _(n-1)deg P _ 1
L ) ot a™ (resp. a” ) est un entier positif dépendant

(resp.p — -
uniquement de K(P).

La comparaison avec les extensions cyclotomiques de corps de nombres
est sans appel; au lieu d’une croissance linéaire en fonction de n, nous ob-
tenons une croissance "au moins" exponentielle! Ceci vient du fait que la
tour considérée est bien plus grosse qu'une Z,-extension aussi on imagine
de construire une extension de corps de fonctions (nécessairement géomé-
trique) provenant de la tour cyclotomique et dont on s’attendrait a ce que
le comportement se rapproche suffisamment de cette derniére pour suppléer
au vrai-faux analogue présenté dans le cadre des extensions arithmétiques.
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2.4.3 Un exemple de construction de Z,-extension géomé-
trique utilisant les modules de Carlitz

On pourrait faire le choix de spécifier dés a présent le contexte trés gé-
néral dans lequel se placent les auteurs ? au cas classique et maintes fois
évoqué du corps des fonctions rationnelles affecté de la place a l'infini d’uni-
formisante associée % mais cela reviendrait & amputer la théorie des corps de
fonctions cyclotomiques d’une part de son extréme richesse et somme toute
de sa complexité, aussi, dans un premier temps, nous nous en tiendrons aux
notations et hypothéses prescrites par Li et Zhao. Ainsi donc, on considére
[F, le corps fini & ¢ éléments ot ¢ = p® et I'on note K = Fy(T"). On désigne
par oo une place fixée (dite & "I'infini") de K de degré d, et d’uniformisante
Tso- On note A 'anneau constitué des éléments de K holomorphe en dehors
de l’infini, i.e. des fonctions réguliéres en dehors de ’co dont on rappelle qu’il
est de Dedekind (exemple : dans le cas particulier ou ’on prend pour place
a linfini la place < 1/T >, dyyp = 1 et A = Fy[T]). Si I'on note K le
corps local, résultat de la complétion, le groupe multiplicatif K admet une
décomposition selon :

KX ~FXal. ol

o0

ou Fy := quoo

Ceci posé, on est en mesure d’introduire le concept de "fonction signe”
qui peut étre vue comme une tentative de généralisation de la notion d’uni-
tarité pour les polynomes et dont l'effet est une certaine rigidification des
structures que l'on dit alors "normalisée". Plus précisément :

Définition 2.4.8. On appelle fonction "fonction signe" et l’'on note "sgn"
un homorphisme :
sgn : K3 — F

(1)

trivial sur Uoé et tel que sgn X = z'dFoxo. On la prolonge 4 K tout entier
en posant : sgn(0) = 0.

Remarques et Commentaires :

1. En toute rigueur, on devrait noter cette application "sgne." car cette

derniére dépend fondamentalement du choix de la place & l'infini et
donc de 'uniformisante associée. En particulier, une fonction signe peut
étre percue comme une projection sur le groupe multiplicatif F (en
particulier, sgn est surjectif).

2. Dans le cas particulier ot l'on prend pour (A, oco) 'anneau de poly-
nomes (F,[T],1/T), on obtient que sgn(P) =1« P € A est unitaire.
Dans ce contexte, on peut voir dans cette notion de "signe" une géné-
ralisation de celle, usuelle, qui affecte les nombres réels.

Plus généralement, on dira que z € Ko est positif si sgn(z) = 1.

a1
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On a en outre la proposition suivante :

Proposition 2.4.9. Si sgn et sgn’ sont des fonctions "signe" sur Ko, alors
il existe ¢ € F tel que :

sgn(z) = sgn’(z).¢ V=@

En particulier, le nombre de fonctions "signe” sur Koo est égal a
q% —1:=k.(qg—1).

Preuve : Elle nous donne 'occasion de rappeler que les éléments x non-
nuls de la complétion K, de K en la place a1'co (de degré do, supposée fixée)
admettent un développement en série formelle de la forme : z =%
oil ¢, € Fu et n = vo(x) si vs désigne la valuation associée. On définit

c, T

alors deg(z) = —dso.Voo(x) et l'on pose N(z) := qdeg(m); reste pour justifier
le résultat ci-dessus & introduire ’application

U:KY — F
sgn(x)

v sgn/(z)

qui se factorise au travers de v : Koo — Z.

On va revenir dans quelques instants sur la signification arthmétique de
I’entier k évoqué ci-dessus en le présentant comme le degré d’une certaine ex-
tension du corps de classes de Hilbert Hx de K mais on peut dés & présent
revenir sur une remarque faite au chapitre 1 selon laquelle le statut inva-
riablement ultramétrique des places d’'un corps de fonctions ne devait pas
manquer d’en simplifier I'arithmétique pour constater & quel point elle est
erronée. S’il permet de fixer les idées, le choix d’une place a l'infini (et donc
d’un degré a I'infini) n’a rien d’anodin au point de risquer parfois de les figer.

Le corps de classes de Hilbert normalisé '°

Précaution : Dans toute la suite, on suppose la place & I'infini fixée.
On considére I’anneau de Dedekind A définit précédemment et 1’on note

Z(A) (resp.P(A)) son groupe des idéaux fractionnaires associé (resp. des
idéaux fractionnaires principaux non-nuls). On pose alors :

PT(A) == {zA / sgn(z) =1,z € A}.

10Cette notion a été re-introduite par Anglés et Jaulent dans [4] sous le nom de corps
de classes de Hilbert au sens restreint dans le cas particulier ot co =< 1/T >
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Il s’agit d’un sous-groupe de Z(A) et I'on note Pict(A) := Z(A)/PT(A) le
groupe-quotient associé que dans [29] Hayes baptise, parfaisant ainsi l’ana-
logie avec le cas des corps de nombres, "narrow class group”( littéralement
"groupe de classes restreint" pour signifier le caractére rigide qui est inhérent
a l’adjonction d’une fonction "signe'"). On vérifie alors que si 'on note h(A)
le cardinal de Pic(A), on a la relation :

hT(A) := |Pict(A)| = k.h(A)
avec k = (P(A) : PT(A)). En particulier, on dispose d’une suite exacte :
1 — P(A)/PT(A) — Pict(A) - Pic(A) — 1

Entrer dans les détails de la construction nous entrainerait malheureusement
trop loin car il nous faudrait revenir plus profondément sur la notion de mo-
dules de Drinfeld, omniprésente, néammoins ’idée générale réside dans le fait
que l'on peut réaliser Pict(A) comme le groupe de Galois d'une extension
de K de degré h*(A) notée, sans grande originalité, H | telle que :

1. Dextension H /K soit non-ramifiée en toute place finie p de K.

2. Hy C HX et 'extension galoisienne HX/HA résultante, de degré x,

est totalement ramifiée au-dessus de 1’0o

En particulier, lorsque do, = 1, les notions de corps de classes de Hilbert
et corps de classes de Hilbert au sens restreint coincident et c¢’est pourquoi
il est terriblement restrictif dans les discussions de s’en tenir au sacro-saint
couple (Fy(T),< 1/T >).

On résume dans le diagramme ci-aprés les différentes étapes de notre
incursion :

Hres )( H+ AM

\

HT‘ES H}”{es ( 1 ) )

\W

(K, 00,dx)
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Description des extensions :

— Hg = H(1) désigne le corps de classes de Hilbert de K i.e. l'exten-
sion non-ramifiée maximale totalement décomposée en I’co de groupe
d’idéles associé¢ K*(U1).K%) C Jk le groupe des idéles de K.

— Hp#® désigne le corps de classes de Hilbert au sens restreint ie I'exten-
sion de Hx non-ramifiée en les places finies et totalement ramifiée en
I'oo de groupe d’idéles associé KX(U(I).(TI')Z.US).]F;).

— M-corps cyclotomique, non-ramifié en dehors des diviseurs de M, to-
talement ramifié en les diviseurs de M et totalement décomposé en
I'oo de groupe d’ideéles associé K> (KX.Upnm).

— M-iéme corps cyclotomique au sens restreint ie non-ramifiée en dehors
des diviseurs de M, totalement ramifié en les diviseurs de M et modé-
rément ramifiée en 1’'oo de groupe d’idéles associé K* (UM.(ﬂ')Z.UéO)).

avec :

- M= pr Ptiisy
~Upm = H‘M’oo U(ms)

-~ Koo ~F .(W)Z.ch)

d
o1
- ﬁ::[HE(eS:HK]ziq

; en particulier, Kk =1 & doo = 1.
Application a la construction d’une Z,-extension "cyclotomique"
de corps de fonctions.

On considére pour corps de base le corps de classes de Hilbert de K,

Hy := H que I'on suppose (dans un souci de simplification) confondu avec
le corps de classes de Hilbert au sens restreint. Le but est de construire
une Zy-extension géométrique de Hy ramifiée en une seule place P que 'on
convertira en une Z,-extension de K "par intersection."
Stratégie : elle nous est familiére car calquée sur celle employée lors de la
construction de I’extension cyclotomique du corps des rationnels (et par com-
positum d’un corps de nombres K/Q) et que nous avons briévement rappelée
en début de chapitre. Ainsi, on remarque que comme dans le cas des corps de
nombres, le degré ®(P™) (analogue de ¢(p™)) du n-iéme corps cyclotomique
est le résultat du produit d’une puissance de ¢ (et donc de p ) par un nombre
non-divisible par p. On cherche donc a exiber le sous-corps de H(p™) fixé par
le sous-groupe de Gal(H (p™)/H) constitué des éléments d’ordre premier a
p (ou 'on a noté H(p™) := H(Aym)).
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Ce qui nous facilitait la tache dans le cas de Q, c’était la structure de
Gal(Q(¢pn)/Q) et plus précisément, I'isomorphisme
Gal(Q(¢n)/Q) ~ Z/(p — 1) x Z/p"~VZ; par conséquent on va chercher,
cette fois dans le contexte des corps de fonctions cyclotomiques, a décrire
(A/p™)* ~ Gal(H(p™)/H).
Pour ce faire, on se raméne a un probléme "local" via un résultat d’algébre
commutative qui dit la chose suivante :

Lemme 2.4.10. Sous les hypotheses précédentes, on note Ay le localisé de
A en lidéal premier (donc mazimal puisque A est de Dedekind) p. Ay est
un anneau local, d’unique idéal mazimal S~'p (si S = A\ p) tel que :

AT = Ag) [ (pAR))™
En outre, on montre que :

Lemme 2.4.11. Sil'on note comme ci-dessus Ay le localisé de A en l’idéal
premier p et P lunique idéal mazimal associé a une uniformisante 7, on a :

(A /P™)* =~ (A /Py <[] < 14+win? >, 1<i<r, 1<j<met(jp)=1
ij

ot {w;}i € A,y est un systeme de relevements d’une base de A, /P vu
comme IF)-espace vectoriel.

Remarque : Bien entendu, dans le cas ot doo # 1, on a : 1 < i < dpor
Conclusion : On a un isomorphisme "global” :

G = Gal(H(p™)/H) ~ (A/p™)* ~ (A/p)* x H < 14w >

On suppose w; = 1,5 = w; ,1 <i <7 et 'on fixe [ un entier positif
premier & p (le cas le plus intéressant étant lorsque [ = 1). Soit E,, le sous-
corps de H(p™) fixe par le sous-groupe (A/p)* x [[;,; < 1+ w;m > on
le produit parcourt la famille des 1 4+ w;n? privée de 1 + w!. Ainsi donc,
Gal(Ep/H) ~< 1+ 7l > d’ordre p/m avec f,, = [log,(m/l)]. Reste a faire
tendre m vers I'infini pour obtenir une Z,-extension L., de H a ceci pres
qu’en général, le sous-corps E,, ne coincide pas avec le m-iéme étage de la
tour d’extensions associée. On pose alors Ly, := E,, si m = [(p™ — 1) et 'on
vérifie que E,, est une extension de Hg totalement décomposée en l'infini,
non-ramifiée en les places finies, exceptées celles au-dessus de p. En effet, on
a vu précédemment que l'extension cyclotomique H (Ag~) était non-ramifiée
sur H sauf en les places au-dessus de l'infini et les places 9 telles PB|p. Si ’on
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note L le corps fixé par le sous-groupe de (A/p™)* constitué des éléments

d’ordre [(A/p)*| (ie. Gal(L/H) =], ; <1+ w;m) >) alors via un résultat
de Hayes ([29]), la place a l'infini se décompose dans L et par conséquent
cette derniére se décompose aussi dans la p-entension F,, C L. Finalement,
on énonce :

Proposition 2.4.12. Soit Lo, la Zy-extension contenue dans H(As) =
UnmH (Agpm) associée au sous-groupe engendré par 1 + wint, alors le sous-
corps L,, de H(pl(pn_l)) fizé par < 14 w;wt > représente le n-iéme étage de
la tour d’extensions sous-jacente.

Construction d’une Z,-extension de K.

On suppose que p t hx le nombre de classes de K et I'on note G(m) le
groupe de Galois de l'extension E,,/K ou E,, est associée & un générateur
1 +w;nt. Ainsi, G(m) ~ Gal(E,,/H) x Gal(H/K) apparait comme le pro-
duit direct d’'un p-groupe par un groupe d’ordre premier a p (ce qui justifie
I’hypothese de divisibilité sur le nombre de classes de K), ainsi donc il existe
un unique sous-groupe de G(m) isomorphe & Gal(H/K) et 'on note F,, le
corps fixé par ce dernier. En d’autres termes, F,, = H.F},, avec E,, non-
ramifiée sur F, et F,,/K totalement ramifiée en p. On a alors le théoréme
suivant [41] :

Théoréme 2.4.13. On considére K comme ci-dessus avec (p,hi) = 1,
alors Uy, Fy, est une Zy— extension géométrique de K et si l'on note g, et
Rl respectivement le genre et le nombre de classes associés au n-iéme étage
Fypn—1) de la tour alors on a :

l
/ 2n
~ n— 0o
In ™ 51 1)P ( )
l 2n
hy, 72(p+1)p logq (n — o0)

Remarque : Dans le cas ot I'on ne spécifie plus que la place a 'infini de
K est de degré 1, on est tenu de supposer qu’elle est néammoins de degré
premier a p et les relations ci-dessus deviennent :

/ ldOO 2n
I o+ )”

ld
h o~ —2
"o 2(p+1)

(n — o)

p*"logq (n — oo)
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Diagramme Récapitulatif :

Fy = Umlem —— Lo = UpLy —— H(AOO) = UmH(Amm)
Fy —————— (B = Ln) ——————— H(Agn)

(K, p,00) ————— (Hg,B) ———— H(Ayp)






Chapitre 3

A propos d’une conjecture de
Gross

3.1 Motivation

Soit F' un corps fini & ¢ éléments (¢ = p® pour p un nombre premier
impair). On désigne par K un corps de fonctions algébriques d'une variable
de corps des constantes I’ et 'on se donne K., une Zjp-extension de K de
groupe de Galois I' ~ (Z,,, +). Soit maintenant S un ensemble fini de places
ramifiées de K /K ; si I'on désigne par Coo 5(p) la p-partie du groupe des
S-classes d’idéaux de K alors I', en tant que groupe topologique, agit de
maniére naturelle sur cette derniére et I’on peut légitimement se demander si
les invariants par cette action, & savoir Co g(p)" (Vu comme sous-groupe de
Cxo,5(p)) est d’ordre fini. Reste a comprendre pourquoi I'on peut voir dans
ce probléme posé un analogue de la (ou plutét "d’une") Conjecture de Gross
et c’est un article d’Iwasawa intitulé : "On Cohomology Groups of Units for
Zyp-extensions "qui va nous permettre de faire le lien jusqu’a rendre naturelle
une assimilation qui pourrait de prime abord paraitre quelque peu abusive
en rappelant qu’étant donnée une Z,-extension de corps de nombres de type
C.M, la finitude de Coo 5(p) ™! (resp. Coo,5(p) ™) est équivalente & la Conjec-
ture de Gross (resp. a la Conjecture de Leopoldt dont on rappelle qu’elle a
été démontrée dans le contexte des corps de fonctions par Kisilevsky en 1992).

Dans le cas d’'une Z,-extension arithmétique, la finitude du groupe Co 5(p)
est obtenue via des arguments purement algébriques relevant essentiellement
de la théorie des modules noethériens; en revanche les choses ne se passent
pas si tranquillement lorsque I'on considére des Z,-extensions géométriques
et c’est donc sur cette famille que les efforts des auteurs se portent jusqu’a
obtenir, & grand renfort du formalisme de Witt dont les grands axes ont été
rappelés lors du chapitre 2, une condition nécessaire et suffisante formulée
en terme de normes de S-unités garantissant la finitude de Co s(p)".

89
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Plus précisément, les conditions aux normes -obtenues notamment grace a
une formule des classes ambiges-, seront répertoriées dans une matrice carrée
M d’ordre |S| — 1 a coefficients dans Z,, ’anneau des entiers p-adiques. Le
caractére inversible de cette derniére entrainera la finitude de Coo s(p)' et la
réciproque sera assurée des lors que la matrice M sera a coefficients dans

Q.

3.1.1 Quelques mots sur la théorie de la S-ramification

On se donne K /F un corps de fonctions algébriques supposé fixé de corps
des constantes F' et ’on désigne par S C Sk un ensemble fini de places de
K (supposé non vide). On pose alors :

Og :={a € K/ordp(a) > 0,VP ¢ S}

Il s’agit de 'anneau des S-entiers associé a K ; il est muni d’une structure
d’anneau de Dedekind et satisfait : Og = [ P¢s Op et les éléments de Og
sont exactement les fonctions S-entiéres a savoir celles qui n’admettent de
poles qu’en S. On peut montrer qu’il existe une correspondance bijective
S < Og entre les sous-ensembles non-vide de places de K et les anneaux de
Dedekind de corps de fractions K. On définit alors naturellement le groupe
des S-unités via :

Eg = {CL S KX/Ordp(a) =0, VP ¢ S}

En particulier, Es = OF ou désigne le groupe des éléments inversibles de
lanneau des S-entiers Og. On remarque en outre que F* C Eg et 'on va
montrer que le groupe quotient résultant Eg/F* est un groupe abélien libre
de type fini.

On introduit ensuite le groupe des S-diviseurs de K, noté Dg g := Dg que
I’on définit comme le sous-groupe de D := Dg engendré par I’ensemble des
places de Sk — S. En particulier, si ’'on note deg(.S) le pged des degrés des
places appartenant a S, on pose pour le degré d’'un S-diviseur : deg(Dg) =
ZdegS.

Enfin, étant donné un élément a € K, on définit le S-diviseur associé par :

(a)s = Z ordp(a).P

P¢S

Un tel diviseur (a)g pour a € K* est appelé S-diviseur principal. L’ensemble
des S-diviseurs principaux forment un sous-groupe de Dg noté Pg. Le groupe
quotient résultant Dg/Ps := Clg (pour Cl(Og) et que l'on note aussi parfois
Cs) est appelé groupe des S-classes, son cardinal hg := |Clg| le nombre de
S-classes et ’on a la suite exacte :

1—>PSC—>D5—»Cls—>1
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On peut vérifier que le groupe Clg est isomorphe au groupe des classes
d’idéaux de ’anneau de Dedekind Og. Reste & introduire D(.S) le sous-groupe
de D engendré par les premiers appartenant & I’ensemble fini S et 1’on pose
sans surprise : P(S) := PN D(S).

On considére maintenant 'application deg : D — Z dont 'image est un idéal
de Z. Soit donc iZ ce dernier (remarque : dans le cas ou F' est fini, on doit &
F.K. Schmidt la surjectivité de "deg"); de la méme fagon, 'image de D(S)
est un idéal principal de Z noté dZ ou d est égal au PGCD de ’ensemble
{degP/P € S}. On dispose alors des suites exactes :

1—F* < FE(S)—» P(S)—1

0— D(S)°/P(S) = Cl® - Clg - C — 0

ou C désigne un groupe cyclique d’ordre d/i.

Remarques :

— Ces deux suites exactes et leurs suites longues de cohomologie asso-
ciées seront le point de départ de ’article de Villa-Madan dont 1’étude
détaillée sera I’'objet du paragraphe 3.

— Dans le cas ou le corps des constantes du corps de fonctions considéré
est supposé fini, on dispose d’un analogue du théoréme des S-unités,
généralisation au contexte de la S-ramification du théoréme de struc-
ture des unités de Dirichlet pour les corps de nombres. Ainsi on montre
que Fg/F* est un groupe abélien libre de rang |S| — 1 ou |S| désigne
le cardinal de ’ensemble fini S de places distinguées.

— L’indice (DY : (Eg)) ou DY := Dg N DY est baptisé S-régulateur et
noté parfois regg. Plus généralement, pour tout sous-groupe U d’indice
fini dans Eg, on définit son régulateur reg(U) comme lindice (D : U).
En particulier, regg = regEg.

Définition 3.1.1. On se donne L/K une extension abélienne de corps de
fonctions et l'on considére S un ensemble fini de places de K. On désigne
par Og i l'anneau des S-entiers de K et par Og 1 sa cloture intégrale dans
L. On appelle S-corps de classes de Hilbert de Og 1 et l'on note Hf lex-
tenston abélienne non-ramifiée maximale S-décomposée de L. On introduit
alors la notion de S-corps des Genres HE/K de L/K que l'on définit comme

lextension abélienne mazimale de K contenue dans Hf

3.1.2 Une inspiration venue de Chevalley (via Iwasawa)...

On se propose dans cette section de revenir sur quelques-unes ' des idées
maitresses développées dans l'article de K. Iwasawa intitulé : "On Cohomo-

!Comme il est matériellement impossible de s’attarder sur certains résultats cohomo-
logiques relatifs a la théorie de la S-ramification, nous nous permettons un renvoi a [48]
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"2 espérant ainsi introduire le plus

logy Groups of Units for Z,-Extensions
naturellement possible la question que se proposent de résoudre Villa et Ma-
dan dans le contexte des corps de fonctions. On se place dans le contexte
suivant : soient K /k une extension galoisienne arbitraire de corps de nombres
et S un ensemble de places finies (i.e. ultramétriques) de k. On désigne par
Eg le groupe des S-unités de K, puis respectivement par Ig, Ps et Cg les
groupes des S-idéaux, son sous-groupe des S-idéaux principaux et le groupe
des S-classes de K associé. On rappelle & cette occasion que ’on dispose des
résultats cohomologiques suivants : H'(Ig) = 0 et H'(K*) = 0; ainsi en
utilisant les isomorphismes Pg = K*/Eg et C's = Ig/Pg on déduit les suites
exactes longues de cohomologie associées :

0— Ef —» kX - Py — HY (Eg) -0 (3.1)

0 — H'(Ps) — H*(Es) — H*(K*) — H*(Ps) — H>(E;) — -+ (3.2)
0— Pl - I, —CL— HY(Ps)—0 (3.3)

0 — H'(Cg) — H*(Ps) — H*(Ig) — --- (3.4)

ouI' = Gal(K/k).
Si maintenant on note Py g le groupe des S-idéaux principaux de k, la pre-
miére suite exacte entraine I'isomorphisme H!(Eg) ~ PL /Py g et la troisiéme
devient :

0 — H'(Es) — I5/Pys — C5 — H'(Ps) — 0.

Dans la suite exacte (2), on pose :

X = Im(H2(Es) — H*(K*))
Y = Im(HX(K*) — H2(Ps)) = Ker(HX(Ps) — H*(Es))
de sorte que les suites :
0 — H'(Ps) — H*(Es) — X — 0

et
0— X — H*(K*) =Y

sont exactes. Via (4), on peut voir H'(Cg) comme un sous-groupe de H?(Ps)
via :

HY(Cs) = Ker(H?*(Ps) — H*(Is)

et donc
0—YNnH (Cs) — H (Cs) — H*(Es)

est exacte. On pose alors :
Bs = Ker(H*(K) — H*(Is))

ou lapplication est induite par : ¥ : K* — Ig, a+ (a).

2 American Journal of Math. 105, p 189-200, 1983 .
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Proposition 3.1.2. [l existe une suite exacte (dite des "classes ambiges”) :
0— H'(Es) — I§/Pys — C§ — H*(Eg) — Bs — H'(Cs) — H*(Eg)

ot Bg = Ker(H*(K) — H?*(Ig)) et I = Gal(K/k).

Aprés ces considérations générales, on se restreint au cas particulier o
K est une Z,-extension d’'un corps de nombres algébriques k. Dans toute la
suite, on désigne par :

— S un ensemble de places finies de k,

— Sy 'ensemble des places de k ramifiées dans K (qui est donc fini),
t(K/k) :=t le nombre de places de S finiment décomposées dans K,
u(K/k) := u, le nombre de places de k n’appartenant pas a S et rami-
fites dans K.

Remarque : Dans le cas oil S est vide, u désigne simplement le nombre
de places de k ramifiées dans K'). Par définition, on a donc l'isomorphisme :
I' = Gal(K/k) ~ Z, et le groupe I' étant un pro-p-groupe libre, on a que
pour tout n > 3, H"(I', A) = 0 quel que soit A un I'-module discret. En
outre, dans le cas ott A est un groupe abélien de torsion, H?(I', A) = 0 et
par conséquent pour tout I'-module discret A, I'application z +— px induit
un homomorphisme surjectif :

p: HXT,A) - HX (I, A)

Comme H3(Eg) = H3*(T', Es) = 0, la proposition précédente assure 1’exis-
tence d’une suite exacte :

0— HY(Es) — IS/P s — C% — H*(Es) — Bs — H'(Cs) — 0

Raffinement :

Ici I g /P et C’g peuvent étre remplacés par respectivement Ig /Pr. s(p)
et CL(p) = Cs(p)' leurs p-parties associées étant donné que tous les autres
termes figurant dans la suite exacte sont des groupes abéliens p-primaires.

Si I'on note g : H*(K/k, Es) — Bg, alors on a le lemme suivant :

Lemme 3.1.3. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. pg est surjective

2. Cs(p)' est fini

8. HY(K/k,Cs) =0
En outre, si w1 est surjective pour un certain sous-ensemble T de S alors
pg est aussi surjective.
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Avec pour conséquence, la proposition :

Proposition 3.1.4. Sil’on suppose que pg est surjective alors Ker(pg) est
fini et U'on a :
HI(K/k7ES) ~ (Qp/Zp)u
HQ(K/k»ES) = (@p/Zp)t+u_1

Une question légitime alors revient & se demander si l’on sait exhiber des
cas pour lesquels I'application (g est effectivement surjective car la condi-
tion (2) est suffisamment forte pour qu’a 'inverse 1'on sache sans difficulté
produire des exemples de Z,-entensions pour lesquelles Cs(p) est infini. La
réponse n’est donc pas simple et nécessite que I’on introduise une définition
avant de se restreindre, compte tenu de la derniére assertion du lemme 2, au
casou Sy C S':

Définition 3.1.5. On dit que Uestension K/k est une Zy-extension de type
CM (pour "Complex Multiplication") si k et K sont des corps de type CM.

Malheureusement cette hypothése n’est pas suffisamment contraignante
pour assurer dans tous les cas la surjectivité de g, mais elle permet néam-
moins de produire certains exemples ou les choses se passent bien...

Etant donné k un corps de nombres fixé, Iwasawa fait remarquer que la

Zy-extension de k pour laquelle le nombre u > 1 de places ramifiées dans K
est minimal (dans I’ensemble de la famille de toutes les Z,-extensions de k)
vérifie Cg(p)! fini; ainsi donc ¢ := @y est surjective et I'on en déduit que
tout corps de nombres K admet au moins une Z,-extension pour laquelle ¢
est surjective (en particulier, pg est surjective V S ).
On suppose maintenant que k est un corps totalement réel et I’on désigne par
ko la Zy-extension cyclotomique associée ie le résultat du compositum kQ
ol Q désigne I'extension cyclotomique de Q. La Conjecture de Leopoldt
(si elle est satisfaite), assure que sous ces hypothéses, ko est I'unique Z,-
extension de k pour p fixé. On déduit alors de ce qui précéde que, V .S, ¢g
est surjective et qu’en particulier, on a (voir proposition 3) :

Hl(koo/ka E) ~ (Qp/Zp)"
HQ(koo/k:, E) ~ (Qp/Zp)u_l
ou F = E@.
L’étape ultime consiste a supposer que K /k est une Z,-extension de type
CM a laquelle on associe KT /k™ sa Zy-extension de sous-corps réels maxi-

maux. Si S est supposé invariant sous 'action de la conjugaison complexe T,
alors ¢g induit deux applications selon :

& H*(K/k,Eg)T — BY
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vs : H*(K/k,Es)” — By

selon que la conjugaison complexe agit via +/ — 1. En particulier, pour p
un nombre premier impair, on a : pg = gojgr ® pg ol gog n’est rien d’autre
que I'application originelle restreinte au cas totalement réel KT /k* traité
plus haut. D’autre part, le fait que g soit surjective pour S = Sy puis pour
tous les ensembles S tels que Sy C S n’est autre que la conjecture de Gross
exposée dans [22] et vérifice dans le cas ou k/Q est abélienne...

C’est enfin en soulignant (avec les notations d’Iwasawa) la similitude du
comportement de X2 pour les corps de nombres et X, pour les corps de
fonctions que Gold et Kisilevsky dans 'article déja cité : On Geometric Z,
Eztensions of Function Fields viennent accréditer la formulation du pro-
bleme soulevé par Villa et Madan.

Remarque : Comme dans le cas particulier ou k/Q est supposée abélienne
la conjecture de Leopoldt est aussi démontrée, on en déduit que V p > 2 et
sous ces hypothéses de commutativité pour Gal(k/Q) 'application pg est
surjective pour tout S contenant .Sp.

3.2 L’article de Villa-Madan

Soit L/K une extension cyclique de corps de fonctions de corps des
constantes k supposé fini® (on parle parfois de "congruence function field").
On désigne par S un ensemble fini de place de K et on s’autorisera ’abus de
langage qui consiste & conserver cette notation pour désigner les places de L
au-dessus de S. On rappelle que lors de notre aparté sur la S-ramification,
on avait mis en évidence l'existence de deux suites exactes :

1—FEg— L* = Pg —1

1— Pg—Dg—»Cg—1 (a)

ou :

FEg désigne le groupe des S-unités de L

— Pg le sous-groupe des diviseurs principaux de L

— Dg le groupe des S-diviseurs du corps L

— Cg = Cr s le groupe des S-classes de diviseurs de L

A la suite exacte courte (a), on associe selon le procédé usuel la suite
exacte longue de cohomologie :

1 — H°(Ps) — H°(Dg) — H°(Cs) — H'(Ps) — H (Dg) — H'(Cs) — - -

ott H*(A) désigne le i-éme groupe de cohomologie (au sens de Tate) H' (G, A)
avec G = Gal(L/K) cyclique et A un G-module. Les propriétés et définitions

3Manuscripta Math. 61, p 327-345 (1988)
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des premiers groupes de cohomologie permettent de re-écrire la suite exacte
longue ci-dessus sous la forme :

1—>P§‘—>D§—>C§—>H1(PS)—>1—>H1(C5)—>---

On déduit de ce qui précéde le triplet de suites exactes suivantes dont on
va pouvoir tirer quelques informations :
DS . oc_

Ef = Exs — (L)Y = KX < P§ — H'(Es) — 1
car en vertu du théoréme 90 de Hilbert * H' (LX) =0

1 — HY(Pg) — H*(Eg) > H2(L)

Comme 'on travaille dans le contexte cyclique trés favorable cohomolo-
giquement parlant, on dispose des isomorphismes :

H?(Es) ~ H°(Es) = B
Ni/k(Es)

et
(LX )G _ K%
Np/g(L*)  Npr(LX)
comme conséquence de la théorie du corps de classes. De ceci, ’on déduit :
E§ NNy (LX)
HY(Ps) ~ Ker(¢) ~ —2
(Ps) 2 NL/K(ES)

L’interprétation en terme de cardinaux de la suite exacte

H*(L*)~ H'(L*) =

1—P§ DS —C{— HY(Ps)—1
donne la relation : |Cﬁs\ =|C§| = |HY(Ps)|.(I§ : P§); et finalement :

(E§ N Npjx(L*): Nk (Es)).(DS : Dk s).(Dr.s : Px,s)

‘C[C/:,S = G .
(Pg : Pgs)

ot l'on rappelle par exemple que 'indice (Dg : Dk,s) désigne le cardinal du

fDG
groupe-quotient —>—. Enfin, on déduit de :

Dk.,s

Eks K* ——> P¢ * > HY(Eg) —1
P§ | Ker(5)

“Ce résultat est en fait dt & E. Noether (1882 — 1935); il s’agit d’une généralisation
du "Satz 90" extrait du livre de Hilbert (1862 — 1943) : Die Theorie der algebraischen
Zahlkorper.
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l'égalité : (P : Pg.g) = |HY(Eg)| via Ker § = Im 7.
En rassemblant chacune des étapes précédentes, on obtient "la" formule

des classes ambiges dans le cas des extensions cycliques de corps de fonctions,
& savoir :

|CG | = ‘CK,S"e'SO(ES)
LSTT(BS T ES N Np i LX)
H(E
ou p(FEg) désigne le quotient de Herbrand associé a Eg ie ¢(Eg) = EFPEEZ;

et (DS : Dis) =e=[],_, e; ot e; désigne l'indice de ramification associé a
une place de K non-incluse dans S et qui se ramifie dans L (en particulier,
e; > 1).

Remarque a propos de Uentier e = [[;_; e; :

Etant donnée une extension galoisienne L /K de corps de fonctions (néces-
sairement géométrique), on dispose, si { Py, P, - - - , P;} désignent les premiers
de K qui se ramifient dans L d’indice de ramification respectif e;, 1 <i <t
d’une suite exacte :

0—=Cx —5>D¢ /P 23— — >

DY/ P
Kery

Zei

avec Kerp = Imb = Dk /Pk.

De la définition de Cx = Dk /Pk, on déduit que prouver cette derniére
revient & justifier I'isomorphisme Df /Dk ~ . e;Z. Soit donc p un premier
de K. L’extension L/K étant supposée galoisienne, toutes les places 3 au-
dessus de p sont affectées du méme indice de ramification par conséquent
sa décomposition dans L est de la forme : p = (P1P2-- - Py)¢ = ®(p)°. On
vérifie alors immédiatement que les diviseurs constituent un systéme libre de
générateurs pour Df d’ou le résultat.

La prochaine étape consiste a traduire ces résultats dans le cas ot ’on ne
considére plus seulement une extension cyclique L/K mais une tour d’ex-
tensions cycliques ...
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Contexte :
— Soit k un corps fini de caractéristique p > 0
— K = Kj un corps de fonctions algébriques d’une variable de corps des
constantes k
~ K, /Kj une extension cyclique de degré p" supposée géométrique de
groupe de Galois Gy,
— Enfin, on note Ty un ensemble fini de places de K et T, les places de
K, au-dessus de Tp. On suppose en outre que Tj contient au moins
une place totalement ramifiée Q.
Soit K, 1, le groupe des T,-unités dans K,,. En transportant au rang n, la
formule des classes ambiges établie plus haut devient :

CGn | = ICro10|-€(n)-2(EK,.1,,)
Kn,Tn (Exomy : Ergm N Nuo(K7))

R Z
ol €(y) = (chéz,Tn : Dro1p) €6 G := Gal(K, /Ko) ~ 7

Suivant la méme argumentation qui prévaut dans le cas des corps de
nombres, on établit que le quotient de Herbrand relatif aux T),-unités du
corps K,,/K est égal a :

o(Br,r) = [ enfo=0"""" ][ f»
b

PETH—Q €Ty

ou :

— T} designe 'ensemble des places de T non-ramifiées ,

— v le nombre de premiers dans Ty qui se ramifient dans K.
En remplacant dans ’expression précédente, on obtient une formule des
classes ambiges au rang n selon :

‘CK(),TO ’ H&BGT{) fqg.e(n) _pn(v—l)

(EK07TO t Erome N Nn,O(K;;))

Gn —
’CKn,Tn| -

Dans le but d’obtenir quelques simplications, on suppose dorénavant que
Ty = S, 'ensemble des premiers ramifiés ainsi pour tout n : S = Ty = T,
|S| = s = v et e, = 1; on obtient alors la relation :

N pn(sfl)
Cr | ~ : XY
(EK07T0 : EK07T0 N Nn,O(Kn ))

On rappelle qu’étant données deux suites numériques {B,} et {C,}, B, ~

B
C,, signifie que limnﬂoolcﬁ| = d, ol d est un réel strictement positif. On a
n

alors la proposition suivante :
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Proposition 3.2.1. On considére Ko /Ko une Z,-extension géométrique et
l’on désigne comme précédemment par K, le n-iéme étage de la tour associée.
On a alors :

1. E, s = Eys pour tout n.
2. En g~ EXZ1V neN

Idée de la preuve :

1. On est ramené & montrer ’inclusion EIS(n C EIS<0' Soit n un élément
de E, g. Si les places de S ne sont pas décomposées dans K, /Ky, le
diviseur (n) associé est ambige (ie fixé par le groupe de Galois cyclique
G, = Gal(K,/Ky) =< o >); ainsi n'77 est une unité¢ de K, et
par conséquent un élément v de k*. Il suit que v?" = EnFKol —
Ni, i (7) = NKn/Ko(nl_") = 1; par conséquent, v = 1 i.e. n € K
d’ou ’égalité.

2. On applique le point précédent et le théoréme de structure des S-unités
de Dirichlet dans un corps global.

On déduit de la proposition précédente les égalités suivantes :

1) n
Ni, k0 (Ens) = Nk, k. (Eo,s) = Ej g
et
(Eos : Nk, jio(En,s)) = p"™

ainsi donc, la formule des classes ambiges "au rang n" devient :
nod (Eo,s : Eo,s N Nk, /i, (Kr )
= (Eos NNk, /k,(Ky) : Nk, /150 (En,s)),

égalité qui reste valide lorsque I'on remplace Cg, s par sa p-partie que ’'on
notera Cg,, s(p).

L’injectivité® de 'application ¥ : Ck, s(p) — CK,.1,5(p), nous permet de
considérer la limite inductive de ces p-groupes via

Croo,s(P)' = UnCi,, .s(0)"

ainsi donc, la finitude de C__ s(p)' est équivalente a I’assertion :
(Eo,s N Ni,, /0 (K ) 2 Nk, /i (Enys)) ~ 1

ce qui signifie en d’autres termes que cette suite d’indices reste bornée V n
(ou encore (Ey s : Eos N Nk, /x,(K;)) ~ p™ =) On énonce :

>0On revient plus longuement sur cette propriété p 133 de ce mémoire
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Proposition 3.2.2. Soit K /K¢ une Z,-extension de corps satisfaisant auz
hypothéses précédentes, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Ck_ s(p)b est fini.
2. (Eo,s : Eo,s N Nig, e (KY)) ~ ps=D
3. (Eo,s N Nk, /k,(K)Y) : Nk, jko(En,s)) ~ 1

Dans la suite des investigations, c’est via la formulation (2) que l'on téa-
chera d’atteindre ’analogue de la conjecture de Gross ... Comme cela a été
trés briévement suggéré dans I'introduction, on cherche a associer a la Z,-
extension géométrique Ko,/Kp une matrice carrée M d’ordre |S| — 1 (une
sorte de matrice-régulateur) dont le caractére inversible garantira la véracité
de I’énoncé de la Conj.G. considéré. Pour ce faire, on utilise la tour d’exten-
sions finies sous-jacente et ’on se propose d’associer & chaque étage fini n
(i.e. a chaque extension K, /K de degré p") une matrice carrée M,, d’ordre
|S| — 1 que l'on veut inversible. La suite (M,,), ainsi construite, il restera
a s’assurer qu’elle est de Cauchy dans un espace de matrices approprié et
a définir comment le caractére inversible "passe a la limite"... Utiliser les
étages finis de la tour c’est-a-dire les K, de degré p" sur Ky, cela signifie en
particulier exploiter la maniére dont en caractéristique p elles sont générées,
c’est donc dans cette phase que la théorie d’Artin-Schreier-Witt, dont les
grandes lignes ont été exposées précédemment, va prendre toute son impor-
tance.

On se place dorénavant dans le contexte suivant :

On désigne par S = {Py, P, -+, P,} 'ensemble des places de Ky := K qui se ramifient
dans la Zy-extension Ko /K. En particulier, |S| = t.

Vn > 0, E,s = Eos ot E,g~k*. Z"7!

Gréace a une proposition précédente, on dispose de I’équivalence :

Cx...s(p) fini (i.e. Conj. Gross satisfaite) < (Eo.s : Fos N Ni, /Ko (Kp ) ~ pnts=h

S’intéresser au comportement de l'indice (Eos : Fos N Ng,, /x, (K;)), c’est
en particulier se concentrer sur les éléments de K (qui seront des S-unités de
ce corps) qui peuvent étre représentés comme la norme d'un élément de K,,.
Or en vertu du Principe de Hasse, on a que « est une norme dans K, /K si
et seulement s’il s’agit d’une norme de 'extension locale K, ,/Kj, associée
et ce, pour toute place p de Ky (pour ne pas alourdir les notations, on a noté
p la place de K, au-dessus de p).

Comme sous nos hypothéses, ’ensemble S est exactement constitué des pre-
miers ramifiés et qu’en vertu de la théorie du corps de classes toutes les
unités sont des normes dans une extension locale non-ramifiée, il suit qu’une
S-unité est une norme globale si et seulement s’il s’agit d’une norme locale
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ot les localisés sont pris en toutes les places de S. On rappelle & ce pro-
pos qu’étant donnés P un polynome irréductible sur Ok, [T'] de degré d et
p la place associée, on a I'isomorphisme Ko, >~ F a((T)) ou Ko, désigne le
complété de Ky en p. On dispose en outre d’'un plongement naturel :

ip : K() — I('()JJ

auquel nous ferons implicitement référence par la suite. Le critére normique
de Witt dont le principe a été rappelé au cours du premier chapitre va donc
faire office d’outil préférentiel pour résoudre ce probléme.

Soient L/K une extension cyclique de corps locauz telle que [L : K| = p"
paramétrée par le vecteur de Witt de longueur n : (B, 51, -, On—-1) €t «
un élément non nul de Ky. On rappelle que la classification de ces derniers
entraine que K est isomorphe a un corps de séries de Laurent &/'((T")) ou &’
un corps fini. On désigne par F' I'unique extension non-ramifiée de Q) telle
que Op/Mp ~ k' ou O désigne ’anneau des entiers local associé¢ & F et Mp
son idéal maximal. On choisit A, By, By, -+, B;, -+, B,—1 dans Op((T)) tels
que soit satisfait le systéme de congruences suivant pour 0 <i <mn — 1 :5

A= Oz[MF]

B; = B;i[MF]

On introduit alors I'invariant déja rencontré :
Bh" n B,

dA
Res(j).( o ot » ) =7

. dA L. L., . . d T N
ol —~ désigne la dérivée logarithmique d—T(lnA(T)) et si 'on note "Tr" la
trace de F' sur Q, = Frac(Z,), on a alors :
Tr(y) = ]% =b+ ]% avec a € Z,0 < a < p", a € Z,. En particulier,
Tr(y)mod 1 = -7 et le critére normique de Witt donne :

a est une norme dans L < Tr(vy) = 0 mod 1.

Remarque technique : Sans vouloir entrer plus avant dans les détails,
I'utilisation du théoréme de Grunwald-Hasse-Wang affirme qu’il existe une
extension normale F/Q telle que Gal(E/Q) ~ Gal(F/Q)). L’inclusion O C
Op qui en résulte nous permet de supposer que la suite d’éléments
A By,By, - ,B;,--- ,Bp_1 € OE((T))

En particulier, p"Tr(y) € Z, N Q = Z,) ou Z, désigne le localisé de Z en
I’idéal premier pZ.

5Cette manipulation permet de passer de la caractéristique p>0 & la caractéristique
nulle.
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Etant donné¢ S = {P|, P5,---, P;} les premiers ramifiés dans Ko_o/Ko,

Villa et Madan considérent les entiers non-nuls a;, b; et h; tels que (I;ibz) soit
t

de degré nul (on rappelle que I'ensemble des diviseurs principaux forme un

sous-groupe du groupe des diviseurs de degré nul) et (%)hi = (d;) soit un

t
diviseur principal dans K. Dans la perspective d’utilisation du critére de
Witt, on effectue un transfert de la caractéristique p > 0 a la caractéristique

nulle selon :
0;——Vjji ~~> TG0

Bo“— Bn,0 ~~= Bnpo

On définit alors :

dmj; 1

al™™ = Ty Res|(

5,0 )B'erzldﬂ-%]] € Z(p)

dmij T
pour 1 <14,5 <t—1 tel que aﬁ?m) = aﬁ’k) mod p" TtV k> m.

Soit maintenant o = &' .05".--- .0,";" une S-unité appartenant au
sous-groupe engendré par les {d;}1<i<t—1 (d’'indice fini dans celui des S-
unités) que lon reléve en caractéristique 0 selon le procédé évoqué préce-

demment en A; = 7y’ --- 7. De (), on déduit :
n—1l—s
dA. n—1 BP. t—1 1
Tr Res(Z0-(3 =) = 2 (e
= =P

ol cg-n-) = Z”:lpsa(.s.’n_l_s) pour n > 1 et vérifie la relation de congruence

=c;,; +p"a,, mod p".

En utilisant le principe de Hasse, o étant une S-unité, on a que :

a est une norme globale dans K,, /Ky si et seulement si « est une norme locale en
chacun des P; V1 <1¢<t—11i.e., par utilisation du critére de Witt,

t—1
&> (e =0 [p")

§=0
pour 1 <<t —1.

C’est ici que la matrice M,, associée au n-iéme étage de la tour K,,/K ap-

(n)

o ) . . . t—1 RN
parait car I’on peut interpréter la relation ijo gjc;; comme le i-éme terme
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a; résultant du produit matriciel de M, avec le vecteur colonne (g;)1<i<t—1
si:

W o
n n n
€12 €22 Ci1,2
M, = _
(n) (n) (n)
Cig—1 Cop—1 " Ci—14-1

Lemme 3.2.3. La suite {My,}n>1 est une suite de Cauchy dans My_1(Zy).

Idée de la preuve : On vérifie que les matrices M,, et M, 41 sont liées
par la relation M, +1; = M, +p"D, ot D, est une matrice & coeflicients
dans Lp)-

En particulier, Z, étant complet, la suite {M,, },>1 converge et I’on note
M sa limite.

Quelques Remarques :

1. On suppose que la matrice M = lim,(M,,) est de rang ¢t — 1. Ceci
signifie qu’il existe un entier N tel que V n > N, rang(M,) =t —1, ce
qui revient & dire que det(M,,) # 0.

2. Etant donné un nombre premier p on désigne par vp la valuation p-

adique associée. Pour toute suite (by), d’éléments de Q) telle que
limy, o0 (bn) = bo on a lim o (vp(by)) = vp(bo). En particulier,

limy, oo (vp(det My,)) = wvp(det M)
= acZ

et d’aprés la remarque (1) on en déduit l'existence d’un N tel que
Vn > N,v,(detM,,) = a.

3. Maintenant si X = (z1,22, -+ ,T4-1) € Q;J_l, on définit la quan-
tité || X ||,= maxi<i<i—1(|zi|p) ou de maniére équivalente v,(X) :=
minj<j<¢—1(vp(x;) et on vérifie que || . ||, est une norme satisfaisant
X+ Y {[p< Max{[| X [lp, [ Y [|p}-

Conséquence : Si E = (e;j) est une matrice a coefficients dans Q, i.e.
E € M;—1(Qp), on pose :

| E [[p=Max{[e; ;|} < vp(E) = min; j{vp(ei;)}.
De ceci, on déduit qu’étant données deux matrices E et D, on a le systéme

d’inégalités :
[ ED |y <[ Ellp. Dl
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& vp(E.D) > vp(E) + vp(D).

En particulier, si F est inversible on obtient :

0=v,(E.E™Y) > v,(E) +up(E™Y) ie vy(E™Y) < —v,(E).

Ces quelques remarques appliquées au contexte de l’article de Villa-
Madan conduisent & l'interprétation suivante :

a = vp(detMy,) = vp( > (-1 [] Cz(:?(i)) > min{vp(cl(z,))}

oESE—1

(n)

entraine vp(eij) < a pour un couple d’indices (7,j) et par conséquent
vp(My,) < a. En outre, v,(M,;1) < —v,(M,) et l'on vérifie que I’on a :

—vp(detMy) = —a < vp(My ) < —vy(My)
D’autre part, on dispose de la relation matricielle :
M= (det M,,)"L.O

ol O := )ij € M—14—1)(Qp) est la co-matrice associée & M,,. On note
-1 _
1=

(€
M b;

n.
Z7‘7
(bij)i<ij<t—1-

Puisque M,, € M;_14_1)(Zp), on a que 5@’(3') € 7, et par conséquent,
vp(ﬁi(g)) >0 d'ou :

up(big) = vp((det M) &) = —up(detMn) +vp(677) > —a+0> —a

Z?
Ainsi, v,(M; 1) = min; ;{v,(b; j)} > —aie —v,(detM,) = —a < v,(M,;1) <
vp(My,).
On en vient au lemme suivant :

Lemme 3.2.4. Si l'on note M = lim, M,,, alors on a ’équivalence :

M.(e1,69,,6i-1) =0 a=6"-6...6;'7' € ﬂ Ny oK,
n>0

ot (€1,€2, - ,e4-1)T désigne le vecteur colonne associé.

Preuve :
(<) : On suppose & € (),,~¢ Nn,oKn, ce qui signifie que a € N, oK, pour
tout n, ainsi donc on a par le critére de Witt que V n, M,,.(e1,€2,- -, 5t_1)T =
0 [pn] ou encore que M.(€1,82, s ,€t71)T = li7ILI1Mn.(€1,€2, st ,€t71)T =0
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d’ou le résultat.
(=) Réciproquement, si M.(e1,&2,--- ,&,-1)7 = 0 alors,

: T
llmnMn.(El,EQ, e ,Et—l) =0

et ’on a le systéme de congruences :

t—1
Z sjcl(-zﬂ) = 0 mod p™
§=0

pour 1 <7 <t —1 ou m, désigne 'exposant minimal pour lequel, Vi conve-
nable, ce systéme est satisfait. On a alors lim,(m,) = co. On affirme que
I’on peut montrer que pour tout n, m, > n; en effet, raisonnons par 1’ab-
surde en supposant qu’il existe un entier naturel n pour lequel m, < n. De
la relation M, 11 = M, +p"D,, évoquée précédemment, on déduit que pour
tout1=1,2,---,t—1:

t—1 t—1 t—1

(n4+1)y _ (n) (n)
doeicy )= ey w0t ) ed)y
=0 =0 =0

En particulier, étant donné ¢ fixé, on a :

t—1 t—1
vp(z sjc%) =my, <n < vp(z sjdﬁ))
J=0 j=0
et par conséquent, vp(zx;%) gjcg.T'l)) = m,,.
=1 (k)

I suit que v, (3_;"p €j¢;; ) = mn Yk > n et I'on aurait alors que :

lim, M,,.(e1,€2, - ,e1-1)T # 0, ce qui conduit & une contradiction. Ainsi,
Vn,my, > n et par le critére de Witt, o = 5%1 e85 - 8,17 est une norme
quel que soit n.

Cet aparté un peu technique et finalement assez rébarbatif va néammoins
nous permettre de démontrer la proposition suivante qui constitue le résultat
essentiel de larticle.

Proposition 3.2.5. Soit M € M;_1(Z,) la matrice décrite ci-dessus; on a
alors 'implication suivante :

M inversible = la Zy-extension associée Ko /K satisfait la Conjecture de
Gross (au sens précédent).

Preuve :
(Prémiminaire : on rappelle que dire que M := lim, M,, est inversible si-
gnifie qu’il existe N € N tel que Yn > N , M,, soit inversible.)
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Soit donc o = 451, -+ 857+ + .6, " une norme dans K, ; d’aprés le critére
de Witt, on dispose de la relation de congruence :

M. (e, se0-1)" = (p1,p2, -+ pe-1)T = 0 p").
De ceci et conformément & la remarque préliminaire, on déduit que Vn > N :

(517827”' 7€t—l)T - M;Ll'(PlaP%”' 7Pt—1)T
t—1 t—1
j T
= O bl D> bi1pg)
P =1

le. g = 23;11 bm'pj d’ou :
V2 Nyup(es) 2 min{oy(big) +vp(pj)} 2 vp(Myh) +n > —a+n
(cf. étapes précédentes). Par conséquent,

(Bo,s : Eo,s N NosK) = pm =D~ pnlt=D),

D’autre part,
(Eo,s : Bo.s N NosK)) < (Eos : NaoEns) = (Eos : El ) ~p"t=h),

d'ou: (Eps : EpsNNosK,) ~ p"(t=1) agsertion équivalente a la finitude de
CL (p); le résultat en découle.

Raffinement : Dans le cas o la matrice M est a coefficients rationnels,
la réciproque est vraie et I’on peut démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.6. L’analogue de la conjecture de Gross considéré est satisfait si et
seulement si la matrice M € M;_1(Q) est inversible.

Remarque : La raison pour laquelle on est contraint de se restreindre
a une matrice a coefficients rationnels s’explique par le fait que ’on utilise
dans le courant de la preuve l’assertion suivante : si C(e1, €2, .. . ei-1)T =0,
alors €¢; = 0 V ¢ ce qui permet de conclure au caractére inversible de C. Or
cette implication n’est vraie que dans le cas ou C € M;_1(Q) et devient
fausse lorsque C est simplement un élément de M;_1(Z,) comme le montre

le contre-exemple suivant :
1 «
(0 %)
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ou
o€ Zy,

Dans ce cas, C n’est pas inversible et cependant,
Cler,e)T =0 (5 €2)

entraine bien

Exemple 1 7 : On se donne fy = et ;= 0Vi>1.

(T—1)T—2)
Comme By ¢ {a? —a,a € Koy =Fy(T')}, le vecteur de Witt de longueur infi-
nie (8, B1, -+, Bn1, - ) détermine une Z,-extension K, /Ky dans laquelle
seuls les premiers associés & P} = T'—1 et P, = T —2 se ramifient (voir le cri-
tére établi par Schmid) et admettent pour diviseur associé, respectivement,
(1)p — (00)so €t (2)0 — (00)co- Ainsi donc, #(S5) = 2 avec S = {p,,p.} et 'on
désigne par Ko, le complété de Ky en p,. Comme deg(P;) = 1, on dispose
de la description suivante : Ko, ~ F,((7T"—1)) ~ F,((x)). On désigne par F’
I'unique extension non-ramifiée de Q,, telle que Op/Mp ~ F, et 'on pose :
01 = % (remarque : si l'on reprend les notations utilisées précédemment,
on se trouve dans le cas trés simplifié ou a1 = by = hy = 1 car le diviseur
(? ;) est un diviseur principal de Kp). On note alors dans le contexte local,
71,1 (resp.By 1) un relévement en caractéristique 0 de d; (resp. de 3, ) et ce,
pour tout n > 0. La forme particuliérement simple du vecteur de Witt para-

métrant la Z,-extension K, /Ko nous permet de choisir B, ;1 =0V n > 1...

De T
— x
0 = —— = —
S R x(l—x ()",
n>0
on déduit : m1,1 = —2.((3,,592")). De la méme fagon, on a :
1 —1
By = = Zﬂ?
(T-1)(T-2) a:(:vfl =
Bu1=0VY> 1.

Comme S = {p,,p.}, la matrice M,, associée au n-iéme étage de la tour
d’extensions est d’ordre 1 x 1 et son unique coefficient est donné par :

Z tnt‘lvZl

=0

"tiré de larticle de Lam-Estrada et Villa-Salvador intitulé : Some remarks on the theory
of cyclotomic function fields - Rocky Mountain Journal of Mathematics vol. 31 - 2001
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ou

agf’ln_t_l)"[‘r Res(—=.BY, ).

Ainsi donc si t > 0, agf’ln_t_l) =0 et ’on a donc :

dmi1 n—1

cii=aj; =Tr Res(

m,1
Reste a s’assurer que :

dm 1 n—1 1 n—1
~ B = ———. b, d
11 0,1 :E(l _ ZE) 0,1 £

— W.(1+x+x2+"‘)pn_l+l
€T

d7T n—1
d’ott 'on déduit que Res( L1 BY, ) €Z*, ainsi anl) € Z*. La matrice M
7T bl bl

)

est donc inversible et la Z,-extension associée vérifie la conjecture de Gross.

Exemple 2 : Le but est de construire une Zp-extension que l'on sup-
posera (totalement) ramifiée en seulement deux places et pour laquelle la
Conjecture de Gross est mise en défaut, c’est-a-dire que les éléments vont
étre choisis (construits par récurrence en fait )de sorte que soit satisfait
M, = 0 mod p" et ce, V n ce qui équivaut & : M = lim,_, oM, = 0

322 — 1
d’ou le résultat. On se donne By = ﬁ; ainsi S = {Pp, P1}. Comme
2 (x —
précédemment, on pose alors :
11—z
A= €
(—)
et un rapide calcul montre que :

dA 1 1 1
D (P A P )

et par conséquent :

dA 322 — 1 372 -1
By~ = —¢.
0"A g(x?’.(:c—l) +a;2.(a;—1)2)dx
dou dA 3r+1
xXr
By~ = —Dy{fe.— "~
074 Ryl

et donc M7 = 0. Dans le procédé récurrent que 'on se propose d’utiliser,
cette étape peut étre vue comme l'initialisation ...
On suppose (hypothése de récurrence ) maintenant construite la famille de



Premiers pas en Théorie des Genres ... 109

n éléments { By, By, -+, Bp_1} tels que M; = 0 mod p’ pour 1 <4 <n. On
déduit du couple de relations C%H) = cgz) + p"a%’m mod p". (vue précédem-
ment) et M,, = 0 mod p" que M, 11 = p"(a,+by) ot a, = agﬁ’o)etbn € Zp.
Ainsi donc, on a M, 1 = 0 mod p"*! < a, +b, = 0 mod p. On pose

r

alors: B, = ﬁ et par conséquent a,, = 2r,. Enfin, si I’on suppose que
x.(x —

p est impair, on peut choisir r, € Z de sorte que 2r, = —b,[p] auquel cas la

Conjecture de Gross pour la Zy,-extension ainsi construite n’est pas satisfaite.

Ces exemples nous permettent de mettre en exergue ce que l'on pres-
sentait lors de l'exposition de l'article dans toute sa généralité, & savoir a
quel point la méthode exhibée, si elle est originale et astucieuse, reste fas-
tidieuse & mettre en place et ce quand bien méme la Z,-extension considé-
rée est paramétrée par un vecteur de Witt dont la forme est extrémement
simple. Qu’il s’agisse de l'article de Villa-Madan (1988) ou de celui de Villa-
Salvador (2001), les illustrations se limitent au cas ou le cardinal de S est
égal & deux, ce qui peut sembler un petit peu restrictif quand bien méme
on est amené pour pouvoir raisonner a supposer qu’il n’existe qu'un nombre
fini de premiers ramifiés. L’idée donc de contourner la méthode proposée par
les auteurs en espérant gagner en simplicité semble donc naturelle et sera
I’objet du chapitre 4 qui & défaut de traiter de "simplicité" sera abordé sous
le jour de la "semi-simplicité" ... Mais auparavant, un complément qui nous
sera utile dans la suite :

3.3 Premiers pas en Théorie des Genres ...

Le principe selon lequel le dictionnaire "bilingue" reliant corps de nombres
et corps de fonctions se serait, au fil des ans et des constructions, enrichi des
corps de fonctions wers les corps de nombres est mis en défaut en ce qui
concerne la théorie des genres étant donné que la définiton de corps des
genres émerge pour la premiére fois dans le contexte des corps de nombres
en 1959 avec les travaux de Frohlich et qu’il faudra attendre les années 90
(1992) pour que R. Clément dans un article intitulé "The Genus Field of
Algebraic Fonction Field” ® s’essaie & construire une théorie analogue dont
on propose de donner quelques éléments ci-apres.

On se place dans le contexte suivant :

Soient K un corps de fonctions de corps des constantes F, (ot ¢ = p®) et
S un ensemble fini de place, & priori quelconque. Etant supposée fixée une
cloture algébrique K de K, on désigne par L une extension finie de degré
m (dans le cas qui nous intéresse, a savoir celui considéré par Villa-Madan

8paru au Journal of Number Theory 40 p 359-375
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dans leur article, .S sera tout simplement I’ensemble -supposé fini- des places
de K qui se ramifient dans L et m = p™). On note Sz, I’ensemble des places
de L au-dessus de S := Sk et Jr, le groupe des idéles de L dont on rappelle
une définition ci-apreés.

Définition 3.3.1. Etant donné un corps global K (i.e. un corps muni d’une
formule du produit), on appelle idéle de K un élément a du produit direct
HpEPl(K) K ou K désigne le groupe multiplicatif associé au corps local
K, complet pour la topologie p-adique tel que si 'on note a, sa composante
d’indice p, on ait vy(a) = 0 pour presque toute place p de K.

L’ensemble des idéles d’un corps global K est un groupe (non-topologique)
pour la multiplication composante par composante que 1’on note générale-
ment Jx et qui, muni d’une topologie appropriée devient un groupe abélien,
séparé et localement compact essentiel dans la formulation de la théorie glo-
bale du corps de classes. On remarque que le groupe multiplicatif K* de
K s’identifie au sous-groupe de Jx constitué des idéles (a,) dont chaque
coordonnée est égale & un élément fixé non-nul de K (en effet, via la formule
du produit on a que si a € K* alors v,(a) = 0 pour presque toute place
p de K). On parle pour les éléments de K* d’idéles principaux et comme
dans le cas des idéaux, on baptise groupe des classes d’idéles le quotient :

Ik

C(K)= T Enfin, étant donnée L une extension finie de K, on pose :

N:J, — Uk

(2) — H HNch/Kp zp)) H Ty

P Plp pePlK

L’application ainsi définie, appelée "Norme d’idéles", est un morphisme
continu qui envoit le groupe des idéles principaux de L dans celui de K. Elle
induit donc, par passage au quotient, un morphisme de C(L) dans C(K) noté
abusivement N7 i et permet d’énoncer, comme dans le cas des idéaux, un
théoréme 90 de Hilbert pour les idéles.

Cela précisé, on revient & la théorie des genres et I’on pose, pour toute
place v de L, L[EL = [lyes, Lo - [1ogs, U 0t Ly, désigne le complété de L en
v et Uy le groupe des unités (i.e. des inversibles ) O,¢ de ’anneau de valuation
O, associé & v. On dira d’une place qu’elle est "finie" §’il s’agit d’une place
de L n’appartenant pas Sr. On déduit de la finitude du groupe de Picard
Pic(Or,s,) que L*Ur, est un sous-groupe de [J7, d’indice fini et 'on note
HfL I'unique extension abélienne de L dans K qui lui correspond. On parle
pour HfL de Sr-corps (ou plus simplement de S-corps) de classes de Hilbert
de L. La théorie du corps de classes nous donne une interprétation de H EL
comme étant I’extension abélienne maximale de L dans K Sr-décomposée
(i.e. totalement décomposée en les places au-dessus de Sp).
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Remarque : Dans le cas particulier ot ’on prend pour S ’ensemble des places
a l'infini de K (c’est-a-dire les places de K au-dessus de la place a l'infini
< % > du corps des fonctions rationnelles F,(T"), on retrouve la définition
du corps de classes de Hilbert "ordinaire" (comprendre "au sens de Rosen")
pour les corps de fonctions, & savoir ’extension abélienne maximale de L
non-ramifiée aux places finies et dans laquelle toute place de L telle que
p|oo se décompose totalement.

Pour présenter la notion de S-corps des genres, on commence par faire
I’hypothese simplificatrice selon laquelle 'extension L/ K est abélienne (pour
finalement se restreindre au cas o elle est cyclique de degré p™ puisqu’il s’agit
la du cadre qui nous intéresse).? Soit donc L C K une extension finie de K de
degré m et de groupe de Galois G = Gal(L/K) supposé abélien. On désigne
par p,,p., - ,p¢ les places de K ramifiées dans L et par e;, 1 < ¢ < ¢ 'indice
de ramification associé. Pour chaque place w de S i.e. telle que v|w, on note
My = €y /- fo/w 1€ degré de I'extension locale Ly /K.

On pose alors la définition suivante :

Définition 3.3.2. On appelle Sp-corps des genres de L/K et l'on note
HE/K, lextension abélienne mazximale de K contenue dans le Sp-corps de

classes de Hilbert HEL. On pose alors : QE/K = Gal(Hf/K/L) le groupe de
Galois associé, appelé encore "quotient des S-genres”.

Remarque : Le S-corps des genres de L /K contient le Sgi-corps de classes
de Hilbert de K.

Théoréme 3.3.3. (Formule des Genres)

HE:I €. HwES My

[H7 )k L] = li(PiC(O(K,s))-[L  K|.(ES : ES N N(UL))

Preuve (idée) : Dans son article, R. Clément montre que le sous-groupe
des ideles de K associé par la théorie du corps de classes a l’extension
abélienne HE/K/L) est KXN(U‘EL); de l'isomorphisme Gal(Hf/K/K) o~
KX]‘\Z(I;SL), on déduit successivement :

L
(Hij: K] = (T KXNU))
= (Tk : KXUZ) U - KXNU™))
= (Tk + KXUZ)VUZ  NUP)E U KX NU))

9Pour voir exposée la Théorie des Genres dans toute sa généralité, on pourra consulter
Particle co-écrit par B. Anglés et J.F. Jaulent intitulé : Théorie des Genres des corps
globaux Manuscripta Math.101, (2000)
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En outre,

K~ ﬂL{f{K = Fs et si o € Eg g NN(L*) alors o est une norme locale
en chaque place de K, autrement dit « € K* N N(U‘LgL).

Réciproquement, si G = Gal(L/K) est cyclique, alors on I'inclusion inverse
K*N(U;Y) C Esx N N(L¥) d’'on Dégalite.

On conclut en remarquant que (Jgx : KXLIIS{K) = #(Pic(Ok,s,)) et en
rappelant un résultat démontré dans [65] selon lequel :

al A&JK'UL II n%uIIez

wESK

On peut préciser :

Proposition 3.3.4. Lorsque l’extension L/ K est cyclique de groupe de Ga-
lois G =< o >, le quotient des S-genres s’identifie au plus grand quotient du
groupe des S-classes Pic(Op, g) de L sur lequel G opére trivialement et l'on
a lisomorphisme :

Pic CHLS
TPic(Or.5) == ch((’gLS)")l 9% /K-

Preuve : Il s’agit d’'une conséquence du Principe de Hasse (applicable ici
puisque l'on s’est restreint au cas cyclique) et du théoréme 90 de Hilbert
pour les ideles. En effet, si 'on suit l'article cité précédemment d’Anglés
et Jaulent, rédigé dans un cadre tout a fait général, il est dit & I’occasion
de la proposition 2.1.3(i7) qu’étant donnée une extension abélienne L/K de
corps globaux, le groupe d’idéles de L associé au S-corps des genres Hf K
est le saturé pour la norme NL_/IK(NL/K(Z/{LSL)KX)LX du groupe L{LSLLX.
Dans le cas cyclique, les choses se formulent plus simplement ... Soit donc z
un élément de Jr, tel que x € ]\fL_/lK(]\fL/K(Z/{gL)KX)LX ; alors Np g (r) =
Np g (u)k ot u € UEL et k € K*. Ainsi donc les propriétés multiplica-
tives de l'application "norme' entrainent que Ny x(z/u) = k = N k(1)
pour [ € L* et ce, en vertu du principe de Hasse. Par conséquent, on a
que Ny g(x) = Np/g(u).Np (1) = Npjg(ul) d’ott z = ul & un élément de
norme 1 prés, c’est-a-dire que x = uld ot N g () = 1; il suit que dans le
cas cyclique : NL/K(NL/K(Z/{SL)KX)LX Z/IELLXJLI si J} désigne le sous-
groupe des idéles de L de norme 1. Maintenant, de N(x/ul) = 1, on déduit

grace au théoreme 90 de Hilbert pour les idéles que x/lu = y° ! avec y € Jz,
c’est-a-dire que x € jg_ll/I“LgLLX d’ou finalement, QE/K ~ jL/jE_llngLLx.



Premiers pas en Théorie des Genres ... 113

Remarques :
1- On rappelle qu’étant donné M un G-module ot G =< ¢ > est un groupe
cyclique, on dispose d’une suite exacte reliant le sous-groupe des "invariants"
(mesurant le défaut d’injectivité) a celui des "co-invariants"(qui mesure le
défaut de surjectivite) :

0 MG M T G 0
En particulier, si I’on note
| M|
M) = F—

(¢ pour "quotient de Herbrand"), on a que ¢(M) = 1 si M est fini. Cette
observation appliquée au groupe fini Pic(Op, g) entraine que dans le cas cy-
clique, les ordres respectifs du quotient des genres et du sous-groupe des
classes ambiges (ie stable par l'action de G) sont égaux ...

2- Une utilisation du corps des genres pour les corps de nombres qui
permet de toucher du doigt 'importance de cette notion est donnée par le
résultat suivant, conjecturé par T. Tannaka et démontré par F. Terada :
Soient K un corps de nombres et L/K une extension cyclique finie, alors
toutes les classes ambiges de L (c’est-a-dire les classes laissées stables par
l'action du groupe de Galois Gal(L/K)) capitulent dans le corps des genres
associé¢ a L. Dans le cas particulier ou L/K est une extension cylique de
degré p premier, il s’agit d’un résultat da & Hilbert, connu sous le nom de
Théoréeme 94, qui prouve qu’il existe au moins une classe non-triviale de K
qui capitule dans L. En outre, Hilbert avait démontré qu’étant donnés ¢ un
générateur de Gal(L/K), Ny la norme associée, F, E}, respectivement,
les groupes des unités de L et le sous-groupe des unités de L de norme 1,
le groupe des classes de K qui capitulent dans L est isomorphe au groupe-
quotient : E}/E}~7 = H'(EL). Nous verrons & l'occasion du chapitre 4 que
dans le cas des p-extensions cycliques de corps de fonctions, tout ne se passe
pas nécessairement de la méme facon ...

Remarque : Dans [15], C. Thiébaud et V. Fleckinger ont démontré en
utilisant la théorie des modules de Carlitz I’analogue dans le cadre des corps
de fonctions du théoréme de Furuya (1977) selon lequel tout idéal ambige
d’une extension abélienne de Q devient principal dans son corps des genres.
On énonce ainsi :

Théoréme 3.3.5. Soit K = k(X) le corps de fonctions associé a une courbe
X projective, lisse, géométriquement connexe et définie sur le corps fini

k =T,. Soit co un diviseur premier de K (i.e. un point fermé de X ) supposé
fizé et de degré d,. On note L/ K une extension abéliennne finie modérément
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ramifiée en l'oo et l'on suppose que le groupe de décomposition Do (L/K)
se réduit au groupe d’inertie Ino(L/K). Si maintenant l'on désigne par Sp,
l'ensemble des places de L au-dessus de oo alors tout idéal ambige de Og,
devient principal ("capitule”) dans le S-corps des genres de L/ K. 1°

10au sens de [4]



Chapitre 4

Perspectives métabéliennes

4.1 La conjecture de Gross : re-vision...

4.1.1 L’article de Greenberg : ses grandes lignes

Comme il s’agira pour nous d’une source d’inspiration, nous débutons ce
chapitre par un bref résumé de I'article de Greenberg : "On a Certain p-Adic
Representation"" sans toutefois entrer plus avant dans les détails concernant
les diverses structures algébriques mises en jeu car nous aurons l’occasion
d’y revenir plus précisément par la suite.

On se donne p un nombre premier impair, K une extension abélienne de Q de
degré fini et 'on considére K,/ K la Z,-extension cyclotomique associée & K ;
en particulier, on a Iisomorphisme : Gal(K«/K) =~ Z,. Si 'on désigne par
v un générateur topologique fixé du groupe procyclique I' := Gal(K+/K),
Greenberg se propose (entre autre chose) de déterminer la puissance de T' que
I'on peut mettre en facteur dans le polynome caractéristique de v — 1(« T)
o v — 1 agit sur un certain espace vectoriel & déterminer (on rappelle a
cette occasion qu’'une représentation p-adique d’un groupe G- en l'occurence
le groupe profini Gal(K /K)- consiste en la donnée d’un Q,-espace vectoriel
V' de dimension finie et d'un homomorphisme continu g : G — Autg,(V))...
On note K, 'unique sous-corps de Ko, tel que [K,, : K] = p™ et 'on désigne
par A, la p-partie de son groupe de classes d’idéaux. On déduit de la relation
d’inclusion K, — K, si m > n > 0, le systéme d’homomorphismes

Ap — Ap et on pose A :=lim A,. Sil'on considére A en tant que groupe
abélien (i.e. Z-module) discret, son dual de Pontrjagin X := A est un pro-p-

groupe abélien naturellement doté d'une structure de Z,-module?. On pose
alors : V := X ®z, Q, ou Q, = Frac(Z,). On prolonge alors l'action de

'Tnventiones Math. 21, 117-124 (1973)

20On rappelle que la dualité de Pontrjagin (1908 — 1988) induit une équivalence de
catégories entre d'une part groupes abéliens compacts et groupes abéliens discret et d’autre
part entre les groupes abéliens profinis et les groupes abéliens discrets de torsion.
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Gal(K«/K) sur A en une action sur X via :

Gal(Koo/K) x X — X :=Hom(A,Q,/Zy)
(9,2) — gx:a— (g.x)(a) =2z(g(a))

ce qui permet de définir, via ’application X — V telle que z — z ® 1
une action sur V' et ce faisant une repésentation p-adique (on dote ainsi V'
d’'une structure de Q,[I'J-module o I' = Gal(K«/K) ). Soit maintenant
Vo ={v € V| (y—1)".v = 0} pour un certain ¢ & déterminer. Dans le cas ot
K est un corps totalement réel Greenberg montre que Vg = 0. Pour se faire,
on considére I',, = Gal(K,,/K) le groupe cyclique d’ordre p™ engendré par
Yn =K, €t 1lon pose :

B, = A" = {cc A,|c" = ¢}
On énonce alors la proposition suivante :

Proposition 4.1.1. L’ordre de B,, est borné et la borne ne dépend que du
corps de base K et de p.

Reste a considérer 'homomorphisme 4, : A, — A induit par l'injection :
K, — K et a poser B = Al'. On vérifie alors que B = U i, (B,) d’oi
l'on déduit que |B| < oo est fini; par conséquent |X/(y — 1)X| < oo et
Vo =0.

Si maintenant on suppose K totalement imaginaire et si 'on désigne par
K™ le sous-corps totalement réel associé ([K : Kt] = 2) alors une preuve
(dont nous retragons les grandes étapes dans le paragraphe suivant) utilisant
'analogue p-adique du théoréme de Baker-Brumer? relatif & I'indépendance
des logarithmes permet d’obtenir que si s désigne le nombre de places de
Ktau-dessus de p décomposées dans K alors dimg,(Vp) = s et qu’en outre
(y—=1)w =0V v eV (ie t =1), par conséquent 'action de Gal(K/K)
sur Vjy est semi-simple.

Ainsi donc, les Z,-extensions cyclotomiques des corps de nombres abéliens
(réels ou imaginaires) sont semi-simples (au sens précédent).

4.1.2 Les principales étapes de la preuve

La Conjecture de Leopoldt : I’énoncé

La conjecture de Leopoldt se rapporte au rang p-adique du groupe des
unités Fx d’un corps de nombres K. Ainsi, si p désigne une place ultramé-
trique de K et si I'on note U, le groupe des unités relatif & la complétion
K, de K en p, la conjecture de Leopoldt prédit que le rang p-adique® de

3voir par exemple [69)

*On appelle Z-rang (resp. Z,-rang) d’un Z-module de type fini (resp. d’un Z,-module
de type fini) le rang du quotient de ce dernier par son sous-groupe de torsion.
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I'adhérence Fx de Ex dans U, == Hp‘p U, est égal au nombre de Dirichlet
r1+1ro — 1.

Plus précisément, on se donne K une extension finie de Q de degré n;
on désigne par E le groupe des unités de K (i.e. le groupe constitué des
éléments inversibles de ’anneau des entiers O correspondant) et par U, le
groupe des unités associé a la complétion de K en p. On pose U, := Hp|p U, et
I'on considére I'injection naturelle (une unité globale est une unité localement
partout) :

Ex < U=[]0,
plp
e = (6,6,"',5,"')

appelée "plongement diagonal".
Conséquence : Dans toute la suite on identifiera Ex et son image via 1.

En tant que groupe topologique, on dispose pour U, de l'isomorphisme
suivant (on rappelle que Z,, 'anneau des entiers p-adiques, est principal) :

Ly

Up:Z;}xT

ou :

no= [K:Q
= Z(ep/p'fp/p)

plp

- Z dy/p

plp

Cela est une conséquence de la structure de U, ~ ug X M; X Zz”/” (ou lon a
noté ug le groupe discret formé des racines de I'unité de K, d’ordre premier a
pet ug le groupe cyclique des racines p-primaires dans K,) et de la définition
du Zy-rang rappelée précédemment. En effet, ne contribue a la détermination

du Z,-rang de U, := Hp|p U, que le facteur :

dy/p 2p1pdy /p
H Ly ~ Zp
plp

=z

Zzn\pen/p'fp/p
P
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On note Ek I'adhérence de Ex dans U, (d’ott la structure de Z,-module
héritée de celle de U,). Si maintenant ry et ro désignent respectivement le
nombre de plongements réels et le nombre de plongements complexes de K
dans C, on sait grace au théoréme de structure des unités de Dirichlet que
le Z-rang de Ei est égal & r1 + 79 — 1. On en déduit que :

— Z
Ex 275 x T

ol ¢ < ry+re—1et T est un groupe fini. La conjecture de Leopoldt assure
que l'on a l'égalité : c =71 + 19 — 1.

Remarque : Une maniére de voir I'inégalité ¢ < r; + r9 — 1 consiste &
écrire : ¢ = (r1 +r2 — 1) — §(K, p), ce qui permet d’introduire la notion de
"défaut de Leopoldt" pour le couple (K, p) selon :

§(K,p) =rgzEx —rgz, Fx

Ce dernier mesure a quel point le couple (K,p) est loin de satisfaire la
conjecture de Leopoldt en p, situation idéale qui se traduit naturellement
par §(K,p) = 0.

Variante : 11 arrive que ’on raisonne plus volontiers sur le groupe E};)
définit comme suit :

Eg) ={e € Exle=11p] Vplp}

qui est un sous-groupe d’indice fini de Ex. Cela est rendu d’autant plus
naturel que la tensorisation par ’anneau des entiers p-adiques a pour effet

de tuer les racines de 'unité de K d’ordre premier a p, a savoir le groupe
,ug = Hp|p ;48. Comme précédemment, on désigne alors par Eg) la fermeture

de P'image de Eg) dans le groupe topologique produit® [] Up(l) ou l'on

plp
rappelle que le sous-groupe Up(l) des unités principales est un Zj,-module
noethérien. Etant donné le plongement diagonal :

i:Eg) — HUP(U
plp
g = (5,6,"',6,"‘)

on considére :

i®ldy : BV ©Z, — Ul®Z,~U!
E® () ®
( Zz) — z()sz

*Lorsque K est un corps de nombres réel abélien, on dit que Hp\p Uél) est le groupe
des unités "semi-locales".



La conjecture de Gross : re-vision... 119

Notant iz, := i ® Idgz,, on obtient finalement que le plongement 7 induit
par extension des scalaires a Z,, ’homomorphisme canonique :

, 1 1
iz, E%) (%) Ly — !_I Up( )= U]gl)
P

e®z — i(e)?

L’idée intuitive qui nous conduit alors a penser que iz, comme ¢ dont elle
provient, est encore injective constitue le résultat prédit par la conjecture de
Leopoldt.

En d’autres termes, on pose :

rgZ(Eg)) = ri4+rm-1
roz,(BY) = (r+r2—1)-6(K.p), §eN.
et ’on conjecture 0(K,p) = 0.

Voici donc résumé en quelques lignes le contenu de la conjecture. Pour
étre tout & fait rigoureux, on devrait parler de conjecture de Leopoldt géné-
ralisée ; en effet cette derniére a été énoncée sous sa forme initiale (1962) en
terme de non-nullité d’un certain régulateur pour une classe de corps bien
particuliére, a savoir les corps de nombres totalement réels (i.e. pour lesquels
Tro = O).

Les outils

Notion de Régulateur p-adique d’un corps de nombres :

1. Le cas classique (Le contexte est celui du théoréme de structure des
unités de Dirichlet)

On considére K un corps de nombres et pour r = r; + 19 — 1, on se
donne €1,¢9,--- ,&, un systéme de r unités indépendantes de K.
Soient maintenant (o;); la famille des (r1+2r2) plongements canoniques
de K dans C ou :

oi, 1<i<r; correspondent aux plongements réels

0i,0; 1+ 1<1<ry+ry désignent les plongements complexes

On introduit enfin la normalisation :

6; = 1 sio; estréel

6; = 2 sinon
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et 'on définit :
Ric(e1,€2, -+ &p) i= |det(d; loglel|)1<ij<r]

Définition 4.1.2. Si {e1,e9, -+ ,&,} est une base du groupe des uni-
tés de K modulo les racines de l'unité, on appelle régulateur de K la
quantité Ri = Ri(e1,€2, -+ ,&r).

Conséquence :
Le théoréme des unités de Dirichlet peut s’énoncer comme suit :

Théoréme 4.1.3. Pour tout corps de nombres K/Q, on a : Rix # 0.

La définition du régulateur d’un corps de nombres K offre la possi-
bilité d’illustrer le principe directement tiré de l'interprétation de la
formule du produit selon lequel toutes les valeurs absolues sur K ont
une contribution (un poids) équivalente; aussi si I'on se souvient que
les places de QQ sont en bijection avec I’ensemble oo, 2, 3, - - -, il est natu-
rel de vouloir concrétiser cette idée de symétrie en définissant la notion
de régulateur p-adique.

2. Généralisation au cas p-adique (p nombre premier fizé)

On suppose pour simplifier que K est un corps de nombres totalement
réel de degré n et 'on désigne par (o;); une famille de (n—1) (=r1—1)
plongements de K dans C,.

Définition 4.1.4. Etant donné {e1,e2, -+ ,en—1} un systéme d’unités fon-
damentales de K, on appelle régulateur p-adique de K la quantité :

Rip(et, €2, ,en—1) := det(logy(oi(ej))1<ij<n—1)-

En toute rigueur, cette définition n’est pas entiérement satisfaisante et
recéle quelques ambigiiités ; en particulier, une modification de ’ordonnan-
cement des o; peut introduire un facteur (—1).

Remarque : A propos du logarithme p-adique logy...
Pour tout corps local K} (i.e. toute extension finie de Q,), on sait définir de maniére
unique une application :
logp : Ky — Ky
dite "logarithme p-adique" satisfaisant a la condition de normalisation log,(p) = 0 et
a Péquation fonctionnelle : logy(zy) = logy(z) + logp(y). On étend naturellement cette
définition 4 Q, puis par continuité en une fonction

logp : C; — Cp

Plus précisément, on énonce sous forme de proposition le résultat suivant :
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Proposition 4.1.5. Il eziste une unique eztension de log, a C; satisfaisant :

1. logy(p) =0
2. logy(wy) = logy(x) +logy(y), ¥V z,y € C;

A ce stade on dispose de tous les outils permettant d’énoncer le résultat
suivant qui constitue la version initiale de la conjecture de Leopoldt :

Théoréme 4.1.6. Etant donné K un corps totalement réel (i.e. ro =0), on
a l’équivalence :

Rp(K) # 0 < le Zy-rang de Eg) est exactement r =11 — 1.

Corollaire 4.1.7. Si K/Q est une extension abélienne alors le Zy-rang de

Eg) est égal au nombre de Dirichlet r =ry + 19 — 1.

Pour déduire ce corollaire du théoréme précédent on utilise le résultat
suivant :

K/Q abélienne = R,(K) #0

qui se démontre grace a un résultat profond généralement connu sous le
nom de théoréme de Brumer (1967), traduction p-adique d’un théoréme de
transcendance de Baker et qui s’énonce comme suit :

Théoréme 4.1.8. (Baker-Brumer) Soient {1, g, -+, ay,} des éléments de
C, tels que {logy(c1),logy(aa), -+ ,logy(an)} soient linéairement indépen-
dants sur le corps de rationnels alors ils le sont encore sur Q, ou Q désigne
la cloture algébrique de Q dans C,.

Dans [20], Greenberg utilise pour terminer la preuve qui permet de conclure
au caractere semi-simple de la Z,-extension cyclotomique une argumentation
en tout point semblable dont la clé est comme ci-dessus le théoréme d’indé-
pendance p-adique.

4.1.3 L’article de Greenberg
Contexte

On désigne par :

— p un nombre premier fixé

— K un corps de nombres totalement imaginaire (c’est-a-dire une ex-
tension quadratique d’un corps totalement réel) supposé abélien (en
particulier, K satisfait la conjecture de Leopoldt)

— K son sous-corps réel maximal

— g le nombre de places de KT au-dessus de p

s le nombre de tels premiers qui se décomposent dans K (i.e. s =

0 ou g).
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— et enfin K, := U, K, la Z,-extension cyclotomique associée a K.

Koo :7 UnKn
K,
pn
K PB1 B2 e P
2
Kt P1 s Pg
Q p

Dans toute la suite, on supposera s = g. En outre, on remarque qu’en
vertu de la relation B = Uy, >1i,(By,) ot l'on a posé By, := Ag on est ramené,
pour prouver que ’ordre de B est borné, a justifier que B,, satisfait cette
propriété pour n suffisamment grand.

Préliminaires : le cas totalement réel

On se donne K un corps de nombres (que I'on supposera plus loin abélien
et totalement réel®) et I'on note Ko /K la Z,-extension cyclotomique asso-
ciée de groupe de Galois I' =< v > ou y désigne un générateur topologique
supposé fixé. On désigne par -, la restriction de ce dernier au n-iéme étage
K, de la tour d’extensions sous-jacente et 1’on pose :

L la p-extension abélienne non-ramifiée maximale de K
L, la p-extension abélienne non-ramifiée maximale de K,
— L! Textension abélienne maximale de K C L,
(en particulier, L), N Koo = K, pour n > 0)
~ F  la p-extension abélienne p-ramifiée ” maximale de K (F D L)

Stratégie : La théorie du corps de classes nous permet de reformuler le
probléme en interprétant Uordre |By| = (A, : A1) comme le degré de lex-
tension L /K, ; ainsi donc on est ramené a prouver que [L/, : K] est borné

50n peut supposer plus généralement que K vérifie la Conjecture de Leopoldt, ce qui
est en particulier vrai lorsque K est abélien.

"Une extension est dite "p-ramifiée" lorsqu’elle est non-ramifiée aux places finies étran-
géres & p. La famille des Z,-extensions de corps de nombres en est un exemple.
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a partir d’un certain rang.

On a vu, a loccasion de la présentation de la conjecture de Leopoldt,

(1)

que le Zy-rang du groupe Ej’ pouvait se mettre sous la forme :
(r1+r2—1) —0(K,p)

ou §(K,p) € N désigne le "défaut de Leopoldt". Il suit de ce rappel que le

[, U
Zy-rang du quotient Z := “elp P vaut exactement ro + 1+ (K, p) or par

EY
la théorie du corps de classes, on a I'isomorphisme : Z ~ Gal(F/L) d’ou ’'on
déduit :
r9z, (Gal(F/L)) = rgz,(Gal(F/K))
= ro+14+6(K,p)

Dans le cas qui nous intéresse ot K est totalement réel (i.e. ro = 0) et abélien
(6(K,p) =0), on obtient :

Gal(F/K) ~Zy, x T
avec T un groupe fini.

En particulier, la théorie de Galois donne [F': K] < 0.

De linclusion L], C F, on déduit la suite d’égalités :

LK, = [L:LLNKy] = [LLKy: K| <[F:Ks)

n n>0 Noether

d’ou le résultat.

Le cas totalement imaginaire : stratégie

Pour justifier la démarche qui consiste a relier I’énoncé la Conjecture
de Gross généralisée & un critére de semi-simplicité, on se propose de mettre
en évidence une correspondance entre les objets qu’introduit Greenberg pour
organiser sa preuve et la formule des classes ambiges que nous avons rappelée
par exemple & l'occasion du chapitre 3. Dans un premier temps, ’auteur
introduit le produit :

L;:= H £

£i|%B:
pris sur I’ensemble des relévements dans K,, de I'idéal 3; de K pour 1 < <t

puis considére naturellement le sous-groupe de A,, et d’indice fini dans B,
noté D,,, constitué des classes d’idéaux construites a partir des idéaux de
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la forme H§:1 L, ce qui revient en d’autres termes & "éliminer", parmi les
idéaux ambiges (ou classes ambiges), les classes d’ambiges c’est-a-dire celles
provenant de classes d’idéaux de K pour ne retenir, si elles existent, que
celles non-triviales et qui nous préoccupent... Cela précisé, on consigne dans
la suite et de maniére synthétique les différentes étapes qui conduisent au
résultat exposé dans [20].

Conformément au travail conduit a 'occasion des préliminaires dans le cas
totalement réel, on ne retiendra dorénavant des objets & considérer que la
partie "moins" associée (& savoir, celle sur laquelle action de la conjugaison
complexe 7 € Gal(K/K™) n’est pas triviale).

1. Premiére étape : On rappelle que le but est de prouver que ’action
du groupe profini I" sur V (ici Vj;") est semi-simple et pour ce faire, il
est suffisant de justifier que ’on dispose de 1’égalité :

-1)X~
(y—1)V~ = (y—1)2V~ et donc, en terme de cardinal, que | ((77—1))2)(—
est fini.
— Réductions :

(a) Comme on a posé : X~ = A= et B~ = (A7)F (ot 7 désigne la
dualité de Pontrjagin), il suffit de voir que (A~/B7)" est fini.

(b) En outre A := lim A,, aussi par un procédé classique pré-
—
cédemment évoqué, on se restreint & montrer que l'ordre de
(A, /B, ' reste borné lorsque n — oc.

(c) Enfin, en vertu de l'inclusion D, C B, avec (B, : D, ) borné,
on est ramené & prouver que l'ordre de (A, /D, )" est borné
lorsque n devient arbitrairement grand.

2. Deuxiéme étape : On introduit ’ensemble :
H, :={a € K,| ot =1 et () = un produit des L;}
ie.,
H, :={a € K,| NK/K+(a) =1 et (o) =un produit des £;}

Il s’agit d’un sous-groupe du groupe des p-unités de K, (i.e., des unités
au-dessus de p) qui coincide avec le groupe des p-unités imaginaires de
K, si I'on suppose que les places B, 1 < ¢ < t de K au-dessus de
p sont totalement ramifiées dans K,. L’objectif est alors de décrire
(A /D;)'" au moyen de H,.

3. Troisiéme étape : On introduit :

M, :={ce A, tels que A le D, '}
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qui satisfait M, /D, = (A, /D;)'" O M,/B; et permet de définir
(voir|20]) un homomorphisme,

w: My, — Hyo/Nyo(Hy)

tel que :
B, < Ker(p)
HyN N, o(K*X
Im(gp) C 0 n,O( n)
Nn,O(Hn)

Du théoréme de factorisation des homomorphismes, on déduit le dia-
gramme suivant :

M, — Im((p)

.

My /B,

Conséquence : on est ainsi ramené a prouver que l'indice normique
(HO N Nmo(K;;) : Nn,O(Hn)) est borné.

— Reéductions :
(a) On se propose de montrer que (HoN Ny o(K)) : Hgn) est borné.
(b) Sil’on note K;,7 > 0 (fini) le corps de décomposition de 'un
des premiers de K; au-dessus de p (en particulier K; est le plus
grand sous-corps de K; dans lequel p se décompose totalement),

Greenberg justifie qu’il est alors suffisant de démontrer que I’in-
dice (Ho N Ny o(K)) : HE ) reste borné.

4. Quatriéme étape : On suppose dorénavant que K (= K) est un corps
de nombres totalement imaginaire, abélien de degré 2¢g et dans lequel
p (I'idéal pZ) est totalement décomposé i.e. :
vV Blp, ep/p = fp/p = 1 (comme conséquence, on a que toutes les
places de K au-dessus de p sont totalement ramifiées dans K). Le
raisonnement (local) a venir est en tout point & rapprocher de celui
exhibé plus haut lors de la présentation de la conjecture de Leopoldt ;
ainsi, on introduit le Z,-module U := []y, Uy = Uy ou U, désigne
le groupe des unités p-adiques. En particulier, on dispose de I'isomor-
phisme de Zj,-module suivant :

U=Z5xT
avec T fini (donc de Z,-rang nul) et I’on note ¢ "application :

¢ZHO<—>U
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dont on vérifie qu’elle est injective.
En outre, on montre que n € Ny o(K) < 9(n) € UP" d’oit 'on déduit
I’égalité indicielle :

(Ho N Npo(E) : HY') = (W(Ho) NUP" :p(HE')) (%)

Reste donc a montrer que (*) est borné lorsque n — oo.

On pose alors H := 1(Hy) et 'on désigne par H 1’adhérence de H dans
U. De ce fait, H admet une décomposition sous la forme : ZS x T avec
T’ un groupe fini et s’ < s. Pour conclure, reste a remarquer que I'in-
dice (H NUP" : HP") est borné si et seulement si s = s'; on est ainsi
ramené a prouver que si s (= ¢) éléments sont indépendants sur H

alors, ils le sont encore sur H c’est-a-dire "p-adiquement" et ceci dé-
coule de 'utilisation du théoréme de Baker-Brumer rappelé plus haut.

Conclusion :

On introduit au rang n > 0 le mécanisme de correspondance suivant :

Greenberg «— Formule des classes ambiges
H, «— FE,g
(Ho : Npo(Hp)) «— (Eos: Nk, /ky(Ens)) (numérateur)
(Ho : HoN Npo(K,;y) «— (FEos: EosN Nk, k,(K,;)) (dénominateur)
Ho N Ny o(K))
| Nn,O(H )

| borné  «—  (Eo,s N Ng, /5, (K ) Ni, /Ko (En,s)) ~ 1

«— Cr..s(p)" fini

«—— Conjecture de Gross généralisée (& définir)

Remarque™ : Des exemples de non-semi-simplicité pour des Z,-extensions
de corps abéliens non-cyclotomiques ont été construits indépendamment par
Jaulent et Kisilevsky.

4.1.4 La conjecture de Gross généralisée

Le contexte est celui décrit dans D’article de Jaulent et Sands : "Sur
quelques modules d’Iwasawa semi-simples" & savoir : K un corps de nombres,
p un nombre premier et Ko, = UpenK, une Zp-extension de K. On fixe v
un générateur topologique du groupe procyclique I' = Gal(K+/K) et 'on
désigne par A I'algébre d’Iwasawa associée. Le contexte étant celui des corps
de nombres, on rappelle que le groupe de Galois Cx__ de la pro-p-extension
abélienne non-ramifiée maximale C, de K4 est un A-module noethérien de
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torsion &. On dispose donc d’'un pseudo-isomorphisme :
Croo ~ ©p(BLA/PPIA)

ou 'on a vu lors du chapitre 2 que P parcourt 'ensemble des idéaux de
hauteur 1 de A, la quantité np mesure quant a elle le nombre de P-facteurs
et les vp; constituent pour chaque P une suite décroissante d’entiers naturels

non-nuls. En outre, si
np
FCK . — H HPUPi
oo
np#0i=1

représente le polynome caractéristique associé au A-module Ck__, son divi-
seur,

MCKOO Y = H PVPl
np#0

est appelé "polyndéme minimal" dudit module, c’est-a-dire le plus petit poly-
nome () de 'anneau factoriel Z,[y — 1] pour lequel le module ng (notation
multiplicative) est fini i.e. pseudo-nul.

On dit que Cx__ est semi-simple (respectivement semi-simple en P), lorsque
Mec,.  ~ est sans facteur carré (respectivement lorsque P? ne divise pas
Mey - cest-a-dire lorsque vp, vaut 1 pour np > 0).

Le cas le plus porteur en termes d’informations arithmétiques est celui ou le
polynoéme distingué P n’est autre qu’un polynéme cyclotomique (on a rap-
pelé a l'occasion du chapitre 2 le role fondamental joué par cette famille en
théorie d’Iwasawa), c’est-a-dire un polynoéme de la forme :

Pt _ 1 n— n—
- %:Vp 1(1*1)+...+7P "+ 1 sinon
,-)/p -1

En effet, le quotient Cx__ /C;’g;o s'interpréte alors & l'aide de la théorie des
genres ; a;Linsi, si K,, désigne le sous-corps de Ko fixé par 47", le quotient
Ck., /Cz(poo_1 est isomorphe au groupe de Galois de la sous-extension maxi-
male de C qui est abélienne sur K, et par conséquent sa détermination
releve de la théorie des Genres (voir fin du chapitre 3). Si 'on s’en tient
a ce contexte, le premier résultat de semi-simplicité a été celui obtenu par
Greenberg évoqué lors du paragraphe précédent, raffiné par la suite dans les
travaux de L.J. Federer et B. H. Gross. Notre but dans les quelques lignes &
suivre est de suggérer comment ’on peut justement traduire "la" conjecture
de Gross en terme de semi-simplicité ...

8Dans le cas ot K. est une Zp-extension géométrique de corps de fonctions, le groupe
de Galois associé & la pro-p-extension abélienne non-ramifiée maximale est isomorphe a
Zp X Xoo 0l Xoo est un A-module de torsion sous I’hypothése FRP.
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On s’intéresse a la filtration du A-module Cx_, = lim(Cg,,) associée aux
n
noyaux (respectivement co-noyaux) itérés de la multiplication par 7' («

v — 1) et U'on garde en téte que les classes d’idéaux ambiges sont de deux
types : celles provenant de classes d’ambiges (i.e. de classes d’idéaux étendus)
et les autres.

Ce que ’on souhaite pour conclure ou non a la semi-simplicité, c’est détermi-
ner la puissance de T qui intervient dans le polynéme minimal, c’est-a-dire
la valuation T-adique vr(Mc, ). La stratégie peut étre décrite en termes
trés simples; on commence, si cela est possible, par mettre T en facteur
dans le polynome minimal (a ce stade vr(Mec,_ ) > 1) et on s’intéresse
au facteur restant en se demandant s’il ne serait pas lui-méme factorisable
par T'. Si oui, vr(Mc,_ ) > 2 et il est inutile de poursuivre car l'on est
deés lors assuré de la non-semi-simplicité en 7. Arithmétiquement parlant,
la premiére étape consiste & s’intéresser au sous-groupe ambige Cl;’; que
I’on approche dans un premier temps par les classes d’ambiges & savoir les
éléments de Clg, (S) ou S désigne I'ensemble des places totalement rami-
fies. Dans un deuxiéme temps, on cherche s’il existe des classes ambiges
autres que celles, naturelles, provenant des idéaux ambiges et pour ce faire
on forme le quotient : le(n := Clg, /Clk, (S). On déduit alors du carac-
tére borné de la suite des (le(n)rn I’assertion de semi-simplicité. On énonce :

Conjecture de Gross généralisée (Jaulent) : Lorsque S désigne l'en-
semble des p-places (i.e. au-dessus de p, les seules susceptibles de se ramifier
dans une Zy-extension de corps de nombres) et Koo /K est la Zy-extension
cyclotomique, le cardinal de (le{n)F" est borné ¥ n.

C’est en nous référant a ce nouvel aspect de la Conjecture de Gross que
nous allons essayer d’aborder le cas des corps de fonctions...

4.2 La méthode des py-composantes : heuristique

Comme nous I’avons suggéré a l'occasion du chapitre 3, nous souhaite-
rions aborder la question formulée par Villa et Madan par un chemin dé-
tourné de sorte d’essayer de nous affranchir d’un formalisme calculatoire &
ce point exigeant que contre toute attente il s’avére une obstruction au ca-
ractére pressenti effectif de la méthode employée. Malheureusement, nous
ne sommes pas parvenu a obtenir un résultat pleinement satisfaisant et/ou
"exempt" d’une certaine technicité et c’est la raison pour laquelle nous consa-
crons quelques lignes d’introduction & l'exposition de la stratégie que nous
nous proposons de suivre par la suite.

Comme cela est souvent le cas en théorie des nombres (mais des méthodes
similaires sont employées en géométrie différentielle par exemple), on pense
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devant un objet un peu récalcitrant & faire appel au Principe "Local-Global"
que nous avons utilisé & maintes reprises dans le contexte particulier des
S-unités et qui consiste & "découper" un étre mathématique (dans le cas
qui nous préoccupe : suivant des caractéres irréductibles ¢), en étudier les
composantes (p-composantes...) avant de les rassembler (ou de les "relever")
pour obtenir une description que 1’on espére raisonnable de ’objet de départ.
Un exemple, peut-étre élémentaire mais finalement trés parlant car nous le
suivrons a la lettre, concerne la réduction des endomorphismes telles qu’elle
est présentée dans le second cycle. Etant donnés k un corps supposé commu-
tatif, V' un k-espace vectoriel de dimension finie n et f un k-endomorphisme
de V, on dote ce dernier d’une structure de module sur ’anneau principal
E[X] selon :

EX|x (V,+) — V
(P(X),v) — Puw:=P(f)(v)

ousi P(X) =" aX", P(f) =aoldy +aif+ ..+ a,f" désigne le
polyndme associé & I’endorphisme f. Muni de cette action de X sur V', V est
un k[X]-module de type fini de torsion et admet en tant que tel (conséquence
du théoreme de la base adaptée) une décomposition de la forme :

BX) KX)o KX
1 Q2 Qr

ou Q1,Q2, -+ ,Q, € k[X] sont des polyndmes non-constants, unitaires sa-
tisfaisant la relation de divisibilité Q1|Q2]|---|Qr. On dit que les polynomes
Q; ainsi définis sont les invariants de similitudes de f; reste, V1 <i <r, a
définir v; € V par : w(v;) = €; := (0,---,0,1,0,--- ,0) et & poser

T VS

V; = k‘[X]UZ = {Q.Ui, Q € k‘[X]}

On vérifie alors que V; est un k[X]-module isomorphe & k[ X]/Q; d’annulateur
Q;k[X] stable par f + ; par conséquent V admet la décomposition en somme
directe V ~ @]_;V;. En outre, si I'on appelle n; le degré de @); alors le sys-
teme {v;, f(vs), -+, f" H(v;)} est une base de V; comme k-espace vectoriel.
Ainsi donc, caractériser ’endomorphisme f (par exemple : est-il diagonali-
sable ?) revient par restriction a regarder comment il se comporte sur chaque
sous-espace V; dit "caractéristique". Pour prolonger le paralléle avec la situa-
tion a laquelle nous confronter plus avant, précisons que la ou l'on a projeté
suivant les e;, nous serons amenés & projeter suivant une famille d’idempo-
tents orhogonaux indexés par des caractéres irréductibles. Reste que cette
opération de projection ne comporte pas toujours comme on le souhaiterait
aussi pour pouvoir associer un foncteur exact a cette derniére et travailler
dans des conditions agréables nous serons amener & nous placer dans un
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cadre dit "semi-simple". A cet égard, on rappelle que si k est parfait, alors f
est diagonalisable dans une extension L de k si et seulement si son polynéme
minimal est sans facteur carré. Ces derniers (& savoir les endomorphismes
diagonalisables) admettent une autre caractérisation sur laquelle nous re-
viendrons a savoir que f est diagonalisable ssi tout sous-k[X]-module W de
V posséde un supplémentaire S ie. : V.= W @ S. Un tel k[X]-module est
alors dit "semi-simple”. Le pont est dressé ...

4.3 Histoire de caractéres ... Quelques rappels

Etant donné un groupe fini G, on appelle "algébre de groupe sur G a co-
efficients dans Z", I’anneau dont les éléments sont les combinaisons linéaires
formelles Y,cqas0,0, € Z, la somme de deux tels éléments étant définie
composante par composante et le produit via la formule :

(EJEGGGU) (ETGGbTT) = EWEG(Eaabr)’V'

Soit maintenant p : G — Aut(V) ou V désigne un groupe abélien alors V'
est naturellement doté d’une structure de Z[G]-module via :

ZIG] xV — w
(Y al@ow) — [0

ceG T€EG

Bien entendu, on peut généraliser le contexte en ne supposant plus seulement
que V est un groupe abélien mais un module sur un anneau commutatif R;
dans ce cas,

p:G— Autr(V)

ce qui signifie en particulier que les actions conjointes de G et R sur V
commutent. Soit f : G — R* un homomorphisme de G dans le groupe des
unités de R (ie des inversibles) que 'on peut étendre en un homorphisme

d’anneaux via :
O alo)o) =Y alo)f(o).

oeG geG

Réciproquement, étant donné un homomorphisme d’anneaux (ou plus preé-
cisement de R-algébres), on obtient immédiatement par restriction & G un
homomorphisme G — R*. La mise en évidence d’une telle équivalence ouvre
la voie de I’étude de la théorie des représentations de groupes dont nous ne
faisons ci-aprés que rappeler quelques-uns des principes auxquels nous serons
ameneés a nous référer par la suite (pour plus de détails, on pourra consulter
par exemple [11],[17] ou encore [62]).

Définition 4.3.1. Etant donnés k un corps commutatif et G un groupe fini,
on appelle représentation de G un homomorphisme p : G — GL(V) ot V
désigne un k-espace vectoriel de dimension finie.
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Exemple : Dans le cas particulier ou ’on prend pour G un groupe fini
d’ordre d tel que (d,l) =1 et V un Q-espace vectoriel de dimension finie n,
on parle pour p; : G — Gl,,(Qy) de représentation l-adique.

Remarques :
1- La donnée d’une représentation d’'un groupe G correspond & celle d’une
action de groupe de G sur V définie selon :

GxV — V
(g,v) — gwv:=p(g)

a laquelle on impose en plus la linéarité des fonctions p(g), c’est-a-dire a une
structure de k[G]-module ... Cela semble de bonne augure au sens o l'on
dispose pour 'algébre de groupe k[G] du théoréme de structure suivant :

Théoréme 4.3.2. (Maschke) Soient G un groupe fini d’ordre d et k un corps
commutatif tel que (Car(k),d) = 1 alors k|G| est semi-simple i.e. il admet
une décomposition en somme directe de sous-modules simples).

2- Une représentation d’un groupe G consistant en la donnée d’un espace

vectoriel V', on appelle dimension de la représentation, la dimension du k-
espace vectoriel associé.
3- Pour éviter les ennuis, on supposera dans toute la suite que k est soit un
corps algébriquement clos de caractéristique zéro soit un corps algégrique-
ment clos de caractéristique p tel que (p, |G|) = 1. Ce faisant, nous retrouvons
dans le cas ou R = k les hypothéses que nous avions formulées précédem-
ment.

Définition 4.3.3. Si p est une représentation du groupe G, on appelle ca-
ractére associé & p ['application

ey : G — k
g — Tr(p(9))
En particulier, oy (e) = dimy (V') si e désigne l’élément neutre du groupe G.

Exemple : La représentation triviale
La représentation triviale d’'un groupe G sur un espace vectoriel V est celle
relative a ’application "triviale" :

p:G— GL(V)

g — Idy.

De l'identification V' = k, on déduit qu’elle est de dimension 1 et ’on note
@1 le caractére associé & p. On parle alors de caractére unitaire ; il satisfait
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la relation suivante : p1(g9) =1 Vg € G.

Opérations sur les caractéres-Définitions : Elles sont naturellement
héritées des opérations pratiquées sur les espaces vectoriels et se répercutent
sur les caractéres qui leur sont associés.

1. Deux représentations p : G — GL(V) et p: G — GL(W) d’un méme
groupe G sont dites équivalentes s’il existe un isomorphisme 6 : V. — W
tel que :

Vge G,u(g)od=00p(g)

En particulier, deux représentations équivalentes sont associées au méme
caractére.

2. Notion de sous-représentation : Soit (V, p) une représentation de G ; un
sous-espace W C V est dit invariant par p (ou par G indiféremment)
si: Vg e G,p(g)W C W (ce qui entraine p(g)W = W). Cela a alors
un sens de parler de la représentation p restreinte & W ; il s’agit de la
représentation notée py de G dans W. On parle aussi pour une repré-
sentation restreinte & un sous-espace invariant de sous-représentation.
De 14 découle la définition naturelle suivante :

Définition 4.3.4. Une représentation p de G est dite 1rréductible si
les seuls sous-espaces vectoriels de V invariants par p sont {0} et V.
On qualifiera d’irréductible, le caractére associé a une représentation
wrréductible.

3. Somme directe de représentations : Etant données (p1, V1), (p2, V2) des
représentations de G, p1 @ po :

p1@®p2:G— GL(Vi @ Va)

est une représentation de G appelée somme directe de p; et po telle
que : p1 @ p2(g)(v1,v2) = (p1(g)(v1), p2(g)(v2)).

Le caractére associé py; gy, satisfait alors : oviav,(9) = ©vi(g) +Pvs(g)-
Remarques :

- Une somme directe de représentations irréductibles n’est pas irréduc-
tible... En revanche, on qualifie de complétement réductible une repré-
sentation qui est la somme directe de représentations irréductibles et
on appelle caractére virtuel une combinaison linéaire finie de caractéres
irréductibles.

- On peut définir par récurrence la somme directe de m représentations
irréductibles. Si en outre, au sein de la somme p; est répétée s; fois,
p2 so fois etc ..., on appelera s; la multiplicité de p; dans p.

4. Produit tensoriel de représentations : Etant données (p1, V1), (p2, Va)
des représentations de G, on définit le produit tensoriel
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p1® p2: G — GL(V} ® Va) de ces derniéres via :

(p1 @ p2)(9)(v1 @ v2) = p1(g)(v1) @ pa(g)(va).

En outre, le caractére associé & un produit tensoriel de représentations
est le produit des caractéres ie : ¢, 0p,(9) = ©p,(9)-Pps(9)-

5. Représentations induites : Soient G un groupe fini d’ordre d et H un

sous-groupe de G'; on note p : G — GL(V') une représentation linéaire
de G et pjg sa restriction & H au sens précédent.
Définition 4.3.5. On dit que la représentation p de G dans V est
induite par la représentation ¥ de H dans W si 'V est égal a la somme
directe des Wy, (0 € G/H) ie : V = @oeq/uWo. Si l'on note |[H| = h
et R le systéme de représentants de G/H, on a :

1
Vu € G,on a: py(u) = 7 Z (s tus)
selG

et réciproquement :

o) = 3 pu(rLur)

reR

Exzemple (qui reviendra réguliérement dans la suite) :

On considére A un groupe fini d’ordre d réalisé comme le groupe de
Galois d’une extension abélienne K/F d'un corps global (si F' est de
caractéristique p, on rappelle que (d, p) = 1). Etant donnée p une place
de F, on définit : A, := {o € A tels que : o(p) = p}; il s’agit d'un
sous-groupe (distingué) de A := Gal(K/F) appelé groupe de décom-
position en p; il fixe le plus grand sous-corps de K/F dans lequel p se
décompose totalement.

On définit sur I’ensemble des caractéres un produit scalaire selon :

<@, x >= (1;| > elg Hx(g)

geqG

grace auquel on va pouvoir réaliser une relecture de certaines des propriétés
évoquées plus haut.(grae a nos hypothéses |G| est bien inversible ...)

Lemme 4.3.6. (Orthonormalité des caractéres) Si Vi et Vo sont des repré-
sentations irréductibles de caractéres (irréductibles) respectifs o1 et po alors :

1. < 1,09 >=1 51 V] et Vo sont G-isomorphes.
2. < p1,p2 >= 0 sinon.
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On en déduit :

Proposition 4.3.7. Si V est G-isomorphe a @Vi@ai ot les V; désignent des
représentations deur & deux irréductibles et non-G-isomorphes, alors :

2
i =< Qv,pv > <@v,pv >=> s

(2

Preuve (idée) : On utilise simplement la décomposition de ¢y selon
Yy = Y, Sipv, puis on applique les relations d’orthogonalité.

avec pour conséquence :

Corollaire 4.3.8. La représentation (p,V') est irréductible si et seulement
st < @y, py >= 1.

Notion de p-composantes :
On se place dans le contexte suivant, a savoir : G un groupe abélien fini
d’ordre n, G le groupe des caractéres associé, R un anneau intégre tel que :
n € R et il existe r € R non-nul d’ordre n. Pour ¢ un élément de G, on
définit e, I’élément de ’algebre de groupe R[G] tel que :

e, = % Z o(c™ Yo

oeG

qui existe car l'on a pris soin de s’assurer que n était inversible ... Il est
caractérisé par la proposition suivante :

Proposition 4.3.9. On vérifie que :
1. Vo € G,0.e, = p(0)e,

2. Vo, p € G, on a : epey = 0(p,)e, ot 6(p, 1) =1 si o = et 0
Sinon.

3. Zgoeé e, =idg (idem dans R[G] )

4. Etant donnés p, € G, on a : o(ey) = d(p, 1)
5. L’ensemble {e,|p € G} est une R-base de R[G.

Conséquence-Définition : En vertu du point 2 ; on dit que ’ensemble des
(e¢)¢eé constitue une famille d’idempotents orthogonaur pour ’algébre de
groupe R[G]. En outre lorsque, ¢ étant supposé fixé, I'idempotent e, associé
satisfait I'égalité e,.r = r.e,, on dit de ce dernier qu’il est central. Enfin,
on dira d’un idempotent e, non-trivial qu’il est primitif s’il ne peut s’écrire
comme somme de deux idempotents (non-nuls) orthogonaux.
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Remarque-Preuve : C’est 'usage répété des relations d’orthogonalité entre
caractéres qui est l'outil essentiel permettant de prouver cette suite de pro-
priétés; en outre, on déduit du point 1 I'isomorphisme R[Gle, = Re,, du
point 3 que I’ensemble {e,|p € G} d’idempotents orthogonaux engendre le
R-module R[G], reste a tirer 'indépendance linéaire de la relation 2 pour
obtenir la propriété fondamentale 5 qui va permettre, aprés une définition,
d’énoncer le théoréme de structure que 'on évoquait dans l'introduction :

Définition 4.3.10. Etant donné ¢ € G, on définit :
V(p) ={veV|ov=yp(o)vVoeG}
1l s’agit d’un R-module appelé p-composantes isotypique de V.
On retient :

Proposition 4.3.11. Sous les hypothéses précédentes, le R[G]-module V
est isomorphe a la somme directe de ses p-composantes i.e. :

V ~ @¢€éV(g0)

Preuve :

— On commence par expliciter la structure de la p-composante V(¢) en
justifiant I’égalité : V(@) = e,V (¢) (il s’agit de la projection de V sur
'idempotent e,. ) Soit donc v € V' auquel on associe 1’élément e,v.
De la propriété précédente (point 1), on déduit que oge,v = @(0)e,v
pour tout o € G d’ou linclusion e,V C V(y). Réciproquement, si
v e V(p), alors :

epv =" 3 (plo oy = (3 el (o) =",

ceG oeG

ainsi donc V' (p) C e,V d’ou le résultat.

— Le fait que V soit la somme de ses ¢-composantes résulte maintenant de
lidentité v = Zweé e,v et il reste donc a s’assurer que cette derniére
est directe...

On suppose qu’a chaque caractére ¢ € G, on peut associer un élément
v, € V(p) tel que Zpeé v, = 0 (But : montrer que cet élement est

nul...). Pour tout ¢ € G, on a :

0=cy(D vy) = Z eyly = Z Epeylp = Eyly = Uy

e peG e

ou l'on a utilisé que 'idempotent e, agit comme l'identité sur la -
composante de V.



136 Perspectives métabéliennes

Ezxzemple d’application : On prend pour V I’anneau des entiers p-
adiques Z, et 'on considére A un groupe abélien d’ordre n inversible dans
Zy ie tel que vy(n) = 0. L’algebre de groupe Z,[A] ainsi formée admet
d’apres la discussion précédente une décomposition sous la forme : Zy[A] =
@weAZP[A]% ou A désigne le groupe des caractéres associé¢ a A. En outre,
si l'on désigne par M un Zpy[A]-module, alors la décompositon de M en
p-composantes est héritée de celle de Z,[A] selon : M = @%AM@ avec
My = Me, = M ®z Zy[Ale,.

Enfin, le foncteur M — M, de la catégorie des Zy[A]-modules est exact ;
ainsi & une suite exacte de Z,[A]-modules :

-—->M-—->N-—->P— ...
on associe de maniére canonique la suite exacte de ses ¢-composantes :

'_>M‘P_>N<P_>P<P_>""

4.4 Le cas métabélien

4.4.1 Contexte

— Soit K un corps de fonctions sur Fy (ou ¢ = p®). Pour chaque entier
naturel n, on définit K, comme une extension cyclique de degré p™ de
K = K| telle que :

(i)VneN, K, C K, avec [K,41: K] = p.

(ii) Le corps des constantes de K, est k = F,.

(ili) Koo = U,, Kn-

En d’autres termes, K, /K est un Z,-extension géométrique.

— On se donne S un ensemble fini de places ramifiées (on fera ’hypothése
par la suite que ces derniéres le sont totalement).

— On désigne alors par le{n le groupe des S-classes de diviseurs de K.

4.4.2 Principe de la généralisation du résultat obtenu par
Salvador-Madan

On envisage, dans le but de raffiner le critére obtenu dans l'article de
Villa-Madan de transporter la Z,-extension géométrique dans un cadre mé-
tabélien en lui adjoignant une extension horizontale K/F de degré d premier
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a p, de groupe de Galois abélien A, suivant le schéma ci-dessous :

F

On suppose que K est une extension abélienne d’un corps de fonctions F
(on prendra essentiellement pour F' le corps des fonctions rationnelles F(x))
de degré d premier a p et en outre que l'extension K, /F est galoisienne.
Si 'on note G le groupe de Galois de Ko,/F et I' = v%» celui associé a
K /K, on fera’abus de langage qui consiste a désigner par A un relévement
de Gal(K/F) dans G. Ceci précisé, le groupe G s’écrit alors comme le produit
semi-direct I' X A. L’application,

k:AxI' — T

() = Ty=Fyi

qui définit ce dernier se factorise par un caractére p-adique de A, w, selon :
Ty =72 V1€ Gal(Kso/Fao) ~ A.

Ainsi dong, I' et plus généralement les objets a considérer sont dotés d’'une
structure de Zy[A]-module ou Z,[A] est une algébre galoisienne semi-locale,
c’est en particulier le cas pour le groupe de classes Clis(n qui retient notre
attention et qui posséde de ce fait une structure de Z,[A]-module et conjoin-
tement une structure de A-module.

Remarques :
1- On désigne par 7 un relévement de 7 a G relativement & ’épimorphisme :
G — A.
2- Le cas d = 1 nous replace dans le contexte étudié par Villa et Madan.

Stratégie : Intuitivement, 'intérét de se placer dans un cadre métabélien
réside dans le fait "d’adjoindre", via une extension horizontale (et donc un
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groupe de Galois) une deuxiéme action grace a laquelle on ne va plus étre
réduit & considérer le groupe de classes dans son ensemble mais en mesure, en
utilisant les caractéres de A, de le découper par tranche (p-composantes) et
d’étudier chacune d’entre-elles. Pour ce faire, il faut mettre en évidence une
structure qui permettent de tenir compte des deux actions (c’est-a-dire pour
le groupe de classes de deux structures de modules évoquées précédemment).
Du point de vue de l'algébre, on rappelle qu’étant donnés deux groupes finis
A et N dont on considére le produit semi-direct N x A, I'action de A sur N
étant donnée par la conjugaison, on peut remplacer N par ’algebre de groupe
complexe C[N] et former ainsi un produit C[N] x A comme précédemment ;
I’algébre ainsi obtenue peut étre vue comme une somme de sous-espaces
TC[N] ou 7 parcourt A. Il s’agit de l’algébre de groupe de N x A. Plus
généralement, on peut remplacer C[N| par une algebre A sur laquelle est
définie une action de A pour obtenir ce que ’on appelle un produit croisé.
Ainsi le produit croisé est la structure adaptée a la construction d’une algébre
de groupe dans le cas d’un produit semi-direct. Dans notre cas et de notre
point de vue (& savoir celui de la théorie algébrique des nombres), N n’est
pas un groupe fini mais un groupe profini cependant la stratégie reste valable
et le candidat que nous retiendrons par la suite sera donc I’algébre & produit
croisé Zy[[T]][A].2

4.4.3 Définition de l’algébre d’Iwasawa généralisée A[A] :

On suppose fixé une fois pour toute I’élément ~ tel que I' = 4% et I'on
consideére la résolvante' 6 :

0= wlr (0 - 1)

TEA

On peut alors montrer, via la relation de congruence :

0=v—1[(y—1)

que 'algebre formelle Z,[[6]] ainsi construite s’identifie de maniére canonique
avec 'anneau d’Iwasawa A = Zp[[y—1]] qui, en tant qu’anneau local, régulier
et complet (!) est factoriel.

En particulier, I'élément 6 engendre 'idéal (y — 1)Z,[[(y — 1)?]] de Palgébre
A.

9Historiquement, c’est & E. Noether que I’on doit, dans les années 30, I'introduction de
la notion de produit croisé d’un corps avec son groupe de Galois, notion qui sera généralisée
par la suite par Jacobson puis Bovdi dans les années 60.

10Frshlich a développé des résolvantes plus générales (c’est-a-dire associées & une repré-
sentation de degré arbitraire et non plus seulement de degré 1) qui ont permis de généraliser
les réultats obtenus par J. Martinet dans sa thése avant en méme temps qu’elles ont inspiré
certains travaux de Ph. Cassou-Nogués et M.J. Taylor.
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On dispose & ce stade des outils nous permettant de définir I'algébre qui
retiendra notre attention par la suite, a savoir :

A[A] = Zy[A][[0]] ~ Zp[[0]][A]
du groupe A a coefficient dans A "tordue" par la relation
Tyl =w(r), VreA.

En outre, l'algébre Zy[A] est quant & elle une Z,-algébre compacte semi-
locale admettant pour systéme orthogonal la famille (e%’)we A des éléments :

1 _
ep=5 3 ()
TEA

pour ¢ un caractére p-adique irréductible.

Comme l’on a pris la précaution de supposer (JA|,p) = 1, on est dans
le cas "semi simple" et la décomposition semi-locale de Z,[A] s’écrit comme
suit

Zp|A] ~ @pZLy[Ale,

ot Zy[Ale, = Z, est une extension non- ramifiée de Z, de degré
[Zs, Zy| = degyp. Cet abus de langage trouve sa justification dans le rappel
suivant :

Fp = Zp|A]/pLp|A] = Fpla] /(27 — 1), si d=|A].

Dans le cas ou p { |A|, on dispose de la décomposition suivante de F,[A]
comine somine directe d’algébres simples :

FplA] ~ @, Fy[Ale,
avec IF,[Ale, = F, ou F, est un corps commutatif tel que :

[Fy : Fp) = dy, = degep.

La résolvante 6 posséde cette propriété intéressante que son action "décale
les ¢ composantes” au sens ou :

e, = epwb.

Cette derniére nous permettra de comparer les ¢ - composantes d'un A[A]-
module M ; en effet, on a la proposition suivante :
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Proposition 4.4.1. Pour tout A[A]-module M, lopérateur 6 donne bien
lieu @ une suite exacte de modules :

0—e,Kert — e,M N epwM — ey, Coker) — 0

Conséquence : On applique ceci aux groupes de classes Clj, , n € N, regar-
dée comme A[A]-modules puis a leurs limites inductives et projectives (cas
procyclique). Vient alors la suite exacte suivante qui relie ¢ composantes,
groupe des classes ambiges et quotient des genres :

L (Cl )b = (Cl) 2 (C1F,),, — T (CI ), — 1

Rappel-Stratégie :

On rappelle que l'interprétation (une interprétation) "arithmeétique" de
la propriété de la non-finitude du S-groupe de classes (le{m)F caractérise un
défaut de semi-simplicité en T (< v —1) du A-module Cx__ qui s’interpréte,
rappelons-le, comme le groupe de Galois de la p-extension abélienne non-
ramifiée maximale de la Z,-extension K /K. Plus précisément, (le(oo)r
renseigne sur la présence de classes ambiges dites "exceptionnelles" au sens
ou elles ne proviennent pas de classes d’ambiges (i.e. de classes baties a partir
des idéaux de S étendus).

En d’autres termes, on dispose de la suite d’implications suivantes :

La propriété de semi-simplicité de Cx_ = le quotient des genres et le groupe des
classes ambiges sont des Z,[A]-modules pseudo-isomorphes <> ces derniers définissent
le méme caractére.

et ’on raisonne par contraposition ...

Ainsi, aprés avoir établi la suite exacte des genres et celle des classes am-
biges dans notre contexte, on se propose par application de la méthode des
¢-composantes de comparer les caractéres {T X%, AT} associés pour déduire
de condition sur leur différence des critéres suffisants de non-semi-simplicité
de Cx_, invalidant par la méme la Conjecture de Gross (ou du moins sa ver-
sion généralisée).
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A propos de lalgébre A[A] :1!
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L’Algébre d’Iwasawa usuelle A

Correspondance

I’Algébre d’Iwasawa généralisée

On considére ’algébre d’Iwasawa A dé-
finie & 'occasion du chapitre 2 via l'iso-
morphisme A ~ Z,[[y — 1]] ou v dé-
signe un générateur topologique fixé de
I' ~ Z, et T'on rappelle que pour la
structure d’anneau sous-jacente, A est
local, régulier, complet, de dimension
de Krull égale a 2 (donc factoriel).

On introduit 1’élément "résol-
vante" 6 dont on vérifie qu’il est
un générateur de l'algébre A tel
que 0 = v — 1[(y — 1)?] et qui
s’avére plus adapté a la défini-
tion du produit dans l’algébre ¥
en vertu de la relation de "quasi-
commutation" : 777! = x(7)0

On introduit I’algébre de groupe X :=
Zy[[0]][A] & coefficient dans l’anneau
complet Z,[[0]] tordue par la relation :

0 ' =w(r)0 V7 eA.

Il s’agit d’une algébre gauche isomorphe
au produit tensoriel Z,[[0]] ®z, Z,[A]
dont on peut préciser la structure via
la décomposition irréductible :

Y= @¢€Ind%26¢

ol les idempotents centraux primi-
tifs e4 sont associés aux caractéres p-
adiques irréductibles du noyau H =
Kery. En particulier, comprendre X,
c’est étudier le comportement de ses
composantes ¢-isotypiques Yy 1= Yeg.

A-modules de type fini

Ag-modules de type fini (en effet,
si X est un Xy -module noethé-
rien alors il s’agit en particulier
d’un Ag-module de type fini.)

Yg-modules noethériens.

Les idéaux de hauteur 1 dans A sont
exactement p = (p) (ie ceux engendrés
par l'uniformisante p associée & l’an-
neau des entiers p-adiques et p = (F)
ou F' désigne un polynome de Weiers-
trass irréductible sur Z,,.

Pour chaque caractére p-adique ¢ du

groupe A, les sous-modules projectifs

maximaux de X, sont regroupés en
trois catégories :

— l'idéal p¥, isomorphe a X, et engen-
dré par 'uniformisante p de I’anneau
Zp.

— l'idéal engendré par la résolvante :
03, isomorphe a X, via la relation :
fe, = epul.

— les idéaux associés aux polynodmes
distingués irréductibles de valuation
nulle de l'algébre gauche Z,[6™]

pour plus de détails, on pourra consulter [35].




142

Perspectives métabéliennes

Soit X un A-module de type fini, alors
il existe des entiers p,m,s > 0 et
mi,n; > 1 tels que X soit pseudo-
isomorphe & un A-module élémentaire :

M~ Ao (@A)
i=1

(@i A/ (fi(T)™

ot les f;(T') sont des polynomes distin-
gués irréductibles.

On suppose que lalgebre A[A] est
abélienne (ie que le caractére w qui
définit Paction est trivial) alors tout
A[A]-module noethérien X est pseudo-
isomorphe & une somme directe finie de
A[A]-modules isotypiques élémentaires.
Plus précisément, & chaque caractére
p-adique irréductible ¢ du groupe A,
on associe un unique triplet (p,, sy, ty,)
d’entiers naturels, une unique suite dé-
croissante (f,;); de polynomes distin-
gués de 'anneau Z,[y — 1] et enfin une
unique suite décroissante d’entiers na-
turel non-nuls (mg ;) tels que la -
composante X, := e, X soit A[A]-
pseudo-isomorphe & la somme directe :
A

X, ~ A @ (D)2
® © ( =0 f@p,iALp)

to A%’
@(@i=0pm%iALp .

Si ¢ désigne un caractére p-adique du
groupe A induit par un caractére p-
adique irréductible du noyau H, on
appelle X 4-module élémentaire, toute
somme directe finie d’exemplaires des
modules suivants :

1. les Xg-modules projectifs ¥, =
Yge, associés aux mg caractéres
p-adiques irréductibles ¢ repré-
sentés dans ¢.

2. les quotients X,/6%%, des mo-
dules précédents par leurs sous-
modules respectifs engendrés par
les puissances de la résolvante 6.

3. les quotients X,/ptX, associé
aux puissances de I'uniformisante
p de 'extension non-ramifiée Z,
de Zy,.

4. les quotients X/Xe,fe, asso-
ciés aux polynomes distingués (ou
de Weiertrass) de valuation nulle
de lalgeébre gauche Z,[0"¢] ~
€p2ey.

Cette description réalisée, on peut
alors d’énoncer que tout X-module
noethérien est pseudo-isomorphe & un
Y-module élémentaire (des conditions
supplémentaires permettent de garan-
tir Punicité). En d’autres termes, si X
est un X-module noethérien, on a :

X ~ Dpernay Oolo (25O
(®72,/0%"'S,)®
(@Zilzw/pnwizso)@
(@351 0/ 0 foi)]
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On introduit pour un A-module de type

fini X les invariants d’Iwasawa :

— p:=rgaX ,le A-rang de X

- pu(X) :=X"n;, Vinvariant y de X.

- AMX) = X" m;degf; linvariant A
de X

— Jx(T) == I, f,(T)™ le polynome
caractéristique de X

et 'on rappelle que dans le cas parti-

culier ot X est de torsion (ie p = 0)

alors \ = dimg, ®z, M et le polynome

caractéristique de I’endomorphisme de

Qp ® X est donné par la multiplication

par T.

Si A[A] est lalgebre abélienne associée
au groupe A et & coefficient dans I’an-
neau d’Iwasawa Z,[[]], on apelle para-
métres attachés a un A[A]-module noe-
thérien X, les caractéres p-adiques du
groupe A définis a partir des invariants
d’Iwasawa des composantes isotypiques
de X via :

p=Neppp
po=Xulep
A=Y

ou pour chacun des caractéres p-adiques

irréductibles ¢ les entiers p, , A, et g,

mesurent, respectivement :

— la dimension dima, X, de la -
composante de X.

— le degré %%, du polynome caracté-
ristique de son sous-A,-module de
torsion.

— la p-valuation Eziom%i de ce dernier.
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Etant donné X un X-module noethé-
rien, on appelle parameétres de X les
caractéres fractionnaires définis comme
suit :

-p=Xppp ol

1
Py = Mg — 1papw*"
-p= X, O
1 1ty —k
IU’CP = @E?jo Zlil nﬂowfk,i
SA=XoA0p 0U

1 U~k
Ay = m—d)Z;njO N2 degfpw—r it

_ _ Qa —k ;—
st ey sup{(“20) o).

me
Remarques :
— On remarque que les paramétres
d’Iwasawa généralisés coincident

avec les paramétres définis ci-contre
lorsque que l'on ne retient pour X
que sa structure de A[H]-module.

— On dit qu’'un Y-module noethérien
est de torsion lorsque sa pseudo-
décomposition élémentaire élémen-
taire ne comporte aucun facteur pro-
jectif X
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Soient M un A-module de type fini, de
torsion et ng > d(M) un nombre fixé.
On a alors I’égalité asymptotique :

M

wo

up™ +An+v

) =Dp

ou p = p(M), X = MM), v est une
constante indépendante de n et ot ’on
a posé :

wp = (14T —1.

Théoréme des paramétres (cas abélien) :
Soit X un A[A]-module noethérien de
paramétres p, et \. Si v, = p"TIA +
wp A désigne 'idéal de ’algébre d’Iwa-
sawa A = Zp[[y — 1]] engendré par
I’élément p"t! et le polynome w, =
(v*" — 1), il existe un unique carac-
tére p-virtuel v du groupe A, tel que
I'ordre p*= de la p-composante du quo-
tient X/ 7, X soit, pour chaque ca-
ractére p-adique ¢, asymptotiquement
donné par la relation :

zy =<p,p>(n+1)p"+

< >pt+
<ANe>nt < p,p>

Théoréme des paramétres (cas métabé-
lien) : Soit X un A[A]-module noethé-
rien de paramétres p, p et A. On pose
v, =p" A+ Z—nA I’idéal de D’algébre
d’Twasawa Zp[['y—ol]] engendré par I’élé-
ment p" T et le quotient des résolvantes
0.,/00; il existe alors un unique carac-
tére p-adique virtuel v du groupe A tel
que lordre p™° de la @-composante
du quotient X/@nX soit donné, pour
chaque caractére p-adique ¢, asympto-
tiquement donné par l'identité :

n_1
Tn? =< p, > (n+1)p +
me
o
< p > +

me
< ANe>nt < p,o>.

Etant donné X un module d’Iwasawa,
on dispose de la suite exacte de Z,-
modules :

0= X x5 X o Xp -0

Dans le cas particulier ou A[A] est
une algeébre abélienne (ie que le carac-
tére w € A définissant I’action est tri-
vial), on associe a toute suite exacte de
A[A]-modules la suite exacte de ses ¢-
composantes si ¢ désigne un caractére
irréductible de A ; en d’autres termes le
foncteur "e," est exact, propriété tou-
jours vérifiée dans le cas semi-simple.

Pour tout X-module X, opérateur 6
donne lieu & une suite exacte de C-
modules projectifs (ou ’on désigne par
C' le centre de l’algebre ¥) :

0 — e Ker(f) — e, X =% ey, X

— epwCokert — 0.

Cette derniére, héritée immédiatement
de la relation ey,0 = fe,, sera fonda-
mentale dans toute la suite car elle nous
permettra de comparer les - compo-
santes d’un Y-module X.

Remarque : Comme dans le cadre classique de la théorie d’Iwasawa, les
parameétres p, u et A associés & un A[A]-module noethérien mesurent avec n

la croissance des quotients

UnX '

Ce sera en particulier le cas lorsque 1’on prendra pour X le groupe le(n et
que 'on s’intéressera a 1’évolution de son cardinal le long de la tour d’exten-

sions.
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4.4.4 La suite exacte des genres.

On s’intéresse dans un premier temps a 1’évolution du quotient des genres
I C'ZIS(n le long de la tour d’extensions qui, du fait de son interprétation en
termes de théorie du corps de classes, passe bien a la limite projective '2.

A un niveau n fini, on dispose de la suite exacte canonique de modules finis :
(i) 1 — B, /En, Nk, i (K)) = BpesDp(K5 o/ Ko) =" Cly. — Cl, — 1

avec :

- C’lf(o = Gal(K§/Ko) le groupe de Galois associé a I'extension abé-

lienne non ramifiée S-décomposée maximale sur Ky (i.e le S-corps de
classes de Hilbert associé associé a Kj).

- le(n = Gal(K73/K,) idem sur K,

- F"CZISQ = Gal(KiO/Kn) idem que ci-dessus avec en outre abélienne
sur Ko (i.e le S-corps des genres attaché a l'extension K,,/Ky).

- DP(KS’O/KO) groupe de décomposition de p dans 'extension
K3 o/Ko(=Z/p"Z).

cuy,
T
K,— K, K; Kmo 0 K;
(clg, ) 7t

p"

Ky

0

Clg,

Remarque 4.4.2. La notation & signifie que U'on restreint la somme directe
aux familles vérifiant la formule du produit i.e. oy |k, = 1.

De la suite exacte (i7), on déduit la formule des genres :

Ipes d
"Cl, | = |CI%,] : (4.1)
“pr (B, s Er, O Nk, ko (Ki))
avec dp = p" pour tout p € S.
Si lon note s = |S|, le numeérateur vaut alors p™® et tout revient donc a

12Le quotient des genres s’interpréte naturellement via la théorie du corps de classes
comme limite projective de quotients de classes d’idéaux; ce dernier est, en vertu des
résultats de structure de la théorie d’Iwasawa, pseudo-isomorphe au dual de Pontryagin
de la limite inductive des groupes de classes ambiges attachés aux sous-extensions finies
K,./Ko
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évaluer le dénominateur sachant que ’on dispose du théoréme de structure
suivant des S-unités :

ER, ~k*Z°" ou k=T,

Notation : Le facteur p" = [K,, : Ko| traduit le fait que la somme directe
prise sur les groupe de décomposition est restreinte, ainsi on a par définition :

EDp (K o/ Ko) — Gal(KS o/ Ko)

or comme les places de S sont complétement décomposées dans 1’extension
horizontale K /F' et totalement ramifiées dans l'extension verticale associée,

B d
on en déduit : |B| = {K|EB‘|K] :Hp;rf S
n « D0

4.4.5 La suite exacte des classes ambiges.

L’égalité E}S(0 = Ef;n entraine en particulier la trivialité du premier
groupe de Cohomologie i.e. H!(T, EIS(H) =1 avec I'), = Gal(K,,/Kyp).
Comme ce dernier mesure la S-capitulation au niveau n (i.e. dans K,/ Ky, on
en déduit que contrairement a ce qu’il se produit dans les corps de nombres,
il n’y a pas de S-capitulation dans K, /Kj i.e. le(o — le(n.

On peut en fait retrouver directement ce résultat ; en effet, si ag désigne un
S-diviseur de Ky qui capitule dans K, disons ag = (a,) diviseur principal
dans K, on a,

-1 S S
a% € EKO == EKn’
puis en prenant la méme : ay b = 1, i.e. an € Ky et ag est principal dans
Kp.

En l’absence de S-capitulation et du fait de la trivialité de H' des S-
unités, la suite exacte des classes ambiges revét la forme simplifiée suivante :

1 Df /DR, < CI%, O, — B 0 Nk, i (KX /N (ES) — 1
avec en outre,
S n
NK,L/KO(EIS(,L) = NK,L/KO(EIS(O) = EKIS .

En particulier, si S contient toutes les places ramifiées, le groupe & gauche
est trivial et I’on obtient la suite exacte,

(iii) 1— Cly, < Cl3t — Ef J(Ef )" 5 Ef JER A N(K)) — 1

qui peut étre vue comme duale de la suite (i7) a la différence essentielle prés
que EBpgSDp(Kgf’O /Kp) et EIS(O / Eiﬁ ne sont pas nécessairement isomorphes
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comme A-modules.

Remarque technique : Attention ici au décalage des p-composantes induit
par 6 ...

4.4.6 Application au cas métabélien :

A chaque place p de F', on associe le caractére x, = Indﬁp 1a, défini
comme l'induit & A du caractére unité attaché au groupe de décomposition
Ay (ie. le caractére du Zy[A]-module Z,[A/A,]. Cela étant :

1. Le quotient Ef{O/Ef;in est un Z/p"Z[A]-module de caractére
xs—1= Z xp—1
pes

En effet, si 'on considére I’extension abélienne de corps de fonctions
K/F, de groupe de Galois A et S un ensemble fini de places comme
précédemment, alors on dispose d’'une suite exacte :

0 — k™ — Ex(S) — D(S) — (fini) — 0

Interprétée en terme de quotient de Herbrand (qui, on le rappelle, ne
distingue pas les objets & un fini prés), on obtient :
q(Ex(S)) = q(D°(S)). En outre, on rappelle que :

DY(S) = @pespZy

= @p@mlpmzp
DplpA/A,]

12

de caractére EpeS Xp — 1 (le "—1" provenant de ce que la somme
directe est restreinte et I’action du caractére x, consistant & permuter
les places de S).

2. Le groupe épest(KZf’o/Ko) est un Z/p"Z[A]-module de caractére
w(xs —1); en effet,

BpesDp =T, @ <E§(0/E}g<ﬁn>

comme Zy,[A]-module puisque I';, = Gal(K,/Ky) est un Z/p"Z[A]-
module de caractére w.

Conséquence : On écrit :

= p"”g(") terme de classes

(Cl3:,)l
|(EK0/EKOHN( n el = pni(") terme normique
|

|(EK0/ESp ) o™ terme de ramification
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L’exploitation des suites exactes obtenues précédemment permet d’éta-
blir la relation suivante :

xap(n) - xigp(n) = xap(o) - xmp(n) + Twap(n) - T(p (n)

Détail :
On part de la suite exacte :

1= (Cli, )y = (Cli,), — (Cl, ), =" (Cli,),, — 1
d’ou, en terme de cardinaux :
(C1%, )1 (CIR, ) | (cig )t 1),
[ (Cl, ), 11T (O, | " (Ol ) | 1O,
Soit finalement : -
prim-as,m — 1Ol el
T'n S
" (CI%,) |

Or d’apres (i),

[ BpesDpKeh/Ko)l|C1

P Q13 | = 20 ‘
B3/ By 0N (K]
et d’aprés (i) :
it — CL3||IER, / Ex,|
n B JER NN(KY)
On en déduit :
(s yon| = 1Cli)ell Py Fiy )|
IR B NN KD
e o] = | (le(o)wgo H(@pest(Kgf’o/Ko))w|
” (B3 /By AN ()]
et donc :
S s
[ LU VM B (€2 W

SO (i) (1 @oesDo(K o/ o)yl
we
Z — pmg(0)_555@(0)p75¢(n)p—n<xs—17§0>

7 — pwi(0)—$§¢(0)+T5¢(n)—7’3(n)
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Finalement :
pwi(n)—Z&(n) — pﬂfi(0)—$5¢(0)+7‘5¢(n)—r§(n)

et en prenant la valuation p-adique de cette expression, on obtient la relation :

23 (n) — a5, (n) = 23(0) — 23,(0) +r5,(n) —r3(n)

On utilise maintenant le comportement asymptotique :

xi(n) ~< S o> p <A o>

ro.(n) ~<xs—1,¢>n
avec :
ps =3, ube
S _ S
A” =2, A0

Les relations d’orthogonalité des caractéres donnent :

zo(n) —ai,(n) = (U3 — ui,)p" + (A5 — A3 )n

On en déduit par identification que :

Voo, = iy
puis,
()\i_)\iw)n = <XS_1aw<p>n_<XS_17§0>n
= <xs—lLwp>n—<w(xs—1),wp>n
= <(xs—Dw-1),wp>n
D’ou

)‘550 - )\i =< (XS - 1)((4) - 1)7"‘)30 >

Autre formulation :

(1) donne X = w(xs—1)—v°
-1..5

(i43) donne = willxs—1)-wlv
(i) donne A5 = T NS 47 Nd

)\SF
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D’ou :
1-w M\ +(xs—1) = 0 (4.2)

Conséquences :
Si 'on est dans le cas "semi-simple", classes ambiges et quotient des genres
donnent le méme caractére et ’on peut énoncer :

Théoréme 4.4.3. De [’étude précédente résulte :
1. La propriété de semi-simplicité =
(i1) = (iii) & (@-w ) (xs—1) = (1—w ) & (@2-1)(xs—1) = (w—1)"

avec (w — 1)v¥ = 0 < v° est un multiple de 1 + w + -+ + w" L
Ce qui produit, par contraposition, des critéres suffisants de non semi-
simplicité.

2. (4.2) fournit des critéres suffisants de non trivialité de Uinvariant \°
via

(W=D +(xs —1)) #0=> X1 £0.

¢ Cas particulier : §'il existe une unique place p dans S, alors xg = xp et
le caractére de A/Ay i.e. par définition la somme des caractéres irréductibles
de A triviaux sur Ap. En particulier le caractére unité n’est pas représenté
dans xp —lie <xp—1,1>=0.

¢ Conséquence :

)\ip—)\g = <(xp—Dw—-1),wp >
<w(xp—1),wp>—<xp—1we>
= <xp—Le>—<xp—Lwp>

Le choix de ¢ = 1 donne :

)\5—/\15 = <xp—Ll1>—<xp—1lw>
= —<xp—lLw>

et donc :

)\5:)\‘19 & <xp—lLw>=0
s wi(l—xp)
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Ainsi si w|(1 — xp), A3 £ )\USM et I’extension considérée n’est pas semi-simple
(puisque la semi-simplicité entrainerait )\f = )\f’;@ pour tout ¢).

Probléme : Partant du fait que dans le cas des corps de nombres, la
Zy-extension cyclotomique (associée au caractére unité) est semi-simple, on
aurait souhaité déterminer si cela était le cas du candidat présenté & 1’oc-
casion du chapitre 2 ce qui nous aurait conforté dans l'idée qu’il s’agissait
d’un bon analogue mais je ne sais pas comment m’y prendre. En fait, j aurais
voulu paramétrer par des caracteres la famille de Z,-extensions obtenues par
troncature d’une extension cyclotomique de corps de fonctions & la maniére
de Caroll et Kisilevsky dans [7].

Perspectives :

1. S’affranchir de ’hypothése simplificatrice selon laquelle ’ensemble S
est exactement constitué des places ramifiées (totalement) en intro-
duisant I'ensemble R\ S des places de F' n’appartenant pas a S et
sauvagement ramifiées dans L/K.

2. Une autre direction est suggérée par Greenberg dans [20] et propose
de comprendre ce que ces résultats de semi-simplicité (ou non-semi-
simplicité) pourraient signifier en terme de zéros de fonctions L. Cette
perspective (si elle est réalisable) pourrait se révéler d’autant plus riche
qu’elle pourrait permettre de dresser un pont entre "vecteurs de Witt"
et "caractéres" (peut-étre en introduisant la notion de vecteurs de Witt
X-isotypiques) puisque finalement dans la quatriéme partie nous n’ex-
ploitons plus jamais la maniére dont sont générées en caractéristique
p > 0 les extensions de degré une puissance de p. A cet égard, nous
précisons que Schmid dans [60] a réalisé une étude des fonctions Zéta
et L attachées a une extension d’A.S.W. sur un corps fini.
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