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Chapitre 1

Introduction

Soit (7'(t))+=0 un semigroupe dans une algébre de Banach, et soit n un entier positif.
J.Esterle et A. Mokhtari ont démontré dans [17] un certain nombre de résultats concernant
le comportement asymptotique en 0 de ||T'(t) — T'(t(n + 1))|| (ces résultats faisaient suite
a des inégalités dans les algébres de Banach et pour les semigroupes continus en norme
obtenus par Berkani, Esterle et Mokhtari dans les années 1980). Par exemple ils ont montré

que si
lim sup ||T(t) = T(t(n+1))|| < O(n+1)

t—0t

alors le semigroupe (7'(t));~o admet une limite en norme J quand ¢t — 07, ou

-1
0(a) = ozi pour o > 1.

yao—1

D’autre part si le semigroupe (T'(t))¢~o est borné en norme sur tout intervalle de la forme
la, B, avec 0 < a < # < +00, et si la sous-algébre fermée engendrée par le semigroupe ne
posséde aucun idempotent non nul, alors il existe d > 0 tel que

|T(t) —T(t(n+1))|]| >60(n+1) pourt €]0,d]

(ces inégalités restent valables pour des semigroupes du type (7'(t))iexr, K3 désignant
I'ensemble des éléments strictement positifs d’un sous-corps K de R). Ces résultats sont
liés a I'inégalité

inf |l — 2" 2 0(n+1) = ———.
lall>—— (n+ 1)t

valable pour toute algébre de Banach qui ne posséde aucun idempotent non nul. Esterle
et Mokhtari suggéraient dans leur article d’essayer d’obtenir des inégalités du méme type
pour ||(14 x) — (1 4+ z)"™||, ce qui est le point de départ du Chapitre 4 de cette thése.



Au Chapitre 5 nous montrons que la condition

Il existe 6 > 0 tel que ||T(t) — T((n+ 1)t)| < % pour tout ¢ €]0, 6]

(n+1)

implique que le semigroupe (7'(t));~0 admet une limite en norme & l'origine, ce qui
ameéliore le résultat d’Esterle et Mokhtari mentionné ci-dessus, la condition ci-dessus étant
évidemment moins contraignante que la condition

n
lim sup [|[T'(t) = T((n+ 1)t)|| < ————
sup @) = T+ 00 < o

utilisée par Esterle et Mokhtari dans I’article mentionné plus haut. Par contre des contre-

exemples montrent que cette amélioration n’est plus valable pour les semigroupes (T (t))teQip
ou Q7 désigne I'ensemble des rationnels strictement positifs.

Dans un autre article paru en 2005 dans Arkiv fir Mat., Esterle a montré que si (7'(t) )¢>o
est un semigroupe fortement continu d’opérateurs bornés sur un espace de Banach F, et s’il
existe deux suites (S,)n>0 €t (t,)n>0 de réels strictement positifs convergeant vers 0, avec
0 <t, < sy, tels que

[T (tn) = T(sn)ll < O(sn/tn),

alors la sous-algébre fermée At de L(FE) engendrée par le semigroupe n’est pas quasinil-
potente, et il existe une suite (P,),>1 d’'idempotents de Ar, avec P, P, 1 = P, pour n > 1,
tels que la suite (x(P,))n>1 s0it égale & 1 pour n assez grand pour tout caractére x € Ar.
La méthode utilisée par Esterle n’est pas constructive, et nous complétons son article en
donnant au Chapitre 6 des formules explicites permettant de calculer ces idempotents.

Le principe général suivant a été utilisé dans toute la theése :
soit f une fonction entiére vérifiant f(0) =0, f/(0) # 0, soit R > 0 tel que

[+ f7HD(0, R)) — D(0, R)
soit injective et soit
g: D(OvR) - f71<D(07R))
la fonction analytique vérifiant g(f(z)) = z pour tout z € f~1(D(0, R)). Si ¢™(0) est de

signe constant pour n > 1 alors

(n)
loll < SO0 im — gt pour ol < B

n!
n>1

D’autre part si x € A, et si
[f (@)l <R,



z=glf(@)],

donc

el < lg(llf @)D

quand A ne posséde aucun idempotent non nul (voir le théoréme 3.1 de [7] pour une version
trés générale de ce résultat).

Ceci permet d’une part d’établir des inégalités dans les algebres de Banach ne possédant
pas d’idempotent non nul, et d’autre part de construire explicitement des idempotents dans
les algébres de Banach ol ces inégalités ne sont pas vérifiées.

Dans le chapitre 2 on expose briévement les résultats obtenus dans [3], [6], [12]. Plus
précisément si ’algébre de Banach commutative A ne posséde aucun idempotent non nul,

alors

inf ||z% — 2| > 1/4;
=l=1/2

en particulier on a l'idempotent

P(z) = g + (- §)<e ~dg 4?2 £,

dans toute algebre de Banach contenant un élément x de norme > 1/2 tel que
l2* — =] < 1/4,

voir [3]. Ce qui permet de définir une unité approchée bornée séquentielle d’idempotents
(P(ep,))n>1 & partir de toute unité approchée bornée séquentielle (e,,),>1 d'une algébre de
Banach commutative telle que

liminf [[e2 — e, | < 1/4,
n—-+o0o

voir [3]. On présente également des résultats beaucoup plus récents et généraux de Berkani,
Esterle et Mokhtari concernant les distances entre puissances d’ éléments d’une unité ap-
prochée bornée séquentielle [7].

Dans le chapitre 3 on expose les résultats préliminaires concernant la distance entre
éléments d’un semigroupe et leur carré obtenus en 1987 par Mokhtari [27], et les résultats
récents de Esterle-Mokhtari et Esterle concernant le comportement asymptotique & 1'origine
de la distance entre éléments d'un semigroupe évoqués au début de cette introduction [16]
et [17].



Dans le chapitre 4, on démontre que si A est une algébre de Banach qui ne posséde
aucun élément idempotent non nul, et si x € A vérifie pour v > 0 la condition

I 1
|| > My

Y
alors
Hem . e(’y+1)zH Z v —
(y+1)'*

Dans la lemme 4.2.3 on démontre que si

’y+1)m) < 2 _.
(y+1

p(e® — el

alors la formule

J = gl<e$ — €(V+1)$)€g(em—e(’v+1)z)z

n=2

(7 + 1)nenale =0+
n!

(ZL’ . g<€az . e('\/-l—l)a:))n—l
définit un idempotent de A vérifiant
J(x — g(e® — 0TVT) = g — g(e® — O FD7),

On montre aussi, moyennant une condition naturelle sur le spectre de x, que si

1
z]| > 1— T
(v + 1)~
alors
1 +2— (142t > —
(v+ 1)

Les résultats du Chapitre 5 ont déja été décrits plus haut.

Dans le chapitre 6, on considére la sous-algébre fermée At de L(E) engendrée par
un semigroupe non nul fortement continu (7'(t));~o d’opérateurs bornés sur un espace de
Banach F, et on suppose que At ne posséde aucun idempotent non nul. On démontre alors
qu’il existe 0 > 0 tel que 'on ait, pour 0 < t < s <9,

IT(t) = T(s)l| = 6(s/t)-



Dans le cas contraire , 1’algébre A contient une suite (P,),>1 d’idempotents telle que
P,P,=PF, pourn>m2>1,
et telle que pour tout R
¢ € Ar
il existe ny > 1 tel que ¢(P,) = 1 pour tout n > n,. On a pu donner des formules explicites
de ces idempotents dans le

Théoréme 6.0.3 :
Soit T'(t)¢~o un semigroupe d’opérateurs fortement continu non nul. On suppose qu’il existe
deux suites (t,)n>1, €t (Sp)n>1 de réels vérifiant

0<s,<t, lm s,=0

n— 400
et s
1T'(tn) — T(sn)| < 9(5),
de sorte que (T(t));>o n’est pas quasinilpotent.
Soit
a > p(T(1)),
et posons

T(t) = e~ ™T(t) pour t > 0.
Alors il existe deux suites (f,,),>1, et (5,),>1 de réels positifs tels que
0<t,<3,<s,pourn>1, 35,/t, =s,/tn

vérifiant

p(T(E) ~T(3)) < 0().

3

De plus si on pose, pour n > 1

U 1= T(l) = T(5) = T(E) (1= T(Ga — 1))
T (k(3, —
> (6 =)

Pui= =g, ((T(E) - T(5) 5" /0 Fo (Vo (1=0) (93 (T = T(a) 57 )

tn

on a les propriétés suivantes :
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1. (P,)n>1 est une suite d'idempotents de Ar telle que
Pn(vn - Wn) = Vn - Wn

pour n > 1, et pour tout compact K C ;1;, il existe nx > 1 tel que x(F,) = 1 pour
tout xy € K et pour tout n > ng.

2. L’algebre fermée engendrée par (P,T(t))s~o est unitaire d'unité P, pour tout
n>1.

Ces formules permettent donc d’expliciter les idempotents dont 1'existence avait été
établie par Esterle dans [16].



Chapitre 2

Inégalités dans les algébres de Banach.

Dans cette partie de ce chapitre on va donner quelques définitions et notions utilisées.

2.1 Résultats généraux

Définition 2.1.1 Soit A une algébre sur C munie d’une norme qui en fait un espace
vectoriel normé. Si A est non unitaire, on dit que (A, ||.||) est une algébre normée si on a
lzyll <l ]yl

pour tout couple (x,y) d’éléments de A.

On dit qu'une algebre normée A est une algébre de Banach quand (A, ||.||) est un espace
de Banach (c’est-a-dire quand toute suite de Chauchy d’éléments de (A, ||.||) admet une
limite dans (A, |.]))-

Si A est unitaire d’unité e on dit que A est une algébre normée si on a de plus

lefl = 1.
Remarque 1 Si |le]] # 1, on obtient |le] = 1 en posant la norme initiale
e = sup 1221
v20 ||y

11



2.1 Résultats généraux 12

Remarque 2 St Ualgebre A n’est pas unitaire, on peul se ramener au cas unitaire
en adjoignant une unité, par un procédé élémentaire classique [31]; ainsi l’algébre obtenue,
A# = A x C qui est munie des opérations suivantes :

(T, A) + () = (x+y,A+p),
a(z,y) = (ax,ay),
(2, Ny, 1) = (zy+ Xy + pa, Ap).

est une algébre unitaire d’unité e = (0,1) et normée pour la norme
|z + Xe|| = ||z]| + |Al; x € A, A e C.
Dans le cas ot A est unitaire, on pose A% = A.
On note Speca(z) = {\ € C : (x — Xe) non inversible} le spectre d’un élément x

d’une algébre unitaire A.
On posera o(x) = Speca(x) quand il n’y a pas risque de confusion.

Définition 2.1.2 On appelle caractere d’une algebre normée A un homomorphisme
d’algébre non nul de A dans C. On notera A l'ensemble des caractéres x de A, et

—

A#:;{UXO

ot
A = ker .

On a les résultats fondamentaux suivants, [32]

Théoréme 2.1.1 1. Tout caractére x de A est continu, et || x| = 1.
2. Le spectre o(z) de x est un composant non vide de C pour tout x € A.

Si A est commutative, on a o(x) = {x(x)}, .3 pour tout x € A

Remarque 3 Si A n’est pas unitaire, alors pour tout élément de A on a
o(x) = {x(x): x € A} U{0}.

Définition 2.1.3 Soit A une algébre commutative et unitaire. On appelle radical de
A lintersection de tous les ideauxr maximaux de A et on note

RadA:{JEEA:X(x):(), Vxeﬁ}.

L’algébre A est semi-simple si RadA = {0}; radicale si RadA = A. On remarquera que
RadA# = RadA.
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Définition 2.1.4 Soit A une algébre normée . Alors pour tout v € A,
lim [2"(|*" = inf [2™|"™.
n—-4o00 meN*

Cette limite est appelée rayon spectral et notée p(x);notons que si A est unitaire, alors
p(x) = Maxreco(z)| Al

On dit qu'un élément z, d'une algébre de Banach A, est quasinilpotent si p(z) = 0.
Posons .47 (A) I'ensemble de tous les éléments quasinilpotents de A, c’est-a-dire

N(A)={xr € A:p(x)=0}.

2.1.1 Transformation de Gelfand

Soit A une algébre de Banach commutative unitaire, Soit A Pensemble des carac-
téres de A et soit A* le dual topologique de A. Notons par B la boule unité de A*.

Il est clair que A est faiblement fermé dans B. Donc A muni de la topologie faible,
est compact et I'application

T:x — x(x) XEA\

est continu pour tout x € A comme restriction a A d’une application faiblement continue
sur A*, ceci par définition méme de la topologie faible.
L’application

est appelée transformation de Gelfand.

Propriétés :

G/(x) est un homomorphisme d’algébre contractant, et on a :

KerG = {r€A:2=0}={zxe€A:x(z)=0, Vz}
= ﬂKerX:RadA.

€A

Donc si A est semi-simple GG est injective.



2.1 Résultats généraux

14

Si A n’est pas unitaire, on définit la transformée de Gelfand :

A — C(A#,C)
) =1

r— G(x

comme étant la restriction & A de la transformée de Gelfand sur A%.
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1
2.2 L’inégalité ||z* — x| > 7 pour ||| >

1 1
2.2 L’inégalité ||z — z|| > ; pour |z|| > 5

2.2.1 Distance entre éléments dans un espace de Banach sans
idempotent non nul

Dans cette partie on va rappeler des résultats obtenus dans [12], [6], [3].
Soit = un élément d’une algébre de Banach A tel que ||x|| < 1 et soit e I’élément unité de
A#.
Posons :

(e—:z:)l/2 _ Z 1/2(1/2—=1)...(1/2 —n+ 1)(_:6)”

n!

n=0
)

(e x)_1/2 _ Z —-1/2(-1/2—-1)...(-1/2—n+ 1)(—x)";

n!

n=0
les deux séries sont absolument convergentes et telles que

(e —a)"*)P = e —a,

et
(=)™ =[(e —a)/?".
On a,
le—(e—ap?] = |le=3° 1/2(1/2 — 1) = (1/2—n+ 1)(_96)”"
S 1/2(1/2 = 1) - (A2 =n41)
s 1/2(1/2 — 1) = (1221

= — [0 flal)V2 ~ 1]

= 11— [z]. (2.2.1)



1 1
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Et,
_ = —1/2(=1/2-1)...(=1/2—=n+1) .
(e =)™ = ' e+ il (=)
n=1
L —1/2(-1/2=1)...(=1/2 —n+1) .
< 1+ Zl = (=)"|
1
= —— (2.2.2)
1= [l
Lemme 2.2.1 Soit A une algébre de Banach, et soit x € A tel que
|z® — 2| < 1/4.
On pose
P(z) = g t(r— g)(e ~4g 4 42?)7V2,
Alors

(1) P(x) est un idempotent de A,

1/2 + ||z
1 —4||x? — x|

1
(i1) ||P(x)] < 5t . De plus P(x) =0 si ||z| > 1/2.

Preuve : On pose y = 4x — 4x%; alors [|y|]| < 1 et on a

2 € € 271/22
PXz) = [§+<x—§)(e—4x+4x)
e

comme

on a alors



1 1
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Si A est unitaire, on a P(z) € A. Sinon on a
A# :A\UXO ou ker yo = A.
Comme xo(P(z)) =0, on a P(x) € A d’ou (i).
D’autre part on a, d’aprés 2.2.2
e e _
IP@I =I5+ @=e—u™7
1
< S+l =l -y
< Stlle=Sl——
< 4 - sl —/—=
2 27 V1=l
1
< Sl +1/2)(1 = [[4z + 427]) 72
On suppose P(x) = 0. On a dans ce cas
S= = e—y)
donc
e= (22— 1)(e —y)~2,
et
2c =e— (e —y)Y2
On déduit de 2.2.1 que 'on a
20zl <T—=v1I=|yll <1, etz <1/2.
Donc P(x) # 0 si ||z|| > 1/2, ce qui démontre (iz7). O
Ces résultats nous permettent de démontrer aisément les résultats de [12].
Théoréme 2.2.1 Soit A une algébre de Banach commutative ne possédant aucun

idempotent non nul. Alors

inf |[|a* — 2| > 1/4.
[l =1/2

Preuve Dans le cas ou | |i|nf |lz* — | < 1/4, il existerait
x||>1/2

P(x) :§+(x— S)(e—4x+4x2) # 0,

idempotent non nul de A ce qui entraine une contradiction. [



1
2.2 L’inégalité ||z* — x| > 7 pour ||| >

o | —

18

On a aussi le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.1 Soit A une algébre de Banach radicale. Alors

inf ||z? — 2| > 1/4.
=l>1/2
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o | —
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2.2 L’inégalité ||z* — x| > 7 pour ||| >

2.2.2 Application aux algébres de Banach possédant une u.a.b.s.

Définition 2.2.1 Soit A une algébre de Banach. On dira qu’une suite (e,)n,>1 d’élé-
ments de A est une unité approchée bornée séquentielle de A si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées

(i) il existe k > 0 tel que |len|| < k pour tout n > 1,

(77) on a x = lim e,x = lim we, pour tout élément x € A.

n—oo n—oo

Quand A posséde une u.a.b.s. formée d’idempotents, on a le résultat élémentaire suivant,
démontré dans [4] et [6],

Proposition 2.2.1 Soit A une algébre de Banach commutative possédant une unité
approchée bornée séquentielle (ey,),>1 formée d’idempotents.

(i) Il existe une autre unité aprochée bornée séquentielle (f,)n>1 de A formée d’idempo-
tents telle que f, fm = fn pour m,n =1, n > m.

(17) Si A est non unitaire, il existe une suite (Up)m>1 d’ouverts compacts non vide
disjoint deuzr a deuzr de A tels que A = U,>1U,,.

Le résultat suivant, démontré dans [6], donne une condition suffisante (et trivialement
nécessaire) pour qu'une algébre de Banach commutative A posséde une u.a.b.s. formée
d’idempotents.

Théoréme 2.2.2 Soit A une algebre de Banach commutative. Si A posséde une unité
approchée bornée séquentielle (e,,)n>1 telle que

liminf |le2 — e,| < 1/4;
n—-+o00

alors A posséde une unité approchée bornée séquentielle formée d’idempotents.

Preuve : Soit A € [liminf |le2 —e,|, 1/4].
n—-+00

On peut construire une suite strictement croissante (p,),>; d’entiers telle que

2

ez

_—€p, || <A pour tout n.

Alors (e, )n>1 est une unité approchée bornée séquentielle de A, et dans ce cas (P(ep,))n>1,
ou P est le polynéme défini dans le lemme 2.2.1, est une unité approchée bornée de A
formée d’idempotents. [
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2.2.3 Distance entre puissances d’éléments d’une u.a.b.s.

Plus généralement considérons deux entiers positifs p et ¢. On va étudier le cas ot

p/q
une u.a.b.s.(e,),>1 vérifie la condition lim inf ||e? — e2™|| < ( P ) a ; voir [7].
- oo p+q/ p

On remarque que pour p = ¢ = 1 on retrouve les résultats précédents. Pour p = 1
et ¢ = 2, Mokhtari introduit dans |26], I'idempotent

1/2 ~1/2
V3 e V3 3vV3  3V3
+—(z——)|e+ =2 e——x+—u :
2 /3 2 2 2

pour démontrer que si A posséde une u.a.b.s (e,),>1 qui vérifie

2V/3

3
< —
Jeall < =%

J(x) =

N ®

et
le2 — e, < A pour)\e}ohi[’
V3

alors A admet une u.a.b.s formée d’idempotents.

2vV3
Ce résultat (sans hypothése restrictive ||e,| < T) a été généralisé dans |7] pour
p et ¢ quelquonques.

Le point de départ des auteurs de [7] est le résultat élémentaire d’analyse complexe
suivant

Lemme 2.2.2 Sotent p et q deux entiers positifs, et soit

r _( p )p/q q
P,q .
P+q pP+q

1l existe une fonction analytique,

g:D(0,R,,) — C
telle que g(0) =1 et telle que
g(2)? — g(2)P™ = 2z pour |z| < R,,.
De plus

1/q
p
o) > (S22 pourlil < 1,
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"l

On note p(z) = lir+n |z"[|*™ le rayon specral d’un élément z dune algebre de

Banach A. Si A est unitaire, d’'unité e, et si

p/q
p<x><( p ) ‘.
p+q p+q

on pose
k
_ 9°(0)
g(x) =e+ Z BT
k>1
on a alors
g(x)’ — g(x)™ =x.

Lemme 2.2.3 Soit x un élément d’une algébre de Banach, soit A la sous-algébre fer-

mée engendrée par x, soit A* lalgebre obtenue en adjoignant une unité e a A, soient p et
q deux entiers positifs et soit g la fonction analytique associée a p et q au lemme précédent.

S y
pr/q

p<xp—xp+q><( P ) ¢

p+q p+q

alors
pg(xp _ xp+q)pfl . (p T q)g<xp _ prrq)erqfl

est inversible dans A, et

Tpg = € — [pg(a? — aP* )P~ — (p + q)g(aP — aPraypra=1] 7!

)

| D Cpgle =gl —am ) g(a? = >]
2<k<p+q

=3 Cha— gla? 2 gar — 2y,
2<k<p

est un idempotent de A. De plus

J’p,q(‘r)m = prq(x)g(xp - xp+q)a
et

[veAix(p ) =1} = {xed:x@) e} {xe Ay > (Jﬁ)l/q},

ot Ly désigne la composante connexe de 1 dans 'ouvert

p/q
Q= zEC:\z”—zp+q|<( P ) 7\,
p+q p+q
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La preuve de ce lemme, ainsi que les résultats suivant sont donnés dans |[7].

On énonce le résultat suivant [17], [7], qui a été évoqué précédement dans le cas des
algébres de Banach radicales.

Théoréme 2.2.3 : Soit A une algébre de Banach sans idempotent non nul, soit ¢ > 1.

Si
q

_ g+l 4
o = <

alors
1

<
ol < 7y

On note I 'application identité x — z sur un espace de Banach A, et Z(A) I'ensemble
des opérateurs bornés de A dans lui-méme. Dans [7], on déduit des lemmes précédents le
résultat suivant.

Lemme 2.2.4 Soit (T,,)n>1 une suite d’opérateurs bornés sur un espace de Banach A
convergeant fortement vers I, et soient p et q deux entiers positifs. S’il existe

p/q
o< (—p ) 4 ,
P+tyq P+q
tel que ||T? — TP*|| < 6 pour n > 1, alors la suite (Jp4(T5))n>1 converge fortement vers 1.

On obtient alors dans |7] le résultat général suivant :

Théoréme 2.2.4 Soit A une algebre commutative, et soient p et q deux entiers po-

p/q
sitifs. Si A possede une u.a.b.s. (e,)n>1 telle que liminf ||e? — ePtY|| < < b ) a :
B n—+oo pPt+q p+q
alors A posséde une u.a.b.s formée d’idempotents.

On sait que, (théoréme 4.4 de [17] pour p = 1), si un élément x d’une algebre de
Banach est quasinilpotent et si
1 1/q
ol > (1)
q+1

q
(g + 1)ty

Par conséquent si une suite d’opérateurs quasinilpotents (7,),>; converge fortement vers /
et si g est un entier positif alors

alors
o — 2| >

T, — TX+|| > pour n assez grand.

q
(g + 1)t/
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Par contre on ne peut estimer ||z|| en fonction de ||z — xPT?|| pour p > 2, puisqu’il existe
des algeébres de Banach radicales triviales ol le produit de deux éléments quelconques est
nul. D’ot l'intérét du résultat suivant pour p > 2, également démontré dans |7]

Théoréme 2.2.5 Soit (T,,)n>1 une suite d’opérateurs bornés quasinilpotents sur un
espace de Banach A # {0} qui converge fortement vers I. Alors

r/q
1iminf||T5—T5+q||z( P ) ¢
n—-+o0 p+q) p+g

pour tout couple (p,q) d’entiers positifs.
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2.2.4 Idempotents et inégalités dans les algébres de Banach

Si x est un élément d’une algébre de Banach commutative A, p(x) son rayon spec-
tral, et o(z) son spectre.

On va donner ici une formule explicite de J, , en utilisant un principe général, que
I’on pourrait appeler principe de l'idempotent, qui découle de la formule de Taylor avec
reste integral.

Théoréme 2.2.6 Soit x un élément d’une algébre de Banach, soit A la sous-algebre
fermée engendrée par x, soit A" l'algébre obtenue en adjoignant une unité e a A, soit U un
ouvert connexe de C contenant 0, soit R > 0, soient

f:U—=C
et
g:D(0,R)—U
deux fonctions analytiques telles que
flg(2)) = =

pour |z| < R, soit
O={:eU:|f(z) < R},

soit Qo la composante connexe de g(0) dans Q, et soit Qy le complémentaire de 2y dans €.
Si Speca(z) C U, et p(f(z)) < R, posons

J(2) = (g(f (@) - 2)g (f(2)) / (1= 0)f"(tz + (1 — £)g(f ()t

J(@) =e—(9(f(x)) - fv)g'(f(ﬂf))/o (1 =) f"(tx + (1 = t)g(f(x)))dt

si g(f(0)) # 0.
Alors J est un idempotent de A. De plus

Qo = 9(D(0,R)) = {= € Q: g(f(2)) = =},

et dans le premier cas

[xedu@)=1}={ved @ eal.

alors que dans le deuxieme cas

{XeX;X(J(x)):1}:{Xejzx(x)eQO}.
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Preuve : Ici f(z) et g(f(x)) se calculent au moyen du calcul fonctionnel holo-
morphe en une variable usuel, qui commute avec les caractéres

. g™ . fn)
(en fait g(f(z)) = nz_; gn—l(())f(q:)”, et f(z) = foO)x” si f est entiére, ce qui arrive

= n=0
souvent dans les applications).

U étant convexe, on a, d’aprés la formule de Taylor, puisquef(z) — f(g(f(z))) =0,

1

(x = g(f()))f"(g(f(x))) + (x — g(f(w)))Q/ (1 =) f"(tz + (1 = t)g(f(x)))dt = 0.

0

Comme

f(g(f(2))g'(f(2)) =1
pour |z| < R on a

flg(f(@)d' (f(x)) =e
et ¢'(f(x)) est linverse de f'(g(f(x))) dans A#. Posons

y = o(f) -2,
v = gU@) [ =07+ (1= ()
J = yv

On a y = y*v, donc
J2 = y2v2 =yv = J’
et J(z) est idempotent de A¥.

Soit y un caractére de A#. Posons :

A= x(z),

de sorte que |p| < R. On a :

1

() = (9(u) — N () / (1= )" (tA+ (1 — D)g())dt.

0

Si g(p) = A alors x(J) = 0. Si g(p) # A, on obtient par intégration par parties :

x(J) = ¢ (n) ([—(1—t)f’(ﬂ+(1—t)g(u))]é) —g’(u)/0 fAX+ (1 —t)g(p))dt
= g ) — <L — ra).
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Comme
g (g(w) = (fog)(n) =1
et

flg(p) = p=f(\)

on a x(J) = 0 si et seulement si g(f(x(z))) = x(z). En particulier, si kerxo = A alors
xo(J) =0si g(f(0)) =0 et xo(J) =1sig(f(0)) #0. Donc J(z) € A. O



Chapitre 3

semigroupes dans une algébre de
Banach, semigroupes d’opérateurs

Dans ce chapitre on va exposer les résultats d’Esterle et de Mokhtari, les preuves
se trouvent dans [16] et [17]. Dans un premier temps on va rappeler quelques notions et
résultats importants sur les semigroupes.

3.1 semigroupe dans une algébre de Banach

Définition 3.1.1 Soit A une algebre de Banach. Un semigroupe de A est une famille
(T'(t))i>0 d’éléments de A vérifiant pour tout couple s,t de réels strictement positifs la
condition

T(t+5) = T(£)T(s).

On notera At la sous algébre fermée de A engendrée par le semigroupe (T(t)i~o. On
dira qu’un semigroupe (T(t))i>o est continu en norme si

}llirr(l) |T(t+h)—=T()] =0 pourtout t >0,
et on dira que (T(t))i—o admet une limite en norme a l'origine s’il existe J € A tel que

lim [|7(¢) — J|| = 0.
Jim [[7(t) — J[| =0

Notons que si le semigroupe (T'(t)):~o admet une limite en norme J a l’origine alors
J est un idempotent de A, et I'algébre de Banach At est unitaire d’unité J. De plus dans

27
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ce cas on sait qu’il existe u € At tel que I'on ait, pour ¢ > 0,

o t"u™

T(t) = exp(tu) = J +

n=1

. [17)

On obtient alors une extension analytique (7(2)).ec du semigroupe en posant
T(z) = exp(tz) pour z € C.

Autrement dit le semigroupe (7'(t))¢~o est la restriction a ]0, +00[ d’un groupe analytique
de .AT.

On définit de méme des semigroupes (7(t))qe Kt , K désignant un sous-corps quelconque
de R et K} désignant I’ensemble des éléments strictement positifs de K.

Un cas particulier important est celui ou A = L(F), L(F) désignant 1’algébre de Banach
des endomorphismes bornés d'un espace de Banach E. On dit alors que (7'(t)):~o est un
semigroupe d’opérateurs bornés sur £. On a alors les notions suivantes :

Définition 3.1.2 Soit (T'(t))i=0 un semigroupe d’opérateurs bornés sur un espace de
Banach E.

(1) On dit que (T'(t))i=0 est d’image dense si UpoT(t)(E) est dense dans E.

(11) On dit que (T'(t));>0 est fortement continu si }ILIL% T (t+ h)x — T(t)x|| = 0 pour tout
r € E et pour tout t > 0.

(11i) On dit que (T'(t))i=0 est fortement continu a l'origine si tll%i |T(t)x — x|| = 0 pour

tout x € E.

Notons que si 'on pose
F =UoT(t)(E),

alors
Ui=0T (1) (F) = Ups0,550T (t + 5)(E) = UpsoL(t)(E) = F.

Donc si I'on note 7(t) la restriction de T'(t) & F, le semigroupe (T'(t))s0 est un semigroupe
d’opérateurs bornés sur F qui est d’image dense. D’autre part il est bien connu que si
(T'(t))e=0 est fortement continu & l'origine alors il est fortement continu; on peut alors
poser T'(0) = I, I désignant 'application identité x — x sur E, et dans ce cas I'application
t — T'(t)z est une application continue de [0, 4+o0c[ dans E pour tout z € FE.

Il résulte immédiatement du théoréme de Banach-Steinhaus que si (T'(t));~o est forte-

ment continu a l'origine, alors lim sup ||7(¢)|| < +oo.
t—0t
Réciproquement si lim sup ||7'(¢)|| < +oo, et si (T'(t))i~0 est d’'image dense, une vérification
t—0t
de routine montre que (7'(t))¢~o est fortement continu a l'origine.



3.1 semigroupe dans une algebre de Banach 29

Proposition 3.1.1 Soit (T'(t))t=0 un semigroupe fortment continu sur x. Alors :

1.t — ||T(t)| est borné sur tout lintevalle compact [0, af;

2. il existe des constantes réelles w et M telles que

IT@)| < Me*, teRT

Définition 3.1.3 Un semigroupe fortement continu (T'(t))i=o est appelé contractant
sil’on a :
1T <1 <pourt>0

Définition 3.1.4 Le type du semigroupe fortement continu T'(t))i>o est la borne in-
ferieure w de ’ensemble des w telsqu’il existe un nombre M, vérifiant

IT@)]| < Me™', t=0

Proposition 3.1.2 Soit (T(t))i>0 un semigroupe fortment continu et w son type,
alors on a

n—-+4o0o

N .1
()@= lim T log|T(1)],

(i1) p(T(t)) = €*t, ou p(T(t)) est le rayon spectral de l'opérateur T(t).

Si le semigroupe est fortement continu et d’image dense, alors le domaine D(A) est
dense dans A car il contient tous les éléments y de E de la forme y = [ f T(t)xdt, avec
B>a>0,z€ek.

On a alors, heuristiquement, T'(¢) = €4, et montrer que le semigroupe admet une limite
en norme a l’origine revient & montrer que son générateur infinitésimal est borné.

Notons également que si le semigroupe est fortement continu a 1’origine, alors son géné-
rateur infinitésimal est un opérateur fermé, c’est a dire que son graphe G := {x, Az}.cp(a)
est fermé dans £ x E.

3.1.1 Générateur infinitésimal d’un semigroupe

L’opérateur linéaire A défini par par :

D(A) = {:c €A lim % existe}

t—to
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-0t ot dt
est le générateur infinitésimal du semigroupe 7'(t), D(A) est le domaine de A.

lt=o pour x € D(A).

3.2 Distance entre éléments d’un semigroupe dans une
algébre de Banach

Soit n > 0 un entier, et soit (7'(¢));>0 un semigroupe dans une algebre de Banach.

On démontre que si
lim sup | 7() = (7 + D) < ——.
t—0 (n+1)'*=

alors ou bien T'(t) = 0, ou bien la sous-algebre fermée A engendrée par (7(t)):~o est uni-
taire, et qu’il existe u € A tel que T'(t) = Je' pour t > 0 on J designe I'unité de A. Ceci est
une généralisation des résultats obtenus par Mokhtari dans [27] pour n = 1, ou il supposait
le semigroupe (7'(t));>o continu en norme pour ¢ > 0 et borné a 'origine, et de résultats
obtenus dans sa thése pour n = 1 et n = 2, ou il supposait seulement que le semigroupe
(T'(t))+=0 étais continu en norme pour ¢ > 0.

Pour démontrer ce résultat, les auteurs ont commencé par discuter les semigroupes
dans C c’est a dire les applications

0: K™ —C
telles que
O(s+t) =0(s)0(t)

pour s,t € Kt K™ désignant I’ensemble des éléments strictement positifs d’un sous-corps
K de R. Ils vérifient que si # n’est pas continu alors ou bien
limsup |0(t) — 0(t(v+ 1))| = 2,
t—0+

ou bien
limsup |6(t) — 0(t(y+ 1))| = +o0

t—0t
pour tout v € K. Ensuite ils Considérent un semigroupe (7'(t)):cx+, dans une algébre de
Banach commutative A. Ils remarquent que si v € K, et si

limsup p(T'(t) — T(t(y+1))) < 2,

t—0t

alors Dapplication t — ¢(T'(t)) est continue sur K* pour tout ¢ € A.
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Le deuxiéme point important était 1’étude de la fonction
fix—ax—aM

sur lintervalle [0, 1] pour v > 0. Il est & remarquer que si

bel0,——r
(v+1)"

alors f71(]0,4]) est la réunion de deux intervalles disjoints [0, s1] et [s2, 1], ce qui a permis
de déduire que si

, B v
1 m sup p(T(t) —T(t(v+1))) < —(7 FtYES

et si le semigroupe (T'(t));~o n’est pas quasinilpotent alors A/Rad(A) est unitaire. On
obtient aussi le résultat général suivant :

Théoréme 3.2.1 . Soit K un sous-corps de R, soit (T'(t))iex+ un semigroupe non

quasinilpotent dans une algébre de Banach. Soit A la sous algébre fermée engendrée par
(T(t))ex+ et soitye Kt . Si

limsup p(T'(t) — T((y+ 1)t) < ++y
t—0 (’7 + ]-) v

alors AJ/Rad(A) est unitaire, et il existe un idempotent J de A, un élément u de JA et une
application r : t — r(t) de K™ dans Rad(JA) possédant les propriétés suivantes :

(1) ¢(J) =1 pour tout ¢ € A,
(it) r(s +t) =r(s) +r(t) pour s,t € KT,
(iii) JT(t) = Jet"+® pourt € KT,

() (T(t) — JT(t))iex+ est un semigroupe quasinilpotent.
Ce qui a permis d’obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1 . Soit (T(t))ier+ un semigroupe non nul dans une algébre de Ba-
nach commutative semi-simple soit A la sous algebre fermée engendrée par (T(t))iex+ et
soit v >€ K*. Si
. Y
limsup p(T'(t) — T((y+ 1)t) < T
= (4 D

alors A est unitaire et il existe un élément u de A tel que T(t) = Je™ pourt € K.
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Posons
Y

(y+ 1)

La démonstration du théoréme suivant se base sur le fait que

U, = D(0, ) pour v > 0.

gy:U, —C

tel que g,(0) = 0 et telle que
013 _ D) _

pour z € U,.

Théoréme 3.2.2 . Soit K un sous-corps de R, soit (T'(t))iex+ un semigroupe non
quasinilpotent dans une algébre de Banach. Soit A la sous algébre fermée engendrée par
(T'(t))ier+ et soity € KT, Si

limsup ||[(T'(t) = T((v+ 1)t)|| < ++1’
t—0 (v+ 1)

alors il existe un idempotent J de A et u € JA vérifiant les propriétés suivantes :

(i) (J) =1 pour ¢ € A
(11) (T'(t) — JT(t))iex+ est un semigroupe quasi nilpotent
(iii) JT(t) = e™ pourt € K+

Avec les condition ci-dessus, tu+r(t) = g(JT(t) — JT(t(y+1))) pour ¢ assez petit,
ce qui permet de déduire que

limsup || (r(¢)|| < +o0
t—0

c’est a dire que r est continue. Ce qui rameéne le travail au cas des semigroupes quasinilpo-
tents et donne les résultats suivants.

Théoréme 3.2.3 . Soit K un sous-corps de R, soit (T'(t))icx+ un semigroupe non
quasinilpotent dans une algébre de Banach. Soit A la sous-algébre fermée engendrée par
(T'(t))er+ et soit n > 1 un entier. Si
. n
limsup |T(¢) = T((n+ 1)) < ——— 1
t—0 (n+41)*w

alors :

— ou bien T'(t) =0 pout t € K™,

~ ou bien A est unitaire, et il existe un €lément u de A tel que T'(t) = "™ pourt € KT.
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Soit n > 1 un entier, et soit x un élément d’une algébre de Banach commutative A
tel que

1
[z > ——
(n+1)=
et n
|z — 2" > ————.
(n+1)*n

On déduit qu’il existe un idempotent non nul J de A tel que

(n+1)n

{qbeﬁ:gb((]):l}:{¢eﬁ:|¢(x)|>;}.

Le résultat suivant donne une formule explicite pour calculer un tel idempotent, valable
pour tout entier positif n.

Théoréme 3.2.4 . Soit A une algébre de Banach, soit n > 1 un entier, et soit x € A
tel que
1
z]| > ————
(n+1)=
et n
lo — 2" < ————
(,n + 1)14‘;
Soit U le disque de centre O et de rayon
n
(n+ 1)+

et soit h la fonction analytique définie sur U et contruite plus haut. Alors

O #

pour ¢ € A et

J:=I— (n+1Dh"(x— ") ( Z +1 (x — h(x — ") h(x — w”+1)”+1_k>

2<k<n+1

est un idempotent non nul de A vérifiant

r—h(x — 2" = J(x — h(z — 2™)).

De plus si ¢ € A on a ¢(J) =1 si |¢(z)| > ;1, et ¢(J) =0 si|op(z)| < ;1
(it 1) (it 1)
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Dans la derniére partie, les auteurs se limitent aux semigroupes localement bornés,
c’est-a-dire aux semigroupes tels que

sup ||T(t)]| < +o0
a<t<g

pour 0 < a < 3 < 400 et montrent que si la condition ci-dessus est vérifiée par un
semigroupe localement borné non nul alors la sous-algébre férmée A engendrée par par le
semigroupe contient une suite croissante (J,),>1 d’idempotents telle que UJ,A est dense
dans A.

Si T'(t);=0 est continu en norme, il y a des résultats plus précis :

— ou bien A est unitaire, et dans ce cas il existe u € A tel que T'(t) = €™ pour t > 0.
— ou bien il existe une suite croissante (.J,),>1 d’idempotents non nuls de A telle que
Ups s, 4 est dense dans A et telle que pour p > 1 il existe u, € J,A vérifiant

J,T(t) = €™ pourp > 1.

3.3 Distance prés de l'origine entre éléments d’un
semigroupe fortement continu

Dans [16] I'auteur s’est interessé au voisinage de ||T(t) — T'(s)|| prés de l'origine
quand le générateur infinitésimal A du semigroupe fortement continu d’opérateurs bornés
(T'(t))¢>0 sur un espace de Banach X n’est pas borné sur son domaine D 4.

On pose

S i tﬁ
0(s/t) = )it = (s —t)—
5/ = (ZP T = (- )=
si 0 <t < s, valeur qui va jouer un role important pour le voisinage de || T'(t) —T'(s)|| quand
le générateur infinitésimal du semigroupe n’est pas borné.
Soit At l'espace des caractéres de la sous-algébre fermée At de B(X) engendrée par le
semigroupe (7'(t))s~o. Posons

or = {|o(T(1)[}yea; U{0}-

Dans le cas ou

le semigroupe est quasinilpotent.
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On pourra distinguer quatre cas :

1. 0 est un point isolé de o7, et le semigroupe n’est pas quasinilpotent ;

2. il existe § > 0 tel que [0, 6] C o7, et dans ce cas il est clair qu’il existe n > 0 tel que
|T(t) —T(s)]| > 6(s/t) pour 0 <t <s<mn;

3. 0 n’est pas un point isolé de o7 ;

4. op = {0} et le semigroupe est quasinilpotent.

Le résultat important suivant a été démontré dans le cas (4) :

Théoréme 3.3.1 . Soit (T'(t))¢=o0 un semigroupe fortement continu, non nul d’opéra-
teurs bornés sur un espace de Banach X. Si (T (t))t=0 est quasinilpotent alors il existe § > 0
tel que ||T'(t) — T(s)|| > 0(s/t) pour 0 <t <s <o

Ce résultat est essentiellement optimal, comme le montre le résultat suivant :

Théoréme 3.3.2 . Soit € : (0,1) — (0,00) une fonction continue. Il existe alors un
semigroupe quasinilpotent continu en norme, non nul (T.(t))i=o d’opérateurs sur un espace
de Hilbert séparable qui vérifie, pour 0 <t < s <1,

ITe(t) = Te(s)l| < 0(s/t) + (s — t)e(s).

Dans les cas (1) et (3), Pauteur démontre en utilisant les théorémes précédents les
résultats suivants :

1. Si l’algébre n’admet pas d’idempotents non nuls, alors il existe n > 0 tel que
IT(t) = T(s)|| > 8(s/t) pour 0 < t,s <.

2. Plus précisément, s'il existe deux suites (S, )n>1 et (t,)n>1 de nombres réels vérifiant

0 <t < su 1T(ta) = T(s0)]| < 6(")
et lirf s, = 0, alors il existe des suites (P,)n,>1 d’idempotents de Ar tel que

¢(P,) = 1 quand n est assez grand, pour tout ¢ € ;l?r Si en plus le semigroupe
est continu en norme, alors la suite (P,),>; vérifie les conditions suivante :

(i) Up>1 P, At est dense dans Ar;

(ii) lim |P.,T(t) — P,|| = 0 pour n > 0, et le générateur infinitésimal du semigroupe
t—0
(P, T(t))¢>0 est borné pour n > 1.
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3. Soit (T'(t))¢~o un semigroupe fortement continu non nul, d’opérateurs bornés sur un
espace de Banach X. S’il existe 0 > 0 et une fonction continue

s :[0,9] — (0,400)
tel que 0 <t < s(t) et
s(t)
|T(t) —T(s(t))] < 9(7) pour 0 <t <4,
alors le générateur infinitisimal du semigroupe (7(t));>o est borné, et on a
IT(t) = T(s@)Nl = [s = tl([[ull + M(s, )]s — t]),
ou

sup |M(s,t)| < +o0.
0<s,t<1



Chapitre 4

Nouvelles inégalités dans les algébres de
Banach

4.1 Introduction

On a rappelé au Chapitre 2 des résultats de [12] qui montrent que si x est un
¢élément quasinilpotent d’une algebre de Banach tel que

alors

(voir également [4]); plus généralement si une algébre de Banach A ne posséde aucun
idempotent non nul alors
inf1 |2* — x| >

lzll>5

2

1
4 Y
et cette inégalité est optimale.

Une premiére application aux semigroupes a été obtenue par Mokhtari dans [27] :
si (T'(t));>0 est un semigroupe continu non nul dans une algébre de Banach, et si

1
limsup ||T'(t) — T(2t)]| <

t—0+ 17
alors ’algebre de Banach A engendrée par (T(t)),., posséde une unité e et

li T(t)—e|l|=0
lim | T() = el =0,

37
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de sorte que

lim ||T(t) — T(2¢t)|| = 0.

t—0+

Ce résultat a été généralisé dans [17] : si (T'(¢))¢>0 est un semigroupe dans une algébre

de Banach et si n

lim sup |T(t) — T((n + 1)) <

t—0+t

I
1+—
(n+1) n

pour un entier n > 1 alors
ou bien 7'(t) = 0 pour tout ¢ > 0,

ou bien 'algebre de Banach engendrée par le semigroupe posséde une unité e, et
lim ||T(t) —e|| =0
lim [[7(1) ~ ¢
de sorte que, de méme que plus haut,

Jim | T(@) = T((n +1)t)| =0,
et la constante Ll est optimale (on notera que ce résultat ne nécessite aucune
I+—
(n+1) n
condition de continuité pour le semigroupe).

Pour les semigroupes fortement continus (voir [30] pour la théorie générale des
semigroupes) on a des résultats trés généraux, qui étendent en particulier le résultat ci-
dessus au cas ou n est non entier [16]. En fait sil existe ¢ > 0 tel que T'(t) # 0, et s'il existe
une fonction

t — x(t)

définie et continue sur un intervalle [0, ] telle que
2(0) =0, 0<t<a(t)

et

I7() = T(x@)] < (2@) = 1)

pour ¢ € )0, 6], alors I'algébre engendrée par le semigroupe posséde une unité e et

li T(t)—e|l =0.
Jim | T() — e
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Des résultats analogues concernant la distance entre puissances d’une unité appro-
chée bornée dans les algébres de Banach ont été obtenus dans [4].

Un principe général qui sous-tend ces résultats, ainsi que les résultats obtenu par
Kalton, Montgomery-Smith, Oleszkiewicz et Tomilov dans [24], est le suivant : soit f une
fonction entiére vérifiant f(0) =0, f/(0) # 0, soit R > 0 tel que

f+f7(D(0,R)) — D(0, R)

soit injective et soit
g :1)(07]%)___%(fil(lj(07]%)>

la fonction analytique vérifiant g(f(z)) = z pour tout z € f~1(D(0, R)). Si ¢™(0) est de
signe constant pour n > 1 alors

(n)
o)l < 3Oy~ gyl pour ol < &
n>1

D’autre part si x € A, et si

7)) < B,
on a

v = g[f(a)].
donc

el < lo1 )1

quand A ne posséde aucun idempotent non nul (voir le théoréme 3.1 de [7] pour une version
trés générale de ce résultat).

Ceci permet d’une part d’établir des inégalités dans les algébres de Banach ne possé-
dant pas d’idempotent non nul, et d’autre part de construire explicitement des idempotents
dans les algebres de Banach ot ces inégalités ne sont pas vérifiées. Par exemple les résultats
de [17] sont basés sur ce principe appliqué a la fonction entiére

fiz—z—2"

avec

R= T
1+—
e+
Il est suggéré dans [17] d’essayer d’obtenir des inégalités liées au comportement de la
méme fonction au voisinage de 1 € f71(0), ou en d’autres termes d’essayer d’appliquer le

principe ci-dessus a la fonction

z—14+z2—(1+2)"
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Nous répondons a cette question au théoréme 4.2.2 o nous montrons plus géné-
ralement, moyennant une hypothése spectrale sur z permettant de définir le logarithme
complexe au voisinage de Spec(1 + x), que si A ne posséde aucun idempotent non trivial,
et si

1
Jaf) = 1 - ——,
(y+1)7
~ désignant un réel positif quelconque, alors
I ) et —
1+—
(y+1) 7

ou
(14 2)7+! = O+Dlog+a)

On répond au préalable au théoréme 4.2.1 & une autre question posée dans [17] :
si A ne posséde aucun idempotent non nul, et si

log(y + 1)
|z]| > ———
Y
alors
e — o) = .
1+—
(v+1) 7

Ce résultat se déduit du fait, établi dans [16], que les dérivées successives en 0 de
la fonction analytique g vérifiant

au voisinage de 0 sont toutes négatives.

Le théoréme 4.2.2 est basé sur le fait que h(™(0) < 0 pour n > 1, ot h = e9 — 1
( lemme 4.2.4). On notera que si u = e’ — 1, avec v(0) = 0, alors le fait que les dérivées
successives en 0 de u soient négatives entraine que celles de v le sont aussi, alors que la ré-
ciproque est fausse. On voit donc que le théoréme 4.2.2 ne peut se déduire du théoréme 4.2.1.
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4.2 Nouvelles inégalités dans les algébres de Banach

Pour a« € R, r > 0, on pose
D(a,r)={2€C: |z—a| <7}

Le lemme suivant est une reformulation du lemme 2.2 de [16]. Avec les notations de [16],

la fonction g du lemme ci-dessous est la fonction g = 92 aveca == + 1.
g

Lemme 4.2.1 Soit v > 0, soit

U = D(0, %)

(v+1)"

et soit ; .

V = D(0, M).

Y

1l existe une unique fonction analytique
g: U—YV

telle que g(0) = 0 vérifiant

e9(2) _ o(rt)g(2) —

pour z € U, et on a ¢ (0) < 0 pour n > 1. De plus,

k
g __log(v+1)
(y+ 1) 7

= 4(0)
>

k=1

Lemme 4.2.2 Soit A une algébre de Banach, soit v > 0, soit u € A et soit g la
fonction analytique construite au lemme 2.1. Si

g
ol < e
k
0
alors la série Z gk—(l)uk converge dans A.

k>1
St l’on pose




4.2 Nouvelles inégalités dans les algebres de Banach 42

on a
9w _ o(r+l)g(u) — u,
et - )
og(y +
lg() I < lg([lul)] < ———
gl
Preuve: Soit g la fonction introduite au lemme précédent. Alors g est décroissante
sur 0,% , et on a
(v+1)"

ot < 32Oy < 5~ SO g

n>1 n>1

- _g( v 1>:log(7+1)' 0

(y+ 1) g

Dans toute la suite on désigne par

p(x) = lim [la"]'/"

le rayon spectral d'un élément x d’une algébre de Banach A. Si A est unitaire on pose
A# = A. Sinon on note A% = A @ C1 I'algébre obtenue en ajoutant une unité 1 a A.

Lemme 4.2.3 Soit A une algébre de Banach, soit v > 0, et soit x € A tel que
ple® — ey < +
(v+ 1)
Soit

U = D(0, %)
(v+1)"
et soit g la fonction analytique sur U définie au lemme 4.2.1. Alors la formule

neyg(et—eO0 Ty 4
n!

J = gl(ex e('Y+1):t (e®—e(rtD)z) Z 7 + 1 (l’ - g(e‘r — e('YJrl)l?))nfl
n=2

définit un idempotent de A vérifiant

J(x — g(e® — 0TVT) = g — g(e® — O FD7),
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Preuve : Posons
u=e" — e
et
y=x—g(u)

ou g est la fonction définie au lemme 4.2.1. On a

x

et — e(’y+1)x

—u = 0

= e9W[e¥ — 1] — e+ 1g(w) [e0FDY 1]

= eYedW _ Oty (yHg(w) _ p9(w) 4 o(r+1)g(w)

) YU\ e (v+1)"
- ( n!) ¢ (Z nl Y
n>1

n>1

=y [eg(U) —(v+ 1)6(7+1)9(U)]

1n
Ly }47+ng@n (jg:.ﬁl?j_l_yn2> _ o) (2{:

n>2
Posons de nouveau f(z) = e* — e"*1% pour z € C. On a
(f(9(2))) = f'(9(2))g'(z) = 1 pour z€U.

v
G 1y
On voit que e9® — (7 + 1)e0TD9W) est inversible dans A, et on a

Donc comme p(u) <

g'(u) = (eg(u) — (7 4 1)e0r+Delwn—1,

L’équation (4.2.1) donne
y=yw
ou
er9(u) _ 1

-2
| v

v =g (u)e?™ Z (y+ 1"

n
n>2

Ainsi ’élément J = yv est un idempotent de A donné par la formule

'(u) est bien définie dans A et f'(g(u))g' (u) = 1.
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(7 + et =e+0)

—1
(Q? . g<ez . e('erl)x))nfl.

J = g’(ex — e('YJFl)m)eg(ezfe(W-H):v)Z

n>2

n!

De plus on a

2

Tz —g(e® =) = Jy=yPv=y=u—yg

Notons qu’on aurait aussi pu définir .JJ par une formule

(e® — e(7+1)$). O

du type de celle donnée par le

théoréme 2.2.5, mais 'utilisation des séries de Taylor nous a semblé plus naturelle dans ce

contexte.

Théoréme 4.2.1

log(y +1)
]} > —=——
(i) Si A ne posséde aucun idempotent non nul alors

/‘Y

e — e > —
(y+ 1)+

(i1) Si x est quasinilpotent on a plus précisément ||e® — e FD2|| >

Preuve : Supposons que
N Y
et ~
le* — o) < .
(y+1) "~
Posons
uw=e" — Otz
et
y=1z—g(u)
Il résulte du lemme 4.2.2 que
log(y +1)
lg(u)|| < ———= < ||z,

Soit v > 0, soit A une algébre de Banach et soit © € A tel que

-
(v+ 1)+

donc y # 0, et il resulte du lemme 4.2.3 que A contient un idempotent J = yv ou

(y + 1) — 1

yn—Q

V= g’(u)eg(“)z

n!
n>2
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vérifiant y = Jy = y?v. Donc J # 0, et dans ce cas A posséde un idempotent non nul. Ceci
prouve (7).

Supposons maintenant que = est quasinilpotent et que

o — e <
(v+1

Posons
u=e"— et oty = g(u).

Alors u et y sont quasinilpotents et vérifient

e — ¥ = Tz _ (v +l)y

et
n—1l g n-1—k
Ty +1 n
@) 1+z(z , )] ey [y O (Z oy )]
n>2 \ k=0 n n>2 k=0
d’ou
( )y +9]=0
avec

n>2 \k=0

Comme ¥ € RadA alors z = y.

Comme tous les coefficients de Taylor d’ordre > 1 de g en 0 sont strictement négatifs,
et comme X
lim ||u"||» =0,
n—oo

n
~
" < | ———=
(y+ 1)
pour tout n > p, et on a

_Zg | < Zg < 7)1+§>n’

il existe p > 1 tel que

7+1



4.2 Nouvelles inégalités dans les algebres de Banach 46

On obtient
X gm0), <, g (0) v\
H:CHS—Z o Ju™|| < —Z . oI
n=1 : n=1 : (’7—1—1) v
g
(y+ 1)
] 1
_ gy +1)
v

Pour z € D(0,1), t € R on pose

(1+Z>t:Zt(t—l)...n(!t—n—kl)zn’

(=1)"*e" t _ tlog
et log(1+ 2) = Z ~—~ " desorte que (1 + z)t = H080+2),
n
n>1
Lemme 4.2.4 Soit v > 0, et soit g: U — V la fonction définie au lemme 4.2.1.
Posons h =e9—1 , de sorte que h(0) = g(0) = 0. Soit 6 > 0 tel que |h(2)| < 1 pour |z| < 0.
Alors

1+h(z) = (A +h(2) =2 pour |z <8, hA™(0)<0 pour n>1,

h(%}_u%
(y+1D) (y+1)°

Preuve : De méme qu’au lemme 4.2.1 on considére la fonction
f(z) =¢ — D)z

qui vérifie f(g(z)) = z pour z € U. Notons que le réel positif §, de méme que la fonction g,
dépend du réel positif ~.

Pour |z| < d on a e9*) = 1+ h(z), avec |h(2)| < 1, donc
9(2) — Jog+h(2)).

Il existe donc k € Z tel que

g(z) = log(1 + h(z)) + 2kmt.
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Comme ¢(0) = 0 = log(1 + h(0)) on a k = 0. Donc

g(z) =log(1 + h(2)).

On a
(1+h(2)" = etlog+h(=) — e pour|z| < 6, t€R,
donc
1+ h(z) — (1+ h(2))""! = 2.

On a

h'(z) — (v + DA (2) (1 + h(2)) = 1. (4.2.2)
Posons

P(z):=1—(y+1)(1+ h(2)). (4.2.3)
On a
¥(0)=—v et A'(2)Y(z) =1 et donc B'(0) = —% < 0.

On obtient

W'(z2)e(z) = =W ()1 (2);
d’autre part on déduit de I’équation (4.2.2) que

(1 +h(2)d'(z) =~[=h(2) + 1],

donc

(14 h(2))"(2) = = ()" (2) = 70" (2).

On montre alors par récurrence qu'il existe pour n > 2 deux familles (axn)1<k<n €t (bk.n)1<k<n
de réels strictements positifs telles que

n—1

W ()0 (2) = =Y arnh®™ (2)p" P (2).

k=1

et
(1+h(2) " (2) = =) " benh® (2) " (2) — yh)(2).

Supposons que n > 1 et que pour 1 <k <n on a h®(0) <0 et v»*(0) > 0.
On a alors

n

—yh(0) = AV 0)$(0) = =) ki B (0)p 1 H(0) > 0,

k=1
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et h"*D(0) < 0. De plus
PUI(0) = (1+ A0) " (0) = =D bt h™ (008 H79(0) — yhFD(0) > 0.
k=1
On voit donc que h™(0) < 0 pour tout n > 1.

D’aprés le lemme 4.2.1 on a

Comme ¢(z) = log(1 + h(z)) on a

v\l T R o
g((wl)l*) 1g<1+h<w+1>”i>) oe{e )

et donc

Remarque :

On aici h =e%—1, g désignant la fonction introduite au lemme 4.2.1. Notons que
si on pose u(z) = —z et v =e* — 1, alors u(0) = v(0) = 0 et u™(0) < 0 pour tout n > 1,
alors que v(™(0) < 0 pour n pair, v™(0) > 0 pour n impair.
Par contre si deux fonctions v et v, définies au voisinage de 0 vérifient la relation v = e*—1,
avec u(0) = v(0) =0 on a

n+1,n

e

n>1 n>1

Donc si v(™(0) < 0 (respectivement v(™(0) < 0 ) pour tout n > 1, on a u™(0) < 0
(respectivement 4™ (0) < 0 ) pour tout n > 1.
Par conséquent le fait que la fonction h du lemme 4.2.3 vérifie h™(0) < 0 pour tout
n > 1 implique que la fonction g du lemme 4.2.1 verifie ¢ (0) < 0 pour tout n > 1, mais
I'inverse n’est pas vrai et le lemme ci-dessus apporte plus d’informations que le lemme 4.2.1.

Soit = un élément d’une algébre de Banach A. On note Spec(x) le spectre de x dans
'algébre obtenue en ajoutant si nécessaire une unité 1 & A%,
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On note Res.(x) la composante connexe non bornée de C \Spec(x). Si 0 € Resqo(x), il
existe un voisinage ouvert U de Spec(x) et une détermination du logarithme de z sur U,
c’est & dire une fonction z — logz tel que 9% = z pour z € U. On pose alors 2! = ¢t°9®
pour ¢t € R. On notera que x' dépend évidemment de la détermination du logarithme choisie
sur U.

Théoréme 4.2.2 Soit A une algébre de Banach, soit v > 0, et soit x € A tel que
1
HxH >1- 1
(y+1)
et tel que
—1 € Reso(x).

(1) St A ne posseéde aucun idempotent non nul alors

I11+2— (1 +z)t > % :
(v+1)"
1) Si x est quasinilpotent on a plus précisement
(i) q p plus p
(v+ 1)

Preuve : Soit & € A tel que —1 € Resy(x). On pose a = log(1 + x), avec une
détermination convenable du logarithme complexe sur un voisinage de Spec(1+z), de sorte
que 1 +x =e*.

Posons

uzea_e('y+l)a:1+x_<1+x)'y+1

et supposons que
i
(y+ 1)
Soit g la fonction analytique introduite au lemme 4.2.1. Il résulte du lemme 4.2.3 que si
I’on pose

lull <

(7 + 1)rerolem =0 _q
n!

-1

J = g’(e“ . 6(7+1)a)€g(ea_e(w+1)a)z

n>2

(CL - g<€a o 6(’y+1)a))n

(4.2.4)

alors J est un idempotent de A, qui commute avec z, tel que

a—g(u) e H:={veA: Jv=u}.
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Il est clair que H est un idéal a droite fermé de A. Soit h = 9 — 1 la fonction introduite au
lemme 4.2.4 . On a

z—h(u) =e*—1— (9% —1) = (a — g(u)) [Z (i M)] € (a—g(u))A C H.

n!
n>1 \ k=0
Donc
J(x —h(u)) =2 — h(u)
Si A ne contient aucun idempotent non nul, on a
h"(0 n v 1
=0, 2 =), o <=3 "Dy < - (—) ST
n>1 (v+1) (v+1)~

Ceci prouve (i).

Supposons maintenant que x est quasinilpotent. Il résulte d’une propriété standard
du calcul fonctionnel holomorphe que

Spec(a) = {log(1 + \) : A € Spec(z)} = {0},

donc a est quasinilpotent. Donc

u= et — e,

est aussi quasinilpotent et il résulte de méme que plus haut du lemme 4.2.3 que la formule
4.2.4 définit un idempotent J de A tel que

J(x —h(u)) =x — h(u),

et J € RadA car a — g(u) € RadA. Donc J =0, et x = h(u). Comme tous les coefficients
de Taylor d’ordre > 1 de h en 0 sont strictement négatifs, et comme u est quasi nilpotent
il existe p > 1 tel que

[um|| < (#) pour tout n > p,
’y Y

et on a

- " °°h<“><o>< 5 )
Z D < -y )

Si
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on aurait

B
A
\M8

=

2

=
=
_3

Ceci prouve (ii). O



Chapitre 5

Amélioration de résultats
d’Esterle-Mokhtari

5.1 Introduction

Soit K un sous-corps de R, soit n > 1 un entier , et soit (T'(t))c Kt un semigroupe
non identiquement nul dans une algebre de Banach, K7 désignant 'ensemble des éléments
strictement positifs de K. Esterle et Mokhtari ont montré dans [17] que si

n
limsup | T(t) — T((n+ )t)|| < ———,
t—0+ (n+1)w
alors la sous-algebre fermée A engendrée par le semigroupe posséde une unité J telle que

lim ||T(t) — J|| =
lim | T(0) = T =0,

de sorte qu’il existe u € A tel que T'(t) = €™ pour ¢t € K% (on notera que ce résultat
ne nécessite aucune propriété de continuité pour le semigroupe considéré). On peut se
demander si ce résultat reste valable en remplacant la condition

limsup | T(t) = T((n + 1)t|| < ———
mawp [7(0) = T+ 1] <

par la condition plus faible , il existe § > 0 tel que

|T(t) = T((n+ 1)t < m

pour tout ¢t € KNJ0,d]. On va voir que c’est bien le cas si K = R. Par contre nous donnons a
la fin du Chapitre des exemples simples qui montrent que ce n’est plus le cas quand K = Q.

Dans toute la suite (7'(t));~o désigne un semigroupe dans une algébre de Banach.

52
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5.2 Amélioration de résultats d’Esterle-Mokhtari

Supposons que
p(T(t) = T(t(y+1)))
est borné pour t € ]0,4], avec 6 > 0, v > 0. Il résulte alors du lemme 2.1 de [17] que
Iapplication ¢t — |¢(T'(¢))| est continue sur ]0, +ool, et que

lim |¢(T(t))| = 1 pour ¢ € A.

t—0+
Supposons maintenant que

lim p(T(t) — T(t(y + 1)) < 2.

t—0t

avec v > 0. Il résulte du lemme 2.1 de [17] que

lim (T (t)) = 1,

t—0t

et quil existe, pour tout ¢ € A un complexe cs tel que ¢(T'(t)) = e pour t > 0.
Pour K = R, le théoréme 2.3 de [17] reste valable sous la forme :

Théoréme 5.2.1 . Soit (T'(t))s~o0 un semigroupe non quasinilpotent dans une algébre
de Banach, soit A la sous algébre fermée engendrée par (T(t))io et soit v > 0 un réel. Si

pT(t) = T(ty+1)) < ——
(y+1) 7"

pour 0 <t <tyg, avec ty>0, alors A/Rad(A) est unitaire, et il existe un idempotent J
de A, un élément u de JA et une application

riot—r(t)

de R™ dans Rad(JA) possédant les propriétés suivantes :
(i) $(J) =1 pour tout ¢ € A
(ii) (s +t) =r(s) +r(t) pour s,t € RT
o
(iii) JT(t) = e ® pour t € R, ot e’ = J + Z 77 Pour v € JA.

k>1

() (T(t) — JT(t))er+ est un semigroupe quasinilpotent.
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Preuve : Soit ty > 0 tel que

p(T(t) = T(t(y+ 1)) < ———
(v+1)7

pour t € |0,t], et soit ¢ € E; il existe alors ¢ € C tel que
H(T(t)) = e pour t > 0.
On a

16T @) = [T @) < [6(T() — (T ()]

< % pour t €10,to].
(y+ 1)
Alors ou bien .
p(TO) < ———=
(v+1)>
ou bien 1
o(T)] > —,
(y+1)7
et 'ensemble (|¢(T(t))|)o<t<t, est un intervalle I qui ne contient pas ( )1 :
v+ 1)
Comme
li T(t) =1
lim ¢(7'(2)) =1,
on a
1
IC T, 700,
(y+1)°

et |¢p(T(to)| > —L—+ pour tout ¢ € A
(

1
DY
Donc A est compact. D’aprés les théorémes 3.6.3 et 3.6.6 de [31], I’algébre quotient A/ Rad(A)
est unitaire, il existe un idempotent J de A tel que ¢(J) = 1 pour tout t, ¢ € A, et
(T'(t) — JT'(t))er+ est un semigroupe quasinilpotent.

On considére 'algebre B = JA d’unité J, et on pose
S(t)=JT(t) pour teR™.

Soit 1 € E; I'application ¢ : x — ¥(Jz) est un caractére de A.
On a
1
— L) < BT — 9] = [(T(0) — $laH)] < —
(7 + 1)” (”y + 1) Bt
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pour ¢ € |0, to] .
Donc N
1 - w bt’y) < < 17
| (6™)] G+ D)
et
p(J—=S(t)) <1 pour 0<t<t.
On pose

pour ¢ € 0,t].

—1)*(S(t) — J)*
w= Y CLHEO =)

k>1

On a S(t) = e™.

Soit t € R, et soit n le plus petit entier positif tel que ¢t < nty. On pose u; = nut, et on
a S(t) = e™.

Considérons de nouveau v € B et soit
¢z — YP(Jr)

le caractére de A associé a 1. Il existe ¢ € C tel que

pour t > 0. On a - .
w(ut) _ Z <_1) ¢<]€S(t) B J) :

E>1

donc 9 (u;) coincide avec la determination principale du logarithme de

L+ o(S(t) = J) =(S(t) = e

pour 0 < t < tg. Donc
Y(ug) = ct pour 0 <t <t

On obtient
Y(ur) = n(ue) = ct pour t > 0.
Posons
u =ty uy, T(t) =u — tu.
On a

P(r(t)) =ct —ct =0,
donc r(t) € Rad(A) pour t € RT; on a

er(s)+7‘(t) — 67(s+t)ubs+t _ 6r(s+t).
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Comme l'application # — € est injective sur Rad(A), d’aprés le lemme 2.2 de [17] on a
r(s+t) =r(s)+r(t)

pour s, t € RT. O
On a le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.1 . Soit (T'(t))er+ un semigroupe non nul dans une algébre de Banach
commutative semi-simple, soit A la sous algébre fermée engendrée par (T(t))icr+ et soit

v > 0. 5
g

(y+ 1)

alors A est unitaire et il existe un élément u de A tel que

p(T(t) =T((v+1)1) <

pour t € R,

Lemme 5.2.1 . Soit K un sous corps de R, soit (T'(t))icx+ un semigroupe quasinil-
potent et soit n > 1 un entier. Si

n

IT(t) —T(t(n+1))] < m

pour t € Kt NJ0,t0] avec tg > 0, alors T'(t) =0 pourt € K+.
Preuve : Soit tg > 0. Si (T'(t))s>0 n’est pas nul, il existe t; € K N0, o] tel que

a" #0. Pour p > 1on a
t
la® |? > |la" |

donc " )
law || > [la™ |7
et
t1 1
la?] > ——=
(n+1)n

pour p assez grand. Il résulte alors du théoréme 4.4 de [17| que

%(n+1)H > n

la® —a B
(n + 1)1—1—;

Par conséquent T'(t) = 0 pour ¢ € k™ si les conditions du lemme sont vérifiees. [
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Lemme 5.2.2 . Soit A une algébre de Banach et soit

0:]0,400] — A
tel que

O(s+1t)=0(s)+6(t) pour s >0, t>0.
St
limsup ||0(¢)|| < +o0

t—0t+

alors O(t) = t0(1) pourt > 0.
Preuve : Ce résultat apparait implicitement dans la démonstration du théoréme

3.2 de [17]. Donnons ici une démonstration detaillée pour le confort du lecteur.
Soit [ : A — R une forme lineaire continue sur A. Posons

o(t) = el ()

pour t > 0. On a
O(s + 1) = o(s).0(t)

pour s >0, t <0 et
limsup |p(t)| < +o0,

t—0t

il résulte alors de [22] section 4.17 qu’il existe oy > 0 tel que
P(t) = e pour t >0,

on a donc
I(r(t)) = ayt = tl(r(1)).

Il résulte alors du théoréme de Hahn-Banach que r(t) = ¢(r(1)) pour ¢ > 0. O

Lemme 5.2.3 . Soit (T'(t))s~0 un semigroupe non quasinilpotent dans une algébre de
Banach. On suppose qu’il existe v > 0 et to > 0 tel que

v

IT@) =Ty + DIl < ———77
(y+1D™

pour 0 <t < ty. Soit J lidempotent de la sous algébre fermée engendrée par le semigroupe
vérifiant les conditions du théoreme 5.2.1. Alors il existe v € JA tel que JT(t) = e pour
t>0.



5.2 Amélioration de résultats d’Esterle-Mokhtari

o8

Preuve : Posons
U = D(0, %)
(y+1)"
et soit
g:U—=C

la fonction holomorphe sur U vérifiant g(0) = 0 et

e9(2) _ o(rtl)g(2) —

pour z € U. Posons
by = JT(t) — Ja'OY pour t> 0.

Comme

k
i
IF(] < 117l (W) pour k > 1,
’}/ v

la série

(k)
9(0)
) x (el

k>1

est convergente.
Posons

Il résulte de propriétés standards du calcul fonctionnel holomorphe que
eI _ (DI — Ap pour A < 1.

Par continuité on obtient, avec les notations du théoréme 2.1, que

¢9(b) _ o Dalb) _ pp  ptutr(t) _ o )(tkr(D),

Pour 0 <t <tyona

p(tu+r(t)) =tp(u),
donc

lim p(tu+r(t)) =0,

t—0t+

donc

p(bt) _ p<€tu+7"(t) _ 6('y+1)(tu+7“(t))) _ p(etu _ et(7+1)u) < etp(u)p(J _ etvu)
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ce qui nous permet de conclure que

lim p(b;) = 0.

t—0t

Comme ¢(0) =0 on a
lim p(g(b;)) = 0.

t—0+
Soit
f:z— e — etz
Posons
21 — 29
et

F(z1,29) = f'(21) pour z; = 2.

Alors f et F sont entiéres. Comme f’(0) # 0 il existe un disque ouvert D(0, «) tel que f
soit injective et F'(z1, 29) # 0 pour z1, zo dans D(0, «). Soit ¢; tel que

plg(br)) < o

pour 0 <t < t;.
Soit t € ]0,¢;]. On a

0= f(g(be)) — f(tu+7(t)) = (g(b) — (tu+ (1)) (F(g(bs, tu+7(1))))-
Pour ¢ € JA on a
S(F(g(be), (tu+ (1)) = F((g(br), o(tu +7(t))) # 0
et donc F(g(by), (tu +(t))) est inversible dans JA et
g(b) = tu +r(t), pour ¢ €0, t].

D’autre part, d’aprés le lemme 2.1 de [2] on a

g 9
timsup o) < 3 g - 32 420

t—0F k>1 E>1

v
(y+1)"*5

< +00.

Donc
lim sup ||r(¢)|| < +o0
t—0t+
et il résulte du lemme 5.2.2 que r(t) = tr(1). On a donc JT(t) = e pour t > 0 avec
v=u+r(l). O
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Théoréme 5.2.2 . Soit (T(t))e=0 un semigroupe non nul dans une algébre de Banach,
soit A la sous algébre fermée engendrée par (T(t))io et soit n > 1 un entier.
S7il existe tog > 0 tel que

n

HU@%—TMH+DDH<6;:5;3

pour 0 < t < tg, alors A posséde une unité J, lim+ T(t) = J et il existe u € A tel que
t—0
T(t) = e™ pour tout t > 0.

Preuve : Comme
p(I'(t) =T(t(n+1))) < [[T(@) = T((n+ 1),
il existe un idempotent J de A vérifiant les conditions du théoréme 5.2.1. En particulier
S(t) :=T(t)— JT(t)
est quasinilpotent pour £ > 0. Soit
T:A— A/JA

la surjection canonique. Comme 7(S(¢));>0 est un semigroupe quasinilpotent de A/JA, il
résulte du lemme 5.2.1 que

et T(t) € JA, pour t > 0. Donc
T(t) = JT(t).

Il résulte du lemme 5.2.3 qu’il existe v € A = JA telque

T(t) = JT(t) =" pour t > 0. O

Posons
Q1 =QnN]J0, +oof.
Soit

co = {(xn)nzl / lim x, = 0}.

t—0+
Alors ¢( est une algébre de Banach pour la norme

[zt l] = ma o

et on a
p(x) =||z|| pour z € c.
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Il est facile de voir que si on pose
1
Tt) = =——=
0= (@),

IT() - T0) < §

pour t € Q. Alors

pour ¢t € Q% bien que l'algébre engendrée par le semigroupe (7(t)):~o pour t € Q% ne soit
pas unitaire. Plus généralement on a I’exemple suivant, qui montre que le théoréme 5.2.1
n’est plus valable pour les semigroupes rationnels, méme si on suppose ces semigroupes
continus en norme.

Proposition 5.2.1 . Soit (pn)n>1 une suite strictement croissante de mombres pre-

1
miers. Posons S(t) = (T) pour t € Q. Alors Uapplication t — S(t) est une applica-
n>1

tion continue de Q% dans co, la sous-algébre fermée engendrée par le semigroupe (S(t))te@i

n’est pas unitaire ; de plus

IS() = Sty + D)l < ———
(y+1)

pourt € Q7 siy € Q7 nest pas entier, et

1S() = Sty + )| < ——
(v+1)"

pour t < % sty > 1 est entier.

Preuve. On a

_ Y
I8(6) = Sty D <

1
puisque — € |0, 1[ pour n > 1, t > 0. Supposons que

n

1S() = Sty + )| = ——
(v+1)7

avec t =p/q, v=u/ve Q}.

On peut supposer que p.g.c.d(p,q) = p.g.c.d(u,v) = 1; il existe alors n > 1 tel que

11 | 1 1y

pfl p%(’7+1) o sz p£1(’7+1) o (/Y‘i_ 1)1+%’
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et on a
1 1

P (y+1)7
Posons m = p,,, de sorte que m est premier. On a

1 1 1

mPlt - (y+1)s (B

soit
mPv? = (u + v)?.

Comme u et v sont premier entre eux, v? et u + v le sont aussi et u + v divise m.
Comme v # 0, u>1, u+v > 2, et on voit que u + v = m, donc

v mP* = m?.

Par conséquent
qu > pu, et v?” =mi"PY,

Si gu > pu, v divise m. Si v = m on aurait pu = 0, ce qui est absurde. Donc v = 1, ce
qui est également le cas si qu = pu. On a alors

v est entier, et

ce qui achéve la démonstration. [

On peut aussi construire formellement un semigroupe (S(t));>o dans ¢q vérifiant les
conditions ci-dessus et tel que

IIS(t)—S(t(7+1))II<W pour ¢ € Q}, 7€ Q.

Il suffit de prendre



Chapitre 6

Explicitation des idempotents associés
aux semigroupes fortement continus ne
vérifiant pas ||T(t) — T'(s)|| > 0(s/t) prés
de l’origine

Posons de nouveau, pour a > 0,

Q(a):a_&l

yao—1

Comme on ’a rappelé au Chapitre 3, il résulte de[16] que si la sous-algébre fermée A
de L(E) engendrée par un semigroupe (non nul) fortement continu (7°(t)):~o d’opérateurs
bornés sur un espace de Banach E ne posséde aucun idempotent non nul, alors il existe
0 > 0 tel que l'on ait, pour 0 <t < s <4,

IT(t) = T(s)l| = 6(s/t)-

Si la propriété ci-dessus n’est pas vérifiée, alors 'algébre Ar contient une suite (P,),>1
d’idempotents telle que P,,P, = P,, pour n > m > 1, et telle que pour tout ¢ € Arp il
existe ng > 1 tel que ¢(P,) = 1 pour tout n > n,. On se propose ici de donner des formules
explicites permettant de calculer ces idempotents.

Pour 0 <t < s on pose

1 og(s)—log(t)
m(s,t) = - =

(3

Onapour 0<t<s<l1
m(87 t)t - m(s, t)s = 9<S/t)7

63
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et
eVt < m(s,t) < e/,
En particulier on a

m(s,t) < (6.0.1)

Q|

Soit (T'(t))+=0 un semigroupe d’opérateurs fortement continus bornés sur un espace
de Banach X et soit Ar la sous algebre fermée de B(X) engendrée par (T'(t));~o. Posons

or = {IX(T(1)],x € Ar }{ {0}

On sait qu’il existe pour tout y € zzl\T un nombre réel « tel que
IX(T(t))] = €™
pour tout ¢t > 0, et on a :

X(T(0)] = [X(T(1)]" pour x € Ar, t>0.

Lemme 6.0.4 Soit T(t)i>0 un semigroupe fortement continu d’opérateurs bornés sur
un espace de Banach X, et soit a > 0. On suppose qu’il existe deux réels s et t tels que

p(T(t) = T(s)) < 0(s/t),

avec s >t > 0,. Alors il existe A(a, s,t) € ]0,1] tel que, si l’on pose

{ s = \a,s,t)s

t' = Xa, s, t)t.
on a / ,
pe”T(t) —e ™ T(s)) < 0(s /t) = 0(s/t). (6.0.2)
Preuve : Si le semigroupe est quasinilpotent il n’y a rien a démontrer.
Sinon on a

(T )] # —

pour tout y € ;l; Comme

on a

Donc
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Soit a > 0, posons
T,(t) = e T (t).

On a
or, = €_aUT
et
or = e“aTa.
Comme
m(s,t) & or,
on a _ log(s)—log(t) —a
e st ¢ or,.
Posons | loa(t 5
s —t a-+0
de sorte que
Aa, s, t) €10,1].
On a 5
=a+ 0.
Aa, s,t)
Posons maintenant
s = Aa,s,t)s
' = a, s, t)t.
On a
log(s") — log(t') 0 _ ,us_losls) —log(®)
s =t Aa, s, t) s—t
Donc | ( N log(t)
og(s') — log _
S/ _ t/ —a ¢ log(UT1)7
o log() — log(t)
og(s og _
T ¢ logl(e ™o)™ = log(og,),
et on a

/

p(Tu(t) — Tu(s)) < 0(s' /') = 0(s/t). O

Soit T'(t);~o un semigroupe fortement continu d’opérateurs bornés sur un espace de
Banach X, tel que p(T'(1)) < 1. Fixons s et t, avec 0 < ¢t < s. On pose, pour 7 > 0

(I—T(s—1)) Z = b ka_k“)T(k(s—t)) (6.0.3)
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et,
- -1 (t—k+1
(1) ~ ()" = Trt)y_ (-1 LT T B Dy,
k!
k=0
Alors
(T'(t) = T()) )ss0
est un semigroupe fortement continu.
Soit o > 1, soit f, la fonction entiére définie par
fa(z) _ e—(a—l)z . e—oaz’
et soit ( [yt
a—1)" @
o D0, ————— D(0,1 ,
go: D0, ) — D(0,log —)

la fonction holomorphe définie dans [16], qui vérifie
9a(0) =0 et e92(2) _ 5e9a(2) — 1

ce qui donne (f, 0 go)(2) = 2. Comme

on a, d’aprés le lemme 2.2 de [16],

«

ga(0(c)* ") = log(

).

a—1

(6.0.4)

Le lemme suivant ne présente evidemment d’interét que si les opérateurs V' et W définis
ci-dessous sont distincts. On pourrait certainement le déduire du lemme2.2.4, mais il est

plus simple de donner ici une démonstration directe.

Lemme 6.0.5 Soit T(t)i=0 un semigroupe fortement continu d’opérateurs bornés sur
un espace Banach X tel que p(T(1)) < 1. On suppose qu’il existe deuz réels s, t tels que

p(T(t) = T(s)) < 0(s/t)

avec 0 < t < s.
Posons



67

de sorte que

T(t) =Ue".
Alors
fo(V) = fa(W),
et .
Ji=1- g;(Ua—l)/ fL@V + (1 —t)W)dt

est un idempotent de Ar tel que
JW=V)=W -V

De plus pour x € 2} on a

T # —. et (V)] # loa( ).
et les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) x(V) # x(W)
(i) [x(V)] > log(——)
(i) T ()] > —
(i) x(J) = 1.
5 Preuve : Comme p(T'(1)) < 1, 0on a p(T(t)) = [p(T(1))]" < 1.
fa(v) _ e—(a—l)V . e—aV
= ([-T(—t)*' =T -T(s—1))*
= T(s—t)(I —T(s—1t)*"
= T - T(s 1) = U,
et

JalI) = @m0 — =W — ([, 0 g (U ) = U

On a donc

fo(V) = fa(W).
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On pose X
Ji=1- g’a(UO‘_l)/ PV 4 (1= W)t
y = W=V,
u = g;(U“—l)/ (1=t 1tV + (1 —t)W)dt
0
On a .
ye= g (U [ (1= DRV + @ - -V,
0

et

9 U fi9a(U) = (fa 0 9a) (U = L.
Posons

1
A :/ PV + (1= 8))dt.
0
On obtient alors, par une simple intégration par parties,
yu=1—g (U"HA = J.

Posons
o(t) = fo(tV + (1 —t)W).

On a
P't)=fo@V + (1 =W)(V =W), o(1) = fu(V), et (0) = fa(W).

Donc

0= fu(V) = fa(W) = (1) — ©(0)

= /lgp'(t)dt:(V—W) /1 fo(tV 4+ (1 —t)W)dt
= —yA.

Jy=y— g, (U yA =y,

et
J? =% = Jyu = yu = J.

Soit XEAAT. On a
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IXCT@) = IX(T@)*] = (T = IX(T(s)]

donc

D’autre part
anl—%uwamlwuuwwwr¢mmmw

St x(V) # x(W) on a

) = 1= g ‘/f (V) + (1= O)x (W) (x(V) — x (W)t

=1—%uwawhﬂ%g_ﬁwg”.

Comme
X(fa(V)) = x(faW)) = x(fa(V) = fa(W)) = x(0) = 0,

on voit que dans ce cas

Si x(V) =x(W) on a
XU)=1—%WW%%AJMWMMt

= 1= go((U N falx(W)) =1 = x(g, (U fo(W))) =1 = x(I) = 0.

Donc (i) et (iv) sont équivalents.

On vient d’utiliser le fait que f (V) = fo(W). Comme les coefficients de Taylor de g,
en 0 sont positifs, et comme
(a— 1)1

aOt

XU =@ < (a)*" =
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()] < ga(6(0)*") = log ——
Si
(V)] < log(——).
xX(V) = x(W),

puisque f, est injective sur le disque fermé D(0, log(il)). Donc

(%

IX(V)[ # log( );

a—1

pour tout Y € Az, et on voit que (17) est vérifié si (i) est vérifie. Comme

()| < log(——)

pour tout y € Ar, on en déduit que (1) et (ii) sont équivalents.

Les coefficients de Taylor a l'origine de la fonction
r — —log(l —x)

sont positifs. Si
1

IX(T(#)] < ——,
yo—1
on a 1
I\ 1
Ix(T(s—1))] < < 1) _ =
o a—1 (6]
et ,
«
Vv —log(l——) =1 .
IX(V)] < —log( &) Og(a—l)
Réciproquement, si
o
log(——
(V)] < log(=)
on a 1
IX(T(1)] = [x(Ue")| < [x(U)]eMM) < e(a)oi = —
ao—1
Comme .
1
X(V)] # log —

on voit que (i7) et (ii7) sont équivalents, ce qui achéve la démonstration du lemme.
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Nous utiliserons également le résultat facile suivant :

Lemme 6.0.6 Soit T(t);=0 un semigroupe d’opérateurs fortement continu. Si 0 est un
point isolé de or, et s’il existe deuz suites (Sp)n>1 €t (tn)n>1 de nombres réels vérifiant
0<t, <sp,,

IT(tn) = T(sn)|| < 6(2)

tn
et
lim s, =0,
n—-—+00
alors l'algebre Ar posséde une unité J.
Preuve : Comme 0 est un point isolé de or, et comme x(7'(1)) # 0 pour tout

X € ;l;, I’ensemble ;1; est compact pour la topologie de Guelfand. Il résulte alors des
théoremes 3.6.3 et 3.6.6 de [31] qu’il existe un idempotent J de Az tel que x(J) = 1 pour
tout x € Zl\T
Soit B = Ay /JAr et soit

m:Ar — B

la surjection canonique. Alors B est radicale, et on a

Sn
I (T (tn)) = m(T(sa))l| < O(7).
Il résulte alors du théoréme principal de [16] que w(T'(¢)) = 0 pour tout ¢ > 0.
Comme B est engendrée par le semigroupe (7(7(t)))is0, on a B = {0}, Ar = JAr, et Ar
est unitaire d'unité J. O

Théoréme 6.0.3 Soit T'(t)i>0 un semigroupe d’opérateurs fortement continu non nul.
On suppose qu’il existe deuz suites (tp)n>1, €t (Sp)n>1 de réels vérifiant

0<s,<t, lim s,=0
n—-+00

et
Sn
IT(t) = T(sa)ll < 6(7),
de sorte que (T(t))i>0 n'est pas quasinilpotent.
Soit a > p(T(1)), et posons T(t) = e~ ™T'(t) pourt > 0. Alors il existe deuz suites (tp)n>1,
et (8n)n>1 de réels positifs tels que

0 <ty <3, <8, pourn>1, 3,/tn = s,/tn

vérifiant

p(T(tn) — T(50)) < ().

?zlzz
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De plus si on pose, pour n > 1

U, = XM—T@g:ﬂadew%—m»
> T(k(5, — 1,
ioe S (5 = 1)

~ ~ Sn—tn

Pui= 1, (@(gn) _ T(g@)%) /01 iR (tVn +(1—1) <g%(T<£n) —T(3,)) )) dt,

on a les propriétés suivantes :

1. (P,)n>1 est une suite d’idempotents de Ar telle que P,(V,, — W,) = V,, — W,, pour
n > 1, et pour tout compact K C Ar, il existe ng > 1 tel que x(P,) = 1 pour tout
X € K et pour tout n > ng.

2. L’algebre fermée engendrée par (P, T(t))i>o est unitaire d’unité P, pour tout
n>1.

Preuve : 11 résulte de [16] que le semigroupe (T'(Z,,));, o n'est pas quasinilpotent.
L’existence des suites (£,)n>1, €t (3,)n>1 verifiant les conditions demandées résulte du lemme
6.0.4. On déduit alors du lemme 6.0.5 que P, est un idempotent de Ay pour n > 1, et que

P,(V, = W,) =V, —W,.

De méme que plus haut, on a T(t,) = Une". On pose

Ry = (T(E) = T(5a))eap | g2 {T(fn) — T(gn)} Wl Z e
Comme .
() = T(652)) < 00/) = (G — 1)

et comme les coefficients de gs, en 0 sont positifs, on a
tn

Pl < 0 )ep g2 (0327 = —L—

n n




Donc

@
5]
(S
Q| =

p(Ra) = (p(R)) i < () =

D’autre part , comme le semigroupe (T(fn))nzl n’est pas quasinilpotent

]

3

lim p(T(t)) =1
et il existe ng > 1 tel que
Comme
on voit que

R, # T(tn) pour n > ng.
En particulier V,, # W,, pour n > ny.

Posons
Q= 5/t
Soit x € ;1;
Il résulte également du lemme 6.0.5 que
X(Pn) =1
si
~ 1
IX(T(t)| > ——,
oyt
c’est-a-dire si .
V() > —o
(3)7
Comme
1 1
~ in S B
() ¢
on voit en particulier que
IX(F)] =1

si

. 1
TG > -
Il est clair que si K est un compact de ;1; alors

5= inf |p(T(1)] > 0, et [x(T(3n))] = 6°.

peK
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On voit donc que ¢(P,) = 1 pour tout ¢ € K si n > ng, ou ng est choisi de fagon que
. 1
o > —.
Posons

pour ¢t > 0, et
Qn:{XeAT: X(Pn):1}.

Toujours d’aprés le lemme 6.0.5, on a

— e x(T1) > (— )k = —
(i)snftn (ft—n)sn*tn
On a
or, = {e@W)} _
= e}
= oy
donc
O N 0, 1 T :¢
i)snffn
Comme

a
or, = €05 ,

on voit que 0 est un point isolé de o7, . Il résulte alors du lemme 6.0.6 que l'algebre engen-
drée par (P,T(t))i>0, qui coincide avec celle engendrée par (P,T(t));~o est unitaire d’unité
P, O
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Résumé

Le but de cette thése est, d'une part d’étudier certaines inégalités valables dans les
algébres de Banach ne possédant aucun idempotent non nul, et d’autre part d’expliciter
des idempotents dans les algebres de Banach ne vérifiant pas ces inégalités. On obtient
des inégalités de ce type concernant la norme de exp(z) — exp((y+ 1)z) et la norme de
1+2z— (14 2z)""! pour v > 0. On améliore également la condition de Esterle-Mokhtari
concernant la norme de T'(t) — T'((n + 1)t), condition qui permet de conclure qu'un
semigroupe (7'(t))¢~o admet une limite en norme & l’origine, quand n > 1 est un entier.
On donne enfin des formules explicites permettant de construire une suite exhaustive
(P,)n>1 d’'idempotents dans ’algebre de Banach engendrée par un semigroupe forte-

s

Ss—t
t
ts—1

ment continu ne vérifiant pas la minoration || T(¢t) —T'(s)|| > (s —1t) au voisinage

de l'origine.

Mots-clés : semi groupes, semi groupes fortements continus, Algébres de Banach, idempotents

Abstract

The main objectives of this thesis consist

1. In studying inegalities which are valid in Banach algebras which do not possess any nonzero
idempotent .

2. In constructing explicitly idempotents in Banach algebras for which such inequalities are not
satisfied.

We obtain inequalities of this type concerning the norm of exp(z) — exp((y + 1)z) and the norm of
1+z—(1+2)* for vy > 0.

We also improve a condition of Esterle-Mokhtari concerning the norm of T'(t) — T'((n + 1)t), condition
which implies that a semigroup (7'(¢));>o admits a limit in norm at the origin, when n > 1 is an
integer.

We also give explicit formulae which allow to compute an exhaustive sequence (P,),>1 of idempo-
tents in the Banach algebrsa generated by a strongly continuous semigroup for which the condition

SS*t
t
ts—t

IT(t) = T(s)ll = (s =)

is not everywhere satisfied near the origin.

Keywords : semigroups, strongly continuous semigroup, Banach algebras, idempotents.





