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Chapitre O

Introduction

Le but de ce travaille est d’étudier les amibes dans le cadre des sommes
d’exponentielles a fréquences réelles. Il est articulé en quatre chapitres, des-
quels les deux premiers sont indispensables au troisieme tandis que le der-
nier sert de conclusion. Le premier chapitre présente le pseudovolume mixte
de Kazarnovskii, introduit dans [17] pour 1’étude des sommes d’exponen-
tiels auxquelles est dédié le deuxieme chapitre. Il s’agit d’une notion tres
intéressante, passée relativement inapercue, qui généralise le volume mixte
de Minkowski au cas de corps convexes de C" prenant en compte la structure
complexe de I'espace ambiant. Puisque dans le texte original [17] le pseudo-
volume mixte de Kazarnovskii est traité de maniere synthétique, on a voulu
donner ici une présentation plus détaillée et absolument élémentaire qui rend
compte de son caractere combinatoire, différentiel, et courantiel. Le chapitre
deux, concerne les sommes d’exponentielles, soit les fonctions entieres sur C"

de la forme
f(z) = Z e
)\EAf

ou Ay C C” est un sous-ensemble fini (appelé le spectre de f) et ¢, € C*, pour
tout A € Ay. Sur le fil conducteur de larticle [17], on a envisagé d’étudier des
propriétés des ensembles des zéros dans C" des systeémes finis (et non vides)
de sommes d’exponentielles (non nulles) appartenant a la classe des systemes
réguliers. Il s’agit d'une classe de systemes de sommes d’exponentielles dont
I’ensemble des zéros est soit vide soit une intersection complete. Il s’avere que
le pseudovolume de Kazarnovskii controle le comportement asymptotique de
I’ensemble des zéros d’un systeme de cette classe et que ce comportement
ne dépend que de la géométrie des spectres des sommes d’exponentielles
du systeme. Encore une fois on a voulu compléter les esquisses des preuves
fournies par Kazarnovskii [17], en se limitant, par contre, aux résultats utilisés
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dans le troisieme chapitre, qui constitue la partie plus original de cette these
et que I'on va donc décrire plus en détail.

Dans le troisieme chapitre on s’est occupé des systemes de sommes d’ex-
ponentielles a spectres inclus dans R™ ainsi qu’a la structure de leurs amibes
(au sens de Favorov). Bien que ces formes de vie unicellulaires soient bien
connues en biologie, I’emploi de I'expression “amibe” dans le vocabulaire de
la recherche en mathématiques est tout récent et il fait référence a une région
du plan ayant une forme semblable a celle d’'une amibe au sens biologique
du terme, soit la forme d’'un organisme ayant plusieurs trous et des tenta-
cules droites et pointues qui atteignent l'infini le long de certains directions
privilégiées, le nombre de trous et de tentacules étant supposé fini. Ce terme
a trouvé son acception mathématique en 1994 dans le riche ouvrage [12] ou
il dénomme un outil introduit pour 1’étude des développements en série de
Laurent des fonctions rationnelles du type p~!, ott p est un polyndome de
Laurent en n variables a coefficients complexes.

Si Log : (C*)® — R™ est I'application donnée, pour u € (C*)", par
Log (u) := (log |us|, .. .,log |uy,|) ,

et V(p) est I'ensemble des zéros de p dans le tore (C*)™, 'amibe A, de p est
I'image dans R™ de I’ensemble V' (p) sous I'application Log .

La notion d’amibe a connu une grand succes pendant les dix dernieres
années surtout grace aux travaux de ’école suédoise, russe et ukrainienne,
dont on cite Forsberg, Passare, Rullgard, Tsikh, Mikhalkin, Itenberg, Ronkin,
Favorov et Rashkovskii. Leurs travaux ont fourni des études plus raffinées et
des généralisations diverses de la notion classique d’amibe, notamment en
Analyse complexe et en Géométrie tropicale.

Pour donner une idée des questions auxquelles on s’est intéressé, on va
commencer par rappeler un résultat montré dans [12].

Proposition 0.0.1. Le complémentaire Aj, de l'amibe d’un (seul) polynome
de Laurent p n’a qu’un nombre fini de composantes connexes et chacune de
ces composantes est conveze.

La Proposition 0.0.1 n’est plus vraie si I’on remplace p par une fonction
holomorphe sur (C*)™ ayant une forme plus compliquée ot méme si I’'on prend
a un systeme P de polynomes de Laurent. En particulier, les composantes
connexes de A% ne sont plus en général des ensembles convexes; cependant,
Henriques [15] a observé que A% vérifie une propriété plus faible qui s’exprime
en des termes homologiques de la maniere suivante.
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Définition 0.0.1. Soit k € N, S C R™ un (k + 1)-sous-espace affine orienté
et Y C S un sous-ensemble. Une classe d’homologie (singuliére) réduite
dans Hy(Y,Z) est dite non négative si, pour tout point = € S\'Y, son image
(sous le morphisme induit par Uinclusion) dans Hy, (S \ {z},Z) ~ Z est non
négative. Le sous-ensemble des classes non négatives du groupe ]:]k.(Y, Z) est
noté HY (Y, 7).

Un sous-ensemble X C R™ est dit k-convexe si pour tout (k + 1)-sous-
espace affine orienté S C R™, la classe nulle est la seule classe non négative
de Hy(SN X, Z) qui appartient au noyau du morphisme

induit par linclusion.

Théoréme 0.0.1. Soit P C C[z*, ..., 2% un systéme de polynémes de
Laurent tel que V(P) C (C*)™ a codimension (k + 1). Alors, A% est un
sous-ensemble k-conveze.

Cet énoncé peut se lire comme un résultat d’injectivité partielle du mor-
phisme ) )
lg,s - Hk(S N A;,Z) — Hk( %,Z)

pour chaque (k + 1)-sous-espace affine orienté S C R™. Si k = 0, les mor-
phismes ¢ g correspondant sont effectivement tous injectifs (et dans ce cas le
Théoréeme 0.0.1 se réduit a la Proposition 0.0.1), par contre, des que k > 0,
les morphismes ¢4 ¢ ne le sont plus que dans un sens conjectural, (voir [29]).

Les travaux de Ronkin et Favorov autour des amibes soulevent des ques-
tions nouvelles et tout particulierement intéressantes dans 1’étude des cer-
tains sous-ensembles analytiques globaux de C™. En fait, les articles [33] et
[9] adaptent la notion d’amibe au cadre des fonctions holomorphes presque
périodiques définies dans les domaines de C" du type T = R" + i€,
ou € est un ouvert convexe de R™. Il s’agit de la classe AP(Tg) des fonc-
tions g € O(Tg) telles que 'ensemble {g(z+t) € O(Ty) | t € R™} est relative-
ment compact dans la topologie 7(T) induite sur O(Tg) par la convergence
uniforme sur les sous-domaines du type Tp, avec D e ).

Définition 0.0.2. Soit 2 C R" un ouvert convexe non vide. L’amibe d’un
systeme fini G C AP(Tq) est le sous-ensemble de R™ donné par

Ag =1Im V(G),

ou V(G) dénote ’ensemble de zéros de G dans T et Im : T — Q) est
Uapplication de prise de partie imaginaire sur chaque coordonnée.
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Dans Favorov [9] on trouve la Définition 0.0.2 dans le cas d’'un systeme
réduit a une seule fonction et afin d’éviter toute ambiguité entre les nota-
tions Ap et Ag, on va dorénavant indiquer les amibes au sens de Favorov
(soit au sens de la Définition 0.0.2) par le symbole Fg.

Un cas bien particulier (mais néanmoins trés important!) de fonctions
de AP(Tgn) = AP(C") est celui des sommes d’exponentielles & fréquences?
dans iR", toutefois, puisque 'on va plutot travailler avec les systemes finis de
sommes d’exponentielles a fréquences réelles, on préfere assumer la définition
suivante.

Définition 0.0.3. Soit F' un systéme de sommes d’exponentielles (en abrégé
un SSE) a fréquences réelles. L’amibe au sens de Favorov de F' est [’ensemble

.}tF = Re V(F),

ou Re : C" — R" est lapplication de prise de partie réelle sur chaque
coordonnée.

Comme remarqué dans [33] ou [9], si ¢ € AP(Tg), puisqu’elle est holo-
morphe, chaque composante connexe de I'ensemble F N2 est aussi convexe ;
en outre, si g (resp. f) est une somme d’exponentielles a fréquences imagi-

naires pures (resp. réelles), 'ensemble R" \ Im V' (g), (resp. R™ \ Re V(f))
n’a qu’'un nombre fini de composantes connexes convexes, donc la Proposi-
tion 0.0.1 se traduit mot a mot au cadre des amibes des sommes d’exponen-
tielles a fréquences imaginaires pures (resp. réelles).

Or, si 'on passe aux systémes finis des fonctions de AP(Ty), la struc-
ture des amibes devient considérablement plus compliquée. Cependant, dans
le cadre des systemes finis de sommes d’exponentielles a fréquences réelles
(resp. imaginaires pures), la théorie développée par Kazarnovskii [17] (& la-
quelle on a consacré les deux premiers chapitres) permet, d'une part, de
mieux comprendre la structure des amibes au sens de Favorov associées a ces
systémes et, d’autre part, d’adapter a ce cadre le résultat d’Henriques [15].
Pour énoncer notre résultat on a besoin de quelques notations que 1’on re-
prendra dans le troisieme chapitre.

Si F' est un systeme (non vide) fini de sommes d’exponentielles (non
nulles) a fréquences réelles, on associe a F' le sous-groupe additif = C C”

1Un résultat profond de la théorie des fonctions holomorphes presque périodiques (le
théoréme d’approximation de Bochner-Fejér) assure que toute fonction g € AP(Tg) est la
limite dans la topologie 7(Tq) d’une suite convergeante de sommes d’exponentielles dont
les spectres sont contenus dans ¢R".

2Les fréquences d’une somme d’exponentielles sont les éléments de son spectre.
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engendré par I'union des spectres des éléments de F'. En suite on note Ch =g
le groupe des homorphismes du groupe = dans celui de nombres complexes
de module égal a 1. Ainsi on obtient une famille {F) },ech =, de “perturba-
tions” du systeme F', oli, pour tout x € Ch Zp, le systeme F) est donné par
les sommes d’exponentielles

Fol(2) == exx(NelV,

)\GAf

(z:A)

lorsque f =3, A Cx€ parcourt le systeme F' donné.

On introduit ainsi une nouvelle notion d’amibe en posant

et 'on obtient le résultat suivant (voir Théoreme 3.2.2 et Théoreme 3.4.1
respectivement).

Théoréme 0.0.2. Soit F' un systéeme constitué par (k + 1) sommes d’ez-
ponentielles a fréquences réelles génériques, alors l’amibe Vg coincide avec
Uamibe Fp au sens de Favorov et le complémentaire Fy de l'amibe de F
est k-convexe dans R™. O

La premiere partie fournit un expression plus concrete de l'adhérence
de T'ensemble Re V(F') et elle implique, entre autres, le fait quelque part
inattendu que

Re V(F) = Re V(F),

pour tout x € Ch =Zp. La deuxieme partie constitue le pendant exponentiel
du Théoreme 0.0.1.

La preuve de Théoreme 0.0.2 utilise le Théoreme 0.0.1 ainsi que la tech-
nique de perturbation par caracteres introduite depuis longtemps par Alain
Yger dans les travaux [38] et [39] (puis utilisés par Berenstein et Yger) pour
montrer que certains systemes d’équations de convolution possédaient la pro-
priété de la synthese spectrale. L’hypothese de généricité sur les fréquences
du systeme F' se justifie par le fait que notre démonstration fait appel a une
méthode d’approximation de F' par des systemes a fréquences dans Q" et
que cette méthode prétend un controle de la géométrie des fréquences de F
et de systemes approchants.

Le quatrieme et dernier chapitre, présente les motivations qui nous ont
conduit a cette étude ainsi que les conclusions et les perspectives possibles
que 'on pourrait en tirer.






Chapitre 1

Le pseudovolume mixte de
Kazarnovskii

1.1 Sommaire

Ce chapitre est consacré a I’étude de la notion de pseudovolume mixte
selon Kazarnovskii. Il s’agit d’'un objet géométriquement tres intéressant, in-
troduit par Kazarnovskii dans [17] comme un outil pour étudier les sommes
d’exponentielles, et qui depuis a été tres peu exploité. Dans [17] il joue un
role accessoire par rapport au sujet central de l'article, donc ses propriétés
principales y sont brievement énoncées sans démonstrations détaillées. Le pa-
pier [18] fournit, entre autres, des méthodes courantielles qui permettent de
construire le pseudovolume mixte plus explicitement que dans [17]. Malgré
quelque apparition occasionnelle dans la literature, jusqu’a I’heure actuelle le
pseudovolume mixte de Kazarnovskii ne semble pas avoir obtenue 1’attention
qu’a notre avis il mérite en rapport au potentiel d’applications qu’il pour-
rait comporter. En effet, cette notion de pseudovolume mixte, d’une part,
généralise le volume mixte ordinaire et, d’autre part, en garde la majorité
des propriétés géométriques en lui donnant aussi une nouvelle présentation
courantielle. En outre, comme remarqué dans [21], le pseudovolume mixte
de Kazarnovskii pourrait s’avérer tres utile dans une théorie de 'intersection
pour les sous-ensembles analytiques exponentiels globaux de C™.

Ce chapitre se compose de quatre sections (outre la présente), dont la
premiere contient les définitions et les propriétés des corps convexes (et, en
particulier, des polytopes) de R™ qui seront utiles dans la suite, les résultats
énoncés étant parfois accompagnés d’une démonstration. La deuxieme sec-
tion propose, de facon tres élémentaire, une construction générale sur les
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polytopes de 'espace R™, dont le pseudovolume de Kazarnovskii et sa ver-
sion mixte seront un cas particulier faisant ’objet de la troisieme section, o
I'on traitera en détail le cas polytopal. La quatrieme et derniere section sera
enfin dédiée a I’étude du pseudovolume sur d’autres classes de sous-ensembles
de C", comme celle de tous les corps convexes, ou celle des compacts a bord
lisse. La présence de ce chapitre se justifie par le fait que les démonstrations
proposées ici sont plus simples et détaillées que celles de [17] ou [18].

1.2 Corps convexes et polytopes

Pour tout sous-ensemble A C R", on note aff A le plus petit sous-espace
affine de R" qui contient A, E4 le sous-espace vectoriel de R™ sous-jacent
a aff A, dim A la dimension de F 4 et, en outre, on note relint A et relbd A
I'intérieur et la frontiere de A par rapport a la topologie induite sur aff A
par R™. On note aussi lin A le plus petit sous-espace linéaire de R"™ qui
contient A et on I'appelle I’enveloppe linéaire de A.

Un cone C C R™ est un sous-ensemble non vide tel que, si z,y € C
et A € Ry, alors z +y € C et \x € C. Pour tout sous-ensemble non
vide A de R™, on appelle enveloppe positive de A le plus petit cone de R",
(noté pos A), qui contient A. Un céne polyédral dans R™ est I’enveloppe
positive d'un sous-ensemble fini de R™, un cone polyédral est dit fortement
convexe s’il ne contient pas de droites.

Un sous-ensemble A C R"™ est dit convexe si, pour tout z,y € A, le
segment de droite de sommets = et y est aussi contenu dans A. Tout cone
donne un exemple d’ensemble convexe. Pour tout sous-ensemble A # @ de R",
on appelle enveloppe convexe de A le plus petit sous-ensemble convexe de R™,
(noté conv A), qui contient A. Un polytope dans R™ est I’enveloppe convexe
d’un sous-ensemble fini et non vide de R™; dans la suite K(R™) (resp. P(R"))
dénote 'ensemble de tous les sous-ensembles convexes compacts (resp. les
polytopes) de I'espace R™. Un élément de IC(R™) est souvent appelé un corps
convexe, 'ensemble vide en est un exemple!.

Si A € KC(R"), et (,) dénote le produit scalaire standard dans R", on
appelle fonction de support de A la fonction

hg :R" — R

définie, pour tout u € R™, par ha(u) := sup,c4(v,u). Vu que A est compact,

'On a aff @ = Ey = relint @ = relbd @ = conv @ = @ en outre, par conven-
tion, pos @ = {0} et dim@ = —1.
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sa fonction de support est bien définie, en outre hy est une fonction sous-
additive et positivement homogene de degré 1, c¢’est-a-dire, pour u,v € R"
et A € R}O;

hA<’LL + U) < hA(u) + hA(U> et hA()\u) = )\hA(u)

Il est facile de voir qu’une fonction A : R" — R positivement homogene de
degré 1 est sous-additive si et seulement si elle est convexe. En particulier, on
en déduit que, pour tout A € KL(R™), la fonction h, est continue, et qu’elle
est linéaire si et seulement si A est réduit a un point.

A Daide de la fonction de support d’un ensemble A € IC(R"), on peut
construire la famille { H4(u)},ere d’hyperplans de R™ dite des hyperplans de
support pour A, ou, pour u € R",

Hi(u) ={x e R"| (z,u) = ha(u)}.

On remarque que, pour tout v € R”, ona AN Hu(u) # @ et A C H,(u),
ou H,(u) dénote le demi-espace négatif de frontiere H4(u). D’autre part,
si H est un hyperplan de R"™ tel que HNA # o et que A C H~, on a que H
est de la forme H4(u) pour un certain u € R". En fait, si u € R" et h € R
sont tels que H = {z € R" | (z,u) = h} et A C H™, alors, pour z, € AN H,
onah = (z,u) =ha(u), dou H= Hu(u).

Pour tout A € IC(R"), la fonction de support hy détermine I’ensemble A
a cause de 1'égalité (cf. [37])

A= () Hy(u).

uER™

Réciproquement, on peut montrer, (mais on ne le fera pas ici, cf. [37]) que,
pour toute fonction réelle f de n variables réelles qui soit sous-additive et
positivement homogene de degré 1, il existe un ensemble A € KC(R"), et un
seul, tel que f = hy.

De plus la fonction de support permet d’introduire la notion de face d’un
corps convexe de la fagon suivante : étant donné A € IC(R™), on appelle face
de A toute intersection du type A N Ha(u), pour u € R. Les ensembles @
et A sont appelés les faces impropres de A.

Si F est une face de A € IL(R"), on écrit F' < A et 'on voit aisément que
toute face d’un polytope est encore un polytope. On remarque a ce propos
que, si A x ' € P(R") et A" < A, alors A’ < ', mais si 'on remplace I'
par un corps convexe quelconque, cette implication n’est plus vraie, (il suffit
de prendre un carré dans le plan de coté ¢ auquel on colle un demi-cercle de
diametre ¢ le long d’un des cotés).
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Pour tout A € K(R™) et tout entier 1 < k < n, on pose
B(A k) ={F < A|dimF =k}.

Etant donnée A € IC(R™) et un sous-ensemble F© C A, on appelle angle
extérieur de F' par rapport a A l'ensemble Kp 4, (plus simplement Kp s'il
n'y a pas de confusion), donné par

Kpg={ueR"|F=ANH(u)}.

Il est facile de vérifier que, si F' < A € K(R™), alors K est non vide et, dans
ce cas, il constitue un cone relativement ouvert,

Kp = relint (KF),
appelé le cone dual a F dont la dimension est égale a
dimKr=n—dimF'.

De plus, si Fi, Fy < A sont distinctes, on a Kp, 4 N Kp, 4 = @, par contre,
si Fl,FQ < A et F1 < FQ, alors KFz,A g relbd (KFl,A) et KFl,A g KFl,Fg-

Si B, est la boule unité* de R", », := Vol,(B,) et F C A € K(R")
avec dim I’ = k, on appelle mesure angulaire de Kr 4 le nombre réel :

Ya(F) =51 Vol , 1 (KpaNB,).

Cette notion est particulierement intéressante lorsque A est un polytope et F
une face de A, car, dans ce cas, la mesure angulaire de K 4 est indépendante
du sous-espace affine contenant A utilisé pour la calculer.

Lemme 1.2.1. Soit A € P(R"), 0 < k <dim A et F € B(A, k). Pour tout
entier dim A < m < n et tout sous-espace affine m-dimensionnel S C R" tel
que AC S, on a

2 5 Vol 1 (Kp N By) =3 Vol «(KrnNEsNB,).

20n rappelle & ce propos que, pour tout n € N, on a

7 (n/2)

r(1+(n/2))’

My —

ou I est la fonction gamma d’Euler. En particulier sy = 1.
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Démonstration. Si I'on décompose R™ comme Es P ESL, on voit aisément
que Kr = (Kr N Es) + E, donc

KrNB,= ((KrNEs)+ Es")NB, C ((Er-NEs)+ Es") N By,

alors, si x,y et z désignent les coordonnées dans Ep, Er™ N Eg et Eg*
respectivement, ’ensemble ((KF N Es) + ESL) N B, est égal a

{(0,9,2) €R™ | [ly|* + [|2]|* < 1, avec y € Kp N EsN By},
et le théoreme de Fubini, fait que

st Vol (Kp N B,)

{yeKrNEs|lly|2<1} \ J{zeBs™||z[I2<1-ly[?}

e / (VI )" "dy
KrNEgNBy,

1
= %;Ek%n—m(m —k)Vol,,, x(KrN EsN Bn)/ pm—k—l(\/l_in)nfmdp;
0

donc, pour conclure, il suffit de vérifier que

1
(m — k) / PN (VL = p2)" " dp = s (e oimi) (1.1)
0

Si 8 dénote la fonction béta d’Euler, on a que le premier membre de (1.1)
est égal a

(1/2)(m — k)B((m — k)/2, (n —m +2)/2)
et le deuxieme est égal a
IF'(1+(mn—m)/2)I (14 (m—k)/2)
F(l + (n— k)/2)

mais ces deux derniers nombres sont égaux grace aux relations existantes
entre B et [. O

On va présenter maintenant des sous-ensembles de IC(R™) qui joueront
un role tres important dans les sections suivantes. Pour cela il sera utile
d’introduire la notion de sous-différentielle d’une fonction de support.

Soit A € IC(R™), ha sa fonction de support et u € R™, on appelle sous-
différentielle de h 4 au point u le sous-ensemble

Subd hy(u) :={v € R" | (v,x —u) < ha(x) — ha(u), VzeR"}.
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Pour u € R" fixé, Subd hs(u) # @ dés que A # @, et ses éléments sont
appelés les sous-gradients de h, au point u. De plus, pour tout u € R”,

Subd ha(u) = AN Ha(u),

et ha est différentiable en u si et seulement si Vhy(u) est le seul sous-gradient
de ha au point u, autrement dit, si et seulement si la face A N Ha(u) se
réduit au point Vhy(u). Dans ce cas, pour des raisons de convexité, h, est
de classe C' au point u, et, en outre, si A n’est pas réduit & un seul point, h4
ne sera pas différentiable en 0.

Un corps convexe sera dit lisse s’il a un seul hyperplan de support pour
chaque point de sa frontiere, (en particulier I'intérieur d’un corps convexe
lisse est non vide). Si k € NU {oo}, un corps convexe A € KC(R") est dit de
classe C* si son intérieur est non vide et sa frontiere A est une sous-variété
différentielle de classe C*. 1l existe alors une fonction réelle psy € C*(R",R),
dite définissante pour A, qui est nulle sur 0A, strictement positive sur R™\ A,
strictement négative sur int A et telle que dp4 # 0 sur JA.

Un corps convexe A € C(R") de classe C! est lisse, et, réciproquement,
puisque la frontiere d’un corps convexe lisse peut étre localement représentée
comme le graphe d’une fonction convexe, (qui, en effet, s’avere de classe C'),
on déduit que A est de classe C! si et seulement s’il est lisse.

Un corps convexe A € K(R") est dit strictement convexe si sa frontiere
ne contient pas de segments de droite. En particulier, un corps strictement
convexe a intérieur non vide. En outre, hy est différentiable sur R™ \ {0}
si et seulement si hy y est de classe C!, ou encore, si et seulement si A est
strictement convexe. Il est pourtant facile d’imaginer un corps convexe lisse
qui ne soit pas strictement convexe, et un corps convexe qui soit strictement
convexe mais pas lisse.

Dans la suite, on notera IC°(R™) I'ensemble des corps convexes de R™ de
classe C* strictement convexes.

Si Ay, Ao C R™, on peut produire un autre sous-ensemble de R™ en posant
A+ Ay ={z+yeR" |z A, yecA},

le sous-ensemble A; + A, ainsi obtenu s’appelle somme de Minkowski de A;
et A,. L’opération que l'on vient de définir sur les sous-ensembles de R"
est appelée addition de Minkowski et 1’ensemble de tous les parties de R"
équipé de cette opération constitue un monoide commutatif. Les trois en-
sembles IC(R™), K£°(R™) et P(R™) sont stables par rapport a cette opération
et, pour tout couple de corps convexes A;, Ao, C R", on a 'égalité

hA1+A2 = hA1 + hA2 )
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ce qui fait que les trois monoides C(R™), KL°(R™) et P(R™) satisfont a la loi
de suppression.

SiF<xA:=A+Ayetue Kp, on a

F = (Al + Ag) N HA1+A2 (u)
= (A1 + As) N (Ha, (u) + Ha,(u))
= (AN Ha, (w) + (A2 N Hay(u)),

en fait, les hyperplans Hy, (u), Ha,(u) et Ha,ya,(u) sont paralleles, ce qui
fait que
Hayqa, (u) = Hay, (u) + Ha, (u) ’

et si d'une part on a
(A1 + Ag) N (Ha, (u) + Hay(u) 2 (A1 0 Ha, (w) + (A2 N Hay(u)),

d’autre part, un élément z := x; + o = y; + Yo appartenant a l'intersec-
tion (Ay + Az) N (Ha, (u) + Ha,(u)), avec z; € A; et y; € Hy,(u), i = 1,2,
vérifie les égalités

hAl(u) + hA2<u) = (yl + y27u) = (ml + CL’Q,U) = (xhu) + (ZEQ,U) )

sous les conditions (x;,u) < ha,(u), pour ¢ = 1,2, ce qui est possible si et
seulement si (z;,u) = hy,(u), pour i = 1,2, autrement dit, si et seulement si
le point z appartient aussi & (A; N Ha, (u)) + (A N Hya,(u)).

Ce qui précede montre, pour toute face F' < A; + Ay, l'existence d’une
décomposition F' = Fy + Fy, avec F; := A; N Hya,(u) < A;, i = 1,2. Cette
décomposition est unique, car si F = F' + Fy est une autre décomposition
de F' avec

F:= AN Hy, (u) < A,
pour u; € Kp/, ¢ = 1,2, par un méme raisonnement qu’au paragraphe
précédent, on voit aisément que

B+ F = (R + F)N(Ha, (u) + Ha,(u))
= (FY'N Ha,(u) + (FY' 0 Ha,(u)),

donc, en passant aux fonctions de support, on obtient
hF1/ + hFQ’ - hFl/ﬂHAl (u) + hFQ’ﬂHA2(u) )

sous les conditions, hp: > hFl’mHAl(u) et hpr > hF2/mHA2 (u) > S1 et seulement
si
FllellﬂHAl(U) et F2/:F2/ﬂHA2<u>.
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On en tire que Fy' C AN Hy, (u) = Fy et Fy C AyNHy,(u) = Fy. Comme
Fi+F=F+F,

on obtient que hp, + hp, = hp + hp,y avec hp, > hF{’ 1 = 1,2, ce qui

implique une fois de plus F}, = Fy’ et F, = Fy'.

Une simple récurrence montre que ce résultat reste valable pour la somme
de Minkowski d’'un nombre fini quelconque de corps convexes. On a ainsi
montré le lemme suivant.

Lemme 1.2.2. Soient Ay, ..., A, € K(R") et A leur somme de Minkowski.
Pour toute face F de A, il existe une unique suite de faces F; < A;, 1 <i <,
telle que

F=) F, et Kpa=[)Kpa,.
i=1 =1

Pour tout u € K, la suite de ces faces est donnée, pour tout indice 1 <1 < r,
par F;=A; N Ha,(u).

Si A e R\ {0} et A est dans IC(R"), £°(R™), ou P(R™), on définit un

autre corps convexe du méme type en posant
M:={ A eR" |z e A}.

Il évident que toute face de AA est de la forme AF pour une unique F' < A;

dans ce cas, E\r = Fr, et K\rp = K ou bien K)r = —K selon que A soit
positif ou négatif.

Les notions introduites jusqu’ici permettent d’en présenter trois autres
qui auront une importance capitale dans la suite, a savoir la métrique de
Hausdorff, le volume mixte et les valuations sur le corps convexes.

Pour tout A C R” et tout ¢ € Ry, on appelle e-voisinage de A le sous-
ensemble (A). de R" donné par

(A). :=A+¢B,,
ou B, dénote, comme d’habitude, la boule unité de R™.
Définition 1.2.1. La métrique de Hausdorff sur IC(R™) est ’application
9 : KR") — Ry
qu’a tout Ay, Ay € IC(R™) associe le nombre réel H( Ay, Ay) défini par
9(A1, Ay) :=inf{e € Ry | A1 € (Ag). et Ay C (Ay):}.
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On peut montrer (cf. [8] et [37]) que § est effectivement une métrique
sur K(R™) qui fait de ce dernier un espace métrique®. Une fagon tres simple
pour le voir utilise les restrictions des fonctions de support a la frontiere S*~!
de la boule unité B,,.

Lemme 1.2.3. Pour tout Ay, As € KL(R™), on a

ﬁ(AhA?) = Ssup |hA1(u) - hAQ(u)| = ||hz41 - hA2||S"*1 )

ueSn—1

et, pour tout compact K C R",

1, = Pl < (sup llul ) s, = ol
ueK

Démonstration. Soit € € Ry tel que (A, Asz) < ¢, alors A) C Ay + B,
d’ot1, pour tout u € S" 1,

ha,(u) < hayien, (u) = ha,(u) + €.

De la méme facon, pour tout v € S*71,

hA2 (u) < hA1+6Bn (u) - hAl (u) +e,

donc |h’A1 ('U,) o hAQ(u)| < €, pour tout u € Sn_17 d’ou th‘h - hA2”S”—1 <€
En particulier, pour ¢ = $(A;, Ay), on obtient

9(A1, Az) = [[ha, — ha,|lsn1 .

Réciproquement, si € € Ry est tel que |[|ha, — ha,l||sn-1 < €, alors (par le
méme raisonnement) $9(A;, As) < €, et done, pour € = ||ha, — ha,|sn-1, on
obtient

1Py = halsn—1 < 9(A1, As) -

En outre, si K C R™ est compact,

Vha, = bl == sup g, (w) = by (w)] < (supllull) sup |ha, (1) = hay(w)
ueK ueK weSn—1

ce qui conclut la preuve. O

Le lemme précédent implique que la convergence d’une suite de corps
convexes dans la métrique de Hausdorff est équivalente a la convergence

3En outre, le Théoréme de sélection de Blaschke montre qu’il s’agit d’un espace
métrique localement compact séparable (cf. [8]).
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uniforme sur S*!, et sur tout compact K, de la suite correspondante des
fonctions de support. On remarque qu’en équipant KC(R™) de la topologie
induite par la métrique $ (et R de la topologie usuelle), I'application vo-
lume n-dimensionnel*
Vol,, : K(R") — R
et la somme de Minkowski
+: LR") x LR") — K(R")

sont continues (cf. [37]). On observe aussi que, par rapport a la métrique
de Hausdorff, il est possible d’approcher tout corps convexe A € IC(R")
par des polytopes et par des corps strictement convexes de classe C*, en
d’autres termes, les sous-ensembles P(R") et K£°(R") de IC(R") sont denses.
La preuve de la densité de P(C") est tres simple & montrer (voir [8] par
exemple), par contre, celle de IC(R™) est plus élaborée car elle utilise un
argument de régularisation. A ce propos on rappelle le résultat suivant, dont
on renvoie a [37] pour une démonstration.

Théoreme 1.2.1. Soit ¢ : Ryg — R une fonction de classe C* a support
contenu dans l'intervalle compacte [1/2,1] et telle que

[ tlolydyn no Ay =1

Si A e K(R") et ¢ > 0, alors la fonction hr.a : R* — R définie, pour
tout x € R™, par

haa(w)i= [ o+ laly)e(lol) dos A don,

est une fonction positivement homogene de degré 1, convexe et de classe C*
sur R™\ {0}, donc elle est la fonction de support d’un unique corps stricte-
ment convexe R.A C R™. De plus, lim._ .o+ hg.a = ha uniformément sur les
compacts de R™. O

A partir de ce théoreme on montre que, si 4, Ay, Ay € K(R™), A\, 1 € Ry
et si T' est une isométrie de R", alors
R.(AMA) =AR.A,
R (A1 + Ay) = ReAL + R A,
R.(T(A)) = T(R.A).
ACuB, = 9(A,R.A) < pe,
H(RAL RoAz) < (14 €)9(Ar, Ag) .

4Lorsque n = 0, on pose Volg = 1.



Corps convexes et polytopes 21

I1 faut quand méme observer que, pour tout A € KL(R™), bien que le corps
convexe R.A ait une fonction de support de classe C*; il peut arriver que la
frontiere de R. A ne soit pas une variété de classe C*. Toutefois, le e-voisinage
de R.A est de classe C* et sa fonction de support de classe C*°(R™\ {0}) est
donnée pour tout x € R™ par

hpa(z) + eljz]|.

Le corps convexe R.A sera appelé e-régularisé du corps convexe A. On en
déduit que, pour tout A, Ay, Ay € K(R™), et tout u € Ry

A C puBy = 9(A, (ReA).) < (14 pe,

et
H((R-Ar)e, (R-As).) < (1+2)95(A1, Az) + 2¢.

On conclut donc que tout corps convexe A peut étre approché dans la
métrique de Hausdorff par des corps convexes de classe C* strictement con-
vexes dont les fonctions de support correspondantes convergent uniformément
vers hy sur tous les compacts de R™.

Pour présenter le volume mixte, on propose d’abord le résultat suivant
dont on peut trouver une démonstration dans [8], [37] ou [14].

Théoreme 1.2.2. Soient r € N*, Ay,..., A, € K(R") et A\y,..., A\ € Ry
Alors Vol , (Zzzl )\gAg) est un polynome homogéne de degré n en Ay, ..., \,.

O
Ce polynome peut s’écrire comme
VOln (Z )\gAg) = Z Vn(Ap(l), c. 7Ap(n))>\p(1) L )\p(n) s (1.2)
=1 p
ou la somme porte sur toutes les fonctions p : {1,...,n} — {1,...,7} et les

coefficients® sont choisis de tel sorte que

ValApy, -+ Apm) = ValAcp)s - -5 Actotn)) »
pour toute permutation ¢ de I'image de p.

Définition 1.2.2. Soientn € N* et A, ..., A, € K(R"). Le volume mixte n-
dimensionnel des corps convezes Ay, ..., A, est le nombre V,(Ay, ..., An) que
lon obtient dans ’égalité (1.2) lorsque r =n et p = id.

5Pour p fixée, le coefficient du monome Ap(1) = Ap(n) dans I'expression (1.2) ne dépende
que des A1y, ..., Ayn), en fait, il suffit de poser égal & zéro tous les A, correspondant aux
indices ¢ qui n’appartiennet pas a I'image de p.
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On peut montrer que V,, est une fonction (a valeurs réels positifs) multi-
linéaire (par rapport a la somme de Minkowski et aux multiples réels positifs),
symétrique et telle que

Vo(A,..., A) = Vol ,(A),

pour tout A,..., A, € K(R"). Ces trois propriétés caractérisent V,, de
maniere unique. Parmi les nombreuses autres propriétés du volume mixte n-
dimensionnel on en rappelle les suivantes.

— Le volume mixte est invariant par translations :

Vn(A17-~-7An) :Vn($1+A1,...,ZEn+An);

pour tout Ay,..., A, € L(R") et tout xy,...,x, € R™
— Le volume mixte vérifie la formule de polarisation :

_1 n
Vn(Al,...,An):% > (== vol, (ZA)
TIC{1,..n} icl

pour tout Ay,..., A, € K(R").
— Pour tout entier 1 < k < n et tout I'y,..., Ty € P(R"), si I est la

somme de Minkowski de I'y, ..., ', on a I'égalité
_1 [
%n—k< )Vn<rla'”ark7Bn7"'7 Z Vk Al?"'JAk)wF(A)7
g (n—k) fois AeB(I'.k)

ou, pour tout A € B(I',k), Aq,...,Ax dénote 'unique suite de faces
dont la somme est égale a A, et V} le volume mixte k-dimensionnel.
~SiAy, A e KR et A=), Ay,

dimFEy <n<=V,(Ay,...,A4,)=0.

— Le volume mixte n-dimensionnel est croissant, par rapport a l'inclusion,
en chacun de ses arguments.
— L’application volume mixte n-dimensionnel

Vi, K(R™) x -+ x K(R") — R

est continue pour la métrique de Hausdorft.

Définition 1.2.3. Une valuation sur IC(R™) a valeurs dans un groupe abé-
lien G est une application ¢ : KC(R") U {2} — G telle que ¢p(2) =0 et

P(A1) + d(Az) = ¢(A1 U Ag) + d(A1 N Ag),
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pour tout Ay, Ay € K(R™) U {o} tels que Ay U Ay € K(R™) U {o}.

Une valuation faible sur IC(R™) a valeurs dans un groupe abélien V est une
application ¢ : K(R") U{g} — G telle que ¢(2) =0 et

HANHT)+G(ANHT) = ¢(A) + d(ANH),

pour tout hyperplan H C R™ et tout A € K(R™) U {a}.

En général le groupe abélien G sera toujours un espace vectoriel réel V
équipé d’une topologie, donc on va dorénavant utiliser le symbole V au lieu

de G.

Une valuation ¢ sur K(R") a valeurs dans V est dite continue si elle est
telle par rapport a la métrique de Hausdorff sur IC(R™) et a la topologie de V.
Si k € N, la valuation (faible) ¢ est dite k-homogene si, pour tout A € IC(R™)
et tout A € R+,

$(AA) = N'o(A),
enfin la valuation ¢ est simple si ¢(A) = 0 pour tout A € K(R™) tel
que dim A < n.

Ces notions s’adaptent au cas des valuations faibles ainsi qu’au cas des
valuations et des valuations faibles sur P(R") doté de la métrique de Haus-
dorff.

Les exemples les plus immédiats de valuations sur K(R™) sont la caracté-
ristique d’Euler, la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle Vol ,,, ainsi que
I’application de prise de fonction de support, qu’a tout corps convexe A
associe la fonction de support hy € C(R"). En fait il est facile de vérifier que,
pour tout Ay, As € IL(R™) dont I'union est convexe, on a

A+ Ay =(A1UA) + (AN Ay),

d’ou laffirmation en prenant la fonction de support de deux membres (et
en posant hg, = 0). Cette égalité implique que, si ¢ est une valuation
et K € K(R") est fixé, alors 'application ¢x donnée, pour tout A € IC(R™),
par ¢ (A) == ¢(A + K) est aussi une valuation.® Ceci permet d’introduire
plusieurs valuations géométriquement intéressantes comme les quermassinte-
grals. En fait, si 1 < k <n, Agy1,..., Ay € K(R™) et Agsq,..., A > 0 sont

611 s’agit d’une conséquence du fait suivant. Si K € K(R") est fixé et Ay, Ay € K(R?)
sont tels que A; U As est convexe, alors on a que
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fixés, I'application ¢, ou ¢ = Vol ,, et K = Z?:Hl A¢Ay, est une valuation.
En outre, pour tout A > 0 et tout A € IC(R"), ¢x(AA) est un polynome
en A\, Agi1,---,A\n et, en choisissant Ag,q,..., A, = B, le coefficient

Wi i(A) = Vi(A, . A, At Ay)

de A*A; - -+ )\, dans 'expression polynomiale de ¢x (A), multiplié par (n!/k!),
est une valuation continue k-homogene sur K(R™) appelée le (n — k)-ieme
quermassintergral de A. Un multiple important de celui-ci est le k-iéme vo-
lume intrinseque de A donné par

o (Z) Waoi(A),

que, pour un polytope I', peut s’exprimer a ’aide de la formule combinatoire”

() = 3 olAin()

AeB(T,k

De maniere analogue on peut définir les valuations et les valuations faibles
(continue ou homogene) sur °(R") et sur P(R") ou encore sur tout en-
semble de corps convexes de R". Evidemment toute valuation est aussi une
valuation faible, mais il y a des exemples de valuations faibles qui ne sont
pas des valuations, (cf. [26]). Réciproquement, on a les résultats suivants dis
respectivement a Sallee [36] et Groemer [13].

Théoréeme 1.2.3. Sur P(R"), toute valuation faible a valeurs dans un R-
espace linéaire topologique de Hausdorff, est une valuation. O

Théoreme 1.2.4. Toute valuation faible continue sur K(R™) et a valeurs
dans un R-espace linéaire topologique de Hausdorff, est une valuation. O

Dans la suite on rencontrera des valuations continues, homogenes, inva-

riantes par translations et par d’autres transformations de ’espace ambiant.

1.3 Constructions fondamentales

Pour tout 0 < k < n, soit Gi,, la grassmanienne des k-sous-espaces vecto-
riels de R™ équipée de sa structure de variété différentielle usuelle. Sur I'union

"La formule ci-dessus sera généralisée dans le section suivante au cas des polytopes
de C™.
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disjointe G(n) des grassmaniennes Gy ,,, pour 0 < k < n, (dotée de la topologie
somme), on considere une fonction réelle ¢ quelconque

Définition 1.3.1. Si 0 < k < n, le (k, p)-volume® sur P(R") est la fonction
Pi : PR*)U{e} — R
donnée, pour T € P(R"), par®

L) = Y @(Ea) Volp(A)r(A).
AEB(T\k)
Si0<k<n, I'e P(R") et A € Ry, on a évidemment
PL(AL) = A'p(T),
(les deux membres étant nuls lorsque & > dimI'). On observe aussi que le cal-

cul de ¢, du volume k-dimensionnel et celui de I’angle sont tous indépendants
de l'espace ambiant, donc il en est de méme ainsi de g7 .

Lemme 1.3.1. Soientr € N*, I'1,...,I', € P(R") et A1,..., A\ € Ry. Alors

DU ( ZT: )\iFi>
i—1

est un polynome homogene de degré k en Ay, ..., ..

Démonstration. Soit I' :=>", Ty et IV := ", | A['y. Il est facile de voir
qu'il y a une bijection entre B(T, k) et B(I', k) qu'a la face A = Y, | Ay
de T associe la face A" := 3", \yAy de IV et ce de telle sorte que

EA = EA/ et KAI = KA’I’ .

8Le terme (k,)-volume n’apparait pas dans l'article de Kazarnovskii [17], il s’agit
plutét d’une terminologie que 1’on a voulu introduire ici.

%Si k=0 onaPf(@) =0 et PGI) = ©({0}) Xaepr,o ¥r(d) = »({0}), pour
tout I' € P(R™).
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Par conséquent

P) = D e(Bar) Vol(A)pr(A)

A’eB(TV k)

= ¥ )¢(EA) Vol <; AEAZ> Ur(A)

AeB(T .k

= > ¢(Ea) ( D Ve(Bpwys s D) Aoy - Ap(m)@DF(A)
p

AEB(T k)

= Z( > %D(EA)Vk(Ap(l)w~7Ap<k>)¢r(ﬁ))%<1>"'pr)a

p N AEB(Tk)

ou 'indice p sous le signe de somme signifie que la somme porte sur I’ensemble
des toutes les fonctions p: {1,...,n} — {1,...,7}. O

Définition 1.3.2. Sil <k <n ety :G(n) — R est une fonction arbitraire,
le (k,¢)-volume mixte'® sur P(R™)* est la fonction

Qf : 'P(R")k — R
donnée, pour I'y,..., Ty € P(R™)E, par't

Qf(Fl,,Fk) = Z SO(EA)Vk(AlaaAk)wF(A)7
AEB(T k)

on T =30 Ty et A=S4  Ape BT, k).

Les lemmes qui suivent montrent que (k, ¢)-volume mixte ressemble au
k-volume mixte ordinaire.

Lemme 1.3.2. Pour toutn € N* et tout 1 < k < n, le (k, p)-volume mizte Q,
est une fonction symétrique en ses arquments.

Démonstration. Si T'y,...,I; € P(R?) et si A = S5 Ay est une face
k-dimensionnelle de I' := ZIZZI ['y,ona

k k
EA = ZEAZ et KA,F = ﬂ KAZIZ .
(=1

(=1

0Comme pour le (k,p)-volume, le terme (k, p)-volume mixte est absent dans Kazar-
novskii [17], ot d’ailleurs on utilise le symbol Py pour noter 4 la fois ce qu’ici on a noté By
et QF.

Hlorsque k =0 on a P(R")? = {e} et on pose 9 (o) := p({0}) = P(e).
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Ceci ajouté a la propriété de symétrie du volume mixte k-dimensionnel,
entraine que toutes les opérations impliquées dans ’expression qui définit
le (k,p)-volume mixte de I'y,..., 'y sont symétriques en I'y, ..., Iy, d’ou le
lemme. O

Lemme 1.3.3. Pour tout n € N*, tout 1 < k < n et tout I' € P(R") on a
l’égalité
QY (T, ..., I") =p7(I).

Démonstration. Comme lezl I' = kI', on déduit que

Qf(l,....T) = > @(Ea)Vol,(A)gr(A) = g{(I),
AeB(T,k)

soit le lemme. O

Lemme 1.3.4. Pour toutn € N*, tout 1 < k <n et tout'y,..., Iy, € P(R"),
on a l’égalité

_1)k
Qg(rl,...,rk):(;!> > (—1)Cardfapf(2rg).

IC{1,.. k} eel

Démonstration. Le Lemme 1.3.1 fait que, pour tout Ay,..., A\ € Ry, on
a une expression polynomiale homogene de degré k du type

!
‘Bf,k<z )\zU) = Z U A"
=1

meDy,

olt Dy := {m € N¥ | Zle m; = k}, et, pour m € Dy, \™ = Hif:l Ayt Pour
tout sous-ensemble I C {1,...,k} on note

Di:={meDy|m=0 Vl¢&I},

et il est clair que 'ensemble Dy est union des DI, pour I C {1,...,k}.
SiI C{l,...,k} est fixé, on voit que la valeur de P,gf(p( Y el Fg), n’est rien
d’autre que I'évaluation du polynome homogene ci-dessus au point A dont les
coordonnées \, sont nulles lorsque ¢ ¢ I, et sont toutes égales a 1 si £ € I.
Ceci signifie que, si m € Dy, une telle évaluation pour le monéme v,, A\ est
égale & v, si m € D} et est égale & 0 si m ¢ D}. Donc, si I C {1,...,k} est
fixé, on peut écrire la relation

mf(ZD) - Y

tel meDj
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D’autre part, si m € D}, on a aussi m € Dy pour chaque J C {1,...,k} tel
que I C J. En outre, si m € Dy, a j,, < k coordonnées nulles, il existe un
sous-ensemble I C {1,...,k} avec (k—j,,) éléments tel que m € Di. Comme
on peut trouver 2/m sous-ensembles distincts de {1,...,k} contenant I, on
en déduit qu’il y a 2/ ensembles de la forme Dj, avec J C {1,...,k},
auxquels m appartient. Si, pour tout m € Dy,

.= {IC{1,...,k} | meDl},

on a
(_]‘>k card I an® 1 k—card I
k! Z <_1) B ZFE = E Z (—1) Z Um
IC{1,...k} ter IC{1,....k} meD!
1 —car
= 5 X (L),
" mEDy, 1€,
et

Z (_l)k—card I _ JZ: (]m) (_1)k—(k—jm+j) — Jz: (Jm) (_1)jm—j 7

I€Tm o \J —o \J
ol le dernier terme ci-dessus est nul si j,, > 0 et égal a 1 si j,, = 0. Donc
on s’apergoit qu’il faut compter uniquement les éléments de Dy sans aucune
coordonnée nulle. Il existe évidement un seul élément de cette forme, et il
a toutes ses coordonnées égales a 1. Si l'on le note vy, on voit aisément
que vy = k197 (T, ..., Iy), d’ott le lemme. O

Remarque 1.3.1. Grace au Lemme 1.3.4 on peut retrouver les résultats
des Lemme 1.3.2 et Lemme 1.3.3. En fait, 'expression de 9} que l'on vient
d’établir dans le Lemme 1.3.4, parfois appelée formule de polarisation, a
évidemment une nature symétrique, d’ou le Lemme 1.3.2. Pour retrouver
le Lemme 1.3.3, on voit que, d’apres le Lemme 1.3.4,

Qrf(T,...,T) = (_k—l')k > (—1)Cardfqgf(2r)

IC{1,....k} iel
(_1)k card I
= : Z (—1) P ((card I)T)
IC{1,....k}
1 —car
= o Z (—1)F=card I (card T)F p2(T)
IC{1,...,k}

= w0 X i 0t

T IC{1,...k}
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ol le dernier terme entre parentheses ci-dessus est égal a 1.

Lemme 1.3.5. Pour tout k,n € N*, 1 < k < n, le (k,¢)-volume mizte Q,
est une fonction multilinéaire (par rapport a la somme de Minkowski et auz
multiples réels positifs) en ses arguments.

Démonstration. Grace au Lemme 1.3.2 il suffit de vérifier la linéarité de 9
par rapport au premier de ses arguments. Soient donc I'y,..., 'y € P(R")
et A € Ryp. Si I" dénote la somme ZIZ:I I'y, on a déja eu l'occasion de remar-
quer dans la preuve du Lemme 1.3.1 que si A = Z];:l A, est une face de I,
alors

est une face de IV := \['; + Zlgﬂ [’y et, réciproquement, toute face de celui-ci
est de la forme A’ pour une unique A < I'. En outre, Eanr = Ea, Kar = Ka
et

Vi(AAL, Ao, ooy A) = AV (A, Ag, oL Ag) .

Ceci entraine les égalités

Qf()\rlvr%'-'ark) = Z SD(EA/>V]€(/\A1,A27... ,Ak>’l/}F/(A/)
AEB(I k)
= A Y @Ea)Vi(ArL Ay, AUR(A)
AeB(Tk)

= AQf(Ty,Ty,... . Th).

Supposons maintenant que I'y = Ly + Lo, pour des L; € P(an’ 1 =1,2. Par
conséquent, en posant 'V := L, + 2522 Tpet T® =Ly, +Y, , T, on aura
de fagon évidente

k
T=Li+Ly+ ) Ty=L+T® =L, +T".
(=2

Si A= Zlgzl Ay est une face de I', et F; < L;, i = 1,2, sont les uniques
faces, respectivement, de L; et de Lo telles que Ay = F; + Fy, alors, en
posant AWM = F| + ZLQ Ayet A® = F, + lezz Ay, on a aussi de facon
évidente A® < T0 §=1,2 et

k
A=F+FE+Y A=F+A®=F+A0.
(=2
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Ces notations étant précisées, on va montrer que
Qf(Ll + LQ, Fg, e ,Fk) - Qf([;l, Fg, ce ,Fk) + Q;?(LQ, FQ, PN ,Fk) .

On observe d’abord que

(L + Lo, To, . Th) = Y @(Ba)Va(F) + Fa, Asy ., A)Ur(A)
AeB(Tk)
= Y @(Ea)Vi(F1, Ag, . Ap)r(A)
AeB(T,k)
+ Y @(Ba)VilFa, s, Ap)ir(A),
A€eB(T,k)

et comme Vi (Fj, Ay, ..., A;) = 0sidim A® < k, i = 1,2, il suffit de calculer
la somme

> G(Ea)Vi(F, Ao, Ap)ir(A)

A€eB;(T,k)

ott Bi(I',k) := {A € B(I', k) | dim A® =k}, i = 1,2. Pour conclure on doit
donc montrer les égalités

(%) > G(Ea)Vi(Fi Ao, Ap)ir(A) = QF(Li, Ty, Ty,
AeB;(T,k)

pour ¢ = 1,2, mais on va juste traiter le cas ¢ = 1, puisque l'autre est
formellement identique. Pour cela on va procéder en plusieurs étapes.

() On montre que, pour tout D € B(I'M, k),

VD) ={A<x Ly | D+AecB(l,k)} #o.

Soient uq,...,u,_ € K pr linéairement indépendants, alors
n—k
aff D = (1) Hpo (1) -
j=1

Par récurrence, on pose A,_j := Lo, et, pour 1 < j <n —k,
Ap = Anpjn N Ha, o (Un i) -
On définit ainsi une suite de faces (non vides) de L

L2::An—k>FAnk1 Al OZ:A#®7
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et puisque

An—k—? = An—k—l N HAn_k_l(un—k—l)
= LoN Hpy(tp—p) N Hp,nmy, (un ) (Un—r—1)
= LoNHp,(tp—t) N Hpy(tp—p—1),

une simple récurrence montre que

n—k
A= L2 N m HLz(uj)‘

=1

Par conséquent, si z € A et u := Z;:f uj, pour tout 1 < j < n —k, on
a (z,u;) = hg,(u;) dou
n—k n—k
(2, u) =D (2,u5) = > hpy(ug) > hy,(u),
j=1 j=1

soit A C HJ (u), mais puisque on a aussi A € Ly C Hj (u), on conclut
que u € K r,. Ceci fait que la somme D+ A soit une face de I' car u € K ra)
et

D+ A= (YN Hpo(uw) + (Ly N Hy,(u)) = TN Hy(u) .
Par construction F4 C Ep, donc la face D + A ne peut pas avoir dimension
plus grande que k, par conséquent A € V(D).
(1) On montre que, pour tout D € B(I'M k),

vror(D) = Y dr(D+A).

AeV(D)

Soit u € Kp ), u # 0. Comme Kp ) est ouvert dans aff(Kp ra)), on peut
trouver des vecteurs uy, ..., u,— € Kppru linéairement indépendants tels

que u = Z;:f Ajuj, avec A; > 0 pour j =1,...,n — k. Alors, si 'on pose
A= LQ N HL2<U) s

on a (par définition) u € K4 1, et, comme dans (), on montre que A € V(D).
Ceci implique que

Kpro C U Kar, .
AeV(D)
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I'union étant disjointe. Par conséquent,

Z vr(D+A) = !, Z Vol ,, (B, N Kpyar)

AeV(D)

(i13) Grace

AeV(D)
— %;Ek Z Vol n—k(Bn M KDI(l) M KA,L2)

AeV(D)

= %g_lk Vol ,,_x ( U B, N KD,F(U N KA’LQ)
AeV(D)

= 1 Vol, 4 (BanDmm U KA,LQ)
AeVv(D)

%;Ek Vol n—k(Bn N KD,F(U)
= Yro(D).

aux étapes précédentes, on a :

> P(Ea)Vi(Fr, Ay, Ap)r(A)

AeB; (k)

> ( > (Epea)Vi(F Aa, . Ap)yr(D + A))
DeB(IM k) ™ AeV(D)

Z QO(ED)W(FhA%---aAk)( Z wr(D+A))
DeB(I'(W) k) Aev(D)

> w(Ep)Vi(Fr, Mg, Ap)pa (D)

DeB(TM k)
Qf(Lly F27 s 7Fk) )

ce qui acheve la preuve. O

Remarque 1.3.2. On observe que l'on peut montrer le Lemme 1.3.5 en
passant par le Lemme 1.3.4, mais ici on a préféré un point de vue plus
géométrique, 'autre étant purement algébrique.

Lemme 1.

3.6. Soient k,n € N*, 1 < k < n fixés, alors Qf est l'unique

forme multilinéaire (par rapport a la somme de Minkowski et aux multiples
réels positifs) et symétrique sur P(R™)* telle que, pour tout T € P(R"), on

ait

QYT ...,T) =p2().
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Démonstration. Soient £ une autre forme avec les mémes propriétés que Q7
et I',..., Iy € P(R"). D’apres le Lemme 1.3.4 on sait que

Qf(rl,...,rk):(_;!) > (—1)Cafdfq3‘,§(2m),

IC{1,...k} el

et puisque pour tout I C {1,... k}

fp}j(ZFO —S(ZFZ,...,ZD) —Q(ZFEI,...,ZFZJ,

lel el el lel el

il suffit de montrer I'égalité

£(F1,...,Fk):(_k1!)k > o (—pedie <ZF51,...,ZF@>.

el el

En fait, (comme dans la preuve du Lemme 1.3.4) la symétrie et la multi-
linéarité de £ impliquent que

S (e (Zrel,...,ka) o,
}

Ig{l,..., lel el
done
> (—piie (me- Zsz) = (—1)*k! &(Ty,...,T}),
IC{1,...,k} tel Lpel
soit le lemme O

On observe que, dans la construction précédente, la fonction ¢ n’a joué
qu’un roéle accessoire, vu le choix absolument arbitraire que 'on en avait
fait. Dans la suite on verra que, si la fonction ¢ est continue, alors 97 de-
vient une valuation faible, continue et invariante par translations, sur P(R")
que 'on peut prolonger a une valuation, continue et invariante par transla-
tions, sur IC(R™). Lorsque ¢ = 1, B7 n’est rien d’autre que le k-ieme volume
intrinseque. Dans la section suivante on fera un choix particulier de la fonc-
tion ¢ tel que le Py et le OF lui correspondant posséderont une signification
géométrique.
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1.4 Pseudovolume mixte

On se place maintenant dans I’espace C™ muni du produit hermitien stan-
dard, défini, pour u,v € C", par (u,v) = 2?21 u;U;, et 'on observe que le
produit scalaire Re (,) définit sur C" une structure d’espace euclidien 2n-
dimensionnel telle que I'application de C" dans R?" donnée par

C" > z+— (Re z;,Im z1,...,Re z,,Im z,) € R*™"

est une isométrie.

On identifie G(2n) avec 'union de tous les sous-espace vectoriels réels
de C" et pour tout £ € G(2n), on pose

Et+ = {u e C"|Re(u,v) =0, pour tout v € E},
EC = EnNiE, ling E := E +iFE, E':=EtNlinc E,

ainsi, E+ est le complément orthogonal de F par rapport au produit sca-
laire Re (, ), E© est le plus grand sous-espace complexe de C" contenu dans E,
ling E est le plus petit sous-espace complexe de C™ qui contient F, et E’ est

le complément orthogonal de E relativement a linc £. On remarque que,
pour E € G(2n) fixé, on a

dimg(ling £) = 2dimc(ling E)
ainsi que
dimg £ < dimg(ling £) < 2dimg F,
d’ou l'on tire
dimg F' < dimg E et dimc(ling F) < dimg E .

De plus, on voit facilement que, pour tout E € G(2n), les affirmations ci-
dessous sont deux a deux équivalentes

E° #£ {0},
dimg(ling £) < 2dimg F,
dimR E < dlIIlR E,
dime(ling F) < dimg £,
donc le sont aussi les affirmations
EC - {0}7
dimg(ling F) = 2dimg F,
dimR E, = dlmR E,
dim(c(hll(c E) = dlmR E.
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On observe encore que si E € G(2n) est tel que E© = E = linc E, alors le
sous-espace réel E+ est aussi un sous-espace complexe car dans ce cas

Et ={uecC"| (u,v) =0, pour tout v € E}.
Or, pour tout £ € G(2n), on considere les décompositions
E®FE =linc E=4iE @ ((iE')" Nling E) ,
on peut donc construire le diagramme
E-SE®FE =lincE -"Sling E=iE @ ((E')* Nling E) " iE’

ou ¢ est l'inclusion, ¢d I'application identique et 7 la projection sur le
premier facteur. La composée pp := m o1 est une application R-linéaire
qui permet de définir une fonction o : G(2n) — R en posant, pour
tout £ € G(2n), o(E) := |det og|, si og est un isomorphisme, et o(F) = 0
autrement.'?

Lemme 1.4.1. La fonction o : G(2n) — R définie ci-dessus est continue et
071 (0) ={E €G(2n) | E= #{0}}.

Démonstration. Si une suite (E,) d’éléments de G(2n) converge vers E
alors il est facile de voir que la suite (¢F!) converge vers iF’, ceci implique
la continuité de p. Puisque ker o, = E N (iE')*, il suffit de montrer que

E*=En(iE)*.

En fait, si u € E® alors —iu € EC, donc Re (u,iE') = Re(—iu, E') = 0,
soit u € (iE’)*. D’autre part, si 'on suppose u € E N (iE')*%, alors on a
bien —iu € (linc E) N (E')* = E, dotvu € iE. O

Remarque 1.4.1. Si E € G(2n) et dimg F > (n + 1), alors o(E) = 0 car
forcement E€ # {0}. Ceci implique, en particulier, que

pour tout (n + 1) < k < 2n. Si dimg F € {0, 1}, on a toujours o(F) = 1 car,
dans ce cas, E® = {0} et iE’ = E, donc 8 =08 =1 et P = Qf Z0.

12Le nombre o(E) est parfois appelé le coefficient de distortion de la mesure de Lebesgue
sous la projection de F sur iE’.
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En outre, si 1 < k := dimg E < n et E® = {0}, on peut choisir une base
orthonormale

{v1, .., Vg UL, .o Ug )
de linc E = E & FE’ telle que {vy,..., v} soit une base de E et {uy, ..., us}
une base de E’, ainsi on peut facilement calculer o(F). En fait, ce choix de
base implique que {iuy, ..., iug} est une base de iE’, et que {ivy, ..., v} est
une base de ((Z'E’)L N ling E) Comme, pour tout 1 < j,1 < k,

mj; = Re (v;, i) = Re —i(vj,w) = Im (v, w) = —iv;, w) ,

on tire que (m;;) est la matrice de pp par rapport a ces bases, donc p(E) est
égale au module du déterminant de cette matrice, soit |(—i)* det{v;, u;)|.

Exemple 1.4.1. On considere dans C? le sous-espace réel E engendré par
les vecteurs (1,0) et (0,4). Il est clair que ling £ = C? et que

{(1,0), (0,4), (i, 2), (12v/5/5, —6/5)}

est une base orthonormale (par rapport au produit scalaire Re (,)) de C?
(sur R) dont les deux derniers éléments engendrent le sous-espace E’. On en
déduit que o(E) = V/5, donc, en générale, la fonction p peut prendre valeurs
plus grands que 1.

Dans la suite on notera repsectivement P(C"), I(C") et £(C") I'en-
semble des polytopes, des corps convexes et de corps strictement convexes
de classe C*> contenus dans I’espace C". Pour tout sous-ensemble non vide A
de C", on note affg(A) (resp. affc(A)) le sous-espace affine réel (resp. com-
plexe) de C™ engendré par A. On aura, évidemment,

dimp (affR(A)) = dimg E4 et dimc (aff@(A)) = dim¢ (lin@ EA) .

Lemme 1.4.2. Sik,n € N*, 1 <k < n, pour toutT" € P(C"), on aPy(I') =0
si et seulement si dime (ling Er) < k.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante, car, pour toute
face A, on a linc Fa C ling Er et, par conséquent,

dim(c(lin(c EA) < dim(c(hn(c EF) <k.

Ceci implique p(Ea) = 0, pour toute A € B(T', k), soit P;(I") = 0.
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On suppose maintenant que P;(I') = 0 alors, pour tout A € B(T', k), on
a 0(Ea) = 0, soit dimc(ling Ea) < k. Il suffit donc de montrer qu’il existe
une face A € B(I', k) pour laquelle on ait

lil’l(j EF = hn(c EA (13)

et pour cela, si d := dimg Er, on va construire une suite Ay = ... = Ag_x
strictement décroissante de (d — k) faces de I, telles que

dimR EA(Z =d—/ et hn(c EF = lin@ EAE s

pour tout 1 < £ < d — k, en suite il ne restera qu’a mettre dans (1.3) la plus
petite des faces Ay, ainsi trouvées, (soit Ag_g).

On remarque d’abord que, pour toute face IV < I' de dimension plus
grande ou égale a k, on a EY, # {0}. Ceci est vrai, en particulier, pour la
face impropre T, et donc deux cas peuvent se présenter, a savoir By = Ef
ou bien Er 2 EF. Dans le premier cas on a évidemment Er = ling By = EF,
donc pour toute facette A; de I', on a

EA1 C ling EAl Cling Br = Er,

d’ou, pour des raisons dimensionnelles, on voit que ling Ea, = ling Er. Dans
le deuxieme cas, a une translation de C™ pres, (qui n’affecte pas la valeur
de PL(T)), on peut supposer que 0 € B(T',0). Ceci fait qu’il existe une fa-
cette A1 de I' qui contient 0 en tant que sommet et telle que

El(g ;t_ EA1 )
car autrement on aurait la relation absurde
{0} ¢ Ef €\ Ea ={0}.

I'intersection étant prise sur I’ensemble des facettes de I' qui contiennent 0
comme sommet. On déduit que Ea, N ES a codimension réelle 1 dans Ef,
ce qui fait que dimg(Ea, N EF) soit un nombre impair et que Ea, N EF ne
soit pas un sous-espace complexe de EF. D’autre part, ling(Ea, NEF) est par
définition un sous-espace complexe de ES et, pour les raisons dimensionnelles
que l'on vient d’évoquer, on a méme

Ef = ling(Ea, N EF).

Or, I'égalité ci-dessus et l'inclusion évidente (Ean, N EF) C Ea, impliquent
que EF C ling Ea, et ceci, en vertu de I'hypothése EE ¢ En,, fait que

EA1 - Er N lin(c EAl .

=
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Pour des raisons dimensionnelles, Er C ling Fa,, donc ling Er = ling Ea, .

Si 'on recommence avec Ay, on trouve une face Ay < Ay < T, (telle
que Ea, soit de codimension 2 dans Er) pour laquelle

hIl(C EA2 = hIl(C EA1 = hIl(C Er .

La preuve s’achéve en réitérant, au total, (d — k) fois le méme argument.'® O

Corollaire 1.4.1. Soient k,n € N*, 1 <k <n. Alors, siT'y,..., T}, € P(C")
et = ZIZZI I'y, les conditions suivantes sont équivalentes
(a) Pi(I) =0,
(b) dimg ( ling EF) < /{7,
(C) dlIII(C aﬂ:@ EF) < k?,
(d) dimg¢ (aff(c EA) < k, pour tout A € B(I', k),
(6) Qi(l“l, c. ,Fk) =0.

Démonstration. Les équivalences (a) < (b) et (¢) < (d) suivent toutes les
deux du Lemme 1.4.2, tandis que (b) < (c) et (d) < (e) sont triviales. O

Remarque 1.4.2. Si l'on restreint 92 aux polytopes réels de C", alors il
coincide avec le volume mixte n-dimensionnel. En fait, si 'y, ..., T, € P(R"),
et I':= Z?Zl I';, on a p(EA) = 1 pour toute A < T, donc

2Ty, L) = Y Va(Ar. o A)r(A) =V, (T, Ty),

AeB(T,n)

en particulier, pour tout I € P(R"), on a P2(I") = Vol ,(T").

Lemme 1.4.3. Pour tout k,n € N*, 1 < k < 2n, les formes P} et Qf sont
wnvariantes par translations et par transformations unitaires de C*. En outre,
les formes BS est aussi invariante par transformations orthogonales de R?™.

Démonstration. Sin+ 1 < k£ < 2n il n’y a rien a montrer, on suppose
donc 1 < k < n. Grace au Lemme 1.3.4, il suffit de montrer 'affirmation
pour ;. L’invariance par translations étant évidente, on va montrer que,
pour ' € U(n) et I" € P(C™), on a

Pl = F(T(T)).

13L’idée de la preuve du Lemme 1.4.2 ma été signalée par B. Ya. Kazarnovskii.
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Pour cela, on remarque d’abord que, pour tout A € B(T', k), le fait que T est
unitaire implique

Vol (A) = Vol,(T(A)) et ¢r(A) = ¢rr)(T(A)), (1.4)
donc il ne reste qu’a prouver que

o(Ea) = o(Era)) -

En effet, pour tout £ € G(2n), on a T'(ling F) = linc T(F) ; en outre,
comme T est unitaire, T(E') = T(E)', d’'ou T(i(E")) = i(T(F)’). Mais alors

ormy =T oopoT ™",

ce qui implique I'égalité o(T'(E)) = o(E). Or,si A € B(I', k), Era)y = T(Ea),
d’ott la premiere partie du lemme. Enfin, si T € O(2n) et E € Gi,, on
a aussi o(F) = 1 = o(T(F)), et les égalités (1.4) restent encore vraies
pour 7' € O(2n), d’ou la conclusion. O

Lemme 1.4.4. Sin € N*, la forme Q} est croissante sur P(C").

Démonstration. Soit I' € P(C"), puisque p restreinte a Gy o, est égale a 1,

on a que
2n
Qf(F) == V2n<F7 BZ?% R B2n) 3

Hon—1

donc, & un facteur de normalisation pres, PJ(I') n’est rien d’autre que le
volume mixte 2n-dimensionnel de I" avec (2n—1) copies de la boule unité 2n-
dimensionnelle B,,,. O

Remarque 1.4.3. Le Lemme 1.4.4 n’est plus valable des que k > 2, c’est-
a-dire, dés que k > 2 la forme 9f n’est pas croissante (en chacun des ar-
guments). Au vu de symétrie de QF il suffit de le montrer pour le premier
argument. En fait, si I'y, ..., [, € P(C"), I' dénote leur somme de Minkowski
et dimc affc ' < k — 1, le Corollaire 1.4.1 implique que

D,ﬁ(I‘l,,Fk) =0= Qi(Fll,Fg...,I‘k),

pour tout I'y’ € P(C") tel que affc Ty = affc Ty et Iy ¢ T'y'. Toutefois,

=

lorsque I'y, ..., Ty € P(R"), on a o(FEA) = 1 pour tout A € B(T', k), donc

_ 2n
Qg(rlv S 7Fk) = %273]4( k ) V2n(F1a cee 7FkaB2na cee 73271)7

ce qui implique la croissance de la restriction de 9f a P(R").
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Le Lemme 1.4.4 implique, en particulier, que 8¢ ne peut en aucun cas
se prolonger a une mesure sur C”, car, pour n = 1, il est égal au demi-
périmetre qui n’est pas une fonction additive par rapport aux unions finies, et
pour n > 1, il n’est pas croissant par rapport a I'inclusion. Néanmoins, comme
il a été remarqué par Alesker [1], pour tout 1 < k < n, P} est une valuation
sur (C"), qui est continue, k-homogene et invariante par translations et
transformations unitaires de C™. La preuve de ce résultat suivra facilement
d’un théoreme de la la section suivante.

Définition 1.4.1. Si n € N*, [e n-pseudovolume (mixte) de Kazarnovskii
sur les (n-uplets de) polytopes de C™ est la forme P, := P2, (Q, :=22).

1.5 Formules intégrales.

Dans la section précédente on a défini le pseudovolume d’un polytope
de C" comme une certaine somme pondérée de volumes; le but de cette
section sera de prolonger la définition du pseudovolume a une classe plus large
de sous-ensembles de C". Pour cela on a besoin d’introduire certains objets
qui, en suite, nous serviront pour effectuer le prolongement en question.

Soit A C C™ un sous-ensemble compact a bord lisse et a intérieur non
vide, dans ce cas il existe une fonction définissante p4 € C*(C",R) pour A,
c’est-a~dire une fonction réelle, lisse sur C", telle que

int A={ze€C"|pa(z) <0}, 0A={z€C"| pa(z) =0},

et
(dpA)u 7é 07

pour tout u € OA. Une fois qu'une fonction définissante pour A a été fixée,
on peut exprimer le champ vy, des vecteurs unitaires normaux extérieurs
a 0A (par rapport a l'orientation induite par C") comme
Vpa
VoA = T 11

IVpall”

Vpa = (% ap“‘)
067 0y )

dans les coordonnées réelles (qui correspondent au choix d’une base de C”
sur R positivement orientée), et

avec

dpa Opa
—o( LA CfA
Voa (azl’ ’82)’
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par rapport aux coordonnées complexes données, pour tout j = 1,...,n,
par z; = 51 + 1&2; et Zj = &1 — 1€o;. 1l s’agit d’'un champ différentiable
sur 0A car py est de classe C* et Vpy # 0 sur 0A, en outre, le champ vy,
est indépendant du choix de la fonction définissante utilisée pour le définir,
en fait, si p4 est une autre fonction définissante pour A, il existe une fonction
positive h € C*°(C", R) et non nulle sur 0A, telle que, d'une part ps = hpa
et, d’autre part, pour tout u € 0A,

Vpa(u) = h(u)(Vpa(u)),

ce qui fait que le champ vy, ne dépende que de JA. Un tel champ permet de
définir la deuxieme forme fondamentale 1154 de A, soit le champ de tenseurs
deux fois covariants sur dA, donné, pour tout u € 0A et tout (,n € T,0A,
par

(II@A)U<Cv 77) ‘= Re <(dy8A>u<C)7 77> :

On remarque a ce propos que, si u € 0A est fixé, en choisissant une carte
locale autour du point w, il est facile de montrer que (1ly4), est une forme
symétrique, (ou, de maniere équivalente, en identifiant T;,0A et T, , ()S** !
avec R?"~! on peut facilement montrer que (dvga)y est un opérateur auto-
adjoint par rapport a la métrique induite sur R?"~! par le produit sca-
laire Re (+,-) de C"). Si l'on fixe u € DA et on note TCOA I'espace tangent
complexe de A au point u, on voit que, pour tout ¢,n € TCOA,

1 .
(IISA)U<C7 7]) = 5 (II@A)U(Cv 7]) + (IIBA)U(2<7 ”])
définit, sur TCOA, une forme R-bilinéaire symétrique et telle que

donc on en déduit une forme hermitienne sur 7C9A en posant

Loau(C,n) = (I5)u(C 1) + i(IT54)u(C. i) -

Lemme 1.5.1. Soit A C C" un sous-ensemble compact a bord lisse et a
intérieur non vide, u € 0A fizé, et py € C*(C", R) une fonction définissante
pour A. Alors, pour tout (,n € TCOA,

2 0”pa
Loan(C,m) = — Mk -
o1l61) = [l 2 20 ™)

)
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Démonstration. En effet, pour tout (,n € TCOA,

2Loau(Cm) = Re((dvoa)u(C),n) + Re ((dvoa)u(iC),in)
(dvoa)u(C), i) + i Re ((dvaa)u(iC),7°n)
dvoa)u(C),n) + Re ((dvoa)u(iC), in)
w(€),m) +iIm ((dvaa).(iC), in)
) + ((dvoa)u(i€), in)

N -+ 1 —+
o~ . ~.
2533
QE/\('D
S 23 &
:é’”

)

b

777
) (_dV8A>u<ZC)777> B

) + (voa)u(C) — i(Ovpa)u(iC) — i(Ovpa)u(iC),m)
u(C

I
N
S5
S
b

et comme, pour tout 1 < k, ¢ < n fixés,

9(voa)k 0 2 0dpa

s W = azg<|yva|y A

%ui( 2 )(u + 2 pa u
0z "0z \ | Vpal IVpa(u)|| 020z,

on déduit que Loa.,(¢,n) est égal a

6,0A ( 2 > 9 02p4 )
_l’_
Z 8zk 824 IV pall ()Gt [V pa(w)]] 8zg8§k(u)cmk

_ aPA _ 0 2 2 pa )
B Z 82}4; Z 0z (HVPAH>( )G + Z [V pa(w)] 02:0%, () e

k(=1

k(=1
car
S i = 3 Loy = 0,
Zk Zk
k=1 k=1
pour tout n € TCIA. O

Dans ce qui suit on aura besoin de I’expression en coordonnées complexes
de la forme volume vy4 sur 0A. En coordonnées réelles vy4 est donnée par

I’expression
2n

voa = (1) (voa)déy

j=1
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ol, pour tout 1 < j < 2n,

j—1 2n
deyy) = (/\ d&) A ( A d&) ,
/=1

r=j+1

d’autre part, si pour tout 1 < r < n, on pose

dzpp 1= < /\ dz; A dzj) A dz,

J#r
et
dzpy) 1= </\ dzj A dz]> ANdz, ,
JFr
on voit que
dz) — dappy = 2M(—0)" 2 d€par 1)
ainsi que

dZ[,:] + dZ[T] = 2”(—2')”_1615[%] ,

par conséquent,

2n
voa = Y _(=1)7(vaa);dy
j=1
= Z(VaA)%fldf[%—l} - (VaA)Qrd§[2r]
r=1
— [V 3527» 1 por-1 ||VPA||3£zr ]
1 dpa 3PA) —2
= + dzim — dzp,
ZHWAH(azT 5z, ) oo (e — dap)
i Opa  Opa\i" !
— dzp) + dzp
||VpAn(azr az«) g (41 )

—~i"? 1 dpa  Opa
= d T —d r
; 2n [V pal| (8zr + 8zr)( 2 — dzpp)

in_2 1 aPA 8,0A
dz + dzp
2" ||VPA|I(8zr 8zr>( 2 + )

— ZapA , apAdZ
2n- luwn Dz, 1 i
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ce qui donne I'expression cherchée.

Une fois introduite la forme hermitienne Lg4, on va définir un autre ob-
jet qui sera nécessaire dans tout le reste du chapitre, a savoir la 1-forme
différentielle aga sur A donnée, pour u € 0A et ( € T,,0A, par

1

(@9a)u(C) 3= Re ((,ivoa(w)) = 5 ((vaa(u), ¢) = (¢ voa(w))) .

Il est facile de voir qu’en coordonnées réelles la forme ag4 est donnée par

n

apa = Z(V8A>2271 A€ — (Voa)2e d€op—1

=1
1 "~ Dpa dpa
= déyp — ——d&91, 1.5
HVPAH ; 852271 525 8625 52( 1 ( )
tandis qu’en coordonnées complexes
i 5 d“pa
oA = 7= 1 aPA - aPA = )
ol )= ol

ou d¢ est I'opérateur différentiel donné par

d®:=1i(0—0).

Lemme 1.5.2. Soit A C C™ un sous-ensemble compact a bord lisse et a
intérieur non vide. Alors
A1) _ Z'n2n—1 -~

= [l o = 00a) 1 (0002)".

ot pa € C®(C",R) est une fonction définissante pour A.

aga N (daaA)

Démonstration. On a que

dogs = (8-1— 5) (HVZPAH (5PA — 8pA))
) 2

= a+a( ! )/\8 —0pa) + —=——00pa,
O+ [wpar ) 1 Opa = 0pa) + 17004

et comme

©+0) (7o) - o((9n) + (090417

7 _
= ————(0+9)(||Vpal?),
o+ OV IVeAl)
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on obtient

1

2i
2[[Vpall?

J—0)(|V A + 90 ,
( )(H pAH) apA HVPAH LA

dOéaA =

ce qui fait que

_ gron—t - n—
aga A (dapa)" " = = (Bpa — Opa) A (09p4)" "7,
IVpall
et donc la preuve du lemme s’acheve. O

Théoreme 1.5.1. Soit A C C" un sous-ensemble compact a bord de classe
C*> et a intérieur non vide. Alors on a l’égalité

2" (p — 1)!/ (det Loa)voa = / apa A (daga)

les deux intégrales étant positives dés que A est pseudoconvexe.

Démonstration. Il suffit de montrer que, pour tout u € 9A, il y a égalité
entre les germes, c’est-a-dire que

2"_1(n —1)ldet LoawVoau = agau N (daaA,u)/\(”_l) .
Soit u € HA fixé. A moins d’une rotation, on peut supposer que
T, 0A={z€C"|Im z, =0},
et, donc, en particulier,

TCOA={2€C" |2, =0}.

En outre, la forme L4, étant hermitienne, on peut choisir une base de T-9A
(positivement orientée) par rapport a laquelle la matrice de L4, est une
matrice diagonale. Comme A admet une fonction définissante globale pa
telle que

dpa
A ) =1,
nos choix de coordonnées impliquent que
Opa dpa 1
= =0 tout 1<f<n—1, =,
D2 (u) : pour tou n 2 (u) ¥
et 92
pa (u)=0 pour tout 1 <r,s<n—1, r#s.

02,0Z4
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On en déduit que
"2 /1 1
U T A1 —d n _d n = —d n| s
U8A7 2n—l <2@ Z[ } + 22 Z[ ]> §[2 ]

et, grace au Lemme 1.5.1, que

(92PA
— 27171 f
det Lo, co (ﬁznﬁin (u)) ,

82
det Loauvon, = (—1)2"" cof ( 5 angn (U)) dépon] »

le cofacteur étant calculé par rapport a la matrice hessienne complexe de p»
au point u. D’autre part, le Lemme 1.5.2 assure que

Qonn A (daga ) ™™D = 272" (dz, + dz,) A (00pa(u)) "7
— 2n—12~n+1 (aépA(U))/\(n_l) A d§2n_1 7

donc, pour conclure, il nous suffirait de montrer que

82 o _ n—
2" (n — 1)l cof (82 gi (u)>d£[zn] = " (99pa(w)" " A déanr

Pour cela, on remarque que la forme (85,0A(U))/\(n_1) se décompose en la
somme de deux formes

(00pa()" "V = w1,

ou n comporte la forme d&s, 1 tandis que w ne la comporte pas. Ceci implique
que

(00pa(w)™"Y A déan s = w N dy s,

d’ailleurs, la structure de 99p4 fait que w ne comporte aucune des formes dz,
et dz,, donc

82pA A(n—1)
w = (Z azrazr u) dz, A dzr)

= (=2i)" ' (n — 1)l cof ((prA (U))d& N N dEon—s,

ZnOZn

d’ou la conclusion. En fin, si A est pseudoconvexe, la forme L5 est définie
positive, ce qui fait que la premiere des deux intégrales est positive. O
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Remarque 1.5.1. On observe que notre présentation du Théoreme 1.5.1 est
différente de celle de [17] & cause du terme de normalisation (n —1)! que [17]
doit faire déja apparaitre dans 'expression de L4 ou de vy4.

Théoreme 1.5.2. Soit A C KP(C"), alors on a
/ d°ha N\ (ddchA)/\(nil) = / aga N (dOzaA)/\(nil) .
§2n—1 0A

Démonstration. Si I'on montre que d°h4 et aga sont égales modulo une
forme exacte, le théoreme suit facilement. Pour cela, on commence par re-
marquer que, comme A est de classe C*°, on peut définir correctement une

application de Gauss
voa 1 OA — S*71

qui est de classe C™ sur 0A. Cette application est surjective, car, pour
tout u € S*"~!, chaque point de la face (non vide) A N H4(u) est une image
réciproque de u. En outre, puisque A est strictement convexe, 'application de
Gauss est injective, en fait, si z, 2’ € A sont tels que vga(z) = u = vya(2),
la face A N Hu(u) doit contenir le segment [z, 2'], et comme OA n’admet
pas de segments non triviaux, on en déduit que z = 2. Tout ceci implique
que Vg4 est un homéomorphisme de classe C*°, mais en fait il est méme
un difféomorphisme de classe C*. Pour le vérifier, on observe que, pour
tout u € C™ \ {0}, on a la relation

ha(u) = Re <u, viA (ﬁ)>, d’otut ViA (ﬁ) € ANHy(u).

D’autre part, comme un gradient est aussi un sous-gradient, on a que, pour
tout u € C",
Vha(u) € Subdha(u) = AN Hy(u).

Pour tout u € C™\ {0}, la convexité stricte de A implique 1’égalité

VoA (ﬁ) — Vha(u),

donc, en posant, pour tout u € C" \ {0},
_ af u oh Oh
vy(u) = vy} (W) = Vha(u) = 2(3_@:(“)’ o a—uA(u)) ,

(ce qui est cohérent avec le fait que toutes les dérivées de h 4 sont positivement
homogenes de degré 0), on voit que

V5§:C”\{O}—>8A,
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ainsi que sa restriction & S?*7!, est une fonction de classe C*. Ceci fait, on
va montrer que, pour tout v € S**~! on a

(d°ha), = ((vo2) aaa), = d(Im (u, vy5(w))) ,

le théoréme s’en suivra aisément. On fixe u € S?"~! et, on voit que, pour
tout ¢ € T,S*!, on a

(d°ha)u(C) = Im (¢, Vha(u)),

I (G, Vha(w) = 5 [(Tha(w): (¢ Vhatw)] =13 G2 @G5 @)
en outre,
(W3h) @0a)(O) = (@on)y: 10 ((drz)u(0))
= Re <d(VhA)u(€)’ Zu>
= Im <d(VhA>u(<)> u> )
donc

(@°ha = (734)"054),(Q) = T [(C, Tha(u)) = (d(Tha)u(0) w)]

(Vha(u), ¢} + (d(Vha)u(C), u)

N | .
T 1

(4, d(Vha)u(0)) — (€. mm»}
)

A(Tha(w), w)) = d({u, Tha(u))] (€
(Im (u, vy4(w)))(C),

et la preuve est ainsi achevée. O

QN = N S
1

Définition 1.5.1. Soit A C C" un sous-ensemble compact a bord de classe
C™ et a intérieur non vide. Le n-pseudovolume de Kazarnovskii de A est le

nombre réel .
Pn<A) = / aga N (dOéaA)/\(nil) .
A

nlsx,
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Remarque 1.5.2. Le pseudovolume au sens de la Définition 1.5.1 est une
fonction positivement homogene de degré n, soit

P,(AA) = \"P,(A),

pour tout sous-ensemble compact A, dont bord de classe C* et l'intérieur
non vide, et tout A € Ryo. En fait, si A dénote aussi I'’homothétie de C" de
rapport A, pour tout z € 0A et tout vecteur tangent ( € T,0A = T),0\A,
on a

(Maoxa) () = (aana),. (dr.(0))
= Re(A(,ivgaa(A2))
= ARe((,ivga(2))
= A@aa),(C) .

Exemple 1.5.1. Le n-pseudovolume de la boule unité B de C™ est égal a

2n71 — 1\ 2n71 on "
(n ) / det Loypvap = / dvap = 9 ‘

D’apres le Théoreme 1.5.1 et Théoreme 1.5.2, on dispose de trois for-
mules pour calculer le pseudovolume d'un élément de K£P(C™). En outre,
les outils développés jusqu’ici permettent aussi de prolonger la définition de
pseudovolume a ’ensemble K(C™) tout entier. Pour cela on utilisera le fait
que tout corps convexe peut étre approché, dans la métrique de Hausdorff,
par des éléments de K(C"), en suite, on prolongera le pseudovolume par
continuité.

Théoréme 1.5.3. Si k,n € N*, 1 <k <n, Ay,..., Ay € K(C") et e > 0,
alors
— pour toute (n — k,n — k)-forme ¢ dont les coefficients sont continus
et a support compact, la mesure dd°hr_ay). N ... N\ ddhg.a,). N< est
localement de masse finie sur C",
— lorsque ¢ — 0%, le courant positif dd°h(g_a,). ... Ndd°hg_a,). converge
faiblement vers le courant positif dd°ha, N\ ... N\ddha, .

Démonstration. Soient € > 0 et ¢ fixés. La densité de la mesure

dd°h(p.ay). N - N dd b ay). NS
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est une somme de produits entre (n—k)-coefficients de ¢ et k dérivées secondes
des fonctions h(g_a,).. Or, le probleme est a l'origine et chacune des fonc-
tions h(p.a,). est (positivement) homogene de degré 1, donc chaque dérivée
seconde de h(g_ 4,). sera homogene de degré —1, ce qui fait que la densité de la
mesure en question sera égale a un O(]|z||7%) pour z — 0, d’on 'intégrabilité
locale sur C".

La deuxieme assertion est conséquence d’une construction connue comme
régularisation de l'opérateur de Monge-Ampere complexe (décrite dans [6])
que l'on va brievement rappeler en I'appliquant a notre situation.

Par récurrence on montre que, pour tout 1 < ¢ < k, le produit de
courant dd‘hy, N ... A dd°ha, est bien défini et qu’il est la limite faible,
pour € — 0%, des courants dd°h(g_a,). A .. Ndd°h(g_a,).. Si L =1, dd°ha, est
déja bien défini et, par continuité faible des dérivées, il est la limite faible,
pour € — 07, des dd°h(g. a,)., o, pour des raisons de convexité tous les cou-
rants impliqués sont positifs. Or, si 'on suppose avoir déja montré ’assertion
pour £ =k — 1, on pose

ddha, A ... N ddha, == dd®(ha,ddha, A ... Addha,_,) .

La définition est bien posée car hy, est continue et les coefficients du cou-
rant dd°ha, A ... A\dd°hy,_, sont (par hypothese de récurrence) des mesures
positives. En outre le théoreme de convergence dominée implique que

lim hep.a,).ddhipan. A Addhipa, ). = ha,ddha, A Addha,

e—0t

donc, par continuité faible des différentiations,

hm ddc(h‘(REAk)gddch'(RsAl)s /\ ce /\ ddch’(RsAk—l)s>

e—0t
= dd®(haydd®ha, A ... Addha, )
dd°ha, A ... Addhy, .

D’autre part, pour tout € > 0, le théoreme de Stokes fait que

ddc(h(REAk)Eddch(RaAl)E VAP ddch(REAk,l)g)
= ddch(REAk)E N ddch(REAl)E VAN ddch(RsAk,l)E
ou ce dernier courant est positif pour tout € > 0, par conséquent, en tant

que limite faible de courants positifs, dd°ha, A ... A dd°ha, est positif. Ceci
acheve la récurrence et la preuve du théoreme. O

Remarque 1.5.3. Les mémes conclusions que celles du Théoreme 1.5.3 res-
tent valables si, pour tout 1 < ¢ < k, on remplace h(g_a,). par hg.4,.
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Définition 1.5.2. Si k,n € N*, 1 <k <n, cop = (27 %kl(n — k)b, x)
et B C C" est la boule unité, le (k, o)-volume mixte sur K(C™)* est la forme
qui, a Ay, ..., A € KC(C"), associe le nombre réel non négatif

QYA ..., A) == cu / dd°ha, A ... A\dd°hy, A (dd°hg) P
B

Le (k, 0)-volume sur IC(C™) est la forme donnée, pour A € KC(C"), par
BE(A) = (A, ..., A).

Le (n, )-volume (mizte) sur IC(C") (sur IC(C")™) est appellé n-pseudovolume
(mizte) de Kazarnovskii.

Pour tout 1 < k& < n, on dispose de deux notions (k, 0)-volume mixte
sur P(C™), on va donc vérifier qu’elle sont équivalentes et pour cela il vaut
mieux rappeler les notations qui vont intervenir dans 1’énoncé.

SiT" € C™ est un polytope et k € N, B(T", k) dénote I’ensemble des faces k-
dimensionnelles de I'. Si A € B(T, k), on rappelle que Ea dénote le sous-
espace vectoriel réel sous-jacent au sous-espace affine réel engendré par A et
que o(EA) est le coefficient de distortion de la mesure de Lebesgue sous la
projection de Ea sur le sous-espace i E'y, ou E'y est I'intersection entre le sous-
espace complexe ling Fa := FEa + 1EA et le complément orthogonal de Ea
relativement au produit scalaire Re (, ). En outre, on rappelle que 1r(A) est
égal au produit », ', Vol ,,_x(KarNB), oll 5, est la mesure de Lebesgue de
la boule unité (n — k)-dimensionnelle, B est la boule unité 2n-dimensionnelle
est Kar est le cone relativement ouvert constitué par les points u € C" tels
que A coincide avec le lieu des points de I" ot la fonction Re (-, u) réalise son
maximum. En fin, on rappelle que ¢, ; est la constante donnée par

Cn,k = (2"_kk'(n — k)!%gn_k)_l s

ol sy, dénote la mesure de Lebesgue de la boule unité (2n — k)-dimension-
nelle.

Théoréme 1.5.4. Sin € N*, k un entier 1 <k <n etTy,...,T) € P(C")

on a l’égalité

> o(Ea)Vi(ArL. .. AYr(A)

A€EB(T k)

= Cn,k/ dd°hr, A ... Add°hr, A (ddchB)A("’k)7
B

ou I' dénote la somme des 'y, ..., T, et A = 25:1 Ay est l'unique décompo-
sition de A en tant que somme de faces de I'y,...,T'}.
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Démonstration. En vertu de la multilinéarité des deux membres, il suffit
de montrer que, pour tout I' € P(C"), on a

> o Ba)Vi(A)r(A) = cap / (ddhe)™ A (ddhg)" "
AeB(T,k) B

Pour cela, on fixe A > 0 et I'on remarque que

P.((1),) = /B (dd°hr + Add°hg)™"

- (") Anh / (ddhe)™ A (ddhg)" "
k B

k=0

d’autre part on a aussi

PuO) = [ o, A (o)
A

on va donc calculer cette derniere intégrale puis comparer les termes de méme
degré en A\. On remarque d’abord que

2n—1

oma=J) U A+(KanorB)

k=0 A€B(Tk)
les deux unions étant disjointes, ainsi

2n—1

a A (da A=) / aa A (da A(n_l),
/a(r)k o M (daarm,) kZOAeBZ(r,k) A+(KANOAB) a (doa)

ou, pour tout 0 < k < 2n — 1 et tout A € B(I', k), aa dénote la restriction
de apry, a A+ (KaNOAB). Or, pour 0 < k <2n—1et A € B(I', k) fixés,
on observe que I'hypersurface A + (Kx N OAB) a la structure d’un produit
de variétés lisses, en fait elle peut se voir comme un cylindre droit sur la
base Ka NOAB de dimension (2n —k —1). Si k > n, a une isométrie de R*"
prés, on peut supposer que Ex est égal au sous-espace

{EeR™ | & 1=0=¢&y, pourl<j<netl<l<(k—n)};

ainsi la formule (1.5) et le changement de coordonnées impliquent que

n

ap =\t Z —&op a1 ,

l=k—n+1
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done

/ aa N (dOéA)/\(n_l)
A+(KANOAB)

n An
= /\‘”/ ( Ao /\dfg) =0
A+(KANAB) Z # ?

{=k—n+1

car 2(2n — k) < 2n et donc sur R?*=% il n’y a pas de formes de degré 2n.
On fixe maintenant 0 < k < n et A € B(I', k). On considere R* C R* ¢ C",
si u: RF — EA est un isomorphisme de déterminant égal & 1 et J : C* — C"
est la multiplication par i, I'application linéaire

pi=J oop opod iR — Bl
est un isomorphisme si et seulement si pp, l'est. Par conséquent, si
ko (RF 4+ iRF)E — (ling Ea)*t
est un isomorphisme de déterminant égal a 1, on a que
Thi=p @i @k (RF©iRY) @ (R @ iR*): — Ex @ B\ @ (ling Ea)*t

est un isomorphisme si et seulement si pg, 'est. En outre, p et x peuvent
étre choisis de telle sorte que

det(TA) = Q(EA) ,
ainsi
T3 (B5) = {€ € R | g1 =0, pour 1< (< k} = (R

et, grace a (1.5),

INCINED Z Taoe 1 ANdTag — A1 ZTA,% NdTA 201,

l=k+1 =1
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done

/ an A (da )A(n_l)
A+(KANOAB)

Tx (ca A (daA)A(nfl))

/T HA+(KANOAB))

= / (dTEOéAy\n
Tx' (A+(KANAB))

L n An
— )\*n / <Z dTAQg,l N dTAyzg +Z 2 dTA,QZ—l A dTA,QZ)
T HA+H(KANAB)) —1 l=k+1

= \Tn2nkp) ATA0—1 NdTA 20

/TAl(A+(KAmB)) =1
= AR Fnlp(Ea) Vol ¢ (A) Vol gy (Ka N B).

On conclut que, pour tout 0 < k < n,

> Q(EA)Volk(A)zpF(A):%k/ (ddhe)™ A ()

A€eB(T k) B

d’ou le théoreme. O

Remarque 1.5.4. Dans le cas de n corps convexes Ai,..., A, € KR"),
le Théoreme 1.5.4 permet de donner une formule “courantielle” pour calculer
le volume mixte V,, (41, ..., A,). En fait, on sait déja que pour des polytopes
réels I'y,..., I, € P(R"), on a

1
Va1, ... Ty) = Qu(Ty, ..., Ty) = / dd°hr, A ... A dd°hr,
B

nls,
donc par densité de P(R"™) dans IL(R"), on déduit que

1
ValAr, ... Ay) = /ddchAl A...ANddhy,
B

n!%n

ou, pour tout 1 < £ < n, les coefficients du courant dd°h 4, ne dépendent que
des variables réelles Re z.

On termine la section par une remarque due a Alesker [1] puis généralisée
par Kazarnovskii [22].
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Théoréme 1.5.5. Si k,n € N*, 1 < k < n, le (k, 9)-volume est une valua-
tion k-homogéne continue sur K(C™) invariante par translations et transfor-
mation unitaires de C™.

Démonstration. Soit A € K(C") fixé. Si v € C" et fixé, on a
hawo(2) = ha(z) + Re (z,0),

pour tout z € C", d’ott dd°h a4, = dd°hs. En outre si T' € U(n) est fixé, on
a hpay=haoT ' et B=T(B), dot hg = hyp)y =hgoT ' et

W) = [ @)™ A (ddha) 0
_ / (dd(ha o TN A (dd°(h o T~1)) "7V

= / | det 771> (dd°hp)"* A (dd°hp) ")
T(B)

— /(ddchA)/\k A (ddchB)/\(nfk)
B
= P4,

car |det T~!| = 1. Pour ce qui concerne la continuité, si e — 0T, la famille de
corps lisses et strictement convexes (R.A). converge vers A dans la métrique
de Hausdorff donc le Théoreme 1.5.3 implique la convergence faible du cou-
rant positif (dd°h(g_ a). )" vers le courant positif (dd°h4)"*. La continuité suit
alors du fait que K°(C") est dense dans K(C") pour la métrique de Hauss-
dorf. En fin, quitte & poser hy, = 0, il faut montrer que $7 est une valuation
et pour cela on remarque qu’il suffit de montrer qu’il s’agit d’une valuation
faible sur P(C"). En fait, si tel est le cas, un argument de continuité im-
pliquera la propriété de valuation faible sur K(C"), d’ou la conclusion grace
au Théoreme 1.2.4. Soient donc I' € P(C") fixé et H C C™ un hyperplan. SiT’
est contenu dans un des demi-espaces H' ou H™ il n’y a rien & montrer, si
par contre TN H™ # @ # I'NH~, alors les trois sous-ensembles 'NH, TNH*
et TN H~ sont aussi des polytopes. Si (') = 0, le Lemme 1.4.2 assure que I’
engendre un sous-espace affine complexe de dimension strictement plus pe-
tite que k, donc il en est de méme ainsi de trois polytopes 'N H, ' N H*
et ' H™, ce qui fait que

Po0) =i (CNH) =P NH") =pi(TNH") =0,

d’ou la conclusion dans ce cas. En fin si 7(I") # 0, et A € B(I' N H, k), on
abien A € BUNH*, k)N BN H-, k) et

Karna = Karap+ U Karnm- -
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La conclusion suit alors du fait que

BT, k)UB('NH k) = B(I'NHKk)
U (BONH" k) \BTNH,K))
U (BOCNH ,k)\B(INHE)),

toutes les unions étant disjointes. O



Chapitre 2

Sommes d’exponentielles et
pseudovolume mixte

2.1 Sommaire

Dans ce deuxieme chapitre, on se propose d’étudier certaines propriétés
des ensembles des zéros d'un systeme de sommes d’exponentielles sur le
modele de [17]. Une fois encore les preuves que 1'on propose ici voudraient
combler certains points sur lesquels, & notre avis, [17] est particulierement
synthétique. Les résultats montrés dans ce chapitre seront fondamentaux
pour les constructions du chapitre suivant.

2.2 Systemes de sommes d’exponentielles

On commence par définir les objets auxquels on va consacrer le chapitre.

Définition 2.2.1. Si n € N*, une somme d’exponentielles sur C" est un
élément de la C-algebre S,, engendrée, en tant qu’espace vectoriel complexe,
par Uensemble des fonctions entiéres de la forme e* | ot A € C™. On note S
l’ensemble des sommes d’exponentielles non nulles.

Tout d’abord un lemme algébrique dont la preuve utilise un argument
trouvé dans [4].

Lemme 2.2.1. La famille {e*N}\ccon est une base de S, en tant qu’espace
vectoriel compleze.
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Démonstration. Il faut montrer qu’il s’agit d’'une famille libre et on le fait
d’abord pour n = 1. Supposons, par l’absurde, que le lemme soit faux, il
existe ainsi une relation de dépendance linéaire du type

f(z) = e+ et =0,

valable pour tout z dans un ouvert U de C, ou les Aq,...,\,, sont deux a
deux distincts et les ¢q,...,¢, € C*. Pour 1 < £ < m, soit D, 'opérateur
différentiel linéaire donné par

d d d
D= (=)o (o -ae) oo (o).

Or pour tout 1 < ¢ < m et tout z € U, on a I'absurde

0 = Dy(f)
= Z Dg(Cke)\kZ)

1<k<m

= Z CkeAkZ H ()\k_)\j>

1<k<m 1<j<m
VX J£e

= ce™ [T e=N) #0,

1<i<m
7t
ce qui implique le lemme pour n = 1. En fin, s’il existe n > 1 pour lequel le
lemme est faux, on a une relation de dépendance linéaire non triviale

f(z) = che<z’)‘j> =0,
j=1

valable pour tout z dans un ouvert U de C", avec les Ay, ..., \,, deux a deux
distincts et les c¢1,...,¢, € C*. Dans ce cas, si L est une droite complexe
telle que U N L # @, la restriction de f a U N L constitue une relation de
dépendance linéaire non triviale a une variable, ce qui est est absurde pour
la premiere partie de la preuve. O

D’apres le Lemme 2.2.1, si f € S, il n’existe qu'une seule représentation
de f sous la forme f(z) = Y, cxe®, ott A C C" est un sous-ensemble fini
et, pour tout A € A, ¢, € C*.

Définition 2.2.2. Si f € S,,, lespectre de f est le plus petit sous-ensemble Ay
de C™ tel que f appartient au sous-espace vectoriel de S, engendré par
Iensemble {e* | X € As}. Le polytope de Newton de f est l'enveloppe
conveze I'y := conv Ay de son spectre.
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Les éléments du spectre d’'une somme d’exponentielles f sont souvent
appelés les fréquences de f et puisque on aura l’occasion d’étudier des sommes
d’exponentielles dont les fréquences appartiennent a des sous-groupes additifs
particuliers de C", on introduit, pour un tel sous-groupe G C C", la sous-
algebre

Sne ={feS,|AfCG}.

Lorsque G est égale a Z™, Q", R™ ou R", on parle, respectivement, de
sommes d’exponentielles a fréquences entieres, rationnelles, réelles ou imagi-
naires pures.

Les systemes de sommes d’exponentielles sont les objets auxquels tout le
reste de la these sera consacré, on précise donc de quoi il s’agit.

Définition 2.2.3. Un systeme de sommes d’exponentielles F' sur C", (en
abrégé un SSE), a fréquences dans le sous-groupe G de C" est un sous-
ensemble non vide et fini de S, ¢ \ {0}.

A tout SSE F C Sp.c on associe un certain nombre d’objets algébriques
et géométriques nécessaires a I’étude de la géométrie de 'ensemble V (F') des
zéros de F, on introduit ainsi

— la famille des spectres de F i.e. la famille {Af} fep,

— les fréquences de F i.e. les éléments de I'union de la famille des spectres
de F,

— le groupe des fréquences de F' i.e. le sous-groupe additif =z de C"
engendré par les fréquences de F,

— le sous-espace réel (resp. rationnel) ling(Zp) (resp. ling(=Zr) ) engendré
par les fréquences de F',

— le polytope de Newton de F'i.e. la somme de Minkowski

Tp:=)Y Ty

des polytopes de Newton des f € F.
— Pensemble (non vide)

Dp = {A < I'p | dim¢(affc A) < card F'},
— P’ensemble (éventuellement vide)

Er = {A xI'p | dimc(affc A) = card F'}.



60 Sommes d’exponentielles et pseudovolume mixte

Définition 2.2.4. Soit F C S,, un SSE et A := ZfeF Ay une face de I'p.
La A-trace de F est le SSE

F2:={f*| feF}

obtenu en posant,

si f = Z/\GAf cxelsN,

Remarque 2.2.1. On remarque que, si F' est un SSE, pour toute A < I'p,
on a'pa = A car, pour tout f € F', Apa = Ay NAyet I'ja = Ay

Lemme 2.2.2. Soit FF C S,, un SSE, A une face de I'p et ﬁA le SSE ob-
tenu en restreignant_chaque élément de F' au sous-espace linéaire ling Ea.
Alors V(F2) = V(F?).

Démonstration. Si d := dimc(affc A), on choisit une base de C" telle
que les premiers d éléments engendrent le sous-espace ling Ea sous-jacent
a affc A. On note x les coordonnées dans linc Fa et y celles dans le complé-
ment orthogonal de ling Ea ainsi, pour tout z € C", il existe une décompo-
sition unique du type z = x+y. Pour tout f € F, le sous-espace affine affc Ay
est parallele a affc A, donc il existe un vecteur 5y orthogonal a ling Ea et tel
que A—f € ling Ea, pour tout A € affc Ay. Par conséquent, pour tout f € F'
et tout A € Ay N Ay,

(2, A) = (& +y, (A= Bp) + B¢) = (2, A) + (y, Br)

(z,))

dong, si f = Z/\eAfmAf cxe'™ on a

fA(2) = ehn Z exel®N = W0 A (1) |
)\EAfﬁAf

d’ou le lemme. O

On va maintenant s’intéresser a une classe particuliere de SSE et pour cela
il faut introduire une fonction accessoire associée a tout SSE de la maniere
suivante. Si F' C §,, est un SSE on pose

K[F) =) |f{;|f :

fer €
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Puisque, pour tout z € C",
lealle® V]
0<KIFIE) <) ) =ingr LS el
fEF XeAy s fEF XeAy

on voit que K[F] est une fonction bornée sur C" qui a le mémes zéros du
systeme F'.

Définition 2.2.5. Un SSE F C S, est dit régulier s’il existe ep > 0 tel que,
K[FA] = EF,
pour toute face A € Dp.

Remarque 2.2.2. Un SSE régulier F' C S,, tel que card F' > n n’a pas
de zéros, car la face (impropre) I'r satisfait la condition dimensionnelle im-
pliquée dans la définition ci-dessus et F' = Fy,, .

Il existe une condition géométrique portant sur la famille des spectres
d’un SSE qui garantit la régularité du systeme.

Définition 2.2.6. Soit A := {A, },c; une famille finie et non vide de sous-
ensembles finis et non vides de C™. La famille A est dite fermée si, pour toute

face A=3",; A, du polytope I' := 3, _; conv (A,) telle que
dime(affc A) < card T,

il existe v € I tel que A, soit réduite a un seul point.

La famille des spectres d'un SSE constitué par une seule somme d’ex-
ponentielles est toujours fermée mais, pour un SSE comportant plusieurs
sommes d’exponentielles, ceci ne reste vrai que dans un sens générique.

Lemme 2.2.3. Soit K C C un sous-corps, r € N* et {1,..., ¢, € N*. 5i
A= (KM x - x (KMo

il existe un ouvert de Zariski U C A, (dont le complémentaire a codimension
au moins égale a 2), paramétrisant l'espace de toutes les familles {A,},=1.. ,
de r sous-ensembles de K" tels que

— card (A,) =4, pour tout L =1,...,r,
- A, C K" est K-affinement indépendant, pour tout . =1,...,r,
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— la famille de sous-ensembles {A\,},—1,. , est fermée.

Démonstration. On observe d’abord que, pour tout ¢ = 1,...,r, I’ensemble
des applications non injectives de {1,...,¢,} dans K" s’identifie avec un un
sous-ensemble propre V; de (K")%, qui est fermé dans la topologie de Zariski,
donc V :=V; x---xV, C A est un sous-ensemble du méme type et, de plus,
il paramétrise l'espace de toutes les familles {A,},—1 . de r sous-ensembles
de K" tels que card (A,) < ¢, pour tout « = 1,...,r. Il est clair que V a
codimension positive. En outre, le familles {A,},=; , comportant au moins
un ensemble qui n’est pas K- affinement indépendant, s’obtiennent comme le
lieu W des zéros dans A d’un nombre fini d’équations linéaires a coefficients
dans K. On remarque que V' ¢ W, donc la codimension de W est au moins
égale & 2. En fin, si I" := >""_ conv (A,), et si la famille {A,},—;__, n’est pas
fermé, alors il existe une face A = > A, de T, telle que dimc(ling Ea) < 7
et dimg Ea, > 1, pour tout ¢« = 1,...,r. Alors, pour tout « = 1,...,r, on
a dim¢(ling Fa,) > 1 et, puisque

ling Ex = » ling Ea, ,

=1

on déduit que la somme ci-dessus n’est pas directe, autrement dit, il existe un
nombre fini de relations de dépendance K-linéaire non triviales entre certains
des éléments de I'union de la famille {A,},—; . ,. Ainsi les familles qui ne sont
pas fermées sont paramétrisées par un sous-ensemble propre Z C A, fermé
dans la topologie de Zariski et tel que W U Z # A. Son complémentaire est
I'ouvert U de I’énoncé. O

Lemme 2.2.4. Un SSE dont la famille des spectres est fermée est un SSE
réqulier.

Démonstration. Si F' C S, {Af}rer est fermée, et A = ZfeF Ay € Dp,
il existe fa € F tel que Ay, = {Aa}. Ainsi, pour tout z € C", on a

(fa)?(2) = erse™7

avec ¢y, # 0. Si ep = min{|c,\A| | A€ Dp},onacp>0et

ki) - 3 U

A
feF

A o[
(z) = C/\A‘ ZEfp,

pour tout z € C" et toute A € Dp. O
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2.3 Zéros d’un SSE régulier

En vue des applications au chapitre suivant, on va dorénavant s’intéresser
uniquement aux SSE réguliers. On prouve ainsi une suite des lemmes autour
de ces systemes et de leurs ensembles des zéros.

Lemme 2.3.1. Soit F C S,, un SSE régulier constitué par r éléments. Alors
il existe Rp > 0 tel que

V(F) C U (Ka)Ry

AEB(FF,'I‘)

Démonstration. Si V(F') = @ il n'y a rien a montrer, soit donc V(F') # @.
Par ’absurde, on suppose que le lemme soit faux donc, pour tout n € N, il
existe z, € V(F) tel que

zne( U (Kgn)c: U (Kv\ U (Km)-

AEB(FFJ”) UEB(FF,O) AEJZ(FF”“)
Sv

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que les points z, soient

tous contenus dans
KN\

AEF(Tp,r)
Adv

pour quelque v € B(I'p,0). Soit A" = 3" A} € D un élément maximal
parmi ceux qui contiennent v = ) ser Uf- Alors on a évidemment

:ﬂf(vf’ KA’:ﬂKA}
fer fer
ou, pour tout f € F| f(pf C R'Af C va, ce qui fait que
hpf(z) = hA/f(z) = Re (z,vy),
pour tout z € K,, d’ou

[f2 )l 1 = £2) ()

har (2 har (2 )
6Af(’ﬂ) eAf(n)

0=K[F)(z) >y

fer

et donce

&1 |(f Zn)|
F Z Re zn,vf )

feF
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pour tout n € N. Or, en vertu de la régularité de F', il existe ex > 0 tel qu’on
ait K[F~'|(z,) > ep pour tout n € N, d’autre part

lim E I/ g lim E g |ey|efe GnA=vn) =
n—-+o0 eRe Zn,Uf) n—-—+o00

fEF )\GAf\Af

car, pour tout f € F

lim Re (z,, A —vf) = —00,

n—-+0o00

des que A € Ay \ Ay. La contradiction acheve la preuve. O

Remarque 2.3.1. Le Lemme 2.3.1 implique que, si F' est a fréquences réelles
et card F' = n, il existe ep > 0 tel que V(F') soit contenu dans (iR").,.. En
fait, si le polytope I'r n’a pas dimension maximale n, alors, en vertu de la
régularité de F, V(F) = @. Si, par contre, ['r a dimension maximale, il
n’aura pas de faces n-dimensionnelles propres et Kp, =iIm C" = R".

Lemme 2.3.2. Soit ' C S,, un SSE réqulier constitué par r < n éléments et
tel que r < dimg(affc I'r). Alors il existe un SSE réqulier G C S, constitué
par (r + 1) éléments tel que F C G. En outre, pour tout z € V(F), le
systéme G peut étre choisi de telle sorte que Z € V(G).

Démonstration. Soit d := dimc(affc I'r). Puisque 7 < d, le Lemme 1.4.2
impliquent l'inégalité stricte P2(I'r) > 0, d’ou 'on déduit que Ep n’est pas
vide. Or, comme r < n, I'union

U hn(c EA

A€EER

est un sous-ensemble propre de C", ainsi le complémentaire de cette union
contient un vecteur v # 0. Soit donc g(z) := e*" 4 ¢ et G le SSE donné
par G := FU{g}, ¢ étant un parametre complexe non nul. Pour tout A € Dy,
on a une décomposition unique A = Ap+ Ay, ot Ap s I'ret Ay < Ty, donc
une décomposition correspondante au niveau des traces, G® = F A U{g®},
qui fournit ainsi ’égalité

K[G?] = K[F27] + K[g*].
Or, si Ar € Dy, la régularité de F' implique I'existence d'un ex > 0 tel que

K[GA] >E€F.
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Si, par contre Agp ¢ Dp, on a
r < dim(c(lin(c EAF) < dim(c(lin(c EAF + hIl(C EAg> = dimc(hn(c EA) <7,

d’ott 'on déduit Ap € & et ling Ea, C ling Ea,. Le choix de v implique que
la face A, soit réduite a un seul des deux sommets de I'y, donc la condition de
régularité pour le systeme G est satisfaite avec e¢ := min{ep, 1, |c|}. Enfin,
si 2 € V(F), en choisissant ¢ := —e*¥) on a aussi Z € V(G). O

Remarque 2.3.2. On remarque que la construction du systeme G donnée
dans la preuve du Lemme 2.3.2 a été faite en sorte que, si dime(affc I'r) < n,
on peut choisir le systeme G de maniere a avoir

1+ dimc<aﬁc FF) = dimc(affc FG) )

il suffit en fait de choisicr v € (lincI'r)*. En outre, la construction du
systeme G implique aussi que la famille des spectres de G est fermée, des
que la famille des spectres de F' 'est.

Lemme 2.3.3. Soit F' C S,, un SSE régulier tel que V(F) # @. Alors le
sous-ensemble analytique V(F') a codimension égale a card F.

Démonstration. En vertu du Lemme 2.3.2, on peut compléter F' a un
SSE régulier G D F tel que card G = n et V(G) # o. 1l suffit donc de
montrer que le sous-ensemble analytique V(G) est discret. Par I’absurde,
on suppose que la dimension de V(G) soit strictement positive, alors (grace
au Lemme 2.3.1) il existe une face A € B(I'g,n) telle que la dimension
de V(G) N (Ka)g, est strictement positive, on peut donc trouver une sous-
variété analytique lisse et connexe X C V(G) N (Ka)g, ayant dimension
strictement positive. On considére une base orthonormale {vy, ..., v,} de Ea,
ainsi que les fonctions holomorphes e/*9 pour 1 < £ < n. Si 2 € (Ka)r,
on peut toujours écrire z = x + y, avec € Fa, ||z|| < Rg et y € Ka, donc,
pour tout 1 < ¢ < n et tout z € (Ka)p,, on a

|€<27’U€>| — eR‘e <Z‘,’l}g> g eRG .

Grace au théoreme de Liouville, pour tout 1 < ¢ < n, la fonction holo-
morphe e*) est constante sur X, donc si a; € C est la constante en ques-
tion, on déduit que ’ensemble X est discret, car il est contenu dans I’ensemble
discret {z € C" | (z,v;) = Inay, pour tout 1 < £ < n}, ceci étant en contra-
diction avec I’hypothese que la dimension de X est strictement positive. O
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Si FF C S, est un SSE régulier tel que & = o (soit tel que I'r € Dr)
alors il est clair que V(F') = @. D’autre part on voudrait que cette condition
soit aussi nécessaire pour que V(F’) soit non vide. Pour le montrer en détail
on va introduire quelques notation.

Soit F' C S, est un SSE régulier tel que card F = r < net A C C”
un sous-ensemble compact. Puisque A est compact, il n’y a qu’un nombre
fini, dépendant de F et de A, de composantes irréductibles du sous-ensemble
analytique V(F) N A. Si {Xy,..., X} dénote l'ensemble des composantes
irréductibles de dimension (n — ), chaque X, étant affectée de sa multipli-
citt my € N, £ =1,...,s, on introduit la quantité

N(F,A) := Z myg Vol o(n—r) (Xy) -
=1

Il s’agit d'un outil qui permet d’étudier la densité asymptotique des zéros
de F' dans l'espace C™ et qui se calcule explicitement a ’aide du courant
d’intégration [V (F')], a son tourne exprimé par la formule de Lelong-Poincare,

VE) = A\ odloslfl = A\ (4m) " dd log £
fer feF

dans laquelle le produit de courants est licite car les f € F' sont holomorphes
et donc chacune des fonctions log | f|?, f € F, plurisousharmonique.

On remarque tout de suite que l'existence d’un compact A C C" tel
que N(F,A) > 0 implique trivialement que V (F') # @. On va donc montrer,
en plusieurs étapes, l'existence d’un tel compact A.

Lemme 2.3.4. Soit ' C S,, un SSE réqulier constitué par n éléments, € > 0
et A € B(I'p,n), alors, sin — +oo,

NEBO ) = ([ m Nt )i o),

NKA feF

Démonstration. Si A € B(I'r,n) et >0 sont fixé, pour tout n > 0 on a
(2m)"2" N(F,nB N (Ka).)

Lo (o)

feF

= dd°log | 2)
/ m(KA)EM(/\ og |£(72)

feF

= . ( N ddenlog | (n2)] ) , (2.1)

fer
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donc il suffit de montrer que

Jim [ (/\dan-llog\fmz)P): [ N\ddn,.
N(Ka)esn \ fep BNEa  rep

Pour cela, on remarque que, si z € BN(Ka)-/y,, on peut trouver v € 0BNEx
et y € Ka tels que z = (¢/n)x +y. Or, si f € F est fixé et donné par une

expression de la forme
f(z) = Z cxe N
AEA
ot A ¢ dénote l'enveloppe convexe de Ay \ Ay, on a bien
|f(nz) — fA(nZ)I>
/2 (n2)]
(1 + | Zneapia, reto ey )

C)\65<337)‘>€’7<y7)‘>‘

) = 1f2m2)] (1 N

Z C}\€€<I7>\> PRACRY

AEAFNAS

— enhrf(y)<|fA(5x)‘—|— |(f_fA)(€x)|> ) (22)

| ZAeAfmAf

en(hrf W) —hz, )

De plus, le terme entre parentheses dans (2.2) est borné lorsque 7 est assez
grand, en fait € 90BN Ex et y € BN Kx C BN Ka, donc

[fAex) <ets Y el

AEAFNAS

|(f = £2)(ex)] < eArenMya Z N

1y W)=hz W) D

)\GAf\Af
ou l'on a posé

Ay = A
s = mmax Al

et
My = min (hr,(y) — hﬁf(y)),

celui-ci étant strictement positif vu que (par définition) A fNAy =o. Par
conséquent

A
(s ) ety £

! )\EAf
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et donc
Jim n~log|f(nz)] = hr,(y)

pour tout z = (¢/n)x +y € B N (Ka)y. Par la continuité faible des
dérivations et la positivité des courants impliqués, on déduit que

lim /\ ddcnfl log |f(772)|2> — /BmKA on /\ ddchrf (Z) ,

TEe0 S BA(KA) ey (feF feF

d’ou la conclusion. O

Corollaire 2.3.1. Soit F = {f1,..., fu} C S, un SSE régulier, alors

|
lim 7 "N(F,B) = =

0Ty, Ty ).
n—+00 (27T>nQ ( f1 fn)

Démonstration. Le Lemme 2.3.1 implique que

lim n™"N(F,pB)= lim Y 5 "N(F,nBn(Ka)r,),

nN——+00 N——+00

tandis que le Lemme 2.3.4 assure que

n

lim Z n "N(F,nBN(Ka)g,) = (27?)"/ /\ dd°hr,, .

n—-+00
AEB(Tg,n) BNKA y—1

La conclusion suit du Théoreme 1.5.4. O

Corollaire 2.3.2. Soit ' C S,, un SSE régulier constitué par r éléments.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes,

(a) V(F) =2,

(b) dimc(affcT'r) <7,

(¢c) B(Tp,r)NEF = 2.

Démonstration. L’équivalence (b) < (c¢) suit du Corollaire 1.4.1 et I'im-
plication (b) = (a) suit de la régularité de F' et de I'égalité F = FT¥. Pour
ce qui concerne (a) = (b), on va montrer que si dimg(affc'r) > card F
alors V(F') # @. En fait, le Lemme 2.3.2 et la Remarque 2.3.2 permettent de
compléter F' a un SSE régulier G tel que card G = n = dimc(affc Tg).
Or, le Corollaire 2.3.1 et le Corollaire 1.4.1 impliquent que V(G) # o,
donc V(F) # @. O
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Remarque 2.3.3. Les calculs faits dans cette sections peuvent étre pour-
suivis comme indiqué dans [17] pour obtenir un analogue du Corollaire 2.3.1
pour les SSE réguliers qui comportent moins de n éléments. Puisqu’on n’uti-
lisera pas ce résultat plus général, on n’aura pas besoin de pousser ces calculs
plus loin, cependant, on préfere donner I’énoncé du résultat en question.

Théoréme 2.3.1. Soit F' = {fi,..., f.} C S, un SSE régulier. Alors

?”!%Qn,T
li =20 N(F.nB) =
Jm 7 (FnB) =50

Q...

La preuve de ce théoreme fait intervenir une méthode délicate de moyen-
nisation sur ’ensemble des SSE avec spectres donnés. Cette construction est
présentée dans les articles [17], [18], [22], [23] auxquels on renvoi pour des
informations plus détaillées.






Chapitre 3

Amibes de sommes
d’exponentielles a fréquences
réelles

3.1 Sommaire

Le but de ce chapitre est d’étudier une notion d’amibe pour les systemes
de sommes d’exponentielles a fréquences réelles. Sous des hypotheses de
généricité, 'approche proposée ici coincide avec celle présentée par Favo-
rov [9] pour les fonctions holomorphes presque périodiques dans les domaines
tubulaires. Le chapitre se constitue de cing sections, (outre ce sommaire);
la deuxieme section propose notre notion d’amibe et en étudie les propriétés
principales, la troisieme section est consacrée a la convexité généralisée se-
lon Henriques, propriété que ’on démontre, dans la quatrieme section, pour
I’amibe de certains systemes de sommes d’exponentielles a fréquences réelles.
La derniere section traite des rapports entre la notion classique (ou polyno-
miale) et la notion nouvelle (ou exponentielle) d’amibe a 1’aide d’une fonction
de Jessen-Ronkin adaptée au cadre exponentiel.

3.2 Amibes exponentielles

Pour tout sous-groupe additif G de C", on note Ch G le groupe des S'-

caractéres’ de G, soit
Ch G := Homz(G,S").

!Bien entendu S! := {z € C | |2| = 1}.
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Si f €S, il est évident que =y est un groupe libre de type fini donc, si s € N
est son rang?, Ch Z; ~ (S')*, un isomorphisme étant donné, pour tout choix
d’'un systeme libre {wy,...,w,} de générateurs de =y, par la loi qui associe
au caractere x € Ch =y le s-uplet

(X(wl) ce 7X(ws)) € (Sl)s :

De plus si, pour j € {1,...,s}, 6; € R est une détermination de I’argument
de x(w;), on a x(w;) = € et, par conséquent, pour ky, ..., ks € Z,

X(kpwy + -+ ksws) = k1014 +ksbs)
Si f(-) = Xsen, 26" € Spe \ {0} et x € Ch G, on pose

fol) =D ex(Vet,

)\EAf

donc Ay, = Ay, d'ott 2y, = =y et 'y, = I'y. On remarque que I'injectivité du
groupe S' implique la surjectivité de I’'homomorphisme de restriction

Ch G — Ch =,

par conséquent, quel que soit le sous-groupe G de C" tel que Ay C E; C G,
I’ensemble

{fx €S, xeChG}
ne dépend pas de G, mais il dépend uniquement de f.

Pour tout x € Ch =Zp, F, dénote le SSE donné par
Fo={f €8, |feF}.

Comme dans le cas d’'une seule somme d’exponentielles, si F' est un SSE a
fréquences réelles, I’ensemble

{F, C Spzn | x € Ch G}

est le méme pour tout sous-groupe additif G C C” tel que = C G. On peut
définir ainsi une action de Ch R" sur S, gn.

Suite & une idée d’Alain Yger [38], [39], on propose ici une nouvelle
définition d’amibe pour les systemes finis de sommes d’exponentielles a fré-
quences réelles.®> On verra en suite sous quelles conditions cette notion d’a-
mibe coincide avec celle due a Favorov.

2Puisque le groupe additif R® n’a pas de torsion, ses sous-groupes de type fini sont
libres.

3Cette notion d’amibe pourrait s’adapter au cas plus général des systémes finis de
fonctions holomorphes presque périodiques dans les domaines tubulaires de C™.
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Définition 3.2.1. Soit F' un SSE a fréquences réelles, G C C" un sous-
groupe contenant les fréquences de F'. L’amibe de F' est le sous-ensemble Vg
de R™ défini par

yF = U Re V(FX> .

Y€Ch G

L’amibe Vg est bien définie car elle est la méme pour tout choix du groupe
additif G, (parmi ceux tels que Zp C G C C"), utilisé dans sa définition.
Ceci nous autorise entre autre a représenter I’amibe )r a ’aide du groupe G
qui nous convient le plus. On remarque aussi que si x € Ch G alors F' et F)
ont les mémes fréquences et donc les mémes amibes : Vp = Vg, .

Proposition 3.2.1. Soit F C S, gn un SSE a fréquences réelles, alors
(i) on a l’égalité
xGCh EF

(17) Yr est un sous-ensemble fermé dans R™ dont [’ensemble complémen-
taire est non vide.

Démonstration. (i) Soit r le rang de Zp et {wy,...,w,} un systeme de
générateurs libres de =, alors, pour tout f € I, on a I'expression

f(Z) _ Z s <€i<w1,Im z))lfl' . <€i(wr,lm z)) k"'e(k1w1+---+krwr,Re z)

keAy

ou As,, C Z" est un sous-ensemble fini et ay, € C* pour tout k € Ag,,. Or,
si £ € Vp, il existe un x € Ch Zp et un n € R™ tels que f, (£ +in) = 0,
pour tout f € F. Par conséquent si, pour tout 1 < j < r, 0; désigne la
détermination principale de I'argument de x(w;) on a

fle+in =3 af,k<€z'(al+<w1,n>))’?1._ (ei(erﬂwr,m))"“”e<k1w1+---+krw,£>
kE€A;.,

pour tout f € F dongc, si ¥’ dénote le caractére de = donné, pour 1 < j < r,
par \'(w;) = €M< on aura f,,/(&) = f (£ +in) = 0, pour tout f € F,
soit £ € V(F),). L’autre inclusion est triviale.

(1) Si (&;)qen C Yr est une suite convergeante vers £ € R”, pour tout
indice ¢ € N, il existe, grace a (i), un x, € Ch Zp tel que, f,,(§) =0, pour
tout f € F. En vertu de la compacité de Ch =, la suite (x,)qen C Ch Ep
admet une sous-suite (x4, )men qui converge vers un caractere x € Ch Ep,
donc

f(§) = lim f, (&) =0,

m—00
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pour tout f € F, soit £ € Vp. Enfin, pour tout f € F, on a Yp C V; et
le Lemme 2.3.1 implique que Yy # R™. O

Remarque 3.2.1. Si F' est un SSE a fréquences réelles, on rappelle que
Pamibe au sens de Favorov de F' est 'ensemble

Fr:=Re V(F),

ou Re : C" — R”™ est 'application de prise de partie réelle sur chaque
coordonnée. On a alors

Vo= \J Fr, et Vi= () Fi.

x€Ch Ep x€Ch Ep

ainsi que les inclusions (en général strictes) Re V(Fy) C Fr_ C Yp, valables
pour tout y € Ch Zp.

On va maintenant s’intéresser plus en détail aux rapports entre la notion
d’amibe que I'on vient de définir et celle due a Favorov. Le Théoreme 3.2.2
fait le lien entre les deux notions mais sa preuve utilise une version multidi-
mensionnelle d’un théoreme dit d’Approximation de Kronecker (déja utilisée
par Ronkin [33]) dont on préfere ajouter ici une démonstration. On montre
d’abord un lemme.

Lemme 3.2.1. Soit H C R" un sous-groupe (additif) fermé. Alors H = R"
ou bien il existe une forme R-linéaire 1 # 0 sur R" telle que ¢(H) C Z.

Démonstration. Si r = 1 le lemme est une simple conséquence du fait
bien connu qu’un sous-groupe additif de R est soit dense soit discret. Par
récurrence, on suppose que le lemme soit vrai dans R®, pour tout s < r. Or,
si H # R", il existe un sous-espace linéaire non trivial S C R" tel que I'image
de H, sous la projection orthogonale 7g : R”™ — S, constitue un sous-groupe
discret de S. Puisque mg(H) est discret dans S, il existe par hypothese de
récurrence une forme R-linéaire ¢)g # 0 sur S telle que g(ms(H)) C Z. La
forme R-linéaire 1) := 15 o g vérifie le lemme pour H C R". O

Théoreme 3.2.1. Soient wq,...,w, € R" linéairement indépendants sur 7.
Alors le sous-groupe additif

est dense *dans R”.

40n observe que des conditions diophantiennes portant sur les wy, ..., w, “freinent” la
vitesse de 'approximation du point courant de R" par des points de G.
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Démonstration. Soit H ’adhérence de G. H est aussi un sous-groupe et on
va montrer que H = R". Si, par I’absurde, H ¢ R", le Lemme 3.2.1 implique
qu’il existe une forme R-linéaire ¢» # 0 sur R” telle que ¥ (z) € Z pour
tout x € H et donc a fortior: pour tout x € G. En évaluant ¢ sur un point p
de Z" C G on trouve

Y(p) =qpr+ -+ ¢y

pour certains qi,...,q, € Z non tous nuls, d’autre part en 1’évaluant sur un
point du type
x = ({t,wr1),...,(t,w.)) € G,

ou t € R™ est arbitraire, on obtient
Y(ry) = qut,wi) + -+ ¢ (t,w) =t + -+ qw,) €Z
pour tout ¢t € R", ce qui est possible si et seulement si
Qqwi + -+ g, =0,
d’ott la contradiction. O

Les preuves du Lemme 3.2.1 et du Théoreme 3.2.1 ont été obtenues en
modifiant celles que 'on trouve dans [27].

Théoreéme 3.2.2. Soit F = {f1,...,fs} CSprn, s<n, tel que V(F\,) =2
pour tout x € Ch Zp, ou bien tel que codim V (F,) = s pour tout y € Ch Zp.
Alors

Démonstration. Si V(F)) est vide pour tout x € Ch Zp, le théoreme est
vrai trivialement. Soit donc codim V'(F)) = s, (en particulier V(F)) # 2),
pour tout xy € Ch Zp. L'inclusion Yr 2 Re V(F') est évidente, on doit donc
montrer que Re V(F)) C Re V(F), pour tout x € Ch Zp. On suppose, par
I'absurde, qu'il existe un y € Ch Zp et un point z € R” N V(F)) qui n’est

pas adhérent a Re V(F). Cela signifie qu'il existe un ¢ > 0 tel que la bande
D:={zeC"| ||x—Re z|| <&}

ne contient pas de zéros de F. Si {wy,...,w,} est un systeme de générateurs
libres du groupe = et, pour 1 < £ < r, 6y est la détermination principale de
I'argument de x(wy), on a les expressions suivantes pour tout 1 < j < s,

f](z) — Z a’j,k‘ <€i(w1,lm Z>>k1 . <6i<wr7lm Z>>kre<k1w1+"'+krwr7Re Z)

k‘EAj



76 Amibes de sommes d’exponentielles a fréquences réelles

et

. k1 . ko
fj,x(z) — 2 ajn <ez(91+(w1,lm z})) . <61(9T+(wr,lm z>)> e<k1w1+---+krwr,Re z)’
kecA;

ou A, est un sous-ensemble fini de Z" et a;, € C* pour tout £ € A,.
Le Théoreme 3.2.1 implique qu’il existe une suite (¢,,) C R™ telle que, pour
tout 1 < £ < r, on ait

lm (wy, ) =6 mod. 277,

m—-+oo

ce qui fait que, pour tout 1 < j < s et tout z € C",
lm f;i(z+ity) = fiy(2).
m——+00
Pour tout m € N, tout 1 < j < s et tout z € C", on pose

Gim(2) = fi(z +ity),

donc limy, 4o Gjm = fix, ce qui fait que le systeme Gy, = {g1,m,- -, Gsm }
“tend®” vers F, si m tend vers linfini. Or, puisque V(F) N D = @, on
a aussi V(G,,) N D = @, pour tout m € N, mais comme par construc-

tion codim V(G,,) = s = codim V(F)) pour tout m € N, la version plu-
sieurs variables du théoreme de Rouché fait que V' (F)) N D = @ aussi. Ceci
est absurde car par hypothese x € V(F,) N D. O

Corollaire 3.2.1. Soit F = {f1,...,fs} C Spgrn, s<n, tel que V(F,) =2
pour tout x € Ch Zp, ou bien tel que codim V (F,) = s pour tout y € Ch Zp.
Alors

Re V(F) =Re V(F)),
pour tout xy € Ch Zp.

Démonstration. Pour tout x € Ch Zp le systeme F), vérifie les mémes
hypotheses que F' donc le Théoreme 3.2.2 fait qu’on ait aussi

yFX = Re V(FX) = fo >

d’autre part Yp = Vp, , donc Re V(F) = Re V(F}). O

°L’idée d’approcher les f;, par des translatées des f; & Paide du Théoréme 3.2.1 a été
déja exploitée par Ronkin dans [33].
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Corollaire 3.2.2. Soit F' C S, rn un SSE dont la famille des spectres est
fermée, alors

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’a cause du Lemme 2.3.3, pour
tout caractere xy € Ch Zp, le systeme F), est régulier et donc on n’a plus que
deux possibilités, selon que V(F,) = @ ou que codim V(F,) = card F, pour
tout xy € Ch =p. O

Corollaire 3.2.3. Soit f € S, gn, alors Yy = Re V(f) = F;.

Démonstration. La famille des spectres d’'un SSE constitué par une seule
somme d’exponentielles est toujours fermé. O

Le lemme qui suit concerne le comportement des amibes sous 'action
d’un automorphisme C-linéaire de C" qui préserve R”, si ¢ est un tel auto-
morphisme et F un SSE a fréquences réelles, on pose

Fop:={fop€Supn|f€EF}.

Lemme 3.2.2. Soit F' un SSE a fréquences réelles et p : C* — C" un
isomorphisme C-linéaire tel que o(R™) = R". Alors on a

Re [V(Foy)| = Re [¢ ' (V(F)| = ¢'(Re V(F))
aimst que

yF = Qpa(yFogo“)7

ou ¢ dénote l'adjoint de ¢ par rapport a la forme hermitienne standard
sur C".

Démonstration. La premiere égalité est évidente. Si z € Re ¢ (V(F))

et 2 =iy € ¢ (V(F)), ona p(z) = ¢(w) +ip(y) d'ot Re p(2) = (),
soit € ¢~} (Re V(F)). D’autre part, si # € ¢ '(Re V(F)), il existe un
point ¢ € V(F) tel que Re ( = ¢(z) et comme ¢ est inversible, on a

z=¢ '(Re({)) =Re ¢ '(¢) € Re ¢~ (V(F)),

ce qui acheve la preuve de la premiere affirmation. Pour montrer la deuxieme
affirmation, soit f € F, f(z) := Z,\e/\f cxe®N | alors, pour tout A € Ay on a

("(2), A) = (A, 9(2)) = (p(A), 2) = (2,0(N)) ,
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d’ou

p(N)ep(Ay)
et
Ch Epops = {x © (p‘;l(EF) | x € Ch Ep}.
Ceci fait que, pour tout f € I et tout y € Ch Zg, on ait
fX o= (f o Qpa)xocp_l
ainsi on en déduit
Re V(Fo") =Re V((Fop")01)

et, grace a la premiere partie de la preuve

Re V(E) = ¢ (Re V((Fop")ept)).
d’ott la conclusion en prenant I'union sur y € Ch =p. O

Lemme 3.2.3. Soit F' un SSE a fréquences réelles tel que le rang de Zp soit
égale a dimg(ling Zr). Alors on a l’égalité

yF:ReV(F)

Démonstration. On suppose d’abord que, pour tout f € F, Ay C Z" et
que Zp est de la forme

= ={(my,...,ms0,...,0) e R" | my,...,ms € Z},

ous € {1,...,n} dénote le rang de Zp. Dans ce cas, pour déterminer I’amibe
de F' on peut utiliser les caracteres du groupe Z"; donc si y € Ch Z" est
le caractére associé au n-uplet (e, ... e¢®) ou (6;,...,0,) € R", f € F
et A € Ay, pour tout z € C", on a

X()\)€<Z,>\> — ez(m191+...+m595)6z1m1+...+zsms
— e(zl +i01)m1 ++(Zr+199)m9
z+10,\
(0N

donc f,(2) = f(z +i0). On en tire que, pour tout x € Ch Z", z € V(F,) si
et seulement si z + i € V(F), d'ou Re V(F,) = Re V(F) et pour le choix
arbitraire de x € Ch Z", on déduit que Yr = Re V(F).
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On passe maintenant au cas général. Supposons que le rang s de Zp soit
égal a dimg(ling Zp) et soit {wy,...,ws} un systeme libre de générateurs
de =p. Les éléments w; ..., w, sont linéairement indépendants sur R car au-
trement le sous-espace vectoriel de R™ qu’ils engendrent, a savoir le sous-
espace ling =, aurait dimension plus petite que s. Ceci permet de compléter
le systeme {wy,...,ws} en une base {wy, ..., ws, wsi1,-..,w,} de R™. Soit A
la matrice donnée par

wWir 0 Wnl
A=

Win **° Wnn

alors, si B est I'inverse de A et ¢ I'automorphisme C-linéaire de C™ répre-
senté dans les bases canoniques par la matrice B, on voit que p(R") = R",
et qu’a moins d’une permutation impaire des premieres s colonnes de A on
peut supposer det ¢ > 0. Ceci implique 1'égalité

o(Zr) ={(my,...,ms,0,...,0) €R" | my,...,ms € Z};

donc, avec les notations du Lemme 3.2.2, la premiere partie de la démonstra-
tion nous assure que

YVrop, =Re V(F o),

et un recours au Lemme 3.2.2 nous donne
Vi = ¢(Vrop) = ¢(Re V(F o)) = o(¢~ ' (Re V(F))) = Re V(F),

ce qui acheve la preuve. O

Corollaire 3.2.4. Si F est un SSE a fréquences rationnelles alors

Yr=Re V(F).
Démonstration. Au vu de Lemme 3.2.3, il suffit de vérifier que le rang s
de ZF est égal a dimg(ling Zf) . Pour cela, soit {wy, ...,ws} C Q" un systeme
libre de générateurs de Ep. On a s <n ;en effet, si j € {1,...,s} et
o= (B2, 2,
dj1 djn
avec pji,...,Pjn € Z et q;1,...,qn € Z*, alors, en posant

pi=ppMCc{qr €Z|je{l,...,s} ,ke{l,...,n}};
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on voit que p # 0, donc Z; est isomorphe a p=; et comme p=p C Z",
on en tire que s < n. De plus, wy, ...,ws sont Q-linéairement indépendants
car en multipliant une éventuelle relation de dépendance linéaire sur QQ par
le plus petit multiple commun des dénominateurs des coefficients de la re-
lation, on obtient une relation sur Z, ce qui est contraire au fait que les
éléments wy,...,w, définissent une famille libre sur Z. Par conséquent, on
peut compléter {wq,...,ws} en une base {wi,...,ws,wsi1,...,w,} de Q"
Comme dans la démonstration du Lemme 3.2.3, soit A la matrice donnée
par

wir o Wn

A =

Win = Wnan

alors, si B est I'inverse de A et ¢ I'automorphisme C-linéaire de C" repré-
senté dans les bases canoniques par la matrice B, on a que p(Q") = Q" et,
a moins d’'une permutation impaire des premieres s colonnes de A, on peut
supposer det ¢ > 0. Ceci implique 1’égalité

o(ling Er) = {(m1,...,ms,0,...,0) €R" | mq,...,ms € Q},
ou ling =p dénote le Q-sous-espace vectoriel de Q" engendré par Ep, d’ou
dimg (ling Zp) = dimg(¢(ling Zr)) = dimg(p(ling Zr)) = s,

ce qui conclut la preuve. O

Remarque 3.2.2. Le Corollaire 3.2.4 a comme conséquence le fait que notre
notion d’amibe pour un systeme de sommes d’exponentielles généralise la no-
tion classique d’amibe. En fait si P = {py,...,p,} C ClzF!,..., 2] est un
systéme de polynéomes de Laurent non nuls, V(P) son ensemble des zéros
dans le tore (C*)" et Ap := LnV(P) son amibe au sens classique, la sub-
stitution z; = e*, pour j = 1,...,n, transforme P en le SSE a fréquences

entieres F':={f1,..., f,} C Spzn, o1, pour 1 <k <ret z € C", on pose

fr(2) = pr(e®, ... e™).

Comme, pour tout j =1,...,n, In|z;| =Inle*| = Re z;, on en déduit que
Ap=YVr=Fr.

On remarque encore que pour un SSE F' C S, g+ on peut aussi considérer
I'amibe Ap au sens classique, soit I'image de V(F) N (C*)™ sous I'applica-
tion Log. Cependant cette approche semble inefficace car, d’une part elle
“renonce” a une partie des zéros de F' (ceux qui pourraient avoir quelque
coordonnée nulle) et, d’autre part, elle semble négliger la structure combina-
toire de F.
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Exemple 3.2.1. Soit y € R\ Q et f € S; g donnée, pour z € C, par

f(z) = cos(iz) +sin(iyz) — 2

= %(ez +e”) + %(6“ — ) —2.

L’ensemble Re V' (f) n’est pas fermé dans R donc Re V(f) ¢ V. En effet,
si z est imaginaire pur, f(z) = 0 si et seulement si cosiz = 1 et sin(iyz) = 1,
soit si et seulement si

iz €2nZN ((7r/27) + mmz) — 5,

en particulier 0 ¢ Re V(f). D’autre part, si x € Ch = est tel que x(1) =1
et x(v) = —i, on a bien

fx(z) = cos(iz) + cos(ivz) — 2,
d’ou f,(0) = 0 et donc 0 € Yy = Re V(f).® Puisque le rang du groupe Z;
est égale a 2 on voit que le Lemme 3.2.3 est en général faux si le rang de =g
est plus grand que dimg(ling Zp).

Exemple 3.2.2. Soit y € R\ Q et f € S; g donnée, pour z € C, par

f(z) = (2 =1)(e” =€),

alors Re V(f) = {0,1} = Yy malgré les hypotheses du Lemme 3.2.3 ne soient
pas satisfaites. La condition énoncée dans le Lemme 3.2.3 est donc suffisante
mais pas nécessaire pour qu’on ait Yy = Re V(f).

Exemple 3.2.3. Soit v € R\Qet F'={f,g9} C Sir,o0u f et g sont données,
pour z € C, par

f(z) = cos(iz) + sin(iyz) — 2 et g(z) =€ —1.

Il s’agit d’'un systéme qui n’a pas de solutions (car f n’a pas de zéros ima-
ginaires purs alors que g n’a que de tels zéros), donc Re V(F') = @. D’autre
part Yp # @ car 0 € V(F)), ou x désigne le caractere tel que x(1) = 1
et x(v) = —i. Donc il existe bien de systemes F' C S, r» qui n’ont pas de
zéros et dont I'amibe YV n’est pas vide. Dans ces cas ’amibe Vg est trop
grande (donc peu intéressante) et le Théoreme 3.2.2 est faux.

6Une preuve directe de ceci n’utilisant pas le langage des amibes m’a été signalée par
Michel Balazard.
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3.3 k-convexité selon Henriques.

Dans cette section on va faire quelques remarques autour de la notion
de k-convexité pour un ouvert d’un espace affine réel telle qu’elle a été in-
troduite dans [15], auquel on renvoie pour toutes les définitions, les détails
techniques et tous les résultats que 'on évoquera dans la suite, en particulier
en ce qui concerne le complexe des chaines polyédrales.

Si @ # X C R" est un ouvert, on note P'C,(X) le complexe des chaines
polyédrales de X, il est obtenu comme le quotient du complexe 2C,(X)
de chaines linéaires par morceaux de X modulo la relation ~ d’équivalence
géométrique de ces chaines. Si o = 37" Ajo; € P'Cy(X), avec A; # 0 pour
tout j et ¢ = [0]. € 2C(X), on rappelle que le support Supp o de o est
I'union des images des chaines o; qui apparaissent dans I'expression de o et
que

Supp ¢ := ﬂ Supp 7,
T~O
ce dernier étant bien défini en vertu du Lemme 2.4 dans [15]. On rappelle
aussi que I'homologie du complexe 2C,(X) est isomorphe & I’homologie sin-
guliere de X, ([15] Lemme 2.2), donc dans toute question de k-convexité
pour un ouvert X d’un espace affine réel, on pourra utiliser I’homologie du
complexe 2C,(X) au lieu de celui des chaines singulieres de X.

Le terme k-convexité n’est pas nouveau en Mathématiques, il existe en fait
en analyse complexe de plusieurs variables ainsi qu’en analyse fonctionnelle.
Néanmoins ces notions analytiques ne ressemblent pas a la notion présentée
par Henriques, qui me parait quand méme assez nouvelle. On mentionne
d’ailleurs que Mikalkhin [29] a introduit, sous le méme nom de k-convexité,
une notion plus forte que celle d’Henriques.

Il faut remarquer que, si k& € N est fixé, la k-convexité dans R™ ne
dévient intéressante que pour n > k + 2, sinon tout sous-ensemble de R"
est k-convexe. Des simples exemples sont le complémentaire d’une union fi-
nie de droites dans R?, qui est 1-convexe mais qu’il n’est pas 0-convexe’ et,
plus en général, le complémentaire d’une union finie de k-sous-espaces af-
fines dans R¥™2, qui est k-convexe mais il n’est pas ¢-convexe, pour ¢ < k.
Par contre, le complémentaire d'un ensemble fini de points dans R?® n’est
pas O-convexe, ni 1-convexe (mais il est trivialement 2-convexe).

La “faiblesse” de la notion de k-convexité croit avec k.

"Un autre exemple assez explicatif d’un tel sous-ensemble m’a été signalé par Mikael
Passare, il s’agit du complémentaire d’une “tour Eiffel” dans R3 dont la “pointe” et les
“pieds” tendent vers 'infini.
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Lemme 3.3.1. Soit X C R™ un sous-ensemble non vide et soit k € N. Alors,
si X est k-convexe, il est aussi (k + 1)-conveze.

Démonstration. On suppose par I’absurde que X soit k-convexe mais qu’il
ne soit pas (k + 1)-convexe. Il existe donc un (k + 2)-sous-espace affine
orienté S de R™ qui rencontre X et il existe aussi une classe non nulle ¢
dans H,",(S N X,Z) dont 'image, (sous le morphisme induit par I'inclu-
sion), dans Hy1(X,Z) est nulle. Soit alors o un (k + 1)-cycle non négatif
dans S N X qui représente la classe ¢ et S’ est un (k + 1)-sous espace affine
orienté de S tel que l'intersection ¢’ := S’ N o soit un k-cycle non négatif
et non nul contenu dans S’ N X, (un tel sous-espace existe car autrement o
représenterait la classe nulle de H 11(S N X,Z)). Puisque o représente la
classe nulle dans ﬁkH(X ,Z), on déduit que o’ représente la classe nulle
dans H, (X,Z), ce qui est contraire a la k-convexité de X. O

On termine la section par le lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Soit ¢ : R" — R" un isomorphisme d’espaces affines qui
préserve orientation. Alors si X C R" est k-convezxe, o(X) [est.

Démonstration. Si X = @il n’y a rien a montrer. Sinon, la restriction de ¢
a X induit un homéomorphisme de X sur ¢(X) donc un isomorphisme en
homologie réduite ¢, : H,(X) — H.(¢(X)). En outre, comme ¢ préserve
l'orientation, pour tout (k + 1)-sous-espace affine orienté S de R™ qui ren-
contre X, ¢(S) est un sous-espace affine de R™ qui est isomorphe a .S, en tant
qu’espace affine réel orienté, et qui rencontre (X ) ; d’autre part, tout (k+1)-
sous-espace affine orienté de R™ qui rencontre ¢(X) est de la forme ¢(S) pour
un unique S. Enfin, pour tout (k + 1)-sous-espace affine S de R™ qui ren-
contre X et tout x € S\ X, I'isomorphisme ¢ induit un isomorphisme

o i Z = Hy(S\ {2}) — Hi(p(5) \ {p(2)}) = Z
qui, comme on le voit facilement, n’est rien d’autre que I'isomorphisme iden-

tité. On peut donc conclure la démonstration, en fait, pour tout (k4 1)-sous-
espace affine orienté S de R™ qui rencontre X et tout x € S\ X,

H{ (9(S) N (X)) \ {0} = ¢ (H (SN X)\ {0})

et de plus le diagramme suivant

Hi(p(S) N p(X)) —— Hi(p(5)\ {¢(=)})

-] E

H(SNX) —— H(S\{z})=2
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(ou les fleches horizontales sont induites par 'inclusion), est commutatif. O

3.4 Le complémentaire de ’amibe.

Dans cette section on démontre un résultat sur le complémentaire Fp
de l'amibe d’'un SSE F' a fréquences réelles qui constitue le pendant du
Théoreme 0.0.1. Pour cela, on aura besoin d'une hypothese géométrique sur
les fréquences de F', a savoir 'hypothese que la famille des spectres de F' est
fermée.

Théoreme 3.4.1. Soit ' C S, gn un SSE dont la famille des spectres est
fermée. Si F' est constitué par (k + 1) sommes d’ezponentielles, le complé-
mentaire Fg de ['amibe de F' est un sous-ensemble k-convexe de R™.

Démonstration. La famille des spectres de F' est fermée donc Fr = Vr et,
pour tout y € Ch Zp, le SSE F) est régulier. Si dime¢(affc I'r) < (k + 1),
pour tout x € Ch Ep, ona V(F)) = @, donc Vi = R” qui est évidemment k-
convexe. Par contre, si dime(affc I'r) > (k+1), U'ensemble analytique V (F))
est non vide et de codimension (k + 1) dans C", pour tout x € Ch Zp. En
particulier @ # Vr # R™. On conduit la démonstration en trois étapes.

(i) Si Ay C Z" pour tout f € F, 'amibe Y coincide avec I'amibe (au
sens classique) Ap d’un systeme P de polynomes de Laurent de n variables
tel que la codimension, dans (C*)", de I’ensemble algébrique V' (P) soit égale
a (k +1). Grace au Théoreme 0.0.1, on peut conclure que V% est k-convexe
dans ce cas.

(#4) On suppose maintenant que Ay C Q" pour tout f € F, et, comme
dans la démonstration du Corollaire 3.2.3, on peut trouver un automorphisme
C-linéaire ¢ de C" tel que det p > 0, p(R") = R" et p(Ep) C Z". Ainsi, avec
les mémes notations qu’au Lemme 3.2.2, on a

Yr = (pa(yFoapa) et y}c? = 90a<y}c7‘o<pa)

car 'adjoint ¢* de ¢ est aussi bijectif. En outre, le fait que ¢ soit un iso-
morphisme implique que I’ensemble des spectres du systeme F' o p® soit aussi
fermé, donc dime(affc ['poga) > (k4 1), et codim V(F o ¢*) = (k + 1).

Or, comme Zpope = ¢(Ep) C Z", la premiere partie de la démonstration
montre que lensemble Vi, . est k-convexe dans R" et vu que det ¢ > 0
un recours au Lemme 3.2.2 permet de conclure la démonstration dans ce
deuxieme cas.
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(i4i) On passe donc au cas général ot Ay C R"™ pour tout f € F.

Si {wi,...,w,} est un systeme libre de générateurs de Zp on aura
f(z) _ § { af’k€k1<szl>+"'+k'r<Z7"Jr> :
k€Af.w

ou Ay, C Z" est un sous-ensemble fini et a; € C* pour tout k € Ay,,. Pour
tout j € {1,...,r}, soit (wjs)een C Q" une suite convergeante vers w; et,
pour tout ¢ € N, soit FI := {fll € S,z | f € F}, ou fl est la somme
d’exponentielles donnée par

fm<2) = Z afkekl<Z7w1,e>+---+kr<z,wne> .
kEAf’w

On voit ainsi que, pour tout f € F, la suite des polytopes (I )seny converge
vers le polytope I'y pour la métrique de Hausdorff; par conséquent, pour ¢
assez grand, I’ensemble des spectres du systeme F est aussi fermé (donc 1
est régulier) et dimg(affc T'pig) > (K + 1). Ceci implique que, pour ¢ assez
grand, I'ensemble analytique V (FI) est non vide et de codimension (k + 1)
dans C". D’autre part, pour tout f € F, le support de fl est contenu
dans Q", donc, en vertu de la deuxieme partie de la démonstration, on sait
que pour /£ assez grand, 'ensemble V7, est k-convexe.

De facon analogue, pour tout y € Ch =g et tout £ € N, on peut définir la
systeme (F) )l et puisque, pour tout x € Ch Zf, tout £ € N et tout f € F,
ona Agpg = Ay ym C Q" on peut également conclure que, pour tout
caractere y € Ch Zp et pour ¢ assez grand, I’ensemble y(CFX)m est k-convexe.

Puisque @ # Yp # R, il existe un (k + 1)-sous-espace affine orienté S
de R” tel que @ # SNYE # S. Soit S un tel sous-espace affine (d’es-
pace vectoriel sous-jacent Eg) et supposons, par I'absurde, qu’il existe une

classe v € H S(SNYE)\ {0} dont 'image est nulle sous le morphisme
v (S0 V5) — Hi(Vf)

induit par l'inclusion; il s’agit de montrer que l'existence d'un tel élément
conduit a une contradiction. On choisit pour cela un représentant ¢ de -y
dans le groupe C2(S N V&) (c’est-a-dire un k-cycle affine par morceaux de
louvert SNYY4. de l'espace affine (k+1)-dimensionnel ) ; grace au Lemme 2.7
de [15], il existe une unique (k + 1)-chaine affine par morceaux C' de Cf, ,(5)
(dépendant de c) telle que OC' = ¢ et I'hypothese que la classe d’homologie
de ¢ dans SN Y% soit non nulle équivaut (pour le méme Lemme 2.7 de [15]) a
ce que le support de C ne soit pas inclus dans V¢ ; il existe donc un caractere
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Xo de Zf tel que le support de C n’est pas inclus dans S N (ReV(F,,))°.

En outre, comme Supp ¢ C Yf., on voit que la classe nulle de ﬁk(y;) peut
étre représentée par le cycle ¢, donc il existe un élément D € Cg,(V5), tel
que 0D = c dans ).

On admet pour I'instant qu’il existe L € N tel que pour tout £ > L on a
Supp ¢U Supp D C ygFX)[,_,} , (>«<)f<

f . .
., implique que ¢

pour tout y € Ch Zp, donc, pour ¢ > L, la relation ()
représente une classe d’homologie v,, » de Hy(S N y(cho)m) dont I'image est

nulle sous le morphisme

induit par l'inclusion. En outre, ’hypothese v € H S (SN YS) implique que,
sil>L,ona"y,, € f~I+(S N yc ) En fait si, pour £ > L et x apparte-
nant S \y( £y, )l Vr dénote le generateur standard du groupe de cohomologie
de de Rham HdR(S \ {z}),

k
p ST g,
v k+1%k+12 Te—a [ 0

on a

/Um >0 lorsque x € Supp C,
(&

ou alors

/Ux =0 lorsque x ¢ Supp C'.

Sil'on change de représentant pour v, ¢, il est facile de voir (par le théoreme
de Stokes) qu’aucune des deux intégrales ci-dessus peut devenir négative,
donc, grace au Lemme 3.2 de [15], si ¢ > L, la classe 7,, , est non négative
dans PNIk(S N yc ) d’autre part, si £ > L, la k-convexité de J}(CFXO) im-

plique que v,, ¢ represente la classe nulle dans le groupe Hk(S N y m)
soit Supp C' C y
X

La contradiction attendue viendra alors du fait que ’on sait que le support
de C n’est pas inclus dans S N Re (V(FXD))C En fait on peut trouver un
point x € SNRe (V (F),)) qui appartient aussi a I'intérieure relatif de Supp C,
donc il existe un voisinage W de z tel que W N S soit entierement contenu
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dans Supp C. Si y € R" est tel que z := x + iy € V(F,,), 'intersection
de V(F,,) avec
U:=S+i(y+ Es),

constitue un ensemble analytique discret dans C". Soit B, dans C" une boule
ouverte de centre z qui ne contient pas d’autres points de V(F,,) NU. Pour ¢
assez grand, 'ensemble analytique V ((F,)!) N U est aussi discret et, dans
ce cas, la version en plusieurs variables du théoreme de Rouché assure que
cet ensemble admet dans B, le méme nombre d’éléments que V(F, )N U y
admet, soit un seul élément, que 'on note z, := x4 + iy,.

Il est clair que la suite des points z, tend vers z et, en particulier, que les
points de la suite (xy) appartiennent & W N S, pour ¢ assez grand. Mais alors
on a trouvé la contradiction attendue, car, pour ¢ assez grand, on a d’une
part z¢ € Y, i et d’autre part z, € W N.S C Supp €' C ygFXo)m.

Pour terminer la démonstration, il nous reste a prouver qu’il existe L € N
tel que, pour tout ¢ > L, la relation (*)f( est vérifiée pour tout y € Ch Zp.
On commence par remarquer qu’il existe un nombre fini m de boules fermées

B(zg,e,), 1 < s <m, telles que

Supp cU Supp D C U B(wg,e,,) C V5.
s=1

Il suffit de montrer que, pour chaque 1 < s < m, il existe un I, € N tel que,
pour tout entier ¢ > [, on ait

B(xs,€.,) C y(CFX)[l] )

pour tout x € Ep, et prendre en suite L := max{l; | 1 < s < m}. On prouve
ceci par I'absurde ; on suppose que pour un certain s, 1 < s < m, il existe un
une suite strictement croissante (¢;) C N et une suite (y,) C Ch ZEp telles
que

B(IS7€IS) ﬂ y(FXq)[[q] % .

Comme, pour tout ¢ € N, Vo yug = Re V((Fy,)%)), on déduit Iexistence
q

d’une suite de points &, de B(z,,e,,) et d’une suite de points 7, de R" tels
que, pour tout f € F et tout ¢ € N, on ait

(fxq)[gq} (gq + inq) =0,

soit

(fe)l(&) =0,
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ou, pour tout ¢ € N, X, := X4Kq, kg désignant le caractere de =p donné,
pour 1 < j < 7, par ky(w;) = eM%ita)  Par compacité de B(zs,e,,) et
de Ch ZEF, on extrait une sous-suite () et une sous-suite (X, ) conver-
geantes respectivement vers un point € de la boule B(x,, £,,) et un caractére ¥
de Ch Zg; en passant a la limite, on a donc, pour tout f € F,

0= lim (fg, ) “1(&,) = fx(E).

r—00

ce qui est absurde, vu que € € B(wg,e,,) C V8. O

Remarque 3.4.1. Le Théoreme 3.4.1 n’est utile que pour les SSE constitués
par n équations en n variables complexes, car tout sous-ensemble de R"
est (n — 1)-convexe.

3.5 La fonction de Jessen

Dans le reste du chapitre on s’intéresse a certains des relations existantes
entre la notion d’amibe et celle de fonction de Jessen pour une somme d’ex-
ponentielles a fréquences réelles. Bien que ceci ne soit pas nouveau, (voir [9]),
on veut quand meéme mettre en évidence la fagon extrémement naturelle par
laquelle le Corollaire 3.2.3 permet de passer du cadre polynomial au cadre
exponentiel.

3.5.1 Amibes polynomiales et amibes exponentielles

Dans cette sous-section on montre que, si f € S, gn, I'amibe de f peut
étre réalisée comme l'intersection, dans un espace affine de dimension égale
au rang de =, d’'un sous-espace linéaire et de ’amibe au sens classique d’un
certain polynome de Laurent associé a f.

Comme on déja vu, si r est le rang de =y et {wy,...,w,} est un systeme
de générateurs libres de =Z¢, x € Ch Z; et, pour tout 1 < ¢ < r, 0y la
détermination principale de 'argument de x(wy), on a une représentation du

type
fi(2) = Z s (€<Z,w1>+i91)k1 . (e(z,wr>+i9r)kr’
keAs,

ou Ay, C Z" est un sous-ensemble fini et ay; € C* pour tout k € Ay,,. Or,
si L, : R — R" dénote 'application linéaire donnée, pour tout x € R",
par

Ly(z) :== ({(z,w1), ..., {(x,w,))
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et gy, désigne le polynéme de Laurent de r variables
Q) = > apxch,
kEAf’w
on a bien

o) = qpolelenn ettty (3.1)

pour tout x € R" et tout x € Ch =¢. De plus on a le lemme suivant.

Lemme 3.5.1. Avec les notations ci-dessus on a les relations suivantes
Lo(Fy) € Ay et Lu(Fj) C A;N
En particulier, F§ n’a qu’un nombre fini de composantes connezes.

Démonstration. Soit € F; = )y. Pour le Corollaire 3.2.3 et la Proposi-
tion 3.2.1, il existe x € Ch =y, et donc un 0 € [0,2m)", tel que f,(x) = 0.
L’égalité 3.1 montre que L,(z) € Ay, ainsi Ly(Ff) C Ay, . D'autre
part, z € )¢, implique fy(x) # 0, pour tout caractere xy € Ch Z;. Si, par
I'absurde, on suppose que L, (z) € A, , il doit exister un point ¢ € V/(gy.,)
tel que Log (¢) = L, (). Soit 6 € [0, 27)" le r-uplet des arguments principaux
de ¢, alors

O — qf7w(<) — Qf,w (e(ﬂ?,&)l>+i91’ . 7e<$,UJr>+’L'9r) — fx(x) ,

ou x € Ch =y désigne le caractere correspondant & 6 € [0,27)", ce qui est
absurde au vu du choix de . On conclut que L, (F§) C A7

En fin, le Lemme 2.2.2 implique que, dans des coordonnées convenables,
: ) 1
V(fy) = (V(fx) N ling Erf) X (hnc Epf) ,

pour tout x € Ch =, mais, puisque Ay C R", on a (lin(c Epf)L = lin¢ El%f
et
Re V(fy) = (Re V(fy) N Epf) X Elff

pour tout x € Ch Z¢, donc
c c 1
Yi=(YiNEr,) x Ep, .

On obtient ainsi une bijection entre I’ensemble des composantes connexes
de V5§ et celui de composantes connexes de Y N Er,. Puisque ker L, = E%f,
on déduit que

Lw(y;) = Lw(yjcf N EFf) = Lw(Erf) \AQf,w )

d’ou la conclusion, car L, (Er,)\ Ay, n’a quun nombre fini de composantes
connexes et L, est injective sur Er ;- O
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Remarque 3.5.1. D’apres le Lemme 3.5.1 le nombre de composantes con-
nexes de Fj est majoré par celui de composantes connexes de A; o Par
contre ce nombre dépende du choix du systeme de générateurs libres du
groupe Zy. Ronkin, dans [33], a estimé que le nombre de composantes con-
nexes de F§ est majoré par le nombre

2 (Vi -+ 21 o ] (3.2)

mais, la présence du terme maxgea,  [|k|| fait que cette estimation dépend
encore du choix du systeme de générateurs libres de Zy.

3.5.2 Fonction de Ronkin et fonction de Jessen

On passe maintenant a 1’étude de la fonction de Jessen associée a une
somme d’exponentielles a fréquences réelles. Pour rendre plus évident le lien
avec le cas des polynomes de Laurent, on commence par rappeler un analogue
polynomial introduit par Ronkin dans [33].

Sip € Clzit,. .., 25! est un polynéme de Laurent, la fonction de Ronkin

de p est la fonction N, : R" — R donnée, pour z € R", par

1 1 ceey Zn
Ny(z) = , / oglp(z1, - - 2n)] dzy A\ -+ Ndz,
(27['2)” Log ~!(x) Rl Zn
1

= log |p(e™ 01 ™) g, A --- A dB, .
(27-[-)n /[(;,271’]"

La définition est bien posée® et N, est une fonction convexe® et (comme
montre dans [33] par exemple), N, est affine par morceaux sur A7. Le gra-
dient VN, envoie R" sur le polytope de Newton I', de p, il est constant sur
chaque composante connexe de A7, mais il prend valeurs distinctes sur com-
posantes distinctes. La valeur de VN, sur une telle composante est un point

8Grace & la formule de Jensen et au théoréme de préparation de Weierstrass, on peut
montrer, (voir [7] par exemple), que U'intégrale impliquée dans I'expression de N, (z) existe
pour tout x € R", méme pour = dans Pamibe A, (ot I'intégrand est singulier). En Théorie
de nombres la fonction N, est appelée la mesure de Mahler de p.

9La convexité de la fonction N, suit du du Corollaire 1.26 de [25] et du fait que la
fonction U : (C*)™ — R donnée, pour ¢ € (C*)", par

U(c) = / log [p(C1e™® .., Cne™® )| dBy A ... A dB,
[0,27]™

est plurisousharmonique et indépendante des arguments de ses variables.
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de I'y N Z"™ qui est appelé l'ordre de la composante, (voir [11] et [31] pour
plus de détails).

On remarque que la deuxieme des expressions de NV, données plus haut,
suggere une interprétation de N, qui se généralise immédiatement aux som-
mes d’exponentielles a fréquences réelles. En effet, si p(z) := > _, an2® est
non nul et y € Ch Z", soit p, le polynome de Laurent

Py (2) = Z anx(@)z®.

a€A

acA

Comme pour les sommes d’exponentielles a fréquences réelles, ceci induit

une action de Ch Z" sur 'anneau C[2{™, ..., 2] des polynomes de Laurent.
Si {e1,...,e,} est la base canonique de Z", et, pour 1 < ¢ < n, 6, € [0,27)
est la détermination principale de 'argument de x(e;), on voit que
p(e:cl—i—iOl’ o 7€xn+i0n) _ Z &a€i<9’a>6<x’a>
acA
= Z aaX(O‘)ema)
acA

= pyle™, ... e"™),

donc la fonction de Ronkin de p n’est rien d’autre que la moyenne du loga-
rithme des modules des polynomes de Laurent appartenant a 1’orbite de p
sous 'action de Ch Z", la moyenne étant prise sur le tore Ch Z" par rapport
a sa mesure de Haar normalisée,

1
Np(x) := W/Ch . log |py ()] dx .

La méme définition peut se traduire terme a terme pour les sommes d’ex-
ponentielles a fréquences réelles.

Définition 3.5.1. Soit f € S, g \ {0}, on appelle fonction de Ronkin de f
la fonction Ny : R" — R donnée, pour tout x € R™, par

1

Pour voir que cette définition est bien posée, on observe qu’en utilisant
les notations introduites dans la section précédente, si r et le rang de =y

et {wr,...,w,} est un systeme de générateurs libres de =y, alors
1 . ,
Ni(z) = / log ‘qf,w (e<"”’°’1>“91, . ,e<m"”T>“9T) oy A ... N\ db,
(2m)" [0,27]"

= Ny, (Lw(x)) ,
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pour tout x € R", ainsi A/} est bien définie et convexe.'” Le lemme suivant
généralise au cas des sommes d’exponentielles a fréquences réelles la relation
existante entre la fonction de Ronkin et I’amibe d’un polynome de Laurent.

Lemme 3.5.2. Si f € S,r est non nulle, la fonction Ny est linéaire par
morceaur sur Fi et limage de F§ sous lapplication grad Ny constitue un
sous-ensemble fini de =¢ NT'y. En outre le gradient grad Ny est constant sur
chaque composante connexe de Vi et a composantes distinctes associe des
valeurs distinctes.

Démonstration. Sir est le rang de =¢ et {wy, ..., w, } un systeme de généra-
teurs libres de =y, grace au Lemme 3.5.1, 'application L,, envoi de maniere
injective l'ensemble des composantes connexes de F7 dans lensemble des
composantes connexes de Ag " Pour tout 1 < j < n et tout point z € F¥%,
on a

ONT 2y = 37 P () 2 () = 5~ PN 1y

8:5] — an 6xj — 8@
soit
" ON,
grad, Ny(r) = 3 =50 (Lu(a)) e
=1

Or, N, , est linéaire par morceaux sur .AC , son gradient est constant sur les
composantes connexes de AC _ et il envoi de maniere injective I'ensemble des
composantes connexes de AC _ sur un sous-ensemble fini de Z"N T, , donc
N} est linéaire par morceaux “sur F ¢, son gradient est constant sur chaque
composante connexe de .7’-"C et, puisque les wq,...,w, sont libres sur 7Z, il
envoi de maniere injective l’ensemble des composantes connexes de F} sur
un sous-ensemble fini de R”. Il reste donc & montrer que le gradient de N
prend ses valeurs dans =y NI';. En fait, si v, est I'isomorphisme de Z; sur Z"
qu’a I'élément ,_, kyw, de = associe le r-uplet (kq,...,k,), on a que

arad, N (2) Z ag;“ o(@))wr = 75" (grad Ny, (Lu(2)) € Zf

pour tout x € F§. En fin, comme I'y, = conv (y,(Af)), pour tout x € F5 il
existe t, € [0, 1]* avec Z/\GAf tz(A) =1 et tel que

grad, Ny, (Lu(2)) = Y t(M(A) € Z'NTy, |
)\EAf

0n peut déduire la convexité de N par celle de Ny, ., et par la linéarité de L.
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par conséquent

mod, Ayle) = (X )

)\GAf

S (3 tra o

/=1 )\EAf

3 tx<A>(€§;%<A>M)

= ) tL(N)reTy,

)\EA‘f
et la preuve est achevée. O

Le Lemme 3.5.2 justifie la définition suivante.

Définition 3.5.2. Soit f € S,r non nulle et X une composante connexe
de Fj. L'ordre de la composante connexe X est la valeur ord X € Z¢ NIy
que grad Ny prend sur chaque point de X.

Remarque 3.5.2. Dans le cas d'un polynome de Laurent p de n variables,
le cardinal de 'ensemble Z" N 1", donne une estimation du nombre des com-
posantes connexes de Af (voir [11]), par contre dans le cas d'une somme
d’exponentielle f € S, gn, vu que le sous-groupe =; peut étre dense dans R”",
le cardinal de = N I'y ne peut plus fournir en général une telle estimation
pour F%.

On conclut la section par une remarque concernant 1’égalité, pour toute
somme d’exponentielles f € S, gn \ {0}, entre la fonction de Ronkin N} que
I'on vient d’introduire et la fonction de Jessen Jy de f introduite dans [16]
pour toute fonction holomorphe presque périodique.

Définition 3.5.3. Si f € S,gn, la fonction de Jessen'! de f est la fonc-
tion J5 : R — R donnée, pour tout v € R", par

. 1 .
Jy(x) = lim 07 /[—t,t]” In | f(z + iy)|dy .

"UPour le cas général des fonctions holomorphes presque périodiques, cette notion a été
introduite par Jessen [16] dans Particle [16] sous le nom de fonction de Jensen, mais, comme
rapporté par Favorov et Rashkovskii, c’était Ronkin a l'avoir successivement rebaptisée
fonction de Jessen.
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A ce propos, Ronkin [33] a montré le théoreme qui suit.

Théoréme 3.5.1. Si f € S, gn, on a l'égalité Jp = Ny. O

La démonstration du Théoreme 3.5.1 utilise le lemme de Weil suivant.'?

Lemme 3.5.3. Soit & : R" — R une fonction continue et 2w-périodique
en chaque variable. Si wy,...,w, € R™ sont des vecteurs linéairement indé-
pendants sur Z, alors on a l’égalité

1

. 1
Jim /[_tvt}nq)(({,wl)+a1,...,<§,wT>+ar)d§: o /m s

pour tout ay,...,a, € R. O

Au vu du Théoreme 3.5.1, notre approche rejoint la théorie classique en
passant, de fagon tres naturelle, du cas polynomial au cas exponentiel. Ceci
pourrait s’avérer intéressant dans le cadre d’une généralisation de la fonction
de Ronkin au cas de systemes de polynomes de Laurent et de la fonction de
Jessen au cas des SSE a fréquences réelles, comme par exemple a été fait par
Rashkovskii [32].

12La preuve du Lemme 3.5.3 dépende essentiellement de propriétés de la fonction ® et
du Lemme 3.2.1.



Chapitre 4

Motivations, conclusions et
perspectives

4.1 Sommaire

Ce chapitre voudrait, d'une part, présenter les questions qui ont inspiré
le sujet de ce travail et, d’autre part, terminer ce méme travail par des pers-
pectives et des problemes plus ou moins ambitieux auxquels cette these n’a
pas été capable de donner réponse.

4.2 Motivations

J’ai commencé mon doctorat en octobre 2001 apres un DEA de Mathé-
matiques Pures pendant lequel je me suis intéressé a des questions de Géo-
métrie torique et, en particulier, aux résultats de David Cox autour de
I’anneau des coordonnées homogenes associé a certaines variétés toriques
complexes. La construction combinatoire d’une variété torique complexe n-
dimensionnelle fait intervenir de maniere fondamentale la structure combi-
natoire de certaines sous-algebres de 1'algebre des polynomes de Laurent
en n variables a coefficients complexes. Ceci peut étre facilement illustré
sur I'exemple d'une variété torique affine. En fait, a partir d’'un réseau =
de rang n, on considere, dans l'espace vectoriel réel = ®; R ~ R", un cone
polyédral n-dimensionnel fortement convexe o := pos A, ou A est un sous-
ensemble de = (ce dernier fait s’exprime en disant que le cone o est rationnel).
Dans la pratique, le réseau = est toujours vu comme le réseau Z" dans R",
donc un tel cone o est engendré par un nombre fini de vecteurs a coordonnées
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entieres. Dans ce cas le sous-monoide o N = est toujours de type fini et donc
la C-algebre de monoide R, := C[o N =] associée est noethérienne. Elle peut
étre toujours réalisée comme un sous-anneau de anneau Clz7, ..., 25! des
polynomes de Laurent ou encore de I'anneau S, z» des sommes d’exponen-
tielles a fréquences entieres. Ainsi la variété torique affine associée au cone o
n’est rien d’autre que le spectre Spec R, de l'anneau R,. Il s’agit d'une
variété algébrique normale équipée d’une action algébrique naturelle du tore
algébrique (C*)™ prolongeant ’action par multiplication de ce tore sur lui
méme, de telle sorte que Spec R, possede une orbite dense isomorphe a (C*)".
On est donc en présence d'un objet fourni d’une structure géométrique re-
marquablement riche qui provient entierement des hypotheses faites sur le
cone dont on est parti. En outre, beaucoup d’invariants géométriques et
algébriques de la variété Spec R, peuvent s’interpréter en des termes combi-
natoires a travers la structure du cone o. Il nous parait donc assez naturel de
croire, qu’en affaiblissant les hypothese faites sur le cone o et sur le groupe =,
le schéma (et espace analytique complexe) Spec R, aurait du garder plusieurs
de ses propriétés remarquables. On s’est donc posé les questions suivantes.

Quelles sont le propriétés géométriques de Spec R, qui restent valables
en affaiblissant les hypotheses sur le cone o et sur le groupe =7 Sous de
telles hypotheses affaiblies, est il encore possible d’associer au monoide o N =
un espace analytique complexe qui en réfléchisse la structure algébrique et
combinatoire ?

Les hypotheses auxquelles on voudrait renoncer sont de deux types dif-
férentes et ici on voudrait se placer dans une des deux situations suivantes,

(a) le sous-groupe = C R" reste discret mais le cone o n’est plus 'enveloppe
positive d’un sous-ensemble fini de =,

(b) le cone o est I'enveloppe positive d'un sous-ensemble fini de = et le
sous-groupe = C R" est libre de type fini, mais il n’est plus discret.

Dans chacun des deux cas, le monoide o0 NZ correspondant n’est plus de type
fini, donc I'algebre R, associée n’est plus noethérienne et, par conséquent son
spectre n’est plus une variété algébrique complexes, mais plutot un schéma
affine (irréductible, réduit) non noethérien sur lequel il y a encore une action
algébrique naturelle du tore (C*)". Cependant, le fait que les schémas de ce
type ne soient pas noethériens implique I'impossibilité de les décrire comme
le lieu des zéros d’un nombre fini d’équations polynomiales en un nombre
fini de variables. Ceci nous a fait vite abandonner ces objets si abstraits,
mais, malgré cela, il a aussi involontairement contribué a éveiller notre intérét
vers les sommes d’exponentielles. En fait, 1’algebre associée a un monoide
correspondant a chacune des situations (a) et (b) peut toujours étre réalisée
comme une sous-algebres d'un anneau de sommes d’exponentielles, a savoir
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'anneau

{f €8uz| Ay ConNE}.

Cette observation purement algébrique avait probablement été déja faite par
Thierry Pellé, lorsque, dans sa theése [30], inspiré par 'approche adoptée
dans [12] pour définir une classe (élargie) de variétés toriques classiques, il
a proposé la construction d’un espace analytique réel associé a des donnés
combinatoires provenant des sommes d’exponentielles. Cependant, ce qui a
orienté notre intérét définitif vers les sommes d’exponentielles a été la re-
marque (déja faite par Sergey Favorov dans [9]) concernant la possibilité
d’adapter la théorie des amibes au cas des sommes d’exponentielles, tout
en profitant de leur caractere combinatoire révélé par les travaux de Kazar-
novskii (en particulier [17]). En fait, grace aux résultats de [17], une bonne
partie des théoremes classiques sur les amibes des sous-variétés algébriques
de (C*)™ a été transposée au cas des amibes des intersections compleétes d’hy-
persurfaces analytiques exponentielles globales de C™.

Jusqu’a I’heure actuelle, une classe d’espaces analytiques complexes qui
pourraient étre associés a des cones (ou plus généralement a des éventails
de cones) satisfaisant aux conditions (a) ou (b) évoquées plus haut n’a pas
encore été trouvée. Comme remarqué par Paul Bressler et Valery Lunts [5]
(entre autres), une telle classe d’espace analytiques ne peut pas comporter
des variétés toriques, cependant nous sommes persuadés qu’en dehors de la
catégorie torique, une telle classe d’espaces devrait exister et que, comme
dans le cas de la Géométrie torique classique, cette classe devrait faire inter-
venir de maniere essentielle la combinatoire offerte par les sommes d’expo-
nentielles.

On ajoute a ce propos qu’'une tentative dans ce sens a été faite par Fiam-
metta Battaglia et Elisa Prato dans [2] et [3] ou elles ont introduit des espaces
stratifiés par des objets appelés quasifolds.* A chaque polytope de R™ on peut
associer un tel espace stratifié de telle sorte que, si les sommets du polytope
appartiennent a Z", I'espace correspondant coincide avec la variété torique
associé au polytope. Ces objets généralisent les variétés toriques projectives
symplectiques, mais en général ils constituent des espaces qui sont loin d’étre
analytiques. En effet, leur introduction a été motivée par des questions de
Géométrie symplectique, alors que notre approche a la question est inspirée
par un contexte completement différent, il est donc normal que la notion de
quasifold ne réponde pas a nos attentes.

1Un quasifold est un espace topologique localement isomorphe au quotient d'une variété
lisse sous 'action d’un groupe discret, éventuellement infini, de difféomorphismes de la
variété.
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4.3 Conclusions et perspectives

Les questions abordées dans cette these se placent dans le cadre général
de I’étude des sous-ensembles analytiques exponentiels globaux (en abrégé
SAEG) de C™. Les travaux de Kazarnovskii [17], [18] (dont I'article de Kho-
vanskii [24] constitue une partielle amélioration) relient la combinatoire des
équations d'un SSE générique avec la structure asymptotique du SAEG cor-
respondant, tandis que [20] s’intéresse a la décomposition d’'un SAEG en des
composantes plus simples. Dans le méme esprit que [17], [18] et [24], Rash-
kovskii [32] donne, (dans le cas des SSE a fréquences imaginaires pures et
plus généralement dans celui des systemes de fonction holomorphes presque
périodiques), une information plus précise concernant la densité d’'un SAEG
dans des régions préfixées de ’espace a 1’aide de certaines courants de Monge-
Ampere construits a partir des fonctions de Jessen associées aux équations

du SAEG.

Notre contribution a ce sujet fournit une compréhension plus explicite de
I’amibe d’un SSE a fréquences réelles (ou, a changement des variables pres,
a fréquences imaginaires pures) ainsi qu'une information sur la topologie de
I’ensemble complémentaire d’une telle amibe.

La technique de perturbation par caracteres appliquée aux amibes sug-
gere 'application d’une démarche semblable pour les co-amibes. Etant donné
un SSE (régulier) F' C S, g la co-amibe de F' est 'adhérence dans R”, de
I'ensemble Im V/(F) des parties imaginaires des zéros de F.

La connaissance de la structure de cet ensemble, (ajoutée a celle de
I’amibe de F' que I'on a donnée dans le chapitre précédent), permettrait de lo-
caliser des sous-ensembles de C" ou F' n’a pas des zéros, ainsi on pourrait en-
visager d’estimer la distance relative entre ces sous-ensembles. Dans le cas des
SSE a fréquences entieres, ce probleme se réduit au probleme de la séparation
de racines d'un systeme de polynomes de Laurent. La séparation de ra-
cines d’un seul polynéome de Laurent est considéré dans [12] comme étant un
probleme difficile et, bien stir, dans le cadre plus général des SSE a fréquences
réelles, cela dévient encore plus compliqué. Cependant, la démarche suivie
dans le chapitre précédent laisse espérer que la co-amibe d’'un SSE régulier
devrait s’exprimer de maniere aussi raisonnable que son amibe. Si le SSE est
a fréquence réelles, on pourrait s’attendre a une description de la co-amibe
du systeme comme 'union des parties imaginaires des zéros de systemes per-
turbés. On imagine encore une perturbation par caracteres du groupe des
fréquences, par contre maintenant les caracteres devraient prendre leurs va-
leurs dans le groupe multiplicatif R, des nombres réels strictement positifs.
Bien évidemment, cette fois ’ensemble complémentaire de la co-amibe n’a
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plus de raison d’avoir un nombre fini de composantes connexes.

Dans ce but on pourrait aussi envisager, sur ’exemple de Rashkovskii [32]
et de l'interprétation donnée dans le chapitre précédent, un analogue de la
fonction de Ronkin pour les systemes. Une telle fonction devrait fournir en-
core une fonction convexe qui pourrait servir a définir une notion d’ordre
pour les composantes connexes du complémentaire de 'amibe d’'un SSE a
fréquences réelles.

On mentionne aussi un lien avec la Théorie des nombres. En fait, pour un
SSE F a fréquences réelles pour lequel Fr # Vg, 'ensemble Vi \ Fr devrait
réfléchir des propriétés arithmétiques des fréquences et des coefficients des
éléments du systeme et donc, en ce sens il pourrait s’avérer intéressant du
point de vue des questions de petits dénominateurs inhérentes aux systemes
a fréquences réelles non commensurables.

Une autre perspective possible c’est celle mentionnée par Kazarnovskii
dans [22], ou il préconise une théorie de l'intersection pour les SAEG dans
laquelle le pseudovolume mixte pourrait jouer un role analogue a celui du
volume mixte ordinaire dans la théorie de I'intersection pour les sous-variétés
algébriques de (C*)". La aussi on peut s’attendre a des liens avec la théorie
des amibes.

En fin, on observe que le caractere combinatoire de toutes ces questions
pourrait aussi donner lieu a des analogues tropicaux, lesquels, vus les succes
récents en Géométrie algébrique réelle obtenus dans [29], pourraient sans
doute réserver des surprises intéressantes.
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Résumé

Le but de ce travail est d’étudier la notion d’amibe (dans le sens de Favorov)
pour un systeme F' des sommes d’exponentielles de n-variables complexes et
a fréquences réelles génériques. A l'aide d’une perturbation par caracteres du
groupe des fréquences de F', on obtient une expression de 'amibe de F' qui
nous permet d’en étudier la topologie. En particulier on montre que, si F
est constitué par (k+ 1) éléments, le complémentaire de I'amibe de F' est un
sous-ensemble k-convexe de R"™. Ce résultat généralise I’analogue algébrique
montré par Henriques. En outre, dans le cas d’une seule somme d’exponen-
tielles f, on envisage les rapports entre l’amibe de f et sa fonction de Ronkin.

Mots clés

Sommes d’exponentielles, Pseudovolume mixte de Kazarnovskii, Amibes au
sense de Favorov, k-Convexité au sens d’Henriques.

Abstract

The aim of this work is to study the notion of amoeba (in the sens of Fa-
vorov) for a system F' of exponential sums of n complex variables and real
generic frequencies. Thanks to a perturbation by characters of the group of
frequencies of F', we obtain a expression of the amoeba of F' which is useful
in the study of its topology. In particular, we show that, if F' has (k + 1)
elements, the complementary set to the amoeba of F' is a k-convex subset
of R™ in Henriques’ sense. This result generalize the algebraic analog shown
by Henriques. Moreover, in the case of one exponential sum f, we investigate
the relations between the amoeba of f and its Ronkin function.

Key words

Exponential sums, Kazarnovskii mixed pseudovolume, Amoebae in Favorov’s
sense, Henriques’ k-convexity.
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