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Introduction Générale

Introduction Générale

Le comportement statique et dynamique d’un processus physique peut étre modélisé par des
lois mathématiques, qui correspondent le plus souvent a un ensemble d'équations algébriques
et différentielles non linéaires. Le modele mathématique ainsi obtenu ne décrit que
partiellement la réalité, il contient des incertitudes et des erreurs de modélisation liées a des
phénomenes négligés et a la précision des valeurs des parametres du modele. Le probleme de
commande consiste a utiliser le modele obtenu pour concevoir des régulateurs qui

garantissent la stabilité et un niveau de performances acceptable malgré les incertitudes sur les

parametres ou les dynamiques négligées dans le modele du processus.

Pour réaliser des tiches de commande, la procédure classique consiste, apreés analyse du
cahier des charges, a déterminer dans un domaine de fonctionnement bien défini, une famille
de modeles linéaires® (linéarisés tangents du systeme non linéaire). Ensuite, une des
méthodologies de synthese standard linéaire est utilisée pour déterminer un régulateur [5],
sachant que certains comportements dynamiques et certains parametres sont négligés,
approchés ou non parfaitement connus. Une phase de validation du régulateur obtenu est
ensuite effectuée en utilisant un modele non linéaire du procédé. Cette démarche utilisée
couramment pour des problemes de régulation industrielle, a pour principale limitation le fait
que le régulateur obtenu ne garantit les performances voulues pour le syst¢me commandé que
sur un domaine de fonctionnement restreint. La prise en compte d'un domaine plus vaste
nécessite 1'utilisation d'un modele non linéaire et des techniques de commande non linéaires

associées.

Durant ces dernieres décennies, cet axe de recherche a fait I'objet de nombreux travaux. Parmi
les différentes approches de commandes non linéaires, nous nous intéressons dans ce
mémoire aux approches basées sur la transformation d'un systéme non linéaire en un systeme

linéaire, classiquement appelées inversion dynamique [43, 91] ou linéarisation par bouclage

% Selon la facon dont varient les parametres du systeme non linéaire, on peut distinguer trois familles de modeles
linéaires : si les parametres sont constants, le modele linéarisé correspondant est linéaire invariant dans le temps
(LTI), si I’évolution au cours du temps est connue, le modele linéarisé obtenu est linéaire variant dans le temps
(LTV) et finalement dans le cas des variations inconnues et bornées, le modele linéarisé obtenu est linéaire a
parametres variables (LPV).
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[63, 67, 74]. Dans ce cadre, Brockett [20] a étudié le probleme de linéarisation par bouclage
statique et difféomorphisme des systeémes non linéaires. Par la suite, Jakubczyk et Respondek
[71] et Hunt et al [64] ont donné une condition nécessaire et suffisante pour la linéarisation
par bouclage statique et difféomorphisme pour ce type de systemes. Lorsque la linéarisation
par bouclage statique et difféomorphisme est impossible, il a été proposé deux démarches
alternatives : la linéarisation partielle par bouclage statique et la linéarisation par bouclage
dynamique. Dans le cadre de la linéarisation partielle par bouclage statique, Krener et al [75]
pour les systemes mono-entrée et Marino [85] dans le cas multi-entrées, ont caractérisé le plus
grand sous systeme linéarisable par bouclage statique. Pour contourner les problemes liés aux
modes non linéaires restants (dynamique des zéros), Cheng [31] a introduit la linéarisation par
bouclage dynamique. Il a été montré par Charlet et al [27] que cette approche avait un intérét
uniquement dans le cas multi-entrées. Shadwick [114] a montré également que, dans le cas
des systemes mono-entrée, le bouclage dynamique est équivalent au bouclage statique. Pour
une revue synthétique des techniques de linéarisation, le lecteur pourra consulter les travaux
d'Isidori [67], de Byrne et Isidori [23], de d'Andréa-Novel et Lévine [35], de d'Andréa-Novel
et al [36], de Rouchon et al/ [110], de Conte et al [34] et les ouvrages de références d'Isidori
[68, 69]. En terme d'application, les systemes aéronautiques ont constitué un domaine
privilégié comme le prouve le nombre important de publications sur le sujet (voir par exemple

[1,12, 22, 33,76, 90, 94]).

Au début des années quatre-vingt dix, Fliess et al ont introduit dans [47, 48, 86] une nouvelle
vision de l'inversion dynamique des systemes non linéaires, basée sur la notion de platitude
(différentielle). Ce concept établit une relation d'équivalence entre un systéme non linéaire et
un systeme linéaire commandable (Lie-Bicklund Equivalence) [49] dont les dimensions d'état
ne sont pas nécessairement identiques. Les sorties du systéme linéaire commandable
équivalent, mis sous forme de Brunovsky [21], constituent alors les sorties plates du systeme.
Apres la condition nécessaire de platitude établie en quatre-vingt quinze par Rouchon [109] et
un certain nombre de résultats sur des familles de modeles ayant des propriétés particulieres
(Charlet et al [27], Martin et Rouchon [88, 89, 108] et Pomet [102]), Lévine [80] a proposé
récemment une condition nécessaire et suffisante de platitude invariante par bouclage
dynamique endogene. Ce résultat donne un critere d'existence de sorties plates auquel on peut
associer un jeu d'équations aux dérivées partielles (EDP) vérifié par les sorties plates. La

construction et le choix des sorties plates reste un probleme ouvert li€ a la résolution des EDP.
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La platitude prouve tout son intérét dans le cadre du probleme de la planification de
trajectoires en permettant un paramétrage de toutes les trajectoires du systeme en fonction des
sorties plates et dun nombre fini de leurs dérivées [118]. Elle permet la construction d’un
contrdle, en boucle ouverte, permettant de faire passer un systeme d'un état initial a un état
final, tous les deux supposés connus. Cette approche évite ainsi la résolution pas a pas des
équations différentielles non linéaires du systeéme. Sur ce sujet, on peut citer par exemple les
travaux de Agrawal et al [2, 3, 4] et Faiz [45] (probleme de génération de trajectoires
optimales), Nieuwstadt et Murray [95] et Nieuwstadt [96] (outils pour la génération de

mouvements en temps réel).

La présence des perturbations exogenes et d'incertitudes de modélisation nécessite une boucle
de rétroaction pour la poursuite de trajectoire. Pour ce faire, différentes approches de synthese
et d'analyse de lois de commande robuste ont été proposées. Citons, entre autre, les travaux de
Bennani [12], Anhtuan [94], Adams [1], Nieuwstadt [96], Hagenmeyer [57], Hagenmeyer et
Delaleau [58], Cazaurang [26] et Lavigne [77]. Les différentes structures proposées
comportent généralement deux parties: une partie non linéaire basée sur Il'inversion
dynamique permettant de linéariser la dynamique du systeme nominal et un régulateur
linéaire, utilis€ pour la rétroaction. Les objectifs de régulation et de poursuite sont alors
séparés comme dans le schéma de commande a deux degrés de liberté standard. Ces
approches sont dénommeées inversion dynamique en boucle fermée (I.D.B.F) dans [26, 77] et
inversion dynamique en boucle ouverte (I.D.B.O) dans [57, 58]. L'approche I.D.B.F est basée
sur la linéarisation exacte par bouclage sur 1'état mesuré, un régulateur H,, linéaire a temps
invariant (LTT) est ensuite calculé pour le systéme incertain linéarisé autour de la trajectoire
désirée. L'approche 1.D.B.O est basée sur la linéarisation exacte en boucle ouverte, un
régulateur de type "PID" est ensuite synthétisé pour la poursuite robuste. Dans le cas I.D.B.F,
les lois de commande obtenues sont composées d'une partie d'inversion dynamique en boucle
fermée et d'une partie de rétroaction basée sur un régulateur LTI [26]. Pour l'approche
I.LD.B.O, la loi de commande ainsi obtenue est une combinaison d'une partie d'anticipation
non linéaire (inversion dynamique en boucle ouverte) et une partie de rétroaction de type
"PID" [57]. Dans ces deux cas, les lois de commande obtenues sont donc non linéaires car le
signal issu du régulateur obtenu ou considéré, dans ces deux approches, n'est pas introduit
directement au niveau de l'entrée de commande du systeme non linéaire. Ceci rend la phase
d'analyse de robustesse a posteriori et la comparaison avec les approches linéaires beaucoup

plus complexes [77]. Cependant, ces techniques ne peuvent étre appliquées que dans le cas
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LTI et en I’absence des variations paramétriques. Cet état de fait implique une limitation en

termes de performances de poursuite.

Afin d'accroitre les performances des lois de poursuite robuste des systemes plats incertains,
on considere dans ce mémoire de these le cas des variations paramétriques du procédé. Pour
ce faire, on propose d'adapter la méthodologie de synthese de régulateur LPV développée
initialement dans le cadre linéaire (voir par exemple [5, 6, 7, 17, 62, 97, 112, 113]) au cas des
systemes plats soumis a des incertitudes, a des variations paramétriques ou a des perturbations
exogenes. Cette nouvelle méthodologie de synthese reprend la notion d'inversion dynamique
en boucle ouverte (exact feedforward linearization) fondée sur la platitude et le schéma a
deux degrés de liberté proposé dans [96] étendu au cas des systemes plats incertains. Cette
approche permet d'abord de déterminer en boucle ouverte, en tenant compte de certains
objectifs de performances, les trajectoires de références des sorties plates du systeme et des
commandes nominales associées [78]. Elle permet ensuite d'obtenir un modele, non linéaire,
du comportement dynamique de 1'écart de trajectoires induit par des erreurs de modele ou des
perturbations exogenes. Apres linéarisation du modele non linéaire de 1'écart le long des
trajectoires de références des sorties plates, le comportement dynamique du modele linéarisé
obtenu est représenté par un modele LPV [126]. Les études faites sur les systemes LPV (voir
par exemple la démarche proposée dans [7, 113]) ont mis en évidence la possibilité d'obtenir
un régulateur LPV, en une seule étape de calcul, par résolution d'Inégalités Matricielles
Linéaires (LMI) avec optimisation d’un critére de type Hy [7, 8]. La loi de commande ainsi
obtenue est linéaire, elle differe en ce sens des approches .D.B.O et I.LD.B.F car le signal issu
du régulateur est introduit directement au niveau de l'entrée de commande du systeme non

linéaire [127, 128].
Organisation du mémoire

Ce mémoire, décomposé en trois chapitres, est organisé de la facon suivante :

Dans le premier chapitre, nous introduisons les outils théoriques qui nous ont permis
d’apporter des éléments de réponse a certains problémes cités plus haut. Apreés une courte
définition des systémes plats, nous rappelons quelques résultats fondamentaux permettant
d'obtenir la caractérisation et la linéarisation des systemes plats. Nous mettons l'accent sur
I’apport de la platitude a la planification de trajectoires. Le probleme de poursuite robuste de

trajectoires sera ensuite abordé en utilisant le formalisme des systemes LPV. Pour ce faire,
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nous présentons les systemes LPV, leur représentation sous forme standard et une des

méthodologies de synthese de régulateurs LPV.

Le second chapitre constitue une des contributions originales de ce mémoire. Une premicre
partie est consacrée dans un premier temps a la définition d’une classe particuliere des
systemes non linéaires puis a la caractérisation de la famille de modeles générée par des
perturbations sur 1’état, sur la commande et par des variations paramétriques. Cette famille de
modeles représentant la dynamique des écarts de trajectoires dus aux différentes perturbations
est ensuite modélisée sous forme LPV. Les outils utilisés sont basés sur l'algebre de Lie, le
changement de coordonnées sur les sorties plates, le difféomorphisme et sur la linéarisation au
premier ordre le long des trajectoires de références des sorties plates. La deuxieéme partie de
ce chapitre est intégralement consacrée a I’utilisation des outils de synthese LPV, présentés
dans le premier chapitre, afin d’obtenir une loi de commande robuste des systemes non
linéaires plats incertains, basée sur un régulateur LPV. Cette méthodologie est alors testée lors
de la synthese de lois de poursuite robuste de trajectoires d'un procédé hydraulique de

laboratoire.

Le dernier chapitre est consacré a 1’application de la démarche proposée dans le chapitre
deux, au probléme de guidage en la rentrée atmosphérique de la capsule ARD (Atmospheric
Re-entry Demonstrator). Nous sommes donc d'abord amenés a présenter la capsule ARD, ces
différentes missions, le modele dynamique complet puis 1’étude se focalise plus
particulierement sur le modele décrivant la dynamique longitudinale. Apres avoir vérifié la
platitude du modele longitudinal, nous abordons la planification de trajectoires en boucle
ouverte, en utilisant la propriété de platitude. Ensuite, pour la poursuite robuste de
trajectoires, nous appliquons la méthodologie utilisant le formalise LPV. Des résultats de
simulations obtenus en utilisant un modele non linéaire complet sont présentés a la fin de ce

chapitre.

Enfin, nous concluons ce mémoire par un résumé des principales contributions de ce travail a
la problématique de la commande robuste des systeémes non linéaires plats incertains et par

tracer quelques perspectives pour des travaux de recherche ultérieurs.
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Chapitre 1

Outils pour la commande des systémes plats et des
systéemes LPV

1.1 - Introduction

De nombreuses techniques de commande non linéaire possedent, au plan méthodologique, un
niveau de maturité suffisant pour traiter efficacement des problemes liés au contrdle/comm-

ande des systemes industriels et relevant d’une modélisation non linéaire.

On constate, cependant, une certaine réticence a adopter des méthodes de commande non
linéaire, souvent jugées difficiles a comprendre, compliquées a mettre en ceuvre et dont
I'analyse systématique des performances a posteriori se révele complexe. D’autre part, des
techniques d’analyse et de commande de systemes linéaires [5], dont les principes de
fonctionnement sont bien maitrisés depuis plusieurs années, sont efficacement utilisées pour
traiter des problemes concrets. Ces techniques initialement développées dans le cas LTI, sont

depuis une dizaine d’années étendues au cas des systemes LPV.

Dans ce contexte, I’objectif principal de ce travail est de montrer que dans le cas d’une classe
particuliere de systémes non linéaires (systeémes plats), il est possible de déduire
systématiquement une modélisation LPV qui pourra é&tre utilisée pour la syntheése de

correcteur LPV.

La premicere partie de ce chapitre a pour objet une présentation synthétique du concept de
platitude et des différentes techniques de linéarisation par inversion dynamique. L’accent est
mis par la suite sur le probleme de planification et de poursuite de trajectoires. Nous
présentons également, dans la deuxiéme partie de ce chapitre, une récapitulation des
propriétés des systemes LPV. Enfin, une technique de synthese de régulateurs robustes
associés, permettant la poursuite robuste de trajectoires en présence des différentes

perturbations est présentée.
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1.2 - Systémes plats

La platitude est une propriété caractérisant une classe de systemes non linéaires [118], elle a
été définie dans le cadre de 1'algebre différentielle [47, 50] puis dans le cadre de la géométrie
différentielle [49, 51]. Le concept de platitude introduit une notion d’équivalence entre un
systtme non linéaire et un systeme linéaire commandable. Cette équivalence porte le nom
d’équivalence par bouclage dynamique endogene dans le cadre de 1’algebre différentielle [50,
9] et le nom d’équivalence de Lie-Bédcklund dans le cadre de la géométrie différentielle [49].
Le concept de platitude a été mis en oeuvre dans plusieurs domaines d’application, comme
par exemple la commande des réacteurs chimique [111], la commande des processus
thermique [107] ,la commande des moteurs [30], la commande de suspension active ou semi
active [18], le pilotage automatique d’avion [86] ou encore le pilotage de grue [82]. II est
important de noter que les systemes plats sont une généralisation des systemes linéaires

commandables dans le sens ol tout systeme linéaire commandable est plat.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler la définition algébrique de la notion de platitude. La
définition de la platitude dans le cadre du formalisme géométrique et les différents criteres
établis dans la littérature pour examiner la platitude d’un modele non linéaire sont rappelés en

annexe B.

1.2.1 - Platitude dans le cadre de ’algébre différentielle

Dans le contexte de 1’algebre différentielle, un systéme est vu comme un champ de vecteurs
généré par un ensemble de variables (états et commandes). La caractéristique essentielle des
systemes plats est qu'il existe un vecteur de sorties plates, tel que ses composantes soient des
fonctions différentielles des variables du systeme, et tel que toute variable du systéme (on ne
fait pas de distinction entre les variables d’état et les entrées du processus) puisse s'exprimer a
partir de ces sorties et d'un nombre fini de leurs dérivées sans intégration d’équations

différentielles.
Pour définir les systémes plats, considérons le systeme non linéaire régi par l'équation
différentielle suivante :

x=f(x,u) (1.1
ol xe R" est Iétat, uc R™ est ’entrée de commande et f est une fonction réguliere de classe

C” de x et de u, dont le rang de la matrice jacobienne Jf /du est égal & m (i.e., le systeme

admet effectivement m commandes indépendantes).
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Définition 1.1.- Un systeme non linéaire modélisé par (1.1) est dit (différentiellement) plat si,
et seulement si, il existe un vecteur de sorties plates ze R™ différentiellement indépendantes,
de dimension égale a celle du vecteur de commande u, dépendant de x et de u et d’un nombre

fini r de ses dérivées :
z=Z(x,u1,,u) (1.2)
tel que

x=X(z,z,--+,2 ")

u IU(Z,Z',‘--,Z(q_l),Z(q))

(1.3)

o Z : RO(R™ 5 R™ X - (R™)— R er U: (R™'— R™ sont des fonctions régulicres +

Cela revient a dire que tout le comportement dynamique du systeme (1.1) peut étre décrit par
le comportement dynamique de la sortie plate z. A z(¢¥) définie pour z€ [0, T]; les trajectoires

sont de la forme :

xX(0) = X (2(0), 2(1),++, 27" (1))

(1.4)
u(t) =U(z(t),2(1), -+, 27" (1), 27 (1))

ol g est un entier.

Par la suite, nous utiliserons la terminologie « systéemes plats », pour nommer la classe

particuliere des modeles non linéaires, respectant la définition 1.1.

Exemple 1.1. Pour illustrer la propriété de platitude, nous présentons I’exemple d’un systeme

non linéaire a quatre états et a deux entrées de commande, défini par la représentation d’état

suivante :
X, XX, 0 0
X0 x;(1-x,) 0 0 ulJ (15)
X5 0 0 x |u,
X, 0 1 0

12 . . 2 7
Considérons un vecteur de deux sorties plates candidates ze R~ donné par :

2 X
Z=( ]:( J=Z(x) (1.6)
Zy Xy

tel que toutes les variables du systeme xi, x, X3, X4, 4 €t u, s’expriment en fonction des deux

sorties plates z; et z, et de leurs dérivées par rapport au temps jusqu’a 1’ordre 2 :
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Z
X
1 Zz
X z,z
2 142 . .
x= =|—— |=X(2,,£,,2,,Z,) (1.7)
X, zZ,— 2z,
z
X, ‘1
Z
et
. .2
2z, — 4
U z? .o .
u= = . . . ! . . .o :U(ZI,ZI,ZI,Zz,Zz,Zz) (1'8)
u, (2,2, — 2,Z,) N z,(z, - Z,)
. N
z,(z, = %)) (z,— %))

Nous remarquons que les expressions (1.7) et (1.8) sont définies si, et seulement si, z, #0 et
z, =z, #0. A
Dans cet exemple, on vérifie bien que, le vecteur des sorties plates a la méme dimension que
celui des entrées de commande, et connaissant la sortie plate et ses dérivées, toutes les

variables du systéme peuvent étre déterminées directement sans intégration d’équations

différentielles a l'aide des équations (1.7) et (1.8).

Apres avoir rappelé la définition de la platitude dans le cadre algébrique, nous allons nous
intéresser dans le paragraphe suivant aux différentes techniques de linéarisation par inversion

dynamique.

1.3 - Platitude et linéarisation

Les systtmes non linéaires plats ont la propriété d’étre équivalents a des systemes
linéarisables par bouclage dynamique endogene [71, 27, 47, 50]. Avant d’introduire ce type

de bouclage, rappelons d’abords la linéarisation par difféomorphisme et bouclage statique.

1.3.1 - Linéarisation par difféomorphisme et bouclage statique

Pour le systeme dynamique donné par (1.1), le probleme de linéarisation par difféomorphisme
et bouclage statique consiste a trouver un changement de coordonnées (un difféomorphisme ¢

de classe C*) donné par :
{=0p(x), ¢0)=0 (1.9)

et un bouclage statique d’état de la forme :

10
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u=a(x)+ px)v (1.10)

avec o(0)=0 et B(x) inversible. « et S sont de classe C”. Aprés bouclage et changement de

coordonnées, on obtient un systeme linéaire commandable [28] de la forme :
E=AE+ By (1.11)

ol &e R" est I’état associé a la nouvelle entrée de commande v du systeme linéaire équivalent
donné par (1.11) et représenté sur la figure 1.1.
Ce bouclage consiste, en effet, a passer de ’entrée v a I'entrée u et réciproquement, sans

intégrer d’équations différentielles, grace aux expressions suivantes :

u=a(x)+ p(x)yv

| . (1.12)
v=—Bx)"a(x)+ L (x)u
v u Systéme non z
' PR ' linéaire ’
A
a(x)

Figure 1.1 - Systeme non linéaire bouclé équivalent a un systéme linéaire.

Des conditions nécessaires et suffisantes, d’existence d’un bouclage statique linéarisant, en
terme de crochets de Lie pour un systeme affine en la commande ont été proposées par

Jakubczyk et Respondek dans [71] et par Hunt Su et Meyer dans [65].

Pour un systéme non linéaire ayant la représentation d'état suivante :
i=f(x)+) g (xu, avec xeR’ (1.13)
i=1

ol f, g1, £,..., gnm sont des champs de vecteurs de classe C” vérifiant :
f(0)=0 et rangig,(0),g,(0).....g, (0)}=m (1.14)
L’expression (1.12) sera donnée par :

a(x)=—(L,L, """ (L, z)

(1.15)
Bx)=(L,L, " "z)"

11
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ot L"'z est la dérivée n°™ de Lie de la sortie mesurée z suivant le champ de vecteurs £ [71,

64].

A partir de (1.13) on définit les distributions suivantes :

G, :Span{gl""’gm}

| (1.16)
G, =G, +ad;G_ pour izl

ol span correspond a I’espace engendré par les vecteurs gi,...,gm €t ad;Gy correspond au

crochet de Lie de fet de Gy itéré i fois avec adf=[f, aa}” ] pour 1.
Le résultat suivant est issu de [71] et [65].

Théoréeme 1.1 - Pour qu’'un systeme non linéaire admette une linéarisation par bouclage

statique, il faut et il suffit que dans un voisinage V du point d’équilibre (x, u)=(0, 0) :

e La famille G; soit une famille involutive et de rang constant pour tout ie{0,...,n-2} ou n

est la dimension du vecteur d’état.
® (. s0it de rang n. n

Rappelons qu’une distribution G est dite involutive si, et seulement si, pour tout couple de

champs de vecteurs fet g de G, le crochet de Lie de fet g appartient a G.

Notons également que la seconde condition du théoréme 1.1 est l'extension naturelle du

critere de commandabilité dans le cas linéaire : rang (B, 4B,..., An'lB)=n.

Dans le cas ou la linéarisation par bouclage statique et difféomorphisme n'est pas possible, B.
Charlet et al [27] ont montré que, I’ajout de dynamique dans le bouclage (bouclage
dynamique) n’a aucun intérét dans le cas mono-entrée. Dans le cas multi-entrées, il est
possible d’augmenter la dimension de 1’état en ajoutant des dynamiques dans le régulateur
afin d’obtenir une inversion dynamique par bouclage statique sur le systéme augmenté. Ce
type de bouclage est généralement appelé bouclage dynamique endogene car, contrairement
au bouclage dynamique exogene, il n'existe pas de variables supplémentaires indépendantes

du systeme d’origine.

1.3.2 - Linéarisation par bouclage dynamique endogéne

Un systeme dynamique donné par (1.1) est linéarisable par bouclage dynamique s'il existe un

bouclage dynamique endogene défini par :

12
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W= a(x,w,v) we R, ve R” (1.17)
u=>b(x,w,v)

ou w est I’état du compensateur et v est la commande du systeme augmenté, et un changement

de cordonnées défini par un difféomorphisme = sur I'espace d'état étendu R":
=Z(x,w), e R"™ (1.18)

de telle sorte que le systtme augmenté donné sous la forme de la représentation d’état

suivante :

a(x,w,v)

[ﬂ:[f(x,b(x,w,v))w (1.19)
w

puisse étre linéarisable par bouclage statique, c'est-a-dire qu’il puisse €tre représenté sous la

forme canonique de Brunovsky [72] suivante :

(k) _
=Y

(1.20)

ou k; est I’indice de commandabilité associé a z,.

Notons qu’a travers le bouclage dynamique endogene, le modele linéaire obtenu est
équivalent a un systeme plat.

Apres avoir défini la notion de platitude, nous allons montrer 1’apport essentiel de la platitude

pour la planification et la poursuite de trajectoires.

1.4 - Platitude et planification de trajectoires

Pour le systtme non linéaire donné par 1’équation différentielle (1.1), le probleme de
planification de trajectoire sous contraintes consiste en général a trouver une trajectoire [,
i3t— (x(7), u(?)) (avec f; comme instant initial et /- comme instant final) vérifiant I'équation
différentielle (1.1), ainsi que les conditions initiales et finales données par :

xt)=x, ul,)=u

(1.21)
x()=x, ult,)=u,

et respectant des contraintes sur la trajectoire recherchée de type (x(¢),u(¢))e S(r) avec S(¢) un
sous ensemble de XxU. La résolution de ce probleme nécessite généralement une résolution

par processus itératif : on commence par fixer une commande f—uy(f), on integre les

13
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équations du systéme a partir des conditions initiales pour évaluer la solution a I’instant final
I, puis on se donne une procédure pour choisir la commande 71— (¢) qui vérifie les conditions
finales et les contraintes imposées sur la trajectoire, et ainsi de suite. La solution a ce
probleme nécessite alors la résolution numérique d'équations différentielles. Dans le cas des
systemes plats, ce probleme peut étre résolu sans intégration d'équations différentielles.

La propriété de la platitude donne une correspondance entre les trajectoires des sorties plates
et celles de 1'état et des entrées de commande du systeme. En effet, a partir des trajectoires des
sorties plates de références z.(¢) et de leurs dérivées successives, calculées de facon a vérifier
les conditions initiales et finales et les équations différentielles du systeme, on peut en déduire
la trajectoire de I'état de référence x,.A7) et celles des commandes nominales correspondantes

ure/(7) en utilisant I'équation (1.3). On obtient alors la relation suivante :

Xy (1) = X (2, (1), 2,0 (1), 4,2, T (1))

) () (1.22)
U () = U (2, (D, 2,5 (1), 2, (0,2, (1))

En général, il existe plusieurs trajectoires z..q(¢) vérifiant les contraintes (1.21). La génération
de trajectoire optimale permet de déterminer, parmis celles-ci, la trajectoire qui respecte au
mieux au sens d'un critere donné, les contraintes (x(£),u(f))e S(¢). On peut citer par exemple
des contraintes dans l'espace articulaire et également des limites sur la vitesse, 1’accélération

ainsi que sur le Jerk.

Pour un systéme non lin€aire donné, la trajectoire optimale [f;, 43— (x(¢), u(f)) peut €tre

obtenue en minimisant le critére suivant :
J(xu) = (x(t),ult )+, (x@,),ut,))+ I{ " L((x(@t),u())dt (1.23)

ou ¢ . ) et @[ . ) représentent respectivement les conditions initiales et finales et ou L est une
fonction non linéaire soumise a un vecteur de contraintes sur les conditions initiales, sur les
conditions finales et sur la trajectoire. Ses différentes contraintes sont données respectivement
par :

b, <y, (x(t,),u(t,)) <ub,

b, <y, (x(t,)ult,)) <ub, (1.24)

b, <S(x,u) <ub,

avec /b et ub représentent les bornes inférieures et supérieures a respecter et I est un vecteur

de fonctions définissant les entités a borner.

14
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Le probléme de génération de trajectoires optimales peut alors s’exprimer par le probleéme de

commande optimale suivant :

minJ(x,u) (1.25)

(x,u)
soumis aux contraintes :

x=f(x,u)

(1.26)
Ib < c(x,u) <ub

En utilisant la notion de platitude, ce probleme peut €tre traité dans I’espace des sorties plates,

ce qui veut dire que le critere a optimiser devient :

min.J(2) (1.27)

soumis a :
Ib<S(z)<ub (1.28)

Cette étape de planification de trajectoire correspond a un processus de génération en boucle
ouverte ou anticipation. Dans ce cas, si la dynamique du systeéme est bien connue et en
I'absence de perturbations externes, aucun bouclage n’est nécessaire, seule 1’anticipation nous
permet d’atteindre 1’objectif désiré. Par contre, dans le cas de présence de perturbations
exogenes ou d’incertitude de modélisation, il est nécessaire d’ajouter au bloc d’anticipation
une loi de commande permettant un suivi robuste de trajectoires. Ceci va faire I’objet du

paragraphe suivant.

1.5 - Poursuite robuste de trajectoires des systémes plats

Le probleme de poursuite de trajectoires consiste, comme illustré sur la figure 1.2, d’adjoindre
a la commande de référence u,.(f) un signal de correction ou(f), calculé a partir des écarts de
trajectoires ox(f)=x(t)-x,t), de facon a compenser les effets de perturbations exogenes et
d’incertitudes du modele et revenir sur la trajectoire de référence x,.(f). Le probleme de
poursuite robuste de trajectoires consiste alors a déterminer une loi de commande en boucle
fermée permettant de garantir que, pour une classe de perturbations donnée, 1’état du systeme

va tendre asymptotiquement vers la trajectoire de référence.
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u(t)=utref(1)+ Oou(t) x(T)

x(0)

Figure 1.2 - Principe de la poursuite de trajectoires.

La littérature traitant le sujet de la robustesse des systemes de commande est abondante. Pour
ce qui concerne 1’analyse de la robustesse des commandes fondées sur la platitude, nous
allons nous placer dans le cadre de ce mémoire, dans la perspective des travaux déja réalisés

par Hagenmeyer [57], Lavigne [77] et Cazaurang [26].

L’approche proposée par Cazaurang [26] et Lavigne [77] dans le cas des systemes plats est
située dans le cadre de la linéarisation exacte par bouclage dynamique. Il a été montré que la
poursuite de trajectoires, en dépit des perturbations du modele et exogenes, peut €tre obtenue
en utilisant une commande comportant une boucle de linéarisation et une boucle de régulation
linéaire. La démarche proposée constitue une extension de 1’approche type H../u-synthese et

analyse associée au schéma générique de synthese a deux degrés de liberté représenté par la

figure 1.3.
Zref(1) & Ve w(1) Inversion u(f) Modéle z(1)
> dynamique hon >
. linéaire
ov(t) x
Régulateur x{0)

linéaire
0z(1)

HE

Figure 1.3 - Schéma de synthése a 2 ddl basé sur la linéarisation par bouclage.

Pour ce schéma, les objectifs de poursuite nominale et les objectifs de régulation et de
poursuite robuste sont séparés. La génération de trajectoires permet de calculer, dans 1’espace
d’état, les différentes trajectoires de références de 1’état et de la commande nominale associée.
Le régulateur génere un signal de correction sur la commande Jv a partir de 1’écart oz. Le

régulateur est déterminé pour garantir un niveau d’écart de trajectoire tolérable par rapport a
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la trajectoire de référence et de compenser les effets de perturbations exogenes et

d’incertitudes du modele.

Historiquement et dans le cas linéaire, cette approche initialement introduite par Bourles [19]
dans le cadre de la commande robuste optimale LQG a été étudiée par Bergeon et al [13, 14,
125] dans le cadre de la commande mono-variable robuste H.., puis étendue aux cas multi-

variables par Prempain [103].

Fondamentalement, le schéma de la figure 1.3 est basé sur la notion d’existence d’un
bouclage dynamique endogene régulier permettant au systeme non linéaire d’avoir un
comportement entrée-sortie découplé et linéaire représenté sous forme de Brunovsky (voir

annexe B page 115) au voisinage d’un point d’équilibre.

Dans le cas d’un systtme multi-entrées, un bouclage dynamique découplant peut Etre
construit par un algorithme d'extension utilisant une succession d'intégrateurs purs et un

bouclage statique découplant appliqué sur I’état augmenté issu de 1’extension dynamique.

Dans le cas d’un systtme non linéaire plat nominal donné par 1’équation différentielle

suivante :
x,=f(x,u,), x,€R", u eR" (1.29)
avec fun champ de vecteur lisse sur un ouvert
X XU CcR"xR" (1.30)
et pour lequel les sorties plates au nominal sont exprimées par :
Vo = by ottty ), ye R (1.31)

Il a déja été montré dans [50] que I’utilisation d’un sous espace de dimension infinie a la
place d’un de dimension finie est trés commode (voir annexe B). En effet il existe une
dépendance de dimension infinie de la trajectoire sur I’entrée u lorsque un bouclage
dynamique est utilis€é. En complétant les coordonnées (x,u) par une suite infinie de

coordonnées donnée par :
Co=(x, 0,0, u," ) e XxUXR: avec R =R, xR, x-- (1.32)
Par cette notation, il est possible de prolonger le champ de vecteur f de la maniére suivante :
E (&) =, (x,u,) 0,1, (1.33)

d’ot le systeéme initial s’écrit alors dans ce cadre comme suit :

17



Chapitre 1 Outils pour la commande des systemes plats et des systemes LPV

(,=F,(,) avec (,(0)=C,0=(x, u, i, ) (1.34)

a

La dérivation temporelle de 4, le long de la trajectoire initiale s’écrit :

dh, oh . oh oh, o
L= — e —u) 1.35
a " T gt (13

n n

Par T’utilisation du formalisme des dérivées de Lie (annexe A), ceci peut se mettre sous la

forme suivante :

dh
—2 =L, (h 1.36
o= Le () (1.36)

avec F, le champ de vecteur précedent, que l'on peut aussi écrire sous la nouvelle forme

suivante :

0 = 0
F (x,u,,u,,i,, )= f,,,u,)—+ uno‘“)— (1.37)
S ox /; aun(ﬂ)

n

Le bouclage endogene associé au systeme plat défini précédemment est défini de la manicre

suivante:
u =U (x ,¢ ,v
{.n n( n 5” n) (1.38)
¢ =X,(x,.<,.v,)
et les sorties plates y,; s'expriment alors en fonction des entrées v, ; ainsi :
v =v, Vief-m} (1.39)
Le modele étendu sera alors noté par :
X, f(x,.U,(x,.<,.v,))
% :fe,n(xn?én?vn):
<, X, (x,.¢,.v,) (1.40)
Vo =h,(x,,U,(x,.¢,.v,) = h,(x,.¢,.9,)
avec la notation condensée suivante:
U”(xn’érn’vn)_un :(un? 9u,5r)’ ) (1.41)
R CRIEN TR
d’ou
Y, =h,(x,,v,) (1.42)
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La prolongation du champ étendu f; , se note alors Fe, et peut s'écrire sous la forme suivante :

0 - 0
F (x & u i i )= x . & u)—+ Yyl 1.43
C,n( n n n n n ) fe,n( n 5” n)ax EO n ( )

, - aun(ﬂ)

Pour le systeme non linéaire plat perturbé, le champ étendu perturbé F, differe du champ
étendu nominal F.;, d'une part et que le systeme perturbé ne se trouve pas sur la trajectoire de

référence nominale, mais au voisinage de celle-ci.
Ainsi, le modele étendu perturbé s’écrit de la facon suivante :

X\ (XU, (x.¢0)
(sene 35257

y=h,(x,U,(x,¢,v) = h,(x,&,7)

(1.44)

et la prolongation du champ étendu f; se note alors F. et peut s'écrire sous la forme suivante :

0 = 0
F (x, & u,u,ii, )= f (x,é,u)—+ u) 2 1.45
L (x,¢ )= [ — Z 0 (1.45)

Pour les écarts entre les coordonnées d’espace d’état nominaux x, &, et les coordonnées

d’espace d’état perturbés x, & notés par :

oxX=x-x,
0 =¢—¢, (1.46)

V=(V=v,v=V,,)

La famille de modeles générée par une perturbation sur le champ du systéme étendu et sur

I’état étendu au voisinage d’une trajectoire de référence nominale s’écrit comme suit :

ox

Y =y, + 8L, )(x, . €, 9) + (DL VR, + (DL V), &,.9)) 0¢ |+ o(ox|” +|0g") (1.47)

ov
ou L%*l)h,; et L(}?:fnl)h,; sont respectivement les dérivées de Lie d’ordre (or+1) de 4 sur les

champs F,et F,, et :

S(LYh)(x,.¢,.9) = Lih (x,.¢,.9) - Lk, (x,,.€,.7) (1.48)

(DL, ) (x,,¢,.7) = DLYR, (x,,&,,9) - DLYVh, (x,.,¢,,9) (1.49)

n’
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aL(g“)h,; aLSfij“)h,; aL(Ff“)h,’, aL(;f“)h,’,
ox IE EY »

(a+t)y’ _
DLﬁj* h, = (1.50)
L’écart di a la différence entre le champ étendu nominal F,, et le champ étendu perturbé F,
intervient dans le terme de droite de la troisiéme expression de I’équation (1.47). Les autres
termes viennent du fait que le systeme perturbé ne se trouve pas sur la trajectoire de référence

nominale mais au voisinage de celle-ci.

Sachant que I'entrée v correspond a la somme de l'entrée de référence nominale v, et du terme
ov, il apparait clairement que la fonction d'un régulateur linéaire est de générer ce terme v

afin de réduire I'effet des perturbations sur la trajectoire de référence.

Le modele linéaire des perturbations ainsi obtenu est valable dans ce voisinage. Il est alors
possible de déterminer, pour un domaine de fonctionnement donné, ou les perturbations de
modele restent bornées, un régulateur linéaire garantissant la poursuite de trajectoire pour une

famille de modeles pour des spécifications de poursuite adaptées.

Cette méthode peut permettre de déterminer, dans certains cas particuliers, un régulateur
assurant la stabilité exponentielle robuste. Ainsi dans le cas des variations paramétriques
inconnues mais bornées sur les champs, les termes d’erreurs peuvent étre calculés. Il est alors
possible de déterminer le régulateur linéaire K stabilisant I’ensemble des modeles perturbés a
partir du linéarisé tangent de I’erreur de modele de type paramétrique représenté sous forme
de famille de modeles LTI. C’est cette idée qui a été mise en oeuvre dans [26] pour prendre en

compte les erreurs paramétriques de modele.

Ce formalisme entraine une certaine restriction de la méthode du fait que, pendant 1’étape de
la synthese de la loi de commande, ce n’est pas I’erreur réelle le long de la trajectoire de
référence qui est considérée mais 1’erreur maximale calculée sur toute cette trajectoire, la loi
de commande ainsi obtenue est valable pour des variations paramétriques inconnues mais
bornées. De plus la loi de commande obtenue est non linéaire car l'inversion dynamique fait

partie de la boucle de commande.

Dans le cadre de 1’analyse de performances d’un régulateur donné et afin de considérer 1’écart
réel le long de la trajectoire de référence, les travaux présentés dans [77] explicitent une
démarche permettant de modéliser le systeme plat perturbé par une famille de modeles LPV
toute en utilisant la notion de la linéarisation exacte par bouclage et de considérer des

perturbations connues et bornées.
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Dans la famille de modeles générée par une perturbation sur le champ du systeme étendu et
sur I’état étendu au voisinage d’une trajectoire de référence nominale donnée par 1’équation
(1.47), les termes de perturbations ne dépendent que des états, des entrées du systeme et des
termes connus d’incertitudes. Ces termes de perturbations s’écrivent :
ox
pert, = 3(Ls™h, )(x,.¢,. %) + (DL, + 3(DLEh))(x,.¢,.9)] 08 |+0(ox|” +[0¢*) (1.51)
ov

Or comme tous les états du systeme ainsi que les entrées sont exprimables en fonction des

sorties plates et d’'un nombre fini de leurs dérivées, si les différentes incertitudes sont notées

X ;» les termes de perturbations (1.51) se notent :
pert, = f,(Y},--- Y X)) (1.52)

Le systeme perturbé peut alors s’écrire sous la forme suivante :

0 1 O 0
Vo ’ Y | (O 0
: : . 0 -~ 0] : : : pert,
yan | o e 0 e 0|y 110 0(v, : (1.53)
o=l Sl |10 0| : [+| pert,
V. 0 01 0 0|y, | |0 v, :
: N : 0 pert,
pan I K L ofym )0 01
0 0 0

ou g est égal a la dimension du modele.

Afin de rendre ce systéme linéaire le long des trajectoires de références, il est nécessaire de
linéariser tous les termes notés pert;. Pour cela, le linéarisé tangent de ces termes le long des

trajectoires est calculé, ce qui revient a évaluer les termes :

~ dpert, .
o = ppert et b = dpert,
X, v

(1.54)

ni

ou X; représente les différents états du modele (1.53).

De plus comme les trajectoires des sorties plates et de leurs dérivées sont connues et sont
paramétrées en fonction du temps 7, les termes a/ et b; peuvent étre exprimés seulement en

fonction de la variable temporelle et des incertitudes de modélisation. Une fois ces termes
réintroduits dans le modele celui-ci s’exprime sous la forme LPV. Pour plus de détails, le

lecteur intéressé peut consulter la these de Loic Lavigne [77]
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Dans cette approche, la loi de commande vue du systeme LPV est non linéaire en raison de
I’inversion dynamique ce qui rend la comparaison avec d'autres approches linéaires classiques

relativement complexe.

Parallelement, Hagenmeyer [57] a introduit une approche basée sur la notion de la
linéarisation exacte par anticipation [39] fondée sur la platitude couplée avec le schéma a
deux degrés de liberté représenté sur la figure 1.4. Contrairement a la notion de la
linéarisation exacte par bouclage, cette nouvelle notion a été introduite pour démontrer que la
platitude peut étre utilisée pour concevoir des lois de commande qui ne linéarise pas le
systeme non linéaire par bouclage. Il a été montré qu’en appliquant une entrée anticipatrice
nominale déduite de la platitude différentielle, on obtient, si I’on démarre de la « bonne »
condition initiale, un systéme linéaire sous forme de Brunovsky multi-variables sans fermer la
boucle et sans utiliser 1’état mesuré du systeme. Dans le cas ou la condition initiale considérée
pour la conception de la loi de commande anticipatrice n’est pas égale mais proche de la
bonne condition initiale, il a ét¢ montré q’une solution unique existe pour le systeme non
linéaire différentiellement plat dans le voisinage de la solution désirée de la forme de

Brunovsky mulit-variables. Pour stabiliser les déviations par rapport a la trajectoire désirée et

pour contrer toute perturbations, des commandes simples type PID étendues ont été utilisées.

La linéarisation exacte par anticipation ne linéarise pas le systeme par bouclage, elle permet la
linéarisation par anticipation quand on est sur la trajectoire désirée et la poursuite de cette
trajectoire. Pour ce faire, la loi de commande est congue en deux blocs : un bloc d’anticipation
et un bloc de rétroaction prenant en compte 1’erreur de poursuite de trajectoire. La structure de
commande obtenue consiste alors en une combinaison non linéaire d’une partie d’anticipation
non linéaire fondée sur la platitude et une partie simple de rétroaction de type PID étendu.
Bien que le terme de correction soit linéaire en I’erreur, il s’agit bien d’un véritable contrdle

non linéaire.

Contrairement au cas de la linéarisation par bouclage ol c’est 1’état mesuré du systeéme qui est
impliqué, dans le cas de la linéarisation par anticipation c’est uniquement la trajectoire de
I’état désirée qui est impliquée, elle n’a pas nécessairement besoin de 1’information de 1’état
total. Cependant, bien que la loi de commande obtenue dans ce cas soit robuste aux
incertitudes et aux variations paramétriques, elle reste non linéaire. En effet, Le signal issu du
régulateur PID considéré n’est pas introduit directement a I’entrée de commande du systéme

non linéaire mais dans le bloc de linéarisation par anticipation.
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u(t) Modeéle ()
non
linéaire

Générationde |  Zpf(1), Ure?) Linéarisation
trajectoire par anticipation

v

Zyef(1) out)

Régulateur
PID

oz(1)

g )
Figure 1.4 - Schéma de synthése a 2 ddl basé sur la linéarisation par anticipation.

Face aux différentes limitations rencontrées lors de 1’étude des approches précédemment
citées, nous proposerons dans ce travail une nouvelle méthodologie fondée sur la linéarisation
exacte par anticipation. En effet, cette approche est basée sur le schéma a deux degrés de
liberté et sur le formalisme LPV adapté aux systemes non linéaires plats incertains. Le
schéma représenté par la figure 1.5 permet, en plus de la séparation des objectifs de
génération et de poursuite de trajectoires, de prendre en compte des incertitudes en utilisant la
représentation du systeme sous forme standard (voir annexe C). L’objectif est donc d'obtenir
une loi de commande linéaire et robuste aux incertitudes et aux variations paramétriques. Le

développement de cette méthodologie fera 1’objet du chapitre deux.

Incertitudes
A
I By
Modeéle .
. i Sorties
I Perturbattong non >
uref(t) ‘/_'D u(t) linéaire
I e %
[ \fo‘u(t)
Génération I | Ré guZate ur
de | LPV
trajectoires .
I .
. {
Zef) iz() ()
_; —/

Figure 1.5 - Schéma de commande a deux degrés de liberté adapté aux systemes incertains.
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Dans le paragraphe suivant, nous allons étudier brievement les propriétés structurelles des
systemes LPV. Cette étude sera nécessaire lorsque nous aborderons au chapitre suivant la
modélisation des écarts de trajectoires d’un systeme non linéaire perturbé, dont la propriété de

platitude est conservée pour toutes les variations paramétriques.

1.6 - Systémes LPV

Les systemes Linéaires a Parametres Variables (LPV) constituent une classe de modeles
linéaires permettant de décrire des procédés dont les caractéristiques dynamiques évoluent en
fonction des conditions de fonctionnement [115, 116]. En d’autres termes, les systemes LPV
désignent des modeles linéaires dont la représentation d'état dépend d'un vecteur de
parametres 6(¢) borné susceptible de varier dans le temps. Ces systemes ont fait ’objet de
nombreux travaux depuis ces dix dernieres années, aussi bien en commande [7, 8] qu'en

observation (voir [37]).

Définition 1.2 — Un systeme LPV est un systeme linéaire dont la représentation d’état est

donnée sous la forme suivante :

x(1) = A6 (0))x(1) + B, (6(0)w(1) + B, (6(1))u(1)
z(t) = C,(8(1)x(1) + Dy, (B(1)w(t) + D, (B()u(t) (1.55)
y(t) = C,(8(1))x(1) + Dy (B(O))w(t) + Do, (B(1))u(r)

et dont la matrice systeme est :

AWO@®) | B(01) B,(6(1))
M@@)=| C,(0(r)) | D,,(0()) D,0@1)) |=

C,(0) | D,,(6(1)) D,,(0(1))

[A(H(l)) | B(H(l))J (1.56)

C©O@) | DO®))

ot x(e R" est le vecteur d’état, u(H)e R™ est le vecteur d’entrées de commande, w(H)e R™" est
le vecteur des actions externes (bruits de mesure, consignes, perturbations...), z(H)e R Vest le
vecteur des sorties a régler (erreurs de suivi de consigne, commandes...), y(H)e R est le
vecteur de sorties mesurées, (A, By, By, Ci, Co, D11, D1z, Da1, Dy) sont les matrices de la
représentation d’état de dimensions approprides et O()eR" est le vecteur des paramétres

bornés variants dans le temps. ¢

Il est important de noter que, lorsque la trajectoire du vecteur des parametres 6(¢) est connue
et que les matrices de la représentation d’état sont figées dans le temps, la réalisation d’état

(1.55) peut se mettre sous la forme de la représentation d’état du systeme LTV suivant :
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2(t) = AW)x(t) + B,()w(t) + B, ()u(t)
2(t) = C,()x(1) + D, ()w(t) + D, (Nu(t) (1.57)
y(&) =C,0)x(t) + D, ()w(t) + D,, ()u(t)

Dans le cas ou le vecteur des parametres 8(¢) est figé sur une valeur fixe, la réalisation d’état
(1.55) peut se réécrire sous forme d’une représentation d’état d’'un modele LTI

Les liens entre ces différents modeles peuvent se résumer sous la forme du diagramme suivant

[17]:

LPV

Choix d’une trajectoire

Gel du parametre connue 6(0)=f0)

e(t)zeﬁx

LTI LTV
Gel des matrices de la représentation

d’état (A1), B(t), C(t), D(t))=(4, B, C, D)

Figure 1.6 - Modeles linéaires.

Afin de mieux comprendre l’influence des parametres sur la dynamique d’un systeéme,

prenons I’exemple suivant [66] :

Exemple 1.2. - Considérons le modele non linéaire décrivant la dynamique d’un avion. Il est
possible de le réécrire en terme d’un modele linéaire dont les parametres varient dans le

temps. Nous pouvons classifier ces parametres par trois groupes principaux :

e Parametres virtuellement constants : par exemple la masse et le centre de gravité varient
tres lentement et ils peuvent étre considérés comme virtuellement constants lorsqu’on les

compare avec la dynamique du systeme.

e Parametres lentement variables : la vitesse et ’altitude varient plus rapidement que la
masse et le centre de gravité. Des bornes supérieures et inférieures sur ces parametres

ainsi que sur leurs vitesses de variation peuvent €tre déterminées.

e Parametres variant arbitrairement vite : ce sont des parametres rapidement variables
comme par exemple ’angle d’attaque. Ces parametres varient au moins aussi vite que la
dynamique du systeme et il est généralement difficile de déterminer des bornes sur leur

vitesse de variation. A
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La modélisation LPV permet de prendre en compte toutes les variations paramétriques d’un
systtme dynamique. Dans le développement des résultats principaux de cette these, nous

supposons que le vecteur des parametres 6(¢)e RN satisfait les conditions suivantes :

e Chaque parametre 6i(¢) est mesurable en temps réel et borné par des valeurs extrémes,
Gi(OE [Oimin Gimax] OU Oimin et Gimax sont respectivement la borne minimale et la borne

maximale du parametre 6,(7).
6)c © =01 =16,0.0,(0).....0,0 < R" [o,0el6, .6, Li=1...N} (158

Il est évident que la connaissance du domaine d’évolution du vecteur des parameétres est
nécessaire pour vérifier la stabilité d’un systtme LPV. Cette notion de stabilité sera traitée

dans le paragraphe suivant.

1.6.1 - Stabilité des systéemes LPV

La stabilité des systemes LPV a été largement étudiée dans la littérature (voir par exemple
[17, 66] pour une vision synthétique). Dans le deuxieme et troisieme chapitre, lors de la
synthese de régulateur LPV, nous allons nous intéresser a la stabilité quadratique des
systtmes LPV. La stabilité quadratique est une notion de stabilité robuste dans le sens ou la
stabilité est garantie pour des trajectoires paramétriques € variantes arbitrairement vite. Sa

définition utilise une seule fonction de Lyapunov quadratique pour tout 6 ®.

Pour définir la notion de stabilité quadratique, considérons un systtme LPV non commandé

donné par la représentation d’état suivante :

o (1.59)
avec les conditions initiales x(t,) = x,

{Mw:Awna)

Définition 1.3 - Etant donné [’ensemble O, le systeme (1.59) est quadratiquement stable sur

O s'il existe une matrice Pe S" symétrique définie positive satisfaisant :
VOe ®, A" (O)P+PAO)<0 (1.60)

L4
Notons que la notion de stabilité quadratique est utilisée seulement dans le cas de systemes
LPV dont la vitesse de variation du vecteur des parametres n’est pas bornée. Dans le cas

contraire, il est possible d’utiliser un critere de stabilité basé sur une fonction de Lyapunov
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dépendant des parameétres considérés. Cette approche est donnée a travers la définition

suivante.

Définition 1.4 - Etant donné O, le systeme (1.59) est quadratiquement dépendant des

paramétres (QODP) stable s’il existe une fonction matricielle Pe C'(R"Y,S") définie positive,

, satisfaisant pour toutes les trajectoires admissibles 6 ® :

Voe O, AT (O)PO) + P(O) AO) + <0 (1.61)

dpP(0)
dt

L4

La loi de commande doit de plus remplir les objectifs de performance fixés par le cahier des

charges. Ces performances sont liées par exemple a des criteres énergétiques, au rejet de

perturbations et a des exigences temporelles en termes de temps de réponse ou de temps de

montée.

Dans le cadre des systemes LTI, on associe couramment la notion de performances a
I'existence d'une borne sur la norme H,, ou H, d'une fonction de transfert ou a la localisation
de ses poles. En revanche, pour la classe des systemes LTV ou LPV, on ne peut plus parler de
fonction de transfert, ni de normes H, ou H,, on parlera plus précisément de la norme L,

induite qui permet de quantifier leurs performances.

Définition 1.5 - La norme L; d’un systeme LPV modélisé par (1.55) est définie par :

[M©6@)u@),

M (6(t =
” @) L e, 1000 ””(Z)Hz

(1.62)

¢
Définition 1.6 [66]— La norme Ljy-induite d’un systeme LPV est bornée par vy si, pour toutes

les trajectoires paramétriques admissibles du domaine ®, on a :
T T
Vue L,[0,00),YT 20, [ ()" p(0)dt < y* [u(t)” u(t)dt (1.63)
0 0

L4
Nous remarquons que cette définition coincide avec la norme H, classique dans le cas des

systemes LTI.

Notons que, pour un systeme LPV QDP stable, il existe toujours une borne supérieure finie de

la norme induite L, conformément au lemme suivant.
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Lemme 1.1. ([124]) — Etant donnée un systeme LPV QDP stable, il existe un scalaire réel

positif (y>0) tel que pour des conditions initiales nulles x(ty))= 0 :

sup  sup o, <y’ <o (1.64)
oeo  [ul,=0 || ,
ue L,[0,00)

]
La borne supérieure de cette norme peut étre calculée en utilisant le lemme borné réel

suivant :

Théoréme 1.2 [17] — Un systemes LPV, dont la réalisation de la représentation d’état est
donnée par (1.55) et dont les bornes sur la vitesse de variation des paramétres ne sont pas
connues, est quadratiquement stable sur © et vérifie la contrainte (1.64) s’il existe une

matrice P strictement définie positive telle que, pour ftoute trajectoire paramétrique

admissible 6 0,

A" P+ PAB) PB®O) CO)T
BO)' P —-yI D@ |<0 (1.65)
C(0) D) =yl ,

[
Ce théoréeme présente une condition suffisante pour que la norme induite L, d’un systéme
LPV soit plus petite qu une valeur imposée ¥ Cela est dii au fait que la fonction de Lyapunov
considérée est la méme pour tout G ®@. Ce théoreme a été étendu au cas ou la fonction de

Lyapunov quadratique considérée dépend des parametres [53, 66].

1.6.2 - Modélisation des systéemes LPV

Les systemes LPV peuvent étre modélisés par deux approches différentes [17] : la premicre
approche est basée sur l'hypothése de la dépendance affine des différentes matrices de la
représentation d'état (1.55) par rapport au vecteur des parametres €(f), ce sont les modeles
polytopiques. La seconde approche prend en compte une dépendance rationnelle des
parametres et porte la dénomination de modele LFT (transformations linéaires fractionnelles)
d’un systeme LPV. Dans ce mémoire, nous allons nous intéresser a cette derniere approche.
C’est une représentation qui permet d'effectuer la synthese de lois de commande en une seule

étape contrairement a la représentation polytopique qui nécessite une synthése de loi de
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commande a chaque sommet puis une interpolation des différentes lois de commande

obtenues afin d’obtenir une loi de commande globale.

Représentation LFT des systémes LPV

Il est possible de représenter un modele LPV, dont les matrices de la représentation d’état
dépendent de facon rationnelle du vecteur de parametres 6, sous la forme de matrices
interconnectées (formalisme LFT développé en annexe C) ou les parametres du systéme sont
extraits et placés dans un bloc paramétrique A de type bloc-diagonal. La matrice restante M
décrit un systeme linéaire invariant dans le temps [130]. Il n’existe pas de méthodes
permettant de garantir a priori la minimalit¢ de la représentation, il est donc nécessaire
d’effectuer des réductions dimensionnelles a posteriori. Cette réduction permet de réduire le

temps de convergence des algorithmes d’optimisation utilisés pour la synthese.

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a une méthode proposée dans [121] et qui

permet de représenter sous forme LFT les systémes LPV donnés par :

A@) B(9)

M) :[
C©®) D)

} avec 0 =(0,,....0,) (1.66)
le modele perturbé G(s,6) est donné par G(s,0) = f, (M (0).,1/5).

Soit M(@,,,) = [C””’” ”"m} une représentation d'état du procédé nominal,

nom nom

Théoréme 1.3 [121] — Soient :

Cl —1 Dll D12
P(s)= -4 B, B, |+ 1.67
(S) |:Cnam:|(s "om) [ : "am] |:D21 Dnam ( )
et
A(60) = Bdiag (60,1, ....,00,1, ) (1.68)

Le systeme incertain peut s'écrire comme une LFT supérieure de P(s) et A(06) c'est-a-dire

G(S, Opomt0)=f(P(s), A(0)) si, et seulement si,

A B Dll Cl D12
M, ;z[ A A};z B, 0 0 (1.69)
c, 0
D, 0 0
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telle que :

£, (M, A08)) =M@, +060)—M@® (1.70)

nom nom )

]
Ce théoreme est une condition nécessaire et suffisante d’existence de la LFT, cependant il
n’indique pas de méthode pour construire la matrice Mx. Dans [98], il est montré d’une part
que lorsque les coefficients de la matrice d’état s’expriment comme des fractions rationnelles
en les parametres, il est toujours possible de se ramener a I’expression (1.70), et d’autre part
que lorsque la représentation d’état est linéaire en o, la matrice M, est systématiquement

constructible.

Exemple 1.3. Considérons un systéme, du second ordre dont I’amortissement et la pulsation

propre sont incertains, régi par :

o 1 0 cd1d
R e~ 1] ob 9;:{“?_‘5“0:51 (1.71)
— 50 2
y=[ ok
1l vient alors :
0 1 |0
— 2 | @y _ él
M@ =|-0} -2%o,|1|et, = p =g (1.72)
1 0 |0 ° ?
En posant :
0 0 0
A, =M@, +06)-S8@,,)=|-2w,0 -0 —2w,0,—-2{0,-20,0, |0 (1.73)
0 0 |0

Le but est maintenant d’exprimer la seconde ligne de la matrice (1.73) comme une LFT d’une

matrice P, posée sur une matrice A. Pour cela posons :

Yy = (— 20,6, -6} —2w,8, - 25,6, -26,6, )[um } (1.74)

Uy

Il est alors possible de construire le schéma suivant :
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Chapitre 1

Yu
—
u u
21 8, 12
_> -
Y
Uy
—» 2 > I, >,
Y13 U3

Figure 1.7 - Représentation schématique de I’expression (1.74).

Le schéma précédent peut également se représenter en placant les incertitudes a 1’extérieur

sous la forme :

J,

0, <
Uy, 5, i
Uy, Y12
U3 Y13

M
g —» b ——
Uy

Figure 1.8 - Représentation alternative du schéma de la figure (1.7).

Finalement y, s’écrit :

Y i
) ¥ U
va=E Sul 6 | fua unlavee | T2 =Sy wy (1.75)
2 f Uy,
Uy
Il vient alors d’apres le schéma de la figure (1.7) :
0 O 0 1 0
1 0 1 |2mw, 2
M, = 0 50 (1.76)
0 O 0 0 2
0 -1 —w,| 0 0
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Connaissant My, il est maintenant trivial en appliquant le théoreme 1.3 de déterminer le
systeme augmenté P. Cette méthode est appliquée sur des procédés plus complexes dans les

chapitres deux et trois.

N

Avec une telle représentation d’un systeme LPV, la procédure de synthése consiste a
considérer le bloc des parametres A(08) comme un bloc de perturbations inconnues, et a
utiliser des méthodes d’optimisation LTI afin de construire un régulateur LTI. Les parametres
sont incorporés par la suite, en faisant une LFT entre le régulateur LTI obtenu et le bloc A,
pour produire un régulateur LPV. Cette idée, développée dans [8, 97], sera présentée dans la

partie suivante.

1.6.3 - Synthése de régulateur LPV par approche LFT

Dans ce paragraphe, nous décrivons la méthodologie de synthese H.. pour les systemes LPV

en reprenant les résultats issus des travaux d’ Apkarian et Gahinet [8], Packard [97] et Biannic

[17].

Pour le systtme LPV donné par (1.55), on peut associer une représentation sous forme
standard qui correspond a une LFT supérieure représentée par la figure 1.9 et donnée par

I’expression suivante :

[z \= S (P(s), A(t))[ Ww (1.77)
Y, u
A1) <
WA ZA
w : P(s) >z
U —»p > y

Figure 1.9 - Structure du systéeme LPV.

ou P(s) est un modele LTI, wp et zp peuvent Etre interprétées comme les sorties et les entrées

du bloc paramétrique A(f) de type bloc-diagonal suivant :
A(?) = Bdiag(36,(t),...,064(1)) (1.78)

La réalisation du systeme LPV dans I’espace d’état est donnée sous la forme :
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DAA DA] DAZ CA

P(s)=|D,, D, D, |+|C |sI-4)'[B, B B,] (1.79)
DZA D21 D22 CZ

dont le partitionnement est conforme aux entrées wa, w et u et aux sorties zu, z et y.

Pour assurer Ia stabilité et les performances de ce systeme LPV, mis sous forme LFT, nous
allons chercher un régulateur ayant la méme dépendance paramétrique que le systeme a

commander. Le régulateur est alors LPV et peut s’écrire sous la forme d’une LFT inférieure

u y
[ ]= f/(K(S),A(l))( ] (1.80)
ZkA ka

avec K(s) est un régulateur LTI et wya et zxa sont les sorties et les entrées du bloc paramétrique

(figure 1.10) donnée par :

A(?) associé au régulateur.

J Y
K(s)

ZAk WAk
A(?) <

Figure 1.10 - Structure du régulateur LPV.

La matrice de transfert K(s) du régulateur LTI est donnée par :

K(S)=|:Dkll kai|+|:gk1:|(S1_AkIBkl BkA] (1.81)

D ko1 D kAA kA

Son partitionnement est conforme aux entrées y et zxx et aux sorties # et wya. Les dimensions

sont les suivantes :
kxk mxXp, rXr
A, e R, D,,, € R™", D,,, € R™ (1.82)

Afin de faire la syntheése du régulateur LPV, on utilise la structure représentée a la figure 1.11

dont le transfert entrées/sorties est donné par :

z = f,(f.(P($),A®), f,(K(s),A())w (1.83)
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A(?) <
wy ZA
w > P(s) > 7
u Yy
K(s)
Zka Wi
A(?) <

Figure 1.11 - Structure d’interconnexion d’un systeme LPV contrilé.

Pour pouvoir se ramener au cas standard, il suffit de remplacer la dépendance paramétrique du

systeme et du régulateur par une seule dépendance paramétrique d’un systeme augmenté. Le

schéma standard est alors représenté sur la figure 1.12.

1AM <
A(D) |
i i —=—=— Pals)
| ZA I
: |
R N PGs) > Z
| |
I I R |
Yy
ZkA K(S) WA
Figure 1.12 - Structure standard.
avec
0 0 0 0 I)(O
o o IY|0 D, D, D, 0|]C,
P,(s)=|0 P(s) 0|=|0 D, D, D, OW|C [sI-"0© B, B B, 0)1.84)
I 0 o) |0 D, D, D, 0|]|C,
I 0 0 0 0/(0]
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le modele augmenté, dont le partitionnement est conforme aux entrées wia, wa, W, U, et zxa et

aux sorties zxa, Za, Z, y et Wia.
Le probleme de synthése LPV consiste en une structure de commande K(s) telle que le

controleur LPV satisfasse :

e Le systeme en boucle fermée de la figure (1.12) est stable de maniere interne pour toutes

les trajectoires admissibles de &) tels que lIA(%)lI<1/y [8] ou lIA()lI<1 [17].

e Le gain L, entre la sortie z et I’entrée w vérifie
S| J1 (P, (), K(5)) “ < (1.85)
s5), K(s)), .
u I\"a (l) Y

Pour pouvoir résoudre ce probleme de synthese H.., en utilisant les techniques des inégalités

linéaires matricielles (LMI), nous supposons dans la suite que :
® (4, B,) est commandable et (C,, A) est observable.
e Dy=0.

La premiere hypothese est nécessaire pour obtenir la stabilité du systeme bouclé. La deuxieme
hypothése n’induit pas de perte de généralité mais permet de simplifier considérablement les

calculs.

Dans le but de prendre en compte dans la procédure de synthése de régulateur la nature et la
structure du bloc paramétrique A(?), il est nécessaire d’introduire des opérateurs de mise a
I’échelle "Scaling” [8, 41, 46]. Ce sont des matrices symétriques définies positives qui

commutent avec toutes les matrices A et qui sont données sous la forme suivante :

Ll L2
L=| ", (1.86)
L2 L3
avec LhoA=AL, et Ly, Lz€L,,
N
Ly ={L,>0:LA=AL, VA}c R™ avec r=)Y r, (1.87)
i=1

pour lesquelles le systeme LTI, donné par la LFT basse fi(P.(s),K(s)), soit stable est satisfait,

pour toute évolution des parametres, une des deux inégalités suivantes :

e La premiere est issue des résultats énoncés par Apkarian [8] dans le cas ou lIA()ll<1/y et

elle correspond a :

35



Chapitre 1 Outils pour la commande des systemes plats et des systemes LPV

A e
[0 ]},(PG(S),K(S))[ 0 ]J

e La seconde est issue des résultats énoncés par Biannic [17] dans le cas ol [IA(?)lI<1 et elle

<y (1.88)

oo

correspond a :

Ll/2 0 L—I/Z O
0o LU@W.Ks) o Ll < (1.89)
Y Y

oo

Le probleme H,, donnée par ’inégalité (1.88) admet une solution si, et seulement si, il existe
deux paires de matrices symétriques définies positives (R, S) € RV"XR™" et (L3, J3)e LaxLy

vérifiant les Inégalités Matricielles Bilinéaires (BMI) suivantes [8] :

AR+RA" RC, RC/ B,J, B

C,R -5 0 DyJ; Dy

NS| CR 0 -yl D,J, D, INg<O (1.90)
JaBi J3D£A J3D1TA /5 0
B Dy Dy 0 =yl

A"S+S4 SB, SB, CIL, CT

BATS - 7143 0 D§0L3 DITA
N,| BIS 0 -4 DLL, DI INg<O (1.91)
L3CA L3DAA L3DA1 - 7143 0
Cl Dm D11 0 - 7/1/
R I
[ )z 0 (1.92)
I S
)
L, I
>0 (1.93)
I J,

et le probleme H,, donné par I’'inégalité (1.88) admet une solution si, et seulement si, il existe
deux paires de matrices symétriques définies positives (R, S) € RV"XR™" et (L3, J3)€ LaxLa

vérifiant les LMI suivantes [17] :
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AR+RA" RC, RC/ B,J, B

C,R —J, 0 D,J, D,
NS| CR 0 —yI  D,J, D, INgx<O (1.94)
J.BT gDl JDL -J, 0
B/ D, Dy 0 -y

A"S+S4 SB, SB, CIL, CT

B, S - L, 0 DpL, D),
N| BIS 0 -¥d  DIL, DI INg<O (1.95)
L,C,y LDy, LDy —L, 0
Cl Dm D11 0 - 7/1/
R I
\z 0 (1.96)
I S
J
L, I
>0 (1.97)
I J,

ou Ny et Ng constituent les compléments orthogonaux de [BzT, DZAT, D12T, DzzT] et de [(,,
D, D7y, Dap] respectivement.

A partir de R, S, L3, J3 et y, solutions soit de (1.90), (1.91), (1.92) et (1.93) et soit de (1.94),

(1.95), (1.96), et (1.97), la reconstruction du régulateur K s’obtient en résolvant la LMI

suivante :
X o), . . (X 0
W PTKQ+Q"K" P <0 (1.98)
0 I 0 I
) )
ol
A'X+X4, XB, C,
w=| B'x -yr, D, |.P=(B" 0 D) 0=, D, 0)1.9)
Co De11 _VJexr/
avec
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0 1, 0
0 B, 0O
Bc = ° Ce = CZ 0 ° Dcll = O
I 0 O
0 Orxk Ca
0 0o I 0 0
D,,={0 D,, 0} D, ={0 D,
¢, D, O 1 D,
s 111 RT'
X = X ’
N 0 0 M
L 0 O
Le\’f = > Je\’f =Le\’f
0 1,

MN"=I-RS
et

L'J,=1-L,J,

(1.100)

(1.101)

(1.102)

(1.103)

(1.104)

(1.105)

Il est important de noter que le correcteur LFT obtenu, en utilisant 1’approche présentée ci-

dessus, n’est pas nécessairement défini en tout point du domaine de variation du vecteur des

parametres. Autrement dit, cette méthode n’assure pas, pour toute trajectoire des parametres :

det(I - D,_0(t)) #0

(1.106)

Cela veut dire qu’a chaque fois qu’une trajectoire passera par un point singulier, cela

correspond a la destruction de la relation de causalité entre les entrées et sorties du régulateur.

Toutefois, des que le systeme vérifie I'une ou 1’autre des propriétés suivantes :

* DAZ :0 (ve’ BZ(Q):BZ’ D12(9):D12)

e D,,=0 (v, B,(0)=B,, D,(®)=D,)

Il a été montré que la méthode présentée ci-dessus génere des correcteurs LFT toujours

définis quelque soit la trajectoire des parametres. Cette propriété est trés souvent vérifiée dans

la pratique [8].
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Remarque — L approche présentée dans [8) est une approche itérative qui nécessite de fixer a
chaque fois la valeur de la variable y pour pouvoir résoudre les BMI. Contrairement a cette
premiere approche, celle présentée dans [17] est une approche directe mais qui suppose

IA@)I<L.

1.6.4 - Systémes non linéaires et systémes LPV

L’idée de déduire un modele LPV a partir d’une représentation d’état non linéaire n’est pas
nouvelle [56]. Elle a été présentée par exemple dans [84] pour une classe particuliere des
systemes non linéaires ol les matrices dynamiques dépendent de 1’état considéré. Ce systeme

appartient a ce qu’on appelle la classe des systemes "quasi-LPV".

Dans [84], a condition de supposer que le vecteur des parametres coincide avec celui des
sorties mesurées et ces trajectoires a priori bornées, la définition d’un systemes quasi-LPV est

donnée comme suit :

Définition 1.7— Un systéeme quasi-LPV est défini comme un systéme dont la réalisation d’état

peut se mettre sous la forme suivante :

x() = A(y(@)x(@) + B(y()u(), x(0)=x,
y() = Cx(1) (1.107)
Vt20, y)e ®, cR”

Le théoréme suivant établit le lien entre cette classe et les systeémes non linéaires :

Théoréme 1.4 ([17]) — Soit un systéme non linéaire de la forme suivante :

x(1) = f(x(0)+ B(y@)u®), x(0)=x,
y() = Cx(1) (1.108)
VI20, y()€®,

Si I’on suppose en outre (au prix d’un éventuel équilibrage) :
f0)=0 (1.109)
et que la non-linéarité de f concerne uniquement les états mesurables :

f(x)=Lx+g(y) (1.110)

alors le systeme non linéaire (1.108) admet la formulation "quasi-LPV” (1.107) avec :
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A(y)=L+ IVg(ly)dt (1.111)
0

]
Cette idée qui consiste a linéariser un systéme non linéaire en vue de son analyse est

également présentée dans [122].

Exemple 1.4. — Le systeme non linéaire suivant :

fc1:9x1+x§ (1.112)

X, =XxXx, +x,

peut s’écrire sous une forme “quasi-LPV " donnée par :

.= (1.113)
X, x, —1j}x,

A
Bien que par la technique exposée on puisse représenter une classe tres large des systemes
non linéaire, il faut étre conscient d’une limitation pratique majeure. En effet, considérer un
nombre trop important d’états comme des parametres rend 1’analyse souvent trés conservative
d’une part et numériquement délicate d’autre part car la complexité d’un modele LPV est tres
étroitement liée a la taille du vecteur des parametres. En revanche, si la non-linéarité porte sur

quelques états, la méthode permet d’obtenir des résultats satisfaisants.

1.7 - Conclusion

A travers ce premier chapitre, nous avons présenté les concepts et les outils abordés dans la
suite de ce document. Nous avons débuté cette présentation par un rappel sur les définitions et
les caractéristiques associées aux systemes plats dans le contexte algébrique. Ensuite nous
avons brievement présenté les différentes techniques de linéarisation des systémes non
linéaires par inversion dynamique. Par la suite, I’intérét de la platitude pour résoudre le
probleme de planification et de poursuite de trajectoires a été souligné. Un rappel de quelques
travaux effectués sur ce theme a alors été proposé. Dans une deuxieme partie de ce chapitre,
nous avons présenté les propriétés principales des systemes LPV et rappelé la méthodologie

de synthese de régulateur LPV par approche LFT.

Les notions présentées dans ce chapitre sont nécessaires pour aborder la caractérisation des

modeles plats incertains en terme de modeles LPV que nous allons développer au chapitre 2.
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Ces notions sont également nécessaires pour la syntheése de loi de commande robuste du

systeme LPV ainsi obtenu.

Dans le chapitre 2, nous proposons deux méthodes de caractérisation d’une classe particuliere
de systemes non linéaires sous forme LPV. Apreés définition de la classe des systeémes non
linéaires considérée, la famille de modeles générée par des perturbations sur 1’état, sur la
commande et sur les parameétres du systéme non linéaire plat considéré sera déterminée. Une
linéarisation au premier ordre de cette famille de modeles, le long des trajectoires de
références des sorties plates, permet d’obtenir un modele LPV pour lequel le vecteur des
parametres contient toutes les trajectoire de références a priori bornées de 1’état, de la

commande et des parametres.
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Chapitre 2

Caractérisation LPV d’une classe de systémes non
linéaires

2.1 - Introduction

Nous abordons dans ce chapitre le probleme de la détermination de la famille de modeles puis
celui de la synthese de lois de poursuite robuste pour une classe de systemes non linéaires.
Tout d’abord, nous allons définir cette classe de systemes non linéaires soumis aux
incertitudes paramétriques, aux perturbations sur 1’état et sur la commande et dont la propriété
de platitude est conservée pour toutes les valeurs admissibles des parametres du systeme.
Nous proposons ensuite de déterminer la famille de modeles décrivant le comportement
dynamique de I'écart de trajectoires par deux méthodologies permettant d’obtenir un résultat
équivalent. Ces démarches sont conduites dans un contexte général et permettent de
déterminer 1’expression formelle de I'écart de trajectoires. Ces deux méthodologies de calcul
sont basées sur la possibilité de faire apparaitre, dans le modele linéarisé obtenu, les grandeurs
de références de I’état, de la commande et des parametres comme des parametres variants

dans le temps. Le modele obtenu correspond alors a un modele LPV dont le vecteur des

parametres contient ces différentes grandeurs de références a priori bornées.

La premiere approche consiste d’abord a déterminer le modele non linéaire de 1’écart
représentant le comportement de la dynamique de 1'écart entre le modele perturbé et le modele
nominal. Ensuite, le modele non linéaire de I’écart obtenu est linéarisé, autour des trajectoires

de références, en utilisant le développement en série de Taylor afin d’obtenir un modele LPV.

La deuxiéme approche constitue une extension au cas LPV de la proposition donnée dans [57]
dans le cas LTI. Dans un premier temps, un changement de coordonnées sur les sorties plates
et un difféomorphisme sont considérés afin de transformer le systéeme non linéaire dans une
forme appelée par la suite “forme normale de contrdle” [57]. Dans un deuxiéme temps, un

modele non linéaire de 1'écart est déterminé en faisant la différence entre la “forme normale
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de contrdle” perturbée et la “forme normale de contréle” nominale. Enfin, une linéarisation au
premier ordre, de ce dernier, le long des trajectoires de références des sorties plates est

effectuée dans le but d’obtenir un modele LPV.

Nous montrerons que ces deux propositions sont équivalentes. Elles permettent d’obtenir une
description linéaire du systeme plat perturbé, dépendant uniquement des trajectoires de
références supposées bornées a la différence de 1’approche quasi-LPV présentée dans [84] ou

le modele dépend de I’état réel du systeme.

La famille de modeles obtenue et les performances de poursuite désirées seront ensuite
utilisées pour réaliser la synthése d’un régulateur LPV de poursuite robuste, en utilisant la
démarche décrite dans le chapitre 1. L’ensemble famille de modeles avec les incertitudes
associées et les spécifications de performances constituent ce que 1’on appelle classiquement
le modele augmenté associé au probleme de syntheése robuste. Ce probléme sera ensuite
traduit en un probléme d’optimisation convexe qui sera résolu de facon classique en utilisant

les outils des Inégalités Matricielles Linéaires (LMI) [7, 113].

La derniere partie de ce chapitre est dédiée a 1’application de la méthodologie proposée dans

le cadre de la poursuite robuste de trajectoires pour un procédé hydraulique de laboratoire.

2.2 - Classe des systemes non linéaires plats perturbés

Pour proposer une méthodologie de modélisation des systeémes non linéaires sous forme LPV,
nous allons considérer dans ce mémoire une classe particuliere des systemes non linéaires dits
systtmes non linéaires plats « perturbés » notée Cnrpp. Ces derniers sont soumis a des
incertitudes sur 1’état, sur la commande et sur les parametres, ils sont régis par les équations

différentielles suivantes :
x=f(x,u, p) (2.1)

ol xe R", ue R™ et pe R sont respectivement le vecteur d’état perturbé, le vecteur d’entrée de
commande perturbé et le vecteur des parametres incertains. Le champ de vecteur f:

RPXRXR" — TR" est considéré "lisse" (au sens de Lipshitz) par rapport a ses arguments.

Définition 2.1 — Le systéeme non linéaire incertain donné par ['équation (2.1) est dit
(différentiellement) plat si, et seulement si, il existe un vecteur des sorties plates ze 9"
différentiellement indépendantes, de dimension m et défini pour toute valeur du vecteur des

parametres p, de la forme :
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z=Z(x,u,p), avec u=(uu,---,u") 2.2)
tel que
x=X(z,zV,,z97 p) -
u=U(z LU L gD @ ») (2.3)
~ (i) N .ieme e 7
ou 2 correspond a la 1" dérivée temporelle de z. ¢

Remarque —On suppose que le vecteur des sorties plates est indépendant du vecteur des
parameétres p dans deux cas @ soit la fonction Z(x,u) est indépendante de p ou soit la
fonction Z(x,u, p) est la méme pour toute variation paramétrique. Dans le cas pratique, on
privilégie les sorties plates correspondantes a des variables indépendantes des parameétres

inconnus.

Le modele non linéaire nominal associé au systeme non linéaire plat perturbé (2.1) est donné

par les équations différentielles suivantes :
xn{f = f(xref’ uref ’ pnum) (2'4)

ol Xp€ R" et trer€ R™, pProme R? sont respectivement le vecteur des trajectoires de références
de I’état, le vecteur des trajectoires de références de la commande et le vecteur des valeurs

nominales des parametres.

Définition 2.2 — Le systeme non linéaire nominal donné par [’'équation (2.4) est dit
(différentiellement) plat si, et seulement si, il existe un vecteur de sorties plates de références

z,€ N différentiellement indépendantes de la forme :

_ — = _ . (r)
Zyy TL (X Uy s Doy )s AVEC Uy = (U Uy Uy ) (2.5)
tel que
_ ) (g-1
xrcf _X(Zref’zrcf ?.“?Zref ’pnam) (2 6)
_ ) (g-1) (@ )
Urs _U(Zrcf’zrcf 2 L 2 Zref s Dyom)
¢

Apres avoir présenté la classe des systeémes non linéaires considérée dans ce mémoire et apres
avoir défini leurs propriétés de platitude, nous allons nous intéresser, dans le paragraphe
suivant, a la dynamique non linéaire de 1’écart entre le modele nominal et le modele perturbé.
Cette dynamique de I’écart sera donnée a partir des écarts entre les trajectoires réelles et les

trajectoires de références des sorties plates du systeme.
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2.3 - Calcul du modéle non linéaire de I’écart de trajectoires

Dans ce paragraphe, pour pouvoir procéder a la détermination du modele non linéaire de
I’écart de trajectoires, considérons d’abord des perturbations sur le vecteur d’état, sur le
vecteur de commande et sur le vecteur des parametres. Ces perturbations peuvent Etre

représentées par les écarts suivants :

o= X=X,
Su=u-u,, 2.7
@=p—pn0m

ol d est le terme perturbé de 1’état x, du est le terme perturbé de la commande u et dp est la

variation du vecteur des parametres p.

Pour la classe Cyrpp dont la propriété de la platitude est indépendante des variations
paramétriques, le modele de 1’écart peut s’exprimer sous deux formes équivalentes que nous

allons présenter a travers les deux propositions suivantes.

Proposition 2.1 =Soit le systeme non linéaire plat perturbé modélisé par (2.1), la dynamique
de [’écart de modeles, au voisinage des trajectoires de références de l’état et de la commande
définies par z,. et u.y ainsi que les valeurs nominales des paramétres données par puom,
générée par les perturbations sur l'état, sur la commande et sur les parameétres est

caractérisée par :

L) _, o
i [

"=h, (Z,p)= b, (Zy ol Proy)  pOUF i=1...m (2.8)

avec p, le nombre caractéristique associé a la sortie plate z; et h, A (zZ,u,p) représente la

i,p;
ooy iéme . . N . .y .
dérivée p,” de Lie de la fonction Z; par rapport a f, (voir annexe A), exprimée en fonction

des sorties plates, des commandes et des parameétres :

h, (Zu,p)=L"y, capZ,(x,1, p) (2.9)

et
By Zrop sty s Puom) = L7 1, Gty s Zy (X s Wy s Do) (2.10)
||
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Démonstration 2.1 - L’erreur entre le modele nominal (2.4) et le modele perturbé (2.1) sera

donnée par les écarts de trajectoires des sorties plates et de leurs dérivées successives notés

P —Zref(a) )

On obtient pour =0, la relation suivante :
2=z, =Z,(5U,P) = Z, (X, s Uyeg s Do) =0 2,5 pour i=1,....m (2.11)
Dans ce cas, I’expression de la dynamique de I’écart, pour o=1, est donnée par :

M o _ _ _
o =z, =Ly upnZiUp) =Ly 3L e s g s Do) (2.12)

avec

0Z 0Z - 0Z
Loz p) = R OAETD) o pHZM S AT PP
" i=1 a i a Jj k=1 apk

et

- ZI (xref > eref > P nom )

prl (sl oo )ZI (xre/. , l/_lref > Prom ) = Z a Jr]}, (xrt’_/- 5 urt’f s P rom ) +
of Mg = xi,ﬂ
i Z, (xwf 7il_ref ’ pnvm) Z_ijf + (2 14)
Jj=1 au!rcf

k,

nom

i Z ('xl(,f’ lcf’pnvm) p
=1 Ip;

nom

En réécrivant les variables d’état x en fonction des sorties plates et de leurs dérivées

successives données par (2.3), les expressions (2.13) et (2.14) peuvent €tre données par :
LfP: (.Y,M,[))ZI (x?ﬁ’p) :hl,i (E’L_l’p) (215)

et

Lf,,' (X, Uy ,pmm,)Zi (xref 2 l_lref 4 pnam) = hl,i (Zref > I’_lref 4 pnom) (2 16)

d’ou I’écart de la premiere dérivée de la sortie plate devient :

Zi(l) _Zi -(1) = hl,i (E’Z’_l’ p) - hl,i (Eref’l’_lrcf’pnam) (217)

ref

Par utilisation d’un processus itératif, on obtient finalement pour la dérivée p,.ié'”“ de la sortie

plate z;, la relation caractérisant I’écart suivant :
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) ) _ ripd) _ = (p) vy
Zi - Zi“f - L & fp, (x,u,p)Z,- (x’”’P) - L P fp, (Xyer ’ur('f’pr(:f)Zi (xrcf’uref ’pnam) (2 18)
= hi,p, (E’ Z’_l’ p) - hi,p, (Eref’l’_lrcf’pnom)

Remarque - Cette proposition est donnée pour un vecteur des paramétres incertain pe R4
supposé variant dans le temps et parfaitement connu. Dans le cas ou le vecteur des
paramétres pe RY est supposé constant dans le temps et non parfaitement connu, il suffit de ne

pas consideérer les termes contenant la dérvivée de p par rapport au temps.

Exemple 2.1 - Pour illustrer la proposition 2.1, nous allons considérer le systéme non linéaire

suivant :
X, = pu,
X, = p,X,X
2 2 X1 Xy
] (2.19)
Xy = P3XyXy
X, = Pal,

qui peut s’écrire également sous la forme donnée par (2.1), ol xe R* est le vecteur d’état,
ue R* est le vecteur d’entrées de commande et pe R* est le vecteur des parametres incertain
supposé constant dans le temps et non parfaitement connu. Le champ de vecteurs f:

RIARIXRY — TR est considéré lisse.

Le systeme non linéaire modélisé par (2.19) est plat et a pour sorties plates z; et z; données

comme suit :
z X Z (x,u,
Vo[ )[4 _p) (2.20)
Zy DrX3 Z,(x,u,p)
telles que :
Z,Z,
D3z,
xl i X](Z9Z"p)
X X, (z,2z2,
2| D3 _ 2 ( .P) @221
x3 Z_Z X3(Z’Z’p)
x4 pZ X4(Z9Z"p)
22
Prz
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et
2,2, — 2z,
2 . ..
u] _ p2p4zl _ U](Z’Z’Z’p) (2 22)
uy, | | (27 +22)z,-2,4% | \Uy(2.2,Z p)
.2
p322 )

Ces expressions sont définies si, et seulement si, p, #0, p, #0, p, #0, z, #0 et 2z, #0.

Le modele non linéaire nominal associé a (2.19) est donné par 1’équation différentielle

suivante :

=D

ref nom 21'('/
)‘Czn;/ =p 2p0m xlre/ x4n;/ (2 23)
x3rﬂf - p3nom xzrt'f x4r('f
x4r(:f - p4nom ulrﬂf

N 4 2 4 . 4 Z£4
ol Xre€ R, e R™ et prome R~ sont respectivement le vecteur d’état de référence, le vecteur

d’entrées de commande nominales et le vecteur des parametres nominaux.

Le modele nominal (2.23) est plat si, et seulement si, il existe deux sorties plates z, et z,

de la forme :
z Py X Z(x. 1 )
11-«/ Brom " 2rer 1 ref > “ref > p nom
= 7= s (2.24)
szf p2,mm 3rer ZZ (xrcf ’ uref ’ pnam)
telles que
ere/ L
p3nom 2:‘(:/
x .
Ly Zl,.t,/ Xl (Zrc{f 4 Zref > pnom)
x X, (z.,.% )
2,y pS 2 \“ref > rcf’pnom
: — nom — d d (2 2 5)
x3,.q/ ZZ,.L:/ X3 (Zrcf ’ Zrcf ° pnom)
x4mf pzm X4 (Zrcf > Zrcf ’ pnom)
z
2,0
p 20m Zln;/

49



Chapitre 2 Caractérisation LPV d’une classe de systémes non linéaires

et

zZ, z, —2Z, Z
2,.(:f 1,.(/- 1,.(/- 2,.</-

2

z . ..
ul,.q,- pznom p4nom Lyes Ul (Zrcf > Zref > Zref 4 pnam)
- : = o (2.26)
uz"‘:f (er(:f + le't',/' er(:f )er(:f B er(:f le't',/' ert',/' U2 (Zrcf ’ Zrcf ’ Zrcf ’ pnom
. 2
ps,, ercf
’ J

Pour procéder au calcul du modele de 1’écart, nous allons introduire les notations suivantes :

o, =x, -,
&, =x, - X2,
Gy = x; — 3
O, =x, — Xs,,
Ouy =u, — u,,
: (2.27)

ou, =u, U,
p =p - b,
b, =p, - P,
Ps=p;s— ps,,
5p4 =DPs— Dy

nom

Nous allons calculer maintenant les écarts de trajectoires du vecteur des sorties plates et de ses
dérivées successives jusqu’a l’ordre p;=2 pour la premiere sortie plate z; et p,=2 pour la

deuxieme sortie plate z,.

Pour la premiere sortie plate z;, 1’écart de trajectoire s’écrit sous la forme :
Z =2, =Ps%,—Ps X, = oz, (2.28)

L’écart de trajectoire sur la premiere dérivée de la premiere sortie plate z; est donné par :

7"z V=0 (2.29)

de méme, I’écart de trajectoire sur la dérivée seconde de z; est :

@ __ o _ + _
Z 21y T PiP2P3XaUy T Py P3Py XU,

P, P2, Ps,, % U Py, Ps, Ps

nom nom

(2.30)

xlwf ulrcf

nom

En remplagant x,,x,,x, et x, parleurs expressions en fonction des sorties plates données
ref ref

¢

dans (2.21) et (2.25), on obtient :
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(2)

2) _ = = — —
Zl _Zl,.q/- _hlZ(Z’u’p)_hl2(zrc{f’uref’pnam)
Z, 2z,
=p\Py— Uyt PPy U~ (2.31)
Z Z,
er(:f erq/' erc/'

Dy

u - —u
2:‘(:/ p2”gm 4nom 11'(1/'
L, 2

nom 3”0”1

ref
De méme pour la deuxiéme sortie plate z,, on effectue la démarche identique jusqu'a I’ordre
Pr=2.

2,72, = DP:X;— P, =iz, (2.32)

o nom ™ 3ref
Calculons a présent I’écart de trajectoire sur la premiere dérivée de la deuxieme sortie plate :

7, - z,, W =oz, (2.33)

L’écart de trajectoire sur la dérivée seconde de la deuxieme sortie plate est donné par :

@ @ _ == _
Z, T4y, _hZZ(Z’u’p)_hZZ(Zref’urcf’pnom)

(2.34)

Z,Z, 2,41,
= + zu —————p
DrPy2Uy - 2

z
z p4nom 11'(1/' ulr(:f
1 1

nom

ref

A
Remarque - Dans cet exemple, les sorties plates sont considérées dépendantes du vecteur des
parametres p supposés invariants dans le temps et leurs trajectoires ne sont pas parfaitement

connues en fonction du temps, c'est-a-dire p =0.

Un résultat similaire a celui donné dans la proposition 2.1, peut &tre obtenu en utilisant une
autre démarche équivalente, proposée par Hagenmeyer [57] dans le cas LTI et étendue dans

notre travail au cas LPV. Cette démarche est développée a travers la proposition suivante.

Proposition 2.2 - Pour le systeme non linéaire plat incertain modélisé par [’équation
différentielle (2.1), Le modele de [’écart, induit par des perturbations sur l’état, sur la

commande et sur les paramétres, est donné par :

m

6, ,(=e (1), i=l..om, j=1...p -1l ;pi:n (2.35)

6y =ty ) (Eof (0 +e(0).T (4 W), Py + P)~E ) ()
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oua,; , (.) est lisse par rapport a ses arguments, p; est le nombre caractéristique associé a

(Pm) ]1'

. T (p1)
la sortie plate z;, &¢=[&, 8, EnrnEy, 1 =202 02,0002, est le

changement de  coordomnées sur le vecteur des sorties plates z et

ml?

— T r . .
e=[e e, e, e, e, | est défini comme

e=¢—¢,, (2.36)

Démonstration 2.2 - Si la trajectoire de référence de la sortie plate z(f) est donnée par z,..A7) et
la valeur nominale du vecteur des parametres p est donnée par p,om, 1’équation (2.3) nous
permet de concevoir I'entrée de commande anticipatrice correspondante u,.(f) qui sera

donnée par :

(r=1)

Uy () = U2,y (1, 2,0 s+ Z,p " (0, Do) (2.37)

En introduisant les notations suivantes [38] :

O =1z2,),2," (O, 2,7 @), 2, (0,2, (), 2, " (O]

V' p =n (238)
L& (0.8 (O Ey, (Orers (O, Ey (0,00, E (O L=

N

le systeme (2.1) peut alors €tre transformé a travers le difféomorphisme, c'est-a-dire le
changement de coordonnées, entre 1’état x et la sortie plate ¢ (paramétrée par p, u est ces

dérivées), suivant [59] :
§=Z(x,u,p) (2.39)
sous la "forme normale de contrdle” décrite par :

éi-,f(t) = gj,jﬂ(t), i= 1,...,}’}’1,

_ (2.40)
&, O =a, EOaW0,p); j=l.p 1

L’application de la commande anticipatrice donnée par (2.37) au systeme différentiellement
plat modélisé par (2.1) revient a I’appliquer au modele non linéaire représenté par (2.40). Ceci

permet d’écrire alors le modele nominal sous la forme :

af(,.’j)l_e/ )= @L e o), i=1,....m

: ~ (2.41)
g(i,p, )ref (t) = ai,p, (gref (t)’uref (t)’ pnom); ] = 1" . ‘?pi -1
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L’entrée de commande perturbée du systeéme non linéaire incertain (2.1) est donnée par :
u(t) =, (1)+ou(r) (2.42)

En introduisant cette entrée de commande dans le modele non linéaire perturbé donné par

(2.40), on obtient :

E,0=E,,0, i=L..m, j=1..p -1

(2.43)
gi,p, (t) = ai.pl (gref (t) + e(t)’z’_lref (t) + &I(t)’ pnam + @?)

on peut alors en déduire le modele non linéaire de 1’écart, représentant la différence entre le

modele perturbé et le modele nominal :

é/,/ (t) = el,j+l (t)

: _ . (2.44)
ei,p, (t) = ai,p, (gref (t) + e(t)’ ure/' (t) + 51/7(1‘), Prom + &))_ g(l,p,)m, (t)

Exemple 2.2 - Pour illustrer la proposition 2.2, nous allons considérer le systéme non linéaire
plat perturbé donné par (2.19). Dans ce modele, le vecteur des sorties plates dépend du

vecteur des parametres p considéré invariant dans le temps et non parfaitement connu.

En considérant d’abord les notations :

EN=12,0).2" 0).2,(0,2," O =[&, (1., (0., (1).E, O (2.45)
et le difféomorphisme suivant :

(61 (0,81 (0,65, (D, D) =[P3x,, Py PoX, Xy, DXy, P DY, Y] (2.46)

le modele plat perturbé modélisé par (2.19) peut s’écrire sous la forme suivante :

511 = 512
5-12 = DDy DUy Xy + Py D3 PyX U (2.47)
gzl = 522

$n = p22p3x1x4 + D, P PaXoU,

En remplacant les variables xj, x, et x4 par leurs expressions, en fonction des sorties plates,

données par (2.21) on obtient le modele non linéaire de I’écart suivant :
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€, =ep,
(‘522,.0, +ey)
(511“:, +ey)

¢ 22, S Ly & 2,

e, =(p, +p Wps,, + &y )(u%cf + ity ) (P, + P, Py, + p,)

nom nom

(‘fllmf ey )(glz,.c_, tep,)

(u, +ou)—p, ps u, — Dy Pq U,
( §22,.U/ + 622) ref nom nom ref gll,ﬁ nom nom gzsz ref
) ’ ’ (2.48)
€y =€xp
(é:lz_ +elz)(§22_ +e,)
€n = ’ : +(p,, + P, Wp, + P, )(Zjll“,, tey, )(ul,_t,/ +0u,) -
(‘fu,rf +ey) ’
g 2, é:zz,.t,/
- D, Pa,, ¢ L,
51 Ly )
A

On peut montrer que les deux propositions 2.1 et 2.2 présentées sont équivalentes. En effet,

pour montrer cette équivalence il suffit d’écrire :

& 0=2"@1

0] = 2,0 (2.49)
¢, =.z,“” )
d’ot
a,, (&, p) =LV capmZ, (x4, p) = h,,(Z,1, p)
a,,( u,p)= L(Z)f,p (x.ll,[’).Z,‘ (x,u,p)=h,(Z,u,p) (2.50)

a,, (&, p) =17

ip

(/"a”-[’)Zi (x’l’_l’ p) = hj/)' (2’ 1’7’ p)

Ces deux propositions, permettent d’obtenir un modele, non linéaire de 1’écart, caractérisant
la dynamique de 1’écart entre un modele nominal et le modele incertain. Ce modele non
linéaire, s’écrivant seulement en fonction des trajectoires de références des sorties plates, de la
commande et des parametres, peut €tre caractérisé par un modele LPV en effectuant la
linéarisation au premier ordre le long des trajectoires de références des différentes sorties

plates. Ceci fait I’objet du paragraphe suivant.
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2.4 - Caractérisation du modéle non linéaire de I’écart sous forme LPV

Dans ce paragraphe, on se propose de linéariser le modele non linéaire de 1’écart, donné par
I’expression (2.8) ou (2.35), le long des trajectoires de références des différentes sorties plates

du systeme.

Dans la proposition 2.1, en utilisant le développement au premier ordre en série de Taylor, les

équations (2.8) se linéarisent, le long des trajectoires de références, sous la forme :

oh, , (z,u, oh, , (z,u,
Z,.(p‘)—zl. P 10, p), 5+ l,p,(_ p), Si+
2 | u |
U,y U,y
Prom Prom 2.51)
ahj P, (E’ 179 p) _ —
—=——  P+R(zZ,u,p)
ap ;:’,:ef‘
P
que I’on peut réécrire :
oz
Zi(p') - Zj,-q/ " = Dhi,P‘ (Zref ’L_lrcf ’ pnom) ou |+ R(E’ Z/_l’ p) (252)
o

avec la notation :

oh, , (z.u, p)‘ oh, , (.1, p)‘ oh, , (z.u, p)‘
- - o,
N A A
Puom Puom Puom

(2.53)

Dh/,p,- (Eref’ uref’ pnom) = =

et
R(X, Z’_lv p) = éx (xJ’_l? p)(x - xref ) + éﬁ (xJ’_l? p)(L_l - L_lref ) + ép (x,?/_l, p)(p - pnam) (254)
avec

lim & (x,u,p)=0, lim & (x,u,p)=0 et lim &, ((x,u,p)=0 (2.55)
XX, U,y P Prom

En utilisant le changement de coordonnées suivant :

[0z,,02,",...,02,""1" =[e, €, 55eemve,, Iy i=1..,m (2.56)

i 2L p;

I’expression (2.51) décrit donc un modele linéaire de 1’écart donné sous la forme canonique

suivante :
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e_1 Al,l Al,z Al,m e_] Bl,l Bl,z Bl,m 5&
é_z _ Az,l Az,z Az,l e_2 + BZ,I Bz,z Bz,l 5& +
G, | G, Cl,q %
Cy | Cos C,, %
Cm,l Cmyz Cm,q ) 5pq )
avec
e = [ei,l €i 05005, €, ]T (2.58)
et chaque
0 1 0 0
0 0 1 0
4, = : P leRr, iedl... m} (2.59)
0 0 0 1
ai,i,l at,i,2 al i3 ii,p; )
0 0 0 0
0 0 0 0
4,,=| i : ColeRje, g jedl,...my j#i (2.60)
0 0 0 0
ai,j,l ai,j,Z ai,j,?a L, ],p; y
0 0 0 0
0 0 0 0
B, = : ek g jed,... m} (2.61)
0 0 0 0
bi,j,l bi.j,z bi.j,3 bi.j,p, y
et
0 0 0 0
0 0 0 0
C, = : oleRr, g jedl,...,m} (2.62)
0 0 0 0
ci,j,l ci,j,2 Ci,j,S Ci,j,q )
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ou
oh, , (z,i, oh, , (z,i, oh, , (z,i,
a,jkz I’k( p p) ’bl/k= ’k( p)7 s /jkzi’k( p)7 (263)
oz Zref ou Zrf ap Zy
J U, J U, s J Uy
P, Prom

Dans le cas de la proposition 2.2, la linéarisation du modele non linéaire de 1’écart donnée par

(2.35), le long des trajectoires de références des sorties plates, permet d’obtenir un modele

linéaire de I’écart donné par :

i Z1,1 Z1 2 Zl,m i El,l El,2 El,m 57’{1
éfz _ Ay, | 4ss 4, € + By, | By, B,, 5&
év1 1 51,2 él,q %
Cz,l Cz,z Cz,l %
ém,l ém,z ém,q ) 5pq
avec
0 1 0 0
0 0 I - 0
4,=| + o ek, iedl...,m} (2.65)
0 0 0 1
ai,i,l ai i,2 ai,i 3 Zii,i,p, )
0 0 0 0
0 0 0 - 0
4,,=| : P e R djedl,... omy j#i (2.66)
0 0 0 0
Eii j.l Eii 7.2 Eii j.3 a‘i.j.p‘ )
0 0 0 0
0O 0 0 - 0
B, = : o Co ek, g jedl,...,m} (2.67)
0 0 0 0
bi,j,l bi,j,z bi,j,3 bi,j./), )
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0 0 0 0
0 0 0 0
C,,= : eR7, g jedl,...,m} (2.68)
0O 0 0 -« 0
Ei,j,l Ei,j,Z Ei.j.3 Ei.j,q y

et ou les termes g ,. 5

Lk et Ei,j,k sont donnés par:

i)k

aai,k( rer T €U,y +OU, Do + 5]’]

i,j.k

de, e
17:/
5 _ aai,k (gref +e, Z’Trcf + 51’7’ P rom + (SPX (269)
kT 9o, E
J é’;;’"
Uryg
E _ aai,k ref + e’ﬁref + &’ pnom + 5p}
nIk I, ‘ Lo
i,

Le modele linéarisé obtenu a travers la proposition 2.2 est équivalent a celui de la proposition
2.1, ce qui est logique puisque les techniques de linéarisation utilisées sont équivalentes.

Dans le cas des systemes plats, le vecteur des états de références x,.r et celui des commandes
nominales associées u,.; sont donnés en fonction du vecteur des sorties plates z.r et d’un
nombre fini de ces dérivées. De plus, les trajectoires de références des sorties plates z,.Af)
peuvent étre assimilées a des polyndmes a coefficients constants qui ne dépendent que de la
variable temporelle ¢, ce qui implique la dépendance du temps des trajectoires nominales
Xre(1) et uf). Une fois ces termes réintroduits dans le modele linéaire de I’écart, les
expressions (2.57) et (2.64) décrivent donc un modele LPV incertain qui s’écrit sous la forme

d’état standard suivante :

é(t) = A6(t))e(t)+ B(6(1)ou(t)+C(6(1))dp (2.70)
ol e, ou et dp correspondent respectivement au vecteur d’état, au vecteur de commande et au
vecteur d’incertitudes du syst¢eme LPV incertain obtenu.
Le vecteur des parametres &) regroupe les différents termes a, (1), b, ,,(t), ¢, (1),
a,,(t), b, et ¢, (n exprimés en fonction des valeurs nominales po, du vecteur des

parametres p et des trajectoires de références x,Af) et u.At) calculées a partir des trajectoires

de références des sorties plates z..(f) du systeme non linéaire plat considéré.
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Chaque composante 6;(r) du vecteur des parametres (r)e R" est supposée mesurable en temps
réel et bornée par des valeurs extrémes, Gi(1)€ [@imin Gimax] OU Gimin €t Oimax sONt respectivement
la borne minimale et la borne maximale du parametre 6;(7).

Remarque - La validité de ce modéle LPV suppose que la boucle de régulation garantisse que
le systéeme reste dans un voisinage borné de la trajectoire de référence.

Suite de I’exemple 2.1 — Le développement au premier ordre en série de Taylor des

expressions non linéaires (2.29), (2.31) , (2.33) et (2.34), a I’aide d’un logiciel de calcul

formel, permet d’obtenir les expressions linéaires suivantes :

1) M _ s
z -z, =0Z (2.71)
Z, u P, Py Z, U p, Py U, Z
2 5y _ P, P4, %, 2o P, 71, low P %2, 22, |
Zl()_Zl_/(): - of ref §Zl+ - o el : of  “ref L+
22,y 22, 2y
b, Ps, %, P, P, 5, 5, | Pi,P4,%, %,
- " ,+ - —du, +
z z z
L, 1. 2,
v ot y (2.72)
P Lom p 3namZ2r(:f Su P 3nomu2r(:f er(:f P 4nomZ1r(:f ercfulr(:f
— Y ou, + . p, + . b, +
Z Z Z;
ref ref ref
z z
p lnomuzl'('f 2, @ + p 2om ey Tlior gy @
. 3 . 4
2 Z,
ot ref
(1) @ _ s
z, =z, =0z (2.73)
et
z, Z z z
2) ) _ Ly “ 2ns 2 o Ly o
Zy, T2y =Py, Ps Z; U — 2 ' &, + &, +
ref nom nom  ‘ref  lref z z 2 74
Zl,.c/ Loy Loy (2.74)

nom nom nom

P, Dy Zl,_q/&’ll-i_pél ul,_q,zl,_q/@z"'pz ul_,lenf®4

nom rej

En introduisant dans les équations (2.71), (2.72), (2.73) et (2.74), le changement de variables

suivant :

[Zl’zl(l)’zz’zz(l)]T = [511’512’§21,§22]T (275)

La dynamique de I’écart entre le modele nominal (2.23) et le modele perturbé (2.19), donnée
en fonction des écarts sur les trajectoires des sorties plates, s’écrit alors sous la forme

canonique suivante :
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0 1 0 0
é[] p znomp 4nalercfu1rcf P, 2iom 4noler</u1r</ P, Lo 3nom%r(:f22rﬂf 0 plnomp 3nom%r(:f P, 2om 4naler</ZIrcfulrcf e
. . . B ; . 2
iz —_ Zz"“f Zz“:/ Zl’ er‘ff Zz’q/ @
& ! z z Z'O 0 zl &
. 122, 2 »
) |, Py AW~ 0 n
nont- “nom ‘ref ‘ref
= 4 4
ref ref ref
0 0 0 0 0 0 5
P znomp 4,,0",21“;/21,-«/ plnamp 3,,0",2 2f p 3,,0,,,%,-422,-4 P. 4,,0",2 ll-ele,-q/ul,-q/ plnom%refzznf P zm)lel'efle'q/]/lll'ef !
. . . B . . )
2 2, & 2, 2., 4, 2 &
0 0 0 0 0 0 3
Py Pi A 0 0 Pt A, 0 P A, >
(2.76)
A

Suite de I’exemple 2.2 — En utilisant un logiciel de calcul formel, le linéarisé tangent du

modele non linéaire donné par (2.48), le long des trajectoires de références des sorties plates

s’écrit par :

0 1 0 0
é, PPty PPty Prrid | o PraPiudt Prudinfin ot
. 2
i2 — ézref ézref ézref ézﬂ’f ézzref
& 0 iz 520 0 51
. 12,922, 2 12,,
) | P Ps b, = 0 =
o 51 Ly é Ly 51 b
0 0 0 0 0
pz,,omp4,m,,§1 1,(,f§1 2 pl,,o,ﬂz,mézz,e, ps,,o,,,uzre,ézz,e, p4”0"§1 1,451 2t pl,,o,,,uzrefézz,ef pz,,o,,,é 1,(,f§1 2.,
§Zzn’f é Zes + 4 ref ézzref é 2oy ézref
0 0 d, 0 0 0 0
PP S, 0 0 pi S, 0 po S,

P
P,
P

A

Dans les deux cas, le modele linéaire obtenu est un modele linéaire a parametres variants dans

le temps et ayant pour état ec R* et pour commande ue R

2.5 - Méthodologie de synthése de loi de commande robuste

Dans le cadre de la synthése d’une loi de commande robuste pour la classe des systémes non

linéaires plats perturbés considérée dans ce travail, nous proposons d’utiliser la démarche

suivante :

e (Génération des trajectoires des sorties plates de références zgr(¢).
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e Génération des trajectoires de 1'état de référence x.f(f) et de la commande nominale

associée (7).

e Détermination du modele non linéaire de I’écart généré par des variations sur 1’état, sur la

commande et sur les parametres.
e Modélisation du modele de 1’écart sous forme LPV/LFT.
e Synthese du régulateur LPV/LFT.

En effet, la commande robuste pour cette classe de systémes, au voisinage des trajectoires de
références des différentes sorties plates, se traduit par la synthése d’une loi de commande
robuste du modele LPV, représentant la dynamique de I’écart entre le modele nominal et le

modele perturbé.

Cette loi de commande doit agir sur le systeme de telle facon que I’effet di a I’écart entre le
modele nominal et le modele perturbé soit compensé, elle contribuera également a diminuer
I’effet de I’écart existant entre la trajectoire de référence et la trajectoire réelle. Ceci apparait

naturellement dans le schéma a deux degrés de liberté représenté sur la figure 1.5.

Cette démarche sera mise en ceuvre et détaillée dans le paragraphe suivant ainsi que dans le

dernier chapitre.

2.6 - Exemple illustratif

Dans ce paragraphe, nous appliquons la méthode développée dans ce chapitre sur un modele
non linéaire multi-variables d’un procédé hydraulique de laboratoire, appelé maquette

3TANKS, illustré sur la figure 2.1.

2.6.1 - Présentation du systéme

Le systeme considéré se compose de trois cuves cylindriques 7j, 7, T3 de sections identiques
S (figure 2.1). Les cuves sont connectées entre elles a 1’aide de deux tubes cylindriques de
section S, Le liquide s’écoulant dans ces cuves est recueilli dans le réservoir 7y, qui
approvisionne les deux pompes P; et P, commandées par des moteurs a courant continu. Ces
deux pompes alimentent les cuves 1 et 2 avec les débits Q; et (. Les trois niveaux d’eau dans
les trois cuves, notés A, h, et hz, sont mesurés a 1’aide de capteurs de pression piezorésistive.

Les tubes d’interconnexion entre les différentes cuves sont dotés de trois vannes de sections
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ajustables ST;, SI; et SI; permettant de simuler diverses défaillances telles que des fuites plus

ou moins importantes sur chaque cuve.

S e\
[ P)
Q=

ST, NE ST

Figure 2.1 - Maquette 3TANKS.

Le modele mathématique de ce procédé est donné par les équations suivantes :

Shy(t) ==a_,,S,2g(h () = b, () + O, (1)
Shy (1) = a_,,S, 28 (h, (1) = 1y () — a_,,S,[28h, (1) + 0, (1) (2.78)
Shy () = a8, 22 () = hy (1)) — a_,, S, 22 (h, (1) = 1, (1))

ol 1, (£)>h3(1)>hx(f), az20=0.7, az13=0.5, az=0.5, Sy=5.10"[m?], §=0.0154[m?], g=9.81[n/m*).
L’équation (2.78) peut se réécrire dans 1’espace d’état de la facon suivante :

. 1

%, (t) =—Cfs—131/x] O =x, 0+, ()

X, (1) = I3 X () = x, (1) — aéo NEN()! +%u2(t)

LS‘
(0= 1,0 =6, -2, 0 =%, 0 2.79)
Vi (Z)le ()

Y, () = x5(1)
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ot x=[x1, x2, x3]"=[l1, Mo, h3]" représente le vecteur d’état et u=[u, uz]T=[Q1, Qz]T est le
vecteur de commande. a,, = a,;,5,4/28 , ayy = a,,,5,4/28 et a; =a,;S5,4/2g . Les sorties a

commander sont données par () et y»(?).

2.6.2 - Platitude du modéle et planification de trajectoires de références

L’étude de la platitude et la détermination des sorties plates ont déja été abordées dans [77].

Soit un vecteur de deux sorties plates candidates z(¥) donné par 1’expression suivante :

20 =lz,0) z,OF =[x, @) x,0OF =20, ), %)) (2.80)

En dérivant une fois la premiere sortie plate z(7) il apparait directement 1’entrée u;(f) (voir
I’équation (2.79)), donc le nombre caractéristique p; de la sortie z(f) est €gal a 1. De facon
similaire, le méme calcul pour la deuxieme sortie plate z,(¢) implique qu’il faut dériver deux
fois cette sortie pour voir apparaitre les entrées de commande (voir I’équation (2.79)), le

nombre caractéristique de z»(¢) est donc p, =2. On a bien :
P t+p,=3 (2.81)

Pour terminer cette démonstration qui établit que les deux sorties z;(¢) et z»(¢) sont bien les
sorties plates du systéme, il ne reste plus qu’a écrire les entrées et les états du systeme u;(),
ux(1), x1(), x2(¢) et x3(¢) en fonction du vecteur des sorties plates et d’'un nombre fini de leurs
dérivées par rapport au temps jusqu’a I’ordre 2 c'est-a-dire z,(1),z,(t),z,(t),z,(t) et Z,(¢). En

utilisant les équations données par (2.79), on obtient :

) =z,0)=X,(z0)
a3z, (0) —azzm S, (t)J GO 5 D) (2.82)

32

x,(t)=z,(t)— [
x, (1) =z,(t) = X, (z,(0))

et

u ()= S2,(t) + a5z, (t) — 2, (1) =U, (z,(0), 2, (1), 2, (1))
u (l)=—£[al3 Zl(t)_ZZ(t)_SZ'Z(t)I a,
’ as

a32 2 Zl(t)_zz(t

) G (0 -2,1))- 5z, <r)]—
(2.83)

ap Z](l)—Zz(t)+ago Zz(l‘)_(a13 Zl(t)_azz(t)_SZ.z(t)J

32

=U,(z,(),2,(1), 2, (1), 2, (1), %, (1))
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Remarque - Dans cet exemple, les coefficients d’écoulement (az;s, azs; et azz) sont
considérés constants et non nuls. On pourra constater que pour un coefficient az;3 variant
dans un intervalle borné contenant la valeur nulle, le choix des sorties plates (hy, hs3) n’est pas
valide sur tout le domaine contrairement a (h;, hs). Ceci constitue un exemple de systéme
pour lequel les sorties plates candidates sont plus ou moins sensibles aux variations

paramétriques.

La démonstration de la platitude du procédé hydraulique a été rappelée et des sorties plates
z1(¥) et zy(¢) ont été proposées. Traitons a présent I’apport de la platitude a la planification de

trajectoires de ce procédé.

Pour la planification de trajectoires des états et des entrées de commande en boucle ouverte,
nous allons utiliser la possibilité de réécrire les trajectoires de I’état et de la commande en
fonction de celles des sorties plates et de leurs dérivées. En supposant que z[(f)=[x1,Af)
X3ref(t)]T est la trajectoire de référence du vecteur des sorties plates, les trajectoires de
références des états x1,.A1), X2re/(1), X3rA1) €t des deux commandes nominales associ€es u1,./1)

et ua/(f) peuvent étre obtenues directement en utilisant I’équation (2.82). Ce qui donne :

x, 0=z2,0=X,, 0)

2
4o, -5, 055, 0
X, =z, (O)- 341, 2, 2, - X, (Zl,ef 0),2,, (1.2, ([)) (2.84)

as

X3, )= z, n=X, (Zznf (t))

et

u, (=5, O+ayfz Oz, O=Ul, 0.2 0.z, 0)
28 | 4i34/%1,, (- 22, () - SZ‘zm_, (1) a,

uy ()=—-— (Z'lnf -z, (l‘))— Sz, |-
as, as 2z, )=z, (1) ’ ’

. 2
- Szznf )

a;54/7,, (1) - Z., (1)

a, /zlw (1) - Z, () +ay, Z, ) —
) ) ) ay

U, 0.2, 0.2, (0.2, (0.2, ()

(2.85)

En tenant compte des conditions initiales et finales :

z,(0)=040  z,(0)=.0.30

(2.86)
z,(100) =0.45 z,(100) =0.35
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et

(2.87)

2,(0) = 2,(100) = 2,(0) = ,(100) = 0
% (0) = #,(100) = %, (0) = Z,(100) = 0

on peut choisir deux trajectoires polynomiales correspondantes aux deux sorties plates du

Ces deux trajectoires tracées sur la figure 2.2 sont données par :

systeme.

(2.88)

Fos
< 7
S <
o+
™

~ (o}
o~
S b2
o+
IS &
+ 4
<+ <~
A ~
SN
+ +
v wy
ts tS
S
+ +
=} Nl
~ ~
O \O
S
Il Il
==
— (o}
N N

ai, ao, b, bs, by, b3, by, by et by sont donnés respectivement

ou les coefficients ag, as, as, as, as,

27.5%10°, 5%107, 0, 0 et

bl

,5%107, 0, 0, 0.4, -4x1073, 3x10™!

9

M 7.5%10

par : -4x107"3, 3x10

0.3.

0.4
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¢ § % 88 88 52§ 3
S S 3 S S
[wliaizz
T T T T T T T T T
| | | | | | | | |
L4 oL _c_r_
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
Ny T [ A A
) | | | | | | | |
| | | | | | | |
iy e R
| | | | | | | |
| | | | | | | |
b —d o -t -4 ——-l—— -+ —
| | | | | | | |
5 | | | | | | | |
=% i e i Bl et i N il el il
| | | | | | ) | |
| | | | | | | |
it e St et et Rl St Rt Nl Mt
| | | | | | | | |
| | | | | | | |
R L e I
| | | | | | | | |
et A
1 | | I I i | i 1
| | | | | | | | |
O S N N I (N R B R
| | | I | | | | |
| | | | | | | | |
| I | | | | | I |
T A A
S S S S S
[whouz

tempsls]
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Figure 2.2 — Trajectoires de références des deux sorties plates.

u2ref

x10°

utref

x10°

temps(s]

temps(s]

Figure 2.3 — Trajectoires de références des entrées de commande.
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Les trajectoires de références, des deux sorties plates, sont par la suite introduites dans les
expressions (2.85) afin de calculer les trajectoires de références, des deux commandes
nominales associées, représentées sur la figure 2.3. On constate que le débit maximum pour la
premigre pompe est égal a 4,94x10” [m?/s] et 8,82x10” [m?/s] pour la deuxiéme pompe, donc

le niveau de saturation des deux pompes égal 2 9,5x107 [m?/s] n’est pas atteint.

Apres avoir calculé en boucle ouverte les différentes trajectoires de références, nous allons

procéder au calcul du modele de 1’écart puis a sa modélisation sous forme LPV.

2.6.3 - Détermination du modéle non linéaire de I’écart de trajectoires

Afin de calculer le modele non linéaire de I’écart, considérons le changement de coordonnées

suivant :

O =z,0,2,0.2,0] =[¢,0).8,0.8,Of (2.89)

a travers le difféomorphisme :

0 =l 0.6,0.6,0F =[x1<r>,x3<r>,"—; () —x,( —% xg(t)—xz(t)} (2.90)

le modele non linéaire donné par (2.79) peut étre réécrit sous forme d’un nouveau modele non

linéaire donné sous la forme :

G=="2 [§H<z)—§21<z>]+;ul<z>
éz[(t) :é{zz(t)

én()= % (20,1, (0 = &y O] +1,(0) + a4, L6, (0 — & (O] ~ SE (1)~ (2.91)

2S2 [gll(t) _le(l)]

e (a,[6, 0 =&y (0] + 258, () +
282 4, (=& (0] — 52, ()

13 111_21t_Szzt2
ay |0 - a3&,, () j()] <y (0) —u)

Pour les trajectoires de références suivantes :
&=l 0.8, 0.6, of (2.92)

le modele nominal de (2.91) sera donné par :
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: 1
&,0=="2J1&, 0-&, 01+ ©

&, 0=¢ O

ézzw.(t) = alS (_2013 [4:1 Ly (l)—5217_4(2‘)]4—1/!1’_4(1)+6113 [é:l L_L:,.(t)_é:zg_ef (l)]_ngz,_d.(t))_

2S2 \’[Qr] Ly (t) _§21Nf (t)]

2

* e, 08, O1+2%, 0+
2S2(q3 &, 0-¢, <r>]—Sézz_q,.(t))

a4 G, —&y 0185, © )
@

Gy, |& 1y, @O —u, ()

) (2.93)

d’ou, I’écart entre le modele nominal (2.93) et le modele perturbé (2.91) sera représenté par la
dynamique de I’écart de trajectoires e(f)=&(f)-&,/(1) donnée par le modele non linéaire

suivant :

: s 1 1
&n-¢, (= —%Jmn—@m D) +%,/5w 0=,y O =ty ()

é:l(t) _ézlmf (t) = f:z(t) _égzsz (t)

En)=éy (= m(— 20413\ (0 = &3, (1) +t, (1) + apy ()= Ey (1) = S5y (D)
1\ "6

2

32
ZSZ(a” @&y - 8E, )

32

[ 3V g11 ~ S _ngzt i
)[_als fll(t)_‘f:l(t)+25‘:»522([)++a20\/§21(t)_[aL 2 5 (t) : () -

uz(t))— ~ s (_247131 $n, =& (D +u,  (D+a,(¢n (t)_le”f () =8¢y, (t))+
25-1 éguuf (t)_§21"f (t) i i i i ;

s e 0-E
¢, (D=E, (O +28E, (D)+
ZSZ(aH ég”"f (t)_ézhzf O] _S§22,ef (t))( l e 2 22ry
dg fn", (1)—521"/ (1) _szsz ) 2
T fa 07 ‘ ‘ — | -, 0

a32

(2.94)

A partir du modele non linéaire de I’écart obtenu, nous allons déterminer un modele LPV puis

en intégrant les performances désirées effectuer la synthese de régulateur LPV de poursuite.

2.6.4 - Modélisation sous forme LPV/LFT

Une linéarisation au premier ordre du modele non linéaire donné par (2.94) est effectuée, via
le logiciel de calcul mathématique, le long des trajectoires de références des sorties plates
Zef(). Le modele linéarisé correspondant est un modele LPV donné par la représentation

d’état suivante :
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6, () (A4,(0) A,() 0 | B, () 0 Y e,
56, (1) 0 0 1 0 0 | de, (0
06, (1) |=| Ay, (1) Ay, (t) A1) | By (1) By, (1) | ey, (1) (2.95)
SA, (1) 1 0 0 0 0 | o6Au, ()
SAY, () 0 1 0 0 0 | oAu, @)

avec A1(1), A1x(t), A31(t), A3x(1), A33(r), B11(¥), B31(f) et Bsy(f) sont des termes mesurables en

temps réel et dont les expressions sont données par :

A]](t):_ ’ A12(t):

1
s B]] = 2.96
(1) S (2.96)

a3
2\[ eref - Z2ref SC ¢

2

G5 (2.97)

a;
B31(Z): 2 s B32(t): 2 .
2SC \V eref _Z2ref 2Sc (aIS'V eref _Zquf _ScZquf)
0132 _ a13(a13 \ eref _ZZref +u1ref —SCZ.sz) _

a;
2\[ eref - ZZref SC

A4, () =-
; 2 32 g 2
4(eref - ZZref )Sc 4(eref - ZZref) Sc
a? a; 5 (ay; \Zirer T Zorer T SCZ.Zref )a;
32 -

— . 2
2\/eref ZZref (a13 \ eref - ZZref - SCZZref) 2
2 ZZref - asz; Al eref - ZZref

ay,’ (2.98)

2 .
2Sc (a13 eref _ZZref _SCZZref)

[ . 2
2 . (a13 eref - ZZref - SCZZref)
az | —dgy \ eref - ZZref + 2S022ref + ay ZZref - a 2 - u2ref 13
32

2 . 2
4Sc (013\[ eref _ZZIef _Sczbef) v eref _ZZIef
a132 4 ay(ap, N et T Zare Ui ~ Scz'sz )

45, (1) =
32 2 3/2 2
4(erqf - ZZref )Sc 4(erqf - Z2rqf ) Sc
2| a; _ 1+ (013\’ eref _ZZref _SCZ.Zref )a13
as ) Ay - >
A/ eref _ZZref \/ (0131’21@/ _Z2rqf _SL'ZZ/'ef)
z —
2ref 2
ay (2.99)

2 .
2Sc (al3 v eref - Z2rqf - SL'Z2rqf )

[ . 2
2 . (al3 erqf - ZZref - Sc ZZref )
Ay | =i 2y ~ Zarg T 2Sczzref 1 ay04| 20 — 2 U s
a
3

2 [ . 2
4Sc (al3 eref _Zquf - SCZquf) eref _ZZref
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et

a2las 4 ay, (a13\/ Ziref ~ Zoref _SCZZI'ef)SC
32 c
f . 2
(a13 ercjf - ZZref - ScZZrcjf) 2
ZZref -

2 as,
a; as,

Ay (1) =— - - - (2.100)

2 .
2\[ eref - ZZref Sc SC (a13 \V eref - ZZref - SCZZref)
(anAz, =2, =S 2, )°
2 2S . 13 Lref 2ref c“ 2ref
A3y | =37\ Z1ns ~ Zopp ~ 4020 T 204|200y ~ Uy

2
as

[ . 2
2Sc (a13 eref - ZZref - Sc ZZref)

En utilisant les trajectoires de références des deux sorties plates (figure 2.2), les parametres

A, A, B et Bs(f) sont représentés par des valeurs constantes données
respectivement par -0.0114, 0.0114, 64.9351 et 64.9351 et les termes A3(f), A3x(¢), A33(¢) et
Bsy(¢) sont représentés par les trajectoires tracées sur les figures 2.4 et 2.5, d’ou le vecteur des

parametres variables &) correspond alors a :
6(1) =[ 45, (1), A3, (1), 45, (1), By, (D] =[6,(1),6,(1),6,(1),0,(0)] (2.101)
Le domaine de variations de ces différents parametres est défini par les inégalités suivantes :

-3.0646x107 <6, (r) <3.3671x10™
-4.8935%10* <6, (1) <-1.1375x10™*
-0.0689 < 6, () < -0.0339
0.7383<6, (1) <1.2562

(2.102)

temps|s] temps(s]

Figure 2.4 — Trajectoires des parameétres variables 6,(t) et 6(1).
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Figure 2.7 — Trajectoires des variations paramétriques normées 96s(t) et 06,(1).

Apres avoir déterminé le modele LPV et normalisé les différents parametres variables, on
applique ici la méthode de représentation du modele LPV sous forme LFT, décrite dans le
chapitre 1 par le théoreme 1.3, afin de réécrire le modele LPV du procédé hydraulique, donné

par (2.95), sous forme d’une LFT basse f,(P(s), A(¥)) d’un modele nominal P(s) et d’un bloc

de parametres variables A(?) représenté sur la figure 2.8.

A1)

A

P(s) >z

l vy

Su

Figure 2.8 — Structure du modele LPV du procédé hydraulique.

avec
D D C
P(sy=| % "2\ "t (sI-4)' (B, B,) (2.105)
DZA D22 2
tel que
-0.0114 0.0114 O 00 0 O 64.9351 O
A= 0 0 1 B,=|0 0 0 0} B, = 0 0
0, 0,y 0Oy 1111 0.7383 0,
6, 0 0 0 0 (2.106)
100 0 0, 0 0 0
¢, = 01 0 AT 0 0 0, D,, = 0 0 Dy, =D,, =D, =0
0 0 0 0,
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Le bloc paramétrique A(¢) est donc de dimension 4, il est donné par :

56,(t) 0 0 0
0 06, O 0
At) = ) (2.107)
0 0 66,() O
0 0 0 60,(t)

2.6.5 - Cahier des charges et fonctions de pondérations

L’objectif de la boucle de régulation est d’asservir les niveaux d’eau dans les cuves 1 et 3, en
faisant passer le niveau d’eau de 0. 40 [m] a 0. 45 [m] dans la premiére cuve et de 0.30 [m] a
0.35 [m] dans la troisieme cuve. En présence d’une perturbation initiale égale a 0.02 [m] sur
les deux niveaux d’eaux, on souhaite un rejet de perturbations en 3 [s] environ sur la cuve 1 et
un temps de ’ordre de 12 [s] pour la cuve 3. L’écart entre ces deux valeurs est di au fait que
la cuve 1 est alimentée directement par la pompe 1, par contre la cuve 3 est alimentée a
travers les cuves 1 et 2. De plus, la commande appliquée ne doit pas solliciter de fagon trop
importante les deux pompes P; et P, sachant que le seuil de saturation de ces deux pompes

est de 9,5x107 [m?/s].

Cela constitue les spécifications de suivi des trajectoires de références, elles seront étudiées en
examinant la fonction de transfert reliant les signaux d’entrées de références w(¥) représentant
les deux sorties plates de références zi,(f) et zo..Af) et les signaux de sorties e(f) représentant
les deux écarts &z (¢) et dzx(f) (figure 2.10). Cette fonction de transfert, appelée fonction de

sensibilité, est donnée par :

1 1
S()=T,.,.(s)= 1+ P(s)K(s) W,(s) (2-108)
avec
W, (s) = Wals) 0 2.109
e (S) - O I/chz (S) ( . )

est une fonction de pondération choisie de facon a vérifier les objectifs donnés dans le cahier
des charges. Les réponses fréquentielles des gains principaux de I’inverse des deux

pondérations W, (s) et Wey(s) sont représentées sur la figure 2.9.
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’ filtre pour S=1/(1+GK) 1/We (performances)

---- 1/Wel H
— 1/We2 H

gains principaux de 1/We1(s) et 1/We2(s)

10°
pulsations [rad/sl

Figure 2.9 — Gains principaux des fonctions de pondérations.

2.6.6 - Synthése de régulateur LPV

Pour un choix effectué de la fonction de pondération, il ne reste plus qu’a construire le
modele standard de synthese représenté sur la figure 2.10. L’objectif est de synthétiser un

régulateur de telle sorte que :

HT':]“:/. —dz, (_/CO )We]

<y (2.110)

- < Y et HTL,ZH:[ —0z, (ia))/Vez -

ou y>0 est un indice de performance spécifi€.

Comme les amplitudes des variations parametres ne sont pas tres fortes, I’application de la
méthodologie de syntheése LPV proposée dans [17] est immédiate. La résolution a été
effectuée grace aux outils de la LMI Control Toolbox [54] de MATLAB®. Nous avons obtenu
pour le choix de la pondération indiqué plus haut, un niveau de performance y= 0.9125 et un
régulateur LPV de forme similaire a celle du systéme, dont la dimension de 1’état est égale a
5. On vérifie que les contraintes imposées par les fonctions de pondérations sur les différentes

normes des fonctions de transferts (s) et T,

Dy —0z

(s) sont respectées pour toutes les

ref =07

trajectoires admissibles des parametres du systeme LPV (figure 2.11).
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T
T sz[ZWely ZWeZ]

We(s <
A WA ZA
W=[eref; Z2ref] ! T — r
. Su=[duy, dwp]” z=[z1, z2]
) > > P(s) >
+ A
- K(s) |«

ZAk WAk

AW
Figure 2.10 - Modéle de synthese.
; filtre pour Tz1ref-->e1 1/We1 (performances) 1 filtre pour Tz2ref-->e2 1/We2 (performances)

Tz1ref-->el1 1/Wet

=
E
C

[muinlint

I
Tz2ref-->e2 1/We2

I
TiTim =
[RERI]
[RERI]

pulsations [rad/sl

pulsations [rad/sl

Figure 2.11 — Gabarits fréquentiels des différents transferts entrées/sorties.

2.6.7 - Simulations

Nous avons simulé, sous environnement Matlab®/Simulink, le comportement du procédé

hydraulique avec cette loi de commande. Le simulateur comporte un bloc de génération de

trajectoires et une boucle de régulation implantée conformément au schéma a deux degrés de

libert¢ de la figure 1.5. Le bloc de génération de trajectoires fournit les trajectoires de

références des deux sorties plates et des deux commandes nominales associées et la boucle de

régulation contient le régulateur LPV mis sous forme LFT.

Lors de la simulation, nous avons considéré la méme erreur initiale, sur les niveaux d’eau

dans la cuve 1 et 3, d’une valeur égale a 0.02 [m]. La figure 2.12 représente I’évolution des

trajectoires réelles et des trajectoires de références des deux sorties plates du systeme pour

toute variation des parametres. Comme la loi de commande est calculée autour des trajectoires
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de références, le régulateur permet de compenser les écarts de trajectoires, il permet aux
écarts représentés sur la figure 2.13 de converger vers zéro en un temps de 1’ordre de 4 [s]

dans la premiere cuve et de 12 [s] dans la troisieme cuve.

zirefetz1 2refetz2

0.34]

o
@
=)

o
@
]

Zirefetz1 [m]
22ref et 22 [m]

0.31

temps [sec] temps [sec]

Figure 2.12 - Trajectoires réelles et trajectoires de références des sorties du systeme.
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Figure 2.13 — Ecarts de trajectoires.

2.7 - Conclusion

A travers ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probleéme de la caractérisation de la

famille de modeles décrivant un systéeme plat perturbé sous forme de systeme LPV.

Dans un premier temps, nous avons rappelé la classe des systeémes non linéaires considérée
dans ce mémoire, puis nous avons présenté une méthodologie permettant de résoudre ce
probléme. Cette méthodologie est basée sur une procédure a deux étapes. La premiere étape
consiste a calculer le modele non linéaire de I’écart décrivant le comportement de la
dynamique de 1’écart des trajectoires de références des sorties plates. Cette étape a été réalisée

en utilisant deux formalismes possibles. L’équivalence entre ces deux approches a été étudiée.
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La seconde étape consiste a linéariser le modele non linéaire de 1’écart obtenu le long des
trajectoires de références des sorties plates. Cette linéarisation est effectuée en utilisant le

développement au premier ordre en série de Taylor.

Dans un deuxieme temps, nous avons abordé le probleme de synthese de lois de commande
robuste des systemes non linéaires plats perturbés. Nous avons alors traduit le probleme de
commande robuste d’un systeme plat incertain en un probléme de poursuite robuste de
trajectoires d’un systtme LPV. Un régulateur LPV associé au modele LPV obtenu est

déterminé en utilisant les outils de synthese LPV basés sur I’approche LFT.

Une fois que la méthodologie développée dans ce chapitre a été définie et illustrée sur un
benchmark de procédé hydraulique, le chapitre suivant a pour but de mettre en ceuvre les
techniques proposées sur une application industrielle portant sur le probleme de guidage de

trajectoires de I’ARD.
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Chapitre 3

Mise en ceuvre, application au modele ARD

3.1 - Introduction

Le probleme de la rentrée atmosphérique est un des axes de recherche important du domaine
spatial. Depuis les années 60, de nombreux véhicules spatiaux sont rentrés dans 1’atmosphere.
Citons notamment les capsules Américaines Mercury, Gemini, Apollo, la navette Spatiale
Shuttle, les vaisseaux Soviétiques Soyouz et Salyut qui ont jalonné cette période. En Europe,
les études de véhicule réutilisable remonte au projet de la mini navette Hermes abandonné en
1992 suivi du démonstrateur de rentrée atmosphérique ARD (Atmosphérique Re-entry
Demonstrator) qui a volé en 1998 et amerri dans le Pacifique. Dans la perspective de la
maitrise des vols habités dans 1’espace, I’Europe testera pour la premiere fois dans le cadre
des programmes civils, en 2007-2008, la rentrée atmosphérique planée en utilisant le Pré-X.

Ce véhicule préfigure le futur véhicule Européen.

Toute mission humaine doit affronter le probleme du retour sur terre, ce qui exige d’annuler la
quantité¢ importante d’énergie liée au mouvement orbital. Le frottement atmosphérique
convertit cette énergie en chaleur. Pour ces différents véhicules, des méthodologies ont été
proposées pour résoudre le probleme de la rentrée atmosphérique [55, 61, 106, 117]. Parmi
ces lois de guidage, le guidage en rentrée Apollo/Shuttle et ses dérivées (voir par exemple

[11] et [61]) constitue une référence en la maticre.

Dans ce cadre, I’application de la méthodologie de caractérisation des systemes non linéaires
plats perturbés sous forme LPV, développée au chapitre 2, au probleme de guidage de

véhicule de rentrée atmosphérique ARD va constitué 1’essentiel de ce dernier chapitre.

La premiere partie de ce chapitre est consacrée a la présentation de la capsule ARD (figure
3.1), de ses différents objectifs et des différentes étapes constituant sa mission, toute en
portant une attention particuliere a la phase de rentrée atmosphérique. Ensuite, nous
détaillerons le modele mathématique de I’ARD. De maniere classique, on utilisera les

hypotheses de découplage entre les modes longitudinaux et latéraux. La deuxiéme partie de ce

77



Chapitre 3 Mise en ceuvre, application au modele ARD

chapitre est dédiée a la démonstration de la platitude du modele découplé utilisé et a la
génération des trajectoires de références, des sorties et des commandes nominales associées,
en utilisant la platitude. La troisiéme partie de ce chapitre porte sur le calcul du modele de
I’écart de trajectoires en utilisant un changement de coordonnées sur les sorties plates et
également la linéarisation au premier ordre, autour des trajectoires de références, de ce
modele de 1’écart. Cette partie nous permet donc de caractériser le modele non linéaire de
I’écart obtenu sous forme LPV. Enfin, les différentes techniques de synthése de régulateur
LPV garantissant stabilité et niveau de performance peuvent étre appliquées au modele LPV

ainsi obtenu.

Figure 3.1 - Démonstrateur de rentrée atmosphérique.

3.2 - Description du systéme

Le démonstrateur de rentrée atmosphérique est le premier véhicule spatial Européen civil a
avoir accompli sa mission. Son développement a été confié a Aérospatiale Espace & Défense
(aujourd’hui EADS SPACE Transportation), qui a en particulier développé les algorithmes de

contrdle du vol (navigation, guidage, pilotage).

L’ARD est une capsule de forme type capsule Apollo (figure 3.2). Les dimensions sont
homothétiques a celles de la capsule Apollo. Le rapport d’homothétie est d’environ 0.7. Le
diametre du bouclier est de 2,80 [m], la hauteur de la capsule est de 2,20 [m] et son poids est

de 2711 [kg] ([101]).
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2,20 [m]

280 [m] |

A
A

Figure 3.2 — Forme et dimension générale de I’ARD.

L’ARD a accomplit son premier vol avec succes en 1998 lors du troisieme lancement
d’Ariane-5 (vol 503). La mission ARD consiste en 4 phases (figure 3.3) : apres injection
(phase de décollage), la capsule a ensuite effectué une phase balistique jusqu’a une altitude
maximale de 830 [Km], puis la phase de rentrée dans 1’atmosphere a débuté a une altitude de
120 [Km] du sol terrestre jusqu’a une altitude de 5 [Km] ou les parachutes ont été ouvert pour

un amerrissage dans 1I’Océan Pacifique (phase de descente et de récupération).

[eS——— ——p
Cithite principale

Fhage balistique D Ré-entrée

4681 5
B Séparation
. T s

FPhase de
Fhase de ré-rentree
décollage D
5281s Fhase de
™ descente
Poirt cihle
= 60758

Figure 3.3 — Mission ARD.

L’objectif de I’ARD était d'effectuer un cycle complet (lancement, mise en orbite et
amerrissage) pour démontrer les capacités de I'Europe en matiere de lancement, de maitrise du

guidage et du pilotage pendant la rentrée atmosphérique. De plus, cela a permis l'analyse des
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phénomenes aérothermodynamiques de la rentrée et l'effet du "black-out" (coupure des
liaisons radioélectriques engendrées par le plasma chaud environnant la capsule) sur le
véhicule. L’évaluation de l'efficacité des matériaux de protection thermique et le test des

systemes de pilotage automatique et d'amerrissage par parachute ont été également réalisés.

La rentrée atmosphérique des engins spatiaux constitue la phase la plus critique de leur retour
sur terre. Elle nécessite notamment un pilotage précis et robuste. Le véhicule doit ralentir tres
fortement, afin de passer de prés de 10 kilometres par seconde a une centaine de metres par
seconde (200 a 300 km/h). Pour diviser ainsi la vitesse de la capsule par cent, il n’existe pas
d’autre solution que d’utiliser le frottement sur les couches de 1’atmosphere. L’atmosphere
doit en effet absorber une énergie cinétique considérable et la dissiper sous forme calorifique

(chaleur). Le bouclier thermique joue alors le role d’échangeur.

La chaine de traitement pour le suivi de trajectoire peut étre décomposée en trois sous

fonctions comme le montre la figure (3.4) :

Consignes Consignes
d attitude de couple
Trajectoire Trajectoire
désirée l exécutée
—»| Guidage »|  Pilotage ARD |
y
Mesures
Navigation |e

Figure 3.4 — Chaine de Guidage Pilotage Navigation.

e La navigation permet de mesurer et d’estimer, par exemple, des informations de position,

de vitesse et d’attitude. Elle fournie des mesures nécessaires au guidage et au pilotage

e La boucle de guidage, permet de contrdler la trajectoire du véhicule dans le but de suivre
un profil de trainée dii a la vitesse (figure 3.5) définie par des limites sur le flux thermique,
sur le facteur de charge, sur I’équilibre et sur la pression dynamique (voir par exemple

[61]). Cette boucle de guidage fournit les consignes d’attitude a la boucle de pilotage.
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e La boucle de pilotage permet de contrbler I’attitude de la capsule. Elle fournit aux

actionneurs les consignes de couple nécessaires.

Lirnite en facteur de charge

Trainée

Vitesse

Figure 3.5 — Enveloppe du vol.

3.3 - Modele non linéaire du systéme

L’application a I’ARD du principe fondamental de la dynamique et les relations cinématiques
associées conduit alors a un systeme de 6 équations du premier ordre. Les équations générales
du mouvement en rentrée, présentées dans ce paragraphe, sont extraites des travaux de Vinh
[123] et Betts [16]. Le modele mathématique de I’ARD est composé de deux jeux
d’équations : le premier correspond aux équations cinématiques (3.1) et donne la dérivée du
vecteur position composé de la distance R entre le centre de gravite du véhicule et le centre de
la terre, de la longitude 6 et de la latitude ¢. Le second correspond aux équations dynamiques
(3.2) et relie la dérivée du vecteur vitesse composé de I’amplitude de la vitesse V de la
capsule, de la pente y du vecteur vitesse et de 1’angle d’Azimut ¥. Ainsi, on obtient les

équations différentielles suivantes :

R=Vsiny
G =V cosysiny 3.1)
R cosg

'—Kcos cos
® R ycosy
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et
V:—%—gsiny+Qchosq)(sinycosgo—cosq/cosysingo)
j}:%cosy+(%—%]eosy+2Qsinz//cos¢)+ 2 cos p(cosy sinysin g +cosycosp) (3.2)
= L@ M) sin,u+Kcosysinl//tan(o+2Q(sin(p—cos1//tanycosgo)+ Q'R siny sinpcosy
mV cosy R vV cosYy

ou u est I’angle de gite, {2 est la vitesse de rotation de la terre et ou g est I’accélération de la

gravité donnée par :

g= % pour R >R, (3.3)

avec ,uT=3,986005><1014 [m3/s'2] représente la constante de gravitation terrestre et R.=6378,137

[Km] est le rayon équatorial terrestre.

L(a,M) et D(a, M) représentent respectivement la force de la portance et la force de la trainée

aérodynamique (figure 3.6) qui sont données par :

L(a,M):%szSCL((x,M) (3.4)
et

D(a, M) =%pV2SCD(a,M) (3.5)

ol $=6,158 [m’] est la surface de référence aérodynamique du véhicule, m=2711 [kg] est la
masse de la capsule, Cr(a, M) et Cp(a, M) sont les coefficients de la trainé et de portance et p

est la masse volumique de I’atmosphere donnée par :
p=p,exp(~(R-R,)/h,,) (3.6)

et ol pp=1,924 [Kg/m3] est la masse volumique au niveau du sol (c'est-a-dire quand R=R.),
h,.=6685 [m] est une altitude caractéristique associée au modele et R.=6378,137 [Km] est le
rayon équatorial terrestre. a est ’angle d’attaque (incidence de vol de la capsule) et M est le

nombre de MACH exprimé, a une altitude donnée, par :

V
M=— 3.7
v (3.7)
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avec V; la vitesse du son qui varie en fonction de la température dans 1’aire et qui peut étre

obtenue par :

V.=\rxoT (3.8)

S

ou x est un rapport spécifique de la chaleur habituellement égal a 1,4, v=287.05 [J/Kg/K] est
une constante spécifique aux gaz et T est la température absolue de 1’atmosphére a une

altitude donnée.

Durant la phase de rentrée atmosphérique, la masse m de la capsule est supposée constante.
L’incidence de vol de la capsule a est supposée égale a son incidence d’équilibre, c'est-a-dire
I’incidence qui annule naturellement les moments aérodynamiques au centre de gravité (i.e.,
le véhicule peut se déplacer sans utiliser la propulsion). L’incidence de vol est donc une
fonction prédéterminée du nombre de MACH M. Par conséquent, les coefficients

aérodynamiques Cp et C. ne dépendent que du nombre de MACH M, d’ou I’on peut écrire :
C,=C, (M) (3.9)
et

Cc,=C, (M) (3.10)

Trainée D

¥

Figure 3.6 — Forces aérodynamiques.

Les coefficients équilibrés sont donnés dans le tableau 3.1 en fonction du nombre de MACH.
Ces coefficients sont ceux du module de commande APOLLO [60]. Comme la forme externe
de la capsule ARD est identique & celle du module APOLLO, les coefficients aérodynamiques

sont en effet semblables, moyennant 1’adaptation de la surface de référence.
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M CL Cp CL/Cp
0.4 0.24465 0.85300 0.28681
0.7 0.26325 0.98542 0.26714
0.9 0.32074 1.1065 0.28986
1.1 0.49373 1.1697 0.42210
1.2 0.47853 1.1560 0.41395
1.4 0.56282 1.2788 0.44012
1.7 0.55002 1.2657 0.43456
2.0 0.53247 1.2721 0.41858
24 0.50740 1.2412 0.40880
3.0 0.47883 1.2167 0.39355
4.0 0.44147 1.2148 0.36341
10.0 0.42856 1.2246 0.34996
29.5 0.38773 1.2891 0.30078

Tableau 3.1 — Coefficients aérodynamiques de la capsule.

Ce tableau fournit également pour information la valeur de la finesse aérodynamique (L/D),

définie classiquement par :

AC.), (3.11)
Cp (M)

O~

Les profils des coefficients aérodynamiques équilibrés Cy, et Cp de la capsule et celui de la

finesse L/D sont tracés en fonction du nombre de MACH sur les figures 3.7, 3.8, et 3.9.

Finesse aérodnamique CL/CD
0.46 T

0.44

0.42

0.32

0.3

0.28

0.26
0

Figure 3.7 — Profile de la finesse aérodynamique.
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coefficient de trainée CD

Figure 3.9 — Profile du coefficient de portance.

On retrouve dans les équations (3.1) et (3.2) l'effet de la gravité (accélération g), de
I’aérodynamique (trainée D et portance L) et de la force centrifuge (termes en V/R dans la
dérivée de la pente yet de I’azimut ), ainsi que les accélérations de CORIOLIS (terme en )

et ’EULER (terme en Qz) liées au mouvement de rotation de la terre.
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L’¢élaboration des algorithmes de guidage est effectuée, en général, en utilisant une version
moins complexe des équations du mouvement. En premi€re approximation, on peut supposer
que I’effet de la rotation de la terre est négligeable dans les équations (3.1) et (3.2), on obtient

alors les équations de mouvement suivantes :

R=Vsiny

. _Kcosysinz//

6 (3.12)

R cosg

'—Kcos cos
2 R ycosy

et

po Do

. L(a,M) V g
=——"—-cosu+|——=|cos 3.13
14 TV JZ (R VJ 14 (3.13)

. L(a,M)

. |14 .
= Sin 4 +—cosysin i tan
mV cosy a R JEIPTERe

Apres avoir rappelé ci-dessus le principe de la modélisation du démonstrateur de rentrée
atmosphérique, nous allons nous intéresser dans le paragraphe suivant a la vérification de la

platitude du modele longitudinal de I’ARD.

3.4 - Platitude du modele ARD

Concernant la platitude du modele complet de I’ARD modélisé par (3.12) et (3.13), il a été
montré par Neckel [93], en utilisant la condition nécessaire de platitude introduite par
Rouchon [109], que le modele n’est pas plat. Cependant, si ’on considere 1’hypothése de
découplage valide, il est alors possible de se ramener a 1I’étude séparée de la dynamique

longitudinale et de la dynamique latérale.

Le modele longitudinal de I’ARD est obtenu en négligeant dans le modele complet de I’ ARD,
modélisé par (3.12) et (3.13), ’équation de la dérivée y de I’azimut décrivant la dynamique
latérale et en remplacant, sous I’hypotheése que la terre est parfaitement sphérique
(aplatissement polaire négligé), les deux variables @ et ¢ par une seule variable qui représente

la longueur de la trace au sol notée X et appelée aussi “downrange”. Cette distance

correspond a la distance horizontale parcourue depuis la verticale du point de rentrée. Cette
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hypothese peut étre émise car en entrée on a 1’altitude 4 qui est tres faible devant le rayon

équatorial terrestre R, (h << R.), d’ou la distance R est proche de R..

Cette nouvelle variable X est obtenue, en raisonnant dans le triedre terrestre porté par la

capsule représenté sur la figure 3.10, de la facon suivante :

Sur un intervalle de temps Af donné, la variation élémentaire de la position du véhicule est

donnée par :

Ar=Axi,+Ayi, +Aziy (3.14)
avec
Ax = RcosOAp (3.15)
et
Ay = RAO (3.16)

v

Figure 3.10 — Triedre terrestre porté par la capsule.

L’abscisse curviligne le long de la trace horizontale "downrange" de la trajectoire (figure

3.11) varie alors de :

(AX)? = (A¥)* +(A9)* = R? cos® 0(Ap)® + R*(A9)° (3.17)
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Iy

Figure 3.11 — L abscisse curviligne de la trace horizontale de la trajectoire.

d’ol en divisant AX par At, on obtient :

2 2
X = g =R COSZ 8 % + A_e
At At At (3.18)

= R+Jcos’ O¢p* + 6*

et comme
6= V cosysiny
R cos@
(3.19)
(/5 = K COS ¥ COs
R v
on obtient finalement :
X =Vcosy (3.20)

En utilisant ces différentes hypotheses, le modele longitudinal de I’ARD est donné par les

équations différentielles suivantes :

R=Vsiny
X=Vcosy
2
gL PV o My—gsiny (3.21)
2 m
1pSV? V g
=— C,(M)cos u+| ——= |cos
> L (M)cos u (R V) 4

Le modele ainsi obtenu est un modele non linéaire a quatre états R, X, V et y correspondant

respectivement a la distance entre le centre de gravite du véhicule et le centre de la terre, a la
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distance parcourue au sol, a la vitesse et a la pente de la capsule. Les deux entrées de
commande considérées dans ce cas sont le coefficient de trainée Cp(M) et le cosinus de

I’angle de gite cos u.

Pour ce modele, les deux variables R et X peuvent étre considérées comme des sorties plates
que nous allons noter par la suite z; et z,. Ainsi, les entrées du systeme Cp(M) et cos u et les
variables d’état R, X, J et y peuvent s’exprimer en fonction de ces deux sorties plates z; et z,
et de leurs premieres et deuxiemes dérivées par rapport au temps. Les expressions en fonction

des sorties plates des états du systeme sont données comme suit :

R=z,

X=z,

V=yz’+2, (3.22)
21

¥ = arctan —

Zy

Il est commode dans la suite de déterminer les expressions de ¥ et de j en fonction de ces

deux sorties plates et de leurs dérivées successives jusqu'a I’ordre 2 [93] :

- Zz,+2,z,
(3.23)
; 2,2, —Z,Z,

Les deux entrées de commande Cp et cos u peuvent alors s’exprimer en fonction des deux

sorties plates et de leurs dérivées de la fagon suivante :

_ 2m(=V — gsiny)

C
P pV2s
(3.24)
2m . (V g
cospy=————| 57— === |cosy
pSV(LID)C, R V
avec
~(z,—R
p=pyexp QW (3.25)
hrcf )
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et

g= Hr (3.26)

Remarque - Le modele présenté ci-dessus représente seulement la dynamique longitudinale
du modele ARD. Pour le guidage latéral, diverses manoeuvres de "Roll reversal” peuvent étre
effectuées. Ces manoeuvres font pivoter le véhicule autour de l'axe longitudinal de fagon a

rester dans un couloir d’azimut (figure 3.12). Ces manceuvres sont décrites en détail dans les

travaux de Harpold [61].
£
bt A
E 0 /’_Qimutdﬁ rEférence {5";’,2
L
;
|
Vilesse 0
+ : Roll-reversals

Figure 3.12 — Principe du Roll-reversals.

Ayant montré que le modele longitudinal de I’ARD est plat, nous allons a présent appliquer la
méthodologie développée dans le chapitre 2 pour générer les trajectoires de références de

I’état et de la commande nominale associée et pour calculer le modele non linéaire de 1’écart.

3.5 - Génération de trajectoires de références

Durant la rentrée atmosphérique, qui débute a 120 [Km] d’altitude et qui se termine a une
altitude de 5 [km], Le probleme est d’amener 1’engin spatial d’une variété initiale M, a une
variété finale M,. La capsule doit donc satisfaire, en plus des conditions initiales et finales

données dans le tableau 3.2, les contraintes suivantes [101] :

e La contrainte thermique introduite pour la protection du matériel en limitant le flux de
chaleur recu par le bouclier thermique de la capsule. Cette contrainte est surtout active en
début de rentrée, c'est a ce moment que les flux recus sont plus importants. Le flux

conventionnel ¢ est défini par :
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p=KpV? (3.27)

Le flux conventionnel ¢ est exprimé en [W/m’] pour une constante K=1,705x10"", pour

une masse volumique p exprimée en [kg/m3 ] et pour une vitesse V exprimée en [m/s]. La

contrainte du flux thermique s'exprime alors par :
<0, (3.28)

ou ¢, égal a 1100 [KW/m?] est le flux thermique maximal que peut supporter le

bouclier de la capsule.

e La contrainte mécanique introduite pour la protection de la structure du véhicule en
limitant le facteur de charge. Ce dernier est fixé par le niveau maximal de décélération
supportable par les équipements embarqués. Cette contrainte est active entre 30 et 60
[Km] d’altitude. La contrainte en facteur de charge s’exprime alors par :

2 2
VL +D <

N=Y2TZ <N (3.29)

max
mg,

ou g est I’accélération de la gravité au niveau du sol et N,,, égal a 5g est le facteur de

charge maximal que peuvent supporter les équipements de la capsule.

En effet, avec quelques approximations, ces contraintes peuvent &tres formulées par les

relations (entre la trainée et la vitesse) suivantes [101] :

2
1 0 W 1

D==SCp| o | — 3.30
2 "lc, Iy 50

/

et
N, :%pSVZ,/Cf vz =142 (3.31)
m m

ou C, est une constante. Une contrainte sur ¢ se traduit immédiatement par une contrainte sur

les variables (D, V) et une contrainte sur N, est équivalente a une contrainte sur D.

Ces différentes contraintes définissent une enveloppe de vol dans laquelle les trajectoires de
références doivent se trouver (figure 3.5). Ces trajectoires de références sont données sous la
forme de la vitesse par rapport a la trainée et elles sont différentes suivant les marges que 1’on
se donne par rapport aux contraintes limites (par exemple une marge de 35% pour le flux et

30% pour la trainée).
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Donné Notation Valeur
Longitude initiale a =120 km d’altitude 6, -156,92°
Latitude initiale a /g=120 km d’altitude 0, 2,23°
Vitesse initiale a /=120 km d’altitude V, 7536 m/s
Pente initiale a ;=120 km d’altitude % -2,59°
Azimut initial a =120 km d’altitude v, 84,35°
Longitude visée a hy=5 km d’altitude 6, -133,31°
Latitude visée a hy=5 km d’altitude o, 3,68°

Tableau 3.2 — Conditions initiales et finales de I’ ARD.

En tenant compte de ces différentes contraintes, 1’utilisation de platitude nous permet de
générer en boucle ouverte les trajectoires de références des états et des commandes nominales
associées. Dans ce cas, il nous suffit, dans un premier temps, de déterminer les trajectoires de
références des deux sorties plates zy,A7) et zo,Af). Dans un deuxieme temps, les trajectoires de
références des €tats VA1) et y,.A7) et des commandes nominales associées Cp,eA) et oS A1)
sont obtenues en utilisant les équations (3.22) et (3.24). Les trajectoires de références sont

données par les expressions suivantes :

Rmf (1) = Z ey (1)
Xy (0= 23, 1)

Vg (0 =210 (07 + 23 (1) (3.32)
ere (t)
or (1) = arctan+
Vrer fry o
et
Cp, (D)= 2m (_V(t)ref( t; 5 ref((t’) )ZSSin Vrer (1)
o " (3.33)
COS fy (1) = Pry DSV, ()(LID)C,, (1) {yrcf(t) [ R,0 V0 }cosyref (t)}
avec

£ (D2 (O F Zyp o (D24, (1)
Vi (07 + 23,0 (0

Elmf (t)22rqf (t) - 22mf (t)zlref (t) (334)

o (a0 W ’
ZZref (t) 1+ (Z_zref (l) ]
J

‘.)Mf (1) =

J;rqf (t ) =
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et

~(z, (O-R,)
e g =T

T (3.35)
hrcf Zl,.cf (t) ?

pref (t) = pO exp
La forme des trajectoires que 1’on peut donner aux sorties plates peut-étre choisie en fonction
des connaissances que 1’on a sur le systeme. Il est par exemple possible de prendre une
fonction temporelle de forme polynomiale de degré minimal vérifiant les conditions aux
limites données par le tableau 3.2. Les deux trajectoires polynomiales correspondant a celles

des sorties plates sont représentées sur la figure 3.13.

x10 distance parcouru au sol

| | | | | | |
T S By Do T I
| | | | | | | |
| | | | | | !
8 | | | | | | I i
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I I i | | I i | | | | | | | |
| | | | | | | e
| | | | | | | | | | | | | | |
6. 1 1 1 1 1 1 1 1 ol 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 0 50 100 150 200 250 300 850 400 450
temps [s] temps [s]

Figure 3.13 —Trajectoires de références de R et de X.

L’introduction de ces trajectoires dans les expressions 3.33, 3.34, 3.35 et 3.32, nous permet
d’obtenir les différentes trajectoires de références associées aux états de références et aux
deux commandes nominales du modele. Ces trajectoires de références sont représentées sur

les figures 3.14 et 3.15.

vitesse

8000

7000

6000

5000

4000

V[m/sec]
gammaldeg]

3000

2000

1000

temps [s] temps [s]

Figure 3.14 — Trajectoires de références de V et de y.
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Coefficient de Trainée
T T

cosinus angle fr gite
! !

cos(mu)

| ] |
| | |
1 1 1 1 1 1
100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
temps [s] temps [s]

Figure 3.15 — Trajectoires de références de Cp et de cos y.

Apres avoir généré en boucle ouverte les différentes trajectoires de références de la capsule,
nous allons procéder, par utilisation de la méthodologie proposée dans le chapitre 2, au calcul

du modele non linéaire de 1’écart puis a sa paramétrisation sous forme LPV.

3.6 - Calcul du modéele non linéaire de I’écart

L’objectif de ce paragraphe est de calculer le modele de I’écart de trajectoires a partir duquel,
il sera ensuite facile de faire la paramétrisation du modele longitudinal de I’ARD par un
modele LPV. Pour ce faire, nous allons d’abord considérer le changement de coordonnées, sur

les sorties plates, suivant :

&0 =[z,0., 2,0, 2,0, 2,0] =[&,0), &,0. &,0), E,0] (3.36)

En utilisant, ensuite, le difféomorphisme :

&0 =[R@), V(o) siny(t), X (@), V(E) cospv)] (3.37)

le modele non linéaire plat modélisé par (3.21) peut étre transformé en un modele non linéaire

écrit sous la forme “normale de contrdle” suivante :
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5.11 (t) = é]z(t)
&= [— i pOSV(1)* Cp,y(t)— g(t)sin V(l)} siny(#) +

Vi g

V(z{p(z)SV(z) (LID)C, () cosp UH[R(:) V()

]cos y(t)} cosy(t)
&=,
&n(n= [—;np(l)S Vn)'C,(n)—g@) Siny(t)}cosy(t) -

Vi g

V() — p(t) SV (1)> (L1 D)C, (t ‘
(){ pOSV () ( ) ()COSM()+[R(I) 0

j 0S y(t)} sin y(¢)

(3.38)

En introduisant dans le modele (3.38) les trajectoires de références 511,-4 (t),éunf (t),ézw () et
éfzsz (t) des nouveaux états &, (1),&,(1),E,, () et &, (f), on obtient le modele nominal
suivant :

G, (=&, ()

512 (n= { 1 — Py () SV, (1) Cppp (1) = g,ef(t)sln)’,e/(l)}slnV,e/(l)+

Vig @ & ()

Ry (1) V(1) ]COS ey (1 >] 008 7,y (1)

1
re_/‘ (Z)l pref (Z) SV, ref (t) (L / D) CDref(t) COs Iuref (Z) +(
éﬂmf (n= ézsz Q)
1 .
& L= { Py (S YV, (1) Cp_ (1)~ g, (D) sin y,e/(t)} COS Y, (1) —

ref (Z) _ gref (Z)

Ry V) ]COS Vrer (t)] siny, ()

1
,ef(r)[ Prog (S Vg (1) (L1 D) Cpp (1) COS 1, (1) + [

(3.39)

d’otu le modele de I’écart de trajectoires donné par la différence entre le modele perturbé

(3.38) et le modele de référence (3.39) sera donné comme suit :
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é}]l(t) _é}llw (t) = élz(t) - é’lzref(t)
, , 1 . : 1
() =Crapy () = [—2mp(t)SV(f)2 Cp)— g(l)SIDV(f)}San(l) + V(l)[zmp(f)SV(f)2 (LID)Cp(t)cos u(t) +

[Vm_gm

1 ) ~ : . _
R(f) V(f) JCOSY(I):| COSV(I) - |:_ %pref (l) S I/ref (l) CDref(l) gref (l) s yref (t):| s yref (t)

Vref(t) _ gref(t)
R (1) V()

1
Vrd(t)[zm Prey "S Vref ()’ (L/D) CDref(t) cos,urqf(t) + [ }:os y,ef(t)} COSY,er @®

521 (t) - £2lw (t) = 522 (t) - é:zsz (t)
. . 1 . 1
En=éy (1) = [— S POSV@ (1) = gOsin y(r)}cosy(r) - V(t)[2m p)SV(1)* (L1 D)C,y(1)cos u(t) +

r@o_go inp(r)—| — 2 - i
[R(t) V(f) JCOSY(I):| s V(t) |: 2}/” pref (l)S‘ V;'ef(t) CDmf (l) gref (l) s yref (l):| COSYref(l) +
Vref(t) _ gref(t)

R (1) V()

1 .
V,ef (t)Lm Pre "S Vref (1)’ (L/D) CDref(t) cos,urqf(t) + [ }:os y,ef(t)} sin y,ef(t)

(3.40)

Ce modele de I’écart est non linéaire et il peut se réécrire d’une facon plus compacte, en

fonction de (¢, (1), é,, (1), é,, (1), 5, (1)), de la fagon suivante :

&, (1) = e, (1)
NOEISNORTNNG)
&y (1) = e, (1)

én()=En (=& (0)

(3.41)

Dans la perspective d’une synthese de loi de poursuite robuste, nous allons modéliser, dans le

paragraphe suivant, le modele non linéaire de I’écart obtenu sous forme de modele LPV/LFT.

3.7 - Modélisation du modele non linéaire de I’écart sous forme LPV/LFT

Dans ce paragraphe nous allons nous intéresser a la paramétrisation du modele non linéaire de
I’écart obtenu sous forme LLPV puis a sa représentation sous forme LFT. Ce calcul peut étre
effectué a I’aide d’un logiciel de calcul formel (Maple par exemple). En effectuant le linéarisé
tangent du modele de I’écart (3.41) le long des différentes trajectoires de références
ESD=[E11ref(D), Etref(D), Ertref(D), Enref(D]T €t Upef()=[Coref(1), cOsttre(1)]", on obtient un modele

linéarisé qui correspond a un modele LPV ayant la représentation d’état suivante :
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., 0 1 0 O 0 0 \e®

a0 | | 4O 40 0 40| B0 By | 6,0
O 0 0 0 10 0 |e®

(0 | 3.42
ezz(t) A41(t) ‘442(0 0 A44(t) B41(t) B42(t) 622(1) ( )
SO 10 0 00 0 a0
H0) 0 0 1 0] 0 0 Ao
avec
00¢,, (1) dé,, (1)
Ay (== Ay (1) ==t :
21 dde, (1) ot 2 dde,, (1) by
dde,, (1) d0¢., (1)
=B A =5 B
#ET 9de, (1) ot e, (1) b Uy
0., (1) 0., (1)
4,0=200 g =22 G4
0 dde,, () i 44 dde,, (1) bl
90¢,, (f) 00¢., (1)
B, () =—122 By, (1) =———— )
(D) doAu, (1) ot 0 (1) d0Au, (1) bp-Uny
¢, (1) 0., (1)
B, (1)= 2 .B ([)=¢
T 90Au, (1) ol 250 90Au, (1) byl

ot Az1(1), A1), A2a(t), Aa1(1), Aaa(1), Aaa(t), B2i(1), Bao(1), Bai(f) et Bao(), obtenus par la
linéarisation du modele non linéaire de I’écart le long des trajectoires de références, sont
exprimés en fonction des trajectoires de références des sorties plates et de leurs dérivées. Ils
sont donc mesurés en temps réel (figures 3.16, 3.17, 3.18, 3.19 et 3.20) et constituent le

vecteur des parametres variables que nous allons noter :
0(t) =(0,(),0,(1),0,(1),0,(1),0,(1),05(1),0,(1),0,(1),0,(),0, (1)) (3.44)
ou chaque parametre peut étre normalisé et représenté de la facon suivante :
0,t)=0,+00,()0,, —1<00 (t)<+1, i=0,....9 (3.45)

avece

_ ~ Ui min (3.46)
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Chapitre 3

Le domaine de variations des ces différents parametres est défini par les inégalités suivantes :

-0.0032 < 6, (1) <1.4252%10°,

-0.0545<6,(1) <-3.3675%x10”

0.0022 < 6, (1) < 0.0294,
3.0681x107 < 6,(1) < 0.0093

(3.47)

-0.0044 < 6,(r) <0.0074,

-0.0566 < 6, (1) < 5.2794x10°
7.3357x10™ < 6, () <17.2091

]

8.1090x10* < 6, (1) < 20.8171

-49.9945 < 6, (1) <-0.0019,

-0.0348 < 6, () < 3.4230
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Figure 3.16 — Trajectoires des parametres variables 0y(t) et 6,(f).
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Figure 3.17 — Trajectoires des parameétres variables (1) et 65(f).
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Chapitre 3
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Figure 3.20 — Trajectoires des parameétres variables (1) et 6y(f).

De plus le modele LPV obtenu, peut étre utilisé pour synthétiser un régulateur LPV qui

permet une poursuite robuste des trajectoires de références du modele non linéaire de I’ARD.
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La représentation LFT du modele LPV de ’ARD est obtenue en utilisant le théoreme 1.3

présenté dans le premier chapitre, elle est décrite par la LFT basse f,(G(s),A(¢)) d’'un modele

nominal G(s) et d’un bloc de parametres variables A(¢) représentée sur la figure 3.21.

A1)

A

ZA

G(s)

Figure 3.21 — Structure du modele LPV du Modéle ARD.

Tel que :
Gis)=| ™ |+ Cs sI-A)' (B, B,)
2A D22 CZ 4 2
avece .
0 1 0 0 00 00O0O0OOO0UO0O0
A:90091°0920BA:111110000032:
0 0 0 1 00 00O0O0OOO0O0O0
0, 6, 0 6, 000O0O0OT1TT1T1T1:1
6, 0 0 0 0 0
0 6, 0 0 0 0
0 0 0 6, 0 0
0 0 0 0 6, O
0 0 0 0 0 o, 1 000
“=la. 0 0 olP2%o 01%%loo 1 0
31
0 6, 0 0 0 0
0 0 0 6, 0 0
0 0 0 0 6, O
0 0 0 0 0 6,
ou
6 +6 . 6. —-6. .
9]0 — I max I'min , 011 — I max I'min
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Chapitre 3 Mise en ceuvre, application au modele ARD

et
A(t) = Bdiag(00,(1),00,(t),00,(t),00,(t),00,(t),00,(1),00,(t),00,(t),004(1),00, (1)) (3.51)

On peut chercher pour ce systtme un correcteur sous la méme forme, c'est-a-dire se
présentant comme la LFT basse d’un systéme de matrice de transfert K(s) et d’une réplique de

la matrice A(?) (figure 3.22).

ou oz
K(s)

A

<

ZAk WAk

A1)

A

Figure 3.22 — Correcteur LPV/LFT.

Le calcul de ce correcteur, s’adaptant de lui-méme a 1’évolution des parametres, fera 1’objet

du paragraphe suivant.

3.7.1 - Synthése et analyse de régulateur LPV

L’objectif principal de la loi de guidage est de fournir les commandes de références
nécessaires pour le controle de trajectoire du véhicule, d’un point initial de rentrée situé a 120
[km] d’altitude jusqu’a un point d’arrivée correspondant a une altitude de 5 [Km]. La position
de I'ARD sur cette trajectoire doit étre contrdlée de facon a garantir le maintien du véhicule a
I’intérieur de I’enveloppe de vol afin de préserver son intégrité. Pour ce faire, une loi de
commande est déterminée a partir de spécification de performances de poursuites de
trajectoire. L'objectif fixé par le cahier des charges pour un écart initial en tout point de la
trajectoire nominale est de garantir que la trajectoire du systeme soit 2 moins de 5 % de la
trajectoire de référence au bout de 120 [s] et que le dépassement maximal de consigne toléré
reste inférieur a 20 %. De plus le niveau maximum de bruits agissant sur la commande est
également spécifié.

Ces objectifs sont alors traduits sous la forme de pondérations fréquentielles entrées-sorties
dans le cadre d'un schéma augmenté afin de se ramener au probléme standard. Considérons a
cette fin, le schéma standard de synthése représenté sur la figure 3.23. Dans ce schéma de
synthese, 1'objectif est de déterminer le régulateur LPV (K, A), qui garantisse les objectifs

précédents. Pour ce faire, la dynamique de poursuite désirée est spécifiée a l'aide de la
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pondération W,, tandis que la limitation sur la commande est formalisée par la pondération

Wi

P20 [EX0

We(s) W.(s) A®D) <
A A Wa ZA
Zref(t) Jr:\J e(l) > Su(t) > G(S) Z(t) >
'y K(s) <
ZAk WAk
> A

Figure 3.23 - Schéma standard de synthése pour modeéle ARD.

Cela constituent les objectifs de performance, et correspondent a l'inverse des matrices de
transferts souhaitées en boucle fermée. On peut considérer dans notre cas, deux fonctions de
transferts reliant les signaux d’entrées de références z,.(f), les signaux de sorties e(?) et les

signaux de commande Au(¢) (figure 3.23). Ces deux fonctions de transferts sont données par :

S =T, _.(s)=U+GK(s) " =W, ()" (3.52)
et
K($)S(5)=T, . (s)=G)KE)I+G($)K(s)™ =W, (s)" (3.53)
avec
Wc(s)z[Wc‘(s) 0 } (3.54)
0 W, (s
et
Wz<s>==[nzl(s) ! } (3.55)
0 W,
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sont deux fonctions de pondération choisies de facon a vérifier les objectifs imposés par le
cahier des charges. Les réponses fréquentielles des gains principaux de I’inverse des

pondérations We((s), Wea(s), Wui(s) et Wya(s) sont représentées sur la figure 3.24.

princi

gains

pulsations [rad/s]

Figure 3.24 — Gains principaux des fonctions de pondérations.

Une fois que le choix des fonctions de pondération est effectué, la synthese du régulateur est

effectuée de telle sorte que :

W, GoXr, . (o)

We2 (Ia) 22, —0z, (]wX

”

<y, <y (3.56)

oo

et

<y (3.57)

ou v>0 est I’indice de performance spécifié.

W, (o), ., (o)

Wu2 (jw)rzzr ; —0u, (]CO*

”

<y,

oo

Notons que pour cette application, les amplitudes des variations paramétriques sont
relativement importantes, d’ou la pertinence d’utiliser la méthodologie de synthese LPV
proposée dans [8]. La méthodologie proposée dans [17] peut également étre appliquée en
effectuant la synthése sur un domaine de variation moins important, obtenu en pondérant par
un facteur inférieur a 1 tous les termes dépendants de @ dans la forme standard donnée par

(3.49).

La résolution du probleme H.. associé a 1’application ARD a été effectuée grace aux outils
LMI-Lab. Nous avons obtenu, pour le choix des filtres indiqué plus haut, un niveau de

performance €gal a 1.21 en appliquant la méthodologie de synthese itérative. La méthodologie
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de synthése directe a donné un résultat similaire, puisqu’il faut appliquer un facteur de 0.89
sur I’ensemble des variations paramétriques pour obtenir alors un niveau de performance égal

a 1.10. On retrouve en calcul lIA(®)lI<1/y = 0.9 (voir équation 1.88 de 1’approche itérative).

Le régulateur LPV obtenu par 1’approche directe, de type LFT dont la dimension de 1’état est
égale a 8, répond aux objectifs du cahier des charges. Cela est illustré par le respect, pour

chaque LPV figé en différents instants sur la trajectoire, des contraintes imposées par les

fonctions de pondérations sur les différentes fonctions de transferts 7., (s), 7. _, (s),
Lo 2 2 7972

T oo (s) etl,, L, (s) (figure 3.25).

“1

Tz1ref->e1 1/Wel
Tz2ref-->e2 1/We2
LU

[T TR W[ R R NI

pulsations [rad/s] pulsations [rad/s]

>ul 1/Wul (commandes)
_————

1/Wul H
Tziref->ut ]

2 gabarit Tz2ref->u2 1/Wu2 (commandes)

|
"

Tziref->ul 1/Wul
Tz2ref-->u2 1/Wu2

pulsations [rad/s] pulsations [rad/s]
Figure 3.25 — Gabarits fréquentiels des différents transferts entrées/sorties.

Notons que les spécifications sont satisfaites, tant au niveau des performances qu’au niveau
de ’amplitude des entrées de commande. Cependant cette synthése pourrait étre affinée en

travaillant la spécification des gabarits fréquentiels.

Afin de présenter des simulations temporelles, nous avons considéré le méme écart initial en
début de rentrée, sur la trajectoire de la distance radiale R et sur celle de la distance parcourue

au sol X, d’une valeur égale a 20x10° [m]. La figure 3.26 représente, pour toutes variations
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paramétriques, 1I’évolution des trajectoires réelles et celle des trajectoires de références des
deux sorties plates du systeme. Nous pouvons constater que le régulateur LPV, calculé le long
des trajectoires de références, permet de faire suivre a la capsule les trajectoires de références
générées en boucle ouverte et il permet aux écarts de trajectoire représentés sur la figure 3.27

de converger vers zéro avec une erreur det+ 5% en moins de 120 [s].

Les différents résultats présentés ci-dessus illustrent que le régulateur LPV obtenu permet de

bien asservir le systéme sur le profil de référence durant la rentrée.

x10° ziref et z1 x10° z2refetz2
. T T T T
18k — — — — = S
| | | | |
ek - - - _ [ R R Y
| | | | |
| | | |
S 2 e
| | | | |
T ok p [ty At Bt e e Attt
= o | | | | |
3 5 b---- Ty
5 s | | | | |
% Nosk - — — — 7 N Y B
| I | |
| | | | |
06— = A~ T
| | | | |
L At Bt St e At ety
| | | | |
L e R e o e e
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Figure 3.26 - Trajectoires réelles et trajectoires de références des sorties de I’ ARD.
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|
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3
a
=
3

600
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Figure 3.27 — Ecarts de trajectoires de [’ ARD.

Dans la perspective de tester la robustesse de la loi de commande aux dispersions sur la
capsule et sur son environnement, nous réalisons actuellement des analyses par la méthode de
Monte Carlo [15, 42] utilisée pour valider la loi de guidage calculée pour Shutlle [61]. Cette
analyse qui n’est pas traitée dans ce mémoire inclut les différentes dispersions a prendre en
compte et qui sont fournies dans le tableau 3.3. Ces différentes erreurs sont sélectionnées

aléatoirement.
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Paramétres Notation Dispersion
Coefficient de trainée Cp +15%
Coefficient de portance Cr +15%
Masse volumique de l'air au sol L0 +20 %
Longitude initiale a /=120km d'altitude 6 +1,44°
Latitude initiale a /=120km d'altitude ™ +0,15°
Vitesse initiale a #0=120km d'altitude Vo +3,6 m/s
Pente initiale a hy=120km d'altitude % +0,02°
Azimut initial a 4y=120km d'altitude W +0,06°

Tableau 3.3 — Dispersions a prendre en compte.

3.8 - Conclusion

Ce chapitre a permis de montrer la pertinence et I’applicabilit¢ de la méthodologie de
caractérisation des systemes plats perturbés en terme de modele LPV. Les techniques
développées au chapitre précédent ont été appliquées aux équations non linéaires décrivant la

dynamique longitudinale d’un Démonstrateur de Rentrée Atmosphérique.

Dans un premier temps, nous avons présenté le modele ARD, les différentes missions et les
différents objectifs associés. Nous avons ensuite démontré la platitude du modele décrivant la
dynamique longitudinale de L’ARD. A partir d’un simulateur réalisé sous Matlab®/Simulink,
nous avons généré les trajectoires de références des variables du systeme (états et
commandes) en fonction des trajectoires de références des différentes sorties plates et de leurs
dérivées successives. La modélisation sous forme LPV/LFT et la synthese de régulateur LPV

sont finalement effectuées dans la derniere partie de ce chapitre.

Généralement, dans le domaine spatial, les techniques classiques de paramétrisation de
modeles non linéaires sous forme linéaire, sont basées sur le calcul du linéarisé tangent en
chaque point du domaine du vol. Ces techniques ne prennent en compte que des variations
lentes des parametres et garantissent la stabilité locale au voisinage d’un point du domaine du

vol. Ainsi la stabilité n'est pas assurée lors du passage d'un point a un autre.

La méthodologie développée dans ce mémoire permet de contourner ces problémes en
utilisant des trajectoires au lieu des points de fonctionnement. Elle permet également d'assurer
la stabilité globale sur ces différentes trajectoires et cela en utilisant le concept des systemes

LPV.
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié le probleme de la commande robuste d’une classe
particuliere des systemes non linéaires. L.’approche considérée tout au long de ce travail
repose principalement sur la notion des systemes plats et celle des systtmes LPV. Cette
approche a pour ambition de proposer un outil de synthese et d’analyse de lois de commande
robuste des systémes non linéaires en utilisant le concept de platitude et les outils LPV. Le
premier pas dans cette direction est fourni par deux propositions permettant de caractériser un
systtme non linéaire plat incertain par un systtme LPV. Le deuxieme pas concerne
I’utilisation des outils de la commande robuste, a base des LMI et LFT, qui vont permettre
d’obtenir une loi de commande LPV assurant la stabilité et les performances du syst¢tme LPV

obtenu.

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous avons rappelé les différents outils utilisés pour
la commande des systemes plats et des systemes LPV. Tout d’abord, nous avons présenté le
concept de platitude et plusieurs de ses déclinaisons. Nous avons ensuite présenté dans un
deuxieme temps les systtmes LPV en mettant en lumiere leurs différentes propriétés. Pour
mieux situer notre apport, nous avons effectué¢ une analyse critique des différents travaux
récents existants dans la littérature de facon a mettre en évidence le conservatisme des

différentes approches existantes.

Nos contributions apparaissent a partir du deuxieme chapitre de cette these. Dans la premiere
partie du chapitre 2 nous avons défini la classe des systemes non linéaires plats perturbés
considérée dans ce mémoire. Ensuite, nous avons proposé deux approches destinées a la
paramétrisation des systeémes non linéaires plats perturbés sous forme de systemes LPV. La
premicre approche repose sur le formalisme des dérivées de Lie et celui du linéarisé tangent,
le long des trajectoires de références des sorties plates. La deuxiéme approche est basée sur un
changement de coordonnées sur les sorties plates, sur un difféomorphisme et sur le
développement en série de Taylor. Chacune de ces deux approches permet d'abord de
déterminer en boucle ouverte, en tenant compte de certains objectifs, les trajectoires de
références des sorties plates du systeme et des commandes nominales associées. Elle permet
ensuite d'obtenir un modele, non linéaire, du comportement dynamique de I'écart de

trajectoires induit par des erreurs de modele ou des perturbations exogenes. Apres
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linéarisation du modele non linéaire de I'écart le long des trajectoires de références des sorties
plates, le comportement dynamique du modele linéarisé obtenu est représenté par un modele
LPV. La deuxieme partie du chapitre 2 est dédiée a I’utilisation des outils de syntheése LPV
afin de déterminer une loi de commande LPV qui permet d’assurer la stabilité globale et de
garantir un niveau de performances du systtme LPV obtenu. Une troisieme partie de ce
chapitre est consacrée a la validation de la méthodologie proposée sur un procédé hydraulique

de laboratoire.

Enfin, la derniere partie de ce mémoire concerne 1’application de la méthodologie proposée,
au chapitre 2, dans le cadre du guidage de rentrée d’un démonstrateur de rentrée

atmosphérique (ARD) congu par EADS afin d'effectuer une rentrée dans 1'atmosphere.

Comme dans toute démarche scientifique, la recherche de la réponse a une question appelle en
général de nouvelles questions, et ce, a chaque étape de la réflexion. Ce sont ses questions qui
définissent les orientations du travail mais en laissant en suspens d’autres interrogations et de

nombreux axes de travail apparaissent.

De maniere plus globale, deux axes majeurs se dégagent pour les études a venir, I’un porte sur
la détermination, en utilisant les outils concernant la condition nécessaire et suffisante de
platitude développés dans [80], d’un critere permettant de choisir les différentes sorties de
telle sorte que la platitude d’un systéme incertain ne soit pas altérée par les perturbations. Ce

critere peut étre donné par exemple par rapport aux sorties plates de la facon suivante :

0Z(x,u, p) _0
ap

L’autre axe porte sur le domaine de validit¢ du systtme LPV obtenu. C’est une étape
nécessaire dans le cas ou le systtme n’est pas globalement stable, il s’agit d’estimer le
domaine d’attraction c'est-a-dire déterminer la région de stabilité asymptotique pour les
systemes dynamiques non linéaires. Le domaine d’attraction peut étre calculé en utilisant

généralement la théorie de Lyapunov (voir par exemple [79]).

Ces perspectives constituent des orientations possibles pour des travaux futurs qui trouverons
leurs place a la fois dans un cadre théorique de formalisation mais aussi dans un cadre

industriel demandeurs de telles investigations.
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Annexe A

Rappels sur la géométrie différentielle

A.1 — Groupe, anneau, corps et module
Groupe :

Un groupe G est un ensemble muni d‘une loi de composition interne associative (notée *),

ayant un élément neutre O et telle que tout élément ait un symétrique a’.

Si (a,b,c)e G alors :

® i) (a*b)*c=ax(bx*c)

® ii.) axb=b*a

e iii) Oxa=a*0=a

e iv)ax(@)=(@)*a=0

avec (ii) nous définissons un groupe abélien ou commutatif.

Anneau :

Un anneau 4 est un ensemble muni de deux lois de compositions internes notées * (addition)

et o (multiplication) telles que :

® i) (4,*) estun groupe abélien
® ii.) o associative,i.e. (x,y,z)€ A(xoy)oz=x0(yoz)

e iii.)o est distributive par rapport a *, c’est-a-dire xo(y*z)=xoy#*xoz et

(y*Z)OX=yOX*ZOX.
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Diviseur de zéro :

Soit (A4,*,0) un anneau. Un élément x de A est un diviseur de zéro si :
dye 4, y#0 xoy=0 (A.1)

Anneau commutatif :

L’anneau est dit commutatif si la loi o est commutative.

Anneau unitaire :

L’anneau est dit unitaire si la loi © admet un élément neutre.

Anneau nul :

Si I’anneau est réduit a I’élément neutre de la loi *, on dit que ’anneau est nul.

Anneau intégré :

On appelle anneau integre un anneau non nul sans diviseur de zéros autre que 0.

Idéal :

On appelle idéal une partie / de 4 qui est sous groupe additif de 4, stable pour le produit par

un élément de 4.

L’idéal 7 est dit principal si il existe un élément a tel que / soit I’ensemble des multiples de a,

c'est-a-dire :

I=fxe 4|3ac det x=a-a) (A2)
Dans ce cas on dira que I’idéal 7 est engendré par a.
Corps :

Un corps K est un ensemble muni de deux lois de compositions internes notées * et o telles

que :

® i) (K,x0) estun anneau
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e i) I’élément neutre de * est différent de 1I’élément neutre de o

® iii.)tout élément de (K - {O}o) est inversible.
Module :

Soit un anneau commutatif A(*,0) , un A-module M est un ensemble muni de deux opérations,

la premiere M XM — M notée + est appelée I’addition. La seconde 4xM — M notée . est

appelée la multiplication externe (a droite), telle que avec a,be A et x,y,ze M :

M muni de I'adition (x,y) — x+» est un groupe abélien, i.e. :

°* i) x+(y+2)=(x+y)+z
® i) x+y=y+x
e iii.) x+0=0+x=x oul’élément 0 est I’élément neutre pour 1’addition

® iv) x+(-x)=(x)+x=0
M muni de la multiplication externe (a,x) — a.x

® i)(acbh).x=a(b.x) (associativité mixte)

e ii.)l.x =x ou I’élément 1 est I’élément neutre pour la multiplication
M muni de la multiplication externe (a,x) — a.x

* i)(a*b)x=ax+bx

o ii)a*(x+y)=ax+by

En remarque, nous ajoutons que si 4 est un corps commutatif alors le 4-module est un A-

espace vectoriel.
A.2- Matrice jacobienne, dérivée de Lie et crochets de Lie

Notons dh la matrice jacobienne de la fonction vectorielle de A(x(¢)) égale a :
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(O (x(®)  Om(x) O (x(®) ]
ox, (1) ox, (1) ox, (1)
COh(x(r) | dh (@) @) h(x(0))
dh= ox(t) | ox, @) ox, (1) ox, (1) (A-3)
ahp (x(1)) ahp (x(0)) ahp (x(1))
| ox, (1) ox, (1) ox, () |
La dérivée de Lie du vecteur 7(x(?)) le long de f(x(?) est :
or(x(7))
= A.4
L t(x(1)) ax() S (x(0) (A.4)
avec les opérations suivantes :
oL . t(x(t))
LL =7 = A5
L) = =5 g 1) (A.5)
oL 7(x(1))
k — f A.
Ll t(x(1)) NE S(x(0) (A.6)
[/ (0, g(x(0))] = L g(x(0) — L f(x(0)) = @ﬂx(r» _TED) oy @A)
x(¢) 0x(1)

Définition A.1.-Une distribution A = span{rl,...,rn} sur une variété M de dimension m est

involutive si : Vi,je n

[r,. T ]: quk ()7,

ken

(A.8)

N k r . o0 e . .. N e
ou f, (x) représentent des fonctions C~ définies sur le voisinage considéré. ¢

Théoréme A.1.- (Théoréeme de Frobenius) Une distribution A sur une variété M de dimension

m est complément intégrable < elle est involutive.

Définition A.2. - Un changement de coordonnées z(£)=®(x(t)) est appelé difféomorphisme

global sur R" o ©(x(¢)) s écrit de la maniére suivante :
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D, (x(1)) D, (x,(1),...,x,(1))

D, (x(1)) _ D, (x,(1),....,x,(1))

D(x(1) = (A.9)

®,(x@) | P, @),....x,(0)
et posseéde les propriétés suivantes :

o i) Ox(t) est inversible, c'est-a-dire qu’il existe une fonction O (x(r) telle que

O (@(x(1) = x(1).

o i) O(x(1) et D (x(t)) sont deux métriques lisses (smooth mapping en anglais), ¢'est-c-

dire toutes leurs dérivées partielles sont continues. |
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Annexe B

Platitude dans le cadre de la géométrie différentielle

Dans ce contexte, la platitude peut étre décrite en terme de notion d’équivalence absolue
définie par E. Cartan [24, 25, 119]. Ainsi, deux systémes seront équivalents s’il existe un
isomorphisme de Lie-Bécklund qui permet d’exprimer toute variable d’un systéme comme
une fonction des variables d’un autre systéme et d’un nombre fini de leurs dérivées par
rapport au temps. En d’autres termes, deux systemes sont équivalents s’il existe un
isomorphisme de Lie-Bédcklund qui transforme toute trajectoire au voisinage d’un point du
premier systétme en une autre trajectoire au voisinage du point image du second systeéme.
Dans ce cadre, la platitude est la propriété d’un systeme a avoir une structure géométrique
linéaire malgré sa représentation non linéaire naturelle. Nous allons rappeler en premier lieu
la définition des systemes équivalents [110] pour enchainer sur la définition des systemes

plats.

B.1 -- Equivalence de Lie-Bdicklund et platitude

a) Champ de vecteurs en dimension infinie
Définition B.1 - Un systeme non commandé d’équation différentielle :
x=f(x), xeXcR" (B. 1)

est défini par une paire (X, f), ot X est un ouvert de R" et f est un champ de vecteurs régulier

sur X. ¢

Une solution ou trajectoire de (B. 1) est donnée par une application t—x(¥) telle que :

Vit =0, x(@) = f(x(2)) (B.2)
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Il est important pour la suite du raisonnement de décrire un systeme commandé sous forme
d’un espace et d’un champ de vecteurs sur cet espace. Soit I’équation différentielle associée a

un systeme commandé :
x=f(x,u) (B.3)

ol fest réguliere sur un ouvert XxUcR"XR™. Dans ce cas, f n’est pas un champ de vecteurs
sur X, mais plut6t une collection infinie de champs de vecteurs sur X, paramétrée par u. Pour

chaque ue U, ce champ de vecteurs sur X est donné par :
x> f,(x) = f(xu) (B. 4)

Néanmoins, s’il est possible d’associer a (B. 3) une solution réguliere, c'est-a-dire une

application t—(x(¢), u(¥)) a valeur dans XxU telle que 1’on ait :
x(@t) = f(x(t),u(?)), Vt=0 (B.5)
alors nous pouvons considérer une application infinie :
t &) = (x(@),ut),u(t),i(t),...) (B. 6)
prenant ses valeurs dans X xU xR”.

Cette application vérifie :

§(0) = (f OO, u(0)), 0, ii0),...) vi20 (B.7)
et donc elle peut €tre interprétée comme une trajectoire sur un champ de vecteurs de
dimension infinie F tel que, sur X XU X R”,

(x(O),u(@),u(t),...) = F(x(),u(t),u(r),...)

- (B.8)
= (f (x(@),u()),u(0),i(?),...)

Rappelons qu’en dimension infinie, un champ de vecteurs w de classe C” sur X xU X R” est

alors donné par un opérateur différentiel du premier ordre, aussi appelé champ de Cartan, de

la forme :

$ d % ]
w=) W, —+ E w, _ (B.9)
— a ; et Lo SJ auj(t)

i X 20 j
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dont chaque composante W, ,W, ; estune fonction C” de X xU xR" dans R, c’est-a-dire une

fonction qui ne dépend que d’un nombre fini arbitraire de coordonnées de X XU xR et
infiniment différentiable par rapport a chacune de ces variables.

Dans ce cas, F peut étre considéré comme un champ de vecteurs et non plus une famille
paramétrée de champs de vecteurs. Avec une telle construction, le systeme (B. 3) est défini

par un espace X xU xR” et d’un champ de vecteurs F sur cet espace.

Ainsi dans le cadre des variétés de jets infinis, un systeme dynamique régi par 1’équation

différentielle (B. 3) peut se définir de la fagon suivante :
Définition B.2 - Un systeme modélisé par (B. 3) peut étre défini par la paire (M, F) ou F est

un champ de vecteurs régulier de dimension infinie sur une variété M = X xU XR”. ¢

Ce formalisme est un cadre naturellement adéquat pour définir la platitude. Introduisons
maintenant un type de systeme particulier, nécessaire a la définition de la platitude dans le

cadre géométrique.

i) Systeme trivial

oo

Définition B.3 - Un systeme trivial (R ,F, ), de coordonnées (z,z,Z,...) et dont le champ

m?>> m

de vecteurs, dit champ de vecteurs trivial noté F,, est donné par :
F (z,2,%,..)=(2,%,..) (B.9)

décrit n’importe quel systéme composé de m chaines indépendantes d’intégrateurs de
longueurs arbitraires (i. e., forme normale de Brunovsky des systemes linéaires comma-

ndables [21]). *

Exemple B.1. Considérons un systeme non linéaire, avec 4 états et 2 entrées de commandes,

ayant 2 sorties plates z; avec un nombre caractéristique p;=3 et z, avec p,=1. En écrivant :

1 -1 1 -1 1 -1
zZ, =z zZ, =z Z, =2Z,,2, =V
1 1° 1 20 <2 3> <3 1
(B. 10)

— -2 52 _
=241, 21 =V

ce systtme non linéaire plat peut s'écrire sous forme d'un systeme trivial, de 2 chaines

d'intégrateurs, représenté sur la figure B. 1 et donné comme suit :
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AY (01 0 0Yz') (0 0

Bl (o0 1oz o ofy B 1)
211000 0|21 0w, '
1 {o0000)z] {01

2 z, z, z

| | oS

Figure B.1 - Systeme trivial.

i)  Systeme implicite

Un systeme non linéaire donné par 1’équation différentielle (B.3) peut é&tre localement
transformé, en utilisant le théoréme des fonctions implicites disponible dans [100] par

exemple, sous la forme implicite suivante :
F(x,x)=0 (B. 12)
avec x appartenant a une variété X infiniment dérivable de dimension », la matrice jacobienne

dF/dx de rang n—m (i.e., le systtme implicite est régulier) et ol m est le nombre d’entrées

de commande.
Définition B.4 - Un systeme implicite trivial se défini par un triplet (y,t,,F), avec y est une
variété de dimension infinie donnée par :
x=XXR. = X XR"XR" X... (B. 13)
et dotée du champ de vecteurs trivial de Cartan t, [73, 129] suivant :
- g+ 0
=YY" — (B. 14)
i=1 j20 ax,- '

¢
Nous allons formaliser, dans le paragraphe suivant, la notion d’équivalence entre deux

systemes.
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b) Equivalence au sens de Lie-Bdcklund

i) Cas des systemes explicites

Soient deux systemes (M, F) et (N, G) et une application réguliere ® : M—N telle que ge N
soit I’image par @ du point pe M et notons g=®(p). Considérons une application t—&(7) qui

est une trajectoire de (M, F) dans un voisinage de p, c'est-a-dire :

Vi, &)= F (@) (B. 15)

et considérons dans un voisinage du point ¢, I’application composée ¢ > ¢ (1) = P(E(2)) qui

satisfasse :

: 0P : oP
C(l)—ﬁ(ﬁ(l))-f(l)—ﬁ(ﬁ(l))-F(f(l)) (B. 16)

De plus, si les champs de vecteurs F et G sont reliés par @ en (p, q), c'est-a-dire :

G (&) = 34?<§>.F<§> (B.17)

alors, pour tout ¢ dans un voisinage de p, ona:

{(1) =G@(&10).£(1) = G @) (B. 18)

Ce qui signifie que ’application 7 — {(¢) = ®({(¢)) est une trajectoire de (N, GG). De plus, si
¥ est une application inverse réguliere de ® telle que G et F sont aussi reliés par ¥ en (g, p)
alors il existe une correspondance localement bijective entre les trajectoires des deux
systemes.

Définition B.S - Soit @ une application réguliere bijective de (M, F) dans (N, G) au voisinage
du couple de points (p, q) avec pe M et q=P(p)eN, dont I'inverse notée ¥ est aussi supposée
réguliere. On dit que ® est un isomorphisme de Lie-Bdcklund en (p, q) si, et seulement si, les
champs de vecteurs F et G sont reliés par ® en (p, q) et les champs G et F sont aussi reliés

par ¥ en (q, p). *
La définition qui suit donne une relation entre deux systemes dynamiques équivalents.

Définition B.6 - Deux systemes (M, F) dans (N, G) sont dits Lie-Bdicklund équivalents en
(p,q) € MXN si et seulement si :

e il existe un isomorphisme de Lie-Bdicklund ® : M + N en (p, q) tel que g=P(p).
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® et réciproquement, il existe une application inverse de classe C* W : N +— M en (g, p) tel
que p="Y(q). .

Cette notion d’équivalence s’applique également au cas des systemes implicites.

ii)  Cas des systemes implicites

Considérons deux systemes implicites réguliers (x,7,,F) et (1,7,,G) avec y =X XRT,
dimX =n, rang(%i)zn—m, n=YxR., dimY =1 et rang(aa—(.;):i—y. Notons
X y

L’;G()_/) =0, Vk 2 0}, ou L’;G()_z) représente

P X‘L’;F(Tc):o, Vk20fet 5, =en

la dérivée K°™ de Lie de G(y) le long du champ trivial 7, donné par :

J

7, =YYy . (B. 19)
i=1 j>0 ay,-

Définition B.7 - Deux systemes (x,1,,F) et (1,1 > Q) sont Lie-Bdicklund équivalents en

(X0, Vo) € X0 X1, Si, et seulement si :

* il existe des voisinages (y’,) et (ny) de x, dans y, et de y, dans 1, respectivement et
une application ® = (¢,,¢,,...)€ C™ (1’ ; x'y) tels que X, = P(y,) et les champs triviaux

de Cartan sont reliés par ®, noté <I>*rn =T,

® il existe une application inverse ¥ = (y,,y,,..)0€ C" (' in,) tel que ¥ (x,)=y, et
Yo, =1, ¢
A partir de la définition de la Lie-Bécklund équivalence, on peut alors caractériser la platitude
dans le cadre géométrique.
c) Platitude différentielle

Définition B.8 [110] - Un systeme (M, F) est dit plat autour d’un point p si, et seulement si, il

est équivalent a un systéme trivial au voisinage de ce point p. ¢
Définition B.9 [80] - Un systéme implicite (x,t,,F) a m entrées est plat en

(X0, Y0) € xo XR2 si, et seulement si, il est Lie-Béicklund équivalent en (x,,,y,) a un systéme
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implicite trivial (R”,7,,0), ot 7, est le champ de vecteurs trivial sur R. muni des

coordonnées y, v, ¥,... :

(+)
T, = v, — (B. 20)
j20 ; ay,-(”
le vecteur y=(y1, v, ...,ym) est appelé vecteur des sorties plates. ¢

Ayant maintenant défini les systémes plats dans le cadre géométrique, nous allons nous
intéresser dans le paragraphe suivant a quelques critéres qui peuvent servir a caractériser de
tels systemes. Il ne s’agit pas de faire une liste exhaustive des critéres existants, mais de

présenter les résultats les plus importants.

B.2. Criteres de platitude

La caractérisation des systemes plats a fait I'objet d'importants travaux permettant de conclure
sur la platitude (ou plutdt sur la non-platitude) des systeémes non linéaires ([32, 87, 109, 114,
120]). Une part importante des criteres a été établie pour des classes particulieres de systémes
non linéaires [27, 71, 88, 89]. Dans cette section nous allons nous intéresser a deux criteres
remarquables : le premier critere est donné dans le cadre géométrique et concerne une
condition nécessaire de platitude [109] et le second critere utilise un formalisme géométrique
pour donner une condition nécessaire et suffisante (CNS) de platitude sous forme algébrique

[80].

a) Condition nécessaire de platitude

Le critere établissant une condition nécessaire de platitude a été proposé par P. Rouchon
[109]. Il s’agit d’un critere de non-platitude, de nature géométrique, appelé aussi critere de la
variété réglée qui s'exprime sous différentes formes [50, 120] et qui peut se résumer sous le

théoreme suivant.

Théoréme B.1 - Supposons que le systéme donné par ['équation (B. 3) soit plat. Alors, la
projection sur le p-espace de la sous-variété d’équation p = fx, u) dans le (p, u)-espace, o x
est considéré comme parameétre, est une sous-variété réglée pour tout x. |
En effet, ce critere signifie que I’élimination de u des n=dim(x) équations scalaires
X = f(x,u) conduit a un systeme sous-déterminé implicite F(x,x) =0 admettant la propriété

suivante : pour tout (x, p)e R tels que F(x, p)=0, il existe une direction de R", d=#0 telle que :
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VAeR, F(x,p+Ad)=0 (B.21)
F(x, p) est donc « réglée » puisqu’elle contient la droite passant par p de direction d.
Il est a noter qu’un systéme qui ne vérifie pas cette propriété, est par conséquent non plat.

Remarque - La condition nécessaire du théoreme B.1 est toujours satisfaite pour des systemes

affines en la commande (voir [110]).

Exemple B.2. - Considérons le systeme non linéaire :

X, =u,

%, =u, (B. 22)

Xy =)’ + (uy)?

Ce systetme n’est pas plat, car la sous-variété p3=p12+p23 n’est pas réglée, c'est-a-dire il

n’existe pas de direction de R3, d20 telle que :

Yie R, ps+Ad, =(p, +Ad,)’ +(p, + Ad,)’

(B. 23)
=p12+2M1p1 +242d12 +p23+3p22/1d2 +3pzﬂ«2d22+/13d23

En effet, le terme cubique de A implique d>=0, le terme quadratique implique d,=0 et donc
d;=0. A
Ce résultat constitue un moyen de montrer que certains systémes avec plusieurs commandes

ne sont pas plats, mais, encore une fois, il ne permet pas de caractériser la platitude des

systemes non linéaires.

b) Condition nécessaire et suffisante de platitude

J. Lévine a introduit récemment dans [80] une condition nécessaire et suffisante de platitude,
qui a la différence d'autres CNS ne dépend pas du bouclage endogene nécessaire
généralement dans le cas multi-entrées. En effet, ce critére propose une caractérisation de la
platitude des systemes non linéaires sous la forme implicite. Cette approche montre un certain
parallélisme avec les résultats présentés dans [9, 10, 32] et peut étre vue comme une extension

aux cas des systemes non linéaires de la démarche définie dans le cadre linéaire dans [83].
Théoréme B.2 [80]- Un systeme implicite (y,t,,F) est plat en (xX,,y,)€ y, xR si, et

seulement si, il existe une application (difféomorphisme) ® inversible de R”

oo

vers y,, de

classe C%, satisfaisant ®(y,)) = X,, tel que ['image réciproque de dF par ® vérifie :

& dF =d(F - ®)=0 (B. 24)
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ot (Fo®)=F(D(y)) et dF représente la forme différentielle exacte de F qui s'écrit sous la

forme :

daF =2 i+ OF i (B. 25)
ox ox

]
Dans le but d’utiliser les propriétés algébriques des modules basées sur I’anneau principal

idéal des polyndmes et des matrices polynomiales, les matrices suivantes ont été définies

[80] :

9py d’ _3py 9, d O, d*

P = . — = B. 26
(@) ;aym d’ dy 9y dt 9y dt’ ( :
ainsi :
OF d’ OoF OF d
P(F)= — =+ —— B. 27
() ;ax(") dt’  ox ox dt ( )
car F(x,x)=0 donc V >1, a—F,:0
ax(/>

avec P(F) et P(po) sont respectivement de dimension (n-m)xn et nxm. L’équation (B. 24)
devient :
<I>*dF|y =P(F)|, - P(p,)| 5 dy=0 (B. 28)
ce qui est équivalent a écrire :
" dF|, . =P(F)|. P(py)| g dx=0 (B.29)

¥(x)

(14 : n . ees g d
Les éléments de ces matrices sont des polyndmes de 1’opérateur différentiel 7 avec des
!

coefficients méomorphiques de ¥ dans K. Soit k£ I’anneau des fonctions méromorphes de

dans R, on note alors k[a’i} I’anneau principal idéal des polynomes de % a coefficients
!

dans ket M, ’”[3} le module des matrices de taille nxm sur k[a’i} .
' 4 !
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Les matrices de M, [%} admettent une notion de diagonalisation, appelée décomposition
de Smith [83]. Plus précisément, si P(F)e M,_, [%} il existe des matrices unimodulaires
d d . . d (14
UeU, ,|— |, VeU,| —| et une matrice diagonale Ae M, ,, .| — | dont les éléments
dt dt T Ldt
diagonaux d,, € k o vérifient dj; divise d;; pour tout 0<i < j < n—m, telles que :
' 4

VP(F)U = (A0 (B. 30)

n—-m,m )

Remarquons que cette décomposition de Smith n’est pas unique, seule la matrice A est définie

de maniere unique.
Définition B.10 — une matrice M e M , | — | est dite hyper-réguliere si, et seulement si, sa
“ldt

décomposition de Smith donne soit une matrice de la forme (Ip ‘Op.qu ) si p<q, soit I, si p=q et

1
soit [0 1 }sip>q. ¢

r-4.4
Théoréeme B.3 [81]- On suppose que P(F) est hyper-réguliere dans un voisinage du point

X, € x,, c'est-a-dire il existe U et V (non uniques) telles que :
VP(F)U = (]n—m ’011—111,m ) (B' 31)

avec Ue D—Smith(P(F)) et Ve G-—Smith(P(F)) sont respectivement des matrices

unimodulaires de la décomposition a droite et a gauche de Smith de P(F).

1- Toute solution ©® hyper-réguliere de taille nxm (®@e M, , [%}) de |’équation :

P(F)-©=0 (B. 32)

0
0= U( I’””’ }W (B. 33)

d . . . o
avec We U, [;:‘ matrice unimodulaire arbitraire.
4

est un ensemble non vide donné par :
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N N 0
2 - Pour toute matrice Q€ G- Smith(U) de taille nxn, avec U =U ( "I_m’m J il existe une

m

matrice Ze€ U, [%} telle que :

I
Q-@):[O " )z (B. 34)

n—-m,m )
3 - Enfin, une condition nécessaire et suffisante pour que le systeme (B. 3) soit plat en

X, € x, et que le k[%} -idéal Q, engendré par les 1-formes (forme différentielle de degré 1
81) ,,....0, avec w=(o,,...,0,) =,.0,, ,)0dx, soit fortement fermé (c'est-a-dire

tel qu’il existe une matrice M e U, [%} vérifiant d(Mw) =0) dans un voisinage de x, de

Xo- Une sortie plate est donnée par x = ®(diL -
t
J

Remarque - La sous-matrice Qz(O I, O est équivalente a P(F), c'est-a-dire

n—m,m?

ALe U”_m[%} tel que P(F)=LQ. En effet :

A 1
0-0=0,,,1,,)0-0=0,_,.,.1,, )[0 " )Z =0Z=0 (B. 35)

n—m,m

Ce résultat permet de conclure sur la platitude d'un systeme non linéaire. Il donne un critere
d’existence des sorties plates auquel on peut associer un jeu d’équations aux dérivées
partielles (EDP), vérifié par les sorties plates. La construction et le choix des sorties plates
constituent un probléme ouvert dépendant de la résolution des EDP. De plus des perspectives
intéressantes pourraient étre l'utilisation conjointe du jeu des EDP et d'un critere de sensibilité
sur les sorties plates vis-a-vis de variations paramétriques, afin d'obtenir des sorties plates les

plus robustes possibles.

Exemple B.3. - On considere le systeme non linéaire dont I’état x appartient a une variété X
de dimension #n égale a 3 et le vecteur de commande # de dimension m égal a 2 appartient a un

ouvert U de R,
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X, =u,
X, =u, (B. 36)
Xy :f(ul’uz)

La forme implicite F' se déduit dans ce cas de maniere évidente et s’écrit :
Fx,x)=x, - f(%,,%,)=0 (B. 37)

Avec F une application C de ’espace tangent 2 la variété X noté 7.X dans R""". On suppose

de plus que la fonction f correspondant au terme non linéaire est une fonction qui vérifie les

hypotheses suivantes :

=Y 0 i=12

) (B. 38)
f,.’:i 9 £0, i=12
dt\ du,
et
7
ox,
rang B_F =rang ai =n-m=1 (B.39)
ox ox,
1

On cherche maintenant a caractériser un isomorphisme de Lie-Bécklund afin de montrer que
le systtme implicite précédant et équivalent au sens de Lie-Bédcklund au systeme trivial
suivant :
S
{.y P (B. 40)
V2=V,
o1 y; correspond 2 la /™ sortie plate.

Pour ce faire, on se place dans le cadre du formalisme des jets infinis et on définit les

coordonnées de dimension infinie X et y appartenant respectivement a la variété de jets

infinis XXR"xXR"X... noté également X XxR” eta¥ xR’ :

— c vz k) ) (k)
x—(xl,xz,x3,x1,x2,x3,~-,x1 s Xy, Xy ,) (B. 41)

y:(J}I’yZ’yl’yZ"“’yl(k)’yék)'“) (B. 42)
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Le systeme implicite donné par (B. 37) sera donc localement plat en ()_CO,)_/O) si et seulement
si il existe un difféomorphisme ® inversible d’un voisinage de y, vers un voisinage de X, de
classe C, satisfaisant ®(y,) = x,,, tel que I'image réciproque de dF par & soit nulle :

PdF =0 (B. 43)

Ceci montre que I’application ® est caractérisée par son application tangente puisque I’image

de cette derniere doit étre contenue dans le noyau de dF.

En effet, si 1’on note :

(I):((010".-’(0’(1)’(011’...’(0;’...) (B44)

avec
xP =p*(y) Vie{,--,n} Vk=0 (B. 45)

et

k(y)—("—’(y) Y () (B. 46)

La condition (B.43) peut se réécrire sous la forme matricielle, en utilisant 1’expression (B.

29), on obtient alors :

dx, J g d dx,
P(F)| dx, |= [— flE —f— o dx, |=0 (B. 47)
dx, dx,

ou P(F) est une matrice de dimension (n-m)xn (avec n=3 et m=2) dont les éléments dépendent

de la forme implicite F et de 1’opérateur % .

Apres avoir trouvé P(F), nous allons effectuer la caractérisation algébrique de la différentielle
de la transformation ®. Pour ce faire, nous allons d’abord montrer que P(F) est hyper-

réguliere, c'est-a-dire qu’elle admet une décomposition de Smith de la forme suivante :

vreuru=d,,9,,,) =0 0 0 (B. 48)
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avec Ve U, [%} et Ue U, [%} . Dans ce cas, la matrice V' correspond a un polyndme et la

: R . : d : .
matrice U correspond a une matrice polynomiale en P de dimension 3x3 dont les
t

coefficients appartiennent a I’anneau des fonctions méromorphes de R”..

Parmi les matrices possibles pour U et V, on choisit :

1 f, d 1d
E E di E dt
U= 1 1+ﬁi 14 V=1:et E=f +f, (B.49)
E E d E dt
fhid AR d [ Sitfid
E dt E dt E dt

Remarquons que le déterminant detU = 1 est non nul en raison de ’hypothese (B. 38).

Ayant montré que la matrice P(F) est hyper-régulicre dans un voisinage de x,€ X, toute

solution hyper-réguliere de 1’équation P(F).0=0 est donnée par :

0= U.[OIL2 j w (B. 50)

d

avec W une matrice arbitraire de U, [;} .
t

De plus, il existe une matrice Q issue des décomposition de Smith a gauche de la matrice

00
n 0
U= U{ b2 Jz UJ|1 O |etune matrice Z arbitraire de Uz[di} telles que :
!
? 0 1
12
0-0= Z (B.51)
01,2)

La sous-matrice ( définie par 0= (01’2 , 1, ) Q vérifie de plus :

N 1
Q'®:(01,2 ]1)'Q'®:(01,2 Il)-EOZWZ:O (B. 52)

1,2 )

Elle est donc équivalente a P(F).
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On obtient Donc :

f, d 1d
E dt E dt
U= fz— _1d (B. 53)
E d E dt
fz(f +f23 fiHhd
E  dr E dt

Parmi les différentes décompositions (a gauche) de Smith possibles de cette matrice, on

choisit en privilégiant les expressions les plus simples la décomposition donnée par :

-1 1 0
o=|-(A+£) o 1 (B. 54)
Ld _fd d
E dt E dt d
telle que :
1 0
0U=0 1 (B. 55)
00
On détermine alors la matrice Q = (01,2 I, )Q =0 0 1)Q. Ainsi:
0= Srod _ 1 d i} (B. 56)
E dt E dt dt )

Le systeme sera alors plat si, et seulement si, la 1-forme définie a partir de la matrice Q de la

maniere suivante est fortement fermée au voisinage de x, € X|.

10
“ =0 1|0 dx RN (B. 57)
w = = . . = N N .
2 0 0 ’ —(fl+f2)dx1+dx3
X3
Pour montrer que cette 1-forme est fortement fermée, il faut montrer qu’il existe une matrice

Mde U, [%} telle que :

dM.w)=0 (B. 58)

Cette expression peut se réécrire de la facon suivante :
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dlw-M)=dM no+ M Ando=0 < do=—(M"d\V)re (B. 59)
ou encore, en posant N = M dM

dM=M-N et do=-NArow (B. 60)

Soient M et N définies de la fagon suivante et posons g = (f1 + fz) :

M:[a ﬁ} ’ N=£a1dx1 +a,dx, +a,dx;  bdx, +b,dx, + b,dx,

R (B.61)
y 9, cdx, +c,dx, +cydx, ddx, +d,dx, +d,dx,

En introduisant les matrices M et N données par (B. 61) dans I’expression (B. 60), on obtient
un systeme de 12 équations différentielles et 6 équations linéaires avec 16 inconnues a vérifier
pour que le systeme soit plat. La résolution systématique de 1’ensemble des solutions de ce

type de systemes d’équations reste encore un probleme ouvert. A

Remarque — Le systéeme considéré dans cet exemple est un cas particulier, il correspond au
cas ot le nombre d’entrées m est égal a la dimension n de [’état moins un (m= n-1) pour

lequel il existait déja une condition nécessaire et suffisante proposée par B. Chalet [27].
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Annexe C

Transformations Linéaires Fractionnaires

C.1 - Définitions

La LFT (Linear Fractional Transformation) est un formalisme qui permet de boucler deux
systemes linéaires entre eux. Il est notamment utilis¢é dans des problemes d’analyse et de
synthese. Ce formalisme résulte directement du produit étoile introduit par Redheffer en 1960

[105].
C.1.1 - LFT basse

Soient les transferts matriciels P et K dont les réalisations d’état sont :

Cl -1 Dll D12
D, D,|= sI-4)" (B, B,)+ (C.1)
CZ D21 D22
CZ D21 D22
K = 4 | 5 =C,(s[—4,)"'B,+D C.2
“le o 1 s(sf=4;)" B, + D, (C.2)
3 3

La représentation d’une LFT basse est :

U —p ——» Y1

P

o[

Figure C.1 - Schéma bloc d’'une LFT basse

La représentation d’état du systeme équivalent notée G, = F,(P,K) ou G, =(P*K) est

alors :
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A, + B,FD,C, B,FC, B, + B,FD,D,,
G, = B.EC, A, + B,ED,,C, B,ED,, (C.3)
C1+D12FD3C2 DIZFC3 |D11+D12FD3D21
on E=(I-D,,D,)" et F=(I-D,D,,)".
P, P
En partitionnant P = [P” Pm} de la sorte, le transfert matriciel équivalent est :
21 22
v, =Pu +P,u,
_ —1
Yo =Pyu +Pou, =y = (Pu + P,K(I - P,K) 1le) u (C4)
u, =Ky,
C.1.2 - LFT haute
Considérons maintenant la fonction de transfert A dont la réalisation d’état est :
A, B
T (C.5)
C4 D4

La représentation de la LFT haute est :

=

o — L

Y

Figure C. 2 - Schéma bloc d’une LFT haute

La représentation d’état du systeme équivalent notée G, =F, (P,A) ou G, =(A*P) est
alors :

A +B,FD,C, B FC, B, +B/FD,D,,
G, = B,EC, A, +B,ED, C, B,ED,, (C.6)
C2+D21FD4C1 DZIFC4 |D22+D21FD4D12
on E=(I-D,D,)" et F=(I-D,D,,)™".
Dualement a (C.4), le transfert matriciel équivalent est :
Y1 :(Pzz +P21A(I—P“A)71P12)¢1 (C.7)
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C.2 - Algebre des LFTs

AZ B2

: Al Bl
Soient G, = et G, = c

= 1D } deux matrices systeme. L’algeébre employée pour
1 1

2 2
construire les schémas augmentés est définie ci-dessous.

C.2.1 - Somme

La réalisation équivalente a une somme de deux matrices de transfert est :

4 0 B,
G, +G,=| 0 4, B, (C.8)
C, C,|D+D,

C.2.2 - Mise en paralléle

La réalisation équivalente a mise en parallele de deux matrices de transferts est la suivante :

4 0 |B 0

G 0]_|0 4]0 B ©9)

0 G,| |[c, 0|D 0 '
0 C,|0 D,

C.2.3 - Changement de base

Soit 7" une matrice inversible de dimension appropriée. Si (;; est égal a (G, apres avoir effectué

un changement de base (via la matrice 7), alors :

TAT | T7'B
G, =|— 2 ! (C.10)
c1, | D

C.2.4 - Transposé

Soit G," la transposée de G. La réalisation d’état associée est :

A" | B!
Gl =12 ! (C.11)
1 [CK D/ }

C.2.5 - Conjugué

Soit G, la conjuguée de G~. La réalisation d’état associée est :
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EY _AT _CT
G, :[ 1 1} (C.12)

C.2.6 - Inversion

. 1 qs- PN . , .,
Soit G I'inverse de (. La réalisation d’état associée est :

G = Al _B1D1_1C1 | _BlDl_l (C.13)
1 p'c, | pf
C.2.7 - Multiplication
La réalisation d’état équivalente a la multiplication GG, est :
Al BICZ Bl D2
GG,=|0 A, B, (C.19)

Cl D1C2|D1D2
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Résumé :

Ce travail de recherche présente une étape importante pour la synthése de loi de poursuite
robuste de trajectoires d’une classe particuliere de systeémes non linéaires. Cette étape
concerne la caractérisation des systemes non linéaires plats perturbés, a platitude invariante,
sous forme de systemes Linéaires a Parametres Variants dans le temps (LPV). La
méthodologie utilisée est basée sur la linéarisation exacte par anticipation fondée sur la
platitude. L’approche présentée permet de générer, en utilisant la platitude, des trajectoires et
des commandes optimales en boucle ouverte pour un modele fixé. Elle permet également
d’obtenir un modele non linéaire du comportement dynamique de I’écart de la trajectoire
induit par des erreurs de modele et des perturbations extérieures. Apres linéarisation du
modele non linéaire de 1’écart le long de la trajectoire nominale, le comportement dynamique
du modele linéarisé obtenu est caractérisé par un modele LPV. Ce dernier sera ensuite utilisé
pour synthétiser un régulateur LPV garantissant stabilité et niveau de performance acceptable,
en utilisant les outils des Inégalités Matricielles Linéaires (LMI). Cette méthodologie
appliquée et testée dans un premier temps sur un procédé hydraulique du laboratoire (trois
tanks) et ensuite mise en ceuvre pour le guidage d’un Démonstrateur de Rentrée
Atmosphérique (ARD).

Mots clés : Commande robuste, systemes dynamiques différentiellement plats, planification
de trajectoire, poursuite de trajectoire, commande des systemes plats, systemes linéaires a
parametres variables (LPV), guidage, rentrée atmosphérique.

Abstract:

This work falls within the scope of control and modelling of non linear systems. It considers
the problem of robust tracking control for a class of uncertain nonlinear differentially flat
systems. The methodology consists in formulating the nonlinear flat uncertain system as a
Linear Parameter Varying (LPV) system. It is based on the concept of exact feed forward
linearization using flatness theory. First, it is shown how to generate a feasible desired output
and the associated nominal control input trajectory by an “exogenous system” realizing the
desired control objective. Next, a methodology to construct a nonlinear error model, which
describes the dynamics of the tracking error due to external disturbances and model
uncertainties, is derived. A first order linearization of the nonlinear error model is performed
along the nominal trajectory in order to formulate the nonlinear system as a Linear Parameter
Varying (LPV) system. Furthermore, recently LPV synthesis techniques are used to construct
the global control law guaranteeing stability and performance in the presence of uncertainties.
The design problem is formulated and solved as a finite set of Linear Matrix Inequalities
(LMIs). Finally, the thesis investigates the application of the proposed methodology to robust
trajectory tracking of a laboratory hydraulic process, then to the Atmospheric Re-entry
Demonstrator guidance (ARD).

Keywords: Robust control, flat systems, trajectory generation, trajectory tracking, linear
parameter varying systems (LPV), LPV control, re-entry vehicle guidance.
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