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������ �
�������� �� ���� ����� ��� �� ������� ��� �� ������ ��� �������� �� ���������
�� ������ ��� �� ������ ��������� ���� �������� �� ������������ �� ���������������� ���
����������� �����������

 ��� �� ���������� ���������� �� �������� �� ����������� ��� ��!��� ��������� ����"
������ ��� �#���� ��� ��������� �������� �� ��������� �� ������������ �� �� ������� ���
������� ���� ��� �������� ��� $��� %��� �������� � ��������� ���� ��������� �� �������
���������� �� ���# �������� �� ��������� �� ������� 
� ������� ��� ������������ ����
���� &������ ������� �� ����������� �� �� ����� ��� �� ��� ����������� ��� ������ ��
����������� ��������


�� ����������� ���������� ���� ���&��� ����� ����������� ��� ��� ����������� ��"
����������� ���������� '� ��� ���� ����� �� �������� ����� ������� �������� ��� ������ ��
������� ��� ����������� ��������� ��� ��� �������� ����������� (��� ��������� �� �����
�������� ��������� ) ���� ������� ���� �� ���������� �� �������� �� �������� �� ������������
���� �������� � ���������

(��� �&��� ���������� ��� �����"����� ������� *������ ��� ������� ��� �������� ��
��������� �� ������ ���� ����������� ��� ����������� ����������� *������ ������ �� �������
�#����������� &������ �� &��������� ���#������ ��� ����������� ���������� ���� ���� �����
�� �������� �� ��������� �� ������ �� ���� ����� �� ���� �����

(��� ��������� *������ ���� ����� ��� �#�������������� ��� ��� ����������� ��� �����&���
�� �������� �� ������� ��� ���������� %�������� ����������� ��� ��� ������ ���� �� ����"
���������� �� �������� ��� ������������ ���#������ �������� ���� �� ����� �� ��$�� ���
�������������� �� �������� �� ���#������ �������� ���� �� ������ ����������

���	�
��� � '�����������

��������� �

+������� �� ��������� �� ������ ,

-���������� ���������� ,

 ������� �� �� ����������� ,

+������������ ,

*������ ,

%������ �� ����������


�./'�
0��&������ .������# 1�

	21 ���� �� �� 
����������
		342 5����� 6���# 78/-(69:�



���� ���� ����������� �� ���������
� ���������

������	� � 5�� ���� �� ���� ������ �� �� ���; ���� ��� ����� �� ����� ����������� �������
�� � ����&��� ����� ��� ��� ������ ������������ ��� ��� �������������� �� �����������
�����������

'� � ����������� ���������� ��� ����������� �������� �� �� ��������� �� ��!��� ����
�� ��������� �� �#����� �������������� �� ���� �������� ��� ��� ��������� ����������
���� ;��� ��� ��� �������� ���������� 5� ���&� ���� �������� ;� ��� � ��������� ������
�� �;� ����� ����������� �������� 5�� $��� ������ ��� ��������� ��� ;��� ;� ;��� ��
����� ��� ����������� ��� ��� ����� ������ �� ��������� ;��� ������ ������ ���
������ ������������

5�� ����������� ���������� ��� ����� ���� ��;����� ���� ��� ���������� ��������"
���� ����� '� �� &��� ������ �� ��&� � ������� ������ ;��� ��<�� ��� ���������� �� ���"
������� ���������� �� ����������� ������� ��������� 5� �� ��� ;� ��� ������� �������
������� �� ���� ���� ��� ��� ����������� �������� �������� �� �������� ���������� ���"
�����

=� ��� ����������� � �������� ����� *������ ;��� ���� ����� ����������� �������
�� ��������� ����������� ����������� =��� *������ ;� �� ����� �#��������� &����� ���
&������>� ��� �#������ �� ����������� ���������� ������ �� ����� ����������� ������� ��
���� ������������

=� ��� *������ �� ��<� �#��������� �� ���������� ;��� ���&� ��� ������� �������
��������� ?��� ���������� ��&� ���� ������ � ��� ����<��� ������������ �������� ������
�#������ �� ����� ��� $������ ������ �#������ �� ������ ���;��<��

���	�
��� � 6�������"+����

������� �

@���� /���������� +������ ,

 ���������� ���������� ,

5���������� �������� ,

+�������>��� ,

*������ ,

+������ ���������


�./'�
0��&������ .������# 1�

	21 ���� �� �� 
����������
		342 5����� 6���# 78/-(69:�



�������������

A� ����� ���� ������� ) �������� �������������� �

B ?���� .������� �� ?������ ?������ ��� ��������� �� ������ �������� �� �������
������� ������ ������ �� ������� �� ��� ��� �� �� ������ ���� ��� �������� ,

B +����� @����� �� *����� *������ ��� ��� ����� ��C��� ��� ����������� �� ����� ,

B D&�� ?���&���� �� ��������� �� A��� �� �� ��������� �� ������ ��� ��� �������
���� ������ ��� ������ �� ����� ,

B 8���E���  ����� �� F�� +������ ��� ��� ����� ��C��� ������� �� �����

A� ������� ��������� ���� ��� ������� �� 
�./'� �� ��'05 �� �� ��9(+9'/. ��� ����
G����� �� ��� ����� ���� ������� ������ �� ������ ��� ���� ������� ���� �� ��� ��>"����

A� ������� ��������� ���� ��� �������� �� ������ � -������ .�������� .�����  �&���
8������� %���� -�� %���� @�� %����� H�� %����� *�� +��&��� D�� �� D&�� �&� ��� ���� �����
�� ���� ���� ������� �� ��� ��� ��� ��� ������ �� ��� ����� ���� ���� A� ����� ����� )
�������� ���� ��� ������ �������� ��� &������� ���&��� �� &��� �� ��� �� &��� ���&���
���C��� ���� ����� ������ � -������>�>� -<<�� -��#������ -������� .�������� .������
 �&��� 8������ @��������� A������ 
������� 
��� ?����� ?������ ?�<�I�� (������
J��&���� /�������� � � ,
A� ����� ����� ) �������� ����� �������� �� �������� 7��� �������� � � �#���> ���� � � ������

����: ���� ���� �� ����� ������������� ����� � �� ������ 7�#���> ���� � � ������: �&�
$�����
.��� �K�� �� ������� ���� ��� ������� �� ������ %
-DL � .�����  �&��� 8������� 
�������
%����� %����� H�� +�������� �� D&�� ���� ��� ������� �� ������� ����� ������� ���������
(�������> ���� ���� ������ ��� MN �� � ����� � �����

A� ������� $�������� ��� ���� ���� �� ����������� ������� 6����� ��� ��� ������ ��
&���� ) .������# �� ����� .����� ?���� �� ?������� ��� ���� 5�������� �� .������#� A�
�������� ��� ��� ���� ������ �� ����� �� ����� ��� ���� �� 8����� �� 6������ �� 5������
�� �������� ��� ��� � D������� @������ �� -����������� ��� ���������� ) %����� -��� ?�����
?����� @��>�� M����� M���� /����� � � ,

9�$�� A� ������� ��� ������� ���������� ��������������� ���� ��� �� �� ������ ��� ��
O����P � (��������� L������ ���� ��� ������� �� �� ������� ���� �#������ , �� �����������
�� ����� ?����� ��� ���� ?�<���� �� ��� ������� � D������ �� -��� �� ��$� ��� ����



������# � ��� ������� ���� ��� �� ������ �� ����� �� ������ �� ������ ��> (������ ���
��� ���� ���� ���� ��� �� ������� ��� ������ �� 	��� ��� �� ���� ��� �� �� ������ �C��
��� �) ) ����� �� �������� �����

��	� ���	��
�



����� ��� ��������

�������	���� �

� ������������ �

1�1  �$������� ����������� ���� ��� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � N

1�� /�&C������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

1�	 Q����"��&C������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

 ���	��� ��	��! � ����"�� � ���	����� � #��
$ �%

��1 '���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1	

��1�1 
� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1	

��1�� 
�� ������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1	

��1�	  ������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 13

��� +������� �� ��������� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 13

����1 @������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 13

����� +������� �� ��������� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 12

����	 +������� �� ��������� �� ������ �&� ����#��� ��������� � � � � � � 1N

����3 +������� �� ��������� �� ������ �&� ��������� � � � � � � � � � � � � 1�

��	 ��� ����"������ �� ��������� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4

��3 
�� ��������� ���� ����&�� ��� ����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � ��

��2 6���� ���� ����� ����&���� ���� �� ������ �&� ��������� � � � � � � � � � �	

��2�1 6���� ��������� ���� ����� ����&���� � � � � � � � � � � � � � � � � �	

��2�� 6���� ���������� ���� ����� ����&���� � � � � � � � � � � � � � � � � �2

��2�	 6���� ���� ����� ����&���� �&� �������� ������� �� �� ����������� ��

��R /�&C������� �� ����� ����# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 		

��N Q����"��&C������� �� ����� ����# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	3

�



% ���	���� � �� &��������� %'

	�1 '���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	2

	�� 
� ������� �� ���# �������� �� ��������� �� ������ � � � � � � � � � � � � � 	R

	�	 
� �������� �� �� ����������� ���� �� +/@ � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�

	�	�1 
� �������� �� �� �������� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � 	�

	�	�� 6������������� �� �� �������� �� ����������� � � � � � � � � � � � � 	�

	�	�	 9#������ ������������� �� �������� �� �� ����������� � � � � � � � 34

	�	�3 6���������� ��� �������� �� ��������� �� ������ ���� �� ��������
�� �� ����������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3N

	�3 @������������� �� �������� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 21

	�3�1  � �� �������� �� �� ����������� ����� ) �� �������� �� �� �����"
������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 21

	�3�� 
� �������� �� �� ����������� �&� ��� &������� �� ������������ ++% 21

( )� *��	$�������� '%

3�1 '���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2	

3�1�1 
�� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 23

3�� 
�� ���������� �� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 23

3�	 0� ������������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 22

3�3 +����������� ��������� ������������ ++% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2R

3�2 @����� �&� �� ����� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2�

3�R -����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � R	

3�N @���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RN

3�S 6����������� ��� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RS

3�S�1 0�� ������������ ���� ��������� �� ������������ � � � � � � � � � R�

3�S�� 0�� &�� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � R�
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�������� �� �������# ���&��# ������� ��� D� ?���&��� Z3R[� ��� �� ���&��� �

) ���"� �

6���� ���� ���&��� ���) ���������� �� ������� ��������� ��� �� ������� ���������
�&� ������ �� �������� ���������� '� ���� �&��� ��� ��������� ����������� �� ��� �������
$���� � ����� ���������� �� ���� �����&���� ��� ��� ������� �� ��� ��� ����� �� ����"
��������� 
� ������ ��� �������� ��� �� ������ �������� ���� ������ ��� ������� �� ���
���������� ������������ ��# ������� �� ������� 
�� ����� �� ������������ �����"
������� ��# ��C��� �� ��� ����� ��� ���������� ������������ ��# �����������  ��� � ���
���� �������� ��� � �� ������ ��� ����#� , ��� ������ ������������� ��� �������� �� ����
��� ������ �� ����������� ���� $��� ���� ��� ������ , ���� ���� ����� �� ��������
����������� ������� �� �������� ��� �������� ��� ��������� ) ���� ����� �� ��������"
���� 7��� ������������� ���� O$��P: , �� ���� �� ������������ ��� �� O����"�����#P����� ���#
�������� ���&��� �� ������ ��� ��� �C�� ������

 ��� � ������� �� ���������� ��������� ��� ��� ���� ����� �� ������� �� ������
�� ���������� 
�� ���������� ���T����� ��� �� ������ ����"������ ������ ��� ����������
�������� 0� ����� ���� ������ ��� ���� �� ������ ����� �� ��������� �� �� ���� ���
&������ � �� ��� ����� ���� ����� �� �� ��� &������ ���� ������������� ���� ��� �������
��$��������� ����� ����� ������� �� ������� �� ���� ��$��������� -����� ����� �����
������� ��� ������ ���� �������� ��� ���� C��� �� �C�� ���� ���� ��� ������� 
� �����������
�� ������������ ��� ��� ����� �� �������������� 
�� ������������� ���&��� �� ����� �� ���������
�� ��� ������� �X � ������������ �� ����������� ���� �����������

6� ������ ��� �������� �� ������ �� ������ �� �� �������� �� �������# ��������� ��
���������� ������������� ����������� 5���� �������� ���� ����� ������ ���� C��� ��������
�� ���� �������� ��� �������� �� ������� ���� �� ������ ���� �������

(���� ����������� ���� � ������ ��� ������������� ����� ������� �������� ����������
�� ������� �� ���������� ��������� ) ������ ���� ������� �� ������������� 6�� ���� ������
��������� �� ������� ���$�� �������� ���������� �� ��������������� �����������  � �����
���� �&��� ��&������ ��� �����"����� ��� ������� ���� ������� ���� ����������� ���



	

����������� �����������  �� ����������� ) �� &������������ �� ) ���#������������� ��� ���
�T�������

)� ���	���� � �� ���������� �

0� ��� ��������� ��� ����������� ���������� ��� �� �������� �� �� ����������� ��
�������������  ��� �� �� ���� ���������� ����������� �� ��� ����� �� ������� �� ������������
%�� ������ ���� �� �� ���� ���������� ���������� ���� ���� ������� 9� �T��� �C�� ��
��������� �� �������� � $�� �� ��� ���� ������������ ) �T������ �� �� ���� ��� ��&��� ��
���� ��� ������ ���������� ��� $�� �� ����  � ����� �� �� ���� ������� ���� &� ���&���� ��
���� �� ������� ��� ��� ����� ��� ���������� �� �� ��������� ) �#������ 0� ����������
��������� ���� $��� ���� ��� ��� ���������� �� �������� ������� ���� ������������  ��� �
�� �� ����� �� ����������� �������	
 � �� ���� ��� �T���&����� ������� ���� ���� �����
�� �� ����� 
� ��� �� �� �������� �� ����������� ��� ��� �� ����������� ���� ��������� ���
�� �� ��������� �������� � �� ����� ���� � �� �� ����������� 
������	
� %��� ������$��
�� ��������� ���� �#������ �� �������� �� �� ����������� ����� � �� ������ ���� �����
� ������� �� ���� $��� �� ����� ���T������ ����� ���������� 
� �������� ���� �� �����
���� ��� ������ �� ����� ���"�C��� ���� ��� ������� ) ��� ���� �� ��# ����� �� ���� ��� &�������

) ���	$������� �

(���� ��&���������� �� ���&��� ��� �� ��&���������� ��������� � �� ��� � ��� ���������
������� �� ��� ��������� ������ ��� ���������� �� ���� ����� ��E�� ���������� �� ����������
9� �T��� ����� ��������� � �� ������ ������� �� ����� ���� �� ����������� ������� ��
������ &������� 9� ���� ��� ����������� ���������� ���� ���&��� ����� ����������� ���
��� ����������� ������������� ���������� �� ��� ���� ������� �� �����#��� ��� �������
���� �����#�� �� ��� ���� ����� �� �������� ����� ������� �������� ��� ������ �� �������
��� ����������� ��������� ��� ��� �������� ����������� 
� �������� ��� ����������
���� ������� ��� ������ ���������
��� 8���������������� �� ������������ ��� ��
�������� ��������� �� �������������� ��� ����������� ��� ������ ��� ���� ���������
�� ��E�� ) � ��� ���� ������� �� ������ C��� ���� �� ��E� ��� ������ �� ���� 6�� ����
������ ��� �� ������ ��������� �� ������� ���� �� ������ �������� �� ����� �� &��
�� ���#������ ����$��� �� ������������ �������� ��������� (��� �� ���� �����������
��� ) ��������� �� ���"�K� �������� ��� �� ������������ ���� ���� &������ ���� �������
��� ���� ��� ������ �� ������ ������ ���� �� �C�� ����� �&��� �� ������ ) �� ����� ���&�����

)0!	������ ������ �

 ��� ����� ������� ��� �������� �#������ �� �C�� ���������� O����������P ��
��������� ��� �C��� ��$������� �� ����#���� � ��� ������ ��� ����������� �����������
���������� ��� ������������ 
�� �������� ���� ����� ��� ���	����
�� '�� ������ ��� ��
�C�� �G�� �� ����� ����� ��T����� ����� ��#� 6�� ������ ��� �������� ���#������ ���
�������� �� �C�� ����� O�������������P� 0� ��� ���������� �� �������������� ����������
������� ) ������ �� �������� ��� �������� �� �������� ) ���� ������� ��# �� O��������
P�
6���� �� �� ��� ����������� ��������� ���� �� ������ �X �� &��� ����� �� ���� �����



3 ���������	��

�� ������� 6���� ����� �� �� �� �������� ������� �� ���#������ ��������� 
�� ���������
���#������ �������� ��T����� ����� ��� ���������� �� �������� ��� �C��� 
��#������
�������� ������ �X� ���� �� �������� �� �������� ����������� �� ���� ��������� ) ��
���� �� ������ ��������� ) �� ������� ����� �� ���&����� ������� ) ��� �� ���������
��������� ���������� '� � � ����� �� �������� ���� ���� �� ��� �� �������� �� �\���
��� ����������� �X ��� ����������� ������� �� ���� ��� ����� ���# ������������ �� � �
��� ��������� 7��������:� 0� ���������� � ������ ��� ���# ���������� ) ��� ��� ����
���&��� �������  ��� � ��������� ��������� �������� ���&��� C��� ���� ������ ���&������
��������������

+������ �

0� ���������� ��������� ��� ������������ ��!��� ) ���������� ) ������ �� �����
�� ) ����&��� 
�� �������� �� ��������� �� ������ ���������� �� ���� ��� �����������
���������� �$� �� ������$�� ���� ����� �� ���� ����&�� (��� �&��� ��&������ ��� �����"�����
������� *������ 7+������������ ��� *��������� �� ����������� ����������: ��� ������� �
����� ���� ����������� ��� ����������� ����������� 6���� �������������� ���� �������� ���
��������� ������������� ��� �� ������� ��� ������������ ��������� ������������� ���� �����
���#������ ��� ������ ��� �� ����� +� ������������ ��� ������������� ������� ������ ��� ������
��� �#������ ��� ������� ������������ ������� �������� ) �� ��������� .��� �K�� �������������
�� �� ��������� ����� ��� ����������� ���� *������� 0� ����������� ���� ����������� ���
���������� ��������� ���������� �� ��������� �� ������� A�&� �� ��� �������&�� ��� �������
*������ ���� �� ����������� ����� ��� ���������� �� ������ ������������ ����������
) ���#������ �� ������������� '� ��� �������� �� &��������� ���#������ ���� ���������� )
������ �� *������� 9� �T��� �� ���� &��������� ��� �������� ��� ������� ����� ��� ������� ���
���������� ������� ��� ������ �� ��� ��C���� ����� ��� ��� >���� �� �������������� �����
7���� �� �� ������������� ��� ��������� �������������:� 9�$�� *������ ���� ������ �� �����
��� �#�������������� ������������� ����������� ���� �&��� ��� ����� �� �� �����#��� ��
������ �� ��������� �� ���������������� ��� � �

6���� ����� ��� ��������� ���� ���� �

����� � � ��#����$�� ���������� 	���� ���� ���� � 	��	��� ��	��!

 ��� �� ������� �� ���� ������������ ��� ����� ����# �� ��� �������� �� ���������
�� �������  ��� � �������� ���� ������� ��� ��$�������� ��� �������� �� ����&� �� ���
�#������ �� �������� �� ��������� �� ������ ������� ��� Z32� 1�� 13� 14� 33� 2�[� 6�
������� ��� �������� ���� ���� �

(��� ������������ ��� ��$������� �� �#������ ��� �������� �� ��������� 7�� ��������"
����: �� ������ ���� �� ������ ���� %��� ���� ������������ ��� ����"������ �� ���������
�� ������� ���� �� ������ ��	� 0�� ����"����� ��� �� �������� �� ��������� ������ ��
��������� �� ��� ����� ����� ����������  ��� �� ������ ��3� ���� ������� ��� ��������
���� ����&�� ��� ����� ����# ���� ���� ����� �� �������� �� ��������� �� �������
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9�$�� ���� ��������� ��� �������� �� ��������� �� ������ ��� ������� �� �����
����&���� ���� �� ������ �&� ��������� ����� ����� ������� �� ������$��� ������� ����
�� ������ ��2�


� ������� 	 ��� ������ �� �������� �� �������� �� �� ����������� ���� ����������
���������� 
�� ���&��# �� Z2N� 	3[ ���� ��� ����&�� ���� �� ����������� ������������� ������"
���� ���� ���� ����� �� �������� �� ��������� �� ������ ��� �����&��� � ��������� (��
���&��# ��� ������ ��# ��������� ������� ���� Z		[� 6� ������� ��� �������� ���� ���� �

 ��� �� ������ 	��� ���� ������������ ��� ���&���� ��������� ��� ��� �������� �� �����"
���� �� ������� ���� �� ������� �� ���# �������� �� ����������  ��� �� ������ 	�	� ����
��������� �� ������� ���������� ����$� ���� ������� �� ����������� ��� ����������� ���"
������� ��� ��� �� ��������� �� ����������� ��������� 0� ���&�� ���������� ��� ������ ���
�� ������� �� ������������ ��� �� ������ ��� �� ����������� �&� �� ���������� ��� ����
�� ����������� �������� �� ����������� �#������� 9�$�� ���� �� ������ 	�3� ���� �������
�� �������� ������� ���� ������� ��������� �� ����������� ��������


� �������� ������ �� ������� ��� �� ������� 3�  ��� � ������� ���� ���������
��� ����������� ���������� ��� �������� ��� �������� ��������� ���� �� ��&����������
���������� (�� ���&��# ��� ������ ��# ��������� ������� ���� Z24� 21[� 6� ������� ���
�������� ���� ���� �
(��� ���������� �� �������� �� ��� ���������� �� ������������ ��� ���� &������ ����
�� ������ 3��� (��� ����� ������������ �� ������������ ������ �������� ���� ZN�[
�� ��� &������ ������� ���� �� ������ 3�	�  ��� �� ������ 3�3� ���� ��������� ���
�������� �� � �������� ��������� ������������ �� ++% ZN1[� (��� �&��� ������ �� ��
���������� �� �������� �� ����� ����� �� �������� �� ������ ���� ��� ������������
����������  ��� �� ������ 3�2� ���� ��������� �� ���������� O��������P ��� � ������
���� ����� ��������� ���� �� �������  ��� �� ������ 3�R� �� ����� ���������� ����
���� �&��� ������ ��� �� ��������� �� ������ ��� ���� C��� �� ������  ��� �� ������ 3�N�
���� ��������� ��� ����&����� ����� �� ������������ �� �� �������� �� �� ��������"
��� �#������� 9�$�� ���� �� ������ 3�S� ���� ��������� �� ���������� ��� ��������������

�����  � +������

6���� ������ ��� ������� ) *������ �� ) ��� ������� ���������������� ��� �����
����# �� ��� �������� �� ��������� �� ������� 
�� ��������� �� ���� ������ ��� ���
������� �� ������������ �&� ?� ?����� ���� ZR1� S� R	� R�[� 0� ���� ������� ��������
���� ������� ���� �� ������� 2� 6� ������� ��� ������ ���� ���� �
 ��� �� ������ 2�1� ���� ������� ������������ �������� �� *�������  ��� ��� �������
2�� �� 2�	� ���� ���������� �� �������� �� �� ����������� �� �� �����"����� *�������
(��� ���������� ��� ������ �#������� ���� �� ������ 2�3� 9�$� ���� �� ������ 2�2� ����
���������� �� ��������� ��� ��������� ������������� Z2R� 23� 22[ ��� ���������� �� ��������
���������������� ��� ����� ����# �� ��� �������� �� ��������� �� �������



R ���������	��

����� % � 1!	������ ������

6���� ������ ��� ������� ��# ��������� ���#������ ��������� ) ����� ���������������
�� ) ����� �#�������������� ��� *������� 
�� ��������� �� ���� ������ ��� ��� ������� ��
������������ �&� ?� ?����� �� -� L������ ���� ZR3[� 
� ������� R ��� ������ ����
���� �

� ������ R�1 ��� ������� �� �������� �� ��V��� ����� ����������� 6� �������� ��� ��
�������������� �� �������� �� �\��� ��� ����������� ��������� ���  ��<����� �X ���������
����������� ��������� ��������� ����������  ��� �� ������ R�3� ���� ���������� �� ��������
���#������ �������� ���� �� ������ 6������������ ) �� ������ ���������� ��� ����� ���"
����� ��� �������� ��� ��� ���������� ��� ������� �� ������ 9�$�� ���� �� ������ R�R�
���� ��������� �� ����� ��������� �� �� ����� ��������� ������� ���� �������� �� ��������
�� ������� ����� ����� �������� ���� �� ������ ����� ��������� �����������



%$�&���� '

(�)����������

 ��� ����� ������ ��� ������# �� ������������ ���� ����������� ��� ��� �������� 0�
����� ������ ��� ������� �� �� ������� ��� ������� ��� ����������  ��� � �������� ����
�����E��� ��� �������� �������� ��$������� �� ��������

� � 	��������� ����
����
 ���� �
� ����
�


�� ��$������� ��������� ���� ����� ������� ���� Z11[�

��2������ �3�3�3 0� ������ �����
 ��� ���
�	� G ��� �� ����� (V, E)� ���� �����
(V (G), E(G))� �X V ��� �� �������� �� ������� �� E ��� �� �������� �� ������ �� �������
��������� 
�� �������� �� E ���� ������� ���	
��

��2������ �3�3 3 +��� e = {u, v} ∈ E ��� ��C�� ����� ��� u �� v ���� ��� ���# �������
���#��������� 
�� ������� u �� v ���� ��� ������� �� �����
�	�� �� e ��� ���� ���	
 �����
�	

) u �� ) v�

��2������ �3�3%3 
� ������ G ��� ��� ��� �� ��� ��������� �� ��� ������� �� �� ���
��C��� ���� $���� 
� ������ �� ������� �� ������ G ��� ������ 	����
 �� G�

��2������ �3�3(3 +��� G = (V, E) �� H = (V ′, E ′) ���# �������� J� ��� ��� H ��� ��
����������
 �� G �� ���������� ��� ������� �� V ′ ��� �� ����"�������� ��� ������� ��
V �� ��� ���������� ��� ��C��� �� E ′ ��� �� ���� �������� �� E� ���� V (H) ⊆ V (G) ��
E(H) ⊆ E(G)�

��2������ �3�3'3 0� ����������
 �������	 �� ������ G ��� �� ����"������ �� G ���
������� ���� ��� ������� �� G� ���� �� H = (V ′, E ′) ��� �� ����"������ ��&���� �� G =
(V, E) ����� V ′ = V �

��2������ �3�3,3 0� ��
��� ���� �� ������ G ��� ��� ����� �� ������� &������� ���� ���
����� P = (u0, u1, . . . , uk) ����� ��� ���� ���� 0 � j < k� ����C�� {uj, uj+1} ∈ E(G)�

� �����
�� �� ����� ��� ����� �� ������ ����C��� ���������� 
� �������� �� �����

N



S 
��	��� �� ����	�	��	���

P ��� ����� ) k�
0� ����� ��� ��� �����
 �� ��� ������� �� P ���� ���������
0� ���
 ��� �� ����� ���� ��� �#�������� ���� ���������� ���� u0 = uk�
0� ���
�� ��� �� ������ �������� ���� ��� �������

��2������ �3�3�3  ��# ������� u �� v ���� ��� ����
�	�� ���� �#���� �� ����� �� u ) v�
0� ������ ��� ��� ����
�
 �� ���� ���� ������� u �� v �� G� �� �#���� �� ����� ����� u �� v�

��2������ �3�343 0� ����
 ��� �� ������ ����#� ���� ����
0� ����
 �
�������	 ���� ������ G ��� �� ����"������ ��&���� �� G ��� ��� �� ������
0�� ����	 ��� �� ������ ���� ��� ���������� ����#�� ���� ��� �������
0�� ����	 �������	
 ���� ������ G ��� ��� ���C� ��� ������� ���������� ��� ������� �� G�

��2������ �3�353 0� ������ ��� ��� �����
	 �� ���� ����� ����� �� ������� (u, v)� ����C��
{u, v} �#����� J� ���� Kn �� ������ ������ �� ������ n�

� ������ ����C��� ���� �� ������ ������ Kn ���

n(n−1)
2
�

��2������ �3�3�-3 +��� G = (V, E) �� ������ ����#�� 
� ���	���
 ����� ���# �������
u �� v �� G� ����� d(u, v)� ��� �� �������� �� ���� ���� ����� �� u ) v�

� �����	�
 �� G ��� �� ������� ��#����� ����� ���# �� ��� ������� �

D(G) = max
u,v∈V

(d(u, v))

��2������ �3�3��3 
� &�������� ���� ������ u ���� �� ������ G = (V, E)� ���� NG(u)�
��� ���������� ��� ������� �������� ) u � NG(u) = {v ∈ V |{u, v} ∈ E}�

� ����� �� u ���� G� ���� degG(u)� ��� �� ������ �� &������ �� u ���� G� ���� degG(u) =
|NG(u)|�
0� ������ ��� ��� ������
� �� ��������
� � �� ���� ��� ������� �� ������ ��� �� �C�� ����� d�

��2������ �3�3� 3 +��� G = (V, E) �� ������ ����#� �� ���� u �� ������ �� G� J�
��������� ����
 �� ����� u� ����� BG(u)� �� ������ �������� ��� ������� u �� �� NG(u)
�� ��� ��C��� ��������� ) u�
+��� k ∈ N� �� ����� �� ����� u �� �� ����� k� ����� BG(u, k) �� Bk(u)� ��� �� ����"������
�������� ��� ������ ����� �� u �� �������� ���������� �� ����� ) k ���� �
V (BG(u, k)) = {v ∈ V (G) | d(u, v) � k} ��
E(BG(u, k)) = {{v, w} ∈ E(G) | d(u, v) � k − 1 �� d(u, w) � k}�

��2������ �3�3�%3 +���G = (VG, EG) ��H = (VH , EH) ���# �������� 0� ������������

����� G �� H ��� ��� ���������� ϕ �� V (G) ���� V (H) ����� ��� �� {u, v} ∈ E(G) �����
{ϕ(u), ϕ(v)} ∈ E(H)�
+� ϕ ��� ��� ���������� ������&� �� �� ϕ−1 ��� �� ������������� �� H &��� G� ����� ϕ
��$��� �� �����������
 ����� ��� ���# ������� G �� H � J� ��� ����� ��� G �� H ����
��������
��



���� ����������� �

� ! "
#$�
�
���

��2������ �3 3�3 +��� γ �� ������������� �������� �� G ��� H � γ ��� �� �
��	
�
�	 ��
���� ���� ������ u ∈ V (G)� γ ������ �� ������������ �� BG(u) ��� BH(γ(u))� J� ���
���� � �� ��� G ��� �� ��&C������ �� H �
0� ��&C������ �� G ��� H ��� ��� �����
 �� G �� H �� ���� ��� �����������

�
�����
 1���1� 0� ��&C������ ��� �#������� �� ��&C������ �� ���� �������� �� �� ��"
�������� &��� Z3S[� - ����� ��� ���� ������ ��������������� �� ��&C������ ��� �� ����������
%�� �#������� �� ���� �� �������� �� ������� ���� ������ ���� ����� �� ��&C������ ����
������ ������

��2������ �3 3 3 0� ������ ��� ������� ���� ����� ��&C������ ������ ������ �����
������� 
� ������� ��� ������� �������# ���� ����� Gmin�

)�� �3 3�3  ��	 γ �� �
��	
�
�	 �
 G ��� H�  ��	 u �� ����
	 �
 H� !����
γ−1(BH(u)) 
�	 ��
 ����
�	��� �
 ����
� �������	
� ��������
� � BH(u)�

F���� ������ ��� ����� B �� H � �� ������ ������ �� O����� ��������P �� ����"�
���� ���������� ���� �� ������ G� �� ��������� �� ����� ��� ����&������ �� B� &��� 8'@� 1�
0� �������� �� ����#��� ������ �� ����&�� ��� ����� ����� �� H ��� ����� �&� ��
�C�� ����������� 7Z	�[:�

��������� �3 3�3  ��	 H �� �����
 ����
�
 
	 G �� �
��	
�
�	 ��� �
 H ��� γ� !���� ��

���	
 �� 
�	�
� q 	
� ��
" ���� 	��	 ����
	 u �
 V (H)" �� � |γ−1(u)| = q�

��2������ �3 3%3 J� ��� ����� ��� γ ��� �� ��&C������ ) q ����������

���
������� �3 3�3  ��	 n 
	 m �
�� 
�	�
��� !���� �#���
�� An 
�	 �� �
��	
�
�	 �

�#���
�� Am �� 
	 �
��
�
�	 �� m|n� $��� �
 ���" n

m

�	 �
 �����
 �
 �
����
	��

���
������� �3 3 3  ��	 G �� �����
 ����
�
" �� |V (G)| 
	 |E(G)| ���	 ��
��
�� 
�	�


��" ����� G 
�	 ��������

� % &���'�
#$�
�
���


�� �����"��&C������� ��� ��� ���������� ���� Z2	[ ���� ������� �� �������� �� �� �����"
������ ��� �������� �� ���������� 6� ���� ��� ����������� ��� �� ��������� �������������
���� ��� ��&C��������

��2������ �3%3�3 +��� K �� H ���# ������� �� ���� δ ��� ������� 7���������: �� V (K)
���� V (H)� δ ��� �� �������
��	
�
�	 �� ����� r ���� �#���� �� ������ G 7�&������������
��$��: ��� ���� ��&C������ �� H &�� γ 7&��� 8'@� �: �� ���� �#���� zK ∈ V (K)� zG ∈ V (G)
��� ��� �
" �� �#���� �� ������������ ϕ : BK(zK , r) −→ BG(zG, r)�
" �� ������� �� ��$������ �� δ ������� BK(zK , r)�
" δ|V (BK(zK ,r)) = γ o ϕ|V (BK(zK ,r))�
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�	�� 1 B 
�� ���������� ����� ����� �� H ������� ��� �������� �� ������ ���������� �� G


������� s = |BK(zK , r)| ���� ������ ��������� �� �����"��&C������ �� �� ������ G �� ��&C"
������ �������

�	�� � B δ 7V (K) ���� V (H): ��� �� �����"��&C������ �� ����� r �� ��&C������ ������ γ
7G &��� H:
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J� �T������ �� �C�� ���� �� ������� ��� ���� ��� ��&C������� �� ���� ������ ���� ���
K ��� �� �����"��&C������ �� H �� ����� r� J� ������ ����� ����������� ���� ��&C������
�� H ��� ��������� �� �����"��&C������ ���� ��������� ���� ����� r ∈ N� 9� ��� ����
�����"��&C������ �� ����� r ��� ����� �����"��&C������ �� ����� r′ � r�

��2������ �3%3 3 J� ��$��� �� ������ �� ��������� q ���� �����"��&C������ ���� �����
�� ���������� �������� ��� ��������� ������������ ��� ������� �� H �

q = min
w∈H

{card({v ∈ BK(zK , r)|δ(v) = w})}

��2������ �3%3%3 0� �����"��&C������ ��� ��� �	���	 �� BK(zK , r) � K�

0� �����"��&C������ ���"����� ��� �� ��&C������� �� ���� � ��� ��� ���# ��$�������
�� ������ �� ��������� �]�������



1� 
��	��� �� ����	�	��	���



%$�&���� *

%���"�� �#��"+ �� �,������ �� �))����"��
�� !��&$�

! � ������������

����� 	� �
����


�� �������� �� ��������� �� ������� �� ���� ������������� ��� ����� ����# ����
��� ������� ���� ��� ������� ��������� ��� ����������� ��� ������ �������# ���� ���� ���
����������� ����������� ���� ����&�� ���� &������� �� ���� ��������� ���� �������� Z3R[�
%��� ����# ��������� ��� ����������� ����������� ���� ���� ������ ���������� ) ���������
��&����� Z	� R� 31� 3N� R�� N�[�

(��� ���������� �� ������ �� ���������� �&� ��� ��������� ����������� 6� ������ ���
���������� ��� �� ������ ����#� �� ��� ������� �X ��� ������ ������������ ��� ����������
�� ��� ��C��� ������������ ��� ����# �� ������������� 0� ���������� ��������� ��� �����
��� ��� ��� ���������� �������  �� ���������� �������� ��# ������ �� ��# ��C��� ����
�����
�
�	����$���� ���� ) ����� ��� ������ �� ��� ��C��� ������������� ) �� ����"������ ��
����� $#� 1� ����� �������� ������ ��������� ���������� �� � �C�� ����"������ 7������
�����:� 
� ��������� ��� �#����� ������) � �������� �������������� �� ���� ��������� 
�
��$�������� ���������� ��� ���� �� ����� ��������  ��# ������ �� ��������� ������������
���� ���� �����
����	
� �� ����� ���� �#������ ���� ��� ����"������� ����������  ��� � ���
�� ���# ������ ���&��� C��� ���������� ���� ��������� ���� ����� �� �C�� ��������������

����� 	�� �
����� ����

 ������� �������� ���������� ) � ������ ��� ��� ������ ��� /���������� �� ��� ZN4[� -�"
����� Z�[� D�������� �� M����� ZN2[� �� .���� �� *���� Z1	[�  ��� ZN4[� �� ������ ��������
��� �� ������ ��������� �X ��� ������ ������������ �� �������� ������������ $��� 
������

1	
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�� ���� �� ���� ������� ) ������ �� ���&�� ���� �� ����� ��������� ����� ��� ���� ��
��� ����� �� ��� &�������  ��� Z�[� �� ������ �������� ��� �� ������ ���������� 0�� �����
�� ���� �� ���� �����$� ��� ���# ������ �������� �������� ����� ����� 7����������: ��
���� ���� ����� ��� ���&�� �����  ��� ZN2[ �� ������ ��������� ��� ������ �X ���
����� �� ���� �� ���� �����$� ����� ��������� ����� ��� ����� �� ��&��� �� ��������
�� ��E��� �� ��������  ��� Z1	[� �� ������ ��� �� ������ ������� �� ��� ��� ���&��� C���
������ , ����� ��������� ����� ��� ���� ����� ��� ���� �������� �� ��� ����� �� ���
&������ ��� ��� ���� ������ ��� ��� ��� ��������� 
����&����� ��� ���������� ���� C��� ���"
������ ��������� �� ���������� ���� ) ����� ���� ���� ��� ���������� �����&��� �� �C��
������ 7��������:� ����� ��������� �����&� �������������� ��� ������ ����������
7���������: �� �������� ���������� ����� ���&��� ��� �������

���� �������� �
�����

0�� ����� ������� ������ �� �������� �� ���� ��������� ��� ����� ��� ��� ����
�
���� �� ��� ��	�����  � ���� ��E��� �� �������� P0 ���� �#����� �������� ������
A = {a1, . . . , an} �� ���� �������� ���&���# �������� 7$��: P1, . . . , Pm ���� ����� �����
�� ��� ��� �� &���  � ���� �������� ���� �������������� ������ �� ������ ��������� ��
�������� �� �� ������� �� �������� Z3	[� ���� ��� ���������� �� ������ ���&��� �����
C��� ��������� ) ���� $� Z	S[� 6���� ������ �� ���� ��������� ��� ���� ��������� ��� ���"
���� �� �������� �#������ �� ������ ��� ������� ���� ��������� ��� �������� �����������
 ��� ����� �������� �� ������ �� �������� 7����������: ���� ����� ������ ��� $#��
���� ���� �&��� ��� ������ ����������� �� ������ ����������� �� ���� ���������� �� ����
���������� 9� �T��� �� ������$��� ��� �������� ��� ��� ����������� ����� ������ �� ����
��������� ������\� ���� �� �� ���������� ����� �� �� ������ �� O�����P �� Z	S[�


�������$����� ��� ������ ���� ������ �&� ��� ���������� �� ��� ��C��� �&� ��� ����#
�� ������������ ����� ��� �� ����� ����������� ���� ������ �� ���� ��������� �� ����� ��
������� �� �������������� �� �� ��������� �� �������  ��� ��������� �� Z2S[� ��� ����#
�� ������������ ���� ����������� ��� ��� ������ �� ��� ���������� ���� ����������� ���
��� 7�����": ��C���� 6���� ����������� ������� ) ��$��� ��� ���������� �������� ���� ��
������� �� ������������� ���������� ������ ��� ����� ��� ������� ) ������� ��� �����"
����� �#����������� ���� �����&�� �� ����������� �� ���#������ ��� �������� �����������

! ! �(��)�
� �
 ���������
 �
 ����


����� !������ ���"�����

 ��� ���� � ��� ����� ���� ���������� ��������� ��� ������� ����#�� ������� �X ���
������� �� ��� ��C��� ���� ��������� �&� ��� ���������� ����������� ) �� �������� L� 6��
�������� ���� C��� $�� �� ��$���
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��2������  3 3�3 +��� L �� �������� ���� ��� �������� ���� ������� �	�	��

0� �����
 L��	���
	� ��� �� ����� (G, λ) �X G ��� �� ������ �� λ ��� ��� ������� ��
V (G) ∪ E(G) &��� L�

� ������ G ��� ������ �� ������ ����"����� � �� λ ��� ��� ������� ������������ �� G�


� ����� ��� ������� ��������� ��� �� �������� $�� L ���� ����� ��� GL�

��2������  3 3 3 +��� (G, λ) �� (G′, λ′) ���# ������� ���������� (G, λ) ��� �� ����"������
�� (G′, λ′) � ���� ��� (G, λ) ⊆ (G′, λ′)� �� G ��� �� ����"������ �� G′ �� λ ��� �� ����������
�� λ′ ) V (G) ∪ E(G)�

��2������  3 3%3 
����������� ϕ : V (G) → V (G′) ��� �� ������������� �� (G, λ) &���
(G′, λ′)� �� ϕ ��� �� ������������� �� ������ �� G &��� G′ ������&��� ��� ����������� �����
���� ���� ������� v, w ∈ V (G)� λ′(ϕ(v)) = λ(v), �� λ′({ϕ(v), ϕ(w)}) = λ({v, w}).
ϕ ��� �� ������������ ���� ��� ��������

��2������  3 3(3 0�� ������
��
 �� (G, λ) ���� (G′, λ′) ��� �� ������������ ϕ �����
(G, λ) �� �� ����"������ (H, η) �� (G′, λ′)�

����� �#������ �� ���������� �� �����

(��� ����&��� ���� ���� ������ ��� ������� ��������� ��� �������� �� ��������� ��
�������

��2������  3 3'3 0�� ����
 �
 ������	��
 ��� �� ������� R = (GR, λR, λ′
R) ��� ��� (GR, λR)

�� (GR, λ′
R) ���� ���# ������� ����������

��2������  3 3,3 0� ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 7SRG: ��� �� ������� R = (L, I, P )
�X L ��� �� �������� �������� I ��� �� ���� �������� �� L ������ ���������� ��� �	�	�
���	���� �� P �� �������� $�� �� ������ �� ����������

��2������  3 3�3 0�� R"�	��
 �
 ������	��
 ��� �� ���������� (G, λ, R, φ, λ′) ��� ��� R
��� ��� ����� �� ��������� �� P �� φ ��� ) �� ���� ��� ������� �� (GR, λR) ���� (G, λ)
�� ��� ������� �� (GR, λ′

R) ���� (G, λ′)�
0�� ����� �� ��������� ��� ����� (G, λ) →R,φ (G, λ′)�

��2������  3 343 0�� ����
��
 �
 R−������	��
 ��� �� ����� (G�λ0�R0�ϕ0�λ1�R1�ϕ1�λ2�. . . �
λn−1� Rn−1� ϕn−1�λn) ��� ��� ���� ���� i� 0 ≤ i < n� (G, λi, Ri, ϕi, λi+1) ��� ��� ����� ��
R−����������

��#������ �� ������ �������� �� ��������� ���� ����� ��� (G, λ0)

∗−−−−→
R

(G, λn)�


� ���� �����C�� ����� ������������ �� ������ ��� ��� �������� ����� �� ��������� ��
���� C��� ��������� �

��2������  3 353 0� ������ �������� (G, λ) ��� ��� R−�������	���
 ���� ���#���� �����
������� �� (GR, λR) ���� (G, λ) ���� ����� ����� �� ��������� R �� P �



1R 
��	��� �� 
������ ������ �� � ��!��� �� �����	���� �� �����

%��� ���� ������ �������� (G, λ) ���� GI ���� ������ ��� IrredR((G, λ)) ����������
�� ���� ��� ������� ��������� R−����������� (G, λ) ���� ��� (G, λ)

∗−−−−→
R

(G, λ′)� '����"

��&����� �������� ���������� ��� IrredR((G, λ)) ������� ���� ��� ����������� $���# ���
���� ������� ��� ������� I−��������� (G, λ) ��� ���������� ��� ������ �� ��������� �� P
�� ���� C��� &� ���� �� �������� �� ���� ��� ��������� ��������� ��� ����� ���� ��� ��
������� R�
1!�
�  3 3�3 '��������� ��� �������� �� ��������� �� ������ �� ���������� �� ��"
�������� ��������� ������ ��� ����� �� ����� ����&���� ���� ������� (��� ���������
���#������ ���� ��������� ��������� ������ ���� �� ������ ��� ��� ���� �� ���� O����P
7��� ��� ����������� A:� ���� ��� ������ ���������� ���� ���� �� �� ���� O������P 7���"
������ N: �� ���� ��� ����# �� ������������ ���� ���� �� ���� O������P 7��������� 0:�
-� ������ ������� �� ������� ��� �� ������ ����� - ��������� ������ ����� �� ����� ��
������ ���� ���� ���&�� �� �� ��� &������ ������� �� ������ �� ���� �� �����������
������������ ��� ����������� 1� 
� ���� �����C�� ��� ��� ���� ��� ���������� ���� ���&���

������ ����&���� ��� ����� ������ �� ���������� ���� ��� ����# �� ������������ �&�
����������� 1�


� ������� ��� ����� ��� R1 = (L, I, P ) ��$�� ��� L = {N, A, 0, 1}� I = {N, A, 0} ��
P = {R} �X R ��� �� ����� �� ��������� ���&���� �

0 1
R :

A N A A

- ����� ���� ����� ����� �������� A ��� ��� ��� ��� ��C�� ��������� 0 ) �� ����� ����
������ ��� N � ����� �� ����� R ���� ������ �� ������� �� ����"������ �������������

0� �#����� �� ���� ��������� ���� ����� ��� ����� ���� 8'@ 	� 
�� ������ �� ���������
�
��
�	 ���#����� ������������� ���� ��� ������� ���������� �� ������� Q���� �� ������
��&���� ������������ ���� ����� ����� �� ���� ������������ �� ����� ����&����� ��������
��� ��C��� ���������� 1� ��� ����� ������
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���� �#������ �� ���������� �� ����� ���� �
������� ���������


����� ��� ���� ��&�������� �� ��� �����C��� ������������ ����� ����� �� ���������
������ ��� ���� �X ��� �������� �������������� ���� O������P ���� �������� ��$����"
����� ��������� �������� ����#���� %��� ������������� ���� �&��� �

��2������  3 3�-3 +��� (G, λ) �� ������ ��������� 0� ���	
�	
 �� (G, λ) ��� �� �������
(H, μ, ψ) ��� ��� (H, μ) ��� �� ������ �������� �� ψ ��� ������� �� (G, λ) ���� (H, μ)�

��2������  3 3��3 0�� ����
 �
 ������	��
 ��
� ���	
�	
� ��	
���	� ��� �� ����������
R = (GR, λR, λ′

R, FR) ��� ��� (GR, λR, λ′
R) ��� ��� ����� �� ��������� �� FR ��� ��

�������� $�� �� ����#��� �� (GR, λR)� 0�� ����� �� ��������� ���� C��� ��������� ����
�� ����"������ �� �� ��������� �� � ����"������ ����� ��� ����� ���� ��� ������� ��
���� �� ��� ����#��� ��������� Z32� 3R[�

R : Left −→ Right ; {FC}

��2������  3 3� 3 0� ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 ��
� ���	
�	
� ��	
���	� 7SRGCI:
��� �� ������� R = (L, I,P) ��$�� ���� �� SRG ���� ��� P ��� �� �������� �� ������
�� ��������� �&� ����#��� ����������

��2������  3 3�%3 0�� ����� �� R−������	��
 ��� �� 2"����� (G, λ, R, ϕ, λ′) ��� ��� R
��� ��� ����� �� ��������� �&� ����#��� ��������� �� P � ϕ ��� ��� ������� �� (GR, λR)
���� (G, λ) �� ��� ������� �� (GR, λ′

R) ���� (G, λ′)� �� ���� ���� ����#�� (Hi, μi, ψi)
�� (GR, λR)� �� ��� � ����� ������� ϕi �� (Hi, μi) ���� (G, λ) ��� ��� ϕi(ψi(GR, λR)) =
ϕ(GR, λR)�

1!�
�  3 3 3  ��� �� �#������ ���� ������� �� ������� �� ��������� �� ������ ���
��� �� ���������� ��������� ���� �� ������ +��� R2 = (L, I, P ) �� +/@6' ��$�� ���
L = {N, F, E, 0}� I = {N, 0} �� P = {R1, R2} �X R1� R2 ���� ��� ������ �� ��������� �&�
����#��� ��������� ���&����� �

0
NN

0
NN

N

0

N E

N

0

N

R :1

R :

F N

2

0 , { }

, { }

-������� ��� �
����
 ���� ��� ������ ���������N ����� �#������� �� &����� �&� �����������
N � 
� ����� R1 ������� ) O����&��P ��� ������� �� ������� 7������� �� ����#�� �������� ������
��� � ����� ��� ��� ������� &����� �������� N: �� ��� ������� ����������� F � -����� �� (G, λ)
��� �� ����� �������� �X ���� ��� ������ ���� ��������� N �� ������ ��� ��C��� ���� ����������
0 ����� �� �������� ������������� ���� ) �� ������ ������ �������� N ��� ��&������ ���



1S 
��	��� �� 
������ ������ �� � ��!��� �� �����	���� �� �����

��Y� ) �� ����� R2� '� ����� ��� ��!��� �� &��� ��� ���� ��� ������ �� ������� ���&��� C���
O����P ��� �� �����������

1!�
�  3 3%3 (��� ������� ���� �� �#����� ��� &������ ���������� �� ���� ����
����� ����&���� �&� �� �������� ����� �� �� ����������� ������� ���� �� ����� �� �����
�� ������ ���� ��� �� ���� ��� $��� 6�� ���������� ��� ����� ���� ZN�� 6���� R� �� �12[�

6���� ���� ���#����� ����1� ���� ��������� ��������������� �� ���� ����� ���� ��������
A� ���� ��� ������ ������� ���� ��������� N �� ������ ��� ��C��� ���� ���������� 0� 
�����
�������� ��� ��� �� ������ ������������ �������� A ������� ��� ���� ������) �� $� ��
����� ��� ����� ��� ������ ������ ������ ���&�� �� ������ ����������� A′�  �� �����
����� �������� A′ ����� ���� O�����P ���� �� ����� �� ��������� ������ $��� 7��������� F :�

- ����� ����� �� ����� �� ����� u ���� 7�������� A �� A′: ����� ���� ���� �

1� +� u � �� ����� &����� v �������� N � ����� u &� ���&�� � ����� � u ������� ���
���������� v ��&���� ���� 7��������� A′: �� ����C�� {u, v} ����� ����������� 1�

�� +� u ��� �������� A′� u ��� ��� �� ����� &����� �������� N �� �� ��� ��� ��� ���� ���
������ &������ �#���� ��� ���� ����C�� ��� ��� ��� ��� ��������� 1� ���� ��������� F �
����� u ��&���� �������� F �

- ���� ������� �� ����"������ ������ ��� ��� ��C��� ���������� 1 �� ��� ������ ��������� A
�� A′ ��� �� ������ '������&������ �� ���#���� ����� �����$� ��� �� ����� u ��� ��� �������
�� �� ������

-����� �� ���������� ���#���� �� ���# ������ 7��� ���&��� �� ��&�����: � ���� ��
��������� ������� ������� ������) � ��� ���� ��� ������� ������ �������� , ���� �� ���#����
������ ������� &� �������� 7�� ������� ��� ��������: ������) � ����� �� ����� ��� �� ������
������������ �������� A� 6� ������ ��� ������ �� ������� ��� ������������ � $�� �����
���� ��� &������ ������ ��������� F �


����������� ���� C��� ��� ��� �� ������� �� ��������� �� ������ �&� ����#���
��������� R3 = (L, I, P ) ��$�� ��� L = {N, A, A′, F, 0, 1}� I = {N, A, 0}� P = {R1, R2, R3}
�X R1� R2 �� R3 ���� ��� ������ �� ��������� �&� ����#��� ��������� ���&����� �
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�	�� 3 B 6���� ��������� ���� ����� ����&���� �&� �������� ����� �� �� �����������
�������

����$ �#������ �� ���������� �� ����� ���� ���
�����


����� �� � ������� ��� ����������� ��� �������� ) ����� ����� �� ����� ����� ��� ��
���# ������ �� ��������� ���&��� ����������� �� �C�� ������ �� ����� �� ���� �����������
����������� %��� ������������� ���� �&��� �

��2������  3 3�(3 0� ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 ��
� ������	� 7SRGP : ��� �� 3"
����� R = (L, I,P, >) ��� ��� (L, I,P) ��� �� SRG �� > ��� �� ����� ������� ��$�� ���
���������� P ������ �� �
��	��� �
 ������	��

��2������  3 3�'3 0�� ����� �� R−������	��
 ��� �� 2"����� (G, λ, R, ϕ, λ′) ��� ��� R
��� ��� ����� �� ��������� �� P �� ϕ ��� ��� ������� �� (GR, λR) ���� (G, λ) �� �����
��� ������� �� (GR, λ′

R) ���� (G, λ′)� �� �� ���#���� ����� ������� ϕ′ ����� ����� ��
��������� R′ �� P �&� R′ > R ��� ��� ϕ(GR) �� ϕ(GR′) ������������� ���� G�

���
�������  3 3�3 %
� ��	��
� �
 ������	��
 �
 �����
 ��
� ������	�� 
	 �
� ��	��
� �

������	��
 �
 �����
 ��
� ���	
�	
� ��	
���	� ���	 �������
�	�� &��	 ������	��
 ���� ��
�
�#�� �
 �
� �
�� ��	��
� �
�	 �	�
 ���� ��
� �#��	�
�


� ����&� �� ���� ����������� ��� ������ ���� Z32[�

1!�
�  3 3(3 (��� ���������� �� �������� �� ���� ���� ����� ����&���� ���� ��
������� 6�� ���������� ��� ����� ���� ZN�� 6���� R� �� �1	[ ���� �� ��� ��� ���� ��
�#����� �&� ��� �������� �� ��������� �� ������ �&� ���������

+��������� ���� ���� ���#����� ����1� ��� ���� ��� ������� ������ ����������� ) ������
O������P 7�������� N: �#���� �� ���� ������ ��� ��� ���� �� ���� O����P 7�������� A: ��



�4 
��	��� �� 
������ ������ �� � ��!��� �� �����	���� �� �����

������ ��� ��C��� ���� ���������� 0�

 ��� ����� ����� �� ����� �� ����� u �������� A ����� ���� ���� �

1� +� u � �� &����� v �������� N � ����� u ���&� � &����� � u ��&���� O������P 7���������
M:� v ��&���� O����P 7A: �� ����C�� ����� u �� v 7{u, v}: ����� ��� ��������� ) 1�

�� +� u ��� ��� �� &����� �������� N �� ������� �� 7������: &����� w O������P ��� ���
��C�� �������� 1 ����� u &� �����&�� � &����� � u ����� ���� �� ���� $��� 7��������
F : �� w ��&���� O����P 7A:�


� ���� �����C�� ��� �������� ����� �� ��������� �� � ������� �� ���� C��� ���������
7���� � ��� ���� ��� &������ �� ����� O����P ���� ���� ������ O$���P:� 
������ ����&����
��� ����� ��� ���������� ��� ��C��� ���������� 1�


����������� ��� ��� ��� �� ������� �� ��������� �� ������ �&� �������� ���&��� R4 =
(L, I, P, >) ��$�� ��� L = {N, A, M, F, 0, 1}� I = {N, A, 0}� P = {R1, R2} �X R1 �� R2

���� ��� ������ �� ��������� �� ������ ���&����� �

1
AM

1
AM

0
A N

1
A F

R :

R :

2

1

�&� �� �������� �� �������� � R1 > R2�

(��� ���&��� ��������� ��� �� ���������� ��������� �� ������� ������������ �������)
���� ������ �� ���#������ �� �� ����������� �� ���� ����� ��� ) ������ O����P�  �� )
����� ������ ��� ����� ����� ���� C��� ��������� ) �� �����


� 8����� 2 ����� �� �#����� �� ���� ��������� �� ���������� 7��� ��C��� O��������P�
���������� 1� ���� ��������� �� ����:�

! % �
� ���'�)��
� �
 ���������
 �
 ����


 ��� �� ������ ���������� ��� ������ �� ��������� �� ������ ���� ���������� ����
��� ������ ������� ������� ��� ����� ��� ������ ���� ��� ����� �������� ��� ��� ��� ������
��������� ����������� ) ���������� ������

��2������  3%3�3 (��� �������� O����"������P ��� ����� ��� ������� ��������� ������ ��
���������� 6� ��� �������� ������������� ����������� $��� �� ��$��� ���� ��� ����������
�� ������ �� ����������

1!�
�  3%3�3  ��� �� �#������ ���� ���������� �� �������� ��� 	"��������� ����
�� ������ ZN�� 3N[� 
� �������� ������� ) ������ ���� ����� ����� ��� ������ ����
�������� �� ����� ������� ����� ��� ���# ������ &������ ����� ��� ������� ��T�������� (���
����������� �� ������� �� ��������� �� ������ ���� ������� �� ������ �&� 	 ��������
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�	�� 2 B 6���� ���������� ���� ����� ����&����

������������� ����� ������ � ��� ������ ����������� +��� {c1, c2, c3} ���������� ��� ��"
������ +��� R5 = (L, I, P ) �� ������� �� ��������� �� ������ ��$�� ��� L = {c1, c2, c3}�
I = {c1, c2, c3} �� P = {R1, R2} �X R1 �� R2 ���� ��� ����"������ �� ��������� ���&����� �

x �= y

z �= y
z �= x,

� y �= x

x, y, z ∈ L

R2 :
yx zyx x

R1 :
xyxx xx

'������������ ����� ������ ������� �� ���� ����������
6� ������� �� ��������� �� ������ �������� ��� 	"��������� ������ ��# ������ �� ����"
����� (���> ��� �� ���������� ��� �� �#����� ������������ ����"����������� Z�N[�

?���������� ���� �������� ) ����� ����� �� ��������� �� �������� �� ����������
6� ��� ������� ������������� ��� ����"�������  ��� � ��� ����� ���� ������� ��� ��$������
���������

��2������  3%3 3 0�� ��	������
 �
 ������	��
 ��
� �����	���� ��� �� ���������� R =
(GR, λR, λ′

R, CR) ��� ��� (GR, λR, λ′
R) ��� ��� ����"����� �� ��������� �� CR ��� �� ��������

$�� �� ��������� ������� �� λR� 0�� ����� �� ��������� ���� C��� ��������� ���� �� ����"
������ �� �� ��������� �� ��� ��������� �� �� ����� ���� ������������

��2������  3%3%3 0�� ��	������
 �
 ������	��
 ��
� ���	
�	
� ��	
���	� 
	 �����	���� ���
�� ���������� R = (GR, λR, λ′

R, CR, FR) ��� ��� (GR, λR, λ′
R, CR) ��� ��� ����"����� ��

��������� �&� ��������� �� FR ��� �� �������� $�� �� ����#��� �� (GR, λR)�



�� 
��	��� �� 
������ ������ �� � ��!��� �� �����	���� �� �����

 � �� �C�� ��E��� ��� ��$������� ���������� ��� �������� �� ��������� �� ������� ���
�������� �� ��������� �� ������ �&� ����#�� ��������� �� ��� �������� �� ��������� ��
������ �&� ��������� ������� ��� �C��� �&� ����������� ��� ����"������ �� ����������

�
�����
 ��	�1�  ��� �� ������ ��� ����"������ �� ��������� ������ �������� ��� ������ ��
��������� �� �������

! * �
� �
����+�
� ���� ����#
� �
� ������ ����������


�� ��������� ���� ���� ������ ���� ���������� ) ����� �� Z3R[�

��2������  3(3�3 0� ������� �� ��������� �� ������ R ��� ��� ��
	����
� ���� ���#���� ���
�� ������� ��$��� �� R"��������� �� ������ ��� ���������������� ������������ �� ������
��������� ���������� ��� ����� �������# I�

-����� �� �� ���������� ��������� ��� ��� ��� �� ������� �� ��������� �� ������ ���"
������� ����� �� ���������� �� ������� ���������
-$� �� ������� ����� ������� ����� ��� ����������� ���� ��������� ������������ �� ���"
����� ���&����� +��� (S, <) �� �������� ���� ���� ����� ������� ���� ��\�� �����������
��$��� 7���� ) ����� ������ ��� ��\��� ������������ x1 > x2 > · · · > xn > . . . �� S ����
$����:�
< ��� �� ����
 ��
	����
�� '� ��� ��������� �&� R ���� �#���� ��� ���������� f �� GL &���
S ��� ��� ���� ����� ����� �� R"��������� (G, λ) → (G, λ′) ���� �&��� f(G, λ) > f(G, λ′)�
'� ����� ��� ��!��� �� &��� ��� �� �� ��� ����� �#���� ����� �� ������� R ��� ���������� �
��������� ��� � ����� ��\�� ��$��� ����������� ���� S� �� ���#���� ��� �� ������� ��$���
�� R"��������� �� �������
 ��� ��� �#������� ���������� S ���� �� �������� �� '(p �X p ��� �� ������ �� ������� >p

��� �� ����� ��#����������� , ���� �� ���� (x1, . . . , xp) >p (y1, . . . , yp) ���� �#���� �� ������ j
��� ��� x1 = y1, . . . , xj−1 = yj−1� �� xj > yj�

-$� �� ����&�� �� ������	� ���� ������� �� ��������� �� ������� �� ���� �� &�������
���� ���������� ��� ��� �� ��� �������� �� ��� ����� ���#����� �
(i) �������� ���������� ��������	
� �������� �� ������� 7��� ��&������� ���� &������ ����
�������� ���������� �� ������ �������� ��� ���� ����������� ������ ��� ����� �������# �� ���
���� ������&��� ����� ������������ �� ����� ����� �� ��������� �� ������: ��
(ii) �������� ���������� ��� ������� �������������

� &������� �� ������� ��� ������� ��Y� ) �� �����������



��#� 
����� �$�� ��%�� ���������� ���� �� ������ ���� 	����	��� �	

! , ����� �-�� ���
 �
���#��� ��� �� ���
� #
�

��
������


� ��� �� ���� ������ ������� ) ������� �� �������� �� ����� ������� ����� ��&���� )
������� �� ) ����&�� ��� ���������� ��� ����������� ���������� ��� ��� ������# �&� ��������� �
���� ����� ������ � ��� �������� �������

��%�� ������ ��������� ���� ����� ���
������

+��� G �� ������ �� ������ n� 6����� ������ � ��� �������� ������ � ���� ������$���
���� ��������� ��� ���������� ��� �� ������ ������ �� [1..n]� 6���������� �� ������� λ :
V ∪ E −→ [0..n]� ��� ��� ����������� ) ���������� ��� ������� �� ) 0 ���� ��� ��C���� -$�
�� ������ �� ����� ����&����� ���� ���������� ������������ ��� ��� �� ������� ��
��������� �� ������ R6 = (L, I, P )� ��$�� ��� L = [0..n]� I = [0..n]� �� P = {R} �X R ���
�� 7����":����� �� ��������� �� ������ ���&���� �

α i 5 )� j < iR :

ii

j i

(��� ������ ����&�� ��� � ������� �� ��������� �� ������ ����� �� ����� ����&���� �
E� ���� ������� ������ ��� ��� ��C��� ���������� n� (��� ���������� ����� ������� �� �����
��� &������
&
��������� ' +��� f ��� ���������� �� GL ) ���������� ��� ������� �������� '( ��� ������
) ����� ������ L"�������� �� �����

∑
v∈V,

λ(v)=k
(n − k)� '� ��� �&����� ��� � ������ ���

������� ������� ���������� ) ����� ���������� �� �� ����� �� ��������� �� ������ R�
���� �������� �

)��  3'3�3 %
 ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 R6 
�	 ��
	����
��

(�����	��� ' 
� &��������� �� � ������� ��� ������� ��� �� ����� ���&��� �

)��  3'3 3  ��	 (G, λ) �� �����
 �����
 ����
�
 	
� ��
 �����
 ����
	 
�	 �	���
	�
��� ��� ��
�	�	� )�� 
�	�
� �����
 �
 [1, n] �* n 
�	 �� 	����
 �� �����
+" 
	 �����
 ���	
�

�	 �	���
	�
 0�  ��	 (G, λ′) �� �����
 �	���
	� 	
� ��
 ' (G, λ)

∗−−−−→
R6

(G, λ′)� %
 �����


(G, λ′) ��	�����	 '

,� &��	
� �
� ���	
� �����
�	
� ��� ��
��� �	���
	�� i ��	 ��
 �	���
		
 α ������
��
 ��
����
 � i�

-� &��� �
� ����
	� �	���
	�� n ���	 ����
�	�� ��� �
� ���	
� �	���
	�
� n�

.� %
 ����������
 �����	 ��� �
� ���	
� �	���
	�
� i �#� ��� �
 ���
 )i > 0+�



�3 
��	��� �� 
������ ������ �� � ��!��� �� �����	���� �� �����

/�  � (G, λ′) 
�	 �� �����
 �������	���
 ��	
�� � ���	�� �
 (G, λ)" ����� 	��� �
� ����
	�
���	 �	���
	�� n�

$�����	��	���� 1� '������������ �� ��������� ��� &���� ������� ���� ��� ������� ��� ����
������ �������� ���� ���� �� ������ ��� ��C��� ���� ���������� 0� (��� ��������� ���
���� �&��� �������� �� ����� k ���� �� ��� �� ��������� ����� &����� +� ���� ����������
�� ����� ���� �� (k + 1)���� ������ ���� �� ����� v �������� j �� ��� ����� ��C�� e�
��������� α� &��� ������ ����� ��������� ) i� %������ ��� ��������� ������ ��� ��C���
��������� �� ����� v ��� ��� ��������� ���������� �� ����� ) j� �� ���� i > j� �����
���� ��� ��C���� �#���� e� ��� ��� ��������� ���������� ���������� ) i� 
� ���&����
��������� �� ����C�� e ��� i� ��� ��� ����� ) ����������� ��� ������� ��������� -����� ��
��������� ��� &���� ����� ������� �� ����������

�� 
� ����&� ��� ��� ��������� '������������ �� ��������� ��� ����� �� �� ���#���� �����
���� ������ �������� n� (��� ��������� �������� k ����������� �� �� ����� �� ���"
������ ����� &����� '� �#���� �� ����"������ H �������� ������ ��� ��C��� �� ���
������� ��������� n� +�������� ���������� ��� ���� ���������� �� ����� ���� ��
(k + 1)���� ����� ��� �� ������ v� +� �� ���&���� ��������� �� v ��� n� �� ��� �&�����
��� ���� � ��� �� ����� v � �� ����� �� &����� �������� n ��� ���������� ) H ��
��� ����C�� ��� ����� ���� ��������� n� %������� ��� ��������� ���� ��� ������� �� H
��� ���� ��������� n ���� ������� ��� ��� ��C��� ���������� n� �� ����� v� �&� ��
���&�� ���� n� ���� ������ ) H ��� ��� ��C�� ��������� n� -����� �� ��������� ���
&�����

	� -� ������ ������ ��� ��C��� ���� ���������� 0� (��� ��������� ��� �� ��������� ���
&���� ����� k ����������� �� �� ������ ���� ������ ������� ������� ��� �������� &����
����� �� (k + 1)���� ������ Q���� ���� ���������� �� ����� ���� ������ �����������
���� ����� v �� j ) i� ���� �������� ����������� �� v �� �� ����C�� �������� ) i�
%��� ���&��� ��������� �� ������ ����������� �� v ���� C��� ���������� ���������� ) i
�� ��� �� ��������� 1 ������ ��� ���������� ��� ��C��� ��������� ) v ���� ����������� )
i ��� ���� ��� ����� ����

3� (��� ��������� ����� �#���� �� ����� �&� ����������� p, p < n ���� (G, λ′)� '� �#����
�� ����� �� ������ �&� ����������� n� 6���� �� ������ ��� ����#�� �� �#���� ��
����� ������� �� ������ �������� n �� ������ �������� p� 6� ����� ������� ��
����� ��� ��C�� ����� �� ����� �������� n �&� �� ����� ����� �������� k < n�  ���
� ��� �� ����� ���� C��� ���������� 6� ��� �������� �� ���� ��� (G, λ′) ��� ������������

-&� �� ����������� ���� �&��� �� �������� ���&��� �

&$���"�  3'3�3 %
 ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 R6 ������
 �� ����
 �
�������	�

$�����	��	���� 
� ����&� ��� �� �������� �� ������������ ��� ������ ���������� �������
����� ��� ��� ��C��� ���������� n ��� �� ����� ����&���� �� ������ ���������
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�	�� R B 9#����� �� ���� ���� ����� ����&���� ���� �� ������ �&� ��������

J� �������� ���� �C�� ����� ������������ � $��� �� �� ������ ��� ��������� ��
����������� �������� 9� �T��� ) �� $� �� ���#������� ����� ������ ��� �������� n �� ����
��� ��������� ��� ��������� �� ���� ��� �������� ���� ���� ��� ������� �� ����
������ �� �� ������ ��� ��&��� ������������ ���� 7�����������: ��� ������������ ��� ��������

1!�
�  3'3�3 (��� ������� �� �#����� 78'@� R: ���� ������ �� ��������� ��� �����
�� ����� ����&���� ���� �� ������ �������� 6 ������� �� 7 ��C���� ��������� �� �������
�� ��������� �� ������ R6� 
�� ��C��� �� ���� ���� ����� �� ������� ����&���� $����

��%�� ������ ��"������� ���� ����� ���
������

 ��� �� �#������ ���� ������ ��������� �� ������� �� ��������� �� ������ ��� �����
�� ���������� ��������� ������� �� ����� ����&���� ���� �� ������ �&� ��������� (���
������ ������� ����� � �� ��������� �� �������� �� �� ����������� � �� �#���� �� ����� ��
����� ��� ������ �� ����������� ��������

+��� G �� ������ �� ������ n� 6����� ����� ������� ��� �������� ������ , ���� �� ������
������ ����� 1 �� n� 6���������� �� ������� λ� �X λ(V ) : V → {A, M, N, F} × [1..n] ��
λ(E) : E → [0..n]� '������������ ������ ��� ��C��� ���� ���������� 0 �� ����� ������ ���
�������� (A, i) �X i ��� ��� ���������

- ����� ����� �� ����� �� ����� u� �������� (A, i)� &� ���� ���� ���� �

1� +� u � �� &����� v �������� (X, j) �X j < i �� X ∈ {A, M, N, F}� ����� u &� ���&��
� &����� � u ��&���� O������P 7�������� (M, i):� v ��&���� O����P 7�������� (A, i): ��
����C�� {u, v} ��&���� ��������� i�



�R 
��	��� �� 
������ ������ �� � ��!��� �� �����	���� �� �����

�� +� u � �� &����� �������� (X, j) �&� j > i ����� u ��&���� O������P 7�������� (N, j):�

	� +� u ��� ��� �� &����� �������� (X, j)� �X j < i �� X ∈ {A, M, N, F}� �� � �� 7������:
&����� w �������� (M, i) ����� �&� ��� ��C�� ��������� i ����� u &� �����&�� ��� &����� �
u ����� ���� �� ���� $��� 7��������� (F, i): �� w ��&���� �������� (A, i)�


� ���� ��� $�� ��� �������� ����� �� ��������� �� ���� C��� ��������� 7���� � ��� ����
��� &������ �� ����� �������� (A, n) ���� ��������� (F, n):� 
������ ����&���� ��� �����
��� ������ ��� ��C��� ���������� n�

(��� ���������� �� ������� �� ��������� �� ������ �&� ��������� R7 = (L, I, P, >)
��$�� ��� L = {{A, M, N, F}×[1..n]∪[0..n]}� I = {{A}×[1..n]∪{0}}� �� P = {R1, R2, R3}
�X R1� R2 �� R3 ���� ��� ������ �� ��������� �� ������ ���&����� �

� X ∈ {A, M, N, F}

� Y ∈ {A, M, N, F}

���� �� ������	
 �� ���	��� � R1 > R3�

R2 > R3�

R3 :
(M, i) (A, i) (A, i) (F, i)ii

R2 :
(A, i) (Y, k)α (N, i) (Y, k)α

R1 :
(A, i) (X, j)α (M, i) (A, i)i � �� j < i

� �� i < k

� α � j


� ����&� �� �� ����������� �� �� �� &������� ���� �������� ��� ��� ������ ���&����� �X n
��� �� ������ �� G�

)��  3'3%3 %
 ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 R7 
�	 ��
	����
��

$�����	��	���� 6� ������� ��� ���������� ���� ��� ���#������ ��� ������ �� ���������
�������� ��� �� ������� (

∑
v∈V,

λ(v)=(A,k)
(n − k), |G|A, |G|M) ��� ���������� ���� >3� �X |G|A

7����� |G|M: ��� �� ������ �� ������� �&� ����������� A 7����� M: ���� G�


� &������� ��� ����&�� ��� �� ����� ���&��� �

)��  3'3(3  ��	 (G, λ) �� �����
 �	���
	� ����
�
 	
� ��
 �����
 ����
	 � ��
 ��
�	�	�
�����
" ���
��
 ident" �����	
���	 � [1..n] 
	 ��
 �	���
		
 (A, ident) 
	 	��	
� �
� ���	
�
���	 �	���
	�
� 0�  ��	 (G, λ′) �� �����
 �	���
	� 	
� ��
 ' (G, λ)

∗−−−−→
R7

(G, λ′) 
	 ���	

X ∈ {A, M, N, F}� !���� �
 �����
 (G, λ′) ��	�����	 '

(I1) %
� �	���
		
� �
� ���	
� �����
�	
� � �� ��
�� �	���
	� (X, i) ���	 ������
��
� ��
����
� � i�

(I2) 0� 
���	
 �� ������� �� ����
	 ��
� �#�	���
		
 (A, i)" ���� �� 
�	�
� ��
 i > 0�

(I3) 0� 
���	
 �� ����� �� ����
	 �	���
	� (X, j) ������ �#�� ����
	 �	���
	� (N, i) ��
�
j > i�

(I4) 1� ��
�� �	���
	� (F, i) �#� ��� �
 ������ �	���
	� (Y, j)" �* j �= i 
	 Y ∈ {A, M, N}�



��#� 
����� �$�� ��%�� ���������� ���� �� ������ ���� 	����	��� �N

(I5) &��� �
� ��
��� �	���
	�� (X, n) ���	 ����
�	�� ��� �
� ���	
� �	���
	�
� n�

(I6) %
 ����������
 �
 G �����	 ��� �
� ���	
� �	���
	�
� i )i > 0+ �#� ��� �
 ���
�

(I7) %
� ����
	� �	���
	�� (M, n) ����
�	 �� ��
��� �����
 ��
� �
� ���	
� �	���
	�
� n�
$#����
���" ��
 �
� 
�	����	�� �
 �
 ��
��� 
�	 ����
�	� � �� ��
�� �	���
	� (A, n)
��� ��
 ���	
 �	���
	�
 n�

(I8)  � (G, λ′) 
�	 �� �����
 �������	���
 ��	
�� � ���	�� �
 (G, λ′)" �� 
���	
 �� �
�� ����
	
�	���
	� (A, n) 
	 	��� �
� ��	�
� ����
	� ���	 �	���
	�� (F, n)�

$�����	��	���� (I1) %���&��� ���� ��������� ��� �������� ��� �� ������ �� �� ������� ��
���������� '������������ �� ��������� ��� ����� ������� ������ ��� ��C��� ��� ����������
0� +�������� ���������� ��� �� ��������� ��� ����� ����� k ����������� ��� ������
R1� R2 �� R3� ���� ������ ������� ��� �� ��������� ����� &���� ) ������� k + 1� 
��
������ R2 �� R3 �� ������� �� �� ���#���� ��������� ��� ������ �� ��� ���������� ���
��C���� ��� �� ) ������� k �� ��������� ��� &����� ���� ������� &���� ) ������� k + 1� +�
�� �������� �� ����� R1 ��� ��� ������ u ��������� (A, i) �� v �������� (X, j)� �� ���
����C�� �������� ��������� α� ) ������� k� �� ���� ��� α � j� - ������� k+1� �����������
�� ����C�� �������� ) u �� v &� ��&���� i �� �� ����� v &� �&��� ����������� (A, i)� ���
�� ��������� ����� &���� ������� �� ���#���� ���� ��� ������ u �� v ��� ���� ) i ���
��� ����������� �� ����C�� ���������

(I2) 
� ��������� ��� &���� ������������� (��� �������� ��� �� ��������� ����� &���� �����
������� k� +� ���� ���������� �� ����� R1 ���� �� (k + 1)���� ������ ���� �&���
���������� �� ���� ������ �������� (A, i)� ������� �� ������� ����� ����������� )
(M, i) �� �� ����� &����� ���� ����������� (A, i) , ������������� �� ���� ���������� ��
����� R3 ���� �� (k + 1)���� ������ �� ����� �������� (A, i) ���� ����������� (F, i) ��
�� ����� �������� (M, i) ���� �������� (A, i)� (��� �&��� ��� �� ���� ����� ��������
(A, i)� 
����������� �� �� ����� R2 �������� ��� �� ������ �������� (A, i)���� ������
���� ����&�� �� �� ��� ������� ����������� (N, i)� -����� �� ��������� ����� &�����

(I3) '����������� ���� ������ ����� �������� (N, i)� +�������� ���) ������� k �� ���������
��� &����� ���� ������ ������� ���) ������� k+1 �� ��������� ����� ������ +���� �� �����
R2 ��� �� ����� �������� (N, i) �� �� ����� �� ���� C��� ��������� ��� �� �� �����
u ��� &����� ���� ����� v ��� ��� �� ���#���� ��������� �� ����� v ��� ���������� )
���� �� ����� u� 
����������� �� �� ����� R3 �� ����� ��� �� ���#���� ���������
��� ������ ��� �� ��������� ����� &���� 7��� ��������� ����������:� +� �� ����� R1

��� ���������� �� ���#���� ��������� ���� ����� &� ��������� ���X �� ��������� �����
&�����

(I4) 6���� ��������� ��� �� ��������� ������ �� �� �������� �� �������� � �� ��� ����� ��
��������� ����� ����������� ���� ����� �� (A, i) ) (F, i)� �� �������� �������� ��� ��
����� �������� (A, i) ��� ��� �� &����� �������� (X, j) �X j < i�

(I5) ������������ �� ��������� ��� &���� ��������� ���#���� ����� ���� ����� �������� (A, n)�
(��� ��������� ��� �� ��������� ��� &���� ����� k ������ �� ���������� -���� k �������
���� ��� ������� ��������� (X, n) ���� ������� ��� ��� ��C��� ���������� n� +����



�S 
��	��� �� 
������ ������ �� � ��!��� �� �����	���� �� �����

������������ �� �� ����� R1 ��� ��� ��C�� �������� ) �� ������ u �������� (A, n)
&� ������� �� ���&��� ������ v �������� (A, n) ��� ��� u ���� ����������� (M, n)�
v ���� ����������� (A, n) �� ����C�� �������� ���� ��������� n� -���� ��� ��������
v ��� ������ ) �������� ������� ��������� (X, n) ��� ��� ��C��� ���������� n� ��
���� �� ���&���� ��������� �� ����C�� (u, v) ��� n� ����� �� ��������� ����� &���� �����
������������ �� �� ����� R1� (����� ��� ���� ��� ������ ��� ����� ��C�� �� �����
����������� �� �� ����� ���� �� ���#���� ��������� ��� n�

(I6) '������������ ������ ��� ��C��� ���� ���������� 0� (��� ��������� ��� �� ��������� ���
&���� ����� k ����������� ��� ������� ���� ������ ��������� ������� ����� &���� �����
�� (k + 1)���� ������ ����� ���� ���������� �� ����� R2 �� R3� ���� �� ��������
��� ��� ���������� ��� ��C��� ����� �� ��������� ����� &����� 
����������� �� �� �����
R1 &� ������ �� ���#���� ��������� ���� ����� v ) i �� ����C�� �������� ) i� %�� ��
��������� (I1)� ��� ���������� ��� ��C��� ��������� ) v ���� ����������� ) i ) ������� k�
������ ���� ��� ����� ����  ��X� �� ��������� ��� &�����

(I7) -� ������ �� ��������� ��� &���� ����������� ������ ����� �������� (M, n) �� ���"
������� �� ���� ������ ��� �������� (A, n)� +�������� ���������� ��� �� ���������
��� &���� ) �� k���� ����� �� ��������� �� ���� ������ ����&�� ������� ����� &���� ) ��
(k + 1)���� ������ +� �� ����� R1 ��� ��������� ��� �� ������ �������� (A, n) ����� �
������ ���� �������� (M, n)� 
� &����� �������� ��� ������������ �� ���� ����� ����
�������� (A, n)� %�� ��������� ���� ��� ������� ��������� (M, n) ������� �� �����
) �� k���� ������ ����� �� ��������� ����� &���� ) �� (k+1)���� ������ +� �� ����� R3 ���
��������� ��� ��� ������ ��������� (A, n) �� (M, n)� �� ����� ������ ���� ��������
(A, n) �� �� ������� ���� �������� (F, n)�  � �C��� ��� �������� �� ��������� �����
&����� 
����������� �� �� ����� R2 �� ����� ��� ��� ������ ��������� (X, n)� 6����
n ��� �� ���� ������ �������� ��� ������� ��� ������ ����� �� ���#���� ���� ���� ) i ���
��� i < n� �� �������� ��� ��� ������ ��������� (M, n) �� (A, n)�  ��X �� ���������
����� &�����

(I8) %�� �� ��������� (I7)� �� ������ ����������� (G, λ′) ��� ��� �� ����� �������� (M, n)�

� ������ (G, λ′) � �� ����� �� ����� �������� (F, n) ������� �� ������ ��������
(A, n) ��� ��� ������� ������� �� ��������� (I2)� 6���� (G, λ′) ��� ������������ ��
������ �������� (A, n) ��� ��� �� &����� �������� (X, i)� 
� �������� ��� ����� ���
��������� �� �� ����� (I4)�

&$���"�  3'3 3 %
 ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 R7 ������
 �� ����
 �
�������	 
	
��	
�	
 �� 	
��������� ������
 �
 �#������	��
�

$�����	��	���� %�� ��� ���������� (I4), (I5), (I6) �� (I7)� ���� ��������� ��� ) �� $� ��
���#������� ���� �&��� �� ����� ����&���� ��� � ���� ����� �� ����� �������� (A, n) ��
���� ��� ������ ������ ���� ��������� (F, n)� 
�� ��C��� �� �� ����� ���� ���������� n�  �
����� �� ������ �������� (A, n) ��� � ���� ��� &������ ��������� (F, n) ���� ��� ������������
� ������� �� ���#������



��#� 
����� �$�� ��%�� ���������� ���� �� ������ ���� 	����	��� ��
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�
�����
 ��2�1�  ��� �� ����������� ��������� ������ ���� ������ �� ���������� 6����"
����� ����� ����� ��� ����� ����� ������� �������������

1!�
�  3'3 3 (��� ������� �� �C�� ������ ��� ���� ���#����� ��������� �� �#������
��� ������ �� ������� R7� (���> ���) ������ �� ������� 7� �� ���� ��&���� ���������� , �� �
� ��������� �� ����� �������� (A, 6)�

��%� ������ ���� ����� ���
������ ���� �������
� �
���� �� ��
���������
�

?���������� ���� ���������� �� ������� �� ��������� �� ������ ����� �� ����������
��� ����� �� ����� ����&���� ���� �� ������ �&� �������� ��� ������� �� ���# �������"
��� � ������������ ��� ���������� ��������� �� �� ������ ��������� �� ����������� �� ���
�#�������

+��� G �� ������ �� ������ n� 6����� ����� �� ������ � ��� �������� ������ , ����
�� ������ ������ ����� 1 �� n� 6���������� �� ������� �� ��������� λ� �X λ(V ) : V →
{A, A′, F} × [1..n] ��� λ(E) : E → [0..n]� '������������ ������ ��� ��C��� ���� ���������� 0
�� ����� ����� ��� �������� (A, i) �X i ��� ��� ���������



	4 
��	��� �� 
������ ������ �� � ��!��� �� �����	���� �� �����


����� �������� �� �� ���������� ��� ��� �� ����� ������������ �������� (A, n) �������
��� ��������� ������) �� $� �� ����� ������ ��� �������� ������ ���&�� ������ ���������
(A′, n)�  �� ����� ������ �������� (A′, n) ����� ���� O�����P ���� �� �������� �� ��������
�� ��������� ��� ���� $��� 7��������� (F, n):�

%��� ����� ����� �� ����� �� ����� O����P u 7�&� ����������� (A, i) �� (A′, i): �����
���� ���� �

1� +� u � �� &����� v �������� (X, j)� �X j < i �� X ∈ {A, A′, F}� ����� u &� ���&�� �
&����� � u ������� ��� ���������� v ��&���� O����P 7��������� (A′, i): �� ����C�� {u, v}
��&���� ��������� i�

�� +� u � ����������� (A′, i)� ��� ��� ��� �� &����� �������� (X, j)� �X j �= i �� X ∈
{A, A′, F}� �� ��� ��� ���� ��� &������ �������� ��� ��� ��C��� ���������� i �#���� ��
���� ��������� (F, i)� ����� u ��&���� �������� (F, i)�

- ���� ������� �� ����"������ ������ ��� ��� ��C��� ���������� n �� ��� ������� ���������
(A, n) �� (A′, n) ��� �� ������

-����� �� ���������� ��������� �� ���# ������ 7��� ���&��� �� ��&�����: � ����
�� �������� ������ ������� �� ��� ������) � ��� ���� ��� ������� ������ �������� , ����
�� ���#���� ������ �� ����\� 7��� ����������� �� ��� ��������: ������) � ����� ���� ������
�� ������ ������������ �������� (A, n)� 6� ������ ���� ����� ������� ��� ������������ �
������� ������� ���� ��� &������ ���� ��������� (F, n)�


����������� ���� C��� ��� ��� �� ������� �� ��������� �� ������ �&� ����#���
���������R8 = (L, I, P ) ��$�� ��� L = {{A, A′, F}×[1..n]∪[0..n]}� I = {{A}×[1..n]∪{0}}�
�� P = {R1, R2, R3} �X R1� R2 �� R3 ���� ��� ������ �� ��������� �&� ����#��� ���������
���&����� �

� X ∈ {A, A′, F}

� X ∈ {A, A′, F}

{ X ∈ {A, A′, F}}
α

α
(X, j)

(X, j)

R1 :

R2 :

R3 :

(A, i)

(A′, i)

(A′, i)

(A, i)
i

(A′, i)

(A′, i)
i

(A′, i)

(F, i)

�

�
� �� j < i

6 7

6 7

�
α

(X, j)

(A′, i)

�
α′

(X, k)

(A′, i)

�
(A′, i)

i

(Y, i)

i

(A′, i)

� j �= i

Y ∈ {A, A′}

� �� j < i


�� ������ R1 �� R2 ����� ��� �� ����#��� ��������� � �� ��� � ��� �� ���������� ����
��� ���������� 
� ����� R3 � 3 ����#��� ���������� (��� ���������� ��� � �������� ��
��������� �� ������ ������� �� ����� ��� &������ 
� ����������� ��� ������ ��� �� �����
���&��� �

)��  3'3'3 %
 ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 R8 
�	 ��
	����
��

$�����	��	���� ���������� �� ����� (
∑

v∈V,
λ(v)=(X,k)

(n− k), |G|A′)� �X X ∈ {A, A′, F}� '� ���
���������� ���� >2� ����� �� ������� ��� �����������


� &������� ��� ����� ��� �



��#� 
����� �$�� ��%�� ���������� ���� �� ������ ���� 	����	��� 	1

)��  3'3,3  ��	 (G, λ) �� �����
 �	���
	� ����
�
 	
� ��
 �����
 ����
	 v 
�	 �	���
	�
(A, i) 
	 �����
 ���	
� 
�	 �	���
	�
� 0" �* i ∈ [1..n] 
�	 �#��
�	�	� �� ��
�� v 
	 n 
�	
�� 	����
 �� �����
 G�  ��	 (G, λ′) �� �����
 �	���
	� 	
� ��
 ' (G, λ)

∗−−−−→
R8

(G, λ′) 
	

X ∈ {A, A′, F}� !���� �
 �����
 (G, λ′) ��	�����	 '

(I1) %
� �	���
		
� �
� ���	
� �����
�	
� �� ��
�� �	���
	�� (X, i) ���	 ������
��
� �� ����
�
� i�

(I2) 0� 
���	
 �� ���� �� ����
	 ��
� �#�	���
		
 (A, i)" i > 0�

(I3) 0� 
���	
 
���	
�
�	 �� �
�� ��
�� �	���
	� (A, n)�

(I4) %
 ��
�� �	���
	� (F, i) � �����
�
�	 �
� ������� �	���
	�� (X, i)�

(I5) &��� �
� ��
��� �	���
	�� (X, n) ���	 ����
�	�� ��� �
� ���	
� �	���
	�
� n�

(I6) %
� ��
��� �	���
	�� (A, n) 
	 (A′, n) ���	 ����
�	�� ��� �
� ���	
� �	���
	�
� n�

(I7) %
 ���� �����
 �
 G �����	 ��� �
� ���	
� �	���
	�
� i �#� ��� �
 ���
" i > 0�

(I8)  � (G, λ′) 
�	 �� �����
 �������	���
 ��	
��
 � ���	�� �
 (G, λ′)" �� 
���	
 �����
�
�	
�� ��
�� �	���
	� (A, n) 
	 	��� �
� ��	�
� ��
��� ���	 �	���
	�� (F, n)�

$�����	��	���� (I1) 
� ��������� ��� &���� ������������� (��� ��������� ������� ��� &����
����� k �������  ��� �� (k + 1)���� ������ �� ���� ���������� �� ����� R3� �����
��������� ��� ��C��� �� ���� ������� ���X �� ��������� ����� ����� , �� ���� ����������
�� ����� R1 �� R2� ����������� ����� ��C�� &� ������ �� i� �� ����� ������� ����
�������� (X, i) �� ���� ��� ������ ������� �� &��� ��� ������ ����� �� ��������� ���
�������� &�����

(I2) 6���� ��������� ��� ������ ) ��������� ������������ ����� �� ������ �����������
�� ����� �� (A, i) �� ���� ������������ ����� ����� ������� ��� �������� ������
��� �� ���#���� ��� ���# ������ �&� �� �C�� ����������

(I3) 6���� ��������� ��� ��� ��������� �� �� ��������� I2� 6���� n ��� �� ���� �����
������$��� ��� ������� ����� ����� �� ������ �� ����$�� ����������� �� ����� ���"
����� (A, n)�

(I4) 6���� ��������� ��� �� ��������� �� ����#��� ��������� , ���� �� ���&��� ��� ��"
������� �� ����� R3 ���� �#���� �� &����� �������� (X, j) �X j < i�

(I5) 
� ����&� �� ���� ��� ��������� '������������ �� ��������� ��� &���� ��������� ����
������ ��� �������� (A, n)� +�������� ��� �� ��������� ��� &���� ����� k ������ ��
��������� �� ��������� ��� Gk ��� �� ����"������ �� (G, λ′) ������ ��� ��� �������
��������� (X, n)� (��� ������ ��������� ��� �� ��������� ����� &���� ) �� (k + 1)����

������ (��� �������� ��������� �� ��� ��� �� �X �� ����� ����� ��� ��������� )
(X, n)� ���� ��� ���� ��� ������ �� �� ��������� ������� &����� -����� �� �� ����� R1

�� �� ����� R2 ��� ��������� ��� �� ����� u �� Gk �� ��� ��� &����� v ��� ������������
��� ) Gk� �� ���&���� ��������� �� v ���� (A′, n)� 
���C�� ����� u �� v ���� ��������� n�
 ��� �� ��������� ����� ������
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������ ������ �� � ��!��� �� �����	���� �� �����

(I6) %�� �� ��������� (I5)� ��� ������� ��������� (A, n), (A′, n) �� (F, n) ���� �������
��� ��� ��C��� ���������� n� (��� ������ ������� ���������� ��� ��� ������ ���������
(A, n) �� (A′, n) ���� ������� ��� ��� ��C��� ���������� n� '������������ �� ���������
��� &����� (��� ��������� ��� �� ��������� ��� &���� ����� k ������ �� ��������� ��
���� ��������� ��� Gk ��� �� ����"������ �� (G, λ′) ������ ��� ��� ������� ���������
(A, n) �� (A′, n)� - �� (k + 1)���� ������ �� �� ����� R1 �� �� ����� R2 ��� ���������
) �� ����� u �� Gk �� ) �� ����� &����� v ������������� ��� ) Gk� �� ���&����
��������� �� v ���� (A′, n)� 
���C�� �������� ) u �� ) v ���� ��������� n�  ��X ��
����� v ���������� ) Gk+1� +� ���� ���������� �� ����� R3� ���� ������ ����&�� ��
������ u �� Gk� �� ���&��� ����"������ Gk+1 ��� ����#� ������� u ��� ��� �������
������� ��� ����#��� ���������� %�� ���������� �� ��������� ����� &�����

(I7) -� ����� �� ���#������� �� ��������� ��� &���� ������� ������ ��� ��C��� ���� ����������
0� (��� ��������� ��� �� ��������� ��� &���� ) ������� k �� ���� Gi �� ����"������ ��
(G, λ′) ������ ��� ��� ��C��� ���������� i� (��� ������ ��������� ��� �� ��������� �����
&���� ) �� (k + 1)���� ������ 
����������� �� �� ����� R3 �� &� ��� ������ ���
���������� ��� ��C���� ��� �� ��������� ����� &���� +� �� ����� R1 �� �� ����� R2 ���
��������� ��� �� ����� u �������� (A, i) �� (A′, i) �� Gi �� ��� �� ����� v &����� ��
u �������� (X, j)� �X X ∈ {A, A′, F} �� j < i� ����������� �� ����� v ���� (A′, i) ��
����C�� ������� u �� v ���� ��������� i� %�� �� ��������� (I1)� ������ ��� ���������� ���
��C��� ��������� ) v ���� ����������� ) i ) ������� k ��� ����� �� �� ��C��� �����
���� Gi�  ��X� ���� ��� ����� ���� %�� ���������� �� ��������� ����� &�����

(I8) %�� �� ��������� (I3)� �� �#���� �#������� �� ������ �������� (A, n)� 
�� &������ ��
� ������ ���� ��������� (A′, n) �� (F, n) ������� ���� �#���� �� ����� �������� (X, i)
�X i < n� ���� ���&��� ��������� �� ����� R1 �� R2� (��� ��������� ����� �#���� ��
����� �� ����� �������� (A′, n)� ��� ��� ���������� (I5) �� (I6)� �� ������ Gn ������
��� ��� ������ ��������� (A, n) �� (A′, n) ����� �� ������ 6� ��� �������� �� ���� ���
(G, λ′) ��� ����������� ������� �� ����� R3 ���� C��� ����������  ��X �� ���#���� ��� ��
����� �������� (A′, n)� -����� �� ����� �������� (A, n) ��� ��� ��� &������ ���������
(F, n)�

&$���"�  3'3%3 %
 ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 R8 ������
 �� ����
 �
�������	� 2�
����" �� ������
 �� �������	� �
 �� ��	
�	��� �
 �� 	
��������� �
 �#������	��
�

$�����	��	���� %�� ��� ���������� (I5), (I7) �� (I8)� ���� ��������� ���) �� $� �� �����
���� �������� �� ����� ����&���� �&� �� ������ �������� (A, n) ���� ����� �� ����
��� ������ ������� ���� ��������� (F, n)� 
�� ��C��� �� �� ����� ���� ��� ��C��� ����������
n� 6���� ���� �&��� ������ ����� �#���� ���������� �� ���� ����� �������� (A, n)� �
������ ������ �� ����������� ������� �� ���� ��� ��� ���� ��� &������ ���� ���������
(F, n)� 6���� ��� ������������� ��� �� ������ ��� ������������

���������  3'3�3 3
	 ������	��
 ���� �
��
	 �#����
 ���� �� ���
�� ��
� ��
�	�	�� %

����
	 ��� � �� ���� �����
 ��
�	�	� �
�� ����



��&� ����������� �� ������� ������ 		

A, 1
0

A, 2

0
A, 30

0

0
0

A, 6A, 5 A, 5 A, 6

6
0

5

0
0 A′, 6

0

A, 2
0

A, 1

0

A′, 2
2

A, 2

0
A′, 60

5

A′, 6
6

A, 6

6

A′, 5
2

A, 2

0
A′, 60

5

5
6

A, 6A′, 6

A′, 5
5

A′, 5

0
A′, 66

5

5

A′, 6
6

A, 6

6

6

A′, 6

5

F,6

6

6

5
A′, 6

6
A′, 6
6

A, 6

F, 6

6
A′, 6
6

A, 6

6

6

5
F, 6

6

5

F, 6

F, 6

6
A′, 6
6

A, 6

6

6

5
F, 6

6

5

F, 6

F, 6

6
A′, 6
6

A, 6

6

6

5
A′, 6

6

5

F, 6

F, 6

6

F, 6

6

6

5
F, 6

6
F, 6

6

A, 6

0

6

5

A′, 6

A′, 5

A′, 6

F,6
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A′, 5

A′, 5

A, 4

A′, 6
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1!�
�  3'3%3 (��� ������� �� �#����� ���#������ �� �� ���������� ��� �� ������
������� ���� ��� �#������ ��������� ) �� $���� S�

! . "
#$�
�
��� 
� ������ �����

J� ����� �� ������ �� ��&C������ ��# ������� ��������� �� �� ������� ���&����� Z	�[�
γ ��� �� ��&C������ �� (G, λ) ��� (H, λ′) ���� �� ���������� ) BG(v) ��� �� ������������
�� (BG(v), λBG(v)) ��� (BH(γ(v)), λ′

BH(γ(v)))�

)��  3,3� 6��".��� 7 893  ��	 R �� ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 
	 ���	
γ : G −→ H �� �
��	
�
�	�  �������� ��#�� 
���	
 �� �����
 H ′ 	
� ��
 HR∗H ′� !���� ��

���	
 �� �����
 �	���
	� G′ )�
 ���
 �����
 ��������
�	 ��
 G+ 	
� ��
 '

4 GR∗G′"

4 G′ ���	 �� �
��	
�
�	 �
 H ′�


� $���� ���&���� ������ � ����� ��� �����$� �������&����� ��� ���� ���� ������� ���
G ����� �#������ �� R ��� H �



	3 
��	��� �� 
������ ������ �� � ��!��� �� �����	���� �� �����

H H ′
R∗

G G′
R∗

��&C������ ��&C������

! / &���'�
#$�
�
��� 
� ������ �����

)��  3�3�3  ��	 R �� ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 
	 ���	 K �� �������
��	
�
�	
�
 H ��� γ �
 ���� r � 2�  �������� ��#�� 
���	
 �� �����
 H ′ 	
� ��
 HR∗H ′�
!���� �� 
���	
 �� �����
 K ′ 	
� ��
 '

4 KR∗K ′"

4 K ′ 
�	 �� �������
��	
�
�	 �
 H ′ �
 ���� r − 2�

-����� ���� �� �� ����� �������� �� �����"��&C������� �� ����� ���� ���� �� �� ���
��&C�������� �T����� ��� ����������� ���� ��������� �� ������ $�� �� �����

K K ′
R∗

�����"��&C������

H H ′
R∗

�� ����� r − 2
�����"��&C������
�� ����� r



%$�&���� -

�)�����#� �� �� ���������#�

 ��� � �������� ���� ������ ������ �� �� ����������� ���� ��� ����������� �����������
(��� ���������� ������ ��� ������� ���$�� �� �������� ���� ������� �� ����������� ���
����� ����������� 6���� ������� ������� �� ����� ��� ����������� ���������� ���� �����
�� �������� �� ��������� �� ������ ���� ����������� �� �������� ) �� ������ ����� ����
�������� �� ����������� ��� �� ���������� ���������� 6�� ����� �� ���� ��� ��� ������
��������� ��� ��� �������� �� ��������� �� ������� J� ������� ����� ��� ������� ���������
 � �������# �#������ ���� ���� ���� ��������� ���� ��������

% � ������������


� �������� �� �� ����������� ���� ��� ����������� ���������� ��� ���� ��� ���������
��� ���� ���������� ���� ��� ����� ����# �K� ) ��� ���������� ����������� ��������� ��
����������� '� ��� ����������� ��� ) �������� ��������� ���� ��� �� ������������� ���� ����
������ ������� Z1�[� �������� ��� O������<�P Z1S[� �������"������� ����������� ZN	[� �� ��
������������ ���&������� ��� ������� Z2N[� .������ ������������� ��� ���) ��� ��E��
���� ��� ������� ����������� �� ���� ��&����� ������������� 6��������� ��� ������� ��"
������ �� ��� �������� ���$��� ���� ������� �� �������� �� �������� �� ����������� ����
�������� ���������� 6���� ���� ��� ��� ���� ��������� �� ���� ������� ���� ��� ��� ���"
����� �� ��������� �� ������ ���� ������� �� �������� �� ����������� ��� ��� �����������
����������� (��� ���� ������ ���� ����� ��� ��� ��������� �� ?���&��� �� 5�� ZN�[� ��� ���"
�������� ��� �������� �� ������� ���� ���������� �� �������� ����� �� �� ����������� �������
��� ��������� (��� ������� �� ��� ��������� �!��� �� ��������� ���� ������� �� ��������
�� ����������� ) �� ���������� ����������
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	R 
��	��� �� '�����	�� �� �� (���	��	���

% ! �
 ������� �
 �
�� �(��)�
� �
 ���������
 �
 ����


 ��� ���� ������� ���� ������ ���������� �� ������� �� ���# �������� �� ��������� ��
������� 6���� ��������� ���� �������� ���� ������� �� �������� �� ����������� ) �� ����"
������ ���������� 
����� ��������� ��� ����������� � ������� ���� ������� ���# ��������
�� ��������� � �� ������� ��� �� ���������� ��������� �� �� ����� ��� �� ���������� ��
�������� �� ������������

��2������ %3 3�3 +��� G = (V, E) �� ������� +��� L1 �� L2 ���# ��������� $��� �� ���� λ1

�� λ2 ���# �������� �� ���������� 
� �������� �� ������	 ��� ���# �������� �� ���������
λ1 �� λ2� ���� λ1 × λ2� ��� ��$�� ���� ���� �
λ1 × λ2 : V ∪ E −→ L1 × L2�
λ1 × λ2(v) = (λ1(v), λ2(v))�

+��� λ = λ1×λ2� +��� ������ �� ����������� ���� ������ ������� �� ������� �� ���������
λ1 7����� λ2: ) λ ���� ����� ���� ������ ����� λ(1) 7����� λ(2): ���� �� ��������� �� i���
������� �� ���������� ������ λ� ���� λ(i) : V ∪E → Li �&� λ(i)(x) = yi ���� λ(x) = (y1, y2)�
9� �T��� ������� ���� ��&��� ��������� �� ���� ������� λ1 �� λ2 �#����� �� ������� �������
λ�

��2������ %3 3 3 +��� Rf = (Lf , If , Pf) �� Rs = (Ls, Is, Ps) ���# �������� �� ���������
�� ������� 
� ������� �� Rf �� Rs ��� �� ������� �� ��������� �� ������ R = Rf × Rs

��$�� ��� (L, I, P ) �X L = Lf × Ls� I = If × Is �� P = Pf ∪ Ps�


��������� ��� ������ �� ��������� R ��� ������� ��� ������ �� ��������� �� Rf �� Rs

�� ��������� ��� ����������� %��� ����� ����� Rf = (GRf
, λRf

, λ′
Rf

) �� Rf � �� �������
�� ��������� �� ������ R ������� ������ ��� ������ R = (GR, λR, λ′

R) �&� GR = GRf
�

λR(1) = λRf
�� λ′

R(1) = λ′
Rf
�  � �� �C�� ��E��� ��� ������ �� R2 ���� �������� ���� C���

�������� ) R�

1!�
� %3 3�3 (��� ������ ��������� �� ��$������ ��������� ��� �� �#������ 6����������
�� ������� �� ��������� �� ������ ���&��� � S = (L′

s, I
′
s, P

′
s) �X L′

s = {B, C, 0, b}� I ′
s =

{B, 0} �� P ′
s ������� ��� ������ �� ��������� ���&����� �

R :

B

0

B

B

b

C


� ������� R1 ×S� �X R1 ��� �� ������� �� ��������� �� ������ ����� ���� ���#�����
����1� ��� �� ������� �� ��������� �� ������ (L, I, P ) �X L = LR1 × L′

s� I = IR1 × I ′
s �� P

������� ��� ������ �� ��������� ���&����� �



���� )� ����	� �� ���� � ��!��� �� �����	���� �� ����� 	N

(A, B)
(0, 0) (0, 0)

(N, B)

(0, 0)

(N, B)(N, B)

(1, 0) (0, 0)

(N, C)
(0, b)(1, b)

(A, B)
(0, 0)

(N, B)

(A, B)
(1, 0)

(A, C)

(A, C) (A, B)

(1, b)

(0, b)(A, C)

(0, 0)

(1, 0) (0, b)
(N, B)

(0, 0)

(A, B)
(0, 0)

(N, C)

(0, 0)

(N, B)

(0, b)

(N, C)

(A, B)

(1, b)
(A, C)

(1, b)

(0, 0)(1, 0)

(A, C)

(1, b)

(A, C) (A, B)

(A, B) (A, C)

(0, 0)(1, 0)

(N, C)
(0, b)(1, 0)

(A, B)
(1, 0)

(A, C)

(0, b)(A, B)

(N, B)(A, C)

(0, b)

(0, 0)

(0, 0)
(0, 0)

(1, 0)

(0, b)

�	�� � B 0� �#����� ���#������ �� ������� �� ���# �������� �� ���������

(1, z)

(z′, b)

(0, z)R1 :

(z′, 0)R2 :

(A, X)

(N, X′) (A, X′)

(A, X)

(Y, B)

(Y ′, B) (Y ′, C)

(Y, B)

�� X, X′ ∈ {B, C}�

Y, Y ′ ∈ {A, N}�

z ∈ {0, b}�

z′ ∈ {0, 1}�

0� �#����� ���#������ �� � ������� ��� ����� ��� �� $���� 8'@ ��

)�� %3 3�3  ��	 Rx = (Lx, Ix, Px) 
	 Ry = (Ly, Iy, Py) �
�� ��	��
� �
 ������	��
 �

�����
 
	 ���	 R = Rx × Ry �
 ������	 �
 Rx 
	 �
 Ry�  � Rx 
	 Ry 	
����
�	" ����� R
	
����
�

$�����	��	���� 6���� R ��� �� ������� �� ���# �������� �� ��������� �� ������ R1 ��
R2� ��� ������ �� ��������� �� R ���� ������� ��� ������ �� R1 �� R2 �� ������������ ���
���������� ���� ���� ���) &� ���� �� ��$������ 	����� -����� ) ����� ���������� �����
����� �� ���������� ���� ������ ������� ���������� ��� ��� ������ �� ��������� �� R1 ��
R2 ������� ����� ��� ������ ���� ������� ����V���� ��� ������ �� ������� �������� %��
���������� �� R1 �� R2 ���������� ����� R �������� -��������� ���� �#���� �� ��������
S1 7����� S2: ��� ������� ���� ����� ���������� ��� ����� �� ��������� �� R1 7�����
R2:� ������� �� S1 �� S2� ������ ���������� S ��� ������� ��� ���&���# ����� ������� ���
����������� �� �������� ����\� ���� ����� ���������� ����� ��� ������ �� ��������� ��
������� R�

(��� ������� ����������� ����&�� �� ����������� �� ���#����� �������� R1 × S �
%��� ����� ���������� �� �� ����� �� R1� �� ������ �� ������ ��������� N 7|G|N:
�������� %��� �� ������� �� ��������� �� ������ S� �� ������ ����C�� �������� ��#
������ ��������� B 7|G|(B−B): ����\�� (��� ������ S1 �� ������� ������ �� S2 �� ������
-���� ������� �� �� ���# �������� ���&�������� ��"��������� ����



	S 
��	��� �� '�����	�� �� �� (���	��	���

(|G|(N,X), |G|((Y,B)−(Y ′,B))) ��� ���������� ���� ����� ���������� ��� ������ �� R1 ×S� �X
X ∈ {B, C} �� Y, Y ′ ∈ {A, N}�

)�� %3 3 3  ��	 Rx = (Lx, Ix, Px) 
	 Ry = (Ly, Iy, Py) �
�� ��	��
� �
 ������	��
 �

�����
 
	 ���	 R = Rx ×Ry �
 ������	 �
 Rx 
	 �
 Ry� %#
��
���
 �
� ��������	� �
 R 
�	
�#����� �
 �#
��
���
 �
� ��������	� �
� �
�� ��	��
� �
 ������	��
 �
 �����
 Rx 
	 Ry�

$�����	��	���� 
� ����&� �� � ����� ��� ��������� ) �� ����&� �� ����� ��������
������� ��� ������ �� ��������� �� ������ �������� ��� �� ������� ��� ���# �������� �� ��"
������� ��� �� ���&��� ������� ��� ������ ���#������ ������������ �� �� ���# ��������
�� ��������� �������������� -����� ���� ���� ���&��� ���) ��� ������&���� ����� �����
�� R ���������� ) Rx �� Ry� %��� ������$�� �� ����&�� ���� ������ ��� LRx 7����� LRy:
���������� ��� ����� ��� ������������� ) Rx 7����� Ry:� 6� ��� �������� ��� ���� ���&���
����� ��� ���������� ��� ������ �� R �� ���# ��������� ������������ ��� ������������� )
LRx �� LRy �� ������ ���� ���&��� ������ �� �&��� ������������� ��� ���# �������� ��
����������

����������� ��� ������ ����������� �� ������� ������� �� ����� ��� ��� ��&������� �� ��"
��� ������� ����� ����������� �� ����� ��� ���������� LRx �� ���������� LRy �� �����
����  � �C�� ���� ������������ ��� ������ �� ������� Ry� ���������� LRx �� &� ��� ���"
���� ����� ��� ��&������� �� ������� ������� ��������� ������ %�� ���������� ��� ��&�������
�� ������� R ���� ������� ��� ��&������ ��� �������� Rx �� Ry�


�� ��&������� �� ������� �� ��������� �� ������ R1 × S ���� �

1� 0� ����� ��� � ����������� (N, X) ��� ��� ����C�� �������� ��� � ����������� (1, Z)�
�X X ∈ {B, C} �� Z ∈ {0, b}�

�� 0� ������ ���� ����������� ��� (Y, C) � ��� ����� ��C�� �������� �&� �����������
(Z ′, 1)� �X Y ∈ {A, N} �� Z ′ ∈ {0, 1}�

	� 5��� ��� ������ ��� ��� (A, X) ���� ��������� ���� ������� ��� ��� ��C��� ���"
������� (1, Z)�

3� 
� ����"������ ������ ��� ��� ��C��� ���������� (1, Z) ��� ��� �� ����

2� +� �� ������ G′ ������ ) ������ �� G ��� ������������ ����� �� ��� � ��� ���# ������
&������ ��������� (Y, B) ���� �� �������

R� +� �� ������ G′ ������ ) ������ �� G ��� ������������ ����� ���� ��� ������� ���
����������� (A, X)�

(��� ���&��� ��������� ��� �� ���#���� �� �� �������� ��&������� ������������� ��#
��&������� �� ������� S �� ��� ������ �� ������� R1�



���� )� ������	�� �� �� ����	��	��� ���� �� "�* 	�
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����� �
 � �
�������� ��� �
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���������
 �
 ����


 � �� 	� ��
����� �� �� �������
� �� ���������
�

(��� ���������� �� ������� ��������� �X ��� ���������� ����������� ����������
��� ������� �� ��������  ��� �� ��� �������� �� ��������� ������ ��� �������� �#����"
&����� �&� ��� &������� %�� ���������� �� ����� ��� ����� ���� �� ��������� ���&��� ���
���� ) ���� ��� ������������ ��� ����� �� ���� �� �������� �� ������� �� ������ �� �� ��&���
�� �� ���� ��������� ��� $��� '� �#���� ���# ����� �� ������������ � ����������� ��������
�� �#�������  ��� ��� ����������� ��������� ����� �#������ ��� $��� �� ���� �� ��������
�#������ �� ������������� ����� ����� ��� ���� �� ���� $��� �� �#��� 6��������� ���
������ �� �� ������� ��� ����� ��� ���� ���� ��� �� ������� ���� ���#������� ��� ����
����� �� ���� ��� ���#������ ��� $���� 
� ����������� ��� ���� �#������ ���� �#���� �� �����
�� �������� ��� ������ ��� ���� $��� '� � � ������� �� ������������ ������������ ����
�� ��	
�	��� �
 �� 	
��������� � ��� ��� ��� ����������� ��� ������������ �� �����������
�������� �� ����������� �#������� %�������� ��������� �� ���������� ������������ ������"
���� �� �������� ��� ����������� ��� �����&��� � �������� 7&��� ZN�� R[:�  ��� � ��������
�� ��� ����������� ������� �� ����������� �#�������

 ��� �� ������ ���&����� ���� ������� ��� �������� ��� ������ �� ������� �� �����"
������ ������� ���� �� ������� �� ��������� �� ������� (��� ��������� ��� ��������� ��
�������� �� �� ����������� ���� ���� �� ������������ ��  ��<����"+������ Z�2[� �� ����"
�������� �� �������� ��� ���������� ������� ZN1[� 9� �T��� ���� ��������� �� �������� ��
�������� �� ����������� �� �� ������� �� ���# �������� �� ��������� �� ������� (���
�����E��� ��� ������ �������� ����������� �� �������� �� �� ����������� ���� ����
����� �� ������� �� ��������� �� ������� 9������� ���� �������� ������ ��� ��������
���� ������� �� ����������� �������� ����������� �����������

 � �� �������������
� �� �� �������
� �� ���������
�

 ��� ���� ����"������� ���� ������ �������� ��� ��������� �� @������ ?���&��� �� 5��
Z2N� 	3[�
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 ��� ���� ����"������� ���� ���������� �������� ����������� ���������� ��� ��������
�� ����������� ������� ���� ��� �������� �� ��������� �� �������

)0��#����$� � ��:;�����*	$����

6���������� �� ������ �� ���������� ���������� ��� �� ������� 6����� ����������
���������� ��� �� ������ ��� �������� ���� �� �� �� ���# ����� ��	�� �� ������� 
�� ���"
������� ����������� ��������� ��� ��� ��������� 6������� �� �� �������� ���� ���
�������� �����&����� , ��� ���������� �� ������ ������ �� ��������� �������� ) ������ �"
���� 0� ��������� ���� ������ ���� ��������� �� ������� ��� ����� �� ������ �� ������
����� � ���&�� �� ��� ����� ��� ����� ��&��� �� ������� �������������� '������������ ��
���� ��������� ��� ���� ������ ���� , ������� �� ���&� ��� &������� 
��������� ��� ������
����� ������� �� ����� ��������� �X �� ����� ��� �� ����� ���� �������� �� �� ����� ���
�� ���� ��� ������ ����� � ���&��� 0� ����� ������� ��� �������� �� ������� ���� ��� ����
����� ��������� ���� , ����� �� � ��E� �� ������� ������������� ���� ���� ��� ��������
�����&����� ����� � ��&�����  ��� � ��� �� ��&��� �� ������ ������������� ) ��� ���� ���
&� ���������� ��� ������ ������� �� ��� $�� ������ (��� �������� �� ����� ������
 �

���	�6�
� 
� ���� ������� ����� �� ����� ��� ���� �� ���������� ������

(��� ��������� �� ������� �� ��������� �� ������ ��� ��� �� ����������� %��� ����
���� �������� ���� ����� ����� �� ������ �� ������� 7������ sc: �� �� ���� ����&���
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���� ���� �����&����� 7��� ����� ���� {Ac, Pa}:� %�� ���������� �� ������ ���� ��������
��� �� ������� (X, Y, sc)� �X X ��� �� ���� M, B, B′ , Y ��� ��� ���� �����&������ �� sc ���
�� ������� ����� �"������� (��� ��������� ������ M ���� ��� ������ ��� ����� ������ ���
���&��� B ���� �� ����� ������� �� B′ ���� ��� ������ ��� ��� ��� ���&�� �� ����� ��� �����
0�� ��C�� ���� ��������� ��� �� ���� ���� {Ac, Pa} ��������� �� ����C�� ���������� �� ���
) ������� �� ����G��� '������������ ������ ��� ��C��� ���� ���� ������ Pa �� ����� ������
��� �������� (M, Pa, 0) , ���� �� ����� ��������� ��� � ����������� (B, Ac, 0) �� ��� ���� ��
����� �� ������� �� ����G��� 6� ����� ������������ ������������� (��� ��������� ��� ��
������ ������� ��� $���  ��� � ��� �� &����� �� ������� sc ���� ����� ����� ��� $���
�� ���� ��� ������ ��� �� ����� ��#���� �� �������
+��� R9 = (L, I, P ) �� ������� �� ��������� �� ������ ��$�� ��� L = {{B, B′, M} ×
{Ac, Pa}× [0..n]}∪{Pa, Ac}� I = {(B, Ac, 0), (M, Pa, 0), Pa}� �� P ��������� ��� ������
�� ��������� ���&����� �

� X ∈ {B, B′}R1 :

(X, Ac, sc + 1)

Pa

(M, Pa, 0)

Ac

(B′, Ac, 0)

R2 : PaAc

(B′, Ac, 0)

(X, Ac, sc)

(B′, Pa, 0)

(X, Ac, sc − 1)

(X, Ac, sc)

�

Pa
{ }

�B′, Ac, 0�

�M, Pa, 0�

%��� ����&�� �� �������� �� �� ����������� ���� ������� ��� ��&������� ���&����� +���
G(V, E, λ) �� ������ �������� ����#� ��� ��� �� ����� ��������� ��� �������� (B, Ac, 0)�
���� ��� ������ ������ ���� ��������� (M, Pa, 0) �� ������ ��� ��C��� ���� ���������� Pa�
+��� G′(V, E, λ′) �� ������ �������� ��� ��� � G(V, E, λ)

∗−−−−→
R9

G′(V, E, λ′)� 
� ������

G′(V, E, λ′) ��������� �

1� 5����� ��� ��C��� ��������� ) �� ����� �������� (M, Pa, 0) ���� ���������� Pa�

�� '� � � �#������� �� ���� ������ �������� (B, Ac, sc)�

	� 0� ����� �������� (B, Ac, sc) � �� ����� ��� ��C�� �������� ��������� Ac� 7sc �= 0:�

3� 0� ����� �������� (B′, Ac, sc) � �#������� sc + 1 ��C�� �������� ��������� Ac�

2� 
� ����"������ ������ ��� ��� ��C��� ���������� Ac ��� ��� �� ����

R� 0� ����� �������� (B′, Pa, 0) ��� ��� �� ����� &����� �������� (M, Pa, 0)�

N� 0� ����� �������� (B′, Pa, 0) ��� �� ���� ������ ����� ��C�� �������� ��������� Ac�

S� 
�� ������ ��������� (B, Ac, sc) �� (B′, Ac, sc′) ���� ������� ��� ��� ��C��� ������"
���� Ac�

�� +� G′ ��� �� ������ ������������ ����� ���� ��� ������ ���� ��������� (B′, Pa, 0) �#"
���� �� �������� (B, Pa, 0)�


� �������� �� �� ����������� �� ������������ �� ������� ��� ��� �� ������� 7sc: �� ��
����� ����&���� >��� 70:�



3� 
��	��� �� '�����	�� �� �� (���	��	���

$�����	��	���� 1� '������������ �� ��������� ��� &���� ������� ���� ��� ������ ���� ���"
������ (M, Pa, 0) ��������� �� ���� �������� (B, Ac, 0) �� ������ ��� ��C��� ��� Pa
���� ���������� +�������� ��� ���� ����� �������� ��� ������ �� ��������� k ���� ��
��� �� ��������� ����� &���� +� ���� ���������� �� ����� R1 ���� �� (k + 1)���� ������
���������� �� ���� ������ ���� v� �������� (M, Pa, 0) &� ������ ��� ��������� )
(B′, Ac, 0)� %������ ��� ��������� ������ ��� ���C�� ��������� ) v ���� ���������� Pa�
�� ������������ ����� ��C�� �� ����� ������������ 
����������� �� �� ����� R2 ��
&� ��� ������ ���� ����� �������� (M, Pa, 0) �� ����� ��C�� ��������� Pa� %��
���������� �� ��������� ��� &���� ����� ������� �� ����������

�� 
� ��������� ��� &���� ������������� (��� ��������� ������� ��� &���� ����� �������
k� +� ���� ���������� �� ����� R1 ���� �� (k + 1)���� ������ ���� �&��� ����� ����
����� �������� (B, Ac, sc) ��� �� &� ��� ������ ��� ���� ���������� ��� �������
sc , �� �C��� �� ���� ���������� �� ����� R2 ���� �� (k + 1)���� ������ �� �����
�������� (B, Ac, sc) &� ������ ��� ��������� ) (B, Ac, sc−1)� -���� ��� ���# ���������
���������� �� ����� ���� %�� ���������� �� ��������� ������� &�����

	� %��� ����&�� ���� ���������� ���� ������ ������� ��� �� ������� sc ��� �� ������
��� $�� �� ������ '������������ ���� &���� ������� ������ ��� ��C��� ���� ����������
Pa �� ���� ��� �������� sc ��� ������ ���� >���� +�������� ��� �� ��������� ���
&���� ����� k ����������� �� �� ����� R1 �� R2� ���� ������ ��������� ��� ����
��������� ������� &���� ����� ������������ �� �� ����� R1 �� R2� ���� ) ������� k + 1�
%�� �� ������� ��&������� �� ��� � ����� ���� ����� �&� ����������� (B, Ac, sc) �� ���
�������� ����� ������� sc ���������� �� ������ �� ������� ��� ��� ��� ���&��
��� � ������ -���� ������������ �� �� ����� R1 ���&� �� ����� ������� ��������� ���
������� sc �� �� ������ ����C�� �������� �������� Ac�  ��� �� ������� sc ��� ��
������ �� $�� �� ������ 
� ����� R2 ������&� �� ����� �� �������� ���� ���������
�� (B′, Pa, 0) �� ������� ��� ���� ��� ��������� ��� ������� sc �� ����� ������
�� ����C�� �������� �� Pa� %�� ���������� �� ������� sc ��� �� ������ ��� ������
�� ����C�� ������
-����� �� �� &����� �� ������� sc ���� ����� �������� (B, Ac, sc) ��� ��������� ) >����
�� �#���� �#������� sc+1 ��C��� ��������� ���������� Ac �� �� ������ ��������� ��
���� �� ������� ��������� (B′, Ac, sc′)�

3� '������������ �� ��������� ��� &���� ������� ���� ��� ������ ���� ��������� (M, Pa, 0)
��������� �� ���� �������� (B, Ac, 0) �� ������ ��� ��C��� ��� Pa ���� ����������
+�������� ��� ���� ����� �������� ��� ������ �� ��������� k ���� �� ��� �� ���������
����� &���� +� ���� ���������� �� ����� R1 ���� �� (k+1)���� ����� ��� �� ����� u ���"
����� (B′, Ac, sc) �� ��� �� ����� v �������� (M, Pa, 0)� ������� �� ����� �� ���������
u ������� sc+1 ��C��� ��������� ���������� Ac�  �� ) ������� k +1� �� ������� ��
u ��&���� sc + 1� �� ����C�� �������� ��&���� ��������� Ac� %��� �� ����� v�  ������
�� ������� ��&������� ) ������� k� ������ ��� ��C��� ���� ���������� Pa� ��� ) �������
k + 1� v ���� ��� ����� ��C�� ��������� Ac�  ��X �� ��������� ��� &����� 
�����������
�� �� ����� R2 &� �������� �� ������� ���� ����� �������� (B′, Ac, sc) �� &� ������
����������� ����� ��C�� ��������� Ac �������� ) � ����� ) Pa� %�� ���������� ��
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��������� ��� &���� ����� ������� �� ����������

2� -� ������ ������ ��� ��C��� ���� ���������� Pa� (��� ��������� ��� �� ��������� ���
&���� ����� k ����������� ��� ������ �� ���������� ���������� �������� (k + 1)����

����� �� ��������� ����� &����� Q���� ���� ���������� �� ����� R1� ���� ������ �������
��� ���&���� ��C�� ) ���������� ��� ��C��� ���������� Ac� ?��� ��� �� ������� ��&�������
������ ��� ��C��� ��������� ��# ������� ��������� (M, Pa, 0) ���� ���������� Pa� 
�
���&���� ��C�� �� &� ��� ���� �� ���� +� ���� ���������� �� ����� R2� ���� ������
����&�� ��� ��C�� �� ���������� ��� ��C��� ���������� Ac� ����� ���� �� ����� ��� ��
����

R� 6���� ��������� ��� �� ��������� �� ����#�� �������� , ���� �� ���&��� ��� �����"
���� �� ����� R2 ���� �#���� �� &����� �������� (M, Pa, 0)�

N� +���� �� ����� R2 ������ �� ������ ����������� ���� ����� u �������� (B′, Ac, 0) ��
(B′, Pa, 0)�  ������ �� ��������� ��&������� �� ����� u � ��� ����� ��C�� ��������� Ac�

� ����� R2 ����� ����������� �� �� ��C�� �� Pa� ���X �� ��� � ����� ��C�� ��������
��� ��� ���&� 7�&� ������ Ac:�

S� 
� ����&� ��� ��� ��������� '������������ ���� &���� ��������� ��� � ����� ���� ������
�������� (B, Ac, 0) �� ���� ��� ������ ������ ���� ��������� (M, Pa, 0)� +��������
�������� k ����������� �� �� ������ �� ��������� ��� &����� +��� H �� ����"������
�������� ���� ��� ������ ��������� (B, Ac, sc) �� (B′, Ac, sc′) �� ��� ��C��� ����������
Ac� +�������� ��� ���� ������ ��������� �� ����� R1 ���� �� (k + 1)���� ������
0� ���&��� ������� ���&�������� �������� (B′, Ac, 0)� ���� ������ ) H ��� ���
&����� ��� ��� ���&� �� ��� ���������� ) H � �� ����C�� ��� ��� �� ���# ������ ����
�������� Ac� +� ���� ������ ��������� �� ����� R2 ���� �� (k + 1)���� ������ ��� ��
������� ��&������� �� ����� u �&� ����������� (B′, Ac, 0) �� ������� ������ ����� ��C��
�������� ��������� Ac� -���� u ��� ��� ������ ��C�� �������� ���� H � +��������� u
�� H �� &� ��� ������ �� ��������� ��� �� ������ H ′ ��� ������� -����� �� ���������
����� &�����

�� %�� �� ���#���� ��&������� �� ���#���� ����� ���� ����� �������� (B, Ac, sc)� +�� &��"
���� ���� ��������� (B′, Ac, sc′) �� (B′, Pa, 0) ������� ���� �#���� �� ����� ��������
(M, Pa, 0) ���� ���&��� ��������� �� ����� R1� (��� ��������� ����� �#���� �� �����
�� ����� �������� (B′, Ac, sc′) �X sc′ �= 0� ��� �� �������� �� �������� ��&��������
�� ������ Gn ������ ��� ��� ������� ��������� (B′, Ac, sc′) �� �� ������ ��������
(B, Ac, sc) ������� �� ������ 6�� �������� �� ���� ��� G′ ��� �� ������ �����������
������� �� �#���� �� ����� �� ����� �&� ����������� (B′, Ac, 0)� � ��� ������ �������"
����� �� �� ����� R2� -���� �� ��� � ���� ����� �������� (B′, Ac, sc′)� %�� ����������
�� ����� �������� (B, Ac, 0) ��� ��� ��� ������ &������ ��������� (B′, Pa, 0)�
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%��� �� ����������� ���� ��������� ��� �� ������ ������� �� ������ ��� �����
��� ���� ��� ������ �� ������ p0, p1, ..., pn−1 7����� �����������:� 6�� ������ ���
������� ���������� ���� ��� �������� �� ������������ �������� �������� ���&��� ������
����������� ���� �� ������� 
����������� ��  ��<����"8�����"*�� @������� Z�R� N�[ �������
�� ����� ��� ������ ������ �� �������� ) ������ �� ����� p0� 
� ����� �� ��� ����������
���� ������ ��� ���� 7���<: �� ���� 7;����:� ���� b �� w� '������������ ��� ����������
���� ������� �� ���� 7w: ����� ��� �� ������ +� �� ��������� ��&��� �� �������� �� ��&����
������ �� ���� b 7����� RA:�  ��� � ��� �� ��������� �� ����������� ��&���� ����� 0�
����� ���� ����� �������� ��� ���� �� �� �X �� ��������� ���� ��E��� �� ����� ���� ,
���� ��� ������ ��� �� ����� ���� ��� �������� 7��� ������ R1 ) R3:� 
� ���� ��� $�� �� ��
����� ���� ����&� �� ��������� p0� �� ��� p0 ��� ����� (��� ����� �� ���������� ���
�� ������� �� ��������� �� ������ ���&����
+��� R10 = (L, I, P ) �� ������� �� ��������� �� ������ ��$�� ��� L =
{A, A′} × {Ac, Pa} × {b, w} × {T, NT}� I = {(A, Ac, w, T ) ∪ (A′, Pa, b, NT )} �� P
��� �������� ��� ��� ������ �� ��������� �� ������ ���&������ �X X1� X2� X3� X4� α ��
α′ ���� ��� ���������� ���� ������� �� ��������� �� ������ ���� ���� &������ ������ ��
������������ T 75�<��: �� NT �����$� ��� �� ����� ��� ���� � ����� �� ����

R2 :

�X1, A′, Ac, w, T �

�X2, A, Pa, w, NT �

R3 :

R1 :

�X2, Y2, AP2, C2, Z2�

�X2, A′, Pa, C2, NT �

α

α

α

α

RA :

R4 :
�X, Y, Ac, C, Z�

�X1, A′, Ac, C1, T �

�X2, A, Pa, C2, NT �

�X′
2, Y2, Ac, C2, Z2�

α′

α

α

�X, Y, Pa, C, Z�

�X′
1, Y1, Ac, b, Z1�

�X1, Y, Ac, w, NT �

�X1, Y1, AP1, C1, Z1�

�X1, Y, Ac, C1, T �

�X2, A′, Ac, C1 + C2, T �

�X1, A′, Ac, w, NT �

�X2, A, Ac, w, T �

� �� �C1 = b �� C2 = b�

AP, AP1, AP2 ∈ {Ac, Pa}�
�	 Y, Y1, Y2 ∈ {A, A′} �

Z, Z1, Z2 ∈ {T, NT},
C, C1, C2 ∈ {b, w}.�X2, A, Pa, w, NT �

α

END
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(I1) 0� �#
���	
 ��#�� �
�� ��
�� ���	 T 
� �	���
		
�

(I2)  � �
 �
	�� �
��
�	 ���� )b+" ��  �
�	
 �����#�� ��
�� �	���
	� (, A, , , )�

(I3) 1� ��
�� ��������	 Ac ���� �
� �	���
		
� �
 �
�	 ��� �
�
���� �
 �
	���

(I4) 3����
 ��
�� ��	�� )Ac+ �
 �����
 
� ������ )Pa+ ��
 �#�� ��	
�	
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�
�	 ��
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(I6) 3����
 ��
�� �����
 �� ����
�� � ����� )w+ ����� �� ���
�	��� �� �
	���

(I7)  � �� ��
�� �	���
	� (, A, , , ) �
7��	 �� �
	�� ���� �� �� ����
�� 
�	 ����
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(I8)  � �
 ��
�� �	���
	� (, A, , , ) �
7��	 �� �
	�� ����� 
	 �� ����
�� 
�	 ������
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�	

�� 	
��������� ������
 �
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$�����	��	���� (I1) (��� ������ ����&�� ���� ��������� ��� ��������� '������������ ����
��� &���� ������� ���� ��� ������ ���� ��������� (X, A′, Pa, b, NT ) ���� �� �����
��� �������� (X, A, Ac, w, T )� (��� ��������� ���������� ��� �� ��������� ��� &����
����� k ����������� ��� ������� ���� ������ ��������� ��� �� ��������� ����� &����
����� ������������ ��� ������ �� � �������� ���� ) ������� k + 1� 
�� ������ RA� R2

�� R4 �� ������� ��� �� �������� �� ������ 
����������� �� �� ����� R1 �� R3 ���
�� ����� u ����� �� ����� 7�������� (, , , , T ): ��� �� ����� v �������� (, , , , NT )
&� ������ ����������� �� ����� u ) (, , , , NT ) �� ����������� �� ����� v ) (, , , , T )�
%�������� ��� � ����� ���� ����� ��� � �� ����� ) �� k���� ������ �� ��� � ����� ����
����� ��������� �� ����� ) ������� k + 1�  �� �� ��������� ����� &�����

(I2) 
� ������ �� ����� ��� �� ������ �� ������� ����� ���� �� ������ �� ����� ���
������� �� ������  �� �� �� ������ �� ����� ��� ���� �� �� ������ �� ����� �����
���� 7b:� �� ������� ���� ��� ���������� �� �� ����� R1� Q���� �� ����� ���������
7�������� (, A, , , ): ��E��� �� ������ �� ����� R2 �� R3 ��� ���������� ���� �� &� ���C���
������������ �� ���� �� ������������ �� ����� �� ������ �� ����� ) ���� 7w:�

(I3) 6���� ��� ��� ��������� ��� ������ R1 �� R3 � 
�� ������ �� ���&��� ����������� ��
�� ����� ��� ���� �� ����� ���&�� �� � Ac ���� ��� ���������� 6� ���� ��������� ��
������ ��� ������������ �� ����� ���� ����� ) �� ������
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(I4) 6���� ������������ ������� �� ��������� �� ����������� ������ �� ����� R4 &� C���
��������� ) ���� ��� ������� �� �� ����� ���� 7Ac: ��&������ ������ 7Pa:� %��
���������� �� ��������� ��� &�����

(I5) 6���� �� ��������� �� ������������ �� �� ����� RA� +� �� �������� ��� �� �� ������
��� �� ����� u �� ��� �� ����� v� ��� �� &� ������ �� ����� �� ���� �� ��
�������� ���� ���&��� ���� ����� ������� ��� ��&��� �� ����� u &��� �� ����� v�

����������� �� ���� ����� ����� �� ������ �� ����� u �� ���� 7b: �� ���&� ��
����� v 7Ac:�

(I6) 
�� ������ ��� ���� ����������� �� ��� ��������� �� ����� ���� ��� ������ R1� R2 �� R3�
J� �� ����� R2 ���C�� �� ��� �� ������ ��� ���� ����V�� ��� ��� �� ���������� 
�
����� R1 ����� �� ����� �� ����� u &��� �� ����� ���&���� �� ����� v� %��� ���� u
���� �������� �� ����� �� v ���� C��� ���� �� ���� ������ 7Pa: ���� ���&��� ���������
�� ������ - �� ����� �� ���������� �� ����� u ��� ��������� �� ����� 7T : ����� ��
������ ) �� ������ ������ 7w: �� ����� �� ����� ) v�  ��� �� ��������� ����� &�����

� �C�� ������������ �� ���� ���������� �� ����� R3 ���� ��� �� ����� v ���� C���
�������� (, A, , , NT ) �� �� ����� �� ��� ������ u �� v ���� �&��� �� ������ ���� 7b:�
-���� ������������ �� ���� ������ �� ����� u ��� ��������� �� ����� ����� �� ������
) �� ������ ������ 7w:� %�� ���������� �� ��������� ����� �������� &�����

(I7) 6���� ��������� ��� �� �������� �� ������������ �� �� ����� R3� %�� �� ��������� I5� �� ��
����� ��&��� �� ������ �������� �� ����� �� ������ �� ����� �� ��� �� ��������� I2�
�� �� ����� ��� ���� 7b:� �� ����� ���� ������) � ����� ����&� �� ����� ��������� 7��������
(, A, , , )�  ��� ���� ������ ��������� �� ����� R3 ������� �� ������ �� ����� ��� ����
�� �� ������ �� ����� ��������� ��� ���� 7b:� ������ �� ����� �������� (, A, , ) ����
�� ����� 7T : �� &� ������ �� ������ ) �� ������ ������ 7w:� %�� ���������� ��
���������� �� �������� �� �� ����������� ��������

(I8) %�� ��� ���������� I2� I5 �� I4� ����� ����� � ������ �� ����������� ����� �� ���
��� ��&��� �� ������� ������ ������ �� ������� ������� �� ����� 7I6 �� I7:�  ���
����� �� ����� ����&� �� ����� u ��� ��� �� ����� ��� ������ �� ����� ��������� v�
�� �� ��� ������ ����������� �� ����� R2� �� ����� v &� ������� �� ����������� �������
������� �� ������ �� ����� ��� ������ 7w: ����� ���� ��� ������ �� ������ ��� $��
���������� %�� ���������� �� ��������� ��� &�����

**�

(��� ����&��� ������������ �� +>�����<�� +�� �� %��;�� 7������������ ++%: ZN1[�

(��� ���������� �� ���������� ��������� ��� ������� ����� ���� �� �������� ��"
�������� ����� ��������� ����� �� ������������ 6����� �������� ��� ������ �� �������"
��� ���������� �� ������ �������� �� ������������ 
����������� ++% ������ ��������� �X
�� ���� ����� ��� ���&��
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+���G �� ������ ������ �� ����#�� %��� ����� ����� v� ���� ��� �������� �� �������
P (v) �� �� ������ a(v). '������������ P (v) ��� ) O�����P 7���#: �� a(v) ��� ����� ) −1. 
��
����$������ �� �� &����� �� a(v) ���� ��$���� ��� ��� ������ ���&������

6����� ���� ���� ���� ��� �������� a(v0) ������ �� ����� v0; �� ���&���� &����� ��
a(v0) ������ ��� &������ ������� �� &������ �� v0� %��� ����������� ���� v0 �� ������ ��
���� {v1, ..., vd} ���������� ��� ������ &������ �� v0.
(��� ���������� ���� ���� ������ ����������� ���&���� � ���� ����� ����� v� �� �� &�����
�� P (v) ��&���� O����P 7&���: ���� � ����� ������) �� $� �� �������������

B +� P (v0) = false ����� a(v0) = −1;

B �� P (v0) = true ����� a(v0) = 1 + Min{a(vk) | 0 � k � d}.

(��� ���������� ����������� ���&���� �

%��� ���� ����� v �� ������� �� �� &����� �� P (v) ��&���� O����P� ���� � ����� ������) ��
$� �� ���#�������

(��� ������ �������� ��� ��������� ���&����� � ���� (Gi)0�i ��� ��\�� �� ��������� �������
) ������������ ++%� (��� �������� ��� Pi(v) 7����� ai(v): �� &����� �� ������� 7����� ��
�������: ������� �� ����� v �� Gi.

(��� �������� ZN1[ �

���
������� %3%3�3  ��	 (Gi)0�i�n ��
 ���5�
 �
 ������	��
 �������
 � �#������	��
   8 9
���	 v �� ��
�� �
 G, �� ������
 ��
 h = ai(v) � 0. ����� '

∀w ∈ V (G) d(v, w) � h ⇒ ai(w) � 0.

- ������ �� ���� ������������ ���� ��������� ��� �� �� ����� ����\� �� ������ �� ������
7�� ��� ����� �� �� ������� �� �� �������� �� ������� �� ��� ����� �� ��������: ����� ��
���� ������� ����� P (v) ��� &��� 7����: ���� ���� ��� ������� �� �������

 � �$ �
��
����
� ��� �#������ �� ���������� �� ����� �
�� ��
�������
� �� �� ���������
� �
����

+��� RA = (LA, IA, PA) �� ������� �� ��������� �� ������ ����� �� ����������
��������� ���� ������ �� �������� �� ����������� ���� ������� (��� ��������� ��������
�� ������ $�� ��������� ����� ����� ������� ��������� , 6����")"����� ����� ����� ��
PA �� ���# C��� ���������� (���> ������ ����� ��$�������� ���� C��� ��������� ������ ��
��������� ��� ����#��� ��������� ��������� ���������� ��� ������ �� PA� %��� �� ������� ��
��������� �� ������ �� ���#����� ����1� �� ����������� ����� ���� ����� ��� �������� �����
��� ���� ��� A �� ������ �� ���� ��� &������ ��� A� (���� ��� ��� ����������� ������������
�� �������� �� ����������� ��� ��� ������� ��� ���� ���� �� ���� $��� ���� ������� ���
�������� ������� �� ������������ %��� ����������� ���� RT = (LT , IT , PT ) �� ������� ��
��������� �� ������ ����� �� ���������� �� �������� �� �� ������������ (��� ���������



3S 
��	��� �� '�����	�� �� �� (���	��	���

��� �� ����� RPa �� PT ����� ������ �� ��������� �� ������ ���� ) ������ ������ 7�� �� ������
False ) ������ True ���� ���� ������������ ++%:� -$� �� ������� �� ����������� �������
�� RA �� ��������� RT � ���� ����������� �� ������� RA ×RT �� ���� �������� ) �� �����
RPa �� �������� �� ����#��� ��������� ��������� �� ����������� ����� �� ������������
���� �� ������ 6������ 7����� ����� �� ������������ �� ���� ��������� ��� �� ������
������:� (��� ������ �� ������� �� ��������� ��������� ��� RA ⊗RT �

&$���"� %3%3(3  ��	 RA = (LA, IA, PA) �� ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 �����	
�� ������	��
 ���	����� A�  ��	 RT = (LT , IT , PT ) �� ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����

�����	 �� ������	��
 �
 ��	
�	��� �
 	
��������� T � %
 ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����

RT A = RA ⊗RT ���
 �#������	��
 A ��
� �� �������	� �
 ��	
�	��� �
 	
����������

$�����	��	���� 
� ����&� �� � �������� ��� ����> ������� (��� ��������� ��� ����������
�������� ������&��� �������� �� ������� �� ���# �������� �� ��������� �� ������ �� ���
���������� �� ��� ���# ��������� 
���������� RT A = RA ⊗RT ����� ����� ��� �����������
RT A = RA×RT ∪RPa �X �� ������� �� ��������� RPa ����� ������ ��� �� �� ����� RPa

�&� ��� ���������� �� LT A� J�� �� ������� ��� �������� �� ��������� RA �� �� RT �����
�� ���&��� ������� ��� ������ ���#������ ��� ���# �������� �������������� +���������
�� ������� RT �� &� ��� ���#����� ������� ��� ��$������� � ������� ���� �&��� �� ����
���� �� ������ ��� ������ ��� �#������ �� ��� , ���� �� ������ ���� ����� ��� ������ �����
��� ������ �� ������� RT ���&��� ����������� ����� ����� ����� ����������� ) � �������
����� ����������  ��X �� ������� �� ��������� R′

T A = RA ×RT ��� ����&����� �� �������
RA ������� ��� ������ �� ������� �� ��������� RT �� ���� ��� ����������� 
������ ��
������� �� ��������� RPa ������ �� ��������� �� ������� RT �� ���� ����� ����� ����
����������� 
������ �� � ������� �� &� ��� ����$�� ��� ���������� ��� ������ 	���1 ��
	����� ������� ���� ����� ������ ���� ����� ����� u ���� ������ $��� ���� �� ������� RA
7����")"���� ��� ��� ������� ) ��� ���� �� ��# ����� �� ��� &������� u ���� ����� ��� ���� ��
���� $��� �� ����� �������������� ����� ����� �� ������� RA:� ���� ����� �� ����$��� ���
������ O����P �� ������� RT ���� �� ������ O������P�  ��� �� ������� �� ��������� RA ���
�#���� ��� ��� ������ ������) � ����� ����� ���� ����� � $�� 7�� ��� ���� �� ���� $���:�
�� �������� ����� �� ����� RPa ��� ������ �� ��������� �� ������� RT � ��� ���#������ ) ���
����� 6���� � ������� ������ �� ����������� ������� �� �������� �� �� ����� ����&� )
������ $��� �� ������� RT ����� � ����� ���� ��� �� ������� RA ��� $���
+�������� ���������� ����� ����� u ������ �� ����������� ������� �� ������� RT A �����
��� �� ������� RA ����� ��� ����� $��� '� �#���� �� ����� �� ����� v ��� ��� ��� �������
���#������ �� � ��������  ������ ��� ���������� �� ������� RT � �� ������� �� �������
��� �� ���� ��� ������ �� ������ ���� ���� ������ O������P� J� ������ ���� ����� w �� ��
���������� �� ������ ��� �� �� ����� RPa ��� ���������� ����")"����� w ��� ��������� $��� +�
u ������ �� ����������� ����� v � �������� �������� �� ����� RPa � ��� �������� �� ����
��� v ��� ��� ������� ����������
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(��� ������� �� ������� �� ��������� �� ������ ����� �� ���������� ��������� ���
��� ���������� ��� �#������� �� ������ ���� ������� �� ����������� �&� �� ��������
���������� ���� ��&��� ������ �� ���� �� ��������� ���� ������� �� ����G��� 0� �����
��&������ ������ ���� � ������� ��������� 7����� ����� �� ��������� �� ���� C��� ���������
��� ��� ����#��:� ��� ������ �� ������� �� ��������� �� ������ ���� ����$��� �� ���������
�� ���&��� ������� ��� ����������� -$� �� ���&�� ������� �� ����G�� �� ������������ ��
������������ ��� ����� �� ��������� ����� �� ����������� ����� �� ������������� ���� C���
�������� 
� ������� �� ��������� �� ������ �� ���#����� ����1 ������ �&� ������������ ��
 ��<����"+������ ��&���� �� ������� �� ��������� �� ������ �&� ����#��� ��������� ���&���
R11 = (L, I, P )� ��$�� ��� L = {{A, A′, N} × {B, B′, M} × {Ac, Pa} × [0..n]} ∪ {{0, 1} ×
{Ac, Pa}}� I = {(A, M, Ac, 0), (N, B, Ac, 0), (N, M, Pa, 0), (0, Pa)}� �� P6 ��� ������ ���
��� ������ �� ��������� �� ������ ���&����� �

Y, Y ′ ∈ {A, N}�
Z ∈ {B, B′}�
AC, AC′ ∈ {Ac, Pa}�
PA ∈ {Ac, Pa}�
S, S′ ∈ {0, 1}


�	 X, X′ ∈ {B, B′, M}�

(A, X, AC, sc)

0R1 : 1

(A, X′, AC′, sc′)
(Y, Z, Ac, sc) (Y, Z, Ac, sc + 1)

SAc

(Y, B′, Ac, 0)(Y, M, Pa, 0)

R2 : Pa S

S SPaR3 : Ac

(A, X, AC, sc)

(N, X′, AC′, sc′)

�{ }�
S′Pa 0PA

PA PA

(A, B′, Ac, 0)

(Y, Z, Ac, sc)

(A, B′, Pa, 0)

(Y, Z, Ac, sc − 1)

�A, B′, Ac, 0� �A, B′, Ac, 0�

�Y, M, Pa, 0��N, Z, AC, sc′�

(���> ��� ���� ������� �� ��� ������$����� �� ������� ������ ��� �� ���������� ��
������� �� ���#����� ����1 �� �� ������� �� ��������� ��  ��<����"+������� 
� ����� R1 ��
�� ����� R2 ���� ��������� ��# ������ ����������� ��� ������ ���� �� ����� R3� ���� ��� �&���
������ �� ����� ����#�� �������� ���� �#������ �&���� �� ����� �� ������� ���������
��� �� ��� ���� ��� A �� �� ��� ��� �� &����� ��� ��� ���� ������ N � ��� ������� ��� �����
���&�� 0� ��� ����� ���� ���� ���� ������ ������� �� ��&��� �� ����������� ) ��� ���� ��
��� ������� ��� ��� 7����� ) >���:�  ��� � ��� ���� ����������� �� ������� sc ��
��� ����� 
� ���� ��� ����������� ������� �� �� ������ �� ����� ������������ ����������
��&���� ������ �� ��� ��� �� $�� ���� ������ �����

&$���"� %3%3'3 %
 ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 R11 ������
 �� ����
 �
�������	� 3
	
������	��
 ������
 �� �������	� �
 ��	
�	��� ������
 �
 �� 	
����������


� ����&� �� � �������� ��� ���� ��� ��� ��&������� ������ ���� ������������ ��
 ��<����"+������ �� ���� �� ������������ R1�
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(��� ���������� �� ������� �� ��������� �� ������ R5� '� ������ �� ������ �&�
3 �������� ���� �� �� ������ ��� �� ������������ (��� ���������� ��� �� ������� ��"
���� �� ������� ������ ������� �� �������� �� ������������ 
� ��������� �� �� ���"
�������� ����� ���� �� ����� �&� ������ X ��� ��� � ����� ��� ��� �� &����� �&�
����������� X� �X X ∈ {c1, c2, c3}� (��� ������ ������� ���� ��������� ) �� ���#����
����� �� ������������ ��  ��<����"+������� 
����������� ��������� ��� �� ���&���� +���
R12 = (L, I, P )� ��$�� ��� L = {{c1, c2, c3} × {B, B′, M} × {Ac, Pa} × [0..n]} ∪ {Ac, Pa}�
I = {(X, B, Ac, 0), (X ′, M, Pa, 0), Pa}� �X X �� X ′ ∈ {c1, c2, c3}� �� P �������� ��� ���
������ �� ��������� �� ������ ���&����� �

X1 �= X2

X �= X1

X2 �= X

R1 :
�X, Y2, AP2, sc� �X1, Y2, AP2, sc�

R2 :

R3 :

�X, Y2, AP2, sc� �X2, Y2, AP2, sc�

�X2, M, Pa, 0�

�X1, Y, Ac, sc�

�{R4 : �

Pa Ac

Ac Pa

Pa

�X, Y1, AP1, sc′� �X, Y3, AP3, sc′′�
Z′Z

�X, Y1, AP1, sc′�
Z

�X, Y3, AP3, sc′′�
Z′

�X1, Y3, AP3, sc′′�
Z′�X, Y1, AP1, sc′�

Z
�X1, Y3, AP3, sc′′�
Z′�X, Y1, AP1, sc′�

Z

�X1, Y, Ac, sc + 1�

�X2, B′, Ac, 0�

}

Y1, Y2, Y3 ∈ {B, B′, M}�
�	
�
 X, X1, X2 ∈ {x, y, z}�

Y ∈ {B, B′}�
AP, AP1, AP2, AP3 ∈ {Ac, Pa}�
Z, Z′,∈ {Ac, Pa},

Z
�X1, B′, Ac, 0�

�X2, Y, Ac, sc�

�X1, B′, Pa, 0�

�X2, Y, Ac, sc − 1�

�X1, B′, Ac, 0�

�X, M, Pa, 0� �X1, Y1, AP, sc′�

�X1, B′, Ac, 0�

)� %����������� �0�� ����� �.	 �0��#����$� **�

(��� ���������� �� �C�� �#����� ��� ����������� ����� ������������ �� ��������
�� ����������� ��� ������ ���� ��������� ������������ ++% ZN1[ �� �� ���� ����� ������
����\� �� ������ �� ������ �� �� �������� �� ������� +��� R13 = (L, I, P )� ��$�� ���
L = {{c1, c2, c3} × {T, F} × [−1..n]}� I = {(X, F,−1)}� �X X ∈ {c1, c2, c3}� �� P ���
������ ��� ��� ������ �� ��������� �� ������ ���&����� �

X �= Y

X �= Z

Y �= Z

R1 :
�Y, T, min(n1 , n2) + 1��X, F,−1�

X, Y, Z ∈ {x, y, z}�X, V1, n1� �X, V2, n2��X, V2, n2��X, V1, n1�

R2 :
�X, F,−1�

�Y, V2, n2�

�Z, T, min(n1 , n2) + 1�

�X, V1, n1��Y, V2, n2�

Y ′ �= X

�X, V1, n1�

R3 :
�X, F,−1�

�Y ′, V2, n2�

�X, T, min(n1, n2) + 1�

�Y, V1, n1��Y ′, V2, n2��Y, V1, n1�

R4 :
�X, T, n�

�Y ′, T, n2�

�X, T, min(n1, n2) + 1�

�Y, T, n1��Y ′, T, n2��Y, T, n1�

V1, V2 ∈ {T, F}


����������� ������� �� ���� ��� �������� ��� ������ ��� ��� &����� ��������� �� ����� )
n 7D:� �X n ��� �� ������ �� ������ 7D �������� �� ������:�
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% * 0����������� �� ���
��
�� �
 �
��������

 ��� ���� ������� ���� ������� �� �������� ������� ������ �� ��������� ������������
++% ��� ������ ��������� �� ����������� ��������  ������� ���� ���������� �� �� �X
����� ����� ��� ������ �� ������� ��������� �� ������ ����������� ������ �� �X ��
�������� �� �� ������ �� ������ ��� ����� 9������� ���� ���������� ��� &�������� ��
������������ �� ++% �� ���� ������� �� �������� ���� ��������

 �$�� �� �� �������
� �� �� ���������
� �
���� ' �� �������
� �� ��
���������
� �
����

%��� �� ������� �#����� 7�� 	"6����������:� �� ��� ���� ��� ����� �� ����� ��� ����"
������ ������ �� ��� ��� ������� P ) �� &����� 	��
�  ��� � ��� �� ������ ���������
�� ����������� ������ 
� ������� P ����� ) O����P 7&���: ������) �� �������� ����� �� ��
����������� �������� %��� ������������� ������������ ++% ���� ����������� �� ������� ��
��������� �� ������ ���� ������ ����� ����� ��� ������ �� ������� �� ������ �����������
����� �� �� ����� ������� �� ��������� �� ������ ��� ������ ��������� �� �����������
��������

&$���"� %3(3�3  ��	 R �� ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
�  �������� ��
 ���� ��
�����
 ���	 ���� ����� �� �����������
 �
 �� 	����
 �� �����
" �� �����	�
 �� �#��
 ����

�� �����	�
 
	 ��
 �����
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 �
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��������� �����
� %

��	��
 R �
�	 �	�
 	��������� 
� �� ����
�� ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
 ��� ��	
�	

�����
�
�	 �� 	
��������� ������
�


� ����&� ��� ���� ��� ������������ ++%� �� ���� ��� ��������� ) ���#����� ��� ��� 	"
6���������� 9� ������� ) O����P �� ������� ��� ������ ��� ��� ������� ����� �����������
������ �� �� ���������� �� &����� �� �������� a(v) ���� �� ����� v� �� ��� �������� ��
������� �� ����������� ��������

 �$�� 	� �������
� �� �� ���������
� ���� ��� �������� �� ����
(
������ ��)

%��� �� �������� ��������� ���� ��������� ��� ����� ����� ��� ������ �� ������� ��
������ ����������� ������ (��� ���&��� �T������ ���� ����������� �� �������� ���������
�� ������������ ��� ������� -����� ������ �� �������� �� ���������� �� ���� �� ����� v�
����� ����� �� ��������� ����� ��������� ��� u 7�� ��� ��� ���������:� ����� �� &����� ��
������� P (v) ��� ���� �������������� ) 	��
� 
� �������� �� ���� ������� ���� ����
�� �� ��������� ?���������� �� ���� ����� �� ����� v ����� ����������� 7��� �#����� ����
����� �� ��� &������ � �����:� ����� �� &����� �� ��� ������� P (v) ��� ������������ ) ����

�� a(v) ��� ��� ) −1� +� �� ������� P ����&���� O����P� ����� �� ������� a(v) ��&���� 0 ��
����� �� ������  ��� ���� ��������� ��� �������������� �� ������������ �� ++% �� ����&���



2� 
��	��� �� '�����	�� �� �� (���	��	���

�� �������� ������������ (��� ���&��� ����&�� ����� ��� �������� �� ������� ��������� ��
����������� ��������

&$���"� %3(3 3  ��	 R �� ��	��
 �
 ������	��
 �
 �����
�  �������� ��
 �
 �����	�

�� �����
 
�	 ������ �
 ��	��
 R �
�	 �	�
 	��������� 
� �� ��	��
 �
 ������	��
 �

�����
 ��� ��	
�	
 �����
�
�	 �� 	
��������� ������
�

$�����	��	���� 6�����E��� ��� �#������� �� ������������� �� � �������� (��� ���"
&��� ���� ����� �#���� ��� �������� ����� ���#������ �� �������� ���� ���� &������ �������
�� ������������ �� ������������ ++% ������� �� ����� ����� �� ������� ������� ����� ��"
�������� ����� ������������ ++% ���� ������� ) ���#������
%�� �� ��������� �� ������������ ++%� �� ������� a(v) �� ����� v ��� �� ����� �� �� �����
�� ����� v ��� ��� ���� ��� ������� ���� ���� ����� ��� $��� 6���� ��� ���� ��� ������
���� ��� ����� �� ����� v �� �� ����� a(v) ��� ����� �������� P (v) ) 	��
�
(��� ��������� ����� ����� �� ����� u � ������ �� ����������� ������� �� �������������
%�� �� ��������� �� ������������ ++%� �� ������� a(v) ���� C��� ��������� �� ����� �� ���"
����� �� ������� -����� ����� ������ v � �#���� ��� ������ �� ����� a(v) − d(u, v) + 1
����� �X d(u, v) ��� �� ������� ����� �� ����� u �� v� 6� ��� �������� ��� ���� �����
���������� ��� ������ ��� v� �� ��� �������� ����� ����� �� ������� R�  �� ���� �#����
�� ����� w ��� ��� ��� $��� ��� ������� P (w) ���� C��� ���� ) ����
� � ��� �������� ��
���� ��� u � $��� �� �� � �������� a(v) − d(u, w) + 1 ���� ������������ ++%� � ��� ��������
�� ���� ��� ��� ������ �� R ���� ���� ������������ ��� ��� ������ �� ������������ ++%� %��
���������� �� ��������� ��� &�����



%$�&���� .

��� �,��$�#����"��

* � ������������


�� ������ �T������ ��� ��� ����������� ���������� ���� ������ ����� ��������� ��������
0� ��� ������� �����������# ��� �� ��&��� �� �� ������� ��� �������� �� ���������
Z�1� N�� 3N� RN� 	[�  ��� �� ������ ��������� ���� ��������� ����� � � ��� ������� �������
�� ��� ��� ���������� �� ����� �� ���� ������������� � ) ����� ��� ���������� ��� ��������
�T������ ��� ������ 6���� �� ������ �� ����� ����� �C�� �� � ����� ��� ���� ���������

9� �T��� �� �������������� ���� �� ������ ���� C��� &�� ���� ��� �������� ��
����G�� ��� ������ �� ����G��� ��� ������ ������&�� ��� ��T������ ��������� 9��� ���� C���
��������� ��� �� �#������ �

1� 
�� �������� �#������ ��� ������ ���� ��� ������ �� ����� ������� ���������� ��
������  ��� �� ������ �� �������� q �#���� ��� ������ ��������� ���&����� �
7�: q ��&��� �� ��������

7�: q ��E��� �������� ���������

7: q �#���� ��� ����� ����# ,
�� ��� ����� ����������� ��� ��� ��� �&�������� �� ����� ���� ����� p ���T������
����� �� ���� �� ����� p − 1 �� ��� ���� ��� �������� ��&���� �� ����� p ����&���
�&��� ���T����� �� ���� �� ����� p + 1;

	� �� ����� �������� ��� ������ ���� ������� ��� ����� �� �������������� ������
���� ���&��� ������� ��� �� ��T����� ����� ���# �������� ��� �� ��#���� �� 1;
�� ���� ������������� ���� �� ������ ��� ������� ����� k ���� ���&��� ������� ���
�� &����� ������� �� �� ��T����� ����� ���# �������� ��� �� ��#���� �� k.

3� ������� ����������� ��� ������ �� �������� ��������� �� �������������� ���������� )
�� ������ �� ��������� � ��� �����$� ��� ���� ��� ������� �� ������ ���� �������
������) � ��� ���� ��� �������� �� ������ ����� ������� ���� ���������

5����� ��� ���� �� ������ ��������� �� ��� � ��� ��������� �������� ����� ���������
�T���� ��� ������ ) ��� &������� ������������ J� ������� ��� ��� �������� ���� ��E��� ���

2	
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�������� �#������ ��� ����� ����# �� ��&����� ��� ��������� ���� ����� �����������
����� ����� �� ��&��� �� ����� ���#������ �� ���� ���������

'� �#���� ����� ��� ������� �������������� ���� �� ������ -. ZN�� 	�[�  ��� � �������
�� ����\� ��� ����� ��#����� ��� &������� ��� ���������� �� ��� ����# �� �������"
������

$���� 	�� �#����
�������

0� ������������ ��� �� �������� ��� ������ ���#����� �� ���������� ��E� ����
��� �������� ��������� ���� ��� �������� �����������

6���� �� ���"������������ ���� ��� �������� ��������� ���� �� �������� ����> �������
��� ����������� ��� �������� ��������� ���� ���� ������ ) ���&��� �� ) �������� ��� ��#
��� �������� �����������  ��� ��� �������� ����������� �� �������� �� ��������� ����
��!���� �� ������ ����� �������������� ������� ��� ��������� 9� ���������� �� ���
����� ���&��� ��� ������� �������� ���� ����������� �� ���������� ��E� ���� ��� ������#
��������� �� ���������� ��� ��������� ���� ��� ������# �����������  ��� �� ��&����
�������� �� ���&��� �� ���������� ��������� �� �� ������ �� �� ����������� ���� ����������
�� ������� �������� ���� ������������� ���� �� ������ ���������� 0� ������������
��������� �� ���������� ��� ������� ��������� ����� ���������� ) ����� ����������
0�� ����������� �� ��� ��������� ��������# �������� ��� ������������� �� ����&��� ����
Z�1� N�� 3N� RN� 	[�

* ! �
� ���������� �� �(��������
��

5��� �� ���� �� � �������� ��������� ��������� ���������� �� �������������� ������
�������


�� ���������� ��� �������� �������� ���� ���� ��� ������� �������� �������� ���
����������� ������ ������ �� ������ � ���� ������$��� ��� ��������� ) �� �������� (���
�������� ) ����� ��������� �� ������� �� ����� ��� ��� ���������� ) 0 �� 1 ��� ) �����
������ �� ��������� &� �� �� ��������� i ) �� ��������� i + 1.

5��� �� ��������� ���������� �� ����������� �� ������� ) �����
 �	��
 �������
�
6���� ��������� ���� ��� ��� ��������� ���� ��E�� ���� ���������� ���� ��� �����������
����������� ���������� 5��� ��� ������������� ��� ���� ����������� ���� O������#P� ����
�� ���� ������ ���������� �� �������������� ����� ��� ������ ���������� �� ������ ��"
����� %��� ������&�� ���� �������������� O�������P� ����� ������������ ���� ����������
�������� ����������� 
� ��������� ����������� ��� ���� ������� ) ������&�� �� ��������"
���� �� ���������� ��������� �������� As &��� �� ���������� ��������� Aas� ��� ���
�� ��T����� �� ����� ����� ���# ������ ����������� ��� �� ���� �� 1 7	������
 ���������:�
-$� �� ��������� ��� ���� ��������� ��� &������ ���� ���� ��� ������ �� ) ���� ������ ��
���������� ���� �����E��� ��� �#���� ��� �����	�����	� �
 ����
 ���� �� ������� ���� ��
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����� ���� ��������� ��������� �� ���������� ����� �� ��� �K� ����� ��� � ���� �����
���� �� ������ ��� � ��� ��������� ���������� ) �� ������� 6���� ��������� ��� �������� ���
�� &������� �� 5������� 3���1� 9� ������ ���� ����������� ����� ����������� �� ������"
�������� �� ���E��� ��� ����
��
��
 �
 ����
 ) ���� ������� %�� ����
��
��
 �
 ����
�
���� &������ ���� ��� ���� ��� ������� ���� ������ ���� ������������� ���� �� ���������
π �&��� ����� ����� ��������� �� ������ �� ��������� π +1� 
� ��&������ �� �����
��� ������ ��� �� 5������� 3����� -����� �� ����&� �� 5������� 3���	 7	������
 ���������:
���� C��� ������ �� �� ������������ �� ����� �� �� �� ��&������ �� ����������

� �������� �� ��� ������������� &��� �������� �� �� &������� ��� ����� ��������� ���"
&���� �

&$���"� (3 3� 6&$��� � ���
��������� � 
$��93 1� ��
�� u �
 G �����
 ��
�����	��� p(u) �����
�
�	 ����� �� �# � ����� ��
�� v �
 G 	
� ��
 v �= u 
	 p(v) < p(u)�

&$���"� (3 3 6&$��� � ���.�#�	93  ��	 π (π > 0) �� �����	��� �������

��� � �	� �		
��	
� !���� �� �����
 ��� �#�	��
 Tπ � 0" 	��� �
� ����
	� �
 G ���	 ����
�� ����
 π�

&$���"� (3 3% 6&$��� 
���	�
��93 ! 	��	 ���	��	" �� ��:��
��
 �
 �����	��� 
�	�

�
�� ��
��� v 
	 u �
 G 
�	 �� ������� �
 1�

* % 1� �(��������
�� �����


(��� ��������� �� �� �������������� ���� ��������� �� �������� ���� ZN4[� '� � � ���
����� ������ v �� ������ �� ������� p(v)� �� &����� �������� �� p(v) ��� 0. ^ �����
����� �� &����� �� ������� p(v0) ������ �� �� &����� ��� �������� ��� &������ �� v0�
���� ����������� �� p(v0) = i �� �� ���� ����� &����� v �� v0� p(v) = i �� p(v) = i + 1
����� p(v0) ��&���� i + 1.

�1 � �� �"#� � ���	$����������
8�������	��� '

B p(v0) = i,

B ∀v ∈ B(v0, 1) p(v) = i �� p(v) = i + 1.

���	���
	��
 '

B p(v0) := i + 1.

0�� ������ �������� ��� �� ������� ����� ������ ����&� ��� �

���
������� (3%3�3 8��� 	��� �
� ����
	� v1 
	 v2

|p(v1) − p(v2)| � d(v1, v2).

�
�����
 3�	�1� 6���� �������������� ��� ������ ������� ���������� ��� �� �������
���� �� �������
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6���� �������������� ��� ����&������ ) �� �������������� ������ ���� �������������
�X ����� ���������� �#���� ��� ������ ���� ��� ����� ��������� ������� ��������� 7��
�����: � ���� �� ������ �� ��������� ��&��� �� �������� ��E��� ��� �������� �� �#����
�� ���� �����

9� �T��� ���� ����������� ���� ��������������� �� ������� ������ 3 ��� ��!���� �
����� ���������� � ������ �� ������� �� &����� �� ��� �������� ) ��# �� ��� &�������
%��� ����������� ���� ����� ��������� v0 �� ���� ����� &����� v �� v0� ���� �������"
���� �� � p(v0) = p(v)−1, �� p(v0) = p(v), �� p(v0) = p(v)+1. 8���������� �� ������������
���� C��� ��� ���� ���� �

�1 � )� �"#� � ���	$����������
8�������	��� '
B p(v0) = i,

B ∀v ∈ B(v0, 1) p(v) = i ��� 3 �� p(v) = (i + 1) ��� 3.

���	���
	��
 '
B p(v0) := (i + 1) ��� 3.


� ������������ α ZN�� 3[ ��� ��������� �� ������������ ������� ���� ���� �������
9� �T��� �� ���"�������� �� �� ����� R1 ������� ��� �� ����� v0 ��� �K�� %�� ������
���� ����� ������������� �� ������ v0 ����� ) �� ��������� ���&���� ��� ����� ��� �K�� '�
�������� ��� ��� ���� ��� &������ ��&������� �K��� -����� � ������������ �� ��������� ���
�� 5������� 3���	� '� ����� ��� ��� ��������� ���� �#����� ��� �������������� O�������P
���� �� ������� 
� �������� ������ ���� ������� ) �� ������������ ��� �������������
��� ���&��� ������&�� ���� �������������� O�������P ) ����� ������

* * �(��������
�� �������� �-��������
 ��2

 ��� ���� ������� ���� ������ ������ �� ������������ ��������� ������������ �� ��"
������ �� ���������� ������� �� +>�����<�� +�� ��� %��;�� 7++%: ��� ���� �&��� ��������
���� �� ������ 	�	�	�

+��� u �� ����� ���� ������ G� �������� p(u) ����� �� &����� �� �� ��������� �������
�� ������ u.  ��� ����� ������������ �� ����� v ��������� �� ��������� �� ���������� ����
��� � ���� ����� u ∈ BG(v, 1) ��� ��� p(u) �= p(v). -&��� �� ������ ��� ����������
�������� �� ������������� ���� �����E��� ��� �#������� ������ �� ������

+��� G �� ������ �&� �� �������� D� %��� ����� ����� v �� G� �� ��� ������ ���#
������ p(v) �� a(v)� �X p(v) ����� �� ��������� �� a(v) ����� �� ������� �� ������������
�� ++% ���� �� ����� v. '������������ p(v) �� a(v) ���� �������&����� �� 1 �� 0�

0� ������ v ���� ������ �� ���&��� ����� 7p(v) = p(v) + 1: �� ��� ������� a(v)
��� ����� ) 0 ����� �� ������ ��� ���� ���� ��� ������ �� ������� ��� &������ �� �����
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��������� ��� ����� ) �� ������ p(v). (��� �������� ) �� ������ ��� ���������� �������� ���
��������� �"�������

(��� ���������� �� ������� ������������ λ� �X λ : V → N
∗ × [0..D]� '������������ ����

��� ������ ���� ��������� (1, 0)� 
� ������� �� ��������� �� ������ ��� R14 = (L, I, P )
��$��� ��� L = {[1..∞] × [0..D]}� I = {(1, 0)}� P = {R1, R2} �X R1 �� R2 ���� ��� ������
�� ��������� ����� �"�������� +��� v0 �� ������� �� ������������ ��������� ������������
�� ++% ��� ��$��� ��� �

�1 � )� �"#� �0����.�����
8�������	��� '

B λ(v0) = (p(v0), a(v0)),

B a(v0) < D,

B ∀v ∈ B(v0, 1) p(v) � p(v0),

B a(v0) = Min{a(v) | v ∈ B(v0, 1) �� p(v) = p(v0)}.
���	���
	��
 '

B λ′(v0) := (p(v0), a(v0) + 1).

�� � )� �"#� � 	$��#��� � 
$��
8�������	��� '

B λ(v0) = (p(v0), D).

���	���
	��
 '

B λ′(v0) := (p(v0) + 1, 0).

(��� ������ �������� ��� ��������� ���&����� � ���� (Gi)0�i ��� ��\�� �� ��������� �������
) ����� ����������� (��� �������� ��� pi(v) 7����� ai(v): �� ��������� 7����� �� �������:
������� �� ����� v �� Gi.

%��� ����&�� �� �������� �� ������������� ���� ����E��� �������� ��&��������

<��� (3(3�3
pi+1(v) � pi(v).

<��� (3(3 3  � pi+1(v) = pi(v) + 1 ����� ai(v) = D.

)�� (3(3�3  � ai(v) = h ����� i � h�

$�����	��	���� (��� ���������� � ����� ��� �������� ��� i. +� i = 0 �� ��������� ���
&��� ������� h = 0�

+�������� ��� �� ��������� ��� &��� ������) i� ���� ∀k � i, ak(v) = hk ����� k � hk�
?������� ��� �� ��������� ��� &��� ���� i + 1� ai+1(v) ���� �&��� ����� &������ � ���� �����
) ai(v)� ���� ����� ) ai(v) + 1 �� ����� ) 0�
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%�� ����������� ���������� ���� �&��� � ai(v) = h� -���� i � h.

(��� ���������� ����������� ��� ai+1(v) = ai(v) = h. 6���� i+1 > i �� ��� ���������
����������� ���� �������� i + 1 > i � h.  ��X �� ��������� ����� &����

+�������� ��� ai+1(v) = ai(v) + 1 = h + 1. %�� ��������� ����������� ���� �&���
i � h� ��� i + 1 � h + 1 = ai+1(v)� -���� �� ��������� ����� &����

 ��� �� ������� ��� ���� �&��� ai+1(v) = 0, ��� i + 1 > 0� -���� �� ��������� ���
������

)�� (3(3 3  � pi(v) = π 
	 ai(v) = h ����� '

∀w ∈ V (G) d(v, w) � h ⇒ pi−h(w) � π.

$�����	��	���� (��� ���������� � ����� ��� �������� ��� i. +� i = 0 �� ��������� ���
�&�������

+�������� ��� pi+1(v) = pi(v) = π �� ai+1(v) = ai(v) = h. %�� ����������� ����������
���� �&��� � d(v, w) � h ⇒ pi−h(w) � π. %�� �� 8��� 3�3�1� pi−h+1(w) � pi−h(w) � π. -����
p(i+1)−h(w) � π.

(��� ���������� ����������� ��� pi+1(v) = pi(v) = π �� ai+1(v) = ai(v) + 1 = h. +�
d(v, w) � h = ai(v)+1 ����� ���� u �� ����� ��� ��� d(v, u) = 1 �� d(u, w) = ai(v) = h−1.

(��� �&��� ai+1(v) = ai(v) + 1 ⇒ pi(u) � pi(v) � π �� ai(u) � h − 1 7��� ���
���"��������� �� �� ����� �������&�����:� 9� ���������� ��� ���������� ���������� ��� ��
������ u� pi−(h−1)(w) � π �� ��$� p(i+1)−h(w) � π.


� ������� �� ��� pi+1(v) = pi(v) + 1, ����� ������������� ai+1(v) = 0 � ��� �������
�� ����&��

 � � ����� �� �� 8��� 3�3�1� ���� �&��� �

��������� (3(3�3  � pi(v) = π 
	 ai(v) = h �����

∀w ∈ V (G) d(v, w) � h ⇒ pi(w) � π.

)�� (3(3%3  � pi(v) = π 
	 pi(w) = π+1 ����� ∀u ∈ V (G) (pi(u) = π �� pi(u) = π+1).

$�����	��	���� +��� j �� ������ ��� ��� pj(w) = π �� pj+1(w) = π +1, ��� �� ���"��������
�� �� ����� �� ��������� �� ����� �� �� ��������� ��������� ���� �&��� �

∀u ∈ V (G) pj(u) � π.

%��� ��� �C��� �������� ���� pi(v) = π� �� ���#���� ��� �� ����� u ��� ��� pi(u) >
π + 1.

�
�����
 3�3�1� 
� �C�� �������� ���� C��� ������ �� ���� ���&��� ������ ����� ��
�������� �� ������� �� ������ �� ������ �� ��� ����� �� �� ������ �� �������
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* , 0���
 #
� �� ��
�� ���������

 ��� ���� ������� ���� ��������� ��� ���������� ���� ����� �� ������� �� ���������
�� ������ �� ��� ������������ �� ������������  ��������
�� β Z3[� 
�������� �� �����
���������� �� ���� ��� ���# �����# ���������� ��� ����� ����������� 
� ������� ��� ��
���� ���� ����� ����&����� ������ ��� �� ����� ��� ��������� ���� �� ����� �������� 6��
���# ����������� ���� ����� ���� ����� �� ����� ����# �� ���� ���������� ���� ����� ��
������� �� ��������� �� ������ ���� �������� �� ������� �������� �� ���# ����������
(���� �������� ��� ������ �� ���# �������  ��� �� ��������� �� ����� ����&���� T ���
����� ���� �� ������ ����� G� 
� ��� �� �� ������ ����� ��� ������� �� ����� �� �������
T ��� ������ ��� ���&���� ����� �� �������� �� ��������������� 9������� ������������
����� ���� �� ���&��� ��� �� ������� �� ���&�� ����� ����&���� �� G� 
��#������
��� ���# ������ ����� ��� �������� ������������� (��� ���&��� �&��� �� �� �X ���� ���
������ �� ������ ������� ��� �� ����� ��C��� �������� �� ���� ��� ����� ������� ���������
��� �#���� �������������� -&��� �� ��������� ����� ��������� ���� ��������� ��������
��$������� �� ����������� �������� ��� �� ������

��2������ (3'3�3 
���������� �� ����� ����� ��� �� ����� ������ ���� ������
������ ������ ��������� �� ���� �� ���� �����

B 0� ����� v ��� �������� N �� �� ���#���� ����� �� ��� ��������� ��� N �

B  � �C��� �� ����� v ��� ��� �������� A �� ��� ���� ��� A�

B 0�� ��C�� e ��� �������� i �� ��� ���� ��� i�

B 0� ����� v ��� ������ �
����
 �� � ����� � �#������� �� ���� &����� �������� A &��
��� ��C�� �������� 1�

B 0� ���� ������ G′ ��� ������ �������� N 7����� �������� A: �� ���� ��� ������� ����
��������� N 7����� �������� A:�

+��� G �� ������ �&� �� ����� ��������� u� '������������ ������ ��� ��C��� ����
���������� 0� �� ����� u � ����������� (1, A) �� ���� ��� ������ ������� ��� �����������
(0, N)� 
� ������� �� ��������� �� ������ ������������ ) ����� �������� ��� ����� ��� �
R15 = (L, I, P ) �X L� I �� P ���� ��$���� ���� ���� �
L = {[0..∞] × {A, N} ∪ {0, 1}}� I = {{(1, A), (0, N)} ∪ {0}}� �� P = {R1, R2, R3}� R1� R2

�� R3 ���� ��� ������ �� ��������� �� ������ ���&������


� ����� R1 ����� �� ����� ����&���� T ��� �� ������� ��� ��� ������ ��������� A�
������ ��� ��� ������ R2 �� R3 �#������ ������������ ��������� ���� T �

+��� G(V, E, λ) �� ������ ����#� �� �������� ��� ����� �#���� �� ����� ��������� v ���
��� �������� (1, A)� ���� ��� ������ ������ ���� ��������� (0, N) �� ������ ��� ��C��� ����



R4 
��	��� +� )�� " ������	�����

i, N

i + 1, A

�

i + 1, Ai, A
�R3 :

{

{
i, A

i, Ai, A

i, A

i, A

R2 :
i, A

i, A i, N

i, A

R1 :

i + 1, A

i + 1, A

}�

i, A

i − 1, N

�

i, A

i − 1, N

} α ∈ {0, 1}

0 1

1 0

1

1 0

0α

�{ }

���� ������ 0� +��� G′(V, E, λ′) �� ������ ��� ��� � G(V, E, λ)
∗−−−−→

R15

G′(V, E, λ′)�


� ������ G′(V, E, λ′) ��������� ��� ��&������� ���&���� �

���
����� � � '� �#���� �� ����� �� ����� �������� A ���� G′�

���
�����  � 5����� ��� ��C��� ��������� ) �� ����� �������� N ���� ���������� 0�

���
����� % � 0� ����� v �������� N ��� ��� �� &����� u ��� ��� p(u) < p(v)�

���
����� ( � 
� ����"������ G′
T ������ ��� ��� ������� ��������� A ��� ����#� ���

������ ��� ��C��� ���������� 1 �� ���� ��� ������ �� GT ���� ���� �� �C�� ����� PA�

���
����� ' � 
� ����"������ ������ ��� ��� ��C��� ���������� 1 ��� �� ������


� ����� �� ���� ������ ���� ������ ) �� ����&� �� �� �������� �� ����� ���&���� ��"
����� �� ��������������� %�� ���������� ���� ��&��� ������� �� &������� ��� ����������
�"������ ���� �������� �� ������$�� �� ������������ ��� ����&�� ��� ���� ���������
���� �����

$�����	��	���� 7���
����� �:

� &������� �� ���� ��������� ������ ����������� �� �� ����� R2� 
� ����� R1 ��� ���
������ ��������� A �� �� ����� R3 �����&� ������ ��� ������ �� �� ����$� ��� �� ���������
���� ������ %�� ����� �� ����� R2 ����� ������ ���� ����� �������� A ��� ������ N � J�
�� ����� R2 �� ���� C��� ��������� ��� ��� ���# ������� u �� v� ���� ���# ��������� A� ��
�� ����� ����� ���� ������  �� ) ����� ���������� �� ���� ����� �� ����� ��������
A �������\�� Q���� �� ���#���� ����� ���� ����� �������� A� �� ����� R2 �� ���� ���� C���
�������� ���� ��� ������� ��� ���� �&��� ���) ������������ �� ���� ��� ���# ����� ������
�� ��������� ��� �� ������ �� ������ ��������� A� ���� ���&��� ������ ��� �� ���������
��� &�����



+�#� *���� ���� �� ����� �	��	���� R1

$�����	��	���� 7���
�����  :
'������������ ������ ��� ��C��� ���� ���������� 0 ��� �� ��������� ��� &����� +�������� ���
���� &��� ) ������� i� ���� ������ ������� ��� E� ����� �������� &��� ) ������� i + 1� -
������� i� ������ ��� ��C��� ��������� ��# ������� ��������� N ���� ���������� 0� 
� �����
R3 �� ����$� ��� ������ ��� ��C���� ��� �� ��������� ����� &���� �� ���� ���������� ����
������ +� �� ����� R1 ��� ��������� ��� �� ����� u �������� N �� �� ����� v �������� A�
����C�� �������� ��# ���# ������ ���� ��������� �� 1 ���� �� ����� u ���� �������� A� %��
���������� ��� ��C�� ��������� 1 ������� ���# ������ ��������� A�  � �� �C�� ��E��� ��
�� ����� R2 ��� ��������� ��� u� ��� ����#��� ��������� ���������� ��� u ��� ��� �� &�����
�������� A ����� ��� ��� ��C�� ��������� 1�  ��� ���� ��� &������ �� u ���� ��������� N ��
A� J�� ���� �� ������� ��� �� ������ ����� ��� ����C��� ��������� ���������� 1� �������
����������� �� ���������  ��� �� �� �X ��� &������ ���� ��������� A� ��� ��C��� ��������� )
�� ������ �� ) u ���� ���������� 0� ���&��� ��� ����#��� ���������� ���X ��� ��C��� ���������
) u ���� ���������� 0 ) ������� i + 1� 6� ��� &����� ����� ����������

$�����	��	���� 7���
����� %:
(��� ������ ��������� ���� ��������� ��� ��������� '����������� �� ��������� ��� �����
�� ���� ��� ������ ���� ��������� (N, 0) ���� �� ���� �������� (A, 1)� (��� ��������� ���)
������� i �� ��������� ��� �������� &����� 
��#������ �� �� ����� R1 ) ������� i+1� &� ������
������ ���� ����� u �������� N &��� �� ����� �������� A �� �� ��������� &� ���������� 9�
��������� ����������� ���������� ��� u� ���� ��� &������ ��������� N �� u ��� �� ���������
����� ) pi(u) �� pi+1(u) > pi(u) ��� �� ���&���� ��������� ��� ���������� �� ����� ) �����
��� &������ �� u� 
� ����� R2 �� ����� ��� �� ����� ��� ������� ��� �� ��������� �����
�������� ������ 9�$� �� ����� R3 �������� �� ����� ���� ����� �������� A ��� �� ���������
����� �������� &�����

$�����	��	���� 7���
����� (:
'������������ ������ ��� ��C��� ���� �������� 0 �� �� ���� ����� ��� �������� A ��� ��
��������� ��� &����� +�������� ��� ���� &��� ) ������� i� ���� ������ ������� ��� E� �����
�������� &��� ) ������� i + 1� +� ���� ���������� �� ����� R1 ) �� ����� u �������� N � �
����� ��&���� �������� A �� ����� �&� �� ����� ����� �������� A ��� ��� ��C�� ���������
1� J�� ��� ��������� �� ��������� ) ������� i� ���� ��� ������ ��������� A ���� �������
��� ��� ��C��� ���������� 1� � ��� ������� &��� �� u ���� ����� ) �� ����� �������� A� ���
���������� ) G′

T � ��� ��� ��C�� �������� 1�  �� u ���������� ) G′
T �  � ���� ������������

�� �� ����� R1 ����� �� ��������� �� u ) ���� �� ��� &����� �������� A� ��� p(u) = PA�
+� ���� ���������� �� ����� R2 ��� �� ����� u� G′

T ����� �������� ����#� �� ��� ����#���
��������� �� R2 ���������� ��� u ��� ����� ���� &����� �������� A ��� �� ����������� �� u
�� G′

T �� &� ��� ������ �� ����#���� +� �� ����� R3 ��� ��������� ��� �� ����� u� �� ��� �
���� ����� �� ����������� �� ����� �������� A� ��� G′

T ����� ����#�� J� ��� ����#���
��������� ���������� ����� ��� � ��� �� ����� �������� A &����� �� u ��� G′

T ����� ������



R� 
��	��� +� )�� " ������	�����

��� ���� ���� ����� u �� ����� �� ��������� �� u ������ PA ������
 ������ �� ��������� 2� ������ ��� ��C��� ��������� ��# ������ ���������� N ���� ���������
0� ��� ���� ���&��� ������ ��� ������ ��� ��C��� ���������� 1 ���� ��������� ��# ������
��������� A� ���X� ������ �� ��C��� ������������� ) G′

T �

$�����	��	���� 7���
����� ':
+��� T �� ������ ����� ��� ������ ��� ��C��� ���������� 1� '������������ �� ��������� ��� &����
������� ������ ��� ��C��� ���� ���������� 0� +�������� ��� �� ��������� ��� &���� ) �������
i� +� �� ����� R3 ��� ��������� ) ������� i + 1 �� ��������� ����� &���� �� ���� ���������
�� ���� ����� +� �� ����� R1 ��� ��������� �� ����� u �������� N � � ����� ����� ������ ��
��&���� �������� A� J� ������� �� ��������� 2� u ��� ��� ����C�� �������� ��������� 1� ���
u ������������� ��� ) T �� �� ������ T ∪{u} �� ������� ��� �� ���� +� ���� ���������� ��
����� R2 ) v� ��� ����#��� ��������� �� �� ��������� 2 ���������� ��� v ��� ������ ����� ��C��
��������� 1� ��� u ��� ��� ������� �� ������� T � 6��������� �� ��������� ��� ����&���

&$���"� (3'3�3 0� 
���	
 �� 	
��� t0 > 0" �
����	 �
��
� 	��� �
� ��
��� �	���
	�� N
���	 ���� �� ���
 ����
 PN > 0�

$�����	��	���� +��� vi �� ����� ��� �� ����� �� �� ����� i 7p(vi) = i:� +��� ti−1 �� �����
�&��� ���#������ �� �� ����� R3 ��� vi� ��� ���� ��� ������ ���� ���� �� ����� p(vi)� - �
������� �� ��� � ����� ���� ������ �������� A ���� ���� �� ������ 7������� ��� ����#���
��������� �� �� ��������� 4:� �� ���� ��� ������ ��������� N ���� ���� �� �C�� ����� p(vi)−1
������� ������� �� ��������� 3� ���� ��� &������ ���� ����� �������� N ���� ���� �� �C��
����� �� ���� ���� ��� ����� �����������  �� ���� ��� ������ &������ �� ����� v ����
���� �� ����� p(vi) − 1� �� ���� ����� &������ �#����� v ���� ��������� N � ����� ��� ����
���� �� �C�� ����� 7��������� 3:� -����� �� ������ ������� t0 = ti−1�

(��� ������ ���������� ����&�� �� &������� �� 5������� 3���� 7	������
 �
 ����
��
��
:�

$�����	��	���� 7&$���"� � ���.�#�	:
+��� t0 �� vi ���� ��$�� ���� �� �������� 3�2�1� +��� u �= vi �� &����� �� vi ��� ��� u ���
�� ������� ����� �������� A �&��� ������������ �� �� ����� R2 ��� u �� vi� '� ��� �&����� ���
u ��� �� &����� �� vi� +��� tu �� ����� ����� ���� ����� ��� �#����� ��� u� (��� ��&���
��� p(u) = p(vi) �� ����� tu� -����� ���� ��� ������� �������� N �� G ���� ���� �� �C��
����� ��� p(u) = p(vi) ���� �� ����� tu� 6� ��� �������� ��� ���� ��� ������ ���� ���� ��
�C�� ����� Pu ) � ������

(��� ������ ���������� ��������� �� ����&�� �� &������� �� 5������� 3���1 7�����	��
����	� �
 ����
:�



+�&� -�%��� R	

$�����	��	���� 7���
��������� � 
$��:
'� ��� � ��� ���# ������������ ���� ����� ����� v ����� �� ������ 
� �������� ��� ���
���#������ �� �� ����� R3� 6���� ����� ������ ��� v ��� �������� A� 9� ������ ��� ����������
3 �� 4� ���� �&��� �� �������� p(v) � PN � JX PN ��� �� ��������� �� ���� ��� ������ ���������
N �� ������ G�

� ���#���� ����������� ���� �� ����� v ���� ������ �� ���������� ��� ���#������ �� ��
����� R1� 6���� ����� ��� �������� �#����� ����� ��� �� ����� u ��� ������� �� ����� i+1�
-� ����� �� ���� ������ ���� ��� ������ ��������� N ���� ���� �� ����� i 7���� &������

/�;�,:� -&� �� �������	� /� ���� ��&��� ��� ���� ��� ������ ��������� A ���� ���� �� �����
i + 1 �� ��� ���� ��� ������ ��������� N ���� �� ����� ) �� ����� i� -����� �� ����� v ����
����� ���#���� ���� ����� w ���� G ��� ��� p(w) < p(v)�

�
�����
 3�2�1� 
� ������������ β ZN�[ ��� �� �� ���������� �� ����� �������������
5����� ��� ���� ����� ������������ �� ����� ����� ��� ����� ) ���&��� 7���� �� �����:
�� ���� ��� ���������� ��� �� ���������� ���������� �� ������������ β �������� �� �������
���� ����� ����&���� ����� �� ����� ��������� 7�� ����� �� �������: �&��� ��� �#�������
-&��� �� ������ ) �� ����� ���&����� �� ����� ������ ��� �������� �� ��� $�� ��� �� O����"
����� ��� �K�P� ��� ��# ����� ���&��� ��������� ) ���� ����� �� �C�� ������� &����� �� ����
$�� �� ����� �� ������ 9� �������� ������� �� ����� �������� ��� ���� ��� ������� �� �������
����&���� ���� �K�� �&��� ������� ) �� ����� ���&���� � ��� �������� �� ����� ���������
�� �� ������� ) �� ��������� ���&�����

* . ����
�


�� ��������� �� �������������� ��&������� �������� ���� ������� ) ���� ���� ��
������� 6�� ��������� ���� ���������� ������ ���&��� �� ���������� ������������� ��
�������� �������������� �� ������ ���� C��� �#��� �� ���� ������ (��� ������������ ���
���&���� ������� ������ �� ������� .��� ��� ���� ������� ���� ������� ��# ������� ���� �
���&������ �� �� ��� �&��� ������ �� ���� �� ���������� 7������� �������� �� �#������
���� ����� ���������:�

����� ��������� �� � �������� ������ ��� ������������� ���� ���������� ��������� ����
������ ���� ����� &� ������� �� ���&��� ������ 
����������� ��������� Z14[ ���
���� ��������� ��� �� �C�� ��� ���� �� ������ 3�2� 6� �������� ������ �� ��������
��������� ���� ��� ������ �������� ��������� ��� �������� �� ��������� �� ������� -�
����� �� �������� �� ��������������� ���� ��� ������ ���� ���� �� �C�� ����������

���� ���������� ��������� ���# ������ 
� ������� ��� �� &����� �� �� ��������� �� �� �����
��� ������� ���� ������������ ���������� (��� ��������� ���&������ �� ��������� ���� ������
�� ������ u ��� ������ ��� ���&���� ���������� 9� ������ ���� ��� ������ v� ��� ���
�� &����� w ��� ��� p(w) > p(v)� ���������� ���� ���������� Q���� �� ����� ���������
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��� ������ ��� ��������� ����
�	��� ��� ������ ) �� &����� ��������� 0�� ���������� ��������
�� � �������� �� �������������� ��� ������ �"��������

+��� T �� ������ '������������ ���� ��� ������� ���� ��������� (1, N)� 
� �������
�� ��������� �� ������ ��� R16 = (LR, IR, PR) ��$��� ��� LR = {[1..∞] × {L, N}}�
IR = {(1, N)}� PR = {R1, R2, R3} �X R1� R2 �� R3 ���� ��� ������ �� ��������� ���&����� �

i, N

i, N

i, N

j, L

�

i + 1, Ni, N
�R2 :

{

{

R3 :
i, L

i + 1, N i + 1, N

i + 1, N

R1 :
i, N

i, N i, L

i, N i, N

j, Li, N

i, N

i, Ni, N

� j �= i}

}j �= i�

�{ }
�	�� 14 B %������� �� +������������� ���� ��� ������ ���������

��2������ (3,3�3

B 0� ����� v ��� �������� N �� �� ���#���� &����� �� ��� ��������� ��� ����� ) N �

B 0� ����� v ��� �������� L �� �� ���#���� &����� �� ��� ��������� ��� L�

B 0� ����� �
����
 v ��� �� ����� ��� � �#������� �� &����� �&� ����������� N �

B 0� ����"������ Ti ��� ������ �������� N 7����� �������� L: �� ���� ��� ������ ����
�������� N 7����� �������� L:�

(��� �����E��� ��� ������ ��� ��&������� ��� &��� ���� ���&�� ���� ��������� ��
����� �� �� �������� ��� ���&�����
+��� T (V, E, λ) �� ����� ��� ��� ���� ��� ������ ���� ��������� (N, 1)� �� ���� T ′(V, E, λ′)

�� ����� ��� ��� � T (V, E, λ)
∗−−−−→

R16

T ′(V, E, λ′)�


������ T ′(V, E, λ′) ��������� ��� ���������� ���&����� �

���
����� � � �� ����"������ ������ ��� ���� ��� ������� �������� N ��� ����#��

���
�����  � �� ����� v �������� L � �� ���� �� &����� w ��� ��� w ��� �������� N ��
p(w) � p(v)�

���
����� % � �� ����� v �������� L ��� ���� &����� w ��� ��� w ��� �������� N ��
p(w) < p(v)�



+�&� -�%��� R2

���
����� ( � ���� ��� ������ �������� N ��� �� �C�� ��������� PN �

���
����� ' � ���� ��� ������� �������� L ������� �� ����"����� Ti ��� �� �C�� ���������
PTi
�

$�����	��	���� 7���
����� �:
'������������ �� ��� � ��� ��� ������ ��������� N �� ���� �� ������ ��� ����#� ��
��������� ��� &����� +�������� �������� �� i��� ������ �� ������ Gi

N ����� ��� ��� �������
�������� N ���� ����#�� �������� ������ �� ������� ) ������� i + 1� +� ���� ����������
�� ����� R1 ��� �� ����� u� ��� ����#��� ��������� ���� �������� ��� u �� ������� �����
���� &����� v �������� N �  �� u ��� �� ����� ������� �� ������ Gi

N � �� ������ Gi+1
N �����

����#��
+� �� ����� R2 ��� ���������� ���� ����� �������� N �� ����� ������� ��� �� ������ Gi+1

N

��� ����#� ����� ����������� �� ��������� 9�$� �� ���� ���������� �� ����� R3 ��� u�
���� �������� � ����� �� ������ Gi

N 7G
i+1
N = Gi+1

N ∪u:� Gi+1
N ����� ����#� ������� u ���

&����� ���� ����� �������� N �

$�����	��	���� 7���
�����  :
(��� �����E��� ��� ������� ��� ��� ������ ��������� L ��� �� ���� �� &����� ��������
N �
'������������ ���� ��� ������ ���� ��������� N � +�������� ��� �� ��������� ��� ����� ������)
������� i� �������� ������� ��� �������� &���� ) ������� i + 1� +� �� ����� R2 ��� ����������
�� ��������� ����� &���� �� ���� ����� �������� L ����� ���� +� ) ������� i + 1� �� �����
R1 ��� ���������� ���� v �� ����� �������� N ) ������� i ��� ��� ) ������� i + 1� v ��&����
�������� L� %��� ���&��� ��������� �� ����� R1 ��� v� ��� ����#��� ��������� �������� ��� v
� �� ���� �� ����� w �������� N �  �� u ��� �� ��#���� ����� ���� &����� �������� N �
+� �� ����� R3 ��� ��������� ��� �� ����� w� ������� �� ��������� 1� w �� ������� ����� ����
&����� �������� N �  ��X� ��� ������ ��������� L ��� �� ���� �� &����� �������� N �
?���������� ���� ������� �� �� �C�� �������� ����&�� p(w) � p(v) �&� v ��� �� �����
�������� L ��������� �� &����� w �������� N ) ������� i+1� +� �� ����� R1 ��� ��������� ��
����� u� ������� �� ����������� ������������ �� �� ����� �� ��� ����#��� ���������� p(v) ����
C��� ����� ) p(w)�  �� ) ������� i+1� p(w) = p(v)� %��� ��� �� ����� R2 ���� ��������� ���
w� �� ���� ��� ���� ��� &������ ������ ���� �� �C�� ��������� 7p(w):�  �� ) ������� i + 1�
���� ���� ����� v �������� L &����� �� w� p(w) > p(v)� 9�$�� �� �� ����� R3 ��� ���������
��� �� ����� w� ������� ����������� �� ��������� �������� ���� �� &����� w �������� N ����
����� v �������� L � p(w) � p(v)�  �� ) ������� i + 1� ����� ����� v �������� L &�����
�� ����� w ��� p(w) � p(v)�  ��X �� ��������� ����� �������� &�����

$�����	��	���� 7���
����� %:
6���� ��������� ��� ��� ��������� �� �� ��������� ����������



RR 
��	��� +� )�� " ������	�����

$�����	��	���� 7���
����� (:
+��� TN �� ���� ����� ������ ��� ���� ��� ������� �������� N � '������������ ���� ��� �������
���� ���� �� ��������� 1 �� ���� ��������� N � +� ���� ���������� �� ����� R1� �� �����
��������� �� TN �� ����� ��������� �� ����� �� ������ +� �� ����� R2 ��� ����������
�� ����� v �������� N &� ������ �� ���������� �� ������� �� ��������� 1 �� ��� ����#���
��������� �� ���� ������ TN �� �� ������ ��� �� ����� v� 9�$� �� �� ����� R3 ��� ����������
�� ���&��� ����� v ��������N ���� ������ �� ������ TN �&� ���� ��������� �� ���������
�� ��� ����� &����� w �������� N �  ������ ����������� �� ��������� �� ��������� �� w ���
����� ) PN ���X p(v) = p(w) = PN �  ��� �� ��������� ��� �������� &�����

$�����	��	���� 7���
����� ':
+�������� ��� ���� �� ���� ����� Ti ������ �� ������� ��������� L� ���� ��� �������
��� �� ��������� ����� ) i ���� �� ������ u ��� ��� ���� �� ��������� j� +���� �� ����� R1

��� ��� ������ ��������� L� +�������� ��� �� ����� R1 ��� ��������� ) u ) ������� k� ����
���&��� ��������� ���� ����� ) u� u ���� �&��� �� ���� &����� �������� N �� �� ������� ���
�� &����� �������� L ��� ��� ��� ��������� ��������� ) p(u)�  ��X j �� ���� ��� C��� ��T�����
) i� 6� ��� �������� ����� ����������  ��� ���� �� ���� ����� Ti ������ �� �������
��������� L� ���� ��� ������� ���� ���� �� �C�� ��������� PTi

�


� �������� ���&��� ��� ����� ����> ��������� ���� �� ������������ �� �� &������� �� �����
�������� �� ���������������
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	�� L
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�� �	���
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 �����	��� PN �

$�����	��	���� '������������ �� ��� � ��� �� ����� R1 ��� ���� C��� ��������� �� ���� ���
������� ���� ��������� N �� ���� ���� �� �C�� ����� 1� 6���� �� ������ ��� �� ������ ��
����� ��������� ����&� ) ����� ���� �� ����� �������� N �� ������� �� ��������� 1� ) ���
����� t �� �� ������� ����� ���� ������ �������� N � (��� ���&��� ��$��� t0 ����� ) t�
(��� ������ ������� ���������� ��� ������� t0 ����� ��� ������� -���� ������� t� �� �����
����� ��������� ��� R2 �� ������� �� ����� R3 ��� ��������� ������) � ��� ���� ��� ������
��������� L ������������� �� ������� �� ��������� 4 ���� ������������ �� �C�� ��� �&�
��� ��������� ����� ) PN �� �� �������� ����� t1 ���� ��������� ) t0
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+�.� *������	��� RN

(��� ������� ����������� ��������� �� ����&� ��� ���# ����������� 73����� 3���1: ���
���� �&���� ������ ������������

$�����	��	���� 7&$���"� � 	��.�#�	:
6� �������� ��� �� ��������� �� �������� �������� 3�R�1�

$�����	��	���� 7	��
��������� � 
$��:
6���� ����� �� ��������� �� �������� 3�R�1� %������) ������� t0 ���� ��� ������ ���� ���������
L �� �� ���� ��� �������� N �� ��� ���� ���� �� �C�� ������ ^ ������� t0 + 1 ����� �� �����
R2 ��� ��������� �� ���� ������ �� ������ ) �� ����� ���&�����

* / 0���������

 ��� ��� ������� ����������� ���� �&��� �������� �������� ����������� ��� ����������
��� ����������	��� ������
 ��� �������� ����������� 0�� ���������� �&� ����� ��������
�� ������������ �� �� �������� �� ����������� ���� ������ �� ������ � ����� ���&��� �

)�� (3�3�3 &��� �
� ������	��
� ��� ������
�	 �
 �������
 �
 	
��������� �
��
�	 �	�

�	������ ���� �������
 �
 �������
 �
 �� ����������	��� ������
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$�����	��	���� 
� �������� �� �������������� ������� ��� �� ��&��� �� ���� ��� ������
���� ���� �� �C�� ����� ���� ���&��� ������ ) �� ����� ���&����� 
� �������� ��&���� )
� ����� ����� u ������ �� ���� ��� ������ ���� ���� �� �C�� ����� �� ���� ��� �����
���������� ) �� ������� u ���� ��&��� �� ��������� �� ��� ���� �� �C�� ����� ���X �������������
������������ ���� ����������� �� ����������� �������� �� ����������� �#������� 0� �����
��� ����� ����� ����� ) ��� ����� ��� �� &������� �� ����������� ) ���#� 0�� ���� ���
���� ��� &������ ���� ���� �� �C�� ����� ��� ���� �� ����� ���� &������� ) &���� 6���� ��
��� �� �������� �� ����������� �����&���� ���� &���$�� �� ������ ��� &�������� ��� ������
�� ������ ���� ) &���� +� ���� �� ��� �� ����� �� ����� �� ������ �������� �� ����� ��
������� ��� ������ �������

 ������ �� �������� 	�	�	� ���� �&��� ��� ������������� ��� ������� ��� �������� ��
���� �#����� �� ���������
�� ������	�
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0� ���������� ���� �� �������������� ��� ������# -. ��� ������ ��� 5�� �� �� ����
Z	�[� %��� ��� ������ ����� �� ������� ���� ���&��� �������� �� �C�� ������� ��� ����
��� ����������� ��������� ������&���� %��� �� ������ �&� ��������� ���� ���&��� �����"
���� ������������ �� ���� ������� ����&���� �&� �������� R8 ���� �#����� ������������
��������� ���� ��� �������

* 3 ������������� �
� �(��������
���


� ��� �� ���� ������ ��� �� ������ ��� ������������� ����"� ��&���� ����������� ���
��������� ��������� ���� ��� ������� ���������� ���� ��� ������������� ��������������

5��� ��� ��������� ��&������� ���� � ������� ��������� ���#������ ���� ������	
��
�
 �����	��� ���� ����� ����� �� ������� 6� ��� �����$� ����� ����� v ������� ���
&������� ��� ����� �� ��������� p(v)� �� ���� ��������� ��� �� ����� ���� ������� ���
������� ����� �� ��������
 �
� �����	���� �� ����������� ��� &������ �� �� &������� p(v) ��
����� �� ����� 7���� p(v) = 0, 1, 2, ...:� 6�� ���������� ���� ������ ������� ��� ����� �����
������� ������� ���� �� ������� ��������� F&��������� ������������� �� �� ���������
�� ���� �������������� ��������� �� ������� ���� ���� �� ��&���������� ����������
%��� ���� ������� ���� ������������ �������� ��$������� ��� ��&������ ���� ����� ) �������
��� ��������� ��� �� �������� ����� ��� &������ ��� ���������� ��� ������ &������ ) ��&���
������� �� ���#�������

��2������ (343�3 (��� ������ ��� t(v, p) �� ����� ���� 7������: ���� ������ �� ����� v
� �������� �� ��������� ) p� (��� ������ ��� �� ����� v ��� �� ����� p(v) = p 7�� ) ��
��������� p: ������� �������&���� �� ����� τ(v, p) =]t(v, p), t(v, p + 1)]�


� ���� ��� ���� ���&������� ��� �� ������ ���������� ���������� ���� �� ���&��� ���
����� ��� ������� ) �&��� �� �C�� ��������� ) ���� ������� 6��������� ���� ��&���
����� ��� �������� �� �������� ��� ����� ���� ������ �� ������������ ����� ��� ���������� ���
������ &������ ���� �� ������� 6���� ����� �� ������������ ��� ������ ���� �� ��$������
3�S���
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��2������ (343 6	��
��������� � 
��������93 +� �� ����� v ��&��� �� ������� ���"
����� m ) �� ����� &����� w ������ �� ��������� p(v) = p� ����� �� ������� m ��� ��E� ���
�� ����� w ������ �� ����# �� ��������� p(w) = p�

$�*�� +�� ����
�
�
�� �
�� �
�������� �� �#����
������

%��� ��������� �� ������������ ���� ���� �� ��� ���������� ���� ��&��� ������
����� �������������� ���� ���� ���� ΠS �� ���������� ���� ���� �� ������ �������� ��
���� ν �� ��������� �� ��&���� C��� �������� �� ������
� ΠS ��� ν ���� ������� �� ���&���
�������� ΠA = ν(ΠS) ��� ������ �� ���#����� ���� �� ������ ���������� ΠA � ���#
���������� � �� ��������� ��������
 �� �� ��������� ����������	���� 6����� �� ��
���������� ��������� ����� ������� &�������� ������ �� ����� ����� �� �������� �� ���
���� ���� ��� ������� 
� ��������� ��������
 ������� ��� &�������� ������ �� ��� ���"
����� �� �������� �������� ΠS� ������ ��� �� ��������� ����������	��� ������� ���
&�������� ������ �� �� �������������� �� ��� ���������

�� ����$������ �� ��� ��������� ������ ������ �� ���# ������� 
� �������� ����� �T���
����������� ������� ) ����� ������� 9T���&������ ���� �������� ����� ���&���# ����� )
����� ���������� 
� ������� ���� ��� ��� &������� �����
��
 S� 6���� &������� ����� ������
��������� 7��������	
 ��������
 �� ��������	
 ����������	���: ��� ��	��
 ��� �����
������ +����� ��� ������ �� �� ��������� ��	��
 ���&��� C��� ���������� ��� �� ����� v�

�� ������ ����� ���� ���# ������� Bp �� Bp−1 ��� ������������ ��� �������� ����� �����
v� ���� �� ��������� p(v)� ���� ��&���� �������&����� ���� ��� ������ p(v) �� p(v)−1� (���
��������� ����� �������� μ� ��� ��� �� ������� ��� ����$������ �"������� ��������� ����
��� �������������� ���� �������������  ���� ������� ��������� �� �������� ΠA = μ(ΠS)
����������� �� ���# �������
'������������ ������ Sv ��� ��� ) true 7&���: ���� ���� ��� ������ v �� ��� �� ��������	

����������	��� ��� ���&� 7�������� �����:�  �� ����� ����� v ��������� �� ���������
p(v)� �� &������� Sv ��� ���� ) false 7���#:� %�� ���������� ����� ��� ������ �� ΠS ���&���
C��� ���������� ��� v� 
� ��������	
 ��������
 ��� ���&� 7���#���� �����:� 6����� �����"
����� ��� ������ �� ΠS ����� �� &����� �� Sv ) true� -����� �� ��������� ��������������
���� ������� ) ����������� v �&� ���� ��� ������ ������� 6� ��� ��� �#���� ������)
� ��� ������������ ΠS ���C�� ΠA �&� ��������� ������ ������� ����$����

$�*�� +�� ��� �������


�� ���# ������ ������������ ���� �� ������ ��������� ���� ����������� ���� �� $����
11� 
� ����� R1 ���������� �� �������� ����� �� �� ����� R2 ���������� �� ���#���� ������
Δ ����� ���������� �� ������ ��������� ���� �� �������� �� �������������� 7ν:� �� Ω ���
���������� ��� ������ �� ��������� �� ������ ��������� ���� ������������ ΠS� 
� ��������
����� �����$� �������� ��������� ��� Sv = True� �� ����� ������ ��� �� ����������� v
�&� ���� ��� ������ �� �������  �� ��� �� ����� v ����� �� ���������� �� ���#����
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����� ������ ���� ����  ��� ���� ������ �� ����� ���� ������ �� ����������� ���� ��
��� ������ ���#����� ��� ������ �� ������������ ΠS� -���� ���#������ �� ΠS� �� ��������
����� ��� ���&�� �� ���&���� -���� �� ��� �������� 5��� ��� ������������� &��� ��������
�� ����� ��� ���� �� �G�� �� R2� 6���� ����� ��&���� ������� ��� ����� ���������� ����� ���
���# ��������� ν �� ΠS�

Pν

R2 :

R1 :

PΠS

5 }i,Δ, Ω, Bi, Bi−1, F i, Δ,Ω, Bi, Bi−1, T

i, Δ, Ω, Bi, Bi−1, T

{
i, Δ, Ω, Bi, Bi−1, F

j < i

i + 1, Δ, Ω, Bi+1, Bi, F

j,Δ, Ω′, Bj , Bj−1, x

∗

∗

�	�� 11 B 0�� ������� �������� ���� ��������� �� �������������

?���������� ���� ������� �� �#����� ���� ��������� �� ����������� �� �� ���������� ������
����� ������� ���������

1!�
� (343� 6*��	$������� �.	 **�93 +��� G �� ������ �&� �������� D� 6����"
������ �� ������� ������������ λ� �X λ(V ) : V → [1..∞]× [−1..d +1]×M×M×{T, F}∪
L(ΠS)� '������������ ���� ��� ������� ���� ��������� (1,−1, B1, B0, F, IΠS

)� 
� ������� ��
��������� �� ������ ��� R17 = (L, I, P ) ��$�� ��� L = {[1..∞] × [−1..d + 1] ×M×M×
{T, F}}∪L(ΠS)� I = {(1,−1, B1, B0, F, IΠS

)}� P = {R1, R2, R3, R4}∪PΠS
�X L(ΠS) �����"

����� �� ���� ��� ����� ������� ���� ΠS� IΠS
��� ���������� ��� ����� �������# ���� ΠS� PΠS

��� ���������� ��� ������ ��������� ���� ΠS� R1� R2� R3 �� R4 ���� ��� ������ �� ���������
�� ������ �&� ����#��� ��������� ������� ���� �� $���� 1�� 
�� �������������� �� ���
���������� �� ������������ ����������� �� � �������� ���� �������� ���� �� ������ 3�3�

� ����� R4 ��� ����� ��������� �#��C�� ���� � ��������� 9��� ���� �� �G�� ������ )
R2 ���� �� $���� 11� '� ������ ������������ ���#������� ��� ����� �� ������������ ΠS

��� �� ����� v� -���� ��� ����� ������ �� ����� v ����� ���� �� ����� �� ���������������

� ����� R4 ���� C��� ����������� ) ���� ��� ������������� ��� ���� ��������� ���������
�� ��������� ��� ��������� ��������� ���� ��� ������� �����������

)� .������� � ��� ���	$��������

(��� ���������� ���������� �������� ���������� �����$���&�� ��� ���&��� ������ C���
��������� ��� ��� ������������� ��� ���� ������������

��2������ (343% 6���
����� �� ������ 
�?��93 �� ����� v ��� ���	 ���� �� ���������
p� ���� Ready(v, p)� ��� ���� ����� � ��E� ���� ��� �������� �� ������������ ��&��� ) ��� ���
��� &������ ������� ���� ��������� p − 1�

��2������ (343( 6�"#� �� ������ 
�?�� 6�������993 (��� ���������� ) �� �����
v �� ������� �� ��������� p ��� ���� ����� �� � $�� �&� ��� ������ ���������� �#����� ����



+�/� 
��������	��� ��� � ������	����� N1

R2 :

R1 :

i, α, Bi, Bi−1, T

i + 1,−1, Bi+1, Bi, F

i + 1,−1, Bi+1, Bi, xi + 1,−1, Bi+1, Bi, x

i, α, Bi, Bi−1, T

i, min(αv) + 1, Bi, Bi−1, T

R3 :
i + 1,−1, Bi+1, Bi, Fi, α, Bi, Bi−1, T

R4 :
i, α, Bi, Bi−1, F i, α, Bi, Bi−1, T {� }

j, α′, Bj , Bj−1, x

{� } �� α < d

i − 1, α′, Bi−1, Bi−2, x

i, α, Bi, Bi−1, T

�� α � d

PΠS

∗
j < i

i, α, Bi, Bi−1, F

�	�� 1� B 
� %������� ΠA ��������� ++%�

�� ��������� p − 1 �� ����� ��� Ready(v, p)�

�@������� (343�3  ��	 μ �� ���������
�� ����	���	 ����
 ���� �#����� �����	 ���� ��
�
�	��� /�>�,� μ ��	�����	 	������� �� ����
 �
� ����
	� ���	��

$�����	��	���� 
� ����&� ��� ������������� ������� ��� ������������� �� �� ����� R27����
?����
 ,,:� (��� ���������� ) �� ����� v �� ������� �� ��������� p� �� �� ��������� ��
Sv = T �� v ��������� ��� ��������� �������� �� ���	����
 �
 ����������	���� 
� �����
����������� ���� Sv �� ��&���� True 7&���: ��� ���#������ �� �� ����� R2� -����� v � �#����
��� ����� ΠS ) �� ��������� p − 1 �� �� ��� Ready(v, p)�

��2������ (343' 6�"#� � �����93 +� �� ����� v ��E���� ���� �� ��������� p� �� �������
��&��� ��� ��� &����� w ������� �� ��������� p′ > p �� w� ����� �� ����� v ����� � �������
���� �� ��T��� 6� ������� �� ���� ������ ������ ���� ��� v ���� ������ �� ��������� p′�

�@������� (343 3  ��	 μ �� ���������
�� ����	���	 ����
 ���� �#����� �����	 ���� ��
�
�	��� /�>�,� μ ��	�����	 	������� �� ����
 �
 ������

$�����	��	���� +��� v �� ����� ��� � ��E�� ) �� ��������� p� �� ������� m′ ��&��� ��� ���
&����� w ������� �� ��������� p′ > p� 5��� ��� ��������� �� �������������� ������������
�������� �� ������ $�� ��������� v �� w ������ ���� �� �C�� ��������� p′�  ������ �����
�� ����� v ���� ��������� �������� ��� �������� ������� ���� �� ��T�� Bw

p � 0� ��� ��T��
�#���� ��������� 9� �T��� �� ��T����� �� ��������� ����� ���# ������ ���� ���� �� ������
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��� �� ��#���� �� 1� 6� ��� �����$� ��� �� ����� v ���� ������ ���������� �� ������� m′

��� ��� p(v) = p′�

)�� (343�3 @ABC 1� ���������
��" �������	 �� ����
 �
� ����
	� ���	� )�
����
��+ 
	
�� ����
 �
 �����" �����	�	 �� �����	�����	� �
 �����	����


� ����� �"������ ����� ��������� ��� ������� ���� ���������� ���� ��� �������������
������������ �� ������� �� �� ������������ �� ��������� �������� ���� �� ��$������ 3�S���
%���� � �������� �� �444 �� ������� ��������� ����� �� ����� �� �� ������������ ��
��������� �� �� &������� �� ������������� 0�� ��� ������� ������������� �� ��� ���&��� � ���
������ �� ����� �"��������

)�� (343 3 @ABC  � �� ���������
�� μ �����	� �� �����	�����	� �
 �����	���" ����� ��

�	 ����
�	�

)�� (343%3  ��	 μ �� ���������
�� ����	���	 ����
 ���� �#����� �����	 ���� �� �
�	���
/�>�,� μ 
�	 ����
�	�

$�����	��	���� 
� ����&� ��� ������� ��� �!�������� 3�S�1� 3�S�� �� ��� ������ 3�S�� ��
3�S�1�



%$�&���� /

�������


���������������� �� ��������� �� ���� �� ���#������������� ��� ����������� ����������
���� ��� �Y��� ����> �����#�� �� ��������� �������� ) �� �������# ������ �� ��!������
 ��� � ����#��� �� ��� ��������� �� ��������� ��� ����� �������������� �� ���� ��&����
�������������� �� ������� �� �� �� �����"����� �� ����������������� 
� &������������ ��
���#������ ���� ���������� ��������� ������� ��� ���������� ���������� �� ����# ��"
������� ��� ����������� �� ��� �� ������$�� �� ���� �� ����� �� �� ����&�� 
� �����"
���� ��� ������# �� ��� �&�������� ������� ) ������ �� �� &������������ ��������� ��� ����
������ ���� ��� ������� �� ����� ���� �������������� ������ ���������� ��#������� *�+�"
 �- Z�� S� 14� R1[ 7*������>����� ��� +��������� ��  ���������� -���������: ��� ��&������
���� �� ��� �� ������� &���$�� �� &��������� ���#������ ��� ����������� ���������� ���� ����
����� �� ����� ����#�

, � ������
����
 �
 �-����� ������
� 4�����


� ��� �� *������ ��� �� ������$�� ����������������� �� �� ������ ��� ����������� ������"
���� ���� ���� ����� �� ���� ���� �� ����������� ��# ������ ���� ����� �� ������ ��
���������� 
���&���������� �� *������ ��� ����� ��� �� ������� ��������� 7��� �����"
���� �������� ����� ��������� � �� ������ �������: �� ������� 7��� ���������� ����� ���
����������:� 9� ����� �� ���� C��� ��&���� ���� ) ����� �� ��� ����������� ��� �������� ����
�� ������ �� ������ �� ����������� ��� �������� ���&��� ����� ) ������������� ���������
*� ��� ��� ����������� ���������� ���� ��!���� ) ��������� ��� ��������� ��������� ��
������������ ��� ������������ 
���������� ��&���� ���#����� �� O����� ����P� ���� � �����
������� � ����� ��� �� ���� �� ���#������ ���� � ���� ��� ���������� ��� ���T������
�&� �� ����� ������� �������� ��� ������� ) ���#������ ������� ���� ��� ������� �������
��� �&���������

N	



N3 
��	��� #� 0	�	�	�

, ! ����
�����


� �������� �� *������ ���� � ������ �� ���������� ����� ������� ����������� �
��0�	
����
 D�������
� ��  �����	
�� �� ��� !�����	��
� ���	������� 
� $���� 1	 ����������
�� ������� �� ��� ����� ��� ��� ��������� 6�� ������� ���� ���� �������� � ��� �������� ��
����������� �� ��� ����$�� �� �� ��� ��&������� �� ������� �������������

. . .

. . .

��������	
� ���������

,����-��� !�����"��

���������	

�	�� 1	 B ������������	 
� ��	�
��

%���� 	������-��� �����"�� .!+,/


��������� ��������� �� *������ ��� �� ��&���������� ��������� ��� ������ ) ���������"
���� �� �������� ��������� �� ������ �� �� &��������� ���#������ ���� ���������� ����������
6���� �� ������ �� ���� ���������� ���� ������������� �� ���� &�� ���� �������� ����� ������
��������� �&� *�������
%��� �������� �� ���������� �� *������� ���� �&��� ���� ���� ���# ��������� ����������
����"������������� ��� �� ��������� ��� ������������� 
� �������� �������� ��� ���� ���
������ �� �������� �� ����$������ �������� �� ������� 
� ���#���� ������ �����������
�� ���#������ ��� �� ������ ���) ����� ���� ���������� ����������  ��� ���� ���������
���� ���&��� ������ �� ���� �� ���������� ���������� 9��� ������ ����� �� &��������� ���
�#������� �� ����� ��� �#��������������. . .



#��� 
�����	�� N2

)� 	������� �0�� �����


��������� ��������� ������ ) ������������� �� ��������� �� ������� %�� ��� ������
������������ �� �� ������� ������������� ���� �������� ���������� �� ������ ��� �����������
��� ����� �� ������������ �� ��� ����"������#� 
� ������ ����� ��� ���� ���&��� C���
���&������ ���� ��� ����������� ����������� '� ��� ��������� �������� ���������� �� �����
������ �� $���� �� ���#������ �������� �������� �� ���������� �� @?
Z	R[� 6�� ������
���������� �������� �������� �� ������� ���� �� ���������� �� ������� ��� ���&��� C���
������ ���� *�������

)� .������������

0�� ���� ��� �� ������ ��� �������� ������������� ���� ���&��� ������ �� ���������� ������"
��� �� ���� �� ���� �� ���� ����� �� ������ �� ���������� 
� ���������� ��� ����� �#������
 ����� ���#������� ��� �������� ������� ����� ��� ���������� �� ����� ����� ���� �!���
�� ��� ����� ��� ����# �� ������������ �� ��� ���������� ���� ��� ) ���� �� �����
����� 
�� ����� ��� ���������� ���&��� C��� ����$�� ��� �������������� 
������������ ����
��V��� ��� ����������� �� ���#������ �� ������������� 9�$�� �� ��� �������� ���#����������
������������ �� ��� ���� �C�� ��������� 
��#������������� ���� ���#����� ��������� ����
���� ���� ������� ) �� �����

%���� 	� ����������


� ���������� ��� �� ���� ����� ���������� ��������� �� ��� ������������ '� �������� ��
������ �� ���������� ����������� '� ��� ��� ������� ��������� ����� �� ������� ��� ����
�� ��������� ������������ ��� �������� �� ���� �������� ������������ ��������� ) �#������
6����� ������ ��������� ��������� �&� ��� &������ ��� ������ �� �������� 
� ������"
���� ���� ����G��� ��� ������� �� �������� ����� ��� ����������� ����� ��� �� &������������
��� �&��������� 6���� ��� ��� ��������� ) ���������� ��������� ��� �&�������� ) &������"
���� ��� ��E��� ��� ���������� ��� ����� ��� ���������� �� ��� ��� ��������� ��# �������
��������������� 
� ���������� ��� ��� �� ����� �� *������� '� ���� ����� ������� �������"
�������� ��� �&�������� �#����� ��� ��� ���������� �� ����� �� &������������ �� �����
���� �� �� �&���������

)� �.������ �.	 �0������	 #��
$�>�


��������� ��������� ���� ��� ������ �� ������������� �� ����������� �� ���#������ ���
����������� ����������� 9� ���� ��� ������� ���&��� C��� ������� �� ��������� ��� ��"
��������� ����� ��# ��� ����� ���������� '� ��� �&����� ��� ��� �&�������� ������� ��
���&��� ��� C��� �������# �� ���&��� C��� ������ ��� ������ �� �������� ��� �#������ )
O����� ����P �� �������������

�� �&�������� ��������# ��E�� �� ���������� ��������� ���� �



NR 
��	��� #� 0	�	�	�

B �����C� ���&������ �� �� ���������� ,

B �����C� ��$����� �� �� ���������� ,

B �� ����������� �� ���#������ ,

B �� ��������� �� ������ ���� ����������


�� �&�������� ��������# ��&���� ) ���������� ��������� ���� �

B ��� ������� �� ������� ,

B �� ����$����� �� ������ ���� ��������� ,

B �� ��������� �� ������ ���� ���� �� ����������� ,

B �� $� �� ���#������ �� �������������

)� �.������ �.	 �� ��#����$�� ����������


�� �&�������� ������� ����� �� ���������� �� ��� ����������� ���������� ���� ��� �C���
��� ��# �������� ����� �� ���������� �� ���������� ����������

�� �&�������� ��������# ��E�� ��� ����������� ���������� ���� �

B ����&�� �� ������� ,

B �� ����$����� �� ������ ���� ����� ,

B �� ��������� �� ������ ���� ���� �� ����������� ,

B �����&����� �� ���#������ �� �������������


�� �&�������� ��������# ��&���� ��# ����������� ���������� ���� �

B �����C� ���&������ �� �� ���������� ,

B �����C� ��$����� �� �� ���������� ,

B �� ����������� �� ���#������ ,

B �� ��������� �� ������ ���� ����������

%��� 0#��� ����
������� ����������

0� ���������� ��������� ��� �� ���������� ������ �#���� ��� ��������� �������� ���
����������� ����� ��#� 
� ����������� ���� ) ������� ��� ������������ �� ��� �����"
���� ���� �������� �� �C�� ��������� 6���� ���������� �� ���� ��� ������ �� ���������
 ��� �� �� ��� ����� ����#� �� ���������� ��������� � ������ �� ����\��� �� ������
�� ��� &������ �� ��� ����# �� ������������� 0�� ������������ �������� ��� �������&��
���&����� ��� ������������� �

B ���������	 � ��� ������� ��� ������ �� ����� �� �������������� ��� �����>"&����



#��� ����	���	�������������	�� NN

B 
�� � ��� ������� ��� ������ �� ����� �� �������������� �� ��������� ��� �������
����� �� ����� 1�

B 
� � ��� ������� ��� ������ �� ����� ��� ������� ����� �� ����� ��

B ��������������	����� � -��C�� �� ���������������

B �������� ������� �� ������ ������ ���� ����������

B �������� � �������� �� ����� ���� ���������� ���� �� ������ �� ��� &�������

B 	������������� � ������ �� ���&���� �� ������ ������ �� ������ ���� ��� �����������
��� ��� ������ �� ���� �����������

%������ ��� ������������ ����� ��� ���������� ���� ������ ��� ��� ��������� ��� ��������
���� ��������� ��� �������� ���� ��������� 0� ������� ��� ��������� ��� ��� �����
��� ������� ������ ��� ������������ ��������������� 
� ����������� ���� ��������� ��
������� ��� ��� �������� ���&����� �

B 	����� � ��&��� �� ������� ) �� &������

B ���������� � 7����� �������: ��E��� �� ������� ���� &����� ���������� 7����� ��
������� ������� ���� �� $�� ��������� �� ���������:�

%�������� ����������� ���������� ��������� ������ ��� ��� ����� ����# ���� ��������"
���� 6����� ��� �#����� ��� ����������� ���&���� �

B ������� ���� ��� ������� ��� ������� ���������� �� ������� ��������

B /����>"&��� ������������ �� �������� ����� ��������������

B ����� ����&���� ���� ��� ������# ���������

B ����� ����&���� ���� ��� ������# �&� ����������

B ������������ �� ?�>��<��;�> �� ������������ �� �� ������������ �� ������ 7���"
&����� ����� ������������:�

B ��������� �� ���������� ��������

B ������������ �� 6����"/������

B �� 	"��������� ���� �������

B ������������ ��  ��<����"+������ ���� �� �������� �� ������������

, % "��������'������
������

*������ �� ������ �� ����� ������� ������� � ���������� ���������� �� ���������� �� ���
����������� �����������  ��� ���� ������� ���� ������ ����������� ����� ������� �� ������
����� ��������������� (��� �&��� ����� ��� ������� �������� ����� ���� �����������
*�������



NS 
��	��� #� 0	�	�	�

%� �� 	�,����-��� !�����"��


��������� ��������� ��� ������� �� ���# �������� �� ������ �������� �� �������
������� �� ������ �� �� ������ ���������� �� &������������ �� ���#������ �� �������������
 ��� ���� ����"������� ���� �������� ������ ��� �� �� �������� ������� �� ������ ����
������ ���� �� ����"������ �����������

6���� ���� ��� �������� �� ��������� �� ������� ���� *������� ��� ������# ���� �����"
������ ���� ����� �� �������� (��� ������ ������� ��� ��������� �� ��� ������ ��� ����
���������� ��� ��� ������� @������

=��
$

0� ������ ��� ������ �� ������ �� ����C����

B .��! � ���������� �� ����� �� ������� 0� ����� � ������ ����� �������� �������
�� ���������� �� ��� &������ �� �� ���������� ��� ��C��� ��������� ) � ������  �
�C�� ���� ��� ������� ��������� ���� �&��� ����� ���������� ��� ��C��� ��������� ��
����������

B �# � ��� ��C�� ����� ���# ������� 
�� ���# ������� ���&��� C��� ����������� ����
������� ��C���


������ ������ ����� ����� �������� ������� ����� 7&����#:� 
�� ���������� ��������
�� ������� ������ ���� �

B 
��69 � ���� ������� ������ ��������� �� ������ �� ������� 0�� �������� ����"
����� ���� ���� ������� ��� ��� � ����� ���#���� ��� ���) ���� �� �������

B ��A69 � �������� �� ������ �� ������� 
� ������ ��� �� ������ �� ������ ���� �� �������

B ���;69 � ������ ��� ��C�� ����� ���# ������ ������ �� ���������� 0�� ����� �������
���� ������� ��� ��C�� �������� ��� ������)��;69�

B �����;69 � ) ����&���� �� �� ������� ���������� ����"� ������ ������&�� ��� ��C��
�� �������

B ���.69 � ������ ������&�� �� ����� �� ������ �� ������ �� ��C��� ����������

B�����


������ 9������ ����� ����� ��� ���������� ��������� �������� ���� �� ������� �� ������
�� ��� ��������� ) ������ ���� $�����
%��� ���� �� ������� �� ������� �� O���� ��� ����P ��� �������� ���&��� �� �������� �� ��
������ �

B ���� ��� � ��
� ������� �� ������� �� ���Y����� �� ����� ���� ��� �&� ��� ���&����
��������� 
��������� ��� ��������� ���� �� ������� �� ������ ���� ���� ��� �����������
����������� ���� ��������� ���� �� ��� C��� ���������



#��� ����	���	�������������	�� N�

B ���� ��� � ��
� ������� ���� ���� ����"� �� ������ �� ������ �� ��$� �� ���Y��� ���#
������ ������ ���� �&� ��� ��������� ��T������� �� �� ����� �� ������ ������ ������
��� ��� ��C��� +� �� ������ �� �� ���Y�� ��� �� ����� �#������� �� ������� ����� ����
��� �� ��� ��C�� ������� �� ���# ������ �� ���� ������

B �� ���������� �� ����� ��� �� ����� ���) �#������ �� �� ������ ��� �� ����� &���
7����:� �� ����� ���� ��� �� �� ���� ����� �� ����� ��� ������ �� � ����� ������ �� ��
���&��� ���� ���� +� �� ������ ��� �� ����� ����� �#������� ��� ��C�� ���� ��� �����
�� ���# �������

0� ������ ��� ���� C��� ���&������ ���� ��� ����������� ����������� %��� �� �������
�� ������ �� ������ ������� ���������� ��������� �� �� ������ ���� ��� ����� ���� ������
�� ��� ����������  ��X ������������� ������� ����� ���� ��������� ���� �� ������� �� � �����
�� ������ ��� ���������� 6���� ���� ��� ��� ���� �&��� ���� ���� ������������� ��
���#��������� �� ������ �� ���� =�)�
0� ����� �� ���� @?
 ��� ����� ��������� ���� *������ ��� ��� �� ����� �� ���� @�����
) ������ ���� $���� @?
 �� �� ����� ����������� ��&�����

0�� ���� �� ������ ���� ����� �� �������� �� ������  �����	��� ������ �� ������ )
������� �� �����������

�0����� ���	����������� ����� �

6���� ���� ���� ��������� �� ������ �� ������ �� ������ ��� �������� ���&�����
�#������ ���� *������ �

B ���� ���� ������� �� �������� �Y���

B �
�� ���� ��"�#����� �� �Y�� ��������

B �
�
�	��� ���� ����������� ��� ������ �� �������

B ����
 ���� ����� �� ������ ������������

B ����
� ���� ����� �� ������ ���&������� �� ������� �&� �� ������� ���� � � �

(��� �&��� ����� ���������� �� ����� ��������� ��� ������ �� ���� ��� ������ �� ����
@?
�  �T������ ����� �� ������ ���� ���� ��������� ���� ����� ��� ���� ���������� �

B D��� � � � �� ������ ��� ��� ������ �� n × m ��������

B 3���� � � �� ������ �� n ��������

B &�

 � @���	C � �� ����� �� n ������� ��W�� �� ����� ������ ) arity

B ���� � @
C � �� ������ ��������� �� ������ n ��W�� �� ������ ����C��� $#� ) e�

B 3��� � � �� ������ ��� �� ������ ������ �� ������ n�

����>� '3%3�3 $
�� �
�����
� �����	��	
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��
 ��
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�	�� 13 B ������������� 
� �� �
�����

%� �� 	� ����������


� ���������� ��� �� ����� �� *������� 6���� �� ������ ��� ��������� �&� ��� ���#
������ �������� (��� ������ ������� ������ �� ����� �� ���� ������������ ��� �� ����� ���
�&�������� ��� ������� ����� ��� ��������# �������

����������

-���� �������� �� ����� �� ���� @������ �� ���������� ������ ) ����� ����� �� �����
�� ���� ���	������ �X ���� ����� ����� ���� ��� �������� �

B ����
��&��
�� � ���� ������������ ����� ����� ��� ��� ������ �������� �� �����
 ��� ���������������� ������� �� *������� ���� ������ ��� �� &��
���

B ����� � ���� �� �������� �� ��������� ����� ���� �&���� '������������ �� ����� �������
�� ���� ����� ���
� ��� � �� &����� N �

B ���E�
�
 � ��� ��� $�� ��������� �������� ���� ��� �������� �������� ) � �������

B ���� � ��� ������� ���������� ��� ���� &������ �������� (��� ��������� �� �� �����
���������������

%��� ������� �� ����������� ����� �� ���������� �� �� �������� �� ����� �� ���� $�� ����"
����� ��� ������������ 6�� ����� ��� ����� 
�	F��
�	&��� 6� ����� �� �������� ��� ��������



#��� ����	���	�������������	�� S1

��&���� ��� �� ���� ��� ����� ��� ���� ��� $��� ���������� ��� ������ ������������� ���� �
���� ��� �������� ��� �� ���� ��� ����� &����������
 ��# ������ $��� ���� ����� ��������������� � ���� ��� $��� ��� ������� �� ���������� �� @0'
����������� 
� �������� $�� ��� ��� ��� $�� ���&�������� ��� ����� �� ���������� �� @0'
���������� ��� ������ 
�	E �� �� ���#���� ��� ��� ��� $�� �������������� ��� �������
��GE
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�	�� 12 B ������������� 
� ����������


�� ���������� �������� ��������� ���� ������� ���������� �� ���� ������������� ���� �

B ���&�69 � 7����� ���&�C!�69: ��&��� �� ������� ���� ����� �� &��� �� ����
���� 7�� ����� ���&��� �� �� ������ ��� �������:� 6���� ������� �� ��� ��� �� �������
���������� &��� �� $�� ��������� �� ����� ������������ ���� ���� ��� �� �&�������
���� 
�	E ���� ��������� ����������� �� ������� �&��� ��� ��&�� ���� &��� �� �����
������������

B #�C!�����#69 � 7����� #�C!�����#<�����.����69 &���$� �� $�� ����"
����� �� ������ ���� �#���� �� ������� �� ���� ���� �#���� �� ������� ���� ������ ����



S� 
��	��� #� 0	�	�	�

��W�� �&� �� ������ ������ �� �������� �� ������� 7�� ��� ������� ���� � �� ���
�� ����� �������� ���� �� ������ �������:� +��� ��� � ��� �� �������� �� ����� ���
������ ������) �� �������� ���� ������� ��� ��������� ���� ��� ������� &������

B #������69 � ���� �� ����� ������ ���� ������� �������� �� ����� �� � �����
���� �� �������

B ��AD�&$=��
$69 � �������� �� ������ �� ������ 7�� ������ �� ������ �� ������:�

B 
��C�����
���69 � ������ �� ����$�� �� ��������� ��� ��������� ) �� �����
������ 0�� ��������� ��� ��$��� ��� �� ������$��� ��� ��� ��� ��\�� �� ��������
�� ��� �� ����� ��� ��� �� &����� �� ���� ����������

B #�C�����
���69 � �������� �� &����� ����� ���������� ����� ���� ����� �����
�� ����������

B �����*���������69 � ���� �� ������� �� ���� ���������� �� ���� �� ��� ����
������ ���� ��� 5������� ������ ������������ ��� ���� &������ �#����� ���� ����
�� &���$�� ���� ��� ������������ ��E�� ���� ��� �������� 
� �������� &���$����� ��� ��
���&��� �� ������� !�GH����
��


������ !�GH����
� ������ �� ������� ���� ��� ������������ ��� �� ���������� ��E��� ��
��� ������ ����� ����� 
�� ������������ ���� ��� ���&���� � ������������	�
�����
����������
����� ������������ %��� ��� ���# ��������� �� ���������� ��
���� ���� ������� ��� ������ �� �� �&�������� ���� ���) ��������� ���� ������� ��� �� ��&���
��� �� @0' ���������� ��� � ���������� �#������ %�� ������ ���� �� ������� ������������
?9++-@9U+9(5� �� ���������� ���� ��� ����������� �� ������� ��� ����� �� ��� ������"
���� �� ������� ���� C��� ��� ���� �� $�� ��������� �� ����� ������������ �� ������ �� ����
��� � ����� &��� ) ������� @0' ����������� ��� ���� � ��� �� ����� ���������� ���� ��
����������� ���� �� ������� ��� ��� �� ������� ���� ����������� �� ���� ��� �#����� ����������
���� �� $�� ��������� �� ������������ ���� ��� ����������� ��� ��� $���

=E� ����������

6���� ���� ���� ���C��� ��� ���� ������ &��������� ����������� �� ���#������ �� ������"
������ ���������� ?C�� �� ���� ��� ������ ������������ �� ����������� ��� ���# �������
���� ���� ����� �� ������� �������� ��� ������������� ������� ���� �#������ ��� �������
���������� ���� ��� �#����� �� ����� �� �� ����������� ��� ���C� ���&������� ��� ���C�
��$������ � �  ��� ���� ������� ���� �#�������� ��� ������ �� ��� �&�������� ��E� ��� �� ��"
���������
6���� ���� ��� ������ �������� ������� ������ $���� ����� ������� ���� ����� ����� &��"
��# 7�����: �� ��� ���������� ���� �� ����� ���� ����� ������ ������� ���# &��������
���� �� ���� 
�� ��������� �� ������ �� ����&� ���� �������  ���
	$
�����

������  �����	���8��
� ��� ������&����� �� ������� !�GH����
� �� ����������� 6�� �����
&� ������� ���� ��� �&�������� ����� ��E��� �� ����������� (��� �&��� ���) ����� �� ��
�&�������� ���� �� ������ �����������



#��� ����	���	�������������	�� S	

charger/cr\’eer
algorithmes distribu\’es
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��� ����

�	�� 1R B ������������� 
� �� ����������

B ������������	�
���� � �� ���C��� �� ���������� ���� ��� �� ����� �� �
����$� �� ����� �� ����������� 9��� ������� �� ���&���� ����� �� ��� ) ���� ���
���������� ������&�� ) � ������ 0� ��� �#������ ��� ���� &������ ��� �� ��������� ��
�� ��������� ���
� ��� ������ ��� ����$����� �� �� ��������� �#������� ���� �� �����
�� �� �������

B ����������
���� � �� �������� ���� ��������� ��� ���������� ��� ��C��� ����
&��������� ��� ��������������� �� ���&������� ��� ������ ����&����� ���� �� ������� 
�
�������� ��� ������  �� 	�	
� ��� ������� ���� ���# ������ ��, �� ��-� �����������
7�� ����������: �� ������ �� ����C�� �������� �� ���� �� ��� ������ ������# 7����&��
�� �T��:� 
� ���#����� I��G
� 	�	
� ������ ��������� �� ������� ����C�� ��������
����� ��� ���# ������ ��, �� ��-� +� ����C�� ��� ���) �������� ���� ���T�� ��&���� ���
�� �����

B ������������ � �� ���� ��� ����������� ��� $�� �� ���������� ��&��� �� �&�"
������ �� @0' ����������� 6� ������� �!�� �� ������� ������ ��� ������������ �
$���

B ����������� � ��� ���� ����� �&������� ����&�� �� ������� ����&�� �� @0'
���������� ����� �� ������� ����� �� ����� ��, �� �� ����� ��- ��� ���� 
� ��� ���
����� ) ������ �� �� ������� ��� ���# ������ �� �� �� &������ �� ������������  ���
�� &������ ������� �� *������� ��� ��C��� ����� ��� �� &������ ������ �� �� ����� ��� ��
������� ��� ���� C��� ����� ��� ��������������� ) �� ������� ������ ����� ��� ���#



S3 
��	��� #� 0	�	�	�

�������

%��� ����� ����� ������� ���� ����������� �� @0' ���������� ��&��� �� ����������� &���
�� �����������

%� � 1����
���"��� �� ���������� -
������

6� ���� ��� ������� ��������� ��� �#������ ������������ ��������� ��� ���� &������
&���������� ������ �� �#����������� %��� ����� �� ���� ����� �� ���������� �� ��� �����������
����������� �� ����� ����� ������ !�����	�� ��� ����  ��� �� ����� ���� ����&��� ����"
�������� ) �#������ �� ��� �������� ��������� ��� �������� �� ���������� ���� ��� ��
���� ��� ������\��� ���������� ��� ������ ���� �� ������������ 
�� ���������� ��������
�� ����� ������ ���� �

B ���&�6���F ����#9 � 7����� ���&�C!�6����#9: ���� ��&���� �� �������
) �� ����� &����� ) ������ ���� ���� 7�� ����� ���&��� �� �� ������ ��� �������:� 
�
������ �� ���� �� ����� ����� ��� ������ ����� 4 �� ��� ����� ����� ��� 
�����"
&����� �� ����� ����������� ��� ����� ���� �� �����������  �� �� ������� ��� ��&���
�� ���������� ��� ��� &� �� ������ ���������� ���� �� $�� ��������� �� �������������
6���� ��������� �� �� ���� ��� ��������������� ���� ���� ������� ������������ ���� ����
�&��� ���) ������

B ������6����#9 � ��&��� �� �C�� ������� ) ���� ��� &������ �� ������ 6����
������� ������� �� ������� ����������

B �	�.6����9 � ���� ������� ������ �� ������� �� ������� ������� ���� �� $��
��������� �� ������ +��� ��� � ���� �������� �� 5����� �� ����� ��� ������ ������)
� ����� ������� ����&��

B �	�.<���6���9 � 7����� �	�.<�����.����6���9 ��� ����&������ ) �� ��"
����� ��������� ���� ��� ���� &������ �� ������� ������� ��E� ���� ����� �����
������$� ��� ��� ���� 7��� �� ����� �������� &��� � �����:� 6���� ������� ��� �����
����������

B #������69 � �������� �� ����� �� �������

B #�C�*�A69 � �������� �� ������ �� ������� 6���� ������� ��� ������������ ���� �����
�������� ��� �� ������������ � ������ �� ���� ���������� ���� �����������

B #���69 � �������� ���������� �� ����� ���� �� ������� 6���� ���� �� �������
���������� ���� ��� ����������� �� ������ �� ������������ ��� �C���

B 
�����
���6*����#F D�:	�9 � ������ �� ���� ��� ��������� �� �� ��� �����
���#���� ��� �� ��� �� &������ +� �� ��������� �#���� ���)� ���� ���� ����$�� �&� ��
���&���� &������

B #����
���6*����#9 � �������� �� &����� �� �� ��������� ������ �� ����������

B ������*���61�#*���F���9 � ����$� ������ �� ����C�� �� ����&��� �� ���� �����
�� ����������



#�+� )�� ���	�� ��	������ S2

(��� ���������� ��� ���� �� �������� $������ ����� ���� ������� ���������� ���� )
�� ��T����� ��� �����"� ����� ��� ������ �� ����\��� �� ���� �� ������� �� ��� ������$����
��� &������� 6������ E� ���� ���� ����� ���� ���&��� &��� ����������� �� ������������ ����
���� ������������� �� �� ��������� ��� ����&������ ���� �����

��
�������

����������

� � � 76

-��������

���������	 ���������

�	�� 1N B ������������� 
�	 ����������	

, * �
� ������ 
�������

*������ ����� ��� �� ���� ����� ��&������ ���� �� &������������ ��� ����������� �����������
���� ���&��� ���� ��� �#����� *- 9 ZR2[� %-/- 9. . .  ��� �� ������ ���� ������ ���������
�������� �������������� �� �� ������� 
� ������������ �� *������ ��� �� ������� ��� ���
���� ��������� �������

%�$�� 2��&

(!$2 7*������������ �� -��������� ��  ���������� 9�&�����������: ��� �� ����� ��"
&������ �� =��>���� '�������� �� +����� *- 9 ������ �� &��������� ��� �����������
���������� ���� �� ������� ���������� '� ������� ����� ������ ) ������������� �� &���������
���#������ ���� ���������� ���� ��� ���� =�� ������ ��� ���#������ ������ �� ������� ���
�� ���&��� �������� 6�� ������ ��� ����������� ) ������� ���� �&��� ������ �� ������������

� ������� ��������� ������� ��� *- 9 ��� �� ���&��� �



SR 
��	��� #� 0	�	�	�

B �� ������ ��� $���� ,

B ��� �������� ��&���� ��� �� ��������� ����&��� ���� �� �C�� ����� �� ���� ��&�� ,

B �� ������ ��� ���������� ����� ��������� ������� �� ������ ������� �� �� ��� � ���
��������� ��������

%��� ����������� ����������� �� ���#������ �� ������������� ��� �&�������� ���� ��"
&���� ���� ��� ����$������ ��� ����� �� ������������� �� �
�� ��������J�	��� �� �� �
�
��

��������J�	����

%�$�� 	3�,�4

%K$0!< 7
������ ��  ���������� -��������� ��� -���������: ��� �� ��&����������
���� �� ���������� �� �� &������������ ��� ����������� ���������� ��� ������ ��# ���������
���&��� �� ��&���������� �#���������� ���� ������ �� &��������� �� ����������� ��� ��"
��������� �����������

����� ������� �� ������� �� ������ �� ��� ����� ���C��� ���� ������������ 6����"� ��� ��"
��� ��� �� ���� �� ���#������ ��� ����������� ����������� 
���&���������� ��������� �������
��� ������� ��������

%�$� )�5��&

8!�!$2 7%-/����� ������� -��������  �&�������� 9�&����������: ��� �� ��&����"
������ ���� �� &������������ �� ���� �������� ��� ����������� ���������� �� ����������� '� ��
������ �� ����� ������� �

B ��������� �� ���&������� �� �� ���� ,

B ������� �� &������������ ,

B ����������� �� �� ���� ���� &��������� ��� ������ �� ����������

, , ������
 �-������
������ �
� �(��)�
� �
 ������'

���
 �
 ����
 
� �
� ������ �����

%��� ����������� ��� �������� �� ��������� �� ������� ��������� �������� �#�������
0�� ��� �������� ��� �������� ������ ��� ���������� ����� ��� ������ �� ������� 6����
�������������� ��� ������ ���� ��� ������������ 6���� ) ����� �� ����� ��� ����� �������"
������ �� ������� �� ��������� �� ������ �&� ���� �������� 
� ������� �� ���� ������
��� �� ����������� ��� ������ �&� ����� &������� ������� ��� ���������� ���� �#����� ���
����� �� ���� �����



#�#� 1������ �$	���������	�� ��� "�* �� ��� ������� ������ SN

%�%�� 	�� ��6������ �#��� ��� ������� �
����

.��� ������ ����� �� ����� �� ���� ��� ������ ���� ����� ������� ��������� �� ������
�� ��� &������ �� �� ������� �� ��� &������� ��� ����� ����# ���� �� ����� ����� �

RV 7/����>"*���: � ���� ��� ����� �� ����� ��� ���������� ���� ����� �� ������� ������
��� ��� ��C�� ���� ����$��� ����� �� ����� �X ��� ���������� ������������ ��� ����C��
�� ��� ��� ��������

LC1 76���� ���� �� ���� 1: � ���� ��� ����� �� ����� ����������� ������� �� ����� ��
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������ �� �� ���� ��� &�������
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��# �������� �� �������� ���&��� C��� ����$��� ����� ��� ����� ��� ������ ��� ����������
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������ 7&��� Z23� 22� S[:�  ���������� ������� ��������� ������� ��� ������������ �!��� ��
������� �� ����������� ���� �� ����#�� �� �� &������������ ���� ����� ������ ) �������������
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���������� � RV. (��� ���������� �� �������� ������������ ���&���� ������
���� ������������ 1 ���� ����������� �� /����>"*���� 
��#������ ��� ��&���� �� ������ ,
���� ����� ������ ����� ������ v ������ �� ������ �� �� ��� &������ c(v)� �� ��� ��&���
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����� ��� v �� c(v) ���� ������������ Q���� v �� c(v) ���� ����������� �� � � �� ������
��� �������� ����� v �� c(v) ��� ������ ��# ���# ������ �� ����$�� ����� �����������
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��������� LC1 , ���� ��� ��&���� �� ������� ���� ����� ������ ����� ��������� v ������
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�� ������ ������ rand(v) �� ������� ��������� �� ����&��� ) ��� &������� v ��� ����� ��� ����
B(v, 1) �� ���� ����� ������ w �� B(v, 1) ��T����� �� v : rand(v) > rand(w).  ��� �
��� ��� ����� �� ���� ���� B(v, 1) ���� �#����� � �� ����� ��E��� ��� ���������� �� ���
�������� 7&������: ���� �� ����� ��� ����������
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���������� � LC2. +��� LE2 ��������� ����� ������ ��� ������������ 	 ���� ��"
��������� LC2 , ���� ��� ��&��� �� ������� ���� ����� ������ ����� ��������� v ������
������������� �� ������ rand(v)�


� ��������� v ��&��� ) ��� &������ rand(v). Q���� �� ��E��� �� ���� ��� &������ �����
�������� �� ��&��� ) ����� &����� w �������� ��#���� �� ���������� ��� ������� ��E�� �� ���
&������ ���� rand(w)� v ��� ��� ���� B(v, 2) �� rand(v) ��� ���������� ��������� ) ���� ���
������� rand(w) ���� ���� ������ w ���� �� ����� �� ����� v �� �� ����� 2; ���� � ���
��� ����� �� ���� ���� C��� ����� ���� B(v, 1).  ����� ���� ����� �� ����� �� � � ��
������ ����������� ��� ������ �� B(v, 1) ��� ������ ��# ������ �� B(v, 1) �� ������ )
���� ����� �����������
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�������� �� �� ����������� � ��� ����� ���� Z23� 22� NR[� 9��� ��� ����� ��� �� ����"
�������� �� 	���� � �$� �� ������� ���#������ �� ������������ �� ������ �� ������ ��
�����>"&��� �� ��������� ������ ��� ��� ����#� ���� ��������� ��� ) �� ������ ��������
����� ����� ��&��� �� ��E��� ��� ��������� -���� �� ��������� �������C�� ��� ��� �� ������
7���������: �� �����>"&��� �� ���������� ������� ��� �� ������ ��#���� 7�")"�� ���� �� ��
�X ��� ������ ���� ���&��: �������� ��� �������������
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)(N2(v)−(d(v)+1)) ���� C��� ��#���� ��� ���� C��� ����

) 1�  � ����� ���� 1
d(v)+1

��� ���� C��� ���� ) 1 7�� ������� ��� d(v) = 0:�  ��� �� ���� �

P (LE1U2(v)) � q +
p

d(v) + 1
∗ (1 − q

2
)(N2(v)−(d(v)+1))

< q + p

< 1

(��� ������ ������$�� �� ���� �� ��������� ��� �� ������ ��� Δ"���������  ��� ��
����������� ��&���� �

P (LE1U2(v)) =
q

Δ2 + 1
+

p

Δ + 1
∗ (1 − q

2
)(Δ2+1−(Δ+1))

=
q

Δ2 + 1
+

p

Δ + 1
∗ (1 − q

2
)(Δ2−Δ)

 ��� �� �� ���� ������� Δ ��� ���� ) 2� 
��������� ��&���� �

P (LE1U2(v)) =
q

5
+

p

3
∗ (1 − q

2
)2

=
p3

12
+

p2

6
− 7 ∗ p

60
+

1

5
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91U� ���� �!��� �� ���� ��� p ����
���� ) 0 �� p ���� ��������� ) 2

5
∗
√

15 − 1 � 0.549�

9� ���� ������������� ���� �� ������ Δ"��������� P (LE1U2(v)) � 1
Δ2+1

�������� ���

p ���� C��� ��������� �� ���� ) 2 ∗ e
ln

„
Δ+1
Δ2+1

«

(Δ∗(Δ−1)) − 1



�3 
��	��� #� 0	�	�	�

�	�� 1S B %7v ����� ���� 
91U�: �� ������� �� p ���� �� ������

%��� �� ������ ���������� ���� �&��� �

q

N2(v)
+

p

d(v) + 1
∗ (1 − q

2
)(N2(v)−(d(v)+1)) � 1

N2(v)
=⇒

q

N2(v)
+

p

d(v) + 1
∗ (1 − q

2
)(N2(v)−(d(v)+1)) − 1

N2(v)
� 0 =⇒

q +
p

d(v) + 1
∗ N2(v) ∗ (1 − q

2
)(N2(v)−(d(v)+1)) − 1 � 0 =⇒

1 − p +
p

d(v) + 1
∗ N2(v) ∗ (1 − 1 − p

2
)(N2(v)−(d(v)+1)) − 1 � 0 =⇒

p ∗ (−1 +
N2(v)

d(v) + 1
∗ (1 − 1 − p

2
)(N2(v)−(d(v)+1))) � 0

6���� p ��� ������&�� ���� F (p) ��� ���� ) −1+ N2(v)
d(v)+1

∗(1− 1−p
2

)(N2(v)−(d(v)+1)) � �������
p ���� ��� F (p) ���� �������� ��������  ��� ���� �&��� �

p ∗
(

−1 +
N2(v)

d(v) + 1
∗ (1 − 1 − p

2
)(N2(v)−(d(v)+1))

)

� 0 =⇒

F (p) = −1 +
N2(v)

d(v) + 1
∗ (1 − 1 − p

2
)(N2(v)−(d(v)+1)) � 0 =⇒

N2(v)

d(v) + 1
∗ (1 − 1 − p

2
)(N2(v)−(d(v)+1)) � 1 =⇒

N2(v)

d(v) + 1
∗ (

1 + p

2
)(N2(v)−(d(v)+1)) � 1
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 � �� �C�� ��E��� ���� G(p) = N2(v)
d(v)+1

∗ (1+p
2

)(N2(v)−(d(v)+1)) � 6���� N2(v) � d(v) + 1

����� G(p) ��� ��� ������� ���������� G(0) = N2(v)
d(v)+1

∗ (1
2
)(N2(v)−(d(v)+1)) �� G(1) = N2(v)

d(v)+1
� ��

�#���� p0 ��� ��� G(p0) = 1� ���� �

N2(v)

d(v) + 1
∗ (

1 + p0

2
)(N2(v)−(d(v)+1)) = 1 =⇒

(
1 + p0

2
)(N2(v)−(d(v)+1)) =

d(v) + 1

N2(v)
=⇒

ln(
1 + p0

2
)(N2(v)−(d(v)+1)) = ln

d(v) + 1

N2(v)
=⇒

(N2(v) − (d(v) + 1)) ∗ ln(
1 + p0

2
) = ln

d(v) + 1

N2(v)
=⇒

ln(
1 + p0

2
) =

ln d(v)+1
N2(v)

(N2(v) − (d(v) + 1))
=⇒

(
1 + p0

2
) = e

ln
d(v)+1
N2(v)

(N2(v)−(d(v)+1)) =⇒

(1 + p0) = 2 ∗ e
ln

d(v)+1
N2(v)

(N2(v)−(d(v)+1)) =⇒

p0 = 2 ∗ e
ln

d(v)+1
N2(v)

(N2(v)−(d(v)+1)) − 1 =⇒

p0 = 2 ∗ (
d(v) + 1

N2(v)
)
( 1

N2(v)−(d(v)+1)
) − 1

6� ��� ���� ����� �� �������� ���&��� �

&$���"� '3'3�3 %� ����������	��� %2,M- 
�	 ���� �
�������	
 ��
 �� ����������	���

%3- �� p = 0 �� p � 2 ∗ (d(v)+1
N2(v)

)
( 1

N2(v)−(d(v)+1)
) − 1�

(��� ���������� ��� �� p ���� &��� 0� ���� �&��� �� �C�� ����������� ��� ���� �� ��
�������������� 
6� �� �� �� �C�� �������� �� p ���� &��� 1� ���� �������� �� �C�� ���"
�������� ���� �� �������������� 
61� 6���� ���&���� ��������������� ���� ������ ���&���
���� �� �������������� ����� �� ����������� p� 6� ��� ���� ������ ����������� �� ���"
�������� ��C��� ����� ����� �������������� �� ����� �� �������� �� ����� ��������� �����
���������������



�R 
��	��� #� 0	�	�	�

*���� %3,7:_
��� ������(����� a �����
������<���
�7: ,

�
��!��7������(�����: ,

��� 7��� � a 4 , � b ����� , �cc:_
?������ ��� a �
�
��
?���7�: ,
���;��Z�[a ����&����7: ,

`

��� ��# a ������(����� ,
��� 7��� �a4 ,� b ����� , �cc:_

�� 7 ���;��Z�[ ea ��# :
��# a ���;��Z�[ ,

`

�� 7������(����� ea ��#: _
�
��!��71: ,

��� 7��� �a4 ,�b����� ,�cc:
?������ ���a�
�
��
?���7�: ,

���������6�����a��; *����7: ,
���������6���������7����6�����: ,

������ ���������6����� ,
`
�� _ ���������6�����a��; *����7: ,

�
��!��74: ,

��� 7��� �a4 , �b����� ,�cc: _
?������ ���a�
�
��
?���7�: ,
�� 7����&����7: aa 1: _
���������6���������7�: ,

`
`
�� 7���������6��������>�7:aa4:
���������6�����a���� ,

������ ���������6����� ,
`

`

��#����$� �� '������������� �� 
61 ������ �&� *������



#�#� 1������ �$	���������	�� ��� "�* �� ��� ������� ������ �N

�$��7���:_
������a%3,7: ,
�� 7������ da ����: _ WW �� ����� ������������ ��� ) ��� ������

��7��������������-�74:aa ����6�����: _ WW �� ����� ��� �� ����� �� ��������
��� 7��� ����a4 ,����b����� ,����cc:
?������ ���Z����[a�
�
��
?���7����: ,

!�	�� �� 
�� � 	��	��
��� G :��� � �� �����
��
�G �����7: ,

`
��_ WW �� ����� ��� ��� ������� �� ��������

��� 7��� �a4 ,�b���������>�7: ,�cc:
����5�7��������������-�7�:������: ,

`
`

`

��#����$� 4� -��������� ������� �&� �� 
61



�S 
��	��� #� 0	�	�	�

��� %3-7:_
��� ������(����� a �����
������<���
�7: ,
�
��!��7������(�����: ,
��� 7��� � a 4 , � b ����� , �cc:_
?������ ��� a �
�
��
?���7�: ,
���;��Z�[a ����&����7: ,

`

��� ��# a ������(����� ,
��� 7��� �a4 ,� b ����� , �cc:_

�� 7 ���;��Z�[ ea ��# :
��# a ���;��Z�[ ,

`
�
��!��7��#: ,

��� 7��� � a 4 , � b ����� , �cc:_
?������ ��� a �
�
��
?���7�: ,
���;��Z�[a ����&����7: ,

`
��� ��# a ������(����� ,
��� 7��� �a4 ,� b ����� , �cc:_

�� 7 ���;��Z�[ ea ��# :
��# a ���;��Z�[ ,

`

�� 7������(����� ea ��#: _
�
��!��71: ,
��� 7��� �a4 ,�b����� ,�cc:
?������ ���a�
�
��
?���7�: ,

������ ���������6����� ,
`
�� _ ����a���'����+��� ,

�
��!��74: ,

��� 7��� �a4 , �b����� ,�cc: _
?������ ���a�
�
��
?���7�: ,
�� 7����&����7: aa 1: _
����a� ,

`
`
������ ���� ,

`
`

��#����$� 5� '������������� �� 
6� ������ �&� *������



#�#� 1������ �$	���������	�� ��� "�* �� ��� ������� ������ ��

�$��7���:_
������a%3-7: ,
��7������aa ����6�����: _ WW �� ����� ��� �� ����� �� ��������

��� 7��� ����a4 ,����b����� ,����cc:
?������ ���Z����[a�
�
��
?���7����: ,

!�	�� �� 
�� � 	��	��
��� G :��� � �� �����
��� 7��� ����a4 ,����b����� ,����cc:

�
��&�7�������� G :��� �� ����� �� .������: ,
��
�G �����7: ,

`
��_ �� 7������ da(��'�5��+���: _WW �� ����� ��� ��� ������� �� ��������

����5�7������������: ,
?������ ���a/���&�8���7������: , WW ��E��� ��� ���&���# �����
��� G :��� � �� �����

`
`

`

��#����$� �-� -��������� ������� �&� �� 
6�



144 
��	��� #� 0	�	�	�

3����
 ��
�� v ����	
 ��������
�	 �
� ��	���� ������	
� '
�
 ��
�� v ������	 �� ������ �� 
�	�
� rand(v) 9
�
 ��
�� v 
����
 rand(v) � �
� ������� 
	 �
 	�
 �
 ����������	��� ��#�� ������	
 9
�
 ��
�� v �
7��	 �� �
����
 �
 	��� �
� ������� 9
���	 Intw �#
�	�
� ������� �
 �#
��
���
 �
� 
�	�
�� ��
 v � �
7� �
 �
� ������� ��:��
�	�
�
 w 9
�� rand(v) N Intw �����
�
 ��
�� v 
����
 OK? � �
� ������� 9 �
 ��
�� v �
7��	 �� �
����
 Confw �
 	��� �
�
������� 9

)L �
 ��
�� v 
�	 ��� �� 	��� �
� �
����
� Confw ���	 OK 9 ���� �
 ���" ��
 �	��
 �
 �������
�
�	 �	�
 
����	�
 ���� B(v, 1). L+
�����
�
 ��
�� v �
7��	 OK? �
 ��
���
� ��� �
 �
� ������� W 9
�� ����� u �
 W �#� �
����� ��
 ����������	��� %3- �����
�
 ��
�� v 
����
 OK � �
� ������� W 9
����� �� �� 
���	
 �� ��
�� u 	
� ��
 rand(u) > Intu 
	 u � ������ �� ����������	��� %3-
�����
�
 ��
�� v 
����
 OK � ��� ������ u 
	 !OK � 	��� �
� ������� ���� W/u 9
����� ���� 	��	 ��
�� u �
 W 	
� ��
 u � ������	 �� ����������	��� %3, 9 �
 ��
�� v 
����

OK � ��� ������� u 9

��#����$� ��� F������ 
91U� ������������



%$�&���� 0

(����!�� ��� ����#"����

 ��� � �������� ���� ���������� �������� ����������� ��� �����&��� ��� ��������� ��
�������� ��� ���������� (��� �����E��� ��� �� �������� �� �\��� ��� ������������ ���
��� �� �������� �� ��V��� ����� ��� ���������  ��� � �������� �� � � �� �������� ��
��������� ) �������� ����� ��������� ��������� (��� ���� ������ ��������� �� ��������
�� ���#������ ���������  ��� � ��� �� ��� � ������ ����� �������� ) �������� ����� ����
��� ��������� (��� �&��� ������ �� �� �X ��� ����� ����� �������� ������� �� ����� �������
���� �&��� ���������� ���� ������� ���� �� ������ ����������  ��� � �������� ����
������� �� ���� ����� ��������� ��� ����������� ���������� �� *������� 9� �T��� ���� ��� �&���
����������� ������ �� �#���������� ��� *�������

. � "���������� �
� ���5���

8���� ,���
�����
�

/������� ��� ��V��� ���� �� ������� ��������� ��� ���� ��� ��������� ������� �� ����"
����������� ����������� (��� ���������� �� ������ �� ���������� ���������� �� ��������
�� ���������� 6� ������ ��� ���������� ��� �� ������ ����#� ��� �������� 
�� �������
�� ������ ���� ��� ���������� �� ��� ��C��� ������������ ��� ��V��� ����� ��� �����������

(��� ���������� �� �� �X �� ��������� � ������ �� ������ ��� ��������� ���� ���&���
�T����� ��� ������ 6� �������� ��� ���� ���� �� ��� �� ����G��� ���������
�� �����
�
��� � ��� ��������� ��� 6����� �� ?���� ���� Z�4[ ���� ��� �������������� �� ������
���������
�� �����
� Z�3[� �� ��� �����# ���������� ��� ����� �����������

) 
����"� �� �I�� �� 
$�����
$�


� �������� �� �\��� ��� ������������ ����� ���� ���� �� ��� �� �������
 �
� ������
����
�� ��� �����&� ���  ��<���� ���� Z�	[� 6��� ����������� ���� ����� ������ ����� �����

141



14� 
��	��� &� �������� ��� ����������

���� ������� �� ���� �� ���������� ���� �� ��� � ��� ��� ��������� ����� ����� ��� ��"
�������� 0� ���������� � ������ ��� ���# ��������� ���� ���&��� ������� ���# �����������
&������ �� ���&��� ��� ��� ������ �� �C�� ������ - �� ������� t� �� ���������� ����
C��� ���� ���� ��� ���# ����� ���&��� � ������ ������ 0� ���������� �� ���� ������ ����"
$������ ���� �� �C�� ����� 6���� ���# ����������� &������ �� ���&��� C��� ) �� �C��
������� ���� ������ ������ ��� &������ ���� ���������� ���� ������ ����� ���� ��� ����
������ ������
0�� �������� ���� � �������� ��� ������������� ���� ���������� ��� ������ ���#������ ��"
������ ���� ��� ��������� 7��� �������� �� ���� C��� �������� ��� ��� ��� ����� ��������:�
���&���� �� O������<P 7�� ����� �� ���������� �T��� ���� ������ �� �� ����� $��: ��
������ �� ���&�� 7���� ��� ����������� ��� &������ ������ $������� ��� �� ����� ����� ��
����� $��:�

) 
����"� �� 
$�����
$� #����������

0�� �������������� �� �������� �� �\��� ��� ����������� ��� ��������� ��� 6����� ��
?���� ���� Z�4[� 6���� ����$����� ������� ) ������ ��� ����� ��� ��� &����� �� ��� ��"
������� ��� ��� ����������� %��� ����� ���������� ������ ����� ��� &����� �� � ������ ��
����� �� �<���� �&� ������ ��� ���������� ��� ���� ) ���� - �� ��T����� �� ��������
��������� �� ���������� ���� �&��� ��� �� ��������� ���������� &������� �� ��� ���� �#�"
������ ���#� �� ��� ��������� ���� C��� �������� ��� ��������� ����������� ) �� ����� +� ��
���������� � ������ �� ����� �� �� �� ����� ���������� ������� ��� ��������� ���� �� �������
� ������� ����� �� ������� ���� �������� ��� �� ������� $����� �� ����� ���� ���&��� �����
������  �� �� �������� ��&���� ) �������� ��� �#������ �������� ��� ������ ��� �����������
 ��� �� �������� ��� ����������� ����������� �� ���������� ���� ������ ��� �� ���������
���������� �� ��� ������ ) �� ���� ZN3� N[� (���� ������� ��� ������������ ������� �� �������
������� ��� ��������� �� �������� 6���� ������� � ��� �������� ��� 
������ �� /����
Z3�[ ���� �������� �� �������� ��� ������������ 6�� ���������� ��� �� ���� �� ����������
������ ���� ���� ��  �V�� �� ��Z�S[�

=���������

5��� ��� ����������� ��� �����&��� � �������� ���&��� ���������� ��� ���������� ���"
&����� �

B 0�� �������� �� ���� C��� �������� ��� ���# �������� �� �C�� ������ �� ��� ���
������������ ������ ��
�������� ��	�
��
 ��� ��������� ����������

B �� ���# �������� p1 �� p2 ����� ��� �� ��������� �������� �� ��� ����� ��� ���
��C�� ��������� ����� ��� ���&��� ����� ) ����� ��������� �������������� �� �C��
�������������� 
����������� ������ �� ��������� �� �������
��
 7�������
��:�

B �� ��� �������� ��� �������� ��� ���# �������� p1 �� p2 �� �� p1 � ������� ��
����C�� �&��� p2 ����� �� ���� �&��� �� �������� �&��� p2� 6���� �� ��������� ��
�����������
�
�	 7���
����:�
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B �� �� �������� � ������ �� ��������� ���������� �� ���� $��� ��� ��� �������� �� ���
������ �� ��������� �� �����
 7���
�
��:�

�
�����
 R�1�1� '� � � ��� ���������� ����� ����� ���������� �� ������������ �� 
������
Z34[� ���� ��� ����� ���������� ������ �� �������� ��� ��V��� ���� �� ������� ���������
�� ������� ������ ��� ������������ �� 
������ ������ �� �������� �� ���#������ ��������
���� �� ������ ������� 9� ����� ��������� �� �������� ��� ��� ������� �� &��������� ��
�� &���$����� ����� ��� ����� ������� ��� ��� ������� ��������� �������������

8���� ���������
� �� ����
������

 ��� ���� ����"������� ���� ����&��� ������������ ��� �� ������� �� ��������� ��
������� 6����� �������� ���� �&��� ����� ����� � 	��������
 )	�������+� ������� )	����	+ ��
�����	 )����G���+� 6�� ����� ������ ���� �&� ��� ���������� T � Th ��D� 0�� ����� ���������
��� ��������� ���� ��������� ��� �� ������ ������������ �� ���� �� �� ����C��� 6���� ����� ���
����� ����� ���� �������� ��� (X, i) �&� X ∈ {T, Th, D} �� i �� ������ ������������
�� �����

'������������ ���� ��� ������ �� ������ ���� ���� ������ 	��������
� ��� �� ������� ���
����������� (T,−1)� - ����� ����� �� ����� ����� ����� u ) ������ 	��������
 ����
�������� ����� ) ��� ������� ��������� �� ��&���� ����� ��������  ��� � ��� u ����� ���
���� ) (Th, rank + 1) �X rank = max{kv|v ∈ B(u, 1) �� λ(v) = (X, kv), X ∈ {T, Th, D}}�
6��� �����$� ��� ������� �� u ��� �� ���� ����� ����� ������� �� ���� ��� &�������  ��� ��
������ ������� �� ����� ���� C��� &� ���� �� ����� ���&����� ������� ��������� ��
���� ����� ���� ������ ��� ���� �� Th�  ��� � ��� ����� ���������� ����� ���#������
���������

+� �� ����� u� �&� ��� ��������� (Th, i)� ��� ��� �� &����� ���� �� ������ ������� 7�&�
����������� (D,−1): �� ��� ��� �� &����� �&� ��� ��������� (Th, j) �&� j < i 7�� ���� �� u
��� �� ���� ����� ������ �&� ��� &������:� �� ����� u ���� ������ ���� �� ������ ��������
 ��� � ��� u ���� ����������� (D,−1)�

0�� ���� ��� �� ����� ���� �� ������ ������� � �������� �� �������� ) �� ���� 	��������
�
+�� ��������� ����&���� (T,−1)�


����������� ���� C��� ��� ��� �� ������� �� ��������� �� ������ �&� ����#���
��������� ���&��� R18 = (L, I, P ) ��$�� ��� L = {{T, Th, D} × [−1..∞]}� I = {(T,−1)} ��
P = {R1, R2, R3} �&� R1� R2 �� R3 ���� ��� ������ �� ��������� �&� ����#��� ���������
���&����� �
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R2 :
(E,−1)(H, i) � {

R3 :
(T,−1)(E,−1) � {}

R1 :
(H, max(rank) + 1)(T, −1) � {}

(H, i)

(E,−1)

, ; j < i

(H, i)

(H, j)

}


��#����� R�1�1 �������� ��� �#������ �� � ��������

1!�
� ,3�3�3 *��� ��� ������� �� ��������� �� ������� R18�

(T, −1)

(T, −1)(T, −1)

(T, −1) (T, −1)

(T,−1)

(T, −1)

(T,−1)(T,−1)

(T, −1)

(Th, 1) (Th, 0)

(T, −1)(Th, 1)

(Th, 3)

(T, −1) (Th, 4)

(D,−1) (Th, 2)

(Th, 3)

(T, −1) (Th, 2)

(Th, 5) (Th, 4)

(Th, 3)

(T, −1) (D,−1)

(Th, 5) (Th, 4)

(T, −1)

(Th, 1) (D,−1)

(Th, 1) (Th, 2)

(Th, 3)

(Th, 1) (Th, 2)

(Th, 1) (T,−1)

(Th, 3)

(D,−1) (Th, 2)

(D,−1) (T, −1)

(Th, 0)

(T, −1) (Th, 0) (Th, 0)

(T, −1)(D,−1)(D,−1)

(Th, 4) (Th, 4) (Th, 4)
. . .

%��� ���&��� ����������� �� ������� �� ��������� �� ������ 7SRG:� ���� �&��� ������
��������� ���) ����� ������ ���# ������ &������ �� ���&��� ��� ��������� ��� ��� ������
�� ������� �� �C�� ������ %��� ���� ���� �&��� ������� ��� ������� ������������ 7
91:
������ ���� Z22[ �� ��������� ���� �� ������ 2�2�  ��� Z22[� ��� ������� ���������� ��� ��
d ��� �� ����� ���� ����� v ����� �� ����� ��������� ����� ���� ��� v ���� ��������� ���
��� �� d + 1�

. ! 2�
�#
 �
 � ����
�����

-&��� �� ����&�� �� �������� �� ����� ����������� ���� ������ �������� �������� ���"
������� �� ������� �� ��������� �� ������ ��� ���� �&��� ����� ���� �� ������ ����������

+��� (G, λ) �� ������ ����#� �� �������� ��� ��� ����� ����� ��� �������� (T,−1)� +���
(G, λ′) �� ������ �������� ��� ��� � (G, λ)

∗−−−−→
R18

(G, λ′)� -���� �� ������ (G, λ′) ��������� �

B 6����� ����� u �������� (T,−1) ��� &��� ������ ���� �� ������ ������� 76+:� �����
��� ��������� ) (Th, rank+1)� �X rank = max{kv|v ∈ B(u, 1) �� λ(v) = (X, kv), X ∈
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{T, Th, D}}�
B ���� ����� ����� ������� 7��������� (Th, i): ����� ��� ���� ) �����	 7(D,−1):� ��
���� ��� �&��� �� &����� �&� ����������� (D,−1) �� ��� �� &����� �������� (Th, j) �&�
j < i�

-&� �� ���# ����������� ���� ���&��� ������� ���

)�� ,3 3�3 %#
�������� ��	�
��
 
	 �� �������	� �
 �#���������
�
�	 ���	 ������
� ���
�#������	��
�

%��� �� ��������� �� ��������� �� ����&� ������ ���� Z22[ ������� ��� �� �� �����
v ��� ��������� ��� ���� ��� ����� B(v, 1)� ���� ����� ����� ���� B(v, 1) �� ����
��������� ���� ����")"����� v ���� ��������� ��� ��� ������ �� ������� ���� ��V����� ���
������ ��� �� ����&��� ) ��� ������� ���� ������ ��� 1 �� ���� 6� ��� ���� ����� �

)�� ,3 3 3 %� �������	� �
 �������
��
 
�	 ��	�����	
 ��� �#������	��
�

%��� ����&�� �� ��������� �� �����
� ���� �&��� ������ �� ����&�� �������� ������
&���$�� ��� �� SRG ��� ��� �������������

��2������ ,3 3�3 +��� s > 0 �� ������ ������� �� ���� Hs �� �������� �� ������ ���������
(Th, i) ���� G ) ������� s �� ������������� +��� Pk = (v0, v1, · · · , vk−1) �� ����� ���� Hs�
Pk ��� �� ��
��� �������	�� ��

∀j ∈ [0..k − 2] �� λ(vj) = (Th, i) �� λ(vj+1) = (Th, l) ����� l = i + 1.

6� ��� ���� ��������� ���� ����� ����� ���� �� ����� �������� �� ���� �� ���� ��
���� ����� ����������� 9� �T��� �� Pk = (v0, v1, · · · , vk−1) ��� �� ����� ��������� �� ���
���� ��� vk−1 �� ���� ����� ��# ��������� 7��� ������ ��� ��������� ) (D,−1): ���
�� ���� ��� ������ v0� v1�· · · � �� vk−2 ������ ��# ��������� ���� �� ������

0� ����� ���� ������ ��� &��������
 (T,−1) ���� C��� ��������� ��� ���� ���&��� ���"
��� ��� ��������� ) (Th, i) �� ��� ���#���� ���� ���� &���$�� ����� � ���� �� ���� �� ����
����� �� ��� &������ �� ������� �� ��� &������ ����� ���� �� ������ �������� ���� ����� �����
���� ��&���� (D,−1)� +� ���� ������� s �� ����� �������� Pk = (v0, v1, · · · , vk−1) ���
����� ����� v0� v1� · · · � �� vk−1 ��� ��� ��������� ���� ���� �� ������ +��&��� �� �C��
������������� �� ��� ����� �� &��� ��� vk−1 �� ���� ������ ��� ��������� ) (D,−1) ��� ��
��� ������ v0� v1� · · · � �� ��$� vk−1 ���� ��������� ���� ���� �� ����� �)�

 ��� ���� ������� ���� �� ���� ��������� ��� ��� �� ����� ��������� ����� ����"
����� ���� ��� �� ����� v = vk−1 ����� ��� ��������� ) (D,−1) �� ���� �� �C�� �����
��������� ���� ��� Pk ���� ���������

0� ����� ���� ����������� ��� (Th, i) ��&�� C��� ��������� ��� ���� ���&��� �� ������
�� (D,−1)� 6���� ��� � ��� ����&� ���� Z22[� �� ����� ����� ��������� ���� �� �����
v ���� C��� ��������� ��� ���� �� ����� B(v, 1) ���

μ(v) = d(v) + 1. 71:
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d(v) ����� �� ����� �� v� 
� ����� ����� ���� ��� �� ����� vk−1 ������� ��� ��������� ���
(D,−1) &� ��� C��� �� ����� ����� ���� ��� ��� ������ v0, v1, · · · , vk−2 ������ ���������
�����

)�� ,3 3%3  ��	 Pk = (v0, v1, · · · , vk−1) �� ��
��� �������	�� �
 �����
�� k�  � τk 
�	
�
 	
��� ��
� ���� ��
 �
� ��
��� v0" v1". . . 
	 vk−1 ���
�	 �����
�
�	 ���� ���� �
	 ����

�����

E(τk) =

k−1∑

i=0

(d(vi) + 1). 7�:

$�����	��	���� +��� ti ��� &������� ��������� ��$��� ��� � ti = 1 �� vi ��� ��������� ����
�� ti = 0 ������ '� ��� �&����� ��� τk =

∑k−1
i=0 ti� 6���� ���������� ������������ ���

��������� ���� �&���

E(τk) =
k−1∑

i=0

E(ti) =
k−1∑

i=0

μ(vi) 7	:

����� �&� 71:� �� ����&� ��� ������

6����
∑k−1

i=0 d(vi) � 2m 7�X m ��� �� ������ ����C���:� ���� �&��� �

��������� ,3 3�3
2k − 2 � E(τk) � 2m + k. 73:

�
�����
 R���1� %��� �&��� ��� ����� ���������� �� E(τk) �� ������� �� �� ������ n ��
������� �� ������ ������ ��#����� m� J� k �� ���� ��� �������� n− 1� %�� ���������
���� �&���

E(τk) � n(n + 1)

2
+ n − 1. 72:


� ��� �� ������� ����� ��� �� ��������� ��� ������������� �� �� ������� ������������
������ �� ������ ����������� ���&��� �� ���� ����� ���������

)�� ,3 3(3  ��	 v �� ��
�� �
 G 
	 ���	 P = (v0 = v, v1, · · · , vk−1) �� ��
��� ������
��	�� �
 �����
�� k� !�
� ��
 ���������	� 1 − d(v)+1

α
���� ����� k � α" ∀α > dmax + 1" �*

dmax 
�	 �
 �
��� ������� �� �����
 G

$�����	��	���� (��� ��������� ��� λ(v) = (Th, i), λ(v1) = (Th, i + 1), · · · , λ(vk−1) =
(Th, i + k − 1)� -&��� ��� ����� ��\�� �����$� ��� ��� ������ v0� v1, . . . , �� vk−1 ����
��������� ���� ���� �� ����� �� ��� v ��� ��� ��� ��������� ��� ������ �� ����� k
�������

+��� t ��� &������� ��������� ��� ����� �� ������ �������� ���� ��� v ���� ���������
����

9� ��������� ����������� �� ?��<�& Z	1[ �� 71:� ���� �&���

Pr(t > α) � μ(v)

α
=

d(v) + 1

α
, ∀α > dmax + 1.
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� ����� ��� �� ����������� ���� ����� ����� �������� ���� ���� ��� ������ �� α ���
����> ������ 9� �T��� ���� ��� ������� ��� ��� �� ����� ������ ������������� ���� ��� ����
O(log n)� �� ��� ��!���� �� ������� α = log n ���� ������� ��� ����������� �� ������� ��
1 − O( 1

log n
)� ��� ����� ��� ��� ��� �� ����� �������� �� �������� ���������� ) log n�

 ��X �� �������� �������� ���&��� �

&$���"� ,3 3�3 %#������	��
 �����
 �� �������	� �
 �����
�

. % ������
������


����������� ����� ����������� � ��� ���������� ��� �� �����"����� *������� 
� ���"
���� R18 ����� ����������� ��� ���������� ���� ������������ 1��

8� �� 5�������� �������������

 ��� ���� ������ ���� ���������� �������� ��������� �#����������# �������� ������"
������ ��������� �������� ������&���� 
� ��� �� ����� �#������������� ��� �� &������ �����"
���� ������������ ��� ���� �&��� �&����� ���� �� ������ ���������� (��� ���� ���������
��� �� ������ �#����������� �� �� ��������� �� �����
� %��� ����������� ���� ������� ��
����� ����� ��������� ���� ����� ��������� ������ ������� ��� ���������� ���� �� �����
����� ����� ����� �&� ������ Th &� �������� ���� ���&��� ������ ) ������ D� 
������ ��
����� ��� ���� ��������� ���� ���#������������� ��� ������� ��&����� ���� �� ������ R�1���
 ��� �� ������� ���&���� ���� ���������� �� ����� ����� ��������� �#���������� ������
��� *������ ���� �������� ������ �� ��������

=��
$ &���� &�
� ���� �0�����
6��\�� 30 4.54
-���� 100 8.68
-�����# 30 4.83
-�����# 100 8.51
@����� 30 9.76
@����� 100 19.70

@����� ������ 30 430.86
@����� ��������� 30 12.01

. * ��������� ����
��
 ��� �� ���


(��� ���� ����������� ) ���#������ ��������� �X �� ��� � ������ ����� �������� ) �����"
��� ����� ���� ��� ��������� 6� �������� � ��� ������ ��� (�]�� �� 5����� ���� ZRR[ �� �����
��� M� /������ ZRS[� 6�� ���������� �������� ��� ���������� ��� ���������� ��� ������
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�$��7���:_
�� 77�9���aaf f: gg 7$��.����7:::_ OO !������
� �� ����
 �.�

�9��� af5f ,
`
������a
617: , WW 8������ ��������� ���� ����� �� �����
�� 7������ aa ����6����� :_ WW ������ ��� ������ �� ���� ��������� ��� �����

���7����a4 ,����b����� ,����cc: _
����*�����Z����[ a ����&�8���7����: ,
����*�����Z����[ a ����&�8���7����: ,

`
�� 77�9���aaf5f: gg 7������.����7::: _ OO !������
� �� ����
 �,�
�9��� a f5�f ,
�/���a����?�#c1 ,

`
�� 77�9���aaf5�f: gg 7 d�#��� 7����*�����:: gg

7�/���ba����?��7����*�����::: _ OO !������
� �� ����
 �-�
�9���af f ,
�/���a"1 ,
������.����7: ,

`
����<+�����7: ,

`
��

�� 7������aa����.�����: _
OO �
� ������� �#�� �
�	�
 ��� 
����
�	 �
�� �	�	 
	 �
�� �����
����5�7��������9���: ,
����5�7��������/���: ,

`
`

��#����$� � � /��������� ��� ��V���

�� ���&�������� �� ������"����� �� �� ��������� ��� ��C��� &��� ���� ������ 
�� �����"
��������� �� ������������ ���� ��� ���&����� � ����� ����� ����\� ��� �������� ����
������������ �� ����� ������� ����� ��� �� ����� �������� �� ���� ���� ����� ������
) �� ������ 
� $�� ��������� ��� ��������� �� ����� ��� �� ������� ������� ��� �� ����� ���
������� �� ���&������ ��� �������� ���&���� ����� ��� ��������� �� �������� 6����� �����
����\� ��� �������� ���� �� $��� ���� �� �#���� ��� Q���� �� ����� ���� �� �� ������
�������� �� �������� �� ���&����� �� ����� ��� �� ���� ���� �� $���

�
�����
 R�3�1� 0�� ������� �� ������������ �� (�]�� �� 5����� ZRR[ � ��� ����� ��� 
�&����
Z31[�
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8�$�� ���������
� �� ����
������ �� ���������
� �������� ���� ��
�����

 ��� � ��� ���� ���� ������ ������ �� ������������� �� ������������ ) ������ ���
�������� �� ��������� �� �������� (��� �����E��� ��� ������ ��� ����� ����� �����
���� �&��� ������ ���#������ �� ������������� '� � � ����� ����� ��������# ��� �������&���
�� ������ �� ��� �� �� ��������� 6�� ����� ���� 	��������
� �
���� �� �����
� 
� ������� ����
��� ���� �� ������ 	��������
 7���� T :� �� ����� ��� ��� ��� ������ ������� ) �� ��������
� �� ����� 
� ������ ���� H � ��� ���� �� �
����� �� ����� ��� � ������ �� �� ��������
����� ������ �� ��&���� H � 
� ������� ��� ���� ���� ����� ��� ��� ���� �� ���������
6�� ���� ��� ��������� ��� ����������� E� 6�� ����� ���&��� �� ��� ���� ��������� ���
��� 	��������
 ���� �
���� ���� �����
 �� ��$� 	��������
� 0� ����� �� ���� ������ �����
������ ?��� ���� ��� �� ����� � ������ ���� �
	��� ���� To�  ��� ���� �� ������ �� ���
� ����� ���� ������ 5��� ��� ������ �������� ��� ����� ��� �� ������ ��� ����������� NT �
0�� �������� ��������� ������\�� ���� ��������� ����� ����� ������ �������� '�����������
���� &��� 0� +� �� ����� � ������ �� �� ��������� �� �������� ���� ��������� �� 1 ������
��� ���� ���� �������� �� �������� ) ���� ��� �� ������� &�� ��� ������ ����� 6����
���� ���&������� ��� ��� ������� ���� ���������� ) ����� ��C�� ��� ����������� �� �� �������

� �������� ������� �� ���� �� ����� ����� �� �� ������� ��� �� ������ 
� ����� ��� ��
����� ��� ������� �� ������  �� �� ����� ����� ��� $#�� ���� ����� ����� ���� ��� �������
�� ����� �� ) ���� �������� ��� ��C��� �� ������� ���� ��������� &��� ���� ������ 
������� ���
������� ���� ������ ��� ��������� �� ����� ��� ��� ������� �� ���������

'������������ ���� ��� ������ �� ������ ���� ) ������ 	��������
 �� ���� ����� 7����
��������� ��� (T, NT, 0): ���� �� ����� ��� ������� �� ����� ��� ��� ��������� (T, To, 0)�
5����� ��� ��C��� ���� ���������� ��� 0 �� ����� ���� ��������� &��� ���� ����� - ����� �����
�� ���� �� ����� �������� (T, H, c) ���� �������� ����� ) �� ��������� ��� ���������
��&���� ����� (H, Y, c+1)� �&� Y ∈ {To, NT}� +� �� ����� ������� �� ����� �� ���� � ������
�� �� �������� 7��� ��������� ��� (H, To, c′): �� ���� ���������� �� ��� ��������� ����� ��
(E, To, c′)� 0�� ���� ����� � $��� �� ��&���� ) ������ 	��������
 �� ������� ��� ������� �� 1
7(T, To, c′ − 1):�
0� ����� u ��� ������E��� ��� ��� $�� � ������ �� �� ��������� ��� �� ������� �� ����"� ���
��T����� �� 0 �� ��� ����������� �� ����C�� �������� ��� ����� ) 0� ��������� ��� �������
�� 1 �� ����� ����������� �� ����C�� �� i = max{kv|v ∈ B(u, 1) �� λ(u, v) = kv}+ 1� -�����
����������� �� ���� ��C�� ����� �� &����� �� ��#���� ��� ���������� ��� ������ ��C���
��������� ) u ��������� �� 1� 6���� ��������� ���� C��� &�� ���� �� ���� �� �����
������ ���� ���� ��� � �� &����� �������� ���� 0 ��� ���� �� ����� �� ��������
+� �� ����� u ��� ������� �� ����� ��� ���� ������ ���������� �� ��� ��� ������� c �����
��� ����� ) 0 7(T, To, c):� �� ����� �� ����� �� ����� v ���� ����C�� �������� � �����������
�������� ���� 0�  ��� � ��� u ���� ����������� (T, NT, c−1)� v ���� ����������� (X, To, c′)
�� ������������� �� ����C�� �������� ������� �� ���� �� ���� �� &����� 0� 
������ ���� �
�� ������� �� ������


����������� ����� &���� �� ������ ���� C��� ��� ��� ��� �������� �� ��������� ��
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������� �&� ����#��� ��������� ���� ���� R19 = (L, I, P ) ��$�� ��� L = {{T, H, E} ×
{To, NT} × [0..∞] ∪ {[0..∞] × {∨,∧}}}� I = {{(T, NT, 0), (T, To, 0)} ∪ {(0,∧)}} �� P =
{R1, R2, R3, R4, R5} �&� R1� R2� R3� R4 �� R5 ���� ��� ������ �� ��������� �&� ����#���
��������� ���&����� �

R5 :
(T, To, c − 1)(E, To, c) � {}

R1 :
(H, Y, c + 1)(T, Y, c) � {}

R2 : � {}

R4 :
(E, To, c) � {}

max(λ(E)) + 1

(H, To, c)

(X, Y, c + 1)(X, Y, c)

(X′, NT, c′) (X′, NT, c′)

0

� ���� X, X ′ ∈ {T, H, E}�
Y, Y ′ ∈ {To, NT }�

R3 :
(T, NT, c − 1)(T, To, c) � { (T, To, c)

(X, NT, c′) (X, To, c′)

i

(X′, NT, c′′)

j0

; c′ > 0

; c′, i > 0 }
; j < i
etj �= 0

8�$�� )����� �� �� �
������
�

(��� ��������� ��� ���������� ���������� ���� ��� ��������� �� �������� ��� ����������
6�� ���������� ���� ��T������� �� ����� �� �� ������ ���������� ������� ���� ���� �������
�� �� ������� ������ ����� ��������� %��� ��������� �� �������� �� ����� �������� ��
���� ����&�� ��� ���������� ���&����� �

B 
�������� ��	�
��
 �  ��� ����� ��� �� ���� �������� ���� C��� ���� �� ������
��������

B ���������
�
�	 � ���� ��������� ��� ������� ���� ����� �� ��# ������� ��� �������
(��� �� ���&��� ��� ������� ��������������� �� ���� ��� ��������� ��������� ��
��&��� ��� �������� ������ +� �� �������� ���� p ������� ���# �������� $�� f1 �� f2

�� �� �� �������� f1 � ������� �� �������� �&��� f2 ����� f1 ������ ) �� ��������
�&��� f2�

B �����
 � �� �������� ���� �&��� �� �������� ������ �� ���� ����� &����

+��� (G, λ) �� ����� ����#� �� �������� ��� ��� ����� ����� ��� �������� (T, NT, 0)
���� �� ����� ��� ��� ��������� ��� (T, To, 0) �� ��� ��C��� ���� ������ ��������� ��� $�� &��� ���
����� �� ���� ���������� ��� 0� +��� (G, λ′) �� ������ �������� ��� ��� � (G, λ)

∗−−−−→
R19

(G, λ′)�

-���� �� ������ (G, λ′) ��������� �

1� 6����� ����� u �������� (T, Y, c) ��� &��� ������ ���� �� ������ �������� ����� ���
��������� �� (H, Y, c + 1)� �X Y ∈ {To, NT}�

�� '� ��� � ����� ���� ����� ���� �� ������ ��� ������� �� ������ 6� ����� ��� ��������
��� (X, To, c) �X X ∈ {T, H, E}�
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	� 0� ����� �� ����� ���� ����� u ) �� ����� v ��� �� u �� ������� ��� ����C��� ����
����������� ��� ��T������ �� 0 �� ���������� ) ����������� �� ����C�� ����� u �� v�

3� 0� ����� ��� ��� ���� ������ ��������� �� �� �������� �� ��� ������� �� �����
7(H, To, c): ���� ������ ���� �� ������ ������� �� ��&���� (E, To, c)�

$�����	��	���� 
� ����&� ��� ���������� 1 �� 4 ���� ���&����� ������� ���� ������������
������ ��� ������ R1 �� R4 ��� �� ��������� ��� �� ����#��� ��������� ���X ���� ����������
����������
%��� ��� ��������� 2 �� 3� ����� ���� ������ �� �� ����� R3 ������� ���� �� ��������� 2� ��
������ u ��� ������� �� ����� �� ����� ��� ���� ������ ���������� (T, To, c) �� ����� �� �����
v �������� (X, NT, c′)� 6� �������� �� ����� v� ������� ��� ��������� ) (X, To, c′)� ����
����� ��� ��� � �� ������ �� �� ����� u ������� ���� �� ����� ��&���� (T, NT, c − 1)� %��� ���
������ ������� ���� ��������� �������&���� �� ��&��� �� ������ 
� ��������� 3 ��� �������
��� ��� ����#��� ��������� �� �� �C�� ������ J� �� ���� ��������� ���� ����� ��� �� ���
����#��� ��������� �� ���� ��� �������� ���� �� ������� �� ����"�������

-&� �� ����������� ���� ���&��� ������� ���

)�� ,3(3�3 %#
�������� ��	�
��
 
	 �� �������	� �
 �#���������
�
�	 ���	 ������
� ���
�#������	��
�

)�� ,3(3 3 %#���
�	�	��� �� �����
 ����	
 �
�� �
 ��
�� ��� ������
 �
 �
	���

$�����	��	���� '������������ ������ ��� ��C��� ���� �������� �� ����� $�� &��� �� ����� ����
�� �� ����� ������� �� ������ ���� �� ��������� ��� ������������ &����� +�������� ��������
k ������ �� ��������� ��� �������� ������ �������� ������� ����� ) ������� k + 1�
- ������� k� ������������� �� ������ ������ &��� �� ����� �&� �� ������ 5����� ��� ��C��� ��
� ����� ���� ��������� &��� ���� +� ��� ��� ������ �� ��������� R1 �� R2 �� R4 �� R5 ���
���������� �� ��������� ����� �#��� ������� ����� ���������� �� �� ������ �� ����� ��
������������� ��� ��C��� �� �� ���������� �� ������ 6���� ��������� �� ����� R3 ��� ����$�
������������� �� �� ��������� �� ������ +��� u �� ����� ��� � �� ����� ��� �&� �����������
(T, To, c) �� ���� v �� ����� &����� �� u ��� ���������� �� ��������� �� ������������ �� ��
����� R3� -&��� ������������ �� �� ������ ����C�� ����� u �� v� ���� e ��� ������� �� v &���
u �� ������ ��� ������ ��C��� ��������� ) u �������� &��� ���� 9� ���������� �� ����� R3� ��
����� &� ������ �� ����� u �� ����� v �� ����C�� e &� ������� &��� v�  ������ �����������
����������� ) ������� k� ��� ��C��� �� ����� v ���� �������� &��� ��� ���� ��� ����� ��C��
7e: ��� ��� ������� &��� u� - ������� k +1� ����� ����C�� e � ����� ������������� ���X ������
��� ��C��� �� ����� v ���� �������� &��� ����  ������ ����� ��� ������ ��� �������� &��� u )
������� k �������� &��� v ) ������� k + 1 ������� u ������ ���� �C�� &��� v� 
� ���������
��� �#��� ) ������� k + 1 ���X �� ���������

%��� ��������� �� ��������� �� �����
� ���� ������ ��������� �� ���� �� ����� ����
�&���� 6� �� ����&� ���� ��� ��\�� �X ��� �#������� ������� �� ����� �� ������� �#�������
� ������ �� �� ���������  ��� � ��� ����� ���� ������ �������� ��� ���������� �� ���������
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����� ���� ��� ����� �� ����� 2 7LE2: ��������� ���� Z22[�  ��� �� ������� ��� �������
��� �������� ��� �� ����� ��������� ���� �� ����� u� ���� μ(u)� ��� ����� ) N2(u) �&�
N2(u) �� ������ �� ����� ���� �� ����� �� ����� u �� �� ����� 2�

)�� ,3(3%3  ��	 τk �
 	
��� ��
� ���� ��#��
 �������	��� ���	
 �#�� ��
�� u � ��
��
�� v ���	��	 �
 k" ��
� k � D �
 �����	�
 �� �����
" ����� ' E(τk) =

∑k−1
i=0 N2(vi)�

$�����	��	���� +��� Cu,v = (u0 = u, u1, . . . , uk−2, uk−1 = v) �� ����� ���� �� ����� �����
��� ������ u �� v� %��� ������ ����������� ����� ���� ����� u ) �� ����� v� �� ���� ���
��� ������ ���� Cu,v ������ ��������� ���� ���� �� ����� �)�

 ������ �� ������ ���������� ���� �&��� �

E(τk) =

k−1∑

i=0

μ(vi) 7R:

���� ���� ��������� ��� ������� ����� �� ����� 2� ���� �&��� �

E(τk) =
k−1∑

i=0

N2(vi) 7N:

)�� ,3(3(3 %
 	
��� ��
� ���� ��#��
 �������	��� �����
 �#�� ��
�� u � �� ��
��
v ���	��	 �
 k 
�	 ������
 �
��� �
� ��� ������	� '

4 $��� ��
 �	���
" E(τk) � 3 ∗ n�

4 $��� ��
 ���5�
" E(τk) � 5 ∗ k�

4 $��� �� ����
 Δ�������
�" E(τk) < k ∗ (Δ2 + 1)�

4 $��� �� ����
 � �
��� ����� ��� Δ" E(τk) < k ∗ (Δ2 + 1)�

4 $��� ��
 ���5�
 �#�	���
� �
 �
��� Δ" E(τk) � k ∗ (3 ∗ Δ − 1)�

$�����	��	���� B  ��� ��� ������� �� �������� ����� ������ ) 2� �� ����� (7) ����� ���
���� ������&� ) ����� ������� � �� ������ ����� �� ��� ���# �#�������� u �� v�  ���

E(τk) =
2∑

i=0

N2(vi) � 3 ∗ n
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B  ��� ��� ��\��� �� ������ �� ������ ��#���� ���� ��� ����� �� ����� 2 ��� ��
5�  �� ���� �&��� �

E(τk) =

k−1∑

i=0

N2(vi) �
k−1∑

i=0

5

�.e.E(τk) � 5 ∗ k

B  ��� �� ����� Δ"��������� �� ����� ��������� ���� ����� u� N2(u)� ��� ��������� ��
���� ) Δ2 + 1�  ��X�

E(τk) =

k−1∑

i=0

N2(vi) <

k−1∑

i=0

(Δ2 + 1) < k ∗ (Δ2 + 1)

B 
� �C�� ������������� ���� �� �� ���� ����� ) ����� ����� ��� Δ ������� N2(u)
�� ���� ��� �������� Δ2 + 1 ���� ����� ����� u� ���X �� ����� �����������

B  ��� ��� ��\�� ��������� �� ����� Δ� ���� u �� ����� �� ����� �� ������� u �������
Δ &������ ���� ���# ��� ����� Δ &������ �� ��� ������ ����� ����� ���� &����� ��� ���
u�

N2(u) = (Δ + 1) + (Δ − 1) + (Δ − 1) = 3 ∗ Δ − 1

 �� ���� �&��� �

E(τk) =
k−1∑

i=0

N2(vi) �
k−1∑

i=0

(3 ∗ Δ − 1) � k ∗ (3 ∗ Δ − 1)

%��� ��� �� ����� ����&� ) �� ������ �� ���� �� ����� ���� ��$�� �� �� ���� �������� ���
�� ����� ��������� �����

)�� ,3(3'3 %
 	
��� ��
� �������" M(G)" ��#�� ��
�� �		
�� ���� �
�
���� �

�
	�� 
�	 ����
 �

∑n−1
i=0 (N2(vi) ∗ d(vi))�

$�����	��	���� 
� ���� ��� �� ��� ������� �� ����� �� ����� ����� ��� ���� ��� ������
�� $��� ��� ����&�� �� ����� ��� ���� ����������  �� �� ����� ����� ��� ����� ����� u
d(u) ����� J� �� ����� ����� ���� ����� ����� ���� ��������� ��� ���� LE2 ��� �� N2(u)�
 ��X �� ����� ����� ��#����� ���

∑n−1
i=0 (N2(vi) ∗ d(vi))�

 ��� � ��� ���� ���� ������ ������� �������� �� ���������� �������� ���� ��#������
���� ������ 
� ���� �� ��� ��� ��\�� ����������

)�� ,3(3,3 $��� ��
 �	���
" M(G) � 2 ∗ n ∗ (n − 1)�
$��� ��
 ���5�
" M(G) � (10 ∗ n − 18)�
$��� �� ����
 Δ�������
�" M(G) < n ∗ Δ ∗ (Δ2 + 1)�
$��� �� ����
 � �
��� ����� ��� Δ" M(G) < n ∗ Δ ∗ (Δ2 + 1)�
$��� ��
 ���5�
 �#�	���
 �
 �
��� Δ" M(G) < n ∗ Δ ∗ (3 ∗ Δ − 1)�
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)�� ,3(3�3 %
 	
��� �#�		
�	
 ������
 �#�� ��
��" �����	
���	 � �� �����
 ��
������
"
�
 �� �
����
 �����#� �� ���
�	��� �
 �� �
������
 
�	 �
 �#����
 �
 O(n3)�

$�����	��	����  ��� ����� ����&�� ���� ���������� �� ������ ������ ���� �� ���� ���
�� �� �� ��#����� ���������� M(G)�

M(G) =

n−1∑

i=0

d(vi) ∗ N2(vi) =

n−1∑

i=0

n ∗ n = n3

 ��� �� �C�� ��� ���������� E(τk) ����� ������� ��� M(G)� �� ����� ��� ���# ����"
����� ��� ���������� ) 2 ∗ n3�  ��X �� ���� ��� �� ����� ��������� ������� ��� �� ������� ��
O(n3)�

 ��� �� �� ��� ������ �� ���� ��� �� ������� ��� ���� �� ������� Δ"���������  ��� �
��� �� ����� ��������� ������� ��� ��������� ) (n ∗ Δ + D) ∗ (Δ2 + 1)�

 ��X �� �������� ���&��� �

&$���"� ,3(3�3 %#������	��
 �����
 �� �������	� �
 �����
�

. , ������
������


����������� ����� ����������� � ��� ���������� ��� �� �����"����� *������� 
� ���"
���� R19 ����� ����������� ��� ���������� ���� ������������ 1	� ?��� ���� *������
�� ������ ��� ��� ������� ��������� ���� �#������ �� ����� ���������� ��� ������� ����
���&��� �������� ��� ��C��� &��� �� ������ %��� ���� �� ����� ��&��� �� ������� 1 ) ����
��� &������� 0� ����� ��� ��E��� 1 ���� ���� �� ����������� ������ � ���� ���� ����
�� ��� ���� �� ��&��� �� �C�� ������� ) ��� &������� +� �� ������ ��� � ���) ������ ���
����� ��� ��� ������� �� ������� �� ���� ���� � ��E� �� ������� 0 �� ���� ��� &������ ���� ��
��� ���� ����� �� ��&��� �� ������� 0 ) ��� ����� ������������ $��� ������� �� ����� �����
��E��� �� ������� 0 �� ���� ��� &�������  �� ����� ������������ ����� ��� �� ������� R19

���� ��������

8�%�� 5�������� �������������

 ��� ���� ������ ���� ���������� �������� ��������� �#����������# �������� ������"
������ ��������� �������� ������&���� 
� ��� �� ����� �#������������� ��� �� &������ �����"
���� ������������ ��� ���� �&��� �&����� ���� �� ������ ���������� (��� ���� ���������
��� �� ������ �#����������� �� �� ��������� �� �����
� %��� ����������� ���� ������� ��
����� ����� ��������� ���� ����� ��������� ������ ������� ��� ���������� ���� �� �����
����� ����� ����� �&� ������ H &� �������� ���� ���&��� ������ ) ������ E� 
������ ��
����� ��� ���� ��������� ���� ���#������������� ��� ������� ��&����� ���� �� ������ R�3�1�
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�

�� ����������!�� �� �#������ �� ��������	 �
 	���� ��

����� ���� �

�

 $��%	��&�'�� � (( )������� �*+����	� ,�
	 +*�	� 
� ����	�

�� � $��%	� ��  ��	�����	 � ((  $��%	� � � *-+*
� �* ,�
� �,,*�.
�	 
�� 	/�*�

����0��	�1 �0��	2�	��$ �0��	""� 

����3�� ��40��	5 � 	������)	���0��	� �

#����3�� ��40��	5 � 	������)	���0��	� �

��
��3�� ��40��	5 � 	������)	���0��	� �

�� �������	���40��	5 �� 1� �� ���
��3�� ��40��	561��  �� ��������	 �
 	���� ��

�����	���40��	5���7������	����"� �

���
������
��"� �

�

�

�� ������������� �� �#������  �� ��������	 �
 	���� ��

,� ����������	���� � �� �,� 8� ��� 

#�����9�* � �

���
������
���� �

 ��0���,� ���:��� �

,�	��,� � �

�

�	��:;$��%	��� �

�

����

�� � $��%	��� ��	<�	0�	� 

�� ��� ������� ���� ����	� ��� �������� ���	 ��
� �� ���	 	
���

 ��0��� $��%	�������� �

 ��0��� $��%	��#����� �

 ��0��� $��%	�����
��� �

�� �	������)	��� $��%	�� �� ��:���  �� 	���� �

,�	���� �

#������	
� �

�

�

�

��#����$� �%� 9#������ �������� ���� �� �����
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 ��� �� ������� ���&���� ���� ���������� �� ����� ����� ��������� �#���������� ������
��� *������ ���� �������� ������ ��������

=��
$ &���� &�
� ���� �0�����
6��\�� 30 4.54

-���� ��������� 20 132.77
-���� 4"�������� �� �������� 5 484 5695.05
-���� 5"�������� �� �������� 5 1706 23468.73

-���� ��������� 100 1225.18

(��� ���������� ��� �� ����� �� ���� ���� ��� ��������� �#����������# ��� ����
��������� ) ���� ��� ��������� ����������� %��� �������� �� ����� ����� ��������� ����
��� ��\�� �� 30 ������ ��� ��������� �� ���� ) 1740� � ��� ��� ��������� �� ������ ��
����� ����� �#���������� �� 4.54� 6��� ��� �K �� ���� ��� �� ������� ��� ����� ��� �� ����
��� �� ����� ��� ��� �#�������������� ���� ������ ��� �� �� ������

. . ����
 ������
 ���� �������
 �-
�������� ����
��


8�8�� ,���
�����
�

(��� ���� ����������� ) �� ����� ��������� ���� �������� �� �������� �� ���#������
��������� (��� ��������� ���# ������� �� �� ����� ��������� � �� ������ �������� �� ��
������ ������� '� � � ������� �� �������� ��� ��� ���&����� ��� ���#������ �������� �&�
����� ���� ��� ��������� �� ������� ��� ���������� ��� �� ������ 7������ ������: �� ����
��� ��������� ���#������ ���� ����� ���� ��� �� ����� � � � �  ��� ����� ��� ���� &������
�������� ����� ��&���������� ���� ����� ����������

8�8�� 9����� �����
���

��	��
���� � �0��#����$� � �0!	������ ������


� ����� �� O����� ���������P� Z1[� ������� �� ���� ���&��� �� �������� �����������
�� ����� ������� 0�� ����� ��������� ��� �� ���������� ����� �������� ��� �� ������
���� ������ &��� �� &����� �� ������� ���������� 0� ����� � �� �C�� ����������� �� ������
���� ����� ) �� �� ��� &������ �� ���� �� ������ ���� �� �C�� ������� +� �� ����� u �
d(u) &������ ����� ����� ���� �� ����� B(u, 1)� ��� � ������ u� � �� �C�� �����������
�� ���&��� �� ����� ��� ��� ����� ) 1

(d(u)+1)
� (��� ��������� ���� ������� ���� �������� ��

�������� �� ���#������ �������� ��� ��� �� ������ ��� ������� �� ����� ���� ������ ����
�� ������ �������� ���� �� � ������� +���� �� ����� �� ����� ) �� �� ��� &������ �� ���� �� ��
����� Z	N[�


� ������� �� ��������� �� ������ �� �� ���������� ��� �� ������� R20 = (L, I, P )
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��$�� ��� L = {{T, H, E} × {To, NT}}� I = {(T, To), (T, NT )}� �� P = {R1, R2, R3, R4}
�X R1� R2� R3 �� R4 ���� ��� ������ �� ��������� ���&����� �

R3 :

R1 :

R2 :

(T, NT )

(X′, To)

R4 :

(E, To) (T, To)

(E, To)(H, To)

(T, XT ) (H, XT )
���� XT ∈ {To, NT}

X, X′, Y ∈ {T, H}

(T, To)


�� ������ R1� R2 �� R3 ���� ��� ������ ��������� ���� �������� �� �������� �� ���#������
��������� 0� ����� 5��������� �������� ��� T ���� � ������ �� �� �������� ��&���� ��������H
7�� ����� R1:� +� �� ����� �������� H ������� �� ������ �� ���� �������� �� �������� �� ��&����
�������� E 7�� ����� R2:� 
������ � ����� $�� ���������� �� �������� �� ����&���� &��������

7�������� T : ���� ��� �� �������� �� ����� R3� 
� ����� R4 ��������� ) ������������ ��
����� ���������� %������ �� ����� &� ������ ���� ����� u ) �� ����� &����� v ������
��������������

%�������� �������� ��� ��� ������ ��� ��� ������ ���������� ���� ���� � ��� ����
������ ��� ��������� ��� ���# �������� Z��� 	4[ ���� ����������� �� �����

&$���"� ,3,3�3 @-PC@=���
 ������
��
C 8��� 	��	 �����
 G �
 	����
 n" 
	 ��
���
 ���	 �

��
�� u ��������	 �
 �
	�� ���	���
�
�	 ���� ����� '

Eu[G] � n ln n + o(n ln n).

&$���"� ,3,3 3 @.QC@=���
 ������
��
C 8��� 	��	 �����
 G �
 	����
 n" �
 	
��� �

�����
�
�	 9 �#
�	 � ���
 ��
 �
	 �
 �
	�� ���� ����
� ��� 	��� �
� ����
	� )ECC+ ��	�����	 '

ECC � 4

27
n3 + O(n5/2).

8�8� 9����� �����
��� �������

��	��
���� � �0��#����$� � �0!	������ ������

 ��� �� ������ R�3 ���� �&��� ������ �� �� �� ���#������ ���� �� ������ (��� ���&���
�������� �� ���������� ���� �� ������ ��������� �� ��������� �� ���������� �� ����
������� ����&���� ������� ���� �#������ ������������ �� ���#������ �������� ��� �������
���) ���������
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 ��� � ��� ����� ���� ����&��� �� ���������� ��� ������� �� ����� ��� ����� ��� ���� ���
������� �� ������ ���� �&��� �� ����� ��$��� �� �� ������ ����������� 6���� �� �C��
������� ��� ���� �� ����� ��������� ���� �� �������� ��� ��������� ���� ��������� ��
����� �� ������� �� ����� ) ���� ��� ������� �� ������� � �������� ��� �� �� ����������
�� �������� �� �� ����� ��������� ������� Z2[� 5��� � ���� ���� �&��� ������ ��� ���
����� ����� ����\� ��� ������ %��� �������� �� �������� �� ���#������ ��������� ����
�&��� ������ ��� ����� ����� ��� ��� ��� ��$��� ���� �� ������ ���������� (��� ������������
����� �� ������ �� ����� �&� ��� ���������� To �� NT ���� ���� ������� �� ����� �� ����
9�$� �� ������� ���������� ��� ��� ���������� ��� ���� �� ������ �� ���� ��� �� ����� ���
����� ��� � ����� ��� ������� ) ��� ������ 0� ����� ��� � �� ����� ���� ������ ����
�� ������ �������� 9������ �� ����� ����� &��� �� ����� ���� �� ���� ��� �� ���� ����� ���
������� ��# ������ &������ �� ���������� �� ������


� ������� �� ��������� �� ������ �� �� ���������� ��� �� ������� R21 = (L, I, P )
��$�� ��� L = {{T, H, E} × [0..∞] × {To, NT}}� I = {(T, 0, T o), (T, 0, NT )}� �� P =
{R1, R2, R3, R4} �&� R1� R2� R3 ��� R4 ���� ��� ������ �� ��������� ���&����� �

R3 :

���� XT ∈ {To, NT}R1 :

� {}

R2 : � {}

� {

X, X′, Y ∈ {T, H}
nt, nt′, m ∈ [0..∞]

� {}

; m < nt′

(T, nt, XT ) (H, nt, XT )

(E, nt, To)(H, nt, To)

(E, nt, To) (T, nt, To)

(X, nt + 1/d, NT )(X, nt, To)

(X′, nt′, NT ) (X′, nt′, To) (Y, m, NT )

(X, nt, To) }
R4 :

�
�����
 R�R�1� J� ���� ��� d ��� �� ����� �� ������

8�8�$ ������ �� �� �
������
�

)�� ,3,3�3  ��	 (G, λ) �� �����
 ����
�
 �	���
	� 	
� ��
 	��� �
� ��
�� ��	 �#�	���
		

(T, 0, NT ) ���� �
 ��
�� ���	�����" ��� ������
 �
 �
	��" � �#�	���
		
 (T, 0, T o)�  ��	 (G, λ′)

�� �����
 �	���
	� 	
� ��
 ' G(V, E, λ)
∗−−−−→

R21

G(V, E, λ′)� !���� �
 �����
 G(V, E, λ′)

��	�����	 '

,� &��	 ��
�� �
�	 �
����
� �� �
�	��� ���	���
 
	 �� �����
 ��� �	�	 �
 T � H�

-� %
 ��
�� (E, nt, To) ��� ���	 �
 �� �
�	��� ���	���
 �����
 ��� �	���
		
 � (T, nt, To)�

.�  
��
� �
� ��
��� ��� ������
�	 �
 �
	�� �
��
�	 
�	�
� ���� �� �
�	��� ���	���
�

$�����	��	���� 
� ����&� �� �� ���������� ��� ���#������ ��� ������ R1 �� R3 �� R2 ����
�� �������� ����������



&�&� 1����� ������	�� ��� �������� �$������	�� 1������� 11�

-&� �� ���������� �� ����� ���&��� ��� �������� �

)�� ,3,3 3 %#
�������� ��	�
��
 
�	 ������
 ��� �#������	��
�

 ��# ���������� ������������ ������� ) &���$��� �� ��������� �� �������� �� �� ���&���
%��� �� ��������� ���� �&��� ������ �� ���# ������ ���� �� ���������� 
� ������� �������
) ��������� ����� ��� � ����� ���� ����� ���� �� ������ �� �� ����� ) ���� ��� ���� �� �����
���� ������ ���� �� ������ ��������

)�� ,3,3%3 0� �# � ��#�� �
�� ��
�� ��� ������
 �
 �
	�� 
	 �
 ��
�� 
�	 �	���
	�
(X, nt, To) 
	 �
� ��	�
� ��
��� ���	 �	���
	�� (X ′, nt′, NT )" ��
� X ∈ {T, H, E} 
	 X ′ ∈
{T, H}�

$�����	��	���� %��� ��������� � ������ ���� ���&��� ������ ��� ���������� ��� �����
����� �� ��������� ��� ��� �� ����� R4� %������ ��� ������ ������ 7R1� R2 �� R3: �� ����$���
��� ������������ �� ������
'������������ �� ��� � ����� ���� ����� ��� ������� �� ������ +�������� ��� ���� &��� )
������� k �� �������� ��� E� ����� �������� &��� ) ������� k + 1� - ������� k� �� ��� � �����
���� ����� ���� �� ������ ��� � �� ������ +��� u � ������ 6���� ���� ���&��� ���) ����
����� ������������ �� �� ����� R4 ���� ���������� 
����������� ��� ������ ������ �����&�
������������ +� �� �������� �� ����� R4 ����� �� ����� u �� �� ����� v� �� ����� ����� ��
����� u �� ����� v�  �� �� ��� � ����� ���� ����� �&� �� ����� ��� ��� �� ����� v�  ��X
����������� ��� �������� &����

)�� ,3,3(3 0� 
���	
 �� ���� �� ����
	 ���� �� �
�	��� ���	���
�

$�����	��	����  ������ �� ����� ��������� �� ���#���� ����� ���� ����� ���� �� ������ ��
������� �� ��������� ��������� �� �������� ����� ��� ������ ��� ��������� �� ����� ���&���
������ �� ������ ��������  ��X �� ���������

 ��� Z2[� ��� ����� � ��� ����� ��� ��� ����� ��������� ������� ����� ��� �&� ���
����������� �� (1 − ε)� �� ����� ���� �� �C�� ������� ��� ���� �� ����� ��������� �� �&�
��� ����������� ε� �� ����� ����� ) �� ����� &����� ���� ��$���

&$���"� ,3,3%3 @;C@=���
 ���
��
��
C  ��	 G = (V, E) �� �����
 ����
�
" S ⊂ V " v ∈ S

	 x ∈ V �  ��	 Δ(x, v) �� �����
�� �� ���� �
	�	 ��
��� 
�	�
 �
 ��
�� x 
	 v ���� G 
	
Δ(x, S) = minv∈SΔ(x, v)�  ��	 β = 1− ε� 0� 
���	
 ��
 �	��	���
 ���� ����
��
 �� ���������	�
�	�	�������
 � S 
�	 �� �����

∑
v∈S d(v)

∑
v∈S d(v) +

∑
x/∈S βΔ(x,S)−1d(x)

.

&$���"� ,3,3(3 @;C@=���
 ���
��
��
C  � G = (V, E) �� �����
 ����
�
 �
 �
��� �����
��� Δ� !���� ���� 	��	
 �	��	���
" �� ���������	� �	�	�������
 ���� 	��	 ����
	 
�	 �� ����
ncε−1 ���� ��
 ����	��	
 c ���
����	 �����
�
�	 �
 Δ�



1�4 
��	��� &� �������� ��� ����������

. / ������
������


��������������� ��� ���# ����������� ������ ����������� ��� �� �C��� 
� �����
��T����� ������ ��� ������������ �� �� ����� R4 �X ���� �� ������� R20 �� ������� ����
���3����
 ������ ������������� �� ����� &����� �� ����� ��� ����� �� ������� �������
3����
I�� �� ������� R21 ������ ������������� �� &����� �� ���������� ��� &������ ��� ���
���� ������� ��� �� ������� ��� �������



&�.� ����������	�� 1�1

������	
��

�� ������������� �� ��� ��������	���� �� ��������	 �
 	���� ��

����� ��!� �

�

�� ����������!�� �� �#������ �� ��������	 �
 	���� ��

����� ���� �

�

�� ������������� �� ���������	����  �� ��������	 �
 	���� ��

����� ���� �

�

 $��%	��&�'�� � (( )������� �*+����	� ,�
	 +*�	� 
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�� � $��%	� ��  ��	�����	 � ((  $��%	� � � *-+*
� �* ,�
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�� 	/�*�
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1�� 
��	��� &� �������� ��� ����������

8�:�� 5�������� �������������

 ��� ���� ������ ���� ���������� �������� ��������� �#����������# �������� ������"
������ ��������� �������� ������&���� 
� ��� �� ����� �#������������� ��� �� &������ �����"
���� ������������ ��� ���� �&��� �&����� ���� �� ������ ���������� (��� ���� ���������
��� �� ������ �#����������� �� �� ��������� �� �����
� %��� ����������� ���� ������� ��
����� ����� ��������� ���� ����� ��������� ������ ������� ��� ���������� ���� �� �����
����� ����� ����� �&� ������ H &� �������� ���� ���&��� ������ ) ������ E�  ��� �� ��"
����� ���&���� ���� ���������� �� ����� ����� ��������� �#���������� ������ ��� *������
���� �������� ������ �� ��������

=��
$ &���� &�
� ���� �0����� &�
� ���� �0�����
7R20: 7R21:

6��\�� 30 2771.29 165.31
-���� 100 10550.96 1593.24
-�����# 30 1164.27 152.31
-�����# 100 19036.93 524.16
@����� 30 1214.82 367.44
@����� 100 5996.26 1463.86

@����� ������ 30 1740.15 937.25
@����� ������ 100 19212.52 9848.44
@����� ��������� 30 1708.64 966.44


�� �#�������������� ���� ��� �������� ��� ����� ��������� ��� ������������ �������
���� �������� ��� ����� �� ����� ��� ���������� ��� 36 ���� �� ����� ����� ���� ���
����� ��������� ��� ������� (���� ��������� �������� �� ������ �� �������� �� ����� ����
�� ����� ��� � ��� &����� ��������� ����� � ��� ���� ����� �� ���� �� ����� ���������
������� ���� ��� -�����# �� �� ������ �������  ��� �� ������� ��� �� ����� ���� ���
����������� �� �� ������ ���� � ���� ���� �� ������ %��� ��� ������� �������� �� ����� &�
&��� ��� ������ ��� ����� ��� ����� ��E� �� ������



%#���"��#� �� &���&����1��


�� ���&��# �� ������� ��� ���� &����� �� ��������� ���� ���� ����� �� ������� ��
����� �������� 
� �������� ������ ��� ��������� �� ��������� �� ��� ����&�� �������������
����������� ��� ��� �� ���� ������� ����&����� ���� ���� ����� �� �������� �� ���������
�� ������� 
� ���#���� ������ ��� ������� ) �� �������� �� ������� *������� 9�$�
���#������������� �� ��������� �� ��������� ����������� �� ������� �� ��������� ����
�������� ���� �� �������� �������
6���� ����� ���� � ������ ��������� ����� ������ �� �� ������� � �� �������� �� ��������
�� ���#�������������� 
������ *������ �� � �������� ������� ������� �� ���� � �� �T�� ������
����������������� �� ����� �� �� &��������� �� �������# ������������

) ����"� � ���	����� � #��
$ �


�� �������� �� ��������� �� ������� �� ���� ������������ ��� ����� ����#� ���� ���
������� �� ������������ ��� ����������� ���������� ����� ��� ��� ����&�� �� ���� &�������
��W�� ������������ 
�� �������� �� ��������� �� ������ ��������� �� ����&�� ������� ����
������� �� ������������ �� ���� ������ �� �������� ������ ��� ���� ����������� J�� �������
����������� ����������� ���� ��� ����������� �� ������� �� ���������� �� ��������� ����
���� ���� ���� �� �C�� &������� 
� ����&� �� &������� ��� ����� ��� ��� ��&�������� 
��
��&������� ���� �� �������� �� ���������� ��� ������� �������� &��� ) ����� ������� ��
���#������ �� �������� (���� ����������� � ������� ) ������� ��� �������� �� ���������
�� ������ �� ������� ) ��� ��������� ��� ����� ����#� %��� ���� ���� �&��� ������
��� ����"������ �� ��������� ��# ������ �#��������� 6�� ����"������ �� ������� ��� ���
�������� �� ����&� �� &������� �� �� ����������� �� ������� �� ��������� �� ������� ���
������ ����� ���������� �� ���� �� ���� ����� ������ �� ����������� ����������� ���� ���
��� ����������� �� ���� ������� ����&���� �&� ���������

(��� �&��� ����&� ��� �� ������� �� ���# �������� �� ��������� �� ������� ��� ��
������� ��� �����&� ��� ���������� ��� ���# ��������� J�� ���� �������� ���# ��� ����"
������ ��� ����������� ���������� � �� �������� �� �������� �� ������������ �� �� ��������
�� ������������� ���� �&��� ��������� ������ �� ��������� �����&����� �� �� ������&�"
���� ���� ��� �������� ��� �������� 6���� �������� ���� �&��� ����$� �� �������� �$� ��
��������� ���� ���&�����W������&������
6�������� �� �������� �� ����������� ������� ���� ���������� ���������� ���# �� �� $"
����� ���� ) ��������� � ������������ ������ �� ����������� ����� �� �� �� ������ ����

1�	



1�3 
������	�� �� ������	���

 ��� �� ������� ��� �� ��!� ���T����� ����� ���&��� ������� ����� �� ���������� �� ����"
����� ���� ���������� �������� �� ����������� �������� 9� �T��� ��� ����� ����� ������
�� ����������� ������ �� ���&� �� ���#���� ���������� ��� �� �������� �� ����������� ���"
���� ������ �� ������ ��� �� ������� ���������� � $���
 ��� �� ����� ��� ����� ���&��� ������� ���� C��� �T���� �&� ������������ �� ++% ZN1[�

����&����� �� �� ���������� �� ���� �� ����� ����� �� ������� �� ���� C��� ����������
%�� ������ �� ��� ����� ��� ���������� ������������ �� ++% �� ������&� �� ����� �� �����
������) � ����� ������ �� ����������� �������� ���� ���� ��� ������ �#������ ������������
�� ++%�
6�������� �� �������� �� ������������� ���� �&��� ������ �� ������� �������� ���
�� ������� ���������� 9� �T������ ����� ���&��� ������� ����� �� ���������� ���"
����� �� �� ������������� ���� �������� ��� ���������� ���� ������� ��������� 9�
�T��� ������������� �� ������������ ��� ���� �� ������������ �������� ��� ������&�� -�����
��� ��� ���� ��� ������ ���� ���� �� �C�� ������ �� ������������ �� ������&� � ���
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�� ���#���� ���������� �� �������� �� ������
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��������� ��� ������� ������������ ���� ������� 0�� ����� �������� ������ ) ��V��� ��� ��
�������������� ���� ��� ��� ������ ��� ������������ ����� ����� �� ������ ��� �� �����
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