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L 8���������� ��� ���� e = {x, y} � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � L�

O Y � G = #D< �� X �� � ����� � Y � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � LL

� � ����� G � ��������� ���< ��� � ���� ������������� TD � ����� ��� � G� LO

N ��� �������� γ �� � ��������  ��� G �� H� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � L	

M ��� ��������� � � ���� BH � H �
��� � ���������� � �������� ����� � G � � � L


	 δ : V (K) → V (H) �� � 0
���H�������� � ����
� r� γ : G → H ���������� ���
���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � LQ
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Q 8���� CT �� ��� AH������� �
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NM

P 4������������� � ��� ����������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NP

L� ;������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � M�

LL ?������ ������ �� ������
�� � ���������E��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MO

LO :������� ΠA 
���� ��� >>: ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � M�

L� ="����� � ⊕H���������  �� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
N

LN �������� �
�� r �� G ������ G′� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
M

LM =������� ����� ���
����� �
��� �� ����� ����
������� � � � � � � � � � � � � � � 



L	 ="������ �������E��� ��� �������� ���� � ����� �� � ��� ��������� ������ � � � QN

L
 ;������
��� ����
������ � ��� �������� ��������� �� ����� � � � � � � � � � � � LOM

LQ � ����
�������� ������� ������� pi ��� pj � � � � � � � � � � � � � � � � � � � LO	
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�������� �� ���� ��� ���������� � ���� �������� �� � ������ �����0
���� � ��� ���! � 
������ ���
����� �� ����������
� �������
��� �������� ���� ��<  �� � ������� P < ����� ��
��
�"��� ��7����� ����������  �� ������� P ��� ���� � ����� ���
����� ��� �� ������� �� � 
��0
�
������!� ������ �� �� ��������< ����� �"��� ��� ��7����� ����������  �� ������� ��� ��������
������� �� ����H������ ������!� ��� �� ������!� ����������� �� �������� ������� ;��������
������! ���������� �� �� ���������  ���
�� ���� ������� �� ����� ��� ������� ���
���� � �
����� �������
��� ��������

�� ���  ���������< �� ������� ��� ��� ���� � ��� ������ �� ������E���
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���� ������� �������� �� �������� � ��� ����� ����������� �������� ���� �� 
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�  �� ���

������������ � ��� ������� ���!� 5���� � ���< �� ������
�� ��� ������ � ����� ��� ��� �������
��������� ������ ���< �� ��)�� ��� ����� � ������� ������ ��� �
������� ��� ��!� ���������
� ����� ��������������� �� ���� �  ����� ��)������ � ��� ������ � ����� ����
������� �� �������

���
 �� ��������� ��� �� 
�� ����� �����
�
���� !����"��#

���� ���� ����� ���� ��� ������������ � ��������� ����� ����� ��� ���������
� ���H
���! ���������� ���� ����������
� ����������� ����� ���������< ������ �	����
������< ��� � 
��� ������ ��� )��� ��� �������� ��� ���������E��� ���� ���! �������� � ��� ���� � ���������
���� !�������� ���
� ���� ������! ���������� �
�� �� ��� ��E� �� ��� ��������� ��� ������
���� ����
��� ��� ���������E��� ���� ���!  ���� 
��� �����
� !������ �������� ���
� ���

��������� ������!� +� ���� ���� ���� ���� !��� � ���������E��� ��� ��� �
������� ���
���������E����� � ��� ��������� �� �������� �� ����� 2  ��� ���� ������ B�����������< ��
���� ����� � ���� ������� � ���������< � ��� )��� ����< ���� ���
�� � ���������E����� �� ���
����� ������!� ����� ���������E��� ��!� ��������� � �����
� ������! ���������� ��� 
��
�����������  ���
��� �
�� �� �������E�����< �� ��� >>: ��������� ��������� �� >E�����!�
�� ��� R>>:QMS� �� ���� �� ������ ���� �� ����H������ ������!�< �� �� �������� �� ������
�� �
���������E�� ���� ���� ��� ���� ���� ������! !��������� ��� ��� � ���� ������� ���� ��
������� �� ��� ������������ � � ��� ����������� ����< ����� � ���������
� ��������� ���
� ���������E��< ������
��� ��� ����������
� ��������� ���� ���
����� ��� �"��
���� � ���
���������
� ������! ���������� ��� ��� ��������� ��������� �� ���� ������� ��� ������� ��
����� ����
��������
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��� ����������� � ����� ����������
�� ����� ����
�������� +� ������� � ���
���� ����� �� ��� 
�� � ����� ���
����� ����������
�� ��� ����� ����
������ ������������ ��� ����� ���� � ����� ���
����� ���������� �� ��
���
�� ��� ��E� � ��� ���
� ����� �� �� ���0
��� ��� � ����� ����� �������� �
���� 2���
��� ����� �� �����
�����< �� �� ����!�� � ��� �� �������� ����� ������� �� � ����� ����� � 
�����
����� ������� � ���� �� ��� ����< ���� �� �� ���
��� ���� ��� ������� ����� �����)�� ���
�������� ����������E�� �� ��� ��� � ���
����� �
��� ��� ��� ��� � �����
����� ������� ����
���� �� ������� �� ��� ���������

�	����� /� � ���,�,������� �������	
 '�� ����� ��������

� ���
����� �
�� �������� �� ��������� � ����� G ����
�� � ����� G′ ������ � ������� ��E��
�� � �������
��� ����������� �� ��
��  ��� ��� ���� ����� �������� �"��
����� � ���
�����
�
��� ���
� �� ����������� �
�������� �� �� ���
�� ���� �������< �� ��!� ��������� � 
� kH����� �������� ��������� �� �����  ���� 
� ���
������� �� ���� ���< �� ���� ���������
�� ��������� ���� �� ���� �� ����� ��� kH����� �������� �������� �� �� !���� ���� ����� ��
�� .�� 1���� ���������  �� ������� ��� kH����� �������� �������  �� k ≥ 3� 5�� ���� ������
�� 
�� � ������������� �������� ����� �� ��� �������
��� ����
������ � ������ ����� � 
������� ������ ��� ����������� � ��� �������� ��������� ���� �� ������ ��� �� ���� ��H
����
�� ���� ����
�������� ��
������� ���� �������� ��� �
����� ���� � ��� �������� ����������

�	����� *� &���������� �' ����	 ���������� "��	 ����� ��
���������

2�� � ��� ���� ��������� ���������� �� ��� )��� � ����� ����
������� ������� �� ���
 ��� ���� ���� ����� ������ ��� �������� ���
��
�� � ��� ����� 
��������� ������ 2� ����
��
� ����< �� ������� �� ���� ������� � ��� �� ������ ����� ����� ���
����� �
��� 3�����"
��������< ���� ��������< ���� ����������� ��� ���� ��������6 �� � �������
��� ������ ����
������� �� ��� ��0
�������� � ��� ����� ����
�������  �������!� ���� ����� �� ��� �������
� ����	 �������
� ����� >�������  ��� ���� �������� ������< �� ���� ������� � �����������
�� ������ ���
����� ���������� �� �
� �������
��� ������������ �� � ������ �����0
����<
�� ���� ���� ���� ��� ���������� � ������ � ��
���� ��������� ��)����� �� ��� �������
������ ����� ����� ��� �� ������� �� � �������
��� ��� ��� ������ ���  �������! � �����
����
�������� +� ���� ���� ����� � �������� ������� ������������ ������� �
� �������� � 
���
����� ���������� ��� ��� ������� � ������� ����� ���
������� ��������� �� ?�����< #'H
������ ��� #
������ R?##�NS� �� ���� �� ���� ������� ���� ������������ � ����	 �������
�
����� ���� �����<  �� ������� ������� � ����� ��������< �� ���
������
��� ����� � ����� ����H
���� ������� ��� ����
�� � ���
���� �� ����� �� ���� ���� ��� ������ � ��� �������� ��������
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�� ��� ���� ������� �� ������� � �������
��� ��������� ���� ����!� ��� �������� � �����
���������� ����������� ��� �������� ��������� ��!�� ��������� � �� �������� ������� � 
������ ����!� R.��
QS �� ��� ��� � ������� ����� � �
��� ������
��� >�������  ��� �����
���������< ��� ��������� �� ���� �� ��������� ��� ������ ����
�� ����� ��� ������ ��� ������
�
���� ��� ����
������� ���� ��������� ���������� � ���� ���� ������ �� �
����������� ����!
��� ����������� � ������� �"��
����� �� .�����
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��� �� ����� �� � ���H����� ���������� ������� ��� )��� ����� �������� � �
���� � 
���������� �������< ���� ��)�� ��� �������� � � ������ �������� ��� ������ ����� ����������
������ �������� � � ������ ���������� ������ ���� ������ ��� ������������ ����� )���H�����
���������� �������� =��� ���������� ������ �� ��)��� �� � ������������H�7��� �����< �����
��� ������������� ����� �� .���� ��� �"��
������ �"������� �� ��� ����� L∗∞� ���� ����� �� ��
�"������� � ��� )��� ����� ����� �� ����� � ��
����� �����< ��
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�������� � �
� ����
������
������ +� ���� ���� ����� �
� ��� �������������� � ��� ����
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������"��� � L∗∞ ��� ������ ��� ���� ���
�� � ���� �������� ���� ��< ��� ���������� ������� ��
����� ����
������� ��� ����� ������������� ��� ����
���� �� :��#= ��� �� ����������� ��
.����� +� ���� ���� ����� ���� �� �������� � ���� �� ��� ������
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�2��	��� �3� � ��
��� ���������� ����� G �� � ���� (V,E)! ����� V �� � ��� 
� ��������!
��� E �� � ��� 
� ������ "��� ���� �� �� ��
������ ���� 
� �������� �������� u ��� v! ���
���
�	 {u, v}� ��� ���� 
� �������� ��� ����� 
� � ����� G ��� �����������	 ���
��� �	 V (G) ���
E(G)� � 
��������� G �� � ���� (V,E)! ����� V �� � ��� 
� ��������! ��� E �� � 
������� 
�
������ � ����� �� ������ � ��
��� ����� 
� � 
���������� ��� ����������	 
� V (G) �� ������	
���
��� �	 n! ��� ����������	 
� E(G) �	 m�
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�� ���� �������< ��� ���� ����� �� ��� �� ���� ������ ������ ��� �
���������� �� ��� ���������
�������� � ��� ������< 
����� ������ ���������< �� 
�� ��� ���� �����  �� ������ ���������

��������� ������ �� ���� �����< �� 
�� �������� ������ 3������ ������ � �
���������6� �� �
�������� �����< ���� ���� �� �� ������� ���� � ��������< ��� �� ����  ��� �����" u �� v ��
������� (u, v)�

.�� G = (V,E) �� � ������ 5�� ��� ���� e = {u, v} ∈ E< u ��� v ��� ������ ��� ��� �
����
� e< ��� e �� ������ �� ���� ������� u ��� v< �� ���������� u ��� v� ��� �������� u, v ∈ E
��� ��#����� 3�� ������
��6 � ����� �� �� ���� {u, v} ∈ E� � ��� �������� u ��� v ��� ��������<
�� ���� ��� ���� u �� � ������
� � v< ��� ���� ������ � �����" v ∈ V ��� �� ���� e ∈ E ���
������ �������� � e = {u, v}  �� ���� u ∈ V � ��� ������ � � �����" v �� G �� ��� �
���� � 
����� ���� ��� �������� ���� v< ��� �� ������� �� deg(v)�


�2��	��� �3� � ����� G′ �� � �������� 
� � ����� G �� V (G′) ⊆ V (G) ��� E(G′) ⊆ E(G)�
$� G′ �� � �������� 
� G! ���� G �� ������ � ���������� 
� G′� � ����� G′ �� ��� �������� 
� G
������� �	 W ! ����� W ⊆ V (G)! �� V (G′) = W ��� E(G′) = {{u, v} ∈ E | u, v ∈ W}� %�
���
 ��	 G′ �� �� ������� �������� 
� G� &
� ��	 W ⊆ V (G)! ��� �������� ������� �	 W ��
���
��� �	 G[W ]� � ����� G1 = (V1, E1) �� � �������� �������� 
� G = (V,E) �� V1 ����� ���
�������� 
� G! ����! V1 = V �

� ���� W �� � ����� G �� �� ����������� ��0
���� (v1, e1, v2, e2, ..., ep, vp+1) � �������� ���
����� (p ≥ 0)< �������� ��� ������ ���� � �����"< �
�� ����  �� ���� i, vi ∈ V < ��� ei ∈ E< ���
ei = {vi, vi+1}� ��� ���! W �� ���� ������ � ���!  ��� v1 �� vp+1� 1������� v1 ��� vp+1 ���
������ ��� ��� ������ � ��� ���!< ��� ����� �������� ��� ����� ��������� +� ���� ������ v1 ���
)��� �����" ��� vp+1 ��� ���� �����" � ��� ���!� ��� ������ � � ���! �� ��� �
���� � �����
�� ��� ���!� +� ��� � ���! W �
�� ���
��� � �����" v � v = vi  �� ���� i ���� 1 ≤ i ≤ p + 1<
��� W ��
��� v � W ���� ��� �� ����
�� v�


�2��	��� �3% � ���� �� � ����� G �� � ���� �� ����� ��� �������� ��� �������� '��� ����� ���
����� ��� ��������(� � �	��� C �� G �� � ���� �� ����� ��� ����� ��� ��������! ��� ��� ��������
��� ��������! �)���� �
� ���  ��� ��� ��� ���� �����)! ����� ��� �*����

� ���!< ���� �� ����� H �� � ����� ��� ���� �� ���� �� � �
������ � G< ��� �� ������ ���
��� � �������� �� H �� V (H)< ��� ��� ��� � ����� �� E(H)�


�2��	��� �3' ��� �������� ������� ��
 �������� v ��� w �� G �� ��� ������ 
� � ��
�����
���� ��

 v �
 w �� G� ��� ���
���� 
� � ����� G! ���
��� Δ(G)! �� ��� �������� ��������
������� ��	 ��
 �������� 
� G�

��� �������� ��� �
������� �� � ����� G � ����� �� � ���� ������� ����� � ����� G ��
��������� � ����� ���� � �������� � G �� ���������� � 3���������6 ��������� C � G �� �
��"���� ��������� �
������ � G< ����< C �� � �
������ � G ����� �� ���������< ��� �����
�� �� �
������ � G ����� �������� �������� C ��� �� ���� ���������� �� ���� e = {u, v} ��
���� �� �� ������� � deg(u) = 1�


�2��	��� �3* � ���� �� � ��
��� �
������� ����� ����
�� �	����� � �
���� �� � ��
��� �����
����
�� �	����! ����! � ����� �� � �
���� �� ��� 
��	 �� ���� 
� ��� �
������� �

�
����� �� �
����� +
�� ���� �� � ����! ����� �� � ���*�� ���� ������� ���� ���� 
� ��������� � �������� ����

� � ����� G �� � ���� ���� ����� ��� ��� �������� 
� G� � �������� �
���� 
� � ����� G �� �
�
���� ���� ����� ��� ��� �������� 
� G�



�	�	 ������ 
��������� P

� �

��� ���� �� � ���� T ���� � �������
����� �����" r ∈ V (T ) ������ ��� �

� � T � �� � ������
���� T < ��� ����������� � � �����" v ∈ V (T ) ��� ��� �������� � ����� ��� ���� �� ��� ����
���� ����
�� v� ��� �������� � v ��� ��� ����������� � v ����� ���� �������� ��� �� v� � v
�� ��� ��� ����< ���� ��� ������ � v �� ��� 
��0
� �����" � ����� v �� � ������ ��� ������ � 
� ������ ���� ��� ��� �������� �����
� ��������� ��� �������� ����� ��� ��� ������ ��� ������
�������� ��������� ��� ����� � � ������ ���� T �� ��� ��"��
� �������� � ��� �����" �� T ��
��� ����� ��� ����� � � �����" v �� � ������ ���� T �0
��� ��� ����� � T ���
� ��� ��������
� v �� ��� ����� -���� ��� ���� ��� ����� d< ����� d �� ��� �����< ��� ��� �������� �� �����
E��� ��� ������ ����� ���� �������� d �� ��� �����


�2��	��� �3+ � �

����� ����� 
� ���*�� �� � ��
��� ����� �� ����� ����	 ��
 �������� ���
��#������ ��� �

����� ����� 
� k ��������! ���
��� �	 Kk! �� ���
 ������ � k,���*��� � ���*��
�� � ����� G �� � �������� 
� G ����� �� � ���*��� ��� 
�)�
�
 ���*�� ���� 
� � ����� G ��
��� 
�)�
�
 ��
��� 
� �������� 
� ��	 ���*�� �� G�


�2��	��� �3� ��� ������
��

� 
� � �����) v �� G = (V,E) �� ��� ��� 
� ��� �������� �����
��� ������
�� 
� u� ���� ��� �� ���
��� �	 NG(u) = {v ∈ V | {u, v} ∈ E}� -���
���	!
|NG(u)| = deg(u)� IG(u) ���� ����� �
� ��� ��� 
� ��� ��� ����� �������� �
 ��� �����) u�


�2��	��� �3. &
� ��
 �������� u, v ∈ V (G)! d(u, v) ���������� ��� �������� ������� u ���
v �� G� .
��
���! �� ���
�� �	 BG(v, k) ��� ���� 
� ������ k ���� ������ v! ���� �� ��� �����
���� �������� ��� Vv = {v0 ∈ V |d(v, v0) ≤ k} ��� ����� ��� {e = (u0, v0)|u0, v0 ∈ Vv}� $� k = 1
�� ������	 ��� BG(v) ������� 
� BG(v, 1)�


�2��	��� �3$ ��
 ������ G1 = (V1, E1) ��� G2 = (V2, E2) ��� ���� �
 �� ��


����� ��
����� ��� ��#����
�� f : V1 → V2 ��� g : E1 → E2 ���� ���� �
� ���� v ∈ V1 ��� e ∈ E1! v ��
�������� ���� e �� G1 �� ��� 
��	 �� f(v) �� �������� ���� g(e) �� G2� ��� ���� (f, g) �� ������
�� ��


�����
 ��

 G1 �
 G2�

� G1 ��� G2 ��� ������ ������< ���� �� �
U��� �� ���� ��� ��������� ������� ��� �������� � 
G1 ��� G2< ����< G1 ��� G2 ��� ���������� � ����� �� � ��������� f : V1 → V2 �
�� ����  ��
���� u, v ∈ V1, {u, v} ∈ E1 � ��� ���� � {f(u), f(v)} ∈ E2� 5�� ������ ������< �� ���� ���
���� f �� �� �����������  ��� G1 �� G2�


�2��	��� �3�4 � �




�����
 ������� ������ G = (V (G), E(G)) ��� H =
(V (H), E(H)) �� � 
������ γ : V (G) → V (H) ���� ���� �� {u, v} ∈ E(G) ���� {γ(u), γ(v)} ∈
E(H)� $� γ �� ��#������ ��� γ−1 �� � �




�����
! ���� γ �� �� ��


�����
�

�3�3$ (���	� ��
 ������

� ����� ��� ���� �� ���������� �� � ������� ���
��
�� � � ������� ����� -����< ���������� � 
������ ��� �� ������� �� )���H����� ����� �� �� ������H����� ������ �� �
��� �
� ���� 

�����
���
��,
���� �
���< ����� 0
����)������� ���� ���� � �������� ��� ���� � ����� ��� 
���< ��
� ���������� ����� 
� ������� ����
��� �� ����� ���� 
�
�� ����� ���������� ��� �� �������
���  �� ����� ��� ��� ������ ������������ ���
��� R8�
P��S� ����� ������������ ���
��� �� ���
����  �� ������H����� �����< ����� 0
����)������� ���� ������ ��������� ��� ���� �� 
���� ���
���� � ���� ������� �� �� ���� ������� � ������ ������������ � ��� ������� ������H����� �����
� ������ 3#>2.6�



L� ������� �	 
����
�������

������� #�����
����� ��"��3 #>2.  �� ������ G = (V,E) �������� � � ����
��� ��
����� ���������� ��� �� �
��� ����

• ��� ����� ����������� ∧< ∨< ¬< ⇒< ⇔ 3���� ����� 
�
�� ��������6<

• �������
�� ��������� ����� ��� �� �����" ��������� 3���� ������ V 6< ���� ���������
3���� ������ E6< �����" ��� ��������� 3���� ������ P(V )< ��� ����� ��� � V 6< ���
���� ��� ��������� 3���� ������ P(E)6< ��� �"������� ��� 
�������� 0
����)��� �������
���� ��������� 3∃ ��� ∀< ������������6< ���

• ���  �������� ������ ����������

5 v ∈ W < ����� v �� � �����" �������� ��� W � �����" ��� ��������<

5 e ∈ F < ����� e �� �� ���� �������� ��� F �� ���� ��� ��������<

5 Wv ��� w ��� �������� �� GX< ����� v ��� w ��� �����" ���������<

5 Wv �� �������� ���� e �� GX< ����� v �� � �����" ��������< ��� e �� ���� ��������<

5 �0
�����  �� ����������


�2��	��� �3�� 6�#
��2�����7 ����� ��
������� ���� ��� �� �� ��� �	 �� ./-� �����,
���� ��� ������ ./,�� ����� ����� ��
��������

�3�35 ������������ ��
 -�����

.�� e = (x, y) �� �� ���� � � ����� G = (V,E)� 9� G/e �� ������ ��� ����� ��������
 ��� G �� �
��������� ��� ���� e ���� � ��� �����" ve< ����� ������� �������� �� ��� ���
 ����� ��������� � x ��� � y� 5�������< G/e �� � ����� (V ′, E′) ���� �����" ��� V ′ :=
(V − {x, y} ∪ {ve} ��� ���� ��� E′ := {{v,w} ∈ E|{v,w} ∩ {x, y} = Y} ∪ {{ve, w}|{x,w} ∈
E−e∨{y,w} ∈ E−e} 3��� 5��
�� L6� #��� ���������< � X �� ������� ����� ��� {Vx|x ∈ V (X)}

y

G

ve

G/e

e

x

,��*�� �- ���
��	
��� 
�� ���� e = {x, y}

�� � ��������� � V ���� ��������� �
����� �
�� ����<  �� ��� ��� �������� x, y ∈ X< ����� ��
� Vx − Vy ���� �� G � ��� ���� � {x, y} ∈ E(X)< �� ���� G �� #D ��� ����� G = #D�
��� ���� Vx ��� ��� ������ ���� � ���� #D� ���
�������< �� ������ X  ��� G �� �����������
����� ������ ��� �� � ������ �����" ��� �������� ��� �������� ����� �� ����� ���� ��� ������ ��
��)���� ������< ������ ���� ��� ������� �� �� ��)�����

� Vx = U ⊆ V �� ��� � ��� ������ ���� ����� ��� ����� ����� ������ ��� �������� �
�� � 
� ������ �����"< �� ���� ����� G/U  �� ��� ����� X ��� vU  �� ��� �����" x ∈ X �� ����� U



�	�	 ������ 
��������� LL

���������< ��� ����! � ��� ���� � X �� �� ���
��� �
������ � G� ��� ����������� � � ������
���� {u, u′} ��)��� ������� ��� ���� �� ������ �� ��� ������� ���� � U := {u, u′}� 5��
�� O
����� ��� ������ ���� ����������� � � ����� G�

G
Y

Vz

x

z

X

Vx

,��*�� �- Y � G = �./ �� X �� � ����� �0 Y

�������	��� �3� G �� �� .0 �� ��� 
��	 �� X ��� �� 
������� ��

 G �	 � ������ 
� ����
�
�������
��! ����! �� ��� 
��	 �� ����� ��� ������ G0, ..., Gn ��� ����� ei ∈ Gi ���� ����
G0 = G, Gn = X! ��� Gi + 1 = Gi/ei �
� ��� i < n�

����(3 ��� ���� � ���� ����������� ��� �� ���� �� � ������� ���
����� �� k = |G| − |X|� �


�2��	��� �3�� $� G = .0 �� � �������� 
� ��
���� ����� Y ! �� ���� X � 
��
� 
� Y ���
����� X � Y �

�����, �3� "���	 �������� 
� � ����� �� ���
 ��� 
��
�1 �� ����������! ����	 ����� �� ���

�� 
��
�� 2	 ��
�
����
� 3�3! ��	 
��
� 
� � ����� ��� �� 
������� ��

 �� �	  ��� ��������
�

� �������� ��� �����! ��� ���� �
��������� �

� ������� ������ 4
�������	! ��	 �����

������� ��

 ��
���� �	 �������� ������
�� ��� �
�������
�� '�� ��	 
����(! �� ��� 
��
�5 ����
�� ����� �
� 
�� ������
� 
� �
�������
�! ��� �
��
�� �
� ������� ��

 ��� �����������	 
� ���

��
� ������
� '��
�
����
� 3�3(�

�3�3/ .���"�
�	 ��
 ���	"�
�	

�� ���� �������< �� ���� ���� ���!���
�� �� �������� �� ��� ��������� � � ������ ��� ������
� ��������� ��� ������
��� �� 4�������� ��� >����
� R4>Q�< 4>Q	S�


�2��	��� �3�% 68��� ���������	��� ��� 8������	!7 � ��� G = (V,E) �� � ������ �
���� ���

�
����
� TD 
� G �� � ���� (T,X )! ����� T = (I, F ) �� � ����! ��� X = {Xi|i ∈ I}
�� � ��
��	 
� ������� 
� V ! 
�� �
� ���� �����) 
� T ! ���� ����

•
⋃

i∈IXi = V !

• �
� ���� ���� {v,w} ∈ E! ����� �� �� i ∈ I ���� v ∈ Xi ��� w ∈ Xi! ���

• �
� ��� i, j, k ∈ I! �� j �� 
� ��� ���� ��

 i �
 k �� T ! ���� Xi ∩ Xk ⊆ Xj �



LO ������� �	 
����
�������

a b c d
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ab bc cd df

def

dfi

dikijk

fi fhi fgh

G TD

,��*�� �- ! ���
� G �0 
������
� 
��/ ��� � 
��� ��	��
���
��� TD �0 ���
� 
�� �0 G�

��� ��������� 
� ����� 
� � ���� ���

�
����
� ((I, F ), {Xi|i ∈ I}) �� maxi∈I |Xi| − 1����
��������� 
� � ����� G! ���
��� tw(G)! �� ��� 
���
�
 ����� 
��� ��� �
������ ���� ���

�
,
����
�� 
� G�

��� �������� � � ���� �� � ���� ������������� ��� 
�
���� ������ �
��� �� ����� ��� 
���� ����
��� �������� � � ������ � � �����" v �� ��� ��� ������ � �� ���� e ��� ��������� �� Xi  ��
���� ���� i � � ���� �������������< �� ���� ��� ���� i �
������ v �� e� �� �"����� � �
����� � ��������� ��� ��� � ���� ������������� � ����� ��� � ��� ����� �� ����� �� 5��
��
�� � ���� ������������� �� 
�
���� �������� �� � ���� �� ����� ���� ���� i �������� ��� ��������
� Xi�


�2��	��� �3�' 6��	! 
��������	��� ��� ��	!���	!7 � � ���� ���

�
����
� �� 
�
� ����� G �� � ���� ���

�
����
� (T,X ) 
� G �� ����� ��� ���� T �� � ���� '���� ��� �
���

� T ���� ������ �� 

�� ��
(� ��� ��������� 
� � ����� G �� ��� 
���
�
 ����� 
��� ���
�
������ ���� ���

�
����
�� 
� ��� �����! ��� �� ���
��� �	 pw(G)�

.�� k �� � �������� �������� ?����� � ��������� �� ���� k ��� ���� ������ ������� k,����� 3��
���� ��� �"����� ��� �
������� � kH�����< ��� ���� F��!� RF��PNS  �� ��)������� ��� ���� �6�
�� ��� �������
��< ���� ����� ������� ���� ���� ��)��� ����� �
���� �
� �� �� �0
������� ��
��� ������� � ��������� �� ���������� 9��������� R9�5P	S ���� � ���� � ����� �������� �����
��� ���� ���� ������� � ������ ����� ���� � �������� ��
�� �� ��� ��������� �� ���������<
�� ����� ��� ������� ������� �� ������� � ������ � ��
���� ��������� �� ��
���� ����������
5�� �"�����< ���  ����� ��� �"����� ��� ������ ������ � ��������� �� ���� ���� >�����H��������
������ ���� � ��������� �� ���� ���< kH�
��������� ������ ���� ��������� �� ���� 3k − 1
R9�5P	S�

B�� �� ���� � �
���� � ����H!���� ���������� � ���� ��� ���� �������������� ���
� ������ � ��
���� ��������� �� ���������� #��� � ����� ���������� ���� ������� ����
����� �� ���� �
����� 3��� ���� 4�������� ��� >����
� R4>Q�< 4>Q	S< >���V�� R>��QPS ���
9��������� R9�5P	S6� +� ������� ���� ���
��� �� ��� ���� � ���� ��� ���� ��������������
���� ��� � ���������

����� �3� 6#�!�9�� :#�!.$;< =��������� :=�0$+;7
��� G �� � ������



�	�	 �����
���� ��������
� ��� �����
 ����� L�

3� ��� ��������� '
� ���������( 
� ��	 �������� 
� G �� �� 

�� ��� ��������� '
� ���������(

� G�

6� ��� ��������� 
� G �� ��� 
�)�
�
 ��������� 
��� ��� �

�
����� 
� G�

7� ��� ��������� 
� G �� ��� 
�)�
�
 ��������� 
��� ��� �

�
����� 
� G�

8� ��� ��������� 
� G �� ��� 
�)�
�
 ��������� 
��� ��� ��
��� 
� G�

����� �3� 6:/��0$�;7 ��� G �� � ����� ��� TD = (T,X ) � ���� ���

�
����
� 
� G�

3� ��� u, v ∈ V (G)! ��� ��� i, j ∈ I �� ���� ���� u ∈ Xi ��� v ∈ Xj � ���� ���� �
�� 
�
��� ���� ��

 i �
 j �� T �
������ � �����) 
� ����	 ���� ��

 u �
 v �� G�

6� &
� ���� �
������� �������� G′ 
� G! ��� �
��� �� T ����� �
����� � �����) 
� G′ ������
� ������� 
� T �

� �

��� �����	 ���� ������������� � � ����� G �� � ���� ������������� (T,X ) � G �� �����
T �� � ������ ������ �����

����� �3% 6:/��0$�;7 ��� G �� � ������ ����� �� � �

��� �����	 ���� ���

�
����
� 
�

���
�
 ����� 
� G ���� O(n) �
����

����� �3' 6:/��0$�;7 ��� G = (V,E) �� � ��
��� �����! ��� k ≥ 1 � ������� ��
���! ���
����
�� tw(G) = k� ���� |E| ≤ k|V | − 1

2(k + 1)�

����� �3* ��� G �� � ����� ��� ��� H �� � 
��
� 
� G� ���� tw(H) ≤ tw(G) ���
pw(H) ≤ pw(G)�

&') ������� �� ������
��� ��� ������ *��#�

�3$3� &��
�
� �
 �������	
�

� ����

���� ���
����
 �� ��
���������� ���
����
 �� �� ��������� ����� �� ������� �� T��
� ��
�� ������ ����� �� ������ ��������< ���� ����� ���� ��� ������� ������������ ���
��������� ��� ������ �� � ���
��H������ �
���� ���������� ��� ��������� ��������� 
���
��� ������ ���� �� �� �
"������ ���
� �� �
��� ��� ��������< �� ��� ���� � ��������� ����
��� ������� �� ��� Z������� ����Z� 5�������< ��� ����������� ��� ������� ���� �� � ������
�������� ���������� �� ��� ������ ����< ���� 3���� 
���6 ���� �"������ ���
�[ ���� �"������
���
� �� ������ ��� �"������ �
������ ��� Z����� ����Z �� ��������� �� 
���!��� �� ���
� ����
�� ��� �� ��������


�2��	��� �3�* 6��� >�"�� ��"���	!�7 � ��� 9���� ���
����
 �� � ����

���� ���
����

����� �� �
�����1 ���� ��! �� ����	� ��
����� ��� �
����� ������� ����! ��� ���� ����

�����
�

��	 ��:����� ��� ���
����� ���� �	 ��� ���
����
� � ��
��� �)�
��� �� ����

���� *�����
��!
����� ��� ���
� �� ��
��� ����

�	! ��� ��� ������ �� ����	� � �
���� ��*������

�� ����������� ��)������ � � .�� 1���� ��������� ����
��� ��� ����������� ���� ��� �������H����
�
�����H���� �
�� �� )�����



LN ������� �	 
����
�������

�3$3$ &��
�
 6��#�

.�� G �� � ��������� ����� �� n ��������< ��� ��� v �� � )"�� �����" � G� � ����

 ����
�� G< ��������� �� v< �� � ���������� ������� ����� ����� �� ��� ���� t �� ����� �� � �����" � 
G[ �� ���� 0 �� �� �� �����" v< ��� � �� ���� t �� �� �� �����" u< ���� �� ���� t + 1 �� ���� ��
�� ��� � ��� ��������� � u< ���� �������� ������ ���� ������ ���� �0
�� ������������ ���
������ ���! ��
� �������
��� � #��!�� �����< ���� ����� ���������� ����������� pu,v = 0 � v
�� ��� �������� �� u ��� pu,v = 1

d(u) � v �� �������� �� u ��� u ��� ������ d(u)�

+��� ������� ���� ���������� ���� ����������� ����� (Ω,A,P) �� 
�
���� ��������� ��
�
� ����< �� ��)�� Ω �� �� ��� ��
��� �����< A ��� ��� � ��� �������� ������ ��� P �� ����
��
�������	 
������ �� Ω� �� ���� ���! �� ���
��  
�����< ���� ��� ����� ����� �� ������ )����<
S = V � ���  
������ P : S × S → R ����

P(u, v) = P[X1 = v|X0 = u]

�� ������ ��� ����������  
������[ ��� ���
�� P(u, v) ��� ������ ��� 3�����������6 ���������� ����H
���������  ��� u �� v�


�2��	��� �3�+ � ��
�������	 ����������
� π ������	���

π = πP ���� 
���� ����!

π(v) =
∑
u∈S

π(u)P(u, v) �
� ��� v ∈ S.

�� ������ � �	�	������ ���	����	��� 
� ��� .���
� ����� {Xk}k∈N� %��� P ������������ ���
��
�������	 ��������
� 
����) ��
�� ������� ��� ��� �
� �������� ��� ��
�� �
�� ��
 �
 3� %�
���
�� �	 Pπ ��� ��������
� ��
�������	 ���� ������� �
 ��� ����������
� π�


�2��	��� �3�� ;4��<<= %� ��	 ���� � .���
� ����� {Xk}k∈N �� ��/������� ���� ������� �

��� ��
�������	 ����������
� π! ��

Pπ[X0 = u0, ...,Xm = um] = Pπ[X0 = um, ...,Xm = u0]

�
� ����	 m ∈ N ��� ����	 u0, ..., um ∈ S�

(� 8���� R8��PPS ���� � ������ ���������  �� ������������� ���� �� ��� ����� �� � ������������
5�� � �������� ���� � ���� ����������� ��� ���
������ � +������ -
������ R-
���S ��� ��
������������

�������	��� �3� ��� {Xk}k∈N ���
�� �

� .���
� ����� ���� ��������
� 
����) P! ��� ���
π ���
�� �

� ��
�������	 ����������
�� ���� ��� .���
� ����� �� ���������� ���� ������� �
 π!
�� ��� 
��	 �� ��� ������
�

π(u)P(u, v) = π(v)P(v, u)

�
��� �
� ����	 u, v ∈ S� $� ������ ����! π �� � �����
���	 ����������
� 
� {Xk}k∈N�


�2��	��� �3�. ��� u ��� v �� ��
 ������� %� ��	 ���� v �� ���������� (��� u �� �� ��
�
������ '���� �
������ ��
�������	( �
� ��� ����� ���� �
 ����� ����� v �� ��� ����� ������ �� �����
u! 
� �� 
���� �
���!

P{
∞⋃

n=0

{Xn = v}|X0 = u} > 0.



�	�	 ������� ������ ��� ��������� LM

• %� ��	 u ���������	�� ��	! v �� v �� ���������� ��

 u ��� u �� ���������� ��

 v�

• %� ��	 ���� ��� .���
� ����� �� ����������� �� ��� ����� 
� ������ �


��������

8!����� �3� ;4��<<= "���	 ����������� .���
� ����� ����  ���� ����� ����� ��
��� � ���*��
�����
���	 ����������
� ���� �� �
������ ����	������


�2��	��� �3�$ ��� ����
� D(u) 
� �

� ����� u ∈ S ��! �	 �� ����
�!

D(u) = gcd{k ≥ 1 : P[Xk = u|X0 = u] = P
k(u, u) > 0},

���� ��� �
������
� D(u) = ∞! �� ����� �� �
 k ≥ 1 ���� P
k > 0� $� D(u) = 1! ���� ��� �����

u �� ������ �����
����


�2��	��� �3�4 ;>��?7= �� ����������� .���
� ����� {Xk}k∈N �� ���������! �� ����� �)����
�� ����� 
�� ����� u ∈ S ���� ���� P(u, u) > 0�

8!����� �3� 6=���� ����	 8!�����7 ;/��@?! 4��<<! >��?7= ��� {Xk}k∈N �� �� ����,
�������! �����
��� .���
� ����� ������ � �����
���	 ����������
� π� ���� �
� ��� ������� ������,
����
�� π0!

lim
n→∞Pπ0{Xn = i} = π(i) �
� ��� i ∈ S.

������� L�O ������ ����  �� ����� n< ��� #��!�� ����� Xn �� ���� n �� �����"������� ���H
����
��� ��!� π< ��� �������� �� �� �����"������� ����������� � ��� �������< �� ������
��� � 
Xn−1 ��� X0� ��
� ��� �������
���� � Xn  �� n >> 0 �� ������ ��� ����< ������ π< ��H
�������� � ������� ��� #��!�� ����� ������� �� X0 = u �� X0 = v  �� ���� ������� ������
u, v ∈ S�

&'+ %�$���� (����� ��� ,�-������

�353� ��,���
 (���	�

�� ���� ������ �� ���� �������� ������ ����� �������� ��� ������� ���� ������  ��� � ���
�����
��� L� � ����� ������� ���� L ���� �� ������� �� (G,λ)< ����� G = (V (G), E(G)) �� � �����
��� λ : V (G) → L �� ��� �����" ��������  
������� ��� ����� G �� ������ ��� ������	��� �����
��� ��� ������� λ �� � �������� � G� .������ ������ ���� �� ���������� �� ���� ������� ��!�
G, H, . . . � G �� � ������� �����< ���� G ������� ��� 
��������� ������

��� ����� � ������� ������ ���� ���� )"�� �������� L ���� �� ������� �� GL 3G � �����
�� �� �����
���6� .�� (G,λ) ��� (G′, λ′) �� ��� ������� ������� ���� (G,λ) �� � �
������ � 
(G′, λ′)< ������� �� (G,λ) ⊆ (G′, λ′)< � G �� � �
������ � G′ ��� λ �� ��� ����������� � ���
�������� λ′ �� V (G) ∪ E(G)�


�2��	��� �3�� � 
������ γ : V (G) → V (G′) �� � �




�����
 ��

 (G,λ) �
 (G′, λ′)
�� γ �� � ����� �




�����
 ��

 G �
 G′ ����� ��������� ��� ��������! ����! ���� ����
λ′(γ(v)) = λ(v) �
��� �
� ����	 v ∈ V (G)�



L	 ������� �	 
����
�������

�353$ ���������

��� ������ � 4
������ �� !����  ��� ��������� �������� R#��PLS� 8�������� ���� ����

���  �� ���
������ R9.Q	S ���  �� ������� ������������� ���
��� �� �������
��� ����
����
R���Q�< 5.#Q	S�


�2��	��� �3�� 6��/����"7 %� ��	 ���� � ����� G �� � �������� 
� � ����� H ��� γ �� γ �� �
���#������ �




�����
 ��

 G 
��
 H ���� ���� �
� ����	 �����) v 
� V (G) ��� ���������
�

� γ �
 BG(v) �� � ��#����
� 
��
 BH(γ(v))�

B��
�����< ��������� � ������� ������ ��� �
�� ��������� � 
��������� ������ ���������� ���
���������


�2��	��� �3�% 6������ ��/����"7 � ����� G �� � ������ �������� 
� � ����� H ��� γ ��
G �� � �������� 
� H ��� γ ��� G ��� H ��� �
� ��


������


�2��	��� �3�' 6��/����"
�������7 � ����� G �� ������ ��������H������� �� ����� �� �

����� H ���� ���� G �� � ��
��� �
������ 
� H ��� � 

�����
 γ� ���� ��! ����	 �
������
��

 G �
 �

� H �� � ��#����
��

a

e
b

d
c

a

e b

d c

a

e b

d c

H

γ

,��*�� �- ��� ���
���� γ �� � 	�'����� 0��� G 
� H �

����� �3+ 6:���%�;7 /���
�� ���� G �� � �
������ 
� H ��� γ� ��� T �� � �������� 
� H�
$� T �� � ���� ���� γ−1(T ) �� � ��� 
� ���#
��� �����! ���� ��


����� �
 T �

9� ����������� ������ ����� ������� ��� ��������< ��� ������
� ����� ��������

����� �3� /���
�� ���� G �� � �
������ 
� H ��� � 

�����
 γ� ����� �)���� �� ������� q
���� ���� �
� ����	 �����) v ∈ V (H)! |γ−1(v)| = q�



�	�	 ������� ������ ��� ��������� L


��� ������� q �� ��� ������
� ����� �� ������ ��� �
���� � ������ � ��� ��������� +� ����
�� �� �� γ �� � q,������� �
������� � q = 1< ���� G ��� H ��� �����������

)1����� �3� � ��
��� �)�
��� 
� 2,������� �
������ �� ����� �� &����� 8� ��� �
��� 
� ����
�����) 
� G �� ����� �	 ��� �
�����
����� �

�� ������� &������

��! �� �
�� ���� ��� �
���

� ���� �����) �� ���
 ����� �	 ��� �
����
� 
� ��� H ��������

5��
�� M ������� ��� ���
��� � ���  �������� ������

����� �3. ��� G �� � �
������ 
� H ��� γ ��� ��� v1, v2 ∈ V (G) �� ���� ���� v1 �= v2 ���
γ(v1) = γ(v2)� ���� �� ���� BG(v1) ∩ BG(v2) = Y�

γ

GGG

HHH

,��*�� &- ��� 
�������� �0 � %�"" BH �0 H %*�"� � 	�""�	
��� �0 ���1���
 %�""� �0 G

�3535 7����)���������

*
���H��������� ���� ���� ������
��� �� R##+P
S �� ������ ������������� ���� �  �� �����
��������� � ������ ������������ ����� ��� ������������ ����< ���������< ������ ��!� ����������
��� ���� ������ ���� ������ �� �� ������ ��� ���
������ � ����� ����
������� �� � ����� �����
�� � ���������� ���� � � ������ �����< �
�� ���� ��� ���
������ ��� ���� ��  ���� �����
����� ���
���������� ���� ����� �� ��� ��� ��� ��� ���
������ ���� �����! ����� ��� �
���� � ���
�����
����� ����������


�2��	��� �3�* ��� K, H �� ��
 ������ ��� ��� δ �� � ������� ������
� 
� V (K) ���� �������
�
 ���� ���
��� 
� � ������ 
� V (K) �)����	 
�� ���
��� 
� V (H)� ���� K �� � *����,
�
������ 
� H 
� ���� r �� ����� �)���� �  ���� 
� �� ���� �
������ G 
� H ��� γ! ��������



LQ ������� �	 
����
�������

zK ∈ V (K), zG ∈ V (G)! ��� �� ������� r > 0 ���� ����5

3� BK(zK , r) �� ��


����� ��� ϕ �
 BG(zG, r)!

6� |V (BK(zK , r))| ≥ s!

7� ��� �

��� 
� �� ����
� 
� δ �
������ BK(zK , r)), ���

8� δ = γ ◦ ϕ ���� ���������� �
 V (BK(zK , r))�

��� ����� ����� � ;�)������ L�OM ��� ����������� �� 5��
�� 	�

γδ

ϕ

BKKK(zKKK , r)

zKKK zGGG

GGG

KKK

HHH

BGGG(zGGG, r)

,��*�� (- δ : V (K) → V (H) �� � 2*���+	�'����� �0 ����*� r� γ : G → H ��
�����
� 
�� ����	��
��
	�'������
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���
��� � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ���� ������� �� ����  ����� ��)������� � ��� �������� � ����� ���������� �������
��� ����� ����
�������� 5�� � ������ 
������������ � ����� �������� �� �� �� �� ��� ���!�
� 9�
����� �� ��� R9##>�OS ��� .�����!� �� ��� R.#>PPS�

)'& .�� ,����
�
��� �����

?���� ���������� ������� ���< ���� ���������< ����� ����
������� �� ������ ��� ������ �����
������� ������� �����  �� �������� �������
��� ����������<  �� ������� ����� ����������� ���  ��

������������ ����� ����� R.#>PPS� >������� �������������� �� �������
��� ���������� ���
��������� �� R�+PQ< 9��P	< .��PM< .��P	< �����S�

+� �������� � ������! � ���������� ���� ��������� ��������� �� �� ����������� �� � ���H
������< 
��������� ����� ����� �������� ������ ����������< ��� ����� ������ ������ ����
H
�������� ���!�� �� ��������� �� ������� �� ����� � ����� ������������� .����� �������� ��

LP



O� ������� �	 ����� ��
��������� ��� ����� ����������  !���
�

�������� ��� ����� ��� ����)�� �
����	< ���� �� �� � �
������ � )"�� ����
� k (k ∈ N) � ���
����� �����< ��������� �� ������� �
��� ��������� �� ��� �
������ ���� 3�
��� �

������
��6�
��� ���������� �� ��� ����� 
���� �� ���� ����� �������� �� ��������� ��� �������������
���)�
������ �� ���� �� �� �� ������  ���� ��� ��0
������ ���������� ����� ��� ���� �� ��
����������� � ���� ��� ������� �� �������� �
�������� �� ���� ���� ���� ��� �� ������� �� ���
����� �� ���� ����
��������

����	�� ������3 ����� ������ ������� �� ��� ����� ��������� ����� ����� ��� ����� ���H
�
������ ������� �� ��)��� �� 4���������� �� ��� R45-
OS< ����
�� R���Q�S< &�������� ���
F����� RF&P	S ��� 9���� ��� 1���� R91PPS� �� R45-
OS � ���������
� ����� �� ����������<
����� �������� ��������� 3���������6 ������������� )���� �
������� ��� ����� ����
������
���� �� �� ����
�� ��� ��"� ����� � ���� ��������� ��������� �� ��� ����� ��� ��� ������ � ���
���������� �� R���Q�S �� ����������
� ����� �� ���������� ������ ����� � ����� ����
������
���� ������  �� ���  ��� ���� ��� �������� �������� �"������ ����� ������ ��� ���� ����
��
��� ����� �� RF&P	S ������� ����������
� ����� �� ��
���� ����� � ����� ����
������ ����
����� ���� � ��������� ������ ������� ��� ����� ��� ����� � ������� �� �� �������� � ��������
�� R91PPS< ������!� ��� �������� ������ ������� �� ����� ����[ ���� ��������� ������� ��� �����
��������� �� ��� ������
� ����� ��� �� ��� ������ � ��� ��H���������� ���������� � ����������
��� �� ���������
�< ����������
� �� ������������

)') (���� ����$����� ���
���


�2��	��� �3� � 3�����6 ���������� �
�� �� � ������ R = (GR, λR, λ′
R) ���� ���� (GR, λR)

��� (GR, λ′
R) ��� ��
 ������� ������� ��� ������� ����� (GR, λR) �� ��� �� �H���� ���� ��� ���

������� ����� (GR, λ′
R) �� ��� �����H���� ���� 
� R�


�2��	��� �3� � ����� ���������� ������ '��/ �
� ��
��( �� � ������ R = (L, I, P ) ����� L
�� � ��� 
� ������! I � ������ 
� L ������ ��� ��� 
� ������� ������ ��� P �  ���� ��� 
� ����������
������

��� ���
����� ������ � ����
������ ���� ���� ���� ���������� �� ��� ������ � ����������
�����


�2��	��� �3% �� R−���������� ���� �� � A,����� (G,λ,R,ϕ, λ′) ���� ���� R �� � ����������
���� �� P ��� ϕ �� �
�� �� 
��������� 
� (GR, λR) �� (G,λ) ��� �� 
��������� 
� (GR, λ′

R) ��
(G,λ′)�

���
������� ����!���< ��� �������� λ′ � G �� ��������  ��� λ �� ���� ���� ��� ��� ������ � 
��� �������� � ϕ(GR, λR) ��������� �� ��� �������� λ′

R� >
�� � ���������� ���� ���� �� �������
�� (G,λ) −→R,ϕ (G,λ′)�

��� ������ � ����
������ ���� ����������� �� ��� ������ � ���������� ��0
�����


�2��	��� �3' � R−���������� ��0
���� �� � ����� (G!λ0!R0!ϕ0!λ1!R1!ϕ1!λ2!. . . ! λn−1!
Rn−1! ϕn−1!λn) ���� ���� �
� ����	 i! 0 ≤ i < n! (G,λi, Ri, ϕi, λi+1) �� � R−���������� �����
��� �)������� 
� ���� � ���������� ��*����� ���� �� ���
��� �	 (G,λ0) −→∗

R (G,λn)�



�	�	 ����� ����������  !���
� OL

��� ����
������ ����� ���� ��� ����� �� ������� �� �
�� � ��� ���� �� ���������� �
��
��� �� ��������


�2��	��� �3* � ������� ����� (G,λ) �� ���� �
 �� R−�����
����� �� ����� �)���� �
 
���������

� (GR, λR) �� (G,λ) �
� ����	 ���������� ���� R �� P �

5�� ����� ������� ����� G �� GI �� ������ �� IrredR(G) ��� ��� � ��� R−�����
�����
������� ������ G′ �
�� ���� G −→∗

R G′� ���
������� ����!���< ��� ��� IrredR(G) �������� ���
��� )��� ���������� ���� ��� �� ��������  ��� �� I−������� ����� G �� �������� ����������
�
��� �� P ��� ��� �� ������ �� ��� ��� � ��� ��� �������� ���
��� � ��� ����
������ �������
�� ��� ������ R�

$3$3� (���	 &���,����� �����
� "��	 ����������

��� )��� ��������� �� ���� �������� �� �������� �� ������
���� ���� �������� �������� �� ���
��� � ���������� �
���� �� �� �������� �� ������
���� ���� �������� ��������< ������� >, ��
��� ��� � ���������� �
���� � ���������� �
�� R �� ������� � ����� �"���� �� ���
������ � �
���������� �
�� R′ ���� R′ > R ����� ���������� R 3���� R ��� R′ ��� ������� �� �
�������
������ �������� �� ������6�


�2��	��� �3+ � ����� ���������� �	���
 ���� ���������� '���/ �
� ��
��( �� � 8,����� R =
(L, I, P,>) ���� ���� (L, I, P ) �� � ����� ���������� �	���
 ��� > �� � ������� 
���� �� ��� 
�
��� ��� P ! ������ ��� �������� ���������

�� R−���������� ���� �� ���� �� ��� �� � A,����� (G,λ,R,ϕ, λ′) ���� ���� R �� � ����������
���� �� P ! ϕ �� �
�� �� 
��������� 
� (GR, λR) �� (G,λ) ��� �� 
��������� 
� (GR, λ′

R) ��
(G,λ′) ��� ����� �)���� �
 
��������� ϕ′ 
� � ���������� ���� R′ �� P ���� R′ > R ���� ����
ϕ(GR) ��� ϕ(GR′) ��������� �� G '���� �� V (ϕ(GR)) ∩ V (ϕ(GR′ )) = Y(�

��� ������ � ���������� ��0
���� �� ��)��� �� ������
����

$3$3$ (���	 &���,����� �����
� "��	 !��,�

�� ��������

��� ���� ��������� ���� �� �� ������� ��� ����������� � � ���������� �
�� �������� ��� ���H
���������� ���
������ �� W����
���X �� ���� ������� ���)�
������< ������ � �����"�� #���
 �������< �� �����


�2��	��� �3� ��� (G,λ) �� � ������� ������ � �����"� 
� (G,λ) �� � ������ (H,μ, ψ) ����
���� (H,μ) �� � ������� ����� ��� ψ �� 
��������� 
� (G,λ) �� (H,μ)�


�2��	��� �3. � ���������� �
�� ����  �������� �����"�� �� � 8,�����
R = (GR, λR, λ′

R, FR) ���� ���� (GR, λR, λ′
R) �� � ���������� ���� ��� FR �� �  ���� ��� 
�

�
���)�� 
� (GR, λR)�


�2��	��� �3$ � ����� ���������� ������ ����  �������� �����"�� '&4��/ �
� ��
��( �� �
������ R = (L, I, P ) �� ��� �� � ��/ �)���� ���� ��� ��� P �� � ��� 
� ���������� ����� ����
�
������� �
���)���



OO ������� �	 ����� ��
��������� ��� ����� ����������  !���
�

� ���������� �
�� ����  �������� �����"�� ��� �� ������� �� ���� ���
������ � ��� ����
� ���� ���
������ �� ��� W����
���X �� �� ���
������ � ���� � ���  �������� �����"��� #���
 ��������


�2��	��� �3�4 �� R−���������� ���� �� � A,����� (G,λ,R,ϕ, λ′) ���� ���� R �� � ����������
���� ���� �
������� �
���)�� �� P ! ϕ �� �
�� �� 
��������� 
� (GR, λR) �� (G,λ) ��� ��

��������� 
� (GR, λ′

R) �� (G,λ′)! ��� �
� ����	 �
���)� (Hi, μi, ψi) 
� (GR, λR)! ����� �� �


��������� ϕi 
� (Hi, μi) �� (G,λ) ���� ���� ϕi(ψi(GR, λR)) = ϕ(GR, λR)�

��� ���������� ������� ��� �"�������� ����� � :?4>� ��� 58?4>�< �������� ���� ����
����� ����� � ?4>�< ��� ���� ���� �� R.#>PMS� �� ������
���< �� ��� ���� ������ ���� :?4>�
��� 58?4>� ��� �0
��������  �� ����� :?4> 3����� 58?4>6 ����� �"���� � 58?4> 3�����
:?4>6 ��������� ��� ���� ����
�������

)'+ %���� ,����
�
����

?���� ���������� �������< �� ������
��� �� ��� ������
� �������< ��� ��  ��� �� ���
��������
� � ���� ������� ��������� ������ ����� ����
�������� .���� ����
������� �� ����������
���� ��� �� ��������� �� ���  �������� �������  �������!� 5�� ���������� �� �������� �����
����
������� �� ������� ����� � ����
� 1< �����
�� ��� ��)������� ��� �������  �� ����� � 
����
� k  �� � �������� k�

.����� ��� ����)�� �������< ���� ��< �� � �
������ � )"�� ����
� k � ��� ����� �����<
��������� �� ������� �
��� ��������� �� ��� �
������ ����� ��� ���������� �� ��� ����� 
����
�� ���� ����� �������� �� ��������< ����< 
���� � ������  ��� �� ���������

�� ���� ���� �� ����  ����� ��)������� � ����� ����
�������� ���
�������< ����� ����
�������
��� ����������E�� �� ������������ � �
��� �
�� ����� �� ����������� � � �
�� �� � ���� �������
�"��
������ �� ��� ������ ��������� �� ��� ���� ��� ������� ���� ����� �������


�2��	��� �3�� � ����� ��������� ������
� �� � �����	 ������
� R ⊆ GL × GL ��
��� �����
��


�����
� ��� ���������� ��
���� 
� R �� ���
��� R∗�
�� R−��������� ����� �� � ��*����� G1,G2, . . . ,Gn ���� ���� �
� ����	 i! 1 ≤ i < n!
Gi R Gi+1� � ��*����� 
� ������ 1 �� ������ � R−��������� ���� '� ���� �
� ��
��(�

9� W������ 
���� �����������X �� ���� ���� � G1 � G ��� G R G′< ���� ����� �"���� �
������� ����� G′

1 �
�� ���� G1 R G′
1 ��� G′

1 � G′�


�2��	��� �3�� ��� R ⊆ GL × GL �� � ����� ��������� ������
��

3� R �� � ���������� ������
� �� �������� ��
 ������� ������ ��� �� ������
� ���� ����� �����,
�	��� ������ ��� �*��� '�
� 
��	 ��


�����(5

G R H =⇒ G = H.

%��� R �� � ���������� ������
� �� ���� ����� ��
�� R−���������� ������ '����� ����(
������� 
� R−��������� ������ '����� ����(�



�	�	 ����� ��
��������� O�

6� � ���������� ������
� R �� �
��� �� �������� (G,λ) R (G,λ′)! ��� ���������� λ ��� λ′ 
��	
��B�� 
� �

� ���� 
� ������ 1 :

∃ v ∈ V (G) ���� ���� ∀ x /∈ V (BG(v, 1)) ∪ E(BG(v, 1)), λ(x) = λ′(x).

%� ��	 ���� ��� ���� ������� ������ �� BG(v, 1).

7� �� R−�
�
�� �
�
 
� G ∈ GL �� � ������� ����� G′ ���� ����
G R∗ G′! ��� G′ R G′′ �
��� �
� �
 G′′ �� GL� %� ��	 ���� R �� �
�������� �� �
� ����	
����� G �� GL ����� �)���� �
 �� ���� R−���������� ����� �������� ��

 G� ����! �� �
���������� ������
� R �� �
��������! ���� ����	 ������� ����� ��� �� R−�
�
�� �
�
�

4�
���� ����!���< � ���������� �������� R �� ������� ��������� � ��� !�������� � ���
����������� �� �������� ����� �
U��� �� ���������� ��������� R� �� ����� �����< ��� ����������
� � ���� ���� ��� ������ �� ��� ���� � ��� ������


�2��	��� �3�% ��� R �� � ���������� ������
�� ��� ������
� R �� �
����	 ��������� �� �
� ����	
������� ������ (G,λ)! (G,λ′)! (H, η)! (H, η′) ��� ����	 �������� v ∈ V (G)! w ∈ V (H) ����
���� ��� ����� BG(v, 1) ��� BH(w, 1) ��� ��


����� ��� ϕ : V (BG(v, 1)) −→ V (BH(w, 1)) ���
ϕ(v) = w! ��� �
��
���� ����� �
�����
��5

3� ∀ x ∈ V (BG(v, 1)) ∪ E(BG(v, 1)), λ(x) = η(ϕ(x)) ��� λ′(x) = η′(ϕ(x)),

6� ∀ x /∈ V (BG(v, 1)) ∪ E(BG(v, 1)), λ(x) = λ′(x)!

7� ∀ x /∈ V (BH(w, 1)) ∪ E(BH(w, 1)), η(x) = η′(x)!

�
��	 ���� (G,λ) R (G,λ′) �� ��� 
��	 �� (H, η) R (H, η′)�

5������< ����� ����
������� ��� ��� ����
������� ��)��� �� � �������� ������� ����������

$353� ������,���
 ��
��������� �' ����� ��
���������

��� ������ � ���������� ��0
���� ����������� �� � ������ � ��*������� ����
������� .��

� ���� ���� ���� � ������� ��������� ���������� �������� ������ �������� ����������< ����� ���H
����������� ����� ��� �� ��������� �������������� ��
� �� ��� ��)�� � �������
��� ��� � 
����
���� �� ������ ���� ��� ������
���� ���������� ����� ���������� ���H����������� �����
��� �� ������� �� ��� ������ +� ��� ���� �
�� ���������� ����� �


��� ��� ���� ���
�� ������� ����
�������� #��� ���������< ����� ��� ���������� ��0
����� �
�� ���� ��� ������
��� ��� �� ��������  ��� ���  ����� ��� �� � �
�������� � �
�� ����
������� ���� �� ���
���� ���
����� ������� ������ -����< �
� ������ � ���������� ��0
���� ��� �� �������� ��
� �����������
� R#�EQ
S � ���� �������
��� ����
������� ���� ����� �� ������� ����������
��
������� ���������� ����� 
�	 �� ���� �� ��� ���� ���� �
� �� �� ��� ��0
��� ���� ��� � ����
���� �� �� ��� ������ �� ��� ��0
�� �� ���� ����������� ���� ���� ��0
������ ���������� ��0
�����
�
� ��� ������ ���
�� !��� �� ���� ���� �
�� ��0
����� ��� �� ���� �� � �������
��� ����



ON ������� �	 ����� ��
��������� ��� ����� ����������  !���
�

$353$ ����' .��	��8���

?���� ���������� ������� ������� �  ����� �����  �� �"�������� �������
��� ����������� ���
��� � ���� ������� �� �� ���� ���� ���� ����� �� �
������  �� ��
����� ��� ������� ����������
� �������
��� �����������


�2��	��� �3�' � ����� ���������� �	���
 R �� ���������� �� ����� �� �
 �� ���� R,����������
��*����� �������� ��

 � ����� ���� ������� ������ �� I�

5��� ��� ����� ��)������ �� ��� �� ���
��� ����< � � �������
��� ��������� �� ������� �� �
���������� ����� ���������� ������ ���� ���� ��������� ������ ����������� �� ����� �� �����
���� � ����� ������ �� ���������� �� ��������� 
�� ���  �������� ������0
��

.�� (S,<) �� � ��������� ������� ��� ���� �� ��)���� ���������� ������ ���� ��< �����
���������� ����� x1 > x2 > · · · > xn > . . . �� S �� )�����


�2��	��� �3�* %� ��	 ���� < �� � ���������� ����� ���������� ���� R �� ����� �)���� �

������ f ��

 GL �
 S ���� ���� �
� ����	 R,���������� ���� (G,λ,R,ϕ, λ′) �� ���� f(G,λ) >
f(G,λ′)�

�� �� ��� ��U�
�� �� ��� ���� � �
�� �� ����� �"���� ���� ��� ������ R �� ����������� �����
����� �� �� ��)���� ���������� ����� �� S< ����� ������ �"��� ��� ��)���� RH���������� ��0
�����

�� ����� �� ����� ��� ����������� � � ����� ���������� ������< ���� �� ��� ����������� � 
�� ��������� ������� �� �
�� � ������< �� �� 
�� 
� �� �"�����

(i) ���� ��������� ��
������� ���������� ���� ��� ������ 3�� ��������� ��������< �� ���� ����
���� �������� � ��� ����� �������� ���� �� �����)�� �� ��� ������� �������� ��� ���� ��
��������� �� ��� ����������� � ����� ���������� �
��6�

(ii) ���� ���������� � �����
����� ������� ����� ���������� ��������� ����� �� ������ ���
����������� � ��� �������

+� ���
������ ����� ������0
�� �� ����������� ���  �������� ������ ����� ���������� ������
R1 = {L1,I1, P1}� +� ��)�� L1 = {N,A, 0, 1}< I1 = {N,A, 0} ��� P = {R} ����� R �� ���
���������� �
�� ��)��� ������ +� ���
�� ���� ��������� ��� ����� ���� ����� 0< � 
��0
� �����"
�� ������� A ��� ��� ����� �������� ��� N H��������

0 1
R :

A N A A

�� ���� ���� � ��� ����
������< �� �H������� �����" u ��� �������� ��� � ��� ��
����
���������< ��� v� �� ���� ����< u !���� ��� �����< v ������� �H������� ��� ��� ���� {u, v}
������� 1H�������� -����< ������� �������� ��� �� ������ �� ��� ���� ����� 8���
����� �����
���� �� ������� �������� ���� ��� �
�� ����� ������� �������� ��������� ��� ����
������ �����
�� ���� �� ��� ��� �������� ���� ���� ���������� ������ ���< ��� �������� ���� �� ����� �� ���
��� 1H������� ������ 5��
�� 
 ��������� � ������ ����
������ 
���� ���� ���������� ���������
�� ��� ������
� ����
�����< ��� ������ ���
�� !��� �� ���� ���� ���� � ��� ���������� �����

�	 �� ������� ����
��������

���
�����
�5 .�� f �� ��� �������  ��� GL1 �� ��� ��� � ���
��� �������� N ����� ����������
���� ���� L1H������� ����� ��� �
���� � ��� NH������� ��������� 2�������� ���� ���� �
����



�	�	 ����� ��
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,��*�� �- 6��
��%*
�� 	��
*
�
��� �0 � �
������ 
���

�������� ��������� ���� �� ����� ��� ���������� �
�� R1 �� ��� ���� (N, >) �� � ����������
����� ���������� ���� ��� ������ R1� ��
� R1 �� � ���������� �������

4
���������5 .�� G �� � L1H������� ����� ��� P1< P2 �� ���  �������� �����������

P1 � =���� 1H������� ���� �� �������� ���� ��� AH������� ��������<

P2 � ��� �
������ � G ���� � ��� 1H������� ����� ��� ��� AH������� �������� ��� �� ������

=���� I1H������� ����� �����)�� P1 ��� P2 ����� �� ��� �� 1H������� ����� #�������< ����� ���
���������� ��� ������� ��������� ���� �� ����� ��� �
�� R1� ��
�< P1 ��� P2 ��� ���������
���� ������� �� R1�

.�� ��� G �� ��� I1H������� ����� ������ �� ����� ��� AH������� �����" ��� G′ �� �
������� ����� �� IrredR1(G)� 8���������� ��� ���������� �
�� R1< G′ ������ ���� ��� NH
������� �����"� 5��� �������� P2< �� ��� ���� ��� �
������ � G′ ���
��� �� ��� 1H�������
����� ��� �� ������ � G ��� �"����� ��� AH������� �����" �� ��
� ������ � �������� ����
� G� � G ��� ���� ���� ��� AH������� �����" �� ������ � ��������  ����� ������ �� ����
���������� �� ��� �
���� � ����� ��������� AH������� ���������

��� ������"��� � � �������
��� ��������� ������� �� � ����� ���������� ������ ��� ����
�� ��
���� �� 
���� ��������� ������0
��  ��� ��������� ������� ��� ����� ������"��� �� ����H
����
��� �� ��� �
���� � ������ ���� ��� 
���< ��� ��� 3��0
������6 ���� ������"��� �� ���
������ � � ���������� ��0
����� ��� ������ � ����������� ��� ���� �� ����
��� �� �����������
��� ����� ������� ��� ������ � � �������� ���������� ��0
���� ��� ��� ������ � � ��0
������
���������� ��0
����� 2 ��
���< ���� ����� �������� ������� �� ��� �����)� �������� � ���
����� 
���� ��������������
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+� �"����� ��� ���������� 
���� ����� �� ���� �������� ����� ���������� ������� ����
�� �
�
��� ���� � ���� ������� � ��� �
���� � �
��� �� )���� ���� �� ���� �������� ��� �
��� �� �����
������������� ��� ������������� +� ���� ���� �������� �  ����� � �
��� �� � ������� �
�� ������
3W����H�
��X6� �� ���� ����< �� ���� �������� � ������� ����H����� � ������� ������ v0 ��� � 
������� ��� � �������� B(v0, 1)� � λ(v) �� ��� ����� � v �� ��� ������������< ���� λ′(v) ���� ��



O	 ������� �	 ����� ��
��������� ��� ����� ����������  !���
�

��� ����� �� ��� ����������� +� ���� ���� �� ��� ����������� ������ ���� ��� ��� ����)�� �� ���
�
��� ���� ����� ���� � λ(v) �� � ����� �
�� ���� λ′(v) �� ��� �"�������� ��������� �� ��� �
��
 �� � ����� v< ���� λ′(v) = λ(v)� ��� ���� ��)������� ���� ����  �� ��� ���������� � ������
���  �������� ���������� �
�� ������� ��� ����� ��������� �
�� R 
���  �� ��� ����
������ � 
� �������� ���� �� � ��������� �������
� ����� G�

�L � 0��� ��� ���,

����
�����
� 5

5 λ(v0) = �<

5 ∃v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ λ(v) = B ∧ λ(v0, v)) = 0�

���������� 5

5 λ′(v0, v) := 1<

5 λ′(v) := A�

)'/ %���� ,����
�
���� ��� ,�-������

+� ��� ������� ���  
��������� ���
�� ���������� ��������� ��� ������� ��������� ����������
���������� ��� ������ ���� �������� G �� � �������� � H< ���� ����� ����� ����
������ �� H
��� �� �� ��� �� � ����� ����
������ �� G< ����� �� ���������� ���� ��� �������� ���������

����� �3� 6��(	��" �����7 ��� R �� � �
����	 ��������� ���������� ������
� ��� ��� G ��
� �
������ 
� H ��� γ� .
��
���! ��� HR∗ H′� ���� ����� �)���� � ������� ����� G′ ���� ����

• GR∗ G′ ���

• G′ �� � �
������ 
� H′.

����(3 �� �
U��� �� ���� ��� �����  �� ��� ���� HRH′� >
����� ���� ��� ���������� ����
������� ��� ������ � ��� ���� BH(v)<  �� ���� �����" v ∈ V (H)� +� ��� ����� ���� ����������
���� �� ���� � ��� �������� ������� ����� � γ−1(BH(v))< ����� ���� ��� ���������� �� BH(v)�
���� ������ ��� ������� ����� G′ ����� �����)�� ��� ������ ���� ���
�� �� �������� �� ���
 �������� ����
������ ��������

H H ′
R∗

G G′
R∗

	$0��)�� 	$0��)��

�



�	"	 ����� ��
��������� ��� #����$��������� O


)'0 %���� ,����
�
���� ��� 1�����,�-������

�� �������� ���� ��� ���
����� ��������� �� >������ O�N< �� 
�� 0
���H��������� �� ������ ���H
)�
������� ����� ���� ���������� ������ � ��
���� ������ ��� �� ���
������

����� �3� 6?����
��(	��" �����7 ��� R �� � �
����	 ��������� ���������� ������
� ���
��� G �� � *����,�
������ 
� H 
� ������ r ��� γ� .
��
���! ��� HRH′1 ���� ����� �)���� G′

���� ����

• GR∗ G′ ���

• G′ �� � *����,�
������ 
� ������ r − 2 
� H′.

����(3 .�� G0 �� ��� ���������� ��������< z �� ��� ������ � ��� ���� � ����
� r ��� δ
�� ��)��� �� ������
��� �� ;�)������ L�OM� >
����� ��� ���� ��� ���������� ���� HRH′

������� �
�� R0 ��� ����)�� ������ �� ��� ���� BH(v)<  �� ���� �����" v ∈ V (H)� R0 ���
���� �� ������� �� ��� ��� ����� δ−1(BH(v)) �������� G′

0 ��� δ′� �� ������� ���� �� ��� �����
γ−1(BH(v)) ���� ��� ����
��� �� BG(z, r)< ����� ���� ��� ���� ���������� �� BH(v)� +� ��� G′

��� γ′ ����� ���� ��� 0
���H�������� ���������� ���� ����
� r − 2� �������� w �� BG(z, r − 2)�
����� ��� ���� ���������� w �� ����
��� �� BG(z, r)< w ��� γ′(w) ���� ��� ���� ������ ����
���
�� �� �������� �� ���  �������� ����
������ ��������

7'+&)8�$0��)��

R∗

H H ′
R∗

7'+&)8�$0��)��
$% �+2)'& r − 2

G′G

$% �+2)'& r

�

+� ���
������ ��� 
�� � ��� �������� �������� �� ��� ����� ����
�������  �������! �� ������H
����� ��� �������� ������� �� ����������
� �������
��� ��������

8!� )���	��� �������3 ��� �������� ������� �� ��� � ��� ��������� � ��� ������ � ���H
����
��� ����
���� R�����S� 8���������� � ������! � ���������� �� ��� ���� � ����� ���������
p ��� ���� ������� ���� ��� ������! �� �� ���� ������ ����� �
�� ���� ��� ��������� p !����
���� �� �� ��� ������� ��������� ��� ��� ����� ���������� !��� ���� ���� ��� ���� C���� �
�
�����������< �� ����� ���� �� ��� � �������� � ��� ����� �� ����� � 
��0
� �����" ��� ����
�������
����� ������

���� ������� ��� �� ���������� 
���� �����
� ���
������� R�����S� ��� ������! ��� ��
�������� �� ���< ��� ������! ��� �� �������
� 3��� �������� ���� ��� ���� ������� �����6 ��
��� 3����� ��� �������� �������� ���� �������� ������� ������6< ��� ��������< �� ���� � ����< ���
���� ���� �����)� !�������� �� ��� ������! �� ���� ���� !�������� ��������<  �� ��������<
��� �������� � ��� ������!< ��� ����� �
���� � �������� �� ������ �� 
���� ��
�� � �����
����������� � ������� ������������� ���
�� ����� �
�����E� ������
� ���
��� ��� ���� ��������
�� R?##��S� +� ��� ���� v !���� ��� �������� � G � v�� ����� ������� ��� ��������� �����"
� � ����� G′ � G< �
� �� �� �������� ������� v �� !��� ����� �����" � G′ ����������� �� v.



OQ ������� �	 ����� ��
��������� ��� ����� ����������  !���
�

.�� G �� � ����� ����� �� ��� ��������H������� ��� ��� H �� �
�� ���� G �� � ������ ��������
� H ��� ��� �������� γ. � �
������ K � G �� ���� 

���
 γ � γ−1(γ(K)) �� � �������� 
����
� ������ ���������� �� K. +� ��� ���� � �������� λ �� γ−������ � 

γ(x) = γ(y) =⇒ λ(x) = λ(y) .

+� ��� ���� �� ��������� 
������� 
� ��������� ��

 � ����� ��� S � ����� ���������� ���� ��
��� ����� ���� �� �
������� � ��� ����� �����< ����� ������ �� S� C���� ��������� ?�����
�� ��� R?##��S ���� ������ ��� ��"� ������������

�������	��� �3� ��� G �� � ����� ����� �� �
� �
������,
���
�� ��� ��� γ �� � �
������
��

 G 
��
 �

� ����� H �� G� ���� ����� �� �
 ������
� ���
����
 �
� G ����� 
������� 
�
��������� ���� 

���
 γ! ���� �� ��� �
�
�
�	 
� G �� ��
�� �	 ���� �����) 
� G�

�� R#�EP
S< #�E
�!�����E ����� �� �������� ���������  �� ���  ����� � ������ ����� ���
�������  �� ��� �������� �������� ���� �� !��� ��� ��E�[ � ����������E����� �  ������� � ������
 �� ����� ����� �"���� �� �������� ��������� ��� ���� �������� �� R?#�OS� ���� ����������E�����
������ �� ���  �������� ��������

8!����� �3� ��� G �� � ����� 
� �
������� ������� ������� ����� �)���� �� ������
� ���
����

�
� G �� ��� 
��	 �� ���
���� 
� G ��� 
���
�� �
� ��� �
������ ������
� ��� ∀G ∈ G ∃hG ≥ 0
���� ���� G ��� �
� *����,�
������� 
� ���� ������� ���� hG �� G�

#��� ����� ���!� ���� ���� ��� ����� �� ����� �� ��� � ������ ����������E����� � �������
�������
��� ����
������ ������� &�������� ��� F����� R&FP	S< 9���� �� ��� R98?+P	�S ���
8������� �� ��� R8#�N< 8#,�NS ����������E�  ������� � ������ �� ����� �������� �� ��������

���� ��7����� ������ � �������
��� ����
�������� ��� ����� ���!� ���! ��������� � ���
�������� �������� �� � ����� ������������ ������� �
�� �� �	

�������	 ��  �����
�< ���� ���
������� ������� �� ����������



����� ����

	�� ��!��"��� �� ��� �! �# �!$�%����!��
���$�&!�'

�
������! ���������E����� �������� �� ��!��� ����
��� �� ��)�� � ���
��
�� �����

������ �� ������� ��� ����
������ ����� � ��7����� ���������� �� ���� ��0
��< ��
��� ��������� ���������� �� ���
��
��� ���� ������ �� ������ ��� ����
������ � ��
����������
� �������
��� ������ �� ��
��� �
�� ���� ����� �"���� � ����� 
����

��
�� 3��������� 16 �� ��� ��
�� ��7������ ������� ��� ��� ��������� �� ��� ����� ������!�
2��� � ������! ���������E����� ��� ���� �������< �� �� �������� �� �
� ��� ���������
�
�������
��� ��������� �� ��� �� ������
���� �������
���  �������!�

�� ���� ����< �� ���� )��� ������� ��� ������ � ����
�� �	����
����� ��� ����� ��� ����
��������� ���������� ���� ��� �������� �� ��� ������! ���������E��� ������ ���< �� ���� ������
��� �"����� � � ������ ���������E�� ���� ���� ��� ���� ��� !�������� �� ��� 
���������
������! ��� ���
���  �� ��� ������� � ���������E����� �� �������� �� ���� 1�

����
���
� ��� ���� � ���� ����< �� ���� ����� �
� �����
� ���������E����� ���������
������� �� ����� ����
�������� ����� ��� �

• >��������E�� ����� �� ��� ���������  ��� >�� �� ��� R>>:QMS 3>������ ���6�

• 4������E�� ���������E����� 3>������ ��N6�

• >��������E����� �� ������!� ���� �������
����� ������� 3>������ ��M6�

• >��������E����� �� ���� ������ ������!� 3>������ ��	6�

�� ��� ���� �������< �� ���� ������
�� � ������� ����������� ���� ������� ��� ������
����� � 
���������E��� ��  
��� ����������
� �������
��� �������� ���� ����������� ���� �� ���!�� 
�
�� �� �"����� ������� � ���������E�� 
���� ��� >>: ������
��� ��� ��� ���
��� � ���� ����
������ �� ��� :��������� � ��� >����� ������������� 8�� ������ �� ?���� ����� ���������
R##2>�NS�
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 � �4�	����� �� � � � � � � � � � � � � � � � &�

����� ! ������" 8'��'��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

+'& .�� ��������� ���

;������
��� ���������� ��� ��
���� 
���� �����
� ������� 2��  
��������� ��������� �� ���H
������
� �� ����������
� R�+PQ< 8#QQ< .��P	< �����S�

�� ��� ���������
� �����< �� ���
�� ���� ����� �� � ������ ����! ��� ���� ��� ����������
� ���������� ��!� ����� ���
������
���� �� ���� ����! ���! �� ������ ��!�� ����� �� ����
�������� ���� �� �� ����� ������ ����� ��� ���� �� ��� ���� ������� �� ���� �������
���
��������

��  ���< ���������E����� �� ������!� ��� �� ������ �� � ������� ���
��
�� ����� �������
�� ������� �������� ����� � ��7����� ���������[ �� ��� �� ���
������� �� ���  �������� �"�������

L� ��� ���������� �"��
�� ������� �� ���!H����� ������ �
���� �� ��
���� �� � �
���< � �������
p �"��
��� ���  �������� ��0
���� � �������� ������

3�6 p ����� � �������<

�L



�O ������� �	  !����������� %���������� ��������
�

3�6 p �������� ���� ��������

3�6 p ��� ���� ����� ����
�������[

O� ������� ���
������ �� ���� ����
������ ������ � �
��� p ������ � ��� ����
������
������ � �
��� p− 1 ��� ��� �������� ���� �� �
��� p ��� ��������� �� ��� ����
�������
������ � �
��� p + 1;

�� � ���� ������� �� �0
����� ���� � ��
����  �� ����� ����
�������< �� ��� ���
�� ����
��� ��7������ ������� ��� ��
����� �� �� ���� 1; ��� ���� ���������<  �� � ����� ���
�������� ������� k �� ��� ���
�� ���� ��� ��7������ ������� ��� ��� ��
����� �� ��
���� k.

N� ���� ���������� ���� ���� ���������E����� �������� ������� �� � ���
� � ���������< ��
����� ���� ��� ���
� ������� ��� ����!�� 
���� ��� ��������� � ��� ���
� ���� �������
���� ��������

�� ��� ����������
� ����� ����� �� �� ������ ����!< �������� ���������� ��!� ����� ��
��������� �������� ������� �� �� ���
��� ���� �������� ��� ���������< ��������� ��� ��� �����
����
������� ��� ���� ��������< �
� �� ���
������ �� ���� ���
� ��� ���� �� ��� ��!��

����� �"���� ���� ������������ ������ ��!� ������ ���
���� ��� !�������� � ��
��� ��
��� �������� ������ � ���������� �� ���!��

�� ���� ������� �� ������� ������� �������  �� ��� ���
������ � ��������� �� ����������
�
�������
��� ������� �� ����� � ����� ����
�������� ����� ������� ��� �� ���
�� ��� ���������
� �
���� ������� ��� ��������� � ��� ������!� >��������E������ ���� ���� ������� 
��� ��
��� �����"� � ����� ����
������� �� R98?+P	�< 45-
O< F&P	S ���� ������<  �� �"�����< ���
����
������ � ��� ���� 3��� ����� !��������6 � � �����"�

������	� �( � ����!����&��3 � ���������
� �������
��� ������ �� ������E�� �� � ��0
����
� �
����� �� � �
��� ���� ��������� ��� ���� � ����� ����
������� �� �� ����������
� ������
��� ����� � ���������� ��� ����< ����� �� �� ��
���� ����� ������� ������
���� ����� � 
� ���������� � ���������E�� �� � ��������� ���� ����� ���� �� ���������  �� ���������
�
������� ���� �� ���������  �� ����������
� ��������

�� ��� ���H����������� �� ���������
� ������� �� ���!��< �� �������< ����������  �� ���H
������
� ������� ��� ������ �� ������ ��� �� �����E� ���� �����  �� ����������
� ������!��
�� ����������
� �������< �� �� ��U�
�� �� ���� ���� ��� ������� � ������ ���������E����� � 
���������� 8����0
�����< �� �� 
�� 
� �� ���� � ������� ������ �� ����� ��� �� ���������  ��
���������
� ������!� ���� �� ���������  �� ����������
� ������!�� ����� ���< �� �������
�������� �� ������ � ���������
� ���������< ���� �� ��� �����E� �� ��� ���� 
�� ��� ��������
������ �� ��������� �� �� �� ����������
� ������!� � ���������E�� �������� �� ����������
� ��0
���� � ����� ����! ������ �� ���� ���������� �� ������
����� ��� ��� ���� ���
��� ���
�
���������E��� ��� ��  �
�� �� R�+PQ< 8#QQ< .��P	< :����< �����S�

+') ��������� �� ������
���

����
���
� ��� ���� � ���� �������< ������� �������
��� ���������E����� ��������� ���� ��
��������� �� ���� ��� ��� ���� � ������� �� ����� ������������



�	�	  !���������� 
��������� ��

�� ����  �������!< ��� ���������� � ��������� ��!� ����� �� � ��0
���� � �������� �����
������ �
����� �� ��������� � �
��� �� � ��
����< ���� �� ��������� �� ���� ������� � �
���
�
���� ����� �� ��������E�� �� 0 �� 1� �� ���� ����< � ������� ����  ��� �
��� i �� �
��� i + 1.

��� � ����� ��������� ������� ���������E��� ��� ������ �� ����	 �	����
�
�� �
���� ����
�� ��������� ����
�� ��� ��������� ��� �������� �� ���!  �� ��������� ���������
� �����������
��� ��� ���������E��� �� ���� �
��� ��� W������X< �� ��� ����� ���� ���� ������� ���������E�����
����� ��������� �������� �� ��� ����� ������!� �� �������� ���� W������X ���������E�����<
���� ���������E�� ��� �� ����� � ���� ����������� ��� ��������� �������� �� ���! �� ��������
�� ����������� � ������� ���������
� ��������� As ���� �� ����������
� ��������� Aas �� ����
��� �
��� ��7������ ������� ��� ��������� �������� �� �� ���� 1� �� ����� �� ���
�� ��� �������
��� ������� ����� ������ � ���� ��������< �� ����� �� ��0
����� ����� �

���������	 �� ���
������!� ���� ����� ���� � �����" ��� ���� �������� ��� �
���< ���� �� �� �
�� ���� �����
�� �� �����" �� ��� ������! ���� �� ����� �� � ����� �
���� ���� �� �
�������� �� ��� ��������
� :������� O� 5
���������< �� ���������� �
� ���������E����� ���
������ ��  ������ �����
�
��������� �� ��� ����� 9� ����� �
��������� �� ���� ���  ��� ���� ��� ��� �������� � �
������! ���� ���
������
��� �� �� �� �
��� π �� ��� ��� �����" ������ ��� �
��� π + 1� :
���
����������� �� ������ �� :������� L� ��
�< ��� ����������� � :������� � �� �������� ���
���
 ��� ��� �
��� ������������� ��� ��� �
��� ����������� �����������

������	� � 6���/��"����7 ��� π (π > 0) �� ��� 
�)�
�
 ����� ���� ��� ���� ������� �

���� ����� �  ���� ��
��� 
� ����� Tπ ≥ 0! ��� ��� �������� 
� G ��� �� ��� ��
� ����� π�

������	� � 6����� �����	�����	�7 � �����) u �� G ������� ��� ����� p(u) 
��	 ���� �����
�� �
 �����) v �� G ���� ���� v �= u ��� p(v) < p(u)�

������	� % 6#���� ����	�	���7 �� ��	 ��
� t! ��� ����� ��B������ ������� ��
 �������� v
��� u 
� � ����
�� G �� �� 

�� 1�


�2��	��� %3� 6������	����7 � �	����
����� �� �
����� �� ��� �
���������! ����� �

����,
�����	 ��� ��� ����� ��
�����
� ��
������� ��� ����� ���

� ������ #���!����&��3 +� ������ ���� ��� ���������E����� �� ��������� ��� 
��� ��
R45-
OS� 2� ���� �����" v � � ����� ����� �� � ��
���� p(v), ��� ������� ���
� � p(v) �� 0. ��
���� ���� ��� ���
� � ��� ��
���� p(v0) ������� �� ��� ���
� � ��� ��
����� � ��� ���������
� v0 ���� ��������� � p(v0) = i ��� �  �� ���� �������� v � v0 p(v) = i �� p(v) = i + 1 ����
v0 �� ���������� �� ���� ��� ��� ��� ���
� � p(v0) �� i + 1.

�L � 8!� ����!����&�	��� ����

����
�����
� 5

5 p(v0) = i,

5 ∀v ∈ B(v0, 1) p(v) = i �� p(v) = i + 1.

���������� 5

5 p(v0) := i + 1.



�N ������� �	  !����������� %���������� ��������
�

�������	��� %3� &
� ��� �������� v1 ��� v2

|p(v1) − p(v2)| ≤ d(v1, v2).

����(3 ��������� �� �
�� �1< ���� ����������� ��� �� ����� �� � ������ ���
����� �� ���
�������� ������� �������� �

�����, %3� ���� �	����
������
� �
�� �
� ���� ��	 ��
������ 
� ��� �����! �� ����������

� ��� �����

���� ���������E����� �� �0
������� �� ��� ���������E����� ��������� �� ��� ������
�����
����� ���������� �"��
�� ������� �� ���!H����� ������ �
��� 3�� ��
��6� �� � �
��� � �������
����� � �������< �������� ���� �������� ��� ��� ���� � ����� ����
�������

��  ���< �� ��������� ���� ���������E�����< � ��
���� ���
�� 3 �� �
U������ ���� �������
����� �� ������� ��� ���
� � ��� ��
���� �� ��� ���
� � ���� ��������� #��� ���������<  �� ����
������� v0 ���  �� ���� �������� v � v0 �� ��������� � � p(v0) = p(v) − 1, �� p(v0) = p(v),
�� p(v0) = p(v) + 1. 5������< ��� ���������E����� ��� ������� ���

�&L � 8!� ����!����&�	��� ����

����
�����
� 5

5 p(v0) = i,

5 ∀v ∈ B(v0, 1) p(v) = i ��� 3 �� p(v) = (i + 1) ��� 3.

���������� 5

5 p(v0) := (i + 1) ��� 3.

��� α ���������E�� R�����S �� ������� �� ��� ���������E�� ��������� �� ���� �������� ��  ���<
��� ������������ � �
�� �&1 �"������� ���� ��� �����" v0 �� �� �� �� �������� �� ��� α �������H
��E��< � �����" v0 ��������� ��� ��"� �
��� �� ���� �� �� �� �� �� �� ���� ��� ���� 
���� ��� ���
��������� ������ �� �� ���� ���������E�� ���� ��� �
������� ��� ����� �

���������	 ��� ���
4
��������� ����������� ��
�< �� ���� ��� ����� � :������� �� �� �� ����� ��� ��� ������������
�� ��� ��� � W������X ���������E����� �� � ������!� ��� ��"� ������� ���� �� ������� �� ���
������������ � ���������E��� ���� ��� ���� �� �������� � W������X ���������E����� �� �����
�
����

+'+ � ��������� �� ���
���� 	���� �� 
�� ��� ������
��

5353� .	� ��� �������	


+� �������� �� �
�  �������! ��� ��������� �� >E�����!�< >�� ��� :����� 3��� >>: ���������
 �� �����6 ��� ���� ��� ���������E���

+� �������� � �������
��� ��������� ����� ���������� ���� ��� ��������� ����� ����� �����
����������� ����������� =��� ������� �� ���� �� ��������� ���� ��� ��� ����������� ����������
��� >>: ��������� ������� �� ������� �� ����� ��� ������ ����
������ �� ���������



�	�	 �  !���������� 
������� '���� �� ���   
 ��������
 �M

.�� G �� � ����� �
�� ���� � ������� ��������� P (v) ��� �� ������� a(v) �� ���������� ����
���� �����" v �� G� ��������� P (v) �� false< ��� ����� ����������� ��������� �� ��� �������< ���
a(v) �� �0
�� �� −1. ����� ��������� � ��� ���
� � a(v) ��� ��)��� �� ���  �������� �
����

=��� ����� ����
������ ���� �� ��� ������� a(v0) ���������� �� ��� �����" v0; ��� ��� ���
�
� a(v0) ������� �� ���
�� ���������� �� �������� � B(v0, 1). #��� ���������< ��� v0 �� � �����"
��� ��� {v1, ..., vd} ��� ��� � �������� �������� �� v0.

• � P (v0) = false ���� a(v0) = −1;

• � P (v0) = true ���� a(v0) = 1 + Min{a(vk) | 0 ≤ k ≤ d}.

+� �������� ���  �������� ���
�������  �� ���� �����" v ��� ���
� � P (v) �����
���� �������
��
� ��� ������� ��
�  �� ����� +� ���� 
�� ���  �������� ���������


�2��	��� %3� 6�������	�� ���������" �!���7 ��� (Gi)0≤i �� � ���������� ����� ���
������
�
 //�C� ���
����
� %� ���
�� �	 ai(v) '����� Pi(v)( ��� ������� '����� ��� �

����( ���
������
�
 ��� �����) v 
� Gi.

�������	��� %3� 6:##�.*;7 ��� (Gi)0≤i≤n �� � ���������� ����� ���
������ �
 //�C� ���
,
����
1 ��� v �� � �����) 
� G, �� ����
�� ���� h = ai(v) ≥ 0. ���� 5

∀w ∈ V (G) d(v,w) ≤ h ⇒ ai(w) ≥ 0.

.�� PG �� � ������ ��������� ���� �� �����)�� � ��� ���� � P (v) �� ��
�  �� ��� �������� v � ���
����� G� 5��� ��� ����� �������� �� ���
�� ���� � �����" v ��� ������ ��� �������� � PG � 
�� ��� !�������� � ��� � ���  �������� ������! �����������

L� ��� ��E� n � ��� ����� G

O� �� 
���� ��
�� m � ��� ��E� n

�� ��� �������� Δ(G) � ��� ����� G

N� �� 
���� ��
�� � ��� �������� Δ(G)

5353$ .	� ��� ����	���� ��

�� ���� �
�������� �� ������
�� � ��� ���������E����� ��������� ���� �������� �� ����� �� ���
>>: ����������

.�� u �� � �����"< ��� ������� p(u) ������� ��� ���
� � ��� �
��� ���������� �� ���
�����" u. �� �
� ���
������< � �����" v �����)�� ��� ������ ����������< � ����� �� �� �����"
u ∈ BG(v, 1) �
�� ���� p(u) �= p(v). 9� ��� ������ �  ����� ����������� � ���� ���������< ��
���� �� �"����� ��� ��� �� ���!��

.�� G �� � ����� ���� �������� D = Δ(G)� �� ���� �����" v � G< �� ��������� ���
�������� p(v) ��� a(v)< ����� p(v) ������� ��� �
��� ��� a(v) ������� ��� >>: ���
�  �� ���
�����" v. ���������< p(v) ��� a(v) ��� ������������ ��� �� 1 ��� 0�



�	 ������� �	  !����������� %���������� ��������
�

� �����" v ��� ����� ��� ��"� �
��� 3p(v) = p(v) + 16 ��� ��� ��
���� a(v) �� ����� �� 0
���� �� ������� ���� ��� ���
� � ��� �
��� � ��� ��� �������� �� �0
�� �� p(v). B��< �� ���� �
 ����� ����������� � ��� ����� ���
������

8������� � ��������  
������ λ< ����� λ : V → [1..∞]× [0..D]� ��������� ��� �������� ��� �������
(1, 0)� ��� ����� ���������� ������ �� R1 = (L1, I1, P1) ��)��� �� L1 = {[1..∞] × [0..D]}<
I1 = {(1, 0)}< P1 = {R1, R2} ����� R1 ��� R2 ��� ��� ���������� �
��� ��������� ������
8������� � �����" v0, ��� >>: ���������E����� �� ��)��� ���

�L � 8!� �����/�	��� ����

����
�����
� 5

5 λ(v0) = (p(v0), a(v0)),
5 a(v0) < D,

5 ∀v ∈ B(v0, 1) p(v) ≥ p(v0),
5 a(v0) = Min{a(v) | v ∈ B(v0, 1) ��� p(v) = p(v0)}.

���������� 5

5 λ′(v0) := (p(v0), a(v0) + 1).

�O � 8!� �!��"��" �!��� ����

����
�����
� 5

5 λ(v0) = (p(v0),D).

���������� 5

5 λ′(v0) := (p(v0) + 1, 0).

+� ������ �� pi(v) 3����� ai(v)6 ��� �
��� 3����� ��� �������6 ���������� �� ��� �����" v
� Gi.

5�� ��� ����������� � ���� ��������� �� ����� ���� �����������

0��	 %3�
pi+1(v) ≥ pi(v).

0��	 %3� $� pi+1(v) = pi(v) + 1 ���� ai(v) = D.

����� %3� $� pi(v) = π ��� ai(v) = h ����5

∀w ∈ V (G) d(v,w) ≤ h ⇒ pi−h(w) ≥ π.

����(3 +� ���� ��� ����� �� ���
����� �� i. � i = 0 ��� �������� �� �����
��

5���� �� ���
�� ���� pi+1(v) = pi(v) = π ��� ai+1(v) = ai(v) = h. 9� ��� ���
�����
����������� d(v,w) ≤ h ⇒ pi−h(w) ≥ π. 5��� 5��� ��L< pi−h+1(w) ≥ pi−h(w) ≥ π. ��
�
p(i+1)−h(w) ≥ π.



�	(	 �����
����  !������������� ��������
 )� ��������
* �


B�� �� ���
�� ���� pi+1(v) = pi(v) = π ��� ai+1(v) = ai(v) + 1 = h. � d(v,w) ≤ h =
ai(v) + 1 ���� ��� u �� �
�� ���� d(v, u) = 1 ��� d(u,w) = ai(v) = h − 1.

+� ���� ai+1(v) = ai(v)+1 ⇒ pi(u) ≥ pi(v) ≥ π ��� ai(u) ≥ h−1 3�� ��� ������������
� ��� ����������� �
��6� 9� ��� ���
����� ���������� ������� �� ��� �����" u< pi−(h−1)(w) ≥ π
��� )����� p(i+1)−h(w) ≥ π.

��� ���� ���� �� pi+1(v) = pi(v) + 1, ��������� ai+1(v) = 0 ��� ���� �������� ��� ���� � �

5��� ���� ����� ��� 5��� ��L< ��  �������

��������� %3� $� pi(v) = π ��� ai(v) = h ���� d(v,w) ≤ h ⇒ pi(w) ≥ π.

����� %3� $� pi(v) = π ��� pi(w) = π + 1 ���� ∀u ∈ V (G) (pi(u) = π 
� pi(u) = π + 1).

����(3 .�� j �� �
�� ���� pj(w) = π ��� pj+1(w) = π + 1, �� ��� ������������ � ��� �����
�
�� ��� ��� ������
� ����������

∀u ∈ V (G) pj(u) ≥ π.

5�� ��� ���� �������< �� pi(v) = π< ����� ���� ��� �"��� u �
�� ���� pi(u) > π + 1. �

8!����� %3� 6������	����7 ��� �	����
������
� ��
�
�
� 
������� �	 ����� ��� ����� ��,
�������� �	���
 R1 �� �
������

����(3 ��� ���� � ���� ������� ��� ������ �� ���
���  ��� .���� ��L ��� .���� ��L �

�����, %3� � ��
���� �
����� �	����
������
� ��
�
�
� ��� �� 
������� �� ��� ��
� ��	!
����� �� ����� �
��� 
� ��� ���
����! ��� ���� n = |V (G)| 
� ��� ����� 
� �� ����� �
��� 
�
��� ���� 
� ��� ������

+'/ ������� �� ��������� �
��� ������
�� 2�� ������
��3

+� ������� � �������E�� ���������E����� ���������� ��� ���� ���� � ���� ��������� �� �����
�� ��� 
�� � ����

 ����� �� � ������!� ���������< ���� �����" 3���������6 ���� � �
���� ��
���� ����< � �����" ���� ��� � ��!�� ������ �� �������� �� ��� � ��� ���������� +��� ����
���� ��� ��!�� ���� �� ��� �����"< ���� ����� �� ��� ��!��� �� � ��������� 
��������� �����<
���� ���� �����������< ��� ��!��� ���� ����� �� ��� ��!�� ��� ��� �����"< ���� ���� ��< ������
��� ��"� ���������E����� �
����

5�� �
� �
�����< �� ���� �������� ����)�� ��� ����� ��������� ���������� ��� ����������
� ���� ������
��  ��� ��� ���� ���� �� ���� ���
���� ����� �� ��� �� 0
��� �������
�  �� �
�����"< ���� ��� � ��!��< �� !��� ���� ����� �� �� ����� ��!�� �� ��� ����� ������!� �� �����
�� ����� ���� !��� � �������< �� ��������� �
� ��!��� �� ���
��� �
����� ��� ��� ������ � 
������� ��!��� �� ��� ���� �� ������ ��� �
����� ������������� �� ����� ��!���� #�������<
� �����" ���� ��� ���� ���� ��� ��!�� �� ��� � ��� ���������� 4�����< �� )��� ������ ��� ���
��!��� � ��� ������������ �� ��� ��� ������ ��� ���
����� �
���� �� ��� � ��� ����������
�� ��� ��������� � ���� �
���< ���� �����" ����
��� � ��� ��!�� ���� ���
� L� �� ���� ��
�� ���� ��� ��!�� �� �< �� ��� 3� ��������6 �� ��������� ���� �� �������� ����
�� ��� �����
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����� 3�
�� R36� ��
�< ���� ���� ��� �����" ��
�� ����� ��� ��"� �
���� � � �����" u ��� �
��!�� c(u) �
�� ���� c(u) = |V |< ���� u �� ������� �� ����� ��� ��"� ���������E����� �
���� +�
���
�� ���� ���� �����" !���� ��� ��E� � ��� ������!� �  ����� ����������� � ��� ���������
�� ���� ������

.�� G �� � ����� ���� n ��������� 8������� � ��������  
������ λ< ����� λ : V → [1..∞]×
[0..n]� ��� )��� ���� � ��� ����� � � �����" u ���������� ��� �
��� � u ��� ��� ������
���������� ��� �����
� �
���� � �������� ���� ��� �� ��� ���� �
��� �� u� ���������< �� �����
��� �����" �� ������� (1, 1) ��� ��� ������ ��� (0, 0)H�������� ��� ����� ���������� ������ ��
R2 = (L2, I2, P2) ��)��� �� L2 = {[1..∞] × [0..n]}< I2 = {{(1, 1)}}< P2 = {R1, R2, R3, R4}
����� R1< R2< R3 ��� R4 ��� ��� ���������� �
��� ������ ������ .�� v0 �� � �����"< ���
�������E�� ���������E����� ��������� 34> ��������� �� ��� ��0
��6 �� ��������� ��  ������

�L � 8!� ���/��"���� ����

����
�����
� 5

5 λ(v0) = (p(v0), c(v0)),
5 c(v0) < |V |,
5 ∃v ∈ B(v0, 1) p(v) = p(v0) + 1.

���������� 5

5 λ′(v0) := (p(v0), |V |).

�� ��� �
��������� ����< ���� �����" v0 ���� ��� ���
� � ��� ��!�� c(v0) �� |V | �� ���� ��
����� �"���� ��� �����" v ∈ BG(v0, 1) ���� �� �� � ������� �
��� ���� p(v0)�

�O � 8!� �!��� ����

����
�����
� 5

5 λ(v0) = (p(v0), c(v0))<
5 c(v0) = |V |.

���������� 5

5 λ′(v0) := (p(v0) + 1, 1).

�� ��� ����� ����< ���� �����" v0 ���� ��� � ��!�� c(v0) �
�� ���� c(v0) = |V | ���������
��� �
��� �
���� ��� ���� ��� ���
� � ��� ��!�� �� 1�

�� � 8!� �����"�	��� ����

����
�����
� 5

5 λ(v0) = (p(v0), c(v0))<
5 c(v0) < |V |,
5 ∃v ∈ B(v0, 1) c(v) = |V | ��� p(v) = p(v0).

���������� 5

5 λ′(v0) := (p(v0), |V |).



�	(	 �����
����  !������������� ��������
 )� ��������
* �P

�� ��� ��
������
� ����< � �����" v �� ��� ������������ � v0 �� �� ��� ���� �
��� p(v0)
��� c(v) = |V | ���� ��� ��!�� � v0 �� ��� �� |V |� ���� �
�� ��� ���� ��� )��� ��� ��
��������� ��� ��!�� �� �������� c(v) = |V |.

�N � 8!� ������	��" ����

����
�����
� 5

5 λ(v0) = (p(v0), c(v0))<
5 c(v0) < |V | ∧ c(v0) > 0,
5 ∀v ∈ B(v0, 1) p(v) = p(v0).

���������� 5

5 w0 := ��

�� �� ����

 v ∈ B(v0, 1)(v �= v0),
5 ∀v ∈ B(v0, 1)(v �= v0)λ′(v) := (p(v), 0),
5 S :=

∑
v∈B(v0,1) c(v),

5 λ′(w0) := (p(w0),S).

�� ��� �
�������� ����< ���� �����" �� ��� ������������ � v0 �� �� ��� ���� �
��� p(v0)�
� v0 ��� � ��!�� � ���
� c(v0) < |V |< ���� ��� �
� � ��� ��� ��!��� �� BG(v0, 1) ��
����
��� ��� ��� ���
����� ��!�� �� ���� �� ��� �������� w0 � v0� B��� ���� ��� ������
� w0 �� ���� ��������� ��� ��!��� � ��� ��� �������� v ∈ BG(v0, 1) �
�� ���� v �= w0

��� ��� �� 0�

+� ��� �
�� �
� ��������� �� ��� ����������� � ��� ��������� ���������� ����� ���< ��
)��� ����� ���� 
�� 
� ���������� ���� ���� ���� 
� �� ���� ��� �������� � �
� ���������E�����
���
������� 2�� ��� ���� �� ������ ���� � �����" ���� ���� ��� ���� � ��!�� ���� � �����
,
�
��� ���� ���
� �� .�� (Gi)0≤i �� � ���������� ����� ���������� �� � �
� � ��� 4> ����������
+� ������ �� pi(v) 3����� ci(v)6 ��� �
��� 3����� ��� �������6 ���������� �� ��� �����" v � Gi.
+� ���
�� ���� ��������� �"����� ��� �����" � G0 �� ������� (1, 1) ��� ��� ��� ����� ��������
��� ������� (0, 0)� ��  ��� ���< �� ��� ����� �� ��� ��������� �� ��� �������� � ��� ����������
� �
� ����������

5���� �� ���� ��� ���  ��������  �����

0��	 %3%

∀v ∈ V (G) ∀i pi+1(v) ≥ pi(v).

∀v ∈ V (G) ∀i pi+1(v) = pi(v) + 1 ⇒ ci(v) = |V |.

����� %3% ��� π �� � �����! �� ����5

3� $� ����� �)���� v0 ���� ���� 0 < ci(v0) < |V | ��� pi(v0) = π ����5

∑
{v|pi(v)=π}

ci(v) = Card{v | pi(v) = π}.



N� ������� �	  !����������� %���������� ��������
�

6� $� ����� �
�� �
� �)��� v0 ���� ���� 0 < ci(v0) < |V | ��� pi(v0) = π ����5

∀v ���� ���� pi(v) = π ������ ci(v) = 0 
� ci(v) = |V |.

&������

�� �� �
� ��� v ���� ���� pi(v) = π �� ���� ci(v) = 0 ���� ����� �)���� w ����
���� pi(w) = π + 1.

7� (∃v,w ���� ���� pi(v) = pi(w) + 1) ⇒ (ci(w) = 0 
� ci(w) = |V |).

8� �� ∃v,w ���� ���� pi(v) = pi(w) + 1 ����

∑
{u|pi(u)=pi(v)}

ci(u) = Card{u | pi(u) = pi(v)}.

A� $� ����� �)���� � �����) v ���� ���� ci(v) = |V | ���� �
� ��� �����) u �� ����5 pi(u) ≥ pi(v).

D�
∀u, v |pi(u) − pi(v)| ≤ 1.

����(3 ��� ���� �� �� ���
����� �� i. +� ���
�� ���� ��� ��� ���������� ��� ��
� �� ���� i
��� ���� �� �"����� ���� ������� ��������� �� ��� ���������� �
�� ����� �� �������� �

5�� ��� �������� � �
� ���������E����� ���
������ �� ���� �� ���� ���� ���� �����" � G
��� ���
�� !�������� � ��� ����� ����� �� ������< � ���������< �� ������ ��� �
���� ����
!�������� ��� ���� �� �������� � �� ��� ���� �� ���
�� ���� � ��� � )���� ����< ��� ���� ����
�����������< ����� �� ���� ��� ��!�� �� � �� ��� ����� ������!� +� ��� ��� ����� �� 
������!�
��� ���! � ������������� ���� ��� ��� ��!� ���� ����������� �� ����� �� L �� ��������
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�� ����� ��� ����������� � ��� 4> ���������< �� ������
�� ���� ����H!���� ������ ������� ��
��� 
�� � ������ ���!� ��� #��!�� ������ R9��PPS �� ������� ��� ���� �� �� ��������� ���
�
�������� ����� � ��� ��!�� �� � ������ ���!�

8������� ��� ������ ���! �
� �� �
�������� ������������ � ���  �
��� �
�� � �
� ���H
����E�� ���������� ���� ������ ���! ���� �������
��� � .���
� ����� ���� ��� ����������
�����������

P(u, v) =
{ 1

d(u)+1 : v ∈ BG(u, 1)
0 : ���������

B�� �� ������ �� ���� ���� ��� �� ��)��� #��!�� ����� {Yk}k∈N �����)�� ��� ���������� � 
��� 2���� ��
�� ���
��
 3��� ������� L�O6� �� ���� ��� �� ���� �� ���� ���� {Yk}k∈N ��
�����
�����< ��������� ��� ���� �� ���� � ���������� �������
���� π� 9���
�� � ���  ��� ����
��� ����� G �� ��������� ��� 
���������< �� �� 0
��� ������ �� ���� ���� {Yk}k∈N �� �����
������
5��� 8���� L�O� �� ��� ���
�� ���� �
� #��!�� ����� �� ���� ���������< �����  �� ��� ��������
u ∈ V �� ���� P(u, u) > 0� ��� ��� ������� ���� � ���� ���� �� �� ���� ��� �"������� � 
� ���������� �������
���� π� 5�� ���� �
����� �� ��� ��!� ��������� � :���������� L�O ���
����� ���  �������� ������
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����� %3� {Yk}k∈N �� ���������� ���� ������� �


π(u) =
d(u) + 1

2|E| + |V |

����(3 �� ��� ��� �������� � ��� ����� �����< �� ���� �� ����! ��� ������ .�� u, v ∈ V ��
��� ��������  ��� G�

• � v �∈ BG(u, 1) ���� π(u)P(u, v) = π(v)P(v, u) = 0�

• � v ∈ BG(u, 1) ����

π(u)P(u, v) =
d(u) + 1

2|E| + |V |
1

d(u) + 1
=

1
2|E| + |V | = π(v)P(v, u)

��� ���
� � π(u)P(u, v) �� ����������� � u� ��
� {Yk}k∈N �� ���������� ��� ������� L�L
������ 
� �� ������� ���� π �� ��� 
��0
� ���������� �������
���� � ��� #��!�� ������ �

B�� �� �� ����� ���� ��� 2���� ��
�� ���
��
 �� ���������� �� �
� ��)��� #��!�� ������
��
�< �� ���� ���� �� ��� �����< ��� ����������� � ����� �� ��� ������
��� �����" �� ������������
�� ��� ������< ���������� � ��� ���
��
�� � G� ���� �����!����  ��� �� ��� !�� �� ��� ���� � 
��� ��"� .�����

����� %3' ����� � ��
����	  ���� ��
��� 
� �����! ����� �� �� ����� 
�� �����) u �� G ����
����� �� c(u) = |V |�

����(3 �� ������� �
U��� �� �������� ��� ���� ����� ��� ������ ������ ���� �
�� ��� ��!����
����� ��!��� ��� ��� ��� �������� ������ ���!� �� G ��� ����
�� ��� #��!�� ������ ����
�����  ��� ��� ��7����� ��������� ��������� �� ��� 2���� ��
�� ���
��
< ��� �����������<  ���
����� ��!��� �� �����< ���� �� ���� ����� �� L ���� ���� ����� ����� ������ ����������
�������
���� π� ��  ���< �� �� ��!� 3 �� � ����� ���� ��" ��������6 �������� ����� � ��� ����
3���
������
���6 ���� ��� �"��������� � ������ ��� ���������  ����� ��
�< �� �� ����� ����< ��
��� �����< ��� ������� ����������� ������� ������ �� L�

5
���������< 8����������< ������ ��� +��!��� R8�+P�S ���� �������� � ����������

���� ��
��  �� ��� ������� ���� � ��� ������ ���!� �� � ����� G� ���� ���� �����
���� �� ��� ����� ����< ��� ������ ���!� ���� � ��� �� �"������ �
���� � ����� M ����
M ≤ 4

27n3� �

����� %3* ��� �/ ���
����
 ����� �� ��� �
�����
�� 
� ��
����	 3 '4
���������(�

����(3 5�� ��� ���� � .���� ��M �� )��� ���
�� ���� � ��� � )���� �
���� � ����
������
�����< ����� �� �� ����� ��� �����" u �� G ���� �����)�� c(u) = |V |� ��� �������� � ����  ��� ��
� ������ �����0
���� � .���� ��N�

.�� u �� ��� �����" ���� �����)�� p(u) = π� 2��� ��� ����������� � �
�� R2 ��� ���������
��� �
��� � �����" u� ���� ����� ���� c(u) = |V | ��� ���� ��� ��� ����� �������� � G ����
���� ����� ��!���  �� ��� �
��� π� ��
�< ��� ��� �������� � G ��� �� ��� ���� �
��� π�

.�� ��� v �� � �����" � G �
�� ���� p(v) < π� ��� �
��� R1 ��� R2 ��� ���������� ��
v 
���� p(v) = π� 9
� �� ���� �� ��� ���
� � p(v) ������� π< ���� ��� �
�� R2 �� ���� ��
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��������� p(v)� ����� ���< ��� ��� �������� � G �
�� ���� ���� ����� ��!���  �� ��� �
��� π�
��
�< ��� ��� �������� � G ��� ���� �� ��� �
��� π� �

+� ��� ��  
����� �� �
� ������������� ��� ����� ��� �������� � :������� O ����������
��� ����� �

���������	 � ��� 4> ����������

����� %3+ ��� �/ ���
����
 ����� �� ��� �
�����
�� 
� ��
����	 6 '����� �

���������	(�

����(3
� �����" u ��� ���� ������� ��� �
��� � �� ������� ��� � ��� �
��� R1 ��� R2� 5
����� ��<
��� 
�� � R1 ���
��� ���� ����� �"���� � �����" v �= u ���� p(v) = p(u)+ 1� ;
� �� ��� �������
���)�
������ ��� �� :������� L �� ��� ����� ���� :������� O �� �����)��� ��� 
�� � R2
�������� ���� ��
����	 3 � .���� ��� ���� ������� ��� ����� � ���� ������ �

5��� .���� ��M ��� :������� O �� ��� ����������� ���
�� ��� ����������� � :�������
� 3>���� ����������6�

+'0 ��������� �
��� �� (����� "�
� � 4��
��������� 5��
��

�� ���� �������< � ��� ���������E����� �������� �� ������
���� ��� �������� � ��� ���
����������� �� ����� �� ��� ����H!���� ��������� �� �������
��� ����
�������� +���� ���
)��� ��� �� ��� ����
������ � � �������� ���� �� � �����< ��� �������� �� �������
� �����
���������� ��� ������ ���� ��� ����������  �� ��� �������� ���  �� ��� ����
������ � �
�������� ���� 
�� ����� ����
������ ������0
�� ���� ����� ���������� ������� �� ����� ����
�������� ���� �����������
��� ��� �������� ���!� �� ��� ������ �� ��� )��� ����< � �������� ���� T �� ����
��� ��
� ����� ����� G� ��� ���� � ��� ������ ���� �� ���� �� ����� � �����" �� T ���� ���� �����
��� ��"� �
��� � �
� ���������E����� ��������� ������ ���< ��� ��������� ������ � ��� �����
�� �"��
���� � ��� ����
������ � � �������� ���� �� G� ����� ��� �� ������������ ���
�
��� ��� �� ����� ��� ���� ����� �
�� ���� ����� ���� ����� ��� ���� T �� ������
����< ���
�������� ��������� ��� �� ���
������
��� ��� ������ 9� ��� ����� �� ���� ��� ������������ � 
��� ��������< ��� 
� )��� ���� ���� ��)������� ���  ������E� ��� ����� ����������� �� ����� � 
����� ���������� ��������


�2��	��� %3%
��� ����� 
� ���� �����) �� ����������� �	 � ��
 ����� (S, i) ����� S ∈ {N,A} ��� i ∈ N�

• � �����) v �� N ,������� �� ���  ��� ���
 
� ��� ����� �� N �

• � �����) v �� A,������� �� ���  ��� ���
 
� ��� ����� �� A�

• �� ���� e �� i,������� �� ��� ����� �� i�

• � ������� �����) v �� � �����) ���� ��� �)����	 
�� N ,������� ������
��
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• � �������� Gi �� ������ N ,������� '�����������	 A,�������( �� ��� ��� �������� ��� N ,
�������'�����������	 A,�������(�

.�� ��� G �� � ����� ���� � �������
����� �����" u� ��������� ��� ����� ��� 0H�������<
� �����" u �� ������� (A, 1)< ��� �"������ u< ��� ��� �������� ��� ������� (N, 0)� ���
������������� ����� ���������� ������ �� ����� ��� R3 = (L3, I3, P3) ����� ��� ����������
L3< I3 ��� P3 ��� ��)��� ��  �������
L3 = {{A,N} × [0..∞] ∪ {0, 1}}< I3 = {{(A, 1), (N, 0)} ∪ {0}}< ��� P3 = {R1, R2, R3} �����
R1< R2 ��� R3 ��� ��� ���������� �
��� ��������� �� :�����
�� ��L�

��������� %3� 6���	���� (�� "���!� ��	! � ���	��"���!�� /��	�17

�3 5 8��� �����	�	��� ����

:����������� �

5 λ(v0) = (label(v0), p(v0)),
5 label(v0) = N,

5 ∃v ∈ B(v0, 1) p(v) > p(v0), label(v) = A,

4��������� �

5 λ′(v0) := (A, p(v0) + 1),
5 λ′(v0, v) = 1.

�6 5 ���( �������	��� ����

:����������� �

5 λ(v0) = (label(v0), p(v0)),
5 label(v0) = A,

5 ∃v ∈ B(v0, 1) label(v) = A! p(v) = p(v0), λ(v0, v) = 1,
5 ∀w ∈ B(v0, 1)/v p(w) = p(v0), λ(v0, w) = 0,

4��������� �

5 λ′(v0) := (N, p(v0)),
5 λ′(v0, v) = 0.

�7 5 8��� ����	��� ����

:����������� �

5 λ(v0) = (label(v0), p(v0)),
5 label(v0) = A,

5 ∀v ∈ B(v0, 1) p(v) = p(v0), label(v) = N,

4��������� �

5 λ′(v0) := (A, p(v0) + 1).



NN ������� �	  !����������� %���������� ��������
�

4
�� �L ��������� � �������� ���� T ���� ���� �������� AH������� �������� ��� 1H������� �����<
����� �
��� �O ��� �� ��� ��� ��� �������� ��������� �� T �

.�� ��� G(V,E, λ) �� � ��������� ������� ����� �
�� ���� � �������
����� �����" v ��
������� (A, 1) ��� ��� ����� �������� ��� ������� (N, 0)� �� ��� ���������< ��� ��� ����� ���

������� 0� .�� G′(V,E, λ′) �� � ����� �
�� ����� G(V,E, λ) ∗−−−−→
R3

G′(V,E, λ′)�

+� ��� ����� �� ������� ���� ���������� ���� ��� �����)�� �� ��� ����� G′(V,E, λ′)� �����
���������� ��� ����� ��  ��� � )�� ����� ����� ���� � ���
�� ������ � ��� ������������� � 
��� ���
��� �� ���� ����� ������ ��� ���� � ���� ������� ���� �� ��������� �� ��� ����������� � 
��� ����� ��������� ���������E����� ������������

����� %3� ����� �)���� �� ����� 
�� A,������� �����) �� G�

����(3 ��� �������� � ���� �������� ������� �������� �� �
�� �O� �� � ������ �  ���< �
��
�O ���
��� ���� � AH������� �����" v ��� ���� ������ ��� �����< ���� ����� �� �"����� ���
AH������� �����" u �� ��� ������������< �
�� ���� v ��� u ��� �������� �� ��� ���� 1H�������
����� 5
���������< �
�� �� ���
��� ���� � � AH������� �����" v ��� ���� N H������� ��������
�� ��� ������������< ���� v ������
�� �� �� AH������� 
���� ��� ��"� �
��� �� �������� ��
�<
�� ��� ����< ����� �� �� ����� ��� AH������� �����" �� ��� ������!� �

����� %3. ��� ����� �������� �
 � (N, i),������� �����) ��� 0,��������

����(3 +� ���
�� ���� v �� ��� N H������� �����"� 5
�����< ��� S �� ��� ��� � N H�������
�������� u �
�� ���� v ��� u ��� �������� �� ��� ���� 1H������� ����� ��� ������������ � �
��
�O ���
��� ���� v ��� ��� ���� � AH������� �����" u �
�� ���� v ��� u ��� �������� �� ���
���� 1H������� ����� ��
�<  �� ��� �������� � ���� ��������� �� ���� ���� �� ���� ���� ��� ���
S �� ������

+� ���
��  
�����< ���� ��� ��� S �� ��� ������ .�� u �� �� ������� � S �
�� ���� �����
�"���� �� ���� e ����� ���� e = (v, u)� 8������� ���� �� ���� t1< v ��� N H������� ��� u ���
AH�������� ���� ����� ���� �� ���� t0 < t1< v ��� u ���� ���� AH������� ��� ���� ��� ����
e ��� 1H�������� ���� ����� ���� ��� �"��
���� � �
�� �O �� v �� ���� t0 ��� ��� ��������
1����" v ��� ����� ��� ��� �� N H������� �� ���� t1� ���� ���������� � ������������� �� ���
���
������ �� ���� ������ �

����� %3$ � N ,������� �����) v ��� �
 ������
� u ���� ���� p(u) < p(v)�

����(3 .�� v �� � N H������� �����"� ��� ��� ����� �������� �� v ��� 0H������� 3.���� ��Q6�
.�� u �� ��� �������� � v� ����� ��� ��� ����������� ������

u �� N
�������� �� ���� ����< ��� �"��
���� � �
�� �O 3�� u �� �� v6 �
�������� ���  ��� ����
p(v) = p(u)�

u �� A
�������� ���� ������� ��� ��������������

• ��� �"��
���� � �O �� v �
�������� ���� p(v) = p(u)�

• � �����" w ��� ������� 3�
�� ��6 ��� u ��� ������� �� ��� �
��� ����������� �
��
�L� ���� ����� ���� p(v) + 1 = p(u)�
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�

����� %3�4 ��� �������� GT ������� �	 ��� ��� A,������� �������� �� �
������� �	 ��� ���
1,������� ����� ��� ��� ��� �������� 
� GT ��� �� ��� ��
� ����� PA�

����(3 � ��� ��� �������� ����� 3��6< ����� �� �"����� ��� AH������� �����" �� ��� ��������H
���� � ��� ������� �����" v� 4
�� �� ���� �
�������� ���� ��� ��� ��������� u � v ��� �� ���
���� �
��� PN = p(v)− 1� +� ��� ������ ��������E� ����  ��� ��� ����� ���� ��� ��� N H�������
�������� � ��� ����� G ��� �� ���� ���� �� �
��� p(v) − 1� ���� �� ���
���  ��� �
��������
�"��
����� � �O� � ��� ���� �"��
���� � �O< ��� AH������� �������� ��� �������� �� ��� ����
1H������� ����� 4
�� �L �� ��� ���� ����������� �� �������� 1H������� ������ 5
���������< ����
��������� 1H������� ���� �� �������� �� ��� AH������� ��������� ��� ����
�� � .���� ��
<
�� !��� ���� ����� �� �� N H������� �����" �������� �� � 1H������� ����� ��
�< ��� �
������
���
��� �� ��� ��� AH������� �������� �� ��������� �� ��� ��� 1H������� ��������� 9���
�� � 
�L< �� ��� ���� ���
��  ��� ��� ����� ���
����� ���� ��� ��� AH������� �������� ��� ������
�� ��� ���� �
��� PA� �

����� %3�� ��� �������� ������� �	 ��� ��� 1,������� ����� �� � �����

����(3 .�� GT �� ��� �
������ ���
��� �� ��� AH������� ��������� +����
� ���� � ����������<
�� ���
�� ���� ����� ��� ����� �������� u, v ��� w ���� ������ �� GT ���  ��� � 1H�������
����� CT 3��� 5��
�� Q6� +�  
����� ���
�� ���� �� � ���� tp< u ��� AH������� ����� v ���
w ���� N H�������� ��
�< �� tp< ��� ��� ����� � CT ���� 0H������� 3.���� ��
6� �� �����
�� ������ ��� ����� � ��� ����� � CT < �
�� �L �
��< ����� tp< ���� ���� �"��
��� �� u< v
��� w� 5��� ��� ����� ���
���������< �� ���
�� ���� u ��� N H������� �� ���� tp� ����
���������� � ������������� � ��� ���
������ �� ���� ���
� ��� ����� � u� �

v(i, A)

11

1u(i, A)
w(i, A)

,��*�� 9- �4	"� CT �� 
�� A+"�%�"�� �*%���
��

�������	��� %3% ����� �)���� � ��
� t0 > 0! ����� ��� ��� N ,������� �������� ��� �� ��� ��
�
����� PN > 0�

����(3 .�� vi �� ��� ������� �����" �� ��� ��������� � �
��� i 3p(vi) = i6� .�� ti−1 �� ���
���� �� ��� ��� �"��
���� � �
�� �� �� vi� �� ���� ����< ����� �� ���� ��� AH������� �����"
�� � �� ��� ����� ������! 3�������� ���������6< ��� ��� ��� N H������� �������� ��� �� ��� ����
�
��� p(vi) − 1 3��� ��� ��

� 
� ��

� 7�3?(� ����! t0 = ti−1� �
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2
� ��������� �� ��� �
���� �� ��� �������� � :������� L�

����� %3�� ��
������ 7�3 ����� �� ��� �
�����
�� 
� ��
����	 3�

����(3 .�� t0 ��� vi �� ��)��� �� �� ��� ���� � :���������� ���� .�� u �= vi �� ��� ����
AH������� �����" ���� ������ N H�������� �� �� ����� ���� u ������� �� ��� ������������ � 
vi� .�� tu �� ��� ���� ���� �O ��� �"��
��� �� u� +� !��� ���� p(u) = p(vi) �� ���� tu�
��
�< ��� ��� N H������� �������� � G ���� �� �
��� p(u) = p(vi) �� ���� tu� ���� ������� ����
��� ��� �������� � G ���� �� �
��� Pu �� ���� ����� �

+� ��  
����� �� �
� ������������� ��� ����� ��� �������� � :������� O�

����� %3�% ��
������ 7�3 ����� �� ��� �
�����
�� 
� ��
����	 6�

����(3 ����� ��� ���� ��� �������������  �� � �����" v �� ������ ��� �
���� ��� )��� ��� ��
�� �"��
���� �
�� ��� ���� �
�� ���
��� ���� v �� AH�������� ;
� �� .���� ��P ��� .����
��L�< �� !��� ���� ��� �������� p(v) ≥ PN ������� +���� PN �� ��� �
��� � ��� ��� N H�������
�������� � G�

��� ������ �����������  �� � �����" v �� ������ ��� �
���< �� �� �"��
�� �L� ���� �
�� ��
������ �"��
��� � ��� � �����" u ��� ������� ��� �
��� i + 1� �� ��� ��������� � ���� �
���<
��� ��� N H������� �������� ��� �� �
��� i 3 ��� :���������� ���6� 9���
�� � .���� ��L�< ��
!��� ���� ��� ��� AH������� �������� ��� �� �
��� i + 1 ��� ���� ��� ��� N H������� ��������
��� �� ����� �� �
��� i� ��
�< v ��� ��!�  �� �
�� ���� ����� �� �� �����" w �� G �
�� ����
p(w) < p(v)� �

8!����� %3� 6������	����7 ��� �	����
������
� ��
�
�
� 
������� �	 ����� ��� ����� ��,
�������� �	���
 R3 �� �
������

����(3 5��� .���� ��LO ��� .���� ��L� �� ��� ����������� ���
�� ��� ����������� � ���
:������� �� �

)1������ ��� β ���������E�� R�����S �� � ������
��� ���� � ��� ���������E�� R� +���� �� ���
���������E�� R ��� ���� �� ��� !���� �� ������� ��� �� ���������� �� �� �������� ���������<
��� β ���������E�� ���
��� � �������� ���� ���� ��� ���� ����� 9� ��� ���������� ��� �
���<
��� ���� �����  �� W���� �� �X ��������  ��� ��� ����< ����� ���� �� ����� �
��  �� W���� ��������X
 ��� ����� ���� ��� �� ��� �� ����� �����< ��� ���� ���
��� ���� ��� �������� � ��� ��������
���� ��� �� � �� ��� ����� �� ��� ��"� �
����

+'6 ��������� �
��� �� .����

��� ��� ���������E����� ��������� ��������� ��  �� ���� ��������� �� ��� ���� � �������
����� ��������� ���� ���0
��� !�������� � ���� ����� ��������������� �� �� �"��� ���
 �
������� B�� �� ������
�� � ��� ����������� ������� �� ������ �����
�� ���� �����������
�� ���������� �� �����< �� ��� ��� ��������� ���� �� �� ��� ���� �� ���� ���� !�������� ���
�
��� ������! ��E�< ��� ������! �������� �� ��� �"������� � � �������
����� �����"�
��� ���� ���� � ���� �������� ������� �� ��� 
�� � �� �������� ��������� �� ������ �����
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�����" ���
�� ����� ��� ��"� �
���� ��� �������� ��������� R9##>�OS �� 
��� �� ��� ����
�� ��� ��� ������
��� �� >������ ��M� ���� ��������� ������ ��� ������� � ��� �������� ��
�������
� ����� 
���� ����� ���������� �������� �� ��� ��������� � ��� ���������E�����
��������< ��� �������� ��� �� ��� ���� �
���� ����� ������ ���� ��� ������ ��� )��� ��� ��
������  �� ��� �������� ��������� ��� ��� ������ ��� ���������� ��� �
��� �
����� +� �"�����
��� �������� ��������� �� ������ � �����" u ���� ������ ��� ��"� �
���� 5
���������< ��� ���
�������� v< ���� ���� � �����" w �� ����� ������������ �
�� ���� p(w) > p(v)< �������� �����
�
���� +��� � �����" ��������� ��� �
���< ��� ������
�H����� �� ��� ���! �� ��� ������� ���
�� �
 ������E�� ����������� � ���� ���������E����� �������� �� ����� ������

.�� T �� � ����� ��������� ��� �������� ��� ������� (N, 1)� ��� ����� ���������� ������
�� R4 = (L4, I4, P4) ��)��� �� L4 = {{L,N} × [1..∞]}< I4 = {(N, 1)}< P4 = {R1, R2, R3}
����� R1< R2 ��� R3 ��� ��� ���������� �
��� ����� �� :�����
�� ��O�

��������� %3� 6���	���� (�� 	���
�!���� ��	���,�7

�3 5 ���( �������	��� ����

:����������� �

5 λ(v0) = (label(v0), p(v0)),
5 label(v0) = N,

5 ∃v ∈ BT (v0, 1) label(v) = N ! p(v) = p(v0),
5 ∀w ∈ BT (v0, 1)/v p(w) = p(v0), label(w) = L,

4��������� �

5 λ′(v0) := (L, p(v0)).

�6 5 8��� ����	��� ����

:����������� �

5 λ(v0) = (label(v0), p(v0)),
5 label(v0) = N,

5 ∀v ∈ BT (v0, 1) p(v) = p(v0), label(v) = L,

4��������� �

5 λ′(v0) := (N, p(v0) + 1).

�7 5 8!� �����"�	��� ����

:����������� �

5 λ(v0) = (label(v0), p(v0)),
5 label(v0) = L,

5 ∃v ∈ BT (v0, 1) p(v) > p(v0), label(v) = N,

4��������� �
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�

5 λ′(v0) := (N, p(v0) + 1).

�� ����� �� ����� ��� ����������� � :�����
�� ��O< �� ���� �� ������
�� ���� ��)������� ����
���
�� ������ � ��� ���� � �� ���� ����� ������


�2��	��� %3'

• � �����) v �� N ,������� �� ��� ���
�� ���
 
� ��� ����� �� N �

• � �����) v �� L,������� �� ��� ���
�� ���
 
� ��� ����� �� L�

• � ������� �����) v �� � �����) ���� ��� �)����	 
�� N ,������� ������
��

• � �������� Ti �� ������ N ,������� '�����������	 L,�������( �� ��� ��� �������� ��� N ,�������
'�����������	 L,�������(�

9� ��� ������ �� ����������� ��� �������� � ����� �����< �� )��� ���� �� ����� ���� ����������
���� ���� �� ���� 
�  �� ��� ���� � �� ���� ������� ������ ����
.�� T (V,E, λ) �� � ���� �
�� ���� ��� ��� �������� ��� ������� (N, 1)� .�� T ′(V,E, λ′) �� � ����

�
�� ����� T (V,E, λ) ∗−−−−→
R4

T ′(V,E, λ′)�

��� ���� T ′(V,E, λ′) �����)�� ���  �������� �����������

����� %3�' � L,������� �����) v ��� �� 

�� 
�� ������
� w ���� ���� p(w) ≥ p(v) ��� w
�� N ,��������

����(3 +� )��� ���� ���� � LH������� �����" ��� �� ���� ��� N H������� ���������
.�� v �� ��� LH������� �����"� 2��� ��� �
�� �L ��� �������� � LH������� �����"� � ��� ���
����������� � �L �� v< ��� ������������ ���
��� ���� v ��� �"����� ��� N H������� �����"� .��
w �� ��� N H������� �����" ���� ������� �� ��� ������������ � v� � w �� �������< ���� �����
�� �� ������� �� ��� ������������ � v� 2��������< w ���� ���� ������ LH�������� ��
�< ���
���� ����������� ���� ��
�� �������� ��� ���
�� � N H������� �������� �� ��� ������������ � 
v �� ��� 
�� � �
�� ���
+� ��� ���
�� ���� ��� ���� T ��� �� ���������� �� ��� �
������ T1 ��� T2 �
�� ���� T1

�� LH������� ��� T2 �������� ��� ������� �����" 3��� &����� 7�D6� � ��� � �����" � T2 ���
���� �������< �
�������� ������������ � �� 3����������� �����6 ���� )��� ������ ��� ����� � 
w ��� v �� ��� ����� ������ ��� �����" u � T1 �� � N H������� �����"� ���� ����� ���� ���
��"���� ���
�� � N H������� �����" �� ��� ������������ � � LH������� �����" v �� L�
.�� ��� v ��� w �� ��)��� �� ������ p(v) ��� p(w) ��� ������������ ��� �
��� � v ��� w�
�� ��� ���������< �L ���
��� ���� p(v) = p(w)� 5��� ��� ����� ����
�����< �� ������ ����
v �� ���� ���� �� ������ ��� ����� 3�
���6 � ��� p(w) ��� �������� ��
� 0 ≤ (p(w)−p(v)) ≤ 1� �

����� %3�* � L,������� �����) v ��� �
 ������
� w ���� ���� w �� N ,������� ���
p(w) < p(v)�

����(3 ��� �������� � ���� �������� ��� �� �������  ��� .���� ��LN� �
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T1 T2

wv

v )& L8*+��*�29 w )& N8*+��*�2#

,��*�� �- ��
�����
�
��� �0 
�� 
��
���
��� 
����

����� %3�+ ��� �������� ������� �	 ��� N ,������� �������� �� �
��������

����(3 ��� ��� � ��� 
��� �������� ��������� �� �� W�
�X ��� ������� �������� 3�
�� �L6�
.�� ��� �������� ��� LH������� �������� �� �������� ���� ���� ���� �������  ��� T � �� ���
��������� � ��� �������� �����< ��� ������� �������� ��� ��� ��� � � T �
+����
� ���� � ����������< ��� Tk �� � ����� �� �� � ����H!����  ��� ���� � �� ������ 3��
���6 ���� ��� � � 3��6 Tk< ��� ���
����� ����� ���� ����� �� � ����� ��
�< ������������ � �L
3������6 ��� �� 3���6 �� T ���� �������� � �
����� T ′ ���� �� N H�������� �

����� %3�� ��� N ,������� �������� ��� �� ��� ��
� ����� PN �

����(3 .�� TN �� ��� �
����� ���
��� �� ��� N H������� ��������� .�� ��� �������� ��� TN

�� ��� ��� � ��� ��� �"��
���� � �O� :�����
� �� ��� �"��
���� � �O< ����� �� ��� N H�������
�����" v �� TN 3�������� ���� ���������6� ��� �"��
���� � �O �������� ��� �
��� � v� �� ���
����������� ����� 3�
�� ��6< ��� �
��� � ��� ��� ��� N H������� �������� �� ��� �� p(v)� -����<
��� ��� �������� � TN ��� �� ��� ���� �
��� PN = p(v)� �

����� %3�. ��� ��� �������� 
� � L,������� ������� Ti ��� �� ��� ��
� ����� PTi �

����(3 .�� T �� �������� �� ��������� �� 5��
�� L�� ��� �"������� � ��� �
������ Ti ��
�
�������� �� ���  ��� ���� ��� ��� W�
��X � ������� �������� �������� �� ��� ���� N H�������
�����" v ���� ���� �� �������� ��
�< � T0 �� ��������� �� � LH������� �����" vi< ���� vi �� ���
���� � ��� LH������� �
����� Ti� >
�������� �"��
����� � �
�� �L �
������� ���  ��� ���� Ti

�� � ��������� ��� � �������� ���� ��� ��� �� ��� ���� �
��� PTi = p(vi)� +� ���� �� ������
���� ��� ��� LH������� �������� � T ��� ��� ������ �� ��� ���� �
���� �

���  �������� ����� �� ���� � ����� ����������  �� ��� ������������� ��� ��� �������� � 
�
� ���������E����� ���������

8!����� %3% �� � ��
� t0! ��� L,������� �������� ��� �� ��� ��
� ����� PL�

����(3 �� � �����)� ���� t< ��� �������� ��������� ���� 
�� �
�� �O �� � �����" v� ������ ���<
v �� �������� +� ��� ��� t0 = t� �� ���� t0< ��� ���� T �� �� ��� ���)�
������ ��)��� �� 5��
��
L�� �� ���� ���)�
������ T0 ���� �������� ��� N H������� �����" � v� 8������� ���� ��� �����"
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v
′
3

v
′
2

v1

,��*�� ��- 6�	��
���
��� �0 �

v ��� �"����� ����� ��������� v1, v2 ��� v3� ��
�< �� ���� ��� �������� v′1 = v′2 = v′3 = v�
5��� ��� ������������� � �
�� �L< �� ���
�� ���� p(v) = p(v1) = p(v2) = p(v3)� 9���
�� � 
��

� 7�3@< �� !��� ���� ��� ��� �������� � ��� �
����� Ti ��� �� �
��� p(vi)� ��� LH�������
�������� ��� ���� �� ��� ���� �
��� PL = p(v)� -����< �� ��� ���� t0< ��� ��� �������� � T ���
�� �
��� PL� �

B��< �� ��� �
�� �
� ��������� �� ��� ���� � � :������� L ��� :������� O�

����� %3�$
&��� 35 ��
������ 7�6 ����� �� ��� �
�����
�� 
� ��
����	 3�
&��� 65 ��
������ 7�6 ����� �� ��� �
�����
�� 
� ��
����	 6�

����(3
5��� L� �� �� �����
� �� ��� ���� :������� L �� � ��������� � ������� ����
5��� O� 2��� ��� �
��� �O ��� �� ��� ���� �� ����� � �����" v �� ������ ��� �
���� ���
�"��
���� � �O ��!�� ����� 
���� ��� ����� � ������� ���� ��
�< ��� ��� �������� � T ���
�� ��� ���� �
����
��� �
�� �� �� ������ ������� � ��� ��� ���� t0< ���� �
�� �O ������� � ��� �
��� i + 1�
-����< ��� ��� N H������� ��� �� ��� ���� �
��� PN = i + 1 3��� ��

� 7�3E6 ��� �������
��� ���
��� ���� ��� LH������� �������� ��� �� ����� �� �
��� PL = i� ���� ���� �
U�� �� �����
��� �������� � :������� O� �

8!����� %3' 6�����	����7 ��� �	����
������
� ��
�
�
� 
������� �	 ����� ��� ����� ����,
������ �	���
 R4 �� �
������

����(3 5��� .���� ��LP �� ��� ����������� ���
�� ��� ����������� � ��� :������� �� �
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+'7 	������� ��������� ���

��� ���� ���� � ���� ������� �� �� ���� � �����������< ���� ���
�� ����� ��� ��� ���������
������
��� �� ������
� �������� �� ��������� ���������E���� ��� ��� ��������� ��������� ���
��
��� �"������� � � ����� �������
� �� ���� �����" � ��� ������!� ���� �����< ���� � �����"
v ��� � �
��� �������� p(v)< ��� �� �� �
������ �� �������� � ��0
���� � ����� ��
�� ������
�� ���������� ��� ���
� � p(v)  ��� ���� �� ���� 3���� p(v) = 0, 1, 2, ...6� ����� �
���� ���
�
������ �� ���
���� ��� ���!� � ��� ������ ����! �� ��� ���������
� �������� 2����
���<
��� 
�� � ����� ��������� �� �����H����� ������������ ���� ���� ������� �� �� ����������
�
������������ 5�� ���� ������< �� ������
�� ���� ��)������� ���� ���
�� ���� 
� �� ���
��
���� �
������� ���
� ��� ������������ ������� ��� �
��� ���
�� �� ����������� �������� ��
�����
� ������� �
���� ��� �"��
�����


�2��	��� %3* %� ���
�� �	 t(v, p) ��� ��	����� ��
� �� ����� v ��� ��������� ��� ����� �

p� %� ��	 ���� v �� �� ����� p(v) = p'
� �� ����� p( ������ ��� ��
� �������� τ(v, p) =
[t(v, p), t(v, p + 1)]�

>���� �
� ������! ��  
��� ����������
�< �� ��� ��� ���� ��  ���� ��� ��� �������� �� ��������
��� ���� �
��� �� ��� ������ -������< �� !��� ���� �� �� �������� �� �
������� � ���!��
 ��� � ������������� ������� ��� �
���� � ����������� �������� �� ��� ������!� ����  ��� � 
������������� �� ������ �� ��)������ ��	�


�2��	��� %3+ 6�����"� ����� �����	�����	�7 $� � �����) v ����� �� 
������� 
������ m
�
 � ������
� w ������ ��� ����� p(v) = p! ���� m �� �������� �� w ������ ��� ����� p(w) = p
�� �����
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�� �
��� �  
��������� ���������E��  ��� ���� � �
� ���������< �� ���� �� ������ �����
�����)������� �
�� ����< ����� �� ��������� ΠS �������  �� � ���������
� ������! ��� �
�������� ν< �� ���
�� �� �������� �� �

���� ΠS �� ��� � ν �� ����� � �������� ΠA = ν(ΠS)
���� ��� �� �"��
��� �� �� ����������
� ������!� ΠA ��� ��� ����������� ��� 
�������
�

�
���� ��� ��� �	����
������
� �

�
���� � =��� � ����� ���������� ��� ��� ��� �����
��������� ��� �������� �� ����� �����"� ��� 
������� �

�
���� �������� � ��� ����� ���������
��� ��� �������� � ��� �������� �������� ΠS < ������� ��� �	����
������
� �

�
���� ��������
� ����� ���������E����� ��������� ��� ���������E����� ���������

��  ��� ���< �� ��� ����� �� ���� ���� ��� ������� ������ �� �
��� � ���������E��  ���
��� � �
� ��������� ��� �� ���� �7�������� 5
�����< �� ���� ���� ���� �� �� �������� �� ��!�

�� � ����� ������� �� ����� ��� ����������� � ��� �� ������
���� ���������E���� ���� ���� 
���� �� ���� ���� ������� �� ��� ��)������ ����� �� ;���� :���� R:����S�

8������
����< ��� ����)������� � �
� ��������� ��� ���� �� ��� ������ ��� )��� ����
�7���� ��� ����� �������� �� ���� �����"� ��  ���< �� ��� ����� ��� ����� �� ���� ������ ���
)��� ���� �������� � � �

���� �������� S� ���� �������� ������� ����� ���������3
�������
�

�
���� �� �	����
������
� �

�
����6 �� ������ �� ���� �����"� 2��� ��� �
��� � ���
������ ��������� ��� �� ������� �� � �����" v� ��� ����� ����� ��� ��� �
7��� Bp ��� Bp−1

���� ��������� ��� �������� ���� � �����" v< �� �
��� p(v)< ��� �� ���� ������������ �� �
����
p(v) ��� p(v)− 1� +� ����� ���� � �������� μ ���� �� ���������  ��� ��� ����� ����)�������
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�

�����)�� ��� ��� �����)������� � � ���������E��� �� � ������� ���< � �������� ΠA = μ(ΠS) ����
���! �� ��� �������

���������< ��� ���� Sv �� ��� �� true  �� ��� �������� v ��� ����� ��� ��� �	����
������
�
�

�
���� �� ������ 3:���� ���6� �� ���� �� � �����" v ��������� ��� �
��� p(v)< ��� ��������
Sv �� ��� �� false� -����< ���� �
���  ��� ΠS ��� �� ������� �� v� ��� 
������� �

�
���� ��
������ 3����� ���6� =��� ����������� � � �
�� � ΠS ���� ���! ��� ����� � Sv �� true� ��
�
��� ���������E����� ��������� ��� ����� �� ���������E� v ���� ��� ��� ����� ��������� ����
����� �� ���� 
���� ΠS ����� ΠA ���� ��� �����)� ��0
����
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9��� ������ �������� �� ��� ������
� ������� ��� �
�����E�� �� 5��
�� LL� ��� �
�� R1

���������� ����� ��� ��� R2 ���������� ����� ���� Δ ��������� ��� ��� � �
��� 
��� �� ���
���������E����� ��������3ν6 ��� Ω �� ��� ��� � ���������� �
��� 
��� �� ��� ��������� ΠS � ���
)��� �
�� ����� ���� �� ���� �� Sv = True �����< �� �� ���� ������� �� ���������E� v ���� ���
��� �������� �� ��� ������!� �� ���� �� v ������� ��� �
���< ��� ������ ����� �� �������  �� v�
�� ���� �����< �� �� �� ���� ������� �� ���������E� �
� �� �� ��������� �� �"��
�� �
��� � ���
��������� ΠS � � ��� ��� �"��
���� � ΠS < �
�� ��� �� ������ ���� �����< ��� ��� ����� ���� ���
��� �
� ���������E��� ���� ���� �� 
�� � �
�� ���� ����� ��� ���� � R2� ���� �
�� ���
�� ���
��
� ���� ����������� ������� ��� ��� ��������� ν ��� ΠS � B��< �� �� ���� �� ���� �� �"�����

Pν

PΠS

� }i, Δ, Ω, Bi, Bi−1, T

{
i, Δ, Ω, Bi, Bi−1, F

j < i

i + 1, Δ, Ω, Bi+1, Bi, F

j,Δ, Ω′, Bj , Bj−1, x

∗

∗

R2 :

R1 :

i, Δ, Ω, Bi, Bi−1, F

i, Δ, Ω, Bi, Bi−1, T

,��*�� ��- ������" ��
��� 
� 	���
�*	
 � �4�	����� ���

�� ���
������ ��� ��� ��������� ������
����� ��� �� �������� �� � ��������� ����

)1������ #���!����&�� ����" ##�3 .�� G �� � ����� ���� �������� d = Δ(G)� 8�������
� ��������  
������ λ< ����� λ(V ) : V → [1..∞]×[−1..d+1]×M×M×{T, F}∪L(ΠS )� ���������
��� �������� ��� ������� (1,−1, B1, B0, F, IΠS

)� ��� ����� ���������� ������ �� R = (L1, I1, P1)
��)��� �� L1 = {[1..∞]×[−1..d+1]×M×M×{T, F}}∪L(ΠS )< I1 = {(1,−1, B1, B0, F, IΠS

)}<
P1 = {R1, R2, R3, R4}∪PΠS

����� L(ΠS) ���������� ��� ���� � ����� 
��� �� ΠS < IΠS
�� ��� ���

� ������� ������ �� ΠS < PΠS
�� ��� ��� � �
��� 
��� �� ΠS < R1< R2< R3 ��� R4 ��� ��� ����������

�
��� ����  �������� �����"�� ����� �� 5��
�� LO� ��� �����)������� ��� ��� ���������� � ���

��������� ��������� � ���� �������� ��� ����
���� �� >������ ����

��� �
�� R4 �� � �"����� ���������� �� ���� ��������� R4 ����� ��� ���� ������� �� R2 ��
5��
�� LL� �� ������ ��� ����������� � �"����� ��� ������ � ��� ��������� ΠS �� � �����" v�
� ��� �
�� �� ������< ��� �����" v ������ ��� ���������E����� ������ R4 ��� �� ��������E�� ��
��� ��� ���������E��� �� ��
�� ������
�� 
���� ��� ��������� ������
��� �� ������� ���������



�	0	 '�������  !����������� M�

i, α, Bi, Bi−1, T

i + 1,−1, Bi+1, Bi, F

i + 1,−1, Bi+1, Bi, xi + 1,−1, Bi+1, Bi, x

i, α, Bi, Bi−1, T

i, min(αv) + 1, Bi, Bi−1, T

i + 1,−1, Bi+1, Bi, Fi, α, Bi, Bi−1, T

i, α, Bi, Bi−1, F i, α, Bi, Bi−1, T { }
j, α′, Bj , Bj−1, x

i, α, Bi, Bi−1, F

{� } �� α < d

i − 1, α′, Bi−1, Bi−2, x

i, α, Bi, Bi−1, T

�� α ≥ d

PΠS

∗
j < iR4 :

R3 :

R2 :

R1 :

�

,��*�� ��- ���
�	�" ΠA *���� 
�� 33� ��
����

������	���� �( 	!� ����!����&���

+� ��� ������
�� ���� ������� 
� ���������� ���� ��� ��� �� �
��������  ��� ��� �������H
��E��� �� ��� �
����


�2��	��� %3� 6���������7

����� ���������� � �����) v �� ����	 �
� ����� p! ���
��� Ready(v, p)! 
��� �� ��� ������	
�������� ��� 
������� 
� ��� ���
����
 ���� �
 �� �	 ��� ������
�� ������ ����� ����� ��
���
p − 1�

��������� ����� � �����) v �� ���
��� �
 �������� ��� ����� p 
��� �� ��  ������ ���� ���
��*����� 
������� ����
�� �
� ����� p − 1 ��� Ready(v, p) �
����


�2��	��� %3. 6
���� ����7 $� � �����) v �������� �� ����� p � 
������ ���� �
 �� ��

 �
������
� w ������ �

� ����� ����� p′ > p 
� w! ���� v �������� �
���
��� �� ��� ��
�
�����	
��
��� �� �� � ��B��� $� �� ���
��� �
 ��
���� �� 
��	 
��� �� ��� ������	 ��������� ��� ����� p′�

����� %3� ��� μ �� � �	����
����� ����� �� ��������� �� �����
� 7�E�3� μ ����	� ����� �� ���

3� ��������� ���� ��� ���

6� ����	 ����

����(3



MN ������� �	  !����������� %���������� ��������
�

L� ��� ���� �� �� ��������� �����0
���� � ��� 
�� � �
�� R2 3��� 5��
�� LL6� � �����"
v �� ������� �� �������� ��� �
��� p< � ��� ���� � Sv = T ��� v �����)�� ��� ����������
��0
����  ��� ��� �	����
������
� ��
�
�
�� ��� ���� �����������  �� Sv �� ������ True
�� ��� �"��
���� � �
�� R2� ��
�< v ��� �"��
��� ��� ��0
���� ΠSH�������  �� �
��� p− 1
��� Ready(v, p) ������

O� .�� v �� � �����" ���� ��� �������� �� �
��� p � ������� m′ ���� �� ��  ��� � ��������
w �
���� �
��� p′ > p� ��� �
� ���������E����� ��������� �
�������� ���� � ��� � )����
�
���� � �����< v ��� w ���� �� �� ��� ���� �
��� p′� 2� ��� ����� ����< v ��� ����
����
�� ��� �������� ��������� �� ��� �
7�� Bw

p � >
�� � �
7�� ������ �"����� ������<
��� �
��� ��7������ ������� ��� �������� �� ��� ����� ������! �� ��"���� L� ���� �����
���� v ���� �� ���� �� ����
�� m′ �� ���� �� p(v) = p′ ������

�

����� %3�4 ;���??= � �	����
����� �
�
���� ��� ��������� ��� ����	 ����� ���������� �����
�

���������	�

��� ����� ����� ������ ������ ��� ������� ��� ��� �
� ���������E��� �
�������� ��� ���������
� �
��� ������������� ������
��� �� ;�)������ ��	� :���� ���� �� ��� ���� O��� �� ���������
������������ ������� ��� ������� � �
��� ������������� ��� ��� ����������� � � ���������E���
2�� � ��� ����������� ����� � ��� ���! ��� ����
���� �� ��� ����� ����� �

����� %3�� ;���??= $� �	����
����� μ ���������� ����� �

���������	! ���� �� �� �
������

8!����� %3* ��� μ �� � �	����
����� ����� �� ��������� �� �����
� 7�E�3� μ �� �
������

����(3 ��� ���� �� ���
���  ��� 8���� ��O ��� ��������� �� .���� ��OL ��� .���� ��O�� �



	� !�) ����

�#*!����$� �� !*����!� !+ ,�����
��!������� &��� �! �# �!$�%����!��

�
���
����� ��������� �� ����� �� � )���� ��� � �������
� ����� ��� � )���� ���

� ������� =��� ���
����� �
�� ��������� � ��� �� ���� � � ����� �������� ���
�������� ���� � � ���
����� ��������� �� �� ����� � �������� ������� �� ����������
�������� ���
����� �
��� �� ��� ���
� ����� 
���� �� ���� �
�� ��� �� �������� � 

��� ���
����� ����� �� �� ��� )���� ��� � ������< ���� ��� ��������� ���
��� ����< ��������� ��
���
��� ������ C� �� ���< ���
����� ���������� ��� ��
���� 
���� ��� ��7����� ����
������
������� +���� ��� )��� ����� ����� ���� � ��0
������ �"��
���� � ���
����� �
���< ��� ������
����� �� ��������� ���� ��� �������� �"��
���� � ��� ������������� ����� ����� ��������
����������� �� ���� ����< �� ������
�� � ����� �������� ���� �������� �� �"��
���� ��� ���
�����
�
��� �� �  
��� �������
��� ��� ����������
� ������� +� ��!� 
�� � ���� ��������� ��
������� �� ����������� ��������  �� ������� ��� ������� ����� ����������� ������� ���� �����
����
��������

�� �������� �� ��� �������
��� ���������� ��������� �� ��� ������
� �������< ��� ����
��H
���� � ���
����� ���������� ������� �� �
� ���������� �� ����� ��� k,�
��� ������
� ��
���

3k ≥ 36 �� ��� ����� ����
�������  �������!� ��
�< ��� )��� ������� � ���� ���� ���� ��
������� �� ��� ������������ � � �������
��� ��������� ���� ���� ���� ����������� ������ ���
kH����� �������� �������  �� ��������� k� ���� ��������� �� ����� �� �������
��� ����
�������
� ������ ����� � ������� ������ ��� ����������� ���� ������� �� ��� 
�� � ����� ��
������� ����
��� �� ����� ������ �
����� ����������< ����� ���� ������ �
���� ���������� ��� ������)��
� � ���� �����"� ��� ���
��� ���������� ��� ��� ������� ��� ��� �������� � ���� ���������
������ �� ��� :��������� � ��� 5�
��� ������������� +��!���� �� ="���������� ��� =U�����
���������� R2���M�S�

�� ��� ��������� � ��� ������ ������� � ���� ����< �� ���� ���� �  ����� ��)������ � 
���
����� ������� ��� ������
�� ��� ������ � ����	 �������
� �	���
� ���� ������ ���������
����������  �� � ���
����� ��������� �� �� ����
��� �� � �������
��� ������������ ������ ���<
�� ���� ������� � �������
��� �������� ���� ��!�� 
�� � ���
����� �
��� �� ����� ����� ������
�
��
���
�� C���� ����� ���
��� �� ���� ���� ���� ��� �������� �������� 3�� ����� ����������6
 �� ������ � ��
���� ��������� ��� �� ������ �� ����� ����
�������� 5��� ����� ���
���<
�� ���� ����� � ������������ ������� ��� 
�� � ����� ���
����� �������<  �� ������� ��������
��������< ��� ������� ������ �������E��� ������
��� �� #'������ �� ��� �� R?##�NS� �� ���
��� � ���� ����< �� ���� ������
�� ��� ������� � ���
����� �������
� ����� ���� ���� ���� 
�
�� ����� ������
����� ���
����� ���������� �� ����� � ����� ����
��������



M	

��� ���� ������� � ���� ���� �� ��������� ���� ��� ��������� � ���������� �
���� ���
�"��
���� � � �������
��� ���������� ��� ���� ���� ��< ����� � �������
��� ��������� �������
�� ����� ����
������� Al ��� � ��� � ���������� ������� �� ��� ��7����� ������! ����������<
�� �� ���� �� ����! ��� �������� � ����� ���������� �
���� ��� �"��
���� � Al� +� ���� �������
� ����
�� ���� ����� ��������� ����� �� ���� �� ��� ��� �� 
����� �� 
F��� ����! � ����� ���
������ ����������� ���� ��������� ���������� � ���� ���� �� ������ �� ���� ��� ����������� � 
�������� �"��
����� �� ��� .���� ����������� 3��� 8������ 
6� ��� ��� ���
��� ������ �� ����
������� ���� ���� �
������� �� R#2�N�S�
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����� !� :5
������
�" !"����
�� 0�� !���4��*� 7�
���$� � � � � � � � � ((

����� ��""������ 6�
�	
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (9

(�� �
�'�!�
�� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )4

/'& .�� k������ 8���
��� ���$���

��� ������� � �������� �� ���!�� �� �������
��� ����
������� �� � ������!� �� ���� �� ������
� 
��0
� �����"< ������ ������< ����� �
���0
����� �� 
��� �� ��!� ��������� �� �� ��������E�
���� �� ���������

5�� � )"�� ����� �������� ������� k< � kH����� �������� ������� ��0
���� ����< ��������  ���
� ���)�
������ ����� ��� ��������� ��� �� ��� ���� �����< ��� ������! ������� � ���)�
������ C
�
�� ����  �� ���� ���)�
������ ����� �"���� � ��� ����� ��� � ��������< ������� E < ����� �����

• ���� �����" v ∈ E �� �� � ������� ����� ������ ������ ���

• ∀v ∈ C ���  �� ��� �����" w �= v �
�� ���� d(v,w) ≤ k ���� w �� �� ��� ����� �
�� 3����
w �∈ E6�

+� ���
�� ���� ���� ������� ��� ��� ���� ����� ���������� ���� ������� �� ���� ����������

���� ���  �������� ���
��������

• ��� ������! �� �������
�� 
��0
� ���������� ��� ��� ��������� �� �������
��� ��� ���H
������<

M




MQ ������� (	 � 
������������ ��������
 1�� ����� 2��������

• ��� ������ �� ����������
�<

• ��������� ����
������ �� ����������
� ������� �������� ����� �� �� )"�� 
���� ��
��
�� ��� ���� �� ��!��  �� � ������� �� �� ���������<

• ���� ������� !����  ��� ����� ������� �� �������� � ��������

�� ��� ����� ����
�������  �������!< �� ��������� ���� ���� ��� !���� � ����� ����
��������

LC1� �� � ����
������ ����< ��� ����� �������� �� ��� ������ � � ���� � ����
� 1 �� ����)��
��������� �� ���� �
��� ��������� �� ��� ������ �� ��� ����� ��� ������ � ��� �����
�������� �� ��� ���� ��� ��� ����)���

LC2� �� � ����
������ ����< ������ �������� �� ��� �������� �� � ���� � ����
� 1 ��� ��
����)�� ��������� �� ���� �
��� ��������� �� ��� ������ �� ��� �����

��� �������������� � �������
��� ���������� ������� �� ����� � ����� ����� ����
�������
R9?#+�LS ��� �� ��� ����� 
���� k−����� ��������� 3k ≤ 26� 2��� � �����" v �� �������
������� � ����� ����
������ ��� �� ������� �� ��� ���� �������� �� v� ���� ���
��� �  ���� 
�
���������� � �������� �
������� � ����
� 1� ��� ���� ���������� � ���� ���! �� �� �"���� ���
�������������� � ����� ����
������� �� ����� � ����
� ���� ���� 1� ����� ���< �� �� ���������
�� ����� ��� kH����� �������� ������� 3k ≥ 36 �
�� ���� ��� ��� ������� �������� ���
�� �� ����
�� �"��
�� ����� ���������� ����� �� �������� �
������� � ����
� k

2 � 5��� ��� ���! � ����
��
R���Q�S< �� ���
�� ���  ��������  �����

0��	 '3� ;���@?= ����� �� �
 �����
������� ���
����
 �
� �
����� ��� k,�
��� ������
� ��
���

�
� k ≥ 1�

0��	 '3� ;���@?= ����� �� �
 ��� 9���� ���
����
 �
� �
����� ��� k,�
��� ������
� ��
���
 �
�
k ≥ 3�

9���� �� �������
��� ����
������� � ������ ����� � ������� �����< �� ������� �� ���� �������
� ������ �������E�� ��������� �����< ���� ���� ���� �����������< ������ ��� kH����� ��������
������� 3k ≥ 2) 
���� ��� ����� ���
�������� 5�� ��� ��!� � ���� ������"���< �� ���� ���
��
���� ���� ������� ���
�� � ����� � �� ���� ��� 
��� � ���� R�:P�S� B��� ���� ��� �����
���
������ �� ���� 
��� �� ����
��� ��� ��� ������� � �
� ����������� ���� ���� ��� �����
���� �
� ����� �� ���������
�< ������� ���� �� �7��� ��� ����������� � �
� ����������� ����
��< �
� ���������� ���! ��������� ���� �� ��� ������� � ���� ����� ���
�������

/') ������� �� %���� 8���
����

#��� �������� ���� �� ���
���� �� �������
��� ����
���� R.��QPS� ��� ������
����� � ���H
����E����� ��!�� �������� ���!� ���� ����� �� ������������� ���
������ ?������ ��������������
���
� �������E�� �������
��� ���������� ��� ��  �
�� �� R�����S� +� ������� �� ���� �
����H
���� ��� ��� �������E�� ������
���� RL1 ��� RL2 ���� ������������ ����� ��� 1 ��� 2H�����
�������� �������� ��� ������
����� ��� ��� ��
�� � ����� ������
��� ��� �
� �� #'������ ��
��� R#>,�OS� .�� K �� � �������� ��� �0
����� ���� � ����� ������



(	�	 %���������� ��
�������� �1 � ������ /��� �1 3���
�� 
���� MP

�������&�� 1
����� )���	���

RL1� =��� �����" v ������� ���  �������� ��������

• v ������� �� ������� rand(v) �������� ��� 
�� �����  ��� ��� ��� K�

• v ����� rand(v) �� ��� ����������

• v �������� ��� �
����� ���� �� ��� ��� ����������

• v ���� ��� 1H����� �������� �  �� ���� �������� w � v� rand(v) > rand(w)�

�������&�� 2
����� )���	���

RL2� =��� �����" v ������� ���  �������� ��������

• v ������� �� ������� rand(v) �������� ��� 
�� �����  ��� ��� ��� K�

• v ����� rand(v) �� ��� ����������

• v �������� ��������  ��� ��� ��� ���������� .�� Intw �� ��� ��"��
� � ��� ��� � 
�������� ���� v ��� ��������  ��� �������� ��7�����  ��� w�

• 5�� ��� ��������� w< v ����� Intw �� w�

• v �������� ��������  ��� ��� ��� ����������

• v ���� ��� 2−����� �������� �� B(v, 2) � rand(v) �� �������� ������� ���� ��� ��������
�������� �� v�

�������	��� '3� ��� G = (V,E) �� � �
������� ������ ����� ��� �)�����
� 
� � ����

����
2,�
��� ������
� ����� ��� �� 

�� |V |

2 �������� v 
� G ���� ���� �
� ��� 2,�
��� ������
��

����(3 .�� X2 �� ��� �
���� � �������� ���� ���� ��� ��� 2H����� ��������� =��� ���� �
�����" v ���� ���� ����� ��������< �� ����� ��� �����" w �� V (G) 3���� |V | > 16 ����� ��� ����

��������� ���� ����� ���� X2 + 1 × X2 ≤ |V |� ��
� X2 ≤ |V |
2 � �

/'+ 4��
��$�
�� ,����
�
��� �! � ���
�� .��� �! �������
��
��

.�� G = (V,E) �� �� �������
� ������! ���� � �������
����� �����" u0� ��� �������
���������� ���� �� �� )�� � ���� � (G,V )< ������ �� u0< �����  �� ��� v ∈ V �������� � 
��0
�
������� ����  ��� v �� u0� ���� !��� � ���� �� ��������� 
��� �� ���� � ������ ����� ���
�������� ����  ��� v �� u0 3��� #���� R#��MPS6�

�� ����� ��� ����� �������< �� ��� ������  �� �
�  ��� u0< �������� ���� �����" ���� �
�
���� ����� ��
��� ��� ��������  ��� u0< ���
�� 3� ��
�< u0 �� ������� 0< ��� 
��������
��������� � u0 ��� ������� 1< ���� #��� ���������< �� ��� t�� ����< ����� t = 3m + q,m ∈
N, q ∈ {0, 1, 2}< �� ����� ��� 
�������� ��������� � ������� �������� ���� q ��� �� ���! ���
������������� ������ +��� �� ���� �������� ��� �� �������< ��� ��������� �� �����������
�� �� ���� 0
��� ������ �� ���� ���� ��� ��� � ���!�� ����� ���������� � ���� � �������



	� ������� (	 � 
������������ ��������
 1�� ����� 2��������

����� ������ �� u0� �� �� ����������
� �������
��� ������< ����� ����
�������� �� �
� ��
� ������� ������� ������< �� �� ��� ���� ��� !��� � ��������E�� ������������� ��
�< ��
�� ��� ����  �� � ������� �����" �� )�� �
� ���� ��� ������� �������� ��� �� ��� ���� ���� t�
�� ��� ���
�� ���� �������< �� ���� �������� ����)�� ��� ������� ��� ����� ������
��  ��
�������
��� ��������

8!� ��"���	!�3
2
� ��������� ���!� �� ��
���� ��� ��� �������� ���� !�������� ���
� ��� ����
������ ��
��
�� ����� ���� ��� ��������< ���� ���� ���� � ����� ��!�� ���� ��������� � ���� ��� �
���� ��
���
����� �� ��� ��� � ��
�� i< ��� �������� v ∈ {w ∈ V |d(w, u0) ≤ i} ��� ������� ��� �
�����
���������< ��� �������� v �= u0 ��� ���
���� ��� 
��������< ��� ����� ��� 
����!�� ��� u0 ��
������� 0� �� ��
�� 1< ��� 
�������� ��������� � u0 ��� ������� 1 ��� �
����� � �����" w ��
���� �� �� 
�����  �� � �����" v � ��� ���� e = {w, v} �� ���!��� 5��  
����� ����
�������
��� ��������� ��� �� ����� � ���  �������� ��0
���������

r1� =��� ���� �� 
�������� �����" �� �������< �� �� ��� �� ��� �
���� ������

r2� � ������� ���
���� �����" v �= u0 ������� �
���� � �

• v �� �� ��� ���� ��
�� �� ��� ��� 
����� ���������<

• v ���� ��� ���� ��� 
�������� �����" �� ��� ������������<

• ��� ��� 
����� ��������� w � v ���� ����� � d(u0, w) = d(u0, v) + 1 ��� �
�����

r3� � �
���� �����" v �� ��
�� p ������� ���
���� ��� ��������� ��� ��
��< � �� ��� �� ���
����

����� �������� w �� ��
�� p + 1�

+� ������ ���� ������
�� �� ����� � � ����� ���������� ������ ����� ��� �
���� ���
���
���� ������ ��� ������������ ����������� �� ��� ������ L ��� U � ��� ���� �� ��� ����
�������
����� �����" ������� ���� R� #��!�� ����� ��� ������� ���� 1� ��� ��� � ������
�� L = {0, 1, (x, d, r)} ���� x ∈ {N,L,U,R} ��� d, r ∈ N� d ��� r ������������ ���������
��� ��������  ��� ��� ���� �����" 3���
�� 36 ��� ��� ����
������ ��
�� � � ����� �����"�
��� ������� ����� �� ��� ���� �����" u0 �� (R, 0, 1) ��� ��� ��� ����� �������� ���� ��� �����
l0 = (N, 0, 0)� ��� ��� ����� ���� ��������� ��� ����� 0� ��� ����� ���������� ������ ��
R1 = (L, I, P ) ���� P = {R1, R2, R3, R4} ����� R1< R2< R3 ��� R4 ��� ��� ����������
�
��� ����� �� :�����
�� N�L � ��� ������ ���� ����
������ �� ��������� �� ��� ��"� ������
���

��������� '3� ;4

������ � �

��� ���� 
� 
���
�� �����=

R3 5 -��	����&��" 	!� 2��	 ��/��

:����������� �

5 λ(v0) = (R, d, r)!
5 ∃v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ λ(v) = (N, 0, 0))�

4��������� �



(	�	 %���������� ��
�������� �1 � ������ /��� �1 3���
�� 
���� 	L

5 λ′([v0, v]) := 1!
5 λ′(v) := (L, (d + 1) 

���
 3, r)�

R6 5 @����, 	!� 2��	 ��/�� 6���	 �7

:����������� �

5 λ(v0) = (R, d, r)!
5 ∀v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ λ(v) = (L, (d + 1) 

���
 3, r) ∧ λ({v0, v}) = 1)�

4��������� �

5 λ′(v0) := (R, d, r + 1)!

R7 5 @����, 	!� 2��	 ��/�� 6���	 �7

:����������� �

5 λ(v0) = (R, d, r)!
5 ∃v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ λ(v) = (L, (d + 1) 

���
 3, r − 1) ∧ λ({v0, v}) = 1)�

4��������� �

5 λ′(v) := (U, (d + 1) 

���
 3, r)�

R8 5 @����, 	!� ��������" ��/���

:����������� �

5 λ(v0) = (U, d, r)!
5 ∃v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ λ(v) = (L, (d + 1) 

���
 3, r − 1) ∧ λ({v0, v}) = 1)�

4��������� �

5 λ′(v) := (U, (d + 1) 

���
 3, r)�

RA 5 ��� ��� ���/�� 	� 	!� 	���

:����������� �

5 λ(v0) = (U, d, r)!
5 ∃v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ λ(v) = (N, 0, 0))�

4��������� �

5 λ′(v) := (L, (d + 1) 

���
 3, r)!
5 λ′([v0, v]) := 1�



	O ������� (	 � 
������������ ��������
 1�� ����� 2��������

RD 5 ���, ��	����� /��	���� �( 	!� 	���

:����������� �

5 λ(v0) = (U, d, r)!
5 ∀v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ λ(v) �= (N, 0, 0))!
5 ∀w ∈ B(v0, 1)(w �= v0 ∧ λ({v0, w}) = 1 ⇒ (λ(v) = (L, (d + 1) 

���
 3, r) ∨

λ(v) = (U, (d − 1) 

���
 3, r) ∨ λ(v) = (R, (d − 1) 

���
 3, r)))�

4��������� �

5 λ′(v0) := (L, d, r)�

����� '3� ��� D = Δ(G) �� ��� ���
���� 
� ��� ����� G� �� ��� ��� 
� �
��� i 1 ≤ i ≤ D!
��� ��� 1−������� ����� ����� � �

��� ���� Tu0 ���� �
������ ��� �

� u0 ��� ��� L−�������
��������� Tu0 ��� ������
�� � ����� 
� i�

����(3 +� ���� ���� ����� �� ���
����� �� i� +� ������ ���� ��������� ��� ��������
��7�����  ��� u0 ��� ������� ���� (N, 0, 0)� ;
���� ��� �"��
���� � ��
�� i = 1< ����
�
�� RL ��� �� �"��
���� ���� ��
�� ���� ���� ��� �"��
���� � �
�� RO� ��
�< ����
��� �������� �������� � u0 ��� LH������� ��� ���� �
��� 3���� u06 � ���� T 1

u0
� �������

����� ������ �� u0� T 1
u0

��� ����� ��� ����� 1� .�� T i
u0

�� ��� ������
���� ���� � ��� ��
��
i� 9� ��� ���
����� ���������� �� !��� ���� ��� �������� v �= u0 � T i

u0
��� LH��������

;
���� ��� ����
������ � ��
�� i + 1< ��� ��� LH������� ��� )��� 
����!�� 3��� �
��� R�
��� RN6� ������ ���< �
�� RM ��������� ��� ������ ���� �� ������ ��� LH���!�� ��������
3�� ���� ��� ��� �����" ��� �����6 �� T i

u0
� �� ��� ��� � ��
�� i + 1< ��� U H�������

�������� ��� �
���� ����
�� �
�� R	� 5��� ��� ������������� ��� ��� �7���� � ��� �
��� RM
��� R	 �� ��� ���
�� ���� T i+1

u0
�� � ������� ���� ���� ������ �� u0 ��� ������ ����� i+1� �

��������� '3� ��� v ∈ V �� � L−������� �����) ��� p = {v, v0, v1..., vj , u0} � ���� ��

 v �

u0 ���� ���� ��� vi (i ≤ j) ��� L−������� ��� vi �= u0! vi �= vk! ∀i, k ≤ j� ���� p �� � 
���
��
���� ��

 v �
 u0�

������ ��� ���0
��� ���������� �
��� ��!�� �� �������� �� �������� ������ ����� � �������
����� ������ � ����� k �
�� ���� 1 ≤ k ≤ D, k ∈ N� >
�� �� ����������� �� ��������� ��
R2���M�S�

����� '3� ��� T d
u0

�� � �

��� ���� 
� ����� d� ��� ��
� �

���)��	 
� �
���������� T d
u0

��
O(d2) ��� ��� 
������ �

���)��	 �� O(|E| + n ∗ d)�

����(3 .�� T i
u0

���������� ��� ���� � ������� �����< � ����� i ��� ������ �� �����" u0� +�
������ ���� ��� �������� � T i

u0
�
�� �� �
���� ��� ���
����  �� ��� ����
������ � T i+1

u0
� ��
�<

��� ����� ���� ���� ��� ������� ������"���  �� ����
���� ��� ���� ������ �� u0 � ���� T d
u0

��
∑d

i=1 i = O(d2), 1 ≤ d ≤ D< ���� D ������������ ��� �������� � G� ��
�< ��� �������
������"���  �� ����
���� T d

u0
��������  ��� G �� O(|E| + n ∗ d) R.��P	S� ��� ��� �������� v

���� ����� � ��� �
��� RO ��� R� ��� ������ ����� ������ ���
������
���� ���� ��< �� ���
��
���� � �����" �� ����� i ����� �������� �� ��� ��������� �� ����� i + 1 ���
������
���� ���
����  ��� �� ���� ��
�  �� ��� �
��� RN ��� RM� 5�� ����� �������< �� ���� 2(d+1) ���� 
����



(	(	  ������ ��� k$����� 2������� 
�����
 	�

�� ������
�� ��� ���� T d+1
u0

 ��� T d
u0

� ��
�< ��� ���� ������"��� � �
� ������
�� �� ����� ��

d∑
i=1

2 ∗ (i + 1) = d(d + 1) + 2d = O(d2).

�

/'/ ���-��� 
�� k�%���� 8���
��� ���$���

>�������  ��� ��� ������ ���� ������
�� ��������� �� >������ N��< �� ������ �� ������ � ������
������
�� ���� ���
�� �� ���� �� ����� ��� kH����� �������� 3k ≥ 26 �� �� �������
� ������!�
.�� Iu �� ��� �������� � � �����" u ��� (S, >) �� � ���
��
�� ����� � �
���� � ���  ��� (x1, x2)
����� x1 ��� x2 ��� ���� �
����� ��� (x1, x2) > (x3, x4) ⇔ (x1 > x3)∨ (x1 = x3)∧ (x2 > x4)�
9��������< �� ���� ��������� �� ��������� ���� ���!� �� ����� ������

��������� '3� 6#��/��" 	!� k
����� )���	��� �������7

#	�� �� "��� �����) u ��

��� � ����

 ��
��� ru ��� ����� ��������� 
� ��� ����� nu =
(tu, Iu) ∈ S �
 ����
�
 � 2−�
��� ������
� 'RL2(� ��� ������� ��� �
���� 
� �����
������
�� ��� �����������	 
����� ���� W ��� L�

#	�� �� "��� W−
����� �����) u ������ ��� �
��������
� 
� ��� ���� T d
u '���� ����� d( 
�


���
�� ����� �

��� �� u�

#	�� %� -��� T d
u �� �
��������� �
� � ����� �����) u! ��� ������ 
� ��� ��� W−
����� ��������

�� T d
u ��� �

����� �
 nu� $� nu > nv,∀v ∈ T d

u , v �= u 'v �� W ,
�����( ���� u ��� �
�
��� �
��� ������
� �� ��� ���� 
� ������ d �������� 
� u�

��� 
�� � ������� ���� ����� ���
��� ���� ��� ���� T d
u �������� ��� �������� � ��� ��� {v ∈

V (G)|d(u, v) ≤ d}� +� ������ ���� :�����
�� N�L ��� ��������  �� � ������ ����� ��
�< ���
������ ���� ������� �� ��� ����
������ � ��� ���� ����� �� :�����
�� N�O< ������� ����� ����
�� �� ����
��� �� � �������
��� ���� 5�� ���� ������< ��� ����� � ���� �����" v< �� ��� ���
������
��< ����
��� � ��� Lv � �
���� ������������ ��� ��7����� ������ � v �� ��� ����
�������
� ��� ��� ������ ������� ���� ����� ���� ������� v� 5
���������< �� ������ ��� ���!��� � 
����� ��� �� �������
��� ��� ��7����� �������� � Lv< �� ����" ��� �����)������ � �
� �����
��� ��0
��� ���� ���� �����" ��� � 
��0
� ��������� ��� ����� � ���� �����" v ���� ���������
� v ��� ��� ��� RL2 ������
��� #�������< �� ����
��� �� ���� ���� ���������� ��� ����� � v
�
���� ��� ����
������ � ��� ���� � ������� ����� ������ �� v�

��� 
�� � ���������� �� ��������� � ���! ����� � �
� ���������� B�����������< �� ���� ���
���� �����
� ����������< �
� ����������� ������ ��� k−����� �������� ���� ���� ���� ������������
��� ���
��
�� (S, >) ���
��� ���� �� ����� ��� �����" ���������� ��� �������� �� ������� +�
��� ��� ����� �� ������� ��� ������ � �
� ������
��  �� ������� ��� k−����� �������� �������
3k ≥ 26�



	N ������� (	 � 
������������ ��������
 1�� ����� 2��������


�2��	��� '3� � ����� ��������� 

��� (T , <) �� �� ����:�)��� �
��� 
������� 
� ������ tw =
(Iv, sw,mw, rw

v ,Mw,Fv
w),∀w ∈ V �����5

• Iv �� ��� �������	 
� � �

� �
�� v!

• sw �� �� ���
��� 
� ��� ��� {R,U,L}!

• mw = d(v,w) 

���
 3!

• 0 ≤ rw
v = d(v,w) ≤ k �� ��� �
��� 
� �����) w �� ��� �

������
� 
� ��� 
���
�� ����

���� �

��� �� v!

• Mw �� ��� 
�)�
�� ����� '
� ��� 
���
�� ���� ������� v ��� w( ��
�� �	 w �
 ���!

• Fv
w �� ��� �������	 
� ��� ������ 
� �����) w �� ��� 
���
�� ����� ���� �

��� �� v�


�2��	��� '3� &
� ��� u, v, i, j ∈ V ! ��� ti ��� tj �� ��
 ���
���� 
� (T , <)� ����

• ti = t+j �� ��� 
��	 �� Iv = Iu! (mj + 1)%3 = mi! rj
u = ri

v! Fv
i = Ij ! si = L �� sj = U

��� si = L �� sj = R� %� ��	 tj < ti�

• ti = t−j �� ��� 
��	 �� Iv = Iu! (mj − 1) 

���
 3 = mi ��� ri
v = rj

u! Fu
j = Ii! si = U ��

sj = L ��� si = R �� sj = L� %� ��	 ti < tj�

.�� G �� � �����<  �� ���� �����" v �� ���
�� ���� λ(v) = (Iv,Sv ,Lv, tv, Ev) ������

• Iv �� ��� �������� � ��� �����" v<

• Sv �� �� ���� ���� ��������� ��� ����� � �����" v 3L �� W 6� ��������� ��� �������� ��� ��
��� L ������

• Lv �� � ��� � �������� � (T , <)<

• tv �� ��� ����� � �����" v �� ��� ���� � ������� ����� ������ �� v<

• Ev �� �� ���� ���� ��������� � v ��� ��� ��� k−����� �������� 3�������< �
�G�������6�

��������� λ(v) = (I0
v ,S0

v ,L0
v, t

0
v)  �� ��� �������� v ���� I0

v = Iv< S0
v ∈ {L,W}< L0

v = Y ���
t0v = (Iv, R, 0, 1, nv , Iv)� ��� �������� ��� �� ��� ����� �
�G�������� :�����
�� N�O 3>���� 2 ���
36 �� ���� ����
��� �� ��� ���������� �
��� ����� �� :�����
�� N���

��������� '3% 6#��/��" 	!� k
����� ����	���7

R� � 6�
�
��
�
�� ��� 7��� �����

���	����
��� -

8 λ(v0) = (Iv0 ,Sv0 ,Lv0 , tv0) ∧ Sv0 = W �

8 ∃v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ ∀t ∈ Lv(t = (Iw, x, mv, rv
w, Mv0 ,Fw

v ) ∧ Iw �= Iv0 ∧ x ∈
{R, L, U}))�

��"�%�"��� -

8 λ′(v) := (Iv,Sv,Lv + t+v0
, tv, Ev)�



(	(	  ������ ��� k$����� 2������� 
�����
 	M

R� � 9��
'� ��� 7��� ����� -���� �.

���	����
��� -

8 Sv0 = W ∧ tv0 = (Iv0 , R, mv0 , r
v0
v0

, Mv0 ,Fv0
v0

)�
8 ∀v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ t+v0

∈ Lv)�

��"�%�"��� -

8 t′v0
:= (Iv0 , R, mv0 , r

v0
v0

+ 1, Mv0 ,Fv0
v0

)�
8 λ′(v0) := (Iv0 ,Sv0 ,Lv0 , t

′
v0

, Ev0)�

R� � 9��
'� ��� 7��� ����� -���� �.

���	����
��� -

8 Sv0 = W ∧ tv0 = (Iv0 , R, mv0 , r
v0
v0

, Mv0 ,Fv0
v0

)�
8 ∃v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ ∃ti ∈ Lv(ti = (Iv0 , L, (mv0 + 1) ��	
�� 3, rv0

v0
− 1, Mv,Fv0

v )))�

��"�%�"��� -

8 Lv := Lv − ti�

8 t := (Iv0 , L, (mv0 + 1)%3, rv0
v0

+ 1, Mv,Fv0
v )�

8 λ′(v) := (Iv,Sv,Lv + t, tv, Ev)�

R� � 9��
'� ��� ����
�
�� ������

���	����
��� -

8 ∃v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ ∃ti ∈ Lv(∃tj ∈ Lv0(ti = (Ip, L, mv, r
v
p , Mv,Fp

v ) ∧ tj =
(Ip, U, (mv − 1)%3, rv

p + 1, Mv0 ,Fp
v0

))))�

��"�%�"��� -

8 λ′(v) := (Iv,Sv,Lv − ti, tv, Ev)�
8 ti := (Ip, U, mv, r

v
p + 1, Mv,Fp

v )�
8 λ′(v) := (Iv,Sv,Lv + ti, tv, Ev)�

R
 � ��� ��/ ������ �
 ��� ����

���	����
��� -

8 ∃v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ ∃ti ∈ Lv0(ti = (Ip, U, mv0 , r
v0
p , Mv0 ,Fp

v0
)))�

8 � ∃t ∈ Lv(t = (Iq, x, mv, rv
q , Mv,Fq

v ) ∧ Ip = Iq) ∧ x ∈ {R, L, U}�
��"�%�"��� -

8 M∗
v := max(Mv0 , nv)�

8 ti := (Ip, U, mv0 , r
v0
p , M∗

v ,Fp
v0

)�

8 λ′(v) := (Iv,Sv,Lv + t+i , tv, Ev)�
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R� � �
'� 
������� ����
'�� 
5 ��� ����

���	����
��� -

8 ∃ti ∈ Lv0 (ti = (Ip, U, mv0 , r
v0
p , Mv0 ,Fp

v0
))�

8 ∀v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ ∃tj ∈ Lv(tj = (Iq , x, mv, r
v
q , Mv,Fq

v ) ∧ Fp
v = Iv0 ∧ Iq =

Ip ∧ x ∈ {R, L, U}) ⇒ tj = (Ip, L, (mv0 + 1)%3, rv0
p , Mv,Fp

v ) ∨ tj = (Ip, U, (mv0 −
1)%3, rv0

p , Mv,Fp
v ) ∨ tv = (Ip, R, (mv0 − 1) ��	
�� 3, rp

p, Mp,Fp
p ))�

��"�%�"��� -

8 λ′(v0) := (Iv0 ,Sv0 ,Lv0 − ti, tv0 , Ev0)�
8 ∀v ∈ B(v0, 1)(v �= v0 ∧ ∃tj ∈ Lv(tj = (Ip, L, (mv0 + 1) ��	
�� 3, rv0

p , Mv,Fp
v ) ∧ Fp

v =
Iv0 ∧ Iq = Ip ⇒ Mv0 := max(Mv0 , Mv)))�

8 ti := (Ip, L, mv0 , r
v0
p , Mv0 ,Fp

v0
)�

8 λ′(v0) := (Iv0 ,Sv0 ,Lv0 + ti, tv0 , Ev0)�

�� !��� ���� � �����" v �� ������� �������� �� ��� ����
������ � ��� ���� ������ �� � �����"
w< ��� ��� �� :�����
�� N�� �� ���!  �� �� ������� t ∈ Lv ����� ���� �����" ��� ��� ����
�������� �� w� ����  ��� ����� ��� ����� �
��� � ���� ����������� ������ �� ��� �
��� ���������
�� :�����
�� N�L � B�����������< ����� �
��� �"����� ��� ��� ��� ��0
���� ���!� ��� �
��� RM
��� R	 ���
�� ���� ���� ���� �� �������� �����" w �� �
����< ��� ��"���� !���� �
��� Mw ��
���
���E�� ������H
�� ���� ���
���E����� �� ���� 
� �� ��� ����
���� ��� �������� � ��� )���
������

��������� '3� ������ ��� �

������
� 
� ��� �

��� 
���
�� ����� ���� TD
v ! �� ��� ��� 
�

�
��� i ≤ D! v �� ����� 
� ��� 
�)�
�
 ����� nm ∈ S �

���� ��� ������ ��������� �	 ���
��� W ,
����� �������� 
� T i

v�

/3/3� �� ;�����
����� �������	
 '�� �����
��� 9��"��#�

;
� �� ��� 
�� � ����������< :�����
�� N�� �� ��� �������  �� �������
� ������!�� +� ���
������� � ������� � :�����
�� N�O ���� �� ���� �� ����� ��� kH����� �������� ������� �� ��
�������
� ������!�

��������� '3' 6#��/��" 	!� k
����� ����	��� ������� �� �� ��������� ��	���,7

#	�� �� "��� �����) v ��

��� � ����

 ��
��� nv ��� ����
�
� � 2−�
��� ������
� 'RL2(�
��� ������� ��� �
���� 
� ����� ������
�� ��� �����������	 
����� ���� W ��� L�

#	�� �� "��� W−
����� �����) u ��

��� � ����

 ��
��� n∗
u ��� ���� ��� �������	 �
 ��

��� ��
��� n∗
u�

#	�� %� &
� ���� W−
����� �����) u! �� �
������� ��� ���� TD
u '���� ����� D( 
� 
���
��

����� �

��� �� u�

#	�� '� -��� TD
u �� �
��������� �
� � ����� �����) u! ��� ��
��� ��
���� 
� ��� ��� W−
�����

�������� �� TD
u ��� �

����� �
 n∗

u� $� n∗
u > n∗

v,∀v ∈ TD
u , v �= u 'v �� W ,
�����( ���� u

��� �
� ��� �
��� ������
� �� ��� ���� 
� ������ k = D�



(	(	  ������ ��� k$����� 2������� 
�����
 	


�� ���� �� ��� )��� ��� ����� ���� ���� ��� �����< ��� ���� ����� � ���� ������
�� ��� ��
����
��� �7��������� �� :�����
�� N��� 2����
���< ��� ����������� � :�����
�� N�N �������
������� �� ��� ������� � ������ �
����� ������������ �� ��� ����� ������!� ���� ��< � 
��� W H���!�� �������� �������� ��� ���� ������ �
����< ��� ��������� ��� ��� �
�������
�  ���� 
� �"��
�����

������	��� � %� ����
� ���� ���� �����) v ������� �� ����

 ����
�
�	 ��� ������������	
�� ������� rand(v) ��

 {1, .., N}� ��� X �� � ��� 
� �������� �
�������� � ����� �����) v ����
���� |X| = h� H���� ��� ��
�� ����
���
�� 
� ���� �� 
����� ��� ��
�������	!

Pr(rand(v) �= rand(w),∀w ∈ X − {v}) =
1
N

N∑
i=1

(
N − 1

N

)h−1

=
(

1 − 1
N

)h−1

.

%� ���� �
 ������ ��� ����� 
� Pr(rand(v) = rand(w),∀w ∈ X − {v})� �
 ������� ���� ����!
�� ����
� �� 
�� ���
��
�� ���� ��� ��� X ���������� ��� ��� 
� ��� W ,
����� �������� ��
��� ����
�� ��� ���� |X| < N � ��� �
 &��� 8�3 �� ��
� ���� |X| ≤ |V |

2 � &������

��! ���
������� N ! ����� �� ��� ����� 
� �������
� �
� ��������! �� ����
��� �
 �� ����� ��
���! �
 ����
��� ��
�������	 
� �
��������� 
� ���� �� ��� ��
�� ����
�� ���

�� �
���� ����!

Pr(rand(v) = rand(w),∀w ∈ X − {v}) = 1 −
(

1 − 1
N

) |V |
2

−1

. 3L6

���� ����� ���� � N �� ����� ���
��< ��� ����������� ���� ��� �������� �������� ��� ����
������ �
���� ��������� �� 0� ���� ���
������ �� �0
������� �� ��� ��� �
������� ���� ���
�������� ������ �� ������ 
�� ����� ��� ������������� � ����  ��� ��� �������� [0, 1]�

8!����� '3� 6������	����7 ��
������ 8�8 �
���� ���� ���� ��
�������	 ��� k,�
��� ������
�
��
���
 �� �� ��
�	

�� ����
���

����(3 ��� ���� �� �������  ��� ��� ��0
�������� ��������� �� ���
������ L �

����� '3% 6������1�	�7 ��� ��
� �

���)��	 
� �
����� ��� k,�
��� ������
� �
� � �����)
v0! �� �� ��
�	

�� ����
��! �� ��� ��
� �� ��� �

���)��	 ��*����� �
 �

���� � ���� 
�

���
�� ����� ���� ����� k ��� �

��� �� v0! ���� ��! ��� �

���)��	 
� ��
������ 8�8 �� O(k2)�

����(3 .�� n = |V (G)|� ��� RL2 ������
�� ��� � ������� ������"��� � 
O(n2 +

∑
v∈G |NG(v)|) = O(n2 + n(n − 1)). C���� ��� ���� ���
������� �� ����

����< �� �� ���� �� ��� ���� � ����� �����" v0 !����< � ��� � �������� ����< ���� �� ���
��� �� ���� ��� 2H����� ��������� 5
���������< :�����
�� N�N ��� ���� � ����� ���� ���H
���� ������"��� � O(γ(|E| + n ∗ k))� +��� γ ≤ n

2 ������������ ��� �
���� � ��������
���� ���� ��� ��� RL2 ������
��� ��� ���� ������"��� � ������� ��� kH����� ��������
�������  �� � ����� �����" v0 �� ��� ���� �� ��� ���� ��0
���� �� ����
�� � ���� � 
������� ����� ���� ����� k ��� ������ �� v0� ��
�< ��� ���� ������"��� � �
� �����H
�
�� �� O(k2)� ���� ����� ���� ��� ���� ������"��� � ������� ��� kH����� �������� �������
�� ��� ����������� �� ��� �������� � ��� ������! ��� �� ��� ��E� � ��� 
��������� ����� G� �
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5��� ��� �"�������� ��������� �� �0
����� 3L6 � ���
������ L< �� !��� ���� ��� �����������
� ��������� �� ��� ������! �� ������ ���� ����� �
� �� �� ����� ������ ���� 0� 5�� ���� ������ ��
���� �� )�� �
� ���� ��
������� ���� ���
�� ���� 
� �� ������ ��� ������� ������ �
�����
����������� ;
� �� ��� 
�� � ������ ����� � ������� �����< �� ��� ��� ���������� �� ��������
���������� �� ��� ����� ������!� ��  ���< �� ���� �� ��� ����
������� � ��� ����� ��� ��
��� �����  �
������< :�����
�� N�N ��������� ������ ��� kH����� �������� �������� ��
�< �� ���
���� ���������� �� �������� ���������� �� ����� � ����
� 2k� �������� �� ���� � ����� �� R���Q�S<
#'������ �� ��� R#>,�OS ���� ������ ���  �������� ������������

�������	��� '3� 6:�#A4�;7 ����� �� �
 �����
������� 
� ��� 9���� ���
����
 �
 ������ ��
����� �� � �
��������� �� � ���� 
� ������ k �
� k > 2�

��� ���� �����0
���� � ���� ����������� �� ���� ��� 2H����� �������� � :�����
�� N�N ���
�� ��� ����� �
�� ���� ����� ��� �� ���������� �� ����� � ����
� 2� ��� ���� ��
������  ��
��������� ������ �
����� ������������ �� � ���� � ����
� 2k ��� ���� �� ���
���  ��� ���
��"� ������

����� '3' ��� w ��� v0 �� ��
 �������� ���� ���� w ∈ T k
v0
� $� d(w, v0) = d ��� ∃w1 ∈

B(w, 1) ���� ���� w1 ∈ T k
v0

��� |d(w, v0) − d(w1, v0)| > 1 ���� ����� �)���� � �����) v′0 ����
���� n∗

v0
= n∗

v′0
�

����(3 ;
���� ��� ����
������ � ��� ���� T k
v0

��� 
�������� �������� ���� ��� �� �������� d
3���� d ≤ k6  ��� v0 ��� ������� �� ��� ���� ��
�� ��� ��� � ���� ��� ����� � ��� ���
� � 
d� ���� ����� ����  �� � ����� �����" w ���� �� �� �������� d  ��� v0 ��� ���� ������� ��
T k

v0
< ��� ��� ��������� � w ���� ������ �� T k

v0
��� �� �������� di ∈ {d − 1, d, d + 1}� ��
�<

∀w1 ∈ B(w, 1), w1 ∈ T k
v0

⇒ |d(w, v0) − d(w1, v0)| ≤ 1� �

2��� � ��������� �� �������� �� � �����" w< �� ����� ������� �� ���� �� ��� �������� ��������
�� ��� ���������� �� ���� �� � �����" !���� ���� �� �� �������� �� � ���������< �� ��� ��� ����� ��
L ��� ������
�� ���� ��� ����
������� � ������ ����������� ��
�� ���� ������� �� ����������
� ��� ������ �
���� ��� �������� ��� ������
����� � � ��� ������ ���� � ������� ������

/'0 ,��������� �����#�

�� �� ����� ����< 
���� .���� N�N< ������ �� ������ ���� � �
����� ������������ �� ����� � 
����
� 2k� B�����������< ����� ��� � ����� ��� � ���������� ���� ��� ��� �� �������� �� � �����"
w ∈ T k

v0
����� d(w, v0) = d� �� � ������ � ��
���< ��� �����" w ��
�� ����� �� ���� �� ������

��� ��������� ������� v0 ��� v′0 � d(v0, v
′
0) = D ≤ 2k ��� D ∈ {2d, 2d + 1, 2d + 2}� ����

������ �� ���  ��� ���� ��� ��� ��������� � w ���� ������ �� ��� ���� T k
v′0

��� �
������ �� �� ��

�������� di ∈ {d − 1, d, d + 1}  ��� � �����"< �� ���� ���� v′0< ������ ��� ���� �������� �� v0�
���� ��< ��� ���������� � .���� N�N ��
�� ��� �� �����)�� ��� w ��
�� ��� �� ���� �� ������
���� ���������� �� ����� � �
� ������������� �� ������ ���� !��� � ������ �
����� ������������<
�
� ��������� ��� ��� ����� ���� �����)���� ���
��� �� ��������� 
���� ���� �� �
� �� ���  ���
���� ��� ����������� � ��������� ��� �� ������������ ���
��� �� 
���� ������ ���� �
�����
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��� ����������< ��� ����������� ��������
5�������< �� ������ �� ����
�� ���� ����������� �� �������� �� � ������! � ���������<
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.�����!� �� ��� R.#,PMS ���� 
��� ����� ����
������� �� ��)�� � ������� ������ � �����
���
�������� �� ���� ��� ���� �����)�� �� ������� �������� ��� � ��������  ����� K � �����
�����
������� ������� � ����� G �� �������E�� � ��� ������� ����� (G,λ)< ����� λ �� �� �������
��������< ��� �� ���
��� �� � ����� �� K� ���� ������
��� ��� ������ � kH�������� ���
������<  �� ��������< ���� ���  ����� � ������H�������� ������ ��� ���  ����� � ������ ������
��� ��� �� �������E�� �� ����� � ����� ����
�������� >�������  ��� ����� ���
���< ?�����
�� ��� R?##�NS ���� �������� ��� ������ � ����������� ���� ���
��
��� !�������� �� �����
� ����� ����
�������� C���� ��������� ��� � �������
��� ��
�������� ��������� �������� ��
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�� #�E
�!�����E R#�EP
S< ���� ����������E�� ��� ����� ������� ���� ��� �������E���� ���� ��
�����
� ���
��
��� !��������� ����� ������ � ����������� ���� ���
��
��� !�������� ��������
�� ��)���� � ������� ����� �������E�� ���� ���
��
��� !�������� ι �� � ������ (R,K, ι) �����
R �� � ������� ��������� ���������� �������� ���� �� ���������� �� ��� ��� {(G,Λι(GGG))|GGG ∈ GL}<
K �� ��� )��� ��������� 3����< ����� �� � ���
����� ��� K � )���� �
����� � L �
�� ���� K =
{GGG ∈ GL|lab(GGG) ∈ K}6< ��� ι �� � ����
�����  
������ ����� ���������� ���� ���� �������
����� GGG � ����� ι(GGG) ∈ L� �� ����  �������! GL �� ��� ����� � ������� ������ ���� � )"�� ���
L ��� � ������� ����� GGG �� ���
������ �� (R,K, ι) � �����R((G,Λι(GGG))) ∩ K �= Y�

��� ���� ���� � ��� ������� ���! �� �� ������� �� ����������� ���
����  �� ������� ���
����������� ������� �� ��� ����� ����
������� ������������ �� ���� ��� ��� ������
�� �����
�� ������� ����� �������E��� �� ��� ���� ���0
���� �� � ������ �  ���< �������� ���� � �������
����� GGG �����)�� � ����� ��������< �������� �� ����!��� � �����R((G,Λι(GGG)))∩K �= Y� ���� ��<
�� ���� �� )�� �� ������� � K ���������� �� �� ������� � �����R((G,Λι(GGG)))� C� ���
������<
��� ����� ����������� ������� �� !���� �� �� B:H����� =��� � �� ���
�� ��� �"�������
� 
��0
� ��������� ������)���< ������� ���� ������� �� ����� � ����� ����
������� ��
��
�� ���� �����
�� �  
����� ��������� �� ��� 
�� � ������� ����� �������E��� �������� ���
��� K ����� ��E� ��� �� 
���
����� � ������ ���
���� �� �������� �� R.#,PMS ����� ���
��� � �������� ������ K �� �����)�� �� ������� ���������� ��)��� �� ����� � �������������
 ���
���� B�����������< ���� �������� ��!�� �� �������� ������� �� ��
�� �������� �� ����� ����
����� ������< ��� �� ���� � ����� �������� ���������� 5�� �"�����< �� �� ���������� �� ����� � ����
��� )��� ������� ����� �������� �"����� ��� �����" ������� �� � ����� ������� TTT �� ���� �����
�"���� ��� �������� �������� ������� �� TTT � +� ��
�� ��������� 
��� � ������ ������� ����
��� ��
�"����� ��� �������������  ���
���� 9
� �� ��
�� ����� ���� ��� ������� � ����
����� ����
�U������� �� ��� ����� ����
�������  �������!�

+� ������� �� ����������� �������� � ��� ����������� ������� ����� �� ��� ������� � 
������ �������
� ����� �� �  
����� ����� �� ��)�� ���� � )���� �������

��  ���< ����� ��� ������� ���� �� ��)�� ���� � )���� ������ �� )���� �������� ��� ����
���� ��� ����� �������� 3��� -������! �� ����� �������� R=F#4PPS< 8�
������ R8�
P��<
8�
P��S6< ������� � �0
������ 3���� 9�
����� �� ��� R98Q
S6< �������  ���
��� 3�� ������
���
������� ������H����� ����� R8�
P��< �.>PLS6< ��  �������� ���)�
������� �
�� ��  ��������
������ 34�������� �� ��� R4>Q
S< ������� �� ��� R�:8P�S6 ��� )����� �� ���
������

� ����������� ���
����� ������ (R,K) �������� � � ��������� �������� →R ��� � )����
��� K � ��������� ������� ?���� ��� ����� G< ����� ��0
���� � →RH���������� �����������
>
�� � ����������� ��0
���� ������ � ����� ������ � �
�
�� �
�
 � G� � ��������� ������
��)��� � ����� L � ������ � ����� ������  ��� � � ����� G ∈ L �� �� K ��� � �� ������
 ��� � H �∈ L �� �� K�

8�������� �"������ � ����� ���
����� ������� ����� �� ������H�������� ������� 5�� ��������<
�������� � ����� G� 4����� � ������� ���� {u, v} ���� ��� ��� �����" u� 4����� ���� �������

���� � ����� G0 ���� �� ������� ���� �� ��������� 2����
���< G0 �� �� �������� �����" � ���
���� � ��� �������� ����� ��� � �����

��� ���� � ���
����� ���������� ����������  ��� ;
U��� ����������E����� � ������H��������
������ 
���� ������ ��� �������� ���
������ �
��� R;
 	MS� 9� ��!��� ��������� � ����� ��H
�
����� �
���< 1����� �� ��� R1�.
PS ���� ��������� � ���
����� ��������� ���� �������E��
������H�������� ������ �� ������ ����� ������� ��� :���!
����!� R�:Q	S �"������ ����� �����
��� �������� ���
����� �
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��� � ��� � ���������� ���� ���
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� ����� ���
����� �����������
#�������< ���� ������ ����  �� � ����� ����� � �������� �������� �� ������ � ��
����
���������< ����� �� � ��� � �
���  �� ����� ����� ���������� ����� ����� ����
�� ��� #>H
��)����� �������� ��������� � ������ ���
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������ ���
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������ �� �������< 8�
������ ��� :���!
����!� R�8:>P�S ��� �� �U������� ���������E��< � ���
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����� ���������� �� ����������
��� )��� �������
��� ��������� ���� ����
��� ���
����� ���������� ���� �
������ ��� �����
����
������� ������� ��� ����������� W������X �� ��� ����� ���� ���� ����� ������ ��� 
���������
���
��
�� � ��� ����� �� ����� ���� ���!< �
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��������6� ���� ��������� ���������� ��� ���� ��������� �� �������� ���
����� ���������� ��
����� ����
�������� �� � ������ �  ���< �� ������� ���� ���!< �� ���� �� )�� � ��� �� �"�����
��� ������� �� ��� �������� � ����� ���������� �� ��� 
��������� ������!� ����� ���< ��
������
�� �� �������� ������  �� ���
����� ���������� ����� ��  �
� ����� ���
����� �
���
���� ��� ������ �� ������� �� ����� ����
�������� ����� ��� ���� ������
�< ���� ������
�<
�����) ������
� ��� ���� �
�������
�� >�������  ��� ����� �
���< �� ����� ��������� ����������
���� �
�� ����  �� � ��� � ���
����� �
��� �� ���
�� �  ���� 
� �������
��� �"��
����� �����
���������� ���� ���
��� ��� ������
����� � ��� ������� � ����	 �������
� �	���
� #�������<
�� ����� ���� ����� ���������� ��� �����)�� �� ��� ���� � ���
����� �
��� ����� ����������E�
)���� ����� �������� �������� �� ������ � ��
���� ���������� 5�� ��������< �� ����� ����
��� ������ � ��
���� ��������� ���� ����� � � ����� ����� �������� ��)����� �� ��� �������
������ ����� ����� ��� �� ���
������ �� ����� ����
��������

C���� ��� ������ � ���
�����
� ���� ���������� ��
������ �	 
���� 
� �
��� �

������
��
R?##�NS< �� ����� �� ��������� ������������ ������� ����� ���
����� ������� ��� �������
����� �������E��� ���� ���
��
��� !��������� +� ���� ����� ���� � C �� � ����� � ��������
������� ������ � ��
���� ��������� ���� ����� � ��� #>H��)����� �������� P < ���� C ��
��E� �������E����� ���� ��< ����� �� �� ��������� ������� �� ����� ����
������� ����< ����� �
�������� ������� ����� G ��� ��� ��E� |V (G)|< ������� ������� G ������� �� C �� ����

2������� ���
����� ���������� �� ��� ������� � ����������� � ������
����� ���
�����< �
�
���� ������ 
��� ���������� �� � ����� � ������� ����� ���< �� ��!� 
�� � �
����������
�������
� �	���
�< ������
��� �� R9���5�LS< �� ������� � �������
��� ��������� ����< ����� �
����� G ��� � ������
����� ���
����� ������ (R,I)  �� � �������� P < ��� ���� ��� ���
�����
�
��� �� G 
���� � ������  ��� �� �������� � G ������� �� P < � ���
���� ���� ������� ���� G
�����)�� P �� ������
����� 2����
���< ������
����� ���
����� ������� ��� ���� 
�� 
�  �� �����
���������� � ���  ���� P (G) = W����� �� �� S ∈ D(G)  �� ����� Q(G,S) �����X ����� D(G)
�� � ���
���� ������< ����� ������� �� G ��� Q �� �� �"������ ����� �������� � G ��� S[
����< Q(G,S) ∈ {��
�,  ����}  �� ��� G ��� ��� S ∈ D(G)�




N ������� "	 ����������� �1 ����� 
��������� +��� ����� ��
���������

+� ��� ������� ���� ����� ��)������� ���� ��� 
�� 
�  �� ��� 
������������ � ��� �����
���
����� �������� R9���5�LS�


�2��	��� *3� 6#������ "���!�7 � �
����� ����� G �� � ������ (V,E,X) ���� (V,E) ��
���������� �����! ��� X ⊆ V �� �� 
������ ������ 
� ��� ��������! ���
��� �	 〈x1, ..., xl〉, l ≥ 0!
������ ��� ��� 
� �
������ 9������� �� V −X ��� ������ ����� ��������� � �
����� ����� (V,E,X)
�� ������ �� l,�
����� ����� �� |X| = l� � �
����� ����� (V,E,X) �� ���� �
 �� 
���! �� ����� ���
�
 ����� ������� �
����� (∀v,w ∈ X, {v,w} /∈ E)� ��� ����� ���������� ����� '����! ����
��
�
�����( ���� �� ��
��	 ������ ������


�2��	��� *3� ��� 
������
� ⊕ 
��� ��
 �
����� ������ G ��� H ���� ��� ��
� ��
��� l

� �
����� �
 � ����� G ⊕ H! �	 ������ ��� ���#
��� ���
� 
� G ��� H! ���� �������	��� ���
�
�����
����� �
�����! ����! �
� i = 1, ..., l ��� ��� �
���� 
� G �� ������ �� ���� ��� ��� �
����

� H! ��� ���� ��

���� 
������� ����� '���� ��� &����� 37(�

2

1

2 2

1

����� ��������
>�
��� ��������

1
⊕

,��*�� ��- :5��
"� �0 ⊕+�
���
��� 0�� 
�� ���
��

��� ��
���� ������ (V1, E1, 〈x1, ..., xk〉) ��� (V2, E2, 〈y1, ..., yl〉) ��� ���� �� �� ��


�����<
� k = l ��� ����� �"���� � ���������  
������ f : V1 → V2 ���� ∀v,w ∈ V1, {v,w} ∈ E1 ↔
{f(v), f(w)} ∈ E2 ���  �� ��� i, 1 ≤ i ≤ k, f(xi) = yi� ��� ���� ��7������ ���� ��� 
�
��
��)������ � ����� ����������� �� ���� �� ��0
��� ��� ������������� ��
���� �� �� ������ ��
���� ������


�2��	��� *3% 6�����	��� ����7 � �������
� ���� r �� �� 
������ ���� (H1,H2)! ����� H1

��� H2 ��� l,�
����� ������ �
� �

� l ≥ 0� �� ���������
� 
� ��� �������
� ���� (H1,H2)
�� ��� 
������
�! ���� ����� � ����� G 
� ��� �
�
 G1 ⊕ G3! ���� G1 ��


����� �
 H1! ���
�������� �� �	 ��� ����� G2 ⊕ G3! ���� G2 ��


����� �
 H2� %� ����� G

r−→ G2 ⊕ G3�

5�� ��� ������ G ��� G′< ��� � ��� � �
��� R< �� ����� G
R−→ G′< � ����� �"���� �� r ∈ R

���� G
r−→ G′� �� �"����� � ��� ����������� � � ���
����� �
�� r = (H1,H2) �� ����� ��

5��
�� LN� ?���� � ���
����� �
�� r = (H1,H2)< �� ���� H1 ��� �� �H���� ���� � r< ��� H2

��� �����H���� ���� � r� G �������� � ����� G1 � ����� �� �� r ∈ R �
�� ���� G1 �� � �����
�� r �� G� � G �������� �� �����< ���� �� ��� ���� G �� ����������� 3 �� R6�

���  �������� ���������� ��� 
�� 
�  �� � ��� � ���
����� �
��� �� ����� �� ��� � ���������H
�E����� � � ����� �������� P �


�2��	��� *3' ��� P �� � ����� ��
����	 ��� R � ��� 
� �������
� ������

• R �� ���� �
� P ��! �������� G
R−→ G

′
! ���� P (G) ⇔ P (G′)�
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• R �� �

����� �
� P �� ��� ��� I 
� ����������� ������ �
� ����� P �
��� ��  �����

• R �� ���������� ��! �������� G
R−→ G

′
! ���� G′ �
������ ����� �������� ���� G 
� 

��

��������	 |V (G′)| + |E(G′)| > |V (G)| + |E(G)|�

1

2

1

2

[H1 H2
r

1

2

G

1

2

G′r

,��*�� ��- !

"4��� �*"� r 
� G 4��"�� G′�


�2��	��� *3* '�������
� /	���
( � �������
� �	���
 �
� � ����� ��
����	 P �� � ����
(R,I)! ���� R �  ���� ��� 
� �������
� ����� ����� �� ����! �

�����! ��� ���������� �
� P !
��� I ��� ��� 
� ����������� ������ �
� ����� P �
����

� ���
����� ������ (R,I)  �� � �������� P ����� � �������� ����������E����� � P � P (G)
�����  �� � ����� G � ��� ���� � ��� ��0
���� � ���
������  ��� R �� G ����� �� � �����
G′ ����� ������� �� I 3���� �� ���������� �� � ����� �� I6�

���  �������� ����� ���� ������ �� ���� � ����� �� ���� �������� ��� �� ������ ����
����� ���
�����< ��� ��� �� 
��� �� �
�� ��0
������ ���������� ���� �
����� ���� ������ ��
��� �
���� � ����� ���� ���������� ���� ���� ������ �� ��� �
���� � ���������

����� *3� ';2���&?3=( /���
�� ���� ��
����	 P �� ������������� �	 ��� �������
� �	���

(R,I)� ����! ����� �� � ��
��� c! ���� ���� �
� ��� ������ G = (V,E) ���� P (G) = ����, |E| ≤
c · |V |�

0') 8������� �����
��� ����� �� � 4��
��$�
�� ���
��

��� ���� ���! � ���� ������� �� �� ������� � ������� �������
��� ��������� ����< ����� � �����
G ��� � ��� � ���
����� �
��� R< ��� ���� ��� ��� ���
����� ����� �� G 
���� ��� ���
�����
����� �� �����
�����  �� R� 9� ��� �� ��
��� �� ��� ������� � ���� ������
��< �� )��� ����� ���
��
����� ���������� ���� ���
�� ��� ����������� � �
� ����������

�� � ������ � ��
���< ��������� �� ��� ����
�������� �����< ��� �������
��� �"��
����
� ���
����� �
��� ����� 
� ������� ������� ��������� ��� ����� ��U�
��� �� ���� ��  ���
����� ��� ������ ���
����� �
��� �� ��� ����� ����
������� ����������� ������ �� ���  ��� ����
����� ����
������� �� ��� ����� ���
��
��� ������� � ��� ����� 
��������� ������ �� ���!��
���� ������������< �� ���� �� ������ �� ���0
��� �������� � ���
����� �
���� ���� ��������
���
�� ����� � ��� ��� ��0
�������� � ��� ����� ����
�������  �������!�

*3$3� ;���
��� �	� &�
������ &����

�� ������ ���
����� �
���< �� ��)��  �
� ����� �
���� �����) ������
�< ���� ������
�< ����
������
� ��� ���� �
�������
�� >�������  ��� ����� �
���< �� ���� ��)�� � ����� Υ � ���
�����




	 ������� "	 ����������� �1 ����� 
��������� +��� ����� ��
���������

�
��� ���� ��� ������ �� ������� �� �
�  �������!� 5
�����< �� ���� ���� ���� ����� �� � �����
����� � ��������� �������� ���� ��� �� ������� 
���� ��� �
��� � ��� ����� Υ� �� ������ ���
����� ���
����� �
��� �� � ����� G< ���� ��0
�������� ���� �� �� �����)���

L� ���� �����" v ∈ G ��� � 
��0
� ������)�� Iv�

O� G �� � ������� ����� ��������� �� (G,λ, δ)�

�� δv : IG(v) →
∑

�� �� ���������  
������ ����� ���������� �� ���� ���� �������� �� v �
�������� ���� �
����  ��� ��� ���

∑
�

N� λ �� � �����" ��������  
������ �
�� ����  �� � �����" v< λ(v) = (S,Pv)< ����

• S ∈ {A,T} �� � ��!�� ���� ���
�� �"����� ��� ����� � �����" v �
���� ��� ����
H
�������

• Pv �� � ��� � ����� ���� ��������  �� ���� �������� w � v �"����� ��� ���� pw
v

 ��� v �� w�

���������< ��� ��� �������� � � ������� ����� (G,λ, δ) ��� AH�������� ���� ��<  �� ���� �����" v
�� ����� λ(v) = (A,Pv)�


�2��	��� *3+ ��� (G,λ, δ) �� � ������� ����� ���� �
�� ��������� ��� ������	��� ����� 
�
(G,λ, δ) ���
��� GA

λ �� ��� �������� 
� G ���� �
������ ��� ��� A,������� �������� 
� (G,λ, δ)�

�� ���� ��������������< � �����" ��� �� �� ��� ������ ������ 3A6 �� ��������� 3T 6� #�������<
���� ���� p = {v, v1, v2, ..., vk} ∈ Pv �� ������� 
���� ��� ���� �������� � ��� �������� ���������
�� p� �� ����� ��� 
���� ��� �� �������
��� ��� �������� � Pv  ��� ���� �����< ���� ����
p = {v0, v1, v2, ..., vn} �� ������)�� �� Ivn � ��� 
�� � ��� ���� �
�������  
������ δ ����
��� ��������� � ����������� �� ���
��� ������ ������ !���� �������� ��  ���< ��� ������ ��
��������� ���� ���� ��
�� ���� 
���
���� ��������

=������� ��� ����� ���
����� �
��� �� ��� ����� ����
�������  �������! ��� �� ���� ��
���  �������� ����

>��	�1 
���	��� 6deleteBnode(u)� ��� �������� � �� ������ �����" u �� ��� ����� �� ���
������ �� ��� )��� ����< ���� �������� w � u ������� ��� ���� pu

w  ��� ��� ��� Pw� ��
��� ������ ����< ��� ����� � u �� ��� �� D ��� Pu ������� 
���������

)�"� 
���	��� 6deleteBedge((u, v))� ;
���� ��� �������� � �� ���� e = (u, v)< u �������
��� ���� pv

u  ��� ��� ��� Pu ��� v ������� ��� ���� pu
v  ��� ��� ��� Pv�

)�"� ����	��� 6AddBedge((u, v))� ;
���� ��� �������� � �� ���� e = {u, v}< u ���� ���
���� pv

u �� ��� ��� Pu ��� v �� ��� ���� ���� ��� ���� pu
v �

)�"� ���	���	��� 6contractBedge((u, v))� �� �������� �� ���� e = (u, v)< �� ��� u �� ���
����� T ��� Pu ������� 
��������� � �������< ��� ���
�� � Pv ��� Pw  �� w �
��
���� pw

u ∈ Pu ��� ���
���E�� ��  ������� Pv = Pv − pu
v ∪ {pw

v |pw
u ∈ Pu ∧ pw

v �∈ Pv} ���
Pw = Pw − pu

w + pv
w� ���� ��< ���� ������ �������� � u ���� ��� ��� � �������� � v

������� � �������� � v � ��� ��� ����������� � ��� ���� e� ��� ����� �������������� ����
���
��� ��� �
��������� � �
������ ����� ���� ��� ������ �
���� �� ���� ������������
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��� ��� ��������� ������� ��� �������� �� 5��
�� LM� 2����
���< �� ���� ����������� �
�� ���
�� ���
����� �� �
�������� �"��
����� � ��� ����� ����� ����� �
���� ;
� �� ��� ��0
��������
�������� �� �
� ����
������ �����< ��� !��� � ���
����� �
��� ��� ��� �� �"������� �� �����
����
�������� �� � ������ � ��
���< � ��� �� �H���� ���� � � ���
����� �
�� �� ��� ���������<
�
� �������� ������ ���� ����� �� ���� �� ���
���� ��� �"��
����� ���� �� ��� �� �������� �
�
��������� �� ����	 �������
� ������

u(A,Pu)

u(A,Pu)

v(A,Pv − pu
v )

v(A,Pv − pu
v )

v(A,Pv)

v(A,Pv)

u(A,Pu − pv
u)

Delete�node(u) :

Delete�edge((u, v)) :

Add�edge((u, v)) :

u(A,Pu)

v(A,Pv)

w(A,Pw)

P∗
v = Pv − pu

v ∪ {pw
v |pw

u ∈ Pu ∧ pw
v �∈ Pv}

P∗
w = Pw − pu

w ∪ {pv
w|pv

w �∈ Pw}

w(A,Pw) w(A,P∗
w)

v(A,P∗
v )v(A,Pv)

Contract�edge((u, v)) :

u(A,Pu)

u(T,Pu)

u(T,Pu)

w(A,Pw)

v(A,Pv + pu
v )

u(A,Pu + pv
u)

,��*�� �&- :�	����� %���	 ���*	
��� �*"�� %4 "�	�" 	��
*
�
����


�2��	��� *3� 6C���� �����	��� ����7 ��� r = (H1,H2) �� � �������
� ����� r �� ���� �

�� � ����	 �������
� ���� �� ��� �
��
���� �
�����
�� �
���

3� H1 ��� H2 ��� �
�������!

6� |V (H2)| ≤ |V (H1)|�

��� ���� ������ � ����� ���
����� �
��� ������� �� ���  ��� ���� �� ��������� �������� ���
������� �
���� ��� ���
����� ����� ���� ��< ��� ����� ��� �������� ��� ���� �� ������� �����
�"��
���� �� ���� �������� �� �� ���� ����������� �
���


�2��	��� *3. 6C���� �����	��� ���	��7 � ����	 �������
� �	���
 �� � �������
� �	�,
��
 (R,I) ����� R 
��	 �
������ ����	 �������
� ����� ��� ��� ������ G ∈ I ��� �
��������




Q ������� "	 ����������� �1 ����� 
��������� +��� ����� ��
���������

����� *3� ��� (R,I) �� � ����	 �������
� �	���
� ���� ��	 r ∈ R ��� �� �

����� �	 �
 )�� ��*����� 
� ����� rl = {b1, b2, ..., bk} ����� bi ��� ����� �������
� ������

����(3 .�� r = (H1,H2) ∈ R �� � ����� ���
����� �
��� �� ���� ��� �������� � ����
����� �� ��� ����� �� ���� � ������
�� Cr ����< ��������  ��� ��� ����� H1 ������
���
��� ����� H2� .�� μ : V (H2) → V (H1) �� �� ���������  
������ ���� ���� ���� �����"
� H2 �� � �����" � H1� μ ���� ��
��� �������� � H2 �� ��
��� �������� � H1� ���
��
D = {u ∈ V (H1)|∀w ∈ V (H2), μ(w) �= u}� Cr ������
��� ��� ����� H ′

2 �� ��� ������ ���
 �������� ����� �� H1�

#	�� �� 4����� ��� �������� � D  ��� H1� � ��� ����< μ ������� � ����������

#	�� �� 5�� ���� ���� {u, v} ∈ E(H2) � {μ(u), μ(v)} �∈ E(H1)< ���� ��� ��� ����
{μ(u), μ(v)} �� E(H1)�

#	�� %� 5�� ���� ���� {u, v} ∈ E(H1) � {μ−1(u), μ−1(v)} �∈ E(H2)< ���� ��� ���� {u, v} ��
�������  ��� E(H1)�

�� � ������ �  ���< ��� ������ H ′
2 ��� H2 ���� ��� ���� �
���� � ��������� 5
���������<

{u, v} �� �� ������� � E(H ′
2) � ��� ���� � {μ−1(u), μ−1(v)} �� �� ������� � E(H2)� ��
�<

��� ������ H ′
2 ��� H2 ��� ����������� ���� ����� ���� H2 ��� �� ������
����  ��� H1 ��

�
�������� �"��
����� � ��� ����� ���
����� �
���� �����" �������� 3>��� 16< ���� ��������
3>��� 26 ��� ���� �������� 3>��� 36� �

��� ������
������ � ����� ���
����� �
��� �� ����< ������ �
� �������� ������< ���� ���
������ �� ����
��� �� ����� ����
������� �� ����� � � )"�� ����
� k 3��� 5��
�� LM6� 9� ���
���� � .���� M�O �� ��� ���� ����� ���� �������� �� ����� ���
����� �
����

0��	 *3� "��� ����	 �������
� ���� r ��� �� ����������� �	 � ��*����� 
� ����� �������
�
����� rl ���� ���
�� ��� �)�����
� 
� r �� ��� �
��� �

������
�� ���
��
���

�����, *3� >���	 �������
� ����� ��� �� ���� �� � ���
�� ���������
� 
� ��� �
����� 
� ��,
�����
� ���
����
� +�����������! �� ���� ��
� ���� ��� ������
� ��
���
�! 
� ������ 
� �
�����
���������! �� ����� �� ��� 

����� ���
�� 
���� �
��� ;4
�<?�= ��� �� ������� ����� ���*����
���� 
� �������
� ����� ������	��� ��� �
�����
�� ������ �� �� ����
� A�E�

�� ��� ����� ����
������  �������!< �� ��������� ���� ���� ����������
� �������� �������
�������� ���� ����� ���� �� ���� �� ��� ���� ��
���� ����� ������� ��������� 5�� ���� ������<
���� ������� m ���� �� ��� ������� u �� � ������� v �������� ��� ���� pv

u� =��� ���� � �����"
w �������� ��� ������� m< �� ����!� � ��� �������� � m �� ��� ���� �� ��� ��� ��������� � ����
�� ��� ��� ����< w ����� m �� ��� ��"� �����" ���� ������� �� ��� ���� pv

u�

��� ��� ���
����� �
��� ��� ������� ����� � �����)���� ����  �� ��� ������� �"��
����
� ��� ����
��� ����������� 5�� ��������< ��� ������ ��������< ���� ������ ��������� � ���
��� �"��
���� � �� ���� ����������� �
��< �
�� ���� � ������ !�������� ���
� ����� ���
��
�������������� -��� 
���< ��� ���������� � ��� ����� ���
����� �
��� ���
�� ����< �� ��� �����
����< ���� �����" � GA

λ ��� ������ !�������� ���
� ��� ��� � ��� ���������� -����< ��� ��� � 
��� AH������� �������� ����� � �������� �������������� � ��� ����� �������� � ��� � ���
�����
��������� �� ����� G� ��  ���< � ����� �� � ����� G′ �
�� ���� ����� �� � �
�� r ���� G

r−→ G′<



"	�	 2������� ��������� ����� �� � %����������  !���
 
P

���� ����� �"���� � ��������  
������ λ′ �
�� ���� (G,λ, δ) r−→ (G,λ′, δ)� �� ��� ���� ��� �� ��
���� �� ���� ���� ��� ������ G′ ��� GA

λ′ ��� ����������� ��� ��������  
������ λ′ �� ����� ��
����������� �� ��� �������� � λ � ��� ��� �"��
���� � ��� ��0
���� rl �� (G,λ, δ)�

�������	��� *3� ��� P �� � ��
����	 ������������� �	 � ����	 �������
� �	���
 (R,I) ���
G � ������ $� (G,λ, δ) R−→ (G,λi, δ)! ���� P (G) ⇔⇔ P (GA

λi
)�

����(3 ;
� �� ���  ��� ���� ��� ������� ����� 
��������� ����� � (G,λ, δ) ��� ��� ����
���������� �� G< �� �� ������� ���� P (G) ⇔ P (GA

λ )� ��� ��� R �� �� � ��� �� !���  ���
.���� M�O ���� ��� �"��
���� � ��� �
�� r ∈ R ��� �� �7�������� ���
����� �� (G,λ, δ)�
��
�< (G,λ, δ) R−→ (G,λi, δ) ������� P (GA

λ ) ⇔ P (GA
λi

)� �

*3$3$ ������,���
 ��
��������� �' &�
������ &����

2
� ���� �
����� ���� �� �� ������� � �������
��� ��������� ����< ����� � ����� (G,λ, δ) ���
� ��� � ����� ���
����� �
��� R< ��� ���� ��� ��� ���
����� ����� �� GA

λ 
���� ��� ���
�����
����� �� �����
�����  �� R� 9� ��� �� �� ���� ��� ������� � ���� ������
��< �� )��� ����� ���
��
����� ���������� ���� ���
�� ��� ����������� � ��� �������� ����������

5���� � ��� �� ��0
��� ���� ���  
������� λ ��� δ ����� � ��� ���������� � �
� ��������
������ �� ��������� �� >������ M�O�L� #�������< �� ��� k = min{d ∈ N|d ≥ Δ(H1),∀r =
(H1,H2) ∈ R}� >�������  ��� ��� ����� G< �� ������
�� ��� ������� ����� (G,λ, δ) ���
���
���� ��� �"��
���� � ��� ���
����� �
��� � R� ���� ����
������ ���!� �� ��
��� ���
�� ���� ��
�� ��� �������� �"��
�� ��� ����� ����� � ��������� M�L� ��� ����������� � ����

��"���	!� *3� 8���
���� ���
����� �
���

���
�� � ����� (G,λ, δ) ��� � ��� � ����� ���
����� �
��� R�
=��� �����" v �"��
��� ���  �������� �����  �������
>��� L� v ��� ���� � (2k + 2)H����� ��������� ��� ��� ������� ������ W H���!�� ��� ���
����� LH���!���
>��� O� ���� W H���!�� �����" v ���!�  �� � �
�� r ∈ R �
�� ���� rl ��� �� ������� ��
(BGA

λ
(v, k + 1), λ, δ)�

�( �
�� � �
�� ��
�� ��  �
��< 	!��
�� �� >��� 3[

����
��� ������
�� ������
�� �� >��� 1�

��� �(
>��� �� rl �� ��� ����� �� (BGA

λ
(v, k + 1), λ, δ)� ��� ������
�� ������
�� �� >��� 1�

��������� �������� ������� �� ��� ����������� � ��� ������
�� 
��� �� ��� ��� ��� �����
�������� ��� ��� �������� ������� +� ��� ����� �� ����T� �� �� �� ��� ������� � >��� 1 ���
>��� 2 � ��������� M�L�

8!� k
����� )���	���3 �� ����� ��� kH����� �������� �������< �� ��!� ��������� � ���
����������� ������
��� �� R2���M�S ��� ��������� �� 8������ N� ���� ����������� �� �
������
 �� ������ ���� ����������� #�������< �� ��� ��� ���� �� 
��� �� �������� � .�� 1���� ���������



Q� ������� "	 ����������� �1 ����� 
��������� +��� ����� ��
���������

���� ������ ��� ����� �������� ������� �� �������
� ������ ���� ���� ���� ������������ 5��
� ����� ����� G = (V,E)< ��� ������
�� ����� �� R2���M�S ���
��� ���� ��� ������ �����"
v ∈ V �� ����� � ��� �
������ ������������ ��� ���� BG(v, k)� � ��� ���� kH�������� ��
��<
���� ������ �����" v ��� ����
��� � ���� � ������� ����� ������ �� v ������ � ��"����
�
���� � ������� ���� ����< ������� T k

v < ��� �� ���� k ������� ���� ��< ��� �������� w �= v ���
�� �������� �� ���� k  ��� v� ���� ��������� ���
��� ���  ��������  ����

0��	 *3� 6:D��4*�;7 ��� v �� � �����) ���� ��� �
� ��� k,�
��� ������
� �� � ����� G� $� T k
v

��� �� 

�� k − 1 ������! ���� BG(v, k) = G ��� ��� �������� u �= v ��� L,
������

0�����" �����	��� ��	�!��3 2��� � �����" v ��� ��� ��� (k + 1)H����� �������� � ����H
����� M�L< �� ��� �� )�� � ����� G1  �� ��� ���
����� �
�� r = (H1,H2) ∈ R �� BGA

λ
(v, k + 1)�

�� �������� �� ��� ��0
������ ��� �������� ���
����� ���������� 3R9���5�LS< R9-PQS6 ����� ���
���!�  �� � ����� �� ��� ����� �����< �
� ��������� �����<  �� � W H���!�� �����" v< �� )�� �

����� �� ��� �
������ ���������� v� �� �� ����� ���� � k ≥ Δ(GA
λ )

2 − 1< ���� ��� ��� �� ������
�� ��� ����� ����� GA

λ � ���� ������ ������� ���
����� ����� �� �� ��� ����� ���
������
���
�� ��� ����������� ����� � ����
� k + 1�

.�� ��� r = (H1,H2) ∈ R �� � ���
����� �
��� ��� ������� � )����� � ����� G1 ��
BGA

λ
(v, j) �� �0
������� �� ���!���  �� �� ���
��� �
������ � BGA

λ
(v, j) 3j ∈ N6 ����������

�� H1� 5�� ���� ������< �� 
�� ��� ���������� � 9
�!� �� ��� R9#��S ��� ��� ������
��
������
��� �� 8��������� �� ��� R81��S �� ����� ��� �
������ ����������� ������� �� >��� 2
� ��������� M�L� +��� ���� �������� �� ��� ���� �� ��������� ����� ��� �
������ �����������
������� �� �
�  �������!� � j ��� � ���������� ��E� ��� G ��� � ����� ������< ���� �� �� ����
�������� �� 
�� ��� ���� ��
���� ��������� ������
��� �� C����� RC��
	S�

�� ����� �� ����� 
� ��� ��� ������� � ��� 
��� �
������ ����������� ���������< ��
��0
��� ���� ��� W H���!�� �����" v � BGA

λ
(v, k + 1) ��� �� �� ������ �� ��� ��
��� � ���

����� H1� � H1 ���� �������� ����� ��������< ���� v �� ������ �� � �����" ���� ��� �� ��
�������  ��� ��� 
��������� �����< �� ����� �������� ���� ��� �� �� ������� �
���� ���
���
����� >���� ��
�< ��� ��E� � ��� ��
���� ���� ��� �� ������������ ���
����

����� *3% ��� M ⊆ R �� � ��� 
� ����� ���� ���� � 
���� �� GA
λ � $� M �= Y ���� ������

�

� �

������
� �
��� t! ���
����
 A�3 ����
�
� �� ����� 
�� �������
� ���� 
� GA
λ �

����(3 � � ����� �
�� r = (H1,H2) ∈ R ��� � ����� �� GA
λ < ���� ���� ����� �� �� ��� ����

� �
������ � � ���� � ����
� k + 1 �������� �� ���� �����" w� ��
�< �� ���� �� w ���� �
(2k + 2)H����� ��������< �
�� r ��� �� ��� ����� �� BGA

λ
(w, k + 1)� � ���� ���� ��� �
�� ���

�� �"��
��� �� BGA
λ
(w, k + 1)< ���� ��� �
�� �� ��� ������ ��� ������ � ��� ��� ����� �
��

�� ���� �� �� �0
��������� ���� �

+� ��� ��� ���������� �� ��� ��� �������� ���
����� ����� �� ����������� �
������� ���
��������

����� *3' ��� ��� �������� �������
� ����� �)������ �� ���
����
 A�3 
���� 
� �������� ���,
������ 
� ������ k + 1�

����(3 +����
� ���� � ����������< ��� ri< rj ∈ R �� ��� �
��� �"��
��� ������������ �� ���
�������� w1 ��� w2� ��� �"��
���� � ri ��� rj ��� ��� ����� �� ����� � ����
� k + 1� � w1

��� w2 ���� ��� � (2k+2)H����� ��������< ���� ��� �������� � ��� ���� {v ∈ V |d(v,w1) ≤ 2k+2}
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��� {v ∈ V |d(v,w2) ≤ 2k + 2} ��� LH���!��� ���� ����� ���� d(w1, w2) > 2k + 2� � 
d(w1, w2) = 2k + 3 ���� ri ��� rj ��� ��� ����� �� ��7����� ����� � ����
� k + 1� #���
���������< � v0 ∈ BGA

λ
(w1, k + 1) ��� u0 ∈ BGA

λ
(w2, k + 1)< ���� d(v0, u0) ≥ 2� �

��� ����������� � ��� ��"� �����  ������ �����������  ��� .���� M�� ��� .���� M�N�

����� *3* ���
����
 A�3 ����
�
� �������
� ����� 
� ��
��� �������

0'+ 4��
��$�
�� ,����
�
���� �! 4������� ���$����

B�� �� �"����� ��� �������� ��������� �� ��� ������
� ������� �� ������� ��� )��� �������
���
��������� ����< ����� � ����� ���
����� ������ (R,I)  �� � �������� P < ������� �������
�������� P �����  �� � ����� ����� G� >�������  ��� ��� ���
� �����< �
� ��������� �������
�������� �
���  ��� R 
���� �� �
�� ��� �� ������� �������� � ��� ���
����� ����� ������� ��
��� ��� I< ���� P �����  �� ��� ���
� ������ ��� ���� ��������� �� ���� ������
�� ������ �� ���
����� ��������� � ��� ������ ����������� � ��� ���
����� ���������� ��  ���< ��� ����� ���������
� ��� �"������ ����������� � � �������
��� ��������� ��� �� ������ ��U�
�� ��� �� ���������
��� ����������� 3R##+P
S6� �� �������� ���� ��U�
���< �� �������� ���� � ��������� M�L ���
����� ��� ����
������ ����� ���� ������ ��� ����� ��������� � ��� ������ ������������

.�� (G,λ, δ) �� � ������� ����� ��� (R,I) � ����� ���
����� ������  �� � �������� P � +�
��)�� k ��� k1 �� k = min{d ∈ N|d ≥ Δ(H1),∀r = (H1,H2) ∈ R ��� d ≥ Δ(Gi),∀Gi ∈ I}
��� k1 = min{d ∈ N|d = Δ(Gi),∀Gi ∈ I}� >�������  ��� ��� ����� (G,λ, δ)< �� ���
���� ���
�"��
���� � ��� ���
����� ������ (R,I) 
���� ��������� M�O�

8������	��� 
�	��	���3 ;�������� ��� ����������� �� ��������� M�O ����
��� �� ����
����� ������ ����� �� ��� ���� ����� P (G) ����� ��� ��� ����� ����� ���� ��� ���
� ���� P
���� ��� ����  �� ��� ���
� ����� G� ��� ������ ���� �� �
��
��� �� ��� ����������� � ���
��"� ������

����� *3+ ������ ��� �

������
� 
� ���
����
 A�6 �	 �����) v! �� ��� ���� T
(2k+2)
v ��� ��



�� 2k + 1 ������! �
 �������
� ���� �
��� �� ������� ��� �
 ����� Gi ∈ I ��


����� �

BGA

λ
(v, k + 1) ��� �
���! ���� P (G) �
�� �
� �
���

����(3 +� ���
��  ��� 5��� M�O ���� BGA
λ
(v, k + 1) = GA

λ � ���� ���
��� ���� � �� ���
�����

�
�� ��� �� ������� �� BGA
λ
(v, k+1) ��� ����� �� �� ����� Gi ∈ I ���������� �� BGA

λ
(v, k+1)<

���� ��� ����� GA
λ �� �����
����� ��� P (GA

λ ) ���� ��� ����� :���������� M�L ����� �� ���
����������� � ��� ����� ������ �

��� ��������� ���
����� �������� ��� ���� ����� P (G) ���� ��� ����< GA
λ �� �����
�����

��� ��� ��E� � GA
λ ���� ��� ����� ��� �����" v �� ���� � ���� ���� ��� ����� ������!� ����

�� ��������� ��� ���� ���� T
(2k+2)
v ��� �� ����� 2k + 2 ������� �� ���� ���
�����< �� �����"

���� �� ���� �� ������ ������� ��� ������ ����������� � ��� ���
����� ������
��� ���� �����
���� ��������� M�O ���� ����� ����� B�����������< �� �� �������� �� �������� ���� ��U�
��� ��

���� �������� ����� �������� ��������� ������0
�� �� ��������� �� 8������ 	 ��� ���������
�� R8.QM< #2�N�S� 5�� ��������< � ��� �����" v !���� ���� ���� �����" ��� ��� �� �����



QO ������� "	 ����������� �1 ����� 
��������� +��� ����� ��
���������

��"���	!� *3� ;������
��� ���� � � ����� ��������

���
�� � ����� (G,λ, δ) ��� � ����� ���
����� ������ (R,I)�
=��� �����" v �"��
��� ���  �������� ������
>��� L� v ��� ���� � (2k + 2)H����� ��������� ��� ��� ������� ������ W H���!�� ��� ���
����� LH���!���
>��� O� ���� W H���!�� �����" v ���!�  �� � �
�� r ∈ R �
�� ���� rl ��� �� ������� ��
(BGA

λ
(v, k + 1), λ, δ)�

�( �
�� � �
�� ��
�� ��  �
��< 	!��
��� ������
�� ������
�� �� >��� 3�

����
��� ������
�� ������
�� �� >��� 4�

��� �(
>��� �� rl �� ��� ����� �� (BGA

λ
(v, k + 1), λ, δ)� ��� ������
�� ������
�� �� >��� 1�

>��� N� v ����!� � ��� ����� Gi ∈ I �� ���������� �� ��� ����� BGA
λ
(v, k + 1)�

�( � ����� Gi ∈ I ��  �
��< 	!��
v ����� � ���� ������ �� ��� u ∈ GA

λ � ��
�< P (G) ����� ��� ��� ��������� ������
����

��� ������
�� ������
�� �� >��� 5�
��� �(
>��� M�

�( T
(2k+2)
v ��� �� ���� 2k + 1 ������< 	!��

P (G) ���� ��� ���� ��� ��� �"��
���� ��� �� ��������
����

��� ������
�� ������
�� �� >��� 1�
��� �(
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�����
� Q�

��� ����� �������� ���< ���������� � ����  ���< �� ���
����� �
�� ��� ��� �����< ���� v ���
��������� ��� ���� �������

����� *3� 6
���������	� �( P 7 ����� � ���������� �������
� �	���
 (R,I) �
� � ��
����	
P ! ���
����
 A�6 �
������	 ���
������ ��
��� ������ �
� ����� ��� ��
����	 P �
����

����(3 ���� �� �� ��������� �����0
���� � ���  �
��� ���� � ��������� M�O ��� � ���
����������� � .���� M�M ��� .���� M�	� �

8!� 	��
��������� ����� �������3 +� ���
������ ��� �"��
���� � �
� ��������� �� ���
���� � � ������ �"������ 8������� ��� ���
����� ������ � � ����� �������� P < ����� P (G)
����� � ��� ���� � G �� � ���H��������� ������ .�� (R,I) �� ��� ���
����� ������ ����� I
�� ��� ��� ���������� ���� ��� ����� ��  �
� ��������� +� ���
�� ���� �������� ���� ��� �����
�� ��� ��� � ���
����� �
�� ��� ��� ������� ��� ��� ������ ��� ������������ ����!< ����� ��
��
� ������� ��������� �� ����� �������� �������� �� ��� ���� �������� �� � ��� ������� �����"�
5��
�� L	 �������� ��� ��� I< ��� �
�� r ∈ R ��� ��� ������������� ��0
���� � �
��� rl� ��
���� ������� ��� ���
������ � ��� �"��
���� � (R,I) �� � ����� (G,λ, δ)� ��� �������� P
�� ������� 
���� ����� ����� ���� �
���������� ����� ��� (G,λ, δ) �� (G,λ1, δ) ��� (G,λ2, δ)�
�� ��� �������� �"����� k = 4 ��� k1 = 4� ���� ����� ���� ��� �������� ���� �� ��� ��� �
10H����� �������� �� ��� �"��
���� ��� ���
����� �
�� r� ;
� �� ��� ��E� � G< ���� ��� �����"
�� ���� �� ��� ��� ����� �������� �� � ����� ����� ���� ����� �� � ��0
������ �"��
���� � 
��� ���
����� ���������� ��  ���< �������� ���
����� ����� ��� ���� ���
� � Δ(G) ≥ 2k + 3�
C� ���
������< ��� ����� G ��������� �� 5��
�� L	 ��� � �������� ���� ���� 11� �� ��������
��� �
���� � �������� ���
����� �����< �� ���� �� ���
�� ��� ������ � ��� ���������� k ���
k1 �� ����� � ������ ������ � ������������

����	 	!� 	��� ������1�	�3 ;
� �� ��� 
�� � 
��0
� ������)��� �� �
� �������� ������<
�� �� �������� �� ����� � �����" v0 ���� ������� ��������
��� ��� ����� ����� ��� �"��
�� ���
��0
������ ���
����� ���������� � ������� �� ��� R�8:>P�S �� 9��������� �� ��� R9���5�LS
����� ����� � ������ ���� ������"���� B�����������< ��� �������� ��������� ��0
���� O(n2) �����
-����< ���� ���� 
� �� � ������� ���� ������"��� � O(n2)� � ������ ����������� �������� ��
�"��
���� ��� ���
����� ��������� �� ��
��� �
�� ���� �� ���� ��
��< ��� �����" v �����<
�"����� ����< �� )�� �� �"��
����� ���
����� �
�� r ∈ R� ���� ��� �� ������� �� 
���� ���
���������E��� ��������� ��������� �� 8������ �� �� ���� ����< ��� ����� ���� ���� ������"���
���� �� �� ����� O(n2)� ���� ���
��� �� ���  ��� ����< �� ���� �����< ��� �
���� � ���
�����
�
��� ���� �
�� �� ����!�� ����� �� ���� �������� =��� � �� ��� ����! ��� �"������� � �
�����  �� � ����� �
�� r �� �������� ����< ��� ������� ���� ������"��� �� ������ �"������� ��
O(Kn2)< ����� K = |R|�

*353� ���������� �	� 
����� �' ����������


=��� ���� � �����" v ���� ��� kH����� ��������< �� ���!�  �� � ����� �� ��� ���� BGA
λ
(v, k + 1)�

� �� ��� ���� �� ���
�� ��� �������� � BGA
λ
(v, k + 1)< �� ���� ���� �� ���� �� ����� � ������

������ � ����������� �
���� ��� �"��
���� � ��������� M�O� 4��
���� ��� ���
� � k ���� �����
���� ��� ��E� � ��� �
������� � GA

λ �� ����� ������� � ���
����� �
��� ��� ��
���� B�� ��



QN ������� "	 ����������� �1 ����� 
��������� +��� ����� ��
���������

1

(e, A, {(1, f), (3, d)})

(h, A, {(1, g), (2, a)})

(g, A, {(1, h), (4, f)})

(f, A, {(1, e), (4, g)})

(a, A, {(3, b), (2, h)})
2 3

31

(f, T, {})

(e, A, {(1, 4, g), (3, 2, c)})

(d, T, {})

2 3

31

(f, T, {})

(e, T, {})

(b, A, {(3, a), (1, c)})

(d, A, {(2, c), (3, e)})

(b, A, {(3, a), (1, c)})

(c, A, {(2, 3, e), (1, b)})

(h, A, {(1, g), (2, a)})

(c, A, {(2, 3, 1, 4, g), (1, 3, a)})

(c, A, {(2, d), (1, b)})

(h, A, {(1, g), (2, a)})

(g, A, {(1, h), (4, 1, 3, 2, c)})

(g, A, {(1, h), (4, 1, e)})
2

1

4

1

4

1 1

2

2

11

4

GA
λ1

GA
λ2

∈ I

(b, T, {})

(d, T, {})

I :

x

y

w

z

x

y

x1 x2

rl = {Contract�edge(w, u), Contract�edge(z, u)}

x4 x3

u
,

u

H1 H2

r :

�+� �


�+� "


(a, A, {(3, 1, c), (2, h)})

GA
λ

2 3

3

(a, A, {(3, b), (2, h)})

,��*�� �(- :5��
"�- ��	���� ��� 
�� 
��
��
4 
��
 � ���
� �� � 
�� 	�"���%"� 	4	"��



"	�	 %���������� ��
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�����
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������� � ��� ��� ���
� � k ��� �� ���
��� �����
� ������� ��� ���������� � �
� ���
�����
����������


�2��	��� *3$ 60������� ������7 ��� (R,I) �� � �������
� �	���
 �
� � ��
����	 P � &
�
���� r = (H1,H2) ��� ���� w ∈ V (H1) �� �� �� ��� �������� ������ 
� w �� r! ���
��� kr

w! ��

kr
w = min{ki ∈ N|∀w0 ∈ V (H1), w0 ∈ BH1(w, ki)}.

&
� � ����� �
������� ����� H! kH
w �� �� ��� �� ��� ��
� ��	� ���� ��

kH
w = min{ki ∈ N|∀w0 ∈ V (H), w0 ∈ BH(w, ki)}.

���  ������� ����
� � � �����" w �� � ���
����� �
�� r = (H1,H2) ���������� ��� �������
����� � ��� ���� � ������� �����< ������ �� w< ���� �������� ��� ��� �������� � H1� ;�7�����
�������� � H1 ��
�� ���� ��7����� �������� �������� �� r� ���� �� ��� �� ��� ���������� ��
)����� ��� �����" ����� ��� �������� � H1 ���� ��� ��� �������  ������� ����
��


�2��	��� *3�4 6������7 ��� (R,I) �� � �������
� �	���
 �
� � ��
����	 P � &
� ����
r = (H1,H2) �� �� �� ��� ������ 
� r! ���
��� kr! ��

kr = min{ki ∈ N|∃w0 ∈ V (H1), kr
w0

= ki}.

��� ������ 
� � �
������� ����� I1 ∈ I! ���
��� kI1 ! �� ���
 �� ��� ��

kI1 = min{ki ∈ N|∃w0 ∈ V (I1), kI1
w0

= ki}.


�2��	��� *3�� 6(������� ������ �( � ���	��7 ��� S = (R,I) �� � �������
� �	���
 �
�
� ��
����	 P � ��� �������� ������ 
� ��� �	���
 S �� ��� ������ KS ���� ����

kR = 
�){ki ∈ N|∃r ∈ R ���� kr = ki}.
kI = 
�){ki ∈ N|∃H ∈ I ���� kH = ki}.
KS = 
�){kR, kI}.

��� ���
� � ���� kr ���� r = (H1,H2) ∈ R �� �� ���� �0
�� �� ��� ��"���� �������� � H1�
���� ������� ���� kR ≤ i ���� i = min{d ∈ N|d ≥ Δ(H1), ∀r = (H1,H2) ∈ R}� �� ��� ����
���< kI ≤ j ���� j = min{d ∈ N|d = Δ(Gi),∀Gi ∈ I}� ��� �����0
����� � ��� ��� �����
��)������� ���
�� ���  �������� ����������

��������� *3� ��� k ��� k1 �� �� ��� �� �� ���
����
 A�6� ���� KS ≤ k ��� kI ≤ k1�

�������	��� *3� &
� ���� ���� r = (H1,H2) ∈ R! ����� �� �� ����� 
�� �����) w ∈ V (H1)
���� ���� ��	 �����) 
� ��� ����� H1 �� �� ��� ���� BH1(w,KS)�

����(3 ��� ����������� � ���� ��������� �� � ������ ����������� � ��� ��)������� � KS ���
kR� �

+� ���� W r ��� ��� � �������� ���� �����)�� ��� �������� � :���������� M�O� �� ��� ���� ���<
���� �������� ��� �� �"������ �� ��� ����� H ∈ I ������� � r ∈ R� �� ���� ����< �� ���� �� ��
��� ��� � �������� w< ����� �������� ��� �������� � H �� ����� ����� BH(w,KS)< �� WH � 2�
��� ����� � ����� �����< �� �� ���� �������� �� �"��
�� ��� ���
����� ��������� 
���� KS �������



Q	 ������� "	 ����������� �1 ����� 
��������� +��� ����� ��
���������

� k� C���� ����� ����������< �� ��
��  ��� ��� ���
����� �����<  �� � ����� �
�� r = (H1,H2)<
����� � ����
� KS � ���� �������� ��� ��� ������� ��� ����� ��� V (H1)� 5�� ��������< �� ���
���
����� �
�� �������� �� :��� � � 5��
�� L	< KS = 2 ��� ��� ���� � ����
� 2 �������� ��
y ���� ��� �������� ��� �������� x ��� w� ���� ����� ���� � ����� �� � �
������ G1 � GA

λ

���������� �� H1 ��� ���� �������� � W H���!�� �����" v< �� �� 
������ �� ��������� v ����
��� �����" y � H1� -����< ���� ���� � �����" v ����� �� )�� � ����� � � �
�� r 3�� � �����
H ∈ I6 �� BGA

λ
(v,KS)< �� ��� �� �� ���������� ���� ��� �������� � W r 3�� WH6� ��� ������

� ����������� �� ������� ���������< �
� ��� �
���� � �������� � H1 ���� ��
�� �� ����������
�� � W H���!�� �����" v � GA

λ ��� ���
��� ������������� >
�� � ���
����� ��� �� �����������
���� �7���� ��  ���< �� ������ 
� ��� ���
���� � ��� �
������ ����������� ������� �� ������
�� R9#��< C��
	S�

�����, *3� -���
���	! KS �� ��� �
������ ����� ���� ������� ���� �������� � �����) v ����
� KS,�
��� ������
�! �� �� �
������ �
� v �
  �� � 
���� �
� ��	 ���� r ∈ R 
� �
� ��	 �����
H ∈ I� �� � 
����� 
� ����! �� �� ����
�
 
�� �������
� ��
������ ����� � k0,�
��� ������
�
���� k0 < KS! ���� ����� ���� ����	� �)���� � ���� r0 = (H ′

1,H
′
2) ∈ R 
� � ����� H0 ∈ I ����

���� H ′
1 
� H0 ��� �
� �
������� �� ��	 ���� 
� ������ k0 �������� 
� ��	 �����) v 
� GA

λ � ����
������� ��� �
��
���� ��

��

����� *3. ��� P �� � ��
����	 ��� S = (R,I) � �������
� �	���
 ���� ������������� P �
���� ��� ��� 
� KS ������� ��� 
�)�
�� ������ 
� ����������
 �� ���
����
 A�6�

����(3 kH����� �������� ���� ������ ���
�� � k ������ ��������� �������� �"��
���� � ���
�����
�
��� �� ��� ����������� ����� � ����
� k� ���  ��� ���� KS �� ��� �������� ���
� ���� ������
�� �"��
�� ��� ���
����� ��������� ����� �� ��� ����������� � ��� ����� ���������� �

*353$ ������������� �������� ���,��
� '�� (���	� �' <���
�
 .���"�
�	

� ���
����� ������ (R,I)  �� � �������� P ����������� �� � ����������H���� ��������� ����
������� ������� �������� P �����  �� � ����� ����� G� ������ �������� �
���  ��� R ��������
���� ��� ���
� �����< 
���� �� �
��  ��� R ��� �� ������� �������� � ��� ���
����� �����
������� �� ��� ��� I< ���� P �����  �� ��� ���
� �����< ���������< �� ���� ���� ;
����
���� ������
��< ��� �
���� � ���
������ ���� ��� �� �� ��� ����� �� �� ���� n< ����� ����
���
����� ���
��� ��� �
���� � �������� �� �� ����� ���� �� ����� �� ������ � ������H����
���
����� ���������  �� �������� ���������� �� � �������E���� ��� � ������ ���� ���������
��
���� �� ���� !���� �
���� k< 8�
������ �� ��� R�8:>P�S ���� ������
��� � ��� ����
� ���
����� ������� ������ ������� �������
� �	���
�� ���� ���� � ���
����� ������� ��� ���
�������� ����  �� ��� ����� G  �� ����� P (G) �����< ������ G ������� �� I< �� G �������� �
����� ����� ��� ��  �
�� �� �� �U����� ����

9���� �� ��� ��������� � d,����
���������	< 9��������� �� ��� R9���5�LS ���� ����� ��
�0
������� ��)������ � ������� ���
����� ������� ����� ��)������ 
��� ��� �
����� ��#�����	
���� ������ 
���
� ������
��� �� R9-PQS�


�2��	��� *3�� 6���������� �	 ��3 :=/��04�;7 ��� d �� � �
������ �������� ��� G �� �
����� ����� �	 �

� ��#�����	 ���� ������������
� ��� ��� G1 �� �� i �
����� ������ G1 �� ����
�
 �� d,����
������� �� G ��



"	�	 %���������� ��
��������� �1 %������� 
�����
� Q


3� G1 �� 
��� ��� �
�������! ��� ��� 
�)�
�
 ������ 
� ��	 �����) �� G1 �� �� 

�� d!

6� ����� �� �� i,�
����� ����� G2 ���� ���� G = G1 ⊕ G2! ���

7� G1 �
������ �� ����� �����) v ���� ���� �
� ��� �������� w ∈ V (G1) ����� �� � ���� W
�� G1 ���� W = (u1, u2, ..., us), v = u1, w = us! ��� �
� ���� i, 2 ≤ i ≤ s − 1! �� ���
��#�����	 ���� 
� ui �� G! ��� ����� {ui−1, ui} ��� {ui, ui+1} ���� �������� �� 

�� d�

5��� ��� ����� ��)������< 9��������� ��� ;� 5�
���� ���� ������ ��� ��"� ����� ��� ������
���� � �� ���� � ������� ���
����� ������  �� � �������� P < ���� �� ���� � ��0
������ ���������
����� ������� P < �� ��������� ������< �� O(n) ���� ��� ������

����� *3$ 6:=/��04�;7 ��� v �� � �����) �� G� $� v �� ��� ����� �����) 
� �

� d,
����
������� 
���� G1 �
 � ���� r = (H1,H2)! ���� ���� � 
���� ��� �� �
��� ��

 v ��
�� �

��� 
� ��
� ���� 
��	 ������� 
� ��� ������� d ��� ��� ���� 
� G1! ��� �
� 
� ��� ����

� ��� ����� G�


�2��	��� *3�% 6#������ �����	��� #��	�� :=/��04�;7 ��� P �� � ����� ��
����	 ���
(R,I) � �������
� �	���
 �
� P � ��� n��� �� ��� 
�)�
�
 ��
��� 
� �������� �� ��	 ����,����
���� 
� � ���� r ∈ R� (R,I) �� � ������� �������
� �	���
 �
� P �� �� ��
� �
������ ��������
n��� ��� d! n��� ≤ n��� ≤ d! ���� ���� ��� �
��
���� �
���

• &
� ���� �������
� ���� (H1,H2) ∈ R! H1 ��� H2 ��� 
��� ��� �
��������

• &
� ���� �
������� ����� G ��� ���� ��#�����	 ���� ������������
� 
� G! �� P (G) �
���
��� G ��� �� ����� n��� ��������! ���� G �
������ � d,����
������� 
�����

)1����� *3� 6#������ �����	��� ���	��7 �
������ ��� ����� ��
����	 ��������� �� &�����
3D� $� ��� �����	 �� ���� ���� (R,I) �� � ������� �������
� �	���
 �
� P ���� d = n��� = n��� =
5�


�2��	��� *3�' &
� ���� ������� k ≥ 1! ��� �%k �� ��� ����� ��
����	 �� ��� �� �
��
��5
�
� ���� ����� G! �%k(G) �
��� �� ��� 
��	 �� tw(G) ≤ k� &������

��! �
� � ��
����	 P ���
�� ������� k! �� �� �� ��� ��
����	 Pk �� Pk(G) = P (G) ∧ �%k(G)� ��� ��
����	 �%k(G)
�� ����� �� �� ��� 
��	 �� ��� ��������� 
� G �� �� 

�� k�


�2��	��� *3�* 60���	� ����17 ��� P �� � ����� ��
����	! ��� l � �
�,�������� ��������
&
� l,�
����� ������ G1 ��� G2! �� �� �� ��� �*��������� ������
� ∼P,l �� �
��
��5

G1 ∼P,l G2 ⇔ �
� ��� l,�
����� ������ H : P (G1 ⊕ H) ⇔ P (G2 ⊕ H).

��
����	 P �� 
�  ���� ����) �� �
� ��� l ≥ 0, ∼P,l ���  �����	 
��	 �*��������� ��������

����� *3�4 6:���$4�;7 ��� ./,�� ����� ����� ��
������� ��� 
�  ���� ����)�

����� ��� ���� �0
������� �����  �� � ����� ����� � ����� ��� ������������� ����� �������� ��
� )���� ����"� �
�� � ����� ����� �� ���
��������< R8�
P��S<  ���� ����� �� ����	 ������ �������<
R�5PLS< �� ������� R9.+Q
S� ��� �0
�������� ��� ���� ����� �� 8�
������ ��� .��������
R8.P	S� ����
���
� ��� ���� � ���� ������� �� ���� 
�� ��� ���� ���
��������  �� ���� !��� � 
����� ��������



QQ ������� "	 ����������� �1 ����� 
��������� +��� ����� ��
���������

����� *3�� 6������" �	 ��3 :���#$%;7 "���	 ���
�������� ��� 
� ������ L 
� �
�����
��������� ��� �� �� ��� �	 � ������� �������
� �	���
�

5��� ��� ����� ����� �� ���
�� ���  �������� ��������

8!����� *3� ��� P �� �� ./,�� ����� ����� ��
����	� "���	 ������� �������
� �	���
 ����
������������� Pk! �
� (k ≥ 1)! �� � ����	 �������
� �	���
�

����(3 �� �� ���
���  ��� .���� M�L� ��� .���� M�LL ���� ����� �� � ������� ���
�����
������ S ���� ����������E�� Pk� +� ��� ���
�� ���� S = (R,I)� +����
� ���� � ����������<
��� r = (H1,H2) ∈ R �� � ���
����� �
��� 5��� ��� ����� ��)������ �� !��� ���� H1 ���
H2 ��� ���� ��� ���������� 5
���������< R �� ����������� ��
� |V (H2)| < |V (H1)|� +�
!��� ���� I ⊆ L 3��� .���� M�LL6� ���� ��< ��� ��� �������� � I ���� ��
���� ����������
���� ����� ���� ���� ��� ���������� ��
�< r �� � ����� ���
����� �
��� �

8�
������ R8�
P��S ��� ����� � ����� ����� � ����� ���������� ����� ��� �������E����<
������ ��� ����� � ���������� ���� ��� #>H��)������ ����� ��� ���� 3���� B:H��������6 ��H
������ �������� ����� ��� #>H��)����� 3����< ��� ������������� ���������� ��� #>H��)�����6�
����� ����
�� >�
���
���� 4������ ��� 3 �� )"�� k6 k,4
�
�������	� � �������� ���� � �
��
���������� ��� ��������� �� ������� �� ��� R�.>PLS� .���� M�LL ��� :���������� M�L ���
����������� ����� ���  �������� ���
���

��������� *3� P �� � ./,�� ����� ����� ��
����	� ���� ����� �� �� ���
����
! ���
��� �	

���� 
� �
��� �

������
��! ����� ������� P 
� ����	 �
����� ��������� ������

*3535 ��,���
 ����	� ������� �,�� ,� ����� ��
���������

?�����< #'������ ��� #
������ R?##�NS ���� ������ ��������� ����������  �� �������E�������
���� ���
��
��� !�������� �� ��� ����� ����
������� ������������ �� �����  �������!< ����
��� ���� � ����� F �� �������E���� � ����� �"���� ���� ������� ��������� ���������� �������� �
��
���� ��������  ��� ��� ������� ����� GGG ���� )��� �������� ��� �� �������< 
���� ��� ���������
���� �� �� �������� �� ������ ������� GGG ������� �� F �� ���� ���� ���� ��������� ���������� ��
�������E��� ������� ������ ����� ���� � ������� ���
��
��� !�������� ������� �� ��� �������
���������

.�� GGG = (G,λ) �� � ������� ����� ��� ��� α �� � ������ ���� Λα �� ��� 
�� ��� ��������
�� GGG ���� ����� α< ���� ��< ����� �����" v �� ������� �� ��� ���� (α, λ(v))< ��� ������ � ���
����� ������ 
��������� ��� ������� ����� GGG ��� ���� ���
��
��� �� �������� ������� ��
��� ������ 3� �������
����� �����"< ����������6 ��� α ��� ������ ���� ���
��
��� ���������� � 
��� �����< ��!� ��� ��E� �� � ��
�� � ��� �������� � ��� ������ ���� ��)�� ����������� ����
���
��
��� !�������� �� ���  �������� ����


�2��	��� *3�+ 6 ���! ����"��&��7 � �
������
������� ������� ����� ���
������ ����
���������� ��
������ ι �� � ������ (R,K, ι) ����� R �� � �
����	 ��������� ���������� ������
� ����
�� �
�������� 
� ��� ��� {(G,Λι(GGG))|GGG ∈ GL}! K �� ���  ��� �
�����
� '����! ����� �� � ���������
��� K 
�  ���� ������� 
� L ���� ���� K = {GGG ∈ GL|lab(GGG) ∈ K}(! ��� ι �� � �

�������
������
� ����� ���
������ ���� ���� ������� ����� GGG � ����� ι(GGG) ∈ L�

5��� M�� ������ ��� ��������� ���������  �� �������E��������



"	�	 %���������� ��
��������� �1 %������� 
�����
� QP

0��	 *3% � ������� ����� GGG �� ���
������ �	 (R,K, ι) �� $����R((G,Λι(GGG))) ∩ K �= Y�


�2��	��� *3�� 6 ���! ����"��&�� ��	! ,������"�7 � �����
������� ������� ����� ���,

������ ���� ���������� ��
������ ι ����� ��! �� ������
� �
 �� ����
� A�3D �
� ���� GGG ∈ GL!
������ $����R((G,Λι(GGG))) ∩ K = Y 
� $����R((G,Λι(GGG))) ⊆ K�

5�� ���� !��� � �������E��< � ������� ����� GGG �� �������E�� � ��� ���� � �����R(GGG) ⊆ K� �
����� F � ������� ������ �� ���
�������� ���� ���������� ��
������ ι 3��< �� �������< �������E����
!������ ι6 � ����� �"���� � ������� ����� �������E�� ���� ���
��
��� !�������� (R,K, ι) �
��
���� ��� ��� � ������� ������ ���� ��� �������E�� �� (R,K, ι) �� F � >��� �"������ � ���
��
���
!�������� ��� ����� ������

• ��� �������� Δ(G) � ��� ������

• ��� �������� � ��� ����� 3����< ��� ��������� �����" �� �����6�

• ��� ��E� � ��� �����< ����< ��� �
���� � �������� |V (G)|� �� ���� ���� � ����� � ������
�� ���� �� �� ���� ���
���������

�������	��� *3% 6 ����� �	 ��3 : ��4';7 ��� ����� 
� �
������,
���
�� ������ �� ����
���
���������

��� ��� ���
����� ���������� �� ������ �� ��� ������
� �������� � ���� ������� ���� ���������
�� ��� ����� ����
�������  �������!� ��
�< ��� ���
����� ������ (R,I)  �� � �������� P
��� ���� �� ���� �� � ������� ����� �������E�� ���� ���
��
��� !��������� �� ���� ����< ����
�����" �� ����� � ��� �"������� � 
��0
� ������)���� ���� ���
��� ��� ��"� ������

����� *3�� ��� (R,I) �� � ����	 �������
� �	���
 ���� ������������� ��
����	 P � ����
����� �)���� � ������� ����� ���
������ ���� ���������� ��
������ (R∗,K, ι) ���� ���
������ ���
����� 
� ������� ������ ������	��� P �

����(3 .�� λ �� � ���������� �������� ���� �����)�� ��� ���������� � �
� �������� ������ ��
������
��� �� >������ M�O�L� 5
���������< ���
�� R∗ = (L, I, P ∗) ����� ��� ���� L ��� I ���
��)��� �� �� >������ M�O�L� ��� ��� P ∗ ��� K ��� �� ������
���� �� ���  �������� ����

• 5�� ���� r = (H1,H2) ∈ R �� ��� ��� ���������� �
�� (H1, λ, λ′) �� P ∗< ����� λ′ ��
��������  ��� λ � ��� �"��
���� ��� ��0
���� rl �� H1�

• K �������� ��� ��� M � ������ g �
�� ���� ����� ��� ������ g0 ��� (g1, λ, δ) ����� �����

5 g0 ∈ I<

5 ��� 
��������� ����� � g1 �� � �
������ � g<

5 g0 �� ���������� �� ��� 
��������� ����� � g1 3���� ������� �� ��� ��������  
������
λ6 ���

5  �� ��� �������� w ∈ V (g)< � w �∈ V (g1) ���� w �� �� ��� ��������� ������ ���� ��< w
�� �� ���� ������ �� ��� ���
����� ������
���

�� ���� ������
����� ι ���������� ��� �"������� � 
��0
� ���������� �� ��� ������ ��� ��
������
���� �������E�� ��� �� ���� �� � ���
������ � ��� ���
����� ��������� ����
��� ��
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5��� ��� ����� ���������� �� ������ ���  �������� ������

����� *3�% ��� P �� � ����� ��
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� �	���
 (R,I)�
����
� F �� � ����� 
� �
������ 
���
�� ������ ����� ������	 Pk! �
� k ≥ 1� ���� F �� ����
���
���������

����(3 ?���� �� ���
� ����� G ��� ��� ��E� |V (G)| � G� 5��� :���������� M�� �� ��� ����!
� G �� ��������H������� �� ���� ���
�� G �� ��������H�������� C���� .���� O�L �� ���
����� � �����" v0 �� G ���� ������� �� ���� �����" � G � 
��0
� ������)��� -���� ����< .����
M�LO �� 
��� �� ������
�� ��� ������� ����� �������E�� (R∗,K, ι)  �� ��� ����� F � �� ���� ����<
ι ����
��� ��� ��E� � G� �

�� ��������� �����0
���� � .���� M�L� �������� ��� ����������� � #>H��)����� ����������
� ������ � ��
���� ����������

��������� *3% ��� P �� � ./,�� ����� ��
����	� ����
� F �� � ����� 
� �
������ 
���
��
������ ����� ������	 Pk! �
� k ≥ 1� ���� F �� ���� ���
���������

����(3 ��� ���� �� �����
� 
���� :���������� M�L ��� .���� M�L�� �

�����, *3% $� �
��� ���
 �� ����������� �
 ��� ��� *�����
� ��
�� ��� �
��������	 �
 �
�������
� ����	 �������
� �	���
 (R,I) �������� ��

 � ������� ����� ���
������ (R∗,K, ι)� -���
���	!
���� � �
��������
� �� �������� �
 ��� ��������������� 
� ��� ����� ���
������ (R∗,K, ι)� ���
(R∗,K, ι) �� � ������� ����� ���
������ ���� ���������� ��
������ ������	���

• ��� ��
����	 ���
������ �	 (R∗,K, ι) �� ���� ���
��������!

• R∗ �� � �
����	 ��������� ���������� ������
� ���� �� �
�������� 
� ��� ��� {(G,Λι(GGG))|GGG ∈
GL}! K ���� L ����� � ��
 ���
���� ���5 L = {l1, l2}�

$� �� ����
�! ����
�� �
�� 
� ���������	! ����

• ��������	! ��� l1,������� �

�
����� 
� ��� l2,������� �

�
����� ��� �
�������!

• ���� ���������� ����� ������
�
� �� l1,������� ����� �

�
���� �
 �� l2,������� 
��!

• ����� � ���������� ����! ��� l2,������� �

�
����� �
�
 � �
������� �������� 
� ��� �����
�����!
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�
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�
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��� 
� ���� �

�
�����
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�
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� ����� ��� ���
��� I �� ����� ��

 K �	 ��

���� ��� l1,������� �

�
����� ��

 ��� ������ �
������� �� K�
+
�� ���� �� |L| > 2! ���� �� �� �
� ���	 �
 �
������� � ����	 �������
� �	���
 ����
�� ��������
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� ��� ���
����
 �

����� �	 (R∗,K, ι)�
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� �������� �� ���� ���� ��� ��� 
��������� ����� GA
λ � � ������� ����� (G,λ, δ)

��� �� ���
��� �� � ������� 
��������� ����� GA
λ′ � (G,λ′, δ) 
���� � ��� R � ����� ���
�����

�
���� ��� �������� �������� λ �� ������ �� �� >������ M�O�L� +� ��� ��� ���������� �� ����������

� ��� Ru � ������������� ���
����� ����� ���� �����)�� (G,λ′, δ) Ru−−→ (G,λ, δ)�


�2��	��� *3�. 6@�(�����" ����7 ��� ���
����� ���� ru 
� � ����	 �������
� ���� r =
(H1,H2) ∈ R �� ��� ���������� ���� �� ��� �	 (H1, λ

′, λ)�

5��� ��� �� �� ������� ��� ��� ��� ����� (G,λ, δ) ��� �� �������  ��� ��� ����� (G,λ′, δ)
�� �"��
���� �
��� � Ru �� � �������
��� ����

�� ������� ��� ��������� (G,λ′, δ) Ru−−→ (G,λ, δ) ��� ��� �� ��!� ���� ���������� ����
���
�
���� ��� ���
����� � G,λ, δ)� ��  ���< �� �� ���������  �� ���� �����" �� ���� � ������
!�������� ���
� ��� ���
����� �
��� �� ��� ��� ����� �
���� ��� ���
����� ������
��� 5��
���� ������< �� ������� ��� ����� � ��� �����" v ���� �� ������� ���� Lv ���������� ���

� ������ �
��� � ��� �
��� r ∈ R ���� ���� �"��
��� �� v� ���� ��< � ��� �"��
���� � �
��
r = (H1,H2) ∈ R �����" v ������ (H ′

1, λ
′, λ) �� Lv ����� ��� 
��������� ����� � H ′

1 �� ���
����� � H1 �� BGA

λ
(v, k) ��� ���� �����" � V (H ′

1) ����������� �� �"����� ��� ������)�� ����

������� �� BGA
λ
(v, k)� ��
�<

Ru =
⋃

v∈V (G)

Lv.

2� ��� ����� ����< ���� AH������� �������� ��� ���������� �� �� ������ �� ��� �"��
���� � 
��������� M�L� ���� ����� ���� �� �� ����������  �� ��� 
� ������ ������
�� ���� ��� �����
(G,λ′, δ) �������� �� ����� ��� AH������� �����"� >
���0
�����< ��� �������
��� �"��
���� � 

� ������ �
��� ������� ������� �� ��� ������
�� ��������� �� ��������� M�L� ���� ������
��
�� �������� �� ��������� M���

0��	 *3' ��� �)�����
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� �� ���
����� ���� ru �)����	 �
�����
��� �
 ��� ������� �)�����
�

� ��� �
�����
����� �������
� ���� r�

;
� �� ��� ��)������ � 
� ������ �
��� ��� �� ��� ������� ���������� ������� ��������� M��
��� ��������� M�L< ��� ���������� � ��� ���� ����� ��������� ��� �
�����E�� �� ��� ��"�
������������

�������	��� *3'

A� $� � �������
� ���� r ��� �)������ �	 � �����) v! ���� ��� ���
����� ���� ru ���� �� �)������
�	 v ������ ��� �)�����
� 
� ���
����
 A�7�

B� ��� ri, rj �� ��
 �������
� ����� ����
�
�� �	 �����) v ���� ���� rj ��� �)������ ����� ri�
���� ���
����
 A�7 ���� �)����� rj

u ���
�� �)������� ri
u�

C� $� ��
 �������
� ����� ri, rj ���� �)������ 
� � �������� (G0, λ, δ) 
� (G,λ, δ)! ���� ���
�
�����
����� ���
����� ����� ri

u ��� rj
u ���� �� ����
�
�� ���������� ��� �)�����
� 
����


� ri ��� rj �
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����� �
���

���
�� � ����� (G,λ′, δ) ��� � ��� Ru � 
� ������ �
��� �
5�� ��� �������� v � (G,λ′, δ)< λ(v) = (S,Pv ,Lv) ���� S ∈ {A,T}�
=��� AH������� �����" v �"��
��� ���  �������� ��������
>��� ��
�( Lv = Y< 	!��

v ����� ��� ����
�������
����

��� ������
�� ������
�� �� >��� 1�
��� �(
>��� L� v ��� ���� � (2k + 2)H����� ��������� ��� ��� ������� ������ W H���!�� ��� ���
����� LH���!���
>��� O� ���� W H���!�� �����" v ��!�� ��� ��"� �
�� ru ∈ Lv ��� ����!� � ru ��� �� �������
�� BGA

λ′ (v, k + 1)�
�( ru ��� �� �������< 	!��

��� ������
�� ������
�� �� >��� 3�
����

�� �� >��� 0�
��� �(
>��� �� ru �� �������  ��� Lv ��� ��� ����� �� (BGA

λ′ (v, k + 1), λ′, δ) ��� ��� ���������

������
�� �� >��� 1�

����(3 ��� )��� ��� ���������� ��� ��������� �����0
����� � ��� ��)������ � L ��� � ���
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�� �
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���
�� ���� ri ��� rj ���� ��� ����� �� ��� ��� ����������� ����� � ����
� k+1 ��������
������������ �� �������� wi ��� wj� ��� ���������� A ��� B ����� ���� ri

u ��� rj
u ���� ��

��� ����� �� ��� ����� �����
� ���
����� >
����� ��� ���� ri ��� rj ���� ��� ����� ��
��� ��7����� �������� wi ��� wj �� ��� ����������� ����� � ����
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� ���� � 
����������< ��� u0 �� � �����" ���� �� ��������� �� ���� ������ ��� ����� ������� � u0 ��� ����
�� � ��0
������ ���� ��
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���� rj

u �� ����� �
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P (G) = W����� �� �� S ∈ D(G)  �� ����� Q(G,S) �����X .

����� D(G) �� � �
����
� �

��� 3�� ������� ������6< ����� �� ���� ��� ��������� �� G< ���
Q �� �� �)������ ����� �������� � G[ ����< Q(G,S) ∈ {��
�,  ����}  �� ��� ������ G ��� ���
S ∈ D(G)� �� S ∈ D(G)  �� ����� D(G) ����� �� ������ � �
����
�  �� G� � � ����� ��������
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• AR �� �� ���
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 �����! �����

5 � �������
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 H1 ��� G2 �� ��
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� ����� Q(G,S) �
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����� ���
����� ������ (R,I,AR,AI) �� 
��� �� ������
�� �� �������
���
���� � ��� ���
��� ����� G< � G ∈ I� ��������� AR �� 
��� �� ��������
�� � ���
����<
���� ���� � ���
����� �� 
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� P �� � ������� �
���������� �������
� �	���
 �
� P ��

3� (R,I) �� � ������� �������
� �	���
 �
� P '��� �� ����
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�� �� ����� ���� ��� ��� �� ������ �� ��������� AR �� � ������
����� ���
����� ������ �����
�
�� �� O(1) ���� �� �� ���
�� ���� AR ���� ��� �� ������ � ���
���� �������� ���� ��< ���
���
���� �� �� ������
���� ���� ��7���  ��� ��� ���
� ���
���� �� ��� ���� � ��� ����� ���� ���
�������� �� ��� ���
������ >������ ������
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����� ������� ���� ����� � ���� ��������
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.�� P �� � ������
����� �������� ��)��� �� (D,Q) ��� ��� (R,I,AR,AI) �� � �������
������
����� ������  �� P � ��������� M�N ����
���  �� � ����� ����� G � ���
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��� �"�����
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��� ����
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����� �������

���
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� ������ �
����
5�� ��� �������� v � (G,λ, δ)< λ(v) = (S,Pv ,Lv) ���� S ∈ {A,T}�

(∗:��� L∗)

�( � �����" v �� AH�������< 	!��
v �"��
�� ��������� M�L ��� ������
��� Lv�
�( P (G) �����< 	!��

� ���� ������ �� ���� �� ��� AH������� ���������
����

� ����� ������ �� ���� �� ��� ��������
��� ������
�� ������
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��� �(

(∗:��� O∗)

��� AH������� �����" v ���� ��� �������� ��� ���� ������ ��� ���� ��� ��������� ������
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����� LH���!���
>��� O� ���� W H���!�� �����" v ��!�� ��� ��"� �
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λ
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�� �� >��� 3�
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�� �� >��� 1�

��� �(
>��� �� (BGA

λ
(v, k + 1), λ, δ) �� ����� ����� �� (BGA

λ
(v, k + 1), λ′, δ) �� ��� �"��
���� � ru�
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��� �� ������
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Q(BGA
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�� �� >��� 1�

0��	 *3+ ��� �
��������� 
� ���
����
 A�8 ��� �� ������� ��

 ��

� A�A ��� ��

 ���
�� ����
� 
� �
���������� �������
� �	���
��

� �� �������� �
� ��������� �� ������ � ��
���� ���������< �� ��� ��� ���� ������
�����



"	"	 ���������� ��
���� PM

���
����� ������� ��� �� 
���  �� � ����� ����� � ������
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D1(G) × D2(G) × · · · × Dt(G)< ����� ���� Di(G) (1 ≤ i ≤ t) �� ������ V,E,P(V (G))< ��
P(E(G))� � D �� � ����  ���< �� ��� ���� D �� � t,�����),����,����� ��< � t �� ��� ���������<
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� ���� k ≥ 1 ����� �� � ������� �
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���� ������� ������
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���������� �	���
 �
� Pk! ����
�� S ∈ D �
� ����� Q(G,S) �
��� ��� �� �
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��H���������� � ��� � ������� ��
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S ��!� ��������� � ����������
��������� ����� ��!� ;��!�� RB=�L< 9=�NS �� )�� ��� ���������� ��� ����! ����� ��������� ���
����� ���������� ��� �������< �� ��� ���� � �2�< �� � �����)� �
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��� �� 8����� ��� #��E
��� �� R8#PLS� 2�� � ��� ����� �� ����
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�< ����� ������� � ���������� ��� ��� � ��������  �� �
� �
������

C� ���
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6�7 Φg ⇐⇒ ∀iψi�

6�7 Φg ⇐⇒ ∃i¬ψi�

����(3

���� � Φg ⇐⇒ ∀iψi� � ψi �� ��� �����)��  �� � ����� ������� i< ���� i ��� �������� ���� Φg

���� ��� ���� ��� ��������� � ������������� ����� ��������

���� � Φg ⇐⇒ ∃i¬ψi� ���� �� ��� ���� �� �� 8��� 1 ���� ��� ����� ��7������ ���� ��� �����
������� �� ���� �������� ψi �����  �� � ����� ������� i�
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�� ��� 
� ��������� �
��� �
 ��
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��� )��� ��������� � ������� 	�L ��� �� ���� �� � ������ ����
������ ��������� �� ���������
�� R8F��S� 8���!��� ��� ����������� � ���� !��� � ���������� ��� �� ���� ������� �� ���
 �������� ���� +� 
�� � ����� ����
������ �
�� ���� �� �"��
��� � ��� ���� ����� ����������
��� ���
�� � ������� � ��� ��������� φi � ������� pi  ����� ���� �
�� ���
�� �� �"��
��� ��
���� ������� pi� �� ��� ���� ���< ��� ������ ��������� ��� ���� �� ����!�� ��������

6'+ � 5��
��� .��� 	���� ������
��

+� ���
�� �� ����������
� �������
��� ������ �� ����� n ��������� ����
������ �� ��������
������� �������� #������� ��� ��������� �� &$&- ��������� �� ����� ���
��
�� ����� (E ,≺)<
����� ≺ �� �� ����T�"��� ������� �������� ������������ ��� ��
������ �������� R.��
QS �� ���
����� ��� E < �� 
��� �� �����  �� ��� �������
��� ������ �"��
����� ����� !���� � ������
��� ����������� ����< ������� ��� �������� ������� E �� ����������� ���� ����� �"��
����� ��
���� �������� .�� V �� ��� ��� � ��� ���������� =��� Ei �� � ������� ������� ��� � ��������
������< �"��
��� �� ������� pi< ���� ���� ����)�� ��� �
��� ����� � pi� ��� �
��� ����� � �
������� pi �� ����������� �� ��� ����� � pi ��� ��� ������ � ��� ����� ���� ��� �� ��� ���� � 
����
� 1 �������� �� pi� +� ���� ���
�� ���� ������ ����!� C ��� ��������� R5��QQ< #��QPS�
=��� ������� ��������� � ������ ����! C � ��E� n = |V | ��������< �� 
���� ���  �������� �
���
R#��QPS�

6�7 9� ��� �� �������� ����� �� ������� pi< pi �"��
��� Ci[i] = Ci[i] + 1�

6�7 9� ��� � ���� ����� �� ������� pi< ��� ������� pi �"��
��� Ci[i] = Ci[i] + 1� �� ���� �����
��� ������� ����������� �� Ci�

6%7 +��� ������� pj �������� � ������� ���� ��������� T  ��� ������� pi< �� �"��
��� ���
 �������� ���������� �� ��� ���������� ��� ��������

Op1� (∀k ∈ [1, ..., n] Cj [k] := max(Cj[k], T [k]))�

Op2� Cj[j] := Cj[j] + 1�

��� ��������� � �� ����� �� ��)��� �� ��� ���
� � ��� ������ ����! ���� ��� �����
���
���

�� ��� ����� ������
����� ���� ������� pi �� �0
����� ���� � ������ ����! Ci[i] �����
�� ����������� �� 1 ���� ���� �� ����� �������� �� ������E�� �"������ �������� ������
��������� ������ �� ��� ����� ����!� !���� �� ��� ������ ��� ����� ����� � ��� ���������� ��
����������� ���
��
�� �� ����� ���� ������ ���� !�������� �� � ������ ���� ��� �������  �� ����
�������� #������ R#��QPS ��� ������
���� ��� ����� ��������� �� ����� ���� ������� ����
�� 
���
�� ����
)�
���
� � ���� ������ ����� 9� ��� �����  
����� �� ��� ����������� � �
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���������< �� )��� ������
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�2��	��� +3* &
� ��
 ����
� ��
��� vc1! vc2

• vc1 ≤ vc2 �B ∀i : vc1[i] ≤ vc2[i]�

• vc1 < vc2 �B vc1 ≤ vc2 ��� vc1 �= vc2�

• vc1||vc2 �B ¬(vc1 < vc2) ��� ¬(vc2 < vc1)�

8!����� +3� '.������ ;.��@<=( �� ��	 ������� 
� ��� ��	����� ��
� �� ���� ��� ������
�5

Ci[i] ≥ Cj [i] ∀i, j

8!����� +3% '.������ ;.��@<=( ∀e1, e2 ∈ E : e1 ≺ e2 �B C(e2) < C(e2) ��� e1||e2 �B
C(e1)||C(e2)� %��� C(e) ������������ ��� ����
� ��
����
� 
� ��� ����� e�

8!����� +3' '.������ ;.��@<=( $� e ∈ E 
����� �� ��
���� pi ���� �
� ��	 ����� e′ �= e : e ≺
e′ �B C(e)[i] ≤ C(e′)[i]�

.��!��� �� ����� ����������< �� ��� �����
��<  ��� ��� ����� ��)������ ��� ��������< ����
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��� ������
�� � ���
���������� >�������  ��� ����� �
��� ������
��< �� ���� ���� ��� ��� ��� � ��� ���
�� �
��������
������ ��������� ��� �� �U������� ����
���� 9��������< �
� ������
�� ���!� ��  ������� =���
���� � ������� p ��� ���� �� �������� ������ ���� ������� ��� �
��� �����< �� ��!�� � �����������
�
��� ������
� ��� ������ �� �� �� ������������ ���� ���
��
��� 2��� ������� p ��� ����������
��� ����
������< �� �� ����� �� �� �������� �� ��� ����
������ � � �������� ���� ����������
��� ���������� ������ ���< p �"������ ��� ������
���� �������� ���� �� ���� ��� ��� ������ ������
�� �� ������� ������� P 0� �� ���� �� P 0 ��� �������� ��� ��� �
��� ������
��< �� ����
��� ���
��� ���
�� �
�������� ��������� ��� ������ �� ����! ��� �������� � ��� ����� ����������� 1�����
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���� �� ������� �� ������ ���������� �� ���� ����< ��� �������� ���� �� ����
��� �� ��� �����H
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��� �"��
���� ��� ��� ��������� ��� �� ����������� ���� �� ��� �������
�������� ��� ��� ������ � �
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�� ��� ��������� �� ��������� 	�L�

��"���	!� +3� 8���
���� � �������� ��0
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4
�� �� �� ��� ��������E�����< � ������ ����� Ai � ������� pi �������� ��� �
��� ������
� si
0�

si
0 �� ����� ��� ����������� ���� ��� ������ [0, ..., 0]T � ��E� N �

\]]>�������� ������
�����]]^
4
�� L� +��� � ������� pi ��� ���� �� �������� ������ ���� ������� ��� �
��� �����< �� ��!�� �
�
��� ������
� si ��� ������ �� �� ��� ����� Ai� ��� ������ si �� ����������� ���� ��� ���
�
� ��� ������ ����! � pi ���� ��� �������� ������ ���
�����

\]]>������� ���� ����
������]]^
4
�� O� 2��� ������� pi ��� ���������� ��� �������
��� ����
������< pi ������� ���� ���
��� �� �������� �� ��� ������
����� � � �������� �����

\]]8��������� ��� ���������]]^
4
�� �� � � ���� ������� pi �� � ��� 3�� ��� ������
���� �������� ����6 ��� ��� ������ ��
����
�� ����< �� ����� ��� ����� Ai �� ��� ������ ��
���� ��� ���������� ��� ����
������� ���  �����
������� ������ ��� ����� ���� ��� ������ � ��� ���������

4
�� N� � � ���� ������� pi ��� �������� ��� ������ ��� ������ Aj � ��� ��� �������� ���������
pj < ���� pi �����< � ��������< ��� ���
����� ����� �� ���  ����� ��������

4
�� M� +��� � ������� ��� �������� ��� ��� ������ � ��� ��������< ��� �� ���� ��� ���� �
 ����� �������< �� ������ ��� ��� �������� ������ ��� ������ �� ����! ��� �������� � ��� �����
�����������
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�� ��  ���� 
�� ���� ���
������ ����
�� ������ �� ��� ��"� ��������

.�� si �� ��� ����� ��������� � ��� ������� pj ���� �"��
��� ��������� 	�L� � ��� �"��
�H
��� ���� 6< ��� �������� � ��� ����� Aj ��� �� � ����� ������ ����� s0 ≺ s1 ≺ s2 ≺ s3 ≺ ... ≺ sl

���� l ����� ��� ��"��
� �
���� � ������ ���� ���� ���� ������ �� pj� ��� ���������

��� �� 4
�� 3< 4
�� 4 ��� 4
�� 5 �� ������� ��� ��������� �������� �� ������� ���� ��������
������ 
� 
���� �� ������� �� P 0� >�������� � ��������� ���� ���� � ������  ����� �������
���� �� ������ �� ��� �������� �� P 0� ��
�< � ��� ��� �"��
���� � ��� �
���< ������� P 0 ��



.	�	 � ,������ /�
� '���� ��������
 L��

�"������ �� ���� ����
�� � �������� ����� A0 ���� �������� ��� ��� ����� ��������� � ���
���������� �� ��� ��"� �������� �� ���� ��� ��� �������� ������ ��� �� ������ ��� ��� ������
���������� ������ ������ ��� �� ��
������� �

;
� �� ������� 	�� ��� ������� 	�N< ��� �������� � A0 ��� �� � ������� ������ �����

s0
0, ..., s

n−1
0 ≺ s0 ≺ ... ≺ si, ..., sk ≺ sj ≺ ... ≺ sL

���� i < k < h < L.

��� ������ si
0 ��� ��������� ������ �� ���� ?� ��� � ���� ���� ������� ���� ��� ����

������ ���� [0, 0, ..., 0]T � ��E� N � �� ���� ������� �����< ��� ������ ���� ��
�� �� ��� �����
���
������
��� ��� �� ��� ���� ���� �� A0� ���� ��< ���� ��� ���������  ��� ���� ����� ��
������� >
�� ������ ��� ���� �� �� �����
,��������� #�������< �� ��� �7H���� ������� � 
�
� ���������< ��� �������� ���� �� ����
��� ����� ����� ���< �� ������ �� ��� ��� �����"
����"�� �� 0 �������� ��� ����
������� ���� ��< �� ���� �� ���� �����" ������� ����  �� ���
�������� ���� ����
������< �� ������� ��� �������� ���� ����� �� A� ���� ������ ���� � ���� ��
��� ������ ���� ����������� �������� �� ������ ����� ������� ���
�� ������ ��� ������
�����
� ��� �������� �����

2� ��� ����� ����< �� �� ��� ������ ���� �� ����� ��� ������ ���� ������� �����
,��������
������� #��� �������� ���������  ��� ���  ��� ���� ��� �������� || �� ��� ����������� ��
�< � 
si||sj ��� sj||sk< ���� ��� �������� si||sk �� ��� ������ �����)���

)1����� +3% ��� e1! e2 ��� e3 �� ����� ������ ���� ���� C(e1) = [30, 15]! C(e2) = [1, 16]
��� C(e3) = [3, 20]� &�

 �� ����
� D�A ��� ���
��
 D�7 �� ������ ���� e2||e1 ��� e1||e3�
2������ e2 ≺ e3! �� ��� �
� ������ ���� e2||e3�

���� ����� ����< ����� ������� ��� ������ � ������< �� ���� �� ��!� ���� �����
����� ��
����� ������������ �� ��� ��� ����� A0� �� ���� ���< �� ���� ���  �������� ��0
�������� ��
��� ����� A�

R1� � si, sj ∈ A[k] ⇒ (si||sj), ∀i, j, k ∈ N�

R2� � s ∈ A[i]< ���� ∀sj ∈ A[k] : s ≺ sj ∨ (s||sj)< ∀i, k ∈ N ���� k > i�

+� ���� ����� ���  �������� ������

����� +3� ��� ei, ej ∈ E �� ��
 ������ ���� ei||ej � ����

3� ∀e ∈ E : ei ≺ e ⇒ (ej ||e) ∨ (ej ≺ e)

6� ∀e ∈ E : e ≺ ei ⇒ (ej ||e) ∨ (e ≺ ej)

����(3

L� ;
� �� ���  ��� ���� C(ei)[k] < C(e)[k] ∀k ��� ∃k′ ∈ N �
�� ���� C(ei)[k′] ≥ C(ej)[k′]<
���� ∃k0 ∈ N �
�� ���� C(ej)[k0] < C(e)[k0]� ���� ����� ���� e ≺ ej ���� ��� �����

O� ;
� �� ���  ��� ���� C(ei)[k] > C(e)[k] ∀k ��� ∃k′ ∈ N �
�� ���� C(ei)[k′] ≤ C(ej)[k′]<
���� ∃k0 ∈ N �
�� ���� C(ej)[k0] > C(e)[k0]� ���� ����� ���� ej ≺ e ���� ��� �����
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�2��	��� +3� 6��!����	 �����7 �� ����	 A �� ���� �
 �� �������� �� ��� ��*����
���� R1

��� R2 �
�� �� A�

�������	��� +3� ��� k0, k1 ∈ N! A �� � �
������ ����	 ��� e0 ∈ A[k0]� ���� �� �
���

3� k1 < k0 ∧ e1 ∈ A[k1] ⇒ ((e1 ≺ e0) ∨ (e1||e0))

6� k1 > k0 ∧ e1 ∈ A[k1] ⇒ ((e0 ≺ e1) ∨ (e1||e0))

����(3 ��� ���� � ���� ����������� �� � �������� ������� �����0
���� � ��� ��0
�������
R2 �������� ���� .���� 	�L� �

0353$ .	� -������ �����
���

�� ���� ������� �� ������
�� �� ��������� ���� ��������� � �
������ ����� A ����� �����)�� ���
���������� � ;�)������ 	�
� ���� �� ������� �� ��� �"��
���� � ��������� 	�O ���� ��!�� ���
������� ������ ��� ������ ��� �������� � ��� )��� �� ��� ������ ������ �� ���� ��������������
A.size() ������� ��� ��E� � ��� ����� A�

0��	 +3� ������ ��� �)�����
� 
� ���
����
 D�6! /��� 0 �� �)������ 
���� &
� ���� ����� si


� Ap! 
��	 
�� 
� ��� ��)� ����� ����� '/��� 1! /��� 2 
� /��� 3( �� �)�������

����� +3� ��� ������ 
� 
������ ��
 �
������ ����	� ���� ���
����
 D�6 �� � �
������ ����	�

����(3 =����� ��� ����� �� Aq 
���� >��� 0< >��� 1< >��� 2 ��� >��� 3� 2����
���< A∗
q[0]

�������� ��� ��� ������ ����������� ���� ��� ������ [0, 0, ..., 0]T � ���� ����� ���� � ��� ���
�"��
���� � >��� 0 ��� ���
����� ����� �� ��������� ;
���� ��� ��������� � si< >��� 1 ��
�"��
��� 
���� � ���
� k ��� �� ����� sj ∈ Aq[k] ���  �
���� �
�� ���� si ≺ sj� -����< � 
k′ < k∧∃s0 ∈ Aq[k′] ⇒ (s0||si)� �� ��� ���� ���< � k′ > k∧∃s0 ∈ Aq[k′] ⇒ (s0||si ∨ si ≺ s0)�
;
� �� :���������� 	�O �� ���
�� ���� ��� ����� ���
�����  ��� �� �"��
���� � >��� 1 �� �
�������� ����� �� ���� ��������� C���� ��� ���� ���
���� �� ��� ������ ���� ��� �"��
����
� ��� ���� ��� ����� ���� ���
��� �� ������ � �������� ����� �� �
��
�� ��
�< ������� ���
�������� ������ ���� ��������� 	�O ����
��� � �������� ������ �

��� ����� ���������� ��� ����� ��������� � ��� ������� P �� !���� �� �� ��������� ��
��������� 	�L ��� ����� ������ ��� ������ �������� ��������  ��� ��� ������ � � ����� ��������
����� 5��� ��� � ���� �� ���
�� ���  �������� ����������

��������� +3� 6������	����7 ���
����
 D�3 ��������� � �������� ��0
���� 
� ��� ��
���
������ 
� � ����� ����������� ���
����
�

03535 ;��
������� ������ ���������� (��,�� ������

2� ��� ����� � ����� A0 ��������� �� ��������� 	�L< �� �� �������� �� ����
�� ��� ��� ������
������ ����
�� ����� ��� ������ ��� ������ �
���� ��� �������
��� ����
������� ;
� �� ���



.	�	 � ,������ /�
� '���� ��������
 L�M

��"���	!� +3� #������ ��� �������� ������

���
�� ������� �������� ������ Ap ��� Aq�
2
��
�� ����� A∗

q ���� �������� ��� �������� � Ap ∪ Aq�

>��� ��
������ ��� ��������  ��� Ap[0] �� ��� ���� Aq[0]�
k = 0�
�����	
�( Ap[k] = Y< 	!��

k = k + 1
��� �(
si �� ��� �������� ������� � Ap[k]
������ si  ��� Ap[k]�

>��� L�
d = 0
�!��� (si||sj) ∀sj ∈ Aq[d] ��� d < Aq.size()< ��

��� si �� Aq[d]<
d = d + 1�

��� �!���

>��� O�
.�� d �� ��� �������� ����" �
�� ���� ∃sj ∈ Aq[d] ��� si ≺ sj�
�( si ∈ Aq[d − 1]< 	!��

����� �� ������� �� ���
����

��������� ��� ��E� � Aq �� 1<
(�� m = Aq.size() �� m = d + 1 ��

���� ��� ��������  ��� Aq[m − 1] �� Aq[m]�
��� (��
��� si �� Aq[d]�

��� �(

>��� ��
�( sj ≺ si  �� sj ∈ Aq[L] ���� L = Aq.size() − 1< 	!��

��� ��E� � Aq �� ����������� �� 1<
si �� ����� �� Aq[L + 1]�

��� �(
��	�� Ap[k] = Y ��� k = Ap.size() − 1�

������������� �� ���� �����
,�������� ������ �� � ������ ����� � ����������< �� ���� �� ��!� �
�������� ���
� ��� ������ ������ ���� ��� ��������  �� �
� �
������ +� ��)�� Pi �� ��� ��� � 
��������� ����� ��������� ��� �� A0[i]�


�2��	��� +3. 6-�����&�� "����� �	�	�7 ��� Gi �� ��� ��
��� ����� ����������� �	 ��� ����
A0[i], i ∈ N, 0 ≤ i < A0.size()� �� ��������� ��
��� ����� Gi+1 �� 
������� ��

 Gi �	 ���������



L�	 ������� .	 �������� 
��������� �� %����������  !���
�

�� ��� ��
��� ����� Gi! ��� ������
�� 
� ��� ���
���� 
� Pi+1 ���
��� ��� ������
�� ��
��� ��
A0[i + 1]�

��� ���
����� ���� � ��������� ��
��� ����� ������ �� ��� ����������� ���� �
���� ��� ���
������
� � �������
��� ����
������< ��� ��
������ ����������� ������ ��� ��!� ����� ���
������
���
�����
� ���������� ����
������ ������ �� ����
����� ��� �"��
���� � ��� ���������� .�� Gi

�� ��� ������ ����� ���� �� ����������� �� ��� ���� A0[i], i ∈ N, 0 ≤ i < A0.size()� ��� ������
��� � ��������� ��
��� ������ �� ��������� �� ��� �"��
���� � ��� ��"� ������
���

��������� +3� 6�����	��" ������&�� "����� �	�	��7

���� 4� �� ���� ��
� t0! ��� ��
��� ����� 
� ��� ����
�� �� ���
��� �� ��� ������ 
� ��� �
���
������
�� �
������� �� A0[0]�

���� �� "��� ���� A0[i],∀i ∈ N, i > 0 ���������� ��� �
��� ������
�� 
� ��
������ ��
�� �
���
������ ���� ������� ����� ��� ���� ��
��� ����� Gi−1� %� �

���� ��� ��
��� ����� Gi

�	 ���������! �� ��� ��
��� ����� Gi−1! ��� ������
�� 
� ��� ���
���� 
� Pi ���
��� ���
������
�� ��
��� �� A0[i]�

�����, +3� -���
���	! �� ��� �������
���� �������� �� ���� 1 ��� ����
�
�� 
�� �	 
��! ����
��
������ D�3 ���� �

���� �)����	 |A0[i]| ��B����� ��������� ��
��� ������ �
� ���� i�

B��
�����< ��� ����� ������
��� �� :�����
�� 	�L ��������� � ����"����� � ��� �������
���������� �� )����� ��� ������ ������ ���
�� ����� � �������
��� ������ ��� ������ �������
B�����������< ��� �� ��������� ������ �� ��� �������� ����� A0 ��� ���
�� �� ��� ��� ��
�"��
����� ��
�������� � ��� ��� ������ ������ ���
�� ����� ��� ������ ��
�� ���� �������
���� ��
�������� �� �������� 
���� :�����
�� 	�O�

��������� +3� 6�����	��" ��� "����� �	�	��7

���� 4� �� ���� ��
� t0! ��� ��
��� ����� 
� ��� ����
�� �� ���
��� �� ��� ������ 
� ��� �
���
������
�� �
������� �� A0[0]�

���� �� "��� ���� A0[i],∀i ∈ N, i > 0 ���������� ��� �
��� ������
�� 
� ��
������ ��
�� �
���
������ ���� ������� ����� ��� ���� ��
��� ����� Gi−1� %� �
������� ���� ��
��� �����
Gk, i ≤ k ≤ |A0[i]| × |A0[i]|!, �	 ���������! �� ��� ��
��� ����� Gi−1! ��� ������
�� 
� ���
���
���� 
� Pi ���
��� ��� ������
�� ��
��� �� A0[i]�

�����, +3� ��� �������
��� ��*����� ���� �
 �������� ��� ����� Gk �� ��
������ D�6 �
�,
����
��� �
 � ���
�����
� 
� ��� ���
���� 
� A0[i]� ���� 
���� ���� �
� ���� ���� A0[i] ��
�������� �)����	 |A0[i]| × |A0[i]|! ��B����� ��
��� �������

5�� ��� ��!� � ������������< ���� � ������ ����� �� ����
���< ��� �������� � ��� �����
��������� p ��� �� ����
���� �� � ���������� ���� ���� ������� �� ��� ������ � p� ��� ���
�
� ��� ������
� ��������� ������ ����� ��� �� ������ ������ �� ����� �� ������ � ��� ����
�����
� ��� ��"� ������ ������ #�������< � �� 
�� ������ ���� ���
��
���< �� ��� ����
��� ���
��������� p �� � ���� ������ �� ��� ������ � p�
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.�� n �� ��� �
���� � �������� ��������� �� ��� ������!< D = Δ(G) �� ��� �������� � 
��� ������������� ����� ��� m �� ��� ��"���� �
���� � ������ ������ �� ���� �������� ��
�����E� ��� ������� ������"���< �� �������� ���������� ��� ���� � ��� ������
���� ��� )���
��� �������� � ��� ��� ���� ������ �"��
��� �� ��� ��������� ����� ������� ����� ����� ������ ��
�����  ����� ������� 3��� �
�� 3 � ��������� 	�L6� ��� ������ ������
�� �� ����������� �� ���
������� ������"��� � �
������ � �������� ���� �� �� �������
� ������! ���� � �������
�����
�������� +� ��!� ��������� � ��� ��������� ��������� �� 8������ L �� ������
�� � ��������
����� ��
�< ��� ������� ������"��� � ���� ������
�� �� O(n)� � D0 ≤ D �� ��� �������� � ���
������
���� �������� ����< ���� ��� ������� ������"��� � ��� )��� ������
�� �� O(mD0n)�
�� ��� �����H����< ���� ������"��� �� O(mDn)� ��
�< ��� �����H���� ������� ������"��� � 
��� ����� ��������� �� O(mDn)�

��� ��� ���� ���������� ���� �������
�� �� ��� ���� ������"��� �� ��� ������� ������
��
��� ��� ��
�������� � ��� ��������� ��
��� ������ ����
�� ����� ��� ������ ��� ������� �� ���
����� ����< ��� ������� ��������� ������ ��� ������ � ��E� mn
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�������� +++< −−−< ×××< ÷÷÷< modulomodulomodulo<divdivdiv<expexpexp<factorialfactorialfactorial<���

��� ��� ���������� ����  
������� ���� ��� ���
����� �������� ��� ��
����� 0
����)�� ∃i ��
�����)�� � ��� ��� � ��������< ���� ����� � � �����  ���
�� φ< ��� � ����������� ������� �� �0
��
�� i� 2� ��� ����� ����< ���  ���
�� ∃⊥i xφ(x) �� ����< � ����� ��� �"����� i �������� x ����
����� � φ(x)� +� ���� �� ������ ���� ��� �������� i �� �� ������� � ��� ��� � ���
��� �
�����
��� �� ��� ���� 
�� �� �� ������
��  
����� �����������

+� ��� ��)��  ������� ��� �����" � ��� ��)������ ����� L∗∞�



0	(	 /�� ����� L∗∞ LL



�2��	��� �3% 6#��	�1 �( L∗∞7 ��� σ �� � �
�������	 �
�������� 
�  �����	 
��	 ������
���
��� �
������ �	
�
�� ��� ��� {v1, ..., vn, ...} �� �� �� ���� ��� 
� �������� ���������� ��� �����

� L∗∞ �
�
���� 
��� σ �� ��� �
������ �
������
� 
� �)������
�� ���� ����5

• �� �
������ ���  ���,
���� �
�
���� 
��� σ1

• �� φ �� � �
�
��� �� L∗∞! ���� �
 �� ¬φ1

• �� φ �� � �
�
��� �� L∗∞! i ∈ N ��� vj �� � ��������! ���� (∃i)vjφ ��� (∃⊥i )vjφ ��� ���

�� L∗∞1

• �� φ �� � �
�
��� �� L∗∞! vj �� � ��������! ���� ��� �
�
���� (∃0)vjφ! (∃⊥0 )vjφ! (∃1)vjφ!
(∃⊥1 )vjφ! (∃2)vjφ! (∃⊥2 )vjφ! (∃3)vjφ! (∃⊥3 )vjφ... ��� ���
 �� L∗∞1

• �� Φ �� � ��� 
� L∗∞ �
�
����! ����
∨

Φ ���
∧

Φ ��� ���
 L∗∞ �
�
�����

)1����� �3� %��� ��� �
��� L∗∞ �� ��� �)����� ��� ���� ���� � ����� ��� ψ ��� �� ����
����������	� ���� �� �
�� �	 ��� �
��
���� �)������
�5

∃⊥i x(x ∈ ψ ∧ i mod 2 = 0);

��� ��)� �)�
��� �����
���� ��� ���� ���� ��� �
��� 
�  ���,
���� �
��� �� �
� ��
��� �
 ��������
��� ��� ����
�����
�� ���� ��� �� �)������ �� ������

������� �	
 4
������ ��� ���� ����� � ����� �����) v0 ��� �
 ���� ��� �
��
���� ����
�����
�5
��� �
���� � ��� N−������� ��������� �� �0
�� �� ��� �
���� � ��� A−������� ����������
%���
�� ��	 �
������ 
�������
! �� �� �
� �
������ �
 �)����� ���� ���� 
� ����
�����
� ��
 ���,
���� �
���� %������! ���� *���	 ��� �� ������� �� L∗∞ ���� ��� �
��
���� ��������5

∃i u∃j w(u �= v0 ∧ w �= v0 ∧ λ(u) = N ∧ λ(w) = A ∧ i = j).
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����� �' L∗
∞

��� ��������� � L∗∞  ���
��� �� � ������ �"������� � ��� ��������� � )���H����� �����< ����∨
Φ ����������� �� � ����
������ ���� ���  ���
��� �� Φ ���

∧
Φ ����������� �� � ����
�������

�����
�� ���� � ��� ����� ������ �� ��)������ ������ ��� ���������  �� ��������� ���
�H
�
���< ��� ����������� ���
��� ���� ����! ���
� )���� ����� ���� �� ��� �� ���� ���������� �
�
��������� �� )���� ���
��
��� ���� )���� �����
������< 
����� �� �� �"�������� ������ ����������
5
���������< �� ������ ���
�� ������� � ���
��
��� �� �� ������ 
���� ������������ �� ���
���� ����� ���� ��������� � � ����� ��)�� ������� � ���
��
���<  ���
��� ����  ��� ���������
��)�� 0
������


�2��	��� �3' 6#	���	���� �( L∗∞ �� �����7 � ��������� A �� 
� ��� �
�
5

A = 〈{v1, · · · , vm}, {1, · · · , n}, {L}, <,=, �=, 0, 1, ����, �����,MIN,MAX,

RA
1 , · · · , RA

l , fA
1 , · · · , fA

k 〉.

>��� ��� ������
�� RA ��� �� ��� 
� ��� �������� �

��� {v1, · · · , vm}! ����� 
� ��� ��
������
�

��� {1, · · · , n} 
�� ��� �
������� 0 ��� 1� L �� ���  ���� ��� 
� ������ ��� {v1, · · · , vm}
���� ���������� ��� ������
��

� 
� � ����� �����) v0�



LLQ ������� 0	 6
���
������ ����� ��
���������7 �����

�� �������< ��� �����" u ��� ���� ��� ��� ���� � ��� ������� ������ � A ���� �� �����������
�� ��� ������������� 5
����� ��< ��� ����� 
������� � �
����� ����� 
� ��� ������� �� ��
���� ���������� �� ��� ���� �� �� �"����� � �������� � ��� ���
� ���
��
����

13/35 .	� �����'������ &�������

��� ����� ������ �������� ��!�� ������� ��� ������ � �  ���
�� ����� ��
� 
���� �� ��������H
������� .�� D �� ��� ������ � �
� �����< I �� �� �������������� ��������< A = 〈D, I〉 �� ��
�������������� ���
��
��< g �� �� ���������� �� A ��� φ �� �  ���
��� � φ ��� �� �����������
�� ��� &-� ���� ��� ����� ������ �������� � &-� ��� �� 
��� �� φ� � φ �������� ��� �����H
�
��� 0
����)���< ���� ��� ����� ������ �������� � φ �� g �� A< �� ����� �� ���  �������� �
����
8�
����� *
����)���

A |= ∃i xφ[g] ⇔ A |= φ[g[x/d, i/j]] ⇔ A |= φ[g[x/d]]
 �� �� ����� j �������� d ∈ D ���� j ≤ |D|

A |= ∃⊥i xφ[g] ⇔ A |= φ[g[x/d, i/j]] ⇔ A |= φ[g[x/d]]
 �� �"����� j �������� d ∈ D ���� j ≤ |D|

��� ����� ������ � ��
����� ����� �� � ������� ���� � ��� ����� ����� ������ ����������

G�	� �3� ��� ���� ���� �� ���
� �
�
���� ���� �� ���� ���#�����
�� ��� �
�#�����
�� �� L∗∞
��� �� � ��� ������ +�����������! ��� ��� �
�
���� �� L∗∞ ����  ���� 

����� &������

��! ��
��� �� ��
��� ���� ��  ���� ����������! ��	 �
�
��� �� L∗∞ �� �)����	 �*�������� �
 � �
�
���

� �  ���� �
��� �������� 3�5:`86� .
��
���! ��� ��������
� 
� ��� �
�
���� 
� L∗∞ ��� ��
����
�
�� �� �
�	�

��� ��
�� ��� ����� ������� ��� ������ �� ;.-?8�=! �
����� ���	 ���� ��
��������� �� ��� ��)� ��������

7'0 .�����
��� �� %����

��� �������
��� ��������� ������� �� .���� �� ����������� �� � �������� ������! ������ ���H
������� �� ���������� ��� ����
�������� ���!�� 2�� �
�� � ���! ������� ��� ��������� ��
����
������ ���� ���� ������ 9���
�� � ���  ��� ���� ��� ������ �� ��������< ��� ����� ����H
������� � ���� ������� ��� ����������� �� � ����
�����
�,"B��� ������ 9��������< ��� ���������
�"��
�� ��� ���� ���������� ���� ����� ���� ��� ��� � ����������� ��)��� �� ��� )��� �����
���������� ������ �� ��� ����  �� ��� ����������

13*3� ������
������

.�� ��� G �� � ��������� ����� 3������!6 ��� v ∈ V �� � �����"3���������6 � G� ��� ����
���! � ��� ����
�����
�� ���� �� �� �������� ��� ����� ���������� � ��� ���� � ����
� k ��������
�� v� �����
�� ��� ����� L∗∞ �������� ���� ����< �� ���� ���� ��������� �� ���
�� �� �� .�����

5���� � ���< �� ��� ��� 
������� � ��� 
��� ���
��
��< A< �� �����)� �� ��� ������������ � 
��� ������ � ��� ���� �� ����������� ���� ����� ���� ���� �����" � G ��� ���� J���K ��� ����
� ��� �������� � V ���� ������� �� ��� ������������ � ����
� k� �� ��� .���� ����
���< ��
���������� �
���� �� ����� � ����
� 1� ��
�< ��� ������������ � � �����" v �� ����������� ��



0	.	 %��� /!��� �� ����� LLP

��� ������ ��� � �������� u ���� ��� ��������� � v ��� �� ��� ��� � ����� e ���� ��� �������� ��
v� �� �
�� �� ����� ���� ��� ��������� RA

i ���� ��� �� ����� ��� �������� ������� ��� ���������
� v ��� ��������  ��������� ���� ��< ���� �� ��� ������ �� ��� ���
��
�� A ������� �� ���
������������ � v�

13*3$ ;=����

��� "B���� ����� ��� ��������� �� ��/� �������� R2���NS� 9��������< ��� ����
��� .�>.
��0
���� ���� ��� ���� ����� ����������� ��������� ��� ������)��� ��� ��)��� �� �� ������
H
����� ������� �������� ���� � ������� ����� ���< �� �� ��� ���� ��� ���� ����������� 3�����
����� �� ���� ��� ���� ���� ��� ����� ��������� ��� ������ �� �������
�����  ��� ������)���6�

;
� �� ����������  
������� ������
��� �� ��� ����
��� L∗∞< �� �� ����� ���� .�>. ��������
��� �����
��� ��� �����
��� ��������� ����� ���� ������������ ��������� �� ��������� ���
���
� ����� �� �� ������)��� #��� ���������< .�>. �������� ���  �������� ��������� ������

L� 9���� ����������

• x := varnamex := varnamex := varname� �� � ������ ����������� ����������

• ∀x(Φ(x)), ρ∀x(Φ(x)), ρ∀x(Φ(x)), ρ� ��� ��������� ρ �� ��� ����� �"����� ���� � ��� ���� � ��� ��������
x ����� � ��� ��������� Φi�

• ∃ix(Φ(x)), ρ∃ix(Φ(x)), ρ∃ix(Φ(x)), ρ� ��� ��������� ρ �� ��� ����� ���� � ��� ���� � ����� ��� �� ����� i
�������� x ���� ����� � ��� ��������� Φ(x)�

• ∃⊥i x(Φ(x)), ρ∃⊥i x(Φ(x)), ρ∃⊥i x(Φ(x)), ρ� ��� ��������� ρ �� ��� ����� �"����� ���� � ��� ���� � ����� ���
�"����� i �������� x ���� ����� � ��� ��������� Φ(x)�

• ∀x(Φ(x), ρ)∀x(Φ(x), ρ)∀x(Φ(x), ρ)� ��� ��������� ρ �� ��� ����� ���� ���� �� ������� x ����� ���� ���
��������� Φ ��  �
���

O� .��� ���������

• ∀(Φ){ρ}∀(Φ){ρ}∀(Φ){ρ}� � ����� ��������� ρ �� ��� ����� �� ���� �� � ����� ��������� Φ �� �����)���

>�������  ��� ��� ���������� � .�>.< �� ���� ������ R2���NS ���� ���� ����
��� �� �������
� �"�������� ��� ���
���� � ��� ��������������� �������� �������� ��
�< .�>. �� ���� ��
�"����� ��� �7���� � ��� ���������� �� .����� �� ��������� ���� �7��� � ��� ����� � .�>.
�� ���� ��� ����������  
������� ��� �� ����
��� �� .����� -������< ������� � 
���� � .�>.
���! ������
�� �� �������� � ����� ����������  
������<  �� �������� 

���
< �� ������ 
��
��� ������������� ������ ��������< % �� 

�< �� �� �� �� ���� ������
���

7'6 4�
� .���� �� %����

� ������� ����������� � ��� .���� ���� ����� ���� ����� ���������� ���������� �� ��������� ��
R#2�N�S� .���� ������� 
���� �� ��)�� ��� ���� ����� �� ����� �� ����������E� ��� �������
��� ������ � ���� �������� ��� ���� ����� �����< �
��< ����< 2

�< $��< +��< ����< 4���< ���
/����� ��� ������ �� .���� ������������ �����
� �"������ ������������� �� ���� �����
� ������
���� ��� ���� � ���� ����� ���������� �� ���� ������� �� ��� �"��
������
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��� 
��� ����� ���� ���� ���������� ����������E�� ������� ��
�< ��� �������� � �����
�������� ������ �������� �� ��� �������� ��� ������ 8����
�� ���� ����� ��� �� ������
����

���� ���  �������� ���� ������
����� �����
� �"������ �������������

• ����	;$! "= �� �� ������� � �������� � ���� E ����"�� �� �������� � ���� I�

• /�*;"= �� � )���� ��0
���� � �������� � ���� E�

• /��;"= �� � )���� ��� � �������� � ���� E�

• .���;"= �� � )���� �
������ � �������� � ���� E�

• �
��G��� �� � )���� ��� � ������

• ����G��� �� � )���� ��� � ������

• ���G��� �� � )���� ��� � ������� �
������

• ���

C���� ��� ��)�� ���������� ���� �����< �� ���� �� ����)�� �
���H�� ������ 5�� ��������< ����
��� �"�������� ������� ��
��������< �
���< ��� 
���� ����� �������
� �� �����  �
�� �� ����
������ ����������� ����
����� 5�� �"�����<

• 	��� Color = ��
�������� � red white blue

• 	��� Msg = �
��� � source, dest : Process, contents : String

� S �� � ��� � �������� � ���� E< ���� ��� ��������� x := ������ s �� S �������� �� ���������
�� x ��� ���
� � �� ������� � S ���� ��� ���� �������� ������� ?��������< ��� ��

�� �����H
���� �� 
��� �� �������� ������ �� �������  ��� � ��� � ����� ���� ����� � ���� ����������������
�� �� � ������ ��� �� ��� ��� ������ ��������E������ �� .�����

7'7 �
���
��� �! � %���� �������

+� ���
������ �
� �����< �� ���� �� ��� 
�� � ��� ����
��� .���� �� �������� �������
���
����������< �� ��� ������ �"�������

)1����� �3% 6#������" 	��� �����	�	���7 ��� �����,��
���
 E�3 ���������� � �����
�
���
������
� ���� �

����� � �������� ���� �� � ������ ��� �
�����
����� ��
������ 
�	
�� ���
��� �	 ��� ����� ���������� �	���
 R1 = (L1, I1, P1) �� ��� �	 L1 = {N,A, 0, 1}!
I1 = {N,A, 0}! ��� P1 = {R1} ����� R1 �� ��� �
��
���� ���������� ����5

R3 5 )1������" ����

:����������� �

5 λ(v0) = A!

5 ∃ v ∈ B(v0, 1), v �= v0, λ(v) = N,λ([v0, v]) = 0�

4��������� �
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5 λ′(v) := A

5 λ′([v0, v]) := 1

+� ���
�� ���� � 
��0
� �����" ��� ��������� ����� A< ��� ����� �������� ������ ����� N ���
��� ����� ������ ����� 0� �� ���� ���� � ��� ����
������< �� AH������� �����" u ��� ��������
��� � ��� ��
���� ���������< ��� v� �� ���� ����< u !���� ��� �����< v ������� AH������� ���
��� ���� {u, v} ������� 1H�������� ��
�< ������� �������� ��� �� ������ �� ��� ���� �����
8���
����� ����� ���� �� ������� �������� ���� ��� �
�� ����� ������� �������� ��������� ���
����
������ ����� �� ���� �� ��� ��� �������� ���� ���� ���������� ��� �������� ���� �� ����
����� �� ��� 1H������� ������

�� �������� �� .����H:������ 
�L< ����� .���� ������� �������� �  �
� ������ ?������
��������� ��� �������� ��� ��������E�� �� ��� )��� ��� ������ ������ ��� ����� nLabel ���
eLabel ��� ������
��� �� ��)�� ��� !��� � ������ ���� ���� �� ������������ 
��� �� ��������
��� ������ ��� ����� ���� ��)��� ��� !��� � ����� ���������E����� �������� 
��� �
���� ���
����
������ 3��� 8������ N6� ���� ���� �� ���� 
��� ���� ����������� �������� ��������� �����
��� ���
�� ���� ��< �� ���� �� ��� ��������� �
��� ��� ������� �� ����� � ����
� k > 0< kH�����
��������� ��� ������ �� ���
�� ��� ����������� � ��� ����
������� �� .����H:������ 
�L< ���
�����" v0 ��� �� ��� � 1H����� �������� �� ��� ����
���� �
�� R1� ���  �
��� ���� ��������
��� ���� � ��� �
��� ���� ��� �� ������� �
���� ��� ����
�������

����� ��� ��� !���� � �
��� �� .����� ������ ��� ������� �
���� +���� ������ �
��� ���
�"��
��� �� �������� ���� ���� ��� ��� ��0
���� kH����� ��������< ������� �
��� ��� �"��
��� ��
��� ������ � ��� ���� ��������� �� ��� ����� �"����� R0 ��� P0 ��� ������������ ������ ���
������� �
���� � �����" v0 ������� R0 � �� �� N H������� ��� �� ��� � AH������� �������� v ����
��� ��� ��� kH����� ��������� ��� �����0
����� � ��� ����������� � �
�� R0 ��� �����������
�� ��� ���������� � ���� {v0, w} ���� ������� 1H������� ��� �� ���  ��� ���� v0 ������� AH
�������� ?��������< � ������� �
�� �������� �� ������� �� ��������� ��������� ��
�< ������� � 

���� ��� ���� ����������< ��� ������ ���� � � ������� �
�� �� ������ ����
� �� .���� ���������
�� ��� .���� ������� ��� ����� � ��� ������ �
��� ��� )��� ������ �� ��� ���� � ���� ��
�����)�� �� �������� =��� �����)������ ������ ���� ��� �
�� ����  ������� �� ��� ����������
���������� ����
�����
�< ���������� ��� ���
������� :������ �
��� ��� ������
��� �� ��� ����
������

.���� ���� �������� � ���
��
�� ���� ������ �� ��� �� �"��
���� �������� ������� ��� �
����
5�� ���� �
�� r< ���� ���
��
�� �� ����� �� � ���� � �
��� ���� ���� ������ �"��
���� ��������
���� r� ���� �� � ���
��� ��� �� ������ ����� ���������� ������� ���� ���������� �� .����� 2��
��� ���� �� ������ ����< �� .����< ���  �������� �����"�� � � ���������� �
�� r ��� ������� ��
������������� �� r� � ��� ���� � �
��� ���� ���� ������ �"��
���� ���������� ���� � ����� �
��
r0 �� �����< ���� ���� ��� ���� ���� r0 ��� ��� ������� ��������� ���� ������ ������� ���
 ��� ����< � ��� ������������� � � r0 ��� �����)��< ���� r0 ��� �� �"��
��� ���������� � ���
����� �
���� #�������< �� ��� ��������� ������ ���� ���� ���� ��� �
�� ���� ����� ����� � 
����������� �� ���� ����< � �� ����� ��� � ���� ��� �� �������< �� �0
��������� ������ �� ����
�� ������ ����� �
�� ���
�� �� �7�������� �"��
����

��� ������� ���� � ��� .����H:������ 
�L �������� �� ����� ������� �� ��� )��� �����< ���
�������� ����������� �� � 1H����� �������� 3����� 14 − 156� �� ��� ������ �����< ���� ����� w � 
��� �������� ����� ��� ����� �� ��� ��� ������ �������� ���� ������ �� ��� ���� � ����
� 1 3�����
35 − 436� ��� ����� ����� �� �"��
��� �� ��� ��� ������ ��������� =��� � ���� �������� ���
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�����
���"��� �3� >������� ���� ��������������
0�'�����

�

�� �%�� nLabel > �!��� 
5 '��- ���
��?
�%�� eLabel > �!��� 
5 '��- 
��?

�� G : graph < nLabel, eLabel >;graph < nLabel, eLabel >;graph < nLabel, eLabel >;
edgeLab : eLabel?

�� nodeLab : nLabel?
6�
�
��
���

�

�� edgeLab.var := 0;
nodeLab.var := @7@;

��� G.init(nodeLab, edgeLab);
v : nodenodenode;

��� v := G.chooseAnode();
v.label.var := @!@;

��� $%�'��
�
���

�
SynchroALC1();

��� SpanningT ree(v0 : nodenodenode) :
9�
�����

��� B : nodeAsetnodeAsetnodeAset;
B := G.neighborhood(v0);

��� �'�
�� �!���- R0;
Lv- nodeAarray < nLabel >nodeAarray < nLabel >nodeAarray < nLabel >?

��� Lv.init(B, nodeLab);
w : node;

��� ∀w ∈ B(w �= v0, Lv[w] := ReceiveFrom(w));
R0->B

��� 	��'
��
�

�
v0.sync = v0;

��� v0.label.var = @7@ ∧ ∃w ∈ B(w �= v0 ∧ Lv[w].var = @!@ ∧ [v0, w].var = 0);
�������
��

��� v0.label.var := @!@;
[v0, w].var := 1;

��� 	�

�
�
��
{};

��� C?
	���
�� �!���-P0;

��� P0->B
	��'
��
�

�

��� v0.sync �= v0;
�'�

�

��� v : node;
∀ v ∈ B(v �= v0 ∧ v.sync = v, SendTo(v, v0.label));

��� 	�

�
�
��
{};

��� C?
SpanningT ree.run(G);
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������ ���� �� ��� ��� ��������� 3����� 22 − 246� ������ ���< �� ����!� � ��� ���������� �
�� R0

��� �� ��� ����� �� ��� ���� � ����
� 1 3����� 25− 346� 5�� � ����� �����" v< ��� ���� � ����
�
1 �� ����������� �� � nodeaset �������� B ���� �������� ��� ���� ����� �������� �� v 3�����
17 − 196� B �� ������ ��� �������� � v� 2��� � ����� �����" ��� ���� ��� ����� �� ��� ���� ���
�������� ������
�� ������ ���� ���� ������  �� � ������ �����" ���� ��� ��� ����� ��� �����
������

)1����� �3' 6)���	��� �� ��������� 	����7 %� �
� ������� � ���
�� ��
���

��� �),
�
��� ���� ��
� �
 �
��� ��� ������
� ��
���
 �� ������ ��� 
��� ���� �� �
 ����
�
 ��� ������
�
���
����
 �� ��� ��
��	 
� ����,������ ����
���� ��� �
�����
����� ������
� ���
����
 ��� ��
���
��� ����� ��� �
��
���� ���������� �	���
�

L = {N, elected,�
�,�������} �� ��� ��� 
� ������� ��� ������� ����� 
� ��� �������� �� l0 = N
��� ����� ��� ��
 
���,����� ��������� �� �
��
���

R3 5 ������" ����

:����������� �

5 λ(v0) = N !

5 ∃! v ∈ B(v0, 1), v �= v0, λ(v) = N �

4��������� �

5 λ′(v0) := �
�,�������.

R6 5 )���	��� ����

:����������� �

5 λ(v0) = N !

5 ∀v ∈ B(v0, 1), v �= v0, λ(v) �= N �

4��������� �

5 λ′(v0) := elected.

.�� 
� ���� � ������� �����" ��� �����" ������� N ������ �"����� ��� �������� ���� ��� �����
N � ��� ����H�
�� R1 �������� �� �
����� � ������� �����" �� ������ �� ��� ����� nonHelected�
��� ����� N � � �����" v ������� elected �� ��� ����H�
�� R2 � ��� �����" v ��� �� ��������
������� N � � �������� ���� � ���� ������ ��� ��  �
�� �� R.#>PPS�

���� �"����� �� ����������� �� ��������� 
�O ��� 5��
�� L
 ���
����� ��� �������� �"H
��
���� � ��� ���������� �� ���� ���
������< ��� ����! ������� �������� ��� N H������� ���
���H�������� ��� ����� ������� �������� ��� F H������� ��� ���H�������� ��� ������� �����" ��
��� ��� ������� �����" ���� �� N H������� ��� ���� ��� ���� ��� N H������� ��������� #���
����� ����������� �"������ �� .���� ��� ��  �
�� �� R#2�N�S�

��� ��������� ���� � ��� .����H:������ 
�O �� ������� �� ��� ��� ������
��� �� .����H
:������ 
�L� ��� ��7������ ������� �� ���  ��� ���� ����< � ������ �����" ��� �� ����! � ���
�
���3 R0 ��� R16 ��� �� �"��
��� �� ��� ��� ������ ��� 1H����� �������� ������ B��� � ���
���� ��������� ����������� �"������ ������ ��  ���< ���� ���
�� � �����" �� �������< ���
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�����
���"��� �3� =������� �� �� �������
� ����
0�'�����

�

�� �%�� nLabel > �!��� 
5 '��- ���
��?
�%�� eLabel > �!��� 
5 '��- 
��?

�� G : graph < nLabel, eLabel >;graph < nLabel, eLabel >;graph < nLabel, eLabel >;
edgeLab : eLabel?

�� nodeLab : nLabel?
6�
�
��
���

�

�� edgeLab.var := 0?
nodeLab.var := @7@?

��� G.init(nodeLab, edgeLab);
$%�'��
�
���

�

��� SynchroALC1();
ElectionInTree(v0 : nodenodenode)

��� 9�
�����
B- nodeAsetnodeAsetnodeAset?

��� B := G.voisinage(v0);
Lv- nodeAarray < nLabel >nodeAarray < nLabel >nodeAarray < nLabel >?

��� Lv.init(B, nodeLab);
�'�
�� �!���- R0, R1;

��� ∀w ∈ B(w �= v0, Lv[w] := ReceiveFrom(w));
R0 :>B

��� 	��'
��
�

�
v : nodenodenode

��� v0.label.var = @7@ ∧ ∃⊥1 v ∈ B(v �= v0 ∧ Lv[v].var = @7@);
�������
��

��� v0.label.var := @,@;
	�

�
�
��

��� {};
C?

��� R1->B
	��'
��
�

�

��� v : nodenodenode
v0.label.var = @7@ ∧ ∀v ∈ B¬(v �= v0 ∧ Lv[v].var �= @7@);

��� �������
��
v0.label.var := @:@;

��� 	�

�
�
��
{};

��� C?
	���
�� �!���- R0;

��� R0->B
	��'
��
�

�

��� v0.sync �= v0;
�'�

�

��� v : node;
∀ v ∈ B(v �= v0 ∧ v.sync = v, SendTo(v, v0.label));

��� 	�

�
�
��
{};

��� C?
ElectionInTree.run(G);
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,��*�� ��- 6��
��%*
�� 	��
*
�
��� �0 
�� �"�	
��� �"����
�� �� 
����

����� �������� ���� �� ����� �� �����E� ���� ���
������ �� �� �������� �� ���� �
����� 
��� ����
���� ���
����� �� ������ ����������� �
��� ���� ���
�� ���������< �� ��� F H������� ��������< ���
�� �������� ���������� ��� �"������� � �� ������� �����"�

7': ,��������
��� %�-��

:�������� ��� ��� ����� ����
�������� �������� �� ��� �"��
���� � .���� ��������� � �������
�������� �� ��� �������� ���� ����� ��� ��� ���������� �� ����� ���������� ��� �����������
������� ��������� �� ���� ��� ����� �� ����� � ������� ��� ��������� ���� ����
�� ���H
�
�������� �������� ���� ��� ������� ������������ ��  ���< ��� �������� � �� ���� 3�� ���!6 e
���������� ��� ��������� pi ��� pj �������� �� ��� �������� � � ����
�������� ������� �����
�������� pi ���� pj � ���� ������� ��� �� 
��0
� �������� ����� �� ���� !���� �� ��� ���������
pi ��� pj � 5��
�� LQ ���������� �
�� � ����
�������� ������� ���� �������� 1� ���� �������
�� �������� � 

• ��� ���
� �
7���� Iij< Iji<

• ��� �
��
� �
7���� Oij < Oji<

• ��� 	����������� ��������� Cij< Cji ���

• �� ���� ����������  
������ λ�

��� ��������� � ����� ��������� ��� ����������� �� ��� ������ ����� ���������� ������� � 
������� pi ��� �� ���� � ������� M �� pj< pi ������� M �� ��� �
7�� Oij � �� ��� ���� ���< � 
pi ��� �� ������� � ������� M ′  ��� pj < �� ���!�  �� M ′ �� ��� ������������� ���
� �
7�� Iji�
��� ������������ ��������� Cij ��� Cji ��� �����������  �� ��� ���������� � ��� ���� ��������
�� ���� ����������� 5�� ��������< Cij ��� ������������ �� ���� ��������  ��� Oij �� Iij� ���
�� �
�� ������������ �������� �
������� ��� ��� ���������� � � �������� ����
�������� �������<
����� ������� ����� ��� �������� �������� �� ��������
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Cji

Cij

{Iij , λ
′(eij)}

{Iji, λ
′(eji)}

{Oij , λ(eij)}

{Oji, λ(eji)}

pi pj

1 1

11

pi pj
e

,��*�� �9- ! 	���*��	�
��� 	�����" %�
���� pi ��� pj

1323� <���� ��

��������� ������������

�� ����� �� ����
������ ���� ����� ���������< � ������� pi ��� ��!� 
�� �  �
� ����� ��H
���
������ ���� ��� ���� ����������� �� ��� .���� ����
���� �� ����� ������������ � �����
�����
������ ��� ����� ���

�����/�0���6pj7� ���� �����
�����  ����� pi �� ���!  �� � ��� ������� �� Iji� � ��� �
7��
�� ��� �����< ��� ������� �� ��� ��� � Iji �� ���
���� ��� �������  ��� Iji 3���� ����
��� Pop() ���������6� 2�������� ��� ���
� nil �� ���
�����

RL � �����/�0���6pj7

����
�����
� 5
5 pj ∈ B(v0, 1)<
5 Iji �= empty�

���������� 5
5 M := Iji.Pop()

#��	=�6pj7� ���� �����
�����  ����� pi �� ���!  �� � ��� ������� �� Iji� � ��� �
7�� �� ���
�����< ��� ������� �� ��� ��� � Iji �� ���
���� 3���� ���� ��� pop() ���������6< ���������
��� ���
� nil �� ���
�����

RL � #��	=�6pj7

����
�����
� 5
5 pj ∈ B(v0, 1)<

���������� 5
5 M := Iji.pop()

#���8�6pj ,M7� +��� ���� �����
����� pi ����� � ������� M �� pj� ���� ��< pi ������� M
�� ��� �
7�� Oij �
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RL � #���8�6pj<M7

����
�����
� 5

5 pj ∈ B(v0, 1)<
���������� 5

5 Oji.append(M)

#������6M7� +��� ���� �����
����� pi �"��
��� ��� �����
����� SendTo(pj ,M)  �� ��� ���
��������� pj� ���� ��< pi ������� M �� ��� ��� �
7��� Oij �

1323$ ;
�� ��,�����

�� ��� ����� � #�E
�!�����E< ���� ��� ���� ������ �� �� ���� ����� 
� ���� ��� ��� ������
R8#�NS< �� �� ��������  �� � �����" v �� ������ ��� ����� � ��� � ��� �������� ������ ;
�
�� ��� ��������������� � ��� ����
�������� ����� ��������� �����< �������� ��� ����� � ��
���� e = {pi, pj} ��� �� ��� ����� �� ������� pi �� ���  �������� ������

#	�� �� :������ pi ����!� � λ(eij) = ��� ��� �� ��� ���� ���� λ′(eij)� � ���� �� ��� ����< �� ���
λ(eij) �� ��� ��� ���
� � ��� ����� � e� 2��������< �� ������� >��� 1�

#	�� �� :������ Cij ������� ���  �������� �������  �������

• � λ(eij) �= nil ��� λ′(eij) ��� ���� ���� ���� �� pj < ����

5 Cij ��� λ′(eij) �� λ(eij)<
5 �� ���
���E�� ��� ��������� � λ′(eij) ��� ��� λ(eij) �� ����

• � λ(eij) = ��� �� ��� ��� ���
� � λ′(eij) ��� ��� ���� ���� ��� �� pj< ���� Cij

���
���E�� ��� ��������� � λ′(eij)�

#	�� %� pj ����� 
���� � ����� ���
� � λ′(eij) �� ��� �� Cij� �� ������ ��� ��� ����� le ���
���!� λ′(eij) �� �����

=��� ���� ������� pi ��� �� ��� ��� � ����
������ 
���� ��� ����� � ��� � ��� �������� �����
e< �� �
�� �� �
�� ���� ��� ������ ���
� le �� ��� ���
�� ���
� � e� ��  
�)�� ���� ��0
�������<
pi ������� ���  �������� �����������

• =��� ���� pi ������� ��� ����� � ��� � ��� �������� �����< ��� ������ ��� �
��� {lo, ln} ��
��� ����� ������< ����� lo ��� ln ��� ������������ ��� ��� ��� ��� ����� ���
�� � ����
e� ��� ��� ���
� lo �� ������ ���� ��� ������������� ����������

• ���
���E������ � λ′(eij) ��� ��� ���� ����< ���� λ′(eij) �� ��� ��� ���
� � ��� ���� e�
2��������< ln �� ��� ���
�� ����� � e�

�� �������� �� 5��
�� LQ< �� �� �����
� ���� � pi ��� pj ��� ���
������
��� �� ������ ���
����� � e< ���� ���� ���� ��� ��7����� ���
�� � λ(e)� ��  ���< �� �� ��� �������� �� ����! ���
����
�������� �������� ������� ��� ��������� ��������� �� �� ���� e� ��
�< ����� �� ��
������������� ��������� ���� ������ ��� ����� �������� ������� �� � ����� �������� �� ���
��������� ���������� #��� ���������< �� ��� �� ������ ���� ��� ��� ������������� ���
��� ������
�� R8#�NS ��� R8#,�NS ��� ���� ����� �� ��� .����  �������!�
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�� ���� ������� �� ������� � �������� �������������� � ��� ������������ ��������� ���������
�� ��� ������
� ��������� �� ��������� �� 5��
�� LQ< ��� ���� � ���� !��� � ��������� �� ��
�������� �������� �� ������� ��� �� ���
�� � ���
�� ���� ���������� ������� 5�� � �������
Cij < ��� ����� �������������� �������� ���  ��������  �
� ���������� �
��� ����� ��� �������
�� .����H:������ 
��� �� ��� )��� �
�� Cij ������� ���� �� ��� ������� ��� ���� ���� �� pi

��� ���� ������ pi ��� ��� ��� � ��� ���� ����� �� pj ��� ��� ��!�� ��� ���
�� ���� ����� λ′(e′ij)
���� ����
��� �� ���� ����< �� ���� ���
���E�� ��� ��������� � λ′(e′ij)� �� ��� ������ �
��< ��
��� �������� ���� ����< �
� pi ��� ������� ��� ���� ������ ��
�< Cij ���
���E�� ��� �����
� ��� ������������� ���� �� �"��
���� ��� ���������� ��������� �� >������ 
�Q�O� 4
�� R3 ��
������� �� ��� ������������ � � ��� ������� ��� �
�� R4 ���
������
��� ���
���E�� ��� ����
����� ��� ��������� ��� ��� ������� ���� �� pi �� pj�

RL � GD�

����
�����
� 5

5 Oij .empty() = ��
�<

5 λ(eij) = ��� ∨ Read(λ′(e′ij)) =  �����

���������� 5

5 T imestamp(λ′(eij))�

RO � )�"������

����
�����
� 5

5 Oij .empty() = ��
�<

5 λ(eij) �= ���<

5 Read(λ′(e′ij)) = ��
��

���������� 5

5 λ′(eij) := λ(eij)<
5 λ(eij) := ���<

5 T imestamp(λ′(eij))�

R� � 8������	�����"�

����
�����
� 5

5 Oij .empty() �= ��
�<

5 λ(eij) = ��� ∨ Read(λ′(e′ij)) =  �����

���������� 5

5 Iij .append(Oij .Pop())<
5 T imestamp(λ′(eij))�



0	:	 ���������� ��
���� LOP

RN � �����"������

����
�����
� 5

5 Oij .empty() �= ��
�<

5 λ(eij) �= ���<

5 Read(λ′(e′ij)) = ��
��

���������� 5

5 Iij .append(Oij .pop())<
5 λ′(eij) := λ(eij)<
5 λ(eij) := ���<

5 T imestamp(λ′(eij))�

9� ��� ���� � ����� �������< .����H:������ 
�L ��� .����H:������ 
�O ��� �� ���� 
� ��
��������� ��� ����������� � .����H:������ 
�� � ��� ��� ���� ���������� �
�� � ��� �������������
��������� ;
� �� ��� ������ � ��� �� ������
���� ��������< �� �� ������ �� �������� .����
�������� �� ����������� ��� ���� � �
��� �� ��� )��� ����� ���������� ������� ���� ���
�� ����
���� ��� ���
����� ������� ���� ��� �� �
�� ����
�������� ������ �� 
����

7'; ,��������� �����#�

.���� �� � ��� ����������� ����
��� ���� ������� ��� ������������ ����� ����
����� ���H
������� ��� 
��� � ���H������ ���������� ������ �� ����� �������� �������� �� �� ������� ��
��� �������������� � ���������� ������� �� ����� ����
���������� � ����������� ����� � 
����< �� ���� ��������� � ���� ��������� ���� ��� ���� � ��
���H��H��
��� �����������  ���
.���� �� ��� ����������� ����
��� (���� 2
� ���� ���������� ��� �� ������� ��� ���� ���
� 1�>�;�� R#>S ���� ��� �� ������
���� ���������� ��
�< �� �� ��� �������� �� ����� �  ����H
 
� ���
������  �� ��� �������
��� ���������� ����������� �� .����� 5
���������< �� ����
�������� .���� ���� � ���� ���� �� ���� �� ���� ��� �������� � ����� �������� ����������� ���
���
�� � ���� ���� ��� ���������� �"������� �� ��� ����
��� L∗∞ �� �� ��� ������� ������ �����
����� 3#>2.6 ���� �� !���� �� ���� ��� ���������� �� �"����� ���� B:H���� ����� ����������
R8�
P
S� +� �"���� ���� ���� �� ��������� � )��� ���� �� ��� ������ ��� ����������� � �����
����� ���
�� �������
�� �� ����� ��� ����������� � ��� �"��
���� � .���� ���������

��� ���� ��������� �������� ������� �������� ��� ������
����� � � ����
�� �������  ��
.����� ��  ���< �
� �7���� ������ ��� ������� ��� ����������� � �
�� � ������� ����� ���
��
���� 
� ��� ����������� �� ������ � ���� ��� ����������� ��������  �� .���� ������������
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���"��� �3% ;� �
�� ���������� ������  �� ��� ������ �����
0�'�����

�

�� �%�� Lab < �!��� 
5 �
��= 
��> �����= ���
��> ����!�= �

����?
�%�� nLabel < �!��� 
5 Oij , Iij = ���'�>eij > e′ij= ���?

�� �%�� eLabel < ���= 
��?
G : graph < nLabel, eLabel >;graph < nLabel, eLabel >;graph < nLabel, eLabel >;

�� transmission(vi : nodenodenode, vj : nodenodenode) :
9�
�����

�� �'�
�� �!���= R1, R2, R3, R4?
R1=<@

��� 	��'
��
�

�
Oij .empty() = True ∧ (eij �= �
� ∨ e′ij .status = 5����)>

��� �������
��
e′ij .time := e′ij .time + 1�

��� 	�

�
�
��
{};

��� A?
R2=<@

��� 	��'
��
�

�
Oij .empty() = ��!� ∧ (eij �= �
� ∧ e′ij .status = ��!�)>

��� �������
��
e′ij := eij>

��� e′ij .time := e′ij .time + 1>
eij := �
�>

��� 	�

�
�
��
{};

��� A?
R3=<@

��� 	��'
��
�

�
Oij .empty() �= ��!� ∧ (eij = �
� ∨ e′ij .status = 5����)>

��� �������
��
Iij .append(Oij .Pop())>

��� e′ij .time := e′ij .time + 1�
	�

�
�
��

��� {};
A?

��� R4=<@
	��'
��
�

�

��� Oij .empty() �= ��!� ∧ (eij �= �
� ∧ e′ij .status = ��!�)>
�������
��

��� Iij .append(Oij .pop())>
e′ij := eij>

��� e′ij .time := e′ij .time + 1>
eij := �
�>

��� 	�

�
�
��
{};

��� A?
transmission.run(G);
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4�� �
��!���

��� �
���������� 
5 �60
� � � � � � � � � � � � � � � � ��)

4�( �
�'�!�
�� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

:'& ��
�����
���

�� ��� ���� ������� �� ���� ��������� � ��� ����������� ����
���  �� ������������ ���H
����
��� ���������� ������� �� ����� � ����� ����
�������� ���� ����
���< ������ .����< ��
����� �� � ��
,����� ���������� ������ ������ ��� )��� ����� �� 
��� �� ����� � ��� ��������
� ���� ������ ���������< ������� ��� ������ ����� ����
��� ����� ������������� �����������
��� ��������� �"������� �� � ����
�����
�,�B��� ������ #�������< .���� ������� �� � ����� L∗∞
���� �� 
��� �� �"����� ��� ������������� � ���� ����������� ��� ����� L∗∞ �� �� �"������� � 
)���H����� ����� �� ����� � ��� ��
����� 0
����)��� ��� ���������� ����
������ ��������

��� ���� ����� � ���� ������� �� �� ����� � ������������ ������� ��� ������� ��)�������� ��
L∗∞ ��� ��� ����
�������� ����� � .�����

+� ���� ��!� 
�� � ���
��� � ���  ���� 

��� ���
�	 �� ���� ���� � ��� �
���� �������������
� � ����� ������� p ��� �� �"������� �� L∗∞< ���� p ��� �� ����
��� �� .����� #��� ���������<
�� ���� ����� ����< �� ��� �������� � 
���� ��)���  
������< .���� �� ���� �� ����
�� ���
�������
��� ������� ������� �� ����� � ����� ����
�������� -����< ��� ����� � �������
���
���������� �"��������� �� .���� �� �"����� ��� ����� � �������� ������� �� ����� ����
��������

L�L
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:') 4������
�-� ,�������
� �! L∗
∞

��� ���� ���! � ���� ������� �� �� ��������� ��� ����������� ������"��� � ��� ����� L∗∞� #���
���������< �� ���� �� )�� �
� ��� ���� ������"��� ����� ���� �� ����
��� �� ���� ������ +�
���!  �� ���
��� ������ ����< �� � ������� ������ D � ���
��
���< ��� ����� L∗∞ �������� ���
������"��� ����� :��#=� +� �"���� �� ����� � ���  �������� �����������

6�7 5�� ����� )"�� �������� φ ∈ L∗∞< ��� ���� ������"��� � ����
����� φ �� ���
��
���  ���
D �� � ������� �� ��� ������"��� ����� :��#=�

6�7 =���� �������� � ���
��
��� �� D ���� ��� �� ������� ���� ������"��� :��#= �� ��)�����
�� ��� ����� L∗∞�

�� � ������ � ��
���< ��� ������ D ��� ��� ������������� ���
��
��� ���� �� ��)��� ��
��������� �� >������ 
�N� 2
� ���� �� �� �������� ������"��� ������� �� ������� ��
�< �� �����
�� �������� ������"��� ������� �� ������� � ����
���� ���� {0, 1}� -������< �
� ���
��� ���
��� ���� �����  �� ����
������� �� ������� � ����� 3���� ��< ����
����6< �
� ���� �� ������� � 
������ �� ��������� ���������� ���
��
����

)1����� .3� � ����,��
�� ������ 
� >
���
�� ��� ���#�� ;>�E8= ��	� ���� ���+��$�L

� ������ �� �� ��$."� %��� ���� 
���� �� ���� ����� �� � ��$.",���
����
 ����! ����� ��	
��#����� 
����) 
� � �����! ������� ������� ��� ����� �� ������ 
� �
��

�� �������< ���� ���� ����� C � τ−���
��
��� �� ��������� ��� ����
���

L(C) = {e((S,≤S))|S ∈ C,≤S, ������ ����� � S} =
⋃
S∈C

L(S)

�� ��������  �� � ��� S �� �� ���������  
������ e : S → {0, 1}∗� 5���
��� ��� �� ����������
�� ����� ���� ���� ������ �������� ��� ��
� ������ �� ���������� �� ����� ���� {0, 1}� ��
 ��� ���< �� ���
�� ���� ��� ������ ��  ������� ���� ��� ������ � ������"��� ������ ��� ���
����� � ���� � ��� ������ ������"��� �������< �
�� �� .2?>:�8=< :��#=< B:��#=
��� :>:�8=� +� ���
��  
����� ���� ��� ������ ��� !�������� ���
� ��� ���������� � ������
�
�� ��  )��,�
��� �
���< �����  )��,�
��� �
��� '�&�( ��� ��:���
���	  )��,�
��� �
��� '$&�(�
5�"��H����� ����� �� �� �"������� � )���H����� ����� �������� �� ��T��� ��� ����� � ���
������
����� ��� �������  ������E������ ����� ��� ��� �� ������� �0
�������< �
� ��� ��7������� ��� � 
�� ������� �� 
�� ���� �� ���� �
���)�� �� ��� ���
��� � ?
������ ��� >����� R?>Q	S �������
���� ���� ��7����� ��)������� � )"��H����� ����� ��������  �� )���� ���
��
���� +� �� �� ���
������ �� R=5PMS  �� � �������� ������������ � ��� ����� �������� � ���� ��������

23$3� ����� "��	 ��������

 ��� ��� ����� � ���� � �"������������< &-� ��� ��� ���� ��)��������� �� ���!� ��� ����� ��
�"����� �������� ���� ��0
���� ���
����� 3��� �������� �"����� �� ���������� ����
��6 ��� �� ���
��� ��
��< �� ��������� �� ��� ������������� �� �"����� ���� � ���
��
�� ��� ���� ������������
� �
���� � ������ ��� ���
����� �� ��� ��� �� ������� �� &-�< ������� ��� �����
�  ���� � 
)"��H����� ������� 2� ������� )���� ���
��
���< ���� � ����� ������ ��� �"����� ��������� ���
0
����� ���� ��� ����
����� �� :��#= �� :>:�8=� -������< �� ��������� )���� ���
��
���
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���-��! �1 L∗∞ L��

���� �� ���< ��� ������ ��� !���� �"������ ������� ���� ������� ��
������ +���� �� ��������
� �� ��������< ��� ������� �� ��
�� �� �������� �� )"��H����� �����< ������ ��� � �� �� ��������
�� ��� ��������

����� ��� �������� �������� R���Q	S �� ��� ��
����� 0
����)��� �� ������ ��� ��!��
������� � �
������ ������� � )"��H����� ����� ���� ��
����� ��
�� �
U�� �� ����
�� :��#=�
#��������< )"��H����� ����� ���� ��
����� ��� �
���� �
� �� �� �� ��������� ��� ���
��
�����< ���� ��)��� ���
��� ����� � �"������������ ��� ������ �� ����
�� :��#= �� �����������
������� � ���
��
����

����� ��� ��7����� ���� � ������ ��
����� ���������� �� � �����< ����� ��� ��� �����������
�0
�������� ��� ���� �������� ������ ����������� �� ��� �������� � 0
����)��� � ���  ���
∃≥2, ∃≥3< ���� ��� �����
� ��������� +���� ���� �� ��� ����� ����������  �� ��
����H��������
 �������� � &-� �� ��)������ ����� 3��� ���� R2��P
S6 �� �� ��� ������� ���
��  �� )"��H�����
�����< ����
�� �� ���� ��� �����  �� ���
����� ���� ��� ��
����� ���������� i �� 0
����)���
∃≥ix� ����� ��
����� ���������� ���
�� ����� ��� �� ���������� �� ��������� ���� ����� ����
���
��� �
������ ���� ������� ���������� ��� 
�� � ���H������ ���
��
��� �� ���� ��
�����
������ ���� ��� ������ ���� ����� ��� ��� � ���
��� �
����� N� +� ������ �� 352. ` 86 ���
&-� ���� ��
������
+� ��� ��)�� ��:���
���	  )��,�
��� �
��� ���� �
������ 3�5: ` 86 �� ������ �� 352. ` 86
��� 
�
�� �
���  �� �
������ ��T��������< ������� ���� ���� ������


�2��	��� .3� $�:���
���	  )��,�
��� �
��� ���� �
������ '$&� M 4(! �� ��� ��
���� 
� ��
,
�
���� &-� ����� ��� �
��
���� �����5

6�7 ��� ���� �
� �������� �
������ ���
�1

6��7 ��� ����� ����� 
� &-� �
� �������� ���
� ��� �
�
����1

6���7 ���  )��,�
��� ������
�
���
� ����5 /���
�� ���� ψ(R, x̄, μ̄) �� � �
�
��� 
� �
�������	
τ ∪ {R} ����� x̄! μ̄ ��� R ��� 
�)�� ����	 (k, l)! ��� ���� (ū, ν̄) �� � k + l,����� 
�  ���,
��� ���
��,�
�� ���
�! �����������	� ���� [ifp Rx̄μ̄.ψ](ū, ν̄) �� � �
�
��� 
� �
�������	
τ �

�� �� ����� ���� ��
����� ����� ��� �� ����
��� �� ����������H����� -���� ��� ����
������"��� ������� �� :��#=  �� 3�5: ` 86�

-�2��	��� ��"�� ��	! ����	��"� .�� Ck∞ω �� ��� ��)������ ����� ���� k ���������<
Lk∞ω< �"������ �� ��� 0
����)��� ∃≥m 3W����� �"���� �� ����� mX6  �� ��� m ∈ N� 5
�����< ���
Cω∞ω :=

⋃
k Ck∞ω�

�������	��� .3� 6D		� :D		$�;7 (IFP + C) ⊆ Cω∞ω�

5��� ��� ��)������� � Cω∞ω ��� Lω∞ω �� ��� ���
�� ���� Lω∞ω ⊆ Cω∞ω� ��� ��"� �����H
������ ������ � �������� ������� ��� ������ Cω∞ω ��� L∗∞�

�������	��� .3� $�  ���� �������� �
����! �� �� �B������ ���� Cω∞ω ⊆ L∗∞�

����(3 ��� ����������� � ���� ����������� ��� �� ����� �� � ���
��
��� ���
������ 2��
��� ���� �� ������ ���� ��� ����� L∗∞ ��� �� ������
���� �� �
�������� Lω∞ω ���� ��
�����
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0
����)���< ��
����� �����< �0
����� ������ ��� 
�� 
� ����������  
�������� ���� �����
���� �� )���� ���
��
��� ��� ����� ����������� �� �����)��� �

G�	� .3� ��� �
 � ��
��� 
� -��
 ;-��<E=! ��	 �������� 
� �5: �� �*�������� '
���  ����
����������( ���� ��	 �������� �� Lω∞ω� �� � �
���*�����! ��	 �������� 
� 3�5:`86 �� �*����,
���� ���� � �������� 
� Cω∞ω�

�������	��� .3% &
� ����	  )�� �������� φ ∈ L∗∞! ��� ��
� �

���)��	 
� ���������� φ 
�
���������� ��������� �� /����
� E�8 �� � ��
���
 �� ��� �

���)��	 ����� ��$."�

����(3 1���� R1��PMS ��� ����� ���� ��� ���� ���� ������"��� � )"����� ������ �� ��
:��#=� ��
�< �� �� �����
� �� ���� ���� ��� '$&�M4(H��������� ��� �� ����
���� ��
:��#=� ;
� �� B��� Q�L< ��� ��� ��������� � Cω∞ω ��� ���� �� ����
���� �� :��#=� +���
��� ���� � :���������� Q�O< ��� ���� � :���������� Q�� �� � �������� ������ ���
����� �� φ� �

23$3$ L∗
∞ �������� �.�-;

+� �������< �� ���� �������< ��� ���� � ���  ��� ���� ��� ����� L∗∞ ����
��� :��#= �� ���
����� � ���
��
��� 
��� �� .���� ��� ��������� �� >������ 
�N�

5���� � ���< �� ��� ������ 8�������� Q�L  ��� :���������� Q�L ��� :���������� Q�O� -����<
�� ���� � ������ ������������ ������� ��� ����
��� L∗∞ ��� ��� ����H!���� ����� (IFP + C)�

��������� .3� (IFP + C) ⊆ L∗∞�


�2��	��� .3� %� �� �� F �� ��� ����� 
� ��� ' ����( ����������� $� L �� � �
���! ���� L[τ ]
���
��� ��� ��� 
� ��� L−�
�
���� 
� �
�������	 τ �

8�������� ��)������� � � �����< �
�� �� ��� ������ � ������� �
��� 3��� R=��QMS6 �� ��� �
U��
 �� �
� �
�����[ �� �������� �
� ������ ��� �
������ �� ����� � ������� �7�������� �����������
?
������ R?
�QQS �
������� ���  �������� ��)��������


�2��	��� .3% � �
��� �� � ���� (L, |=L) ����� L �� � ������
� ���� ������� � ��������� ���
L[τ ] 
� ��������� �
 ���� �
�������	 τ ! ��� |=L �� � �����	 ������
� ������� ��������� ���
���������� ���� ���� �
� ��� φ ∈ L[τ ] ��� ����� Mod(φ) = {A ∈ F|A |=L φ} �� �� ��


�����

��
��� ����� 
� τ ,�����������


�2��	��� .3' � ����� C 
� τ ,���������� �� �� ����� �� (L, |=L) �� ����� �� �� L[τ ],��������
φ ���� ���� C = Mod(φ)�

B�� �� ��� ���� � ������ ��)������ ���� ���
�� ��!� ����� ���� �� ������ ���� ���� ��
��� ���� � ����� 3�7��������6 ����
��� � ������"��� ������


�2��	��� .3* � �
��� L = (L, |=L) �B�������	 �������� � �

���)��	 ����� K 
� � �

���
D �� ��� �
��
���� ��
 �
�����
�� �
��5

6�7 "��� K,�

������� ����� �� D �� L,�� ������
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6��7 &
� ��� �
���������� τ ����� �� � ��������� 
������ M ���� ���
������ � ��
���� K,������

������ M(φ) ���� ���� �������� φ ∈ L[τ ] �
 ���� �� Mod(φ) ∈ D ���� M(φ) �������
��� �������� L(Mod(φ))�

8������< � ����� ���� �7�������� ����
��� � ������"��� ����� ����
��� ��� ����� �� ��)��� ��
;�)������ Q�M� ��� ���������� �"����� � ��� ����� ��)������ �� ����� �� 5������ ��������

8!����� .3� 60�"�� :0�"�';7 ")��������� ���
��,
���� �
���
∑1

1 �������� +��$."�

��� ���� � 5������ ������� ���� ����� ���� ������H����� ����� ����
��� ��� ����������
��������� :-� #�������< �� �� !���� ���� ��� �"������� � ������H����� ����� �� ��� �������
)"��H����� �������� ����
��� :>:�8= 3��� R=5PMS6� B�� �� ��� ����� �� ����� ���� ����
����
���
��� ���������� ��� ����� 3�5: ` 86�

6�7 3��������< .����� R�.P�S6 3�5: ` 86 �7�������� ����
��� :��#= �� ��� ����� � ������

6��7 3?����< #����� R?#PPS6 5�� ���� k ≥ 1< 3�5: ` 86 �7�������� ����
��� :��#= �� ���
����� � ������ � ����H����� �� ���� k�

8!����� .3� ��� �������� L∗∞ �B�������	 �������� ��$." 
� ��� ����� 
� ���������� ����
,
����� �� /����
� E�8�

����(3 ��� ���� � ���� ������� �� �
� �� ��� ��������������� � ��� ����� 3�5: ` 86 ����������
���� ��� �����0
����� � ��������� Q�L� �

������� Q�O ����� �� ��� ���� ���
�� � ���� �������� ��  ���< �� ��� 
�� ��� ���������� � ���
����� L∗∞ �� ���� � ����� � �������
��� �������� ���� ��� �� ������� ��� ������ �� .�����

G�	� .3� "��� ��
��� ��� ��������� 3�5:`86 ��� L∗∞ ���� ��� ��
� �)�������� �
��� ��
 ���� ����������! �� ������� ������ �
 ��� L∗∞ �
 �)����� ��� �����C ����
�����
�� �� ������ ����
���������� ��� �� ������
���� �	 ��
 ����
��� &����! �� ���� �
 ���� 
�� �
��� �� ��
��� ��
�
������� ���� 
���� ���� ��� �	���) ��
��� �
� �� ��� ���	 ��

 52.� ����! �� ��
�� �����
��	 �
����� 
�����
� ���� ��� 
�� ���� ��  )�
��� �
���� .
��
���! ��� ����������� ������� 
�
3�5:`86 ��� ��
���� �
 ����� '������( 
� �
����� ����,������ H��
��������	! ������ �
��� 
�
����� �
��� ���
���� ��� �)������
� 
� �����C ����
�����
�� �� ������ ���� ���
����� ����,������
$� ���� ����! ��� ��� 
� � J��
����K �
�
����
 ���� 3�5:`86 �
��� �� �����*�����

.�� F ������� ��� ����� � �������
��� �������� ���� ��� �� �"������� �� � ������������_�7���
����� ����� ��� ��� ������������� ��� �� ����
���� �� :��#=�

8!����� .3% &
� ����	 �

������� ��
���
 f ���� ���
��� �
 ��� ����� F ����� �)���� � �����
��
���
 ���� �

����� f �

����(3 ��� ������������� � ��� ������� f ∈ F ��� �� ����
��� �� .���� 3��� �������
Q�O6� #�������< ��� ����
��� .�>. 
��� �� ����������E� ��� ���������� ����� �� .���� ���
���
�� ����
������ ����� �� ����
�� ����� ����
�����  
������� -����< ����� �"���� �
.���� ������� ���� ����
��� f � �
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:'+ ,����
�
����� ,�����
����� �! %�4��

+� ��� ��� ����� �� ����� �
� ���� ���
��< ������ ���� ����� ����
����� �������
��� �������
�� ����
��� �� � .���� �������� +� ������
��< ����� ���< ���� ��)������� ��� ��������� ����
���� ���� 
� �� ����� �
� ��� ���� � ��� ���� � �� ���� ����� ������


�2��	��� .3+ %� �� �� W �� ��� ����� 
� ��� ����� ��
���
��


�2��	��� .3� %� �� �� C �� ��� ����� 
� ����������� ���
����
� ���� ��� �� ���
��� �	

���� 
� �
��� �

������
���

�� �� ����� ���� ���� �������� � C ��� �� �"������� �� � ����
�����
�I�B��� ����� ��� ����
��� ����� ��� ����� � ��� ������! ���� ������ ���� �������� ����� ����� ��������� �� ����
����
������ �����

8!����� .3' '4

��������� 
� �����( &
� ����	 �

������� f ∈ C ����� �)���� � ����� ��
,
���
 ���� �

����� f �

��� ���� � ������� Q�N  ������  ��� ���  �������� �������

.�� f ∈ C �� � �������
��� ������� ��� Pf �� ��� ��� � ������������� ���� ������ �� ���
�
��� � f � +� ���
�� ���� ��� ������! ��� n ���������

����� .3� ∀p ∈ Pf , p ∈ ��$." ⇒ ∃fp ∈ W ���� �

����� f.

����(3 ���� ����� �� � ������ �����0
���� � ������� Q��� B��� ���� �� 
�� ��� ��������
Wp ∈ :��#=X �� �"����� ���  ��� ���� ��� ������"��� ������  �� ��� �"��
���� � ��� 0
��� p
�� ����������� �

�����, .3� ��

� @�3 �� 
� ���
� �
�
������ �
� ��� ������ 
� ������ $� ����! �� �� �����
���� �� �
�� �� ��� ����
�����
�� 
� � ����� ��
���
 ��� �� ��$."! �� �
 �
� ���� �
 ����
����
���� �� ��� ������
�� �� ��� �
��� L∗∞� ��� ��)� ��

� ������ ��� ���� ����� �� ���� �
����
�����
�! ���� �� �
� �� ��$."� /��� ����
�����
�� ��� �
� �



�! ��� ���	 �)����

)1����� .3� 4
������ ��� ���� ����� ��� ��� ������
�� Pi 
� � ��
���� P ��� ������� ����
��
���� xi! ��� ��
���� P ��� �
 ������ ��� *���	 D ≤ k? ���� D := max(

∑
Pi∈S xi)! S ⊆ V

��� |S| ≤ T '&
� ����� k ��� T (� /
����� ���� *���	 �� ��� ��
� �� �
����� ��� 
�)�
�
 ���
������� ��
���
 ���� �� ��
�� �
 �� +�,�

������

����� .3� ∀p ∈ Pf , p �∈ ��$." ⇒ ∃fp ∈ W ���� �

����� f.

����(3 +����
� ���� � ����������< ��� p �∈ :��#=< Ap �� ��� ����� � �������� 3���� � ����
������ � �������� 26 ���� ����� � p ��� Or(u,Ap) �� ������ ���� �� ���� � ��� ���� � ����
� L
�������� �� u ������� �� ��� ����� Ap� ��
�<  �� ��� ���� v �� ��� �"����� ��� ������������
p � ��� �
�� 
���� ��� ������ Or(v,Ap)� ��� ������ ���� ���
�� ���� � ��� ������������ p ��
�����)�� ���  ���� ���������� -����< ��� ����� .���� �� �����)�� � ��� ���� � ��� ������ Or

��� �� ����������� �� .���� �� �� 
��� ��)���  
������� �� ���� ����< ���  
������ Or(u,Ap)
�� ����������� �
����� ��� ������������ � p ��� ��
� �
����� ��� ����
��� L∗∞� �
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� ��

� @�6! �� �
 �
� 
��� ���� ����� �� ���� �
 ������ �

������
��
���
� ���� ��� B:H-���� -�� ��
 ��� ������ �
 ��
� ����! ���������� 
� ��� �

���)��	 
�
� ����� ����
�����
�! �� �� �
������ �
 �)����� �� �� ������ ���� �� 
��	 �
������ �� ����� �� ���
������
�� ��� ���
��� �� ��� ������ 
� ������

8!����� .3* '������� 4

��������� 
� �����( ��� ����� 
� ��
���
� ���� ��� �

����� �	
����� ��
���
� �� �)����	 ��� ����� C�

����(3 9���
�� � ������� Q�N< ������� Q�M �� �����
�� ��  ���< ������� Q�N ������ ���
������������ � ��� ����
��� .����� ���� ����� ���� ��� �������
��� ��������� ������� ��
����� ����
������� ��� �� ����������� �� .����� 5
���������< ��� ����
�������� �������
�� .���� ��� ����� �� ��� ����� ���� ���� ������! ����
������� �� � ���� � ����
� L ���
�������� ��
�< ��� �������
��� ���������� �������� �� .���� ��� �� ������� �� � ���� � �����
����
������� �
���� �

:'/ ,��������� �����#�

�� �� ���� ����< .���� �� �"����� ������� �� ��� ������ ��� �������������� � �������
���
���������� ������� �� ����� � ����� ����
�������� �����
�� .���� ��� ����� ����
���� ��!�
�2� 
�� ��������
� �� ����
� 3�
����� ��������6 ���������� � ����
�����
�� ��� �B����< ���
������������� �� .���� ��� �"��
������ ��������� �� ��� ����� L∗∞� +� ���� ������< �� ����
�������< ���� ���� ����� ��� ���
�� ����������� ����� ��  
��� �������� ��� ��$." 0
����� ��
��� ���
��
��� 
��� �� .����� ���� ������
������ � L∗∞ ������ 
� �� ����� ��� ������������
� .���� �� �������� � 
��� ��)���  
�������� -��� 
���< �������
��� ���������� ������� ��
����� ����
������� ����� ������������� �� ��� ������ �� ��� :��#= ������"��� ����� ��� ���

�
��� 5�� ���� ������< �� ���� ���������� ��� 
��� ��)���  
������� �� ������
��� ���� ���
�� ������ ����������� �� ��� .�>. ����
����
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�� ���� ������ �� ���� ��
���� ����� ����� �������� ������� �� ����� ����
������� �� ������
���
��� �� �������
��� ����
������� �� ��������

��� )��� ������� �������� ��� �"��
���� � ���������
� ���������� ��  
��� ����������
�
������!� �������� �� �� ����< �� ���� ������� ������! ��������� 3���������E���6 ���� ���
���� �� ���������E� ������! ��������� ������ ���� ������! !��������� ��� ���� �
�����
� ���������E��� �� �� �"��
�� ��� ����
������ ����� � ���� ������� �� ��
��< �
�� ����
��� ��
�� ��7������ � ��� ��� ��������� �� �� ���� 1 ��� ��� ��������� ���� �� �� �� ���
���� ��
�� �� ��� ��� � ���� ������ ��� ��"� ��
��� +� ���� ��������� ��7����� �����
� ���������E��� ���� ��7�� �� ��� ��0
���� ������! �� ���������� ��� )��� ���� ����� ����
���������E��� ������ �� �� ��������� ���
� ��� ������!� +� ���� ����� ���� ���� !��� � 
���������E��� ��� ��� ���� �� ���������E� ��� �"��
����� � ��������� ���� ��� �� �������� ����
���� 1� �� ��� ������ ����< �� ���� ��������� � ���������E�� ���� ���� �� ���� !��������
� ��� ������! ��������� ���� �������� ��!�� ��������� � ��� >>: ��������� R>>:QMS ��
����! � ��� ��������� ���� ������� ��� ���
�� ��
�� �� ��� �������� ��� ��"� ���� ��� ���� � 
��� ����� ���� �� ����� �� ��� 
�� � ������ ���!� �� � ������! ���� !���� ��E�� +� ����
������� ��� �"��
���� � �
�� � ���������E�� �� � #��!�� ����� ��� �� ���� ���� �� ����� ���
������������ 5
����� ��< �� ���� ���������� ���������E��� ��������� �� ����H������ ������!�
��� �� ������!� ���� � �������
����� �������� +� ���� ������ ���� ��� ����� ���������E���
��� �� ����������� �� ����� � ����� ����
��������

��� ������ ������� �� ���� ���������� �� ���
� ��� ����������� ����������� � ����� ����H
������ ���� ����� ����
�������� +� �������� � ���
���� ����� �� ��� �"��
���� � ���
�����
���������� �� ��� ����� ����
�������  �������!� +� ���� ���� �� ������� ��� )��� �������
���
��������� �� ������ ���
����� ����������� ���� ��� ���
��� ��� ������
����� � ��� ������� � 
����	 �������
� �	���
� ���� ��� �� ���� �� ���
����� �������  �� �������
��� �������������
>�������  ��� ���� ���������< �� ���� ��������� � ������
�� ���� ������ ����� �������� ����H
���� �� �������
��� ������! �������� �������� �� ��� ���! � 9��������� �� ��� R9���5�LS
�� ���� ������ ��� ����������� � �� ��������� ���� ������ � ����� �������� ������� ���
����
���< � ��������< � ������� ���
����  �� ��� ���
� �������� �� ��� ���< �� ���� ������ �
������ ������������ ������� ����	 �������
� �	���
� ��� ������� ����� ���
������� ���� �����,
����� ��
������� +� ������ ���� ��� ����	 �������
� �	���
� ��� �� ���� �� � ������� �����
���
������ ���� ���������� ��
������ ��� ����< �� � ���������< ��� #>H��)����� ���������� ��
����� � ��
���� ��������� ��� ��E� �������E����� ��� �������������� � ���
����� �������
�� ����� ����
������� ��� ������������ ��� ���
���� � kH����� ��������� ���� k ≥ 3� �� ����
���< �� ���� ������
��� � ������������� ����������� ����� �� �������
��� ����
������� � 
������ ����� � ������� ������ �� ���� �� ���� ��������� � �������� ����< ����� � �������
���
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���������< ����!� ��� �������� � ����� ���������� �� �
� ����� ���� �������� �"����� ���
 �������! � ����� ����
������� ���� � ���� ���� ����� �� ����� ��� ����������� � �������
�"��
������

��� ����� ����� ������� ��������� �� ���� ������ �������� ��� ����������� � � ���H
�������� ����
���  �� ������������ �������
��� ���������� ������� �� ����� ����
��������
2
� ������� �������� ��� ��������� �� ��)���� � ���H����� ���������� ������� ����� ����
���
������ ������ =��� ���������� �� ����������� �� ��� ������������H�7��� ������ �� .����< �� 
��
��� ����� L∗∞ �� �"����� ��� ������������ ���� � ���� ���������� ��� �� ������ ���� L∗∞ ���
���
�� ����������� ����� ��  
��� �"����� ��� ������������� ���� ��� �� ����
���� �� :��#=�
���� ��� ��������� 
� �� ����� ��� ����
�������� ����� � .���� ��� �� ���� ���� �� ��������
� 
���H��)���  
�������< .���� �� ���� �� �������� ��� �������
��� ��������� ������� �� �����
����
��������

������ ��2��

� )��� �����  ��  
�
�� �������� ���� �� �������� ������
����� ��������� ������ � ������!
���������E����� �� ������ ������� �� ��� )��� ���� � ���� ������ �� ���� ��������� �
���������E�� ����� �� ������ ���!� � � ��� � ��!��� �����
� ����
������ ������ +� ����
���� ���� ��� ����������� � ���� �������� �� �������� �������� �� ���  ��� ���� ��� ������!
��E� �� !���� �� ��� ���������� �� ���� ��������������< ��� �
���� � ��!��� �� ��� ���� ��
��� ������! ��E�� ��� ���� ���� �� �� ������� ��� ��!��� �� � ��� � ������ ������ 3������
��!�� ���� ����
������ �����6 ��� �� ��� � ��� ���������E����� ��� �� ��� ����� 
����
��� ���� ��0
��������� �� ���� ���
��� �
� �������� �� ����! � ���!�� ������! �� ���������
��� ���
��  �� ���  
�)������ � ��� ������! ���������E������ #��� ���������< �� ��
�� ��
� ���������� �� ��)�� ��� ��������� ����������  �� �  ���� 
� ������ ������ ���������E�H
����� ����� ��
�� ����
�� ��� ������ ������ ����
������ �����< ��� ������� �
���� � 
������< ��� �������� � ����� � ��������� ��� ��� 
�� � �������
� �� ������)�� ������
������� ��� ����� ���������� ��
�� �� ���������� ���� �������
� ������!� �� ������!� ����

��0
� ��������� ������)���� 2� ��� ����� ����< ������� ���� ������ ������ ��
�� ���� 
� ��
���� � ���! �� ��� ������� �
���� � ����
������ ����� ��0
����  �� ���������E��� � ������!�

��� ������ ��������� � �������� �������� � ��������� ��� ����������� ���� � ���
�����
����������� +� ���� ���� ����  �� ���� #>H��)����� �������� P � ������ � ��
����
��������� ����� �"���� � ����� ���
����� ������ ���� ������� P �� � �������
��� ������!
������� +� ����! ���� �� ��
�� ���� �� ����������� �� ���� �� �0
������� ����������E�����
 �� #>H��)����� ���������� � ������ � ��
���� ���0
�H������ �� �� 
��������� ���� ���
������������� ����������� ������� ���� )��� �� �� �����������  �� ��0
������ �"��
������

�� ��� ���� ���< ���
����� ���������� ���� ����< 
� �� ���< �"��
������ 
��� �� �����
����� �������� ��������� ����� ���������� ��������� ����� � ����� G �� � ������� ���
��
� ��������� ��� �� �������� ��� ����� � ����� ���
����� ���������� �� �� ����
�� �����)�
 
������� ����� ���
���� ��� ������!� ��� ���
�� � �����  
������� ��
�� ���� �� �����������
�� ��� ������ �������� �� ��� ����� ���������� 3����� �� ��������6 ���� ���� �� �� ���
����
5�� ��������< ��� r �� ��� ���
����� �
�� ���������� �� �������� ��� � ��� �������� � �
������� ���� ������ ������ 1� 2����
���< � �� �"��
�� �
�� r ����������� �� � ����� 
����
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�� ������ �� �����
����� ����� ���������� �"����� ��� �����"< ���� ��� ���
� ����� �� �
����� >
����� ��� ���� ��� ��� �������� ��� iH������� 3��������� i = 1  �� ��� ��������6< ���
���� ���� � ������� ���� �� �������< ��� ����� � ��� ��������� �������� �� ��������� �� 1�
� ��� �� ��������� �"��
���� � r �� � ����� G< � G �� � ����< ���� ��� �
���� � ��� ��������
�� ����� �� ��� ����� �������� �� ��� ��������� �����"� � ���������� ������0
� ��� ����
���� 
��� �� 2!��� �� ��� R2-PLS  �� ������� �������� ������� �� ������! ������������ 2
�
���
����� ��� ��� )��� �������� �� ������ �  ����� �����  �� ���� !��� � ���
����� �
��� ���H
��� 
� �� ����! ���� ���� ����������� �������� �� ������ ��� �� ������ 
���� ���� ������0
��

�  
����� ��������� �  
�
�� ���! �� ��������� ��������� ���� ��� ���������� � ���
.���� ����������� ���� ���� 5�������< �� ������ �� ����� � ��� ��������� � ����
��
�������  �� ��� ����
��� .����� 2
� ��� �� �� ����� �� �������������� ������� �� ���
��� ������
��� �� R#b��S ��� ���������� � ����
�� �������  �� ��� ����������� ����
���
������
��� �� -���� �� ��� R-:�OS� � �
�� �������� �
� ����� ������
�
���
�� ��� ���������
�����0
���� � �
�� � �����)������ ��
�� �� �� ���� � ���� ��� ����������� ��������������
� .���� ��� �� ���� ��� ����������� �� ��!� ��������� � ����� ��!� #:�  �� ������������
�������� �"��
����� �� .�����
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R�8:>P�S >� �������< 9� 8�
������< �� :���!
����!�< ��� ;� >����� �� ��������� ������ � 
����� ���
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