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Introduction

Le cadre général de cette these est celui de I'analyse semiclassique. Nous nous
intéressons a 'opérateur de Schrodinger semiclassique pour des perturbations du La-
placien qui sont régulieres et décroissantes a 'infini. Plus précisément, nous étudions
le comportement asymptotique de 'amplitude de diffusion associée & 'opérateur de
Schriodinger, quand la constante de Planck h tend vers 0. Le travail que nous al-
lons exposer repose sur les articles [43], [41], [42] et [44]. Avant d’aborder les résul-
tats principaux de cette these, nous allons rappeler quelques travaux fondamentaux
concernant le probleme que nous étudions.

Considérons un opérateur de Schrodinger semiclassique P(h) = —2h?A + V(x)
sur R" et notons op(z,&) = 3|¢> + V(z) son symbole. Nous examinons le cas oll
V(z) est un potentiel appartenant & C*°(R",R) et le parametre h €]0, 1] est destiné
a tendre vers 0. Si le potentiel V' est borné, 'opérateur P(h) est auto-adjoint sur
L?(R") avec domaine D(P(h)) = H?(R"). Nous nous intéressons & la théorie de la
diffusion pour la paire (P(h), Py(h)) ot Py(h) = —h?A est le Laplacien libre sur
R"™. Pour des potentiels de courte portée (c’est-a-dire |V (z)| < C(1+|z|)~” pour un
certain p > 1), nous savons (cf. par exemple, Agmon [1] ou Reed-Simon [50] pour des
hypotheéses minimales), que les opérateurs d’ondes associés a la paire (P(h), Py(h))
sont complets, de sorte que 'opérateur de diffusion S(h) : L?*(R") — L?(R") est
bien défini. De plus, cet opérateur se diagonalise : pour tout A > 0, il existe un
opérateur unitaire S(\, h) sur L2(S™"1) tel que

(FnS(h)Fy t F)(V2Iw) = (S(A ) F(V2X ) (w),

pour tout f € L?(R™), ou F}, est la transformation de Fourier semiclassique. La
matrice de diffusion T'(\, h) est définie par la relation S(\,h) = Id — 2ixT'(\, h) et
il est connu [1] que T'(\, h) est un opérateur compact sur L?(S"1).

De plus, l'opérateur T'(A, h) a un noyau T(0,w, A\, h), (0,w) € St x S" 1 et
ce noyau est de classe C* en dehors de la diagonale {# = w}. L’amplitude de dif-
fusion est définie par f(6,w, A\, h) = c¢(A\, h)T(0,w, A\, h), ou ¢(A, h) est une constante
explicite. C’est I’étude de cette fonction qui nous occupera dans cette these et plus
particulierement, le comportement de f(6,w, A, h) quand h tend vers 0.

La question qui se pose naturellement lorsqu’on fait tendre le parametre semi-
classique vers 0 est de savoir si I’amplitude de diffusion possede une limite, dans un
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sens convenable.

Les premieres réponses a cette question ont été apportées en dimension 1 d’es-
pace. Dans ce cas, la matrice de diffusion est une matrice carré d’ordre deux et il
n’y a pas d’ambiguité possible sur la nature de la convergence recherchée. Il existe
une littérature abondante sur le comportement des coefficients de cette matrice. Ci-
tons par exemple les travaux de Jeffreys [31] et Fedoryuk [12], qui ont traité le cas
de la réflexion au dessus d’une barriere (V(x) — A < 0 pour tout z) et celui de la
transmission & travers une barriere de potentiel (la fonction (V' (z) — A) a un nombre
fini de zéros simples). Dans chacun de ces cas, les auteurs ont exhibé une limite
pour les coefficients de la matrice de diffusion avec une estimation de la vitesse de
convergence de 'ordre de h. Cependant, aucun de ces articles n’aborde le cas ou
(V(z) — X\) posséde un zéro double. Cette configuration est plus problématique et il
a fallu attendre la fin des années 90 et le développement des méthodes WKB exactes,
pour que ce probleme soit traité.

Dans [48], Ramond a examiné le cas ou le potentiel V' posseéde un unique maxi-
mum Vp = V(0) sur R. Sous ’hypotheése que ce maximum est non dégénéré (V" (0) <
0), Ramond décrit completement le comportement de la matrice de diffusion quand
h tend vers 0, méme pour une énergie A égale a Vj. Cette approche s’est avérée fruc-
tueuse dans des situations proches. Par exemple, Fujiié et Ramond [13] ont mené
une étude similaire dans le cas ou V possede deux maxima globaux non dégénérés.
Ces techniques leur permettent aussi d’étudier d’autres quantités telles que la phase
de diffusion [15] et fournissent des renseignements sur le nombre de résonances [13].
Enfin, Fujiié et Ramond utilisent cette approche pour examiner le cas d’un potentiel
radial en dimension 3 et donnent une asymptotique des amplitudes partielles dans
ce cas [14].

En dimension supérieure (n > 1), les premiers résultats sont dus a Vainberg
[63], [64]. Ils concernent le cas d'un potentiel & support compact pour des niveaux
d’énergie A > 0 tels que V(z) < A sur R*. Méme dans ce cas , apparemment simple,
Vainberg est contraint de faire une hypothese supplémentaire sur V(z) de nature
géométrique. Considérons le systeme Hamiltonien associé au symbole op :

{q' = Veop(q,p) = p, (0.1)

p=—Vwop(q,p) =—-V.V(q).

Vainberg suppose que A est non-captif : ¢’est-a-dire que toutes les solutions d’énergie
A du systeme (0.1) s’échappent pour ¢t — +oo et t — —o0. Sous ces hypotheses, 6, w
et A étant fixés, Vainberg démontre que amplitude de diffusion f(0,w, A\, h) possede
un développement asymptotique quand h tend vers 0. De plus, les coefficients de
ce développement s’expriment en fonction de quantités classiques parmi lesquelles
nous trouvons l’action associée aux trajectoires de notre Hamiltonien et les indices
de Maslov des trajectoires classiques.

L’approche de Vainberg est la suivante. Tout d’abord, il donne un développement
asymptotique des solutions sortantes de —h2A1 + (V(z) — M) = 0, qui repose sur
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I’hypothese de non-capture et la décroissance de 1’énergie locale de ces solutions.
Comme le potentiel est a support compact, 'amplitude de diffusion s’exprime de
maniere simple en fonction de ces solutions sortantes, ce qui lui permet d’obtenir un
développement asymptotique de f(6,w, A, h).

Ce résultat étant acquis, de nombreux auteurs se sont employés a affaiblir les
hypotheses de Vainberg. Leurs efforts ont été concentrés dans deux directions : d’une
part I’étude de potentiels dont le support n’est pas compact, d’autre part I’affaiblis-
sement de 'hypotheése de non-capture faite sur I’énergie .

Comme cela a été mentionné au début de cette introduction il suffit de supposer
que le potentiel V' (z) est de courte portée pour disposer d’une théorie de la diffusion
complete. Il est donc naturel de vouloir étendre les résultats de Vainberg a cette
classe de potentiels. Dans cette optique, la premiere difficulté consistait a prouver
Iexistence d’un noyau régulier pour la matrice de diffusion dans le cas courte por-
tée. Ce sont Isozaki et Kitada [29], qui ont démontré que ce noyau est une fonction
C*° en dehors de la diagonale. De plus, par une méthode WKB, ils démontrent
dans cet article une formule de représentation pour 'amplitude de diffusion. Grace
a cette formule, la matrice de diffusion s’exprime a ’aide de la résolvante de P(h) et
d’opérateurs Intégraux de Fourier construits pour approcher les opérateurs d’ondes.
L’article de Isozaki et Kitada permet donc d’écarter simultanément deux difficul-
tés. D’une part, nous avons désormais 'existence et la régularité de 'amplitude de
diffusion pour des potentiels de courte portée. D’autre part, nous disposons d’une
expression concrete pour examiner le comportement asymptotique de f.

En s’appuyant sur cette formule, Robert et Tamura [53] ont pu analyser ’ampli-
tude de diffusion pour des potentiels de courte portée. En supposant que le niveau
d’énergie \ est non-captif, ils obtiennent I'asymptotique de 'amplitude de diffusion
quand h — 0 et généralisent ainsi les travaux de Vainberg.

Le point de la démonstration de [53], ou I'hypothése de non-capture apparait
de maniere cruciale, est I’'obtention d’une estimation de la résolvante sur I'axe réel.
Plus précisément, en notant L2 = {f; (x)*f € L%}, d’apres le principe d’absorption
limite [1], [27], nous savons que la limite R(A £ i0) = Hlir& R(\ £ ip) existe dans

I’espace des opérateurs bornés £(L2, L% ), pour a > % Sous ’hypothese que A est
un niveau d’énergie non-captif, Robert et Tamura [52] ont démontré l'estimation
suivante de la résolvante :

1
IRA =) 3.2, = O™, o> 3. (0.2)
Grace a cette estimation, ils peuvent effectuer des localisations dans ’espace des
phases (modulo O(h*)) et réduisent ainsi leur probleme & 1’étude du propagateur
¢h™tP(h) quand h — 0 (le temps ¢ restant borné). La fin de la démonstration se
réduit a une application de la méthode de la phase stationnaire.

L’estimation (0.2) a joué un role important dans I’analyse des perturbations non-
captives. Citons par exemple les travaux de Robert et Tamura sur la section efficace



INTRODUCTION

de diffusion [52], ceux de Gérard, Martinez sur la fonction spectrale [20] et ceux de
Gérard, Martinez et Robert sur la phase de diffusion [17]. Notons par ailleurs, que
cette estimation a été redémontrée récemment par Burq [8] dans un cadre légerement
différent. Nous renvoyons aussi a [38] pour des résultats dans le cas longue portée et
a [60] pour le cas de perturbations & support compact.

Remarquons des maintenant, que si A est un niveau d’énergie captif, I'estima-
tion (0.2) n’est plus vraie, ce qui constitue un obstacle majeur a une généralisation
immédiate du travail de Robert et Tamura.

Presque simultanément, Yajima [66] a progressé dans l’analyse du cas captif.
Pour des potentiels se comportant comme |:c\‘anl a l'infini, il est parvenu a traiter
le cas ou certaines trajectoires du flot Hamiltonien peuvent rester bornées quand
t — +oo. Plus précisément, étant donné w € S" 1, il suppose seulement que les
particules qui s’échappent en ¢ = —oo avec une vitesse asymptotique colinéaire a
w, s’échappent aussi en t = +00. Sous ces hypotheses, Yajima obtient la limite
de amplitude de diffusion quand A — 0, avec une estimation du reste en norme
L?(df, L*(d)\)). Par conséquent, Yajima ne parvient & s’affranchir de I’hypotheése
de non-capture qu’au prix d’une double intégration par rapport a I’énergie et par
rapport a la direction sortante #, ce qui nécessite une décroissance plus forte du
potentiel V(x) = (9(|x|_nT_1) quand |x| — oo.

Comme le suggere le résultat de Yajima, ’hypothese de non-capture n’est pas
absolument nécessaire pour aborder notre probleme. L’hypothése de non-capture
dans une direction, formulée par Yajima, fournit un cadre d’étude plus large qui
sera intéressant si nous sommes capables d’estimer la résolvante sur ’axe réel. En
effet, contrairement a I’hypotheése de non-capture forte de Robert et Tamura, cette
hypothese n’assure pas une estimation de la résolvante similaire & (0.2). Cependant
de récents progres réalisés dans I'estimation de la résolvante pour des géométries
captives permettent d’aborder le probleme.

En effet, nous savons depuis les travaux de Tang et Zworski [59, 60] que le
comportement de la résolvante sur l'axe réel est relié a la vitesse de convergence
(quand h — 0) des résonances vers I’axe réel. Nous verrons au Chapitre 2, comment
de telles considérations combinées avec un théoreme de localisation des résonances
de Burq [7], nous permettent d’obtenir une estimation intégrale de la résolvante sur
I’axe réel de la forme suivante :

b
> 1
/ |R(\ £ ’L'O)HLaL%ad/\ =0Mh™™),neN, a> 3 0<a<b<+oo. (0.3)

Notons qu’une telle estimation a été obtenue pour la premiere fois par Stefanov [57]
dans le cas ot P(h) = h?P, P désignant une perturbation & support compact du
Laplacien.

En nous appuyant sur la méthode de Robert et Tamura, cette estimation valable
en toute généralité, nous permettra d’établir une asymptotique de 'amplitude de
diffusion avec estimation du reste en norme L!(d)\), w et @ étant fixés. De cette

10
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maniere, nous généralisons les travaux de Yajima de plusieurs points de vue. D’une
part, nous obtenons une asymptotique sous une hypothese de décroissance du po-
tentiel plus faible que celle de [66]. D’autre part, nous n’avons pas besoin d’intégrer
par rapport & la variable 6, ce qui constitue aussi une amélioration de [66].

L’étude se complique, si nous recherchons des asymptotiques de f a énergie A
fixée. En effet, si A est un niveau d’énergie captif, il peut exister des résonances
tres proches de ’axe réel. Rappelons que les résonances peuvent étre vues comme
les poles du prolongement méromorphe de 'amplitude de diffusion a des énergies
complexes. Dans [24], Helffer et Sjostrand ont montré que dans le cas d’un “puits
dans une ile”, il existe des résonances convergeant exponentiellement vite vers l'axe
réel. Dans ce cadre, il résulte des travaux de Gérard, Martinez et Robert [20], [17],
que la résolvante peut se comporter en O(ec/ "). Dans ces conditions, la méthode mise
en place par Robert et Tamura, ne fonctionne plus systématiquement, puisqu’elle
nécessite une estimation de la résolvante en O(h~™) pour un certain M € N. Dans
la fin du troisieme chapitre, nous supposons que le niveau d’énergie A est faiblement
captif : c’est-a-dire qu’il existe M € N tel que P(h) n’a pas de résonance dans une
bande de taille h™ autour de 1’énergie A. Nous démontrerons alors que pour tout
niveau d’énergie faiblement captif, il existe M € N tel que nous avons ’estimation
suivante :

1
IR £i0) 12 12 = O™), a> = (0.4)

5
A partir de cette estimation, nous généraliserons I’asymptotique de Robert et Ta-
mura au cas d’une énergie faiblement captive, pour une direction entrante fixée w
qui vérifie les hypothéses d’échappement adéquates. Nous voyons, en particulier,
que des énergies faiblement captives se traitent de la méme maniere que les énergies
non-captives, pourvu que nous regardions I'amplitude de diffusion dans des direc-
tions (w, #) telles que les trajectoires classiques partant de l'infini avec une vitesse w
s’échappent en t = +oc.

Ceci nous ameéne a considérer un nouveau type de probleme pour lequel il n’y
a pas de direction privilégiée . Considérons le cas ott V et V sont deux potentiels
de courte portée. A quelle condition les amplitudes de diffusion f et f qui leur sont
associées, ont elles le méme comportement dans la limite semiclassique ?

Plus précisément, pour un niveau d’énergie A fixé, nous considérons 1'ouvert
W = {x; V(z) < A} et nous supposons que cet ouvert n’est pas ’espace tout
entier. Nous notons We,; sa composante connexe non-bornée, Wi,y = W\ Weyy et
nous supposons que Wz CC R? \Wmt. Nous supposons que le potentiel V vérifie
V =V sur Wege. Que pouvons nous dire sur la différence f— f quand h — 07

Cette question est motivée par I’étude du cas non-captif. En effet, si nous analy-
sons 'asymptotique de Vainberg-Robert-Tamura, nous constatons que les quantités
qui entrent en jeu relevent de la mécanique classique associée a 'Hamiltonien op.
Plus précisément, le comportement asymptotique de f est déterminé par les tra-
jectoires du flot classique qui partent du temps ¢ = —oo avec une vitesse initiale
colinéaire & w et s’échappent au temps ¢ = +oo dans la direction #. Dans le cadre

11
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que nous venons de fixer, de telles trajectoires ne rencontrent pas la région Wiy, ou
V et V different, ce qui laisse penser que les comportements respectifs de f et f
peuvent différer d’un terme en O(h*°).

Ce probleme a deja été abordé et les premiers résultats sont dis a S. Nakamura
pour des potentiels vérifiant |V (z)| < C|z|~ 2 quand |x| — +00. Nakamura aborde
successivement le cas d’une énergie faiblement captive (cf. [45]) et le cas ou il existe
des résonances exponentiellement proches de A (cf. [46]). Dans ce dernier cas, nous
dirons que A est fortement captif.

Dans [45], Nakamura se place dans le cas faiblement captif, en supposant que les
résolvantes R(\ & i0) et R(\ £ i0) associées & V et V satisfont une estimation du
type (0.4). Dans ce cas et sous certaines hypotheses, il démontre pour un ensemble
générique d’énergies A, qu’il existe C,d > 0 tels que :

1£(0,w,\, ) — F(8,w,\,h)| < Ce /M (0.5)

uniformément par rapport a h €]0,1] et (w,0) € S"~! x S"~1. Dans le Chapitre 3,
nous étendons ce résultat au cas d’un potentiel qui décroit comme |z|~* a l'infini,
avec p > 1. En utilisant I'estimation (0.4) et des techniques d’analyse microlocale
semiclassique, nous montrons que si A est un niveau d’énergie faiblement captif pour
V et V, alors )

|f(O,w, A\, h) — f(O,w, A\, h)| = O(h™) (0.6)

uniformément par rapport & h €]0,1] et (w,0) € S*1 x S"~1\ {§ = w}. Cette
estimation, valable pour toutes les énergies A > 0 et pour une classe plus large
de potentiels, constitue bien une amélioration du résultat de Nakamura, méme si
I’estimation de ’erreur est moins bonne.

Le cas fortement captif est plus compliqué et nous n’abordons pas de maniere
directe le probléme de la modification d’un potentiel quelconque. Cependant, nous
pouvons tirer des enseignements des travaux concernant ce sujet. Il apparait en
particulier, que la présence de résonances tres preés de 'axe réel, peut modifier le
comportement semiclassique de I'amplitude de diffusion de sorte que les estimations
(0.5) et (0.6) ne sont plus nécessairement valables.

Dans [46], Nakamura donne des résultats dans un cadre général que nous ne
détaillerons pas dans cette introduction. Nous signalons seulement qu’il se place
dans un cas of1 il existe des résonances \;(h) telles que [\;(h) — A| < Ce~%". Sous
certaines hypotheses, il montre que pour p € C proche de \;(h) nous avons :

—

FO,w, k) — F(O,0, 1, h) — < Ce¥h (0.7)

)

avec |25 < Ce=(@=9/h 4 > 0,¢ > 0. En particulier, cela peut mettre en défaut
'estimation (0.5).

Si ce résultat suggere que 'estimation (0.5) n’est pas vraie dans le cas fortement
captif, a priori, il n’empeche pas lestimation (0.6) d’étre valable. Il a fallu attendre
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les travaux de Lahmar-Benbernou [34] et Lahmar-Benbernou-Martinez [35] pour
que soient mis en évidence des effets d’ordre k¥, de la présence de résonances. Dans
[35], les auteurs consideérent la situation tres particuliere d’un “puits dans une ile”
pour lequel le fond du puits se trouve exactement au niveau d’énergie A considéré.
Dans ce cas, Helffer et Sjostrand [24], ont montré l'existence de résonances (dites
résonances de forme) convergeant vers I'axe réel & une vitesse d’ordre h¥e=%". En
utilisant les résultats de [34], Lahmar-Benbernou et Martinez montrent par ailleurs
que les résidus associés a de telles résonances sont d’ordre hle=%" la constante d
apparaissant dans 'exponentiel étant la méme. De cette égalité (que Nakamura avait
pressentie dans [46] sans la démontrer), les auteurs déduisent qu’il existe o # 0 tel
que
f(8,w,Repj, h) — f(0,w, Repj, h) = ah!=F + O(h!=F+1),

ol pj(h) est une résonance s’approchant exponentiellement vite de 'axe réel. En
particulier, ’estimation (0.6) n’est pas valable.

Ce résultat est remarquable a plusieurs titres. Tout d’abord, il montre que pour
certaines énergies captives, la présence de résonances pres de 'axe réel, peut se
lire sur le comportement asymptotique de I'amplitude de diffusion. D’autre part,
cela montre dans ce cas tres particulier, qu’a des puissances de h pres, il peut y
avoir une compensation exacte entre le résidu et le pole de la matrice de diffusion.
Neanmoins, le résultat de [35] concerne des potentiels trés particuliers pour lesquels
nous connaissons la forme exacte des résonances. Il ne fournit pas d’hypotheses
générales sous les quelles ce phénomene a lieu.

Tres récemment, Stefanov [58] a montré que ce phénomene de compensation se
produisait dans un cadre bien plus général. Dans cet article, Stefanov considere le
cas ou le potentiel V' est & support compact et suppose que zp(h) est une résonance
simple et isolée de P(h). Sous ces conditions, pour (w,f) € S"1 x S"~! et z proche
de zp(h), nous pouvons écrire 'amplitude de diffusion f(0,w, z, h) pres de zg(h) sous
la forme

fTes(97w7h) hol
f(eﬂ w’ Z? h) = m + f ° (0’ w’ Z? h)? (0'8)
ot fh1(@,w, z, h) est holomorphe pres de zg(h). De plus, sous des hypotheses généri-
ques, Stefanov, montre que

1F7°5(0,w, k)| < Ch™"F |Tm zo(h)],

hol —n=-1 (0.9)

/"0, w,2,h)| < Ch™ =7,
pour z proche de zp(h). En particulier, cela prouve que la croissance du résidu est
controlée par la vitesse de convergence des résonances vers I’axe réel. Cette estima-
tion repose sur deux résultats. Tout d’abord, pour des potentiels V' € C3°, Stefanov
dispose d’une formule de représentation simple pour 'amplitude de diffusion (cf.
[47], [58]) qui fait intervenir la résolvante tronquée pour des fonctions de troncatures
supportées dans des couronnes. Par ailleurs, Burq a démontré dans [7](cf. aussi [65]
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et [9]), une estimation de la résolvante du type
H1R1<|:c|<R2R()‘ j:2.0)11‘%1<|:c|<1‘%2H = O(h_l),VRQ >Ry >> 1. (010)

Le point clef de son approche réside alors dans le fait que cette estimation peut étre
utilisée directement dans la formule de représentation de f. Remarquons au passage
que cette estimation démontrée dans le cas captif, est le pendant de I'estimation
(0.2) dont nous disposons dans le cas non-captif.

L’estimation (0.10) est valable dans un cadre bien plus large que celui de poten-
tiels a supports compacts. En particulier, elle est vraie si V() est de longue portée.
Par ailleurs, pour des potentiels de longue portée, Gérard et Martinez [19] ont dé-
montré que la représentation d’Isozaki-Kitada pouvait se prolonger a des valeurs
complexes de I'énergie \ telles que [ImA\| < €|Re)| et ils ont donné une construction
explicite de ce prolongement. Cette construction et ’estimation de Burq sont deux
des ingrédients que nous utilisons au Chapitre 4 pour montrer que les estimations
(0.9) sont valables pour des potentiels de courte portée.

Nous concluons cette introduction en résumant tres brievement chacun des cha-
pitres de cette these.

Chapitre 1 : Nous commencons par des rappels d’analyse microlocale semi-
classique (Opérateurs pseudodifférentiels, Front d’onde, Théoreme d’Egorov,...). Les
résultats de ce Chapitre sont essentiellement connus, mais les énoncés et les démons-
trations que l'on trouve dans la littérature ne correspondent pas toujours exactement
au cadre de notre analyse. Pour cette raison, nous démontrons les résultats généraux
que nous utiliserons par la suite.

Dans un second temps, nous effectuons quelques rappels sur la théorie de la
diffusion de I'opérateur de Schrodinger pour des perturbations de courte portée. En
particulier, nous rappelons la formule de représentation de Isozaki et Kitada [29]
qui sera la base de tout notre travail. Nous rappelons aussi les estimations de la
résolvante obtenues par Robert et Tamura [53] dans le cas non-captif. Enfin, nous
rappelons la définition de la notion de résonance que nous utilisons ainsi que deux
résultats généraux sur la localisation et le nombre de résonances.

La derniere partie de ce chapitre est consacrée a une étude approfondie du flot
Hamiltonien associé a notre opérateur. En particulier, nous exhibons des régions de
’espace ou le comportement des trajectoires classiques sera connu (régions entrantes
et sortantes). Enfin nous introduisons une nouvelle hypothese d’échappement plus
faible que ’hypothése de non-capture et nous obtenons certains résultats nouveaux
concernant cette hypothese. Ces résultats seront utilisés de maniere cruciale dans
les Chapitres 2 et 3.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous étudions 'amplitude de diffusion en norme
LY ([Mo—€, Ao+€], dN), Ao étant un niveau d’énergie quelconque. Le théoréme principal
donne la limite de 'amplitude de diffusion quand A — 0 dans la norme précédente,
sous I’hypothese d’échappement précédente.
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Nous commencons par démontrer une version du principe du maximum semiclas-
sique qui tient compte de la dépendance par rapport a A. En nous appuyant sur ce
résultat et en nous inspirant des travaux de Stefanov [57], nous démontrons ensuite
que la résolvante vérifie I'estimation (0.3).

Par ailleurs, en reprenant la méthode de Robert et Tamura [53], Uestimation
précédente nous permet de démontrer des estimations microlocales de la résolvante
dans une version intégrale. Ces estimations permettent ensuite d’effectuer une loca-
lisation spatiale dans la formule de représentation de I'amplitude de diffusion : les
fonctions intervenant dans cette formule étant désormais a support compact.

Ceci nous permet ensuite d’exprimer directement I'amplitude de diffusion en
fonction du propagateur eith™P () pour des temps t appartenant & un intervalle
compact. Cette localisation en temps fini repose sur ’étude de la dynamique classique
du Chapitre 1. La fin de la démonstration du théoreme consiste en une application
de la méthode de la phase stationnaire, en suivant scrupuleusement les arguments
de Robert et Tamura.

Chapitre 3 : Dans cette partie, nous obtenons des résultats a énergie fixée (par
opposition aux résultats du chapitre précédent qui sont obtenus dans une version
moyennée). Apres une premiere partie consacrée a des exemples, nous démontrons
que la localisation spatiale réalisée par Robert et Tamura dans le cas non-captif
est valable aussi dans le cas captif. La démonstration utilise de maniere centrale
I'estimation (0.10). Il est important de noter que ce résultat est valable pour toutes
les énergies (aussi bien faiblement captives que fortement captives).

Dans toute la fin du chapitre, nous nous restreignons au cas ou l’énergie A est
faiblement captive.

Nous commencons par regarder le probleme de la modification du potentiel. Nous
considérons deux potentiels V et V dont les valeurs different uniquement derriere
une barriere de potentiel. En utilisant la notion de front d’onde semiclassique du
Chapitre 1, nous démontrons que les amplitudes f et f différent d’un terme d’ordre

O(h).

Dans la derniere partie de ce chapitre, nous reprenons la méthode de Robert et
Tamura et nous donnons une asymptotique de 'amplitude de diffusion sous notre
hypothese d’échappement.

Chapitre 4 : Ce dernier chapitre est consacré a I’étude du résidu de la matrice
de diffusion dans le cas fortement captif. Plus précisément, nous supposons que la
matrice de diffusion a un péle zy(h) simple et isolé tres pres de Paxe réel. En suivant
des idées de Stefanov, nous traitons le cas d’un potentiel de courte portée. Nous
montrons que le résidu associé au pole zg(h) est controlé de maniere linéaire par
|[Im zg(h)| et que les estimations (0.9) sont valables pour des potentiels de cette
classe. De cette maniere, nous montrons que le phénomene de compensation exhibé
par Lahmar-Benbernou [35] pour des potentiels de courte portée tres particuliers, se
généralise a une classe beaucoup plus large de potentiels.
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Notre approche repose sur le prolongement méromorphe de ’amplitude de dif-
fusion établi par Gérard et Martinez dans le cas longue portée. En particulier, nous
démontrons des estimation exponentielles de f pour des énergies complexes.

Nous concluons I’étude en utilisant a nouveau le principe du maximum semiclas-
sique et 'estimation (0.10). Cette application du principe du maximum semiclassique
utilise de maniere cruciale la localisation spatiale du Chapitre 3.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Analyse microlocale semiclassique

1.1.1 Opérateurs pseudo-différentiels semiclassique : définitions et
propriétés générales

Nous commencons par quelques rappels sur la transformation de Fourier semi-
classique. Pour f € S(R") et h €]0, 1], nous définissons

Fh)f() = (2rh)™ / el £(3)dw. (1.1)

n

En fait, F(h)f s’exprime facilement a l’aide de la transformée de Fourier usuelle,
puisque nous avons F(h)f(€) = h~"f(h™1€). Nous en déduisons immédiatement
que F(h) est un isomorphisme de S(R") sur S(R") et que F(h) : L*(R",dz) —
L?(R™, (2rh)"™dz) est une isométrie. De plus, nous avons

F) @) = [,

Avec cette transformée de Fourier semiclassique, nous définissons des opérateurs
pseudo-différentiels semiclassique. La démarche est la méme qu’en 'absence du pa-
rametre h : il s’agit de multiplier par des symboles apres étre passé en Fourier. Nous
allons donc commencer par introduire des classes de symboles. Nous considérons des
fonctions a(x, &, h) de trois variables x € R", £ € R et h €]0, 1].

Définition 1.1 Soient m etu dans R, k € N et Q) un ouvert de R* xR". Nous dirons
que a(z, &, h) appartient d la classe de symbole A" (Y) si la condition suivante est

satisfaite : V(o, ) € N* x N*, 3C, 3 > 0 tel que

V(@,€) € Q, [050; a(w, &, h)| < Cogh (x)m 1l (gy =14
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Soient a € A" (R™ x R") et ¢ € S(R™), alors a(x, hD,, h)p est définie par
a(z, hDy, h)p(x) = F(h) ™" (a(z,., B)F(h)f) (z)
= (e [ R, € Rl dyde.
R™xR™
Nous noterons A'';5 () = ﬂ A7) et ATE(Q) = U A", De plus, dans le cas

keN keZ
ot @ = R" x R", Nous noterons A7"" & la place de A4;""(R" x R")

Proposition 1.1 Soient a € A"V (R x R") et b € A2 (R" x R"), alors

a(x,hDy, h)ob(x,hD;,h) = c(x,hDy, h),

m1+ma,u1+u2
avec ¢ € Ak1+k2

totique sutvant

(R™ x R™). De plus c(z,&,h) admet le développement asymp-

o
oz, & h) = Y ];—!Dga(x,g,h)agb(x,i,h)+RN(a,b)(x,§,h)

avec Ry (a,b) € AZ?J:CTj&N’uﬁu?_N(R” x R™)

Pour k et [ dans N, nous considérons I’espace de Sobolev a poids

HL(R™) = {f € L*(R"), V|a| € {0,...,1}, (z)*D2f € L*(R")}
= {f e *(R"), (x)*f € H(R")},

ou pour a = (a,...,0p) € N’ nous notons |a| = |ai| + ... + |ap|. Pour «
et B dans N, nous dirons que o < 8 si o < B4, Vj = 1,...,n. Ici, H(R")
est l'espace de Sobolev habituel et nous munissons H.(R") de la norme |f|! =
Z [(z)¥ (hD2)? f]| 2 qui dépend du parameétre semiclassique h. Remarquons, des
<

maintenant, que cette norme est équivalente uniformément par rapport a h, a norme
NL(f) = Z |(RDg)*(2)* f||. De la sorte nous utiliserons indifféremment 1'une ou

|| <

I’autre de ces deux normes. Il est clair que H IQ(R") muni de cette norme est un espace
de Banach et nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.2 Soient k,l € N et a € A" (R" x R") avec m < k, u < I, alors
a(z,hD,, h) est continu comme opérateur de HL(R™) dans H]i__%(R”) et
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Démonstration. Commencons par remarquer que le cas m = u = 0 est une consé-
quence immédiate du théoreme classique pour la classe de Hérmander Sé’o, [25].
Donnons nous maintenant m, u,l et k dans N tels que m < k, u <[ et considérons
lopérateur pseudo-différentiel

(z)*"™(hD,) " a(x, hDy, h){z) " (hD,)~".

D’apres la Proposition 1.1, c’est un opérateur pseudo-différentiel c(xz, hD,,h) avec
¢ € AY°. Nous en déduisons qu’il est continu de L2(R") dans L2(R") et que nous
avons ||c(x, hDg, )|/ 12 2 = O(R"). Or,

la(a, hDy 1) g1

la(z, h D)l gt gi—u = sup ||

iy, FEH! 140 1 2

|a(z, hD,, h)<$>_k<th>_lf||H;;_z;n

= sup — —
FEL2, 140 1) =* (D)~ f || 1
k—m l—u —k -1
<C sup [(x)*""(hDy) "a(z, hDy, h)(x) " (hDy) " f|| 2

FeL2, f£0 1 f1 22

< le(@, Dy, h)| 2,12 = O(A").

d’ou le résultat annoncé. [ ]

1.1.2 Lemme d’Egorov dans des espaces de Sobolev a poids

Nous allons étudier I'action du propagateur e~ th ™ P(h) ag50cié & I’opérateur auto-
adjoint P(h) = —3h?A+V (z) avec domaine H?(R"). Plus précisément, nous sommes
intéressé par action de e~ 'P(") sur des espaces de Sobolev & poids. Notons ||.]|
la norme L?, alors nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.3 Supposons que le potentiel V' satisfait (V), avec p > 1. Soient
LkeN et fe HFR). Alors Vt € R, e~ 'P( f ¢ HL(R") et

23k+2l

Vlal € {0,..., 1}, || (@) (hD,) ™™ PW £l < C ) Y @k D) f |

|BI<i+k

ou C est une constante indépendante de h €]0,1].

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur k € N.

1) Commencons par démontrer le résultat quand k = 0. Nous effectuons un
raisonnement par récurrence sur [ € N,

e Sil =0, le résultat découle du fait que e~ P(1) est une isométrie de L2 (R™).
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e Supposons maintenant que la propriété est vraie jusqu’au rang [ > 0 et soit
a € N" tel que |a] =1+ 1. Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que
a1 # 0, de sorte que (hD,)* = (hD,)* (hD,,) avec |o/| = I. Ecrivons

(hDy)*e™ PO f = (WD) e " PO (WD) f + (hDy)™ [hDay e PP,
Par récurrence, nous savons que

[(hDy)™ e PW (hDy ) fIl < CF S || (hD2)? (hDy) ) f |
|8 <1

<o 3 | (hDy)’f ) -

|8|<l+1

Il reste donc & estimer ||g|| avec g = (hD,) [thl,e_"thilp(h)]f. Un calcul direct
montre que

t
[hDyy e~ P = /0 =PI D, | P(h))eh PP £ ds

_ ,L-/t e—i(t—s)h_lP(h) (Dmv)eish‘lP(h)f ds.
0
Par suite, nous obtenons
lgll < /0 (BDL) e PO (D )i P ) s
et en appliquant ’hypothese de récurrence, il vient

t
lgll < C()* > / [(hDy)? (Dy, V)&l PO g || ds.
18/1<1”0
En appliquant la formule du binéme, cela conduit a
21 t ’Y/ r_ ! ish—1
ol <o 35 5 [ ()0 DayyDT e PO .
18/<t~'<p’ 0

Par ailleurs, le potentiel V' satisfaisant I’hypothese (V), avec p > 1, les fonctions
((hD,)? =7 D,, V) sont bornées sur R", de sorte que

t
> / [(hD,)Y eh ™ 2B g ds.
0

21
lgll < C(t)?
1<

Nous pouvons donc appliquer une nouvelle fois ’hypothese de récurrence pour ob-
tenir

lgll < C&y* 3 /0 ()7 [(hD2) fllds < () F1 S [[(hD2) £

[yt lv'|<1
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Comme 2% 4+1 < 2242 ceci fournit estimation souhaitée et achéve la démonstration
du cas k = 0.

2) Avant de démontrer le passage du rang k > 0 au rang k + 1 dans le cas
quelconque, nous allons prouver le résultat dans un cas particulier. Ceci ne sera pas
utilisé par la suite mais pourra faciliter la compréhension du cas général.

e Cas k=1 et [ = 0. Nous devons estimer

(aye PO f = T W ) £ (@), e PO = g1+ g

Comme (z)f € L? alors ||g1|| = ||[(x) f]| et il nous reste & estimer go. Pour cela, nous
écrivons
g2 = [(2), e—ith—lP(h)]f _ _[e—ish—lP(h) <x>ei(s—t)h_1P(h)f]§zg

- ¢
_ _;h e—ishflP(h) [A, <x>]ei(s—t)h*1P(h)fd8'
0

Par ailleurs, [A, (z)] = A((x)) + 2V, ((x)).V, et nous obtenons
t t
lgall < Ch / JA((@))e =M PO flds 4 Ch / IV ((2)). Vo e=0P PO £ g,
0 0

Les fonctions A((z)) et V,((z)) étant bornées, nous obtenons

t
lgall < COIFI+C Y /0 |(hD)e =D P s,

laf<1

En appliquant le cas £ = 0 au second terme du membre de droite de cette inégalité,
nous trouvons

loll < Clfl+¢ Y /0 (s — || (hD,)  |ds

laf<1

< COIfI+ TS (D) fIl < C™ ™ S |[(hDy) £

laf<1 laf<1

et la démonstration est complete dans le cas k=1, [ = 0.

e Nous donnons maintenant la démonstration dans le cas général. Supposons que
la propriété est vraie au rang k et soit f une fonction de H ,ii’i“, avec [ dans N. Soit
a € N tel que |a| <1, nous avons

<x>k+1 (th)ae—ith—lP(h)f _ (th)a<x>k+1e—ith—1P(h)f
+ (@)1, (hDy) e PO 5
_ (th)ae—ith’lP(h) <.’L‘>k+1f + (th)a[<x>k+l’ e—ithflP(h)]f
+ ()", (hDy) e PO 5.

(1.2)
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Un calcul immédiat nous fournit 1’égalité suivante

@ (D) = — Y (g)<th>ﬁ<<x>’““><th>a-ﬂ. (13)

0£B<a
D’autre part,

[<£L‘>k+1, e—ithflP(h)]f _

_[e—z’sh’lP(h) <x>k+lei(s—t)h*1P(h) f]zzt

o 1.4
— TZh e—ish_lP(h) [A, <x>k+l]€i(s—t)h_1P(h)fds’ ( )

0
car [P(h), (x)kT1] = [=h2A + V(z), (z)**1] = —h?[A, (z)**!]. En combinant les

équations (1.2), (1.3) et (1.4), nous obtenons
<x>k+l(th)ae—ith_1P( )f (hDy)%e —ith~ 1P(h)<l’>k+1f

@ (th)ﬁ(<x>k+1)(th)a—ﬁe—ithflp(h)f
2 ()

t
—ih(hD,)° / ¢mISh TP ()10 P() £
0

=I1+1I+1II1I.
(1.5)

Commencons par estimer le terme I. Par hypothese, (z)*+1f ¢ H(l]+k:+1 et nous
pouvons appliquer le cas k = 0 pour obtenir

M1l =] (hDe)e PO @M < 00> 37 || (hDa)* () 1 |
|61<l

En utilisant Péquivalence des normes ||.||.;; et N!. nous obtenons
H! k>

21
Il < @™ > 1) (hD2)  f]l. (1.6)
1B1<l
Passons maintenant & I’étude du terme 1. Pour tout |3| # 0, nous savons que

|(hD2)? ((2)*+)] < Cla)* 1V < Ofa)t

et nous obtenons I’estimation suivante

I 1I]| = | Z <g> (hD)P (Y1) (hD, ) Beith P f|

0#£8<a
<C Z hD a— ,8 —ith~1P(h) f”
0#£B<a
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En appliquant I’hypothese de récurrence, nous obtenons

> @k DLy sl (1)

|v|<I+k

22l+3k

| (z)*(hDy ) BP0 || < O (1)

Pour achever la démonstration, il suffit donc d’estimer le terme I11. Calculons le
commutateur [9; , (z)FH1] = 8§j((x>k+1) + 20, ((x)F*1)0,,. Nous déduisons du cas
k =0 que

‘|ih(th)ae—ish*1P(h) [A, <x>k+1]ei(s—t)h*1P(h)f||

< h(s)P 3 [[(RDa)T[A, () el 0 PO £

[v1<i
< h()2 3 [[(hDy) A(()HH)ellsm 0T B g
[vI<l
22l Z ZH hD '78 >k+1)( ) i(s—t)h fH
lv|<tj=1

Notons Ji le premier terme du membre de droite de cette inégalité et Jo le second.
Pour v € N*| nous avons

107 ({z)E )| < Cla) N < Oy,

donc
I(RD) A () H)elle- 0 P ) <
Z (D I((BD2)PA) () ) (D, 1~ Peile=OM P |
B<y
< CZ [(2)EH1=B1+2) (p, p )1=Bils—h " P(R) ||
B<y

Nous pouvons donc appliquer ’hypothese de récurrence pour obtenir

21 214-3(k—1) _
Ji < Chis)* (s —1)? S @Dl
1B|<l+k—1
De la méme manieére, pour tout j = 1,...,n, nous avons
Z S— -1
[(hD2) 0 (@) )R Dy =D PW £ <N () [[((hD2) 0 ) () )
B<y

(hDy)~ ﬁhD ez(s DRTIPM) |

<O @) P (D, )1 =P Dy, et~ P |
B<y
2(1+1)+3k
<C(s—t)’ > I @"nD) f |
18| <l4-k+1
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et il suit immédiatement que

Ty < Ofs)P (s =ty ST @)k (hD, )P f - (1.9)
|B|<l+k+1

En combinant (1.8) et (1.9) nous obtenons

2143(k—1)
2 dsx

< [ (1=

4 <S _ t>22l+3(k+1)—1>

x> @) (aD) f |

|B|<I+k+1

< C<t>221+3(k+1) Z H (x>k(th)ﬁf ” )

18| <l+k+1

Enfin, en réunissant cette estimation et les équations (1.6), (1.7), nous obtenons

a —ith—1 214-3(k+1)
| (@ (D, e ™ P < o T ST @) (D) f |
|B|<iI+k+1
et la proposition est démontrée. [ |

Nous sommes maintenant en mesure de prouver un lemme d’Egorov dans des es-
paces a poids. Il existe de nombreux travaux sur le Lemme d’Egorov. Dans le cadre
classique, nous renvoyons aux livres [22], [61] et [62]. Dans le cadre semiclassique, D.
Robert [51] démontre un Lemme d’Egorov, mais son résultat ne donne pas d’estima-
tion dans les espaces a poids que nous considérons. Enfin, signalons que Bouzouina
et Robert [5] ont étudié la propagation d’observables quantiques en temps longs.

Notons P, le flot associé au champ de vecteur Hamiltonien

Hple) = (%70 ) @)

—Ogop
ot op(z,£) = 3|¢ + V(x).

Lemme 1.1 Soient w € C§°(R" x R") et p € A" (R* x R"), (m,u) € R x R.
Supposons que pour t > 0, p(x,&) s’annule sur ®;(supp(w)). Alors nous avons l’es-
timation suivante

Va €N, | pla, hDy)e ™ PM (e, hD,) || —a.0= O(h™),

ot || A ||la,g désigne la norme d’opérateur borné A : L2 — L%.

Démonstration. D’apres la Proposition 1.1, la démonstration se réduit au cas
a = 0. En effet,

lp(x, hD,)e ™ PP (2 hD,) || - g = Bz, hD,)e MG (2, D,)

|0,0

24



1.1 Analyse microlocale semiclassique

avec
p(z, hDy) = (x)*p(z, hD,) € AT+

et
&(z,hDy) = w(x, hDy){(x)* = Oon(x, hDy) + b pn(z, hD,),

ouwy € CG°(R™ x R™) avec supp wy C supp w et py € AO_N’_N. Pour N € N assez
grand, les Propositions 1.3 et 1.2 nous fournissent I’estimation suivante

(2, hDy)e™ """ PW) o (2, hD,) o0 = O(1).

Par la suite, nous supposerons donc o = 0. D’apres le calcul développé dans le
Chapitre 11 de [11], nous savons que

e‘ithilp(h)w(:r:, th)eithilp(h) =wn(z,hD;) + hNRMt

avec wy € C§°(R® x R"), supp(wn) C @;(supp(w)) et
t
R+ :/ ei(t—T)h‘lP(h)TN(a;’ th)e—i(t—T)h_lP(h)dT7
0

N —N,—N .
oury € Ay, . Par suite, nous avons

Ip(a, hD,)e ™ PN (a, kD, oo
_ ||p($, th)e—ithflP(h)w(x’ th)e—ithflP(h) |0’0

< |lp(z, hDz)wn (&, hDy)llo,o + W™ [[p(z, hD2) Riv.illo,o-

Comme supp(p) Nsupp(wy) = 0, alors

Ip(z, hDz)wn (2, hDz)lloo = O(h™)

et il reste & montrer que ||p(x, hDy)Rnt|lo0 = O(1). Partons de l'inégalité suivante,

lp(x, hD,) et Dh Py (2 mD,)

lo.0 < llp(%, hD2) || g, 12 X

% Hei(t—f)h—lP(h) HHQ”*“,Hg@ rn (e, hD:v)HL2,H;“+“'

De la Proposition 1.3, nous déduisons ||¢'(t=7)h ™" P(h) | gm+u gm < C{t—7)™. De plus,
pe AZ%“ etry € AO_N’_N, donc ||p(z, th)HH;an’LQ =0(1) et ||ry(z, th)HL27H7’T+u =
O(h¥). En réunissant les trois dernieres estimations, nous obtenons

||p(x’ th)ei(t—T)h_lP(h),,,N(m7 th)e_i(t_T)h_lp(h) ||070 < C(t - 7_>m

et en intégrant nous concluons que ||Ry¢[jo,0 = O(1). Ceci acheve la démonstration
du lemme 1.1. |

25



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.1.3 Front d’onde semiclassique

Le but de cette section est de rappeler brievement la notion de front d’onde semi-
classique utilisée dans la démonstration du Théoreme 3.2. Il existe plusieurs notions
de front d’onde semiclassique (cf. par exemple [30], [16], [39]). Nous commencons
par rappeler la définition que nous utilisons.

Définition 1.2 Notons D..(R™) l’ensemble des distributions u(x, h) de D'(R™) telles
que pour tout x € CG°(R™), il existe N € N tel que

[Fr(xw) (€ R)| < Cnh= MY,

ot Fp(u) est la transformée de Fourier semiclassique de u définie par la formule

(1.1).

Pour a € A" = A""(R"™), notons Opy(a) Vopérateur a(z,hDy,h) et L£;"" =
Opp(A;""). Nous dirons qu'un voisinage I' de § € R" \ {0} est conique si V¢ €
I, VA>0, X eT.

Définition 1.3 Soient P = p(x, hDy, h) dans £;"", m,u € R, k € N et soit (z, &)
dans T*(R™). Nous dirons que P est elliptique en (x9,&y) s’il existe un voisinage Vp
de xg, un voisinage conique I'g de &y et une constante ¢ > 0 tels que

V(z,€) € Vo x Lo, Yh €]0,1], |p(z,& k)| > Ch™F(E)™.

Nous posons Car®*“(P) = {(xg,&) € T*(R™); P est elliptique en (xo,&p)}.

Définition 1.4 Soient u € DL (R") et (xg,&) € T*(R"™). Nous dirons que (z9,&p)
n’appartient pas ¢ WF*¢(u) s’il existe un voisinage Viy de xg et un voisinage conique
Lo de & tels que pour tout p € CG°(Vy) et pour tout N € N, il existe Cy > 0 tel que

Ve € Ty, Vh €]0,1], |Fn(pu) (€, )| < OnhN (€)7N. (1.10)
Comme pour le front d’onde classique, nous avons les propositions suivantes.

Proposition 1.4 i) Soit u(x,h) € D.L.(R™) et supposons que WEF*(u) = 0.
Alors quels que soient k,m € N; u € thﬁ?c(R”), c¢’est-a-dire

VX € CP(R"), 3C >0, VO < h < 1, |Ixu(., h)|| gm(gny < CR".
ii) Soient u(x,h) € D, (R") et x € C§°(R™), alors

WE*(xu) C T"(supp(x)) N WF**(u).
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1.1 Analyse microlocale semiclassique

Démonstration. Commencons par la démonstration de i). Soit (x,&p) € T*(R"),
alors (x0,&0) ¢ WEF*¢(u) et il existe x € C5°(R"™) vérifiant x(z¢) = 1 et un voisinage
conique Uy, de &, tels que

VN € N,V¢ € Ug,, |Frlxu)(& h)| < CyRN (€)Y,

ot C est une constante positive. De plus, supp(x) x S"~! étant compact, nous en
déduisons facilement qu’il existe C' > 0 tel que

VN €N, V& #0, |Fu(xu)( h)| < OnhY (€)Y, (1.11)
D’autre part,

s W)l m = [{D2)™ (xw)l| 2 = [|Fn((Dz)™ (xw)) | 2
= [k &)™ Fn (x| 2

De I’équation (1.11), nous déduisons
(A ™ Fu(xu)(€)] < OnhN ()™,

donc pour N € N assez grand, ||xu(., h)||gm < Cxnh™ N ce qui acheve de démontrer
i).

Démontrons maintenant ii). Soit (xg, &) € T™*(supp x)¢ U WF*¢(u)¢. Nous sup-
posons d’abord que (zg,&) € T*(supp x)¢, c’est a dire z¢ ¢ supp x. Nous pou-
vons donc trouver un voisinage Vy de xg tel que Vo Nsupp x = (. Par suite,
quel que soit p € C§°(V), nous avons Fp,(pxu)(§) = 0 et nous en déduisons que
(0,&0) ¢ WEF*¢(xu). Supposons maintenant que (zg, &) € WF*(u)¢, de sorte qu’il
existe un voisinage Vy de zy et un voisinage conique I'y de &y tels que pour tout
p € C§° (Vo) et pour tout N € N, I'estimation (1.10) est satisfaite. Or, si p € C5°(Vp),
alors px € C§°(Vp) donc

VYN €N, 3Cy > 0, V€ € Ty, |Fn(pxu) (&, )| < OnhN (&),

Nous en déduisons que (zg, &) ¢ WE*(xu), ce qui acheve la démonstration. ]

Proposition 1.5 Soit u(x,h) € D.L.(R™) et supposons qu’il existe un compact K
indépendant de h tel que supp u(.,h) C K. Alors

WF*¢(u) C T*(K).
De plus, si P € L,"" nous avons

WF*¢(Pu) C WF*(u) C WF*¢(Pu) U Car®‘(P). (1.12)

Démonstration. L’inclusion WF*¢(u) C T*(K) est une conséquence immédiate du
ii) de la Proposition 1.4.
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Les inclusions (1.12) se montrent comme dans le cas du front d’onde classique.
Nous donnons ici une démonstration dans le cas ou P est un opérateur différentiel
P(z,hD,) = Z ao(x)(hD;)?, inspirée de [3].

laj<m
Soit (z9,&) ¢ WEF*“(u), alors il existe un voisinage V) de xg et un voisinage

conique I’y de &y tels que pour tout p € C§°(Vp), 'estimation (1.10) est satisfaite.
Soient x € C§° (Vo) et p € C§°(Vp) telle que p = 1 sur supp ¥, alors

Fu(xPu)(€) = FalxP(pu)(©) = 3 / x(@)aa (@) (hDy)" (o) (x)da
la|<m
- / @ ula)de = 3 Fulpau) (OE"
la|<m la|<m

oll po € C3°(R™) avec supp po C supp p. nous avons donc
VN, Va, |Fp(pau)(€)] < OnAY (€)Y,

ce qui achéve de démontrer que WF*¢(Pu) C WE*¢(u).

Prenons maintenant (zg, &) € (WEF*¢(Pu))“N(Car**(P))°. Soient Vj un voisinage
de z¢ et I'g un voisinage conique de &y tels que pour tout p € C§°(Vp), (1.10) est
satisfaite pour Pu. Soit ¢ € C§°(V}), alors

Filou)(€) = (2mh) " (u, e ),
Notons Q(z,hD,) = 'P(x,hD,), nous cherchons v telle que
o= e—z‘h*1<x,£>Q($’ th)(@be“”l(x’@).
En notant p(x, &) le symbole de P, nous avons
M AQ, kD) (e ) = p(a, v+ hQuath .+ W Qo
avec Q¥ = Q;(&§,Dy)y = Z £§“Aj(x, Dy)y o Aj(x,m) est un polynome homogene
lal=j

en 7 de degré m — j. Comme P est elliptique en (z, &), alors p(z,&) # 0,V(z,§) €
Vo x I'g et pour N € N*, nous pouvons poser

(2, 8) = (p(2) +ar(x,§) + ... +an(x,8))

1
p(z,8)

avec agp = p et V1 < k < N, ak+th_1(h)(akT*1) +... —I—thm_k(h)(%O) = 0. Dans
la définition précédente, nous avons posé @; = 0, Vj < 0. Par construction, nous
avons donc

e~ Q2 kD, ) (e ) = p(z) + ry (3, €, ),
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—-N,—N 1
avec ry € Ay . Nous en déduisons

F(pu)(€) = 2mh) ™" (Pu,hye™ @O) — (u,ryeth @)
= Fn(nPu)(€) — (u,rye @0,

Comme ry € AJ_\,N’_N et u € D, alors il existe k > 0 tel que
[, rye™ ™ 9) = O(RN () VHR). (1.13)
De plus, supp ¥n C Up, donc pour & € I'y,
[Fa(n Pu)(€)| = O(RN(€)~). (1.14)

En réunissant les équations (1.13) et (1.14), N pouvant étre pris aussi grand que
nous le souhaitons, nous obtenons le résultat annoncé. [ ]

1.1.4 Composition d’opérateurs Intégraux de Fourier et d’opéra-
teurs pseudo-différentiels

Dans cette partie, nous prenons ¢(x,§), (z,£) € R* x R® une phase réelle telle
que

1090, (p(,€) — (2,€))] < Cayp(x) 1! (1.15)

pour un certain ¥ > 0. Donnons nous aussi des symboles a(z,&) € Ag’+°° =

ﬂ Ag’l,p € Ret w(x,§) € Ag’+°°, q € R Lopérateur Ip(p,a) est défini sur S(R")

leN
par

. )(w)(e) = @) [ [ A 0Data uly)dyde, w € SE). (L16)

L’hypothese (1.15) entraine que I(p,a) est un opérateur continu de S(R™) dans
lui méme. Le lemme suivant donne un développement asymptotique de I'opérateur
w(x, hD;)In(p,a). Ce résultat est essentiellement connu et pour le confort du lecteur,
nous rappelons ici la démonstration donnée par J. M. Bouclet dans un cadre un peu
plus général (cf. [4], Proposition A.2).

Lemme 1.2 Sous les hypothéses précédentes, w(x,hD;)In(p,a) est un opérateur
Intégral de Fourier I (@, woa) avec la méme phase o(x,§) et un symbole woa(x, &) =
e_ih_l‘P(r’f)w(az, hD,) (et ¢@)q(z, €)). De plus, woa(x, &) admet un développement
asymptotique

woa(:c,f): Z hj(woa)j(x,f)+thN(x,£,h)

0<j<N

qui satisfait les propriétés suivantes.
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i) Les symboles (w o a)j(z,§) sont des combinaisons linéaires des

Oyw(a, up(a,€))07a(w, )07 () ... O3 o(w, £),

ou |B] < 2§, |ay| > 2, VI.
it) 1l existe une fonction f : N — Z satisfaisant Nlir}rl f(N) = +oo telle que le
— 400

_f(N)7+

reste rn(x, &, h) appartient a A, °° uniformément par rapport & h.

Démonstration. D’apres le théoreme de Fubini, w(z, hD,) I} (¢, a) est un opérateur
Intégral de Fourier Ij,(p,w ¢ a) avec phase ¢(x,&) et symbole

woalw,§) = e "D, hD, ) (€ a(a,€)).

Notre but est d’établir un développement asymptotique de w ¢ a(x,§) et d’estimer

x
le reste. Posons ¢(z,y,£) = o(y,&) — (x,&) + (v — y, Vep(x,§)) et effectuons le
changement de variable n — n 4+ V,p(x,§), le symbole w ¢ a(z,§) s’exprime de la
maniére suivante

woa(z,€) = (2mh)" / / Vo (@) ™ 6w vy (o, m)aly, €)dydg
(1.17)

_ (2ﬂh)—n//ezh_ x—y,n)ezh—lzﬁ(x,y@w(%n+chp(%f))a(%f)dydf'

Nous utilisons la formule de Taylor pour écrire

w(@,n + Vap(,€)) Z —85 w(x, Vap(z, O’ + > ra(h, B,2,8,m),
\BI<N 1B|=N

1
avec ry(h, B,2,&,m) = %nﬂ/ (1 —t)N_lﬁgw(a:, Vap(z,€)+1tn)dt. A laide de cette

0
formule et de (1.17), nous obtenons w ¢ a(z,&) = (won a)(x,§) + ry(z, &, h) avec

(won a)(z,§) = (2mh)~ Z //[3' ih ™ ({z—ym)+e(z,y.€))

1B1<N
x Opw(w, Vap(x, £))n’ dndy

et

(x,& h) Z ﬂ'n /n /n/ N 1gih ™ ((w—ym)+é(x,.€)) o s,

BI=N
x Opw(x, Vop(x, ) + tn)aly, §)dtdydn
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Premiére étape : En partant de nPeth (z=vm) — (ihay)ﬁ(eih_l@_y’”)) et en
intégrant par parties, nous obtenons

(wona)(z,§) = Z (2mh) ™" 85 (z, Vip(x, §)) /n/n (z—ym)

|
IB|<N A
x (ihdy)? (a(y, n)e™ V) dydn

= Y (e, Vap(w, €) i) 00 (aly, €)™ Hn )],

1N
\5|<NI3
1 . ih—lo(x
= 3 0l Vapl ) 3 0ol o),
|Bl<N B1+G2=0

(1.19)
De plus, une récurrence immédiate montre que

B2
o (e ) =N N OB, o) b P o
J=1Ba1+...462;=0

et en utilisant le fait que ¢(., z, &) s’annule au second ordre en y = x, nous obtenons
la formule suivante

|B2]/2
2 (e ew)] =N N CBar, . Bop) (O 8 ) (2, €).

Jj=1 Ba1+..4+B2;=02

Cette équation combinée avec (1.19) conduit a

|B21/2
wOoN CL(.’L‘,f) = Z 8514‘52( Z hN—] Z C(ﬁ217,,,’ﬁ2j)x
|B1]+]Bl2<N j=1 Bo1+...AB2j=P

X w(z, Vap)dP2ep. .. ﬁfzjgpﬁxa(x, f))

Y > ClBaree Boy)x

k=0 2(N—k)<|Ba| <N B21+...+F2;=02
|81|<N—|Bz2]

X w(z, Vap)dP2p. .. ﬁfzjgpﬁxa(x, €)
ce qui acheve la démonstration de i).

Seconde étape : Nous allons maintenant démontrer ii). Nous devrions établir des
estimations de 8?8? ry, mais par soucis de concision, nous étudierons seulement rp.
En intégrant par parties, nous pouvons facilement montrer que

rn(hyx,€) = (i)Y ) / 27rhN 1/n/n =) (1) =2M

|B1]+]|B2|1=N
x 00wz, Vap(w,€) +tn) (1 — K2A,)M[a5 (¢ 9@ v:9)9lq(y, €)dydndt.
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Soit xo € C§°(R™) tel que xo = 1 dans B(0, 1), xo = 0 hors de B(0, 2). Nous utilisons
la partition de I'unité

T —y T —

1= (1= xo(e = 1)) + xo(z = 9)(1 = xo(=—=)) + xo(& =)o ﬁ%

= Xl(x¢y) + XQ(x¢y) + Xg(l’,y)-

A Tl’aide de cette identité, nous écrivons la formule précédente sous la forme :
n(h,z,€) = ZrN] h,z, ),

ou

(h — (ih 1_tNl eth™Ha—ym) o
TN,]( ,l’,f)—(@) Z 27Th " nXny

|B1]+]|B2|=N
x OPw(x, V(e €) + tn) () M (1 —hQAy)M[afl(eih‘lqﬁ(x’y’i’)aﬁ?a(y,5>dedndt.

Commencons par traiter le terme associé a x;. Comme 0 ¢ supp(l — xp) nous
pouvons écrire 1 (xz,y)e @Y = v (z, )|z — y|_QThQTAZ(e"hA(x_ym),Vr et in-
tégrer par parties pour obtenir

N 1
SRR D I = ey A

[B11+1B2|=N
|ot|+|az|=2M

x x1(z,y)e @D AT 980 (2, Vo (x, €) + tn) () M) x
x Ot (e OO gt oy, ) dydnt.

De plus, nous montrons sans difficulté que

VL € N, 90202 (th ™ @wygabia(y €)| < Cp(y) "M N2 (e)~F

et par construction A;[@gw(az, Veo(x, &) + tn)(n)~2M] < C{n)~2M. De ces estima-
tions, nous déduisons que

h2r+2—n
rni(h,z,§) < 7><
X117y —2M  \—2M—N+2
x oy / / (v) dydn
|61 +16g = K" IRT (r—y
\a1\+|o¢2\ 2M

et si nous utilisons la majoration (z —»)~" < C{(z)~"(y)!"|, nous obtenons

2r—+2
) [ [ gy

() ()"

lrni(h,z, &) < O
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Ainsi, en choisissant M assez grand, nous nous assurons que

/ / <y>r—2M—N+2<n>—2Mdydn<+oo

et le premier terme satisfait I'estimation souhaitée.

Occupons nous maintenant du terme associé a yo et remarquons que chaque
(x,y) € supp x2 satisfait 2 > |z —y| > Vh. En travaillant comme dans le cas de N1
nous aboutissons

N+2M 1_tN1 2r —2r
ra(h,2,€) =(ih) > [ Sam L] Gtz

[B11+182|=N
|a1|+\a2| 2M

X Xa (@, y)e™ VI AT 080w, Vap(x, ) + ) x () M
x [P (e g a(y, €))dydnd

et avec les estimations utilisées dans le cas de 7,1 nous obtenons

h2r+2 n _I X2,y —2M
Irn2(h,2,8)] < C——— (2m)" {© > /n /n|x—y\2’“

[B11+182|=N
o [+ |=2M

<y>_2M_N+2dyd7]-

Une fois de plus, nous écrivons (y) ™™ < C{z —y)(x)~M et nous utilisons le fait que
Vh < |z —y| < 2 sur supp(x2) pour trouver

Xo (@, y)|w — y| =2 (y) M NFE < () M (y) M N2
et
hr2- n v _2M MNan
Irn2(h,2,8)| < Cnp——— (%)n / / dydn.

Comme la derniere intégrale est finie pour M et N assez grands, le terme ry o
satisfait les bonnes estimations et il reste a traiter le terme 7y 3.

La démonstration est basée sur I'estimation suivante (cf. [4]),

\51\

|95 (e v < Chm 3 (2) 710, V(2 y) € supp(xs).

Notons N* = N + 2M et supposons |B1| + |52] = N, |aq| + |az] = 2M ainsi que
Iv1| = |ea| + [B1] > 3N*, nous avons

laq [+181]
2

<x>—\a1\—|ﬁ1|<y>—|a2|—\ﬁ2\

Z2
*

O+ a5 Ry, €)] < Ch-
h ril(y) =N Hnl

| (711 1l

SOWE @) F e —y) F ) ()N
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De plus, (x — y) étant borné sur supp(xs), nous obtenons

__3N* N*

= {y) 7

|5§z1+ﬁ1 (eih*l¢)8§‘2+ﬂ2a(y,§)| < Ch_NT*<x>

Dans le cas oit [y2| = |aa| +[B2| > 3N*, nous établissons de la méme maniére

_3N*

(y)~ 5.

Enfin, si |1 < 255 et 72| < 2 alors |y1| > & et nous obtenons directement

N*
2

O ()05 R aly. )] < ChF ()™

‘8;61'1‘51 (eih_1¢)8;”2+ﬁ2a(y, )] < on% <x>_NT <y>—NT, (1.20)

Ainsi nous pouvons conclure que (1.20) est satisfaite pour chaque «;, 3;. Avec cette
estimation, il est évident que

N*
h=2=" .\, (N _ _N*
S (© M@ [ [ ) dyan

ce qui acheve la démonstration. [ |

|7“N’3(h,l‘,£)| <

1.2 Rappels de théorie de la diffusion pour 'opérateur
de Schrodinger

Dans cette partie, nous rappelons quelques résultats de la théorie de la diffusion
pour lopérateur de Schrodinger. Nous nous attarderons sur les différentes formules
de représentation de la matrice de diffusion et nous essaierons de mettre en évidence
la différence entre le cas d’un potentiel de courte portée avec p > ”TH et le cas de
courte portée avec seulement p > 1.

1.2.1 Résultats généraux

Considérons l'opérateur de Schrodinger semiclassique P(h) = —%hQA + V, sur

R, n>2, 0 < h < 1. Nous supposons qu’il existe p > 1 tel que V(z) satisfait la
condition suivante :
Hypothese (V), : V est une fonction C* a valeurs réelles telle que

Vo e N, Vo € R?, |00V (z)| < Cylz)Plol,

L’opérateur P(h) avec domaine D(P(h)) = H?(R") est auto-adjoint sur L?(R").
Pour tout intervalle compact I C R , les opérateurs d’ondes sont

WE(I,h) = lim e tPWe=h"th(h) pp (7).

t—too
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1.2 Rappels de théorie de la diffusion pour I'opérateur de Schrodinger

ou Ep, est le projecteur spectral associé a Py(h). D’apres [1], nous savons que ces
opérateurs existent et qu’ils sont complets. Nous pouvons donc définir 'opérateur
de diffusion S(I,h) = W (I,h)*W~(I,h). Cet opérateur se diagonalise a 'aide de
la transformée de Fourier en un opérateur unitaire

S(\ h) : L?(S"71) — L2(S™7h,

appelé matrice de diffusion. Nous introduisons ensuite I'opérateur T'(\, h) défini par
S(A\h) = Id — 2imT (A k). 11 est connu (cf. [1], [32] et [33]) que T(A, h) est un
opérateur compact. Si p > ”TH, c’est méme un opérateur de Hilbert-Schmidt et
nous notons T'(6,w, A\, h) son noyau. De plus, d’apres [29], sous ’hypothese p > 1,
T(A, h) est un opérateur intégral et son noyau T'(6,w, A, h) est C par rapport a la
variable (0, w) € S"~1 x S"~1\ {0 = w}. Avec ces notations, 'amplitude de diffusion
est donnée par
fO,w, A\ h) =c(A\,h)T(0,w,\ h),

avec o .

c(A\h)==27(2\)” % (27h) 2 e " 4
Nous verrons plus loin que le comportement de ’amplitude de diffusion est intime-
ment lié au comportement de la résolvante de I'opérateur P(h). Nous ne menons pas
une étude détaillée dans cette partie, nous nous contentons de rappeler la définition
et le principe d’absorption limite.

Comme P(h) est auto-adjoint, alors R(z) = (P(h) — z)~! est bien définie pour
z € C\ R De plus h €]0,1] étant fixé, nous savons (cf. [1]) que

R(A+i0) = lim R(\ =+ ie)

e—0,e>0

existe dans I’espace des opérateurs bornés £(L2, H? ) & condition que o > %

1.2.2 Représentation de la matrice de diffusion.
Notons tg(x, \,w, h) la fonction propre généralisée de Py(h) = —h2A :
Yo(z, N\, w, h) = exp(ih"'V2A(z,w)).

Si le potentiel V satisfait (V), avec p > 2, alors la fonction V (z)yo(z, A, w, h)

appartient & L2 (R"), quel que soit a < p — 5 (notons au passage que p — 5 > %)

Par suite, la fonction propre généralisée ¢4 (z, \,w, h) de P(h) est donnée par
by = o — R(A+0) Vil (1.21)
et le noyau T'(0,w, A\, h) a l'expression suivante

T(Qa W, A, h) = CO(Av h)2<V'¢)+(a A, w, h)a wO('a A0, h)>L2(R")> (122)

35



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

avec .,
co(Ah) = (2mh) "2 (2N) 7 .

D’autre part, amplitude de diffusion f(0,w,\, h), est définie par 'asymptotique

suivante

n—1

¢+(T0, A7"‘)7 h) - 1/}0(7’0, A7w7 h) —+ f(ej w, A7 h)r_nTileih_l\/ﬁr + O(T’_T)’

lorsque r — 400 et nous vérifions aisément que f(0,w, \, h) définie de cette maniere,
satisfait f(0,w,A\,h) = c¢(\,h)T(0,w, A, h), comme cela est annoncé dans la partie
précédente.

Dans le cas général p > 1, nous ne pouvons pas définir T'(f,w, A\, h) comme
précédemment. Remarquons, par exemple que R(A + i0)V g est bien définie si et
seulement si V4o appartient & L2 pour un certain a > % Dans notre cas, cela revient
a supposer (V), avec p > "TH Ainsi la premiére étape dans ’étude de 'amplitude
de diffusion, est 'obtention d’une formule de représentation pour T'(6,w, A, h) dans
lecas 1 < p < ”T“ Une telle formule a été obtenue dans [29] et a été utilisée dans
[53] pour prouver un développement asymptotique de I'amplitude de diffusion dans
le cas non-captif, avec p > 1. Nous allons maintenant rappeler cette représentation

et nous commencons par quelques notations.

Nous utilisons les classes de symboles AZ““ définies précédemment. En parti-

culier, nous rappelons que a € A} (Q) si et seulement si VL > 1,VY(o,3) €
N* x N* 3C > 0, V(z,€&) € Q,

020 a(w, €, h)| < CHF(@)m—lel(g)=E.

Nous utilisons aussi les régions entrantes et sortantes de 1’espace des phases définies
par

Fi(R,d,0) = {(2,6) e R" xR : |z| > R,d"! < |¢| < d, £ cos(z,£) > o}

pour R>1, d>1et o €|—1,1[, ot cos(z,§) = fgf@ Pour a > %, nous définissons
Fo(Ah) : L3(R") — L*(S"71), par

FaAN @) =) [ eV faydn, > 0
Soit f € L?Y(R"), v > %, supposons que f a un support compact [c,d] par rapport
a l'énergie, c’est a dire Fo(A, h)f = 0si A ¢ [¢,d]. L'idée de Isozaki et Kitada est
d’approcher opérateur e~ "PMWW. (R)f, +t > 0, par In(as, D1 )e tPM) £ on

les I (ax, ®4) sont des opérateurs Intégraux de Fourier avec symboles a4 et phases
®,, . Formellement, en notant

Tn(as, ®o)(f)(x) = (2mh) ™" / / @)W o (2,6) f(y)dyde,  (1.23)
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1.2 Rappels de théorie de la diffusion pour I'opérateur de Schrodinger

la phase &, doit étre solution de I’équation eikonale

1 1
§|vxq>:l:a(x>£)|2 + V(SL‘) = §|£|2
et les symboles a satisfont les équations de transport

(—%hQA + V() — %|g|2)(aieih”¢ia) ~0. (1.24)

SoientR0>>1,1<d4<d3<d2<d1<d0,0<02_<01_<06<aar<
af < cr;r < 1 et notons Tji = —cr]_’-E pour j = 0,1, 2, de sorte que nous avons aussi
—1<7‘2_<7'1_<7'0_<7'J_<7'1+<7';_<0.

D’apres la Proposition 2.4 de [28], nous pouvons trouver une fonction C* a
valeurs réelles, &, ayant les propriétés suivantes :

(pl) Diq(z,€) est solution de I'équation eikonale 2\V Dig(z,&)? + V(z) = §[¢
dans T'+ (R, do,TO ).

(p2) Pro(z,€) — (,€) appartient a AS’O pour tout € > 0.
(¢3) Pour tout (z,£) € R* x R™, |g %z“( £) — k| < €(Ryp), dji, étant le symbole

de Kronecker et €¢(Ry) pouvant étre choisi aussi petit que voulu en prenant Ry
assez grand.

Cette phase étant construite, nous cherchons a+ sous la forme

+(z,&,h) = Zaijxﬁ

j=0

En remplacant a4 par cette expression dans (1.24) et en identifiant suivant les puis-
sances de h, nous obtenons les équations de transport suivantes

(Va®ia, Vaato) + 38;Prqas0 =0 (1.25)
<qu):taavxa:|:j> + %AxCD:I:aa:I:j = %A:Ea:l:j—la j=>1
avec les conditions & 'infini
ato— letay; — 0, j > 1 quand |z| — 0. (1.26)

Ces équations se résolvent par la méthode des caractéristiques (cf. [28], [29], [53] ) et
nous obtenons des symboles a ; vérifiant les propriétés suivantes (s0) a+; appartient
a Agj’_oo. (s1) supp(a+j) C T+(3Ro,d1, 7). (s2) a; est solution de I'équation
(1.25) avec (1.26) dans T'(4Rg,d2,75). (s3) ax; satisfait Péquation (1.25) dans
'y (4R, dy, 7'2i) Fixons maintenant un entier N assez grand (& choisir par la suite)
et posons

N
a:l:(xaé.a h) = Zaﬂ:](mag)h] € A87_OO'

=0
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Alors, Vopérateur Ji,(h) = Ip(as,Piy) est bien défini et opérateur Ky,, donné
par K1, = P(h)J1q — J1aPo(h), est aussi un opérateur Intégral de Fourier. En fait,
Kyig = Ip(kiq,Pi,) avec

o 1 1 I
ha = ¢ P2 (S WA 4 V(@) — €)M T eay). (1.27)
Par construction, le symbole k4, vérifie les propriétés suivantes :
(kO) kg € A7V
(k1) supp(kiq) C Fi(?)Ro,dl,Tli).
(k2) ko € ANST (DL (4R0, i, 73).

De maniere identique, nous définissons l'opérateur Jy, = Ij(by,P1) associé
a la région Fi(5R0,d3,Jit). Nous définissons d’abord des fonctions phases ®4; €
C®(R?") vérifiant (¢1) dans T+ (Ry,do, oi), (92) et (»3). Ensuite, nous définissons
un symbole

N
b:l:(xa é.a h) = Z b:l:j(xa g)hj
=0

satisfaisant (s0), (s1) pour la région T+ (5Rp,ds, 07 ), (52) pour T+ (6Ry,ds,05) et
(s3) pour 'y (6Ry,ds, Uéc). En reprenant les mémes arguments que ci-dessus, nous
définissons Kib(h) = P(h)J:tb(h) - Jib(h)Po(h) = Ih(k:tba (I):I:b)7 avec

. 1 1 -
by =™ 1@ib(—§h2A + V() - §I£l2)(€m Penpy). (1.28)

Ainsi, le symbole k., satisfait les hypotheses (k0), (k1) pour T'w(5Rp, d3,01) et (k2)
pour I'y (6 Ry, ds, aQi). Maintenant que cette construction est achevée, nous pouvons
donner la formule de Isozaki et Kitada.

Proposition 1.6 (Isozaki-Kitada [29]). Pour A E}d‘éi, %[, nous avons
T (X h) =T1(\ k) — Ta(\, h),
avec
Ty(Ah) = Fo(A h)(Tia(h) + T2, (h) (Kb (h) + Kp(h) Fo (A, h) (1.29)

et

T\ ) = Fo(A ) (Ko (1) + K7 4 (W) R(A+0) (Ko () + K (1) F5 (A, ). (1.30)

Remarque 1.1 Cette construction est valable quels que soient les symboles a+ et
b+ construits suivant le processus précédent. En particulier nous sommes libres du
choix de Uentier N a partir duquel nous tronquons les séries définissant a+ et b.
Dans la suite, nous pourrons donc choisir N aussi grand que nous le voulons.

38



1.2 Rappels de théorie de la diffusion pour I'opérateur de Schrodinger

Nous pouvons immédiatement écrire T (X, k) sous la forme T1 (X, h) = (T, + T, +
TH +T-,)(\h), avec

T h) = Fo(A 1) 3o () K (W) FG (A, ),
T (A h) = Fo(A h)JZ, (h) Ky (h)Fy (A h).
Notons Tfl (0,w, A\, h) le noyau de Tfl (A, h). 11 est facile de démontrer que

TE (0,w, A\ k) = co(\, h)? / G @O (e VAw)ay (x, V2N dz,  (1.31)

ol wig(m, O, w) = Prp(z, V2 w) — Pry(z, vV2A0). De maniere générale, nous avons

Vot (2,0, w)] > V2A0 — w| — [VaPip(z, V2Iw) — V2Aw|
— | Va®ia(z, V2X0) — V220

Plagons nous maintenant dans le cas ou 6 # w. Comme P4y et ®o, vérifient (¢2),
nous pouvons supposer que Ry est assez grand pour que

[Ve®p(, V2Dw) — V2Xw| + |V @iy (2, V2M0) — V2XI)| < 16— wl

quel que soit & € supp(k+p(x, V2 \w)aL (x, vV2M0)). Par suite, dans I'intégrale (1.31),

0 —
Vot ow) > T s

et nous pouvons écrire

th M (@ 0.w) _

— th ihillpig(x,a,w) .
Yk (a0, D) )

En intégrant par parties autant de fois que nécessaire, nous obtenons
T:I:l(ga W, )‘a h) = O(hoo)>

cette estimation étant uniforme par rapport a A € K, pour tout compact K de R’ .
De maniére identique, nous pouvons écrire To(\, h) = (T, + T+ T, +T,) (A, h),
avec

T:—Ii_2(>\7 h) = *7:0(/\7 h)Kia

TN h) = Fo(N h)KE

(R)R(A 4 i0) K1 (h) Fg (A, ),
o (W) RN +i0) K () Fg (A, ).

Notons TfQ (0,w,\, h), le noyau de TfQ()\, h), alors nous avons

T3, (6,w, A, h) = co(A, h)2(R(A + i0)kap (., V2hw)elh San(-V2A0),

1.32
Fpa(., V2X0)eh ™ Pa(V220)y (1.32)
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Nous achevons cette section par une courte comparaison entre cette formule et la
formule (1.22) valable dans le cas d’un potentiel V € C§°(R"). Sif # w et si V a un
support compact, nous pouvons intégrer par parties dans (1.22) autant de fois que
nécessaire, pour obtenir

T(0,w,\, h) = co(\, h)2(R(A +i0)Veh ™ V2ALw) yeih I V2A(O)y

+ O(h™). (1.33)

Les formules (1.32) et (1.33) sont tres similaires, kip et ki, jouant le role de V et
&, jouant le role de la phase plane (z,&). Une des différences principales, est que
dans le second cas, R(A + i0) agit sur une fonction & support compact Veth™Hw),
Par conséquent, sous une hypothese d’échappement de certaines trajectoires, il est
possible d’approcher R(\ + iO)Veih_l<"w> par

T
Z-h—l/ i (PR =2) 17 gih ™ ) gy
0

pour T > 0 assez grand. Ainsi, nous pouvons remplacer la résolvante par un terme
contenant uniquement le propagateur e—th™1tP(h) qui est plus facile & examiner. Ceci
ne peut pas étre fait immédiatement dans la formule (1.32) méme dans le cas non
captif. La raison est que pour tout 7" > 0, il peut exister des particules classiques
partant d'un point (x,£) € supp(kip) au temps ¢ = 0 qui passent au dessus de
supp(k4q) au temps t = T. C’est pourquoi, dans la formule (1.32), nous voudrions
localiser dans des régions bornées. Plus précisément, nous cherchons des fonctions
Jg+p €t g+, & supports compacts, telles que

T3, (0,0, M h) = co(\ h)2(R(A + i0)gpe™ P20, gypet Pa) 4 O(h%).

1.2.3 Estimations microlocales de la résolvante dans le cas non-
captif

Dans cette partie, nous rappelons des résultats établis par Robert et Tamura
dans [52] et [53]. Soit P(h) = —h?A 4 V(z) une perturbation de courte portée du
Laplacien (i.e. V € C®(R") satisfait (V), avec p > 1) et soit A > 0 un niveau
d’énergie non captif pour le potentiel V. Alors, nous avons les lemmes suivants.

Lemme 1.3 Soit a(x,§) un polynome de degré p < 2 et soit o > % Alors, nous

avons l’estimation de la résolvante suivante :

la(z, D) R(A £ i0) la,—a = O(h™).

Démonstration. Nous rappelons la démonstration donnée dans [6]. Comme A est
non-captif pour V, il est bien connu (cf. [52], [18]), que

Va > % 1RO+ i0)|a—a = O(h ), (1.34)

40



1.2 Rappels de théorie de la diffusion pour I'opérateur de Schrodinger

et nous devons estimer ||(z)~“A(z, hD,)R(\ + i0)(z) | r2,12. Pour cela, introdui-
sons 'opérateur elliptique P(h) + 1 et écrivons

(2)"“A(z, hDy)R(\ + 0) (z)
= (x)"A(x,hD,)(P(h
P(h) + i) R(\ + i0)(x) "

vx\_/

2)”
= ()" Az, hDy)(P(R) + i)~ ()"
X [(@)72 4 (i 4+ M) @) RO+ i0) (@)~

Nous en déduisons I’estimation suivante
la(z, hD) RO+ i0)|la,—a < [[(2)”“a(z, hD, )( A(h) +i) " a)®
x ()~ L+ X2[{@) ™ RO\ +i0) () o)
< [[{z)~* a(x,th)( (h) + ) Ha) (oo (1 +ChT).

De plus, en utilisant Dellipticité de P(h) + i et le calcul fonctionnel développé dans
[11] nous obtenons |[(z)~%a(x, hD;)(P(h) + i)~ H{z)*|jo0 = O(1) ce qui acheve la
démonstration. m

Lemme 1.4 Soit wy € Ag’_oo tel que supp(ws) C T'L(R,d,o4). Alors pour tout
a > 1, nous avons les assertions suivantes :
i)
| RO\ £490)w (2, hDy) || —ars—a= O(h™1), ¥ > 1.

it) St oy > o_, alors

| we(x, hD)R(\ +i0)w (z, hD,) | —a,a= O(h™).

iii) Siw € Ag’m, m € R et supp(w) C {|z| < R}, 0 < R < R, alors

| w(@, hDy) RO\ £ i0)ws (2, hDy) ||—a.a= O(h™).

Démonstration. Ce lemme est le méme que celui utilisé par Robert et Tamura

dans [53], & l'exception de iii) out nous donnons une estimation pour w € Ag’m, Vm,
. 07—00 . , . . ~

au lieu de w € Ay, mais la démonstration fonctionne avec les mémes arguments.

11 suffit d’utiliser effet régularisant et pondérant de w (x, hD,) afin de neutraliser

w(z, hD,). Nous laissons les détails au lecteur. ]

Le lemme suivant est central dans I’analyse menée dans [53]. Remarquons que
Pentier N qui apparait dans I’énoncé est celui que nous avons fixé au moment ou
nous avons défini les symboles a+ et by. Cet entier pourra étre choisi arbitrairement
grand par la suite (cf. Remarque 1.1).
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Lemme 1.5 (Robert-Tamura [53], Lemma 2.1) Sous les mémes hypothéses que
dans le Lemme précédent et pour o > 5, les assertions suivantes sont vraies :

i) | KL (MR A+ 0)Ky(h) [—aa= O(RF),
i) | K2y (h) RO+ i0)K_y(h) [|—aa= O(h>),
iii) || Ko () RO+ 10) (1 = x3)K_(h) [|-aa= O(h%),

)
) (1= xa) Kya) " (W) RA +i0)xs K 5(R) || ~a.a= O(h

ol

).

Démonstration. La démonstration est une conséquence du Lemme 1.4. En effet,
les opérateurs Intégraux de Fourier, Ky, et K, localisent dans des régions en-
trantes et sortantes modulo des termes d’erreurs d’ordre O(h*). Plus précisément,
ces régions sont telles que si ces opérateurs étaient des pseudo-différentiels, nous
pourrions appliquer directement le Lemme précédent. Nous nous ramemons a ce
cas en utilisant les résultats de composition entre opérateurs Fourier Intégraux et
pseudo-différentiels décris au Lemme 1.2.

1.2.4 Résonances

Nous terminons cette section consacrée a des résultats généraux sur 'opérateur
de Schrodinger par quelques rappels sur la notion de résonance. Si le support du
potentiel V' est compact, la maniere la plus rapide pour introduire la notion de
résonance est de les voir comme les poles de la matrice de diffusion. Cette vision
a été introduite par Lax et Phillips [37] qui démontrent en dimension impaire, que
le matrice de diffusion possede de un prolongement analytique qui est holomorphe
dans le demi-plan supérieur et méromorphe dans le demi-plan inférieur.

Un autre moyen de définir les résonances est ’emploi de distorsions analytiques.
Cette méthode initiée par Aguilar et Combes [2] puis Hunziker [26], consiste a
construire un opérateur non autoadjoint & partir de P(h) dont les valeurs propres
seront les résonances de P(h). L’avantage évident de cette méthode par rapport a
la premiere est qu’elle est constructive, puisque les résonances seront exactement
les valeurs propres d’un opérateur étroitement relié a P(h). Cette méthode a été
généralisée par Hunziker [26] puis par Sjostrand-Zworski [56] pour des potentiels &
supports compacts et enfin par Sjostrand [54, 55] pour des potentiels de courte por-
tée. C’est cette derniere formulation que nous allons rappeler brievement a présent.
Pour plus de détails nous renvoyons par exemple a [56], [54], [55].

Tout d’abord, nous avons besoin de faire une hypothése d’holomorphie & l'infini
sur le potentiel V :

Hypothése (Hol), : Nous supposons qu’il existe ug € [0, 7] et R > 0 tels que le
potentiel V' a un prolongement analytique au domaine

Dpyy ={z € C", x| > R, [Imz| < tan(po)|Re x|}

42



1.2 Rappels de théorie de la diffusion pour I'opérateur de Schrodinger

et

36 >0,3C > 0, V& € Dr,, |V(2)| < Clz| 7.

Nous allons maintenant construire 'opérateur dilaté. Pour po > 0 suffisamment
petit, g > 0 et 0 < u < pyo, il existe f, : R*T — C qui est injective pour chaque p et
satisfait les propriétés suivantes :

i) fu(t) =t pour 0 <t < TRy,
i1) 0 < arg fu(t) < pet Oy f,u(t) #0,Vt >0

iii) arg(fu(t)) < arg(@fu(t)) < arg(fu(t)) + o
iv) arg f,(t) = e't, pour t > 8Ry

Notons maintenant «,, I'application définie par
ky  R'" 32 =twr— f,(t)w, t = |z|

et définissons I', = k,(R") et U, : L*(R") — L*(T',,) par U,p(z) = Ju(z)p(ku(z)),
ou Jy,(x) est le Jacobien associé a la transformation x,. Nous définissons alors ’opé-
rateur modifié par

Pu(h) = U,P(h)U, " (1.35)

Ceci définit un opérateur non-borné et non-autoadjoint sur L?(I',) dont le domaine
est D, = H 2 (I'y). De plus, en utilisant la théorie de Fredholm analytique, il est
possible de démontrer que le spectre de 'opérateur P,(h) est constitué de la droite
e~2#[0, 4+-00[ et de valeurs propres isolées \ vérifiant —2u < arg A < 0.

Définition 1.5 Nous dirons que A € C vérifiant —2u < arg(\) < 0 est une réso-
nance de P(h) si A appartient au spectre de P,,.

Avec cette définition, Sjostrand et Zworski [56], démontrent le résultat suivant.

Lemme 1.6 La résolvante (P(h) —z)~': L2, (R") — H} (R"), définie a priori
pour Im z > 0, peut étre prolongé méromorphiquement a travers |0, 4o00[ au complé-

mentaire dans C\ R~ de ’ensemble des résonances.

Par ailleurs, ce résultat peut étre étendu au cas de potentiels de courte portée (cf.
[55]). Nous en déduisons que pres de I’axe réel, les résonances de P(h) coincident avec
les poles de la résolvante tronquée xR(2)x, quelle que soit la fonction de troncature
X € Cg°(R™).

Signalons aussi qu’il existe une définition microlocale des résonances due a Helffer
et Sjostrand [24]. Cette théorie a été récemment simplifiée par Lahmar-Benbernou
et Martinez [36], [38]. Pour I’équivalence entre toutes ces définitions, nous renvoyons
au travail de Helffer et Martinez [23]. Dans toute la suite, nous noterons Res(P(h))
I’ensemble des résonances de P(h).
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La Définition 1.5 permet d’obtenir des résultats fondamentaux sur la réparti-
tion et la localisation des résonances. Commencons par rappeler une majoration du
nombre de résonances dans une boite de taille 1, autour de 'axe réel. Le résultat
suivant est une conséquence de la formule de trace de Sjostrand (cf. [54] et [55]).

Théoréme 1.1 Quels que soient 0 < E,, < Ep < +00, il existe des constantes
€0, 1, ho > 0 et C(Ep,, Ea,€o) > 0 telles que pour tout 0 < h < hy,

Card (Res(P(h)) N ([Em, Ear] + 1[0, €0))) < C(Em, Enr, e0)h™" (1.36)

Le résultat suivant concerne la vitesse de convergence des résonances vers ’axe réel.
Pour des niveaux d’énergie non-captifs, nous savons (cf. [38] pour des hypotheses
minimales) qu’il existe une bande de taille hlog% libre de résonances. Dans le cas
captif, la situation est différente. Nous savons par exemple (cf. [24]) que pour le cas
d’un puits dans une ile, il existe des résonances convergeant exponentiellement vite
vers I'axe réel. Récemment, N. Burq a montré qu’une telle vitesse de convergence

était maximale. C’est 'objet du théoreme suivant.

Théoréme 1.2 (Burg, [7]) Quels que soient 0 < E,, < Epn < 400, il existe des
constantes C,d, hg > 0 telles que pour tout 0 < h < hg, lopérateur P(h) n’a pas de
résonance dans [’ensemble

{z € C; dist(z, [Em, Ex]) < Ce_d/h} .

Remarque 1.2 Ce résultat a été généralisé récemment par Vodev [65] et Cardoso-
Vodev [9] au cas d’un opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété Riemannienne.

1.3 Etude des trajectoires classiques

Dans cette partie, nous nous consacrons a I’étude du systeme Hamiltonien associé
au symbole de I'opérateur P(h) = —h?A + V(x). Plus précisément, le symbole de
cet opérateur est op(z,€) = $[¢[* 4+ V(2) et le systéme Hamiltonien associé s’écrit

g =Veop(q,p) =p,
p=—-Veop(q,p) = -V.V(q).

Dans un premier temps, nous effectuons quelques rappels de mécanique classique
et nous introduisons des notions que nous utiliserons dans les parties 2 et 3. Nous
étudions ensuite le flot Hamiltonien plus en détails. Par exemple, nous montrons
que pour des conditions initiales appartenant a certaines régions de l’espace des
phases, les trajectoires classiques s’échappent quand ¢ — +oo. Ceci n’est pas acquis
d’avance et le comportement en temps grand des trajectoires classiques conditionne
I’étude de 'amplitude de diffusion dans la limite semiclassique. Ainsi I’hypothese la
plus couramment utilisée est ’hypothese de non-capture des trajectoires classiques
formulée par Robert et Tamura [53], que nous énongons maintenant.

(1.37)

44



1.3 Etude des trajectoires classiques

Définition 1.6 (NC) Nous dirons qu’une énergie A > 0 est non-captive pour le
symbole op si pour tout R > 0 assez grand, il existe T = T(R) tel que |q(t,x,&)| > R
pour [t| > T quand |x| < R et op(z,§) = .

1.3.1 Rappels de mécanique classique

Nous commencons par rappeler quelques résultats de mécanique classique et pour
plus de détails, nous renvoyons aux livres [10] et [49]. Soit (p(t),q(t)) une solution
du systeme (1.37) et supposons que |q(t)| — +oo quand [t| — £oo. Alors, il existe
(re,ve) € R* x R™\ O tel que

Jim [q(t) — vt — ] + [p(t) — ve| = 0.
Réciproquement, étant données une vitesse asymptotique £ et une position asymp-
totique z en t = —o0, il existe une unique solution de (1.37) ayant pour asymptote
la trajectoire libre (&, &t + x). Plus précisément, nous déduisons du Théoreme 2.6.2
de [10], la proposition suivante.

Proposition 1.7 Supposons que l'hypotheése (V), est satisfaite pour un certain
p > 1, alors pour tout (x,£) € R™ x (R™ \ {0}), il existe une unique solution

(Ping (2,8, Ging (-, ,€)) du systéme (1.87) telle que

o0 (1.38)
A gin g (t,2,6) = & — 2 = 0.

De plus, l’application
R* x (R*"\ {0}) — C(R,R" x R")
(‘T7 g) — (pmf(a x, 6)7 me(a x, g))

est continue.

Dans ce chapitre et les deux suivants, nous considérons w € S™~! fixé et nous notons
A, le plan orthogonal a w passant par 0. Comme w est fixé, nous pouvons supposer
que w = (0,...,0,1) et nous pouvons écrire les coordonnées dans A,, sous la forme
z = (#1,...,2n—1). Nous utiliserons aussi la notation Z = (z,0) pour z € A,. Avec
ces notations, nous pouvons poser

(QOo(tv Z, )‘a W),poo (ta 2, >\7 W)) = (Qan(tv éa \ 2/\w)’plnf(t> 27 \% 2>\W))
Ainsi définie, (goo, Poo) est I'unique solution de (1.37) telle que

tliI_n |Poo(t, 2, A,w) — V2Aw| = 0,

1.39
tlil}1 |goo (t, 2, A, w) — V2wt — z| = 0, (1.39)

45



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

A T’aide de ces solutions, nous allons pouvoir formuler une hypothése d’échappement
pour le flot Hamiltonien. Dans la section suivante, nous formulons cette hypothese
et nous en tirons des conséquences géométriques nécessaires a la formulation de nos
principaux résultats.

1.3.2 Etude du flot Hamiltonien

Commencons par introduire deux ensembles. Quels que soient A > 0 et € > 0,
nous posons

She = {(x,f) €R" x R, %m? Y V() € [A—G,HG]}.

En particulier, 3 o est la surface d’énergie A. Pour tout W C S™~1 nous définissons
aussi

B = {09 € B 5 €W}

Lemme 1.7 Considérons d > 1, o > 0 et supposons que [Ag — €, \g + €] C]d2;2, d2—2[
Alors il existe Ry > 0 tel que

VR > Ry, Vt > 0, ®; (Sxc NT4(R,d,0)) C T4 (R,d,0).

Démonstration. En notant ®;(x, &) = (q(t),p(t)) et en suivant le Lemme 1 de [6],
nous obtenons

{(\ql“")’ = 2(¢,%0p(4,p)), (1.40)

<Q7 aﬁoP(%p»/ = {O’p, <a:,850p>}(q,p),

ou {.,.} désigne le crochet de Poisson usuel; c’est & dire {u,v}(z,§) = Ocudyv —
0yu Ogv. Par définition de op, nous en déduisons

(@.0¢0p(a,p))" =22+ ({op, (x,0c0p) Ha,p) — 20p(q,p))-
Posons i1 = e\, un calcul élémentaire donne
{op,(z,0c0p)}(z,§) = 20p(x,§)) = —(2, VoV (2)) = V(z)
de sorte qu’il existe Ry > 0 tel que
Vlz| > R > Ry, V¢ € R", {op,(z,0:0p)}(x,§) — 20p(x,£))| < 2p.

Donnons nous (z,§) € I'y(R,d,0) et R > Ry tels que op(x,£) = A et notons
[T, Tar] le plus grand intervalle contenant 0 tel que pour ¢ € [T,,, Ths] nous ayons

|{0P> (:E,350p>}(q(t,x,f),p(t,x,&)) - 20p(q(t,x,£),p(t,x,§)))| < 2“'
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Pour |z| > R, il est clair que Ty > 0 et nous avons

vt € 0, Twn], {a.0cop(q,p)) = 2(A — p).

Par suite,
vt € [0,Tm], (g,0:0p(q,p)) > (,8) +2(\ — p)t (1.41)

et en intégrant une fois de plus, nous obtenons

vt € [0, Tarl, la(®) > [l + 2(z, &)t + 2(A — w)t* > |af* + 20€| [zt + 2(X — p)t?
> |x2 4+ 2(\ — p)t?

Nous déduisons de la derniere inégalité que Tj; = +o00 et donc
V>0, gt 2, &) = [af? + 20\ — ). (1.42)

En particulier, il vient V¢t > 0, |q(t,z,&)| > R et nous tirons directement de (1.41),
I'inégalité suivante

Ve >0, (q(t), p(t)) = olzl[§] + 2(A — p) = olz|[¢],
ce qui conduit & cos(q(t),p(t)) > o, pour t > 0. Enfin, ’égalité

d=2 d?

vt >0, Zfp()P + V() = A€ Po—edo+d 5, T

combinée avec |V (z)| < C <z >t et |q¢(t)] > R > Ro, Ro assez grand, donne
vt >0, [p(t)] €ld, d],

ce qui acheve de démontrer que ®;(x,€&) € ' (R, d, o). [

Remarque 1.3 De la démonstration précédente (en particulier de (1.42)), nous
déduisons que pour o > 0, d; > Ao > d2—2 > 0, Ry assez grand et € > 0 assez petit,
nous avons

V(w,€) € T4(R,d,0) (1 Sa e T lalt,2,6)] = +00 (1.43)

En travaillant un peu plus, les arguments développés dans la démonstration précé-
dente, nous permettent aussi de démontrer le corollaire suivant.

Corollaire 1.1 Soient A\g e]?, ‘12—2[, 0<o<1et0<e< min(s, llJr_T‘fQ)/\o. Alors
il existe Ry > 0 tel que pour t > 0 et (x,§) € T4 (Ry1,d,—0) N cr}_;l([/\o — €, +€]),
nous avons

lat, 2, &) > [a]? — olzlI€]t +2(Xo — 2€)¢°.
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Démonstration. Par hypothese, ¢ < )\QllJ:T‘fQ, de sorte qu’on peut fixer u > 0 tel
que
p < min(e, \g(1 — 02) — (1 4 202)). (1.44)

Comme dans le lemme précédent, nous choisissons Ry de sorte que
V|x\ > Ry, V€ € R", ‘{O’p, <$,8§0'p>}(1’,§) — QUP(.T,S))‘ < 24

Nous prenons ensuite R > Ry et nous posons R1 = N R, ou N est choisi suffisamment
grand pour que les deux conditions suivantes soient satisfaites

{,u(l — ) < A1 — 02 = 5) — e(1+ 202 — 1),

1.45
|z| > NRy = |V (z)] <e. (1.45)

Pour (z,&) € I'{(Ry,d,—0)NX) ¢, notons | Ty, Tz le plus grand intervalle contenant
0 tel que

|{JP> <.'L',650P>}((](t,IL‘,f),p(t,l’,g)) - 20’p(q(t,x,f),p(t,x,§)))| < 2“
De la méme maniere que dans le Lemme 1.7, nous avons
vt € [0,Tul, la(t.a,6)F = |a]* +2(x, )t + 2(A — p)t?
> [of? = 20lallélt + 200 — )£,

dont nous déduisons |q(t, z,£)| > R, Vt € [0, Tas]. En effet, supposons par I’absurde
qu’il existe t € [0, Tas] tel que |q(t,z,£)| = R. Alors t est solution de ’équation du
second degré suivante

20\ — )t — 20|z||€|t + |z]> = R =0

dont le discriminant A vaut
1 R?
A = 10%la e~ 81— p)(lf? — R = 8if? (GlePo> - (=1 - ) )

Comme |z| > NR nous avons |V (z)| < €, ce qui implique 1[£[> < Ao + 2¢. Par
conséquent,

A < 8lzf? <(/\0 +2¢)0” — (Ao —€— p)(1— %))

1 1 1
< 8ol (1= 35) 4 dalo? — 1+ )+ 20 11— ).

En utilisant ’équation (1.45), il est évident que A < 0 ce qui achéve de montrer
que |g(t,z,&)| > R, Vt € [0,Ty[. Supposons par 'absurde que Ty < o0, alors
lg(Tar)] > R > Ry et ceci meéne a l'existence de § > 0 tel que

vVt € [O’TM+5[’ |{0P7 <CL‘,ago'p>}(q(t,x,&),p(t,x,&))—2ap(q(t,x,&),p(t,x,&))ﬂ < 2e

ce qui contredit la définition de T}y;. [ |
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1.3.3 Une nouvelle hypothése d’échappement

Etant donnés Ao >0 et we S" ! nous allons remplacer la condition (NC) par
la condition plus faible suivante.

Hypothese (H,, »,) Quel que soit z € A, tli+m |goo (t, 2, A, w)| = +00.
—+o00

Autrement dit, nous demandons que toutes les particules d’énergie \g partant de
t = —oo avec une vitesse colinéaire & w s’échappent en t = +o00. Avant d’aller, plus
loin nous allons démontrer que ’ensemble des couples (Ag,w) satisfaisant (Hy, x,)
est ouvert dans R} x Sn—t

Proposition 1.8 Supposons que Uhypothése (H, x,) est satisfaite, alors il existe
€ > 0 et un voisinage W de w dans S™~! tels que

VA€ Mo — 6N +€], V' € W,Vz € Ay, tli+m |goo (t, 2, A, W) = +00.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des deux lemmes suivants.

Lemme 1.8 Supposons que (H,, »,) est vérifice, alors pour tout R > 0, il existe
€ >0 et W voisinage de w dans S"! tels que

VA E [N —€ X +¢, Vo € W,Vz € BAW(O,R),t liin |qoo (t, 2, A, w')| = 400,
ot Bp, (0, R) désigne la boule de rayon R dans l'hyperplan A, .

Démonstration. Fixons R > 0. Par définition de I'; et en utilisant la Remarque
. 2 .
1.3, nous pouvons choisir Ry > 0, 0 < % < Ao, 0 > 0 et ¢g > 0 assez petit, tels que

V(JZ, f) € F+(R07 d7 U) N 2)\0,507 tl}-l—moo ‘Q(L z, f)‘ = +o00. (146)

Par suite, il suffit de trouver 0 < € < ¢y, T > 0 et un voisinage W de w dans S"~*
tels que

VA E Mo — 60+ ¢, Vo' € W,Vz € B, (0, R), (¢oo, Poo) (T, 2, \, ') € T4 (Ry, d, ).

D’apres (H,, ), ), nous savons que pour tout z € By, (0, R), il existe T'(z) > 0 tel que
(Goo, Poo) (T'(2), 2, Ao, w) € I't(Rp,d, o). Pour tout z € By, (0, R), nous déduisons de
la Proposition 1.7, qu'il existe 0 < €(z) < Ao, r(z) > 0 et W(z) voisinage de w dans
la sphere tels que

Vz' € Ba,(2,7(2)), VA € [Ao — €(2),M0 + €(2)], Vo' € W(2),
(Goos Poo)(T'(2), 2", A\, ') € T (Ro, d, o).

49



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Par ailleurs, quand z décrit By, (0, R), les boules By, (z,7r(z)) forment évidemment
un recouvrement de By (0, R) qui est compacte. Nous pouvons donc en extraire un
recouvrement fini : il existe z1,...,z2xy € By, (0, R) et r1,...,ry > 0 tels que

N
Ba,(0,R) C | B, (zi,m).
=1

En posant Ty = max{T'(z), i = 1,...,N}, ¢ = min{e(z;), i = 1,...,N} et W =
m W (z;), nous déduisons de la Proposition 1.7 que
i=1,..,N

Vz € Ba,(0,R), VA € [Mo—€, Ao+€], Vo' € W, (¢oo, Poo)(T0, 2, \, ') € T (Ry,d, o).

En utilisant (1.46), nous obtenons donc le résultat anoncé. |

Il est clair que le Lemme 1.8 permet de démontrer la Proposition 1.8 pour des po-
sitions asymptotiques z appartenant a n’importe quel compact. Il faut donc controler
ce qui se passe a 'infini. C’est ce que nous faisons dans le lemme suivant.

Lemme 1.9 Il existe R > 0, € > 0 et W wvoisinage de w dans S"~! tels que

VAE [N —€ X +¢, Vo € W,Vz e A, N{|z| > R},tligl |goo (t, 2, A\, W) = +00.

Démonstration. La démonstration se décompose en deux étapes. Dans la premiere
étape, nous établissons le résultat dans le cas ou le potentiel considéré est a support
compact. La seconde étape consiste & étendre ce résultat par densité.

Premiére étape. Supposons que V' € C5°(R™). Donnons nous € €]0, Ao[ et Ry > 0
tel que suppV C B(0, Ry). Nous pouvons aussi choisir un voisinage W de w dans

S~ tel que
z 1

o < 8(No+e€)

Vo' € W, ¥z € A, (W, B

(1.47)
Prenons R = 2R et posons
T=sup{t R Vo' € W, V|z| > R, VA€ [A\g — €, A0 + €], |go(t,z,\,w')| > Ro} .

Par définition de ¢, nous savons que 7" > —oo et notre but est de démontrer que
T = 4o00. De plus, comme supp V' C B(0, Ry), nous avons

Vo' e W, V|z| > R, VA€ Mo — 6, X0+ ¢, ¥t < T, goo(t, 2, \, ') = V2A\'t + 2.

Supposons par absurde que T' < 400, alors il existe (z,\,w’) € Ay, X [Aog — €, A0 +
€] x W tel que |¢oo(T, 2, \,w’)| = Ry. Par ailleurs, pour tout ¢t < T, nous avons

oo (t, 2, \, ') |* — RE = 202 + 4V2\(W', 2)t + |2|* — R3,
de sorte que t = T est solution de I’équation

A% 4+ 4V2NW, 2)t + |2 — RE = 0.
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Or, le discriminant de cette équation vaut
A =32\, 2)% — 8A(|2|> — R).
Par hypothese, nous avons R3 < |z|?/2, donc

A < 4N|2A(8(, ﬁ> —1).
z
En utilisant 1’équation (1.47), nous en déduisons que A < 0, ce qui est absurde.
Finalement, pour tout € €]0, \g[, nous avons montré que si V'€ C§°(R") et supp V' C
B(0, R), alors il existe W voisinage de w dans la sphere tel que

VA E Mo — 6 o+ €], V' € W, V|z| > 2R, Vt € R, qoo(t, 2, A\, ') = V2Dt + 2.

Seconde étape. Nous supposons maintenant que le potentiel V' satisfai‘g (V),, pour
un certain p > 1. Alors pour tout 1 < p' < p, nous pouvons construire V' € C5°(R")
et W € C*(R") tels que

V=V+W, suppV C B(0,R)
Vo € N*, Vo € R, |0, W (2)| < C RF'—P(x)=F'~lol,

Pour A > 0, w € S" ! et z € A, notons (Poo, Goo) (-, 2, A,w) la solution de
qLoo = Doos
ﬁoo = _vxv(q~oo)

tliI_n |Poo(t) — V2Aw| = 0,
, lim |G (t) — V2wt — 2| = 0.

telle que

D’apres les résultats de la premiere étape, nous savons que pour € €]0, o[ fixé, il
existe W voisinage de w dans S" 7! tel que (Poo, Goo) Vérifie

VA E Mo — 6 o+ €], YV € W, V|z| > 2R, Vt € R, Goo(t, 2, A\, ') = V2Dt + 2.

En particulier, la particule ¢, s’échappe en ¢t = +o0o. Nous allons donc montrer
que la particule g qui nous intéresse, reste relativement proche de ¢, ce qui nous
permettra de conclure. Pour cela, considérons

1
T = Sup{t € R? |q00(t> Z,)\,W/) - (joo(t, Z,)\,W/)| < 1 + iqoo(tvzv)Hw/)}v

ouw €W, A€ [X—€ X +€]et z€ A, tel que |z] > 4R sont fixés préalablement.
Par définition, T" > —oo et pour tout ¢ < T', nous avons

(goo — doo) (8)] g/

— 00

(oo — oo (5)|ds < / / IV (@0e(0)) = VaT (Gool0)) dords
<[ [ VeV anlo) - TV Gl ldords

—I—/_OO/_;WJ;V(qOO(U))—VxV(qoo(UdedS

o1



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Remarquons que pour o < T', quitte a réduire I'ouvert W, nous avons ldoo(0)]| > 2R.
Par suite, nous obtenons V.V (G (0)) =0 et

1900 (@) = 1Goc(0)] = [4oo(0) = Goo(0)] = %\(ioo(a)\ —12>R,

de sorte que nous avons aussi V,V (s (0)) = 0. Nous obtenons donc
t s
= < [ [ IVaV(a0) = VaV (o) dords
t s t s
<[ | WaWnodeds <R [ [ (gnlo) o dods

Nous avons déja vu que pour o < T, |¢o(0)| > $|doc(c)| > @|a|. Nous en dédui-

sSons ,
|QOo(t) - qoo(t)| § C<\/§>_p,_l Rp'—p/ / <0'>_p,_1d0'd8

t s
Pour p/ > 1, un simple calcul montre que / / <g>—P’—1do—ds < C(t) pour tout
—0oQ —0o0

t € R Par suite, il vient

Vit < T, |qoo(t) — Goo(t)] < C<\/§>—p’—1 R P (1)

Comme p’ < p, en prenant R assez grand, nous obtenons

_ L
Vvt < T, \qoo(t) — eo(t)] < §‘Qm(t)‘7

ce qui contredit la définition de T' et acheve la démonstration. [ |

Considérons (geo, Poo) définie précédemment, prenons \g > 0 et supposons que
(Hy,z,) est satisfaite. D’apres la Proposition 1.8, nous savons que si A est proche
de )\, nous avons encore th-IP |goo (t, 2, \,w)| = 4o00. Par conséquent, il existe

— 100

€oo(z,A) € S" L et 7oo(2,\) € R tels que

lim |p00(tazaA7w) -V 2A£OO(Z7 )‘)| = 07

ftoo (1.48)
t_l}gloo |goo (t, 2, Ay w) — V2XEao (2, )t — 7o (2, A)| = 0.

De plus, il est facile de montrer que A, 3 2 — £xo(2,A) € S est C° (cf. [49] ),
de sorte que nous pouvons définir

G(2,\) = |det(Ene, Darboos- - - Do End)]- (1.49)

Définition 1.7 Nous dirons que 6 € S™~ ! est régulier pour (\,w), si § # w et
Vz € Ay, €oo(2,\) =0 = 35(2,\) #0.
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Remarque 1.4 Sif est régulier pour (\,w), alors il existe un ensemble fini {z', ... ,zl}
inclus dans A, tel que £oo(2,\) = 0 = z € {2},...,2'}.

En effet, d’apres le théoreme des fonctions implicites, 'ensemble =y g = {z € A, :
£o(2,A\) = 0} est discret de sorte qu’il suffit donc de montrer que Z) y est borné.
Supposons par I’absurde que ce n’est pas le cas, nous avons vu dans la démonstration
du Lemme 1.9, qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour |z| assez grand nous
avons

VtER, gool(t 2, A) > C(t+ [2])
et par un calcul similaire & ceux effectués dans la démonstration du Lemme 1.9 nous
obtenons 'inégalité . ligl |Poo(t, 2,A) —w| < C < 2 >~ Comme 6 # w, alors pour
— 100
|z| assez grand, ceci conduit & (2, A) # 6, ce qui est absurde.

Nous allons maintenant montrer que pour A proche de Ag, le nombre [ ne dépend
pas de X et qu’il existe des fonctions régulieres z1(M), ..., z;(A) telles que £xo(2,\) =
0 = z € {z'()\),...,2!(\)}. Plus précisément, nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.9 Soient \g > 0 et (w,0) € S" ! x S~ fizés. Supposons que
(Hy o) est vérifiée et que 0 est régulier pour (Ag,w). Alors il existe € > 0, un voi-
sinage ouvert U de 0 et des fonctions 27 € C®(JA\o — €, Ao +€[xU, A,), 1=1,...,1
tels que

1) VA €N — €, A0+ €[, VO' € U, 0" est régulier pour (A\,w).

2) Vi€ {l,...,d}, VA €N — €, Xo+ ¢, 2(N,.) est un difféomorphisme de U sur

son image U;(X) et U;(X) NU;(X) =0, pour i # j.
3) VO € U, VX €]Xg — €, g+ €], Vz € A,

bo(2,N) =0 = Fj € {1,...,1}, € U;(\), et z=2I(\,0)

Démonstration. D’apres la Remarque 1.4, il existe z?, e ,zlo appartenant a A,
tels que 4o (zjo», Ag) = 6. Considérons

P:RxA, — RxS" L
(Az) — (N &z, A)),
et supposons que 6 est régulier pour (A\g,w). Par définition, 'application D(Ao Zq)<b
g
est inversible quel que soit j € {1,...,l}. Nous pouvons donc appliquer le théoréme

d’inversion locale pour trouver € > 0, un voisinage ouvert U de 6 dans S"~! et des

ouverts disjoints U; contenant (A, z?) tels que :

Vye{l,...,1}, @WJ_ est un difféomorphisme de Uj sur JA\g — €, Ao + €[ xU.
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Notons 7, : R x A, — A, la projection canonique et posons U; = Fx(ﬁj). Pour
€ > 0 et U assez petits, nous pouvons supposer que

l
V(A 0') €]Xo — €, Ao + €[xT, £oo(2,)) =0/ =z € | U;.
j=1

Dans le cas contraire, nous pourrions trouver des suites (Ag)ren, (Ok)ken et (Yx)ren
telles que

A € Ret klim AL = Ao,

——+400
O, € S" Let lim 6 =0,
k—+o00
1
uk & | Ujs oo (yns M) = O

j=1

Comme dans la Remarque 1.4, nous concluons que (yx)ren est borné. Par conséquent,

quitte & extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que (yx) converge vers y ¢
!

U U;. Ceci implique immédiatement que oo (y, ) = 6 avec y ¢ {zjo-,j =1,...,1},

j=1

ce qui est absurde. Nous avons donc montré 3).

\_(71-‘ Ces fonctions sont clairement de classe
J

C™ et pour X appartenant & |A\g — €, A\g + €[, z;(},.) est un difféomorphisme de U
sur son image. Pour € > 0 et U assez petits, nous pouvons supposer en outre que

V(A 1) €]h0 — €, Ao + €%, V(i,5) € {1,..., 1} avec i # j, zz(\,U) N z;(u,U) =0

Définissons maintenant z; = m, o ®

ce qui démontre 2).

Soient A €]Ag — €, Ao + €[ et 8’ € U. Considérons z € A, tel que {ao(2, ) = €.
Pour € et U assez petits, z est proche d’un des points 2]0- et comme ()N, zg)) £ 0,
par continuité nous obtenons 6(\, z) # 0, de sorte que €’ est régulier pour (\,w). W

N

Avant d’aller plus loin, nous avons besoin de reformuler I'hypothese (H,, y,) &
I’aide du lemme suivant.

Lemme 1.10 La condition (H,, ),) est satisfaite si et seulement s’il existe R > 0,
€ > 0 et un voisinage W de w dans S"~! tels que

¥(2,€) € S (W) N {2l > R}, Tim_lg(t,2,€)] = +oo. (1.50)

Démonstration. Commengons par supposer (1.50) et fixons un niveau d’énergie
A€ [Ao — € Ao + €]. Soit V un ouvert de S"! tel que w € V € W et soient w’ € V
et z € R". Par définition, il existe Ty > 0 tel que

Vt < =Ty, poolt,z,\,w') € W.

o4



1.3 Etude des trajectoires classiques

11 suit, en prenant Ty assez grand et en appliquant (1.50) que

lim |q(s7 qoo(t? Z? >\7 w/)7p00(t? Z? >\’ w/))| = +OO'

§——+00

Nous savons, par ailleurs que
Q(S’ qOO (t7 z? A? w,),poo (t7 z? A? w,)) = qOo(t + s’ Z’ >\’ wl)?

de sorte que

lim |geo(t, 2, \,w')| = +o0.
t—-4o00

Réciproquement, supposons que (H,, ) est satisfaite et qu'il existe une suite (z,,,wp)
telle que

lim |z,|= 400, lim |w,|=wetVneN, q(.,z,,w,) est borné sur RT.
n—-+4o0o n—-+00

D’apres le Corollaire 1.1, nous pouvons supposer qu'’il existe o > 0 tel que (x,,wy,) €
I'_(R,d,—o) et nous affirmons qu’il suffit d’établir ’assertion suivante

Ve > 0,3R > 0,V(xp,&) € T_(R,d,—0),Vt <0, |p(t, 0, &) — &ol < €. (1.51)

En effet, si (1.51) est vérifiée, alors pour n assez grand et t < 0, nous avons
|p(t, 2y, wn) — w| < 2¢. En choisissant € assez petit, nous pouvons supposer que

lim p(t,zp,w,) =w' € W.
t——o00

Nous en déduisons que (q,p)(., Tn,wn) = (¢oos Poo) (-, 2, "), avec w’ € W et d’apres
(1.50), nous obtenons tli+m lg(t, zp,wn)| = +00, ce qui est absurde. Pour établir
—1T 00

(1.51), nous observons d’abord que
t t
plt) =&l < [ 9aVaolds < [ <qts) > s
0 0
D’apres la démonstration du Lemme 1.7, nous avons ¢(s) > :c% + As2, donc
o 2 2\~ 1t -
|p(t)—§0\§C/ (I4+a25+As*)" 2 ds<C<xg>"<e
0

pour |zg| > R assez grand et la démonstration du Lemme 1.10 est achevée. |

Lemme 1.11 Supposons que (H, »,) est satisfaite et donnons nous g €]d~1,d].
Alors, il existe Ry > 0 assez grand, € > 0 assez petit et W woisinage de w dans
Sl tels que pour tout R > 0 il existe To(R) > 0 vérifiant

¥t > To(R), @, ({5Ro < |z| < 6Ro} N Sy, (W)) C T4 (R, d,0).
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Démonstration. De I'hypothese (H,, ),), nous déduisons l'existence de Ry > 0,
e > 0 et d’un voisinage W de w dans S™~! tels que

V(x,€) € {(z,€) € R* X RY; |z > Ro} N X5, (W), lim |g(t,z,&)] = +oo.

11 suit, en notant C(Ry) = {x € R* : 5Ry < |z| < 6Rp} que pour tous Ry > 0 et
pour tout (z,§) € T*C(Rp) N Xy, (W)

T(z,€) > 0tel que Vit > T'(z,€), O4(x,§) € I'1(Ry1,d,0).

D’apres la dépendance continue des solutions d’une équation différentielle par rap-
port a un parametre sur tout intervalle de temps compact, nous pouvons dire que

YRy >0, ¥(x,€) € T*C(Ro) N Sy (W), Ir(z,€) >0, IT(x,£) > 0

tels que V(yﬁ) € BR2n((.’L‘,f),T(IL‘,f)), (I)T(x,ﬁ)(yvn)) € F—i—(Rlada 0)

En faisant appel au Lemme 1.7, nous pouvons choisir R; > 0 tel que
vVt >0, V(z,&) € '+ (Ry1,d,0), ®y(x,&) € I'1(Ry,d,0).

Nous en déduisons que pour tout (x,£) € T*C(Rg) N Xy, (W), il existe r(x,£) > 0
et T'(x,&) > 0 tels que

V(y,n) € B((x,8),7(x,8)), Vi > T(x,£), Pi(y,n)) € ['1(R1,d,0).
Les boules B((z,£),7(z,£)) recouvrent le compact T*C(Rg) N Xy, (W), de sorte que

nous pouvons extraire un recouvrement fini

T*C(Ro) N Sy, (W B((x4,&5),75)-

|| Ca

Nous posons T = max (T'(z4)), de sorte que pour R; > R nous avons
]: 7"'7q

V(z,§) € T*C(Ro) N Xxy,c(W), Vt > T, 4(x,€) € ' (Ry1,d,0) C ' (R,d,0)

ce qui acheve la démonstration. [ |
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Chapitre 2

Asymptotique de amplitude de
diffusion en norme L! d’énergie

Dans ce chapitre, nous allons établir une asymptotique de 'amplitude de diffu-
sion dans une version intégrale. Pour w et 6 fixés dans S"~! et pour A satisfaisant
I'hypothese (NC) , Robert and Tamura ont obtenu pour f une asymptotique

(0,0, h) Z& (9 (\), \) "z Simis 4 O(h),

ou &, zj, Sj et p; seront définis plus tard. D’autre part, Yajima [66] a obtenu un
résultat similaire sans ’hypothese de non-capture, mais dans une forme moyennée.
Plus précisément, sous des hypotheses spécifiées dans [66] (en particulier il suppose
(V), avec p > max(1, 251)), il a établi pour w et 6y fixés, 'estimation

Aot-e 1 o te o w2
/ / ’f 6,0, k) =Y 6 )3t S 3T dgdn = O(h),
Ao—

J=1

ol € > 0 est choisi assez petit et U est un voisinage bien choisi de 6y dans S"~!.

Notre but est de généraliser les résultats de Robert et Tamura pour des pertur-
bations captives et d’obtenir une asymptotique

>\O+E ! 1 721 . ™
/ FO,w, M h) = 6(z )"2ethTSiTIS AN = O(h),
Ao—€ 1

.

ou l’on intégre seulement par rapport a X\ tandis que w et 6 sont fixés.

Théoréme 2.1 Soient w € S ! et g E]g,d;[. Supposons que les hypotheses
susvantes sont vérifiées.

1) Il existe p > 1 tel que (V), est satisfaite.
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2) Le potentiel V' satisfait (Hol)q.
3) L’hypothése (H, \,) est satisfaite.
4) 0 est régulier pour (Ao,w).

Alors, il existe € > 0 tel que

Ao+e ! . P T
/ (0w, 0,B) = 3 6(23(N), \) ke TSI gy = O(h),
Ao—€ j=1

+oo 1 ) 9 .
SJ(/\) = / (§|poo(t> 2 ()‘)>)‘7w)| - V(Qoo(tvz] ()‘)>)‘7w)) - )‘)dt

—00

(2.1)
- <""oo(zj ()‘)> )‘7 \/ﬁ0>

et p; € 7 est Uindice de Maslov de la trajectoire (qoo(t, 2Z(N), A\, w), Poo (t, 27 (M), A, w))
sur la variété Lagrangienne

{(,) e R" X R" : = quo(t, 2, \,w), £ =poo(t,z,\,w), 2 € Ay, t € R}

Remarque 2.1 Sile potentiel V est a support compact, les hypothéses 1) et 2) sont
trivialement satisfaites.

Exemple. Il existe des potentiels satisfaisant nos hypotheses et qui ne satisfont
pas 'hypothese (NC) . Nous détaillons au Chapitre 3, un exemple de potentiel
satisfaisant ces hypotheses et dont les résonances convergent vers 'axe réel a une
vitesse de l'ordre O(h~). Une autre classe d’exemples est donnée par le cas d’un
puits dans une ile. Plus précisément, introduisons Wy = {z € R*;V(z) < A}, alors
Wy a une unique composante connexe non-bornée que nous noterons We,;. Nous
supposons que le flot est non-captif au dessus de We,¢, c’est a dire que

V(x,&) € Wegt x R?, tlirin lg(t,z,&)| = +o0.

Si la composante connexe bornée de W) est non-vide, alors il existe des trajectoires
classiques bornées de sorte que (NC) n’est pas vérifiée.

2.1 Estimation intégrale de la résolvante

Dans cette partie, nous proposons de démontrer une estimation polynoémiale de
la résolvante en norme L'(d)\). Dans tout ce qui suit, € > 0 sera suffisamment petit

pour que [A\g — €, A\g + €] C]g, ‘12—2[ Le résultat principal est le théoréme suivant.
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Théoréme 2.2 Soient A\g > 0 une énergie quelconque et a > % Alors il existe
€e>0,n€eR et hy >0 tels que
)\0+6 5
V0 < h < hg, / | R(A£140) |la,—a dA=O(h™"). (2.2)

Ao—¢€

D’apres le travail de V. Bruneau et V. Petkov [6], nous savons qu’il suffit de
démontrer une estimation semblable pour la résolvante tronquée x R(A £ i0)x, pour
des fonctions y € C§°(R™) bien choisies. En effet, nous avons la proposition suivante

(ct. [6]).

Proposition 2.1 Soit d > 0. Il existe p > 0 tel que pour tout x € Cg°(R"™) vérifiant
X =1 sur B(0, p) et pour h €]0,1] assez petit, nous avons

1 _
Va > o, || B(2) lla,~a=< Ch 21+ | xRG)x ),
uniformément par rapport o z € By = {2 € C: (Rez,+Imz) €]d~1,d[x]0,1]}.

L’étude de la dépendance de la résolvante tronquée par rapport a h, est étroite-
ment liée a I’étude des résonances de l'opérateur P(h) pres de 'axe réel. D’apres le
Théoreme 1.2, il existe une bande de taille e~/ autour de I’axe réel dans laquelle
il n’y a pas de résonance. A priori, cette localisation des résonances permet juste
d’obtenir une estimation de la résolvante en O(e“/"). Cependant une intégration par
rapport & A permet d’établir une estimation en O(h~"). Ce résultat est I'objet de la
proposition suivante.

Proposition 2.2 Supposons que les hypothéses (V), et (Hol)s sont satisfaites.
Alors, il existe n > n et € > 0 tels que pour h €]0,1] assez petit et x € C§°(R™) nous
avons

Ao+e B

/ | YRO i0)y || dA = O(h—™). (2.3)

Ao—€
Démonstration du Théoréme 2.2. C’est une conséquence immédiate des Pro-
positions 2.1 et 2.2. ]

Il nous reste a démontrer la Proposition (2.2). La démonstration repose sur le
principe du maximum semiclassique de Tang et Zworski [59] et sur les outils utilisés
par Stefanov [57], dans le cas ou P(h) = h?P, ou P est une perturbation & support
compact du Laplacien. Avant de démontrer cette proposition, nous introduisons
quelques notations. Pour A > 0 et h €]0, 1], posons

d(\, h) = min(h, dist(\, Res(P(h)))) et d(h) = inf d(., h),
[)\0—6,)\0—‘,-6]
ol € > 0 sera fixé plus tard. Nous déduisons du Théoreme 1.2, qu’il existe des
constantes C, d, hg > 0 telles que
d=2 d?

V0 < h < hy, VA €], [, d(A h) > Ce . (2.4)
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De plus, pour h > 0 assez petit, h > Ce_Ch_l, de sorte qu’il existe hg > 0 tel que
V0 < h < hg, d(h) > Ce~%". (2.5)

Fixons 6 > 0 et donnons nous n* € N* tel que n* > n (nous préciserons la valeur de
n* plus tard). Posons S(\, h) = K3 +39d(\ h) ainsi que w(\, h) = d(\, h)h?. Nous
déduisons directement des définitions et de I'estimation (2.4) qu’il existe d’ > 0 tel
que

e /M < SN h) < KL e et/ < (X h) < KT (2.6)

Avec ces définitions, nous avons le lemme suivant, qui sera central pour démontrer
la Proposition 2.2.

Lemme 2.1 Considérons une famille de fonctions (F (., h))neo,1) telle que pour tout
A E [Xo—€ Ao+ €], F(.,h) est holomorphe sur

QA h) = A =bw(A h), A+ 5w\ h)] +i[—S(A, h)h_%*_‘s, S\ R)].
Supposons, de plus, qu’il existe A > 0 tel que F vérifie les estimations suivantes.

|F(2,h)] < Aexp(Ah~""199%) dans Q(\, h), (2.7)

c
FEDEE e

dans QA h) N {Im(z) > 0}. (2.8)

Alors, il existe une constante C > 0, indépendante de A € [A\g — €, \g + €], telle que

c

1 Q F <
Vh << 1, Vz € Q(A\,h), |F(z,h)] < SO’

(2.9)

ou

QN R) =[N =w(A k), A +w\ )] +i[—=S(\ h), S\ h)].

Démonstration. C’est une répétition de la démonstration de [59] avec un controle
par rapport & A. Posons a = a(\, k) = S(\,h)h™2" 70 et

A+3w (x _ 2)2

f(z,A\h) = (7ra2)_é/ exp(—

A—3w o

ot w = w(A, h). Un calcul immédiat fournit les égalités suivantes que nous utiliserons
par la suite.

S(A, h) = b3 F2u(N h) et (A, h) = B 0w\, h). (2.10)

La fonction f(., A, h) est analytique sur Q(\, k) et, comme dans [59], il est clair que
pour h €]0, 1] assez petit, nous avons

|f(z, A\, h)| < esur QA h), (2.11)
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et
|f(z, A, h)] > % pour z € (A —w(A h), A +w(A, h)] +i[—a(\ h), S\, R)].  (2.12)

De plus, il existe une constante C' > 0, indépendante de A € [Ag — €, A\g + €], telle que

8

Yz € QO R) N {|Re(z) — Al = 4w\ W)Y, |f(z M h)| < Ce ™ 700 (2.13)

Démontrons maintenant cette estimation. Soit z = u+iv € Q(A\, h) N {|Re(z) — \| >
4dw(A, h)}, alors

»2 A3w a2
If(z, A R)] < (7TO&2)_%607 exp(—u
A—3w «

W2 A w? 1w 02 _w?
< (7ra2)_5€c7/ exp(——)dr < 6m 2 —eaZe a2,
A—3w «Q o

2
D’autre part, e < e, de sorte qu’en utilisant (2.10), nous obtenons

If(z,\,h)| < 6 zeh " "0k T < Ce=h™™" _5,

ce qui acheéve de démontrer (2.13). Nous définissons maintenant
G(Z7 A? h) = e_ZZUf(Z7 A? h)F(Z’ h)?

ou R
log(S(\, h)Aeth™™ toa(3))
S(\, )b~ =9

Nous voyons facilement qu’il existe C' > 0 tel que

oc=o0(\h)=

Vh << 1, VA€ [Ao— €, X0+, |[o(\ h)S(\,h)| < C. (2.14)

En effet,
oA h)S(Ah) = h" log (S(A, h)AeAh™" log<%>) .

En utilisant (2.6), nous obtenons I'inégalité suivante
log (S(/\, h)AeAh—"*log(%)) < log <Ah3n*+35+1eAh"*$>

< log(AhSn*-i-Sé-‘rl) —I—Ah_n*_% < Ch_n*_é,

qui nous fournit directement (2.14). A présent, nous allons démontrer qu’il existe
une constante C' > 0, indépendante de \ et h, telle que |G(z, A\, h)| < %, Vz €
Q(\, h). Comme G(., A, h) est holomorphe dans (A, k), nous pouvons appliquer le
principe du maximum, de sorte qu’il suffit d’obtenir cette estimation sur la frontiere
de Q(\, h). Jusqu’a la fin de la démonstration, C' désignera une constante strictement
positive dont la valeur pourra changer d’une ligne a 'autre.
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1) Sur la partie du bord [A — 5w(A, h), A + 5w(\, h)] — iS(\, h)h =27 =0 d’apres
(2.7), (2.11) et la définition de o, nous avons

|G(z,\, h)] < exp( oS\, h)h ™2 _5 eA exp | Ah™" log— >

(&

< exp <—h_"* log(S(A, h)Aeth st >eAexp< h" logi)
< ~ SR

1
< mexp< AR~ log— >eAexp AR log— > <
n* log(+
puisque h~"" > 1 et log(S(\, h) Ae" 1 g(h>) > 0.
2) Sur la partie du bord [A —5w(A, h), A+ 5w(A, h)] +iS(A, h), nous déduisons de
(2.8), (2.11) et (2.14) I'inégalité
eC eC+1

< O'S()\,]’L) < .
CEAMI= 00w = stum

3) Sur les segments A+5w(\, h)+i[—S(\, h)h=2" =% S(A, h)], les estimations (2.7)
et (2.13) donnent

—on*_ * ].
|G(z,\,h)| < sup (e*)Ce™h ’ 6Aexp(Ah_” log—),
2E[=S(\h)h—2n* =8 S(AR)] h
C

. —n* e
g eS()\,h)O'e—h < eC’e—h <

- — S(\hR)’
ou la derniere inégalité est obtenue grace a l'estimation (2.6).

Finalement, |G(z, A, h)| < % sur 0\, h), de sorte que cette estimation est
vérifiée aussi sur Q(\, h) et sur Q(X\, h) C Q(A, h). D’autre part, pour z € Q(\, h),

d’apres (2.12) et (2.14), nous avons

1
ANh)| > =|F(z, A\ h inf ro
GEAm| 2 GIFEAR] _  nf ()
/

1 1
> LFE AT > iR R)e € > TR

Pour z € (), h), nous avons donc I’encadrement suivant

C/|F(z M) < |Gz, M B)| < ﬁ

Nous en déduisons la majoration de |F(z, A, h)| annoncée. ]

Démonstration de la Proposition 2.2. Nous appliquons le lemme précédent
a la famille de fonctions F(z,h) = ||Ry(z,h)|| = |[xR(z, h)x|lo,0 avec n* = n + 1.
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Par construction, F(.,h) est holomorphe dans chaque Q (A, h), XA € [Ag — €, Ao + €.

De plus, il est connu que R, (z, h) satisfait ||Ry(z,h)| < m dans le demi-plan

supérieur. Par suite, il suffit de vérifier (2.7). Le potentiel V' satisfaisant ’hypothese
(V),, nous pouvons appliquer le lemme suivant.

Lemme 2.2 (Tang-Zworski [59]). Soit U un voisinage compact de Ao dans {z €
C; Re(z) > 0} et soit g(h) << 1. Alors, il existe C > 0 et hg > 0 tels que pour
h < hg nous avons

| Ry(z,h) < Ce¥" "5, pour tout € U\ | ) B(&g(h).  (2.15)
£€Res(P(h))

Posons g(h) = @ et remarquons que pour h €]0, 1] assez petit, nous avons

o)l U B | =0.

¢€Res(P(h))
Par suite, en appliquant le lemme précédent, pour h > 0 assez petit, nous obtenons
Vz € QO B), || Ryl(zh) ||< €O o8 atm
Rappelons qu'il existe C, d > 0 tels que d(h) > Ce=%", Cette inégalité et estimation
| Ry(2,h) |I< CeC" "8 T donnent
¥z € Q) || Ry(z,h) [|[< CeCh" ™ < 0eCh " log
Par conséquent, nous sommes en mesure d’appliquer le Lemme 2.1 & chaque \ €

[Ao — €, Ao + €], pour obtenir

C -
< — .
H RX(Z¢ h) H— S()\,h)’ Vz € Q(/\¢ h)

En particulier, pour A € [Ag — ¢, A0 + €] et B € [-S(A h),S(A, h)], nous avons
| Ry(A+1iB3,h) [|< % En faisant tendre 3 vers zéro par valeurs positives puis

négatives, 'inégalité précédente devient

C

— +1 < . 2.1
YA€ Do~ e do el | B £i0.B) < g (216)
En intégrant cette estimation, nous obtenons
Ao—+e Ao—+e C Ao+e Ch—Sn*—36
R, (A£1:0,h d/\g/ —d)\g/ ———dA,
/)\g—e H X( ) H Ao—¢€ S(Av h) Ao—¢€ d(/\> h)
. Aote 1
< Op3 =30 / A+ > d,
Ao—¢€ ceK ‘)\ - é‘
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ot K = Res(P(h))( ([Ao — 26, X0 + 2¢] + i[—€?,€%]). En effet, par définition de
d(\, h), il est évident que

1

<max | h7! , sup ,
a0 ) &;{IA € eer N —4

ou L = Res(P(h)) \ K. Par ailleurs, pour £ € L et X\ € [A\g — €, A\g + €], nous avons
A — €| > €. En prenant 0 < h < €2, nous avons donc

1 - -l
<
o < g{u g)= +€;{|A e

Remarquons que K est un ensemble fini et que, d’apres le Théoreme 1.1,

card(K) = (’)((%)")

De plus, pour £ = a + i3 € K et €2 > > 0 proches de 0, nous avons

)\0+e «

Ao+e Ao+e€
B / /
/Ao—e A —=¢| r—e V(A +ﬂ2 Ao—c-a \/ +A

ﬁ

1
).

<2+ 2l0g(3ﬂ) < ?xlog(z;E

D’autre part, pour £ € K nous avons |[Im(§)| > Ae=4""1 | Par suite,

/ Aoke 3¢ Ah*l 1
———d)\ < 3log(— ) < Ch™,
Ao—¢€ |/\ £| A

donc, en utilisant ’égalité n* = n + 1, nous obtenons

>\0+€ * 5 )\0 "
/ | Ry(A £ i0,h) || dX < CH37" 3 <F> (' 1Y
A

0—€

< Ch—4n—35—4

et la démonstration est complete. [ |

2.2 Localisation spatiale

Dans cette partie, nous commencons par démontrer une version intégrale du
Lemme 1.4 en utilisant 'estimation intégrale de la résolvante démontrée dans la
partie précédente.
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2.2 Localisation spatiale

Lemme 2.3 Supposons que les hypotheses (V), et (Hol)o sont satisfaites. Soit
w4t € A8’+°° tel que supp(wy) C T1(R,d,01). Alors pour a > 1 et € > 0 assez petit,
les assertions suivantes sont vérifiées.

1

) Ao+e€

/ | RO\ £ i0)wi (2, hDy) || —ass—a dA = O(h™Y), V5 > 1.
A

0—¢€
it) St oy > o_, alors
Ao+e€
/ | we(z, hDy)R(A £i0)ws (2, hDy) || a0 dX = O(R™).
Ao—€
iii) Siw € Ag’_oo et supp(w) C {|z| < R}, alors
/\0+6
/ | w(@, hDy) RO + i0)ws (2, hDy) || e dA = O(h™).
Ao—¢€

Démonstration. Nous traitons seulement le cas de wy, puisque I'analyse de w_
est parfaitement identique. Nous utilisons la construction de Robert et Tamura [53]
pour approcher R(\ + i0)w, (z, hD, ). Notons

U(t,h) = e_ihiltp(h)er(x, hD,).

Alors, il existe wy € A(;N’Jroo, Un(t,h) € L(L2 5, L*,) et Rn(t,h) € L(L? 4, L2)
tels que

t
U(t,h) = Un(t,h) + hNe W)y (2, hDy) + ih / e~ =P R\ (s, h)ds,

0
avec
Vo > 1, | Un(t,h) || —ass—a= O(< t >70), (2.17)
Vo> 1, || Rn(t,h) |—ass.a= O(RY <t >70), (2.18)
wy € Aghtee, (2.19)

Nous en déduisons

w

R\ + i0)w (z, hDy) = ih™'  lim MY (¢ Ryt =Y Qr(h),
p—0,u>0 Jo =

(2.20)
ou
—ihl i e ih_lt()\—i-z‘u)U t B dt
Q=1 M_)gigo ) e ~(t, h)dt,
Qo = BN R(\ + i0)wy (z, hD,),

Qs =ih™" lim eh " sOFI) RN +i0) Ry (s, h)ds.
p—U,p 0
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Démonstration de i). En partant de ’équation (2.20), nous obtenons

Ao+e 3 Ao+e
[ 1RO 00 kD) assadd < 3 [ QUM - asmadh
k=1

0—€ 0—¢€

Comme § > 1, nous déduisons de (2.17) que nous pouvons passer a la limite dans
|Q1|—a+5,—a quand & — 0 et nous obtenons

Ao+e . Ao+e  pt+oo
/ H 1 H—a—i—6,—a d\ < h” /)\ A H UN(t7 h) H—a—i—6,—a dtd\

Ao—¢€ 0—¢€

Ao+e€ —+o00
< Cht / / <t >0 dtd\ < 20"eh 1.
A 0

0—€
Il vient alors,
Ao+e 1
/ | QLR oarsa dA = O(AY).

Ao—¢€

AO_N’+°°, de sorte que pour N > 2a—0 nous avons || wny (x, hDyz)) || —at6a<

De plus, wy €
C. En prenant N > max(2« — §,7 — 1), nous obtenons grace au Théoreme 2.2 :

Ao+e N Ao+e
A | Q2 ||_a+a,_adASh/ | RO+ 10) [larall wx (@ hD2)) [—assa dA

0—€ Ao—¢€
/\0+6 5
< ChN/ | RON40) |lo,—a dX < CRYN ™" < CH7,
Ao—¢€

ce qui conduit a ’estimation

Ao+e .
/ | Q2N 1) || —ats—a dX = O(R™1).

Ao—¢€

Enfin, nous pouvons aussi passer a la limite quand g — 0 dans I'expression de Q3
et nous avons les estimations suivantes

Ao+e€
/A 1 Q30 k) -ars—a dA

0—€
Ao+e +o00
<ht [T [T RO 0) ool Rav(s,B) [-assa dsd
0

Ao—¢€

400 Ao+€ -
< Ch—lf WV < 5>7° ds/ | RON+10) [la—a dX < CRN L,
0 A

0—€

En supposant par ailleurs NV > 7, nous obtenons

Ao+e€ 1
/ | Q30 R) s dX = O(A~D),

Ao—€
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ce qui acheve la démonstration de i).

Démonstration de ii). Commencgons par estimer

Ao+e€
[ e @hDIRO+ 0)04 (2,1D,) |- dA
Ao—€

Ao+e

3
<3 [ oo DU s
k=1

0—€

Nous partons de w_(z,hD;)Q2 = h¥w_(x,hD;)R(\ + i0)wy (2, hD,). Par consé-
quent,

)\0+6
A H w_(a:, hD:t)QQ H—a,a X

0—€

Ao+e
< hN/)\ | w—(z,hDg)R(A +10) ||ats.all wn(z, hDy2) || —a.a+s dA

0—€

Ao+e
<0 [ RO 007 (5,002 [-oasl 0 (55D [-ass

0—€

En supposant N > 2« + 0, nous obtenons || wy(x, hD,) ||—q,a+6= O(1) et

Ao+e
/ || w_(a:, hD:t)QQ H—a,a X
Ao—€
. (2.21)
< cny / | RO\ = 0)” (2, AD2) || —ees .
A

0—€

De plus, w* a un développement asymptotique de la forme

* h|a‘ o yo—
aeNn

dont nous déduisons w* = @w_; + w_;, avec supp(w_;) C supp(w_) et w_; € Al_l’+°°,
[ € N. Par suite, nous obtenons

|| R(/\ - ZO)wi (l’, th) ||—o¢,—o¢—6§“ R(/\ - 2.0)(:2_[(17, th) ||—Oé,—Oé—5
+ H R(A - iO)w_l(x,th) H—a,—a—é .

D’apres i), pour tout [ assez grand, nous avons

Ao+e€
/ | RO\ = 01 (2, hDy) || s AN < Ch™L. (2.22)
A

0—€
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De plus,

Ao+e€
/ | RO\ — i0)w_i(2, kD) [|—ar—as dA
A

0—€

Ao+e€
< [N RO 0) lars-ans A -t hD2) s
A

0—€

< Ch™™ H w_l(fL‘,hDﬂc) H—a,a-ﬁ-& .

Pour [ > 2a + § nous avons || w_;(z,hDy) ||—a.ars< Chl, de sorte qu’en prenant
[ > n — 1, nous obtenons l'estimation suivante

Ao+e€
[ 1RO = 00w D)) s dh = O, (2.23)
Ao—€

Des équations (2.22) et (2.23), nous déduisons

Ao+e
/ | RO\ = i0)u™ (2, hDs) [ —as dX = O(hY). (2.24)
A

0—€

Il nous suffit alors de combiner les estimations (2.24) et (2.21), pour aboutir &

Ao+e€
/ ’ | w_(2,hD2)Q2(A\ h) || —ar—a—s dX = OBV 7). (2.25)
A

0—€

Nous allons maintenant étudier || w_(x, hD;)Q3 ||—a,o. Nous avons

Ao+e€
[ D)y i i
A

0—¢€
Ao+e poo B
< b lim / e M| o (2, hDy)RON -+ 10) Ry (£, 1) || v dEdA
p—0% Ao—¢€ 0

Ao+e
< h—l/A | RO\ — i0)w* (2, hDy) || —a,—a—s dAX

0—€

S
) —uth—1
X Mli)lTOl+ 0 e pih || RN@) h) ||—oc,a+6 dt.

D’apres (2.18) et (2.24), nous avons

Ao+e€ 00
/ | w_(2,hDy)Q3 || —a.a dX < h—lch—l/ WY <t >0 dt,
A 0

0—€

et pour § > 1, il vient

Ao+e€
/ | w (@ hDy)Qs [ ae dX = O(RN2), (2.26)
A

0—€
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Enfin, il nous reste a estimer || w_(x, hD;)Q1(X\, h) ||—q,o. Partons de

Ao+e
//\ ||w_($, th)Ql(A7 h) H_a7a dA

0—€

Ao+e€ —+o00 I )
<Ch! / lim || / et tHOFU (2, hD)Un (8, h)dt || e dA
A 0

0—€ pu—0~F

Ao+e€ +o0 1
<copt! /A Jim [ o @ ADUN(EB) |- dtN
o—e MK

+o0
< 2¢Ch! / | (@, hD)UN (1) || —eve .
0
D’apres la démonstration du Lemme 2.1 [53], nous savons que
+o00o
| @ hDUN R o dt = O)
0

ce qui donne

Ao+e€
/A | w2, hD2)Q1 [ e dX = O(h). (2.27)

0—€

Finalement, en regroupant les estimations (2.25), (2.26) et (2.27), nous établissons

)\0+6
/ | w_(x,hDz)R(\ + i0)w (x,hDy) || —a0 dX = OB 72).
A

0—€

Comme N peut étre choisi arbitrairement grand (cf. Remarque 1.1), la démonstra-
tion deii) est complete. La preuve de iii) est identique, et nous la laissons au lecteur. m

Nous revenons maintenant & I’étude de 'amplitude de diffusion. D’apres les ré-
sultats rappelés au Chapitre 1 (cf. Proposition 1.6), I'amplitude de diffusion s’écrit

fO,w, A\ h) = c(\, h)T5(0,w, X\, h) + O(h™),
ol Ty(0,w, A\, h) est le noyau de l'opérateur
To(A h) = Fo(A ) (K, (h) + K2, (h)) R(A 400, h) (K (h) + K5 (h)) Fg (X, h).-
Plus précisément, nous avons vu au Chapitre 1 que
To(0,w, A\ h) = (T, + Ty + Ty + T2,) (0, w, (A, h)

olt les T, sont définis par la formule (1.32). Prenons x(., R) € C3°(R") telle que
0<x<1,x=1pour|z| < Ret x=0pour x| > R+ 1, et posons

Xa(x) = X(CL‘,QOR(]), Xb(x) = X(xa 10R0)7
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ou Ry a été introduit dans la construction de Isozaki-Kitada du Chapitre 1 et sera
fixé par la suite. De la méme maniere que le Lemme 1.4 entraine le Lemme 1.5, le
Lemme 2.3 nous permet de démontrer le Lemme suivant. Notons préalablement que
dans I’énoncé ci-dessous, 'entier N est celui qui a été fixé lors de la construction des
symboles a4 et b4. D’aprés la Remarque 1.1, nous pourrons prendre N aussi grand
que nécessaire.

Lemme 2.4 Supposons que les hypothéses (V), et (Hol)s sont satisfaites. Alors,
pour a > %, nous avons les assertions suivantes.

Ao+e
) /A | KLa (M) RO+ 0)K (1) [ dr = O(RY),
0—€
/\0+6 N
i) / | K% (W) RO+ 0)K_y(h) | dr = O(hY),
Ao—¢€

Ao+e N
i) [ B RO+ 0)(1 =X K(h) a0 3 = O0),

0—€

Ao+e N
w) A (1 = Xa) K1a)" (R)R(A 4+ i0)xs K_p(h) || -a,a dA = O(h).

0—€

Nous déduisons immédiatement des point i) et ii) du Lemme 2.4 que

w|Z

Ao+e
| e mlar = ont)
A

0—€

et

w|Z

Ao+e
/ IT%,(0,0, A\, B)|dA = O(hY)
A

0—€

et nous en déduisons que
)\0+6 N
| B0 = Tob.0 mlaA = 005, (2.28)
Ao—¢€

Notons @ 4(x) = Piq(z, V2A0) et ©_(z) = ®_p(z, V2Aw). De P'estimation (2.28),
et des points iii) et iv) du Lemme 2.4, nous déduisons I’approximation suivante de
Iamplitude de diffusion

Ao+e
/ IT2(0,w, A\, h) — T5(0,0, A, B)|dA = O(h),
Ao—¢€
ou
T2,(07 Wy A, h) = <R(>\ + 20)(1 — Xb)k—b(-, A /2/\w)eihﬁ1q>_b’
(1 - Xa)k+a(-, \% 2/\0)€ih71¢+“>,
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2.3 Localisation en temps courts

En utilisant les formules (1.27) et (1.28), nous obtenons

Ao+e€
/ 1£(0,w,\, k) — c1(\, h)Go (0, w, \, h)|d\ = O(h?) (2.29)
Ao—€
avec
Go(0,w, A\, h) = (R(A+i0)g_pe™ ™ Pt g, et Pra) (2.30)
1O\ h) = 2m(20) (/4 (2 )~ (1) /2 =i 5T (2.31)
et
gy = €My, Py(h)] (b=, V2Rw)e P, (2.32)
gra = €M P xg, Py(h)] <a+(-, V2A0)€“flq’+“) : (2.33)

2.3 Localisation en temps courts

Nous commencons par rappeler la formule suivante :
T ih =1\ ,—ih~'tP(h ih~1T\ ih~1TP(h

R(\ +i0) :ih_l/ eth™ A emth ™ tP(h) gp 4 o R\ +i0)e™ (h) - (2.34)
0

Noter but est de montrer que le terme de reste e TAR(X + i0)e~™ TP st de
l'ordre O(h®). Pour cela, nous allons prouver que pour 7" > 0 assez grand, nous
avons

/ (R(\ + i0)eth TP g cih™ @y g b ®raygy — O(RN). (2.35)
A

0—€

La démonstration est basée sur une application judicieuse du Lemme d’Egorov dans
des espaces a poids. C’est la raison pour laquelle nous avons eu besoin d’étudier le
flot Hamiltonien au Chapitre 1.

2.3.1 Premieére localisation

Nous allons démontrer maintenant, ’approximation de la résolvante que nous
venons d’évoquer. Le résultat exact est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 2.3 [ existe € > 0 et Ty > 0 tels que VT > Ty, nous avons
Ao+e
I..

ot F(t,0,w,h) = <e—ith*1P(h)g_beih*1<D,b’g+aeih*1<1>+a>.

T
(RO +i0)g_peth =1 g et Pray / e (L,0,w, h)dt| dA = O(hN),
0
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Démonstration. Posons
1
U= {(l’,f) eR" xR", z € C(Ry), §|§|2 € [Mo — 2¢, Ao + 2¢], % € W}

ou C(Ry) = {x € R*; 5Ry < |x| < 6Rp} (cf. Lemme 1.11). Donnons nous un
symbole w € C°(R" x R") tel que w = 1 sur U et w = 0 dans le complémentaire
d’un voisinage V de U. En posant wj, = xpw, nous obtenons
(ROA +i0)g_ye™ ®, g™ ) = (R(A + i0)wy (@, hDy)gpe™ =0, grae™ ¥+
(RO +0)(1 = wp) (2, hDa)gpe™ "0 g e 1 02)
=1(\h)+ J(\h).

Or, nous avons

(1= wp) (@, hDy)g-pe™ =0 = 37 hlol(1 = wy) @ (2, Vo _y)galx) + Ry (),

lo| <M

avec supp(ga) C supp(g—s) et |Ry(z)] < AM < 2 >7M  D’autre part, ®_; vérifiant
(p2), nous pouvons supposer sans perte de généralité que

b (x,V2 w) € W.

V,®
> —
|z| > Ry = VA € [A\g — €, o + €, |V . b|

Dans ces conditions, il est facile de démontrer que Vx € C(Rp), (z,VzP_p) € U. De
plus, nous savons que supp(g—p) C C(Rp) et par conséquent,

Vo e N', (1 —w) (2, V,®_y(2))ga(z) = 0.

Par définition, nous savons que pour M assez grand, || Ry ||z = O(hM) uniformé-
ment par rapport a A. Par suite,

Ao+e Ao+-€ 1 ]
/ O\ B)|dA = / (RO 10)(1 — wy) (@, hDy)gpe™ P g, et Pe) |
A A

0—E€ 0—€

Ao+e .
- / RN+ i0)Rag, goac™ P50} dA
Ao—¢€
Ao+e M—f

< | Ralzz Nlgsallze / IR\ 4 i0) | —adX < CHM .

Ao—¢€

Comme nous pouvons prendre M aussi grand que souhaité, nous en déduisons

/\0+6
/ T\, h)|dA = O(h™).
A

0—€

Il nous reste & estimer le terme I(\, h). Dans cette optique, nous écrivons
T
I(\h) = / ezh_ltA<€_Zh_ltP(h)wb(.T, th)g_be”h_l‘I’—b7 g+a€zh—1¢+a>dt
0

+ <e—ih*1T/\R(/\ + Z-O)e—ihflTP(h)wb(x’ th)g_beihflcb,b’g+aeih*1¢>+a>
= Il(>\7 Ta h) + IQ(Av Ta h)
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De lestimation |(1 — wp) (2, hDy)(g_pe™ ®-0)| < CyhM < 2 >~M | quel que soit
M, nous déduisons

T
LAT h) = / eI A T T g et g T dE 4 O(h™),
0

o O(h*) est indépendant de A appartenant & tout compact. Il en découle que

/)\o—i-e
Ao—€
)\o-i-e

et la démonstration se réduit a établir / |I,(\, T, h)|d\ = O(hY).
Ao—¢€
Pour cela, nous prenons § € C*°(R") tel que

T
I (/\’ T, h) - / eihflt)\<e—ih*1tP(h)g_beih*1<I>_b’ g+aeih*1@+a>dt d\ = O(hoo)
0

1surI'y (R, d,0),
Blz,€) = +8,d,0) .
OsurT'y(R,d,—0o)
et nous décomposons Is de la maniere suivante
Iy(\,T,h) =
(e_ih_lT)‘R(/\ +10)5(x, th)e_ih_lTP(h)wb(a;, th)g_beih_lq’*b, g+aeih_1¢’+“>
+ (e_ih_lTAR(/\ +i0)(1 — B) (=, th)e_ih_lTP(h)wb(a;, th)g_beih_lq’—b,g+aeih_1¢+“>
= I+2(A7 T, h) + I—2()‘7 T, h)

En prenant R > 20Ry + 1, nous déduisons du Lemme 2.3 que

)\o-i-e
/ | XaRO\ + i0)8(2, hDy) [ dA = O(h%).
A

0—€

De plus, en appliquant le Lemme 1.3, nous obtenons
e TPy, hD,) (g-pe™ *) [z = O(1)

uniformément par rapport a A. Il vient alors,

Ao+e Ao+e
/ |Lo(\, T, h)| dX < / | Xa (A +10)B(x,hDy) ||-a,0 dAX
A

0—¢€ Ao—¢€
x  sup [le” T TPWgy(a, hDL) (g-pe™ )|z X [lgsae™ e 2
)\E[)\o—e,)\o-i-e]
< CyhY, VN.

Par suite, la démonstration sera compléte si nous parvenons & estimer I_o(\, T, h)
convenablement. D’apres le Théoreme 2.2, nous avons ’estimation suivante

Ao+e€ B
/ | RO+ i0)la—adA = O(h™™).
A

0—€
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Par ailleurs,

Ao+e Ao+e .
A (V)] d < / IR+ 10) o —a g4l 12 X

0—€ Ao—€
% |1 = B)(z, hDy)e ™™ TP Wy (2, hDy )| —aallg—sll 2 dA
o )\0+6
< C|[(1 = B)(x, hDy)e™ ™ TPM yy (z, 7"LDac)||—W/A | R(A +40)[a,—adA
0—€

< CR7M|(1 = B)(x, ADy)e ™ TP My (3, hDy)| a0
Il nous suffit donc, de démontrer que
| (1= B)(z,hDy)e= " TPM (2, hDy) ||—a.a= O(h™). (2.36)

D’apres la construction de w et en appliquant le Lemme 1.11, nous savons qu’il existe
To > 0 tel que

VT > Ty, V(z,€) € supp(wy), Pr(z,£) € I'+(R,d,0).
Par conséquent,

VT > TO; V(l’,f) € Supp(""b)? (1 - ﬂ)((I)T(.%,f)) = 0.

Pour T > Ty, nous pouvons donc appliquer le Lemme 1.1 avec p=1— [ et w = wy
pour obtenir directement (2.36). ]

Comme conséquence immédiate de la proposition précédente et de la formule
(2.34), nous avons l'approximation suivante
Aote To
/ Go(0,w,\, h) — ih_l/ el t’\F(t,H,w,h)dt d\ = O(h™)
Ao—¢€ 0

avec
ih—1L ih—1 1
F(u 0,w, h) — <€zh tP(h)g_bezh <I>_b’ g+aezh <I>+a>.

2.3.2 Seconde localisation

Dans cette partie, nous suivons exactement la méme construction que celle de
[53], en faisant attention aux dépendances possible par rapport a A. Nous introdui-
sons

ZiA) ={z ey lz—z(N)| <e}, 1<j <,

pour € > 0 assez petit et nous posons

ij = {y € Supp(g—b)7 Yy = QOO(S’ZJ(/\)v /\aw)a s < 0) A€ [)\0 — € >\0 + 6]}>
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ol zj(A) = zj(A,0) est donné par la Proposition 1.9. Pour Ry assez grand, nous
pouvons trouver S; > Sp >> 1 tels que Y; C II_; avec

O ={y:y=0x(s,2,\\w), =51 <5< =85, A€ [Ao—€, o+¢€], z€ Z;j(N)}.

Posons
Y_={z eR" : cos(z,w) <oj}

et
Y. ={z eR" : |z| > Ry et cos(x,0) > 7]}

avec Ry > 0. Pour R; assez grand, indépendant de Ry et pour y € ¥_, x € ¥ nous
avons

tlir_n(>O lq(t,y, VoP_p(y))| = +00 et tlierc>O lg(t, 2, V@ 4(x))] = +00. (2.37)

D’apres la théorie de Hamilton-Jacobi (cf. [40], Proposition 3.8) nous savons que

p(t7 xz, viﬂq>+a(x)) = qu)-i-a(Q(tv xz, v:ﬂq)-i-a(x)))
et par construction des phases ®1 nous savons aussi que
lim Vo0 4(z) =vV2lwet lim V0, ,(2) =V2A0. (2.39)

|2|—+00 |2|—+00
Il suit, en réunissant les équations (2.37), (2.38) et (2.39) que

. hI_n p(t,y, Va®_p(y)) = V2w et ' liin pt, 2, Vi ®ya(z)) = V2A0.
Pour X\ € [A\g — €, A\¢ + €], posons

& = {y EX_|3teR, Tz € By Byly, Vab_y(y, V2I0)) = (z, Vodaa(e, \/59))}

Par définition de (¢eo,Poo), il est alors évident que I'ensemble £ = U &

A€ [)\0 —6,)\0+6]
l

est inclus dans U{qoo(s,zj(/\), A\w), A€ [N — €N+ ¢, s < S} pour un certain
j=1
S, € R. Nous définissons maintenant F = U Fy, avec
)\E[)\o—e,)\o-i-d

Fy= {y € supp(g—p)| 3t € R, Iz € supp(g1q);
u(y, Vaoo(y, VIAD)) = (2, Vo ®ra(, V2X0)) }.
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l
Comme U{qoo(s, zi(A); A, w), =Sy < s < S(} est un ensemble compact et
j=1

F C ENnsupp(g-p) € EN{|z| > 5Ro},

en choisissant Ry assez grand, nous obtenons

!
F C U {qoo(s,zj(/\),/\,w),s < —=So, AE[Xo— € Ao —i—e]}.
j=1

De plus, F est borné, de sorte que pour Sy assez grand, nous obtenons

I
F C U {qoo(s,zj()\),)\,w),—Sl <8< =80, A€ N —€, N+ €] }
j=1

D’autre part, nous pouvons construire des fonctions 7_; € Cg°(Il_;), telles que
0<m_; <letn_;=1surYj;. D’apres la discussion précédente, il est clair que pour
€ > 0 assez petit, les ensembles compacts

l
Ky, = {(y, Va®_4(y, V2Mw)), y € supp(g_s) Nsupp(1— > _ 7)),
j=1

A€ [)\0—6,/\0+6]}
et

F)\o = {(I)—t($7v1‘q)+a(x7 \ 2A9))7 HS Supp(g+a)7 te [07T0]7 A€ [AO - 67)‘0 + 6]}

sont disjoints. En effet, nous avons clairement ’identité

l
Ky, NFy, C T*(F Nsupp(l — Zﬂ'_j)) = 0.
j=1

Par suite, le Lemme 1.1, donne 'estimation
Ao+e l To I
/ Go(0,w, A\, h) —ih‘lz/ eMTNF (8,0, w, h)dt| d\ = O(h™)
Ao—¢€ _ 0
7=1

avec
1 1 1
F—j (ta 9> w, h) = <elh tP(h)ﬂ-—jg—beZh q>_b> g—i—aezh <I>+a>'

De maniere analogue, nous définissons

X] = {CL' S Supp(g+a); T = q(tvyvvxq)—b(y))v Yy e Y}a t> 07 A€ [)\0 — €, )\0 + 6]}
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et il existe Tp > 11 >> 1 tels que X; C II;; avec
My =A{z; v =q(t,y, VP 4(y)), y €1, Ty <t <Tp, A€ [Xo—€, Ao+ €]}

Nous pouvons aussi construire des fonctions 71 ; € C§°(I14;), telles que 0 < 7y; <1
et my; = 1 sur X;. En répétant les arguments précédents, nous obtenons

)\0+6
/ Go(0,w,\, h) — ih~ 12/ M TINEL (L, 0,w, R)dt| A = O(h™)  (2.40)
Ao—€

avec
F;(t,0,w,h) = <eih71tp(h)ﬂ_jg_beihilq)—b,ﬂ+jg+aeih71¢+“>. (2.41)

2.4 Meéthode de la phase stationnaire

2.4.1 Approximation du groupe unitaire el tP(h)

Pour notre analyse, nous avons besoin d’une approximation de
pi(t,x, h) = el tP(h)ﬂ_jg_beZh *o pe Il ;, Ty <t <.

Pour le confort du lecteur, nous rappelons maintenant des résultats démontrés dans
[53]. Le lemme suivant est une conséquence du fait que 6 est régulier par rapport a

(A w).

Lemme 2.5 Le point x = q(t,y, Vo P®_4(y)) € 114, avec y € II_;, est non-focal,
c’est a dire

Dit,y) = det(-2-q

ay (tvyvvxCI)—b(y))) 7& Oa Tl <t < TO-

D’apres (2.32), nous pouvons écrire g_; sous la forme
_o(x, A h) = ihgoy (2, A) + W2 gy(x, A, ),
ot supp(gy) C supp(xp) et
gob(@,A) = (Vo @y (, V2w), Vxp())b-o (2, V2)w) (2.42)
Parallelement, (2.33) conduit &
gra(x, N\ h) = ihgoa(z, \) + h2ga(z, A, h)
avec supp(ga) C supp(Xa) et

Goa (2, \) = (V@ q(2,V2X0), Vxa(x))aso(x, V2X0). (2.43)
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Du Lemme 2.5 nous déduisons la représentation suivante de (¢,

t IL’,)\,h), T <t<
Ty, x € I1;, qui est uniforme par rapport a A € [A\g — €, Ao + €] (cf.

[40], sect.12) :
byt @, A h) = P SN T | Dt y) " ik (y)gos(y, A) + O(R),  (2.44)

pour x = q(t,y, VoP_4(y)), y € II_;. Ici S; est I'action le long de la trajectoire
joignant les points x et y, c’est a dire

— b1
S](t7 Y, )‘) = (I)—b(% 2Aw> + / <§‘p(7—7 Y, VJ;‘(D—())‘2 - V(Q(Tﬂ Y, vx(l)—b))> dT7
0

(2.45)
et pu; € Z est I'indice de Maslov de cette trajectoire sur la variété Lagrangienne

{(az,f) ER" XR"; = qoo(t,2,\,w), £ = Poo(t, 2, \,w), z € Ay, tER}.

Remarquons que p; est localement constant, de sorte que pour € > 0 assez petit,
pj est indépendant de A € [A\g — €, A\g + €]. Nous insérons maintenant (2.44) dans
(2.41) et apres un changement de variable z = ¢(t,y, Vo®_;) — y dans (2.40), nous
obtenons

Fj(t,0,w,\, h) = h? / ¢t 0= S V(8 )| D(E )| 2dy + O(RP),  (2.46)

ou
Qsj (t7 Y, )‘) = S] (ta Y, A) - (p-‘ra(Q(ta Y, vx(p—b)a \/59)

et
M;(t,y,\) = 7—;j(y)gop(y, \)my;(a(t,y, Va®_p)goa(q(t, y, VaP_p), N).

Ainsi la démonstration du Théoréme 2.1 se réduit a I’étude du comportement asymp-
totique de l'intégrale

Lyt X 1) = 17 [0 R0 D)

2.4.2 Fin de la démonstration du Théoréme 2.1

Nous allons étudier le comportement asymptotique de 'intégrale

Nj(07w7 )\’ h) = / elh 1t)\Lj(t) 9,(}], )\7 h)dt, 1 é ] é l
Ty

Comme la direction 6 est réguliere pour (A\g,w), alors pour tout A € [Ag — €, Ao + €]
nous pouvons effectuer le changement de variables suivant

(2,8) € Zjx] = S1,=S0[— ¥ = ¢oo(5, 2, \,w) € II_;.
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2.4 Méthode de la phase stationnaire

Nous obtenons
_ h2/ / ,;h—ltA_mngj(t, $,0,w, \, h)dsdt,
avec

L(ts,0.000) = [ 700D (15, 2D 1+ 5,2)]HDucls, 2

Qi(t,s,2,A) =8t ¢oo (S, 2, \,w), A) — Pra(goo(t + 5,2, A\, w), V2AE),
f](ta S, 2, A) = 71-—]'(QOO(S7 Z, )‘7 w))g()b(QOO(S7 Z, )‘7 CU), )‘) X
X 7T+](QOO(t + S, %, )‘7 W))QOa(Qoo(t + S, 2, )‘7("))7 A)
Nous appliquons maintenant, la méthode de la phase stationnaire a I'intégrale I;.
Comme dans [53], pour (t,s,A) fixé, z;(A) est le seul point stationnaire pour la
phase ®;(t,s, A, z). Nous nous nous référons au Théoreme 7.7.6 de [25] pour un
énoncé précis de la méthode de la phase stationnaire dépendant d’un parametre.

Nous appliquons ce théoreme a chaque (z;(Ag), Ao) et nous utilisons le lemme suivant,
dont la démonstration est donnée dans [53].

Lemme 2. 6 Quel que soit 5 =1,..., N, nous avons
1) sgn(5 azz F)(zi(AN) =n—1,
2) [det(55) (2 (V)] = (20) "% 35(21(A), ) Doc(t + 5, %(N)) Eo 2, 9),
ot Ey(t,s) = exp < = Ag® i a(goo(T, 25(N), A, w), \/59)d7'> .

t+s

Finalement, nous obtenons

>\0+€ PP
/ Ij(tvs’eyc‘%)\ah) _03(>\7h)em I(Sj_t)\)XO(t¢ 8)‘ dX = O(h)a
Ao—€

avec

/ / o(t,s)dtds = —1, et c3(A\, h) = (2)\) (27Th) i(n—l)%j

Ao+e o o
/ Nj(0,w, M h) = e\, h)e™ "S55 65 (25(N), )72 | dA = O(h)
Ao—€

et
ea(M h) = —(20)""T (27h) T K2l DT

Cette égalité combinée avec (2.35) et (2.40), acheve la démonstration du Théoreme
2.1.
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Chapitre 3

Asymptotique de amplitude de
diffusion a énergie fixée

3.1 Enoncé des principaux résultats

Dans ce chapitre, nous allons étudier le comportement asymptotique quand h —
0, de 'amplitude de diffusion f(6,w, A, h). Le cadre est toujours celui d’un opérateur
de Schrodinger associé a un potentiel de courte portée, mais nous nous intéressons
ici au cas ou ’énergie A > 0 est fixée (par opposition au chapitre précédent ot ’on
intégrait par rapport a A). Nous nous intéressons a trois problemes différents que
nous énoncgons brievement de la maniére suivante.

Probléme (I). Pouvons nous donner une estimation de | f(6,w, A, h)| en fonction
de h €]0, 1], les parametres 0, w et A étant fixés?

Probleme (II). Que se passe-t-il si nous modifions le potentiel V' 7 De quelle
maniere le comportement semiclassique de 'amplitude f(0,w, A, h) change-t-il quand
nous modifions le potentiel V', dans une région convenable ?

Probléme (III). L’amplitude de diffusion f(6,w, A, h) a-t-elle un développe-
ment asymptotique quand h tend vers 07

Le probleme (III) a été traité par Vainberg [63], [64], pour des potentiels V' €

C5°(R™) et des énergies A > sup V(z), ce qui implique en particulier que A est non-
zeR"
captif. Comme nous 'avons déja évoqué, Robert et Tamura, dans [53], ont étendu

ce résultat au cas ou le potentiel V' n’a pas nécessairement un support compact. Le
cadre de leur résultat est celui d’un potentiel de courte portée, d’une énergie A > 0
non-captive ( mais pas nécessairement A > sup(V')) et de directions 6, w fixées de
sorte que 0 # w. Sous ces hypotheéses, leur travail apporte évidemment une réponse
au probleme (I). L’amplitude f(0,w,\, h) ayant une limite quand h tend vers 0,
elle est nécessairement bornée pour h au voisinage de 0. De plus, les coefficients
intervenant dans la formulation de cette limite, ne font intervenir les valeurs du
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potentiel V(x) sur {z : V(x) < A}. Il suit que si nous modifions le potentiel V' dans
une région contenue dans {x : V(x) > A}, 'amplitude de diffusion reste inchangée
modulo O(h*), ce qui donne une réponse au probleme (II).

Dans le cas captif, les choses se compliquent et il n’y a pas de résultat répondant
a ces questions dans un cadre aussi général. Commencons par mentionner deux
résultats en rapport avec probleme (II). S. Nakamura a étudié dans [45] le cas de
deux potentiels de courte portée V et V, satisfaisant (V), avec p > ”T“, tels que
V =V sur la composante connexe non bornée de {z : V() < A+ €}. En supposant
de plus, que I’énergie \ est faiblement captive pour chacun des potentiels, c’est a

dire [[(P(h) = (A +i0)) la,—a = O(h™™) pour M € Reet a > %, il a montré que
F(0,w, X, h) = f(0,w, X, h) = O(e™M),

pour un certain d > 0.

Par ailleurs, A. Lahmar-Benbernou et A. Martinez ont examiné dans [35], le cas
d’un “puits dans une ile”, ou I'existence de résonances convergeant exponentiellement
vite vers ’axe réel rend impossible tout estimation polynémiale de la résolvante.
Dans ce cas, que nous détaillerons plus tard, leur potentiel modifié est non-captif
pour A et il est identiquement égal a V sur la composante connexe non-bornée de
{z : V(x) < A+ €}. Sous ces conditions, ils montrent que

f(eawa Aja h) - f(97w7 )‘j7 h) = ahk
pour certains o # 0, k € N* et \; convergeant vers \.

Concernant le probleme (III), I'une des principales difficultés est I'obtention d’une
estimation de la résolvante et en particulier, le fait que pour certain niveaux d’énergie
captifs, la résolvante || R(\ + i0)||o,—o peut se comporter comme e“/* quand h tend
vers 0. Par ailleurs, une des principales différences entre le cas courte-portée et le
cas ou V' a un support compact, se manifeste dans la forme prise par f(0,w, A\, h). Si
V appartient a C§°, nous avons une formule de représentation qui ne fait intervenir
que la résolvante tronquée. Plus précisément, nous avons

F(O,0,0,h) = cah™" AT (D24, x1 ] RO+ i0)[A2A, xalxse™ <7,

eih—1<.,9>> (3.1)

L2,

X3

ol xj, j = 1,2,3 appartient & C§°(R"), vérifie xj4+1 = 1 sur suppx; et x1 = 1 sur
une boule centrée en zéro aussi grande que nous le voulons (cf. [47]). Dans le cas
courte portée, cette formule n’est plus valable et de la méme maniére qu’au Chapitre
2, nous utilisons la formule de représentation de Isozaki et Kitada (cf. Chapitre 1,
Section 1.2.2 pour plus de détails). En particulier, dans cette formule, la résolvante
s’applique seulement & des fonctions L2. L’approche dans [53] est basée sur une
localisation, & l'intérieur de la formule de représentation, conduisant & une formule
approchée ne mettant en jeu que la résolvante tronquée.

F(8,w, M h) = cah A" (RO +i0)g_pe™™ ™ 2-02) g e 24 00) L O(h®) (3.2)
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Dans le cas non-captif, cette localisation s’effectue, en utilisant I’estimation suivante

) _ 1
RN £30)|[a,—a = O(h™1), a > 5 (3.3)
Dans le cas général, cette estimation n’est pas nécessairement vraie et la méthode
ne fonctionne plus aussi simplement. Dans un travail récent, Burq [7] (cf. aussi [65]
et[9]) a donné une estimation polynémiale de la résolvante tronquée,

Ix1 (2)R(A + i0)xa(2)l| 2 = O(h ™), (3-4)

ousupp x; C {x : Ry < |z|] < Rg}, i = 1,2 et 0 < R; < Ry sont suffisamment
grands. En utilisant cette majoration, nous démontrons dans ce chapitre, que pour
des perturbations de courte portée quelconques, I’amplitude de diffusion peut s’écrire
sous la forme (3.2). Cette formule de représentation est 1’étape principale dans notre
analyse des deux problemes que nous étudions. Combinée & l'estimation (3.4) elle
nous permet d’aborder le probleme (I) et en particulier, de montrer que dans le
cas général, amplitude de diffusion est bornée par un O(h_nT_l) en dehors de la
diagonale {# = w}. Concernant, le probleme (II), cette localisation nous permet
d’étendre les résultats de Nakamura au cas ou nous supposons uniquement p > 1.
Elle nous permettra aussi d’étendre ’asymptotique de Robert et Tamura, aux cas
de potentiels faiblement captifs et d’aborder ainsi le probleme (III). Enfin, notons
que cette formule sera le point clef des résultats démontrés au Chapitre 4.

Pour w et 6 fixés dans S" 1\ {# = w} et pour A > 0 satisfaisant la condition de
non-capture, Robert et Tamura ont obtenu pour f une asymptotique

l
FO,0 M) =" ()3 SimiE 1 O(h), (3.5)
7j=1

ou &, 2/ , Sj et p; seront précisés par la suite. En particulier, il est évident que
dans le cas non-captif, 'amplitude de diffusion est bornée par O(1) en dehors de
la diagonale. Ceci n’est pas nécessairement vrai dans le cas captif, ou f(6,w, A, h)
pourrait exploser a cause de résonances convergeant exponentiellement vite vers
I’axe réel. Comme nous 'avons déja dit, une des conséquences de I'hypothese de
non-capture est l'estimation (3.3) qui est directement reliée au fait que pour des
perturbations non-captives, il n’y a pas de résonance dans une zone de la forme

{ZE(C: 0<a< Re(z) <b,0<Im(z) §Nhlog(%)}, VN,0 < h < hy.

Dans le cas captif, la résolvante n’est pas nécessairement analytique dans la région
ci-dessus. De plus, dans de nombreux cas, il y des résonances (c’est a dire des pdles
de 'amplitude de diffusion ) dans des bandes de taille e~4/" . Dans le cas d’un pole
simple de la résolvante et pour des potentiels a support compact, Stefanov [58], a
donné une estimation du résidu de amplitude de diffusion. Nous décrirons en détails
ce résultat au Chapitre 4, mais nous pouvons déja mentionner que cette estimation
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fournit une borne en O(h~ anl) pour 'amplitude de diffusion quelle que soit la nature
de l'énergie. La démonstration de cette estimation dans le cas ou V' € C§°(R"), est
basée sur 'estimation (3.4) appliquée a la formule (3.1) étendue au plan complexe.
En effet la formule (3.1) met en jeu uniquement la résolvante tronquée, avec des
fonctions de troncature supportées dans des couronnes éloignées de l'origine, de
sorte qu'il est possible d’utiliser (3.4). Dans le cas ou V' n’a pas nécessairement un
support compact, la formule (3.1) n’est plus valable, mais en invoquant la formule
de représentation (3.2), nous sommes capables d’établir une majoration similaire sur
I’axe réel.

Théoréme 3.1 Fizons un compact K C R} et supposons que le potentiel V' satisfait
(V)p, pour un certain p > 1 ainsi que (Holy). Dans ces conditions, nous avons :
n—1
V(w,0) € S I x "I\ {f=w}, IC >0, VAEK, |f(0,w,\,h)| <Ch™ = . (3.6)
Pour des énergies captives particulieres, il est possible d’exhiber des phénomenes
nouveaux. Par exemple, Lahmar-Benbernou et Martinez [35], ont montré dans un
cas particulier, comment l’existence de résonances convergeant exponentiellement
vite vers 'axe réel conduit a un comportement différent de ’amplitude de diffusion.
Plus précisément, il considérent le cas ol le potentiel V(z) est un “puits dans un
ile”, c’est a dire qu’il existe A\g > 0, un ouvert connexe borné O C R" et zg € O tels
que

i) V(l’o) = )\ et V”(l’o) > 0,
i) V> A sur O\ {zo} et V < Ao sur R? \5,

iii) Ao est non-captive pour V en dehors de 0.

Fia. 3.1: Un “puits dans une ile” transformé en un potentiel non-captif.

La condition iii) signifie juste que toute particule d’énergie A partant d’un point
x € R"\ O s’échappe en t = +00. Partant de V, ils construisent un potentiel non-

captif V égal & V sur R* \ O (cf. Fig 1) et ils prouvent que pour des directions

84



3.1 Enoncé des principaux résultats

,w € S"! convenables, il existe a € C\ {0} tel que :
f9,c<J,Rep-,h _fH,W,Re,O',h :ahnTH—FOhnTHa
J j

ol pj = pj(h) est une résonance convergeant vers \g et f est ’amplitude de diffusion

associée a V.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous donnons un cadre général dans lequel
un tel phénomene ne peut pas se produire. En effet, nous allons montrer que si nous
modifions le potentiel V' dans une région convenable (essentiellement de la méme
maniere que Lahmar-Benbernou et Martinez), alors 'amplitude de diffusion est in-
changée modulo des termes d’ordre O(h®). Ceci est vrai méme pour des potentiels
captifs V', pourvu qu'’il existe une zone de taille A autour de I’axe réel qui soit libre
de résonances. Plus précisément, introduisons 'ouvert

Wy ={x e R";V(z) < A}

Comme lim V(x) = 0, cet ensemble a une unique composante connexe non-
|| =00

bornée, notée Weyi. Notons Wi, = Wy \ Weye et soit F' un ensemble compact tel
que Wipy € F C R" \ Wy Nous supposons que Ve C>°(R™) est un potentiel de
classe C* tel que V = V sur R" \ F'. Remarquons qu’a priori, rien ne nous assure que
I’ensemble F' est non vide. Il se trouve juste, que dans le cas ou F' = (), le résultat que
nous allons énoncer est trivial, puisque V = V. Nous noterons P(h) = —h?A +V (z)
'opérateur de Schrodinger associé et f (0,w, A\, h) Pamplitude de diffusion associée
a ]5(h) Le théoréme suivant compare f(Q,w, A, h) avec f(0,w, A, h) dans le cas ou
nous supposons seulement p > 1.

Théoréme 3.2 Supposons que les conditions suivantes sont réalisées :
i) (V), avec p > 1.
i1) (Holy).
ii1) 1l existe € > 0, C >0 et M > 0 tels que

(Res(ﬁ(h)) U Res(P(h))) N (A= e A+ + 0, ChM]) = 0.

Alors, pour tout (0,w) € S* 1 x §"~1\ {0 = w} nous avons

F(0,w, A, h) = F(0,w,\,h) + O(h™).

Remarque 3.1 D’aprés le travail de Lahmar-Benbernou et Martinez [35], il est
évident que l’hypothésejii) est nécessaire. Si nous faisons uniquement une hypothese

sur les résonances de P(h) (et non sur Res(P(h)) et Res(P(h)) simultanément), le
résultat du Théoréme 8.2 n’est plus vrai.
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Les deux théoremes précédent ne donnent pas la limite de f(6,w, A, h) lorsque h
tend vers 0. Dans la derniere partie de ce chapitre, nous démontrerons que I’ampli-
tude de diffusion pour certain potentiels captifs, a une limite similaire a celle donnée
par (3.5). Ceci est énoncé dans le théoreme suivant.

Théoréme 3.3 Soient w € S™ ! et A > 0. Supposons que les hypothéses suivantes
sont vérifiées :

1) (V), avec p > 1.
2) (Hol)w.
3) L’hypothese (H,, ») est satisfaite, c’est-a-dire :

Vz e A,, lim |geo(t, 2, \,w)| = +00.
t—-+oo

4) 6 est régulier pour w.
5) Il existe ¢ >0, C >0 et M > 0 tels que

Res(P(h)) N (A — €, A+ €] +[0,ChM]) = 0.

Alors, nous avons 'asymptotique suivante

l
FO.w 0 h) = 6(x) 3 SimmE 1 On),
j=1

ot
too /q . ) )
S= [ (3ol P = Vgt ) =) e = (1), VER0) (31
et puj € Z est l'indice de Maslov de la trajectoire (qoo(t, 2 w), poolt, zj,w)) sur la

variété Lagrangienne

{(£,) e R”" X R" : & =quo(t,z,w), £ = pool(t,z,w), z € Ay, t € R}.

3.2 Un exemple de potentiel faiblement captif

Nous donnons maintenant des exemples de potentiels faiblement captifs. Notre
principal outil pour exhiber de tels potentiels est un résultat de C. Gérard et J.
Sjostrand [21]. Soit P = p(z, hD,) un opérateur différentiel & coefficients analytiques
hors d’un compact fixe et A > 0 une énergie fixée. Nous notons ®; = e'fr le flot
associé au champ Hamiltonien

85/])

6//
Hy,6) = | 50 | @8)

—ax//p
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3.2 Un exemple de potentiel faiblement captif

et pour ¢y > 0 assez petit nous posons
Kee(A) = {(2,6) € p7 ' ([N — €0, A + €0)); Py(,€) est borné sur R} .

Pour |u — A| < €, nous notons aussi K(u) = K,(A\) Np~1({u}). Les hypotheses de

[21] sont les suivantes

(Hy) Dans un voisinage ouvert €2 de K dans T*(R™), il existe une sous variété X,
fermée symplectique de classe C' qui contient K (\) et telle que le champ
Hamiltonien H,, est tangent & X en tout point. De plus, nous supposons qu’il
existe deux sous-fibrés vectoriels N , et N_ , de T*(R") de classe C? tels que :

(H1) T,X% = N4, @ N_ ,, ou T,X7 désigne orthogonal de T, pour la forme sym-
plectique o.

(Hz) Pour p € K(X), Ny, est invariant par les applications D,®; pour ¢t € R.

(Hs3) Si nous choisissons des normes sur N , et N_ ,, dépendant continiiment de
o, il existe Cp > 1 et Ty > 0 tels que || Dy®xr, (va)|| < Cy e, Yoi € Ni .

Le résultat de Gérard et Sjostrand est alors le suivant :

Théoréme 3.4 Supposons que le symbole p satisfait les hypothéses (H;), i =0,...3,
alors il existe € > 0 et dy > 0 tels que P n’a pas de résonance dans (A — e, A + €] +
1[0, doh], pour 0 < h < e.

Nous allons appliquer ce résultat a I'opérateur de Schrodinger. Nous considérons
le cas ou p(z,&) = &2 + V(x), cest-a-dire P(h) = —h?A + V(z). Fixons un entier
de {l,....,n—1} et notons x = (x1,...,2,) = (2/,2") avec 2’ = (x1,...,24) et
2" = (441, ..., 2n). De méme, nous noterons £ = (¢,£"”) € R”. Donnons nous aussi
une fonction décroissante p € C§°(RT,R) telle que p(t) = 1sit € [0,1] et p(t) =0
pour ¢ € [2,400[. Nous posons

n

d
Vie)=p(|z’) |2+ af— > a7
j=1

j=d+1

Controle des résonances. Le champ Hamiltonien H,, s’écrit

5/
=2 (p(|=?) + ¢ (l2*) (2 + |2/ = 2" ]*))
2" (p(?) = p'(|2*)(2 + |2"* — |2"]?))

Hy(x,6) =2 (3.8)

Donnons nous une énergie 2 < A < 2 + %sup V. Sous ces conditions, nous allons
montrer que pour 0 < ¢y < min(A — 2,2 +d — \), nous avons

Ko\ c{z" =¢" =0} np ([N — €0, A+ €0)).
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Pour (z,£) € R", nous notons
(X (1), E(t))(x,€) = (X'(£), X" (), E'(£), E" (1)) (=, §) = P4(x, €),
de sorte que nous avons
X' =22, X"=2=" = = -V,V(X), 2= -V V(X).

Soit (z,£) € T*(R™) tel que (2”,£") # (0,0). Nous allons montrer que (X (¢),Z(t))
n’est pas borné sur R. Dans toute la suite, nous supposerons que |z|?> < 2, le flot
étant trivial a U'extérieur de cette boule.

Premier cas : " # 0. Dans ces conditions, il existe j € {d +1,...,n} tel que
x; # 0. De plus X; est solution de

X; =5, 5 =2X,(p(1X]) = p'(IX])(2 + [X']” — |X"]?).

Nous traitons le cas ot X;(0) = z; > 0 et Z;(0) = & > 0. Comme |z|> < 2, alors
2+ |2'|2 — |2”"|> > 0. De plus, p étant positive et strictement décroissante sur [0, 2],
alors

=5(0) = 2z (p(|z]) — o' (|22 + |2'* — |2"[*)) > 0.

Par suite il existe ¢y > 0 tel que X;(¢9) > 0 et Z;(t9) > 0. Un simple argument de
connexité montre que Z;(t) > 0, Vt > g et il s’en suit que

vt > to, X;j(t) = Ej(to)(t —to) + X;(to)-

En particulier, lim |X(¢)] = +oo. De la méme maniere, nous montrons que si
t——+oo

+x;€; > 0, alors ti%gloo | X (t)| = +o0.

Second cas : 2" = 0 et & # 0. Il existe j € {d+ 1,...,n} tel que & # 0.
Supposons par exemple, que §; > 0. Comme e j = Ej, alors il existe g > 0 tel que
X;(to) > 0 et Z;(tp) > 0 et nous concluons comme dans le cas précédent. Si &; < 0,
nous argumentons de la méme maniere pour des temps ¢ < 0.

En conclusion, nous avons établi que K(\) C ¥ := {(z,§) € T*(R"); («”,¢") =
(0,0)}. Nous allons maintenant montrer successivement que 3 vérifie les hypotheses
(H;),7=0,...,3.

Pour ¢ € ¥, nous avons T,X = ¥ et la formule (3.8) montre clairement que
H,(p) est tangent a . Nous en déduisons que I'hypothese (Hy) est vérifiée. La forme
symplectique o sur T*(R") est donnée par o((z,§), (y,n)) = (z,n) — (y,§), ou (,) est
le produit scalaire standard sur R™. Un calcul élémentaire montre que pour tout g €
Y, ToX7 = {(x,§) € T*(R"); («/,&) = (0,0)}. Notons (ex,1,---,€xmns€e1,---,€n)
la base canonique de R?", nous décomposons T,%° de la maniere suivante

TQEG =Ny ,®N_,avec Ny, = Vect{fi7d+1, RN f:l:,n} ou fﬂ:,j =€z, T eg ;.
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3.2 Un exemple de potentiel faiblement captif

D’apres la formule (3.8), le flot Hamiltonien s’écrit dans la boule B(0,/2)

x'cost + E'sint
2cht+&"sht
—2'sint + &' cost
2"sht+ & cht

Py(z,¢) = (3.9)

d’ou1, en notant [ la matrice identité d’ordre & :

costly 0 sint Iy 0

0 Cht[n_d 0 Shtfn_d
—sintly 0 costly 0

0 Sht[n_d 0 Cht[n_d

D(y6)®r =

En particulier, pour j € {d+1,...,n}, nous avons D, ¢)®;f+ ; = (cht £sht)fy; =
eitfi,j, donc Ny , est invariant par D,®; pour ¢ € K et [t| assez petit. Notons
T = sup{t > 0; D,®¢+(N+,) C Ni,} et supposons par I'absurde que T' < +o0.
Donnons nous ¢ € Ky et X € Ny ,, alors pour tout ¢ > 0 nous avons

DQ(I)T—H(X) = D@T(g)q)t o) DQ(I)T(X) = Dg/(I)t(Y),

avec ' = ®r(p) € Kp et Y = D,®p(X) € N4 ,. Nous en déduisons que pour ¢ > 0
assez petit, D,®744(X) € Ko, ce qui est absurde. Par conséquent, les hypotheses
(Hy) et (Hj) sont vérifiées.

De plus, pour tout v+ € Ny o, nous savons que || D, ¢ ®v+| = e*[|v4]|. Donc
la propriété (Hs) est vérifiée pour tout Cy > 1 et Ty = In Cy.

Trajectoires captées. Nous allons maintenant exhiber des trajectoires captées
pour le potentiel V' et ’énergie A, ainsi que des familles de trajectoires qui mettent
un temps arbitrairement long a échapper.

Prenons pour position initiale z = (2/,2”) € R? x R*™4 tel que |z| < 1 <
A. Nous demandons aussi que z” < 0, c’est & dire z; < 0,Vj € {d+1,...,n}.
Donnons nous une vitesse initiale ¢ = (¢/,£") € R? x R*™% telle que ¢” = —2” et

|€'12 + |2|? = A. L’énergie de la particule partant de (z,&) au temps ¢t = 0 est donc
p(@,8) = [€ + V(@) = €' +1€"* + |2']> — |2"|* = [¢|> + |2'[* = A. De plus, d’aprés
la formule (3.9), nous avons

x'cost + &'sint a'cost + &'sint

By(z, ) = 2" (cht — sht) _ aet
’ —a'sint + &' cost —a'sint + &' cost

" (sht — cht) —a'e!

Si en plus, nous choisissons z” = 0, la formule précédente montre 1’existence de tra-

jectoires d’énergie A qui sont bornées. Réciproquement, s’il existe j € {d+1,...,n}

tel que x; < 0, alors la particule s’échappe pour des temps négatifs (t lim |X(¢)| =
——00
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+00) et reste bornée pour des temps positifs (la composante sur R oscille et la com-
posante sur R"~? tend vers 0 quand ¢ — 400). A présent, nous considérons le cas
oup(z,&) = Xavec 2" < 0et ¢ = —ax” avec a > 1. Alors X" (t) = 2" (cht — asht)

et
1 a+1
X't)=0<=t=-1 )
(*) 2 a1
1 a+1

La composante X” de la particule s’annule donc pour ¢t = t, = 7In 55 et a cet

instant, nous avons Z”(t,) = —22"”v/a? — 1. La particule n’est donc pas captée, mais
le temps mis pour arriver au plan z”/ = 0 peut étre arbitrairement grand puisque

im In = +o00.
a—1,a>1 a—1

Trajectoires non-captées. Nous avons besoin de préciser un peu la forme de la
fonction de troncature p. En plus des hypothéses précédentes, nous supposons qu’il
existe d > 0 tel que p(14+0) =1—-0,p(2—9) =det Vt €]l +4,2 -], p(t) =2—t.
Ces hypotheses ne sont pas nécessaires mais elles facilitent grandement les calculs.
Pour 2 < A <2+ %sup V', nous définissons les ensembles

Sy={(@& ep ' ({A): |z| > 2d et &" =0},
& = {(3375) € P_l([)\ — €0, A+ €g]); Pi(x,&) est borné sur Ri}
et nous allons montrer que Xy N &, = 0, ont £, = & UE, . Pour cela, donnons nous
(‘T7 é.) = (‘,1’,,7 ‘7:,/7 5,7 é.”) € 5)\'

Premier cas : x" .75 0. Nous traitons le cas ou il existe j € {d+1,...,n} tel que
x; > 0. Nous avons Z; = —0,,V(X) avec

—02; V() = i (p(|2[*) = o' (|2[*) (2 + |2 ]* = [2"[*)) >0

pour z; > 0. Il est facile d’en déduire que X;(t) > x; et Z;(t) > 0 pour tout t € R.
Comme =;(0) > 0, il existe g > 0 tel que E;(tg) > 0 et =;(—tg) < 0. Il suit que

Xj(t) >x;+ Ej(to)t, Vit > tg et Xj(t) <zj— Ej(—to)t, Vi < —ty
donc lim |X(t)] = +oo.
t—=o0

Second cas : 2" = 0. Alors (X" (¢),Z"(t)) = 0, Vt € R et il faut montrer que
X'(t) n’est pas borné sur R. Comme |z| > 2d, alors z” # 0 et quitte a changer le
sens du temps, nous pouvons nous ramener au cas ou il existe j € {1,...,d} tel que
xj < —2 et & > 0. En utilisant le fait que V() = 0 pour z; < —2, nous montrons
que Z;(t) =&, Vt <0 et X;(t) = z; + §t, Vt <0, donc tgr_noo | X;(t)| = +o0.

Il reste a prouver que la particule s’échappe aussi en ¢t = 400. Pour cela, il suffit
de montrer qu’il existe tg > 0 tel que X;(tp) < 0 et Z;(to) < 0. Nous prenons 2 < A <
min (24 d, (1 — €)(3 + §)) et nous supposons par 'absurde que Vj € {1,...,d}, Vt >

0, E(t) > 0. Alors Vj € {1,...,d}, t£+mooEj(t) = 0. Comme V(X (t)) < A, alors
pour t > T assez grand nous obtenons

VI+6< | X' ()] <V2-4.
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Nous pouvons donc, utiliser la forme explicite de p dans [1 + 4,2 — §] pour écrire

25(1) = ~0,, V(X (1) = 2X;(1) (¢ (X (D)2 + [X'(1)) + 20(1X' (1))
= 2X,(1) (~2 — [X'() + 22 — [X'()P)) = 2, () (3IX'(8)> — 22)

Comme X;(t) < O et |[X'(1)> > 14+, Vt > T, alors Z;(t) > —2X;(t)(1 + 30).
De plus, V1 +0 < |X'(t)] < v/2—6 donc il existe j € {1,...,d} tel que \/17? <
-X;(t) < @, Vt > T. Nous en tirons Z;(t) > 2@(3 + 0) pour tout t > T, ce
qui est absurde.

Finalement, nous avons démontré que le potentiel V' que nous avons construit
satisfait (V),, (Hol)s et que pour tout A > 2 suffisamment petit, il existe des
trajectoires d’énergie A qui sont captées. Par ailleurs, pour A > 2 proche de 2, les
derniers calculs ont montré que V satisfaisait 'hypothese (H, ») pour tout w €

Sin{¢” =0}

N\

TN
IR
‘\\\\\\\‘\\:\\;\\“‘

fhay
N
AT
AR
( ‘\\\\\\‘\\\\‘\‘ TR
T TR
“\“““\‘\‘\‘\‘\‘\‘\\‘\\\\-‘\‘-\\m‘-
A8GuItiiia,

i
)
TN
X

0
1A

direction non—captive

direction captive

FiG. 3.2: Un potentiel captif vérifiant les hypotheses de Gérard et Sjostrand.

3.3 Localisation spatiale

Les résultats de cette section, sont établis sans hypothese sur la distribution des
résonances de lopérateur P(h). Notre principal outil est le résultat suivant du a
Burgq.
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Théoréme 3.5 (Burq [7], Théoréme 4) Supposons que les hypothéses (V), et
(Hol) sont satisfaites et fixons un compact K C R: . Alors, il existe Ry > 0 tel
que pour tout Ry > Ry, il existe C' > 0 et hg > 0 tels que

VA€ K, VO < h < ho, || 1g,<jz|<ry RN £ 90)1 g, <|oj<r, IS ChT. (3.10)

Remarque 3.2 Ce résultat a été généralisé récemment par Vodev [65] et Cardoso-
Vodev [9] au cas d’un opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété Riemannienne.
En particulier, l’estimation (3.10) est valable sans l'hypothése d’analyticité (Hol) .
Dans [9], les auteurs montrent aussi que (3.10) reste vraie si l’on remplace les fonc-
tions de troncature 1g, <|zj<r, Par ()" 13 >g, avec a > 3.

Donnons nous maintenant une fonction de troncature x(., R, R') € C§°(R") telle
que 0 < x <1, x =1 pour |z|] < R et x = 0 pour |z| > R'. Notons x(z,R) =
x(z,R,R + 1), alors Bruneau et Petkov [6] ont démontré le lemme suivant.

Lemme 3.1 Sous l'hypothése (V),, p > 1, il existe pg > 0 tel que pour tout R > po,
le niveau d’énergie A est non-captif pour l'opérateur modifié

Plh) = —%hQA + (1= y(z, R)V (2).

Posons xq(z) = x(x,20Ry) et xp(x) = x(x,10Ry). En utilisant le Lemme 3.1 et le
Théoreme 3.5, nous sommes en mesure de démontrer la proposition suivante, qui est
une version captive du Lemme 1.5.

Proposition 3.1 Supposons que V' est un potentiel vérifiant (V),, p > 1 et (Hol).
Alors pour o > % nous avons les estimation suivantes :

i) || Kio(M) RO+ i0)K 44 (h) [|—aa= O(h?),
i) || K o(A)RO\ + i0)K _y(h) [|a.0a= O(h?),
i) || K o(B) RO+ i0)(1 = ) K_p() || —asa= O(h ),

)
i) | (1= Xa) Kya) (W) RO+ i0)x, K (k) | -aa= O(h?).

Comme pécédemment, N est donné par la construction des symboles a+,b4 et peut
étre choisi arbitrairement grand.

Démonstration. Commencons par remarquer que si I’énergie \ était non-captive,
cette proposition serait exactement le Lemme 1.5. Nous allons d’ailleurs utiliser
abondamment ce Lemme dans la démonstration.

Prenons Ry >> pg, ol pg est donné par le Lemme 3.1. Soient x1(z) = x(z, Ro, 2Ro),
x2(z) = x(z, 2Ry, gRo) et x3(z) = x(z, gRo, %Ro). En utilisant le fait que P(h)(1—
x1) = P(h)(1 — x1), nous obtenons facilement 'identité suivante.

~ ~

R(2)(1 — x2) = (1 = x1)R(2)(1 = x2) + R(2)[Fo(h), xa] B(2)(1 — x2),
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ou R(z) = (P(h) —2)~1 ¥z € C\R. Par suite, en invoquant le principe d’absorption
limite, nous obtenons

RA+1i0)(1 — x2) = (1 — x1) R(A +i0)(1 — x2)

R (3.11)
+ R\ +i0)[Py(h), x1]R(A +30)(1 — x2).

De maniere identique, nous avons
R(A—i0)(1—x3) = (1—x2)R(A—i0)(1 — x3) + R(A—i0)[Py(h), x2] R(A —i0) (1 — x3)
et par adjonction, nous obtenons

(1= x3)R(A +1i0) = (1 — x3)R(A +10)(1 — x2) (3.12)
+ (1= x3) RO\ +i0)[Py(h), x2] R(A +i0).

En multipliant (3.11) par (1 — x3) et en utilisant (3.12) dans le membre de droite de
I’équation obtenue, nous trouvons

(1= x3) R\ +10)(1 — x2) = (L — x3)R(A +40)(1 — x2)[Po(h), x1) R(A +i0)(1 — x2)
+ (1 = x3)R(A + i0) [Py (h), x2] "R(A + i0)[Po (), x1] R(A + i0) (1 — x2)

A~

+ (1 = x3)(1 = x1)R(A +i0)(1 — x2).

Rappelons que x2 = 1 sur supp(x1) et x3 = 1 sur supp(x1), de sorte que I’équation
ci-dessus se simplifie pour donner

~

(1 = x3)R(A+140)(1 — x2) = (1 — x3) R(A +40)(1 — x2) (3.13)
+ (1= x3) RO\ +i0)[Po(R), x2)* RO +i0)[Po (R), x1]R(A +0)(1 — x2)

que nous utiliserons fréquemment par la suite .

Démonstration de i). Rappelons d’abord, que supp(ky,) C F+(3R0,d1,71i) et
supp(xs) C {|z| > %Ro}, de sorte que (1—x3)K+q = K14. De méme, (1—x2)K1p =
K} et nous pouvons multiplier (3.13) par K7, et K} pour obtenir

~

K}, RA+10)K 1y = K ,R(\+1i0)K 1y
+ KL R\ +i0)[Po(h), x2]"R(A + i0)[Fo (), xa]R(A + i0) K 5.
D’apres le Lemme 3.1, A est non-captif pour le potentiel V et nous pouvons appliquer

le i) du Lemme 1.5 pour obtenir

A~

‘|KlaR(>\ + iO)K—i-bH—a,a = O(h

w[Z

).

Par suite, il suffit d’estimer le second terme du membre de droite de ’équation
précédente. Prenons 1 et 19 dans C§°(R") tels que ¢; = 1sur {z : Ry < |z| < 2Ry},
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1 =0sur R"\ {z: %< 2| < 3Ro}, o = Lsur {x: 2Ry < |z| < 3Ro} et o = 0
sur R \ {z : Ry < |z| < 3Rp}. Il est clair que

[Po(h)7Xj] = wj[PO(h%Xj]? Vj =1,2,

de sorte que nous devons estimer

K3, R\ +i0)[Po(h), xal 2 R(A + 10)t1 [Po(h), xa ] R(A + i0) K 4.
D’apreés le Théoréme 3.5, nous savons que ||[tp2 R(A+i0)v1 || = O(h™1) et par construc-
tion de x1 et x2, nous pouvons appliquer les résultats du Lemme 1.5 pour obtenir

~

I1Po(h), xa] R(A + i0) K 1| ~a,0 = O(R)

) , . (3.14)
[[Po(h), x2] R(A = i0) K qlla,0 = O(R7 7).

En utilisant ces estimations, nous obtenons

IKL RO+ i0) K 4p]|—aa < KL RO+ i0)[Po(h), x2)*laal 2 RO\ + i0)41 [|a 0
x |[[Po(h), xa] ROA + i0) K 4|~ + O(h?)
< O||[Po(h), x2) RO\ = i0) K| o[ 02 RO 4 80)001 | .0

x |[[Po(h), xa] RO\ +i0) K 45|~ + O(R?)
<Ch 'xCh~'x Ch®+Ch? < Ch~.

Démonstration de ii). Par passage a I'adjoint, il s’agit de montrer que

).

La démonstration est identique a la preuve de i) et nous la laissons au lecteur.

w|Z

I K24 (h)R(A — i0)K_a(h) [|-a,a= O(h

Démonstration de iii). Notre but est d’estimer 'opérateur
Ki o (h)R(A 4 i0)(1 — x5) K_p(h)

et comme dans le cas précédent, nous utilisons I'identité (3.13) ainsi que le fait que
(1 —x3)Ktq=Kiqet (1 —x2)K_, = K_; pour écrire
K3 RO +10)(1 = xp) Ky = K, RO\ +i0)(1 — x3) K

+ K RO 10)[Po(h), xal RO+ i0) [Po (), xa ] R(A + i0)(1 — xo) K.

Comme précédemment, A étant non-captif pour V, nous déduisons du ii) du Lemme
1.5 que

1Ko R(A +i0)(1 = xp) K[l -a,0 = O(h

NP3

)

et il nous reste a estimer

K% RN +140)[Py(R), x2] " R(A +10) [Py (h), x1]R(A +i0) (1 — x6) K .
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Nous utilisons, a présent, les fonctions 1 et ¥y définies précédemment, de sorte que
la démonstration se réduit a I’analyse de

I(h) = | K% (R(X +i0)[Po (), xa2] "2 R(A + i0)ehy x
X [Po(h), xa]R(A +i0)(1 = x5) Kb/l -aa
<KL RN+ 0)[Po(h), X2l llaa 2 RO+ 10)¢h1 a0 X
< |[[Po(R), x1] R(A +0)(1 = Xb) K_|—a,a-

Nous avons déja vu que
[p2 RO\ +i0)¢1 | = O(h™") et | K3, R(A+i0)[Po(h), xa] | ~asa = O(h ™).
Par conséquent

I(h) < Ch2||[Po(h), xa] ROA +i0)(1 = X4) K|,

et il suffit de contrédler ||[Py(h), x1]R(A + 0)(1 — x3)K_p||—a,o- Donnons nous o5 €
10,05 [ et introduisons une fonction w € A8’+°°(R2”) telle que w(z,£) = 1 pour
(x,€) € T_(10Ry, d3, 05 ) et supp(w) C I'_(10Ry,ds3, o5 ). A l'aide de cette fonction,
nous pouvons écrire

[Po(h), xalR(A +i0)(1 — xo) K_p = [Po(h), xa] R(A + i0)w (2, hDy ) Ky
+ [Po(h), x1] RO\ +i0)(1 — w(w, hD.)) K s,

Qfl K —» = (1 — xp)K_p est Popérateur Intégral de Fourier ayant ®_; pour phase et
kop(z,8) = (1 = xp(x))k—p(z,§) pour symbole. D’apres la définition de k_p, il est
évident que supp(k_p) C I'_(10Ry,d3,0; ) et

W2k e AZWNFD(T_(10Ry, d3, 03 ). (3.15)

En s’appuyant sur le fait que 'opérateur w(z, hD,) localise exactement dans la région
I'_(10Ry, ds, 05 ) et en utilisant le Lemme 1.2, nous obtenons

I[Po(h), x1]R(A + i0)w (2, hDy) K _pla,—a = O(RY).

D’autre part, supp(l — w) Nsupp(k_p) C 't (10Rp, d3, 05 ), de sorte que le Lemme
1.4 donne

I[Po(h), x1]R(A +i0)(1 — w(z, hDy)) K _p|la,—a = O(h™)

ce qui acheve la démonstration de iii).

Démonstration de iv). Elle est similaire a la démonstration de iii) et nous ne
faisons que ’esquisser. Rappelons que nous voulons estimer

(1= xa)K1a(h))" ROA+i0)xp K_p(h).
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En prenant a nouveau en compte l'identité (3.13), nous pouvons écrire

((1_Xa)K+a)*R(/\ + iO)XbK—b = ((1 - Xa)K-i-a)*R(/\ + iO)XbK—b

A~ A~

+((1 = Xa) K o) " B(A +10)[Po(h), x2]"R(A +i0)[Fo (h), xa] B(A + 10)xp K —p.

En utilisant encore une fois le Lemme 1.5, nous obtenons

N
2

H((l - Xa)K-i-a)*R(/\ + iO)XbK—bH—oa,a = O(h )

et il reste & majorer

I(h) = (1 =Xa) K4a) " R(A+10)[Po (h), x2]" R(A+i0) [Po(R), X1] R(A+i0) xp Kb [|-a,a-
Une nouvelle fois, nous avons recours aux fonctions 1 et 1o, pour écrire

I(h) < (1 = Xa) Kta) " RO+ 10)[Po(h), x2J |-yl RN + i0)4n | —a,—a X

< |[[Po(h), x1 ] R(A + i0)xo K —p ]| -a,—a-
(3.16)

Nous savons que |[1; R(A + i0)tha|| —a,—a = O(h™') et d’aprés Lemme 1.4, nous ob-
tenons (comme dans la démonstration de iii)) que

1[Po(R), X1 ] ROA + i0) X6 K bl -a,—a = O(R™Y).
Par suite, nous avons 'estimation
I(h) < Ch72(|((1 = Xa) K +a) "R(A +0)[Po(R), x2] ||y (3.17)
D’autre part,

H((l_Xa)K-i-a)*R(/\"’_iO) [PO (h)7 X2]*||—o¢,a = ||[P0(h)7 XQ]R(/\_iO)(l _Xa)K-i-aH—a,ow

Donnons nous maintenant 75 €]7;",0[ et un symbole w(z,£) € Ag’_oo tel que w =1

sur 'y (4R, d1,75) et supp(w) C 'y (4Rg,d1, 75 ), alors

(1 = xa) Ea) RO\ +i0)[Po(h), X2] | —aa <

I[Po(R), x2] R(A = i0)(1 = Xa)w(@, hDg) Kyal|-a,a
+ [[Po(h), X2]R(/\ —i0)(1 = xa)(1 = w(z, hD2)) K1all-a.a

Comme supp((1 — x4)(1 —w)) Nsupp(k4q) C T—(10Ry,d1,75"), le Lemme 1.4 donne
I[Po(h), x2]B(A = i0)(1 — xa)(1 = w(@, hD2)) Kl —a0 = O(A).

De plus, par construction, k. € AJ_\,]J\S 2% qur supp(l — x4)w, donc

H[PO(h)a X2]R(/\ - iO)(l - Xa)w(x’ th)K—i-aH—a,a = O(hN)
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et nous avons démontré que
¥ B . « N
I((X = Xa) Ka)" ROA +i0)[Fo(h), X2l [|~a.a = O(h2).
Cette estimation combinée avec (3.17) montre que I(h) = O(h™), ce qui acheve la
démonstration . ]

Comme au Chapitre 2 et jusqu’a la fin du Chapitre 3, nous noterons ®,(x) =
Dy o(x,V2X0) et ®_y(z) = ®_y(x, V2 w). Comme cela a été anoncé i la suite de
la Proposition 1.6, pour € # w, une série d’intégrations par parties montre que
T11(0,w, A\, h) = O(h*®). Comme au Chapitre 2, en utilisant le Lemme précédent et
en effectuant un calcul assez simple, nous obtenons donc

F(0,w, 0 h) = c1 (M h)Go(0,w, \, h) + O(h3), (3.18)
avec _— _—
Go(0,w, A\, h) = (R(A+i0)g_pe' ®-0 g eth™ Tta), (3.19)
c1(M R) = 2m(20) /4 (2 )~ (412 =i 5T (3.20)
et
gy = "0, Py(h)] (b (., V2Aw)e B0, (3.:21)
gra = € P00y, Po(h)] (a4 (, VIR0 ) (3.22)

Remarquons que g_; et g+, ont un support compact inclus dans des couronnes.
Par suite, modulo des termes d’erreurs d’ordre O(h*°), nous avons établi une for-
mule de représentation de 'amplitude de diffusion, ne faisant appel a la résolvante
tronquée que pour des troncatures supportées dans des couronnes. De plus, en pre-
nant Ry suffisamment grand , nous pouvons supposer que ces couronnes sont aussi
lointaine de l'origine que nous le désirons. Dés lors, il est relativement facile de
démontrer le Théoreme 3.1.

Démonstration du Théoréme 3.1 En vertue des équations (3.18) et (3.20),
la démonstration consiste a établir que |Go(6,w, A, h)| = O(h). Choisissons Ry >> 1
suffisamment grand pour que (3.10) soit satisfaite pour tout Ry > R; et supposons

que Ry > Ry. Alors gy = l{r,<|z|<30R0}d—bs 9+a = l{Ro<|z|<30Ro}J+a €t nOUS
pouvons écrire

|Go(0,w, A W] < llgtall 2 ll9-b1 {Ro <l <80R0} A + 10) LRy < || <30R0} 90l ] 2
< Ch7Y|g-bll2llg+allLe:

ou la derniére estimation provient évidemment du Théoreme 3.5. Nous utilisons
alors, les formules (3.21) et (3.22) pour calculer ||g_p|/72 et ||g+a|lz2. En utilisant le
fait que Axp et Vx; ont des supports compacts, il est clair que ||g_p||z2 = O(h) et
lg+allzz = O(h). Par suite, nous obtenons |Gy (6,w, A, h)| = O(h), ce qui acheve la
démonstration. |
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3.4 Modification du potentiel

Pour la démonstration du Théoreme 3.2 (ainsi que pour celle du Théoréme 3.3),
comme dans [53], nous avons besoin d’une estimation de la résolvante sur l’axe réel.
Nous commencons donc par démontrer une estimation polynémiale de la résolvante
sous certaines hypotheses.

3.4.1 Estimation de la résolvante dans le cas captif

Comme dans le Chapitre 2, nous avons besoin d’une estimation de la résolvante
en O(h~™). La proposition suivante donne un cadre dans lequel une telle estimation
est vérifiée.

Proposition 3.2 Supposons que le potentiel V' satisfait (Holy,) ainsi que ’hypo-
thése 5) du Théoréme 3.3. Dans ces conditions, il existe n € N* tel que

- 1
IR i0)]la -0 = O™, a > 5.

Démonstration. Comme dans le Chapitre 2, nous déduisons de la Proposition
2.1, qu’il suffit de montrer une telle estimation pour la résolvante tronquée. Plus
précisément, nous allons démontrer que

Yy € GR(RY), Ry (A £ i0)]| = O(h™),

Sans surprise, nous allons utiliser le principe du maximum semiclassique & la fonction
F(z,h) = R\ (2, h). Plus précisément, le Lemme suivant est une version allégée du
Lemme 2.1, qui est suffisant pour notre démonstration.

Lemme 3.2 (Tang-Zworski [59]) Soit F(.,h) une famille de fonctions telles que
F(.,h) est holomorphe dans Q(h) = [\ — BhIT0 X + 5RIFS] 4 j[—pat5+20 pat 5+36)
pour certains q, d > 0 et supposons que F satisfait les estimations suivantes

F(zh)] < Ae:np(Ah_%log%) dans (), (3.23)
|F(z,h)] < % dans Q(h) N {Im(z) > 0}. (3.24)

Alors, il existe une constante C > 0 telle que
Vh << 1, Vz € Q(h), |F(z,h| < Ch=7" % =% (3.25)

ol Q(h) = [/\ — h‘]+5’ 4 hq+5] + i[—hQ+3Tn+36’hQ+37n+35]'

Prenons 6 > 0 et considérons ¢ = M > 0, ou M est donné par I’hypothese 5) du
Théoreme 3.3. L’estimation (3.24) est triviallement satisfaite. Pour établir (3.23),
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nous appliquons le Lemme 2.2 avec g(h) = %hq de sorte qu’il nous suffit de démontrer

que
amn| U BOugm) | =0.
Aj€Res(P(h))

Pour £ € Q(h) et \; € Res(P(h)), d’apres I'hypothese 5) du Théoreme 3.3 nous

avons

1
€= A 2 A= N| = [€ = Al 2 b = B0 > Sh? = g(h)

ce qui acheve la démonstration. [ |

Nous allons maintenant donner des estimations microlocales de la résolvante. Le
lemme suivant est le pendant du Lemme 1.4 dans le cas captif. Remarquons que ce
Lemme ne nécessite pas de faire des hypotheses sur les résonances.

Lemme 3.3 Supposons que les hypothéses (V),, p > 1 et (Hol)s sont vérifiées.
Alors, il existe R} > 0 tel que pour tout Ry > R} et pour tout wy € Ag’_oo vérifiant
supp(wy) C ' (Ry,d,04) nous avons les estimations suivantes pour a > 1 :

i) Si p(x) € C(R™) et supp(p) C {|z| > R}} alors
I p(x)RX £ i0)ws (2, hDy) ||—ats,—a= O(h™"), V6 > 1.
it) St oy > o_, alors
| w—(z,hDy)*R(A + i0)w (2, hDy) || —a.a= O(R™).
ii) Siwe A%, m e R et supp(w) C {R; < |z| < Ry} avec R} < Ry et Ry < Ry,

alors

| w(@, hDy)* R(A £ i0)wo (2, hDy) [|—a.a= O(h™).

Remarque 3.3 Par passage a l'adjoint, nous déduisons immédiatement du ii) que
sous les mémes hypothéses, nous avons

| wi (2, hDy)" R(A — i0)w— (2, hDy) [|~a,a= O(h).

La démonstration du Lemme 3.3, basée sur 'estimation de la résolvante dans des
couronnes, est tres proche de la preuve de la Proposition 3.1 et nous la laissons au
lecteur.

3.4.2 Démonstration du Théoréme 3.2

Nous commengons par donner une formule de représentation pour T()\, h), ou de
maniere évidente T est défini par S(\, h) = Id — 2ixT (A, h). D’apres la Proposition
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1.6, nous savons qu’il existe des phases @ia(m’, £), éib(az, €) et des symboles a, by
tels que
T(/\¢ h) =T (/\7 h) - T2(/\> h)

Ty(A,h) = Fo(\ h)(T3a(h) + T2 () (K 5(h) + K_3(h)Eg (A, h)

et
Tg()\, h) = Fo(A, h) (K3 ;(h) + Ki&(h))]?(/\ + 10, h)(KH;(h) + K_E(h))F{)"(/\, h).

Par ailleurs, en prenant R assez grand, la démonstration de Isozaki et Kitada [28],
montre clairement que les phases @ia, Dy et les symboles a, by dépendent seule-
ment des valeurs du potentiel V en dehors d’un compact choisi aussi grand que
nous le désirons. Comme V = V dans R” \ F, nous pouvons prendre Prg = Doy,
@ib =&y ar = a4 et l;i = by. D’autre part, un argument identique a celui em-
ployé pour négliger la contribution de 77, montre que le noyau de T1(>\, h) satisfait
T (0,w,\,h) = O(h™) pour tous 6 # w. Enfin, nous pouvons réaliser exactement
la méme localisation pour Ty que celle que nous avons effectuée pour Ty dans la
Proposition 3.1. De cette maniére, nous obtenons

N
3

f(0,w,\,h) = c1 (A, h)Go(0,w, X\, h) + O(h3) (3.26)

avec
Go(0,w, X, h) = (RO +1i0)g_ye™ P=0, g aeth Pra), (3.27)

ou g_p et g4q sont données par les formules (3.21) et (3.22).

Donnons nous, & présent xi,x2 € Cg°(R") tels que 1p < x1 < x2 < Lo\ Wozp>
c’est a dire x1(z) = 1 pour x € F, x2(z) = 1 pour x € supp(x1) et x2(z) = 0 pour
r € Wey. Avec cette construction, nous avons

P()(1—x1) = (~I?A+V)(1 = x1) = (=h*A+ V)1 = x1) = P(h)(1 - x1)

et en travaillant comme dans la section précédente, nous obtenons

RA+i0)(1 = x2) = (1 — xa) R(A +i0)(1 — x2)

- ) ] (3.28)
+ R()\ + ZO)[Po(h), Xl]R(/\ + ZO)(l — XQ).

Cette identité combinée avec (3.18) et (3.26) donne

f(05w> >\7 h) - f(eawa >\7 h) =

- - o o 3.29
c1(A h)(R(A +140)[P(h), x1]R(A + iO)g_bem 1q)—b, g+ae7’h 1@“). ( )

Rappelons que supp(g—p) C {10Ry < |z| < 10Ry + 1} ou Ry peut étre choisi aussi
grand qu’il le faut. En particulier, nous pouvons supposer que R*\We,; C {|z| < Ro}
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et prendre ¢; € C{°({|z| < 5Rp}) telle que ¢4 = 1 sur {|z| < 4Rp}. De la sorte,
nous obtenons facilement

fO,w, A\ h) — f(O,w,\, h) =
1 (N B) (RN =+ i0)91 [Po(h), X1 ] RO + i0)g_pe™™ 2=, goqe™  Pha).
Dans I'égalité ci-dessus, nous avons utilisé le faite que V' et y1 commutent, de sorte
que [P(h),x1] = [P(h),x1] = [Po(h), x1]- Notons Vo = R(X + i0)g_peh "=+ et
remarquons, que du fait de 'hypothese iii), Vo appartient a I’ensemble des distri-
butions D’ (R™) tempérées pour le parametre h, qui a été défini au Chapitre 1. En
effet, nous pouvons appliquer les résultats de la section précédente a f/(:r:) et nous
obtenons || R(A+i0)||a,—o = O(h~M). La notion de front d’onde semiclassique WF*
introduite au Chapitre 1, va nous permettre de controler Vy. Insistons sur le fait que
si nous n’avions pas fait d’hypothese sur les résonances de ]5(h), alors V) ne serait
pas nécessairement dans D’ (R™) et nous ne pourrions pas utiliser la notion de front
d’onde semiclassique. Ceci étant dit, nous pouvons reprendre la démonstration. Par

définition, nous avons . . -
(P(h) = A\)Vo = gy *0.

En appliquant la Proposition 1.5, nous en déduisons que
WF*¢(Vy) € WF*¢(g_3) U Char**(P(h) — \)
et a nouveau, en vertue de la Proposition 1.5, nous obtenons
WE*“(Vy) C T* (supp(g-b)) U Char**(P(h) = A).

Par construction, nous savons que supp(g_s) C {4Rq < |z| < 5Ro} et Char*¢(P(h)) C

T*(Wezt U F). Par suite,
WE*¢(Vy) C T*(W epy U F).

De plus, par construction, [Py(h), x1]) est un opérateur différentiel dont les coeffi-

cients sont supportés dans R" \ (W, U F). Or, par hypothese R™" \ (W UF) # 0,
de sorte qu'il existe 1) € C*°(R") telle que [Py(h), x1] = ¢[Fo(h), x1] et supp(y) N
(W ezt UF) = (). Nous déduisons maintenant du ii) de la Proposition 1.4 que

WE**([Py(h), x1]Vo) = 0
et avec le i) de la Proposition 1.4 nous obtenons
[[Po(R). xal R+ 0)g-pe™ 4| = O(h™). (3.30)
D’autre part, en combinant ’hypothese iii) et la Proposition 3.2 nous obtenons
lg+a RO +i0)¢hn || = O(h~™). (3.31)
En réunissant les équations (3.29), (3.30) et (3.31) nous parvenons enfin &

fO,w, A\ h) — f(O,w,\, h) = O(h™),

ce qui acheve la démonstration. [ |
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3.5 Asymptotique a énergie fixée

3.5.1 Localisation en temps courts

Partons de la formule (3.18) ; nous voudrions remplacer R(A+1i0) par ’expression
suivante.

T

R(A+1i0) = ih™! / eih™ Ae=ihHP(h) gy o (th I TAR(N 4 j0)e~th ' TP(M) - (3.32)
0

Comme précédemment, notre but est de montrer que pour 7' > 0 assez grand, nous

avons

(ROA + i0)e TP g eih™ @ g ™ Pray — (RN, (3.33)

Comme dans le Chapitre 2 et dans [53], la démonstration repose sur le Lemme d’Ego-
rov et nous avons besoin d’étudier le flot Hamiltonien ®;(x, &) = (q(t, z, ), p(t, z,§))
associé a op(z,£) = 3|¢[2+V (z). Cette analyse est essentiellement la méme que celle
du Chapitre 2 et nous ne faisons qu’en rappeler les étapes principales. Rappelons
que nous avons défini au Chapitre 1

1
a0 = {(,§) e R" xR §\§|2 +V(z) = A}
et pour toute partie W de S™1,

iGW}.

Yao(W) = {(2,€) € X0 €

Lemme 3.4 Soientd > 1,0 >0 et A e]g, ‘12—2[ Alors, il existe Ry > 0 tel que

VR > ROa V(-Taﬁ) € F—i—(Ra d,O’) N z:/\,07 vt > 07 (I)t(x¢77) € F—i—(Ra d> O)

Lemme 3.5 Soit A e]d;, ‘12—2[ et supposons que (H,, ») est vérifiée. Alors, il existe
Ry > 0 assez grand, ainsi qu’un voisinage W de w, tels que pour tout R > 0 il existe

To(R) > 0 satisfaisant

V(z,&) € Eao(W), bRy < |z| < 6Ry = YVt > Ty(R), Pi(z,€) € T1(R,d,0).
Les démonstrations de ces deux lemmes sont identiques respectivement a celle du
Lemme 1.7 et a celle du Lemme 1.10, les problemes associés au controle en A en
moins. En utilisant les Lemmes 3.5, 1.3 et 1.1, nous sommes en mesure de démontrer
le résultat suivant.

Proposition 3.3 Il existe Ty > 0 tel que YT > Ty, nous avons

T
(R(A+ iO)g_beih_lq’—b, g+aeih_1¢+“> = / eih_lt)‘F(t, 0,w, h)dt + O(hY)
0
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avec F(t,0,w, h) = (e~th ' P(h) g, cih™ 'y g eih™ ®ia)

Démonstration. Introduisons un symbole w € C°(R" x R") tel que w = 1 sur
U=Xxo0W)N(C(Ry) xR") et w = 0 dans le complémentaire d'un voisinage ouvert
V de U. En posant wp, = xpw, nous avons
(RO +i0)g_pe™ ™ =0 g e P4e) = (R(A + i0)wy (2, hDy ) g_pe™ 2=, giqe o)
+ (RO +i0)(1 — wp) (@, ADs)gpe™ "2, grae™ )
= I(h) + J(h).

De plus, il est clair que

(1= wp) (@, hDy)gpe™ ®=0 = 3 hlol(1 = w) @ (2, Vod_p)ga() + B Rys ()
la|<M

avec supp(ga) C supp(g—s), and |Ry(z)] < C < z >~M uniformément par rapport

a h. Par définition de ®_; et en particulier d’apres la propriété (¢2) (cf. Chap. 1,

Sect. 1.2.2), nous pouvons supposer que V|x| > Ry, émq)‘b‘ € W et nous obtenons

Vx € C(Ryp), (x,VyP_p) € U. D’autre part, supp(g—p) C C(Rp) et par conséquent
Vo€ N', go(2)(1 — w)(® (2, Vo _p) = 0.

de plus, pour M > 0 suffisamment grand, nous avons || Ry [[rz= O(1). Cette
estimation combinée a la Proposition 3.2 conduit a

|[J(h)| = [(R(A+1i0)(1 — wp)(z, th)g_beih_qub, g+aeih_lq’+a>‘
= WM |(R(A + i0)Rag, gae™ 2+
< hMHRMHLgx g+allzz [RA +i0)|la,—a < ChM-7,

Comme nous pouvons prendre M aussi grand que nous le désirons, nous obtenons
J(A,h) = O(h™) et il nous reste a traiter I(h). Dans cette optique, nous écrivons

T
I(h) = / eihflt/\<e—ih*1tp(h)wb(x’th)g_beihfqub’g+aeih*1¢>+a>dt
0

+ <€—ih‘1T)\R(/\ + ,L-O)e—ih—lTP(h)wb(x7 th)g_beih—qub’ g+aeih_1¢>+a>
= L(T,h)+ L(T,h).

Compte tenu du fait que (1 — wp)(z, th)(g_beih_l‘I’—b)\ < CyhM <z >=M quel
que soit M, nous obtenons

T
L(T, h) = / eih—ltA(e—ih—ltP(h)g_beih—lé_b’g+aeih—1<b+a>dt +0(h™),
0
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de sorte qu'il nous suffit de montrer que I3(T,h) = O(h"). Donnons nous 3 € C™
tel que

1 dans 'y (R, d,0

B = o L ST,

0dans I'y (R, d, —0)°
et décomposons I de la maniere suivante :
IQ(Ta h) =

(e‘ihilT)‘R(/\ +i0)5(x, th)e_ihilTP(h)wb(x, th)g_beihil(b—b, g+aeih71©+a>
+ (e_ihilT)‘R(/\ +1i0)(1 — B) (=, th)e_ihilTP(h)wb(x, th)g_beihilq’*b, g+aeih71¢’+“>
= Lio(T, h) + 1-o(T, h).

Nous commencons par controler I9(T, h) sans faire appel a la proposition 3.2.
En choisissant R > 20Ry + 1 > max(pg, R1), ou po est donné par le Lemme 3.1, Ry
par la Proposition 3.5 et en tenant compte du Lemme 3.3 nous obtenons

I XaR(A +i0)B(z, hDy) || -a,a= O(h™).
De plus, nous déduisons du Lemme 1.3 que
| e PPy, kDo) (g™ ) [l = O(1).
11 suit donc,
(LT, )| <[l XaR(A +10)B(x, hDy) || a0 X
x Jle= ™ TP My, hDa) (g™ )11 % llgrac™ Iz
< CnyhYN, VN.
Il reste & estimer I_o(\, T, h). Rappelons que nous avons l’estimation
| RO+ i0) - = O,
De plus,
LW < RO 0)la,—allg+allzz (1 = B) (@, AD,)e™ ™ TP My (2, hD,) | g0 %
% llg-sll
< O = B)(@ hDu)e™™ TP Py, hDy)|-aa || RO +10)a,-a
< Ch||(1 = B)(a, hDy)e™ " TPW (2, D) —aa
et il suffit de montrer que
| (1= 8)(a,hDy)e™ " " TPW (2 hD,) |- 0= O(h™). (3.34)

Par construction de w et d’apres le Lemme 3.5 nous savons qu’il existe T > 0 tel
que
VT > TO) V(.’L‘,f) € Supp(wb)v CDT(xag) S F+(R> d7 0)
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Donc
VT > TO) V(l',g) € Supp(wb)v ﬁ(QT(CB,ﬁ)) =1
et pour tout 7' > Ty, le Lemme 1.1 implique (3.34). [

De la méme maniere qu’au Chapitre 2, nous déduisons des formules (3.32), (3.19)
et de la Proposition 3.3 que Gy s’écrit sous la forme suivante

Go(0,w, \, h) :ih_lf eh AR (4,0, w, h)dt + O(h™), (3.35)
0

ou F(t,0,w,h) est définie dans la Proposition 3.3.

3.5.2 Seconde localisation

Dans cette partie, nous reprenons exactement la construction de [53]. Nous ne
détaillons donc pas les démonstrations des résultats que nous énoncons. Introduisons

Zi={zeM,:|z—zj| <€}, 1 <5<,
pour € > 0 assez petit et posons
Vi ={y € supp(g-s) : ¥ = ¢oo(s, 2j), 5 < 0}.
Pour Rj assez grand, nous pouvons trouver S; > Sy >> 1 tels que
Y; CII; ={y 1y = ¢oo(s,2), =51 < s < =50, z € Z;}.

Soit m_june fonction appartenant a CG°(II_;) telle que 0 < 7_; < letm_; =1
sur Y;. Dans [53], en utilisant la théorie de Hamilton-Jacobi et le Lemme 1.1, il est
démontré que

Go(0,w, A\, h) :m—lz/ "R (8,0, w, h)dt + O(h™)
avec

Fi(t,0,w,h) = (eh "HPWg_ g oh™ ' g thT Pray

De la méme manieére, nous définissons

Xj = {x € supp(gta) : v = q(t,y, Va® 4(y)), y € Y, t > 0}
et il existe Ty > T >> 1 tels que
X] - H+] = {.T T = q(t7y7 VZ‘(I)—b(y))7 Yy € H—j7 Tl <t< TO}
Par suite, nous pouvons construire 74; € C3°(IL4;), telleque 0 < 7y < letmy; =1

sur X;. En répétant les arguments précédents, nous obtenons

Go(0,w,\,h) = ih~ 12/ "N (8,0, w, B)dt + O(h™) (3.36)

avec
Fi(t,0,w,h) = (" 1P Wn_jg e 0 7 g, e B, (3.37)
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3.5.3 Approximation du groupe unitaire et méthode de la phase
stationnaire

Dans cette partie, nous rappelons sans changement, la démonstration donnée
dans [53], en donnant uniquement les étapes majeures. En premier lieu, nous construi-
sons une approximation de

pi(t,x, h) = eihiltp(h)ﬂ_jg_beihilq’*b, zelly;, Th <t<Tp.

Le lemme suivant est central dans cette construction, ainsi que dans 'application
finale de la méthode de la phase stationnaire

Lemme 3.6 Quel que soit y € I1_;, le point x = q(t,y, VoP_4(y)) € II1; est non
focal, c’est a dire

0
D(t7y) = det(@Q(t7y7 vx(ﬁ—b(y))) 7é 07 Tl <t < TO'

Du Lemme 3.6, nous déduisons la formule de représentation approchée suivante pour
pi(t,x,h), Ty <t <Ty, v e€llyy (cf [40], sect. 12) :

byt @, A h) = el S5 Dt )| ihar i (y)gon(y) + O(h), (3.38)

pour z = q(t,y,Vo®_4(y)), v € II_;. Ici, S; est l'action le long des trajectoires
joignant les points x et y, c’est a dire

Sj(t y) = CD—b(y) + /0 <%|p(7-¢ Y, qu)—b)|2 - V(Q(Tv Y, vxq)—b))> dT) (339)

i; € Z est I'indice de Maslov de cette trajectoire et goq, gop € C§° dépendent de g4
et g_p. Nous insérons (3.38) dans (3.37) de sorte qu’apres le changement de variable
x=q(t,y,Vs®_p) — y dans (3.36), nous obtenons

Lo . -
Go(0,w, A\ h) =ik / eihHEA / eh 1) =i 3 V(¢ 4)| Dt y)| 2 dydt+ O (h?)
j=1 Ty R»

(3.40)
¢j (t7 y) = Sj (ta y) - (I)-i‘a(Q(ta Y, VCE(I)—b)7 \/50)

et
Mj (t7 y) =T—j (y)g(]b (y)ﬂ-—i-j (Q(t7 Y, vxq)—b)QOa (Q(t7 Y, vxq)—b))

Ainsi, la démonstration du Théoreme 3.3 se réduit a ’étude du comportement
asymptotique de 'intégrale

Nj(Q,w, h) — / ezh lt)\/ ezh l‘pj(t’y)_l“ﬁMj(t,y)|D(t,y)|%dydt, 1 g ] § l.
Ty Rn
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La direction 6 étant réguliere pour w, nous pouvons effectuer le changement de
variable
(2,8) € Zjx] = S1,=So|— ¥ = ¢oo(s,2) € I1_;.

Nous obtenons
To ) o —So
Nj(9,w,h) = h2/ €Zh A=y / Ij(t,S,Q,w,h)det,
T —-S1

avec

Li(t,s,0,w,h) = / M) £t 5,2)| Doo 4 5, 2) 2 Doc (5, 2) | 2dz.

Zj

(I)j(ta S5, Z) = Sj(tv (]oo(S, Z)) - q>+a(q00(t + s, Z)a \ 2/\0)>

fi(t, s, 2) = m_j(doo (s, 2)) gob (oo (5, 2)) T4 (qoo (T + 5, 2)) g0a(qoo (t + 5, 2)).
Nous allons maintenant appliquer la méthode de la phase stationnaire a 'intégrale I;.
comme dans [53], pour (¢, s) fixé, le seul point stationnaire de la phase ®;(¢, s, z) est
2. Nous renvoyons au Théoreme 7.7.6 de [25] pour un énoncé et une démonstration

précis de la méthode de la phases stationnaire dépendant d’un parametre. Nous
appliquons ce théoréme a chaque 27 et nous utilisons le Lemme suivant.

Lemme 3.7 Pour tout j =1,..., N, nous avons
82@- .
1) sgn(Z7)(=) =n—1,

n—2

2) |det(a2@j)(zj)| = (2\) 2 6(2))Duo(t + 5,27 ) Ep(t, s),

022
ot Ey(t,s) = exp < Ap® 4o (qoo (1,27, M), V 2/\0)(17’) )

t+s
Finalement, nous obtenons comme dans [53]
ih™ 1S —ipu; T o j\—%
Nj(0,w,h) = ca(A, h)e™ >7265(27)"2 + O(h),

avec 4 . ‘
ca(\ h) = —(2\) 7T (2wh) T K2V,

Cette égalité, combinée avec (3.18) et (3.36) complete la démonstration du Théoreme
3.3.
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Chapitre 4

Estimation du résidu de
’amplitude de diffusion

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les résidus de 'amplitude de diffusion dans le cas
ou il peut y avoir des résonances exponentiellement pres de I'axe réel. Au chapitre
précédent, nous avons mentionné les travaux de Lahmar-Benbernou-Martinez [35].
Dans cet article, les auteurs démontrent dans un cadre trés particulier qu’il peut
y avoir compensation entre le résidu de la matrice de diffusion et le pole qui lui
est associé. Plus récemment, ce phénomeéne a été étudié par Stefanov [58], dans le
cas de perturbations a support compact du Laplacien. Dans cet article, Stefanov
considere le cas ou zg(h) est une résonance simple et isolée de P(h), qui vérifie
[Im zo(h)| < Ch™2”. Dans ces conditions, pour (w,0) € S"~! x S~ et 2 proche
de zp(h), nous pouvons écrire 'amplitude de diffusion f(0,w, z, h) sous la forme

Tes
FO0,w,2, 1) = % + oo, w, 2, 1), (4.1)
ott fhl(@,w, z,h) est holomorphe pres de zg(h). Sous des hypotheses génériques,
Stefanov a montré que

|fr€3(07w7h)| é Ch_nTil|ImZO(h)| et |fh0l(9’w’z’ h)| S Oh_anl’

pour z proche de zg(h). Dans ce chapitre, nous allons montrer que ces estimations
restent vraies dans le cas de perturbations de courte portée.

Nous allons maintenant, énoncer nos résultats plus précisément. Nous avons vu
dans les précédents chapitres que 'amplitude de diffusion possédait une formule
explicite donnée par la Proposition 1.6. En partant de cette formule, Gérard et
Martinez [19], ont prolongé amplitude de diffusion & un voisinage conique de 1’axe
réel pour des perturbations de longue-portée. Comme conséquence immédiate de
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leur construction, nous avons le Théoreme suivant (cf. [19] Théoréeme 1.1) dont nous
rappellerons les étapes de démonstration.

Théoréme 4.1 Supposons que les hypothéses (V),, p > 1 et (Hol)s sont satis-
faites et fizons w et O dans S"' avec 0 # w. Alors, pour € > assez petit et dy
comme précédemment, la fonction A — f(0,w,\, h) a un prolongement méromorphe
a louvert

dy” d3
Mgy = {/\ €T |ImA| < e(Re k), 2= < |Re)| < 5}, (4.2)

pour tout h €]0, 1].

Nous verrons par la suite comment la construction de Gérard et Martinez permet
d’obtenir des estimations en fonction du parametre h, de 'amplitude de diffusion
dans ce voisinage.

Avant d’énoncer le résultat principal de ce chapitre, nous devons préciser la
notion de résonance simple de P(h). Sous I'hypotheése (Hol)s, nous avons défini
les résonances de P(h) par complex scaling (cf. Définition 1.5). Par ailleurs, en se
restreignant au voisinage Ag, ., les résonances définies de cette manieres coincident
avec les poles de 'amplitude de diffusion et les multiplicités de ces poles sont les
mémes. Par suite, nous dirons qu’une résonance est simple, si ¢’est un pole simple de
l’amplitude de diffusion. 11 suit que si zo(h) est une résonance simple, au voisinage
de zp(h), nous pouvons écrire f(f,w, A, h) sous la forme (4.1).

Théoreme 4.2 Supposons que le potentiel V' satisfait les hypothéses (V), avec p >
1 et (Hol)so. Fizons 0 < Ey < E3 et soit zo(h) une résonance simple de P(h) telle

que 0 < —Imzy(h) < h%, Ey < Rezy(h) < Es. Nous supposons aussi que zo(h)
est la seule résonance dans l’ensemble

Q(h) = {z € C; |Rez — Rezo(h)| < b~ "5 |Im zo(h)],

0<—-Imz< h_”_2\Imz0(h)|}.

Soient (0,w) € S"1 x S avec 6 # w. Alors, il existe C > 0 et hg > 0 tels que
pour tout O < h < hg, nous avons

1F7e5(0,w, )| < Ch™"F |Im 2o(h)| et |f*(0,w,2,h)| < Ch="T", ¥z € Q(h),

3 3n+4d

Q(n) :{zec; [Rez = Rezo(h)| < =sh™ %" |Im 2o(h)],

0<-Imz< 2|Imzo(h)|}.
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Imz

Rez

z0(h)

Mentionnons deux différences entre ce résultat et le Théoréeme 1 de [58]. Tout
d’abord, notre théoreme porte sur des potentiels de courte portée et constitue en
cela une amélioration du résultat de Stefanov. La second différence concerne les di-
rections w et §. Dans [58], ces directions peuvent étre égales, tandis que dans la
démonstration de notre théoreme ainsi que dans celle du Théoréme 4.1, nous avons
besoin de supposer w # 6. Comme cela est expliqué dans [19], cette hypothese est
nécessaire pour démontrer que I'amplitude de diffusion se prolonge comme fonction
de la variable )\, les directions 6 et w étant fixées et différentes.

Nous allons maintenant rappeler comment Gérard et Martinez [19] établissent le
Théoreme 4.1. Nous montrerons aussi quelles estimations nous pouvons déduire de
la forme explicite de leur prolongement.

4.2 Prolongement méromorphe de amplitude de diffu-
sion

Le point de départ de I’analyse de Gérard et Martinez est la formule de Isozaki-
Kitada. Plus précisément, la premiere étape consiste a prolonger analytiquement, les
symboles construits par Isozaki et Kitada, & un voisinage conique de R?>" dans C2".
Pour R > 0 assez grand, d > 0, € > 0 et o €]0, 1], nous considérerons des ouverts de
C?" de la forme suivante :

(R, d, e, o) :{(:c,g) € C*; |Rex| > R, d~} < |Re€| < d,

+ cos(Rex, Re&) > to, |Imzx| < e(Rex), [Im&| < 6<Re§>}.
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Remarquons que ces ouverts peuvent s’écrire plus simplement a ’aide des ensembles
I'*(R,d, o) introduits au Chapitre 1. En effet, nous avons

(R, d,e,0) = {(x,g) € C2"; (Rex, Re€) eTE(R, d, o),

[ Imx| < e(Rex), [Im&| < e(Re£>}.

En utilisant les Propositions 2.1 et 3.1 de [19], il est facile de montrer que les phases
®,,, P4y ainsi que les symboles a4 et b peuvent étre construits de sorte que les
propositions suivantes soient vérifiées.

Proposition 4.1 Pour tout € > 0, il existe Ry > 0 tel que les fonctions phases
&, (respect. Dyy) ont un prolongement holomorphe a Fi(Ro,do,E,Tét) (respect.
T'*(Ro, do, €,05)) et satisfont

(VaPa(2,))* + V(x) = &,

Ou(@,8) — (2,6) = O (((z) + ()P

uniformément dans T (R, do, 6,7’3:) (respect. TF(Ry, dy, e,og[)).

Proposition 4.2 Pour Ry > 0 suffisamment grand et € > 0 assez petit, il existe
a > 0 tel que le symbole a+ posséde un prolongement C*° ¢ I'+ (3Ry, dy, €, Tli) qui est
holomorphe dans T* (4R, da, 6,7’2:t). De plus, ax(x,&, h)est borné uniformément par
rapport a h €]0,1], (z,€) € TT(3Ry, d1, €, Tl:t) et nous avons les estimations suivantes

a:l:(xaga h) =1+ O(<$>_p),

4.3
kia(z,€,h) = O(e @@/ -
uniformément par rapport a h €)0,1] et (z,§) € Fi(4R0,d2,e,7'2i). De maniére
identique, les résultats précédents sont vrais pour le symbole by et les domaines
I'*(5Ry, ds3, €, O'it), I'*(6Ry, dy, €, crgc) respectivement.

Avant toute chose, remarquons que dans la proposition précédente, k4, et kip sont
définis comme au Chapitre 1 par
1

SENM D ay (2. ¢, ),

1 o
SEN O (2,6 1),
pour (z,&) appartenant respectivement a Fi(3R0,d1,e,7'li) et Fi(5R0,d3,e,of5).
Nous allons tirer profit de ces deux propositions pour prolonger ’amplitude de dif-
fusion. La démonstration que nous allons donner est essentiellement celle de [19].

Etant donné que nous avons besoin de controler les estimations par rapport a h,

ko, &, h) = e~ P+a@O (p(p) —

kib(x7§7 h) - e—ih_léib(x’g) (P(h) o
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nous reprenons les arguments en détails. D’apres la Proposition 1.6, nous pouvons
écrire ’amplitude de diffusion sous la forme

So‘v h) = C()‘> h) (Tl (>\7 h) - T2(/\> h)) )

ou Ty et Ty sont définis respectivement par (1.29) et (1.30) avec des phases @,
®,p et des symboles a+, b+, ki,, ktp vérifiant les Propositions 4.1 et 4.2. De plus,
pour A\ > 0, leurs noyaux T1(0,w, A\, h) et T5(0,w, A, h) s’écrivent sous la forme

Ti(0,w,\h) = (T, + Ty + T +T2,)(0,w, A\, h),

Ty(0,w, A, h) = (T + Ty + Ty + T7,)(0,w, A, h),

olt TE,(0,w, \, h) est défini par (1.31) et T, (0,w, \, h) est défini par (1.32). Pour le
confort du lecteur, nous rappelons maintenant ces formules. En notant wig (z,0,w) =

Oy (x, V2 \w) — Doy (x, V2M0), nous avons
TE (6,0, 0, 1) = co(A, h)? / MR I by (2, VOAW)TL (2, VINO)

T2:|,::|: (07 W7 )\7 h) = CO()\7 h)2<R(>\ + ZO)kib(, \/ﬁa})eihilcbib(q\/ﬁw)’
kta(.s \/ﬁQ)eih_lq’ia(.,\/ﬁQ)>'

Apres avoir choisi la détermination du logarithme définie sur C\| — oo, 0], la fonction
co(A, h) est analytique par rapport & A dans le demi-plan { Re A > 0}. Par conséquent,
pour prolonger f(0,w, A, h), il suffit de prolonger T' fl et TfQ. Comme cela peut étre
vu dans les formules ci dessus, nous pouvons raisonnablement espérer prolonger Tfl
analytiquement, en utilisant les prolongements analytiques des symboles qui entrent
en jeu. Par contre, pour prolonger 75, il semble essentiel de prolonger d’abord la
résolvante a des énergies complexes. Les symboles k4, et ki, n’étant pas a support
compact, il n’y a pas de prolongement méromorphe immédiat de la fonction ki, R(A\+
iO)kibeihiléi. Pour cette raison, nous sommes obligés de modifier la résolvante avant
de la prolonger.

Plus précisément, nous allons utiliser les opérateurs dilatés P,(h) définis au Cha-
pitre 1 par (1.35). D’apres la Définition 1.5, la résolvante (P, — A)~! a un prolonge-
ment méromorphe a {\; [Im \| < tan(u)|Re A|} dont les poles sont exactement les
résonances de P(h). De plus, en utilisant ’estimation (4.3) pour k4, et son homo-
logue pour k4, ainsi que les propriétés de la phase ®, il est facile de montrer qu’il
existe €; > 0 tel que

Uy (M PV (2, V2Aw)) = O(em 100 (4.4)

uniformément par rapport & |z| > 6Rg, w € S"71, h €]0,1] et |Im \| < tan(u)|Re \|.
De méme, si nous notons U_,, 'opérateur associé a la déformation conjuguée f,,
alors quels que soient |z| > 4Ry, w € S, h €]0,1] et [Im A| < tan(u)|Re |, nous
avons

U_,(e ih= 1044 (z,v/2X0) k:l:a( \/_0)) O(e —ea(x >/h) (4.5)
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ou €3 est une constante strictement positive. Par ailleurs, nous avons
U_:U‘(k:l:(l('a \/ﬁe)eihil¢ia(w\/ﬁ9))>

pour A > 0, ot R, (A, h) = (P,(h) — A\)! est la résolvante de Popérateur modifié.
Par définition des résonances, pour p > 0 fixé, nous savons que R, (A, h) : L*(T'),) —
L*(T',,) est analytique dans la région {0 < Im A < tan(u)Re A}, méromorphe dans le
secteur e ~*[011]0, 4-00] et que les poles de R,, sont exactement les résonances de P(h).
Par suite, ’expression (4.6) garde un sens pour des énergies A telles que [Im A| <
tan(u)|Re A|. Ceci définit un prolongement méromorphe de Th(f,w, A\, h) & {\ €
GC; |[Im A| < tan(u)|Re A|} dont les poles sont exactement les résonances de P(h).

(4.6)

L’étape suivante consiste & prolonger T} (c’est a dire les Tfl) et c’est paradoxa-
lement la partie la plus technique. C’est pour effectuer ce prolongement, que nous
sommes obligés de faire des hypotheses sur 6 et w. A partir de maintenant et jusqu’a
la fin de ce chapitre les directions w et @ sont fixées dans S”~! et nous supposerons
que w # 0. De plus, dans la construction de Gérard-Martinez, nous pouvons choisir
les parametres UQi suffisamment proches de 1 et § > 0 assez petit pour que l'inégalité
suivante soit vérifiée.

<y7 W — 0>
|

Nous utiliserons cette propriété a la fin de la démonstration,mais pour le moment,
nous rappelons simplement que pour A > 0, Tfl (0,w,\, h) est donné par

T, (0,w, A\, ) :co(A,h)2/eih‘l<\/7<w Oa)tr@ Nk, (2, V20 w)as (z, V2ZN0)da

Vy € R, cos(y,w) > o, — 0 = > 2a > 0. (4.7)

ot 7(z,\) = rE(x, ) = O((x)'~?(v/X\)1=*). En suivant la démonstration de [19],
nous décomposons Tfl (0,w,\, h) en la somme de deux termes

TE (0,0, 0 h) = f1(0,w, X h) + fa(0,w, A ),
ou fy est défini par

fl (9,&), )\’ h) — CO()\a h)2 / eih_l(\/ﬁ<w—9,x>+7“(1‘,)\)) %
|z|<6Ro (4.8)

X ky (2, V2Iw0)a (z, V2N0)da

D’apres les Propositions 4.1 et 4.2, il est évident que les fonctions

(T7 10) = k:l:b(rxa pw)a:l: (T’IE, pe)

sont holomorphes par rapport a r € {|r| > 5Ro} N {|Im7| < e(Rer)} et p € {d; "
lp| < da} N {|Imp| < €e(Rep)}. Par suite, fi a un prolongement holomorphe a

I’ensemble .

2
Aaye = {A €T [TmA| < e(Re ), d <N < 2}.

114



4.2 Prolongement méromorphe de 'amplitude de diffusion

De plus, pour A € Ag, , nous avons % > 1 et nous pouvons écrire fo = f3+ f4
avec

f3(0’w’ A, h) — CO()\, h)2/ eih—l(\/ﬁ<w—€,r>+r(x,)\))
oro<el< g

ky (2, V2 w0)a (z, V2N0) da

Apres changement de variable, nous obtenons

co(X, h)? / ih ™ (w—0.9)+r(u/VIRN) o
An/2 6RoV2A<|y|<7Rodz (4.9)

x kﬂ,(\/%, \/ﬁw)ai(\/%_/\, V2\0)dy

Comme dans le cas de f1, étant donné que l'intégration a lieu sur un compact, cette
expression a un prolongement holomorphe au domaine Ay, . et il reste a examiner

f3(9>w> >\7 h) =

2
Fa(0,0, 0 1) = D) / i (=094 (VRN o
2T Rods

An/2 (4.10)
V2w (—

X k‘ib(r \/7 \/_9)

Dans ce but, donnons nous aéﬁ telsque 0 <oy, —d <03 <05 < o; < o; <1, ou
d est donné par (4.7). Nous introduisons une fonction de troncature x,, telle que

supp Xw C {|y| > TRods, cos(y,w) € [o5,05]}
et
Xw = 1 on {|y| > 8Ryds, cos(y,w) € [0‘2_,0';_]}.

Nous définissons aussi

u(y, \, 0, w, h) = MWV (oY (—=, V2)0)

\/_

et nous décomposons f4 en fi = f5 + fg, avec

co(A, h)? ih=1{w—0,y)
f5(07w7/\7 h) = W (1 - Xw)(y)e Y u(y7)‘707wah)dy (4'11)

\ﬁ

2 . —
fo(0, w0, A h) = Cofi/{? / X W)™ @0y, X, 0,w, h)dy. (4.12)

En utilisant le fait que kp(z, &) = O(e=2@/") pour cos(Re x, Re €) ¢ [05 , 04 ], nous
vérifions facilement que pour ez, e > 0 assez petits, A € Ag, . et y € supp(l — xu),
nous avons kib( \/7 2 w) = O(e~3W)/"). De plus, nous déduisons immédiatement
de cette 1negahte que f5 se prolonge holomorphiquement a Ay, . et que nous avons
I’estimation

YA€ Agy e, |f5(0,w0,A\,0)] < CR" L. (4.13)
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CHAPITRE 4. ESTIMATION DU RESIDU

Le prolongement de fg s’effectue & ’aide d’un changement de contour d’intégration
dans la formule (4.12). Soit xo une fonction de classe C* telle que supp xo C {|y| >
9Ryds} et xo = 1 sur {|]y| > 10Ryd3}. Pour € > 0, le nouveau chemin d’intégration
sera

Lexo = {(1 +iexo(|y]))y, y € R"}.
Nous allons démontrer maintenant que nous pouvons effectuer ce changement de che-

C()(>‘7h')2
An/2

min d’intégration. Pour A\ > 0, nous avons fg(f,w, A\, h) = lin}) g6, (0,w, A h)
77—>

avec

o (0,w, A, ) :/Re_"y2€“’_l<“’_9’y>xw(y)U(y7>\,9,w,h)dy-

Par ailleurs, pour n > 0 fixé, nous avons

o (600 h) = lim_ | <R6_"y2€ih_1<w_9’y>xw(y)u(%)\,O,w,h)dy.
AR

Comme y +— e est holomorphe, nous pouvons appliquer la formule de Cauchy,
pour obtenir ge,(6,w, A\, h) = Rlim (h6m,r + Kem,r)(0,w, A, h) avec
— 400

B (0,0, A, 1) = / e G0Ny A, 6, w, h)dy
Le,xoM{|y|<R}

et

n—1

1
ken,r(0,w,\ h) :/ (ieR)"_l/ (1 +icp)? R? gih ™ (w0, R(1+icp)wy) 5
0 5
X Xw(Rwy)u(Rwy, A, 0,w, h)dw,dp.

Nous en déduisons
1
g0, (0,0, A, )| < Ce /0 /5 R e R g

et pourvu que 0 < € < 1, nous avons Rlim kenr(0,w, A\, h) = 0. Par suite, nous
— 400
obtenons pour A > 0,

9o.n(0,w, A, h) = / e~ e 0y (y)uly, A, 0, w, h)dy

Lexo
puis en faisant tendre 7 vers 0,
A, h)? o
ol by = PO [ et ey p oy, (114)

s X0

A priori, cette formule est valable pour A > 0, ce qui acheve de justifier le changement
de chemin d’intégration. De plus, en utilisant (4.7), il est clair que pour tout y €
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4.2 Prolongement méromorphe de 'amplitude de diffusion

Supp Xw, nous avons (y,w — 0) > 2aly|. Par suite, pour € > 0 suffisamment petit et
Y € Le y,, nous avons Im(y,w — 0) > aly| ce qui entraine

o ~
oih ™y e>’ < e—alyl/h

D’autre part, un calcul immédiat montre que
lu(y, A, 0,w,h)| < CeCh '
uniformément par rapport a y € L, et A € Ag, .. Comme p > 0, alors 'application
y = Xo(@)e" T uy, X, 0,0, h)
est dominée par une fonction L' indépendante de \. Par ailleurs, pour tout y € Le v,
Agye 2 A Xw(y)eih_l<‘”_9’y>u(y, A 0,w,h)

est une fonction holomorphe, de sorte que les conditions sont réunies pour appliquer
le Théoreme d’holomorphie sous le signe intégral. Nous en déduisons que 'intégrale
du second membre de (4.14) définit une fonction holomorphe par rapport & A € Ay, ,
ce qui permet donc de prolonger fg a Ag, ..

De cette maniere, nous avons prolongé les noyaux Tfl (0,w, A\, h) aux domaines
Ag, e, pour € > 0 assez petit. De plus, nous avons la décomposition suivante

TEO,w,\h) = (fi + fs+ f5 + fo) (0, w, A\, h) (4.15)

ot les f;,j =1,3,5,6 sont données par (4.8), (4.9), (4.11) et (4.14) respectivement.
Ceci acheve de démontrer le Théoreme 4.1. Par ailleurs, ces formules permettent
d’obtenir des bornes pour Tfl valables pour des énergies complexes.

Proposition 4.3 Soient w et 0 des directions fives de S"~! avec  # w. Alors, il
existe €g,hg > 0 et C' > 0 tels que pour tout 0 < € < €g et A € Ag, ., nous avons

VO < h < ho, |TE,(0,w, A\, B)| < Ch~ "M,

Démonstration. Nous venons de démontrer que Tfl = fi1+ f3+ f5 + fe, de sorte
que nous devons estimer chaque f;. Nous commencons par traiter le cas de fi. Pour

A € Ag, ¢, nous déduisons de I'équation (4.8), que
|f1(9>w>>\7 h)| <Ch™ sup |k:|:b(y> v 2/\“})5(3/7 v 2>\9)|X
ly|<6Ro (4 16)
“ / IV bl re @) gy
2| <6Ro

En utilisant le fait que r+(z,\) = O({(z)!=?(v/A)1="), nous obtenons pour Ry suffi-
samment grand
YA € Agye, |f1(8,w, N, B)| < CheC/M, (4.17)
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CHAPITRE 4. ESTIMATION DU RESIDU

Le cas de f3 est similaire puisque le domaine d’intégration est encore borné. Des
arguments identiques montrent que

YA€ Agyc, |f3(0,w, A, h)| < Ch7 el (4.18)

L’estimation de f5 a été déja obtenue et nous utilisons la formule (4.14) pour contrd-
ler fg. Par définition de y,,, il existe a > 0 tel que

Xw(y)em-wy,w—w‘ < eelul/h,
De plus, pour Ry assez grand, |u(y, A, 0,w,h)| < e21W/" et nous obtenons
YA€ Agyer |f6(0,w, A h)| < Ch_”/e_o‘|y/2hdy <Cch L. (4.19)

En combinant les équations (4.17), (4.18), (4.13) et (4.19) nous obtenons le résultat
annoncé. n

4.3 Estimation du résidu

Cette partie est consacrée a la démonstration du Théoréme 4.2. Comme dans [58],
la démonstration est basée sur le principe du maximum semiclassique [59, 60]. Avant
de commencer la démonstration proprement dite, nous allons rappeler ce principe.
En guise de préparation a ’application de ce résultat, nous démontrerons aussi une
estimation de la résolvante modifiée.

4.3.1 Préliminaires

Nous avons déja rappelé une forme modifiée du principe du maximum semi-
classique au Chapitre 2 et nous allons en énoncer une nouvelle a présent. L’énoncé
suivant est une conséquence immédiate du Lemme 1 de Stefanov [57].

Lemme 4.1 Pour 0 < h < 1, soient 0 < a(h) < b(h). Supposons que F(z,h) est
une fonction holomorphe en la variable z définie dans un voisinage de

Qo(h) = [a(h) — bw(h),b(h) + 5w(h)] +i[—=S(h)h™ "¢, 0],

ot 0 < S(h) < w(h)h37n+26, € >0 et wh) — 0 quand h — 0. Supposons que F(z,h)
satisfait

|F(2,h)] < Aexp(Ah~""!In(1/h)) sur Qo(h), (4.20)
|F(z,h)| < M(h) sur[a(h) —w(h),b(h) + w(h)] (4.21)
avec M (h) — +oo quand h — 0. Alors, il existe hg > 0 tel que
|F(2,h)| <2e3M(h), Yz € Qo(h) := [a(h) — w(h),b(h) +w(h)] +i[-S(h),0]

pour 0 < h < hg.
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4.3 Estimation du résidu

Remarquons que ce résultat n’est pas exactement le Lemme 1 de [57], puisque
dans le résultat ci-dessus, 'hypothese |F'(z,h)| < M (h) est faite sur I’axe réel. Néan-
moins, il est trés facile de voir que la démonstration donnée dans [57] est encore
valable dans cette configuration. Nous laissons ce travail au lecteur.

Par ailleurs, avant de démontrer le Théoreme 4.2, nous avons besoin de controler
la norme de la résolvante de 'opérateur modifiée (P, (h) — z)~! pres du péle zp(h).
Ceci est I'objet du lemme suivant.

Lemme 4.2 Sous les hypothéses du Théoréme 4.2, nous pouvons trouver g > 0,
ho > 0 suffisamment petits et C > 0 tels que pour tous 0 < p < pg, 0 < h < hg et
z € 3Q(h) nous avons

z—2z9(h)

- —n—1
W(Pu(h) —2) IHLQ(U),B(H) < Ceh (4.22)

ot 3Q(h) est le domaine

ZQ(h) ={2€C; |Rez — Rezy(h)] Sgh_

3n+4

2 |I77’L20(h)|,

\ (4.23)
0<—-Imz< Zh_"_2|fmzo(h)|}.

Démonstration. La démonstration repose sur les estimations établies par Tang et
Zworski dans la démonstration du Lemme 1 de [59]. Le résultat que nous utilisons
est le suivant :

_"OL
1(Pu(h) = 2) M2,y r2qr,y < Ce" %50, vae Q) | Dlz,9(h),

zj€Res(P(h))
(4.24)
ou g est une fonction quelconque vérifiant 0 < g(h) << 1. Posons maintenant,
z —z(h) -1
h) = ——=(P,(h) — .
Gl ) = =20 (B0) — 2)

Comme zp(h) est une résonance simple et isolée dans (h), alors G (.,h) est ho-
lomorphe dans (h). De ce fait, en utilisant le principe du maximum, il suffit de
montrer que l'inégalité (4.22) a lieu sur le bord 92Q(h). Dans ce but, nous posons
g(h) = e~4h << 1 avec d > 0 bien choisi. Plus précisément, d’apres le Théoreme
1.2, nous pouvons choisir d > 0 de sorte que [Im zo(h)| > e~%". Avec ce choix pour
g(h) il est facile de démontrer que toutes les résonances sont a une distance plus
grande que g(h) de la frontiere 93Q(h). En effet, par définition de (),

dist(zo(h),aZQ(h)) > Zh—”—mm 2o(h)] > Zh—"—%—d/h > g(h)
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CHAPITRE 4. ESTIMATION DU RESIDU

et il reste & montrer que ceci es vrai pour les autres résonances. Or, zg(h) est la seule
résonance dans Q(h), de sorte que

Wz € Res(P(h)) \ {z(h)}, dist(z, ZQ(h)) > dist(ZQ(h), C\ Q)

> W2 Imzo(h)| = g(h)

o |

et ceci acheve de montrer que la distance entre la frontiere %Q(h) et ’ensemble
des résonances est supérieure a g(h). Par suite, nous pouvons appliquer l’estimation
(4.24) & tout point z du bord 02Q(h) pour obtenir

3 e
Vz € 070(h), 1Gu(z Iz, 2,y < Ce™

ce qui acheve la démonstration. [ |

4.3.2 Démonstration du Théoréme 4.2

La démonstration consiste a appliquer le Lemme 4.1 a une fonction convena-
blement choisie. Commencons par fixer 0 < E; < Fy et w,0 € S ! tels que

w # 6. Nous supposons que zg(h) est une résonance simple de P(h), telle que
0 < —Imz(h) < h3n2+5, E; < Rezy(h) < E,. Nous supposons aussi que zy(h)

est la seule résonance dans

3n

Q(h) = {z € C; |Rez — Rez(h)| <h™ "2 |Im 20(h)],
0< —Imz<h " 2Imz(h)}

3 3n+4

Posons a(h) = b(h) = Rezo(h),w(h) = 55h~ "2 |[Imz(h)| et S(h) = h=!|[Im zo(h)|.
Alors Q(h) peut s’écrire sous la forme

Q(h) = [a(h) — 5w(h),b(h) + 5w(h)] + i[-S(h)h~""1,0].
De plus, 0 < S(h) < w(h)h%mr2E avec € = % et en utilisant le fait que 0 <

|[Im zo(h)| < h*27 | il est évident que w(h) — 0 quand h — 0. Pour z dans Q(h),
nous posons

F(zh) = 2~ 20 h;f(@,w,z, h).

2= z(h)
Z— fo(h

Comme zy(h) est la seule résonance de P(h) dans le domaine Q(h) et que le pole
20(h) est simple, nous sommes assurés que F'(z, h) est une fonction holomorphe en la
variable z dans (h). Comme nous l’avons déja mentionné, nous voulons appliquer
le Lemme 4.1 & la fonction F(z,h). Nous venons de vérifier que le domaine 2(h)
satisfait les hypotheses de ce lemme, de sorte qu’il nous reste uniquement a montrer

que F(.,h) vérifie les estimations (4.20) et (4.21) avec M (h) = hE
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4.3 Estimation du résidu

Démonstration de l’estimation (4.21) La démonstration repose sur la lo-
calisation spatiale que nous avons réalisée au chapitre précedent. Commencons par
remarquer que pour A € R’ , nous avons

|/\—z0(h)

o =1 [PV = 7@ A B

Or, d’apres le Théoreme 3.1, nous savons que pour tout compact K C R,
_n=-1
|f(9>w>)‘vh)| :O(h 2 )7
uniformément par rapport & A € K. Par suite |F(\, h)| = (’)(h_%) sur K, ce qui
termine de démontrer (4.21).

Démonstration de ’estimation (4.20) En premier lieu, choisissons hg > 0
tel que pour tout 0 < h < hg, Q2(h) C Ag,, ot Ag,  est défini par (4.2). Jusqu’'a la
fin de la démonstration, nous supposerons 0 < h < hg. Pour z € (h) nous avons la
décomposition

z—20(h)
z—Zo(h)

z—2(h)
z—Zo(h)
Nous allons majorer successivement chaque terme du membre de droite de cette
équation. Commencons par le terme Fh(z,h) = %%TQ(H,W,Z, h). En utilisant

(4.4), (4.5) et (4.6), il est clair que

F(th) = Tl(gawazvh) + TQ(Qawazah)'

z—zo(h _
Fa(eu )] < CIEZ22 Buth) = 2 i aoan

pour z € Q(h). Comme Q(h) C 3Q2(h), nous déduisons du Lemme 4.2 que

Vz € Qh), |Fa(z, h)| < CeSP " (4.25)
Occupons nous maintenant du terme Fi(z, h) = Z?S% T1(0,w,z,h). Pour z € Q(h),
nous avons z:;ggg ‘ < 1 et nous pouvons appliquer la Proposition 4.3 pour obtenir

Vz e Q(h), |Fi(z,h)| <|T1(0,w, z,h)| < Ch~"eC/h < CeCh™ !

Cette estimation combinée avec (4.25) acheve de démontrer (4.20).
Fin de la démonstration du Théoréme. Les estimations (4.21) et (4.20)
étant satisfaites pour notre choix de F'(., h),le Lemme 4.1 nous donne

|F(z,h)] < Ch "%, ¥z € Q(h) (4.26)

avec

Q(h) = {z €T, [Rez— Rezo(h)| < ;—Oh—s"z“ I 20(h)],

0<—-Imz< 2|Imzo(h)|}.
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Nous écrivons ensuite,

fresd,w, h)

+ thl(O’ w’ Z? h)?

ot f"(#,w,z,h) est holomorphe par rapport & z € Q(h). Ainsi, nous obtenons
immédiatement
(0, w,h) = 2F(zp(h), h)Im zy(h),
et
oz Eg(h)

fTes(97w7 h)
z—20(h) -

hol
f (0’ w’ Z? h) Z_ Zo(h) M
En utilisant (4.26), il vient
1£7°5(0,w, h)| < Ch™"F [Im z(h)], V= € Q(h).

De plus un calcul simple fournit I'identité suivante

z—Zo(h)

hol = 2 o (P
[P0, w,2,h) = F(z0(h), h) + z— zo(h)

(F'(z,h) = F(z0(h),h)) -

Or, z:z’)gg est borné sur 9Q(h) indépendemment de h €]0, 1]. Nous déduisons alors

de (4.26) et de la formule de Cauchy, que
111940, w, 2, h)| < Ch™7", Vz € Q(h)

et la démonstration du Théoreme 4.2 est complete. [ |
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In this thesis, we study the scattering amplitude associated to the semi-classical
Schrodinger operator, for short-range perturbations. In particular, we want to des-
cribe the behavior of the scattering amplitude when the semi-classical parameter
h goes to 0. This problem is closely related with the nature of the trajectories of
the Hamiltonian associated to our operator. In the case where every trajectory with
energy A t leaves any compact set, we say that A is non-trapping. For such energies,
Robert and Tamura obtained an asymptotics of the scattering amplitude. The aim
of this thesis, is to study the case of trapping energies.

In the first chapter, we recall some wellkown facts about semi-classical pseudo-
differential calculus , resonances and Isozaki-Kitada’s formula.We give also a detailed
study of the Hamiltonian flow.

In the second chapter we prove an asymptotics of the scattering amplitude in
the L' norm with respect to A. This result holds under an escape condition for the
incoming direction, which is less constraining than the non-trapping assumption.

In the third chapter, we obtain some results for fixed energy. For general non-
trapping energy levels, we prove that the scattering amplitude is bounded polyno-
mially with respect to h~!. Under the additional hypothesis that there is no reso-
nances exponentially close to the real axis, we obtain two results. First, we show that
if we modify the potential in a suitable domain, the scattering amplitude is changed
by a term of order O(h®). Moreover, under the escape assumption introduced in
Chapter 2, we give an asymptotics of the scattering amplitude.

The last chapter is devoted to the study of the residues of the scattering ampli-
tude. Using the results of Chapter 3, we give a bound of the residue depending on
h and the imaginary part of the associated resonance. This result is a generalization
of recent works of Stefanov for compactly supported perturbations.



Résumé : Dans cette these, nous étudions 'amplitude de diffusion associée a
l'opérateur de Schrodinger semiclassique pour des potentiels de courte portée. En
particulier, nous cherchons a décrire le comportement de I'amplitude de diffusion
quand le parametre semiclassique h tend vers 0. Une telle étude est étroitement reliée
avec la nature des trajectoires du systeme Hamiltonien associé a notre opérateur.
Dans le cas ou toutes les trajectoires d’énergie A fixée s’échappent quand le temps ¢
tend vers oo, on dit que A est non-captif. Pour de telles énergies, Robert et Tamura
ont obtenu une asymptotique de 'amplitude de diffusion. Le but de cette these est
d’étudier le cas d’énergies captives.

Dans le premier chapitre, nous rappelons des résultats connus sur le calcul pseu-
dodifferentiel semiclassique, les résonances et la formule de représentation de Isozaki-
Kitada. Nous y menons aussi une étude détaillée du flot Hamiltonien.

Dans le second chapitre nous donnons une asymptotique de I’amplitude de diffu-
sion en norme L' d’énergie. Ce résultat est valable sous une hypothese d’échappement
dans la direction entrante, beaucoup plus faible que I’hypotheése de non-capture.

Dans le troisieme chapitre, nous obtenons des résultats a énergie fixée. Pour
des énergies captives quelconques, nous démontrons que l'amplitude de diffusion
est bornée polynémialement par rapport a h~'. Sous I'hypotheése supplémentaire
qu’il n’y a pas de résonances exponentiellement proches de ’axe réel, nous obtenons
deux résultats. Tout d’abord, nous démontrons que si nous modifions le potentiel
dans une région convenable, la perturbation de I’amplitude de diffusion est d’ordre
O(h). De plus, sous 'hypothese d’échappement du Chapitre 2, nous démontrons
une asymptotique de 'amplitude de diffusion.

Le dernier chapitre est consacré a 1’étude des résidus de 'amplitude de diffusion
pour des potentiels de courte portée. A I'aide des résultats du Chapitre 3, nous don-
nons une borne du résidu en fonction de h et de la partie imaginaire de la résonance
associée. Ce résultat généralise des travaux récents de Stefanov pour des perturba-
tions a support compact.

Mots-clés : Analyse semiclassique, amplitude de diffusion, équation de Schrédin-
ger, énergies captives, résonances, résolvente.
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