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Introduction

Le développement de la théorie des graphes doit beaucoup au probléme des quatres cou-
leurs. En effet ce probléme de 1852, a été la source de trés nombreux travaux de théorie des
graphes et a ainsi permis ’émergence de ce domaine de recherche. D’ailleurs, bien que ce pro-
bléme ait été résolu en 1976, il reste la motivation premieére de plusieurs travaux récents. En
effet, les preuves données depuis celle de K. Appel et W. Haken en 1976 sont techniquement
difficiles et de nombreux chercheurs souhaiteraient en avoir une plus simple. Aujourd’hui, la
théorie des graphes n’est plus la chasse gardée des mathématiciens. En effet, dans la seconde
moitice du XX€ siscle, avec le développement de U'informatique, on a commencé a utiliser les
graphes pour modéliser différents problémes. Ces problémes vont de la gestion des flux dans des
réseaux de distribution, au calcul de plus courts chemins dans des réseaux de communication,

en passant par la conception de circuits intégrés.

Dans ces différents problémes, la notion de graphe planaire reste pertinente puisque par
exemple, les graphes modélisants les reseaux routiers ou les circuits intégrés sont des graphes

planaires.

Il est intéressant de constater que le probléme de 4-coloration d'un graphe planaire G est
équivalent au probléme de partition de ce graphe (F(G) = Ey U E) en deux graphes bipar-
tis (G[E1] et G[Es]). De méme, en ce qui concerne l'utilisation des graphes en informatique,
la partition d’un graphe en plusieurs sous-graphes peut se révéler trés utile pour la concep-
tion d’algorithmes performants. En effet, une approche souvent utilisée en algorithmique est
I’approche «diviser pour régner». Elle consiste a diviser une instance du probléme que 'on
cherche a résoudre en plusieurs instances «plus petites», & trouver une solution pour chacunes
de ces sous-instances, puis a combiner les solutions obtenues pour construire une solution de
I'instance de départ. En algorithmique des graphes, ces instances «plus petites» sont souvent

les graphes issus d’une partition de l'instance de départ.

Cette thése porte sur différents problémes de partition des graphes planaires.

Xk



La planarité externe. La planarité externe d’un graphe G est le plus petit entier £k tel qu’il
existe une k-partition de F(G) en Ej, ..., E}, ou les graphes G[F;] induits par les ensembles E;
sont des graphes planaires externes. En 1971, G. Chartrand, D. Geller et S. Hedetniemi ont
conjecturé dans [CGHT71| que les graphes planaires sont de planarité externe au plus deux. On
donne dans cette thése une preuve de cette conjecture, ainsi que quelques résultats démontrant
I'optimalité de ce résultat. On indique également quelles sont les conséquences de ce résultat
dans d’autres problématiques de théorie des graphes et enfin on propose un généralisation de

ce résultat & d’autres surfaces que le plan.

koo

L’arboricité des graphes. L’arboricité d'un graphe G est le plus petit entier k tel qu’il
existe une k-partition de E(G) en Ej, ..., E} o les graphes G[F;] induits par les ensembles
E; sont des foréts. Nash-Williams a donné dans [NW64] une formule permettant de calculer
cet invariant pour un graphe donné. On s’intéresse en fait & des variantes de cette notion
dans lesquelles on impose que les foréts G[FE;] soient par exemple des foréts d’étoiles ou des
foréts de chenilles. On donne dans cette thése plusieurs bornes concernant ces différents types
d’arboricité pour différentes familles de graphes planaires. On prouve en particulier deux
conjectures récentes : tout d’abord, la conjecture de Y. Roditty, B. Shoham et R. Yuster
[RSYO01, Cam03| affirmant que I’arboricité chenille des graphes planaires est au plus quatre,
et ensuite la conjecture de J. Balogh, M. Kochol, A. Pluhér et X. Yu [BKPY05] affirmant que
les graphes planaires sont décomposables en deux foréts et un graphe de degré maximum au
plus quatre. On donne également quelques résultats de complexité concernant différents types
d’arboricité pour les graphes planaires de maille bornée. Certains de ces résultats affinent
des résultats de NP-complétude déja connus. On proposera finalement différent problémes

concernant, des notions plus «finesy d’arboricité, 'arboricité mixte et I’arboricité circulaire.

koo

Ce mémoire se décompose en trois chapitres. On donne tout d’abord quelques définitions et
notations de bases dans le Chapitre 1. Les Chapitre 2 et 3 sont eux respectivement dédiés a
I’étude de la planarité externe et a I'étude de différentes notions d’arboricité dans les graphes

planaires.



Table des matiéres

1 Préliminaires 11
1.1 Eléments de théorie des graphes . . . . . . . . .. ... ... 11
1.2 Quelques familles de graphes . . . . . . . . ... ..o 12
1.3 Les graphes planaires . . . . . . . .. .. 13
1.4 Quelques notions de coloration . . . . . . . ... . ... .. 16

2 Partition des graphes planaires par deux graphes planaires externes 19
2.1 Introduction . . . . . . . . 19
2.2 Les graphes planaires externes . . . . . . . . . .. ... 22
2.3 Les triangulations 4-connexes . . . . . . . . . ... 26
2.4 Partition des triangulations . . . ... ..o Lo 54
2.5 Optimalité . . . .. . . e 60
2.6 Conclusion . . . . . . . e 62

3 Etude de différentes notions d’arboricité de graphe 67
3.1 Introduction . . . . . . . .. 68

3.1.1 Les k-d-colorations . . . . . . . . ... .. 73
3.2 Arboricité étoile . . . . ..o 74
3.2.1 NP-complétude de 22.ARBORICITE-ETOILE . . . .. . ... ... ... 76
3.2.2 NP-complétude de 3-ARBORICITE-ETOILE . . . ... ... ... ... 80
3.2.3 NP-complétude de 4-ARBORICITE-ETOILE . . . . . ... . ... ... 84
3.3 Arboricité intérieurement 1-bornée . . . . . . .. ... 92
3.3.1 NP-complétude de 2-ARB-INT-1-BORNEE . . . . ... ... ... ... 94
3.3.2 NP-complétude de 3-ARB-INT-d-BORNEE, pourd>1 ... ... ... 98

9



10

3.3.3 Degré moyen maximum et preuves par déchargement . . . . . . . . . .. 101
3.3.4 Les graphes planaires de maille g > 14 . . . . .. .. ... ... 0. 103

3.4 Arboricité chenille . . . . ... 107
3.4.1 L’a-décomposition des triangulations . . . . . .. ... ..o 109
3.4.2 Les graphes planaires . . . . . . . . ... Lo 111
3.4.3 NP-complétude de 2-ARB-INT-d-BORNEE, pourd >2 . . .. ... .. 116
3.44 Les graphes planaires de maille g > 6 . . . . . . . ... ... L. 119
3.4.5 Les graphes planaires de maille g > 10 . . . . . . ... .. ... L. 120

3.5 Arboricité intérieurement 3-bornée . . . .. ... oL 123
3.5.1 Les graphes planaires de maille g > 5. . . . . .. ... ... 0. 123

3.6 Arboricitée T-exclue . . . . . . . . . 125
3.6.1 Les2-arbres . . . . . . . ... 127
3.6.2 Les graphes planaires bipartis . . . . . . . . ... ... L. 128

3.7 Arboricité mixte . . . . ... 129
3.7.1 Les graphes planaires . . . . . . . . . . ..o 134
3.7.2 Les graphes planaires de maille g > 8 . . . . . . . .. ... 138

3.8 Arboricité circulaire . . . ... 139
Conclusion 143

Bibliographie 152



Chapitre 1

Préliminaires

Sommaire
1.1 Eléments de théorie des graphes . . . . . ... ... ... ..... 11
1.2 Quelques familles de graphes . . . ... ... ............ 12
1.3 Les graphes planaires . . . . . . . ... ... oo 13
1.4 Quelques notions de coloration . ... ... ............. 16

On rappelle dans ce chapitre quelques notions de théorie des graphes nécessaires a la com-

préhension du texte. Pour les notions non-définies dans ce chapitre voir [Ber63].

1.1 Eléments de théorie des graphes

Un graphe G est un couple d’ensembles (V(G), E(G)). Les éléments de V(G) sont les
sommets du graphe. Les éléments de E(G) sont les arétes du graphe. Une aréte est une
paire d’éléments de V(G). Un graphe G est dit fini si 'ensemble V(G) est fini. Par la suite,
on ne considére que des graphes finis. On note uv 'aréte {u,v}. Les sommets u et v sont
appelés les extrémités de 'aréte uv. [’aréte uv est incidente aux sommets u et v. Deux
sommets u et v sont dits adjacents, s’il existe une aréte uv. Deux arétes ayant une extrémité
commune sont dites adjacentes. Le voisinage Ng(v) du sommet v est ’ensemble des sommets
adjacents au sommet v dans le graphe G. On dit d'un sommet u que c’est un voisin de v si
u € Ng(v). Le degré d'un sommet u de G, noté degg(u), est le nombre d’éléments de Ng(u).
Le degré maximum A(G) d’un graphe G est égal au maximum des degrés des sommets de
G : A(G) = max,cy(g) degg(v). Le degré minimum 6(G) de G est égal au minimum des
degrés des sommets de G : §(G) = minyey (o) degg(v).

11



12 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Un sous-graphe H = (V(H),E(H)) du graphe G = (V(G), E(G)) est un graphe tel que
V(H) C V(G) et E(H) C E(G). H étant un graphe, pour toute aréte wv € E(H) on a
u € V(H) et v € V(H). La notation H C G indique que H est un sous-graphe de G. Pour
X C V(G), le sous-graphe induit G[X] de G est le graphe dont ’ensemble des sommets
est X et dont les arétes sont les arétes de G ayant leurs deux extrémités dans X. De méme,
pour Y C E(G) le sous-graphe induit G[Y] de G est le graphe dont ’ensemble des sommets
est V(G) et dont 'ensemble des arétes est Y. Pour S C V(G) (resp. S C E(G)), G\S est le
sous-graphe induit G[V(G)\S] (resp. G[E(G)\S]). Un homomorphisme de H dans G est
une application f : V(H) — V(G) telle que si uv € E(H) alors f(u)f(v) € E(G). Deux
graphes H et G sont dits isomorphes s’il existe un homomorphisme bijectif de H dans G.
Etant donné deux graphes H et G, le graphe G est dit H-exclu si aucun de ses sous-graphes

n’est isomorphe & H.

Deux sommets v1 et v, sont dits reliés si v;1 = v ou si il existe une suite de sommets
v1,. ..,V telle que pour tout i € [1,k — 1], les sommets v; et v;41 sont adjacents. Une com-
posante connexe de G est le graphe induit par une classe d’équivalence de la relation relié.
Un graphe est connexe s’il ne contient qu’une seule composante connexe. Un graphe connexe
est dit k-connexe s’il faut supprimer au moins k£ sommets pour le rendre non-connexe. Une
composante k-connexe de G est un sous-graphe induit de G qui est k-connexe et maximum
en sommets. Un sommet d’articulation (resp. un isthme) du graphe G est un sommet

(resp. une aréte) dont la suppression augmente le nombre de composantes connexes de G.

1.2 Quelques familles de graphes

Un stable est un graphe sans arétes. Le graphe complet a k sommets, Ky, est le graphe a k
sommets ayant un nombre maximum d’arétes. Le graphe biparti complet K, ,, est le graphe
dont I'ensemble des sommets est V(K ,) = {a;|1 <i <p}U{b;|1 < j < g} et ot pour tout
couple (7,7), tel que 1 <i <pet1<j<gq,ilyaunearéte a;b;. Un graphe est dit k-régulier
si tous ses sommets sont de degré k. Un graphe dont tout sous-graphe contient un sommet de
degré au plus k est dit k-dégénéré. Une chaine est une séquence p = (u1,ug, ..., u,) d’arétes
de G telle que chaque aréte de la séquence ait une extrémité en commun avec l’aréte précédente,
et lautre extrémité en commun avec ’aréte suivante. Le nombre d’arétes de la séquence est
la longueur de la chaine p. Une chaine qui n’utilise pas deux fois la méme aréte est dite
simple ; une chaine qui ne rencontre pas deux fois le méme sommet est dite élémentaire. Un
cycle est une chaine simple dont le sommet initial et le sommet terminal coincident. Un cycle
est dit élémentaire si en parcourant le cycle, on ne rencontre qu’une fois le méme sommet
(excepté le sommet initial qui coincide avec le sommet terminal). Par la suite, on ne consideére

que des chaines élémentaires et que des cycles élémentaires. Ces chaines et ces cycles
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correspondent a des graphes. On note Py (resp. C) ou (v, v1,...,vx—1) le graphe défini par
V(Py) = {vo,v1,...,vk—1} (resp. V(Ck) = {vo,v1,...,v5-1}) et E(P;) = {vivi1|1 <i <k}
(resp. E(Ck) = {vv;|j —i = 1 mod k}). Etant donné un cycle C, une corde de C est une
aréte reliant deux sommets non-consécutifs du cycle C. Un graphe G est dit triangulé si tout
cycle C' C G de longueur [ > 4 a une corde. La maille d'un graphe G ayant un cycle est la
longueur du plus petit cycle de G. Une forét est un graphe qui ne contient pas de cycle. Un
arbre est un graphe connexe ne contenant pas de cycles (i.e. une forét connexe). Dans une
forét, une feuille est un sommet de degré un. Pour un entier £ > 0, on définit les k-arbres
de la fagon suivante. Le graphe complet K est un k-arbre. Si T' = (V, E) est un k-arbre, C'
un sous-graphe de T" isomorphe & K, et ¢ V, alors T/ = (V U {z}, E U {ax; |z, € V(C)})
est un k-arbre. On remarque que les définitions d’arbres et de 1-arbres sont équivalentes. Un
k-arbre partiel est un sous-graphe d’un k-arbre. La largeur arborescente est le plus petit

entier k tel que G soit un k-arbre partiel.

On subdivise une aréte uv d’'un graphe G lorsqu’on supprime uv et que 'on rajoute
un nouveau sommet z et les arétes ux et vx. Une subdivision de G est un graphe obtenu a
partir de G par une série de subdivisions d’arétes. On contracte une aréte uv de G lorsque on
supprime uwv et que I'on identifie les deux sommets u et v. Le sommet issu de cette identification
a pour voisinage l'ensemble Ng(u) U Ng(v)\{u,v}. Un mineur de G est un graphe obtenu
a partir de G par une série de zéro, une ou plusieurs suppressions de sommets, suppressions

d’arétes et ou de contraction d’arétes.

1.3 Les graphes planaires

Un graphe est planaire s'il est possible de le représenter sur un plan de telle sorte que les
sommets soient des points distincts du plan, les arétes des courbes simples et que deux arétes
ne se rencontrent pas en dehors de leurs extrémités. Une telle représentation d’un graphe
planaire G est une représentation planaire de G. Par la suite, lorsque l'on considérera
un graphe planaire G, on fera aussi implicitement référence & une certaine représentation
planaire de G. Cette réprésentation de G sera généralement schématisée dans une figure. Une
face d’un graphe planaire est une région du plan délimitée par des arétes telle que deux
sommets arbitraires de cette région peuvent toujours étre reliés par une courbe ne rencontrant
ni sommet, ni aréte. On dit des arétes délimitant une face f et de la face f qu’elles sont
incidentes. De méme, un sommet v et une face f sont incidents si v est 'extrémité d’une
aréte e incidente a la face f. L’ensemble des faces du graphe planaire G se note F(G). Une
triangulation 7" est un graphe planaire dont toutes les faces sont des triangles, c’est a dire

des faces délimitées par trois arétes.

L’un des premiers prérequis a ’étude des graphes planaires est la formule d’Euler (c.f.
page 85 de [MTO01]).
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Théoréme 1 (Formule d’Euler) Pour tout graphe planaire connexe G ayant au moins un

sommet on a :
V(G| + [F(G)] = |E(G)| +2

Dans une triangulation 7' chaque aréte est incidente a deux faces et chaque face est incidente
a trois arétes, on a donc 2|E(T)| = 3|F(T)|. Ceci implique que tout graphe planaire G a au
plus 3|V (G)| — 6 arétes. De plus, tout graphe G vérifiant Iégalité suivante,

> deg(v) =2|E(G) (1)
veV(Q)
tout graphe planaire contient au moins un sommet de degré au plus 5. Les graphes planaires

sont donc 5-dégénérés.

Un autre prérequis a I’étude des graphes planaires est le Théoréme de Jordan (c.f. page 25

de [MTO01]). Ce théoréme apparement simple, nécéssite cependant une preuve assez complexe.

Théoréme 2 (Théoréme de Jordan) Soit C une courbe simple fermée du plan. Cette
courbe partage le plan en deux régions connezes, lintérieur et ['extérieur de C, dont C est

la frontiére.

Ceci implique que dans une représentation planaire d’un graphe planaire il y a exactement
une face non-bornée, on I'appelle la face externe. Les faces internes d'un graphe planaire
sont toutes les faces autres que la face externe. Un sommet externe (resp. un coté) est
un sommet (resp. une aréte) incident a la face externe. Le bord d’un graphe planaire est le
sous-graphe dont les sommets sont les sommets externes et dont les arétes sont les cotés de ce
graphe. Une triangulation partielle T est un graphe planaire dont toutes les faces internes
sont des triangles.On dit d'un graphe qu'il est planaire externe (ou planaire extérieur) s'il
admet une représentation planaire dans laquelle tous les sommets sont des sommets externes.
Une telle représentation d'un graphe planaire externe G est une représentation planaire
externe de (G. Un graphe planaire externe G ayant au moins trois sommets et ayant un
maximum d’arétes a donc sa face externe incidente a |V (G)| arétes, et les faces internes
incidentes & trois arétes. Pour un tel graphe G on a donc 2|E(G)| = |V(G)| + 3(|F(G)| — 1).
En utilisant la formule d’Euler, on en déduit qu’un graphe planaire externe G a au plus
2|V(G)| — 3 arétes.

Toute représentation planaire externe d’un graphe planaire externe G vérifie les trois points
suivants :

— Un isthme uv de G est nécessairement un cété de GG. En effet, si la seule face incidente
A uwwv était une face interne, I'un des sommets u ou v ne serait pas un sommet externe,

contredisant la définition de représentation planaire externe.

Une aréte uv de G telle qu'il n’existe pas deux chaines distinctes non triviales (i.e.

autres que (u,v)) reliant les sommets u et v est nécessairement un coté de G. On a vu
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que c’est vrai lorsque uv est un isthme, on considére donc que uv n’est pas un isthme
et donc qu’elle est incidente & deux faces. Si 'aréte uv n’était pas un coté, elle serait
donc incidente & deux faces internes. Si ces deux faces n'ont que les sommets u et v en
commun, on trouverait dans leurs contours deux chaines distinctes non triviales reliant
les sommets u et v. Si ces deux faces ont un troisiéme sommet w en commun, alors 'un
des sommets u, v ou w est interne, contredisant la définition de représentation planaire

externe.

Une aréte uv de G telle qu’il existe deux chaines distinctes non triviales reliant les
sommets u et v n'est pas un coté de G. Si l'aréte uv était un coté 'une des chaines
reliant u et v serait a l'intérieur du cycle formé par 'autre chaine et par 'aréte uv. La
premiére chaine n’étant pas triviale, I'un de ses sommets serait a l'intérieur du cycle et
ne serait donc pas une sommet externe. Ceci contredirait la définition de représentation

planaire externe.

Ceci implique les observations suivantes :

Observation 1.3.1 Quelle que soit la représentation planaire externe de G considérée, l'en-

semble des cotés de G est le méme.

Par la suite, si un graphe planaire externe G n’est pas représenté de fagon planaire externe,
on définira tout de méme ’ensemble de ses cotés en fonction d'une représentation planaire

externe de G.

Observation 1.3.2 Dans toutes les représentations planaires externes d’un graphe planaire

externe triangulé G, les faces internes sont des triangles.

En effet, quelque soit la représentation planaire externe de G, les cotés et les isthmes sont fixés.
La Formule d'Euler implique donc que si dans une des représentations planaires externes de
G toutes les faces internes sont des triangles, il en est de méme dans toutes les représentations

planaires externes de G.

Le Théoréeme de Jordan permet entre autre de caractériser les graphes planaires et les
graphes planaires externes en terme de mineur. En effet, Wagner [Wag37| a montré qu'un
graphe est planaire si et seulement s’il ne contient pas K5 ou K33 comme mineur. De méme,
Chartrand et Harary [CH67| ont montré qu'un graphe est planaire externe si et seulement s’il

ne contient pas Ky ou Ks 3 comme mineur.

Le Théoréme de Jordan permet aussi de définir la notion de cycle séparant. Dans un graphe
planaire un k-cycle séparant est un cycle de longueur k& dont les sommets sont reliés a au
moins un sommet dans chacune des deux régions qu’il délimite. On remarque que si dans une
triangulation 7" on a un 3-cycle séparant C, le graphe Tj,;, induit par les sommets de C' et
les sommets & Uintérieur de C| et le graphe T,,, induit par les sommets de C' et les sommets

a l'extérieur de C, sont tous deux des triangulations. L’absence de 3-cycles séparants est
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caractéristique des triangulations planaires 4-connexes. En effet, les triangulations 4-connexes

sont exactement les triangulations qui n’ont pas de 3-cycles séparants.

1.4 Quelques notions de coloration

Une coloration des sommets (resp. des arétes) d’un graphe G est une application f de
V(G) (resp. E(G)) dans un ensemble, appelé ensemble des couleurs. On dit de f(x) que c’est
la couleur de I’élément z. Si 'image de la coloration a k éléments, on prend généralement
I'ensemble {1,...,k} C N comme ensemble des couleurs. Une k-coloration des sommets

(resp. des arétes) de G est une coloration utilisant au plus k couleurs.

Une coloration propre des sommets (resp. des arétes) d’'un graphe G est une coloration
des sommets (resp. des arétes) telle que deux sommets adjacents (resp. arétes adjacentes) ont
des couleurs distinctes. Le nombre chromatique x(G) du graphe G est le plus petit entier
k tel que G admette une k-coloration propre de ses sommets. L'indice chromatique Y/(G)

du graphe G est le plus petit entier k tel que G admette une k-coloration propre de ses arétes.

Lorsque I'on considére les ensembles d’éléments ayant la méme couleur, on constate qu’une
k-coloration des sommets (resp. arétes) d’un graphe G équivaut a une partition de ’ensemble
V(G) (resp. E(G)) en k sous-ensembles, Vi, ..., Vi (resp. Eq, ..., E}). De nombreux problémes
de coloration sont définit par une contrainte sur les graphes induits G[V;]| (resp. G[E;]) par
les sommets (resp. les arétes) d’'une méme couleur. Par exemple, une k-coloration propre
des sommets (resp. des arétes) d'un graphe G est équivalent a une partition de V(G) (resp.
E(G)) en k sous-ensembles, Vi,..., Vi (resp. Ey,..., EL), tels que pour tout i € {1,...,k}
le graphe G[V;] (resp. G|E;]) est un stable (resp. un graphe de degré maximum au plus un).
Une k-partition d'un graphe G est un ensemble de k sous-graphes de G, Hy, ..., Hy, tels que
V(H;) = V(G) pour tout i < k, tels que E(G) = Ui<;<xE(H;) et tels que E(H;) NE(H;) =0
pour toute paire {i,j} C [1,...,k]. On dit d’'un graphe G qu'il est k-partitionné par les sous-
graphes Hy, ..., Hy de G si ces graphes forment une k-partition de G. On dit d'un graphe G
qu’il est k-partitionnable par des graphes ayant la propriété P si G admet une k-partition
en k sous-graphes Hy,..., Hy ayant chacun la propriété P. Lorsque la valeur de l'entier k
est inconnue ou implicite on parle de partitions de graphes et de graphes partitionnés ou

partitionnables. On définit les invariants de graphe suivants :

— L’arboricité a(G) d’'un graphe G est le plus petit entier k tel que G soit partitionnable

en k foréts.

La planarité 6(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel que G soit partitionnable

en k graphes planaires.
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— La planarité externe 0.(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel que G soit

partitionnable en k graphes planaires externes.

Ces trois invariants sont aussi définissables en terme de couverture de graphes. Un graphe
G est couvert (resp. p-couvert) par ses sous-graphes Hy, ..., Hj si chacune des arétes de G
est dans au moins un (resp. p) de ces sous-graphes. Dans ce cas, les graphes Hy, ..., Hy forment
une couverture (resp. p-couverture) de G. On dit d’'un graphe G qu'’il est couvrable (resp.
p-couvrable) par des graphes ayant la propriété P si G admet une couverture (resp. une p-
couverture) par k sous-graphes Hy,..., Hy ayant chacun la propriété P. Une partition d'un
graphe G est aussi une couverture de G. Les couvertures de graphes permettent cependant
de définir des invariants qui ne sont pas définissables simplement en terme de partition de

graphes. On verra par la suite plusieurs de ces invariants.
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2.1 Introduction

En 1971, Chartrand, Geller et Hedetniemi [CGHT71| ont défini les graphes ayant la pro-
priété P,, comme étant les graphes ne contenant pas de subdivision de K41 ou de
Kim/2141,m/2)+1- Ces propriétés Pp, sont reliées au nombre de Hajos h(G) dun graphe
G. Ce nombre est le plus grand entier k£ tel que G a un sous-graphe isomorphe a une subdivi-
sion de Kj. On remarque que les familles de graphes ayant la propriété Py, Po, P3 ou Py sont
respectivement, les stables, les foréts, les graphes planaires externes et les graphes planaires
[Kur30, CH67|. Chartrand et al. ont ensuite proposé deux célébres conjectures (le Probléme
6.3 de [JT95]).

Conjecture 1 ((m,n)-conjecture) Pour m > n > 1, tout graphe ayant la propriété Py,
admet une partition de ses sommets en m—n—+1 ensembles, telle que chacun de ces ensembles

induit un graphe ayant la propriété Py,.

19
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I1 est facile de voir que cette conjecture est vraie pour m < 4, c’est-a-dire pour tout couple

(m,n) tel que 1 <n < m < 4. On distingue trois cas suivant la valeur de n :

n = 1. Les graphes k-dégénérés étant (k + 1)-coloriables (i.e. admettent une partition
de leurs sommets en (k + 1) sous-ensembles induisant chacun un stable), les foréts étant
1-dégénérées et les graphes planaires externes étant 2-dégéneérés, la (m,n)-conjecture est
vraie pour les couples (2,1) et (3,1). De plus, les graphes planaires étant 4-coloriables
[AH77, AHKT77], la conjecture est aussi vraie pour le couple (4,1).

— n = 2. Un graphe k-dégénéré admet aussi une partition de ses sommets en [%] en-
sembles V; induisant chacun une forét. En effet, si pour un sommet v € V(G) tel que
deg(v) < k et tel que V(G)\{v} admet une partition en (%] ensembles V;, avec
1<:< {%] induisant chacun une forét, alors un des ensembles V;, disons V7, est tel
que |Ng(v) N Vi| < 1. Le sommet v n’ayant qu'un voisin dans G[V;], le graphe induit
par Vi U {v} est donc lui aussi une forét. Les graphes planaires externes et les graphes
planaires étant respectivement 2-dégénérés et 5-dégénéres, la (m,n)-conjecture est donc

vraie pour les couples (3,2) et (4,2).

n = 3. Chartrand et al. ont montré comment obtenir une partition des sommets d’un
graphe planaire GG en deux ensembles, V; et Vb, induisant chacun un graphe planaire
externe, G[Vi] et G[V3]. Pour cela on observe que les sommets externes d'un graphe
planaire induisent un graphe planaire externe. On construit donc les ensembles V et V5
de la maniére suivante. On met dans Vj les sommets externes de G puis on supprime
ces sommets ; les nouveaux sommets externes vont dans V5 avant d’étre supprimé, et on

continu ainsi de suite. La (m,n)-conjecture est donc aussi vraie pour le couple (4, 3).

La seconde conjecture de Chartrand et al. concerne les partitions d’arétes.

Conjecture 2 ([m,n|-conjecture) Pour m > n > 1, tout graphe ayant la propriété P,
admet une partition de ses arétes en m —n + 1 ensembles, telle que chacun de ces ensembles

nduit un graphe ayant la propriété Py,.
Nash-Williams [NW64| a montré le théoréme suivant :
Théoréme 3 (Nash-Williams) Si G = (V, E) est un graphe et a(G) son arboricité alors :

s

a(G) = max V) -1

HCG
le mazimum étant pris parmi les sous-graphes H de G ayant au moins deuxr sommets.

Tout sous-graphe H d'un graphe planaire externe G (resp. un graphe planaire G) est lui aussi
planaire externe (resp. planaire) et a donc au plus 2|V (G)|—3 arétes (resp. au plus 3|V(G)|—6
arétes). Ceci implique que Parboricité des graphes planaires externes (resp. planaires) est donc

au plus 2 (resp. 3). La |m,n|-conjecture est donc vraie pour le couple [3,2] (resp. [4,2]).
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Malheureusement, ces deux conjectures sont fausses en général. Jorgensen [Jor89| et Han-
son et Toft [HT94] ont montré, par un argument probabiliste, que pour n fixé la (m,n)-
conjecture est fausse pour presque tous les graphes. Ils utilisent pour cela les techniques
utilisées par Erdos et Fajtlowicz [EF81| pour prouver que presque tous les graphes ayant
s sommets ont un nombre de Hajos d’au plus (2 + €)4/s. Dans [GKT00], Gutin, Kostochka et
Toft montrent que la [m, n]-conjecture est fausse quand m > cn?, pour une certaine constante
c. En fait, ils montrent que pour tout couple [m,n] tel que m > cn?, il existe un graphe G
ayant la propriété P, tel que dans toute m-coloration de ses sommets ou de ses arétes, 'un

des sous-graphes induits par une classe de couleur contient une subdivision de K.

Dans son état de I'art [Wo090], Woodall suggere que ces conjectures sont peut-étre vraies
si Pon définit la propriété P,, en terme de mineur plutot qu’en terme de subdivision. On
note cette propriété P’,,,. Pour n = 1, cette version de la (m,n)-conjecture est similaire a la

conjecture de Hadwiger [Had43].

Conjecture 3 (Hadwiger) Tout graphe ne contenant pas Kj comme mineur est (k — 1)-

coloriable.

La conjecture de Hadwiger est vraie pour k < 6 et est ouverte pour k > 6 [Wag37, AH77,
AHKT77, RST93|. Les graphes ayant la propriété P’,, ne contenant pas K, comme mineur, la
conjecture de Hadwiger dit que ces graphes sont (m — 1)-coloriables (i.e. I'ensemble des som-
mets admet une (m—1)-partition en sous-ensembles induisant chacun un stable). La conjecture
de Hadwiger implique donc la version «mineur» de la (m, 1)-conjecture. La version «mineur»
de la (m,n)-conjecture est toujours ouverte. Ce n’est pas le cas de la version «mineur» de
la [m,n]-conjecture. En effet, Gutin et al. montrent dans [GKT00] que cette version de la

[m, n]-conjecture est fausse en général.

Bien que la [m, n]-conjecture soit fausse en général, il existe des couples [m, n| pour lesquels
elle reste ouverte. On montrera dans le reste de ce chapitre que la [4, 3]-conjecture est vraie,
c’est-a-dire que tout graphe planaire est partitionnable en deux graphes planaires externes.
Différents travaux ont porté sur ce cas de la [m,n]-conjecture. Dans [EMCS88|, Colbourn et
El-Mallah montrent que tout graphe planaire peut étre couvert par deux 3-arbres partiels.
Kedlaya [Ked96| et Ding et al. [DOSV00] ont ensuite montré que tout graphe planaire peut
étre couvert par deux 2-arbres partiels. Dans leur article, Ding et al. montrent aussi que
tout graphe planaire peut étre couvert par deux graphes planaires externes et une forét dont
chaque composante connexe contient au plus 3 sommets. Dans [Hea91|, Heath a méme proposé
une preuve de la [4, 3]-conjecture mais celle-ci s’est finalement révélée incompléte. La preuve
donnée dans ce chapitre ne vient pas compléter les travaux de Heath, elle a été produite

indépendamment de ces travaux.
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Tout graphe planaire étant contenu dans une triangulation et tout sous-graphe d’'un graphe
planaire externe étant planaire externe, on peut restreindre la [4, 3]-conjecture aux triangula-
tions. Il existe une famille de triangulations pour lesquelles la [4, 3]-conjecture a une solution
simple, ce sont les triangulations hamiltoniennes (i.e. ayant un cycle passant par tous les som-
mets). En effet, étant donné un cycle hamiltonien C, le graphe induit par les arétes de C' et
les arétes a l'intérieur de C (resp. a I'extérieur de C') est planaire externe. Cette couverture
permet de construire différentes partitions puisque chaque aréte de C' peut étre attribuée soit
au premier soit au second graphe planaire externe. Dans [Whi31], Whitney a montré que toute
triangulation 4-connexe contient un cycle hamiltonien. La [4, 3]-conjecture est donc vraie pour

les triangulations 4-connexes.

Dans ce chapitre, on donne un résultat plus fin pour les triangulations 4-connexes et on
montre la [4, 3]-conjecture pour toutes les triangulations. On note S le graphe formé par le
cycle (z1,y1,x2,y2,73,y3) et les cordes y1y2, y1ys et yoys (voir la Figure 1). Le principal

résultat de ce chapitre est le théoréme suivant.

T2
Y1 Y2

T 3
Y3

F1G. 1 — Le graphe S.

Théoréme 4 Toute triangulation T admet une partition en deux graphes planaires externes

triangulés. De plus, si T est j-connexe cette partition peut étre telle que :

(1) les représentations planaires de ces deux graphes, induites par celle de T, soient planaires

externes, et telles que

(2) ces deuz graphes soient S-exclus (i.e. sans sous-graphe isomorphe a S).

Dans la Section 2.2, on verra certaines propriétés des graphes planaires externes. On étu-
diera dans la Section 2.3 le cas des triangulations 4-connexes. Cette étude permettra ensuite,
dans la Section 2.4, de prouver le Théoréme 4. Dans la Section 2.5 on montrera en quoi le
Théoréme 4 est optimal, et on verra finalement en conclusion quelles sont les conséquences de

ce théoreme mais aussi quelles questions ce résultat souléve-t-il.

2.2 Les graphes planaires externes

Une pousse est un graphe planaire externe triangulé. Le lemme suivant en donne une

définition équivalente.
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Lemme 2.2.1 L’ensemble des pousses correspond a l’ensemble des graphes planaires externes
ayant une représentation planaire externe dans laquelle toutes les faces internes sont des tri-

angles.

Preuve : Etant donnée une pousse G représentée de facon planaire externe, on observe que
toutes les faces internes sont des triangles. En effet si G avait une face interne f bornée par
un cycle C' de longueur au moins 4, C' aurait une corde. Dans ce cas, le graphe constitué par
C' et par la corde contiendrait un cycle avec au moins un sommets & l'intérieur, ce qui est

impossible dans une représentation planaire externe.

A Tinverse, si on considére un graphe G ayant une représentation planaire externe dans
laquelle toute face interne est un triangle, on observe que G est une pousse. Tout cycle C C G
de longueur [ > 4 délimite une region du plan qui est 'union de quelques faces internes. Etant
donné qu’il n’y a pas de sommets a l'intérieur de C' et que les faces internes sont triangulaires,

le cycle C' a donc bien une corde. O

On fait la différence entre un graphe et sa représentation dans le plan. Une pousse peut
donc étre représentée de facon non planaire externe. Dans toute représentation planaire externe
d'un graphe G l’ensemble des cotés est le méme. On étend donc naturellement la définition
de coté a tous les graphes planaires externes, y compris ceux dont la représentation n’est pas
planaire externe. Avant de partitionner les triangulations en deux pousses, il est nécessaire

d’étudier ces graphes. On prouve maintenant ces lemmes dont on aura besoin par la suite.

Lemme 2.2.2 Soit une pousse A ayant ¢ composantes connexes et un isthme e. Si [’on sup-
prime listhme e de A, le graphe résultant, A\{e}, est une pousse ayant c + 1 composantes

connezes. De plus :
un coté (resp. un isthme) f # e de A reste un coté (resp. un isthme) dans A\{e}, et

deuz sommets non-reliés (i.e. appartenant o des composantes connezxes distinctes) dans

A restent non-reliés dans A\{e}.

Preuve : La suppression d'un isthme ne change pas la taille des faces internes. Le graphe
planaire externe A\{e} est donc triangulé. Les autres points du lemme sont faciles a vérifier.
]

Lemme 2.2.3 Soit une pousse A ayant ¢ composantes connexes et un sommet v de degré 2
dont les voisins u et w sont adjacents entre euzx. Si ['on supprime le sommet v de A, le graphe

résultant, A\{v}, est une pousse ayant ¢ composantes connexes. De plus :
Varéte uw est un coté de A\{v},

un coté (resp. un isthme) de A non-incident a v, reste un coété (resp. un isthme) dans

A\{v}, et
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- deuz sommets non-reliés dans A restent non-reliés dans A\{v}.

Preuve : Le graphe A étant une pousse et le sommet v étant de degré deux, les deux arétes
incidentes a v, uv et vw, sont des cotés de A. Aprés la suppression du sommet v, 'aréte uw

se trouve donc sur le bord de A\{v}. Les autres points du lemme sont faciles & vérifier. O

L’intersection de deux graphes est leur plus grand sous-graphe commun. Plus formelle-
ment, l'intersection de deux graphes A et B est le graphe AN B dont I’ensemble des sommets
est V(A) NV (B) et dont 'ensemble des arétes est E(A) N E(B). L'union de deux graphes A
et B est le graphe AU B dont I'ensemble des sommets est V(A)UV (B) et dont I’ensemble des
arétes est F(A) U E(B). Les lemmes suivants indiquent dans quelle mesure I'union de deux

pousses est aussi une pousse.

F1G. 2 — Lemme 2.2.4.

Lemme 2.2.4 Si deux pousses, A et B, ayant respectivement ¢y el co composantes connexes,
ont pour intersection un unique sommet v, alors leur union, AU B, est une pousse ayant

c1 + co — 1 composantes connexes. De plus :
— un coté (resp. un isthme) de A ou de B, reste un coté (resp. un isthme) dans AU B, et

deuxr sommets non-reliés dans A (resp. B) restent non-reliés dans AU B.

Preuve : On partage le plan en deux par une droite (D). On place le sommet v sur cette
droite et on représente respectivement A et B de facon planaire externe dans les demi-plans
a droite et a gauche de (D). On obtient ainsi une représentation planaire externe du graphe
A U B. De plus, toute face interne de A U B étant une face interne de A ou de B, les faces
internes de A U B sont toutes des triangles. Le graphe A U B est donc bien une pousse. Les

autres points du lemme sont faciles a vérifier. O

Fic. 3 Lemme 2.2.5.
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Lemme 2.2.5 Soient deur pousses, A et B, ayant respectivement ci et co composantes
connezes, dont l'intersection est une chaine P = (vi,...,vx). Si les arétes de P sont toutes
des isthmes de B, alors l'union, AU B, est une pousse ayant c1 +co — 1 composantes connezes.

De plus :

Un coté (resp. un isthme) e ¢ E(P) de A ou de B reste un coté (resp. un isthme) dans
AUB, et

- deux sommets non-reliés dans A (resp. B) restent non-reliés dans AU B.

Preuve : On supprime dans B les arétes de P. Ces arétes étant des isthmes, d’aprés le
Lemme 2.2.2, le graphe B’ = B\E(P) est une pousse. On fait ensuite I'union de A et de
chacune des composantes connexes de B’. Comme P C Aona AUB = AU B’. Les arétes de
P étant des isthmes de B, chacune des composantes connexes de B’ a au plus un sommet en
commun avec A. En appliquant le Lemme 2.2.4 & chaque union avec une composante connexe

de B’, on vérifie que AU B a bien les propriétés désirées. O

F1G. 4 — Lemme 2.2.6.

Lemme 2.2.6 Soient deur pousses, A et B, ayant respectivement ci et co composantes
connexes, dont lintersection est une aréte e. Si e est un coté de A et un coté de B, alors

lunion, AU B, est une pousse ayant ¢y + co — 1 composantes connezxes. De plus :

un coté (resp. un isthme) de A ou de B, autre que e, reste un coté (resp. un isthme)
dans AU B, et

- deuz sommets non-reliés dans A (resp. B) restent non-reliés dans AU B.

Preuve : On partage le plan en deux par une droite (D). On place l'aréte e sur cette droite.
L’aréte e étant un coté dans A et B, on représente respectivement A et B de fagon planaire
externe dans les demi-plans a droite et a gauche de (D). On obtient ainsi une représentation
planaire externe du graphe A U B. De plus, toute face interne de AU B étant une face interne
de A ou de B, les faces internes de AU B sont toutes des triangles. Le graphe AU B est donc

bien une pousse. Les autres points du lemme sont faciles a vérifier. O

Lemme 2.2.7 Soient deur pousses, A et B, ayant respectivement ci et co composantes
connezes, dont lintersection est une chaine (u,v,w). Si l'aréte wv est un isthme de A et
Paréte vw un coté de A et de B, alors l'union, AU B, est une pousse ayant ¢y + ¢ — 1

composantes connezes. De plus :
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F1G. 5 — Lemme 2.2.7.

— un coté (resp. un isthme) de A ou de B, autre que uwv ou vw, reste un coté (resp. un
isthme) dans AU B, et

- deux sommets non-reliés dans A (resp. B) restent non-reliés dans AU B.

Preuve : L’aréte uv étant un isthme de A, d’apres le Lemme 2.2.2, le graphe A" = A\{uv}
est une pousse avec ¢; + 1 composantes connexes. On note A/, la composante connexe de A’
contenant le sommet u et A/ le graphe A"\ A],. D’aprés le Lemme 2.2.6, Paréte vw étant un
coté de A) et de B, leur union A/ U B est une pousse. Finalement, cette union n’ayant que le
sommet u en commun avec A, d’aprés le Lemme 2.2.4, 'union A], U A! U B est une pousse.

Les autres points du lemme sont faciles & vérifier. O

2.3 Partition des triangulations 4-connexes

On rappelle que dans la partition d’un graphe G en deux graphes A et B, ces graphes sont
tels que V(G) = V(A) = V(B), E(G) = E(A) U E(B) et E(A) N E(B) = (). Par la suite, on
va représenter de nombreuses partitions dans des figures. On établit donc une convention de

dessin commune a toutes ces figures.

Convention pour les figures représentant une partition en deux pousses A et B
(voir la Figure 6). Dans ces figures, les arétes fines sont des arétes qui sont indifféremment
dans A, dans B ou bien aucun des deux. Les arétes épaisses sont noires ou grises, selon qu’elles
appartiennent & A ou & B. La couleur correspondant & A (resp. B) varie selon les figures,
elle sera donc précisée a chaque fois. Les arétes de A (resp. B) sont de 3 types, «normales,
«bombéesy ou «pointilléesy. Les arétes «normales» représentent des isthmes de A ou de B. Les
arétes «bombées» représentent des cotés de A ou de B. Les isthmes étant des cotés, certains
isthmes seront représentés par des arétes bombées. Les arétes «pointilléesy représentent des

arétes de A ou de B dont la nature exacte (isthme, coté ou autre) n’est pas précisée.

Une triangulation 4-connexe posséde un cycle hamiltonien. Une triangulation 4-connexe est
donc partitionnable en deux pousses. Soit 1" une triangulation et 77, ..., T} ses composantes

4-connexes. Ces composantes 4-connexes étant des triangulations 4-connexes [MTO1], elles
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aréte indifferemment dans A, B ou aucun des deux
— isthmes de A ou de B
- cotés de A ou de B

nummr arétes de A ou de B de nature non déterminée

F1G. 6 — Convention pour les figures représentant une partition.

sont toutes partitionnable en deux pousses. Pour tout i € {1,...,k}, soient A; et B; deux
pousses partitionnant 7;, construites en utilisant la méthode des cycles hamiltoniens. 11 n’est
pas toujours possibles de combiner les pousses A; entre elles, et les pousses B; entre elles pour
obtenir une partition de T en deux graphes planaires externes. Pour que cela soit possible
il faut que chaque pousse A; ou B; remplisse certaines conditions. On montre dans cette
section que les triangulations partielles 2-connexes et sans 3-cycles séparants (en particulier les
triangulations 4-connexes) sont partitionnables en deux pousses vérifiant certaines contraintes.
On ne donne pas de justification précise a ces contraintes pour le moment mais on verra dans
la section suivante que ces contraintes permettent de combiner entre elles les pousses issues

des différentes composantes 4-connexes de 7" afin de prouver le Théoréme 4.

La stellation 7™ de la triangulation partielle T, est la triangulation partielle obtenue a
partir de 7', en placant dans chaque face interne abc de T un sommet x. Ce sommet x, que
I’on nomme f-sommet, est adjacent aux sommets a, b et ¢ par de nouvelles arétes xa, xb
et zc. Etant donnée une partition d'une stellation 7% en deux pousses A et B, on dit qu'un
f-sommet v € V(T*) a un voisinage partitionné de facon prolongeable (voir Figure 7) si l'on
peut nommer ses voisins a, b et ¢, et avoir les arétes ab, va et vb dans une méme pousse (e.g.
A) et 'aréte ve dans l'autre (e.g. B). Les arétes ac et bc peuvent étre indifféeremment dans
A ou B. Lorsque les arétes au voisinage d'un f-sommet v sont ainsi partitionnées, on dit que
I’aréte ab est I’aréte support de v. Une partition de la stellation T™ est dite prolongeable

si le voisinage de chaque f-sommet v € V(T™), est partitionné de fagon prolongeable.

@

Fig. 7 Partition prolongeable du voisinage de v.

Pour montrer les résultats de cette section on s’inspire de la technique utilisée par Whitney
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dans [Whi31]. On définit une W-triangulation comme étant une triangulation partielle 2-
connexe et sans 3-cycle séparant. On remarque en particulier que les triangulations 4-connexes
sont des W-triangulations. Les W-triangulations, étant 2-connexes, n’ont pas de point d’arti-
culation. Le bord d’'une W-triangulation est donc un cycle (élémentaire). Par abus de language,
on dit d’une aréte e d’'une W-triangulation 7' que c’est une corde de 7T si e est une corde
du bord de T'. Le lemme suivant nous indique dans quelle mesure le sous-graphe d’'une W-

triangulation est lui aussi une W-triangulation.

Lemme 2.3.1 Soit T une W-triangulation et C' un cycle de T. Le sous-graphe de T induit

par les arétes de C et celles a Uintérieur de C est une W-triangulation.

Preuve : Soit 7" la triangulation partielle sous-graphe de la W-triangulation T' a V'intérieur
du cycle C. Par définition la W-triangulation T n’a pas de 3-cycle séparant, 7' n’a donc pas
de 3-cycle séparant. Il nous reste donc & montrer que T’ est 2-connexe, c¢’est a dire que 7" ne
contient pas de point d’articulation. Pour tout sommet v de T”, comme T” est une triangulation
partielle, au plus une des faces incidentes a v n’est pas un triangle, la face externe. De plus,
comme la face externe est délimitée par un cycle (élémentaire), le sommet v apparait au
plus une fois dans le contour de la face externe. Le voisinage de v induit donc un graphe
connexe et T"\v est connexe. T” ne contient donc pas de point d’articulation et est bien une

W-triangulation. O

Définition 1 Une W-triangulation T est 3-bornée s’il existe un découpage de son bord en

trois chaines, (ai,...,ap), (b1,...,bq) et (c1,...,c.) vérifiant les conditions suivantes :
- Onaa =c, by =ay, et cp =by.
— Les chaines sont de longueur non nulle, p > 1, ¢ > 1 et r > 1.

~ La W-triangulation T' n’a pas de corde a;a; (resp. bibj ou cicj) avec 1 < i < p et
i+1l<j<p(resp.1<i<qetitl<j<qoubienl<i<reti+l<j<r)

On note (ay,...,ap)-(b1,...,by)-(c1,...,¢,) ce 3-bord de T.

On remarque que dans un 3-bord l'ordre et le sens des chaines importent. En ef-

fet, (a1,...,ap)-(b1,...,b0g)-(c1,...,¢), (b1,...,bg)-(c1,...,¢)-(a1,...,ap) et (ap,...,a1)-
(¢py..oyc1)-(bg,...,b1) sont des 3-bords distincts. La Propriété suivante concerne les W-

triangulations 3-bornées.

Propriété 1 Pour toute W-triangulation 3-bornée T' et tout 3-bord (ai,...,ap)-(b1,...,bq)-
(c1,...,¢) de T, il existe une partition de la stellation T en deux pousses A = (V(T™*),E(A))
et B= (V(T*),E(B)) (voir la Figure 8). De plus,

(a) la partition est prolongeable,

(b) A est connexe,
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(¢c) B a exactement deuzx composantes connezes, une contenant by et l'autre contenant by,
(d) Varéte ajas est un coté de A,

(e) les arétes a;a;+1 pour 2 < i < p, sont des isthmes de B,

(f) les arétes bibi11 pour 1 < i < q, sont des isthmes de A, et

(g9) les arétes ciciy1 pour 1 < i < r, sont des isthmes de B.

C1 :bq

(] A —_—
f B
*
y T
al—c,_‘
ag [ blzap

Fic. 8 Propriété 1.

On remarque que la Propriété 1 s’applique aux triangulations 4-connexes. En effet, une
triangulation 4-connexe T de face externe abc est une W-triangulation 3-bornée par (a,b)-
(b,c)-(c,a).

On définit maintenant la notion de chaine adjacente dont nous avons besoin pour la Pro-
priété 2. Soit une W-triangulation T' # K3, 3-bornée par (ai,...,ap)-(b1,...,bg)-(c1,...,¢),
sans corde a;b;, avec 1 <7 < pet 1< j <gq, et sans corde a;cj, avec 1 <7 <pet 1 <5 <.
La W-triangulation 7" ayant au moins 4 sommets et n’ayant pas de 3-cycle séparant, les som-
mets by et by ont exactement un voisin commun dans V(7)\{a;}, on le note d;. On définit
Vo C V(T) comme étant I’ensemble des sommets de T voisins d'un sommet a; pour i > 1, en
excluant les sommets a; pour ¢ > 1 et le sommet by. Le graphe 7' étant une W-triangulation,
I’ensemble Np(a;)\{a;—1,a;+1}, pour 1 < i < p, induit un graphe connexe. De plus, les som-
mets a; et a; 1 ont au moins un voisin commun dans V,. L’ensemble V, induit donc un graphe
connexe. Cet ensemble contient les sommets a; et di, qui sont respectivement des voisins de
as et de a,. On note (di,ds,...,ds,a1) la plus courte chaine reliant d; et a; dans le graphe
T[V,] (voir la Figure 9). Cette chaine est appelée chaine adjacente de T pour le 3-bord
(a1,...,ap)-(b1,...,bg)-(c1,...,¢cp) et elle vérifie les 3 points suivants :

— Il n'existe pas d’aréte d;d;, avec 1 < i < set i+ 1 < j < s, ni d’aréte a1d;, avec

1 <i < s. En effet, si une telle aréte existe (dq,ds,...,ds,a1) n’est pas la plus courte

chaine reliant dy et aq.

Les sommets d;, pour 1 <14 < s, ne sont pas des sommets b; ou ¢, pour 1 < j < g et
1 <k < r. En effet, la W-triangulation 7" n’ayant pas de corde de type a;b; ou a;c;,

I'ensemble V;, ne contient pas de sommets de type b; ou ¢; autre que le sommet a; = c;.
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— Cette chaine est de longueur au moins 1 puisque dy # a1, on a donc s > 1.

Clzbq

Q
o O bz
< \/‘\)"1\
a
AV avaVZAVAVRN
as as as bi = ap
F1G. 9 - La chaine adjacente de 1" et le graphe Ty, .
Etant donnée une W-triangulation 7', de 3-bord (a1, ..., ap)-(b1,...,by)-(c1,...,c.), sans

corde a;bj, avec 1 <1 < pet 1 <j < g, et sans corde a;cj, avec 1 <7 <pet1<j <7 on
considére la chaine adjacente (dj,ds,...,ds,a1), avec s > 1. On définit alors, pour toute aréte
dzay € E(T), avec 1 <x < set 1 <y <p,legraphe Ty ,, comme étant le graphe contenu a
Iintérieur du cycle C = (a1,ds, ..., dg,ay, ..., ap, b2, ... bg,C2,...,¢) dans T (voir la Figure
9). Les sommets d;, pour 1 < i < s, n’étant pas des sommets de type b; ou ¢j, C est bien un

cycle et d’aprés le Lemme 2.3.1 Ty, ,,, est une W-triangulation

On considére la Propriété suivante, étroitement liée & la Propriété 1.

Propriété 2 Soit T une W-triangulation 3-bornée par (aq,...,ap)-(b1,...,by)-(c1,...,¢),
sans corde a;bj ou a;c; et de chaine adjacente (di,da,...,ds,a1). Pour toute aréte dya, €
E(T), avec 1 <z < s et 1 <y < p, il exviste une partition de la stellation szay en deux
pousses A = (V(Tg{xay),E(A)) et B = (V(T;Iay),E(B)) (voir la Figure 10). De plus,

(a) la partition est prolongeable,

(b) A est connexe,

(¢) B a exactement deus composantes connexes, une contenant by et lautre contenant by,
(d) Varéte a1ds et les arétes d;diy1 pour x < i < s, sont des isthmes de A,

(e) laréte dya, est un coté de A,

(f) les arétes a;a;+1 pour y < i < p, sont des isthmes de B,

(g9) les arétes bibi+1 pour 1 <i < q, sont des isthmes de A, et

(h) les arétes ciciy1 pour 1 <i <r, sont des isthmes de B.

On montre que les Propriétés 1 et 2 sont toujours vérifiées.

Théoréme 5 La Propriété 1 (resp. la Propriété 2) est vraie pour toutes les W-triangulations
T (resp. Ta,a,)
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Fic. 10 Propriété 2.

Ce théoréme nous permettra d’utiliser la Propriété 1 dans la section suivante et ainsi de
démontrer le Théoréme 4. Bien que la Propriété 2 ne soit pas utilisée par la suite, on montre

aussi cette propriété car on en a besoin pour prouver la Propriété 1.

Preuve : On montre ce théoréme par récurrence sur m > 0, le nombre d’aréte de T ou de

T4,a,- Pour le cas initial on montre le lemme suivant.

Lemme 2.3.2 La Propriété 1 est vraie pour les W-triangulations T telles que |E(T)| < 5. De
| .

méme, la Propriété 2 est vraie pour les W-triangulations Ty, q, telles que |[E(Tg,q,)] <5

Preuve : Il n’y a que deux W-triangulations ayant au plus 5 arétes, K3 et le graphe Ky\e

constitué d’un cycle de longueur 4 ayant une corde.

On montre d’abord la Propriété 1 pour ces deux graphes et pour tous les 3-bords possibles.
Les différents 3-bords de K3 sont équivalents, on note donc aj, by, et ¢ les sommets de K3
et on considere le 3-bord (ay, b1)-(b1,c1)-(c1,a1). On liste les différents 3-bords (aq,...,ap)-
(b1y...,bg)-(c1,...,¢r) que le graphe K4\e admet. Etant donné que p > 1, ¢ > 1,7 > 1 et que
la W-triangulation K4\e a 4 sommets externes, alors on a p < 3, ¢ < 3 et r < 3. Par symétrie
de Ky\e, on considére 2 cas, celui o le sommet aq est I'un des sommets de degré 2 et celui
ol ¢’est 'un des sommets de degré 3. Dans le premier cas, si p = 2, comme par définition des
3-bords on ne peut pas avoir de corde bibg, onag=2et r=3.Sip=3alorsonaqg=2et
r = 2. Dans le deuxiéme cas, comme il n'y a pas de corde ajag, on a p = 2. De plus comme il

n’y a pas de corde cjcgonag=3et r=2.

On représente dans la Figure 11 les partitions de K3 et de (K4\e)* vérifiant les contraintes
de la Propriété 1 pour tous les 3-bords possibles. Pour les représentations de (K4\e)*, on

rappelle que les sommets a1, by et ¢y sont respectivement identiques aux sommets c,, a, et b,.

Il est facile de vérifier que ces partitions vérifient bien les contraintes de la Propriété 1.
On remarque que dans la partition de K3 la pousse B = (V(K3),{aic1,c1v}) a bien deux

composantes connexes, une constituée de la chaine (a1, ¢1,v) et une autre triviale, uniquement
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ax s, 1l b1

(Ka\e)"
Fia. 11 Cas initiaux de la Propriété 1.

constituée du sommet by. C’est aussi le cas dans les deux derniéres partitions représentées.

Pour la Propriété 2, la W-triangulation Ty, o, a au moins 4 sommets, ay, by, ¢1 et d;. Donc
Ty4,a, # K3. Pour Ky\e, le graphe T4,a, n’ayant pas de corde a1by, il n’y a qu'une assignation
des sommets possible. La W-triangulation Ky\e est donc constituée du cycle (aq,c1,b1,d1)
et de la corde c;d;. On représente dans la Figure 12 une partition de (K4\e)* vérifiant les

contraintes de la Propriété 2.

Fia. 12 Cas initial de la Propriété 2.

Dans la partition de Ky\e* représentée, le graphe T’ correspond au graphe
T\{a1,b1,c1,d1}. On constate aussi que dans cette partition l'aréte dib; est un isthme de
A. Les isthmes étant aussi des cotés, 'aréte d1b; est donc bien un coté de A. On constate ici

aussi que B a deux composantes connexes, dont une est constituée uniquement du sommet b;.
O

On montre maintenant I’étape d’induction en prouvant le lemme suivant.

Lemme 2.3.3 Pour tout entier m > 5, si la Propriété 1 est wvraie pour toutes les W-
triangulations T telles que |E(T)| < m et si la Propriété 2 est vraie pour toutes les
W-triangulations Ty,q, telles que |E(Ty,q,)| < m, alors la Propriété 1 et la Propriété 2
sont respectivement vraies pour les W-triangulations T et Ty, q, telles que |[E(T)| = m et
|E(T4,a, )| = m.

Preuve : On montre tout d’abord que si les hypothéses du Lemme 2.3.3 sont vérifiées,

alors la Propriété 1 est vraie pour les W-triangulations 7" telles que |E(T")| = m. On montrera
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ensuite que c’est aussi le cas de la Propriété 2 pour les W-triangulations Ty,,, telles que

Cas 1 : Preuve de la Propriété 1 pour une W-triangulation 7" telle que |E(T")| = m.
On considére le 3-bord (a1,...,ap)-(b1,...,by)-(c1,...,¢,) de T. On distingue différents cas
selon qu’il existe une corde de type a;b; ou a;c; dans T'. On verra successivement le cas ou il y
a une corde a1b;, pour 1 < j < ¢, le cas ot il y a une corde a;bj, pour 1 <i<pet1l<j<gq,
et le cas o il y a une corde a;c;, pour 1 < i < pet 1 < j < r. On terminera ensuite par le
cas ot il n’y a ni corde a;bj, pour 1 <i < pet 1< j < g (par définition des 3-bords il n’y a
pas de corde ajby, a;b; ou a,b;), ni corde a;c;, pour 1 <i <petl<j<r (par définition des

3-bords il n’y a pas de corde a,c1, a;c, ou ajc;).

A — B BQ

Fic. 13 Cas 1.1 : corde a1b;.

Cas 1.1 : I1 y a une corde a;b;, pour 1 < i < ¢ (voir la Figure 13). On note T}
(resp. Ty) la W-triangulation (c.f. Lemme 2.3.1), sous-graphe de T, a l'intérieur du cycle
(a1,bi,...,bg,¢c2,...,¢p) (vesp. (ar,az2,...,ap,b2,...,b;,a1)). Comme il n'y a pas de corde
de type azay, byby ou cyey, (bicy)-(cr,...,c1)-(bg, ..., b;) (vesp. (a1,...,ap)-(b1,...,b;)-(b;a1))
est un 3-bord de T3 (resp. 7). Enfin, comme ajas ¢ E(T1) (resp. cica ¢ E(T3)), la W-
triangulation T7 (resp. T) a moins d’arétes que 7. On peut donc appliquer a T} et Ty la
Propriété 1 avec les 3-bords que 'on vient de mentionner. On note A; et By (resp. As et
Bs) les deux pousses ainsi obtenues, la pousse A; (resp. As) étant celle contenant aréte
bicy (resp. ajag). La Propriété 1 implique que la partition de 77 en Ay = (V(T5), E(A1)) et
B, = (V(TY), E(By)) verifie les points suivants :

al

( la partition de 77} est prolongeable,
(bl

) Aj est connexe,
(c1) B; a exactement deux composantes connexes, une contenant c¢; et 'autre contenant ¢,

(d1) T'aréte aib; est un coté de Aq,
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(f1) les arétes cjcjq1, pour 1 < j < r, sont des isthmes de A, et
(g1) les arétes bjb;y1, pour i < j < ¢, sont des isthmes de Bj.

La Propriété 1 implique que la partition de T5 en Ay = (V(Ty),E(A2)) et By =
(V(T3), E(B2)) veérifie les points suivants :

(a2) la partition de T3 est prolongeable,
(b2
(c2

Ay est connexe,

By a exactement deux composantes connexes, une contenant by et ’autre contenant b;,

)
)
)
(d2) T'aréte ajag est un coté de Ao,
(€2) les arétes aja;y1, pour 2 < j < p, sont des isthmes de By,
)

f2) les arétes b;jbjiq, pour 1 < j <, sont des isthmes de Ay, et
(g2) l'aréte a1b; est un isthme de Bs.

On définit maintenant A (resp. B) comme étant 'union de By et Ag (resp. A; et Ba). Toutes
les arétes de T™ étant dans Ay, By, As ou Bs, les graphes A et B couvrent bien T%. De plus,
la seule aréte commune a 17 et 1%, a1b;, est dans By et A (c.f. (f1) et (d2)). Les ensembles
E(A) et E(B) ne s’intersectent donc pas et les graphes A et B constituent bien une partition
de T*. On montre maintenant que ces graphes sont des pousses vérifiant tous les points de la

Propriété 1.

(a) Toute face interne de T étant une face interne de 77 ou de Ty, tout f-sommet de T*
est un f-sommet de 77 ou de T3. Pour chaque f-sommet de 7™, la partition de son
voisinage est identique & ce qu’elle était dans 717 ou dans 73. Or les partitions de 17 et
de T3 étant toutes deux prolongeables (c.f. (al) et (a2)), la partition de 7" en A et B

est elle aussi prolongeable. Le point (a) de la Propriété 1 est donc vérifié. o

Les pousses B et As ne s’intersectent qu’en deux sommets, aj et b;. Or By a deux com-
posantes connexes, une contenant a; et 'autre contenant b;. En effet, la composante connexe
contenant le sommet ¢; contient aussi la chaine (b;,...,by) (c.f. (c1) et (g1)). On note By (resp.
BY) la composante connexe de By contenant le sommet aj (resp. b;). On décompose 'union
de Bj et As en deux unions dans lesquelles les graphes ne s’intersectent qu’en un sommet :
Ay U By = (A2 U B) U BY. Pour chacune de ces unions on peut appliquer le Lemme 2.2.4.
Le Lemme 2.2.4 implique alors que I'union des pousses As et By, le graphe A, est une pousse

conforme aux points (b), (d) et (f) de la Propriété 1. En effet :

(b) Le Lemme 2.2.4 implique le point (b) car As est connexe (c.f. (b2)) ainsi que chacune

des deux composantes connexes de By (c.f. (cl)). o
(d) Le Lemme 2.2.4 implique le point (d) car I'aréte ajas est un coté de As (c.f. (d2)). o

(f) Le Lemme 2.2.4 implique le point (f) car les arétes b;bj1, pour 1 < j < 4, sont des
isthmes de Ay (c.f. (f2)) et car les arétes b1, pour i < j < g, sont des isthmes de By

(c.f: (g1))- o
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L’intersection des pousses A; et By est I'aréte a1b;. Cette aréte étant un isthme dans By
(c.f. (g2)), le Lemme 2.2.5 implique que 'union de A; et By produit une pousse B conforme
aux points (c), (e) et (g) de la Propriété 1. En effet :

(c) Le Lemme 2.2.5 implique le point (c) car A; est connexe et contient les sommets b; et b,
(c.f. (b1)) et car By a deux composantes connexes, une contenant b; et une contenant
b; (c.f. (c2)). En effet, cela implique que dans B le sommet by n’est pas relié au sommet
bi, qui est lui dans la méme composante connexe de B que le sommet b,. Les sommets

by et by sont donc dans deux composantes connexes distinctes. o

(e) Le Lemme 2.2.5 implique le point (e) car les arétes aja;i1, pour 2 < j < p, sont des

isthmes de Bs (c.f. (e2)). o
(g) Le Lemme 2.2.5 implique le point (g) car les arétes cjcjiq, pour 1 < j < r, sont des
isthmes de Ay (c.f. (f1)). o
Ag — B2
b
°
a; bl = Gp
T* T7 15

Fic. 14 Cas 1.2 : corde a;b;.

Cas 1.2 : Il y a une corde q;b;, pour 1 <i <pet 1< j<gq (voir la Figure 14). S’
y a plusieurs cordes de type a;b;, on en considére une telle que j soit maximum, c’est-a-dire
telle qu’il n’y ait pas d’aréte a;b; avec j < k < ¢. On note T3 (resp. Ty) la W-triangulation
(c.f. Lemme 2.3.1), sous-graphe de T, a I'intérieur du cycle (a1, az,...,ai,b;,...,bg,¢2,...,¢)
(resp. (@i, ...,ap,b2,...,bj,a;)). Comme il n’y a pas de corde de type azay, byby, cyc, ou a;by
avec k > j, (a1,...,a;)-(ai, bj, ..., by)-(c1,...,¢) (resp. (ai, bj)-(bj, ..., b1)-(ap,...,a;)) est un
3-bord de T} (resp. T%). Enfin, comme b1by ¢ E(T1) (resp. ajas ¢ E(T3)), la W-triangulation
T (resp. To) a moins d’arétes que T'. On peut donc appliquer a T7 et T3 la Propriété 1 avec les
3-bords que I'on vient de mentionner. On note A; et By (resp. As et Bs) les deux pousses ainsi
obtenues, la pousse A; (resp. As) étant celle contenant l'aréte ajas (resp. a;b;). La Propriété
1 implique que la partition de T} en Ay = (V(T5), E(A1)) et By = (V(TY), E(By)) vérifie les

points suivants :
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(al
(b1
(cl

la partition de 77} est prolongeable,
A est connexe,
By a exactement deux composantes connexes, une contenant a; et ’autre contenant by,

(el) les arétes agagy1, pour 2 < k < p, sont des isthmes de By,

)
)
)
(d1) laréte ajas est un coté de Ay,
)
(f1) l'aréte a;b; et les arétes byby 1, pour j < k < ¢, sont des isthmes de Ay, et
(gl) les arétes cicpqq, pour 1 < k < r, sont des isthmes de Bj.
La Propriété 1 implique que la partition de T5 en Ay = (V(Ty),E(A2)) et By =
V(T3), E(B3y)) vérifie les points suivants :
2
a2) la partition de T3 est prolongeable,
p 2 p g ;
(b2) As est connexe,
(c2) B a exactement deux composantes connexes, une contenant by et l'autre contenant b;,
(d2) l'aréte a;b; est un coté de As,
2) les arétes bpby,1, pour 1 < k < j, sont des isthmes de As, et
+ j

(g2) les arétes agagy1, pour ¢ < k < p, sont des isthmes de Bs.

On définit A (resp. B) comme étant I'union de Ay et Ay (resp. By et Bs). Toutes les arétes
de T* étant dans Ay, By, Ay ou Bs, les graphes A et B couvrent bien tout 7. De plus, la
seule aréte commune a T} et Ty, a;b;, est dans Ay et Ay (c.f. (fl) et (d2)). Les ensembles
E(A) et E(B) ne s’intersectent donc pas et les graphes A et B constituent bien une partition
de T™. On montre maintenant que ces graphes sont des pousses vérifiant tous les points de la

Propriété 1.

(a) Pour chaque f-sommet de T%, la partition de son voisinage est identique a ce qu’elle
était dans 77 ou dans T3. Les partitions de T} et de T35 étant toutes deux prolongeables
(c.f. (al) et (a2)), la partition de T en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a)

de la Propriété 1 est donc vérifié. o

L’intersection des pousses A; et Ay est I'aréte a;b;. Cette aréte étant un isthme dans A
(c.f. (el)), le Lemme 2.2.5 implique que I'union de A; et As produit une pousse A conforme
aux points (b), (d) et (f) de la Propriété 1. En effet :

(b) Le Lemme 2.2.5 implique le point (b) car A; et Ay sont connexes (c.f. (bl) et (b2)). ©
(d) Le Lemme 2.2.5 implique le point (d) car I'aréte ajas est un coté de A; (c.f. (d1)). o

(f) Le Lemme 2.2.5 implique le point (f) car les arétes bipbg 1, pour 1 < k < j, sont des
isthmes de As (c.f. (f2)) et car les arétes bibgi1, pour j < k < g, sont des isthmes de
Aq (c.f. (f1)). o
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Les pousses By et B ne s’intersectent qu’en deux sommets, a; et b;. Or la pousse Ba a
deux composantes connexes, une contenant le sommet a; (celle contenant le sommet a, et la
chaine (ap,ap—1,...,a;)) et autre contenant b; (c.f. (c2) et (g2)). On peut donc décomposer
I'union de B; et By en deux unions successives dans lesquelles les graphes ne s’intersectent
qu’en un sommet. Le Lemme 2.2.4 implique alors que I'union de ces deux pousses, le graphe

B, est une pousse conforme aux points (c), (e) et (g) de la Propriété 1. En effet :

(¢) Le Lemme 2.2.4 implique le point (c) car By a deux composantes connexes, une contenant
a; et une contenant b, (c.f. (cl)), et car les deux composantes connexes de By sont
connexes et contiennent respectivement les sommets a; et b; (c.f. (c2) et (g2)). En effet,
cela implique que dans B le sommet b, n’est pas relié au sommet a;, qui est lui dans la
méme composante connexe de B que le sommet by (c.f. (g2)). Les sommets by et b, sont

donc dans deux composantes connexes distinctes. o

(e) Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) car les arétes axapi1, pour 2 < k < i, sont des
isthmes de By (c.f. (el)) et car les arétes agag,1, pour i < k < p, sont des isthmes de

Bs (c.f. (g2)). o
(g) Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) car les arétes cicgiq, pour 1 < k < r, sont des
isthmes de By (c.f. (g1)). o
A — Al -_— B A2 B By
c1
°
Cj
c® Cj
°
°
.~
a1 =c¢r a2 g, a; ) by
T kY 15

F1G. 15 — Cas 1.3 : corde a;c;.

Cas 1.3 : Il y a une corde a;cj, pour 1 <i <pet 1< j<r (voir la Figure 15). S’
y a plusieurs cordes de type a;c;, on en considére une telle que ¢ soit maximum, c’est-a-dire

telle qu’il n’y ait pas d’aréte ayc; avec i < k < r. On note Ty (resp. Tp) la W-triangulation

(c.f. Lemme 2.3.1), sous-graphe de 7', a l'intérieur du cycle (a1, az,...,ai,¢;j,...,c,) (vesp.
(¢jyaiy ... ap,ba, ... bg,ca,...,cj)). Comme il n’y a pas de corde de type agay, byby, cycy ou
agcj avec k > i, (a1,...,a;)-(a;s,¢j)-(¢j, ..., ¢) (vesp. (¢j,a4,...,ap)-(bi,...,bg)-(c1,...,¢5))

est un 3-bord de Ty (resp. T). Enfin, comme biby ¢ E(T1) (resp. ajas ¢ E(T3)), la W-
triangulation 77 (resp. T) a moins d’arétes que 7. On peut donc appliquer a T} et Th la
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Propriété 1 avec les 3-bords que 'on vient de mentionner. On note A; et By (resp. As et
Bs) les deux pousses ainsi obtenues, la pousse A; (resp. As) étant celle contenant 'aréte
ajay (resp. a;cj). La Propriété 1 implique que la partition de T} en A; = (V(T7), E(A1)) et
By = (V(TY), E(By)) vérifie les points suivants :

(al) la partition de T} est prolongeable,
(b1) Aj est connexe,

(d1) laréte ajas est un coté de Ay,

(el) les arétes agagy1, pour 2 < k < i, sont des isthmes de By,

(c1) B; a exactement deux composantes connexes, une contenant a; et I'autre contenant Cj,
f1) l'aréte a;c; est un isthme de A, et
(gl) les arétes cicpy1, pour j < k < r, sont des isthmes de Bj.

La Propriété 1 implique que la partition de 75 en Ay = (V(1y),E(A2)) et By =
(V(Ty), E(B2)) vérifie les points suivants :

la partition de T3 est prolongeable,

b2) A est connexe,

a2
(c2
d2
(e2

(£2

(
(
( l'aréte a;cj est un coté de Ao,

) B2 a exactement deux composantes connexes, une contenant by et 'autre contenant b,
) les arétes agagy1, pour i < k < p, sont des isthmes de Ba,

les arétes byby41, pour 1 < k < ¢, sont des isthmes de A, et
(g2) les arétes cxcpq1, pour 1 < k < j, sont des isthmes de Bs.

On définit A (resp. B) comme étant I'union de Ay et Ay (resp. By et Bs). Toutes les arétes
de T* étant dans Aj, By, Ao ou Bs, les graphes A et B couvrent bien tout 7™. De plus, la
seule aréte commune a T} et T3, a;cj, est dans Ay et Ay (c.f. (fl) et (d2)). Les ensembles
E(A) et E(B) ne s’intersectent donc pas et les graphes A et B constituent bien une partition
de T™. On montre maintenant que ces graphes sont des pousses vérifiant tous les points de la

Propriété 1.

(a) Pour chaque f-sommet de T%, la partition de son voisinage est identique a ce qu’elle
était dans 77 ou dans T3;. Les partitions de T} et de T35 étant toutes deux prolongeables
(c.f. (al) et (a2)), la partition de T en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a)

de la Propriété 1 est donc vérifié. o

L’intersection des pousses A; et Ay est I'aréte a;c;. Cette aréte étant un isthme dans A
(c.f. (f1)), le Lemme 2.2.5 implique que I'union de A; et Ay produit une pousse A conforme
aux points (b), (d) et (f) de la Propriété 1. En effet :

(b) Le Lemme 2.2.5 implique le point (b) car A; et Ay sont connexes (c.f. (bl) et (b2)). ©
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(d) Le Lemme 2.2.5 implique le point (d) car I'aréte ajas est un coté de A; (c.f. (d1)). o

(f) Le Lemme 2.2.5 implique le point (f) car les arétes bibgiq, pour 1 < k < ¢, sont des
isthmes de As (c.f. (£2)). o

Les pousses B; et By ne s’intersectent qu’en deux sommets, a; et ¢j. Or la pousse By a
deux composantes connexes, une contenant le sommet a; et l'autre contenant le sommet c;
(c.f. (c1)). On peut donc décomposer 'union de Bj et B en deux unions successives dans
lesquelles les graphes ne s’intersectent qu’en un sommet. Le Lemme 2.2.4 implique alors que
I'union de ces deux pousses, le graphe B, est une pousse conforme aux points (c), (e) et (g)
de la Propriété 1. En effet :

(¢) Le Lemme 2.2.4 implique le point (c) car By a deux composantes connexes, une contenant
by et une contenant by (c.f. (c2)) et car chacune des deux composantes connexes de By

est connexe (c.f. (cl)). o

(e) Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) car les arétes axapi1, pour 2 < k < i, sont des
isthmes de By (c.f. (el)) et car les arétes agaj,1, pour i < k < p, sont des isthmes de

By (c.f. (e2)). o
(g) Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) car les arétes cpcgy1, pour 1 < k < j, sont des
isthmes de By (c.f. (g2)) et car les arétes cpcgy1, pour j < k < r, sont des isthmes de

By (c.f. (g1))- o

Cas 1.4 : Il n’y a pas de corde a;b; ou a;cj. Dans ce cas la on considere la chaine adja-
cente (dy,...,ds,ar) (voir la Figure 9) de T pour le 3-bord (ay, ..., ap)-(b1,...,by)-(c1,...,¢cp).
On considére I'aréte dgay, avec 1 < y < p, pour laquelle y est minimum. Une telle aréte
existe puisque par définition, le sommet d, est adjacent a un sommet a, avec y > 1. La
W-triangulation Ty ,, a strictement moins d’arétes que T' (a1a2 ¢ E(T4,q,)). On peut donc
appliquer la Propriété 2 a Ty,q,. On note A’ et B’ les deux pousses ainsi obtenues. La Pro-
pri¢té 2 implique que la partition de T3, en A = (V(T3.q,): E(A"))et B' = (V(T3.,,), E(B))
vérifie les points suivants :

(a’) la partition de Tj est prolongeable,

(b’) A’ est connexe,

’ " a exactement deux composantes connexes, une contenant b; et autre contenant by,

)

)

(c) B
(d’) Taréte ajd est un isthme de A’,

)

)

)

)

i

e’) l'aréte dgya, est un coté de A',

les arétes a;a;11, pour y < i < p, sont des isthmes de B,

i

les arétes b;b; 11, pour 1 < i < ¢, sont des isthmes de A’, et

7

(
(f’
(8
(h

les arétes ¢;c;y1, pour 1 <7 < r, sont des isthmes de B’.
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On étend ces deux pousses afin d’obtenir une partition de toute la W-triangulation 7*. Pour

cela, on distingue deux cas selon la position de a,, celui o1 y = 2 et celui ou y > 2.

Clzbq

Fig. 16 Cas 1.4.1.

Cas 1.4.1 : y = 2 (voir la Figure 16). Le graphe T étant une W-triangulation, le cycle

(a1,as,ds) délimite une face de T'. On note v le f-sommet de T adjacent & ay, as et ds.

On construit A en faisant I'union de A" et de la pousse G 4 formée par le cycle (v, a1, az,ds)
et par l'aréte a;ds. On construit B en faisant I'union de B’ et de laréte asv. Les graphes A
et B, couvrant toutes les arétes de T et n’ayant pas d’aréte commune, forment une partition
de T™. On montre maintenant que ces graphes sont des pousses vérifiant tous les points de la

Propriété 1.

(a) Les f-sommets de T™ autres que v ont leur voisinage partitionné comme dans T;Say. La
partition de Tjsay étant prolongeable (c.f. (a’)) et le voisinage de v étant partitionné de
facon prolongeable, la partition de T* en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a)

de la Propriété 1 est donc vérifié. o

L’intersection de A’ et G 4 est la chaine (a1, ds, az). L'aréte ayds étant un isthme de A’ et
laréte asds étant un coté de A’ et de G4 (c.f. (d’) et (e')), le Lemme 2.2.7 implique que le
graphe A est une pousse conforme aux points (b), (d) et (f) de la Propriété 1. En effet :

(b) Le Lemme 2.2.7 implique le point (b) car A’ et G 4 sont connexes (c.f. (b)). o
(d) Le Lemme 2.2.7 implique le point (d) car I'aréte ajas est un coté de G 4. o

(f) Le Lemme 2.2.7 implique le point (f) car les arétes b;b; 11, pour 1 < i < g, sont des
isthmes de A" (c.f. (g)). o

L’intersection de B’ et de l'aréte asv étant le sommet ag, le Lemme 2.2.4 implique que le

graphe B est une pousse conforme aux points (c), (e) et (g) de la Propriété 1. En effet :
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(¢) Le Lemme 2.2.4 implique le point (¢) car B’ a deux composantes connexes, une contenant

by et une contenant by (c.f. (c’)) et car I'aréte agv forme un graphe connexe. ©

(e) Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) car les arétes a;a;11, pour y = 2 < i < p, sont des
isthmes de B’ (¢.f. (f7)). o

(g) Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) car les arétes ¢;c;y1, pour 1 < i < r, sont des
isthmes de B’ (c.f. (h")). o

8 ds / "
s —_— A A" et Ay
7”0
7 \
) ! Vs B/, B” et, Bl

F1G. 17 — Cas 1.4.2.

Cas 1.4.2 : y > 2 (voir la Figure 17). On note ej,es,...,e; les voisins de dg dans T et
a l'intérieur du cycle (ds, a1, a2,...,ay), en allant du sommet a, au sommet a; compris. On
a donc e; = ay et e, = a1. De plus, comme il n’y a pas de corde de type aja, on at > 3.
L’entier y étant minimum on a e; # a;, pour 1 <i <t et 1 < j < y. On note ensuite €, pour

1 < i<t les f-sommets de T* adjacents & ds, €; et e;_1.

On construit A” en faisant I'union de la pousse A’ et de la pousse G 4, constituée des arétes

. . ) . , .
eiei+1, pour 1 < ¢ < t, des arétes dse;, pour 1 < i < ¢, des arétes e;e;, (, pour 1 <i <t —1,
des arétes e;e}, pour 2 < i < t, et des arétes dse} et aje;. L'intersection de ces deux pousses,
la chaine (a1,ds,ay), a une aréte, aids, isthme de A" et une autre aréte, dga,, qui est un coté

de A" et de G4 (c.f. (d') et (¢)). Le Lemme 2.2.7 implique donc que A” est une pousse :
(a”) connexe (c.f. (b)),
(b”) dont les arétes b;b;+1, pour 1 < i < g, sont des isthmes (c.f. (g')).

On construit B” en faisant I'union de la pousse B’ et de la pousse Gp, constituée des
arétes dge,, pour 2 < i < t, et de I'aréte e;_1e;. Ces deux pousses ne s’intersectent qu’en ds.

Le Lemme 2.2.4 implique donc que B” est une pousse :

(¢”) ayant trois composantes connexes, une contenant e, une contenant e;_1 et une contenant

e (c.f (¢), (), (W) et car V(B') = V(Tq,a,)),
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(d”) dont les arétes a;a;+1, pour y < i < p, sont des isthmes (c.f. (f')), et
(€”) dont les arétes c¢;cijt1, pour 1 < i < r, sont des isthmes (c.f. (h")).

On considére maintenant la W-triangulation 73, sous-graphe de T (c.f. Lemme 2.3.1),
a lintérieur du cycle (aq,...,ay,e€2,...,¢;). La W-triangulation 7' n’ayant pas de 3-cycle
séparant (ds, e;, e;), il n'y a pas de corde de type e;e; dans T. De plus, comme y > 2, (a2, a1)-
(ét,...,e1)-(ay,...,az) est un 3-bord de 77. Enfin, comme a1ds ¢ E(T}), la W-triangulation
T} a moins d’arétes que 7. On peut donc lui appliquer la Propriété 1 avec le 3-bord que 'on
vient de mentionner. On note A; et By les deux pousses ainsi obtenues, A; étant la pousse
contenant I’aréte ajag. La Propriéteé 1 implique que la partition de T} en Ay = (V(T%), E(A1))
et By = (V(T*), E(By)) veérifie les points suivants :

al) la partition de T} est prolongeable,

(
(b1) A;p est connexe,

(d1

(cl) Bj a exactement deux composantes connexes, une contenant a; et l'autre contenant a,,
) laréte ajas est un coté de Aq,

(f1) les arétes e;e;y1, pour 1 < i < t, sont des isthmes de A, et
(gl) les arétes a;ait1, pour 2 < i < y, sont des isthmes de Bj.

On définit A (resp. B) comme étant I'union de A” et A; (resp. B” et Bj). Les graphes A et
B, couvrant toutes les arétes de T™ et n’ayant pas d’aréte commune, forment une partition
de T™. On montre maintenant que ces graphes sont des pousses vérifiant tous les points de la

Propriété 1.

(a) Les f-sommets de T, autres que les sommets e}, pour 1 < i < ¢, ont leur voisinage
partitionné comme dans Tjsay ou 17 Les partitions de Tjsay et de 77" étant prolongeable
(c.f. (a’) et (al)), et le voisinage des sommets €] étant par construction partitionné de
fagon prolongeable, la partition de T en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a)

de la Propriété 1 est donc vérifié. o

Les pousses A” et Ay s’intersectent sur la chaine (e, eg,,...,,e;) dont toutes les arétes sont
des isthmes de A; (c.f. (f1)). Le Lemme 2.2.5 implique donc que A est une pousse conforme
aux points (b), (d) et (f) de la Propriété 1. En effet :

(b) Le Lemme 2.2.5 implique le point (b) car A” et A; sont connexes (c.f. (a”) et (b1)). o

)
(d) Le Lemme 2.2.5 implique le point (d) car I'aréte ajas est un coté de A; (c.f. (d1)). o

(f) Le Lemme 2.2.5 implique le point (f) car les arétes b;b; 11, pour 1 < i < ¢, sont des
isthmes de A” (c.f. (b")). o
Les pousses B” et By ne s’intersectent que sur les sommets ey, e;_1 et e;. Or B” a trois

composantes connexes, une contenant ej, une contenant e;_j et une contenant e; (c.f. (¢”)).

On peut donc décomposer I'union de B” et By en trois unions successives dans lesquelles les
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graphes ne s’intersectent qu’en un sommet. Le Lemme 2.2.4 implique alors que l'union de ces
deux pousses, le graphe B, est une pousse conforme aux points (c), (e) et (g) de la Propriété
1. En effet :

(¢) Le Lemme 2.2.4 implique le point (c¢) car B” a trois composantes connexes, une conte-
nant e1, une contenant e; 1 et une contenant e; (c.f. (¢”)), car By a deux composantes
connexes, une contenant e; et une contenant e; (c.f. (c1)). En effet, cela implique que
dans B les sommets e; et e; sont dans deux composantes connexes distinctes de B.
Enfin, les sommets e; et by (resp. e; et by) étant dans la méme composante connexe (c.f.
(d”) et (€7)), les sommets by et b, sont donc dans deux composantes connexes distinctes
de B. o

(e) Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) car les arétes a;a; 41, pour 2 < i < y, sont des
isthmes de Bj (c.f. (gl)) et car les arétes a;a;4+1, pour y < i < p, sont des isthmes de
B" (c.f. (47)) o

(g) Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) car les arétes c;c;11, pour 1 < i < r, sont des
isthmes de B” (c.f. (¢7)). o

Ceci acheve la preuve du cas 1.

Cas 2 : Preuve de la Propriété 2 pour une W-triangulation Ty ., telle que
|E(T4,a,)] = m. La W-triangulation Ty, 4, est sous-graphe d'une W-triangulation 7. Cette
W-triangulation T est 3-bornée par (a1, ...,ap)-(b1,...,bg)-(c1,...,¢ ). De plus, T'n’a pas de

corde de type a;bj ou a;c; et sa chaine adjacente est (di,...,ds,a1), avec s > 1.

Si'aréte d,a, est différente de I'aréte dya,, alors on définit le couple d’entiers (z,w) # (z,y)
tels que x — 1 < z <z et y <w < p. Ce couple est tel qu’il existe une aréte d,a,, € E(Tdmay)
et tel que z soit maximum. Parmi les couples (z,w) # (z,y) possibles, on choisit celui tel que
w est minimum. Une telle aréte existe forcément car I’ensemble des arétes d,a,, # d,a, telles
que x —1 < z<zety<w< pnest pas vide. En effet, si d, = dy cet ensemble contient
laréte diap,. Si x > 1, cet ensemble contient au moins une aréte d,_1a,, telle que y < w < p.

(le sommet d,_1 étant par définition adjacent a un tel sommet a,).

On distingue différents cas dans notre étude. On verra tout d’abord le cas o dyay, = dya,.
Lorsque dga, # diay les cas varient selon la nature de I'aréte d.a,,. Lorsque z = x on considére
deux cas, le cas ot w =y + 1 et le cas ot w > y + 1, et lorsque z = & — 1 on considére deux

cas, le cas ot w = y et le cas ot w > y.

Cas 2.1 : dyay = dya, (voir la Figure 18). On note 77 la W-triangulation (c.f. Lemme
2.3.1), sous-graphe de T, a I'intérieur du cycle (a1,ds, ... ,d1,b2,...,bg,c2,...,¢). Cette W-
triangulation n’a pas de corde de type b;b;, c;ic;, did; ou aid;. On considére deux cas suivant

I’existence d’une aréte dib; avec 2 < i < q.
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Fi1Gg. 18 — Cas 2.1.

Si T n’a pas de corde de type dib; alors (di,ba,...,by)-(c1,...,¢)-(a1,ds,...,dy) est
un 3-bord de T7j.

— Si 11 a une corde dib;, avec 2 < ¢ < ¢, on observe que ¢ > 2 et qu’il ne peut y avoir
de corde bpa; ou badj, avec 1 < j < s, sans violer la planarité de 7" (voir la Figure 18).
Dans ce cas, (b, d1,...,ds,a1)-(¢,...,c1)-(bg,-..,b2) est un 3-bord de T7.

Enfin, comme b1by ¢ E(T1), la W-triangulation 77 a moins d’arétes que Ty,,. On peut
donc appliquer la Propriété 1 & 77 avec I'un des 3-bords mentionnés. Que l'on considére
I'un ou l'autre des 3-bords, la Propriété 1 produit des partitions de 77, en deux pousses
Ay = (V(TY), E(Ay)) et By = (V(TIT), E(B1)), ayant exactement les mémes caractéristiques.

En effet, dans les deux cas :
(al) la partition de T} est prolongeable,
(bl
(c1
(d1
(el-gl

A est connexe,
B a exactement deux composantes connexes, une contenant c; et 'autre contenant c,,

)
)
) Varéte dibs est un coté de Ay,

) les arétes b;bi11, pour 1 < i < g, les arétes d;d;+1, pour 1 < i < s, et laréte ajds sont
des isthmes de By, et

(f1) les arétes c¢;ciy1, pour 1 < i < r, sont des isthmes de A;.

Il est simple d’étendre les pousses Ay et By afin d’obtenir la partition de T;lap désirée. On
note v le f-sommet adjacent a ap, by et di (voir la Figure 18). On construit A (resp. B) en
faisant I'union de Bj (resp. A7) et du graphe G4 (resp. Gp) constitué des arétes b1by, byv et
bidy (resp. des arétes diby, vbe, vdy et du sommet by). Il est clair que A et B forment une
partition de T;l"lap. On montre maintenant que ces graphes sont des pousses vérifiant tous les

points de la Propriété 2.

(a) Les f-sommets de Ty ., aufres que v ont leur voisinage partitionné comme dans 77
P

La partition de 77 étant prolongeable (c.f. (al)) et v ayant un voisinage partitionné de



2.3. LES TRIANGULATIONS 4-CONNEXES 45

fagon prolongeable, la partition de T} ap €1 A et B est elle aussi prolongeable. Le point

(a) de la Propriété 2 est donc verifié. o

Les pousses By et G4 ne s’intersectent qu’en d; et by. Or la pousse By a deux composantes
connexes, une contenant d; (celle contenant le sommet ¢, et la chaine (dy,...,ds,c.), c.f. (c1)
et (el-gl)) et 'autre contenant by (celle contenant le sommet ¢; et la chaine (ba,...,by), c.f.
(c1) et (el-gl)). On peut donc décomposer 'union de B; et G4 en deux unions successives
dans lesquelles les graphes ne s’intersectent qu’en un sommet. Le Lemme 2.2.4 implique alors
que 'union de ces deux pousses, le graphe A, est une pousse conforme aux points (b), (d), (e)
et (g) de la Propriété 2. En effet :

(b) Le Lemme 2.2.4 implique le point (b) car G4 est connexe ainsi que chacune des deux

composantes connexes de By (c.f. (c1)). o

(d) Le Lemme 2.2.4 implique le point (d) car I'aréte a1ds et les arétes d;d; 11, pour 1 <i < ¢,

sont des isthmes de By (c.f. (el-gl)). o

)
(e) Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) car I'aréte dja, est un coté de G 4. o

(g) Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) car I'aréte biby est un isthme de G4 et car les
arétes b;bj+1, pour 2 < i < ¢, sont des isthmes de B (c.f. (el-gl)). o

L’intersection des pousses Ay et G est 'aréte dyby. Cette aréte étant un coté de la pousse
Aq et de la pousse G (c.f. (d1)), le Lemme 2.2.6 implique que l'union de ces deux pousses,
le graphes B, est une pousse conforme aux points (¢), (f) et (h) de la Propriété 2. En effet :

(c) Le Lemme 2.2.6 implique le point (c) car A; est connexe et contient les sommets by et b,
(c.f. (b1)) et car Gp a deux composantes connexes, une contenant b et une contenant

bg. &

(f) La pousse B vérifie le point (f) car il n'y a pas d’aréte a;a;11, pour y < i < p, dans le
graphe Ty, q,. o

(h) Le Lemme 2.2.6 implique le point (h) car les arétes ¢;c;+1, pour 1 < i < r, sont des
isthmes de Ay (c.f. (f1)). o

Cas 2.2 : dyay # dyap, 2 =z et w =y+1 (voir la Figure 19). Comme dya, ¢ E(Tqy.q,).
la W-triangulation 7,4, a moins d’arétes que Tg,q,. La Propriété 2 s’applique donc a Ty_q,, -

On note A’ et B’ les deux pousses ainsi obtenues. La Propriété 2 implique que la partition de

T, en A= V(T;, ) EA)) et B'=(V(Ty

T.a, ) E(B')) vérifie les points suivants :
(a

la partition de T}, = est prolongeable,

A’ est connexe,

i

(c " a exactement deux composantes connexes, une contenant by et I'autre contenant by,

')
b?)
) B
)

(d’) Varéte aids et les arétes d;d;11, pour z < i < s, sont des isthmes de A’,
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Fi1Gg. 19 — Cas 2.2.

l'aréte d,a,, est un coté de A’,
les arétes a;a;+1, pour w < i < p, sont des isthmes de B/,
les arétes b;b;11, pour 1 < i < ¢, sont des isthmes de A’; et

les arétes ¢;c;y1, pour 1 <7 < r, sont des isthmes de B’.

Le graphe Tg,,, étant une W-triangulation, le cycle (dg, ay, a,,) délimite une face de Ty, 4,. On

note v le f-sommet adjacent a d;, a, et a,. On définit A (resp. B) comme étant 1'union de

A’ (resp. B') et de la pousse G4 (resp. Gg) constituée du cycle (v,dy, ay) (resp. de la chaine

(v, aw,ay)). Les graphes A et B, couvrant toutes les arétes de T;zay et n’ayant pas d’aréte

commune, forment une partition de 77 . On montre maintenant que ces graphes sont des
xdy

pousses vérifiant tous les points de la Propriété 2.

(a)

Les f-sommets autres que v ont leur voisinage partitionné comme dans Tjj , . La parti-
tion de Tjj , ~étant prolongeable (c.f. (a’)) et le sommet v ayant un voisinage partitionné
de facon prolongeable, la partition de szay en A et B est elle aussi prolongeable. Le

point (a) de la Propriété 2 est donc vérifié. o

L’intersection des pousses A’ et G 4 est le sommet d,. Le Lemme 2.2.4 implique donc que

A est une pousse conforme aux points (b), (d), (e) et (g) de la Propriété 2. En effet :

Le Lemme 2.2.4 implique le point (b) car A’ et G4 sont connexes (c.f. (b’)). o

Le Lemme 2.2.4 implique le point (d) car I'aréte aid; et les arétes d;d; 11, pour x = z <
i < t, sont des isthmes de A’ (c.f. (d')). .

Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) car I'aréte d,a, est un coté de G 4. o

Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) car les arétes b;b;11, pour 1 < i < ¢, sont des
isthmes de A" (c.f. (g)). o

Les pousses B’ et G ne s’intersectant qu’en a,,, le Lemme 2.2.4 implique donc que B est

une pousse conforme aux points (c), (f) et (h) de la Propriété 2. En effet :
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(¢) Le Lemme 2.2.4 implique le point (c) car Gp est connexe et car B’ a deux composantes

connexes, une contenant by et une contenant b, (c.f. (c’)). o

(f) Le Lemme 2.2.4 implique le point (f) car 'aréte aya,, est un isthme de Gp et car les

arétes a;a;41, pour w < i < p, sont des isthmes de B’ (c.f. ({7)). o

(h) Le Lemme 2.2.4 implique le point (h) car les arétes ¢;c;+1, pour 1 < i < r, sont des
isthmes de B’ (¢.f. (h)). o

C1 =bq

—_— A et A
Bet B

Fi1G. 20 — Cas 2.3.

Cas 2.3 : dyay # dyay, 2 =z —1 et w =y (voir la Figure 20). Comme da, ¢ E(Tqy.q,).
la W-triangulation T4, a moins d’arétes que Ty, q,. La Propriété 2 s’applique donc a Ty_q,, -
On note A’ et B’ les deux pousses ainsi obtenues. La Propriété 2 implique que la partition de

Ti . en A'= (V(Tj, ), E(A)) et B' = (V(T}

A daw

), E(B")) vérifie les points suivants :
a partition de Tjj , —est prolongeable,

A’ est connexe,

(¢

') 1

')

) B " a exactement deux composantes connexes, une contenant by et I’autre contenant by,
d’) laréte ayds et les arétes d;d;11, pour z < i < s, sont des isthmes de A’,

)

)

)

(a
(b
(

Y

e’) laréte d,a,, est un coté de A’,

(
(f") les arétes a;a;11, pour w < i < p, sont des isthmes de B,

Y

(g7) les arétes b;b;j11, pour 1 < i < g, sont des isthmes de A’; et

(h”) les arétes ¢;ciq1, pour 1 <i < r, sont des isthmes de B’

Le graphe Tg,q, ¢tant une W-triangulation, le cycle (dg,ay,d,) délimite une face de Tipay- On
note v le f-sommet adjacent a d, a, et d,. On obtient A (resp. B) en faisant I'union de la
pousse A’ (resp. B’) et de la pousse G4 (resp. Gg), constituée du cycle (ay,d.,v,d;) et de
'aréte dyd, (resp. constituée de I'aréte a,v). Les graphes A et B, couvrant toutes les arétes de
T;Iay et n’ayant pas d’aréte commune, forment une partition de T;Iay. On montre maintenant

que ces graphes sont des pousses vérifiant tous les points de la Propriété 2.
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(a) Les f-sommets autres que v ont leur voisinage partitionné comme dans Ty ,,- La parti-
tion de T}y , ~étant prolongeable (c.f. (a’)) et v ayant un voisinage partitionné de fagon
prolongeable, la partition de T;Tay en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a) de

la Propriété 2 est donc vérifié. o

L’intersection des pousses A’ et G4 est la chaine (dg,d-,ay). L'aréte dyd, est un isthme
de A" et I'aréte d.a, est un coté de A’ et de G4. Le Lemme 2.2.7 implique donc que A est une
pousse conforme aux points (b), (d), (e) et (g) de la Propriété 2. En effet :

(b) Le Lemme 2.2.7 implique le point (b) car A’ et G 4 sont connexes (c.f. (b)). o

(d) Le Lemme 2.2.7 implique le point (d) car Uaréte a1ds et les arétes d;d;y1, pour z = z <
i < t, sont des isthmes de A" (c.f. (d')). o

(e) Le Lemme 2.2.7 implique le point (e) car I'aréte d,a, est un coté de G 4. o

(g) Le Lemme 2.2.7 implique le point (g) car les arétes b;b; 1, pour 1 < i < ¢, sont des
isthmes de A" (c.f. (g)). o

Les pousses B’ et Gp ne s'intersectant qu’en a,, le Lemme 2.2.4 implique que B est une

pousse conforme aux points (c¢), (f) et (h) de la Propriété 2. En effet :

(¢) Le Lemme 2.2.4 implique le point (¢) car Gp est connexe et car B’ a deux composantes

connexes, une contenant by et une contenant b, (c.f. (c’)). o

(f) Le Lemme 2.2.4 implique le point (f) car les arétes a;a;11, pour y = w < i < p, sont des
isthmes de B’ (¢.f. (f7)). o

(h) Le Lemme 2.2.4 implique le point (h) car les arétes c¢;cj+1, pour 1 < i < r, sont des
isthmes de B’ (c.f. (h")). o

o Al A" et B
— , et
i \\ ) 1
! N B’ B"et A
‘egl , e)\\ ) 1
N
€t SN\
®
Ay = €t41 Ay = €1
€¢
Ay f €141 T:[k
° o ® a=¢e

Fi1Gg. 21 — Cas 2.4.
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Cas 2.4 : dyay # dyay, 2 =z et w > y+1 (voir la Figure 21). Comme dya, ¢ E(Ty_q,)

la W-triangulation Ty_4, a moins d’arétes que Ty, q,. La Propriété 2 s’applique donc a Ty_q,, -

Y

On note A’ et B’ les deux pousses ainsi obtenues. La Propriété 2 implique que la partition de

T;,, en A= (V(T;, ),E(A") et B'=(V(T;,. ),E(B")) vérifie les points suivants :
(a’) la partition de Ty; ., est prolongeable,
b’) A’ est connexe,

w
¢’) B’ a exactement deux composantes connexes, une contenant b; et autre contenant by,

(
(
(d’) Varéte aids et les arétes d;d;11, pour z < i < s, sont des isthmes de A,
( bl

e’) laréte d,a,, est un coté de A’,
(f7) les arétes a;a;+1, pour w < i < p, sont des isthmes de B/,

(g7) les arétes b;b;11, pour 1 < i < g, sont des isthmes de A’; et

(h”) les arétes ¢;ciq1, pour 1 <4 < r, sont des isthmes de B’

On note ey, ea,..., e, €41 les voisins de d, dans T' et a I'intérieur du cycle (dg,ay, ..., ay)
en allant du sommets a,, au sommet a, compris. On a donc e; = a, et e;11 = ay. De plus,
comme il n’y a pas de corde aya,, on at > 2. On note ensuite €, pour 1 <14 < ¢, les f-sommets

de T™ adjacents & d, e; et e;41.

On construit A” en faisant I'union de la pousse A’ et de la pousse G 4, constituée des arétes
eieir1, pour 1 < i < t, des arétes dye;, pour 1 < i < ¢+ 1, des arétes e;e}, pour 1 < i <,
des arétes efe; i1, pour 1 <i < t, et de 'aréte dye}. L'intersection de ces deux pousses, I'aréte
dzay, est un coté dans chacune de ces pousses (c.f. (¢’)). Le Lemme 2.2.6 implique donc que

A" est une pousse :

(a”) connexe (c.f. (a’)),

(b”) dont 'aréte ayds et les arétes d;d;y1, pour x < i < s, sont des isthmes (c.f. (d7)),
(¢”) dont l'aréte dya, est un isthme (et donc aussi un coté), et

(d”) dont les arétes b;b;+1, pour 1 < i < g, sont des isthmes (c.f. (g7)).

On construit B” en faisant I'union de la pousse B’ et de la pousse G'g, constituée des arétes
dyel, pour 1 < i < t, et des arétes ereri1, erey et epp1€). Les pousses B’ et G s’intersectent

en un seul sommet, d,. Le Lemme 2.2.4 implique donc que B” est une pousse :

(¢”) ayant trois composantes connexes, une contenant a, (celle contenant la chaine
(@, ... ,ap)), une contenant b, et une contenant l'aréte aye; (c.f. (¢’) et (f7)),
(f”) dont I'aréte aye; est un coté,
(g”) dont les arétes a;a;11, pour w < i < p, sont des isthmes (c.f. (f)).
(h”) dont les arétes c¢;cir1, pour 1 < i < r, sont des isthmes (c.f. (h")).
On considére maintenant la W-triangulation 737 (c.f. Lemme 2.3.1), sous-graphe de T', &

Y

I'intérieur du cycle (ay, ..., 0y, €2,..., e, e41). La W-triangulation T n’ayant pas de 3-cycle
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séparant (d,e;,e;), il n'y a pas de corde de type e;e; dans T7. De plus, comme ¢t > 2,
(e, etq1)-(ay,...,ay)-(e1,...,€e) est un 3-bord de Tj. Enfin, comme dya, ¢ E(T7), la W-
triangulation 77 a moins d’arétes que Ty,,,. La Propriété 1 s’applique donc a Ty pour le
3-bord mentionné. On note A; et Bj les deux pousses ainsi obtenues, la pousse A; étant celle
contenant l'aréte a,e;. La Propriété 1 implique que la partition de T} en A; = (V(17), E(A1))
et By = (V(IY), E(By)) veérifie les points suivants :

al) la partition de 17 est prolongeable,

1 g
(b1) Aj est connexe,
cl) Bj a exactement deux composantes connexes, une contenant a, et ’autre contenant a,,,

y
d1l) Tl'aréte a,e; est un coté de Aq,
y

(f1) les arétes a;a;q1, pour y < i < w, sont des isthmes de Aq, et
(gl) les arétes e;e;t1, pour 1 < i < ¢, sont des isthmes de Bj.

On définit A (resp. B) comme étant I'union de A” (resp. B”) et By (resp. Aj). Les graphes
A et B, couvrant toutes les arétes de szay et n’ayant pas d’aréte commune, forment une
partition de szay. On montre maintenant que ces graphes sont des pousses vérifiant tous les

points de la Propriété 2.

(a) Les f-sommets, autres que les f-sommets e, pour 1 < ¢ <, ont leur voisinage parti-
tionné comme dans T , -~ ou 7. Les partitions de Tj , et de T} étant prolongeables
(c.f. (a') et (al)) et les f-sommets e, ayant un voisinage partitionné de facon prolon-

geable, la partition de T;zay en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a) de la

Propriété 2 est donc vérifié. o
Les pousses A” et By s'intersectent sur la chaine (ej,es,...,e;) et sur le sommet a,. Or
Bj a deux composantes connexes, une contenant la chaine (e, es,...,e;) et 'autre contenant

le sommet a, (c.f. (c1) et (gl)). On peut donc décomposer I'union de A” et B; en deux
unions successives, une pour chaque composante connexe de Bj. Pour 'union concernant
la composante connexe de Bj contenant la chaine (ej,es,...,e;), les arétes de cette chaine
étant des isthmes dans By, on peut appliquer le Lemme 2.2.5. Pour I'union concernant 1’autre
composante connexe de By on peut appliquer le Lemme 2.2.4. L.e Lemme 2.2.5 et le Lemme
2.2.4 impliquent que le graphe A est une pousse conforme aux points (b), (d), (e) et (g) de la
Propriété 2. En effet :

(b) Les Lemmes 2.2.5 et 2.2.4 impliquent le point (b) car A” est connexe (c.f. (a7)) et car By

a deux composantes connexes, une contenant le sommet a, et une contenant la chaine
(e1,...,¢e) (c.f (cl) et (gl)). o
(d) Les Lemmes 2.2.5 et 2.2.4 impliquent le point (d) car Paréte aids et les arétes d;d;y1,
pour z < i < t, sont des isthmes de A” (c.f. (b”)). o
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(e) Les Lemmes 2.2.5 et 2.2.4 impliquent le point (e) car I'aréte dga, est un cotée de A” (c.f.
(@), ;
(g) Les Lemmes 2.2.5 et 2.2.4 impliquent le point (g) car les arétes b;b;11, pour 1 <i < g,
sont des isthmes de A” (c.f. (47)). o

Les pousses B” et A; s’intersectent sur 'aréte a,e; et sur le sommet a,,. Or B” a trois com-
posantes connexes, une contenant 'aréte a,e;, une contenant le sommet a,, et une contenant
le sommet b, (c.f. (€7)). On peut décomposer I'union de B” et A; en deux unions successives,
une pour la composante connexe de B” contenant I’aréte e;a,, et une pour le reste du graphe
B”. Pour la premiére union, 'aréte e;a, étant un coté dans Ay et dans B” (c.f. (d1) et (7)),
on peut appliquer le Lemme 2.2.6. Pour la seconde union, I'intersection étant le sommet a,, on
peut appliquer le Lemme 2.2.4. Le Lemme 2.2.6 et le Lemme 2.2.4 impliquent que le graphe

B est une pousse conforme aux points (c¢), (f) et (h) de la Propriété 2. En effet :

(¢) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (c) car B” a trois composantes connexes,
une contenant l'aréte a,e;, une contenant les sommets a,, et by et une contenant le

sommet by (c.f. (€”) et (g7)), et car Ay est connexe (c.f. (bl)). o

(f) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (f) car les arétes a;a; 11, pour y < i < w,
sont des isthmes de Ay (c.f. (f1)), et car les arétes a;a;+1, pour w < i < p, sont des
isthmes de B” (c.f. (g7)). o

(h) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (h) car les arétes ¢;c;11, pour 1 < i < r,
sont des isthmes de B” (c.f. (h”)). o

— A/, A" et B,
B, B" et A,

Fi1G. 22 Cas 2.5.

Cas 2.5 : dyay # diap, 2 =2 —1 et w >y > 1 (voir la Figure 22). Comme d,a, ¢
E(Ty,q,), la W-triangulation Ty_4,, a moins d’arétes que Ty, q,. La Propriété 2 s’applique donc
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a Ty.q,- On note A’ et B’ les deux pousses ainsi obtenues. La Propriété 2 implique que la
partition de Tj , ~en A" = (V(Tj , ),E(A")) et B" = (V(T; , ), E(B’)) vérifie les points

suivants :
(a’) la partition de T} , ~est prolongeable,
(b)) A’ est connexe,
(¢’) B’ a exactement deux composantes connexes, une contenant by et I’autre contenant by,
(d’) laréte ayds et les arétes d;d; 1, pour z < i < s, sont des isthmes de A’
(e’) Varéte d,a,, est un coté de A’,

(f") les arétes a;a;11, pour w < i < p, sont des isthmes de B,

Y

(g7) les arétes b;b;j11, pour 1 < i < g, sont des isthmes de A’; et
(h”) les arétes ¢;ciq1, pour 1 <4 < r, sont des isthmes de B’

On note ey, ez, ..., e, err1 (resp. fi, foy -y fus fusls fur2) les voisins de d, (resp. d) dans T
et a l'intérieur du cycle (d,dy, ay, ..., ay) en allant du sommet a,, au sommet d, (resp. en
allant de a, a d.) compris. On a donc ey = ay, €; = fut1, €41 = dy, f1 = ay et fuio = d..
De plus, par définition de I'aréte d.a,, il n’y a pas d’aréte d,a,, ou d.a,, on a donc t > 2 et
u > 1. On note ensuite ¢}, pour 1 < i < ¢ (resp. f/ pour 1 < i < u), les f-sommets de T*
adjacents & d,, e; et e;1q (resp. dg, fi et fir1).

On construit A” en faisant I'union de la pousse A’ et de la pousse G 4, constituée des arétes
ejeir1, pour 1 < i <t des arétes dye;, pour 1 <i <t+ 1, des arétes e;e}, pour 1 < i < ¢, des
arétes ele; 1, pour 1 < i < t, des arétes dye} et d.e;, des arétes f;fiy1, pour 1 < i < u, des
arétes dy f;, pour 1 < i < w, des arétes f;f/, pour 1 < i < u, des arétes f/fiy1, pour 1 <i < u,
et finalement de I'aréte d, f]. L'intersection de ces deux pousses est la chaine (d,,d., a,,) dont
Paréte d,d, est un isthme de A’ et dont laréte d,a,, est un coté de A’ et de G4 (c.f. (d7) et

(e")). Le Lemme 2.2.7 implique donc que A” est une pousse :
(a”) connexe (c.f. (a%)),

(C”

)
(b”) dont 'aréte ayds et les arétes d;d; 41, pour x < i < s, sont des isthmes (c.f. (d")),
) dont I'aréte d,a, est un coté, et

)

(d”) dont les arétes b;b;+1, pour 1 < i < ¢, sont des isthmes (c.f. (g’)).

On construit B” en faisant I'union de la pousse B’ et de la pousse Gp, constituée des
arétes d,e}, pour 1 <i < t, des arétes d, f/, pour 1 < i < u, et des arétes fyes, fufi, ef, et
ere;. L'intersection de ces deux pousses, les sommets d, et d., sont dans deux composantes

connexes distinctes de Gg. Le Lemme 2.2.4 permet donc de dire que B” est une pousse :

(e”) ayant trois composantes connexes, une contenant a, (celle contenant la chaine

(@, - .,ap)), une contenant b, et une contenant I'aréte fye; (c.f. (c’) et (f7)),

(f”) dont l'aréte fye; est un cote,
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(g”) dont les arétes a;a;11, pour w < i < p, sont des isthmes (c.f. (f")).
(h”) dont les arétes ¢;ci+1, pour 1 < ¢ < r, sont des isthmes (c.f. (h)).

On considére maintenant la W-triangulation 737 (c.f. Lemme 2.3.1), sous-graphe de T', &
l'intérieur du cycle (ay,...,ay,€2,...,€t, fu,..., f1). Comme il n'y a pas de 3-cycle séparant
(dz,e;,e5) (resp. (dg, fi, fj)) dans T, il n’y a pas de corde de type e;e; (resp. f;f;) dans
Ty. De plus, étant donné qu’il n’y a pas de corde de type a;a;, que t > 2 et que u > 1,
(et, fus---» f1)-(ay,...,ay)-(e1,...,et) est un 3-bord de T7. Enfin, comme dga, ¢ E(T1), la
W-triangulation T} a moins d’arétes que Ty,q,. La Propriété 1 s’applique donc a Ty pour le
3-bord mentionné. On note A; et Bj les deux pousses ainsi obtenues, la pousse A; étant celle
contenant l'aréte fy,e;. La Propriété 1 implique que la partition de T3 en Ay = (V (1Y), E(A1))
et By = (V(IY), E(By)) veérifie les points suivants :

(al) la partition de T} est prolongeable,

(b1) Aj est connexe,

(cl) Bj a exactement deux composantes connexes, une contenant a, et I'autre contenant a,,,
(d1) Taréte fye; est un coté de Ay,

(el) les arétes f;fi+1, pour 1 < i < u, sont des isthmes de By,

(f1) les arétes a;a;11, pour y < i < w, sont des isthmes de Aq, et

(gl) les arétes e;e;11, pour 1 < i < t, sont des isthmes de Bj.

On définit A (resp. B) comme étant I'union de A” et By (resp. B” et Aj). Les graphes A et
B, couvrant toutes les arétes de T;may et n’ayant pas d’aréte commune, forment une partition
de szay. On montre maintenant que ces graphes sont des pousses vérifiant tous les points de

la Propriété 2.

, , . e
(a) Les f-sommets autres que e; ou f; ont leur voisinage partitionné comme dans 77y
ou T7. Les partitions de Tj , et de T} étant prolongeables (c.f. (a’) et (al)) et les

/ / .. e .
f-sommets e; et fj ayant un voisinage partitionné de fagon prolongeable, la partition

de ijay en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a) de la Propriété 2 est donc

vérifié. o
Les pousses A” et B; s’intersectent sur les chaines (e1,eo,...,e:) et (f1, fa,..., fu). Or
B; a deux composantes connexes, une contenant la chaine (eq, e, ..., e;) et I'autre contenant

la chaine (f1, f2,..., fu) (c.f. (c1), (el) et (gl)). On peut donc décomposer I'union de A” et
B en deux unions successives dans lesquelles les graphes ne s’intersectent qu’en une chaine.
Les arétes de ces chaines étant toutes des isthmes de By (c.f. (el) et (gl)), on peut appliquer
a chacune de ces unions le Lemme 2.2.5. Le Lemme 2.2.5 implique que le graphe A est une
pousse conforme aux points (b), (d), (e) et (g) de la Propriété 2. En effet :

(b) Le Lemme 2.2.5 implique le point (b) car A” est connexes (c.f. (a”)) et car By a deux

composantes connexes, une contenant la chaine (ej,es,...,e;) et 'autre contenant la

chaine (f1, fa,..., fu) (c.f. (c1), (el) et (g1)). o
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(d) Le Lemme 2.2.5 implique le point (d) car 'aréte aids et les arétes d;d; 1, pour x < i < t,
sont des isthmes de A” (c.f. (b")). o

(e) Le Lemme 2.2.5 implique le point (e) car I'aréte d,a, est un coté de A” (c.f. (¢”)). o

(g) Le Lemme 2.2.5 implique le point (g) car les arétes b;b; 41, pour 1 < i < ¢, sont des
isthmes de A” (c.f. (d7)). o

Les pousses B” et Ay s’intersectent sur I’aréte e, f,, et sur le sommet a,,. Or B” a trois com-
1 tJu w
posantes connexes, une contenant l’aréte e; f,,, une contenant les sommets a,, et une contenant
le sommet b, (c.f. (¢”)). On peut donc décomposer I'union de B” et A; en deux unions suc-
q 1
cessives, une ou I'on considére la composante connexe de B” contenant I'aréte e f,, et 'autre
ou I'on considére le reste de B”. Dans la premiére union, 'aréte e, f,, étant un coté de B” et
de Ay (c.f. (f7) et (d1)), on applique le Lemme 2.2.6. Dans la seconde union, I'intersection des
1 . ) )
graphes est le sommet a,,, on applique donc le Lemme 2.2.4. Ces deux lemmes impliquent que

B est une pousse conforme aux points (c), (f) et (h) de la Propriété 2. En effet :

(¢) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (c) car B” a trois composantes connexes,
une contenant l'aréte e;f,, une contenant les sommets a,, et b; et une contenant le

sommet by (c.f. (€”)et (g7)), et car Ay est connexe (c.f. (b1)). o

(f) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (f) car les arétes a;a;;1, pour y < i < w,
sont des isthmes de Ay (c.f. (f1)), et car les arétes a;a;+1, pour w < i < p, sont des
isthmes de B” (c.f. (g7)). o

(h) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (h) car les arétes ¢;c;11, pour 1 < i < r,
sont des isthmes de B” (c.f. (h”)). o

Ceci achéve la preuve du cas 2 et donc celle du Lemme 2.3.3.

On a donc bien prouver le Théoréme 5 par récurrence sur m. O

2.4 Partition des triangulations

Soit une triangulation 7" ayant un 3-cycle séparant (a,b,c). On note Tey (resp. Tine) la
triangulation induite par les arétes du cycle (a,b,c) et celles a I'exterieur du cycle (resp. a
I'interieur). On considére que Tyt (resp. Tyne) admet une partition en deux graphes planaires
externes, Agyr et Begt (resp. Ajne et Bipe). Silon désire que les graphes Acye, Beat, Aint et
Bint soient tels que les graphes Acze U Ajpg et Begr U Bipne sont des graphes planaires externes
formant une partition de T, alors il faut que les graphes Acyt, Best, Aint €t By vérifient
tous certaines propriétés permettant un «recollage» le long du cycle (a, b, ¢). Pour les graphes
Aezt et Begt, le cycle (a,b,c) délimitant une face interne quelconque de Te,¢, cette propriété

doit s’appliquer & toutes les faces internes de T.,;. Concrétement, cette propriété sera que la
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partition soit faite sur T, et qu’elle soit prolongeable. Pour les graphes A;,; et Bjn, le cycle
(a,b,c) délimitant la face externe de Ty, cette propriété doit s’appliquer aux abords de la face
externe de Tj,;. Cette propriété sera que certaines arétes du cycle (a, b, ¢) sont des isthmes ou
bien des cotés de Ajyy ou de By et que certains des sommets a, b ou ¢ sont dans différentes

composantes connexes de A;,; ou de Bjp;.

Le théoréeme suivant montre quelles sont exactement ces contraintes sur les faces internes
ou externes. Ce résultat publie dans [Gon05b| implique le Théoréme 4 qui résout la [4,3]-

conjecture.

Théoréme 6 Etant donnée une triangulation T de face externe abe, il existe une partition de
T* en deuz pousses A = (V(I™*),E(A)) et B= (V(T™),E(B)) (voir la Figure 23). De plus,
(a) la partition est prolongeable,
(b) A est conneze,

(¢) B a exactement deur composantes connexes, une contenant le sommet b et ['autre conte-

nant c,
(d) Uaréte ab est un coté de A,
(e) laréte be est un isthme de A, et

(f) Uaréte ac est un isthme de B.

T*

Fia. 23 Théoréme 6.

Preuve : Soit T une triangulation de face externe abc. On procéde par récurrence sur le
nombre de 3-cycles séparants dans 7'. S’il n’y en a pas, la triangulation 7" est 4-connexe. On
peut alors appliquer la Propriété 1 & T pour le 3-bord (a,b)-(b,c)-(c,a). La partition de T*

ainsi obtenue est conforme au Théoréme 6.

Si T a un 3-cycle séparant C', on note respectivement T¢,; et T, les triangulations a
I’extérieur et a l'intérieur de C. Le cycle C' n’est plus 3-cycle séparant dans T, ou dans Tj,;.
Les triangulations T,,; et Tj,; ont donc strictement moins de 3-cycles séparants que 7. On

peut donc utiliser I’hypothése de récurrence pour partitionner 77, ou 77, ,.

On applique 'hypothése de récurrence a Te,; pour partitionner 777, en deux pousses A, =

(V(T%), B(Ap)) et Be = (V(TF,,), E(B.)) telles que :

ext
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(ae) la partition est prolongeable,
(be) Ae est connexe,

(ce) Be a exactement deux composantes connexes, une contenant le sommet b et l'autre
contenant c,
(de) Varéte ab est un coté de A,
(ee) l'aréte be est un isthme de A, et
(f.) laréte ac est un isthme de B,.
On considére maintenant le f-sommet v & l'intérieur du 3-cycle C' dans T7,. La partition de
TZ., étant prolongeable, on peut nommer les sommets de C, d’, b’ et ¢, de fagon a ce que 'aréte

ext

support de v soit a’t/. On considére, sans perte de généralité que o'’ € E(A,) et donc que
va' € E(A.), vt € E(A.) et vd € E(B,) (voir la Figure 24). Maintenant que 'on a spécifié
quel est le sommet a’, le sommet b et le sommet ¢ on applique I'hypothése de récurrence a
la triangulation T;y; de face externe a’b'¢’. On obtient une partition de T}, en deux pousses
A = V(T ), E(Ay)) et By = (V(T},), E(B;)) telles que :

(a;) la partition est prolongeable,

(b;) A; est connexe,

(c;) B; a exactement deux composantes connexes, une contenant le sommet b et lautre

contenant ¢,
(d;) Varéte a’b’ est un coté de A;,
(e;) laréte b'c’ est un isthme de A;, et

(f;) Varéte a/¢’ est un isthme de B;.

b/

F1G. 24 — Construction de A et de B.

On va maintenant construire la partition de T* en A et B respectivement a partir des
graphes A, et A; et des graphes B, et B; (Si l'on avait eu a'b/ € E(B,) on le ferait avec les
graphes A, et B; et les graphes B, et A;). Le cycle C = (a/,V/, ') ne délimitant pas une face
de T, le f-sommet v de T, n’est pas un sommet de 7. On supprime donc le sommet v dans

Ae et B, AL = A \v et B, = B.\v. Par application du Lemme 2.2.3, le graphe AL est une

pousse :
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el) connexe,

e2) dont 'aréte ab est un coté,

e3) dont I’aréte bc est un isthme, et

(e1)
(€2)
(e3)
(e4) dont laréte a'b’ est un coteé.

Par application du Lemme 2.2.2, le graphe B! est une pousse :

(e5) ayant deux composantes connexes, une contenant le sommet b et une contenant le som-

met ¢, et
(e6) dont l'aréte ac est un isthme.

On sait que les arétes a't’, b/ et a/c¢’ sont respectivement dans A;, A; et B;. On sait
aussi que Paréte a'b’ est dans A/ mais on ignore si les arétes a’c’ et b'¢’ sont dans A, ou dans
Bl. Afin d’éviter un conflit, on ote laréte b'c’ de A; et Varéte ’a’ de B;, A, = A\{V/'} et
B! = B;\{c'd'}. Par application du Lemme 2.2.2, le graphe A} est une pousse :

(i1) ayant deux composantes connexes, une contenant le sommet ¢ et l'autre contenant

laréte a't/, et
(i2) dont l'aréte a'b’ est un coté.
Par application du Lemme 2.2.2, le graphe B] est une pousse :

(i3) ayant trois composantes connexes, une contenant le sommet a’, une contenant le sommet

b et une contenant le sommet ¢'.

On définit maintenant A et B comme étant respectivement 'union de A, et A}, et I'union
de B, et B.. Chaque aréte de T étant dans 'un de ces quatre sous-graphes, et a'd’ étant la
seule aréte appartenant a deux d’entre eux, les graphes A et B forment bien une partition
de T*. On va maintenant prouver que A et B sont des pousses et qu’elles vérifient bien les

différents points du théoréme.

La partition de 7™ est prolongeable. La plupart des f-sommets de T™ ont leur voisinage

*

ot Les seuls f-sommets pour lesquels ce n’est

partagé exactement comme dans 7, ou dans

pas le cas sont le f-sommet vy de T}, adjacent a b’ et ¢, et le f-sommet vy de T}, adjacent

Y

a d et . Daprés (e;) (resp. (f;)), Varéte O'c’ (resp. a’) est un isthme de A; (resp. By)
Paréte support de vy (resp. vg) n’est donc pas b/ (resp. da’). En effet, si ¢’était le cas on
aurait un cycle (vy,b/,c) € A; (resp. (va,d,d’) € B;) et I'aréte b'c’ (resp. ca’) ne serait pas
un isthme. Ceci implique que les arétes incidentes & vy (resp. vy) et son aréte support sont

partitonnées comme elles I’étaient dans T} .. La partition du voisinage de vy (resp. ve) est

int’
donc bien prolongeable. La partition de T* est prolongeable et la condition (a) du théoréme

est donc vérifiée.
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Le graphe A est planaire externe. On décompose I'union de A, et A, en deux étapes.
A chaque étape on considére une des composantes connexes de Al On fait d’abord I'union
de Al et de la composante connexe de A; contenant a’b’. Ces deux graphes ne s’intersectent
qu’en a't/. L’aréte o’b’ étant un coté dans chacune de ces deux pousses (c.f. (e4) et (i2)), on
applique le Lemme 2.2.6. On fait ensuite I'union du graphe issu de la premiére union et de la
composante connexe de A} contenant le sommet ¢’. Ces deux graphes ne s’intersectent qu’en
c, on applique donc le Lemme 2.2.4. Le Lemme 2.2.6 et le Lemme 2.2.4 impliquent que le
graphe A est une pousse telle que :

(b) A est connexe car A, est connexe (c.f. (el)) et car A} a exactement deux composantes

connexes, une contenant ¢ et une contenant a’'t’ (c.f. (i1)).
(d) L’aréte ab est un coté de A car Paréte ab est un cotée de AL (c.f. (e2)).

(e) L’aréte bc est un isthme de A car Paréte be est un isthme de A, (c.f. (e3)).

Le graphe B est planaire externe. On décompose I'union de B, et B] en trois étapes. A
chaque étape on considére une des composantes connexes de B]. Lorsqu’on fait 'union avec
la composante connexe de B] contenant a’ (resp. b’ et ¢’), les deux graphes ne s’intersectent
qu’en un sommet, a’ (resp. b’ et /). Pour chacune de ces unions on applique donc le Lemme
2.2.4. Lemme 2.2.4 implique que le graphe B est une pousse telle que :

(¢) B a deux composantes connexes, une contenant le sommet b et une contenant le sommet
¢, car B, a deux composantes connexes, une contenant le sommet b et une contenant le
sommet ¢ (c.f. (€5)), et car chacune des trois composantes connexes de B! est connexe
(c.f. (i3)).

(f) L’aréte ac est un isthme de B car I'aréte ac est un isthme de B, (c.f. (e6)).

On rappelle la définition du graphe S ainsi que 1’énoncé du Théoréme 4 :

T2

T T3
Y3

FiG. 25 — Le graphe S.

Théoréme 4 Toute triangulation T admet une partition en deux graphes planaires externes

triangulés. De plus, si T est j-connexe cette partition peut étre telle que :

(1) les représentations planaires de ces deuz graphes, induites par celle de T', soient planaires

erternes, et telle que
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(2) ces deuz graphes soient S-exclus (i.e. sans sous-graphe isomorphe a S).

En utilisant le Théoréme 6 on prouve finalement le Théoréme 4.

Preuve du Théoréme 4 : Pour toute triangulation 7', le Théoreme 6 implique qu’il existe

une partition prolongeable de stellation 7™ en deux pousses A et B. Cette partition induit une

partition de T en A" et B’. On obtient A’ (resp. B’) en supprimant les f-sommets de A (resp.

B). Comme la partition de T™* est prolongeable les f-sommets sont soit de degré un dans A

(resp. B) soit de degré deux dans A (resp. B) et avec les deux voisins qui sont adjacents entre

eux dans A (resp. B). Or les Lemmes 2.2.2 et 2.2.3 indiquent qu'un graphe obtenu par la

suppression de tels sommets dans une pousse est aussi une pousse. On considére maintenant

le cas des triangulations 4-connexes.

(1)

Si la représentation planaire induite par la représentation planaire de T' d’une des pousses
A" ou B’ n’est pas planaire externe, alors cette pousse a un cycle C et un sommet x ¢ C
a l'intérieur de C'. On considére un tel cycle C' de longueur minimum. Cette pousse étant
triangulée, si C est de longueur supérieure a 3, alors C' a une corde e. Dans ce cas, on
peut construire un cycle passant par e et par certaines arétes de C, contenant le sommet
x a l'intérieur et étant de longueur plus petite que C. C’est impossible puisque C' est de
longueur minimum. Le cycle C' est donc un cycle de longueur 3. Or T étant 4-connexe, il
n’y a pas de 3-cycle séparant. Le seul cycle de longueur 3 ayant des sommets & l'intérieur
est le cycle délimitant la face externe de T'. Or comme ce cycle n’est, par définition de
A et B, pas entiérement contenu dans A ou dans B, on en déduit qu’il n’existe pas de
tel cycle C. Les deux pousses sont donc bien représentées de facon planaire externe. Le

point (1) du Théoréme 4 est donc vérifié.

Si le graphe S était sous-graphe de la pousse A, T' n’ayant pas de 3-cycle séparant, le
cycle (y1,y2,y3) de S délimiterait une face de T'. Cette face ne serait pas la face externe
abc car ab € A et ac € B. La face y1y2y3 serait donc une face interne de T'. On note v le
f-sommet de T™ relié aux sommets y1, y2 et ys3. On considére maintenant la partition de
T* donnée par le Théoréme 6. Cette partition étant prolongeable et les arétes y1y2, y1ys3
et yoys étant dans A, l'aréte support de v, disons y1y9, est dans A. Comme il s’agit de
I’aréte support de v, les arétes vy; et vys sont donc dans A. Les arétes y1x2, Y22, Y10,
Y20, Yy1y3 et yoy3, toutes contenues dans A, formeraient donc une copie de Ky 3, ce qui
est impossible dans un graphe planaire externe. Le point (2) du Théoréme 4 est donc

veérifié.



60 CHAPITRE 2. PARTITION EN PLANAIRES EXTERNES

2.5 Optimalité

On remarque que par définition des partitions de graphes, les graphes A et B du Théoréme

6 sont tels que V(A) = V(B) = V(T'). On définit la densité d’un graphe H comme étant le

ratio }‘%Zgi On rappelle que la planarité externe 0.(G) (resp. la planarité 0(G) et I'arboricité

a(G) ) d’'un graphe G, est le plus petit entier k tel que G soit partitionnable par k graphes
planaires externes (resp. graphes planaires et foréts). Tout comme 'arboricité ou la planarité,
la planarité externe augmente lorsque la densité du graphe augmente suffisamment. En effet,

les graphes planaires externes sur n sommets ayant au plus 2n — 3 arétes, pour tout graphe G
|E(H)|
0.(G) > — 2
() 2 o | i 2

Le maximum étant pris parmi tous les sous-graphes de G ayant au moins 4 sommets. Les

on a :

triangulations sur n sommets ayant 3n — 6 arétes, le Théoréme 6 est donc optimal en terme
de planarité externe. On définit maintenant la planarité externe fractionnaire 6{(G) dun

graphe G :

HJ(G) = inf{% : G est g-couvrable par p graphes planaires externes}

Une k-partition étant une 1-couverture par k graphes, on a 9£(G) < 0.(G). La planarité
externe fractionnaire maximale d’un graphe planaire vaut donc au plus 2. Et comme les graphes

planaires externes sur n sommets ont au plus 2n — 3 arétes, on a l'inégalité suivante :

|E(H)|
01(G) > max GRS (3)
Cette relation permet de dire que la planarité externe fractionnaire maximale des graphes
planaires se situe entre % et 2. Les graphes planaires bipartis sont significativement moins
denses que les graphes planaires généraux. les graphes planaires bipartis sur n sommets ont
au plus 2n — 4 arétes (Par la Formule d’Euler et le fait que chaque face est incidente & au
moins 4 arétes). La planarité externe fractionnaire maximale des graphes planaires bipartis
se situe donc entre 1 et 2. Les graphes planaires bipartis sont si peu denses que, d’aprés la
formule de Nash-Williams (c.f. Théoréme 3), on peut méme les couvrir avec deux foréts, qui
sont des graphes planaires externes assez triviaux. Malgré cela, le théoréme suivant montre
que la borne supérieure de 95, donnée par le Théoréme 6 est optimale, y compris lorsque 1’'on

se restreint & la famille des graphes planaires bipartis.

Théoréme 7 Pour toute paire d’entier (p,q), si g < 2, le graphe planaire biparti K 2p41,

n’admet pas de q-couverture par p graphes planaires externes.

Preuve du Théoréme 7 : Soient {ai,as} et {b1,...,bops1} les deux stables maximaux

du graphe K3 9,.1. Si l'on g-couvre ce graphe avec p graphes planaires externes, les graphes
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planaires externes étant Ks 3-exclus, chacun d’entre eux contient au plus deux des chaines
(a1,bi,a2), pour 1 < ¢ < 2p + 1. 1l existe donc un entier k, avec 1 < k < 2p + 1, tel que
la chaine (a1, bg, as) n’est sous-graphe d’aucun des graphes planaires externes. Il faut donc ¢
graphes planaires externes pour g-couvrir ’aréte a;b, et ¢ autres pour couvrir U'aréte aoby. Il

est donc bien nécessaire que p > 2q.

|

La somme du nombre d’arétes d'un arbre sur n sommets, n—1, et du nombre d’arétes d’un
graphe planaire externe maximal sur n sommets, 2n — 3, étant supérieure au nombre d’arétes
d’un graphe planaire maximal sur n sommets, 3n — 6, on pourrait imaginer que les graphes
planaires sont partitionnables en une forét et en un graphe planaire externe. Kedlaya [Ked96|
a montré que ce n’est pas toujours possible. Il a exhibé des triangulations non 4-connexes
n’admettant pas de partition en deux graphes planaires externes si l'on impose que 1'un des
deux soit représenté de facon planaire externe. Comme les foréts sont toujours représentées
de facon planaire externe, on ne peut pas partitionner ces graphes en une forét et un graphe

planaire externe.

Le résultat de Kedlaya n’est pas vrai pour les triangulations 4-connexes. En effet, on a vu
dans le Théoréme 6 que les triangulations 4-connexes sont partitionnables en deux graphes
planaires externes représentés de facon planaire externe. Il existe cependant des triangulations

4-connexes n’admettant pas de partition en une forét et en un graphe planaire externe.

On considére le graphe H représenté dans la Figure 26. On construit le graphe G en
prenant 4 copies de H, en identifiant leurs sommets a et b, et en ajoutant des arétes reliant
certains sommets de type ¢ a certain sommets de type d, comme indiqué dans la figure. Il est
facile de vérifier que cette triangulation ne contient pas de 3-cycle séparants et qu’elle est donc

4-connexe.

Fi1G. 26 — Les graphes H et G.

Théoréme 8 Le graphe planaire 4-connexe G représenté dans la Figure 26 n’est pas parti-

tionnable en une forét et en un graphe planaire externe.

Preuve : On raisonne par l'absurde et on considére une partition du graphe G en une forét

F et en un graphe planaire externe P. Les foréts n’ayant pas de cycle, il y a au plus une chaine
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reliant a et b dans F'. Les graphes planaires externes ne contenant pas de mineur de Kj 3, il y
a au plus deux chaines disjointes reliant a et b dans P. Il existe donc au moins une copie de

H ne contenant aucune chaine reliant a et b dans F' ou dans P.

Dans cette copie de H on a, parmi les arétes ac et bc (resp. ad et bd), une aréte dans F'
et une aréte dans P. On considére, sans perte de généralité que ac € F' et que bc € P. On
remarque qu’il n’y a pas de chaine reliant ¢ et d passant par e ou f dans F. En effet, si ad € F
cela créerait un cycle dans F' et si bd € F' cela créerait une chaine entre a et b dans F. [l y a
donc parmi les arétes ce, cf, de et df, au plus deux arétes dans F'. On considére différents cas

selon le nombre de ces arétes dans F :

S’il y en a deux, il y en a une incidente a e et une incidente & f. Il y a donc dans F une
chaine reliant a ou b et le sommet e et une chaine reliant a ou b et le sommet f. Comme
il n’y a pas de cycle ou de chaine reliant a et b dans F', on ne peut mettre ni ae, ni ef,
ni fb dans F. Ce qui est impossible puisque cela implique que l'on a la chaine (a, e, f,b)
dans P.

— S’il y en a une, il y a une chaine reliant ¢ et d passant par e ou f dans P. Comme il n’y
a pas de chaine reliant a et b dans P, on a donc ad € F' et bd € P. On considére, sans
perte de généralité, que cette aréte dans F' est adjacente & ¢ et on a donc de et df dans
P. On a aussi ae € F, sinon on aurait la chaine (a,e,d,b) dans P. Pour éviter le cycle
(a,c,e) dans F on a ce € P et cf € F. Finalement pour éviter le chaine (a,c, f,b) ou le
cycle (a,c, f,e) dans F on a bf € P et ef € P. Or cela implique que les arétes ce, cb,
de, df , db, ef et fb, formant un mineur de Ky sont dans P. Ceci est impossible puisque

les graphes planaires externes n’ont pas de mineur de Kj.

— S’il n’y en a pas, pour ne pas avoir de chemin dans P reliant a et b on a bd € P. Or cela
implique que les arétes ce, cf, cb, de, df et db, formant un Kj 3 sont dans P. Ceci est

. . . . ) .
impossible puisque les graphes planaires externes n’ont pas de mineur de K3 3.

2.6 Conclusion

Les preuves de la Propriété 1, de la Propriété 2 et du Théoréme 6 sont toutes trois construc-
tives. On pourrait s’en inspirer pour concevoir un algorithme prenant en entrée un graphe
planaire et renvoyant en sortie une partition de ce graphe en deux graphes planaires externes.
Un graphe planaire G ayant au plus 3|V (G)| — 6 arétes, on peut les triangulariser en temps
O(]V(G)|). De méme dans [Ric86], Richards montre comment décomposer une triangulation
T en ses composantes 4-connexes, des triangulations 4-connexes, en temps O(|V(G)]). En
utilisant des structures de données adéquates et en procédant comme dans les preuves de la

Propriété 1 et de la Propriété 2, on peut partitionner des triangulations 4-connexes en deux
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pousses en temps O(|V(G)|). On a alors bien un algorithme linéaire partitionnant les graphes

planaires en deux graphes planaires externes.

On constate que le Théoréme 4 a des conséquences intéressantes pour différentes problé-
matiques de théorie des graphes. La planarité 6(G) des graphes a été longuement étudiée
(voir [MOS98| pour un état de I'art). La planarité externe 6.(G) des graphes a, elle-aussi, été
étudiée [GN90a, GNIOb|. Maintenant que la [4, 3]-conjecture est un théoréme, on borne plus
finement 0.(G) en terme de 0(G).

Corollaire 1 Pour tout graphe G, on a 0.(G) < 20(G).

Un graphe de k-intervalle est un graphe ou les sommets sont des ensembles de k seg-
ments d'une droite (D) et tel que deux sommets sont adjacents si et seulement si leur in-
tersection est non-vide. On dit aussi des graphes de l-intervalles que ce sont des graphes
d’intervalles. Le nombre d’intervalles i(G) d’un graphe G est le plus petit entier k tel que
G est un graphe de k-intervalle. Le nombre de pistes t(G) d'un graphe G est lui le plus petit
entier k tel que G soit couvrable par k graphes d’intervalles. Soit un graphe G couvrable par
k graphes d’intervalles. En représentant chacun de ces graphes d’intervalles sur des segments
disjoints d’une droite (D) on obtient une représentation de G en graphe de k-intervalle. Pour
tout graphe G on a donc i(G) < t(G). Dans [SW83], Scheinerman et West montrent que pour
tout graphe planaire G, on a i(G) < 3. De plus, il existe des graphes planaires de nombre
d’intervalles 3. Le nombre de pistes maximum des graphes planaires est donc au moins 3. Dans
[KW99], Kostochka et West montrent que tout graphe planaire externe H est partitionnable
en deux graphes d’intervalles (i.e. t(H) < 2). Cette borne est optimale étant donné qu’il existe
des graphes planaires externes qui ne sont pas des graphes d’intervalles. La question se pose
aussi de savoir quel est le nombre de pistes maximum des graphes planaires [GW95, KW99|.
Les graphes planaires étant partitionnables en deux graphes planaires externes, et les graphes
planaires externes étant partitionnables en deux graphes d’intervalles, on obtient un début de

réponse.

Corollaire 2 (du Théoréme 4) Tout graphe planaire G est couvrable par quatre graphes
d’intervalles (i.e. t(G) < 4).

Le nombre de pistes maximum pour les graphes planaires est donc 3 ou 4. Dans le chapitre
suivant, on donnera un résultat un peu plus fort. En fait, on va montrer que tout graphe
planaire est couvrable par 4 graphes d’intervalles acycliques (i.e. sans cycles). On montrera
aussi que ce résultat est optimal en exhibant des graphes planaires ayant un nombre de pistes
égal a 4.

Dans [GZ99, BKPY05], les auteurs montrent que les graphes planaires externes sont cou-
vrables par une forét et un graphe de degré maximum A = 3. Dans [HHLT02, BKPY05], les

auteurs montrent que les graphes planaires sont couvrables par deux foréts et un graphe de
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degré maximum A = 8. Ils s’'interrogent également sur la valeur minimum de A.

Probléme ouvert 1 (He et al. [HHL102]) Quel est le plus petit entier A pour lequel tout

graphe planaire est couvrable par deuz foréts et un graphe de degré mazimum au plus A.
Dans [BKPYO05], Balogh et al. montrent que A > 4 et conjecturent que A = 4.

Conjecture 4 (Balogh et al. [BKPYO05]) Tout graphe planaire est couvrable par deuz fo-

réts et un graphe de degré mazimum au plus 4.

Les graphes planaires étant couvrables par deux graphes planaires externes, et les graphes
planaires externes étant couvrables par une forét et un graphe de degré maximum A = 3, on

a le résultat suivant :

Corollaire 3 (du Théoréme 4) Tout graphe planaire G est couvrable par deux foréts et un

graphe de degré mazimum A < 6.

Ce résultat n’est pas optimal puisque 'on prouvera dans la Section 3.7 que la Conjecture 4

est vraie.

Dans [Chu90|, Chung construit des graphes contenant comme sous-graphes induits tous
les graphes planaires ayant un nombre fixé de sommets, n, et un degré maximum inférieur a k,
pour k fixé. Ces graphes ont O(n3®) sommets. Chung montre aussi que si la [4, 3]-conjecture
est vraie on peut construire de tels graphes avec seulement O(n?) sommets. Mais notre résultat
n’induit pas de nouvelle borne puisque depuis I'article de Chung, Thomassen a montré, dans
[Tho95], comment atteindre la borne O(n?).

Le Théoréme 4 appelle aussi plusieurs questionnements. Il existe des graphes planaires de
largeur arborescente arbitrairement grande. Dans [Ked96, DOSV00], les auteurs montrent que
I’on peut néanmoins les couvrir avec deux graphes de largeur arborescente au plus 2. Il est
montré dans [DOSV00]| que tout graphe représentable sur une surface S est couvrable par deux
graphes de largeur arborescente bornée. Notre résultat peut-il étre lui aussi étendu a d’autres
surfaces 7 Pour chaque surface S il existe une notion de graphe S-externe. Un graphe est
S-externe s’il admet une représentation sur S ot tous ses sommets sont incidents & la méme

face. On propose la conjecture suivante.

Conjecture 5 Toutl graphe plongeable sur une surface S est couvrable par deux graphes S-

externes.

Cette conjecture est vraie pour les graphes toroidaux 5-connexes. En effet, dans [BR95|, Brunet
et Richter montrent que ces graphes ont un cycle hamiltonien séparant le tore en deux régions
connexes. En prenant les arétes d’un tel cycle C' et celles & Uintérieur d’'une méme région on

obtient bien un graphe torique externe. En effet, tous les sommets sont incidents a la méme
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face, la face bornée par C'. D’ailleurs, un des deux graphes ainsi construits est un graphe

planaire externe. C’est pourquoi on propose les conjectures suivantes.

Conjecture 6 Tout graphe plongeable sur une surface S est couvrable par un graphe S-externe

et un graphe planaire externe.

Cette conjecture entraine la Conjecture 5. La surface orientée de genre k, Si, est une
sphére a laquelle on a accroché k anses. Les surfaces Sg et S sont donc respectivement la

sphére et le tore.

Conjecture 7 Pour tout g et pour tout graphe G représentable sur Sy, il existe deux entiers
g1 et go tels que g = g1+ g2 et tels que G est couvrable par un graphe Sy, -externe et un graphe

Sg,-externe.

Cette conjecture aussi entraine la Conjecture 5 puisque les graphes Sy, - ou Sgy,-externes sont a
fortiori Sg-externes. Il est facile de voir que les Conjectures 6 et 7 sont vraies pour les graphes
G ayant un sommet dominant (i.e. adjacent a tous les autres), v. En effet, en considérant
une représentation de G sur une surface S et en supprimant le sommet v, on obtient une
représentation de G'\{v} dans laquelle tous les sommets sont incidents a la méme face. Le
graphe G\{v} est donc S-externe, alors que le graphe induit par les arétes incidentes a v

forme une étoile et est donc un graphe planaire externe (i.e. Sp-externe).
On termine enfin par la plus ambitieuse de ces conjectures, qui entraine les trois conjectures

précédentes.

Conjecture 8 Pour tout g, g1 et go tels que g = g1 + g2, tout graphe plongeable sur S, est

couvrable par un graphe Sy, -externe et un graphe Sgy,-externe.
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3.1 Introduction

Ce chapitre regroupes différents travaux (|[Gon06, GO05, Gon05a|) effectués sur la notion
d’arboricité des graphes. L’arboricité a(G) d’un graphe G est le plus petit entier k tel qu’il
existe une partition de G en k foréts. Etant donné qu’une forét avec n > 1 sommets a au plus
n —1 arétes, il faut pour un graphe G = (V, E), au moins [|E|/(|V| — 1)] foréts pour contenir

toutes les arétes de G. Cette remarque étant vraie pour tout sous-graphe de GG, on a la relation

|E(H)]
)2 e | a1 .

Le maximum étant pris parmi les sous-graphes non-triviaux (i.e. ayant au moins 2 sommets)

suivante :

H de G. Cette borne n’est issue que d’un argument concernant la densité des foréts et ne
tient pas compte de la structure particuliére de ces graphes. En utilisant un résultat prouvé
par Tutte [Tut61] et par Nash-Williams [NW61|, Nash-Williams [NW64| a montré que cette

borne correspond a la valeur exacte de a(G).

Théoréme 9 (Nash-Williams) L’arboricité a(G) d’un graphe G vaut

_ |En|
o(G) = max “VH\ 1

le mazimum étant pris parmi les sous-graphes H de G ayant au moins deuxr sommels.

Différentes variantes de la notion d’arboricité ont été étudiées. L’arboricité d-bornée
abg(G) d’un graphe G est le plus petit entier k tel qu’il existe une partition de G en k foréts
de degré maximum au plus d. Pour d = 2, ces foréts sont des foréts de chaines et on parle alors
d’arboricité linéaire al(G), al(G) = abs(G). Soit G un graphe A-régulier, partitionné en k
foréts de chaines et v un sommet de G étant au bout d'une de ces chaines. Les chaines étant
de degré au plus 2, il faut au moins [(A — 1)/2] foréts de chaines pour contenir les autres
A — 1 arétes incidentes a v. On a donc :

-1 )

o= 1+ [251] 2[4

Indépendamment Akiyama, Exoo et Harary [AEH80]| et Hilton [Hil82] conjecturent que cette

borne est la valeur exacte.

Conjecture 9 (Akiyama et al. et Hilton) Pour tout graphe A-régulier G, on a al(G) =

(55
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Les cas A = 1 ou 2 sont triviaux. De nombreux travaux portent sur cette conjecture toujours
ouverte. En particulier, on trouve dans [AEH81, Tom82, EP84, Gul86| les preuves des cas
A =3,4,5,6,8 et 10. Dans [Alo88] Alon montre lui que pour tout e > 0, al(G) < (3 +¢)A
pour tout G de degré maximum A suffisamment grand. Dans [Tru91|, Truszczynski étudie

abg(G) pour tout d > 2 et propose une généralisation de la Conjecture 9.

Conjecture 10 (Truszczynski) Pour d > 2 et tout graphe A-réqulier G, on a :

a(G) ou a(G)+1 si  a(G)= %

aba(G) = { max{(%] ,a(G)}  sinon

Cette conjecture est encore ouverte. Elle n’a été prouvée que pour les graphes complets, les

graphes bipartis complets et pour les couples (G, d) tels que d < A(G) + 1 — a(G).

Une étoile est un arbre de diamétre au plus 2. Une chenille est un arbre dont les sommets
de degré d > 2 induisent une chaine (éventuellement triviale). L’arboricité étoile ae(G)
(resp. 'arboricité chenille ac(G)) d'un graphe G est le plus petit entier k tel qu'il existe
une partition de G en k foréts d’étoiles (resp. de chenilles). Les étoiles étant des chenilles et

les chenilles étant des arbres, on a les inégalités suivantes :
a(G) < ac(G) < ae(Q) (6)

Etant donné un arbre A enraciné, on partitionne I’ensemble de ses arétes E(A) en E; et E,
qui sont respectivement ’ensemble des arétes des niveaux impairs et I’ensemble des arétes des
niveaux pairs. Les graphes induits par ces ensembles, A[E;] et A[E,], sont des foréts d’étoiles.
On a donc :

ae(G) < 2a(G) (7)

Dans [HMS96|, Hakimi et al. montrent que 'on peut aussi borner ae(G) par un autre invariant
de G, son nombre chromatique acyclique. Le nombre chromatique acyclique y,(G) d'un
graphe G est le plus petit entier k tel qu’il existe une k-coloration propre des sommets de G

ol toute paire de couleurs induit un graphe sans cycles.
Théoréme 10 (Hakimi et al.) Pour tout graphe G, on a ae(G) < xq(G).

Etant donnée une famille finie ou infinie F de graphes, on définit y,(F) (resp. ae(F),
ac(F), a(F)) comme étant le maximum de x,(G) (resp. ae(G), ac(G), a(G)), pour G € F.
Lorsque ce maximum n’est pas défini, x,(F) (resp. ae(F), ac(F) ou a(F)) prend la valeur

+00.

Pour tout entier g > 3 on note P, l'ensemble des graphes planaires de maille k& > g.
Comme Pyy1 C Py, on a Xq(Pgt1) < Xa(Py) (resp. ae(Pyi1) < ae(Py), ac(Pyi1) < ac(Py) et
a(Py+1) < a(Py)). De plus, le Théoreme 10 et I'inégalité (6) impliquent que pour toute famille
de graphes F on a :

a(F) < ac(F) < ae(F) < xolF) (8)
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On a regroupé dans le tableau suivant les valeurs possibles de ces invariants pour les familles

de graphes planaires P,.

maille g a(Py) | ac(Py) | ae(Py) | xa(Py)
3 3 3-4-5 )
4 2 2-3-4 2-3-4 5)
5-6 2 234 | 234 34
>7 2 23 2-3 3

TAB. 1 — Valeurs possibles de différents invariants pour les familles de graphes P,.

La colonne correspondant a ’arboricité «classique» est obtenue par le Théoréme de Nash-
Williams (c.f. Théoréme 9) et par la Formule d’'Euler (c.f. Théoréme 1). Les résultats de
[Bor79, BKW99| donnent les bornes supérieurs de la derniére colonne. De plus, il existe des
graphes planaires bipartis (donc de maille g > 4) de nombre chromatique acyclique 5 [KM76|
et des graphes de maille arbitrairement grande de nombre chromatique acyclique 3 : les cycles
impairs Cy,11. La colonne correspondant & I'arboricité étoile est obtenue par les inégalités (7)
et (8) et par le fait qu'il existe des graphes planaires d’arboricité étoile 5 [AA89|. Finalement,

la colonne correspondant & 'arboricité chenille est obtenue par I'inégalité (6).

Dans la suite de ce chapitre, on affine les valeurs du Tableau 1 et on étudie d’autres
types d’arboricités proches de I'arboricité étoile et de 'arboricité chenille. Le degré interne
maximum d’'une forét F' est le degré maximum de la forét induite par les sommets v de degré
au moins 2 dans F' (degp(v) > 2). On note que les foréts d’étoiles et les foréts de chenilles sont
respectivement de degré interne maximum 0 et au plus 2. Pour tout entier d > 0, I'arboricité
intérieurement d-bornée a4(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel qu'il existe une
partition de G en k foréts de degré interne maximum au plus d. Ce nouvel invariant englobe
plusieurs types d’arboricités connues. En effet, 'arboricité étoile (resp. I'arboricité chenille)
correspond a 'arboricité intérieurement 0-bornée (resp. 2-bornée). Pour tout graphe G, on a
donc ae(G) = ag(Q) et ac(G) = az(G). Pour tout entier d > 0 et tout graphe G, par définition

du degré interne maximum, on a :
ag1(G) < aq(G) (9)

Comme précédemment, on étend la définition de cet invariant de graphe aux ensembles de
graphes. Pour une famille F de graphes, on définit a4(F) comme étant le maximum de a4(G)
pour G € F. Lorsque ce maximum n’est pas défini, ag(F) prend la valeur +o00. Encore une

fois pour tout entier d > 0, comme Py C Py, on a :

ai(Pyg+1) < aa(Py) (10)

Dans la suite de ce chapitre on étudie aq(Py) pour différents entiers d > 0 et g > 3. Le Tableau

2 récapitule les différentes valeurs possibles de a4(Py) pour 0 < d < 3. On s’intéresse a a; et
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a ag car ces parameétres sont en relation avec I’arboricité étoile et I'arboricité chenille. Etant

donné que pour tout entier g > 3 on a l'inégalité,
(11)

les colonnes du tableau sont classées par «ordre» croissant. Les différences entre ce tableau et

le Tableau 1 sont prouvées dans les sections suivantes.

maille g a(Py) | az(Py) | ac(Py) = a2(Py) | a1(Py) | ae(Py) = ao(Py) | xa(Py)
3 3 4 4 4-5 5) 5)
4 2 4 4 4 4
) 2 3 3-4 3-4 3-4 3-4
6 2 3 3 3-4 3-4 3-4
7-8 2 2-3 2-3 3 3 3
9 2 2-3 2-3 2-3 3 3
10-13 2 2 2 2-3 3 3
>14 2 2 2 2 3 3

TAB. 2 — Résultats concernant les graphes planaires.

Les colonnes a(Py) et xo(Py) sont les mémes que dans le Tableaun 1. Les valeurs de la
colonne ae(Py) (resp. ai1(Py), ac(Py) et az(P,)) proviennent des relations (10) et (11) et des

résultats présentés dans la Section 3.2 (resp. la Section 3.3, la Section 3.4 et la Section 3.5).

On a aussi dans ce chapitre des résultats de complexité. Un probléme de décision est un
probléme dont la réponse, pour une instance donnée, est positive ou négative. Les problémes
NP-complets forment une famille de problémes pour lesquels on ne dispose pas d’algorithmes
efficaces. Les textes de réference [GJ79, HU79, CLR90| fournissent une définition précise des
différentes familles de problémes. Dans [Hob89] I'auteur présente un algorithme polynomial
permettant de calculer 'arboricité d’un graphe G. Pour de nombreuses variantes de 'arbo-
ricité, il n’existe pas de tel algorithme. Il est montré dans [HMS96] qu’il est NP-complet,
étant donné un graphe G, de décider si ae(G) < 2. De méme, dans [She96|, Shermer montre
que décider si al(G) < 2 ou bien décider si ac(G) < 2 sont tous deux des problémes NP-
complets. Au cours de ce chapitre, on affine ces résultats de NP-complétude et on donne
d’autres résultats de complexité. Pour cela on note k~~-ARB-INT-d-BORNEE le probléme
qui prend en entrée un graphe G et qui indique si ag(G) < k. On utilise aussi une nota-
tion alternative lorsque d = 0 ou 2; on note respectivement k~-ARBORICITE-ETOILE
et k- ARBORICITE-CHENILLE, les problémes k-ARB-INT-0-BORNEE et k-ARB-INT-
2-BORNEE. On remarque que si le probléeme k-ARB-INT-d-BORNEE est NP-complet pour
une famille de graphe F, alors cela implique que F contient des graphes G tels que a4(G) > k.

En effet, il n’existe pas d’algorithme permettant de répondre a un probléme NP-complet en
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temps constant. Donc lorsque k-ARB-INT-d-BORNEE est un probléme NP-complet pour une
famille de graphe F on a aq(F) > k.

Dans la Section 3.2 on montre que les problemes 2-ARBORICITE-ETOILE, 3-
ARBORICITE-ETOILE et 4-ARBORICITE-ETOILE sont NP-complets pour certaines fa-
milles de graphes assez restreintes. Ces résultats permettent de répondre positivement a un pro-
bleme ouvert de Fiala et Le [FLO4| concernant l'indice sous-chromatique x’, ,(G) des graphes

(on définira cet invariant de graphe dans la Section 3.2).

Probléme ouvert 2 (Fiala et Le [FLO4|) Est-il NP-complet de décider si un graphe pla-
naire G est tel que X, (G) <2°¢

Dans la Section 3.3 on montre que a;(P14) < 2 et que les problémes 2-ARB-INT-1-BORNEE
et 3-ARB-INT-d-BORNEE, avec d > 1, sont NP-complets pour certaines familles de graphes.

Dans la Section 3.4 on montre que les problémes 2-ARB-INT-d-BORNEE, avec d > 2, sont
NP-complets et que ac(P3) < 4, ac(Ps) < 3 et ac(Pg) < 2. Ces résultats permettent de
répondre a la Conjecture 11 et & trois problémes ouverts de Gyarfas et West [GW95].

Conjecture 11 (Roditty, Shoham et Yuster [RSY01, CamO03]) Pour tout graphe pla-
naire G, on a ac(G) < 4.

Probléme ouvert 3 (Gyarfas et West [GW95]) Quel est le nombre de pistes maximum
d’un graphe planaire ¢ Est-ce 8 comme pour le nombre d’intervalle [SW83] ¢

Probléme ouvert 4 (Gyarfas et West [GW95]) Est-il NP-complet de décider si un
graphe G sans triangle est tel que t(G) <27

Probléme ouvert 5 (Gyarfas et West [GW95]) Est-il NP-complet de décider si un
graphe planaire G est tel que t(G) <2 ¢

Dans la Section 3.5 on montre que ag(Ps) < 3.

Dans la Section 3.6 on introduit un nouveau type d’arboricité, 'arboricité T-exclue. Cette
notion permet entre autre de montrer que bien que a(Py) = 2, pour tout entier d > 0 on a
aq(Py) > 3.

Dans la Section 3.7 on répond au Probléme ouvert 1 en prouvant la Conjecture 4. On rappelle

ici leurs énoncés respectifs.

Probléme ouvert 1 (He et al. [HHL102]) Quel est le plus petit entier A pour lequel tout

graphe planaire est couvrable par deux foréts et un graphe de degré mazimum A ?

Conjecture 4 (Balogh et al. [BKPYO05]) Tout graphe planaire est couvrable par deuz fo-

réts et un graphe de degré mazimum au plus 4.
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En fait, on montre un résultat plus fort. On prouve que tout graphe planaire admet une
partition en trois foréts dont l'une est de degré maximum au plus 4. On montre également
que tout graphe planaire de maille g > 8 est couvrable par deux foréts dont une est de degré

maximum au plus 2.

Enfin, dans la Section 3.8 on conclut ce chapitre en donnant certaines perspectives de recherche.

Ces perspectives portent sur un raffinement des différentes notions d’arboricité étudiées.

Avant de prouver ces résultats, on présente dans la sous-section suivante un type de colo-

ration d’arétes en relation avec arboricité intérieurement d-bornée.

3.1.1 Les k-d-colorations

L’orientation d’une aréte uv est un ordre sur ses extrémités. Il y a deux ordres possibles,
on dit de P'aréte uv qu’elle est orientée soit de u vers v, soit de v vers u. Une orientation
partielle des arétes d'un graphe G est I'orientation d’un ensemble S C E(G) d’arétes de G.

Les arétes de S sont dites orientées et celles de E(G) \ S, non-orientées.

Définition 2 Une k-d-coloration d’un graphe G est constitué d’une k-coloration des arétes
de G et d’une orientation partielle des arétes de G, telles que pour tout entier i, avec 1 <1 < k,

on respecte les conditions suivantes :

(A) Un sommet v incident a une aréte e, coloriée i et orientée vers v, n’a pas d’autre aréte

incidente coloriée 1.
(B) Tout sommet v € V(G) a au plus d arétes incidentes non-orientées et coloriées i.

(C) Les arétes non-orientées et coloriées i induisent un graphe acyclique (i.e. sans cycles).

Soit G un graphe k-d-colorié. Pour tout ¢ avec 1 < ¢ < k, on note F; le graphe induit par les
arétes coloriées 7. Une extrémité de F; est un sommet v € V(G) incident a une aréte coloriée
i et orientée vers v. La condition (A) implique que toute extrémité v de F; est de degré 1
dans Fj (degp (v) = 1). Les sommets internes de F; sont les sommets de G' qui ne sont
pas des extrémités de F;. En particulier, un sommet n’ayant aucune aréte incidente coloriée ¢
est interne dans F;. Le lemme suivant montre que ce type de coloration est lié a 'arboricité

intérieurement d-bornée.

Lemme 3.1.1 Soit un entier k > 1 et un entier d > 0. Un graphe G est k-d-coloriable si et
seulement si aq(G) < k.

Preuve : Soit G un graphe k-d-colorié. Pour tout ¢ avec 1 < 4 < k, on montre que le
graphe F; induit par les arétes coloriées i est une forét de degré interne maximum au plus d.
Le graphe F; est une forét car ses arétes non-orientées induisent une forét (condition (C)) et
car ses arétes orientées, ayant une extrémité de degré 1 dans F; (condition (A)), ne sont pas

inclues dans un cycle de F;. La forét F; est de degré interne maximum au plus d. En effet, le
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graphe induit par ses sommets v de degré deg(v) > 2 ne contient que des arétes non-orientées,

il est donc de degré au plus d (condition (B)).

Réciproquement, on considére un graphe G tel que a4(G) < k. Soit E(G) = E1U...U Ej
une k-partition de ses arétes, telle que pour tout i, avec 1 < i < k, le graphe G[E;] soit une
forét de degré interne maximum au plus d. On montre que le graphe G est k-d-coloriable. Pour
la k-coloration des arétes, on colorie une aréte e € E(G) avec la couleur i si et seulement si
e € E;. Comme G[E;] est une forét, la condition (C) est remplie. Ensuite pour tout i, avec
1 < i <k, et pour tout sommet v de degré 1 dans G[E;] on oriente son aréte incidente dans
G[E;], e, vers une feuille de G[F;]. Le sommet v étant une feuille de G[F;], I'aréte e a bien au
moins une de ses extrémités qui est une feuille. Dans le cas oil les deux extrémités d’une aréte
wv sont de degré 1 dans G[E;], alors aréte uv est arbitrairement orientée de u vers v ou de
v vers u. Les autres arétes de G[E;| restent non-orientées. Par construction, la condition (A)
est remplie. Finalement, le graphe induit par les arétes non-orientées (c'est a dire les arétes
dont les deux extrémités sont de degré au moins 2) et coloriées i étant le sous-graphe de G[E;]
induit par les sommets v de degré deggg,(v) > 2 et G[E;] étant de degré interne maximum

au plus d, la condition (B) est remplie. O

Soient deux entiers k > 1 et d > 0, et un graphe G k-d-colorié. Un sommet v € V(G)
est p-interne (resp. Sp-interne, Zp-interne) s’il est interne dans exactement (resp. au plus,
au moins) p foréts F;. On insiste sur le fait qu'un sommet p-interne n’est pas (p — 1) ou

(p+ 1)-interne.

Lemme 3.1.2 Soit deuz entiers k > 1 et d > 0, et un graphe G k-d-colorié. Tout sommet
v € V(G) de degré dege(v) # k est nécessairement =1-interne.

Preuve : On le montre en prouvant que tout sommet O-interne est de degré k. En effet toute
extrémité v de Fy, avec 1 < i < k, est de degré 1 dans F; (degp, (v) = 1). Si un sommet v est
une extrémité dans toutes les foréts F;, avec 1 < i < k, alors la condition (A) implique que v

est incident & exactement k arétes, toutes orientées vers v et toutes coloriées différemment. O

Soient un graphe G k-d-colorié, un sommet u € V(G) et un sommet v ¢ V(G). Si u
est interne dans la forét Fy (donc u est Z1l-interne) on peut étendre la k-d-coloration de G
au graphe G'U {uv} en orientant l'aréte uv vers v et en la coloriant 1. On dit donc d’'une

k-d-coloration de G qu’elle est p-prolongeable si tous les sommets de G sont =p-internes.

3.2 Arboricité étoile des graphes planaires

Il existe différentes bornes connues pour ae(F) lorsque F # P,. Dans [AA89], Algor et Alon
considérent les graphes de degré maximum borné. Ils montrent, en utilisant le Lemme Local

de Lovéasz |[EL75|, que pour tout graphe A-régulier G on a ae(G) = %A + O(Ag log% A). Les
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graphes planaires externes étant acycliquement 3-coloriables, le Théoréme 10 implique qu'ils
sont d’arboricité étoile au plus 3. Cette borne est fine puisqu’il existe des graphes planaires

externes d’arboricité étoile 3.

Un graphe t-dégénéré est un graphe G dont tout sous-graphe H C G est de degré
minimum au plus ¢. Dans [HMS96], les auteurs montrent que le probléme 2-ARBORICITE-
ETOILE restreint & la famille des graphes 2-dégénérés est NP-complet. On affine ce résultat

en restreignant la famille de graphe.

Théoréme 11 Pour tout entier n > 1, il est NP-complet de décider si un graphe G, biparti,

planaire, 2-dégénéré, de maille g > 2n et de degré mazimum 3, vérifie ae(G) < 2.

On note que la maille de ces graphes est arbitrairement grande. Ce théoréme a plusieurs

conséquences notables. On savait que :
— si g > 4 alors ae(P,) < 4 et que
si g > 7 alors ae(P,) < 3.
Le Théoréme 11 impliquant que ae(P,) > 3 pour g > 4, on déduit que :
si 4 < g < 7alors ae(Py) = 3 ou 4 et que
— si g > 7 alors ae(P,) = 3.

Un graphe multi-complet est un graphe dont chaque composante connexe est un
graphe complet. Par exemple, les stables sont des graphes multi-complets. Le nombre sous-
chromatique yg,;(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel qu’il existe une k-coloration

des sommets de GG dont chaque classe de couleur induit un graphe multi-complet.

Le graphe représentatif des arétes d'un graphe G, noté L(G), est le graphe dont les
sommets représentent les arétes de G (i.e. V(L(G)) = E(G)) et dont les arétes sont définies
de la fagon suivante : il existe une aréte reliant les sommets e et f de L(G) si et seulement si,
dans le graphe G, I'aréte e est incidente a 'aréte f. Les sommets d'un graphe représentatif des
arétes L(G) qui induisent une clique correspondent a des arétes de G qui induisent une étoile
K1, ou un triangle K3. On définit donc I’indice sous-chromatique X’ ,(G) d'un graphe
G comme étant le plus petit entier k tel qu’il existe une k-coloration des arétes de G dont
chaque classe de couleur induit un graphe dont les composantes connexes sont des étoiles ou
des triangles. Cette notion est équivalente & la notion de nombre sous-chromatique du graphe
représentatif des arétes de G. En effet, L(G) étant une clique si et seulement si G est une
étoile ou K3, on a x. . (G) = xsun(L(G)).

On remarque que pour tout graphe G' de maille g > 4 (donc sans triangles), on a ae(G) =
X%y (G). Le Théoréme 11 permet donc de répondre positivement au Probléme ouvert 2 de
Fiala et Le.

Corollaire 4 (du Théoréme 11) [l est NP-complet de décider si un graphe planaire G vé-
rifie X%, (G) < 2.
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On note £ la famille des graphes représentatifs des arétes des graphes bipartis, planaires,
de degré maximum 3 et de maille au moins 6. Tout graphe L(G) € L est planaire (car G est
planaire et A(G) < 3), de degré maximum 4 (car A(G) < 3) et est le graphe représentatif des
arétes d'un graphe biparti. Ceci implique que les graphes de £ sont parfaits [BLS99].

Décider si un graphe G vérifie xg,(G) < 2 est NP-complet si G est un graphe parfait
[BENWO02] ou bien si G est planaire [GHO03]. Les graphes de £ étant planaires et parfaits, le

Théoréme 11 permet d’affiner ces deux résultats.

Corollaire 5 (du Théoréme 11) [l est NP-complet de décider si un graphe G, planaire,
parfait et de degré maximum 4, vérifie Xsup(G) < 2.

On montre aussi dans cette section que les problémes 3-ARBORICITE-ETOILE et 4-
ARBORICITE-ETOILE sont NP-complets pour des familles restreintes de graphes.

Théoréme 12 [l est NP-complet de décider si un graphe G, planaire, biparti et 2-dégénéré
vérifie ae(G) < 3.

Théoréme 13 Il est NP-complet de décider si un graphe planaire G vérifie ae(G) < 4.

On savait que ae(Py) < 4 et le Théoréeme 12 implique que ae(Py) > 4, on a donc ae(Py) =
4. Avant de commencer les preuves de ces théorémes, on rappelle que ae(G) = ag(G) et qu’une
k-0-coloration d'un graphe G est une k-coloration des arétes de G et une orientation de toutes
ses arétes (condition (B) avec d = 0), telles que pour tout entier ¢, avec 1 < i < k, on respecte

la condition suivante :

(A) Un sommet v incident & une aréte e, coloriée i et orientée vers v, n’a pas d’autre aréte

incidente coloriée 1.

Pour les k-0-colorations, la condition (C) est une conséquence de la condition (B).

3.2.1 NP-complétude de 2-ARBORICITE-ETOILE

Une k-coloration des sommets d'un graphe G est t-impropre si chacun des graphes induits
par une classe de couleur est de degré maximum au plus . Les colorations propres des som-
mets d'un graphe sont donc des colorations O-impropres. Le probleme 2-COLORATION
1-IMPROPRE prend en entrée un graphe G et indique si ce graphe admet une 2-
coloration 1-impropre de ses sommets. Dans [FJLS03, GHO03|, il est montré que le probléme 2-
COLORATION 1-IMPROPRE est NP-complet, y compris lorsque ’on se restreint aux graphes
planaires sans triangles et de degré maximum quatre. On prouve le Théoréme 11 par réduction

polynomiale de ce probléme.

Preuve du Théoréme 11 : Le Lemme 3.1.1 implique qu’il est suffisant de montrer que

pour tout n > 0, il est NP-complet de décider si un graphe G, biparti, planaire, 2-dégénéré, de
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maille g > 2n et de degré maximum 3, est 2-O-coloriable. Il est clair que décider si un graphe
est 2-0-coloriable est dans NP. On montre donc que ce probléme est NP-dur par réduction
polynomiale de 2-COLORATION 1-IMPROPRE.

Pour tout entier [ > 1, on définit les graphes CY;, et Ry de la facon suivante. On

construit Rojyq & partir d'une chaine (z1,x9,...,2941) a laquelle on ajoute, pour tout entier
i € [1,...,2l + 1], un sommet y; et une aréte x;y;. On construit C4, a partir d'un cycle
(21,22,...,29) auquel on ajoute, pour tout entier ¢ € [1,...,2[], un sommet z, et une aréte

ziz;. On fait quelques remarques concernant les 2-0-colorations possibles de ces graphes.

S Tk 2 0 1 T2141 1 1$k 2. 0 1 T214+1
2 2 2 1 2 2 1 2 1 2
Z/
2l Y1 Yk Y2141 Y1 Yk Y2141
(a) (b) (c)

FiG. 27 — Les 2-O-colorations de C; et de Rg41.

Fait 1 Pour tout entier | > 1, le graphe CY; est 2-0-coloriable. De plus, dans chacune des 2-0-
colorations de CY, les arétes 2z, pour i € [1...2l], sont orientées vers z, et alternativement

coloriées 1 et 2 (par exemple 1 lorsque i est impair et 2 lorsque i est pair).

Preuve : On constate dans la Figure 27.(a) que tout graphe CY; est 2-O-coloriable. Les

sommets z; étant de degré trois, ils sont = I-internes (c.f. Lemme 3.1.2).

On considére donc, sans perte de généralité, que le sommet z; est interne dans F et qu'il
a au moins deux arétes incidentes coloriées 1. Une des arétes z1zo ou zqz9;, disons zjzs, est
donc coloriée 1 et orientée de z; vers 'autre extrémité. Ceci entraine que le sommet zo est
une extrémité dans Fj et est interne dans Fy. Les arétes z9z3 et zgzé sont donc coloriées
2 et orientées de z9 vers l'autre extrémité. En itérant ce raisonnement pour les sommets

23,24, ...,291, on prouve le Fait 1. O

Fait 2 Pour tout entier | > 1, le graphe Rgjy1 admet des 2-0-colorations dans laquelle les
arétes r1y1 et Topp1Y2r41 sont coloriées 2 et respectivement orientées vers x1 et xop1. Pour

chacune de ces colorations il existe un entier k € [2,...,2l] tel que :

(a) si Uentier k est pair, l'aréte xpyy est soit coloriée 2 et indifféremment orientée vers xy

ou Yk, soit coloriée 1 et orientée vers yy, et tel que

(b) toute aréte x;y;, pour un entier pair i € [2,...,k — 1] Uk +1,...,2l], est coloriée 1 et

orientée vers ;.
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De plus, il eziste de telles 2-0-colorations de Roiy1 ou l'aréte xpyy est coloriée 1 (resp. 2),
pour tout entier k € [2,...,2l].

Preuve : On considére une 2-0-coloration de Ry;11 dans laquelle les arétes z1y; et Toj11y2141
sont coloriées 2 et respectivement orientées vers x; et o41. Etant donné la couleur et les
orientations des arétes x1y; et Toj+1Y21+1, les arétes xyx9 et x4+ sont coloriées 1. Etant

de degré 3, les sommets x;, pour i € [2,...,2I] sont =1l-internes (c.f. Lemme 3.1.2).

Si une aréte x;x;y1, avec i € [1,...,2l], est coloriée 1 et est orientée vers z; (resp. ;1)
alors le sommet x; (resp. x;11) est une extrémité de Fy et est interne dans Fy. Laréte z;_qx;

(resp. x;+1%;42) est donc coloriée 2 et orientée vers x;_1 (resp. xji2).

Cette observation implique que l'aréte z1xo (resp. xoizo11), qui est coloriée 1, est orien-
tée vers x1 (resp. wgy1). En effet, si cette aréte était orientée vers xo (resp. xg) alors cela

impliquerait que l'aréte xoyxo 11 (resp. xixo) soit coloriée 2, ce qui est impossible.

Il existe donc un entier k € [2,...,2] tel que les arétes x;x; 41, pour i € [1,...,2l], sont
orientées vers x; lorsque i < k ou bien vers x;41 lorsque ¢ > k. De plus, une aréte z;x;41, avec
i€(l,...,k—1] (resp. i € [k,...,2l]), est coloriée 1 (resp. 2) si i est impair et 2 (resp. 1) si i

est pair.

Cela implique, si 'entier k est pair, que 'aréte x,yi est soit coloriée 2, soit coloriée 1 et
orientée vers . On a donc bien le point (a). Les colorations des arétes x;x;11 impliquent aussi
que les sommets x;, avec i € [2,...,k—1]U[k+1,...,2l], sont des extrémités de F, et internes
dans F} si i est pair. Toute aréte z;y;, pour un entier pair ¢ € [2,...,k —1JU[k+1,...,2l],

est donc coloriée 1 et orientée vers y;. On a donc aussi le point (b).

Enfin, on montre dans la Figure 27.(b) et (¢) comment construire une 2-0-coloration de
Ro+1 (avec les mémes contraintes sur z1y1 et T 1y941) ou Uentier k et la couleur de laréte

Ty sont fixés.

|

On construit le graphe H en combinant une copie de C, et une copie de Rjg,+1. Pour
cela on fusionne le sommet zi de Cfln avec les sommets y1 et y18,41 de Rigp+1, comme indiqué
Figure 28.(a). On remarque en particulier que H est bien planaire, biparti, 2-dégénéré, de
maille > 4n et de degré au plus 3. On appelle ce graphe le gadget des sommets. On étudie les

différentes 2-0-colorations possibles de ce graphe.

Lemme 3.2.1 Dans toute 2-0-coloration de H, au moins sept des arétes xoinYy2in, avec 1 <
1 < 8, sont orientées vers y; et sont de la méme couleur. L’aréte restante xpyy, pour un entier
k= 2in avec 1 <1i <8, est soit coloriée et orientée comme les autres, soit coloriée différement
et orientée indifféeremment vers xp ou yi. De plus, pour tout entier k telle que k = 2in et
1 <i <8, il existe de telles colorations de H.
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Y2 Ya Y6 Ys

Fi1G. 28 — Le gadget du sommet u, H,.

Preuve : Le Fait 1 implique que la copie de Ry7,41 soit coloriée avec les arétes xiy; et
T17n+1Y17n+1 Orientées vers x; et de la méme couleur. Le Fait 2 permet alors de prouver le

lemme. O

Soit G un graphe planaire sans triangle et de degré maximum quatre. On rappelle que
décider si G est 2-coloriable de facon 1-impropre est NP-complet. Etant donné ce graphe G,
on construit le graphe G’ en remplagant chaque sommet u € V(G) par une copie du gadget
des sommets H ; on note cette copie H,. Ensuite, on connecte ces différentes copies de H en

procédant ainsi :

Etant donnée un représentation planaire de G, pour chaque sommet v € V(G), on
numeérote ses arétes incidentes de 1 a degqg(u) (avec degg(u) < 4) en parcourant ces

arétes dans le sens trigonométrique autour de u.

Pour chaque aréte uv € E(G) on fait la chose suivante : Soit 7 (resp. j) le numéro de
I'aréte wv pour le sommet u (resp. v). On identifie les sommets yu;, de Hy, et yajny2n de

H, et les sommets ysinq2n, de Hy, et yoj, de H,,.

Le graphe G’ ainsi obtenu est planaire, biparti, 2-dégénéré, de maille g > 4n et de degré au

plus 3.

On montre maintenant que le graphe G est 2-coloriable de fagon 1-impropre si et seule-
ment si le graphe G’ est 2-0-coloriable. On aura ainsi bien montré qu’il existe une réduction
polynomiale (la construction de G’ est polynomiale en |V (G)| + |E(G)|) de 2-COLORATION
1-IMPROPRE vers 2-ARBORICITE-ETOILE.

Etant donnée une 2-coloration 1-impropre ¢ de G on construit une 2-0-coloration de G.
Pour tout sommet u € V(G), on colorie le gadget H,, de sorte que pour toute aréte uv € E(G),

si les sommets communs de H, et de H, sont les sommets y4ip et Yainron de Hy, alors on

colorie les arétes incidentes a ces sommets de la facon suivante :

— Sice(u) # c(v), les arétes TainYain €t Tain+onYdinton de Hy, sont coloriées c(u) (voir Figure
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28.(b)).

Si c(u) = ¢(v), les arétes T4inYain et Tain+onYsinton de Hy, sont respectivement coloriées
c(u) et 3 —c(u) (voir Figure 28.(c)).
La coloration c¢ étant 1-impropre, pour chaque gadget H, au plus une aréte xo;,¥y2in, avec
1 < < 8, n’est pas coloriée ¢(u). Le Lemme 3.2.1 indique que pour chaque sommet u € V(G),
il existe une telle 2-0-coloration du gadget H,. On voit Figure 28.(b) et (¢) que tout sommet
appartenant & 2 gadgets est incident & 2 arétes de couleurs distinctes, la condition (A) est
donc respectée. Les 2-0-colorations des différents gadgets des sommets induisent donc une

2-0-coloration du graphe G.

Réciproquement, étant donné une 2-0-coloration de G’ on construit une 2-coloration 1-
impropre de G. Pour cela il suffit de colorier un sommet u € V(G) comme la majorité des
arétes xo;y9; de H,. On note c cette coloration des sommets de G. Le Lemme 3.2.1 implique
que, pour tout u € V(G), le gadget H, est «adjacent» a au plus un gadget, H,, telle que

c(u) = ¢(v), la coloration ¢ est donc bien 1-impropre. O

3.2.2 NP-complétude de 3-ARBORICITE-ETOILE

Le probléeme 3-COLORATION prend en entrée un graphe G et indique si ce graphe
admet une 3-coloration propre de ses sommets. Dans [GJS76], il est montré que le probléme
3-COLORATION est NP-complet, y compris lorsque 1'on se restreint aux graphes planaires de

degré maximum quatre. On prouve le Théoréme 12 par réduction polynomiale de ce probléme.

Preuve du Théoréme 12 : Il est suffisant de montrer (c.f. Lemme 3.1.1) que décider si
un graphe G, biparti, planaire et 2-dégénéré est 3-0-coloriable, est un probléme NP-complet.
Il est clair que décider si un graphe est 3-0-coloriable est dans NP. On montre donc que ce
probléme est NP-dur par réduction polynomiale de 3-COLORATION.

Soit A le graphe dont 4 copies sont représentés dans la Figure 29.

Y1 Y1

2

Fi1G. 29 — Le graphe A.

On étudie les contraintes de 3-0-coloration de A.
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Fait 3 Il n’y a pas de 3-0-coloration de A ou toutes les arétes incidentes a x1 ou a xo sont
orientées vers y;, avec i € {1,2}. De plus, toute 3-0-coloration de A ot une seule des arétes
xy;, avec i et j € {1,2}, disons 'aréte xays, est orientée vers x;, est telle que les arétes x1y1,

X1Y2, Tayy et xayo sont respectivement colorides 1, 2, 3 et 1 (a la permutation de couleur pres).

Preuve : On note que d’aprés le Lemme 3.1.2 les sommets y;, avec i € {1,2}, et les sommets
z;, avec i € {1,2}, sont tous =1l-internes. Si toutes les arétes z;y;, avec i et j € {1,2}, sont
orientées vers y; (voir Figure 29.(a)), les sommets y; sont des extrémités dans 2 des foréts
F;, avec 1 < ¢ < 3. Ces sommets sont donc 1-internes. Ceci implique que les arétes yi21 et
Y122 (resp. yoz1 et yoz9) sont orientées vers les sommets z;, avec ¢ € {1,2}, et sont toutes
deux coloriées a € {1,2,3} (resp. b € {1,2,3}). Comme la forét F, ne peut contenir le cycle
(y1,21,Y2,22) on a a # b; disons que a = 1 et b = 2. Ceci implique que les sommets z; et
z9 sont tous deux l-internes dans F3. Les autres arétes incidentes aux sommets z; et zo sont
donc toutes coloriées 3. Ceci est impossible puisque ces arétes forment un cycle et que Fj est
une forét. On ne peut donc pas avoir toutes les arétes x;y;, avec i et j € {1,2}, orientées vers
Yj-

On considére maintenant que ’aréte xoyo est coloriée 1 et est orientée vers xs, que I'aréte
x1y2 est coloriée 2 et est orientée vers yo et que les arétes x;y1, avec i € {1,2} sont toutes deux

orientées vers y; On traite différents cas suivant la coloration des arétes z;y;, avec i € {1,2}.

1. Sil'aréte x1y; est coloriée 2 (voir Figure 29.(b)) alors 'aréte zoy; ne peut étre coloriée 2
(condition (A)). De plus, l'aréte xoys étant orientée vers yo et coloriée 1 alors 'aréte zoy;
ne peut étre coloriée 1 (condition (A)). L’aréte xoy; est donc nécessairement coloriée 3.
De méme, cela implique que les arétes y12;1 et y129 sont coloriées 1 et sont respectivement
orientées vers les sommets 21 et z9. Ceci implique que les arétes y2z1 et Y229 sont coloriées
3 et sont respectivement orientées vers les sommets z; et z3. Ceci implique que les
sommets 21 et zo sont tous deux l-internes dans F5. Les autres arétes incidentes aux
sommets z; et zo sont donc toutes coloriées 2. Ceci est impossible puisque ces arétes

forment un cycle et que Fb est une forét. L'arétes 1y, n’est donc pas coloriée 2.

2. Silaréte xoy; est coloriée 2 (voir Figure 29.(c)), alors les arétes y; 21 et y129 sont coloriées
a € {1,3} (a dépend de la couleur de 'aréte x1y;) et sont respectivement orientées
vers les sommets z1 et z9. Ceci implique que les arétes yoz1 et yo29 sont coloriées b €
{1,2,3}\{2,a} et sont respectivement orientées vers les sommets z; et z3. Comme la
foret Fj, ne peut contenir le cycle (yi,z1,¥2,22), on a a # b. Ceci implique que les
sommets z; et zo sont tous deux l-internes dans Fp, avec ¢ € {1,2,3}\{a,b}. Les autres
arétes incidentes aux sommets z1 et zo sont donc toutes coloriées c. Ceci est impossible
puisque ces arétes forment un cycle et que F, est une forét. L’arétes xoy; n’est donc pas

coloriée 2.

3. Siles arétes x1y; et xoy; ne sont pas coloriées 2 (voir Figure 29.(d)), alors ces arétes sont

nécessairement coloriées respectivement 1 et 3. On constate finalement dans la Figure
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29.(d) qu'il existe bien une 3-0-coloration de A ou les arétes z1y1, T1y2, Tay1 et Tayo

sont respectivement coloriées 1, 2, 3 et 1.

a

On construit le graphe B a partir de deux copies de A, dont on identifie les sommets x7 et

les sommets xo, et d'un nouveau sommet v comme décrit dans la Figure 30. On remarque que

B est un graphe planaire, biparti et 2-dégénéré. On appelle ce graphe le gadget des sommets.

L1

)

Fia. 30 Le gadget des sommets : le graphe B.

Lemme 3.2.2 Le graphe B est 3-0-coloriable et dans chacune de ces 3-0-colorations, le som-

met u est 1-interne.

Preuve : En utilisant la coloration de A présentée dans le Fait 3, il est facile de construire

une 3-0-coloration de B. On montre maintenant que dans toute 3-0-colorations de B les arétes

uxy et urg sont orientées vers w. On raisonne par I’absurde en considérant que 'aréte uxq est

orientée vers xp et coloriée 1. On considére deux cas suivant le nombre de copies de A ayant

une aréte orientée vers 1. Etant donné que 1 est Z1-interne (c.f. Lemme 3.1.2) et que I'aréte

uxy est déja orientée vers xq, il y a au plus une aréte orientée vers x; dans les copies de A.

— Si aucune copie de A n’a d’aréte orientée vers x1, d’aprés le Fait 3, il y a au moins

deux arétes orientées vers xo. Le sommet xp étant Z1-interne (c.f Lemme 3.1.2), il y
en a exactement deux, une pour chaque copie de A. On considére que ces arétes sont
coloriées a et b € {1,2,3}, avec a # b, et que le sommet x5 est 1-interne dans F, avec
c € {1,2,3}\{a,b}. L’aréte uxy est donc coloriée ¢ et orientée vers u. Or d’aprés les
colorations possibles de A (c.f. Fait 3), le sommet x7 est interne dans Fj et Fp, on a
donc ¢ = 1. Or étant données leurs orientations respectives, les arétes uxy et uxe ne
peuvent étre toutes deux coloriées 1. Une des copies de A a donc une aréte orientée vers

xIq.

Si une copie de A a une aréte orientée vers xj et coloriée 2, alors le sommet x1 est 1-
interne dans F3. Dans la deuxiéme copie de A, les arétes x1y; et 21y sont donc coloriées
3 et orientées vers les sommets y; et yo. Or d’apreés le Fait 3 ceci implique que dans cette
copie de A, les arétes xoy; et ways sont toutes deux orientées vers xo. Or comme les

sommets y; et yo sont des extrémités de Fj, les arétes xoy; et xoyo sont respectivement
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coloriées 1 et 2. Le sommet x5 est donc 1-interne dans F3 et d’aprés le Fait 3, le premiére

copie de A n’est pas coloriable dans ces conditions.

Les arétes ux; et uxo sont donc toutes deux orientées vers le sommet u. Ce sommet est donc

bien 1-interne. O

Lemme 3.2.3 On considére une 3-0-coloration d’un graphe H o les sommets u et v sont
I-internes. Soit 2 sommets x et y & V(H), on note H' 'union de H et du cycle (u,x,v,y).
On peut étendre la 3-0-coloration de H o H' uniquement si les sommets u et v sont internes

dans des foréts distinctes.

Preuve : Le sommet u (resp. v) étant l-interne dans F; avec ¢ € {1,2,3} (resp. Fj avec
Jj €{1,2,3}), les arétes ux et uy (resp. vx et vy) sont nécessairement orientées vers x et y et

coloriées i (resp. j). Il faut donc, pour respecter la condition (A), que i # j. O

Soit G' un graphe planaire de degré maximum quatre. On rappelle que décider si G est 3-
coloriable est NP-complet. Etant donné ce graphe G, on construit le graphe G’ en remplacant
chaque aréte uv de G par un cycle (u,z,v,y), ot les sommets = et y sont de nouveaux
sommets, et ott pour chaque sommet v € V(G) on ajoute un gadget et on identifie ce sommet

v au sommet u du gadget. Le graphe G’ ainsi construit est planaire, biparti et 2-dégénéré.

On montre maintenant que le graphe G est 3-coloriable si et seulement si le graphe G’ est
3-0-coloriable. On aura ainsi bien montré qu’il existe une réduction polynomiale (la construc-
tion de G’ est polynomiale en |V(G)| + |E(G)|) de 3-COLORATION vers 3-ARBORICITE-
ETOILE.

Si le graphe G admet une 3-coloration propre de ses sommets ¢, on en déduit une 3-0-
coloration de G’. Tl faut pour cela, pour chaque sommet v € V(G), colorier le gadget de v
de maniére a ce que le sommet u de ce gadget soit l-interne dans la forét Fy (c.f. Lemme
3.2.2).

Finalement, pour chaque aréte uv € E(G), on colorie le cycle (u,z,v,y) en orientant les
arétes vers x ou y et en coloriant c(u) (resp. ¢(v)) les arétes incidentes a u (resp. v). Comme

c(u) # ¢(v), la condition (A) est respectée et on a bien une 3-0-coloration de G'.

Réciproquement, si G’ admet une 3-0-coloration, on en déduit une 3-coloration de G.
Dans le gadget du sommet v € V(G) le sommet u est l-interne dans F;, pour i € {1,2,3}
(c.f. Lemme 3.2.2). On définit la coloration ¢ des sommets de G en posant ¢(v) = i. D’aprés
le Lemme 3.2.3 cette coloration donnera des couleurs différentes & deux sommets voisins dans

G. La coloration ¢ est donc bien une 3-coloration propre de G. O
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3.2.3 NP-complétude de 4-ARBORICITE-ETOILE

Dans [Och05], Ochem montre qu’il est NP-complet de décider si un graphe planaire G est

acycliquement 4-coloriable. On s’inspire de sa technique pour prouver le Théoréme 13.

Preuve du Théoréme 13 : Il est suffisant de montrer (¢.f. Lemme 3.1.1) que décider si un
graphe planaire G est 4-0-coloriable, est un probléme NP-complet. Il est clair que décider si
un graphe est 4-0-coloriable est dans NP. On montre donc que ce probléme est NP-dur par
réduction polynomiale de 3-COLORATION.

Soit A le graphe représenté dans la Figure 31.(a). Dans ce graphe, l'indice i est un entier
tel que 1 € {1,3}.

Yi+1

@ (b)

Fic. 31 Le graphe A et deux de ses 4-0-colorations.

Fait 4 [l n’eziste pas de 4-0-coloration du graphe A ot les arétes y;a, y;b et y;c sont coloriées
1 et orientées de y; vers Uautre extremité, et ot les arétes y;y1a, yi+1d et yiy1c sont coloriées

2 et orientées de y;11 vers l'autre extremité.

Preuve : En effet, dans ce cas les sommets a, b, ¢ et d sont respectivement des extrémitées
de Fy et Fy, de I, de F} et F5 et enfin de F5. on ne peut donc colorier les arétes ab, be, cd,
bd, ad et ax que 3 ou 4, ce qui est impossible étant donné que le graphe induit par ces arétes

est d’arboricité étoile 3. O

La Figure 31.(b) (resp. la Figure 31.(c)) implique le fait suivant.

Fait 5 [l existe une 4-0-coloration du graphe A ot les arétes incidentes a y; sont coloriées 1
et orientées de y; vers lautre extremité, et ou les arétes incidentes a y;41 sont orientées de

Yitr1 vers lautre extremité et coloriées 2 ou 3 (resp. 1 ou 2).

On construit le graphe B a partir de deux copies de A, une avec i = 1 et une avec i = 3.
On identifie les sommets x de chacune des copies de A; on rajoute un sommet z, les arétes

YiYitr1, avec 1 <14 < 4, ainsi que les arétes zy; et zy;, avec 1 <14 <4 (voir Figure 32.(a)).

Fait 6 Il n’existe pas de J-0-coloration du graphe B ot toutes les arétes xy;, avec 1 <1 <4,

et toutes les arétes zy;, avec 1 < i < 4, sont orientées vers y;.
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Y1

A
v

Ya

@ (b)
FiGg. 32 Le graphe B.

Preuve : On raisonne par I'absurde en considérant qu'une telle 4-0-coloration existe. On
considére, sans perte de généralité que laréte yoys est orientée vers ys (voir Figure 32.(a)).
Comme les arétes xys, zys et yoys sont toutes orientées vers ys, ce sommet est donc une
extrémité dans au moins trois foréts. De plus, comme deg(ys) = 7 # 4, ce sommet est néces-
sairement 1-interne (c.f. Lemme 3.1.2). L’arétes y3y4 est donc orientée vers yy. Ceci implique,
les arétes xy4, 2y4 et ysys étant toutes orientées vers yy, que le sommets y4 est lui aussi une
extrémité dans au moins trois foréts. Comme deg(ys) = 6 # 4, le sommet y4 est lui aussi
I-interne (c.f. Lemme 3.1.2). Dans la copie de A ou ¢ = 3, les arétes ysa, ysb et ysc (resp. yaa,

yad et y4c) sont donc orientées de y3 (resp. y4) vers l'autre extrémité et coloriées j € {1,2,3,4}

(resp. k € {1,2,3,4}). Or d’aprés le Fait 4, ceci est impossible. O
‘ ‘ 2
3 1 1
o
= o> =i el
1 5 4 1 ’
@ (b)

Fia. 33  Deux 4-0-colorations de B et les schémas les représentant.

En utilisant les 4-0-colorations de A décrites dans le Fait 5, on obtient les deux 4-0-
colorations de B décrites dans les faits suivants. Dans la Figure 33 on représente deux de ces
4-0-colorations ainsi que les schémas correspondants. On utilisera ces schémas dans les figures

suivantes ot 'on représente des 4-0-colorations de copies de B.

Fait 7 Il existe une 4-0-coloration du graphe B ot toutes les arétes incidentes a x (resp. z)
sont orientées vers l'autre extrémité et coloriées 1, et ou les arétes incidentes a z (resp. x)
sont orientées vers l'autre extrémité et coloriées 2, sauf une qui est orientée vers z (resp. x)

et coloriée 3 (voir Figure 33.(a)).
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Fait 8 Il existe une 4-0-coloration du graphe B ot les arétes incidentes a x et z sont orientées
vers autre extrémité et respectivement coloriées 1 et 2, sauf l'aréte xys (resp. zys) qui est
orientée vers x (resp. z) et est coloriée 2 (resp. 1), et sauf laréte zys (resp. xys) qui est

orientée vers ys et est coloriée 1 (resp. 2) (voir Figure 33.(b)).

On construit le graphe C a partir de cing copies de B dont on identifie les sommets x et z
(voir Figure 34.(a)).

(b) ©

Fia. 34 Le graphe C, une de ses 4-0-colorations et le schéma la représentant.

Lemme 3.2.4 Dans chacune des j-0-colorations de C,
(1) le sommet x est 1 ou 2-interne, et
(2) le sommet x est incident o des arétes de toutes les couleurs.

De plus, il existe une 4-0-coloration de C ou le sommet x est 1-interne (resp. 2-interne).

Dans la Figure 34.(b) et (¢) on représente une de ces 4-0-colorations ainsi que deux type de
schémas. Le schéma du haut (resp. du bas) correspond a une 4-0-coloration de C dans laquelle
le sommet x est l-interne dans Fj (resp. 2-interne dans Fj et Fb). On utilisera ces schémas

dans les figures suivantes oul I’'on représente des 4-0-colorations de copies de C.

Preuve : On considére une 4-0-coloration quelconque de C. (1) D’apres le Fait 6, il y a dans
chaque copie de B au moins une aréte orientée vers  ou z. Comme deg(x) et deg(z) # 4,
les sommets z et z sont Z1-internes (c.f. Lemme 3.1.2) et ont au plus trois arétes incidentes
orientées vers chacun d’eux. L'un des sommets x ou z est 1-interne tandis que 'autre est 1 ou

2-interne. Le sommet x est donc bien 1 ou 2-interne.

(2) Le sommet z étant de degré d > 3, ¢’il est l-interne il est & des arétes de toutes les
couleurs. On considére donc que x est 2-interne. Sans perte de généralité, on considére que
x est 2-interne dans Fj et Fy que z est l-interne dans F,, avec a € {1,3}. Cela implique

plusieurs points :

Dans chaque copie de B il y exactement une aréte incidente & un sommet y;, avec
1 < i < 4, orientée vers x ou vers z. Une copie de B a une aréte orientée vers x et

coloriée 3, une autre a une aréte orientée vers x et coloriée 4, une autre a une aréte
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orientée vers z et coloriée 2, une autre a une aréte orientée vers z et coloriée 4 et enfin

la derniére a une aréte orientée vers z et coloriée b € {1,3}\a.

— Le sommet z étant 1-interne dans F,, dans chaque copie de B les arétes zy;, avec 1 <

1 < 4, orientées vers y; sont coloriées a.

— Le sommet x étant une extrémité de F3 et Fy, il est incident a une aréte coloriée 3 et a

une aréte coloriée 4.

Le sommet x étant incident & des arétes coloriées 3 et 4 on doit donc montrer que x est aussi
incident & au moins une aréte coloriée 1 et & au moins une aréte coloriée 2. Dans la copie de B
ou il y a une aréte xy;, avec 1 < i < 4, orientée vers x et coloriée 3, 'aréte zy; (dans la méme
copie de B et pour le méme entier i) est orientée vers y; et n’est pas coloriée 3. On a donc
a = 1. Dans toute copie de B il y a un sommet y;, avec 1 <17 < 4, tel que les arétes xy; et zy;
sont toutes deux orientées vers y;. L’aréte zy; étant coloriée 1, 'arétes zy; n’est pas coloriée
1, elle est donc coloriée 2. Dans la copie de B o1 il y a une aréte zy;, avec 1 <1 < 4, orientée
vers z et coloriée 2, alors 'aréte xy;, pour le méme entier i, est orientée vers y; et n’est pas
coloriée 2. Cette aréte est donc coloriée 1. Le sommet z est donc bien incident a des arétes de

toutes les couleurs.

On observe finalement dans la Figure 34.(b), en utilisant les 4-0-colorations de B décrites
précédement, qu’il existe une 4-0O-coloration de C ou le sommet = est l-interne. On peut
construire une 4-0-coloration de C ou les sommet x est 2-interne simplement en modifiant la

4-0-coloration de la copie de B située en bas dans la Figure 34.(b). O

On construit le graphe D a partir de 3 copies de C et de 3 nouveaux sommets. On note u
I'un de ces sommet. Le sommet u est adjacent aux 2 autres nouveaux sommets et au sommet

x de chacune des copies de C (voir Figure 35.(a)).

X1
X2

Y (4)
xr3 U

(@) (b) (©)

Fic. 35 Le graphe D, une de ses 4-0-colorations et le schéma la représentant.

Lemme 3.2.5 Le graphe D est 4-0-coloriable et dans chacune de ces 4-0-colorations, le som-

met u est 1-interne et il a des arétes incidentes de toutes les couleurs.

Dans la Figure 35.(b) et (¢) on représente une de ces 4-0-colorations ainsi que le schéma qui

lui correspond. Dans ce schéma, le 4 signifie que dans cette 4-0-coloration de D, le sommet u
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est 1-interne dans Fy. On utilisera ce schéma dans les figures suivantes ou I'on représente des

4-0-coloration de copies de D.

Preuve : On observe tout d’abord dans la Figure 35.(b), en utilisant les 4-0-colorations de
C décrites précédement, qu’une telle 4-0-coloration de D existe. On considére maintenant une
4-0-coloration quelconque de D. Le Lemme 3.2.4 indique que étant donnée les 4-0-colorations
possibles de chaque copie de C, toutes les arétes ux; sont orientées vers u. Ces trois arétes
utilisent donc trois couleurs distinctes, disons 1, 2 et 3. Les autres arétes incidentes & v sont
donc coloriées 4 et orientées de u vers I'autre extrémité. Le sommet u est donc 1-interne dans

Fy et incident a des arétes de toutes les couleurs. O

On construit le graphe £ a partir de 3 copies de D et de 4 nouveaux sommets, u, u’, v et

v, comme décrit dans la Figure 36.(a).

(©

F1G. 36 — Le graphe &, une de ses 4-0-colorations et le schéma représentant £.

Lemme 3.2.6 Le graphe £ admet une J-0-coloration ot les arétes uu' et vv' sont respecti-
vement orientées vers u' et v'. De plus, dans chacune de ces 4-0-colorations, ces deux arétes

sont de la méme couleur.

Dans la Figure 36.(b) et (¢) on représente une de ces 4-0-colorations ainsi que le schéma qui
lui correspond. On utilisera ce schéma dans les figures suivantes ot I’'on représente des copies

du graphe £.

Preuve : On observe tout d’abord dans la Figure 36.(b), en utilisant les 4-0-colorations de
D décrites précédement, qu'une telle 4-0-coloration de £ existe. On considére maintenant une
4-0-coloration quelconque de &£ avec les arétes uu’ et vv’ respectivement orientées vers u’ et
v'. Le Lemme 3.2.5 indique que, pour chaque copie de D, les arétes reliant cette copie aux
sommets v’ et v’ sont de la méme couleur et sont respectivement orientées vers v’ et v’. La

condition (A) implique donc que les arétes uu' et vv’ soient de la méme couleur. O

Le graphe F est une chaine de longueur deux, (u,v,w). On obtient le Lemme 3.2.7 par

simple définition de la 4-0-coloration.
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Fi1G. 37 — Le graphe F, une de ses 4-0-colorations et le schéma représentant F.

Lemme 3.2.7 Le graphe F a une 4-0-coloration ot les arétes uv et vw sont orientées vers v.

De plus, dans chacune de ces 4-0-colorations, ces deur arétes sont de couleurs différentes.

Dans la Figure 37 on représente F, une des 4-0-colorations de F évoqué dans le Lemme 3.2.7,
ainsi que le schéma représentant F. On utilisera ce schéma dans les figures suivantes ot 1’'on

représente des copies de F.

On doit maintenant combiner les graphes précédents pour construire des instances de 4-
ARBORICITE-ETOILE.

@ (b)

F1G. 38 — Une combinaison des graphes C, D, £ et F.

Remarque 3.2.1 Dans toute 4-0-coloration du graphe décrit dans la Figure 38 les sommets

u, T ety sont respectivement 2-interne dans F; et F;, 1-interne dans F; et 1-interne dans I,

pour i % j.

En effet, d’aprés les Lemmes 3.2.4 et 3.2.5, les sommets u, x et y sont respectivement 1 ou
2-interne, 1-interne et l-interne. De plus, les arétes incidentes aux sommets u, x ou y dans les
graphes £ et F sont orientées de u, x ou y vers 'autre extrémité. On en déduit, en utilisant
les Lemmes 3.2.6 et 3.2.7, que les sommets u et z (resp. u et y) sont internes dans la méme
forét, et que les sommets x et y sont internes dans des foréts distinctes (disons Fj et Fj avec
{i,7} € {1,2,3,4} et i # j). Le sommet u est donc 2-interne dans Fj et Fj. De plus, il est
clair, en utilisant les 4-0-colorations de C, D, £ et F présentées précédemment que ce graphe

est bien 4-0-coloriable.

On montre maintenant comment construire I'instance de 4-ARBORICITE-ETOILE. Dans
les figures suivantes on ne représentera pas les copies de C et de D. Comme dans chaque copies
de ces graphes on utilise les propriétés du sommet x pour C et du sommet u pour D, on ne
représentera que ces sommets-ci. On représente ces sommets, qui sont 1 ou 2-interne, par un

cercle blanc §’il sont 1-internes et par un double cercle blanc s’il sont 2-internes. On indique
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également a l'intérieur de ces (double) cercles dans quelle(s) forét(s) ils sont internes.

Le gadget des sommets est le graphe représenté dans la Figure 39.(a). Comme il s’agit
d’une représentation schématique, on précise qu’il y a une copie de C qui n’est pas représentée
(pour le sommet wu, c’est pour cela qu’il peut étre 2-interne) ainsi que 16 copies de D (pour
les sommets x; et y;, avec 1 < i < 8, c¢’est pour cela qu’ils sont 1-internes). On remarque que

ce graphe est bien un graphe planaire.

Fi1G. 39 — Le gadget des sommets.

Lemme 3.2.8 Le gadget des sommets (Figure 89) est 4-0-coloriable et dans chacune de ses
4-0-colorations les sommets xy, (resp. yx) sont 1-interne dans la méme forét F; (resp. Fj). De

plus, © # j et le sommet u est 2-interne dans F; et Fj.

Preuve : On colorie le gadget des sommets en utilisant les coloration présentées précédement
de fagon a ce que les sommets xj, (resp. yj) soient l-interne dans Fj (resp. F}) et de facon a
ce que u soit 2-interne dans F; et F}. Le reste du Lemme se prouve en utilisant la Remarque
3.2.1. O

Soit G' un graphe planaire de degré maximum quatre. On rappelle que décider si G est 3-
coloriable est NP-complet. Etant donné ce graphe G, on construit le graphe G’ en remplacant
chaque sommet u € V(G) par une copie du gadget des sommets; on note cette copie H,.

Ensuite, on connecte ces différents gadgets en procédant ainsi :

~ Etant donnée un représentation planaire de G, pour chaque sommet u € V(G), on
numeérote ses arétes incidentes de 1 a degq(u) (avec degg(u) < 4) en parcourant ces

arétes dans le sens trigonométrique autour de w.

— Pour chaque aréte uwv € FE(G) on fait la chose suivante : Soit 7 (resp. j) le numero de
laréte wv pour le sommet u (resp. v). On ajoute une copie de & reliant le sommet x9; de
H, et le sommet z5; de H, (voir Figure 40). On choisi une des extrémités de uw, disons
u. On ajoute une copie de F reliant le sommet yo; de H,, et le sommet yo; 1 de H, (voir
Figure 40).

Le graphe G’ ainsi obtenu est planaire.
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u —eu —

F1G. 40 — Le gadget des arétes.

Lemme 3.2.9 Soit une aréte uv € E(G) et soient H,, et H, les gadgets des sommets u et v

dans G'. Dans une 4-0-coloration de G’ on a les propriétés suivantes :

(1) Les sommets x;, avec i <1 <8, de H, et de H, sont I-interne dans la méme forét F},
avec 1 < j < 4.

(2) Les sommets y;, avec i < i < 8, de H, et ceur de H, sont 1-internes dans deuz foréts

distinctes.

Preuve : En effet, d’aprés le Lemme 3.2.6 les sommets x; € V(H,) et z; € V(H,) qui sont
reliés par une copie de £ sont l-internes dans la méme forét. Or tous les sommets x;, avec
i <i <8, de H, (resp. de H,) sont l-internes dans la méme forét (c.f. Lemme 3.2.8), on a

donc bien le point (1).

D’apres le Lemme 3.2.7 les sommets y; € V(H,) et y; € V(H,) qui sont reliés par une
copie de F sont internes dans 2 foréts distinctes. Or tous les sommets y;, avec ¢ < i < 8, de
H, (resp. de H,) sont l-internes dans la méme forét (c.f. Lemme 3.2.8), on a donc bien le
point (2). O

On montre maintenant que le graphe G est 3-coloriable si et seulement si le graphe G’ est
4-0-coloriable. On aura ainsi bien montré qu'il existe une réduction polynomiale (la construc-
tion de G’ est polynomiale en |V (G)| + |E(G)|) de 3-COLORATION vers 4-ARBORICITE-
ETOILE.

Si le graphe GG admet une 3-coloration propre de ses sommets ¢, on en déduit une 4-0-
coloration de G’. Pour cela, on 4-0-colorie chaque gadget H, (c.f. Lemme 3.2.8) de fagon a ce
que :

— le sommet u soit 2-interne dans Fy et F,),
— les sommets x;, avec 1 < i < 8, soient 1-interne dans Fjy, et

les sommets y;, avec 1 <14 < 8, soient 1l-interne dans Fi(,).

D’aprés le Lemme 3.2.6 tous les sommets de type z; étant 1-interne dans la méme forét, Fy,
les copies de & les reliant sont aussi 4-0-coloriables. Enfin, deux sommets de type y; et reliés

par une copie de F sont l-internes dans des foréts distinctes (disons Fy(,) et Fyy)). 11 est
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donc aussi possible de les 4-0-colorier, d’aprés le Lemme 3.2.7. Le graphe G’ est donc bien

4-0-coloriable.

Réciproquement, si G’ admet une 4-0-coloration, on en déduit une 3-coloration de G. le
Lemme 3.2.9 implique que tous les sommets de type x; sont 1-internes dans la méme forét,
disons Fy, les sommets de type y; sont donc l-internes dans Fj, Fy ou F3. On définit une
3-coloration des sommets de G de la facon suivante : ¢(v) = i si les sommets y; de H,, avec
1 < j <8, sont l-internes dans F;. Or d’aprés le Lemme 3.2.9, pour toute aréte uwv € E(G),
les sommet de type y; dans H, et ceux de type y; dans H, sont l-internes dans des foréts
distinctes. La 3-coloration c est donc une coloration propre et le graphe G est bien 3-coloriable.
]

3.3 Arboricité intérieurement 1-bornée

Il semble que I’arboricité intérieurement 1-bornée n’a pas été étudiée auparavant. Cet
invariant est intéressant car les arbres intérieurement 2-bornés sont simples, ce sont les étoiles
doubles. On peut définir ces graphes de deux facon différentes. Les étoiles doubles sont les
arbres de diamétre d < 3. On définit également les étoiles doubles comme étant les arbres
qui ont au plus deux sommets de degré d > 2. L’arboricité intérieurement 1-bornée a aussi

I'intéressante propriété d’étre bornée par les arboricités étoile et chenille.

VG, ac(G) < a1(G) < ae(Q) (12)

On rappelle qu'une k-1-coloration (c.f. Sous-section 3.1.1) d'un graphe G est une k-
coloration et une orientation partielle des arétes de G, telles que pour tout entier i, avec

1 <i <k, on respecte les conditions suivantes :

(A) Un sommet v incident a une aréte e, coloriée i et orientée vers v, n’a pas d’autre aréte

incidente coloriée 3.
(B) Tout sommet v € V(G) a au plus une aréte incidente non-orientée et coloriée i.

Dans ce cas (d = 1) le point (C) est une conséquence du point (B), on n’en fait donc pas

mention ici.

On a vu que le nombre chromatique acyclique d'un graphe borne son arboricité étoile
(c.f. Théoréme 10). On peut donner le méme genre de borne pour I'arboricité intérieurement
1-bornée. On définit pour cela les k-colorations acycliques l-impropres. Un graphe est
acycliquement k-coloriable de fagon 1-impropre s’il admet une k-coloration de ses sommets
telle que (1) chaque classe de couleur induise un graphe de degré maximum au plus 1 et (2)
chaque cycle de G, C' C G, est soit colorié de facon non-propre, soit colorié avec au moins trois
couleurs. Différents travaux portent sur ce type de coloration [BSV99, Och05]. On montre que

ce type de coloration permet de borner a;(G).
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Lemme 3.3.1 St un graphe G est acycliqguement k-coloriable de facon I1-tmpropre, alors

al(G) S k.

Preuve : En effet, il est possible de construire une k-1-coloration d'un graphe G, a partir

d’une k-coloration acyclique l-impropre de G, ¢. Pour cela on procéde de la fagon suivante :

(1) Si une aréte uv a ses deux extrémités de la méme couleur (c(u) = ¢(v) = i), alors on
laisse I’aréte uv non-orientée et on la colorie i. On note E' C E(G) l'ensemble de ces

arétes.

On considére maintenant le graphe G\E'. 1l est clair que la coloration ¢ de V(G) est une
k-coloration acyclique de G\E’. Or Hakimi et al. [HMS96| ont montré qu’étant donnée une
k-coloration acyclique ¢ d'un graphe H, il existe une k-0-coloration des arétes de H telle que

les sommets v coloriés ¢ (¢(v) = i) sont internes dans Fj.

(2) Le graphe G\E’ admet donc une k-O-coloration telle que tout sommet v € V(G) est

interne dans Fi,).

La réunion de cette coloration de G\E’ et de la coloration de E’ donne une k-1-coloration de

G telle que tout sommet v € V(G) est interne Fy(,). En effet :

Etant donnée la k-O-coloration de G\ E', si une aréte uv € E(G) est orientée vers v et
est coloriée 1, alors c(v) # 1 et le sommet v n’a pas d’autre aréte incidente orientée (vers
v ou dans 'autre direction) et coloriée 1. De plus, étant donné que c(v) # 1, il n'y a
donc pas d’aréte non-orientée coloriée 1 incidente & v. La coloration de G vérifie donc
bien la condition (A).

Les arétes non-orientées d’une méme couleur étant un sous-ensemble de 'ensemble E’,
qui induit un graphe de degré maximum 1, la coloration de G vérifie donc aussi la

condition (B).

La coloration du graphe G est donc bien une k-1-coloration et on a bien a1(G) < k. O

On présente maintenant les différents résultats obtenus pour ce type d’arboricité pour les
familles de graphes P,. On montre que les problémes 2-ARB-INT-1-BORNEE et 3-ARB-INT-
d-BORNEE, avec d > 1, sont NP-complets pour des familles restreintes de graphes.

Théoréme 14 [l est NP-complet de décider si un graphe G, planaire, biparti et de maille
g > 8, vérifie a1(G) < 2.

Théoréme 15 Pour tout entier d > 1, il est NP-complet de décider si un graphe G, planaire
et biparti, vérifie aq(G) < 3.

Pour tout entier g tel que 3 < g < 8, le Théoréme 14 implique qu’il existe un graphe planaire
G de maille g, tel que ai(G) > 3. Or, étant donné que ae(P7) = 3 et que ae(P7) > a1 (Pr) >
a1(Ps), on a1(P7) = a1(Ps) = 3. Pour tout entier d > 1, le Théoréme 15 implique qu'il existe
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des graphes planaires bipartis (donc de maille g > 4) G tels que a4(G) > 4. Or, étant donné
que ae(Py) = 4, on a aq(Py) = 4 pour tout entier d > 1. De plus, comme Py C P3 on en
déduit aussi que ag(P3) > 4 pour tout entier d > 1.

On montre également que contrairement a l'arboricité étoile, il existe un entier k tel que
a1(Pr) = 3 et a1(Pr41) = 2. On vient de voir que cet entier k est tel que k > 9 et le théoréeme

suivant nous indique que k£ < 14.

Théoréme 16 Tout graphe planaire G de maille g > 14 vérifie a1(G) < 2.

3.3.1 NP-complétude de 2-ARB-INT-1-BORNEE

On rappelle que le probléme 2-COLORATION 1-IMPROPRE prend en entrée un graphe
G et indique si ce graphe admet une 2-coloration de ses sommets telle que chaque sommet

a au plus un voisin de la méme couleur que lui. On prouve le Théoréme 14 par réduction
polynomial de 2-COLORATION 1-IMPROPRE.

Preuve du Théoréme 14 : Il est suffisant de montrer (¢.f. Lemme 3.1.1) que décider si un
graphe G, biparti, planaire et de maille g > 8 est 2-1-coloriable, est un probléme NP-complet.
Il est clair que décider si un graphe est 2-1-coloriable est dans NP. On montre donc que ce
probléme est NP-dur par réduction polynomial de 2-COLORATION 1-IMPROPRE.

On consideére les graphes A, B, C et D représentés dans la Figure 41. Les représentations de
A et de B sont explicites. On construit C a partir de 3 copies de B et de 2 nouveaux sommets,
y; et y;+1 (i étant un entier quelconque), en ajoutant 3 arétes reliant le sommet y; et les 3
sommets z1 (que 'on dénote 2, 27 et 27) et 3 arétes reliant le sommet ;41 et les 3 sommets
z2 (que 'on dénote 24, 23 et z3). On construit le gadget des sommets D a partir de 5 copies
de C, une pour chaque valeur de i € {1,2,3,4,5}, et d’'un nouveau sommet z, en ajoutant 6

arétes xy;, avec 1 <1 < 6.

F1a. 41 Les graphes A, B, C et D.

On étudie les propriétés des 2-1-colorations de ces graphes.

Fait 1 Dans aucune des 2-1-colorations de A les arétes ab et de ne sont coloriées 1 et respecti-

vement orientées vers b et d. Par contre, il en existe une les arétes ab et de sont respectivement
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coloriées 1 et 2, et respectivement orientées vers b et d.

Preuve : Si les arétes ab et de sont coloriées 1 et respectivement orientées vers b et d, les
sommets b et d sont des extrémités de F}. Ceci entraine que toutes les arétes de la chaine
(g,b,¢,d, f), sont coloriées 2. C’est impossible puisque F5 doit étre une forét de diamétre au
plus 3. Si les arétes ab et de sont respectivement coloriées 1 et 2, et respectivement orientées
vers b et d, alors on peut completer cette 2-1-coloration de A en coloriant les arétes bg, be, dc
et df respectivement 2, 2, 1 et 1, et en orientant ces arétes de b ou de d vers 'autre extrémité.
]

Fait 2 Dans aucune des 2-1-colorations de B les arétes zi1a; et z9b;, avec 1 < 1 < 3, ne sont
toutes coloriées 1. Par contre, il en existe une dans laquelle les arétes z1a;, avec 1 < 1 < 3,
sont coloriées 1 et orientées vers a;, et dans laquelle les arétes zob;, avec 1 < ¢ < 3, sont

coloriées 2 et orientées vers b;.

Preuve : Siles arétes zja; et z9b; sont toutes coloriées 1, alors il existe un entier k € {1,2,3}
tel que les arétes zjay et zob, sont respectivement orientées vers ay et bg. Or le Fait 1 indique
qu'une telle 2-1-coloration d’une copie de A est impossible. Le graphe B n’admet donc pas de

2-1-coloration ot les arétes zja; et zob; sont toutes coloriées 1.

Il simple de construire la 2-1-coloration de B dans laquelle les arétes zja;, avec 1 < i < 3,
sont coloriées 1 et orientées vers a;, et dans laquelle les arétes z9b;, avec 1 < ¢ < 3, sont
coloriées 2 et orientées vers b;. Pour cela, il suffit d’utiliser 3 fois la 2-1-coloration de A décrite
dans le Fait 1. O

On montre que le graphe C a une propriété similaire au graphe B. La différence entre B et
C vient du fait que dans le graphe C les sommets y; et y;41 sont a distance 6, ce qui permet

au graphe D d’étre de maille 8.

Fait 3 Dans aucune des 2-1-colorations de C les arétes y;z] et yi1123, avec 1 < j < 3, ne sont
toutes coloriées 1. Par contre, il en eziste une dans laquelle les arétes y;z], avec 1 < j < 3,
sont coloriées 1 et orientées vers z], et dans laquelle les arétes y;1123, avec 1 < j < 3, sont

coloriées 2 et orientées vers zé

Preuve : Siles arétes y;2] et y;+125 sont toutes coloriées 1, alors il existe un entier k €
{1,2,3} tel que les arétes y;2 et y; 125 sont respectivement orientées vers zf et 2. Les
sommets zf et 25 sont donc tous deux l-internes dans Fh et toutes leurs arétes incidentes
autres que yizf et yi+1z§ sont coloriées 2. Or le Fait 2 indique qu’une telle 2-1-coloration
d’une copie de B est impossible. Le graphe C n’admet donc pas de 2-1-coloration ot les arétes

yiz] et yi1123 sont toutes coloriées 1.

Il est simple de construire la 2-1-coloration de C dans laquelle les arétes yiz{, avec 1 < j < 3,

sont coloriées 1 et orientées vers z{, et dans laquelle les arétes yi+1Z%7 avec 1 < 5 < 3, sont
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coloriées 2 et orientées vers zJ. Pour cela, il suffit d'utiliser 3 fois la 2-1-coloration de B décrite
dans le Fait 2. O

Fait 4 Dans aucune des 2-1-colorations de D il n’existe d’entier k € {1,2,3,4,5} tel que les

arétes xyy et ryp+1 sont toutes deuz coloriées 1, et respectivement orientées vers yi el Yi+1-

Preuve : Siles arétes xyy et xyr11 sont toutes deux coloriées 1 et respectivement orientées
vers Yy et yry1, alors les autres arétes incidentes aux sommets yj, et yx1 sont toutes coloriées

2. Or le Fait 3 indique qu’il n’existe pas de telle 2-1-coloration de la copie de C reliant y; et
Yk+1- o

Fait 5 Dans toutes les 2-1-colorations de D le sommet x est 2-interne et a des arétes inci-
dentes de toutes les couleurs, 1 et 2. De plus, il existe une 2-1-coloration de D ou toutes les

arétes incidentes a x sont orientées de x vers l'autre extrémité.

Preuve : Siune aréte zyy est coloriée 2 et est orientée vers x, les autres arétes incidentes a
x sont alors nécessairement toutes coloriées 1. Il y a dans ce cas un entier k tel que les arétes
Yk et Tyr4+1 sont toutes deux coloriées 1 et respectivement orientées vers yi et yp41. Or le
Fait 4 indique que ceci est impossible. Le sommet x n’a donc pas d’aréte incidente orientée

vers x, il est donc bien 2-interne.

Si toutes les arétes incidentes & = sont coloriées 1, alors il existe un entier k tel que les
arétes zyp et xypy1 sont respectivement orientées vers yi et yrr1. Or le Fait 4 indique que

ceci est impossible. Le sommet x a donc des arétes incidentes de toutes les couleurs.

Si une aréte xyy était coloriée 2 et orientée vers x, les autres arétes incidentes & x seraient
alors toutes coloriées 1. Il y aurait dans ce cas un entier k tel que les arétes xyy et xyg41 soient
toutes deux coloriées 1 et respectivement orientées vers yi et yx41. Or le Fait 4 indique que

c’est impossible.

Si on oriente toutes les arétes xy;, avec 1 < i < 6, vers y; en les coloriant 1 lorsque 4 est
pair et 2 lorsque 7 est impair, alors on peut completer cette 2-1-coloration de D en utilisant
la 2-1-coloration de C décrite dans le Fait 3. |

Etant donné un sommet u, le gadget des sommets H,, est le graphe formé par le sommet
u, un nouveau sommet ', 2 copies de D, de 'arétes uu’ et de 2 arétes reliant le sommet v au

sommet z (que I'on note x; ou x3) de chacune des copies de D (voir la Figure 42).

Lemme 3.3.2 Le gadget des sommets est 2-1-coloriable et dans toutes ses 2-1-colorations

Uaréte uu' est orientée vers u (le sommet u est donc 1-interne).

Preuve : Il est simple de 2-1-colorier H,,. Il suffit pour cela d’utiliser la 2-1-coloration de

D décrite dans le Fait 5. Cette coloration permet de laisser les arétes u'x;, avec i € {1,2},
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A(D)
C (D)
z2

Fic. 42 Le gadget des sommets, H,,.

non-orientées, et de les colorier 7. On termine en orientant I'aréte uu’ vers u et en la coloriant
1 ou 2.

D’apres le Fait 5, les colorations des copies de D impliquent que les arétes u'x; sont soit
orientées vers v’ soit non-orientées. Dans tous les cas de figure, I'aréte uu’ est nécessairement

orientée vers w. O

Etant donnée une aréte uv on définit un gadget des arétes. Ce gadget est représenté dans
la Figure 43.(a).

@ (b) (©)

FiGg. 43 Le gadget des arétes.

Lemme 3.3.3 Soit une 2-1-coloration du gadget de ’aréte uv ou les arétes incidentes a u

(resp. v) sont toutes deux coloriées i € {1,2} (resp. j € {1,2}).
(1) Sii# j alors ces arétes peuvent étre orientées de u ou v vers 'autre extrémité.

(2) Sii=j alors chacun des sommets u et v est incident & une aréte non-orientée.

Preuve : La Figure 43.(b) permet de vérifier le point (1).

Le Fait 1 implique que si les arétes incidentes a v ou a v sont de la méme couleur alors il
faut que au moins deux d’entre elles (une par copie de A) soient non-orientées. Comme chaque
sommet est incident & au plus une aréte non-orientée par couleur, chacun des sommets u et
v est incident a une aréte non-orientée. Finalement, on constate dans la Figure 43.(c) qu’une

telle 2-1-coloration du gadget existe. Le point (2) est donc vérifié. O

Soit G' un graphe planaire sans triangle de degré maximum quatre. On rappelle que déci-

der si G est 2-coloriable de facon 1-impropre est NP-complet. Etant donné ce graphe G, on
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construit le graphe G’ en remplagant chaque sommet u € V(G) par une copie du gadget des
sommets, H,, et en remplacant chaque aréte uv € E(G) par une copie du gadget des arétes.

On constate aisément que le graphe G’ ainsi construit est planaire, biparti et de maille g > 8.

On montre maintenant que le graphe G est 2-coloriable de fagon 1-impropre si et seulement
si le graphe G’ est 2-1-coloriable. On aura ainsi bien montré qu’il existe une réduction poly-
nomiale (la construction de G’ étant polynomiale en |V(G)| + |E(G)|) de 2-COLORATION
1-IMPROPRE vers 2-ARB-INT-1-BORNEE.

Etant donnée une 2-coloration 1-impropre de G, ¢, on construit une 2-1-coloration de G'.
Pour chaque sommet u € V(G), on colorie le gadget H,, de telle sorte que u soit 1-interne dans
Fi(y (Lemme 3.3.2) et pour chaque aréte uv € E(G), on colorie le gadget de uv en prenant le
modele de la Figure 43.(b) (resp. Figure 43.(c)) si ¢(u) # c(v) (resp. si ¢(u) = ¢(v)). Chaque
sommet u € V(G) ayant au plus un voisin v de la méme couleur (¢(u) = ¢(v)), chaque sommet
w a au plus une aréte incidente non-orientée coloriée c(u). Cette coloration de G’ est donc bien

une 2-1-coloration.

Réciproquement, si G’ admet une 2-1-coloration, on en déduit une 2-coloration 1-impropre
de G. On obtient cette coloration en coloriant chaque sommet u € V(G) avec le seul entier
i € {1,2} tel que le sommet u est l-interne dans Fj. En effet, d’aprés le Lemme 3.3.2 ces
sommets sont 1-internes et, d’aprés le Lemme 3.3.3, chaque sommet u € V(G) ayant au plus
une aréte incidente non-orientée coloriée c(u), la 2-coloration de G ainsi obtenue est bien

1-impropre. O

3.3.2 NP-complétude de 3-ARB-INT-d-BORNEE, pour d > 1

On rappelle que le probléme 3-COLORATION prend en entrée un graphe G et indique
si ce graphe admet une 3-coloration propre de ses sommets. On prouve le Théoréme 15 par
réduction polynomial de 3-COLORATION.

Preuve du Théoréme 15 : 1l est suffisant de montrer (c¢.f. Lemme 3.1.1) que, pour tout
d > 1, décider si un graphe G, biparti, planaire et 2-dégénéré est 3-d-coloriable, est un probléme
NP-complet. 11 est clair que décider si un graphe est 3-d-coloriable est dans NP. On montre
donc que ce probléme est NP-dur par réduction polynomiale de 3-COLORATION. On admet

dans le reste de la preuve que d est un entier quelconque tel que d > 1.

Soit A le graphe représenté dans la Figure 44.(a).

Fait 6 Dans toute 3-d-coloration du graphe A ou les arétes y;z;, avec i et j € {1,2}, sont
coloriées 1 ou 2, au moins une de ces 4 arétes n’est pas orientée vers z1 ou z. De plus, il existe
une 3-d-coloration de A o1 seul une des arétes y;zj, avec i et j € {1,2}, est non-orientée, oi
les autres arétes de ce type sont orientées vers zy ou zo, et ou les arétes incidentes d y1 (resp.

y2) sont coloriées 1 (resp. 2).
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Z1

<

1 Y2

z2

Fi1G. 44 — Le graphe A.

Preuve : Siles arétes de type y;2; sont toutes orientées vers le sommet z; et coloriées 1 ou
2, toutes les autres arétes incidentes aux sommets z;, formant un cycle, sont coloriées 3. Ceci

est impossible étant donné que le graphe induit par les arétes coloriées 3, F3, est une forét.

On constate finalement dans la Figure 44.(b) qu’il existe bien une 3-d-coloration de A ou
seule une des arétes de type y;z; est non-orientée, ol les autres sont orientées vers z; et ot les

arétes incidentes a y; (resp. y2) sont coloriées 1 (resp. 2). O

On construit le graphe B a partir de 2d + 1 copies de A en identifiant les sommets 3
de chaque copie, en identifiant les sommets 7o de chaque copie, et en ajoutant 2 nouveaux

sommets, x1 et xo, et 4 arétes, x1y1, T1Yy2, T2y1 et zoys (voir la Figure 45.(a)).

Fi1G. 45 — Le graphe B.

Fait 7 Dans toute 3-d-coloration du graphe B, au moins une des arétes x;y;, avec i et j €
{1,2}, n'est pas orientée vers le sommet y;. Par contre, il existe une 3-d-coloration de B ou les
arétes T1y1, T1Yy2 et xay1 sont orientées vers les sommets y;, avec j € {1,2}, et respectivement

coloriées 1, 2 et 3 et ou l'aréte xoys est non-orientée et coloriée 1.

Preuve : Siles arétes de type x;y; sont toutes orientés vers les sommets y;, cela implique que
les sommets y; et y9 sont 1-internes, disons respectivement dans F,, et Fy, avec a et b € {1,2,3}.
Dans toutes les copies de A les arétes incidentes & y; (resp. yo) sont donc coloriées a (resp.
b). Le sommet y; (resp. y2) étant incident & au plus d arétes non-orientées, une des 2d + 1

copies de A est telle que toutes ses arétes de type y12; (resp. y22;) ont la méme couleur et sont
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orientées vers z;. Or d’aprés le Fait 6 il n’existe pas de telle 3-d-coloration de A. Les arétes de

type x;y; ne sont donc pas toutes orientés vers y;.

Si les arétes x1y1, x1y2 et xoy1 sont orientées vers y; ou ys et respectivement coloriées 1, 2
et 3, et si l'aréte xoy2 est non-orientée et coloriée 1 (voir Figure 45.(b)), alors le sommet y; est
l-interne dans la forét I3 et le sommet yo est 2-interne dans les foréts Fi et F3. Les sommets
y1 et yo pouvant encore admettre respectivement d et 2d — 1 arétes incidente non-orientées,
on peut terminer la 3-d-coloration de B en utilisant la 3-d-coloration de A décrite dans le Fait
6. O

Etant donné un sommet w, on construit le graphe C, a partir de 6d copies de B en identifiant
les sommets x1 de chaque copie, en identifiant les sommets x5 de chaque copie, et en ajoutant

les arétes uzy et uxs (voir Figure 46). On appelle ce graphe le gadget des sommets.

1

2

FiGg. 46 Le graphe C,.

Lemme 3.3.4 Le graphe C, est 3-d-coloriable et dans chacune de ses 3-d-colorations, le som-

met u est 1-interne.

Preuve : En effet, d’aprés le Fait 7, dans toute 3-d-coloration du graphe C,,, chaque copie
de B contient au moins une aréte qui n’est pas orientée vers un sommet de type y;. Comme
il y a 6d copies de B, les sommets x1 et x9 doivent avoir chacun d arétes non-orientées dans
chacune des 3 foréts. Les arétes uxy et uxs sont donc nécessairement orientées vers le sommet

u. Le sommet u est donc nécessairement 1-interne.

Enfin on constate qu’il existe bien une 3-d-coloration de C,. On la construit en faisant en
sorte que les sommets x1 et xo soient internes dans chacune des 3 foréts et en utilisant la

coloration de B décrite dans le Fait 7. O

Lemme 3.3.5 Si dans une 3-d-coloration du cycle (u,z,v,y) les arétes ux et uy sont de la
méme couleur a € {1,2,3} et les arétes vx et vy sont de la méme couleur b € {1,2,3}, alors

on aa#b.
Preuve : En effet, si a = b on a un cycle dans Fy, ce qui est impossible. O

Soit G un graphe planaire de degré maximum quatre. On rappelle que décider si G est



3.3. ARBORICITE INTERIEUREMENT 1-BORNERE 101

3-coloriable est NP-complet. Etant donné ce graphe G, on construit le graphe G’ en prenant
pour chaque sommet u € V(G) un gadget des sommet C, et en remplacant chaque aréte
wv € E(G) par un cycle (u,x,v,y), ou les sommets z et y sont de nouveaux sommets. On

constate aisément que le graphe G’ ainsi construit est planaire, biparti et 2-dégénéré.

On montre maintenant que le graphe G est 3-coloriable si et seulement si le graphe G’ est
3-d-coloriable. On aura ainsi bien montré qu’il existe une réduction polynomiale (la construc-
tion de G’ étant polynomiale en |V (G)| + |E(G)|) de 3-COLORATION vers 3-ARB-INT-d-
BORNEE.

Si le graphe G admet une 3-coloration propre de ses sommets ¢, on en déduit une 3-d-
coloration de G’. En effet, d’aprés le Lemme 3.3.4 on peut colorier chaque gadget des sommets
Cu, pour u € V(G), de maniére & ce que le sommet u soit 1-interne dans la forét Fy,). Finale-
ment on 3-d-colorie les cycles (u, x,v,y) correspondant a une aréte uv € E(G) en orientant les
arétes de ce cycle vers les sommets x ou y et en coloriant ¢(u) (resp. ¢(v)) les arétes incidentes
a u (resp. v). Ceci est possible puisque les sommets u et v sont respectivement 1-internes
dans F,.,) et F,). Finalement comme c est une coloration propre de G et que les sommets
u et v sont adjacents dans G on a c(u) # ¢(v). Cette coloration de G’ est donc bien une

3-d-coloration.

Réciproquement, si G’ admet une 3-d-coloration, on en déduit une 3-coloration de G.
D’apres le Lemme 3.3.4, pour chaque sommet u € V(G), la 3-d-coloration de C, est telle
que le sommet u est 1-interne. On définit une coloration ¢ des sommets de G de fagon a ce
que chaque sommet u € V(G) soit 1-interne (dans la 3-d-coloration de G') dans F(,. Pour
tout sommet u € V(G), la 3-d-coloration de C, impliquant que ce sommet est 1-interne dans
Fe(), les autres arétes incidentes a u dans G’ sont donc toutes coloriées c(u). Le Lemme 3.3.5
implique donc que pour toute aréte uv € E(G) on a ¢(u) # c¢(v). La coloration ¢ est donc bien

une coloration propre des sommets de G. O

3.3.3 Degré moyen maximum et preuves par déchargement

Le degré moyen Dm/(G) d'un graphe G est le quotient 2|E(G)|/|V (G)|. Le degré moyen

maximum Dmm(G) d'un graphe G est défini par la formule suivante :

2|E(H)|

Dmm(G) = max ———+—

()= hes V)
le maximum étant pris sur les sous-graphes H de GG ayant au moins un sommet. On remarque
que pour tout sous-graphe H de G, on a Dmm(H) < Dmm/(G). Le degré moyen et le degré
moyen maximum sont respectivement des expressions de la densité du graphe et de la densité
locale maximum du graphe. Un graphe planaire G ayant au plus 3|V (G)| — 6 arétes, on peut

donc borner Dm(G) par 6. Cette remarque étant valide pour les sous-graphes de G (qui sont
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planaires) on a Dmm(G) < 6. En utilisant la formule d’Euler (c.f. Théoréme 1), on obtient

un résultat plus fin :

Lemme 3.3.6 Pour tout graphe planaire G de maille g, on a Dmm(G) < 73

Preuve : Tout sous-graphe H d’un graphe G de maille g est de maille au moins g. On a donc
g|F(H)| <2|E(H)|. Le graphe H étant planaire on utilise la formule d’Euler et on obtient :
glV(H)| +2|E(H)| > g|E(H)| + 29

ce qui implique que
V(H)| > |E(H)|(g = 2)/9
Pour tout sous-graphe H de G on a bien :

2|E(H)| 2g
V()] ~g-2

a

Plusieurs preuves de ce chapitre utilisent la méthode de preuve par déchargement.
Cette technique est due a Heesch [Hee69| et a permis & Appel et Haken [AH77, AHKT77| de
prouver le fameux Théoréme des 4 Couleurs. On utilisera cette méthode pour prouver des

assertions du type : "Tout graphe G tel que Dmm(G) < q vérifie la propriété P”.

Pour ce faire, on considére un graphe H tel que Dmm(H) < ¢, qui ne vérifie pas la
propriété P et qui a un nombre minimum de sommets. Ceci implique que tout sous-graphe
propre H' C H (Dmm(H') < Dmm/(H) < q) vérifie la propriété P. On appelle ce graphe H

le contre-exemple minimum.

les configurations interdites sont des graphes Hy, ..., H; ayant 2 types de sommets, les
“blancs” et les “noirs”. On dit d'un graphe GG qu’il contient la configuration H;, pour 1 <17 <,
s’il existe une application f : V(H;) — V(G) telle que :

— pour toute aréte uv € E(H;) alors f(u)f(v) est une aréte de G,

— si 2 sommets noirs de H;, u et v, sont tels que f(u) = f(v) alors ces sommets n’ont pas

de voisin commun dans H;,

— si u € V(H;) est un sommet blanc alors il n’existe pas de sommet v € V(H;), v # u, tel
que f(v) = f(u), et
— si u € V(H;) est un sommet blanc alors degy, (u) = degq (f(u)).
La premiére étape dans une preuve par déchargement consiste & montrer que le contre-
exemple minimum H ne contient pas certaines configurations H;, avec 1 < ¢ < t. On appelle

ces configurations les configurations interdites. On montre généralement que H ne contient

aucune des configurations interdites en utilisant le fait que |V (H)| est minimum.
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La deuxiéme étape consiste & montrer que tout graphe GG ne contenant aucune des configu-
rations interdites est tel que Dmm/(G) > q. Pour cela on attribut a tout sommet v € V(G) une
charge initiale 6(v) égale a son degré (6(v) = degg(v)). On définit ensuite une procédure de
déchargement qui préserve la charge totale du graphe. On montre enfin que si la procédure
est appliquée a un graphe GG n’ayant aucune des configurations interdites, alors la charge finale
0*(v) de chaque sommet v € V(G) est telle que 6*(v) > ¢. On a donc bien :

_2B(G)] _ 2wev@) 90 _ 2evi@) (W) _ qlV(G)| _
V(G V(G V@ [V(IG)

Dmm(G) > Dm(G)

On a alors une contradiction puisque le contre-exemple H ne contient aucune des configu-
rations interdites et que par définition Dmm(H) < ¢. On montre ainsi qu’il n’existe pas de

contre-exemple H.

3.3.4 Les graphes planaires de maille g > 14

On rappelle qu’un k-d-coloration d’un graphe G est dite p-prolongeable si tout les sommets

de G sont Zp-internes.

Preuve du Théoréme 16 : La propriété suivante implique le Théoréme 16 (c.f. Lemmes
3.1.1 et 3.3.6).

Propriété 3 Tout graphe G tel que Dmm(G) < % admet une 2-1-coloration 1-prolongeable.

On prouve cette propriété par déchargement. Soit le graphe H, un contre-exemple qui mi-
nimise |V (H)|. On remarque tout d’abord le fait suivant concernant les 2-1-colorations 1-

prolongeables.

Fait 8 Soit G un graphe avec une 2-1-coloration 1-prolongeable. Si tous les voisins d’un som-
met v € V(G) sont de degré 2, alors il existe une 2-1-coloration 1-prolongeable de G dans

laquelle v est 2-interne.

Preuve : On prouve cela en modifiant légérement la 2-1-coloration initiale de G. Si v n’est
pas 2-interne, comme cette coloration est 1-prolongeable, alors v est 1-interne. On considére
sans perte de généralité qu’il est 1-interne dans Fj. Le sommet v a donc un voisin = de degré
2 tel que l'aréte va est orienté vers v et est coloriée 2. La définition de 2-1-coloration (c.f.
condition (A)) implique que cette aréte vz est la seule aréte incidente & v qui soit coloriée
2. Le sommet z étant ~l-interne, I'autre aréte incidente a x, zy, est soit non-orientée, soit
orientée vers y ou bien soit orientée vers x et coloriée 1. On modifie l'orientation et la coloration

de l'aréte vz afin d’obtenir la 2-1-coloration 1-prolongeable de G désirée.

Si laréte xy est non-orientée et coloriée 1 (resp. 2) on oriente vz vers x et on la colorie
2 (resp. 1).
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— Si I'aréte xy est orientée vers y et coloriée 1 (resp. 2) on oriente vz vers z et on la colorie
2 (resp. 1).
Si l'aréte xy est orientée vers x et coloriée 1 on supprime l'orientation de vx (I'aréte va
est maintenant non-orientée) et on la colorie 2.

|

On s’intéresse maintenant aux colorations des graphes A, B et C de la Figure 47. Dans

cette figure, pour tout entier i € {1,2}, on note i Uentier 3 — .

F1a. 47 2-1-coloration des graphes A, B et C.

Les 2-1-colorations décrites Figure 47 permettent d’énoncer les faits suivants :
Fait 9 Pour toute couleur i € {1,2}, il existe une 2-1-coloration I1-prolongeable de A telle
que :
l’aréte bc est coloriée i et est orientée vers b, et

— laréte va est orientée vers a.

Fait 10 Pour tout couple de couleurs (i1,iz) € {1,2}?, il existe une 2-1-coloration 1-

prolongeable de B telle que :
laréte c1dy est coloriée i1 et est orientée vers ci,
— [’aréte codsy est coloriée iy et est orientée vers c, et

- laréte vay est orientée vers aj.

Fait 11 Pour tout triplet de couleurs (iy,ia,i3) € {1,2}>, il emiste une 2-1-coloration 1-

prolongeable de C telle que :
— pour tout j € {1,2,3}, l'aréte cjd; est coloriée i; et est orientée vers c;, et
— laréte va est orientée vers a.
Les configurations interdites représentées Figure 48 sont des graphes ayant un sommet v

incident & n > 0 chaines de longueur 2, & m copies de A, & p copies de B et a r copies de C,

avec m+p—+r>1,
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nz0
u1 Un,
r>0
v p>0
’ avec m+p+r>1
O<rm

FiG. 48 Configurations interdites.

Lemme 3.3.7 Le contre-ezemple minimal H n’a pas de sommet de degré 1 et ne contient

aucune des configurations de la Figure 48.

Preuve : Si H a une aréte uv telle que deg(v) = 1, par minimalité de H, il existe une 2-
1-coloration 1-prolongeable de H\{v}. Cette coloration étant 1-prolongeable, le sommet u est
donc interne dans au moins une forét, disons Fj. On prolonge cette 2-1-coloration de H\{v}
a H en coloriant 1 I'aréte uv et en l'orientant vers v. Cette coloration de H étant une 2-1-
coloration 1-prolongeable, ceci contredit la définition de H. Le contre-exemple minimal H ne

contient donc pas de sommet de degré 1.

Si H contient une des configurations de la Figure 48, on considere le graphe H' obtenu a
partir de H en supprimant tous les sommets blancs autres que v, uy, ..., U,. Etant donné que
m+p+r > 1, le graphe H' contient moins de sommets que H. Par minimalité de H, il existe
une 2-1-coloration 1-prolongeable de H’'. D’aprés le Fait 8, on peut modifier cette coloration
afin que le sommet v soit 2-interne. De plus, cette coloration étant 1-prolongeable; les sommets
noirs de la configuration sont tous = 1-internes. On prolonge maintenant cette 2-1-coloration de
H' a H. Le Fait 9 permet de 2-1-colorier chacune des m copies de A de facon 1-prolongeable,
et de maniére & ce que le sommet v reste 2-interne. Le Fait 10 permet de 2-1-colorier chacune
des p copies de B de fagon 1-prolongeable, et de maniére a ce que le sommet v reste 2-interne.
Le Fait 11 permet enfin de 2-1-colorier chacune des r copies de C de fagon 1-prolongeable, et de
maniére a ce que le sommet v reste 2-interne. Cette coloration de H étant une 2-1-coloration
1-prolongeable, ceci contredit la définition de H. Le contre-exemple minimal H ne contient

donc aucune des configurations interdites. O

Pour tout entier ¢ > 1, une g-chaine est une chaine de ¢ sommets de H étant tous de degré
2 dans H. On dit d’une g-chaine qu’elle est incidente & un sommet v, si une des extrémité de
cette g-chaine est adjacente & v. La configuration de la Figure 48 avecn=m =1, p=r=20

implique que H ne contient pas de 4-chaine. Un sommet trés faible est un sommet de degré 3
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e

Fi1G. 49 — Un sommet faible, u, et un sommet trés faible, v.

adjacent a une 3-chaine et & une 2-chaine (voir Figure 49). Un sommet faible est un sommet
de degré 3 adjacent a une 3-chaine et & un sommet tres faible. Un sommet de degré au moins 3
qui n’est ni faible, ni trés faible, est dit fort. On procéde maintenant a I’étape de déchargement
afin de prouver qu'un tel graphe H n’existe pas. La charge initiale de chaque sommet est égale

a son degré (d(v) = deg(v)). On utilise ensuite la régle de déchargement suivante :
Chaque sommet v de degré au moins 3 donne :

a chaque sommet appartenant a une g-chaine incidente & v, avec ¢ > 1,

W= o=

a chaque sommet trés faible adjacent a v,
de plus, chaque sommet fort v donne :
- % a chaque sommet faible adjacent & v.

On

Wl

Cette procédure est telle que chaque sommet v € V(H) a une charge finale 6*(v) >

considére différents cas suivant le degré et la nature de v :
— deg(v) <1 : H ne contient pas de tel sommet (c.f. Lemme 3.3.7).

deg(v) = 2 : v regoit % de chacun des deux sommets de degré au moins 3 incidents a la
g-chaine contenant v. On a donc §*(v) =2 +2¢ = L.
— deg(v) = 3 et v est un sommet trés faible : v a un voisin de degré au moins 3 (on a
pas la configuration ou n = 2, m = 1 et p = r = 0) qui n’est pas trés faible (on a pas
la configuration on n =2, p =1 et m = r = 0). Ce sommet v donne donc % a chaque
sommet des 2 g-chaine, avec 1 < ¢ < 3, qui lui sont incidentes, recoit % de sont voisin

de degré 3 et ne lui donne rien. On a donc 6*(v) >3 —2x 32 +1 =1

deg(v) = 3 et v est un sommet faible : v a un voisin de degré au moins 3 (on a pas
la configuration o n = 2, p = 1 et m = r = 0) qui n’est ni trés faible (on a pas la
configuration ou m = 2, r = 1 et m = p = 0), ni faible (on a pas la configuration ou
m=0etn=p=r=1). Ce sommet v donne donc % au sommet trés faible qui lui est
adjacent, donne % a chaque sommet de la 3-chaine qui lui est incidente et recoit % de

sont voisin fort. On a donc §*(v) >3 — % —31 4+ 2 = 1.

— deg(v) = 3 et v est un sommet fort : Si tous les voisins de v sont des 2-sommets, alors ils
appartiennent a des 1-chaines (on a pas la configuration ou n =2, m=1et p=1r =0),
et donc 0*(v) = 3 — 3% = % > % Sinon, v a un voisin fort (on a pas les configurations
ol n, m, p et r sont tels que n <3 m =0 et n+p+r =3). Le sommet v étant fort,

dans le pire des cas, ses deux autres voisins sont (1) dans deux 2-chaines, (2) un sommet
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tres faible et dans une 2-chaine, (3) deux sommets trés faibles, (4) dans une 3-chaine et
dans une 1-chaine, ou bien (5) un sommet faible et dans une 3-chaine. Dans tous les cas
7

2 2 _
v donne au plus z, on a donc §*(v) >3 — 5 = 4.

deg(v) =k >4 :Si v a k voisins de degré 2, alors ils appartiennent a des 1-chaines (on
a pas la configuration on mn =k —1, m =1 et p =1 = 0), et donc §*(v) = k — k:% =
% > % > % Sinon, v a au plus k — 1 voisins non forts et de degré au plus 3 (on a
pas les configurations oit n, m, p et r sont tels que n <k, m=0et n+p+r = k).
Pour chaque voisin de v qui n’est pas fort et de degré au plus 3, le sommet v donne
au plus % En effet, si c’est un sommet d’une g-chaine, avec 1 < ¢ < 3, il donne au
plus 3% et si c¢’est un sommet faible (resp. trés faible) il donne % (resp. %) On a donc
() >k—(k—1)3=5>5>1

Par conservation des charges, le degré moyen maximum de G est donc supérieur ou égale a %,

ce qui est en contradiction avec la définition de H. Le contre-exemple H n’existe donc pas. O

3.4 Arboricitée chenille des graphes planaires

L’arboricité chenille a principalement été étudié car la famille des foréts de chenilles est
la famille des graphes d’intervalles acycliques (i.e. sans cycles). On rappelle que le nombre de
pistes t(G) d'un graphe G est le nombre minimum de graphes d’intervalles, sous-graphes de G,

nécéssaires pour couvrir GG. L’arboricité chenille borne donc le nombre de pistes d'un graphe.

Lemme 3.4.1 Etant donné un graphe G, on a t(G) < ac(G). De plus, si G est sans triangles,
alors t(G) = ac(G).

Preuve : En effet, il est facile de voir que les foréts de chenilles sont des graphes d’intervalles.
On a donc bien t(G) < ac(G) pour tout graphe G. Enfin, un graphe sans triangles n’ayant
que des sous-graphes sans triangles et les graphes d’intervalles sans triangles étant des foréts

de chenilles, on a bien ¢(G) > ac(G) pour tout graphe G sans triangles. O

En montrant que (K, ) = ac(Kpy, ), Gyarfas et West [GW95| ont donc déterminé le
nombre de pistes des graphes bipartis complets. Dans [KW99], Kostochka et West montrent
que les graphes planaires externes ont un nombre de pistes d’au plus deux. Ceci implique donc
que les graphes planaires externes sans triangles sont d’arboricité chenille au plus 2. Ceci n’est
pas vrai pour tous les graphes planaires externes puisqu’il existe des graphes planaires externes
d’arboricité chenille 3 [KW99|. Les graphes planaires externes étant d’arboricité étoile au plus

3 (c.f. Section 3.2), I'arboricité chenille maximum des graphes planaires externes est donc 3.

Les graphes bipartis étant sans triangles et tout graphe sans triangles G étant tel que
t(G) = ca(G) (c.f. Lemme 3.4.1), le Théoréeme 15 permet donc de répondre au Probléme
ouvert 3 de Gyarfas et West.
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Corollaire 6 (du Théoréme 15) Il existe des graphes planaires bipartis G, pour lesquels
ac(G) = t(G) > 4.

Ce résultat et le Corollaire 2 (¢.f. Chapitre 2) impliquent donc que le nombre de pistes maxi-

mum des graphes planaires est 4.

Dans [CKT71], Chvatal et Komlos introduisent la notion de chaine croissante. Dans un
graphe G = (V, E), étant donné une bijection f: E — [1...|E|], une chaine croissante de
G est une chaine C' = (vy, ..., vg) telle que f(vive) < f(vavs) < ... < f(vk—1v). Cette notion
permet de définir I'invariant de graphe p(G) de la fagon suivante : 4(G) = miny maxc [(C),
ou le minimum se fait sur toutes les bijections f, ou le maximum se fait sur toutes les chaines
croissantes C' et ou [(C) est la longueur de la chaine C. Comme pour d’autres invariants
de graphe, on étend cette définition aux familles de graphes de la fagon suivante pu(F) =
maxger 4(G). Lorsque ce maximum n’est pas défini p(F) prend la valeur +oo. Le théoréme

suivant permet de borner p(G).

Théoréme 17 (Roditty et al. [RSYO0L]) Si un graphe G est couvert par les graphes
Hlu s 7H/€; (llO’I"S, M(G) < Zf:o M(H’L) :

Dans [RSYO01], on apprend également que u(7") est facilement calculable pour un arbre 7. En
effet,

si T = Ky alors u(T) =1,
si T est une chenille autre que Ko alors u(T) = 2, et enfin
— si T' n’est pas une chenille, alors p(7") = 3.

Etant donné le Théoréme 17, on a donc les trois relations suivantes :

(@) < X'(G) (13)
w(G) < 2ac(G) (14)
1(G) < 3a(G) (15)

Les graphes planaires étant d’arboricité au plus 3, on déduit de I'inégalité (15) que pour tout
graphe planaire G on a u(G) < 3 x 3 = 9. Roditty et al. proposent la Conjecture 11 afin de

descendre cette borne a 8.

Conjecture 11 (Roditty et al. [RSY01, CamO03]) Pour tout graphe planaire G, on a
ac(G) < 4.

Cette conjecture est plus forte que le Corollaire 2 puisque les foréts de chenilles forment
un sous-ensemble strict des graphes d’intervalles. On montre dans la Sous-section 3.4.2, en
utilisant la décomposition décrite dans la Sous-section 3.4.1, que cette conjecture est vraie
(c.f. Théoreme 21). On a donc :
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Corollaire 7 (du Théoréme 21) Pour tout graphe planaire G, on a u(G) < 8.

On a vu dans la section précédente que le probléme 3-ARBORICITE-CHENILLE est NP-
complet pour la famille des graphes planaires bipartis (c.f. Théoréme 15). Dans [She96] les
auteurs utilisent 'arboricité chenille pour des problémes de dessin de graphes. Ils montrent
en particulier que le probléeme 2-ARBORICITE-CHENILLE est NP-complet. On verra dans
la Sous-section 3.4.3 que ceci est vrai pour tous les problémes 2-ARB-INT-d-BORNEE, avec

d > 2, et pour une famille restreinte de graphes.

Théoréme 18 Pour tout entier d > 2, il est NP-complet de décider si un graphe G, planaire,
biparti et de maille g > 6 vérifie aq(G) < 2.

Ce résultat implique donc que ac(Pg) > 3 (ac(G) = az(G)). On montre dans la Sous-section

3.4.4 que cette borne est atteinte.
Théoréme 19 Tout graphe planaire G de maille g > 6 vérifie ac(G) < 3.

Etant donnés les résultats de la section précédente, on sait que pour tout g > 14 on a ac(Py) =

2. On montre dans la Sous-section 3.4.5 que I'on peut étendre ce résultat a tout g > 10.
Théoréme 20 Tout graphe planaire G de maille g > 10 vérifie ac(G) < 2.

Ce résultat permet de déduire une nouvelle borne pour u(G) dans le cas des graphes planaires
de maille g > 10.

Corollaire 8 Pour tout graphe planaire G de maille g > 10, on a pu(G) < 4.

Avant de donner les preuves de ces théorémes, on rappelle qu'une k-2-coloration (c.f. Sous-
section 3.1.1) d’un graphe G est une k-coloration et une orientation partielle des arétes de G,

telles que pour tout entier ¢, avec 1 < i < k, on respecte les conditions suivantes :

(A) Un sommet v incident & une aréte e, coloriée i et orientée vers v, n’a pas d’autre aréte

incidente coloriée <.
(B) Tout sommet v € V(G) a au plus 2 arétes incidentes non-orientées et coloriées i.

(C) Les arétes non-orientées et coloriées i induisent un graphe acyclique.

3.4.1 L’a-décomposition des triangulations

Dans cette sous-section on définit une méthode de décomposition des triangulations en trois
triangulations plus petites (i.e. ayant moins de sommets). Cette décomposition est utilisée dans
les Sous-sections 3.4.2 et 3.7.1

Soit T une triangulation dont la face externe est uvw et telle qu'en parcourant la face

externe dans le sens des aiguilles d’'une montre on rencontre successivement les sommets u, v
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et w. Soit la suite x1, 9,..., x;y des voisins communs de u et w, avec 1 = v. Cette suite est
telle que si j > 7, le sommet x; est a l'intérieur du cycle (u,w,z;) (voir Figure 50.(a)). Le
sommet partenaire de I’aréte uw est le sommet xo. Dans une triangulation avec au moins
quatre sommets, pour toute aréte xy, il existe au moins deux sommets voisins de x et de y. Le
sommet partenaire est donc bien défini pour toute triangulation 1" # K3. On note dorénavant

x le sommet partenaire de l'aréte uw.

€) (b)

Fic. 50 Le sommet partenaire de 'aréte uw, x, et le sommet .

On considére maintenant la suite des voisins de u, en commencant par le sommet v et en
suivant le sens des aiguilles d’une montre jusqu’a atteindre le sommet w. On note y le premier
sommet de cette suite qui soit un voisin de x (voir Figure 50.(b)). Si les sommets v et x sont
adjacents on aura alors y = v. Par contre, les sommets u et z ayant au moins deux voisins

communs (T # K3), et le sommet w étant le dernier sommet de la suite, on a y # w.

Si le cycle (u,w,x) (resp. (u,z,y)) est un 3-cycle séparant (i.e. avec des sommets a I'inté-
rieur), on note Ty (resp. Ty) la triangulation qui est a I'intérieur (voir Figure 51). On observe
que dans la Figure 51, la triangulation T} (resp. Ty) est & gauche (resp. a droite) de I'aréte
uz. On note T, la triangulation a I'extérieur de ces deux cycles. Etant donné que w ¢ V(Ty)
(resp. v ¢ V(1,)), la triangulation Ty (resp. T) a strictement moins de sommets que 7. Par
contre, dans le cas ou les cycles (u,w,z) et (u,z,y) ne sont pas séparants, T, a autant de
sommets que T' (T, = T'). Par définition des sommets x et y, les sommets u et w (resp. u et
x) ont seulement deux voisins communs dans la triangulation T, : = et v (resp. u et y). Le

sommet partenaire de 'aréte uw dans la triangulation 7, est donc toujours x.
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u u
u
X y
\V W W }

F1G. 51 Décomposition de T" en T¢, T, et Tj.

On construit 7T’ a partir de 7, en supprimant les arétes wz, ux et yz, puis en fusionnant
les sommets u et  en un méme sommet v’ (voir Figure 52). Les sommets u et  n’ayant que 2
voisins en commun dans la triangulation T, w et y, la triangulation T est bien définie, c.a.d.
sans boucles ni arétes multiples. Comme on a fusionné deux sommets, la triangulation T a
strictement moins de sommets que T¢. Si Ty # K3, on note 2’ le sommet partenaire de I'aréte
v'w dans la triangulation T;. On remarque que par définition de z, le sommet 2z’ n’est pas
adjacent a u dans le graphe T,. En effet, dans ce cas 2’ serait le seul sommet incident a u et w

différent de x, c.a.d. le sommet v, ce qui est impossible par définition de sommet partenaire.

Si 2/ était adjacent a u dans T, on aurait x; = 2’ pour un entier ¢ > 2, et le sommet z’

serait dans T, et non pas dans Te.

u u
T e Tf

Fi1G. 52 Construction de Ty a partir de T¢.

3.4.2 Les graphes planaires

Dans cette sous-section on prouve la Conjecture 11. Les sous-graphes des foréts de chenilles
étant eux aussi des foréts de chenilles, il suffit de prouver ce théoréme pour les triangulations.

On montre donc ce résultat pour les triangulations en utilisant I’a-décomposition décrite dans
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la Sous-section 3.4.1. En fait, on prouve un résultat plus fort que la conjecture.

Théoréme 21 Pour toute triangulation T et tout triplet (u,v,w) de sommets externes deux

a deux distincts, il existe une 4-2-coloration 2-prolongeable de T\{uv,uw,vw} telle que (voir
Figure 53) :

— Toutes les arétes incidentes a u sont coloriées 1. De plus, elles sont toutes orientées de u
vers lautre extrémité, sauf l'aréte ux qui est non-orientée (x étant le sommet partenaire

de uw).
— Toutes les arétes incidentes a v sont coloriées 2 et orientées de v vers 'autre extrémité.

Toutes les arétes incidentes a w sont coloriées 3 et orientées de w vers l'autre extrémité.

Fi1G. 53 — Le Théoréme 21.

Preuve : On prouve ce théoréme par récurrence sur le nombre de sommets de 7. Si T' =
K3 ou Ky, il est clair que le Théoréme est vrai. Si 7' est une triangulation ayant au moins
cing sommets, on considere les triangulations Ty, Ty et T, obtenues par a-décomposition.
Chacune des 3 triangulations ayant moins de sommets que T, on leur applique 'hypothése
de récurrence. On 'applique tout d’abord a la triangulation Ty pour le triplet (u/,v,w). On
note ¢y la 4-2-coloration des arétes internes (i.e. non-externes) de 7' ainsi obtenue. Si I'aréte
xy € E(T}) est coloriée i et est non-orientée (resp. orientée vers y) on note cy(xy) = (4;-,-)

(resp. cp(zy) = (i52,y)).

F1G. 54  4-2-coloration de T¢ a partir de celle de T.
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On montre que le Théoréme 21 est vrai pour la triangulation 7T, en construisant la 4-2-

coloration ¢, de la fagon suivante (voir Figure 54) :

ce(e) = cs(e) sieec Te\{u'}.

) =cf(va) sia# .

za) = cp(v'a) si a # u, y et w.
)

= (1;-,-), laréte zu est donc non-orientée et coloriée 1.

— ce(zw) = (1;w, x), 'aréte zw est donc orientée vers z et coloriée 3.

(
(

(
ce(zu
(

(

— ce(zy) = (2;y,x) si y est interne dans Fy. Sinon c.(zy) = (4;y, ).

On montre tout d’abord que ¢, est bien une 4-2-coloration puisque elle vérifie les conditions

(A), (B) et (C).

(A)

Les sommets autres que u, w, x ou y ont leurs arétes incidentes coloriées comme dans cy,
qui est une 4-2-coloration : ils vérifient donc bien la condition (A). Les sommets u et w
n’ont pas d’arétes incidentes orientées vers eux : ils vérifient donc bien la condition (A).
Le sommet z a deux arétes incidentes orientées vers lui qui sont coloriées 3 et 2, ou bien
3 et 4. Les autres arétes incidentes & x sont toutes coloriées 1 et ne sont pas orientées
vers x : le sommet x vérifie donc bien la condition (A). Finalement pour le sommet v,
les arétes incidentes a y, autres que xy, sont coloriées et orientées comme dans cy, qui

est une 4-2-coloration.

Si dans la coloration ¢, le sommet y est interne dans Fb, il en est de méme dans la

coloration cy. On peut donc orienter I'aréte xy vers x et la colorier 2.

— Si dans la coloration ¢, le sommet y n’est pas interne dans Fy, alors y # v. Ceci
implique que y est une extrémité dans F; (I'aréte uy est orientée vers y et est
coloriée 1). La coloration ¢y étant 2-prolongeable, le sommet y est donc interne

dans F3 et Fy. On peut donc orienter I’aréte xy vers x et la colorier 4.
Le sommet y vérifie bien la condition (A).

Les sommets autres que u, w, x ou y ont leurs arétes incidentes coloriées comme dans
cf, qui est une 4-2-coloration : ils vérifient donc bien la condition (B). Les sommets u,
v et x ont respectivement 1, 0 et 2 arétes incidentes non-orientées : ils vérifient donc
bien la condition (B). Pour tout k € {1,2,3,4}, le sommet y a autant d’arétes incidentes
non-orientées et coloriées k que dans ¢y, qui est une 4-2-coloration : le sommet y vérifie

donc bien la condition (B).

En passant de la coloration ¢y a c., on a ajouté une seule aréte non-orientée, I'aréte
uzx. Donc, s’il y avait un cycle d’arétes non-orientées dans F;, pour 1 < ¢ < 4, alors
ce cycle passerait par U'aréte ux. Or, le sommet v n’étant incident qu’a une seule aréte

non-orientée, l'aréte ux, il n’y a pas de tel cycle.
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On montre maintenant que c. est bien 2-prolongeable. En effet, les sommets autres que
u, w, T ou y ayant leurs arétes incidentes coloriées comme dans ¢y, qui est une 4-2-coloration
2-prolongeable : ces sommets sont = 2-internes. Dans la coloration ¢, les sommets u, w et x ont
respectivement 0, 0 et 2 arétes incidentes orientées vers eux, ils sont donc bien Z2-internes.
Finalement, le sommet y a autant d’arétes incidentes orientées vers lui que dans cy, c’est donc

bien un sommet =2-interne.

On vérifie finalement que les arétes incidentes aux sommets u, v et w sont bien coloriées

et orientées comme décrit dans le Théoréme 21 :

— Les arétes incidentes & u sont bien toute coloriées 1. De plus, I'aréte ux est bien la seule

qui soit non-orientée. En effet, le sommet 2’ n’est pas adjacent a u.

Meéme dans le cas ol v =y, toutes les arétes incidentes & v sont coloriées 2 et orientées

de v vers Pautre extrémité.

Toutes les arétes incidentes a w, y compris wx, sont coloriées 3 et orientées de w vers

l'autre extrémité.

Les couleurs s et ¢ sont définie de la fagon suivante : s est la couleur de I'aréte xy, s € {2,4},

et t est celle qui est différente de 1, 3 et s.

Remarque 3.4.1 Dans la 4-2-coloration ¢, de T, le sommet x est interne dans Fy et F; et

aucune de ses arétes incidentes n’est coloriée t.

On va maintenant prolonger la coloration de 7, afin d’obtenir un coloration ¢ de T.
Comme T} et T;; ont moins de sommets que 7', on applique I'hypothése de récurrence a T,
pour le triplet (z,u,w), ainsi que a Ty pour le triplet (z,u,y) et on obtient les colorations
¢g et cq. On permute les couleurs de ¢, (resp. c¢q) afin que les arétes coloriées 1, 2, 3 ou 4
soient désormais respectivement coloriées t, 1, 3 et s (resp. ¢, 1, s et 3). On définit enfin ¢ de

la fagon suivante :

ce(e) si e € E(T,)\{w,uw,vw}
cle) =1 ¢4le) si ee E(Ty)\{uz,uw,wx}
cile) si e e E(Ty)\{uz,uy,xy}

On montre tout d’abord que c est bien une 4-2-coloration puisque elle vérifie les conditions
(A), (B) et (C).

(A) Les sommets autres que u, w, x ou y ont leurs arétes incidentes coloriées comme dans
Ce, Cg OU bien ¢4, qui sont toutes trois des 4-2-colorations : ces sommets vérifient donc
bien la condition (A). Les sommets u et w n’ont pas d’arétes incidentes orientées vers
eux : ils vérifient donc bien la condition (A). Dans la coloration c., le sommet x (resp. y)
est interne dans F; (resp. F), il n’y a donc pas d’arétes coloriée ¢ (resp. s) orientée vers

x (resp. y). Comme dans ¢4 et ¢q les arétes incidentes a x (resp. y) sont toutes coloriées
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F1G. 55 — Les 4-2-colorations de T¢, Ty et Tj.

t (resp. s) et ne sont pas orientées vers z (resp. y), le sommet x (resp. y) vérifie donc
bien la condition (A).

(B) Les sommets autres que u, w, 2 ou y ont leurs arétes incidentes coloriées comme dans
Ce, Cg OU bien ¢4, qui sont toutes trois des 4-2-colorations : ces sommets vérifient donc
bien la condition (B). Les sommets u et w ont respectivement 1 et ( arétes incidentes
non-orientées : ils vérifient donc bien la condition (B). Le sommet x a au plus deux
arétes incidentes non-orientées et coloriées 1 (les arétes ux et zz’) et au plus deux arétes
incidentes non-orientées et coloriées ¢ (une dans Ty, et une dans T}) : le sommet x vérifie
donc bien la condition (B). Le sommet y n’a pas d’arétes incidentes non-orientées dans
T;. Comme la coloration ¢, est une 4-2-coloration, le sommet y vérifie donc bien la
condition (B).

(C) Comme c., ¢4 et cq sont des 4-2-colorations, s’il y a un cycle d’arétes non-orientées
dans F;, pour 1 < ¢ < 4, ce cycle passe forcément par au moins deux des graphes
Te\{uwv, vw,vw}, To\{uz,uvw,wz} et Ty\{uz,uy,xzy}. Or les sommets u, w, et y
n’ayant pas d’arétes incidentes non-orientées dans les graphes T,\{ux,uw,wx} et
Ta\{ux,uy,zy}, un tel cycle “entrant” dans T,\{ux,uvw,wz} ou Ty\{ux,uy,xy} par

le sommet x ne pourrait pas “ressortir”. La condition (C) est donc vérifiée.

On montre maintenant que ¢ est bien 2-prolongeable. En effet, les sommets autres que u,
w, x ou y ayant leurs arétes incidentes coloriées comme dans c, ¢4 et cg, qui sont toutes trois
des 4-2-colorations 2-prolongeables : ces sommets sont = 2-internes. De plus, aucune des arétes
coloriées par ¢4 ou par ¢4 n’étant orientée vers I'un des sommets, u, w, x ou y, et la coloration

ce étant 2-prolongeable, les sommets u, w, x et y, sont bien Z2-internes.

Il est finalement aisé de vérifier que les arétes incidentes a u (resp. v ou w) sont coloriées

et orientées de facon comme indiqué dans le théoréme. O

Il est possible de transformer cette preuve en un algorithme de partition des arétes d’un
graphe planaire en 4 foréts de chenilles. De plus, en utilisant une structure de données adaptée,

cette algorithme serait linéaire en |V(G)|.
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3.4.3 NP-complétude de 2-ARB-INT-d-BORNEE, pour d > 2

On rappelle que le probléme 2-COLORATION 1-IMPROPRE prend en entrée un graphe
G et indique si ce graphe admet une 2-coloration de ses sommets telle que chaque sommet
a au plus un voisin de la méme couleur que lui. On prouve le Théoréme 18 par réduction
polynomial de 2-COLORATION 1-IMPROPRE. Dans le reste de cette sous-section, d est un

entier quelconque tel que d > 2.

Preuve du Théoréme 18 : 1l est suffisant de montrer (c¢.f. Lemme 3.1.1) que, pour tout
entier d > 2, décider si un graphe G, planaire, biparti et de maille g > 6 est 2-d-coloriable, est
un probléme NP-complet. 11 est clair que décider si un graphe est 2-1-coloriable est dans NP.
On montre donc que ce probléme est NP-dur par réduction polynomial de 2-COLORATION
1-IMPROPRE.

On considére les graphes A, B, C et D représentés dans la Figure 56 et on étudie les

différentes 2-d-colorations possibles de ces graphes.

by
d al az af az

Ck 93 Ok
avec k =2d+ 3 avec k =2d+1 ' b

A B C D

F1a. 56  Les graphes A, B, C et D.

Fait 1 Le graphe A est 2-d-coloriable et dans toutes ses 2-d-colorations les sommets a; et b;
sont internes dans une méme forét. De plus, il existe une 2-d-coloration de A ot toutes les
arétes incidentes a a; ou a b; ont la méme couleur et sont orientées de a; ou de b; vers l'autre

extremité.

Preuve : On considére une 2-d-coloration de 4. Les sommets a; et b; étant de degré
2d + 3, ils sont Z1-internes (c.f. Lemme 3.1.2). Si les sommets a; et b; ne sont pas internes
dans la méme forét, ceci implique que ces sommets sont 1-internes respectivement dans Fj
et Fy. Ces sommets ont donc chacun au plus d arétes incidentes non-orientées et au plus une
aréte incidente orientée vers eux. Il y a donc un entier p tel que les arétes a;c, et b;jd, sont
respectivement orientées vers ¢, et d,,. Comme a; et b; sont 1-internes respectivement dans F
et Fb, les arétes a;c, et b;jd, sont respectivement coloriées 1 et 2. Ceci est impossible puisque
dans ce cas 'aréte c,d, ne peut étre coloriée ni 1, ni 2. Les sommets a; et b; sont donc internes

dans la méme forét.

Une des 2-d-colorations de A est telle que toutes les arétes incidentes & a; ou b; ont la

méme couleur, disons 1, et sont orientées de a; ou de b; vers 'autre extremité. En effet, cela
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est possible en laissant toutes les arétes cpdj non-orientées et coloriées 2. O

Fait 2 Le graphe B est 2-d-coloriable et dans toutes ses 2-d-colorations les sommets a; et a;
sont internes dans deuz foréts distinctes. De plus, il existe une 2-d-coloration de B ot toutes
les arétes incidentes a a; ou a a; sont orientées de a; ou bien de aj vers l'autre extremité et

ot les aréte incidentes a a; sont coloriées 1 et celles incidentes a aj sont coloriées 2.

Preuve : Le sommet a; étant de degré 2d + 1, ce sommet a au moins une aréte incidente
a;by, avec 1 <1 < 2d + 1, orientée de a; vers b;. Or d’apres le Fait 1 les sommets a; et b; sont
interne dans la méme forét, disons Fj. Ceci implique que ’aréte a;b; est coloriée 2, et donc que

a; est interne dans F5. Les sommet a; et a; sont donc bien internes dans deux foréts distinctes.

On utilise la coloration décrite dans le Fait 1 pour colorier chaque copie de A de fagon a ce
que toutes les arétes incidentes a a; et toutes les arétes incidentes a b,,, avec 1 < m < 2d + 1,
sauf l'aréte a;b,,, soient coloriées 2 et orientées de a; ou de b, vers l'autre extrémité. On

colorie finalement 1 les arétes a;b,,, avec 1 < m < 2d + 1, et on les oriente vers by,. O

Fait 3 Le graphe C est 2-d-coloriable et dans toutes ses 2-d-colorations au moins une des
arétes v'a;, avec 1 < i < 3 est mon-orientée. De plus, il existe des 2-d-colorations de C on

laréte u'ay et non-orientée et ot les autres arétes u'a; sont orientées vers a;.

Preuve : On considére les 2-d-colorations de C sans aréte u’a; non-orientée. Le sommet u/
étant de degré 3, u' est Z1-interne (c.f Lemme 3.1.2). Le sommet ' a donc au plus une de

ses arétes incidentes orientée vers lui.

— Si toutes les arétes u'a; sont orientées vers q;, alors deux d’entre elles sont de la méme
couleur. On considére donc que les aretes u'a; et u'as sont coloriées 1. Les sommets aq
et ao ne sont donc pas internes dans Fiy. D’aprés le Fait 2, la copie de B reliant a; et as

n’est donc pas 2-d-coloriable.

Si une des arétes u'a; est orientée vers u’, disons u'as, et qu’elle est coloriée 2, alors les
(2 Y 35 Y
autres arétes u'a; sont orientées vers a; et coloriées 1. On vient de le voir que dans ce

cas la copie de B reliant a; et as n’est pas 2-d-coloriable.
Il y a donc, dans toute 2-d-coloration de C, une aréte u’a; non-orientée.

On utilise la 2-d-coloration décrite dans le Fait 2 afin de colorier les copies de B de facon a
ce que les arétes incidentes & un sommet a;, autres que u'a;, soient orientées de a; vers lautre
extrémité et de fagon & ce que celles qui soient incidentes & aj (resp. ag) soient coloriées 1
(resp. 2). Pour les arétes incidentes a ag dans la copie de B qui relie ag a aj (resp. ag) on
utilise la couleur 2 (resp. 1). On compléte cette coloration en orientant les arétes u'a; et u'ay
respectivement vers a; et ao, en laissant Paréte u’ag non-orientée et en coloriant les arétes

u'ay, u'ag et u'ag respectivement 2, 1 et 1. O
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Fait 4 Le graphe D admet des 2-d-colorations ou les arétes uay et uao sont de la méme
couleur. Dans chacune des ces colorations, au moins une des arétes ua; est non-orientée. De

plus, de telles colorations avec exactement une des arétes ua; non-orientée existent.

Preuve : Siles deux arétes uay et uag sont coloriées 1 et orientées vers a;, alors les sommets

a; ne sont pas internes dans F7, ce qui est impossible d’aprés le Fait 2.

Si on oriente ua; vers ai, que ’'on laisse uas non-orientée et que 1’on colorie 1 ces arétes
alors on peut compléter cette 2-d-coloration de D. Pour cela on utilise la coloration de B
décrite dans le Fait 2 de fagon & ce que les arétes incidentes a ap, autres que wajp, soient
toutes coloriées 2; et de fagon & ce que les arétes incidentes & ao, autres que uaso, soient toutes

coloriées 1 et orientées de ay vers 'autre extrémité. O

Le gadget d'un sommet u est composé de 2d copies de C partageant le méme sommet u/,

de d — 1 copies de D partageant le méme sommet u, et d’une aréte uu’.

2d

u @ S

FiGg. 57 Le gadget du sommet u.

Lemme 3.4.2 Le gadget des sommets est 2-d-coloriable et dans toutes ses 2-d-colorations,
le sommet u est I-interne et est incident o au moins d — 1 arétes non-orientées. De plus, il
existe une 2-d-coloration dans laguelle le sommet u est incident a eractement d — 1 arétes

non-orientees.

Si on rajoute des arétes incidentes au sommet u, ces arétes seront donc toutes de la méme
couleur et au plus une d’entre elles sera non-orientée alors que les autres seront toutes orientées

de u vers 'autre extrémité.

Preuve du Lemme : On considére une 2-d-coloration du gadget. D’aprés le Fait 3, le
sommet v’ est incident & 2d arétes non-orientées (d dans chaque forét). L’arétes v'u est donc
orientée vers u et on considére qu’elle est coloriée 2. Ceci implique que le sommet u n’est pas
interne dans F5 mais comme il est de degré supérieur & 2 ce sommet est l-interne dans F}
(¢.F. Lemme 3.1.2). Les arétes incidentes a u, autres que uu’ sont donc toutes coloriées 1. Ceci
implique, d’aprés le Fait 4, que le sommet u est incident a au moins d — 1 arétes non-orientées

coloriées 1.

Finalement le Fait 3 permet de colorier les copies de C de sorte que le sommet v’ soit

2-interne. On oriente I'aréte uu’ vers u en la coloriant 2. Le Fait 3 permet ensuite de colorier
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les d — 1 copies de D de sorte que chacune d’elles ne contienne qu'une seule aréte non-orientée

incidente & u. On obtient ainsi bien la 2-d-coloration du gadget décrite dans le lemme. O

Etant donné un graphe G, on construit le graphe G’ en subdivisant chaque aréte uv € E(G)
et en ajoutant a chaque sommet u € V(G) le gadget decrit dans la Figure 57. On montre que

le graphe G est 2-coloriable de fagon 1-impropre si et seulement si G’ est 2-d-coloriable.

Etant donnée une 2-coloration 1-impropre ¢ de G on construit une 2-d-coloration de G’
de la maniére suivante. D’aprés le Lemme 3.4.2, pour chaque sommet u € V(G), le gadget du
sommet u est 2-d-coloriable de fagon a ce que u soit l-interne dans F(,) et que ce sommet ait
déja d — 1 arétes non-orientées dans Fi(,). Etant donnée une aréte uv € E(G), subdivisé par

un sommet x dans G’,

— si ¢(u) # c(v), on oriente les arétes ux et vx vers x et on les colorie respectivement c¢(u)
et c(v).

si c¢(u) = ¢(v), on laisse les arétes uz et vz non-orientées et on les colorie c(u).

Comme un sommet u € V(G) a au plus un voisin v tel que ¢(u) = ¢(v), ce méme sommet u

aura bien au plus d arétes incidentes non-orientées dans Fy(,).

Etant donnée une 2-d-coloration de G’ on construit une 2-coloration l-impropre ¢ de G
de la maniére suivante. D’aprés le Lemme 3.4.2, chaque sommet u € V(G) est 1-interne dans
G’. On colorie i un sommet u € V(G) si ce sommet est 1-interne dans F;. Or le Lemme 3.4.2,
et les colorations possibles de la chaine (u,z,v) (uv étant une aréte de GG) impliquent qu'un
sommet u € V(G) a au plus un voisin v dans G tel que u et v soient 1-interne dans la méme

forét dans G’. La 2-coloration des sommets de G obtenue est donc bien 1-impropre. O

3.4.4 Les graphes planaires de maille g > 6

On rappelle qu’un k-d-coloration d’un graphe G est dite p-prolongeable si tout les sommets

de G sont Zp-internes.
Preuve du Théoréme 19 : La propriété suivante implique le Théoréme 19 (c.f. Lemmes
3.1.1 et 3.3.6).

Propriété 4 Tout graphe G tel que Dmm/(G) < 3 admet une 3-2-coloration 2-prolongeable.

On prouve cette propriété par déchargement. Soit le graphe GG, un contre-exemple qui minimise
V(G)I
Lemme 3.4.3 Le contre-exemple minimal G, ne contient pas :

(1) de sommet v tel que deg(v) < 1, ni

(2) d’aréte uv telle que deg(u) =2 et deg(v) < 5.
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Preuve du Lemme 3.4.3 : (1) Si G a un sommet v tel que deg(v) < 1 alors, par minimalité
de G, le graphe G \ {v} admet une 3-2-coloration 2-prolongeable. Si deg(v) = 0 alors cette
coloration est une 3-2-coloration 2-prolongeable de G. Si deg(v) = 1, on note u 'unique voisin
de v dans G. On étend simplement la 3-2-coloration de G \ {v} & G en orientant I'aréte uv
de u vers v et en la coloriant i, ¢ étant tel que u est interne dans Fj. Il est simple de voir
que cette coloration est bien une 3-2-coloration 2-prolongeable de GG. Le graphe GG n’étant, par
définition, pas 3-2-colorable de fagon 2-prolongeable, G ne contient donc pas de sommet v tel
que deg(v) < 1.

(2) Si G a une aréte uv telle que deg(u) = 2 et deg(v) < 5. On note w le second voisin de
u. le graphe G \ {u} admet une 3-2-coloration 2-prolongeable telle que v est interne dans les
foréts Fy et Fy. Si dans G\ {u}, toutes les aréte incidentes a v sont non-orientées et coloriées
1 ou 2, on laisse I'aréte uv non-orientée et on la colorie 3. On oriente alors uw vers u et on la
colorie 1 ou 2 (selon que w est interne dans F} ou Fy), et on obtient alors une 3-2-coloration
2-prolongeable de G. Sinon, le sommet v étant de degré au plus 4 dans G \ {u}, il existe
un entier ¢ € {1,2} tel que v a au plus une aréte incidente non-orientées et coloriée i dans
G \ {u}. Dans ce cas la, 'aréte uv est non-orientées et on la colorie i. On oriente alors uw
vers u et on la colorie 2 ou 3 (selon que w est interne dans Fy ou F3), et on obtient alors une
3-2-coloration 2-prolongeable de G. Le graphe G n’étant, par définition, pas 3-2-colorable de
fagon 2-prolongeable, G ne contient donc pas d’aréte uv telle que deg(u) = 2 et deg(v) < 5. O

On assigne a chaque sommet v € V(G) une charge initiale est égale a son degré (6(v) =

deg(v)). On procéde ensuite a 1’ étape de déchargement ot chaque sommet v de degré au
1

moins 3 donne 5 a chacun de ses voisins de degré 2. On vérifie que chaque sommet v € V(G)
a une charge finale 6*(v) > 3 :
— deg(v) = 2 : v adeux voisins de degré au moins 6 (Lemme 3.4.3), donc §*(v) = 2421 = 3.
deg(v) = k, avec 3 < k < 5: v n’a pas de voisin de degré 2, donc 6*(v) = k > 3.
— deg(v) =k > 6 : v a au plus k voisins de degré 2, donc 6*(v) > k — k3 = % > 3.

Par conservation des charges, le degré moyen maximum de G est donc supérieur ou égale a
trois, ce qui est en contradiction avec la définition de G. Le contre-exemple G n’existe donc

pas. O

3.4.5 Les graphes planaires de maille g > 10

Preuve du Théoréme 20 : La propriété suivante implique le Théoréme 20 (c.f. Lemmes
3.1.1 et 3.3.6).

Propriété 5 Tout graphe G tel que Dmm/(G) < g admet une 2-2-coloration 1-prolongeable.
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On prouve cette propriété par déchargement. Soit le graphe GG, un contre-exemple qui minimise

V(G-

Yy z Yy z
Y Y z
(i) (iv) (v) (vi)

(1) (iii)
F1G. 58 — Les configurations interdites.

Lemme 3.4.4 Le contre-ezemple minimal G, ne contient aucune des configurations de la
Figure 58.

Pour prouver ce lemme on utilise le fait suivant :

Fait 5 Si un graphe H est 2-2-coloriable de fagon 1-prolongeable et contient un sommet x
dont tous les voisins sont de degré 2, alors H admet une 2-2-coloration 1-prolongeable dans

laquelle x est 2-interne.

Preuve : On modifie une 2-2-coloration 1-prolongeable de H afin d’obtenir une 2-2-coloration
1-prolongeable dans laquelle le sommet x est 2-interne. Si le sommet x n’est pas 2-interne,
alors une aréte incidente a z, wx, est orientée vers z et est coloriée i, avec ¢ € {1,2}. Dans ce
cas, toutes les autres arétes incidentes a x sont coloriées 3 — i. On modifie la coloration de H
en enlevant sont orientation a l'aréte wz. L’aréte wx est maintenant non-orientée et coloriée
1. 11 est simple de vérifier que, le sommet w étant de degré 2, cette coloration est bien une

2-2-coloration 1-prolongeable dans laquelle x est 2-interne. O

Preuve du Lemme 3.4.4 : On prouve le lemme en montrant que si G contenait 'une de
ces configurations, alors GG serait 2-2-coloriable de facon 1-prolongeable, ce qui contredirait la

définition de G. On traite les différentes configurations :

(i) Par minimalité de |V(G)]|, le graphe G \ {y} admet une 2-2-coloration 1-prolongeable.
Or le sommet x étant interne dans au moins une des foréts, disons Fi, on peut étendre

cette coloration a tout le graphe G en orientant ’aréte xy vers y et en la coloriant 1.

(ii) (iii) Par minimalité de |V (G)|, le graphe G\ {w, x} admet une 2-2-coloration 1-prolongeable
dans laquelle le sommet v est interne dans F;. On distingue deux cas suivant que y est

interne dans F, ou pas.

— Si y est interne dans Fj, on peut étendre cette coloration a tout le graphe G en
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orientant 'aréte vw vers w et en la coloriant 1, en orientant ’aréte xy vers x et en

la coloriant 1 et en laissant ’aréte wy non-orientée et en la coloriant 2.

Si y n’est pas interne dans Fj cela signifie que I'une de ses arétes incidente est
coloriée 1. Le sommet y a donc au plus une aréte incidente non-orientée et coloriée
2. On peut donc étendre la coloration a tout le graphe G en orientant 'aréte vw
vers w et en la coloriant 1, puis en laissant les arétes zy et wy non-orientées et
coloriées 2.

(iv) (v) (vi) Par minimalité de |V(G)|, et d’apres le Fait 5, le graphe G\ {y} a une 2-2-coloration
1-prolongeable dans laquelle le sommet x est 2-interne. Le sommet z étant =1-interne
et de degré au plus 2 dans G \ {y}, il est toujours possible de colorié 'aréte yz en la
laissant non-orientée. Si yz est coloriée 1 (resp. 2) on oriente l'aréte xy vers y et on la

colorie 2 (resp. 1).

Un sommet v est dit mort s’il est de degré 3 et que tous ses voisins sont de degré 2. Un
sommet v est dit faible s'il est de degré 2 et que I'un de ses voisins, u, est de degré 2 ou
bien est un sommet mort. On procéde maintenant a 1’étape de déchargement afin de prouver
qu'un tel graphe G n’existe pas. La charge initiale de chaque sommet est égale & son degré

(6(v) = deg(v)). On utilise ensuite la régle de déchargement suivante :
Chaque sommet de degré au moins 4 donne :

A ses voisins faibles et

== N

& ses autres voisins de degré 2.

de plus, chaque sommet de degré 3 et non mort donne :

- i a ses voisins de degré 2.

) 5
Cette procédure est telle que chaque sommet v € V(G) a une charge finale d*(v) > 5. On

considére différents cas suivant le degré et la nature de v :
deg(v) =1 : G ne contient pas de tel sommet (c.f. configuration (i)).

— deg(v) = 2 et v est faible : v a un voisin de degré au moins 4 (c.f. configurations (ii),
(iii) et (iv)), donc 6*(v) =2+ % = §

~ deg(v) = 2 et v n'est pas faible : v regoit 3 de chacun de ses voisins, donc §*(v) >

2+21 =2
— . o * _ _ 5
— deg(v) = 3 et v est mort : v ne donne et ne recoit rien, donc 6*(v) = d(v) =3 > 3
deg(v) = 3 et v n’est pas mort : v a au plus deux voisins de degré 2, donc 6*(v) >
1_5
3-25=3.

deg(v) = 4 et que l'un de ses voisins est de degré au moins 3 : v donne au plus 1 5 A ses
voisins de degré 2, donc §*(v) >4 — 33 = 5.
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— deg(v) = 4 et que tous ses voisins sont de degré 2 : aucun des voisins de v n’est faible

(c.f. configurations (v) et (vi)), v donne donc 1 a chacun de ses voisins, donc §*(v) =

4
1 _ 5
4-4l=3>3

1

5 a chacun de ses voisins, donc 6*(v) > k—k

— . _k
deg(v) = k > 5: v donne au plus =5>

1
2

Par conservation des charges, le degré moyen maximum de G est donc supérieur ou égale a

D NJUT DOt

ce qui est en contradiction avec la définition de G. Le contre-exemple G n’existe donc pas.

3.5 Arboricité intérieurement 3-bornée des graphes planaires

Ce type d’arboricité n’a pas été étudié auparavant. Cependant, on a vu dans les sections
précédentes que les problémes 2-ARB-INT-3-BORNEE (c.f. Théoréme 18) et 3-ARB-INT-3-
BORNEE (c.f. Théoréeme 15) sont NP-complets méme si I’on se restreint aux graphes planaires,
bipartis et de maille respectivement g > 6 et g > 4. On a également vu dans ces sections que
a3(Ps) = 4 et que az(Ps) = 3. On a donc a3(Ps) = 3 ou 4. Le théoréme suivant permet de

trancher entre ces deux valeurs.
Théoréme 22 Tout graphe planaire G de maille g > 5 vérifie a3(G) < 3.

On rappelle qu'une k-2-coloration (c.f. Sous-section 3.1.1) d'un graphe G est une k-
coloration et une orientation partielle des arétes de G, telles que pour tout entier i, avec

1 <1 <k, on respecte les conditions suivantes :

(A) Un sommet v incident & une aréte e, coloriée i et orientée vers v, n’a pas d’autre aréte

incidente coloriée 3.
(B) Tout sommet v € V(G) a au plus 3 arétes incidentes non-orientées et coloriées i.

(C) Les arétes non-orientées et coloriées i induisent un graphe acyclique.

3.5.1 Les graphes planaires de maille g > 5

Preuve du Théoréme 22 : La propriété suivante implique le Théoréme 22 (c.f. Lemmes
3.1.1 et 3.3.6).

Propriété 6 Tout graphe G tel que Dmm(G) < %0 admet une 3-3-coloration 2-prolongeable.

On prouve cette propriété par déchargement. Soit le graphe G, un contre-exemple qui minimise

V(G-

Lemme 3.5.1 Le contre-exemple minimum G, ne contient aucune des configurations de la
Figure 59.
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o
uy
U v v w T U9 Z1
o—0 . v ‘ D,
U p Ug 1
<6 Td
N d<9
(i) (i) (iii) (iv)
F1G. 59 — Les configurations interdites.
Preuve : On prouve le lemme en montrant que si G contenait 'une de ces configurations,

alors G serait 3-3-coloriable de fagon 2-prolongeable, ce qui contredirait la définition de G. On

traite les différentes configurations :

(i) Par minimalité de |V(G)], le graphe G \ {v} admet une 3-3-coloration 2-prolongeable.
Or le sommet u étant interne dans au moins deux des foréts, disons Fj et F5, on peut
étendre cette coloration & tout le graphe GG en orientant I'aréte uv vers v et en la coloriant
1.

(ii) Par minimalité de |V(G)|, le graphe G \ {w} admet une 3-3-coloration 2-prolongeable
dans laquelle le sommet v est interne dans Fj et Fy.

— Si toutes les aréte vu; sont non-orientées et coloriées 1 ou 2, on oriente wv vers v

et on la colorie 3. On oriente alors xw vers w et on la colorie 1 ou 2 (selon que x

est interne dans Fy ou Fh).

Sinon, il y a au plus deux arétes vu; non-orientées dans F; ou dans Fs, disons Fj.
Dans ce cas 1a, on laisse 'aréte vw non-orientée et on la colorie 1. On oriente alors
xw vers w et on la colorie 2 ou 3 (selon que x est interne dans Fy ou F3).
(iii) Par minimalité de |V(G)|, le graphe G \ {v} admet une 3-3-coloration 2-prolongeable
dans laquelle le sommet w est interne dans F) et Fb.
— Si u est un sommet interne de F3, on laisse 'aréte uv non-orientée et on la colorie
3. On oriente alors yv vers v et on la colorie 1 ou 2 (selon que y est interne dans

Fy ou F3), disons 1. On laisse enfin I'aréte vw non-orientée et on la colorie 2.

— Si u est une extremité de F3, une de arétes incidentes & u, disons xu, est orientée
vers u et coloriée 3. Sans perte de généralité, on considére que 'aréte xou est coloriée
1. On laisse alors les arétes uv et vw non-orientées et on les colorie 2. On oriente
enfin yv vers v et on la colorie 1 ou 3 (selon que v est interne dans F ou F3).

(iv) Par minimalité de |V(G)|, le graphe G \ {v,us,...,uq} admet une 3-3-coloration 2-
prolongeable dans laquelle le sommet u; est interne dans F;. On laisse toutes les arétes
vu;, pour 1 <7 < d, non-orientées et on les colorie 1si1 <7 <3,2s14<17<6,et3si
7 < i <9. On oriente chacune des arétes x;u;, pour 2 < i < d, vers u; et on les colorie

avec une couleur distincte de celle de vu;.
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On procéde maintenant a 1'étape de déchargement afin de prouver qu'un tel graphe G
n’existe pas. La charge initiale de chaque sommet est égale & son degré (d(v) = deg(v)). On

utilise ensuite la régle de déchargement suivante :
Chaque sommet de degré au moins 4 donne :

& chacun de ses voisins de degré 2 et

A= Wi

a chacun de ses voisins de degré 3.

4 10
Cette procédure est telle que chaque sommet v € V(G) a une charge finale §*(v) > 3. On

considere différents cas suivant le degré de v :
deg(v) =1 : G ne contient pas de tel sommet (c.f. configuration (i)).

— deg(v) = 2 : v a deux voisins de degré au moins 8 (c.f. configuration (ii)), donc 6*(v) =

2422 =3

— deg(v) = 3 : v n’a pas de 2-voisins (c.f. configuration (ii)) et a au moins deux voisins de

degré au moins 4 (c.f. configurations (ii) et (iii)), donc 6*(v) > 3 + 2% = %.

deg(v) = k, avec 4 < k < 7 : v n’a pas de voisins de degré 2 (c.f. configuration (ii)),
donc 6*(v) > k — kg = k3 > 1.

deg(v) =k, avec 8 < k < 9 : v a soit un sommet de degré au moins 4, soit deux sommets
de degré 3 (c.f. configuration (iv)). Dans le premier cas on a §*(v) > k — (k — 1)3 =

k42 < 10 2 1 _ k3 o 10
2 > 2 et dans le second on a §*(v) >k — (k—2)5 —2¢ = &2 > 2.

d(v) = k > 10 : v donne au plus 2 & chacun de ses voisins, donc §*(v) > k—k3 = g > 10

Par conservation des charges, le degré moyen maximum de G est donc supérieur ou égale a

%, ce qui est en contradiction avec la définition de GG. Le contre-exemple G n’existe donc pas.

O

3.6 Arboricité T-exclue

On rappelle qu'une chaine P, est une chaine ayant n sommets. On définit l'arbre 5,

comme étant I'arbre dont un sommet est incident a n copies de P3 (voir Figure 60). Etant

F1G. 60 — la chaine P, et ’arbre S,,.

donné un arbre T', une forét T-exclue est une forét dont aucun sous-graphe n’est isomorphe

a T. Par exemple, étant donné un entier n > 2, les foréts P,-exclues (resp. K ,-exclues) sont
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les foréts de diametre au plus n — 2 (resp. les foréts de degré maximum au plus n — 1). De

méme, les foréts 5,-exclues sont les foréts de degré interne maximum au plus n — 1.

Un arbre est dit trivial s’il a moins de trois sommets. Pour tout arbre non-trivial T', on
définit 'arboricité T-exclue, notée arb-T'(G), comme étant le plus petit entier k tel que G
soit couvrable par k foréts T-exclues. Ce nouvel invariant de graphe permet de regrouper plu-
sieurs invariants courants. Par exemple, I'indice chromatique, 'arboricité linéaire, I’arboricité
d-bornée, 'arboricité étoile, I'arboricité chenille et ’arboricité intérieurement d-bornée, pour
d > 1, correspondent respectivement aux arboricités Pz-exclue, K z-exclue, K 441-exclue,
Py-exclue, S3-exclue et Sgi1-exclue. Comme précédemment, on étend la définition de cet in-
variant de graphes aux ensembles de graphes. Etant donné une famille finie ou infinie F de
graphes, on définit arb-T'(F) comme étant le maximum de arb-T'(G), pour G € F. Lorsque ce

maximum n’est pas défini, arb-7'(F) prend la valeur +ooc.

Observation 3.6.1 Etant donnés 2 arbres Ty et T, si Th est un sous-arbre de Ty, alors
pour tout graphe G (resp. famille F) on a arb-T1(G) > arb-To(G) (resp. famille arb-Ty(F) >
arb-T»(F)).

En effet dans ce cas, toute forét T7-exclue est nécessairement Th-exclue.

On définit maintenant I’arboricité T-exclue minimum U (F) d’un ensemble de graphes
F comme étant le minimum de arb-T'(F), pour tout arbre non-trivial 7. Etant donné que
pour tout arbre T" et pour toute famille de graphe F on a arb-T(F) > a(F), on a la relation

suivante pour tout arbre T' et toute famille de graphe F :
arb-T'(F) > U(F) > a(F) (16)

L’arboricité T-exclue minimum est un invariant qui semble proche de I’arboricité classique
puisque ces deux invariants sont égaux sur les familles finies de graphes. En effet, pour toute
famille finie F, il existe un entier [ tel que [ > maxger |V(G)|. Toute foréet ¥ C G € F a
donc au plus [ — 1 sommets et est donc Pj-exclue. Toute partition d’un graphe G € F en a(G)

foréts est donc une partition en foréts Pj-exclues.

Ces invariants sont cependant différents pour certaines familles infinies de graphes. Un
exemple trivial est la famille des arbres, notée A. 1l est clair que a(A) = 1. Par contre, pour
tout arbre 7" on a arb-T'(A) > arb-T(T) = 2, et donc U(A) > 2. En fait, les arbres étant
d’arboricité étoile (i.e. Py-exclue) au plus deux, on a exactement U(A) = 2. On donne deux
autres exemples de telles familles. On montre dans les sous-sections suivantes que la famille
des 2-arbres, notée Aj, et celle des graphes planaires bipartis, notée Py, qui sont des familles

d’arboricité 2, sont d’arboricité T-exclue minimum au moins 3.
Théoréme 23 U(Ay) > 2.

Il est clair que les k-arbres sont d’arboricité au plus k. De plus, les k-arbres étant acycliquement
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(k + 1)-coloriables, le Théoréme 10 nous indique que pour tout k-arbre G on a arb-Py(G) <
k+ 1. On a donc U(Ay) = 3.

Théoréme 24 U(Py,) > 2.

Pour les graphes planaires bipartis on a cependant pas déterminé la valeur exacte de U(Ppp).
Etant donné que les graphes planaires bipartis sont d’arboricité étoile au plus 4 on sait juste
que U(Ppip) = 3 ou 4.

Ces théorémes semblent naturels. En effet, tout 2-arbre (resp. graphe planaire biparti
maximum) G ayant n sommets a 2n — 3 (resp. au plus 2n — 4) arétes. En leur rajoutant 2
arétes (resp. 3), ces graphes auront alors 2n—1 arétes et seront d’arboricité au moins trois. Ces
graphes sont donc «quasiment» d’arboricité trois. Il parait donc normal que I'on ne puisse plus
couvrir ces graphes avec deux foréts si 'on rajoute des contraintes structurelles sur ces foréts,
a savoir qu’elles soient T-exclues. LL.e méme raisonnement nous fait poser les deux conjectures

suivantes :

Conjecture 12 Soit Ay, l'ensemble des k-arbres. Pour tout entier k > 1 on a U(Ag) > k+1.
Conjecture 13 U(Ps3) > 4.

On remarque que si I'on essaie de couvrir un graphe G avec a(G) + 1 foréts plutot que

a(G) on gagne une grande flexibilité. On fait donc la conjecture suivante :

Conjecture 14 Pour toute famille de graphe F, on a a(F) < U(F) < a(F) + 1.

3.6.1 Les 2-arbres

Preuve du Théoréme 23 : On prouve un résultat plus fort que le Théoréme 23.

Propriété 7 Pour toute arbre T et pour tout sous-arbre T C T enraciné en v’ il existe un
2-arbre partiel, noté G(T,T"), enraciné en un sommet v et tel que dans toute couverture de
G(T,T') par deux foréts Fy et Fy on a soit une copie de T dans Fy (T C F}), soit une copie
de T' dans Fy (T' C Fy) telle que la racine de T' corresponde a celle de G(T,T') (r' =v).

Ce résultat implique bien le Théoréme 23 puisque, pour tout arbre T, il existe un 2-arbre

partiel, G(T',T), qui n’est pas couvrable par 2 foréts T-exclues.

On raisonne par labsurde en considérant un contre-exemple, un couple (7,7") tel que
|V (T")| soit minimum. Etant donné un arbre T, on construit le 2-arbre H(T) en ajoutant a

T un nouveau sommet v relié a tous les sommets de 7' (voir Figure 61).

Dans le cas ou T = Ko, on pose G(T, K3) = H(T), le sommet v étant la racine. En effet,

si toutes les arétes incidente & v dans H(T') sont dans Fy, F ne pouvant pas contenir de
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F1G. 61 — Exemple d’arbre T et le 2-arbre H(T') correspondant.

cycle, alors les autres arétes de H(T'), formant une copie de 7', sont toutes dans Fj. On a donc
T #+ K.

On considére maintenant différents cas suivant le degré de v’ dans T”.

— Si degp/(r') = 1, on note r” le voisin de ' et T" Parbre T'\r’ enraciné en 7. On
considére le graphe H(T) enraciné en v et |V(T')| copies de G(T,T") enracinées en u;,
avec 1 < i < |V(T)|. En identifiant chacun des sommets u; & un sommet distinct de
H(T)\v on obtient le 2-arbre partiel G(T,T"). En effet, si I'on couvre ce graphe avec
deux foréts Fy et Fy telles que Fj soit T-exclue, alors il existe nécésairement une aréte
vu; telle que vu; € Fy, sinon (Fh étant sans-cycles) toutes les arétes de H(T)\v, qui
forment une copie de T, seraient dans Fj. Or ce sommet u; est la racine d’une copie de
T" telle que " = u;. En y ajoutant I'aréte vu; on obtient une copie de T C F} enraciné

en v. Le couple (T, T") n’est donc pas un contre-exemple.

Si deggv(r') > 2, alors on partage T” en deux arbres disjoints, 7" et 7", partageant
tous deux la méme racine que T”, le sommet 7/, et ayant chacun au moins une aréte.
Par minimalité de 7" il existe bien deux 2-arbres partiels Gp 7~ et G, enracinés en

. En prenant ces deux graphes et en fusionnant leur racine en un sommet v on

v et v
obtient le 2-arbre partiel G(T,T"). En effet, si I'on couvre ce graphe avec deux foréts
Fy et Fy telles que Fy soit T-exclue, alors on a une copie de 7" C I et une copie de
T" C Fy, disjointes et toutes deux enraciné en v. Le sommet v est donc bien la racine

d’une copie de 7" C Fy. Le couple (T, T") n’est donc pas un contre-exemple.

3.6.2 Les graphes planaires bipartis

On définit les arbres enracinés T;, pour n > 1. Pour n =1 on a T} = Ks. Pour n > 1, on
obtient T,, a partir de n copies de T,,_1 dont on relie les racines & un méme nouveau sommet,
qui est la racine de T}, (voir Figure 62). Il est claire que tout arbre T" est un sous-arbre de T,
pour un entier n suffisamment grand. On définit les graphes planaires bipartis G, pour n > 1.
Le graphe G est le 4-cycle (uy,x,v1,y). Pour n > 1, on obtient G,, & partir de deux sommets,

7
n—1»

u, et v,, et 2n copies de GG,_1, notées G;_l, avec 1 < i < 2n. On note ufl_l et v les
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i

sommets u,_; et v,_; de la copie G},_;. Enfin, on relie u,, (resp. v,) a tous les sommets u!_,

et %71 pour 1 <4 < 2n. On voit dans la Figure 62 que les graphes G, sont bien planaires et

- 85

Fia. 62 Les arbres T, T et T3 et les graphes G et Gb.

bipartis.

Preuve du Théoréme 24 : On prouve un résultat plus fort que le Théoréme 24.

Propriété 8 Dans toute partition de G, en deux foréts Fy et Fo, l'un des sommets u, ou v,

est la racine d’un arbre T,, C F}.

On prouve ce résultat par récurrence sur n. Pour Gy, la forét I5 ne pouvant couvrir toutes
les arétes du cycle, il y a bien une des arétes incidentes & u; ou & vy dans Fj. On considére

i

maintenant une partition de G,,, pour n > 1 en deux foréts F et Fy. Les sommets u;,_;

et ’Ufl_l étant «symeétriquesy», on considere sans perte de généralité que pour tout i c’est le
sommet uil_l (et non ’Ufl_l) qui est la racine d’'un arbre T,,_1 C F; N G;_l. Etant donné que
F5 ne contient pas de cycles, il y a au plus un sommet U%A tel que les deux arétes Unuf%l et
vpul,_; sont dans Fy. Ceci implique qu'il y a soit n arétes u,u’,_;, soit n arétes v,u’,_; dans
Fi. Les sommets u;_l étant des racines de T,,_1 C Fi1 N G;_l, On a bien un copie de T}, C I}

enraciné en u, Ou en v,. O

3.7 Arboricité mixte des graphes

On a vu dans les sections précédentes que les graphes planaires sont d’arboricité étoile
au plus 5 et d’arboricité chenille au plus quatre. On pourrait se demander, afin d’affiner nos
connaissances sur les couvertures possibles des graphes planaires, si par exemple les graphes
planaires sont couvrables par 3 foréts de chenilles et une forét d’étoile. Le concept d’arboricité

mixte regroupe donc les couvertures de graphes en des foréts de type variés.

Dans [BKPY05], Balogh, Kochol, Pluhér et Yu explorent une notion de couverture proche
de I'arboricité, les (¢, D)-couvertures. Un graphe est (¢, D)-couvert si I’on peut le couvrir avec

t foréts et un graphe de degré maximum au plus D.

Les graphes planaires externes étant d’arboricité au plus 2, ils sont (2,0)-couvrables. De
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plus, les graphes planaires externes n’étant pas de degré maximum borné, ils ne sont, pour
aucun entier k > 0, (0, k)-couvrables. Dans [GZ99], les auteurs montrent que les graphes
planaires externes sont (1,3)-couvrables. Dans [BKPY05|, les auteurs affinent ce résultat en
montrant que les graphes planaires externes sont couvrables par 2 foréts dont une est de degré
maximum au plus 3. Dans ce méme article, les auteurs montrent également que ce résultat est
optimal puisqu’ils exhibent une famille de graphes planaires externes qui ne sont pas (1,2)-

couvrables.

Les graphes planaires étant d’arboricité au plus 3, ils sont (3,0)-couvrables. De plus pour
tout k& > 0, on prouve aisément que le graphe biparti complet Kj 19, qui est planaire, n’est
pas (1,k)-couvrables. Dans [HHL'02|, les auteurs montrent que les graphes planaires sont
(2, 8)-couvrables. Dans [BKPY05], les auteurs affinent ce résultat en montrant que les graphes
planaires sont couvrables par 3 foréts dont une est de degré maximum au plus 8. Dans les
deux articles les auteurs s’interrogent sur la valeur du plus petit entier A tel que tout graphe
planaire G est (2, A)-couvrable (c.f. Probléme ouvert 1 pour [HHLT02]). Dans [BKPY05], les

auteurs montrent que A > 4 et conjecturent que A =4 (c.f. Conjecture 4).

On a apporté, au chapitre précédent, un début de réponse a cette question en montrant
que A < 6. En effet, le Corollaire 3 indique tout graphe planaire G est (2,6)-couvrable. On
donne, dans la Sous-section 3.7.1, une réponse compléte en montrant un résultat plus fort que

la Conjecture 4.

Théoréme 25 Tout graphe planaire est couvrable par trois foréts dont une est de degré mazi-

mum au plus 4.

Les arbres de degré maximum 4 étant couvrables par deux foréts de chaines ou bien par
deux foréts de =3-étoiles (c.a.d. dont les composantes connexes sont Kj i, Ky ou K173), ce
résultat a plusieurs conséquences intéressantes en ce qui concerne les arboricités mixtes des

graphes planaires.

Corollaire 9 Tout graphe planaire est couvrable par :
- 2 foréts et 2 foréts de chaines,
— 2 foréts et 2 foréts de =3-étoiles, et

— 6 foréts d’étoiles, dont 2 sont des foréts de =3-¢étoiles.

Différents travaux portent sur les graphes planaires de maille bornée. On sait que les graphes

planaires de maille g sont :
(1,1)-couvrables si g > 10 (voir [BBCT04]),

(1,2)-couvrables si g > 7 (voir [HHLT02]), et
— (1,4)-couvrables si g > 5 (voir [HHLT02]).
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On remarque que les graphes de degré maximum deux ne sont pas nécessairement des foréts.
On prouve dans la Sous-section 3.7.2 le résultat suivant pour les graphes planaires de maille
g=8.

Théoréme 26 Tout graphe planaire de maille g > 8 est couvrable par une forét et une forét

de chaines.

On rappelle que x(G) = miny maxc [(C), o le minimum se fait sur toutes les bijections
[+ E(G) — [1..|E(GQ)|], on le maximum se fait sur toutes les chaines croissantes C' et ou [(C)
est la longueur de la chaine C'. Le Théoréme 17 et différents résultats concernant les arboricités
mixtes et non-mixtes des graphes planaires permettent d’obtenir des bornes supérieur pour

w1(G). On regroupe ces bornes dans le théoréme suivant :

Théoréme 27 Tout graphe planaire G de maille g vérifie :

Preuve : On rappelle que pour les foréts F', les foréts de chenilles C' et les graphes de degré
maximum un M on a p(F) <3, u(C) < 2 et u(M) <1 [RSYO01]. De plus, si un graphe G est
couvert par Hj et Hy on a u(G) < u(Hp) + p(Hz) [RSYO1].
— Tout graphe planaire G de maille 10 étant couvrable par une forét et un graphe de degré
maximum un [BBC104], on a u(G) < 3+ 1.
Tout graphe planaire G de maille 8 étant couvrable par une forét et une forét de chaines
(c.f. Théoreme 26), on a pu(G) < 3+ 2.
— Tout graphe planaire G de maille 4 étant couvrable par 2 foréts (c.f. Théoréeme de
Nash-Williams), on a u(G) < 3+ 3.
— Tout graphe planaire G étant couvrable par 4 foréts de chenilles (c.f. Théoréme 25), on
ap(G)<2+2+242.
O

On remarque aisément que tout cycle de longueur impaire Cy,, 11 vérifie u(Copq1) = 3. On
sait donc que pour tout entier g > 3 on a u(P,) > 3. Etant donné que u(Py) < 4, pour g > 10,

on se pose la question suivante :
Probléme ouvert 6 Eziste-t-il un entier g tel que p(Py) =37

On ne peut malheureusement pas répondre positivement a ce probléme en montrant que tout
graphe planaire de maille au moins g est couvrable par une forét de chenille et un graphe de

degré maximum un. En effet :



132 CHAPITRE 3. L’ ARBORICITE DES GRAPHES

Théoréme 28 Pour tout entier A > 0, l'arbre Ta représenté dans la Figure 63 n’est pas

couvrable par une forét de chenille et une forét de degré mazimum au plus A.

_______ avec k=A+3

1 et lZA-‘rl
- Ck

I .1
c Ck

F1G. 63 — L’arbre Th.

Preuve : On raisonne par 'arbsurde en considérant que Ta est 'union d'une forét de degré
maximum A, notée F, et d’une forét de chenille, notée C. Etant donné que A(F) < A, le
sommet a de TaA a au moins trois arétes incidentes dans C, disons aby, aby et abs. Le méme
argument implique que pour tout entier ¢ € [1...k], une des arétes bicg, disons bic}, est dans
C'. Les arétes aby, abs, abs, blc%, bgc% et bgcé., formant un graphe S3, sont toutes dans C' ce
qui est impossible puisque les foréts de chenilles dont des foréts Ss-exclues. L’arbre Ta n’est

donc pas couvrable par une forét de chenille et une forét de degré maximum au plus A. O

En ce qui concerne les bornes inférieures de p(F) on sait juste que u(Ps) > 6 et u(Py) > 5
[RSY01]. On sait donc que :
6 < pu(Ps) <8 (17)
6

5 < p(Pa) (18)

On s’interroge donc sur la valeur exacte de u(F) pour ces deux familles de graphes. On
constate par exemple qu’on ne peut pas borner p(Ps) par 7 (resp. u(Py) par 5) en montrant
que tout graphe G € P3 (resp. G € Py) est couvrable par une forét et deux (resp. une) foréts

de chenilles.

Fi1G. 64 — Les graphes Hy et Ho.

Théoréme 29 Le graphe planaire Hy de la Figure 64 n’est pas couvrable par une forét et deux

foréts de chenilles.

Théoréme 30 Le graphe planaire et biparti Hy de la Figure 64 n’est pas couvrable par une

forét et une forét de chenilles.
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Preuve du Théoréme 29 : On raisonne par I'absurde en considérant qu’il existe une forét
F5 C H; telle que le graphe Hp\Fj est 2-2-coloriable. On compléte cette coloration a toutes
les arétes de Hy en coloriant 3 les arétes de F3 et en les laissant non-orientées. Par définition
des k-2-colorations, les sommets a et b ont chacun au plus quatres arétes incidentes coloriées
1 ou 2 qui ne soient pas orientées vers l'autre extrémité. De plus, la forét F3 contient au plus

une chaine reliant les sommets a et b. Il existe donc un entier ¢ pour lequel :

— les arétes ac;, ad;, aciy1, be; et be;pq sont soit coloriées 3, soit orientées de a ou b vers

l'autre extrémité, et tel que
il n’y a pas de chaine dans F3 reliant a et b passant par bc; ou bc;q.

On montre qu’une telle coloration du graphe induit par les sommets a, b, ¢;, ¢;iy1, d; et e;
n’existe pas. On considére différents cas selon le nombre d’arétes coloriées 3 parmi ac;, acjy1,
be; et be;q. 11y en a au plus deux car il n’y a pas de chaine dans Fj reliant a et b passant par
be; ou bejyq.
(0) Les arétes ac;, aci11, be; et bejpq sont toutes orientées vers ¢; ou ¢;11, les sommets
¢; et c;41 sont donc des extrémités de Fy et F. Ceci implique que les autres arétes
incidentes & ces sommets, comme celles du cycle (¢;,d;, ¢;11) sont dans la forét F3, ce

qui est impossible.

(1) Sans perte de généralité, on considére que les arétes ac;, et be; sont orientées vers ¢;. Le
sommet ¢; est donc une extrémité de Fy et de F5. Ceci implique que les autres arétes
incidentes & ¢;, ¢;d;, c;e; et ciciyp1, sont dans Fj. Dans ces conditions les arétes c;y1d;,
cir1€; sont forcément orientées vers d; et ¢; et coloriées x, avec x = 1 ou 2 (suivant si
¢i+1 est une extrémité de Fy ou de Fy). De plus, comme une des arétes ac;1q ou be;yq
est dans Fj, 'aréte ad; n’est pas dans F3, sinon Fj contiendrait soit un cycle soit une
chaine reliant a et b passant par bc; 1. L’aréte ad; est donc orientée vers d; et coloriée

3 — x. Or il est dans ces conditions impossible de colorier 'aréte d;e;.
(2) On distingue deux cas suivant la coloration de 'aréte ad; :

L’aréte ad; est orientée vers d; et coloriée 1. Comme on ne veut pas de chaine
coloriée 3 reliant ¢; et ¢;41 dans Hy \ {a,b} (pour éviter dans F3 un cycle ou une
chaine reliant a et b) il y a au plus une des aréte ¢;d; et d;c;11 dans F3. On consideére
donc que l'aréte ¢;d; est coloriée 2, ce qui signifie que celle des arétes ac; et be; qui
est orientée vers ¢; est coloriée 1. L’aréte c;c;11 est donc coloriée 2 et ceci implique
que 'aréte d;c;11 est coloriée 3 (pas de cycle dans Fy) et que celle des arétes ac; i1
et bc;y1 qui est orientée vers c¢;41 est coloriée 1. Dans cette situation aucune des
arétes incidentes & e; ne peut étre coloriée 1, au plus une des arétes incidentes a e;
peut étre coloriée 2, et au plus une des arétes incidentes a e; peut étre coloriée 3.

Il est donc impossible de colorier les trois arétes incidentes a e;.

L’aréte ad; est non-orientée et coloriée 3. Aucune des arétes c;ciq1, ¢id; et dici+1

n’étant coloriée 3 (pour éviter dans F3 un cycle ou une chaine reliant a et b), l'aréte
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c;ci11 est donc coloriée 1 ou 2, disons 1. Ceci implique que celle des arétes ac; et be;
(resp. acjy1 et bejy1) qui est orientée vers ¢; (resp. ¢;11) est coloriée 2. Les arétes
cid; et d;c;1q ne sont donc pas coloriables 2. Enfin on constate que si on coloriait

ces deux arétes 1, on aurait un cycle dans F}, ce qui est impossible.

Chacun de ces cas entrainant une contradiction, il n’existe pas de telle coloration de H; et le

théoréme est donc bien vérifié. O

On passe maintenant au cas du graphe Ho.

Preuve du Théorémes 30 : On raisonne par I'absurde en considérant qu’il existe une forét
Fy C Hs telle que le graphe Hy\Fy est 1-2-coloriable. On compléte cette coloration a toutes
les arétes de Ho en coloriant 2 les arétes de Fy et en les laissant non-orientées. Par définition
des k-2-colorations, les sommets a et b ont chacun au plus deux arétes incidentes coloriées 1
qui ne soient pas orientées vers 'autre extrémité. De plus, la forét F5 contient au plus une

chaine reliant a et b. Il existe donc un entier ¢ pour lequel

les arétes ac;, acit1, be; et bejq sont soit coloriées 2, soit orientées de a ou b vers l'autre

extrémité, et tel que
il n’y a pas de chaine dans Fj reliant a et b passant par bc; ou bc;q.

Ceci implique que les sommets ¢; et ¢;41 sont des extrémités de Fy et donc que les arétes c;d;
et d;ci+1 sont dans Fh créant ainsi soit un cycle dans Fs, soit une chaine reliant a et b, ce qui

est impossible. Il n’existe donc pas de telle coloration de Hy et le théoréeme est bien vérifié. O

3.7.1 Les graphes planaires

Tout graphe planaire étant le sous-graphe d’une triangulation, il suffit de prouver le Théo-
réme 25 pour les triangulations. En fait, on prouve le théoréme suivant qui implique le Théo-
réme 25. On montre ce résultat sur les triangulations en utilisant 1’a-décomposition décrite
dans la sous-section 3.4.1. On trouve aussi dans cette sous-section la définition de sommet

partenaire.

Théoréme 31 Pour toute triangulation T' = (V, E) et tout triplet (u,v,w) de sommets ex-
ternes deuz o deux distincts, il existe une 3-coloration des arétes de T\{uv, vw,vw} qui par-

titionne E' = E\{uv,uw,vw} en trois ensembles Ey, Ey et E3 tels que :
(a) Le graphe induit par E;, T|E;], est une forét, pour tout entier i € {1,2,3}.
() A(TIE]) < 4.
(¢) Toutes les arétes de E' incidentes a v sont dans Ej.
(d) Toutes les arétes de E' incidentes a w sont dans Es.

(e) L’aréte ux est dans E3 (x étant le sommet partenaire de uw).



3.7. ARBORICITE MIXTE 135

(f) Les arétes incidentes a u strictement comprisent entre uw et ux sont dans Ej.
(g9) Les arétes incidentes a u strictement comprisent entre ux et uv sont dans Es.

(h) Dans chacune des foréts T[E;], les sommets u, v et w sont dans des composantes
connezes distinctes. De plus, la composante connexe de u dans T[Ei] ne couvre que

le sommet u et les sommets strictement a l'intérieur du cycle (u,w,x).

Fic. 65 Le Théoréme 31.

Il est simple d’étendre & toute la triangulation 7' la coloration donnée par ce théoreéme.
Par exemple, en coloriant les arétes uv, uw et vw respectivement 1, 1 et 2, on obtient bien

une coloration des arétes de 1" impliquant le Théoréme 25.

Preuve du Théoréme 31 : On prouve ce théoréme par récurrence sur le nombre de sommets
de T. Si T = Kj il est clair que le théoréme est vrai puisqu’il n’y a pas d’autres arétes que
wv, uw ou vw. Sinon (T' # K3), on considére les triangulations Ty, Ty et Ty obtenues par
a-décomposition (voir la Sous-section 3.4.1). Ces trois triangulations ayant chacune moins de

sommets que 7', on peut leur appliquer I’hypothése de récurrence.

Fi1G. 66  Coloration de T, a partir de celle de T'.

On P'applique donc a Ty pour le triplet (u',v,w), et on obtient une 3-coloration c¢s des

arétes internes de T'r. On étend cette coloration a T, en posant :
— ce(e) = cf(e) sie e Te\{u, x}.

— ce(ua) = cf(v'a) si a # .
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+(u'a) sia# u, y ou w.

g
SL

=c
3.
= 2.

ce(yx) = 1.

On constate que la coloration ¢, est bien une coloration des arétes de T¢\ {uv, uw, vw} vérifiant

toutes les conditions du théoréme :

(a)

Les sommets u’ et y (resp. v/ et w) étant, d’apres la condition (h), dans des composantes
connexes distinctes de Tt[E1] (resp. Tf[E»]), 'aréte xy (resp. xw), que l'on a colorié 1
(resp. 2), ne crée pas de cycles dans T, [E1] (resp. Te[E2]). Les graphes T.[E1] et T [Es]
sont donc bien des foréts. De méme, le sommet u n’étant incident qu’a une aréte de Fjs,
on a pas créé de cycle en ajoutant I'aréte ux a T¢[F3]. Le graphe T, [E3] est donc bien
une forét.

Pour tout sommet a € V(T¢), autre que u ou z, on a degy, p,)(a) = degy, g, (a) < 4.
Enfin, il est clair que degy, ,)(u) = 1 et degy, (g,)(z) = 2. On a donc bien A(T,[E3]) < 4.
Il est clair que les arétes incidentes aux sommets u, v ou w sont bien coloriées confor-

mément au théoréme.

Les sommets u et w (resp. v et w) n’étant incidents & aucune aréte coloriée 1 (resp.
3), les sommets u, v et w sont bien dans 3 composantes connexes distinctes de T, [F]
(resp. T.[E3]). Les sommets u et w ne sont pas dans la méme composante connexe de
T.[E2]. En effet si c’était le cas, la chaine C' C T,[Es]| reliant u et w induirait soit une
chaine C" C Ty[E»] reliant u' et w dans T, soit (lorsque C' emprunte wz) un cycle
C" C Ty[E»] passant par «’ dans T, ce qui est impossible. Enfin le sommet v n’étant
incident & aucune aréte coloriée 2, les sommets u, v et w sont bien dans 3 composantes
connexes distinctes de T, [Es).

Finalement, le sommet u étant dans une composante connexe triviale (i.e. sans aréte)

de T [F4] et le cycle (u,w,z) ne contenant aucun sommet, le point (h) est bien vérifié.

F1G. 67 — Coloration de T" a partir de celles de T¢, T, et Tj.

On va maintenant prolonger la coloration de T, afin d’obtenir une coloration ¢ de T'. On

applique maintenant I'hypothése de récurrence a Ty pour le triplet (z,u,w), ainsi qu’a Ty
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pour le triplet (x,y,u), et on obtient les colorations ¢, et ¢4. On définit ¢ de la fagon suivante :

ce(e) si e € E(T,)\{w,uw,vw}
cle) = ¢ ¢4(e) si e e E(Ty)\{ux, uw,wz}
cq(e) si e € E(Ty)\{uz,uy,zy}

On peut maintenant constater que la coloration ¢ est bien une coloration des arétes de

T\{uwv,uw,vw} vérifiant toutes les conditions du théoréme :

(a)

Si 'un des graphes T'[E;], pour un entier ¢ € {1,2,3}, contenait un cycle C C T[E;] alors
ce cycle devrait emprunter des arétes de T,[E;] ou de Ty[E;]. En effet, un tel cycle C' ne
peut étre entierement dans 7, [E;] puisque T [E;] est une forét. Or les colorations de T},
et de Ty étant elles aussi conforme au théoréme, si un cycle C “entrait” dans Ty[E;] ou
Ty|E;] par 'un des sommets u, w, x ou y, il ne pourrait en “ressortir” par un autre de
ces quatres sommets. Il n’y a donc pas de tel cycle C et les graphes T'[E;] sont bien des

foréts.

Les sommets u, w et y n'ayant aucune aréte incidente coloriée 3 dans T ou Ty, tout
sommet a € V(T), autre que z, est tel que degypg,)(a) = degr,(g,)(a), degr,(g,)(a) ou
degr, (g, (a), et donc degypp,)(a) < 4. Enfin le sommet z ayant respectivement au plus

2, 1 et 1 arétes incidentes coloriées 3 dans T¢, Ty et Ty, on a bien degpg,) (x) < 4.

Il est clair que les arétes incidentes aux sommets u, v ou w sont bien coloriées confor-

mément au théoréme.

Si deux des sommets, u, v ou w, était dans la méme composante connexe de T'[E;], pour
un entier ¢ € {1,2, 3}, alors la chaine C' C T'[E};] les reliant devrait emprunter des arétes
de Ty[E;] ou de Ty[E;]. En effet, un telle chaine C' ne peut étre entiérement dans T¢[E;]
puisque la coloration de T¢ est conforme au théoréme. Or les colorations de T, et de Ty
étant elles aussi conforme au théoréme, si une chaine C' “entrait” dans Ty[E;] ou Ty[E;]
par I'un des sommets u, w, x ou y, elle ne pourrait en “ressortir” par un autre de ces
quatres sommets. Les sommets u, v et w sont donc bien, pour tout entier i € {1,2,3},
dans 3 composantes connexes distinctes de T'[E;].

Finalement, les composantes connexes de T,[E;] contenant les sommets x et w étant
triviales, la composante connexe de T,[E;] contenant le sommets u contient aussi tous
les sommet de Tj; autres que w ou x. Il en est donc de méme dans la coloration des arétes

de T et le point (h) est bien vérifié.

|

Il est possible de transformer cette preuve en un algorithme de partition des arétes d’un

graphe planaire en 3 foréts dont une est de degré maximum au plus 4. De plus, en utilisant

une structure de données adaptée, cet algorithme serait linéaire en |V(G)].
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3.7.2 Les graphes planaires de maille g > 8

Preuve du Théoréme 26 : La propriété suivante implique le Théoréme 26 (c.f. Lemme
3.3.6).

Propriété 9 Tout graphe G tel que Dmm(G) < % est couvrable par une forét et une forét de

chaines.

On prouve cette propriété par déchargement. Soit le graphe GG, un contre-exemple qui minimise

V(G-
lu r u v i‘ u v T
v
(i) (if) (iif)
FiG. 68 Les configurations interdites.

Lemme 3.7.1 Le contre-exemple minimal G ne contient aucune des configurations de la Fi-

gure 68.

Preuve : On prouve le lemme en montrant que si G contenait 1'une de ces configurations,
alors G serait couvrable par une forét et une forét de chaines, ce qui contredirait la définition

de G. On traite les différentes configurations :

(i) Par minimalité de |V(G)|, le graphe G\ {v} admet une couverture par une forét F' et une
forét de chaine L. On étend aisément cette couverture & tout le graphe G en ajoutant

l'aréte uv dans F.

(ii) Par minimalité de |V (G)|, le graphe G \ {u,v} admet une couverture par une forét F
et une forét de chaine L. On étend aisément cette couverture a tout le graphe G en

ajoutant les arétes uzx et vy dans F' et 'aréte uv dans L.

(iii) Par minimalité de |V(G)], le graphe G\ {v} admet une couverture par une forét F' et une
forét de chaine L. On étend aisément cette couverture & tout le graphe G en ajoutant
l'aréte vr dans F et l'aréte uv dans F' (resp. L) si les autres arétes incidentes a u sont

dans L (resp. si une des deux autres arétes incidente a u est dans F').

On procéde maintenant a 1'étape de déchargement afin de prouver qu'un tel graphe G
n’existe pas. La charge initiale de chaque sommet est égale & son degré (6(v) = deg(v)). On
procéde a une étape de déchargement o chaque sommet de degré au moins 4 donne % a ses
voisins de degré 2.
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Cette procédure est telle que chaque sommet v € V(G) a une charge finale 6*(v) > %. On

considere différents cas suivant le degré de v :

— degg(v) = 2 : v a deux voisins de degré au moins 4 (configurations (ii) et (iii)), donc
0 (v) = 2—|—2% = g.

— degg(v) = 3 : v ne participe pas au déchargement, donc §*(v) =3 > §.

degg(v) = k > 4 : v donne au plus 3 a chacun de ses voisins, donc 6*(v) > k — k3 =
25 8
ks> 3.
Par conservation des charges, le degré moyen maximum de G est donc supérieur ou égale a %,

ce qui est en contradiction avec la définition de GG. Le contre-exemple GG n’existe donc pas. O

3.8 Arboricité circulaire

En 1988, Vince [Vin88| a définit un invariant de graphe qui est un raffinement du nombre
chromatique. Etant donné un réel 7 on note C, le cercle de longueur r. Une r-coloration
circulaire ¢ d'un graphe G assigne a chaque sommet de G un point du cercle C, de facon a
ce que pour toute aréte uv de G le plus petit arc de cercle de C, reliant c(u) a c(v) soit de
longueur au moins 1. On définit le nombre chromatique circulaire y.(G) d'un graphe G

de la fagon suivante :
Xc(G) = inf{r : G est circulairement r-coloriable }

I est montré dans [Vin88, BHI0| que la borne inférieur de la définition est atteinte et que
Xe(G) € Q pour tout graphe fini G. Finalement, cet invariant est bien un raffinement du
nombre chromatique puisque pour tout graphe G on a x(G) —1 < x.(G) < x(G). Cette notion
de coloration circulaire a été étendue & d’autres type de colorations tels que les colorations
d’arétes [Mos95] ou le L(p, q)-étiquetage [LZ03]. On se propose maintenant d’étudier une

version “circulaire” de ’arboricité.

Une r-coloration circulaire en foréts f d'un graphe G assigne a chaque aréte de G un
point du cercle C,. de facon a ce qu’aucun cycle de G ne soit tel que toutes les arétes de ce cycle
aient leurs images dans un arc de cercle de longueur [ < 1. On définit ’arboricité circulaire

a.(G) d’un graphe G de la fagon suivante :
a.(G) = inf{r : G est circulairement r-coloriable en foréts}

En utilisant les mémes méthodes que pour le nombre chromatique circulaire, on peut montrer
que la borne inférieur de la définition est atteinte, que a.(G) € Q pour tout graphe fini G et
enfin que a(G) — 1 < a.(G) < a(G).
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Soit G un graphe tel que a.(G) = r et f une r-coloration circulaire de G dans C,. Tout
arc A de C, de longueur [ < 1 induisant une forét dans G, au plus |V(G)| — 1 arétes e € E(G)

ont leur image dans cet arc. Ceci implique que r > % Cette remarque étant vraie pour
tout sous-graphe H de G, on a :
0.(G) > ®(G) (19)

en posant ®(G) = maxpycq %, le maximum étant pris parmi tous les sous-graphes H de

G ayant au moins 2 sommets. On conjecture que, comme pour le Théoréme de Nash-Williams,

ce ratio donne la valeur exacte de a.(G).
Conjecture 15 Pour tout graphe G, on a a.(G) = ®(G).
On a quelques premiers résultats concernant cette conjecture.

Lemme 3.8.1 Pour tout cycle Cy,, avec n > 3, on a a.(C,) = ®(C,) = 5.

pr
Preuve : Etant donné un cycle C, = (vo,...,vn_1) et un cercle C de longueur g, on
définit une (%)—coloration circulaire ¢ : E(C,) — C. Soient p;, avec 0 < i < n, des
points de C tels que pour tout entier i € {0,...,n — 1} les points p; et p;+1 (les indices étant

des entiers modulo n) soient a distance ﬁ dans C. La coloration circulaire c est définie par
c(viviy+1) = pi. En effet, tout arc de C de longeur I < 1 contenant au plus n — 1 points p;,
le graphe induit par les aréte ayant leur image dans cet arc a donc au plus n — 1 arétes
et ne contient donc pas de cycle. Enfin la relation (19) permet de déduire que I'on a bien
ac(Cn) = (Cp). O

On a aussi réduit la famille des graphes pour lesquels il faut prouver cette conjecture.

Lemme 3.8.2 La Conjecture 15 est vraie si et seulement si elle est vraie pour les graphes

équilibrés, c.a.d. les graphes G n’ayant pas de sous-graphe strict H C G tel que % =

B(G).

E@G)|
Dans ce cas on remarque que -7 = O(G).

Preuve : Soit G un contre-exemple de la Conjecture 15, minimal en |V (G)|. On considére
|E(H)]
V(H)[-1
le graphe H admet une ®(G)-coloration circulaire ¢y de ses arétes en foréts. De plus H étant

le plus petit sous-graphe strict H C G tel que = ®(@). Le graphe G étant minimal,

minimum, le graphe H est connexe.

On considére ensuite le graphe G’ qui est obtenu a partir du graphe G aprés contraction de
toutes les arétes uv € E(H) en un sommet que I'on note vy € V(G’). Le graphe G’ est tel que
®(G'") < ®(G). En effet, il ne peut exister un graphe H' C G’ tel que % > ®(@). Si un
tel graphe H' existe, H' n’étant pas sous-graphe de G, alors vy € V(H’). On considére le sous-
graphe X de G contenant les arétes de H et les arétes de H'. Ce graphe est tel que |[V(X)| =

[V(H)| + |[V(H")| — 1 (le sommet vy n’existe plus) et tel que |E(X)| = |E(H)| + |E(H')|,
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O\l;((;;)ﬁlme \E(H)| = ®(G)(|V(H)| — 1) et |E(H')| > &(G)(|V(H')| — 1), on obtient que

VO[T > ®(G) ce qui est impossible pour un sous-graphe X de G.

Le contre-exemple G étant minimal, comme ®(G’) < ®(G), le graphe G" admet une ®(G)-
coloration circulaire ¢ de ses arétes en foréts. En utilisant ¢ et ¢gr, on construit une ®(G)-
coloration circulaire des arétes de G en foréts, c. On définit ¢ par c(e) = cy(e) sie € E(H) et
par c(e) = cgr(e) si e € E(G’). Cette coloration est bien une coloration circulaire des arétes
de G en foréts. En effet, si toutes les arétes d’un cycle C' C G ont leur image dans un arc de
longeur [ < 1, alors ce cycle n’est pas compris dans H (par définition de cg). Ce cycle a donc
au moins une aréte dans G\ H. Cela implique que ce cycle induit un cycle dans G’, ce qui est
impossible par définition de cgr. La coloration ¢ est donc bien une ®(G)-coloration circulaire
de G en foréts. Le contre-exemple minimal G n’a donc pas de sous-graphe strict H C G tel

que % = ¢(G). O

Récemment, J. van den Heuvel a prouvé la Conjecture 15 [vdHOG6]|. 11 reste cependant des
questions concernant la notion d’arboricité circulaire. On peut étendre le concept d’arboricité
circulaire a d’autres types d’arboricités. Pour I’arboricité étoile circulaire ae. (resp. I’ar-
boricité linéaire circulaire al.) on rajouterait la contrainte que les foréts induite par les
arcs de cercle de longeur | < 1 soient des foréts d’étoiles (resp. des foréts de chaines). On a vu
que ae(G) < 2a(G), il serait donc intéressant de dire si cette relation s’étend aux arboricités

circulaires.
Probléme ouvert 7 A-t-on ae.(G) < 2a.(G) pour tout graphe G ?

On propose aussi d’étendre la Conjecture 9 aux arboricités circulaires.

Conjecture 16 Pour tout graphe G A-régulier, on a al.(G) = #

Comme al.(G) < al(G), pour tout entier A impaire cette conjecture est équivalente a la
Conjecture 9. La Conjecture 16 est donc vraie pour A =1, 3 ou 5. Il est assez simple de voir
que pour tout cycle Cy, on a al.(C},) < 3/2. Le Lemme 3.8.1 implique donc que la Conjecture

16 est aussi vraie pour A = 2.
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Conclusion

Le travail effectué lors de cette thése porte sur des problémes de couverture de graphes

planaires. Cette problématique est classique en théorie des graphes mais il reste cependant

de nombreuses questions non élucidées. Dans cette thése, nous avons répondu positivement a

trois conjectures portant sur les couvertures des graphes planaires.

(D

(1)

(111)

La premiére est une conjecture de Chartrand, Geller et Hedetniemi [CGH71]. Elle dit
que les graphes planaires sont couvrables par deux graphes planaires externes. Notre
résultat est optimal dans un sens fort : pour tout entier k > 0, il existe un entier [ tel
que le graphe planaire biparti Ky; n’est pas k-couvrable par 2k — 1 graphes planaires

externes.

La deuxiéme est une conjecture de Roditty, Shoham et Yuster [RSY01]. Elle dit que les
graphes planaires sont couvrables par quatre foréts de chenilles. On a également montré
que ce résultat est fin puisque il existe des graphes planaires qui ne sont pas couvrables

par une forét et deux foréts de chenilles.

La troisiéme est une conjecture de Balogh, Kochol, Pluhar et Yu [BKPY05]. Dans cet
article Balogh et al. montrent que les graphes planaires sont couvrables par trois foréts
dont une est de degré maximum au plus 8 et ils conjecturent que les graphes planaires
sont couvrables par deux foréts et un graphe de degré maximum au plus 4. On a prouvé
un résultat un peu plus fort que leur conjecture, puisque ’on a montré que les graphes
planaires sont couvrables par trois foréts dont une est de degré maximum au plus 4. Ce
résultat est optimal puisque Balogh et al. ont montré qu’on ne peut couvrir les graphes

planaires,
ni avec une forét et un graphe de degré maximum borné,

ni avec deux foréts et un graphe de degré maximum au plus 3.

Pour prouver la premiére conjecture on s’est inspiré d’une technique de décomposition des

triangulations 4-connexes décrite dans [Whi31|. Cette technique est particuliérement intéres-

sante puisqu’elle a récemment permis de répondre a un autre vieux probléme. En effet, en

utilisant cette technique nous montrons dans [CGO07], avec J. Chalopin et P. Ochem, que

tout graphe planaire G admet une représentation dans le plan ou chaque élément de V(G) est
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une courbe et ou les éléments de E(G) sont en bijection avec les intersections de 2 courbes (si

les courbes a et b s’intersectent en k points, le graphe G a une aréte ab de multiplicité k).

Pour les deux autres conjectures, c¢’est une nouvelle technique de décomposition des trian-
gulations, I'a~-décomposition, qui nous a permis de les prouver de facon plutét élégante. Nous

espérons donc en particulier que cette thése servira a faire connaitre ces outils.

Un autre aspect de cette thése a été la définition et I’exploration de nouveaux concepts.

L’arboricité intérieurement d-bornée permet d’unifier différents invariants de graphes.
Ceci nous a permis de travailler sur I'arboricité étoile et I’arboricité chenille avec un
éclairage nouveau, mais aussi d’explorer les arboricités intérieurement 1-bornée ou bien
intérieurement 3-bornée. On a eu de nombreux résultats concernant ces arboricités,
notamment des résultats de NP-complétude qui viennent enrichir nos connaissances sur

la complexité des problémes de partition de graphes.

— L’arboricité T-exclue minimum d’un graphe est égale a 'arboricité «classique» de ce
graphe. Par contre, cet invariant devient intéressant lorsque 1’on considére des familles
infinies de graphes. En effet, on a montré que pour au moins trois familles de graphes,
les arbres, les 2-arbres et les graphes planaires bipartis, cet invariant est différent de

I'arboricité «classique».

L’arboricité mixte est un terme général qui réunit les couvertures de graphes par des
foréts de types variés. Cette notion est intéressante puisque elle permet d’affiner différents

résultats d’arboricité.

Les arboricités circulaires permettent elles-aussi d’affiner les résultats d’arboricité. On
savait que pour tout cycle Cp, on a a(C,) = 2 et on peut maintenant exprimer le fait

qu’un trés grand cycle est quasiment un arbre puisque a(Cy,) =n/(n —1).

Les conséquences de ces travaux pour d’autres problématiques en théorie des graphes

sont diverses.

— On a par exemple des résultats concernant ¢(G), le nombre de pistes de G. On a montré
de deux maniéres différentes que les graphes planaires ont un nombre de pistes qui
est au plus 4. On a aussi montré que cette borne est atteinte, en particulier pour les
graphes planaires bipartis. On a également montré qu'il est NP-complet de décider si un
graphe planaire GG sans triangle a un nombre de pistes inférieur ou égal a 2. Ces résultats
répondent a différentes questions de Gyarfas et West [GW95].

Certains de nos résultats nous ont aussi permis de baisser les bornes supérieures connues
de p(F) lorsque F est la famille des graphes planaires ou bien la famille des graphes

planaires de maille 8.

On a aussi répondu & une question de Fiala et Le [FLO4| en montrant qu’il est NP-

complet de décider si un graphe planaire G vérifie x ,(G) < 2.
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— Soit G, le plus petit graphe contenant, comme sous-graphes induits, tous les graphes
planaires ayant n sommets. La partition des graphes planaires en trois foréts, dont une
de degré maximum 4, a permis & N. Bonichon, C. Gavoille et A. Labourel [BGL06] de
prouver que |V(G,)| est borné par n® + O(1), améliorant ainsi la précédente borne,
n3 + 90(log™ n)

La preuve de la Conjecture 15, par J. van den Heuvel [vdH06|, semble s’étendre aux
matroides. On peut donc en déduire une nouvelle notion de rang d’'un matroide qui

aurait une valeur dans Q et non-plus simplement dans N.

Les suites possibles 4 donner a ces recherches sont trés diverses. Il reste par exemple
de vieilles conjectures & résoudre. Tout particuliérement la conjecture de Akiyama, Exoo et
Harary [AEH80]. Cette conjecture, qui dit que tout graphe A-régulier G vérifie al(G) = [%] ,
est toujours ouverte pour A =7, 9 et A > 11.

Un autre probléme intéressant serait de trouver un algorithme linéaire permettant de
partager les arétes d'un graphe planaire en cinq foréts d’étoiles. En étant ambitieux ceci
pourrait prendre la forme d’un algorithme linéaire qui colorie les sommets d'un graphe planaire
avec cing couleurs de facon acyclique. La deuxiéme étape, consistant a transformer cette
coloration en partition des arétes se fait facilement (et en temps linéaire) avec la technique de
Hakimi et al. [HMS96].

On pourrait aussi chercher d’autres familles F telles que U(F) # a(F), ou bien définir une
version circulaire de U(F), U(F), et chercher si 'on a bien U%(F) = a“(F).

Le parametre de Colin de Verdiere CdV (G) [CdV90]| caractérise les graphes G qui sont des
foréts de chaines (CdV(G) < 1), des graphes planaires externes (CdV (G) < 2) ou bien des
graphes planaires (CdV (G) < 3). Il est intéressant de constater que tout graphe G, tel que
CdV(G) = k < 3, admet une partition en k foréts dont une est de degré maximum au plus
k + 1. De plus pour tout entier k > 1, il existe un graphe G de parameétre CdV (G) = k qui
n’est pas (k — 1, k)-couvrable. Il semble donc naturel de se demander si tout graphe G admet
une partition en CdV (G) foréts dont une est de degré maximum au plus CdV(G) + 1. Pour
montrer un tel résultat, il serait sans doute fort utile de généraliser I’a-décomposition a toutes

les valeurs possible de CdV (G), et non plus seulement se restreindre aux graphes G tels que
CdvV(G) = 3.

La Conjecture 15 étant vraie, on pourrait améliorer les informations présentes dans la
colonne a(P,) du Tableau 2 en y mettant plutot les valeurs de a®(P,). De méme, on pourrait
essayer d’améliorer les résultats présentés dans les autres colonnes du Tableau 2 en considérant

pour chaque colonne 'arboricité circulaire correspondante.

Enfin, il serait trés intéressant de généraliser la technique utilisée dans le premier chapitre
afin qu’elle nous aide & manipuler les graphes représentés sur des surfaces S autres que le plan.

Cela nous permettrait éventuellement de répondre aux Conjectures 5, 6, 7 et 8.
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