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Étude de di�érents problèmes de partition de graphes
Résumé : Dans 
e mémoire, on s'intéresse à di�érentes notions de partition de graphes tellesque l'arbori
ité ou la planarité externe. On se 
on
entre sur la famille des graphes planaires.On montre notamment que tout graphe planaire est l'union de :� deux graphes planaires externes.� quatre forêts de 
henilles.� trois forêts dont une est de degré maximum au plus quatre.On donne également quelques résultats de 
ompléxité 
on
ernant des problèmes de dé
isionliés à di�érents types d'arbori
ités. On dé�nit en�n de nouvelles notions d'arbori
ité telles quel'arbori
ité mixte ou l'arbori
ité 
ir
ulaire.
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Introdu
tion
Le développement de la théorie des graphes doit beau
oup au problème des quatres 
ou-leurs. En e�et 
e problème de 1852, a été la sour
e de très nombreux travaux de théorie desgraphes et a ainsi permis l'émergen
e de 
e domaine de re
her
he. D'ailleurs, bien que 
e pro-blème ait été résolu en 1976, il reste la motivation première de plusieurs travaux ré
ents. Ene�et, les preuves données depuis 
elle de K. Appel et W. Haken en 1976 sont te
hniquementdi�
iles et de nombreux 
her
heurs souhaiteraient en avoir une plus simple. Aujourd'hui, lathéorie des graphes n'est plus la 
hasse gardée des mathémati
iens. En e�et, dans la se
ondemoitiée du XXème siè
le, ave
 le développement de l'informatique, on a 
ommen
é à utiliser lesgraphes pour modéliser di�érents problèmes. Ces problèmes vont de la gestion des �ux dans desréseaux de distribution, au 
al
ul de plus 
ourts 
hemins dans des réseaux de 
ommuni
ation,en passant par la 
on
eption de 
ir
uits intégrés.Dans 
es di�érents problèmes, la notion de graphe planaire reste pertinente puisque parexemple, les graphes modélisants les reseaux routiers ou les 
ir
uits intégrés sont des graphesplanaires.Il est intéressant de 
onstater que le problème de 4-
oloration d'un graphe planaire G estéquivalent au problème de partition de 
e graphe (E(G) = E1 ∪ E2) en deux graphes bipar-tis (G[E1] et G[E2]). De même, en 
e qui 
on
erne l'utilisation des graphes en informatique,la partition d'un graphe en plusieurs sous-graphes peut se révéler très utile pour la 
on
ep-tion d'algorithmes performants. En e�et, une appro
he souvent utilisée en algorithmique estl'appro
he �diviser pour régner�. Elle 
onsiste à diviser une instan
e du problème que l'on
her
he à résoudre en plusieurs instan
es �plus petites�, à trouver une solution pour 
ha
unesde 
es sous-instan
es, puis à 
ombiner les solutions obtenues pour 
onstruire une solution del'instan
e de départ. En algorithmique des graphes, 
es instan
es �plus petites� sont souventles graphes issus d'une partition de l'instan
e de départ.Cette thèse porte sur di�érents problèmes de partition des graphes planaires.
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La planarité externe. La planarité externe d'un graphe G est le plus petit entier k tel qu'ilexiste une k-partition de E(G) en E1, ..., Ek où les graphes G[Ei] induits par les ensembles Eisont des graphes planaires externes. En 1971, G. Chartrand, D. Geller et S. Hedetniemi ont
onje
turé dans [CGH71℄ que les graphes planaires sont de planarité externe au plus deux. Ondonne dans 
ette thèse une preuve de 
ette 
onje
ture, ainsi que quelques résultats démontrantl'optimalité de 
e résultat. On indique également quelles sont les 
onséquen
es de 
e résultatdans d'autres problématiques de théorie des graphes et en�n on propose un généralisation de
e résultat à d'autres surfa
es que le plan. ***L'arbori
ité des graphes. L'arbori
ité d'un graphe G est le plus petit entier k tel qu'ilexiste une k-partition de E(G) en E1, ..., Ek où les graphes G[Ei] induits par les ensembles
Ei sont des forêts. Nash-Williams a donné dans [NW64℄ une formule permettant de 
al
uler
et invariant pour un graphe donné. On s'intéresse en fait à des variantes de 
ette notiondans lesquelles on impose que les forêts G[Ei] soient par exemple des forêts d'étoiles ou desforêts de 
henilles. On donne dans 
ette thèse plusieurs bornes 
on
ernant 
es di�érents typesd'arbori
ité pour di�érentes familles de graphes planaires. On prouve en parti
ulier deux
onje
tures ré
entes : tout d'abord, la 
onje
ture de Y. Roditty, B. Shoham et R. Yuster[RSY01, Cam03℄ a�rmant que l'arbori
ité 
henille des graphes planaires est au plus quatre,et ensuite la 
onje
ture de J. Balogh, M. Ko
hol, A. Pluhár et X. Yu [BKPY05℄ a�rmant queles graphes planaires sont dé
omposables en deux forêts et un graphe de degré maximum auplus quatre. On donne également quelques résultats de 
omplexité 
on
ernant di�érents typesd'arbori
ité pour les graphes planaires de maille bornée. Certains de 
es résultats a�nentdes résultats de NP-
omplétude déjà 
onnus. On proposera �nalement di�érent problèmes
on
ernant des notions plus ��nes� d'arbori
ité, l'arbori
ité mixte et l'arbori
ité 
ir
ulaire.***Ce mémoire se dé
ompose en trois 
hapitres. On donne tout d'abord quelques dé�nitions etnotations de bases dans le Chapitre 1. Les Chapitre 2 et 3 sont eux respe
tivement dédiés àl'étude de la planarité externe et à l'étude de di�érentes notions d'arbori
ité dans les graphesplanaires.
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Chapitre 1Préliminaires
Sommaire1.1 Éléments de théorie des graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.2 Quelques familles de graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.3 Les graphes planaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131.4 Quelques notions de 
oloration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
On rappelle dans 
e 
hapitre quelques notions de théorie des graphes né
essaires à la 
om-préhension du texte. Pour les notions non-dé�nies dans 
e 
hapitre voir [Ber63℄.1.1 Éléments de théorie des graphesUn graphe G est un 
ouple d'ensembles (V (G), E(G)). Les éléments de V (G) sont lessommets du graphe. Les éléments de E(G) sont les arêtes du graphe. Une arête est unepaire d'éléments de V (G). Un graphe G est dit �ni si l'ensemble V (G) est �ni. Par la suite,on ne 
onsidère que des graphes �nis. On note uv l'arête {u, v}. Les sommets u et v sontappelés les extrémités de l'arête uv. L'arête uv est in
idente aux sommets u et v. Deuxsommets u et v sont dits adja
ents, s'il existe une arête uv. Deux arêtes ayant une extrémité
ommune sont dites adja
entes. Le voisinageNG(v) du sommet v est l'ensemble des sommetsadja
ents au sommet v dans le graphe G. On dit d'un sommet u que 
'est un voisin de v si

u ∈ NG(v). Le degré d'un sommet u de G, noté degG(u), est le nombre d'éléments de NG(u).Le degré maximum ∆(G) d'un graphe G est égal au maximum des degrés des sommets de
G : ∆(G) = maxv∈V (G) degG(v). Le degré minimum δ(G) de G est égal au minimum desdegrés des sommets de G : δ(G) = minv∈V (G) degG(v).11



12 Chapitre 1. PréliminairesUn sous-graphe H = (V (H), E(H)) du graphe G = (V (G), E(G)) est un graphe tel que
V (H) ⊆ V (G) et E(H) ⊆ E(G). H étant un graphe, pour toute arête uv ∈ E(H) on a
u ∈ V (H) et v ∈ V (H). La notation H ⊆ G indique que H est un sous-graphe de G. Pour
X ⊆ V (G), le sous-graphe induit G[X] de G est le graphe dont l'ensemble des sommetsest X et dont les arêtes sont les arêtes de G ayant leurs deux extrémités dans X. De même,pour Y ⊆ E(G) le sous-graphe induit G[Y ] de G est le graphe dont l'ensemble des sommetsest V (G) et dont l'ensemble des arêtes est Y . Pour S ⊆ V (G) (resp. S ⊆ E(G)), G\S est lesous-graphe induit G[V (G)\S] (resp. G[E(G)\S]). Un homomorphisme de H dans G estune appli
ation f : V (H) −→ V (G) telle que si uv ∈ E(H) alors f(u)f(v) ∈ E(G). Deuxgraphes H et G sont dits isomorphes s'il existe un homomorphisme bije
tif de H dans G.Étant donné deux graphes H et G, le graphe G est dit H-ex
lu si au
un de ses sous-graphesn'est isomorphe à H.Deux sommets v1 et vk sont dits reliés si v1 = vk ou si il existe une suite de sommets
v1, . . . , vk telle que pour tout i ∈ [1, k − 1], les sommets vi et vi+1 sont adja
ents. Une 
om-posante 
onnexe de G est le graphe induit par une 
lasse d'équivalen
e de la relation relié.Un graphe est 
onnexe s'il ne 
ontient qu'une seule 
omposante 
onnexe. Un graphe 
onnexeest dit k-
onnexe s'il faut supprimer au moins k sommets pour le rendre non-
onnexe. Une
omposante k-
onnexe de G est un sous-graphe induit de G qui est k-
onnexe et maximumen sommets. Un sommet d'arti
ulation (resp. un isthme) du graphe G est un sommet(resp. une arête) dont la suppression augmente le nombre de 
omposantes 
onnexes de G.1.2 Quelques familles de graphesUn stable est un graphe sans arêtes. Le graphe 
omplet à k sommets, Kk, est le graphe à ksommets ayant un nombre maximum d'arêtes. Le graphe biparti 
ompletKp,q, est le graphedont l'ensemble des sommets est V (Kp,q) = {ai | 1 ≤ i ≤ p} ∪ {bj | 1 ≤ j ≤ q} et où pour tout
ouple (i, j), tel que 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ j ≤ q, il y a une arête aibj. Un graphe est dit k-réguliersi tous ses sommets sont de degré k. Un graphe dont tout sous-graphe 
ontient un sommet dedegré au plus k est dit k-dégénéré. Une 
haîne est une séquen
e µ = (u1, u2, . . . , uq) d'arêtesde G telle que 
haque arête de la séquen
e ait une extrémité en 
ommun ave
 l'arête pré
édente,et l'autre extrémité en 
ommun ave
 l'arête suivante. Le nombre d'arêtes de la séquen
e estla longueur de la 
haîne µ. Une 
haîne qui n'utilise pas deux fois la même arête est ditesimple ; une 
haîne qui ne ren
ontre pas deux fois le même sommet est dite élémentaire. Un
y
le est une 
haîne simple dont le sommet initial et le sommet terminal 
oïn
ident. Un 
y
leest dit élémentaire si en par
ourant le 
y
le, on ne ren
ontre qu'une fois le même sommet(ex
epté le sommet initial qui 
oïn
ide ave
 le sommet terminal). Par la suite, on ne 
onsidèreque des 
haînes élémentaires et que des 
y
les élémentaires. Ces 
haînes et 
es 
y
les



1.3. Les graphes planaires 13
orrespondent à des graphes. On note Pk (resp. Ck) ou (v0, v1, . . . , vk−1) le graphe dé�ni par
V (Pk) = {v0, v1, . . . , vk−1} (resp. V (Ck) = {v0, v1, . . . , vk−1}) et E(Pk) = {vivi−1 | 1 ≤ i < k}(resp. E(Ck) = {vivj | j − i ≡ 1 mod k}). Étant donné un 
y
le C, une 
orde de C est unearête reliant deux sommets non-
onsé
utifs du 
y
le C. Un graphe G est dit triangulé si tout
y
le C ⊆ G de longueur l ≥ 4 a une 
orde. La maille d'un graphe G ayant un 
y
le est lalongueur du plus petit 
y
le de G. Une forêt est un graphe qui ne 
ontient pas de 
y
le. Unarbre est un graphe 
onnexe ne 
ontenant pas de 
y
les (i.e. une forêt 
onnexe). Dans uneforêt, une feuille est un sommet de degré un. Pour un entier k > 0, on dé�nit les k-arbresde la façon suivante. Le graphe 
omplet Kk est un k-arbre. Si T = (V,E) est un k-arbre, Cun sous-graphe de T isomorphe à Kk et x /∈ V , alors T ′ = (V ∪ {x}, E ∪ {xxi |xi ∈ V (C)})est un k-arbre. On remarque que les dé�nitions d'arbres et de 1-arbres sont équivalentes. Un
k-arbre partiel est un sous-graphe d'un k-arbre. La largeur arbores
ente est le plus petitentier k tel que G soit un k-arbre partiel.On subdivise une arête uv d'un graphe G lorsqu'on supprime uv et que l'on rajouteun nouveau sommet x et les arêtes ux et vx. Une subdivision de G est un graphe obtenu àpartir de G par une série de subdivisions d'arêtes. On 
ontra
te une arête uv de G lorsque onsupprime uv et que l'on identi�e les deux sommets u et v. Le sommet issu de 
ette identi�
ationa pour voisinage l'ensemble NG(u) ∪ NG(v)\{u, v}. Un mineur de G est un graphe obtenuà partir de G par une série de zéro, une ou plusieurs suppressions de sommets, suppressionsd'arêtes et ou de 
ontra
tion d'arêtes.1.3 Les graphes planairesUn graphe est planaire s'il est possible de le représenter sur un plan de telle sorte que lessommets soient des points distin
ts du plan, les arêtes des 
ourbes simples et que deux arêtesne se ren
ontrent pas en dehors de leurs extrémités. Une telle représentation d'un grapheplanaire G est une représentation planaire de G. Par la suite, lorsque l'on 
onsidéreraun graphe planaire G, on fera aussi impli
itement référen
e à une 
ertaine représentationplanaire de G. Cette réprésentation de G sera généralement s
hématisée dans une �gure. Unefa
e d'un graphe planaire est une région du plan délimitée par des arêtes telle que deuxsommets arbitraires de 
ette région peuvent toujours être reliés par une 
ourbe ne ren
ontrantni sommet, ni arête. On dit des arêtes délimitant une fa
e f et de la fa
e f qu'elles sontin
identes. De même, un sommet v et une fa
e f sont in
idents si v est l'extrémité d'unearête e in
idente à la fa
e f . L'ensemble des fa
es du graphe planaire G se note F (G). Unetriangulation T est un graphe planaire dont toutes les fa
es sont des triangles, 
'est à diredes fa
es délimitées par trois arêtes.L'un des premiers prérequis à l'étude des graphes planaires est la formule d'Euler (
.f.page 85 de [MT01℄).



14 Chapitre 1. PréliminairesThéorème 1 (Formule d'Euler) Pour tout graphe planaire 
onnexe G ayant au moins unsommet on a :
|V (G)| + |F (G)| = |E(G)| + 2Dans une triangulation T 
haque arête est in
idente à deux fa
es et 
haque fa
e est in
identeà trois arêtes, on a don
 2|E(T )| = 3|F (T )|. Ce
i implique que tout graphe planaire G a auplus 3|V (G)| − 6 arêtes. De plus, tout graphe G véri�ant l'égalité suivante,

∑

v∈V (G)

deg(v) = 2|E(G)| (1)tout graphe planaire 
ontient au moins un sommet de degré au plus 5. Les graphes planairessont don
 5-dégénérés.Un autre prérequis à l'étude des graphes planaires est le Théorème de Jordan (
.f. page 25de [MT01℄). Ce théorème apparement simple, né
éssite 
ependant une preuve assez 
omplexe.Théorème 2 (Théorème de Jordan) Soit C une 
ourbe simple fermée du plan. Cette
ourbe partage le plan en deux régions 
onnexes, l'intérieur et l'extérieur de C, dont C estla frontière.Ce
i implique que dans une représentation planaire d'un graphe planaire il y a exa
tementune fa
e non-bornée, on l'appelle la fa
e externe. Les fa
es internes d'un graphe planairesont toutes les fa
es autres que la fa
e externe. Un sommet externe (resp. un 
�té) estun sommet (resp. une arête) in
ident à la fa
e externe. Le bord d'un graphe planaire est lesous-graphe dont les sommets sont les sommets externes et dont les arêtes sont les 
�tés de 
egraphe. Une triangulation partielle T est un graphe planaire dont toutes les fa
es internessont des triangles.On dit d'un graphe qu'il est planaire externe (ou planaire extérieur) s'iladmet une représentation planaire dans laquelle tous les sommets sont des sommets externes.Une telle représentation d'un graphe planaire externe G est une représentation planaireexterne de G. Un graphe planaire externe G ayant au moins trois sommets et ayant unmaximum d'arêtes a don
 sa fa
e externe in
idente à |V (G)| arêtes, et les fa
es internesin
identes à trois arêtes. Pour un tel graphe G on a don
 2|E(G)| = |V (G)| + 3(|F (G)| − 1).En utilisant la formule d'Euler, on en déduit qu'un graphe planaire externe G a au plus
2|V (G)| − 3 arêtes.Toute représentation planaire externe d'un graphe planaire externe G véri�e les trois pointssuivants :� Un isthme uv de G est né
essairement un 
�té de G. En e�et, si la seule fa
e in
identeà uv était une fa
e interne, l'un des sommets u ou v ne serait pas un sommet externe,
ontredisant la dé�nition de représentation planaire externe.� Une arête uv de G telle qu'il n'existe pas deux 
haînes distin
tes non triviales (i.e.autres que (u, v)) reliant les sommets u et v est né
essairement un 
�té de G. On a vu



1.3. Les graphes planaires 15que 
'est vrai lorsque uv est un isthme, on 
onsidère don
 que uv n'est pas un isthmeet don
 qu'elle est in
idente à deux fa
es. Si l'arête uv n'était pas un 
�té, elle seraitdon
 in
idente à deux fa
es internes. Si 
es deux fa
es n'ont que les sommets u et v en
ommun, on trouverait dans leurs 
ontours deux 
haînes distin
tes non triviales reliantles sommets u et v. Si 
es deux fa
es ont un troisième sommet w en 
ommun, alors l'undes sommets u, v ou w est interne, 
ontredisant la dé�nition de représentation planaireexterne.� Une arête uv de G telle qu'il existe deux 
haînes distin
tes non triviales reliant lessommets u et v n'est pas un 
�té de G. Si l'arête uv était un 
�té l'une des 
haînesreliant u et v serait à l'intérieur du 
y
le formé par l'autre 
haîne et par l'arête uv. Lapremière 
haîne n'étant pas triviale, l'un de ses sommets serait à l'intérieur du 
y
le etne serait don
 pas une sommet externe. Ce
i 
ontredirait la dé�nition de représentationplanaire externe.Ce
i implique les observations suivantes :Observation 1.3.1 Quelle que soit la représentation planaire externe de G 
onsidérée, l'en-semble des 
�tés de G est le même.Par la suite, si un graphe planaire externe G n'est pas représenté de façon planaire externe,on dé�nira tout de même l'ensemble de ses 
�tés en fon
tion d'une représentation planaireexterne de G.Observation 1.3.2 Dans toutes les représentations planaires externes d'un graphe planaireexterne triangulé G, les fa
es internes sont des triangles.En e�et, quelque soit la représentation planaire externe de G, les 
otés et les isthmes sont �xés.La Formule d'Euler implique don
 que si dans une des représentations planaires externes de
G toutes les fa
es internes sont des triangles, il en est de même dans toutes les représentationsplanaires externes de G.Le Théorème de Jordan permet entre autre de 
ara
tériser les graphes planaires et lesgraphes planaires externes en terme de mineur. En e�et, Wagner [Wag37℄ a montré qu'ungraphe est planaire si et seulement s'il ne 
ontient pas K5 ou K3,3 
omme mineur. De même,Chartrand et Harary [CH67℄ ont montré qu'un graphe est planaire externe si et seulement s'ilne 
ontient pas K4 ou K2,3 
omme mineur.Le Théorème de Jordan permet aussi de dé�nir la notion de 
y
le séparant. Dans un grapheplanaire un k-
y
le séparant est un 
y
le de longueur k dont les sommets sont reliés à aumoins un sommet dans 
ha
une des deux régions qu'il délimite. On remarque que si dans unetriangulation T on a un 3-
y
le séparant C, le graphe Tint, induit par les sommets de C etles sommets à l'intérieur de C, et le graphe Text, induit par les sommets de C et les sommetsà l'extérieur de C, sont tous deux des triangulations. L'absen
e de 3-
y
les séparants est
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ara
téristique des triangulations planaires 4-
onnexes. En e�et, les triangulations 4-
onnexessont exa
tement les triangulations qui n'ont pas de 3-
y
les séparants.1.4 Quelques notions de 
olorationUne 
oloration des sommets (resp. des arêtes) d'un graphe G est une appli
ation f de
V (G) (resp. E(G)) dans un ensemble, appelé ensemble des 
ouleurs. On dit de f(x) que 
'estla 
ouleur de l'élément x. Si l'image de la 
oloration a k éléments, on prend généralementl'ensemble {1, . . . , k} ⊆ N 
omme ensemble des 
ouleurs. Une k-
oloration des sommets(resp. des arêtes) de G est une 
oloration utilisant au plus k 
ouleurs.Une 
oloration propre des sommets (resp. des arêtes) d'un graphe G est une 
olorationdes sommets (resp. des arêtes) telle que deux sommets adja
ents (resp. arêtes adja
entes) ontdes 
ouleurs distin
tes. Le nombre 
hromatique χ(G) du graphe G est le plus petit entier
k tel que G admette une k-
oloration propre de ses sommets. L'indi
e 
hromatique χ′(G)du graphe G est le plus petit entier k tel que G admette une k-
oloration propre de ses arêtes.Lorsque l'on 
onsidère les ensembles d'éléments ayant la même 
ouleur, on 
onstate qu'une
k-
oloration des sommets (resp. arêtes) d'un graphe G équivaut à une partition de l'ensemble
V (G) (resp. E(G)) en k sous-ensembles, V1, . . . , Vk (resp. E1, . . . , Ek). De nombreux problèmesde 
oloration sont dé�nit par une 
ontrainte sur les graphes induits G[Vi] (resp. G[Ei]) parles sommets (resp. les arêtes) d'une même 
ouleur. Par exemple, une k-
oloration propredes sommets (resp. des arêtes) d'un graphe G est équivalent à une partition de V (G) (resp.
E(G)) en k sous-ensembles, V1, . . . , Vk (resp. E1, . . . , Ek), tels que pour tout i ∈ {1, . . . , k}le graphe G[Vi] (resp. G[Ei]) est un stable (resp. un graphe de degré maximum au plus un).Une k-partition d'un graphe G est un ensemble de k sous-graphes de G, H1, . . . ,Hk, tels que
V (Hi) = V (G) pour tout i ≤ k, tels que E(G) = ∪1≤i≤kE(Hi) et tels que E(Hi)∩E(Hj) = ∅pour toute paire {i, j} ⊆ [1, . . . , k]. On dit d'un graphe G qu'il est k-partitionné par les sous-graphes H1, . . . ,Hk de G si 
es graphes forment une k-partition de G. On dit d'un graphe Gqu'il est k-partitionnable par des graphes ayant la propriété P si G admet une k-partitionen k sous-graphes H1, . . . ,Hk ayant 
ha
un la propriété P. Lorsque la valeur de l'entier kest in
onnue ou impli
ite on parle de partitions de graphes et de graphes partitionnés oupartitionnables. On dé�nit les invariants de graphe suivants :� L'arbori
ité a(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel que G soit partitionnableen k forêts.� La planarité θ(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel que G soit partitionnableen k graphes planaires.



1.4. Quelques notions de 
oloration 17� La planarité externe θe(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel que G soitpartitionnable en k graphes planaires externes.Ces trois invariants sont aussi dé�nissables en terme de 
ouverture de graphes. Un graphe
G est 
ouvert (resp. p-
ouvert) par ses sous-graphes H1, . . . ,Hk si 
ha
une des arêtes de Gest dans au moins un (resp. p) de 
es sous-graphes. Dans 
e 
as, les graphes H1, . . . ,Hk formentune 
ouverture (resp. p-
ouverture) de G. On dit d'un graphe G qu'il est 
ouvrable (resp.
p-
ouvrable) par des graphes ayant la propriété P si G admet une 
ouverture (resp. une p-
ouverture) par k sous-graphes H1, . . . ,Hk ayant 
ha
un la propriété P. Une partition d'ungraphe G est aussi une 
ouverture de G. Les 
ouvertures de graphes permettent 
ependantde dé�nir des invariants qui ne sont pas dé�nissables simplement en terme de partition degraphes. On verra par la suite plusieurs de 
es invariants.
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Chapitre 2Partition des graphes planaires pardeux graphes planaires externes
Sommaire2.1 Introdu
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lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.1 Introdu
tionEn 1971, Chartrand, Geller et Hedetniemi [CGH71℄ ont dé�ni les graphes ayant la pro-priété Pm 
omme étant les graphes ne 
ontenant pas de subdivision de Km+1 ou de
K⌈m/2⌉+1,⌊m/2⌋+1 . Ces propriétés Pm sont reliées au nombre de Hajós h(G) d'un graphe
G. Ce nombre est le plus grand entier k tel que G a un sous-graphe isomorphe à une subdivi-sion de Kk. On remarque que les familles de graphes ayant la propriété P1, P2, P3 ou P4 sontrespe
tivement, les stables, les forêts, les graphes planaires externes et les graphes planaires[Kur30, CH67℄. Chartrand et al. ont ensuite proposé deux 
élèbres 
onje
tures (le Problème6.3 de [JT95℄).Conje
ture 1 ((m,n)-
onje
ture) Pour m > n ≥ 1, tout graphe ayant la propriété Pmadmet une partition de ses sommets en m−n+1 ensembles, telle que 
ha
un de 
es ensemblesinduit un graphe ayant la propriété Pn. 19



20 Chapitre 2. Partition en planaires externesIl est fa
ile de voir que 
ette 
onje
ture est vraie pour m ≤ 4, 
'est-à-dire pour tout 
ouple
(m,n) tel que 1 ≤ n < m ≤ 4. On distingue trois 
as suivant la valeur de n :� n = 1. Les graphes k-dégénérés étant (k + 1)-
oloriables (i.e. admettent une partitionde leurs sommets en (k + 1) sous-ensembles induisant 
ha
un un stable), les forêts étant1-dégénérées et les graphes planaires externes étant 2-dégénérés, la (m,n)-
onje
ture estvraie pour les 
ouples (2, 1) et (3, 1). De plus, les graphes planaires étant 4-
oloriables[AH77, AHK77℄, la 
onje
ture est aussi vraie pour le 
ouple (4, 1).� n = 2. Un graphe k-dégénéré admet aussi une partition de ses sommets en ⌈

k+1
2

⌉ en-sembles Vi induisant 
ha
un une forêt. En e�et, si pour un sommet v ∈ V (G) tel que
deg(v) ≤ k et tel que V (G)\{v} admet une partition en ⌈

k+1
2

⌉ ensembles Vi, ave

1 ≤ i ≤

⌈

k+1
2

⌉, induisant 
ha
un une forêt, alors un des ensembles Vi, disons V1, est telque |NG(v) ∩ V1| ≤ 1. Le sommet v n'ayant qu'un voisin dans G[V1], le graphe induitpar V1 ∪ {v} est don
 lui aussi une forêt. Les graphes planaires externes et les graphesplanaires étant respe
tivement 2-dégénérés et 5-dégénérés, la (m,n)-
onje
ture est don
vraie pour les 
ouples (3, 2) et (4, 2).� n = 3. Chartrand et al. ont montré 
omment obtenir une partition des sommets d'ungraphe planaire G en deux ensembles, V1 et V2, induisant 
ha
un un graphe planaireexterne, G[V1] et G[V2]. Pour 
ela on observe que les sommets externes d'un grapheplanaire induisent un graphe planaire externe. On 
onstruit don
 les ensembles V1 et V2de la manière suivante. On met dans V1 les sommets externes de G puis on supprime
es sommets ; les nouveaux sommets externes vont dans V2 avant d'être supprimé, et on
ontinu ainsi de suite. La (m,n)-
onje
ture est don
 aussi vraie pour le 
ouple (4, 3).La se
onde 
onje
ture de Chartrand et al. 
on
erne les partitions d'arêtes.Conje
ture 2 ([m,n℄-
onje
ture) Pour m > n > 1, tout graphe ayant la propriété Pmadmet une partition de ses arêtes en m − n + 1 ensembles, telle que 
ha
un de 
es ensemblesinduit un graphe ayant la propriété Pn.Nash-Williams [NW64℄ a montré le théorème suivant :Théorème 3 (Nash-Williams) Si G = (V,E) est un graphe et a(G) son arbori
ité alors :
a(G) = max

H⊆G

⌈ |E(H)|
|V (H)| − 1

⌉le maximum étant pris parmi les sous-graphes H de G ayant au moins deux sommets.Tout sous-graphe H d'un graphe planaire externe G (resp. un graphe planaire G) est lui aussiplanaire externe (resp. planaire) et a don
 au plus 2|V (G)|−3 arêtes (resp. au plus 3|V (G)|−6arêtes). Ce
i implique que l'arbori
ité des graphes planaires externes (resp. planaires) est don
au plus 2 (resp. 3). La [m,n℄-
onje
ture est don
 vraie pour le 
ouple [3, 2] (resp. [4, 2]).



2.1. Introdu
tion 21Malheureusement, 
es deux 
onje
tures sont fausses en général. Jørgensen [Jør89℄ et Han-son et Toft [HT94℄ ont montré, par un argument probabiliste, que pour n �xé la (m,n)-
onje
ture est fausse pour presque tous les graphes. Ils utilisent pour 
ela les te
hniquesutilisées par Erdös et Fajtlowi
z [EF81℄ pour prouver que presque tous les graphes ayant
s sommets ont un nombre de Hajós d'au plus (2 + ǫ)

√
s. Dans [GKT00℄, Gutin, Kosto
hka etToft montrent que la [m,n]-
onje
ture est fausse quand m > cn2, pour une 
ertaine 
onstante

c. En fait, ils montrent que pour tout 
ouple [m,n] tel que m > cn2, il existe un graphe Gayant la propriété Pm tel que dans toute m-
oloration de ses sommets ou de ses arêtes, l'undes sous-graphes induits par une 
lasse de 
ouleur 
ontient une subdivision de Kn+1.Dans son état de l'art [Woo90℄, Woodall suggère que 
es 
onje
tures sont peut-être vraiessi l'on dé�nit la propriété Pm en terme de mineur plut�t qu'en terme de subdivision. Onnote 
ette propriété P ′
m. Pour n = 1, 
ette version de la (m,n)-
onje
ture est similaire à la
onje
ture de Hadwiger [Had43℄.Conje
ture 3 (Hadwiger) Tout graphe ne 
ontenant pas Kk 
omme mineur est (k − 1)-
oloriable.La 
onje
ture de Hadwiger est vraie pour k ≤ 6 et est ouverte pour k > 6 [Wag37, AH77,AHK77, RST93℄. Les graphes ayant la propriété P ′

m ne 
ontenant pas Km 
omme mineur, la
onje
ture de Hadwiger dit que 
es graphes sont (m − 1)-
oloriables (i.e. l'ensemble des som-mets admet une (m−1)-partition en sous-ensembles induisant 
ha
un un stable). La 
onje
turede Hadwiger implique don
 la version �mineur� de la (m, 1)-
onje
ture. La version �mineur�de la (m,n)-
onje
ture est toujours ouverte. Ce n'est pas le 
as de la version �mineur� dela [m,n]-
onje
ture. En e�et, Gutin et al. montrent dans [GKT00℄ que 
ette version de la
[m,n]-
onje
ture est fausse en général.Bien que la [m,n]-
onje
ture soit fausse en général, il existe des 
ouples [m,n] pour lesquelselle reste ouverte. On montrera dans le reste de 
e 
hapitre que la [4, 3]-
onje
ture est vraie,
'est-à-dire que tout graphe planaire est partitionnable en deux graphes planaires externes.Di�érents travaux ont porté sur 
e 
as de la [m,n]-
onje
ture. Dans [EMC88℄, Colbourn etEl-Mallah montrent que tout graphe planaire peut être 
ouvert par deux 3-arbres partiels.Kedlaya [Ked96℄ et Ding et al. [DOSV00℄ ont ensuite montré que tout graphe planaire peutêtre 
ouvert par deux 2-arbres partiels. Dans leur arti
le, Ding et al. montrent aussi quetout graphe planaire peut être 
ouvert par deux graphes planaires externes et une forêt dont
haque 
omposante 
onnexe 
ontient au plus 3 sommets. Dans [Hea91℄, Heath a même proposéune preuve de la [4, 3]-
onje
ture mais 
elle-
i s'est �nalement révélée in
omplète. La preuvedonnée dans 
e 
hapitre ne vient pas 
ompléter les travaux de Heath, elle a été produiteindépendamment de 
es travaux.



22 Chapitre 2. Partition en planaires externesTout graphe planaire étant 
ontenu dans une triangulation et tout sous-graphe d'un grapheplanaire externe étant planaire externe, on peut restreindre la [4, 3]-
onje
ture aux triangula-tions. Il existe une famille de triangulations pour lesquelles la [4, 3]-
onje
ture a une solutionsimple, 
e sont les triangulations hamiltoniennes (i.e. ayant un 
y
le passant par tous les som-mets). En e�et, étant donné un 
y
le hamiltonien C, le graphe induit par les arêtes de C etles arêtes à l'intérieur de C (resp. à l'extérieur de C) est planaire externe. Cette 
ouverturepermet de 
onstruire di�érentes partitions puisque 
haque arête de C peut être attribuée soitau premier soit au se
ond graphe planaire externe. Dans [Whi31℄, Whitney a montré que toutetriangulation 4-
onnexe 
ontient un 
y
le hamiltonien. La [4, 3]-
onje
ture est don
 vraie pourles triangulations 4-
onnexes.Dans 
e 
hapitre, on donne un résultat plus �n pour les triangulations 4-
onnexes et onmontre la [4, 3]-
onje
ture pour toutes les triangulations. On note S le graphe formé par le
y
le (x1, y1, x2, y2, x3, y3) et les 
ordes y1y2, y1y3 et y2y3 (voir la Figure 1). Le prin
ipalrésultat de 
e 
hapitre est le théorème suivant.
x1

x2

x3

y1
y2

y3Fig. 1 � Le graphe S.Théorème 4 Toute triangulation T admet une partition en deux graphes planaires externestriangulés. De plus, si T est 4-
onnexe 
ette partition peut être telle que :(1) les représentations planaires de 
es deux graphes, induites par 
elle de T , soient planairesexternes, et telles que(2) 
es deux graphes soient S-ex
lus (i.e. sans sous-graphe isomorphe à S).Dans la Se
tion 2.2, on verra 
ertaines propriétés des graphes planaires externes. On étu-diera dans la Se
tion 2.3 le 
as des triangulations 4-
onnexes. Cette étude permettra ensuite,dans la Se
tion 2.4, de prouver le Théorème 4. Dans la Se
tion 2.5 on montrera en quoi leThéorème 4 est optimal, et on verra �nalement en 
on
lusion quelles sont les 
onséquen
es de
e théorème mais aussi quelles questions 
e résultat soulève-t-il.2.2 Les graphes planaires externesUne pousse est un graphe planaire externe triangulé. Le lemme suivant en donne unedé�nition équivalente.



2.2. Les graphes planaires externes 23Lemme 2.2.1 L'ensemble des pousses 
orrespond à l'ensemble des graphes planaires externesayant une représentation planaire externe dans laquelle toutes les fa
es internes sont des tri-angles.Preuve : Étant donnée une pousse G représentée de façon planaire externe, on observe quetoutes les fa
es internes sont des triangles. En e�et si G avait une fa
e interne f bornée parun 
y
le C de longueur au moins 4, C aurait une 
orde. Dans 
e 
as, le graphe 
onstitué par
C et par la 
orde 
ontiendrait un 
y
le ave
 au moins un sommets à l'intérieur, 
e qui estimpossible dans une représentation planaire externe.À l'inverse, si on 
onsidère un graphe G ayant une représentation planaire externe danslaquelle toute fa
e interne est un triangle, on observe que G est une pousse. Tout 
y
le C ⊆ Gde longueur l ≥ 4 délimite une region du plan qui est l'union de quelques fa
es internes. Étantdonné qu'il n'y a pas de sommets à l'intérieur de C et que les fa
es internes sont triangulaires,le 
y
le C a don
 bien une 
orde. 2On fait la di�éren
e entre un graphe et sa représentation dans le plan. Une pousse peutdon
 être représentée de façon non planaire externe. Dans toute représentation planaire externed'un graphe G l'ensemble des 
otés est le même. On étend don
 naturellement la dé�nitionde 
�té à tous les graphes planaires externes, y 
ompris 
eux dont la représentation n'est pasplanaire externe. Avant de partitionner les triangulations en deux pousses, il est né
essaired'étudier 
es graphes. On prouve maintenant 
es lemmes dont on aura besoin par la suite.Lemme 2.2.2 Soit une pousse A ayant c 
omposantes 
onnexes et un isthme e. Si l'on sup-prime l'isthme e de A, le graphe résultant, A\{e}, est une pousse ayant c + 1 
omposantes
onnexes. De plus :� un 
�té (resp. un isthme) f 6= e de A reste un 
�té (resp. un isthme) dans A\{e}, et� deux sommets non-reliés (i.e. appartenant à des 
omposantes 
onnexes distin
tes) dans

A restent non-reliés dans A\{e}.Preuve : La suppression d'un isthme ne 
hange pas la taille des fa
es internes. Le grapheplanaire externe A\{e} est don
 triangulé. Les autres points du lemme sont fa
iles à véri�er.
2Lemme 2.2.3 Soit une pousse A ayant c 
omposantes 
onnexes et un sommet v de degré 2dont les voisins u et w sont adja
ents entre eux. Si l'on supprime le sommet v de A, le grapherésultant, A\{v}, est une pousse ayant c 
omposantes 
onnexes. De plus :� l'arête uw est un 
�té de A\{v},� un 
�té (resp. un isthme) de A non-in
ident à v, reste un 
�té (resp. un isthme) dans

A\{v}, et



24 Chapitre 2. Partition en planaires externes� deux sommets non-reliés dans A restent non-reliés dans A\{v}.Preuve : Le graphe A étant une pousse et le sommet v étant de degré deux, les deux arêtesin
identes à v, uv et vw, sont des 
�tés de A. Après la suppression du sommet v, l'arête uwse trouve don
 sur le bord de A\{v}. Les autres points du lemme sont fa
iles à véri�er. 2L'interse
tion de deux graphes est leur plus grand sous-graphe 
ommun. Plus formelle-ment, l'interse
tion de deux graphes A et B est le graphe A∩B dont l'ensemble des sommetsest V (A) ∩ V (B) et dont l'ensemble des arêtes est E(A) ∩E(B). L'union de deux graphes Aet B est le graphe A∪B dont l'ensemble des sommets est V (A)∪V (B) et dont l'ensemble desarêtes est E(A) ∪ E(B). Les lemmes suivants indiquent dans quelle mesure l'union de deuxpousses est aussi une pousse.
Fig. 2 � Lemme 2.2.4.Lemme 2.2.4 Si deux pousses, A et B, ayant respe
tivement c1 et c2 
omposantes 
onnexes,ont pour interse
tion un unique sommet v, alors leur union, A ∪ B, est une pousse ayant

c1 + c2 − 1 
omposantes 
onnexes. De plus :� un 
�té (resp. un isthme) de A ou de B, reste un 
�té (resp. un isthme) dans A ∪ B, et� deux sommets non-reliés dans A (resp. B) restent non-reliés dans A ∪ B.Preuve : On partage le plan en deux par une droite (D). On pla
e le sommet v sur 
ettedroite et on représente respe
tivement A et B de façon planaire externe dans les demi-plansà droite et à gau
he de (D). On obtient ainsi une représentation planaire externe du graphe
A ∪ B. De plus, toute fa
e interne de A ∪ B étant une fa
e interne de A ou de B, les fa
esinternes de A ∪ B sont toutes des triangles. Le graphe A ∪ B est don
 bien une pousse. Lesautres points du lemme sont fa
iles à véri�er. 2

Fig. 3 � Lemme 2.2.5.



2.2. Les graphes planaires externes 25Lemme 2.2.5 Soient deux pousses, A et B, ayant respe
tivement c1 et c2 
omposantes
onnexes, dont l'interse
tion est une 
haîne P = (v1, . . . , vk). Si les arêtes de P sont toutesdes isthmes de B, alors l'union, A∪B, est une pousse ayant c1 +c2−1 
omposantes 
onnexes.De plus :� Un 
�té (resp. un isthme) e /∈ E(P ) de A ou de B reste un 
�té (resp. un isthme) dans
A ∪ B, et� deux sommets non-reliés dans A (resp. B) restent non-reliés dans A ∪ B.Preuve : On supprime dans B les arêtes de P . Ces arêtes étant des isthmes, d'après leLemme 2.2.2, le graphe B′ = B\E(P ) est une pousse. On fait ensuite l'union de A et de
ha
une des 
omposantes 
onnexes de B′. Comme P ⊆ A on a A∪B = A∪B′. Les arêtes de

P étant des isthmes de B, 
ha
une des 
omposantes 
onnexes de B′ a au plus un sommet en
ommun ave
 A. En appliquant le Lemme 2.2.4 à 
haque union ave
 une 
omposante 
onnexede B′, on véri�e que A ∪ B a bien les propriétés désirées. 2

Fig. 4 � Lemme 2.2.6.Lemme 2.2.6 Soient deux pousses, A et B, ayant respe
tivement c1 et c2 
omposantes
onnexes, dont l'interse
tion est une arête e. Si e est un 
�té de A et un 
�té de B, alorsl'union, A ∪ B, est une pousse ayant c1 + c2 − 1 
omposantes 
onnexes. De plus :� un 
�té (resp. un isthme) de A ou de B, autre que e, reste un 
�té (resp. un isthme)dans A ∪ B, et� deux sommets non-reliés dans A (resp. B) restent non-reliés dans A ∪ B.Preuve : On partage le plan en deux par une droite (D). On pla
e l'arête e sur 
ette droite.L'arête e étant un 
�té dans A et B, on représente respe
tivement A et B de façon planaireexterne dans les demi-plans à droite et à gau
he de (D). On obtient ainsi une représentationplanaire externe du graphe A∪B. De plus, toute fa
e interne de A∪B étant une fa
e internede A ou de B, les fa
es internes de A∪B sont toutes des triangles. Le graphe A∪B est don
bien une pousse. Les autres points du lemme sont fa
iles à véri�er. 2Lemme 2.2.7 Soient deux pousses, A et B, ayant respe
tivement c1 et c2 
omposantes
onnexes, dont l'interse
tion est une 
haîne (u, v,w). Si l'arête uv est un isthme de A etl'arête vw un 
�té de A et de B, alors l'union, A ∪ B, est une pousse ayant c1 + c2 − 1
omposantes 
onnexes. De plus :
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u v w

Fig. 5 � Lemme 2.2.7.� un 
�té (resp. un isthme) de A ou de B, autre que uv ou vw, reste un 
�té (resp. unisthme) dans A ∪ B, et� deux sommets non-reliés dans A (resp. B) restent non-reliés dans A ∪ B.Preuve : L'arête uv étant un isthme de A, d'après le Lemme 2.2.2, le graphe A′ = A\{uv}est une pousse ave
 c1 + 1 
omposantes 
onnexes. On note A′
u la 
omposante 
onnexe de A′
ontenant le sommet u et A′

v le graphe A′\A′
u. D'après le Lemme 2.2.6, l'arête vw étant un
�té de A′

v et de B, leur union A′
v ∪B est une pousse. Finalement, 
ette union n'ayant que lesommet u en 
ommun ave
 A′

u, d'après le Lemme 2.2.4, l'union A′
u ∪ A′

v ∪ B est une pousse.Les autres points du lemme sont fa
iles à véri�er. 22.3 Partition des triangulations 4-
onnexesOn rappelle que dans la partition d'un graphe G en deux graphes A et B, 
es graphes sonttels que V (G) = V (A) = V (B), E(G) = E(A) ∪ E(B) et E(A) ∩ E(B) = ∅. Par la suite, onva représenter de nombreuses partitions dans des �gures. On établit don
 une 
onvention dedessin 
ommune à toutes 
es �gures.Convention pour les �gures représentant une partition en deux pousses A et B(voir la Figure 6). Dans 
es �gures, les arêtes �nes sont des arêtes qui sont indi�éremmentdans A, dans B ou bien au
un des deux. Les arêtes épaisses sont noires ou grises, selon qu'ellesappartiennent à A ou à B. La 
ouleur 
orrespondant à A (resp. B) varie selon les �gures,elle sera don
 pré
isée à 
haque fois. Les arêtes de A (resp. B) sont de 3 types, �normales�,�bombées� ou �pointillées�. Les arêtes �normales� représentent des isthmes de A ou de B. Lesarêtes �bombées� représentent des 
�tés de A ou de B. Les isthmes étant des 
otés, 
ertainsisthmes seront représentés par des arêtes bombées. Les arêtes �pointillées� représentent desarêtes de A ou de B dont la nature exa
te (isthme, 
�té ou autre) n'est pas pré
isée.Une triangulation 4-
onnexe possède un 
y
le hamiltonien. Une triangulation 4-
onnexe estdon
 partitionnable en deux pousses. Soit T une triangulation et T1, . . . , Tk ses 
omposantes4-
onnexes. Ces 
omposantes 4-
onnexes étant des triangulations 4-
onnexes [MT01℄, elles



2.3. Les triangulations 4-
onnexes 27arête indi�éremment dans A, B ou au
un des deuxisthmes de A ou de B
�tés de A ou de Barêtes de A ou de B de nature non déterminéeFig. 6 � Convention pour les �gures représentant une partition.sont toutes partitionnable en deux pousses. Pour tout i ∈ {1, . . . , k}, soient Ai et Bi deuxpousses partitionnant Ti, 
onstruites en utilisant la méthode des 
y
les hamiltoniens. Il n'estpas toujours possibles de 
ombiner les pousses Ai entre elles, et les pousses Bi entre elles pourobtenir une partition de T en deux graphes planaires externes. Pour que 
ela soit possibleil faut que 
haque pousse Ai ou Bi remplisse 
ertaines 
onditions. On montre dans 
ettese
tion que les triangulations partielles 2-
onnexes et sans 3-
y
les séparants (en parti
ulier lestriangulations 4-
onnexes) sont partitionnables en deux pousses véri�ant 
ertaines 
ontraintes.On ne donne pas de justi�
ation pré
ise à 
es 
ontraintes pour le moment mais on verra dansla se
tion suivante que 
es 
ontraintes permettent de 
ombiner entre elles les pousses issuesdes di�érentes 
omposantes 4-
onnexes de T a�n de prouver le Théorème 4.La stellation T ∗ de la triangulation partielle T , est la triangulation partielle obtenue àpartir de T , en plaçant dans 
haque fa
e interne abc de T un sommet x. Ce sommet x, quel'on nomme f-sommet, est adja
ent aux sommets a, b et c par de nouvelles arêtes xa, xbet xc. Étant donnée une partition d'une stellation T ∗ en deux pousses A et B, on dit qu'un
f -sommet v ∈ V (T ∗) a un voisinage partitionné de façon prolongeable (voir Figure 7) si l'onpeut nommer ses voisins a, b et c, et avoir les arêtes ab, va et vb dans une même pousse (e.g.
A) et l'arête vc dans l'autre (e.g. B). Les arêtes ac et bc peuvent être indi�éremment dans
A ou B. Lorsque les arêtes au voisinage d'un f -sommet v sont ainsi partitionnées, on dit quel'arête ab est l'arête support de v. Une partition de la stellation T ∗ est dite prolongeablesi le voisinage de 
haque f -sommet v ∈ V (T ∗), est partitionné de façon prolongeable.

v

a b

c

Fig. 7 � Partition prolongeable du voisinage de v.Pour montrer les résultats de 
ette se
tion on s'inspire de la te
hnique utilisée par Whitney



28 Chapitre 2. Partition en planaires externesdans [Whi31℄. On dé�nit une W-triangulation 
omme étant une triangulation partielle 2-
onnexe et sans 3-
y
le séparant. On remarque en parti
ulier que les triangulations 4-
onnexessont des W-triangulations. Les W-triangulations, étant 2-
onnexes, n'ont pas de point d'arti-
ulation. Le bord d'une W-triangulation est don
 un 
y
le (élémentaire). Par abus de language,on dit d'une arête e d'une W-triangulation T que 
'est une 
orde de T si e est une 
ordedu bord de T . Le lemme suivant nous indique dans quelle mesure le sous-graphe d'une W-triangulation est lui aussi une W-triangulation.Lemme 2.3.1 Soit T une W-triangulation et C un 
y
le de T . Le sous-graphe de T induitpar les arêtes de C et 
elles à l'intérieur de C est une W-triangulation.Preuve : Soit T ′ la triangulation partielle sous-graphe de la W-triangulation T à l'intérieurdu 
y
le C. Par dé�nition la W-triangulation T n'a pas de 3-
y
le séparant, T ′ n'a don
 pasde 3-
y
le séparant. Il nous reste don
 à montrer que T ′ est 2-
onnexe, 
'est à dire que T ′ ne
ontient pas de point d'arti
ulation. Pour tout sommet v de T ′, 
omme T ′ est une triangulationpartielle, au plus une des fa
es in
identes à v n'est pas un triangle, la fa
e externe. De plus,
omme la fa
e externe est délimitée par un 
y
le (élémentaire), le sommet v apparaît auplus une fois dans le 
ontour de la fa
e externe. Le voisinage de v induit don
 un graphe
onnexe et T ′\v est 
onnexe. T ′ ne 
ontient don
 pas de point d'arti
ulation et est bien uneW-triangulation. 2Dé�nition 1 Une W-triangulation T est 3-bornée s'il existe un dé
oupage de son bord entrois 
haînes, (a1, . . . , ap), (b1, . . . , bq) et (c1, . . . , cr) véri�ant les 
onditions suivantes :� On a a1 = cr, b1 = ap et c1 = bq.� Les 
haînes sont de longueur non nulle, p > 1, q > 1 et r > 1.� La W-triangulation T n'a pas de 
orde aiaj (resp. bibj ou cicj) ave
 1 ≤ i < p et
i + 1 < j ≤ p (resp. 1 ≤ i < q et i + 1 < j ≤ q ou bien 1 ≤ i < r et i + 1 < j ≤ r).On note (a1, . . . , ap)-(b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cr) 
e 3-bord de T .On remarque que dans un 3-bord l'ordre et le sens des 
haînes importent. En ef-fet, (a1, . . . , ap)-(b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cr), (b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cr)-(a1, . . . , ap) et (ap, . . . , a1)-

(cr, . . . , c1)-(bq, . . . , b1) sont des 3-bords distin
ts. La Propriété suivante 
on
erne les W-triangulations 3-bornées.Propriété 1 Pour toute W-triangulation 3-bornée T et tout 3-bord (a1, . . . , ap)-(b1, . . . , bq)-
(c1, . . . , cr) de T , il existe une partition de la stellation T ∗ en deux pousses A = (V (T ∗), E(A))et B = (V (T ∗), E(B)) (voir la Figure 8). De plus,(a) la partition est prolongeable,(b) A est 
onnexe,
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onnexes 29(
) B a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et l'autre 
ontenant bq,(d) l'arête a1a2 est un 
�té de A,(e) les arêtes aiai+1 pour 2 ≤ i < p, sont des isthmes de B,(f) les arêtes bibi+1 pour 1 ≤ i < q, sont des isthmes de A, et(g) les arêtes cici+1 pour 1 ≤ i < r, sont des isthmes de B.
a2 b1 = ap

c1 = bq

a1 = cr

A

B
T ∗

Fig. 8 � Propriété 1.On remarque que la Propriété 1 s'applique aux triangulations 4-
onnexes. En e�et, unetriangulation 4-
onnexe T de fa
e externe abc est une W-triangulation 3-bornée par (a, b)-
(b, c)-(c, a).On dé�nit maintenant la notion de 
haîne adja
ente dont nous avons besoin pour la Pro-priété 2. Soit une W-triangulation T 6= K3, 3-bornée par (a1, . . . , ap)-(b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cr),sans 
orde aibj, ave
 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ j ≤ q, et sans 
orde aicj , ave
 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ j ≤ r.La W-triangulation T ayant au moins 4 sommets et n'ayant pas de 3-
y
le séparant, les som-mets b1 et b2 ont exa
tement un voisin 
ommun dans V (T )\{a1}, on le note d1. On dé�nit
Va ⊆ V (T ) 
omme étant l'ensemble des sommets de T voisins d'un sommet ai pour i > 1, enex
luant les sommets ai pour i > 1 et le sommet b2. Le graphe T étant une W-triangulation,l'ensemble NT (ai)\{ai−1, ai+1}, pour 1 < i ≤ p, induit un graphe 
onnexe. De plus, les som-mets ai et ai+1 ont au moins un voisin 
ommun dans Va. L'ensemble Va induit don
 un graphe
onnexe. Cet ensemble 
ontient les sommets a1 et d1, qui sont respe
tivement des voisins de
a2 et de ap. On note (d1, d2, . . . , ds, a1) la plus 
ourte 
haîne reliant d1 et a1 dans le graphe
T [Va] (voir la Figure 9). Cette 
haîne est appelée 
haîne adja
ente de T pour le 3-bord
(a1, . . . , ap)-(b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cr) et elle véri�e les 3 points suivants :� Il n'existe pas d'arête didj, ave
 1 ≤ i < s et i + 1 < j ≤ s, ni d'arête a1di, ave


1 ≤ i < s. En e�et, si une telle arête existe (d1, d2, . . . , ds, a1) n'est pas la plus 
ourte
haîne reliant d1 et a1.� Les sommets di, pour 1 ≤ i ≤ s, ne sont pas des sommets bj ou ck, pour 1 ≤ j ≤ q et
1 ≤ k ≤ r. En e�et, la W-triangulation T n'ayant pas de 
orde de type aibj ou aicj ,l'ensemble Va ne 
ontient pas de sommets de type bi ou cj autre que le sommet a1 = cr.
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haine est de longueur au moins 1 puisque d1 6= a1, on a don
 s ≥ 1.
a1

a2

b2
ds d1d2

a3

c1 = bq

T

a4 a5 b1 = ap

a1

b2
ds d1d2

c1 = bq

a5 b1 = ap

Td2a5

Fig. 9 � La 
haîne adja
ente de T et le graphe Td2a5
.Étant donnée une W-triangulation T , de 3-bord (a1, . . . , ap)-(b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cr), sans
orde aibj , ave
 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ j ≤ q, et sans 
orde aicj , ave
 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ j ≤ r, on
onsidère la 
haîne adja
ente (d1, d2, . . . , ds, a1), ave
 s ≥ 1. On dé�nit alors, pour toute arête

dxay ∈ E(T ), ave
 1 ≤ x ≤ s et 1 < y ≤ p, le graphe Tdxay

omme étant le graphe 
ontenu àl'intérieur du 
y
le C = (a1, ds, . . . , dx, ay, . . . , ap, b2, . . . , bq, c2, . . . , cr) dans T (voir la Figure9). Les sommets di, pour 1 ≤ i ≤ s, n'étant pas des sommets de type bj ou cj , C est bien un
y
le et d'après le Lemme 2.3.1 Tdxay

est une W-triangulationOn 
onsidère la Propriété suivante, étroitement liée à la Propriété 1.Propriété 2 Soit T une W-triangulation 3-bornée par (a1, . . . , ap)-(b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cr),sans 
orde aibj ou aicj et de 
haîne adja
ente (d1, d2, . . . , ds, a1). Pour toute arête dxay ∈
E(T ), ave
 1 ≤ x ≤ s et 1 < y ≤ p, il existe une partition de la stellation T ∗

dxay
en deuxpousses A = (V (T ∗

dxay
), E(A)) et B = (V (T ∗

dxay
), E(B)) (voir la Figure 10). De plus,(a) la partition est prolongeable,(b) A est 
onnexe,(
) B a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et l'autre 
ontenant bq,(d) l'arête a1ds et les arêtes didi+1 pour x ≤ i < s, sont des isthmes de A,(e) l'arête dxay est un 
�té de A,(f) les arêtes aiai+1 pour y ≤ i < p, sont des isthmes de B,(g) les arêtes bibi+1 pour 1 ≤ i < q, sont des isthmes de A, et(h) les arêtes cici+1 pour 1 ≤ i < r, sont des isthmes de B.On montre que les Propriétés 1 et 2 sont toujours véri�ées.Théorème 5 La Propriété 1 (resp. la Propriété 2) est vraie pour toutes les W-triangulations

T (resp. Tdxay
).
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ay

dx

b1 = ap

a1 = cr

c1 = bq

A

BT ∗
dxay

a2 Fig. 10 � Propriété 2.Ce théorème nous permettra d'utiliser la Propriété 1 dans la se
tion suivante et ainsi dedémontrer le Théorème 4. Bien que la Propriété 2 ne soit pas utilisée par la suite, on montreaussi 
ette propriété 
ar on en a besoin pour prouver la Propriété 1.Preuve : On montre 
e théorème par ré
urren
e sur m ≥ 0, le nombre d'arête de T ou de
Tdxay

. Pour le 
as initial on montre le lemme suivant.Lemme 2.3.2 La Propriété 1 est vraie pour les W-triangulations T telles que |E(T )| ≤ 5. Demême, la Propriété 2 est vraie pour les W-triangulations Tdxay
telles que |E(Tdxay

)| ≤ 5.Preuve : Il n'y a que deux W-triangulations ayant au plus 5 arêtes, K3 et le graphe K4\e
onstitué d'un 
y
le de longueur 4 ayant une 
orde.On montre d'abord la Propriété 1 pour 
es deux graphes et pour tous les 3-bords possibles.Les di�érents 3-bords de K3 sont équivalents, on note don
 a1, b1, et c1 les sommets de K3et on 
onsidère le 3-bord (a1, b1)-(b1, c1)-(c1, a1). On liste les di�érents 3-bords (a1, . . . , ap)-
(b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cr) que le graphe K4\e admet. Étant donné que p > 1, q > 1, r > 1 et quela W-triangulation K4\e a 4 sommets externes, alors on a p ≤ 3, q ≤ 3 et r ≤ 3. Par symétriede K4\e, on 
onsidère 2 
as, 
elui où le sommet a1 est l'un des sommets de degré 2 et 
eluioù 
'est l'un des sommets de degré 3. Dans le premier 
as, si p = 2, 
omme par dé�nition des3-bords on ne peut pas avoir de 
orde b1b3, on a q = 2 et r = 3. Si p = 3 alors on a q = 2 et
r = 2. Dans le deuxième 
as, 
omme il n'y a pas de 
orde a1a3, on a p = 2. De plus 
omme iln'y a pas de 
orde c1c3 on a q = 3 et r = 2.On représente dans la Figure 11 les partitions de K∗

3 et de (K4\e)∗ véri�ant les 
ontraintesde la Propriété 1 pour tous les 3-bords possibles. Pour les représentations de (K4\e)∗, onrappelle que les sommets a1, b1 et c1 sont respe
tivement identiques aux sommets cr, ap et bq.Il est fa
ile de véri�er que 
es partitions véri�ent bien les 
ontraintes de la Propriété 1.On remarque que dans la partition de K∗
3 la pousse B = (V (K∗

3 ), {a1c1, c1v}) a bien deux
omposantes 
onnexes, une 
onstituée de la 
haîne (a1, c1, v) et une autre triviale, uniquement
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A

B

a1

c1

K∗
3

a1

(K4\e)∗

a1

a2

b1

c1

(K4\e)∗

b1

(K4\e)∗

v

b1

c1

c2

a1

b2

c1

b1 Fig. 11 � Cas initiaux de la Propriété 1.
onstituée du sommet b1. C'est aussi le 
as dans les deux dernières partitions représentées.Pour la Propriété 2, la W-triangulation Tdxay
a au moins 4 sommets, a1, b1, c1 et d1. Don


Tdxay
6= K3. Pour K4\e, le graphe Tdxay

n'ayant pas de 
orde a1b1, il n'y a qu'une assignationdes sommets possible. La W-triangulation K4\e est don
 
onstituée du 
y
le (a1, c1, b1, d1)et de la 
orde c1d1. On représente dans la Figure 12 une partition de (K4\e)∗ véri�ant les
ontraintes de la Propriété 2.
c1

a1
b1

A

B

T ′∗

d1

Fig. 12 � Cas initial de la Propriété 2.Dans la partition de K4\e∗ représentée, le graphe T ′ 
orrespond au graphe
T\{a1, b1, c1, d1}. On 
onstate aussi que dans 
ette partition l'arête d1b1 est un isthme de
A. Les isthmes étant aussi des 
�tés, l'arête d1b1 est don
 bien un 
�té de A. On 
onstate i
iaussi que B a deux 
omposantes 
onnexes, dont une est 
onstituée uniquement du sommet b1.
2 On montre maintenant l'étape d'indu
tion en prouvant le lemme suivant.Lemme 2.3.3 Pour tout entier m > 5, si la Propriété 1 est vraie pour toutes les W-triangulations T telles que |E(T )| < m et si la Propriété 2 est vraie pour toutes lesW-triangulations Tdxay

telles que |E(Tdxay
)| < m, alors la Propriété 1 et la Propriété 2sont respe
tivement vraies pour les W-triangulations T et Tdxay

telles que |E(T )| = m et
|E(Tdxay

)| = m.Preuve : On montre tout d'abord que si les hypothèses du Lemme 2.3.3 sont véri�ées,alors la Propriété 1 est vraie pour les W-triangulations T telles que |E(T )| = m. On montrera
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onnexes 33ensuite que 
'est aussi le 
as de la Propriété 2 pour les W-triangulations Tdxay
telles que

|E(Tdxay
)| = m.Cas 1 : Preuve de la Propriété 1 pour une W-triangulation T telle que |E(T )| = m.On 
onsidère le 3-bord (a1, . . . , ap)-(b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cr) de T . On distingue di�érents 
asselon qu'il existe une 
orde de type aibj ou aicj dans T . On verra su

essivement le 
as où il ya une 
orde a1bj, pour 1 < j < q, le 
as où il y a une 
orde aibj , pour 1 < i < p et 1 < j ≤ q,et le 
as où il y a une 
orde aicj, pour 1 < i ≤ p et 1 < j < r. On terminera ensuite par le
as où il n'y a ni 
orde aibj, pour 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ j ≤ q (par dé�nition des 3-bords il n'y apas de 
orde a1bq, aib1 ou apbj), ni 
orde aicj , pour 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ j ≤ r (par dé�nition des3-bords il n'y a pas de 
orde apc1, aicr ou a1cj).

a1 = cr b1 = ap

c1 = bq

bi

bi

bi

a1

a2

T ∗ T ∗
1 T ∗

2

b1 = ap

a1 = cr

c1 = bq

B B1 B2A A1 A2

Fig. 13 � Cas 1.1 : 
orde a1bi.Cas 1.1 : Il y a une 
orde a1bi, pour 1 < i < q (voir la Figure 13). On note T1(resp. T2) la W-triangulation (
.f. Lemme 2.3.1), sous-graphe de T , à l'intérieur du 
y
le
(a1, bi, . . . , bq, c2, . . . , cr) (resp. (a1, a2, . . . , ap, b2, . . . , bi, a1)). Comme il n'y a pas de 
ordede type axay, bxby ou cxcy, (bicr)-(cr, . . . , c1)-(bq, . . . , bi) (resp. (a1, . . . , ap)-(b1, . . . , bi)-(bia1))est un 3-bord de T1 (resp. T2). En�n, 
omme a1a2 /∈ E(T1) (resp. c1c2 /∈ E(T2)), la W-triangulation T1 (resp. T2) a moins d'arêtes que T . On peut don
 appliquer à T1 et T2 laPropriété 1 ave
 les 3-bords que l'on vient de mentionner. On note A1 et B1 (resp. A2 et
B2) les deux pousses ainsi obtenues, la pousse A1 (resp. A2) étant 
elle 
ontenant l'arête
bicr (resp. a1a2). La Propriété 1 implique que la partition de T ∗

1 en A1 = (V (T ∗
1 ), E(A1)) et

B1 = (V (T ∗
1 ), E(B1)) véri�e les points suivants :(a1) la partition de T ∗

1 est prolongeable,(b1) A1 est 
onnexe,(
1) B1 a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant c1 et l'autre 
ontenant cr,(d1) l'arête a1bi est un 
�té de A1,



34 Chapitre 2. Partition en planaires externes(f1) les arêtes cjcj+1, pour 1 ≤ j < r, sont des isthmes de A1, et(g1) les arêtes bjbj+1, pour i ≤ j < q, sont des isthmes de B1.La Propriété 1 implique que la partition de T ∗
2 en A2 = (V (T ∗

2 ), E(A2)) et B2 =

(V (T ∗
2 ), E(B2)) véri�e les points suivants :(a2) la partition de T ∗

2 est prolongeable,(b2) A2 est 
onnexe,(
2) B2 a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et l'autre 
ontenant bi,(d2) l'arête a1a2 est un 
�té de A2,(e2) les arêtes ajaj+1, pour 2 ≤ j < p, sont des isthmes de B2,(f2) les arêtes bjbj+1, pour 1 ≤ j < i, sont des isthmes de A2, et(g2) l'arête a1bi est un isthme de B2.On dé�nit maintenant A (resp. B) 
omme étant l'union de B1 et A2 (resp. A1 et B2). Toutesles arêtes de T ∗ étant dans A1, B1, A2 ou B2, les graphes A et B 
ouvrent bien T ∗. De plus,la seule arête 
ommune à T ∗
1 et T ∗

2 , a1bi, est dans B1 et A2 (
.f. (f1) et (d2)). Les ensembles
E(A) et E(B) ne s'interse
tent don
 pas et les graphes A et B 
onstituent bien une partitionde T ∗. On montre maintenant que 
es graphes sont des pousses véri�ant tous les points de laPropriété 1.(a) Toute fa
e interne de T étant une fa
e interne de T1 ou de T2, tout f -sommet de T ∗est un f -sommet de T ∗

1 ou de T ∗
2 . Pour 
haque f -sommet de T ∗, la partition de sonvoisinage est identique à 
e qu'elle était dans T ∗

1 ou dans T ∗
2 . Or les partitions de T ∗

1 etde T ∗
2 étant toutes deux prolongeables (
.f. (a1) et (a2)), la partition de T ∗ en A et Best elle aussi prolongeable. Le point (a) de la Propriété 1 est don
 véri�é. ⋄Les pousses B1 et A2 ne s'interse
tent qu'en deux sommets, a1 et bi. Or B1 a deux 
om-posantes 
onnexes, une 
ontenant a1 et l'autre 
ontenant bi. En e�et, la 
omposante 
onnexe
ontenant le sommet c1 
ontient aussi la 
haîne (bi, . . . , bq) (
.f. (
1) et (g1)). On note B′

1 (resp.
B′′

1 ) la 
omposante 
onnexe de B1 
ontenant le sommet a1 (resp. bi). On dé
ompose l'unionde B1 et A2 en deux unions dans lesquelles les graphes ne s'interse
tent qu'en un sommet :
A2 ∪ B1 = (A2 ∪ B′

1) ∪ B′′
1 . Pour 
ha
une de 
es unions on peut appliquer le Lemme 2.2.4.Le Lemme 2.2.4 implique alors que l'union des pousses A2 et B1, le graphe A, est une pousse
onforme aux points (b), (d) et (f) de la Propriété 1. En e�et :(b) Le Lemme 2.2.4 implique le point (b) 
ar A2 est 
onnexe (
.f. (b2)) ainsi que 
ha
unedes deux 
omposantes 
onnexes de B1 (
.f. (
1)). ⋄(d) Le Lemme 2.2.4 implique le point (d) 
ar l'arête a1a2 est un 
�té de A2 (
.f. (d2)). ⋄(f) Le Lemme 2.2.4 implique le point (f) 
ar les arêtes bjbj+1, pour 1 ≤ j < i, sont desisthmes de A2 (
.f. (f2)) et 
ar les arêtes bjbj+1, pour i ≤ j < q, sont des isthmes de B1(
.f. (g1)). ⋄



2.3. Les triangulations 4-
onnexes 35L'interse
tion des pousses A1 et B2 est l'arête a1bi. Cette arête étant un isthme dans B2(
.f. (g2)), le Lemme 2.2.5 implique que l'union de A1 et B2 produit une pousse B 
onformeaux points (
), (e) et (g) de la Propriété 1. En e�et :(
) Le Lemme 2.2.5 implique le point (
) 
ar A1 est 
onnexe et 
ontient les sommets bi et bq(
.f. (b1)) et 
ar B2 a deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et une 
ontenant
bi (
.f. (
2)). En e�et, 
ela implique que dans B le sommet b1 n'est pas relié au sommet
bi, qui est lui dans la même 
omposante 
onnexe de B que le sommet bq. Les sommets
b1 et bq sont don
 dans deux 
omposantes 
onnexes distin
tes. ⋄(e) Le Lemme 2.2.5 implique le point (e) 
ar les arêtes ajaj+1, pour 2 ≤ j < p, sont desisthmes de B2 (
.f. (e2)). ⋄(g) Le Lemme 2.2.5 implique le point (g) 
ar les arêtes cjcj+1, pour 1 ≤ j < r, sont desisthmes de A1 (
.f. (f1)). ⋄

bj

ai
a2

c1 = bq

a1 = cr

T ∗
1

a2

a1

T ∗
2T ∗

ai

bj

b1 = ap

ai

bj

b1 = ap

c1 = bq

B B1 B2A2A1A

Fig. 14 � Cas 1.2 : 
orde aibj .Cas 1.2 : Il y a une 
orde aibj, pour 1 < i < p et 1 < j ≤ q (voir la Figure 14). S'ily a plusieurs 
ordes de type aibj, on en 
onsidère une telle que j soit maximum, 
'est-à-diretelle qu'il n'y ait pas d'arête aibk ave
 j < k ≤ q. On note T1 (resp. T2) la W-triangulation(
.f. Lemme 2.3.1), sous-graphe de T , à l'intérieur du 
y
le (a1, a2, . . . , ai, bj , . . . , bq, c2, . . . , cr)(resp. (ai, . . . , ap, b2, . . . , bj , ai)). Comme il n'y a pas de 
orde de type axay, bxby, cxcy ou aibkave
 k > j, (a1, . . . , ai)-(ai, bj , . . . , bq)-(c1, . . . , cr) (resp. (ai, bj)-(bj , . . . , b1)-(ap, . . . , ai)) est un3-bord de T1 (resp. T2). En�n, 
omme b1b2 /∈ E(T1) (resp. a1a2 /∈ E(T2)), la W-triangulation
T1 (resp. T2) a moins d'arêtes que T . On peut don
 appliquer à T1 et T2 la Propriété 1 ave
 les3-bords que l'on vient de mentionner. On note A1 et B1 (resp. A2 et B2) les deux pousses ainsiobtenues, la pousse A1 (resp. A2) étant 
elle 
ontenant l'arête a1a2 (resp. aibj). La Propriété1 implique que la partition de T ∗

1 en A1 = (V (T ∗
1 ), E(A1)) et B1 = (V (T ∗

1 ), E(B1)) véri�e lespoints suivants :



36 Chapitre 2. Partition en planaires externes(a1) la partition de T ∗
1 est prolongeable,(b1) A1 est 
onnexe,(
1) B1 a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant ai et l'autre 
ontenant bq,(d1) l'arête a1a2 est un 
�té de A1,(e1) les arêtes akak+1, pour 2 ≤ k < p, sont des isthmes de B1,(f1) l'arête aibj et les arêtes bkbk+1, pour j ≤ k < q, sont des isthmes de A1, et(g1) les arêtes ckck+1, pour 1 ≤ k < r, sont des isthmes de B1.La Propriété 1 implique que la partition de T ∗

2 en A2 = (V (T ∗
2 ), E(A2)) et B2 =

(V (T ∗
2 ), E(B2)) véri�e les points suivants :(a2) la partition de T ∗

2 est prolongeable,(b2) A2 est 
onnexe,(
2) B2 a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et l'autre 
ontenant bj ,(d2) l'arête aibj est un 
�té de A2,(f2) les arêtes bkbk+1, pour 1 ≤ k < j, sont des isthmes de A2, et(g2) les arêtes akak+1, pour i ≤ k < p, sont des isthmes de B2.On dé�nit A (resp. B) 
omme étant l'union de A1 et A2 (resp. B1 et B2). Toutes les arêtesde T ∗ étant dans A1, B1, A2 ou B2, les graphes A et B 
ouvrent bien tout T ∗. De plus, laseule arête 
ommune à T ∗
1 et T ∗

2 , aibj, est dans A1 et A2 (
.f. (f1) et (d2)). Les ensembles
E(A) et E(B) ne s'interse
tent don
 pas et les graphes A et B 
onstituent bien une partitionde T ∗. On montre maintenant que 
es graphes sont des pousses véri�ant tous les points de laPropriété 1.(a) Pour 
haque f -sommet de T ∗, la partition de son voisinage est identique à 
e qu'elleétait dans T ∗

1 ou dans T ∗
2 . Les partitions de T ∗

1 et de T ∗
2 étant toutes deux prolongeables(
.f. (a1) et (a2)), la partition de T ∗ en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a)de la Propriété 1 est don
 véri�é. ⋄L'interse
tion des pousses A1 et A2 est l'arête aibj. Cette arête étant un isthme dans A1(
.f. (e1)), le Lemme 2.2.5 implique que l'union de A1 et A2 produit une pousse A 
onformeaux points (b), (d) et (f) de la Propriété 1. En e�et :(b) Le Lemme 2.2.5 implique le point (b) 
ar A1 et A2 sont 
onnexes (
.f. (b1) et (b2)). ⋄(d) Le Lemme 2.2.5 implique le point (d) 
ar l'arête a1a2 est un 
�té de A1 (
.f. (d1)). ⋄(f) Le Lemme 2.2.5 implique le point (f) 
ar les arêtes bkbk+1, pour 1 ≤ k < j, sont desisthmes de A2 (
.f. (f2)) et 
ar les arêtes bkbk+1, pour j ≤ k < q, sont des isthmes de

A1 (
.f. (f1)). ⋄
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onnexes 37Les pousses B1 et B2 ne s'interse
tent qu'en deux sommets, ai et bj . Or la pousse B2 adeux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant le sommet ai (
elle 
ontenant le sommet ap et la
haîne (ap, ap−1, . . . , ai)) et l'autre 
ontenant bj (
.f. (
2) et (g2)). On peut don
 dé
omposerl'union de B1 et B2 en deux unions su

essives dans lesquelles les graphes ne s'interse
tentqu'en un sommet. Le Lemme 2.2.4 implique alors que l'union de 
es deux pousses, le graphe
B, est une pousse 
onforme aux points (
), (e) et (g) de la Propriété 1. En e�et :(
) Le Lemme 2.2.4 implique le point (
) 
ar B1 a deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant

ai et une 
ontenant bq (
.f. (
1)), et 
ar les deux 
omposantes 
onnexes de B2 sont
onnexes et 
ontiennent respe
tivement les sommets ai et bj (
.f. (
2) et (g2)). En e�et,
ela implique que dans B le sommet bq n'est pas relié au sommet ai, qui est lui dans lamême 
omposante 
onnexe de B que le sommet b1 (
.f. (g2)). Les sommets b1 et bq sontdon
 dans deux 
omposantes 
onnexes distin
tes. ⋄(e) Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) 
ar les arêtes akak+1, pour 2 ≤ k < i, sont desisthmes de B1 (
.f. (e1)) et 
ar les arêtes akak+1, pour i ≤ k < p, sont des isthmes de
B2 (
.f. (g2)). ⋄(g) Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) 
ar les arêtes ckck+1, pour 1 ≤ k < r, sont desisthmes de B1 (
.f. (g1)). ⋄

c1 = bq

b1 = apai
a2

cj

ai
a2

cj

cj

ai

a1

c1

b1

a1 = cr

T ∗
2T ∗

1T ∗

B2BA A1 B1 A2

Fig. 15 � Cas 1.3 : 
orde aicj .Cas 1.3 : Il y a une 
orde aicj, pour 1 < i ≤ p et 1 < j < r (voir la Figure 15). S'ily a plusieurs 
ordes de type aicj , on en 
onsidère une telle que i soit maximum, 
'est-à-diretelle qu'il n'y ait pas d'arête akcj ave
 i < k < r. On note T1 (resp. T2) la W-triangulation(
.f. Lemme 2.3.1), sous-graphe de T , à l'intérieur du 
y
le (a1, a2, . . . , ai, cj , . . . , cr) (resp.
(cj , ai, . . . , ap, b2, . . . , bq, c2, . . . , cj)). Comme il n'y a pas de 
orde de type axay, bxby, cxcy ou
akcj ave
 k > i, (a1, . . . , ai)-(ai, cj)-(cj , . . . , cr) (resp. (cj , ai, . . . , ap)-(b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cj))est un 3-bord de T1 (resp. T2). En�n, 
omme b1b2 /∈ E(T1) (resp. a1a2 /∈ E(T2)), la W-triangulation T1 (resp. T2) a moins d'arêtes que T . On peut don
 appliquer à T1 et T2 la



38 Chapitre 2. Partition en planaires externesPropriété 1 ave
 les 3-bords que l'on vient de mentionner. On note A1 et B1 (resp. A2 et
B2) les deux pousses ainsi obtenues, la pousse A1 (resp. A2) étant 
elle 
ontenant l'arête
a1a2 (resp. aicj). La Propriété 1 implique que la partition de T ∗

1 en A1 = (V (T ∗
1 ), E(A1)) et

B1 = (V (T ∗
1 ), E(B1)) véri�e les points suivants :(a1) la partition de T ∗

1 est prolongeable,(b1) A1 est 
onnexe,(
1) B1 a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant ai et l'autre 
ontenant cj ,(d1) l'arête a1a2 est un 
�té de A1,(e1) les arêtes akak+1, pour 2 ≤ k < i, sont des isthmes de B1,(f1) l'arête aicj est un isthme de A1, et(g1) les arêtes ckck+1, pour j ≤ k < r, sont des isthmes de B1.La Propriété 1 implique que la partition de T ∗
2 en A2 = (V (T ∗

2 ), E(A2)) et B2 =

(V (T ∗
2 ), E(B2)) véri�e les points suivants :(a2) la partition de T ∗

2 est prolongeable,(b2) A2 est 
onnexe,(
2) B2 a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et l'autre 
ontenant bq,(d2) l'arête aicj est un 
�té de A2,(e2) les arêtes akak+1, pour i ≤ k < p, sont des isthmes de B2,(f2) les arêtes bkbk+1, pour 1 ≤ k < q, sont des isthmes de A2, et(g2) les arêtes ckck+1, pour 1 ≤ k < j, sont des isthmes de B2.On dé�nit A (resp. B) 
omme étant l'union de A1 et A2 (resp. B1 et B2). Toutes les arêtesde T ∗ étant dans A1, B1, A2 ou B2, les graphes A et B 
ouvrent bien tout T ∗. De plus, laseule arête 
ommune à T ∗
1 et T ∗

2 , aicj , est dans A1 et A2 (
.f. (f1) et (d2)). Les ensembles
E(A) et E(B) ne s'interse
tent don
 pas et les graphes A et B 
onstituent bien une partitionde T ∗. On montre maintenant que 
es graphes sont des pousses véri�ant tous les points de laPropriété 1.(a) Pour 
haque f -sommet de T ∗, la partition de son voisinage est identique à 
e qu'elleétait dans T ∗

1 ou dans T ∗
2 . Les partitions de T ∗

1 et de T ∗
2 étant toutes deux prolongeables(
.f. (a1) et (a2)), la partition de T ∗ en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a)de la Propriété 1 est don
 véri�é. ⋄L'interse
tion des pousses A1 et A2 est l'arête aicj. Cette arête étant un isthme dans A1(
.f. (f1)), le Lemme 2.2.5 implique que l'union de A1 et A2 produit une pousse A 
onformeaux points (b), (d) et (f) de la Propriété 1. En e�et :(b) Le Lemme 2.2.5 implique le point (b) 
ar A1 et A2 sont 
onnexes (
.f. (b1) et (b2)). ⋄



2.3. Les triangulations 4-
onnexes 39(d) Le Lemme 2.2.5 implique le point (d) 
ar l'arête a1a2 est un 
�té de A1 (
.f. (d1)). ⋄(f) Le Lemme 2.2.5 implique le point (f) 
ar les arêtes bkbk+1, pour 1 ≤ k < q, sont desisthmes de A2 (
.f. (f2)). ⋄Les pousses B1 et B2 ne s'interse
tent qu'en deux sommets, ai et cj . Or la pousse B1 adeux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant le sommet ai et l'autre 
ontenant le sommet cj(
.f. (
1)). On peut don
 dé
omposer l'union de B1 et B2 en deux unions su

essives danslesquelles les graphes ne s'interse
tent qu'en un sommet. Le Lemme 2.2.4 implique alors quel'union de 
es deux pousses, le graphe B, est une pousse 
onforme aux points (
), (e) et (g)de la Propriété 1. En e�et :(
) Le Lemme 2.2.4 implique le point (
) 
ar B2 a deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant
b1 et une 
ontenant bq (
.f. (
2)) et 
ar 
ha
une des deux 
omposantes 
onnexes de B1est 
onnexe (
.f. (
1)). ⋄(e) Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) 
ar les arêtes akak+1, pour 2 ≤ k < i, sont desisthmes de B1 (
.f. (e1)) et 
ar les arêtes akak+1, pour i ≤ k < p, sont des isthmes de
B2 (
.f. (e2)). ⋄(g) Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) 
ar les arêtes ckck+1, pour 1 ≤ k < j, sont desisthmes de B2 (
.f. (g2)) et 
ar les arêtes ckck+1, pour j ≤ k < r, sont des isthmes de
B1 (
.f. (g1)). ⋄Cas 1.4 : Il n'y a pas de 
orde aibj ou aicj. Dans 
e 
as là on 
onsidère la 
haîne adja-
ente (d1, . . . , ds, a1) (voir la Figure 9) de T pour le 3-bord (a1, . . . , ap)-(b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cr).On 
onsidère l'arête dsay, ave
 1 < y ≤ p, pour laquelle y est minimum. Une telle arêteexiste puisque par dé�nition, le sommet ds est adja
ent à un sommet ay ave
 y > 1. LaW-triangulation Tdsay

a stri
tement moins d'arêtes que T (a1a2 /∈ E(Tdsay
)). On peut don
appliquer la Propriété 2 à Tdsay

. On note A′ et B′ les deux pousses ainsi obtenues. La Pro-priété 2 implique que la partition de T ∗
dsay

en A′ = (V (T ∗
dsay

), E(A′)) et B′ = (V (T ∗
dsay

), E(B′))véri�e les points suivants :(a') la partition de T ∗
dsay

est prolongeable,(b') A′ est 
onnexe,(
') B′ a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et l'autre 
ontenant bq,(d') l'arête a1ds est un isthme de A′,(e') l'arête dxay est un 
�té de A′,(f') les arêtes aiai+1, pour y ≤ i < p, sont des isthmes de B′,(g') les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont des isthmes de A′, et(h') les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont des isthmes de B′.



40 Chapitre 2. Partition en planaires externesOn étend 
es deux pousses a�n d'obtenir une partition de toute la W-triangulation T ∗. Pour
ela, on distingue deux 
as selon la position de ay, 
elui où y = 2 et 
elui où y > 2.
b1 = ap

a1 = cr

c1 = bq

ds

A′ et A

B′ et B T ∗
dsay

v

cr−1

a1 a2

ds

a2 Fig. 16 � Cas 1.4.1.Cas 1.4.1 : y = 2 (voir la Figure 16). Le graphe T étant une W-triangulation, le 
y
le
(a1, a2, ds) délimite une fa
e de T . On note v le f -sommet de T ∗ adja
ent à a1, a2 et ds.On 
onstruit A en faisant l'union de A′ et de la pousse GA formée par le 
y
le (v, a1, a2, ds)et par l'arête a1ds. On 
onstruit B en faisant l'union de B′ et de l'arête a2v. Les graphes Aet B, 
ouvrant toutes les arêtes de T ∗ et n'ayant pas d'arête 
ommune, forment une partitionde T ∗. On montre maintenant que 
es graphes sont des pousses véri�ant tous les points de laPropriété 1.(a) Les f -sommets de T ∗ autres que v ont leur voisinage partitionné 
omme dans T ∗

dsay
. Lapartition de T ∗

dsay
étant prolongeable (
.f. (a')) et le voisinage de v étant partitionné defaçon prolongeable, la partition de T ∗ en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a)de la Propriété 1 est don
 véri�é. ⋄L'interse
tion de A′ et GA est la 
haîne (a1, ds, a2). L'arête a1ds étant un isthme de A′ etl'arête a2ds étant un 
�té de A′ et de GA (
.f. (d') et (e')), le Lemme 2.2.7 implique que legraphe A est une pousse 
onforme aux points (b), (d) et (f) de la Propriété 1. En e�et :(b) Le Lemme 2.2.7 implique le point (b) 
ar A′ et GA sont 
onnexes (
.f. (b')). ⋄(d) Le Lemme 2.2.7 implique le point (d) 
ar l'arête a1a2 est un 
�té de GA. ⋄(f) Le Lemme 2.2.7 implique le point (f) 
ar les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont desisthmes de A′ (
.f. (g')). ⋄L'interse
tion de B′ et de l'arête a2v étant le sommet a2, le Lemme 2.2.4 implique que legraphe B est une pousse 
onforme aux points (
), (e) et (g) de la Propriété 1. En e�et :
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) Le Lemme 2.2.4 implique le point (
) 
ar B′ a deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant
b1 et une 
ontenant bq (
.f. (
')) et 
ar l'arête a2v forme un graphe 
onnexe. ⋄(e) Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) 
ar les arêtes aiai+1, pour y = 2 ≤ i < p, sont desisthmes de B′ (
.f. (f')). ⋄(g) Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) 
ar les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont desisthmes de B′ (
.f. (h')). ⋄

T ∗
1

A′, A′′ et A1

B′, B′′ et B1

a1 = cr

c1 = bq

ay

ds

T ∗
dsay

b1 = ap

cr−1

ds

a2

ay = e1

ay = e1

a1 = et

a1 = et

e2

e2

e′2e′t

et−1

Fig. 17 � Cas 1.4.2.Cas 1.4.2 : y > 2 (voir la Figure 17). On note e1, e2, . . . , et les voisins de ds dans T età l'intérieur du 
y
le (ds, a1, a2, . . . , ay), en allant du sommet ay au sommet a1 
ompris. Ona don
 e1 = ay et et = a1. De plus, 
omme il n'y a pas de 
orde de type a1ay on a t ≥ 3.L'entier y étant minimum on a ei 6= aj , pour 1 < i < t et 1 < j < y. On note ensuite e′i, pour
1 < i ≤ t, les f -sommets de T ∗ adja
ents à ds, ei et ei−1.On 
onstruit A′′ en faisant l'union de la pousse A′ et de la pousse GA, 
onstituée des arêtes
eiei+1, pour 1 ≤ i < t, des arêtes dsei, pour 1 ≤ i ≤ t, des arêtes eie

′
i+1, pour 1 ≤ i < t − 1,des arêtes eie

′
i, pour 2 ≤ i < t, et des arêtes dse

′
t et a1e

′
t. L'interse
tion de 
es deux pousses,la 
haîne (a1, ds, ay), a une arête, a1ds, isthme de A′ et une autre arête, dsay, qui est un 
�téde A′ et de GA (
.f. (d') et (e')). Le Lemme 2.2.7 implique don
 que A′′ est une pousse :(a�) 
onnexe (
.f. (b')),(b�) dont les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont des isthmes (
.f. (g')).On 
onstruit B′′ en faisant l'union de la pousse B′ et de la pousse GB , 
onstituée desarêtes dse

′
i, pour 2 ≤ i < t, et de l'arête et−1e

′
t. Ces deux pousses ne s'interse
tent qu'en ds.Le Lemme 2.2.4 implique don
 que B′′ est une pousse :(
�) ayant trois 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant e1, une 
ontenant et−1 et une 
ontenant

et (
.f. (
'), (f'), (h') et 
ar V (B′) = V (Tdsay
)),



42 Chapitre 2. Partition en planaires externes(d�) dont les arêtes aiai+1, pour y ≤ i < p, sont des isthmes (
.f. (f')), et(e�) dont les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont des isthmes (
.f. (h')).On 
onsidère maintenant la W-triangulation T1, sous-graphe de T (
.f. Lemme 2.3.1),à l'intérieur du 
y
le (a1, . . . , ay, e2, . . . , et). La W-triangulation T n'ayant pas de 3-
y
leséparant (ds, ei, ej), il n'y a pas de 
orde de type eiej dans T1. De plus, 
omme y > 2, (a2, a1)-
(et, . . . , e1)-(ay, . . . , a2) est un 3-bord de T1. En�n, 
omme a1ds /∈ E(T1), la W-triangulation
T1 a moins d'arêtes que T . On peut don
 lui appliquer la Propriété 1 ave
 le 3-bord que l'onvient de mentionner. On note A1 et B1 les deux pousses ainsi obtenues, A1 étant la pousse
ontenant l'arête a1a2. La Propriété 1 implique que la partition de T ∗

1 en A1 = (V (T ∗), E(A1))et B1 = (V (T ∗), E(B1)) véri�e les points suivants :(a1) la partition de T ∗
1 est prolongeable,(b1) A1 est 
onnexe,(
1) B1 a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant a1 et l'autre 
ontenant ay,(d1) l'arête a1a2 est un 
�té de A1,(f1) les arêtes eiei+1, pour 1 ≤ i < t, sont des isthmes de A1, et(g1) les arêtes aiai+1, pour 2 ≤ i < y, sont des isthmes de B1.On dé�nit A (resp. B) 
omme étant l'union de A′′ et A1 (resp. B′′ et B1). Les graphes A et

B, 
ouvrant toutes les arêtes de T ∗ et n'ayant pas d'arête 
ommune, forment une partitionde T ∗. On montre maintenant que 
es graphes sont des pousses véri�ant tous les points de laPropriété 1.(a) Les f -sommets de T ∗, autres que les sommets e′i, pour 1 < i ≤ t, ont leur voisinagepartitionné 
omme dans T ∗
dsay

ou T ∗
1 . Les partitions de T ∗

dsay
et de T ∗

1 étant prolongeable(
.f. (a') et (a1)), et le voisinage des sommets e′i étant par 
onstru
tion partitionné defaçon prolongeable, la partition de T ∗ en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a)de la Propriété 1 est don
 véri�é. ⋄Les pousses A′′ et A1 s'interse
tent sur la 
haîne (e1, e2, , . . . , , et) dont toutes les arêtes sontdes isthmes de A1 (
.f. (f1)). Le Lemme 2.2.5 implique don
 que A est une pousse 
onformeaux points (b), (d) et (f) de la Propriété 1. En e�et :(b) Le Lemme 2.2.5 implique le point (b) 
ar A′′ et A1 sont 
onnexes (
.f. (a�) et (b1)). ⋄(d) Le Lemme 2.2.5 implique le point (d) 
ar l'arête a1a2 est un 
�té de A1 (
.f. (d1)). ⋄(f) Le Lemme 2.2.5 implique le point (f) 
ar les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont desisthmes de A′′ (
.f. (b�)). ⋄Les pousses B′′ et B1 ne s'interse
tent que sur les sommets e1, et−1 et et. Or B′′ a trois
omposantes 
onnexes, une 
ontenant e1, une 
ontenant et−1 et une 
ontenant et (
.f. (
�)).On peut don
 dé
omposer l'union de B′′ et B1 en trois unions su

essives dans lesquelles les
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onnexes 43graphes ne s'interse
tent qu'en un sommet. Le Lemme 2.2.4 implique alors que l'union de 
esdeux pousses, le graphe B, est une pousse 
onforme aux points (
), (e) et (g) de la Propriété1. En e�et :(
) Le Lemme 2.2.4 implique le point (
) 
ar B′′ a trois 
omposantes 
onnexes, une 
onte-nant e1, une 
ontenant et−1 et une 
ontenant et (
.f. (
�)), 
ar B1 a deux 
omposantes
onnexes, une 
ontenant e1 et une 
ontenant et (
.f. (
1)). En e�et, 
ela implique quedans B les sommets e1 et et sont dans deux 
omposantes 
onnexes distin
tes de B.En�n, les sommets e1 et b1 (resp. et et bq) étant dans la même 
omposante 
onnexe (
.f.(d�) et (e�)), les sommets b1 et bq sont don
 dans deux 
omposantes 
onnexes distin
tesde B. ⋄(e) Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) 
ar les arêtes aiai+1, pour 2 ≤ i < y, sont desisthmes de B1 (
.f. (g1)) et 
ar les arêtes aiai+1, pour y ≤ i < p, sont des isthmes de
B′′ (
.f. (d�)) ⋄(g) Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) 
ar les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont desisthmes de B′′ (
.f. (e�)). ⋄Ce
i a
hève la preuve du 
as 1.Cas 2 : Preuve de la Propriété 2 pour une W-triangulation Tdxay

telle que
|E(Tdxay

)| = m. La W-triangulation Tdxay
est sous-graphe d'une W-triangulation T . CetteW-triangulation T est 3-bornée par (a1, . . . , ap)-(b1, . . . , bq)-(c1, . . . , cr). De plus, T n'a pas de
orde de type aibj ou aicj et sa 
haîne adja
ente est (d1, . . . , ds, a1), ave
 s ≥ 1.Si l'arête dxay est di�érente de l'arête d1ap alors on dé�nit le 
ouple d'entiers (z,w) 6= (x, y)tels que x − 1 ≤ z ≤ x et y ≤ w ≤ p. Ce 
ouple est tel qu'il existe une arête dzaw ∈ E(Tdxay

)et tel que z soit maximum. Parmi les 
ouples (z,w) 6= (x, y) possibles, on 
hoisit 
elui tel que
w est minimum. Une telle arête existe for
ément 
ar l'ensemble des arêtes dzaw 6= dxay tellesque x − 1 ≤ z ≤ x et y ≤ w ≤ p n'est pas vide. En e�et, si dx = d1 
et ensemble 
ontientl'arête d1ap. Si x > 1, 
et ensemble 
ontient au moins une arête dx−1aw telle que y ≤ w ≤ p.(le sommet dx−1 étant par dé�nition adja
ent à un tel sommet aw).On distingue di�érents 
as dans notre étude. On verra tout d'abord le 
as où dxay = d1ap.Lorsque dxay 6= d1ap les 
as varient selon la nature de l'arête dzaw. Lorsque z = x on 
onsidèredeux 
as, le 
as où w = y + 1 et le 
as où w > y + 1, et lorsque z = x − 1 on 
onsidère deux
as, le 
as où w = y et le 
as où w > y.Cas 2.1 : dxay = d1ap (voir la Figure 18). On note T1 la W-triangulation (
.f. Lemme2.3.1), sous-graphe de T , à l'intérieur du 
y
le (a1, ds, . . . , d1, b2, . . . , bq, c2, . . . , cr). Cette W-triangulation n'a pas de 
orde de type bibj , cicj , didj ou a1dj . On 
onsidère deux 
as suivantl'existen
e d'une arête d1bi ave
 2 < i ≤ q.
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b1 = ap

b2

d1
a1

a2

c1

T ∗
1

ds

A1

B1

b1 = ap

b2

d1
a1

a2

c1

ds

A

B
T ∗

d1ap

v

Fig. 18 � Cas 2.1.� Si T1 n'a pas de 
orde de type d1bi alors (d1, b2, . . . , bq)-(c1, . . . , cr)-(a1, ds, . . . , d1) estun 3-bord de T1.� Si T1 a une 
orde d1bi, ave
 2 < i ≤ q, on observe que q > 2 et qu'il ne peut y avoirde 
orde b2a1 ou b2dj , ave
 1 < j ≤ s, sans violer la planarité de T (voir la Figure 18).Dans 
e 
as, (b2, d1, . . . , ds, a1)-(cr, . . . , c1)-(bq, . . . , b2) est un 3-bord de T1.En�n, 
omme b1b2 /∈ E(T1), la W-triangulation T1 a moins d'arêtes que Td1ap
. On peutdon
 appliquer la Propriété 1 à T1 ave
 l'un des 3-bords mentionnés. Que l'on 
onsidèrel'un ou l'autre des 3-bords, la Propriété 1 produit des partitions de T ∗

1 , en deux pousses
A1 = (V (T ∗

1 ), E(A1)) et B1 = (V (T ∗
1 ), E(B1)), ayant exa
tement les mêmes 
ara
téristiques.En e�et, dans les deux 
as :(a1) la partition de T ∗

1 est prolongeable,(b1) A1 est 
onnexe,(
1) B1 a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant c1 et l'autre 
ontenant cr,(d1) l'arête d1b2 est un 
�té de A1,(e1-g1) les arêtes bibi+1, pour 1 < i ≤ q, les arêtes didi+1, pour 1 ≤ i < s, et l'arête a1ds sontdes isthmes de B1, et(f1) les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont des isthmes de A1.Il est simple d'étendre les pousses A1 et B1 a�n d'obtenir la partition de T ∗
d1ap

désirée. Onnote v le f -sommet adja
ent à ap, b2 et d1 (voir la Figure 18). On 
onstruit A (resp. B) enfaisant l'union de B1 (resp. A1) et du graphe GA (resp. GB) 
onstitué des arêtes b1b2, b1v et
b1d1 (resp. des arêtes d1b2, vb2, vd1 et du sommet b1). Il est 
lair que A et B forment unepartition de T ∗

d1ap
. On montre maintenant que 
es graphes sont des pousses véri�ant tous lespoints de la Propriété 2.(a) Les f -sommets de T ∗

d1ap
autres que v ont leur voisinage partitionné 
omme dans T ∗

1 .La partition de T ∗
1 étant prolongeable (
.f. (a1)) et v ayant un voisinage partitionné de
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onnexes 45façon prolongeable, la partition de T ∗
d1ap

en A et B est elle aussi prolongeable. Le point(a) de la Propriété 2 est don
 véri�é. ⋄Les pousses B1 et GA ne s'interse
tent qu'en d1 et b2. Or la pousse B1 a deux 
omposantes
onnexes, une 
ontenant d1 (
elle 
ontenant le sommet cr et la 
haîne (d1, . . . , ds, cr), 
.f. (
1)et (e1-g1)) et l'autre 
ontenant b2 (
elle 
ontenant le sommet c1 et la 
haîne (b2, . . . , bq), 
.f.(
1) et (e1-g1)). On peut don
 dé
omposer l'union de B1 et GA en deux unions su

essivesdans lesquelles les graphes ne s'interse
tent qu'en un sommet. Le Lemme 2.2.4 implique alorsque l'union de 
es deux pousses, le graphe A, est une pousse 
onforme aux points (b), (d), (e)et (g) de la Propriété 2. En e�et :(b) Le Lemme 2.2.4 implique le point (b) 
ar GA est 
onnexe ainsi que 
ha
une des deux
omposantes 
onnexes de B1 (
.f. (
1)). ⋄(d) Le Lemme 2.2.4 implique le point (d) 
ar l'arête a1ds et les arêtes didi+1, pour 1 ≤ i < t,sont des isthmes de B1 (
.f. (e1-g1)). ⋄(e) Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) 
ar l'arête d1ap est un 
�té de GA. ⋄(g) Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) 
ar l'arête b1b2 est un isthme de GA et 
ar lesarêtes bibi+1, pour 2 ≤ i < q, sont des isthmes de B1 (
.f. (e1-g1)). ⋄L'interse
tion des pousses A1 et GB est l'arête d1b2. Cette arête étant un 
�té de la pousse
A1 et de la pousse GB (
.f. (d1)), le Lemme 2.2.6 implique que l'union de 
es deux pousses,le graphes B, est une pousse 
onforme aux points (
), (f) et (h) de la Propriété 2. En e�et :(
) Le Lemme 2.2.6 implique le point (
) 
ar A1 est 
onnexe et 
ontient les sommets b2 et bq(
.f. (b1)) et 
ar GB a deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et une 
ontenant

b2. ⋄(f) La pousse B véri�e le point (f) 
ar il n'y a pas d'arête aiai+1, pour y ≤ i < p, dans legraphe Td1ap
. ⋄(h) Le Lemme 2.2.6 implique le point (h) 
ar les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont desisthmes de A1 (
.f. (f1)). ⋄Cas 2.2 : dxay 6= d1ap, z = x et w = y +1 (voir la Figure 19). Comme dxay /∈ E(Tdzaw

),la W-triangulation Tdzaw
a moins d'arêtes que Tdxay

. La Propriété 2 s'applique don
 à Tdzaw
.On note A′ et B′ les deux pousses ainsi obtenues. La Propriété 2 implique que la partition de

T ∗
dzaw

en A′ = (V (T ∗
dzaw

), E(A′)) et B′ = (V (T ∗
dzaw

), E(B′)) véri�e les points suivants :(a') la partition de T ∗
dzaw

est prolongeable,(b') A′ est 
onnexe,(
') B′ a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et l'autre 
ontenant bq,(d') l'arête a1ds et les arêtes didi+1, pour z ≤ i < s, sont des isthmes de A′,
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b1 = ap

c1 = bq

b1 = ap

c1 = bq

dz

aw

B et B′

aw
ay

v

dx = dz

a1 = cr

A et A′

T ∗
dzaw

Fig. 19 � Cas 2.2.(e') l'arête dzaw est un 
�té de A′,(f') les arêtes aiai+1, pour w ≤ i < p, sont des isthmes de B′,(g') les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont des isthmes de A′, et(h') les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont des isthmes de B′.Le graphe Tdxay
étant une W-triangulation, le 
y
le (dx, ay, aw) délimite une fa
e de Tdxay

. Onnote v le f -sommet adja
ent à dx, ay et aw. On dé�nit A (resp. B) 
omme étant l'union de
A′ (resp. B′) et de la pousse GA (resp. GB) 
onstituée du 
y
le (v, dx, ay) (resp. de la 
haîne
(v, aw, ay)). Les graphes A et B, 
ouvrant toutes les arêtes de T ∗

dxay
et n'ayant pas d'arête
ommune, forment une partition de T ∗

dxay
. On montre maintenant que 
es graphes sont despousses véri�ant tous les points de la Propriété 2.(a) Les f -sommets autres que v ont leur voisinage partitionné 
omme dans T ∗

dzaw
. La parti-tion de T ∗

dzaw
étant prolongeable (
.f. (a')) et le sommet v ayant un voisinage partitionnéde façon prolongeable, la partition de T ∗

dxay
en A et B est elle aussi prolongeable. Lepoint (a) de la Propriété 2 est don
 véri�é. ⋄L'interse
tion des pousses A′ et GA est le sommet dx. Le Lemme 2.2.4 implique don
 que

A est une pousse 
onforme aux points (b), (d), (e) et (g) de la Propriété 2. En e�et :(b) Le Lemme 2.2.4 implique le point (b) 
ar A′ et GA sont 
onnexes (
.f. (b')). ⋄(d) Le Lemme 2.2.4 implique le point (d) 
ar l'arête a1ds et les arêtes didi+1, pour x = z ≤
i < t, sont des isthmes de A′ (
.f. (d')). ⋄(e) Le Lemme 2.2.4 implique le point (e) 
ar l'arête dxay est un 
�té de GA. ⋄(g) Le Lemme 2.2.4 implique le point (g) 
ar les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont desisthmes de A′ (
.f. (g')). ⋄Les pousses B′ et GB ne s'interse
tant qu'en aw, le Lemme 2.2.4 implique don
 que B estune pousse 
onforme aux points (
), (f) et (h) de la Propriété 2. En e�et :
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) Le Lemme 2.2.4 implique le point (
) 
ar GB est 
onnexe et 
ar B′ a deux 
omposantes
onnexes, une 
ontenant b1 et une 
ontenant bq (
.f. (
')). ⋄(f) Le Lemme 2.2.4 implique le point (f) 
ar l'arête ayaw est un isthme de GB et 
ar lesarêtes aiai+1, pour w ≤ i < p, sont des isthmes de B′ (
.f. (f')). ⋄(h) Le Lemme 2.2.4 implique le point (h) 
ar les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont desisthmes de B′ (
.f. (h')). ⋄

A et A′

B et B′

c1 = bqc1 = bq

dz

b1 = ap

dx

dx

v

dz

ay = aw

ay = aw

a1 = cr

T ∗
dzaw

Fig. 20 � Cas 2.3.Cas 2.3 : dxay 6= d1ap, z = x−1 et w = y (voir la Figure 20). Comme dxay /∈ E(Tdzaw
),la W-triangulation Tdzaw

a moins d'arêtes que Tdxay
. La Propriété 2 s'applique don
 à Tdzaw

.On note A′ et B′ les deux pousses ainsi obtenues. La Propriété 2 implique que la partition de
T ∗

dzaw
en A′ = (V (T ∗

dzaw
), E(A′)) et B′ = (V (T ∗

dzaw
), E(B′)) véri�e les points suivants :(a') la partition de T ∗

dzaw
est prolongeable,(b') A′ est 
onnexe,(
') B′ a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et l'autre 
ontenant bq,(d') l'arête a1ds et les arêtes didi+1, pour z ≤ i < s, sont des isthmes de A′,(e') l'arête dzaw est un 
�té de A′,(f') les arêtes aiai+1, pour w ≤ i < p, sont des isthmes de B′,(g') les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont des isthmes de A′, et(h') les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont des isthmes de B′.Le graphe Tdxay

étant une W-triangulation, le 
y
le (dx, ay, dz) délimite une fa
e de Tdxay
. Onnote v le f -sommet adja
ent à dx, ay et dz. On obtient A (resp. B) en faisant l'union de lapousse A′ (resp. B′) et de la pousse GA (resp. GB), 
onstituée du 
y
le (ay, dz , v, dx) et del'arête dxdz (resp. 
onstituée de l'arête ayv). Les graphes A et B, 
ouvrant toutes les arêtes de

T ∗
dxay

et n'ayant pas d'arête 
ommune, forment une partition de T ∗
dxay

. On montre maintenantque 
es graphes sont des pousses véri�ant tous les points de la Propriété 2.



48 Chapitre 2. Partition en planaires externes(a) Les f -sommets autres que v ont leur voisinage partitionné 
omme dans T ∗
dzaw

. La parti-tion de T ∗
dzaw

étant prolongeable (
.f. (a')) et v ayant un voisinage partitionné de façonprolongeable, la partition de T ∗
dxay

en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a) dela Propriété 2 est don
 véri�é. ⋄L'interse
tion des pousses A′ et GA est la 
haîne (dx, dz, ay). L'arête dxdz est un isthmede A′ et l'arête dzay est un 
�té de A′ et de GA. Le Lemme 2.2.7 implique don
 que A est unepousse 
onforme aux points (b), (d), (e) et (g) de la Propriété 2. En e�et :(b) Le Lemme 2.2.7 implique le point (b) 
ar A′ et GA sont 
onnexes (
.f. (b')). ⋄(d) Le Lemme 2.2.7 implique le point (d) 
ar l'arête a1ds et les arêtes didi+1, pour x = z ≤
i < t, sont des isthmes de A′ (
.f. (d')). ⋄(e) Le Lemme 2.2.7 implique le point (e) 
ar l'arête dxay est un 
�té de GA. ⋄(g) Le Lemme 2.2.7 implique le point (g) 
ar les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont desisthmes de A′ (
.f. (g')). ⋄Les pousses B′ et GB ne s'interse
tant qu'en ay, le Lemme 2.2.4 implique que B est unepousse 
onforme aux points (
), (f) et (h) de la Propriété 2. En e�et :(
) Le Lemme 2.2.4 implique le point (
) 
ar GB est 
onnexe et 
ar B′ a deux 
omposantes
onnexes, une 
ontenant b1 et une 
ontenant bq (
.f. (
')). ⋄(f) Le Lemme 2.2.4 implique le point (f) 
ar les arêtes aiai+1, pour y = w ≤ i < p, sont desisthmes de B′ (
.f. (f')). ⋄(h) Le Lemme 2.2.4 implique le point (h) 
ar les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont desisthmes de B′ (
.f. (h')). ⋄

A′, A′′ et B1

B′, B′′ et A1

T ∗
1

c1 = bqc1 = bq

dz

aw

b1 = ap

a1 = cr

dx = dz

aw = e1

et

et

aw = e1

ay = et+1

e′1e′tT ∗
dzaw

ay = et+1

Fig. 21 � Cas 2.4.



2.3. Les triangulations 4-
onnexes 49Cas 2.4 : dxay 6= d1ap, z = x et w > y +1 (voir la Figure 21). Comme dxay /∈ E(Tdzaw
),la W-triangulation Tdzaw

a moins d'arêtes que Tdxay
. La Propriété 2 s'applique don
 à Tdzaw

.On note A′ et B′ les deux pousses ainsi obtenues. La Propriété 2 implique que la partition de
T ∗

dzaw
en A′ = (V (T ∗

dzaw
), E(A′)) et B′ = (V (T ∗

dzaw
), E(B′)) véri�e les points suivants :(a') la partition de T ∗

dzaw
est prolongeable,(b') A′ est 
onnexe,(
') B′ a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et l'autre 
ontenant bq,(d') l'arête a1ds et les arêtes didi+1, pour z ≤ i < s, sont des isthmes de A′,(e') l'arête dzaw est un 
�té de A′,(f') les arêtes aiai+1, pour w ≤ i < p, sont des isthmes de B′,(g') les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont des isthmes de A′, et(h') les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont des isthmes de B′.On note e1, e2, . . . , et, et+1 les voisins de dx dans T et à l'intérieur du 
y
le (dx, ay, . . . , aw)en allant du sommets aw au sommet ay 
ompris. On a don
 e1 = aw et et+1 = ay. De plus,
omme il n'y a pas de 
orde ayaw on a t ≥ 2. On note ensuite e′i, pour 1 ≤ i ≤ t, les f -sommetsde T ∗ adja
ents à dx, ei et ei+1.On 
onstruit A′′ en faisant l'union de la pousse A′ et de la pousse GA, 
onstituée des arêtes

eiei+1, pour 1 ≤ i < t, des arêtes dxei, pour 1 ≤ i ≤ t + 1, des arêtes eie
′
i, pour 1 ≤ i < t,des arêtes e′iei+1, pour 1 ≤ i < t, et de l'arête dxe′t. L'interse
tion de 
es deux pousses, l'arête

dxaw, est un 
�té dans 
ha
une de 
es pousses (
.f. (e')). Le Lemme 2.2.6 implique don
 que
A′′ est une pousse :(a�) 
onnexe (
.f. (a')),(b�) dont l'arête a1ds et les arêtes didi+1, pour x ≤ i < s, sont des isthmes (
.f. (d')),(
�) dont l'arête dxay est un isthme (et don
 aussi un 
�té), et(d�) dont les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont des isthmes (
.f. (g')).On 
onstruit B′′ en faisant l'union de la pousse B′ et de la pousse GB , 
onstituée des arêtes
dxe′i, pour 1 ≤ i < t, et des arêtes etet+1, ete

′
t et et+1e

′
t. Les pousses B′ et GB s'interse
tenten un seul sommet, dx. Le Lemme 2.2.4 implique don
 que B′′ est une pousse :(e�) ayant trois 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant aw (
elle 
ontenant la 
haîne

(aw, . . . , ap)), une 
ontenant bq et une 
ontenant l'arête ayet (
.f. (
') et (f')),(f�) dont l'arête ayet est un 
�té,(g�) dont les arêtes aiai+1, pour w ≤ i < p, sont des isthmes (
.f. (f')).(h�) dont les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont des isthmes (
.f. (h')).On 
onsidère maintenant la W-triangulation T1 (
.f. Lemme 2.3.1), sous-graphe de T , àl'intérieur du 
y
le (ay, . . . , aw, e2, . . . , et, et+1). La W-triangulation T n'ayant pas de 3-
y
le



50 Chapitre 2. Partition en planaires externesséparant (dx, ei, ej), il n'y a pas de 
orde de type eiej dans T1. De plus, 
omme t ≥ 2,
(et, et+1)-(ay, . . . , aw)-(e1, . . . , et) est un 3-bord de T1. En�n, 
omme dxay /∈ E(T1), la W-triangulation T1 a moins d'arêtes que Tdxay

. La Propriété 1 s'applique don
 à T1 pour le3-bord mentionné. On note A1 et B1 les deux pousses ainsi obtenues, la pousse A1 étant 
elle
ontenant l'arête ayet. La Propriété 1 implique que la partition de T ∗
1 en A1 = (V (T ∗

1 ), E(A1))et B1 = (V (T ∗
1 ), E(B1)) véri�e les points suivants :(a1) la partition de T ∗

1 est prolongeable,(b1) A1 est 
onnexe,(
1) B1 a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant ay et l'autre 
ontenant aw,(d1) l'arête ayet est un 
�té de A1,(f1) les arêtes aiai+1, pour y ≤ i < w, sont des isthmes de A1, et(g1) les arêtes eiei+1, pour 1 ≤ i < t, sont des isthmes de B1.On dé�nit A (resp. B) 
omme étant l'union de A′′ (resp. B′′) et B1 (resp. A1). Les graphes
A et B, 
ouvrant toutes les arêtes de T ∗

dxay
et n'ayant pas d'arête 
ommune, forment unepartition de T ∗

dxay
. On montre maintenant que 
es graphes sont des pousses véri�ant tous lespoints de la Propriété 2.(a) Les f -sommets, autres que les f -sommets e′i, pour 1 ≤ i ≤ t, ont leur voisinage parti-tionné 
omme dans T ∗

dzaw
ou T ∗

1 . Les partitions de T ∗
dzaw

et de T ∗
1 étant prolongeables(
.f. (a') et (a1)) et les f -sommets e′i ayant un voisinage partitionné de façon prolon-geable, la partition de T ∗

dxay
en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a) de laPropriété 2 est don
 véri�é. ⋄Les pousses A′′ et B1 s'interse
tent sur la 
haîne (e1, e2, . . . , et) et sur le sommet ay. Or

B1 a deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant la 
haîne (e1, e2, . . . , et) et l'autre 
ontenantle sommet ay (
.f. (
1) et (g1)). On peut don
 dé
omposer l'union de A′′ et B1 en deuxunions su

essives, une pour 
haque 
omposante 
onnexe de B1. Pour l'union 
on
ernantla 
omposante 
onnexe de B1 
ontenant la 
haîne (e1, e2, . . . , et), les arêtes de 
ette 
haîneétant des isthmes dans B1, on peut appliquer le Lemme 2.2.5. Pour l'union 
on
ernant l'autre
omposante 
onnexe de B1 on peut appliquer le Lemme 2.2.4. Le Lemme 2.2.5 et le Lemme2.2.4 impliquent que le graphe A est une pousse 
onforme aux points (b), (d), (e) et (g) de laPropriété 2. En e�et :(b) Les Lemmes 2.2.5 et 2.2.4 impliquent le point (b) 
ar A′′ est 
onnexe (
.f. (a�)) et 
ar B1a deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant le sommet ay et une 
ontenant la 
haîne
(e1, . . . , et) (
.f. (
1) et (g1)). ⋄(d) Les Lemmes 2.2.5 et 2.2.4 impliquent le point (d) 
ar l'arête a1ds et les arêtes didi+1,pour x ≤ i < t, sont des isthmes de A′′ (
.f. (b�)). ⋄
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onnexes 51(e) Les Lemmes 2.2.5 et 2.2.4 impliquent le point (e) 
ar l'arête dxay est un 
�té de A′′ (
.f.(
�)). ⋄(g) Les Lemmes 2.2.5 et 2.2.4 impliquent le point (g) 
ar les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q,sont des isthmes de A′′ (
.f. (d�)). ⋄Les pousses B′′ et A1 s'interse
tent sur l'arête ayet et sur le sommet aw. Or B′′ a trois 
om-posantes 
onnexes, une 
ontenant l'arête ayet, une 
ontenant le sommet aw et une 
ontenantle sommet bq (
.f. (e�)). On peut dé
omposer l'union de B′′ et A1 en deux unions su

essives,une pour la 
omposante 
onnexe de B′′ 
ontenant l'arête etay, et une pour le reste du graphe
B′′. Pour la première union, l'arête etay étant un 
�té dans A1 et dans B′′ (
.f. (d1) et (f�)),on peut appliquer le Lemme 2.2.6. Pour la se
onde union, l'interse
tion étant le sommet aw onpeut appliquer le Lemme 2.2.4. Le Lemme 2.2.6 et le Lemme 2.2.4 impliquent que le graphe
B est une pousse 
onforme aux points (
), (f) et (h) de la Propriété 2. En e�et :(
) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (
) 
ar B′′ a trois 
omposantes 
onnexes,une 
ontenant l'arête ayet, une 
ontenant les sommets aw et b1 et une 
ontenant lesommet bq (
.f. (e�) et (g�)), et 
ar A1 est 
onnexe (
.f. (b1)). ⋄(f) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (f) 
ar les arêtes aiai+1, pour y ≤ i < w,sont des isthmes de A1 (
.f. (f1)), et 
ar les arêtes aiai+1, pour w ≤ i < p, sont desisthmes de B′′ (
.f. (g�)). ⋄(h) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (h) 
ar les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r,sont des isthmes de B′′ (
.f. (h�)). ⋄

A′, A′′ et B1

B′, B′′ et A1

T ∗
1

c1 = bqc1 = bq

dz

aw

b1 = ap

dx
aw = e1

aw = e1

ay = f1

fu

fu

ay = f1

dx = et+1 dz = fu+2

a1 = cr

T ∗
dzaw

et

et

e′t

e′1

Fig. 22 � Cas 2.5.Cas 2.5 : dxay 6= d1ap, z = x − 1 et w > y > 1 (voir la Figure 22). Comme dxay /∈
E(Tdzaw

), la W-triangulation Tdzaw
a moins d'arêtes que Tdxay

. La Propriété 2 s'applique don




52 Chapitre 2. Partition en planaires externesà Tdzaw
. On note A′ et B′ les deux pousses ainsi obtenues. La Propriété 2 implique que lapartition de T ∗

dzaw
en A′ = (V (T ∗

dzaw
), E(A′)) et B′ = (V (T ∗

dzaw
), E(B′)) véri�e les pointssuivants :(a') la partition de T ∗

dzaw
est prolongeable,(b') A′ est 
onnexe,(
') B′ a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant b1 et l'autre 
ontenant bq,(d') l'arête a1ds et les arêtes didi+1, pour z ≤ i < s, sont des isthmes de A′,(e') l'arête dzaw est un 
�té de A′,(f') les arêtes aiai+1, pour w ≤ i < p, sont des isthmes de B′,(g') les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont des isthmes de A′, et(h') les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont des isthmes de B′.On note e1, e2, . . . , et, et+1 (resp. f1, f2, . . . , fu, fu+1, fu+2) les voisins de dz (resp. dx) dans Tet à l'intérieur du 
y
le (dz, dx, ay, . . . , aw) en allant du sommet aw au sommet dx (resp. enallant de ay à dz) 
ompris. On a don
 e1 = aw, et = fu+1, et+1 = dx, f1 = ay et fu+2 = dz.De plus, par dé�nition de l'arête dzaw, il n'y a pas d'arête dxaw ou dzay, on a don
 t ≥ 2 et

u ≥ 1. On note ensuite e′i, pour 1 ≤ i ≤ t (resp. f ′
i pour 1 ≤ i ≤ u), les f -sommets de T ∗adja
ents à dz, ei et ei+1 (resp. dx, fi et fi+1).On 
onstruit A′′ en faisant l'union de la pousse A′ et de la pousse GA, 
onstituée des arêtes

eiei+1, pour 1 ≤ i ≤ t, des arêtes dzei, pour 1 ≤ i ≤ t + 1, des arêtes eie
′
i, pour 1 ≤ i < t, desarêtes e′iei+1, pour 1 ≤ i < t, des arêtes dxe′t et dze

′
t, des arêtes fifi+1, pour 1 ≤ i < u, desarêtes dxfi, pour 1 ≤ i ≤ u, des arêtes fif

′
i , pour 1 ≤ i < u, des arêtes f ′

ifi+1, pour 1 ≤ i < u,et �nalement de l'arête dxf ′
u. L'interse
tion de 
es deux pousses est la 
haîne (dx, dz, aw) dontl'arête dxdz est un isthme de A′ et dont l'arête dzaw est un 
�té de A′ et de GA (
.f. (d') et(e')). Le Lemme 2.2.7 implique don
 que A′′ est une pousse :(a�) 
onnexe (
.f. (a')),(b�) dont l'arête a1ds et les arêtes didi+1, pour x ≤ i < s, sont des isthmes (
.f. (d')),(
�) dont l'arête dxay est un 
�té, et(d�) dont les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont des isthmes (
.f. (g')).On 
onstruit B′′ en faisant l'union de la pousse B′ et de la pousse GB , 
onstituée desarêtes dze

′
i, pour 1 ≤ i < t, des arêtes dxf ′

i , pour 1 ≤ i < u, et des arêtes fuet, fuf ′
u, etf

′
u et

ete
′
t. L'interse
tion de 
es deux pousses, les sommets dx et dz, sont dans deux 
omposantes
onnexes distin
tes de GB . Le Lemme 2.2.4 permet don
 de dire que B′′ est une pousse :(e�) ayant trois 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant aw (
elle 
ontenant la 
haîne

(aw, . . . , ap)), une 
ontenant bq et une 
ontenant l'arête fuet (
.f. (
') et (f')),(f�) dont l'arête fuet est un 
�té,
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onnexes 53(g�) dont les arêtes aiai+1, pour w ≤ i < p, sont des isthmes (
.f. (f')).(h�) dont les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r, sont des isthmes (
.f. (h')).On 
onsidère maintenant la W-triangulation T1 (
.f. Lemme 2.3.1), sous-graphe de T , àl'intérieur du 
y
le (ay, . . . , aw, e2, . . . , et, fu, . . . , f1). Comme il n'y a pas de 3-
y
le séparant
(dz, ei, ej) (resp. (dx, fi, fj)) dans T , il n'y a pas de 
orde de type eiej (resp. fifj) dans
T1. De plus, étant donné qu'il n'y a pas de 
orde de type aiaj, que t ≥ 2 et que u ≥ 1,
(et, fu, . . . , f1)-(ay , . . . , aw)-(e1, . . . , et) est un 3-bord de T1. En�n, 
omme dxay /∈ E(T1), laW-triangulation T1 a moins d'arêtes que Tdxay

. La Propriété 1 s'applique don
 à T1 pour le3-bord mentionné. On note A1 et B1 les deux pousses ainsi obtenues, la pousse A1 étant 
elle
ontenant l'arête fuet. La Propriété 1 implique que la partition de T ∗
1 en A1 = (V (T ∗

1 ), E(A1))et B1 = (V (T ∗
1 ), E(B1)) véri�e les points suivants :(a1) la partition de T ∗

1 est prolongeable,(b1) A1 est 
onnexe,(
1) B1 a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant ay et l'autre 
ontenant aw,(d1) l'arête fuet est un 
�té de A1,(e1) les arêtes fifi+1, pour 1 ≤ i < u, sont des isthmes de B1,(f1) les arêtes aiai+1, pour y ≤ i < w, sont des isthmes de A1, et(g1) les arêtes eiei+1, pour 1 ≤ i < t, sont des isthmes de B1.On dé�nit A (resp. B) 
omme étant l'union de A′′ et B1 (resp. B′′ et A1). Les graphes A et
B, 
ouvrant toutes les arêtes de T ∗

dxay
et n'ayant pas d'arête 
ommune, forment une partitionde T ∗

dxay
. On montre maintenant que 
es graphes sont des pousses véri�ant tous les points dela Propriété 2.(a) Les f -sommets autres que e′i ou f ′

j ont leur voisinage partitionné 
omme dans T ∗
dzawou T ∗

1 . Les partitions de T ∗
dzaw

et de T ∗
1 étant prolongeables (
.f. (a') et (a1)) et les

f -sommets e′i et f ′
j ayant un voisinage partitionné de façon prolongeable, la partitionde T ∗

dxay
en A et B est elle aussi prolongeable. Le point (a) de la Propriété 2 est don
véri�é. ⋄Les pousses A′′ et B1 s'interse
tent sur les 
haînes (e1, e2, . . . , et) et (f1, f2, . . . , fu). Or

B1 a deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant la 
haîne (e1, e2, . . . , et) et l'autre 
ontenantla 
haîne (f1, f2, . . . , fu) (
.f. (
1), (e1) et (g1)). On peut don
 dé
omposer l'union de A′′ et
B1 en deux unions su

essives dans lesquelles les graphes ne s'interse
tent qu'en une 
haîne.Les arêtes de 
es 
haînes étant toutes des isthmes de B1 (
.f. (e1) et (g1)), on peut appliquerà 
ha
une de 
es unions le Lemme 2.2.5. Le Lemme 2.2.5 implique que le graphe A est unepousse 
onforme aux points (b), (d), (e) et (g) de la Propriété 2. En e�et :(b) Le Lemme 2.2.5 implique le point (b) 
ar A′′ est 
onnexes (
.f. (a�)) et 
ar B1 a deux
omposantes 
onnexes, une 
ontenant la 
haîne (e1, e2, . . . , et) et l'autre 
ontenant la
haîne (f1, f2, . . . , fu) (
.f. (
1), (e1) et (g1)). ⋄



54 Chapitre 2. Partition en planaires externes(d) Le Lemme 2.2.5 implique le point (d) 
ar l'arête a1ds et les arêtes didi+1, pour x ≤ i < t,sont des isthmes de A′′ (
.f. (b�)). ⋄(e) Le Lemme 2.2.5 implique le point (e) 
ar l'arête dxay est un 
�té de A′′ (
.f. (
�)). ⋄(g) Le Lemme 2.2.5 implique le point (g) 
ar les arêtes bibi+1, pour 1 ≤ i < q, sont desisthmes de A′′ (
.f. (d�)). ⋄Les pousses B′′ et A1 s'interse
tent sur l'arête etfu et sur le sommet aw. Or B′′ a trois 
om-posantes 
onnexes, une 
ontenant l'arête etfu, une 
ontenant les sommets aw et une 
ontenantle sommet bq (
.f. (e�)). On peut don
 dé
omposer l'union de B′′ et A1 en deux unions su
-
essives, une où l'on 
onsidère la 
omposante 
onnexe de B′′ 
ontenant l'arête etfu, et l'autreoù l'on 
onsidère le reste de B′′. Dans la première union, l'arête etfu étant un 
�té de B′′ etde A1 (
.f. (f�) et (d1)), on applique le Lemme 2.2.6. Dans la se
onde union, l'interse
tion desgraphes est le sommet aw, on applique don
 le Lemme 2.2.4. Ces deux lemmes impliquent que
B est une pousse 
onforme aux points (
), (f) et (h) de la Propriété 2. En e�et :(
) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (
) 
ar B′′ a trois 
omposantes 
onnexes,une 
ontenant l'arête etfu, une 
ontenant les sommets aw et b1 et une 
ontenant lesommet bq (
.f. (e�)et (g�)), et 
ar A1 est 
onnexe (
.f. (b1)). ⋄(f) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (f) 
ar les arêtes aiai+1, pour y ≤ i < w,sont des isthmes de A1 (
.f. (f1)), et 
ar les arêtes aiai+1, pour w ≤ i < p, sont desisthmes de B′′ (
.f. (g�)). ⋄(h) Les Lemmes 2.2.6 et 2.2.4 impliquent le point (h) 
ar les arêtes cici+1, pour 1 ≤ i < r,sont des isthmes de B′′ (
.f. (h�)). ⋄Ce
i a
hève la preuve du 
as 2 et don
 
elle du Lemme 2.3.3.

2On a don
 bien prouver le Théorème 5 par ré
urren
e sur m. 22.4 Partition des triangulationsSoit une triangulation T ayant un 3-
y
le séparant (a, b, c). On note Text (resp. Tint) latriangulation induite par les arêtes du 
y
le (a, b, c) et 
elles à l'exterieur du 
y
le (resp. àl'interieur). On 
onsidère que Text (resp. Tint) admet une partition en deux graphes planairesexternes, Aext et Bext (resp. Aint et Bint). Si l'on désire que les graphes Aext, Bext, Aint et
Bint soient tels que les graphes Aext ∪ Aint et Bext ∪ Bint sont des graphes planaires externesformant une partition de T , alors il faut que les graphes Aext, Bext, Aint et Bint véri�enttous 
ertaines propriétés permettant un �re
ollage� le long du 
y
le (a, b, c). Pour les graphes
Aext et Bext, le 
y
le (a, b, c) délimitant une fa
e interne quel
onque de Text, 
ette propriétédoit s'appliquer à toutes les fa
es internes de Text. Con
rètement, 
ette propriété sera que la



2.4. Partition des triangulations 55partition soit faite sur T ∗
ext et qu'elle soit prolongeable. Pour les graphes Aint et Bint, le 
y
le

(a, b, c) délimitant la fa
e externe de Tint, 
ette propriété doit s'appliquer aux abords de la fa
eexterne de Tint. Cette propriété sera que 
ertaines arêtes du 
y
le (a, b, c) sont des isthmes oubien des 
�tés de Aint ou de Bint et que 
ertains des sommets a, b ou c sont dans di�érentes
omposantes 
onnexes de Aint ou de Bint.Le théorème suivant montre quelles sont exa
tement 
es 
ontraintes sur les fa
es internesou externes. Ce résultat publié dans [Gon05b℄ implique le Théorème 4 qui résout la [4, 3]-
onje
ture.Théorème 6 Étant donnée une triangulation T de fa
e externe abc, il existe une partition de
T ∗ en deux pousses A = (V (T ∗), E(A)) et B = (V (T ∗), E(B)) (voir la Figure 23). De plus,(a) la partition est prolongeable,(b) A est 
onnexe,(
) B a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant le sommet b et l'autre 
onte-nant c,(d) l'arête ab est un 
�té de A,(e) l'arête bc est un isthme de A, et(f) l'arête ac est un isthme de B.

a b

c

T ∗

A

B

Fig. 23 � Théorème 6.Preuve : Soit T une triangulation de fa
e externe abc. On pro
ède par ré
urren
e sur lenombre de 3-
y
les séparants dans T . S'il n'y en a pas, la triangulation T est 4-
onnexe. Onpeut alors appliquer la Propriété 1 à T pour le 3-bord (a, b)-(b, c)-(c, a). La partition de T ∗ainsi obtenue est 
onforme au Théorème 6.Si T a un 3-
y
le séparant C, on note respe
tivement Text et Tint les triangulations àl'extérieur et à l'intérieur de C. Le 
y
le C n'est plus 3-
y
le séparant dans Text ou dans Tint.Les triangulations Text et Tint ont don
 stri
tement moins de 3-
y
les séparants que T . Onpeut don
 utiliser l'hypothèse de ré
urren
e pour partitionner T ∗
ext ou T ∗

int.On applique l'hypothèse de ré
urren
e à Text pour partitionner T ∗
ext en deux pousses Ae =

(V (T ∗
ext), E(Ae)) et Be = (V (T ∗

ext), E(Be)) telles que :



56 Chapitre 2. Partition en planaires externes(ae) la partition est prolongeable,(be) Ae est 
onnexe,(
e) Be a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant le sommet b et l'autre
ontenant c,(de) l'arête ab est un 
�té de Ae,(ee) l'arête bc est un isthme de Ae, et(fe) l'arête ac est un isthme de Be.On 
onsidère maintenant le f -sommet v à l'intérieur du 3-
y
le C dans T ∗
ext. La partition de

T ∗
ext étant prolongeable, on peut nommer les sommets de C, a′, b′ et c′, de façon à 
e que l'arêtesupport de v soit a′b′. On 
onsidère, sans perte de généralité que a′b′ ∈ E(Ae) et don
 que

va′ ∈ E(Ae), vb′ ∈ E(Ae) et vc′ ∈ E(Be) (voir la Figure 24). Maintenant que l'on a spé
i�équel est le sommet a′, le sommet b′ et le sommet c′ on applique l'hypothèse de ré
urren
e àla triangulation Tint de fa
e externe a′b′c′. On obtient une partition de T ∗
int en deux pousses

Ai = (V (T ∗
int), E(Ai)) et Bi = (V (T ∗

int), E(Bi)) telles que :(ai) la partition est prolongeable,(bi) Ai est 
onnexe,(
i) Bi a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant le sommet b′ et l'autre
ontenant c′,(di) l'arête a′b′ est un 
�té de Ai,(ei) l'arête b′c′ est un isthme de Ai, et(fi) l'arête a′c′ est un isthme de Bi.
a

T ∗

c

c′

b′

a′

a

b′

c′
a′

b

c

b

T ∗
ext

b′

c′
a′

T ∗
int

v

Be BiBA Ae Ai

Fig. 24 � Constru
tion de A et de B.On va maintenant 
onstruire la partition de T ∗ en A et B respe
tivement à partir desgraphes Ae et Ai et des graphes Be et Bi (Si l'on avait eu a′b′ ∈ E(Be) on le ferait ave
 lesgraphes Ae et Bi et les graphes Be et Ai). Le 
y
le C = (a′, b′, c′) ne délimitant pas une fa
ede T , le f -sommet v de T ∗
ext n'est pas un sommet de T ∗. On supprime don
 le sommet v dans

Ae et Be, A′
e = Ae\v et B′

e = Be\v. Par appli
ation du Lemme 2.2.3, le graphe A′
e est unepousse :



2.4. Partition des triangulations 57(e1) 
onnexe,(e2) dont l'arête ab est un 
�té,(e3) dont l'arête bc est un isthme, et(e4) dont l'arête a′b′ est un 
�té.Par appli
ation du Lemme 2.2.2, le graphe B′
e est une pousse :(e5) ayant deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant le sommet b et une 
ontenant le som-met c, et(e6) dont l'arête ac est un isthme.On sait que les arêtes a′b′, b′c′ et a′c′ sont respe
tivement dans Ai, Ai et Bi. On saitaussi que l'arête a′b′ est dans A′

e mais on ignore si les arêtes a′c′ et b′c′ sont dans A′
e ou dans

B′
e. A�n d'éviter un 
on�it, on �te l'arête b′c′ de Ai et l'arête c′a′ de Bi, A′

i = Ai\{b′c′} et
B′

i = Bi\{c′a′}. Par appli
ation du Lemme 2.2.2, le graphe A′
i est une pousse :(i1) ayant deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant le sommet c′ et l'autre 
ontenantl'arête a′b′, et(i2) dont l'arête a′b′ est un 
�té.Par appli
ation du Lemme 2.2.2, le graphe B′

i est une pousse :(i3) ayant trois 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant le sommet a′, une 
ontenant le sommet
b′ et une 
ontenant le sommet c′.On dé�nit maintenant A et B 
omme étant respe
tivement l'union de A′

e et A′
i, et l'unionde B′

e et B′
i. Chaque arête de T ∗ étant dans l'un de 
es quatre sous-graphes, et a′b′ étant laseule arête appartenant à deux d'entre eux, les graphes A et B forment bien une partitionde T ∗. On va maintenant prouver que A et B sont des pousses et qu'elles véri�ent bien lesdi�érents points du théorème.La partition de T ∗ est prolongeable. La plupart des f -sommets de T ∗ ont leur voisinagepartagé exa
tement 
omme dans T ∗

int ou dans T ∗
ext. Les seuls f -sommets pour lesquels 
e n'estpas le 
as sont le f -sommet v1 de T ∗

int adja
ent à b′ et c′, et le f -sommet v2 de T ∗
int adja
entà a′ et c′. D'après (ei) (resp. (fi)), l'arête b′c′ (resp. c′a′) est un isthme de Ai (resp. Bi),l'arête support de v1 (resp. v2) n'est don
 pas b′c′ (resp. c′a′). En e�et, si 
'était le 
as onaurait un 
y
le (v1, b

′, c′) ∈ Ai (resp. (v2, c
′, a′) ∈ Bi) et l'arête b′c′ (resp. c′a′) ne serait pasun isthme. Ce
i implique que les arêtes in
identes à v1 (resp. v2) et son arête support sontpartitonnées 
omme elles l'étaient dans T ∗

int. La partition du voisinage de v1 (resp. v2) estdon
 bien prolongeable. La partition de T ∗ est prolongeable et la 
ondition (a) du théorèmeest don
 véri�ée.



58 Chapitre 2. Partition en planaires externesLe graphe A est planaire externe. On dé
ompose l'union de A′
e et A′

i en deux étapes.À 
haque étape on 
onsidère une des 
omposantes 
onnexes de A′
i. On fait d'abord l'unionde A′

e et de la 
omposante 
onnexe de A′
i 
ontenant a′b′. Ces deux graphes ne s'interse
tentqu'en a′b′. L'arête a′b′ étant un 
�té dans 
ha
une de 
es deux pousses (
.f. (e4) et (i2)), onapplique le Lemme 2.2.6. On fait ensuite l'union du graphe issu de la première union et de la
omposante 
onnexe de A′

i 
ontenant le sommet c′. Ces deux graphes ne s'interse
tent qu'en
c′, on applique don
 le Lemme 2.2.4. Le Lemme 2.2.6 et le Lemme 2.2.4 impliquent que legraphe A est une pousse telle que :(b) A est 
onnexe 
ar A′

e est 
onnexe (
.f. (e1)) et 
ar A′
i a exa
tement deux 
omposantes
onnexes, une 
ontenant c′ et une 
ontenant a′b′ (
.f. (i1)).(d) L'arête ab est un 
�té de A 
ar l'arête ab est un 
�té de A′

e (
.f. (e2)).(e) L'arête bc est un isthme de A 
ar l'arête bc est un isthme de A′
e (
.f. (e3)).Le graphe B est planaire externe. On dé
ompose l'union de B′

e et B′
i en trois étapes. À
haque étape on 
onsidère une des 
omposantes 
onnexes de B′

i. Lorsqu'on fait l'union ave
la 
omposante 
onnexe de B′
i 
ontenant a′ (resp. b′ et c′), les deux graphes ne s'interse
tentqu'en un sommet, a′ (resp. b′ et c′). Pour 
ha
une de 
es unions on applique don
 le Lemme2.2.4. Lemme 2.2.4 implique que le graphe B est une pousse telle que :(
) B a deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant le sommet b et une 
ontenant le sommet

c, 
ar B′
e a deux 
omposantes 
onnexes, une 
ontenant le sommet b et une 
ontenant lesommet c (
.f. (e5)), et 
ar 
ha
une des trois 
omposantes 
onnexes de B′

i est 
onnexe(
.f. (i3)).(f) L'arête ac est un isthme de B 
ar l'arête ac est un isthme de B′
e (
.f. (e6)).

2On rappelle la dé�nition du graphe S ainsi que l'énon
é du Théorème 4 :
x1

x2

x3

y1 y2

y3Fig. 25 � Le graphe S.Théorème 4 Toute triangulation T admet une partition en deux graphes planaires externestriangulés. De plus, si T est 4-
onnexe 
ette partition peut être telle que :(1) les représentations planaires de 
es deux graphes, induites par 
elle de T , soient planairesexternes, et telle que



2.4. Partition des triangulations 59(2) 
es deux graphes soient S-ex
lus (i.e. sans sous-graphe isomorphe à S).En utilisant le Théorème 6 on prouve �nalement le Théorème 4.Preuve du Théorème 4 : Pour toute triangulation T , le Théorème 6 implique qu'il existeune partition prolongeable de stellation T ∗ en deux pousses A et B. Cette partition induit unepartition de T en A′ et B′. On obtient A′ (resp. B′) en supprimant les f -sommets de A (resp.
B). Comme la partition de T ∗ est prolongeable les f -sommets sont soit de degré un dans A(resp. B) soit de degré deux dans A (resp. B) et ave
 les deux voisins qui sont adja
ents entreeux dans A (resp. B). Or les Lemmes 2.2.2 et 2.2.3 indiquent qu'un graphe obtenu par lasuppression de tels sommets dans une pousse est aussi une pousse. On 
onsidère maintenantle 
as des triangulations 4-
onnexes.(1) Si la représentation planaire induite par la représentation planaire de T d'une des pousses

A′ ou B′ n'est pas planaire externe, alors 
ette pousse a un 
y
le C et un sommet x /∈ Cà l'intérieur de C. On 
onsidère un tel 
y
le C de longueur minimum. Cette pousse étanttriangulée, si C est de longueur supérieure à 3, alors C a une 
orde e. Dans 
e 
as, onpeut 
onstruire un 
y
le passant par e et par 
ertaines arêtes de C, 
ontenant le sommet
x à l'intérieur et étant de longueur plus petite que C. C'est impossible puisque C est delongueur minimum. Le 
y
le C est don
 un 
y
le de longueur 3. Or T étant 4-
onnexe, iln'y a pas de 3-
y
le séparant. Le seul 
y
le de longueur 3 ayant des sommets à l'intérieurest le 
y
le délimitant la fa
e externe de T . Or 
omme 
e 
y
le n'est, par dé�nition de
A et B, pas entièrement 
ontenu dans A ou dans B, on en déduit qu'il n'existe pas detel 
y
le C. Les deux pousses sont don
 bien représentées de façon planaire externe. Lepoint (1) du Théorème 4 est don
 véri�é.(2) Si le graphe S était sous-graphe de la pousse A, T n'ayant pas de 3-
y
le séparant, le
y
le (y1, y2, y3) de S délimiterait une fa
e de T . Cette fa
e ne serait pas la fa
e externe
abc 
ar ab ∈ A et ac ∈ B. La fa
e y1y2y3 serait don
 une fa
e interne de T . On note v le
f -sommet de T ∗ relié aux sommets y1, y2 et y3. On 
onsidère maintenant la partition de
T ∗ donnée par le Théorème 6. Cette partition étant prolongeable et les arêtes y1y2, y1y3et y2y3 étant dans A, l'arête support de v, disons y1y2, est dans A. Comme il s'agit del'arête support de v, les arêtes vy1 et vy2 sont don
 dans A. Les arêtes y1x2, y2x2, y1v,
y2v, y1y3 et y2y3, toutes 
ontenues dans A, formeraient don
 une 
opie de K2,3, 
e quiest impossible dans un graphe planaire externe. Le point (2) du Théorème 4 est don
véri�é.

2



60 Chapitre 2. Partition en planaires externes2.5 OptimalitéOn remarque que par dé�nition des partitions de graphes, les graphes A et B du Théorème6 sont tels que V (A) = V (B) = V (T ). On dé�nit la densité d'un graphe H 
omme étant leratio |E(H)|
|V (H)| . On rappelle que la planarité externe θe(G) (resp. la planarité θ(G) et l'arbori
ité

a(G) ) d'un graphe G, est le plus petit entier k tel que G soit partitionnable par k graphesplanaires externes (resp. graphes planaires et forêts). Tout 
omme l'arbori
ité ou la planarité,la planarité externe augmente lorsque la densité du graphe augmente su�samment. En e�et,les graphes planaires externes sur n sommets ayant au plus 2n− 3 arêtes, pour tout graphe Gon a :
θe(G) ≥ max

H⊆G

⌈ |E(H)|
2|V (H)| − 3

⌉ (2)Le maximum étant pris parmi tous les sous-graphes de G ayant au moins 4 sommets. Lestriangulations sur n sommets ayant 3n − 6 arêtes, le Théorème 6 est don
 optimal en termede planarité externe. On dé�nit maintenant la planarité externe fra
tionnaire θf
e (G) d'ungraphe G :

θf
e (G) = inf{p

q : G est q-
ouvrable par p graphes planaires externes}Une k-partition étant une 1-
ouverture par k graphes, on a θf
e (G) ≤ θe(G). La planaritéexterne fra
tionnaire maximale d'un graphe planaire vaut don
 au plus 2. Et 
omme les graphesplanaires externes sur n sommets ont au plus 2n − 3 arêtes, on a l'inégalité suivante :

θf
e (G) ≥ max

H⊆G

|E(H)|
2|V (H)| − 3

(3)Cette relation permet de dire que la planarité externe fra
tionnaire maximale des graphesplanaires se situe entre 3
2 et 2. Les graphes planaires bipartis sont signi�
ativement moinsdenses que les graphes planaires généraux. les graphes planaires bipartis sur n sommets ontau plus 2n − 4 arêtes (Par la Formule d'Euler et le fait que 
haque fa
e est in
idente à aumoins 4 arêtes). La planarité externe fra
tionnaire maximale des graphes planaires bipartisse situe don
 entre 1 et 2. Les graphes planaires bipartis sont si peu denses que, d'après laformule de Nash-Williams (
.f. Théorème 3), on peut même les 
ouvrir ave
 deux forêts, quisont des graphes planaires externes assez triviaux. Malgré 
ela, le théorème suivant montreque la borne supérieure de θf

e , donnée par le Théorème 6 est optimale, y 
ompris lorsque l'onse restreint à la famille des graphes planaires bipartis.Théorème 7 Pour toute paire d'entier (p, q), si p
q < 2, le graphe planaire biparti K2,2p+1,n'admet pas de q-
ouverture par p graphes planaires externes.Preuve du Théorème 7 : Soient {a1, a2} et {b1, . . . , b2p+1} les deux stables maximauxdu graphe K2,2p+1. Si l'on q-
ouvre 
e graphe ave
 p graphes planaires externes, les graphes



2.5. Optimalité 61planaires externes étant K2,3-ex
lus, 
ha
un d'entre eux 
ontient au plus deux des 
haînes
(a1, bi, a2), pour 1 ≤ i ≤ 2p + 1. Il existe don
 un entier k, ave
 1 ≤ k ≤ 2p + 1, tel quela 
haîne (a1, bk, a2) n'est sous-graphe d'au
un des graphes planaires externes. Il faut don
 qgraphes planaires externes pour q-
ouvrir l'arête a1bk et q autres pour 
ouvrir l'arête a2bk. Ilest don
 bien né
essaire que p ≥ 2q.

2La somme du nombre d'arêtes d'un arbre sur n sommets, n−1, et du nombre d'arêtes d'ungraphe planaire externe maximal sur n sommets, 2n− 3, étant supérieure au nombre d'arêtesd'un graphe planaire maximal sur n sommets, 3n − 6, on pourrait imaginer que les graphesplanaires sont partitionnables en une forêt et en un graphe planaire externe. Kedlaya [Ked96℄a montré que 
e n'est pas toujours possible. Il a exhibé des triangulations non 4-
onnexesn'admettant pas de partition en deux graphes planaires externes si l'on impose que l'un desdeux soit représenté de façon planaire externe. Comme les forêts sont toujours représentéesde façon planaire externe, on ne peut pas partitionner 
es graphes en une forêt et un grapheplanaire externe.Le résultat de Kedlaya n'est pas vrai pour les triangulations 4-
onnexes. En e�et, on a vudans le Théorème 6 que les triangulations 4-
onnexes sont partitionnables en deux graphesplanaires externes représentés de façon planaire externe. Il existe 
ependant des triangulations4-
onnexes n'admettant pas de partition en une forêt et en un graphe planaire externe.On 
onsidère le graphe H représenté dans la Figure 26. On 
onstruit le graphe G enprenant 4 
opies de H, en identi�ant leurs sommets a et b, et en ajoutant des arêtes reliant
ertains sommets de type c à 
ertain sommets de type d, 
omme indiqué dans la �gure. Il estfa
ile de véri�er que 
ette triangulation ne 
ontient pas de 3-
y
le séparants et qu'elle est don
4-
onnexe.
a e f

d

b

c

a b

H

H

H

H

H GFig. 26 � Les graphes H et G.Théorème 8 Le graphe planaire 4-
onnexe G représenté dans la Figure 26 n'est pas parti-tionnable en une forêt et en un graphe planaire externe.Preuve : On raisonne par l'absurde et on 
onsidère une partition du graphe G en une forêt
F et en un graphe planaire externe P . Les forêts n'ayant pas de 
y
le, il y a au plus une 
haîne



62 Chapitre 2. Partition en planaires externesreliant a et b dans F . Les graphes planaires externes ne 
ontenant pas de mineur de K2,3, il ya au plus deux 
haînes disjointes reliant a et b dans P . Il existe don
 au moins une 
opie de
H ne 
ontenant au
une 
haîne reliant a et b dans F ou dans P .Dans 
ette 
opie de H on a, parmi les arêtes ac et bc (resp. ad et bd), une arête dans Fet une arête dans P . On 
onsidère, sans perte de généralité que ac ∈ F et que bc ∈ P . Onremarque qu'il n'y a pas de 
haîne reliant c et d passant par e ou f dans F . En e�et, si ad ∈ F
ela 
réerait un 
y
le dans F et si bd ∈ F 
ela 
réerait une 
haîne entre a et b dans F . Il y adon
 parmi les arêtes ce, cf , de et df , au plus deux arêtes dans F . On 
onsidère di�érents 
asselon le nombre de 
es arêtes dans F :� S'il y en a deux, il y en a une in
idente à e et une in
idente à f . Il y a don
 dans F une
haîne reliant a ou b et le sommet e et une 
haîne reliant a ou b et le sommet f . Commeil n'y a pas de 
y
le ou de 
haîne reliant a et b dans F , on ne peut mettre ni ae, ni ef ,ni fb dans F . Ce qui est impossible puisque 
ela implique que l'on a la 
haîne (a, e, f, b)dans P .� S'il y en a une, il y a une 
haîne reliant c et d passant par e ou f dans P . Comme il n'ya pas de 
haîne reliant a et b dans P , on a don
 ad ∈ F et bd ∈ P . On 
onsidère, sansperte de généralité, que 
ette arête dans F est adja
ente à c et on a don
 de et df dans

P . On a aussi ae ∈ F , sinon on aurait la 
haîne (a, e, d, b) dans P . Pour éviter le 
y
le
(a, c, e) dans F on a ce ∈ P et cf ∈ F . Finalement pour éviter le 
haîne (a, c, f, b) ou le
y
le (a, c, f, e) dans F on a bf ∈ P et ef ∈ P . Or 
ela implique que les arêtes ce, cb,
de, df , db, ef et fb, formant un mineur de K4 sont dans P . Ce
i est impossible puisqueles graphes planaires externes n'ont pas de mineur de K4.� S'il n'y en a pas, pour ne pas avoir de 
hemin dans P reliant a et b on a bd ∈ P . Or 
elaimplique que les arêtes ce, cf , cb, de, df et db, formant un K2,3 sont dans P . Ce
i estimpossible puisque les graphes planaires externes n'ont pas de mineur de K2,3.

22.6 Con
lusionLes preuves de la Propriété 1, de la Propriété 2 et du Théorème 6 sont toutes trois 
onstru
-tives. On pourrait s'en inspirer pour 
on
evoir un algorithme prenant en entrée un grapheplanaire et renvoyant en sortie une partition de 
e graphe en deux graphes planaires externes.Un graphe planaire G ayant au plus 3|V (G)| − 6 arêtes, on peut les triangulariser en temps
O(|V (G)|). De même dans [Ri
86℄, Ri
hards montre 
omment dé
omposer une triangulation
T en ses 
omposantes 4-
onnexes, des triangulations 4-
onnexes, en temps O(|V (G)|). Enutilisant des stru
tures de données adéquates et en pro
édant 
omme dans les preuves de laPropriété 1 et de la Propriété 2, on peut partitionner des triangulations 4-
onnexes en deux



2.6. Con
lusion 63pousses en temps O(|V (G)|). On a alors bien un algorithme linéaire partitionnant les graphesplanaires en deux graphes planaires externes.On 
onstate que le Théorème 4 a des 
onséquen
es intéressantes pour di�érentes problé-matiques de théorie des graphes. La planarité θ(G) des graphes a été longuement étudiée(voir [MOS98℄ pour un état de l'art). La planarité externe θe(G) des graphes a, elle-aussi, étéétudiée [GN90a, GN90b℄. Maintenant que la [4, 3]-
onje
ture est un théorème, on borne plus�nement θe(G) en terme de θ(G).Corollaire 1 Pour tout graphe G, on a θe(G) ≤ 2θ(G).Un graphe de k-intervalle est un graphe où les sommets sont des ensembles de k seg-ments d'une droite (D) et tel que deux sommets sont adja
ents si et seulement si leur in-terse
tion est non-vide. On dit aussi des graphes de 1-intervalles que 
e sont des graphesd'intervalles. Le nombre d'intervalles i(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel que
G est un graphe de k-intervalle. Le nombre de pistes t(G) d'un graphe G est lui le plus petitentier k tel que G soit 
ouvrable par k graphes d'intervalles. Soit un graphe G 
ouvrable par
k graphes d'intervalles. En représentant 
ha
un de 
es graphes d'intervalles sur des segmentsdisjoints d'une droite (D) on obtient une représentation de G en graphe de k-intervalle. Pourtout graphe G on a don
 i(G) ≤ t(G). Dans [SW83℄, S
heinerman et West montrent que pourtout graphe planaire G, on a i(G) ≤ 3. De plus, il existe des graphes planaires de nombred'intervalles 3. Le nombre de pistes maximum des graphes planaires est don
 au moins 3. Dans[KW99℄, Kosto
hka et West montrent que tout graphe planaire externe H est partitionnableen deux graphes d'intervalles (i.e. t(H) ≤ 2). Cette borne est optimale étant donné qu'il existedes graphes planaires externes qui ne sont pas des graphes d'intervalles. La question se poseaussi de savoir quel est le nombre de pistes maximum des graphes planaires [GW95, KW99℄.Les graphes planaires étant partitionnables en deux graphes planaires externes, et les graphesplanaires externes étant partitionnables en deux graphes d'intervalles, on obtient un début deréponse.Corollaire 2 (du Théorème 4) Tout graphe planaire G est 
ouvrable par quatre graphesd'intervalles (i.e. t(G) ≤ 4).Le nombre de pistes maximum pour les graphes planaires est don
 3 ou 4. Dans le 
hapitresuivant, on donnera un résultat un peu plus fort. En fait, on va montrer que tout grapheplanaire est 
ouvrable par 4 graphes d'intervalles a
y
liques (i.e. sans 
y
les). On montreraaussi que 
e résultat est optimal en exhibant des graphes planaires ayant un nombre de pisteségal à 4.Dans [GZ99, BKPY05℄, les auteurs montrent que les graphes planaires externes sont 
ou-vrables par une forêt et un graphe de degré maximum ∆ = 3. Dans [HHL+02, BKPY05℄, lesauteurs montrent que les graphes planaires sont 
ouvrables par deux forêts et un graphe de



64 Chapitre 2. Partition en planaires externesdegré maximum ∆ = 8. Ils s'interrogent également sur la valeur minimum de ∆.Problème ouvert 1 (He et al. [HHL+02℄) Quel est le plus petit entier ∆ pour lequel toutgraphe planaire est 
ouvrable par deux forêts et un graphe de degré maximum au plus ∆.Dans [BKPY05℄, Balogh et al. montrent que ∆ ≥ 4 et 
onje
turent que ∆ = 4.Conje
ture 4 (Balogh et al. [BKPY05℄) Tout graphe planaire est 
ouvrable par deux fo-rêts et un graphe de degré maximum au plus 4.Les graphes planaires étant 
ouvrables par deux graphes planaires externes, et les graphesplanaires externes étant 
ouvrables par une forêt et un graphe de degré maximum ∆ = 3, ona le résultat suivant :Corollaire 3 (du Théorème 4) Tout graphe planaire G est 
ouvrable par deux forêts et ungraphe de degré maximum ∆ ≤ 6.Ce résultat n'est pas optimal puisque l'on prouvera dans la Se
tion 3.7 que la Conje
ture 4est vraie.Dans [Chu90℄, Chung 
onstruit des graphes 
ontenant 
omme sous-graphes induits tousles graphes planaires ayant un nombre �xé de sommets, n, et un degré maximum inférieur à k,pour k �xé. Ces graphes ont O(n3,5) sommets. Chung montre aussi que si la [4, 3]-
onje
tureest vraie on peut 
onstruire de tels graphes ave
 seulement O(n3) sommets. Mais notre résultatn'induit pas de nouvelle borne puisque depuis l'arti
le de Chung, Thomassen a montré, dans[Tho95℄, 
omment atteindre la borne O(n3).Le Théorème 4 appelle aussi plusieurs questionnements. Il existe des graphes planaires delargeur arbores
ente arbitrairement grande. Dans [Ked96, DOSV00℄, les auteurs montrent quel'on peut néanmoins les 
ouvrir ave
 deux graphes de largeur arbores
ente au plus 2. Il estmontré dans [DOSV00℄ que tout graphe représentable sur une surfa
e S est 
ouvrable par deuxgraphes de largeur arbores
ente bornée. Notre résultat peut-il être lui aussi étendu à d'autressurfa
es ? Pour 
haque surfa
e S il existe une notion de graphe S-externe. Un graphe est
S-externe s'il admet une représentation sur S où tous ses sommets sont in
idents à la mêmefa
e. On propose la 
onje
ture suivante.Conje
ture 5 Tout graphe plongeable sur une surfa
e S est 
ouvrable par deux graphes S-externes.Cette 
onje
ture est vraie pour les graphes toroïdaux 5-
onnexes. En e�et, dans [BR95℄, Brunetet Ri
hter montrent que 
es graphes ont un 
y
le hamiltonien séparant le tore en deux régions
onnexes. En prenant les arêtes d'un tel 
y
le C et 
elles à l'intérieur d'une même région onobtient bien un graphe torique externe. En e�et, tous les sommets sont in
idents à la même
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lusion 65fa
e, la fa
e bornée par C. D'ailleurs, un des deux graphes ainsi 
onstruits est un grapheplanaire externe. C'est pourquoi on propose les 
onje
tures suivantes.Conje
ture 6 Tout graphe plongeable sur une surfa
e S est 
ouvrable par un graphe S-externeet un graphe planaire externe.Cette 
onje
ture entraîne la Conje
ture 5. La surfa
e orientée de genre k, Sk, est unesphère à laquelle on a a

ro
hé k anses. Les surfa
es S0 et S1 sont don
 respe
tivement lasphère et le tore.Conje
ture 7 Pour tout g et pour tout graphe G représentable sur Sg, il existe deux entiers
g1 et g2 tels que g = g1 + g2 et tels que G est 
ouvrable par un graphe Sg1

-externe et un graphe
Sg2

-externe.Cette 
onje
ture aussi entraîne la Conje
ture 5 puisque les graphes Sg1
- ou Sg2

-externes sont afortiori Sg-externes. Il est fa
ile de voir que les Conje
tures 6 et 7 sont vraies pour les graphes
G ayant un sommet dominant (i.e. adja
ent à tous les autres), v. En e�et, en 
onsidérantune représentation de G sur une surfa
e S et en supprimant le sommet v, on obtient unereprésentation de G\{v} dans laquelle tous les sommets sont in
idents à la même fa
e. Legraphe G\{v} est don
 S-externe, alors que le graphe induit par les arêtes in
identes à vforme une étoile et est don
 un graphe planaire externe (i.e. S0-externe).On termine en�n par la plus ambitieuse de 
es 
onje
tures, qui entraîne les trois 
onje
turespré
édentes.Conje
ture 8 Pour tout g, g1 et g2 tels que g = g1 + g2, tout graphe plongeable sur Sg est
ouvrable par un graphe Sg1

-externe et un graphe Sg2
-externe.
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ité des Graphes3.7.1 Les graphes planaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343.7.2 Les graphes planaires de maille g ≥ 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1383.8 Arbori
ité 
ir
ulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1393.1 Introdu
tionCe 
hapitre regroupes di�érents travaux ([Gon06, GO05, Gon05a℄) e�e
tués sur la notiond'arbori
ité des graphes. L'arbori
ité a(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel qu'ilexiste une partition de G en k forêts. Étant donné qu'une forêt ave
 n ≥ 1 sommets a au plus
n− 1 arêtes, il faut pour un graphe G = (V,E), au moins ⌈|E|/(|V | − 1)⌉ forêts pour 
ontenirtoutes les arêtes de G. Cette remarque étant vraie pour tout sous-graphe de G, on a la relationsuivante :

a(G) ≥ max
H⊆G

⌈ |E(H)|
|V (H)| − 1

⌉ (4)Le maximum étant pris parmi les sous-graphes non-triviaux (i.e. ayant au moins 2 sommets)
H de G. Cette borne n'est issue que d'un argument 
on
ernant la densité des forêts et netient pas 
ompte de la stru
ture parti
ulière de 
es graphes. En utilisant un résultat prouvépar Tutte [Tut61℄ et par Nash-Williams [NW61℄, Nash-Williams [NW64℄ a montré que 
etteborne 
orrespond à la valeur exa
te de a(G).Théorème 9 (Nash-Williams) L'arbori
ité a(G) d'un graphe G vaut

a(G) = max
H⊆G

⌈ |EH |
|VH | − 1

⌉le maximum étant pris parmi les sous-graphes H de G ayant au moins deux sommets.Di�érentes variantes de la notion d'arbori
ité ont été étudiées. L'arbori
ité d-bornée
abd(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel qu'il existe une partition de G en k forêtsde degré maximum au plus d. Pour d = 2, 
es forêts sont des forêts de 
haînes et on parle alorsd'arbori
ité linéaire al(G), al(G) = ab2(G). Soit G un graphe ∆-régulier, partitionné en kforêts de 
haînes et v un sommet de G étant au bout d'une de 
es 
haînes. Les 
haînes étantde degré au plus 2, il faut au moins ⌈(∆ − 1)/2⌉ forêts de 
haînes pour 
ontenir les autres
∆ − 1 arêtes in
identes à v. On a don
 :

al(G) ≥ 1 +

⌈

∆ − 1

2

⌉

=

⌈

∆ + 1

2

⌉ (5)Indépendamment Akiyama, Exoo et Harary [AEH80℄ et Hilton [Hil82℄ 
onje
turent que 
etteborne est la valeur exa
te.Conje
ture 9 (Akiyama et al. et Hilton) Pour tout graphe ∆-régulier G, on a al(G) =
⌈

∆+1
2

⌉
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tion 69Les 
as ∆ = 1 ou 2 sont triviaux. De nombreux travaux portent sur 
ette 
onje
ture toujoursouverte. En parti
ulier, on trouve dans [AEH81, Tom82, EP84, Gul86℄ les preuves des 
as
∆ = 3, 4, 5, 6, 8 et 10. Dans [Alo88℄ Alon montre lui que pour tout ǫ > 0, al(G) ≤ (1

2 + ǫ)∆pour tout G de degré maximum ∆ su�samment grand. Dans [Tru91℄, Trusz
zy«ski étudie
abd(G) pour tout d ≥ 2 et propose une généralisation de la Conje
ture 9.Conje
ture 10 (Trusz
zy«ski) Pour d ≥ 2 et tout graphe ∆-régulier G, on a :

abd(G) =

{

a(G) ou a(G) + 1 si a(G) = ∆
d

max
{⌈

∆
d

⌉

, a(G)
} sinonCette 
onje
ture est en
ore ouverte. Elle n'a été prouvée que pour les graphes 
omplets, lesgraphes bipartis 
omplets et pour les 
ouples (G, d) tels que d ≤ ∆(G) + 1 − a(G).Une étoile est un arbre de diamètre au plus 2. Une 
henille est un arbre dont les sommetsde degré d ≥ 2 induisent une 
haîne (éventuellement triviale). L'arbori
ité étoile ae(G)(resp. l'arbori
ité 
henille ac(G)) d'un graphe G est le plus petit entier k tel qu'il existeune partition de G en k forêts d'étoiles (resp. de 
henilles). Les étoiles étant des 
henilles etles 
henilles étant des arbres, on a les inégalités suivantes :

a(G) ≤ ac(G) ≤ ae(G) (6)Étant donné un arbre A enra
iné, on partitionne l'ensemble de ses arêtes E(A) en Ei et Epqui sont respe
tivement l'ensemble des arêtes des niveaux impairs et l'ensemble des arêtes desniveaux pairs. Les graphes induits par 
es ensembles, A[Ei] et A[Ep], sont des forêts d'étoiles.On a don
 :
ae(G) ≤ 2a(G) (7)Dans [HMS96℄, Hakimi et al. montrent que l'on peut aussi borner ae(G) par un autre invariantde G, son nombre 
hromatique a
y
lique. Le nombre 
hromatique a
y
lique χa(G) d'ungraphe G est le plus petit entier k tel qu'il existe une k-
oloration propre des sommets de Goù toute paire de 
ouleurs induit un graphe sans 
y
les.Théorème 10 (Hakimi et al.) Pour tout graphe G, on a ae(G) ≤ χa(G).Étant donnée une famille �nie ou in�nie F de graphes, on dé�nit χa(F) (resp. ae(F),

ac(F), a(F)) 
omme étant le maximum de χa(G) (resp. ae(G), ac(G), a(G)), pour G ∈ F .Lorsque 
e maximum n'est pas dé�ni, χa(F) (resp. ae(F), ac(F) ou a(F)) prend la valeur
+∞.Pour tout entier g ≥ 3 on note Pg l'ensemble des graphes planaires de maille k ≥ g.Comme Pg+1 ⊂ Pg, on a χa(Pg+1) ≤ χa(Pg) (resp. ae(Pg+1) ≤ ae(Pg), ac(Pg+1) ≤ ac(Pg) et
a(Pg+1) ≤ a(Pg)). De plus, le Théorème 10 et l'inégalité (6) impliquent que pour toute famillede graphes F on a :

a(F) ≤ ac(F) ≤ ae(F) ≤ χa(F) (8)
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ité des GraphesOn a regroupé dans le tableau suivant les valeurs possibles de 
es invariants pour les famillesde graphes planaires Pg.maille g a(Pg) ac(Pg) ae(Pg) χa(Pg)3 3 3-4-5 5 54 2 2-3-4 2-3-4 55-6 2 2-3-4 2-3-4 3-4
≥7 2 2-3 2-3 3Tab. 1 � Valeurs possibles de di�érents invariants pour les familles de graphes Pg.La 
olonne 
orrespondant à l'arbori
ité �
lassique� est obtenue par le Théorème de Nash-Williams (
.f. Théorème 9) et par la Formule d'Euler (
.f. Théorème 1). Les résultats de[Bor79, BKW99℄ donnent les bornes supérieurs de la dernière 
olonne. De plus, il existe desgraphes planaires bipartis (don
 de maille g ≥ 4) de nombre 
hromatique a
y
lique 5 [KM76℄et des graphes de maille arbitrairement grande de nombre 
hromatique a
y
lique 3 : les 
y
lesimpairs C2n+1. La 
olonne 
orrespondant à l'arbori
ité étoile est obtenue par les inégalités (7)et (8) et par le fait qu'il existe des graphes planaires d'arbori
ité étoile 5 [AA89℄. Finalement,la 
olonne 
orrespondant à l'arbori
ité 
henille est obtenue par l'inégalité (6).Dans la suite de 
e 
hapitre, on a�ne les valeurs du Tableau 1 et on étudie d'autrestypes d'arbori
ités pro
hes de l'arbori
ité étoile et de l'arbori
ité 
henille. Le degré internemaximum d'une forêt F est le degré maximum de la forêt induite par les sommets v de degréau moins 2 dans F (degF (v) ≥ 2). On note que les forêts d'étoiles et les forêts de 
henilles sontrespe
tivement de degré interne maximum 0 et au plus 2. Pour tout entier d ≥ 0, l'arbori
itéintérieurement d-bornée ad(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel qu'il existe unepartition de G en k forêts de degré interne maximum au plus d. Ce nouvel invariant englobeplusieurs types d'arbori
ités 
onnues. En e�et, l'arbori
ité étoile (resp. l'arbori
ité 
henille)
orrespond à l'arbori
ité intérieurement 0-bornée (resp. 2-bornée). Pour tout graphe G, on adon
 ae(G) = a0(G) et ac(G) = a2(G). Pour tout entier d ≥ 0 et tout graphe G, par dé�nitiondu degré interne maximum, on a :

ad+1(G) ≤ ad(G) (9)Comme pré
édemment, on étend la dé�nition de 
et invariant de graphe aux ensembles degraphes. Pour une famille F de graphes, on dé�nit ad(F) 
omme étant le maximum de ad(G)pour G ∈ F . Lorsque 
e maximum n'est pas dé�ni, ad(F) prend la valeur +∞. En
ore unefois pour tout entier d ≥ 0, 
omme Pg+1 ⊂ Pg, on a :
ad(Pg+1) ≤ ad(Pg) (10)Dans la suite de 
e 
hapitre on étudie ad(Pg) pour di�érents entiers d ≥ 0 et g ≥ 3. Le Tableau2 ré
apitule les di�érentes valeurs possibles de ad(Pg) pour 0 ≤ d ≤ 3. On s'intéresse à a1 et
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tion 71à a3 
ar 
es paramètres sont en relation ave
 l'arbori
ité étoile et l'arbori
ité 
henille. Étantdonné que pour tout entier g ≥ 3 on a l'inégalité,
a(Pg) ≤ a3(Pg) ≤ a2(Pg) ≤ a1(Pg) ≤ a0(Pg) ≤ χa(Pg) (11)les 
olonnes du tableau sont 
lassées par �ordre� 
roissant. Les di�éren
es entre 
e tableau etle Tableau 1 sont prouvées dans les se
tions suivantes.maille g a(Pg) a3(Pg) ac(Pg) = a2(Pg) a1(Pg) ae(Pg) = a0(Pg) χa(Pg)3 3 4 4 4-5 5 54 2 4 4 4 4 55 2 3 3-4 3-4 3-4 3-46 2 3 3 3-4 3-4 3-47-8 2 2-3 2-3 3 3 39 2 2-3 2-3 2-3 3 310-13 2 2 2 2-3 3 3

≥14 2 2 2 2 3 3Tab. 2 � Résultats 
on
ernant les graphes planaires.Les 
olonnes a(Pg) et χa(Pg) sont les mêmes que dans le Tableau 1. Les valeurs de la
olonne ae(Pg) (resp. a1(Pg), ac(Pg) et a3(Pg)) proviennent des relations (10) et (11) et desrésultats présentés dans la Se
tion 3.2 (resp. la Se
tion 3.3, la Se
tion 3.4 et la Se
tion 3.5).On a aussi dans 
e 
hapitre des résultats de 
omplexité. Un problème de dé
ision est unproblème dont la réponse, pour une instan
e donnée, est positive ou négative. Les problèmesNP-
omplets forment une famille de problèmes pour lesquels on ne dispose pas d'algorithmese�
a
es. Les textes de réferen
e [GJ79, HU79, CLR90℄ fournissent une dé�nition pré
ise desdi�érentes familles de problèmes. Dans [Hob89℄ l'auteur présente un algorithme polynomialpermettant de 
al
uler l'arbori
ité d'un graphe G. Pour de nombreuses variantes de l'arbo-ri
ité, il n'existe pas de tel algorithme. Il est montré dans [HMS96℄ qu'il est NP-
omplet,étant donné un graphe G, de dé
ider si ae(G) ≤ 2. De même, dans [She96℄, Shermer montreque dé
ider si al(G) ≤ 2 ou bien dé
ider si ac(G) ≤ 2 sont tous deux des problèmes NP-
omplets. Au 
ours de 
e 
hapitre, on a�ne 
es résultats de NP-
omplétude et on donned'autres résultats de 
omplexité. Pour 
ela on note k-ARB-INT-d-BORNÉE le problèmequi prend en entrée un graphe G et qui indique si ad(G) ≤ k. On utilise aussi une nota-tion alternative lorsque d = 0 ou 2 ; on note respe
tivement k-ARBORICITÉ-ÉTOILEet k-ARBORICITÉ-CHENILLE, les problèmes k-ARB-INT-0-BORNÉE et k-ARB-INT-2-BORNÉE. On remarque que si le problème k-ARB-INT-d-BORNÉE est NP-
omplet pourune famille de graphe F , alors 
ela implique que F 
ontient des graphes G tels que ad(G) > k.En e�et, il n'existe pas d'algorithme permettant de répondre à un problème NP-
omplet en
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ité des Graphestemps 
onstant. Don
 lorsque k-ARB-INT-d-BORNÉE est un problème NP-
omplet pour unefamille de graphe F on a ad(F) > k.Dans la Se
tion 3.2 on montre que les problèmes 2-ARBORICITÉ-ÉTOILE, 3-ARBORICITÉ-ÉTOILE et 4-ARBORICITÉ-ÉTOILE sont NP-
omplets pour 
ertaines fa-milles de graphes assez restreintes. Ces résultats permettent de répondre positivement à un pro-blème ouvert de Fiala et Le [FL04℄ 
on
ernant l'indi
e sous-
hromatique χ′
sub(G) des graphes(on dé�nira 
et invariant de graphe dans la Se
tion 3.2).Problème ouvert 2 (Fiala et Le [FL04℄) Est-il NP-
omplet de dé
ider si un graphe pla-naire G est tel que χ′

sub(G) ≤ 2 ?Dans la Se
tion 3.3 on montre que a1(P14) ≤ 2 et que les problèmes 2-ARB-INT-1-BORNÉEet 3-ARB-INT-d-BORNÉE, ave
 d ≥ 1, sont NP-
omplets pour 
ertaines familles de graphes.Dans la Se
tion 3.4 on montre que les problèmes 2-ARB-INT-d-BORNÉE, ave
 d ≥ 2, sontNP-
omplets et que ac(P3) ≤ 4, ac(P6) ≤ 3 et ac(P10) ≤ 2. Ces résultats permettent derépondre à la Conje
ture 11 et à trois problèmes ouverts de Gyárfás et West [GW95℄.Conje
ture 11 (Roditty, Shoham et Yuster [RSY01, Cam03℄) Pour tout graphe pla-naire G, on a ac(G) ≤ 4.Problème ouvert 3 (Gyárfás et West [GW95℄) Quel est le nombre de pistes maximumd'un graphe planaire ? Est-
e 3 
omme pour le nombre d'intervalle [SW83℄ ?Problème ouvert 4 (Gyárfás et West [GW95℄) Est-il NP-
omplet de dé
ider si ungraphe G sans triangle est tel que t(G) ≤ 2 ?Problème ouvert 5 (Gyárfás et West [GW95℄) Est-il NP-
omplet de dé
ider si ungraphe planaire G est tel que t(G) ≤ 2 ?Dans la Se
tion 3.5 on montre que a3(P5) ≤ 3.Dans la Se
tion 3.6 on introduit un nouveau type d'arbori
ité, l'arbori
ité T -ex
lue. Cettenotion permet entre autre de montrer que bien que a(P4) = 2, pour tout entier d ≥ 0 on a
ad(P4) ≥ 3.Dans la Se
tion 3.7 on répond au Problème ouvert 1 en prouvant la Conje
ture 4. On rappellei
i leurs énon
és respe
tifs.Problème ouvert 1 (He et al. [HHL+02℄) Quel est le plus petit entier ∆ pour lequel toutgraphe planaire est 
ouvrable par deux forêts et un graphe de degré maximum ∆ ?Conje
ture 4 (Balogh et al. [BKPY05℄) Tout graphe planaire est 
ouvrable par deux fo-rêts et un graphe de degré maximum au plus 4.
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tion 73En fait, on montre un résultat plus fort. On prouve que tout graphe planaire admet unepartition en trois forêts dont l'une est de degré maximum au plus 4. On montre égalementque tout graphe planaire de maille g ≥ 8 est 
ouvrable par deux forêts dont une est de degrémaximum au plus 2.En�n, dans la Se
tion 3.8 on 
on
lut 
e 
hapitre en donnant 
ertaines perspe
tives de re
her
he.Ces perspe
tives portent sur un ra�nement des di�érentes notions d'arbori
ité étudiées.Avant de prouver 
es résultats, on présente dans la sous-se
tion suivante un type de 
olo-ration d'arêtes en relation ave
 l'arbori
ité intérieurement d-bornée.3.1.1 Les k-d-
olorationsL'orientation d'une arête uv est un ordre sur ses extrémités. Il y a deux ordres possibles,on dit de l'arête uv qu'elle est orientée soit de u vers v, soit de v vers u. Une orientationpartielle des arêtes d'un graphe G est l'orientation d'un ensemble S ⊆ E(G) d'arêtes de G.Les arêtes de S sont dites orientées et 
elles de E(G) \ S, non-orientées.Dé�nition 2 Une k-d-
oloration d'un graphe G est 
onstitué d'une k-
oloration des arêtesde G et d'une orientation partielle des arêtes de G, telles que pour tout entier i, ave
 1 ≤ i ≤ k,on respe
te les 
onditions suivantes :(A) Un sommet v in
ident à une arête e, 
oloriée i et orientée vers v, n'a pas d'autre arêtein
idente 
oloriée i.(B) Tout sommet v ∈ V (G) a au plus d arêtes in
identes non-orientées et 
oloriées i.(C) Les arêtes non-orientées et 
oloriées i induisent un graphe a
y
lique (i.e. sans 
y
les).Soit G un graphe k-d-
olorié. Pour tout i ave
 1 ≤ i ≤ k, on note Fi le graphe induit par lesarêtes 
oloriées i. Une extrémité de Fi est un sommet v ∈ V (G) in
ident à une arête 
oloriée
i et orientée vers v. La 
ondition (A) implique que toute extrémité v de Fi est de degré 1dans Fi (degFi

(v) = 1). Les sommets internes de Fi sont les sommets de G qui ne sontpas des extrémités de Fi. En parti
ulier, un sommet n'ayant au
une arête in
idente 
oloriée iest interne dans Fi. Le lemme suivant montre que 
e type de 
oloration est lié à l'arbori
itéintérieurement d-bornée.Lemme 3.1.1 Soit un entier k ≥ 1 et un entier d ≥ 0. Un graphe G est k-d-
oloriable si etseulement si ad(G) ≤ k.Preuve : Soit G un graphe k-d-
olorié. Pour tout i ave
 1 ≤ i ≤ k, on montre que legraphe Fi induit par les arêtes 
oloriées i est une forêt de degré interne maximum au plus d.Le graphe Fi est une forêt 
ar ses arêtes non-orientées induisent une forêt (
ondition (C)) et
ar ses arêtes orientées, ayant une extrémité de degré 1 dans Fi (
ondition (A)), ne sont pasin
lues dans un 
y
le de Fi. La forêt Fi est de degré interne maximum au plus d. En e�et, le
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ité des Graphesgraphe induit par ses sommets v de degré deg(v) ≥ 2 ne 
ontient que des arêtes non-orientées,il est don
 de degré au plus d (
ondition (B)).Ré
iproquement, on 
onsidère un graphe G tel que ad(G) ≤ k. Soit E(G) = E1 ∪ . . . ∪Ekune k-partition de ses arêtes, telle que pour tout i, ave
 1 ≤ i ≤ k, le graphe G[Ei] soit uneforêt de degré interne maximum au plus d. On montre que le graphe G est k-d-
oloriable. Pourla k-
oloration des arêtes, on 
olorie une arête e ∈ E(G) ave
 la 
ouleur i si et seulement si
e ∈ Ei. Comme G[Ei] est une forêt, la 
ondition (C) est remplie. Ensuite pour tout i, ave

1 ≤ i ≤ k, et pour tout sommet v de degré 1 dans G[Ei] on oriente son arête in
idente dans
G[Ei], e, vers une feuille de G[Ei]. Le sommet v étant une feuille de G[Ei], l'arête e a bien aumoins une de ses extrémités qui est une feuille. Dans le 
as où les deux extrémités d'une arête
uv sont de degré 1 dans G[Ei], alors l'arête uv est arbitrairement orientée de u vers v ou de
v vers u. Les autres arêtes de G[Ei] restent non-orientées. Par 
onstru
tion, la 
ondition (A)est remplie. Finalement, le graphe induit par les arêtes non-orientées (
'est à dire les arêtesdont les deux extrémités sont de degré au moins 2) et 
oloriées i étant le sous-graphe de G[Ei]induit par les sommets v de degré degG[Ei](v) ≥ 2 et G[Ei] étant de degré interne maximumau plus d, la 
ondition (B) est remplie. 2Soient deux entiers k ≥ 1 et d ≥ 0, et un graphe G k-d-
olorié. Un sommet v ∈ V (G)est p-interne (resp. ≤p-interne, ≥p-interne) s'il est interne dans exa
tement (resp. au plus,au moins) p forêts Fi. On insiste sur le fait qu'un sommet p-interne n'est pas (p − 1) ou
(p + 1)-interne.Lemme 3.1.2 Soit deux entiers k ≥ 1 et d ≥ 0, et un graphe G k-d-
olorié. Tout sommet
v ∈ V (G) de degré degG(v) 6= k est né
essairement ≥1-interne.Preuve : On le montre en prouvant que tout sommet 0-interne est de degré k. En e�et touteextrémité v de Fi, ave
 1 ≤ i ≤ k, est de degré 1 dans Fi (degFi

(v) = 1). Si un sommet v estune extrémité dans toutes les forêts Fi, ave
 1 ≤ i ≤ k, alors la 
ondition (A) implique que vest in
ident à exa
tement k arêtes, toutes orientées vers v et toutes 
oloriées di�éremment. 2Soient un graphe G k-d-
olorié, un sommet u ∈ V (G) et un sommet v /∈ V (G). Si uest interne dans la forêt F1 (don
 u est ≥1-interne) on peut étendre la k-d-
oloration de Gau graphe G ∪ {uv} en orientant l'arête uv vers v et en la 
oloriant 1. On dit don
 d'une
k-d-
oloration de G qu'elle est p-prolongeable si tous les sommets de G sont ≥p-internes.3.2 Arbori
ité étoile des graphes planairesIl existe di�érentes bornes 
onnues pour ae(F) lorsque F 6= Pg. Dans [AA89℄, Algor et Alon
onsidèrent les graphes de degré maximum borné. Ils montrent, en utilisant le Lemme Lo
alde Lovász [EL75℄, que pour tout graphe ∆-régulier G on a ae(G) = 1

2∆ + O(∆
2

3 log
1

3 ∆). Les
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ité étoile 75graphes planaires externes étant a
y
liquement 3-
oloriables, le Théorème 10 implique qu'ilssont d'arbori
ité étoile au plus 3. Cette borne est �ne puisqu'il existe des graphes planairesexternes d'arbori
ité étoile 3.Un graphe t-dégénéré est un graphe G dont tout sous-graphe H ⊆ G est de degréminimum au plus t. Dans [HMS96℄, les auteurs montrent que le problème 2-ARBORICITÉ-ÉTOILE restreint à la famille des graphes 2-dégénérés est NP-
omplet. On a�ne 
e résultaten restreignant la famille de graphe.Théorème 11 Pour tout entier n > 1, il est NP-
omplet de dé
ider si un graphe G, biparti,planaire, 2-dégénéré, de maille g ≥ 2n et de degré maximum 3, véri�e ae(G) ≤ 2.On note que la maille de 
es graphes est arbitrairement grande. Ce théorème a plusieurs
onséquen
es notables. On savait que :� si g ≥ 4 alors ae(Pg) ≤ 4 et que� si g ≥ 7 alors ae(Pg) ≤ 3.Le Théorème 11 impliquant que ae(Pg) ≥ 3 pour g ≥ 4, on déduit que :� si 4 ≤ g < 7 alors ae(Pg) = 3 ou 4 et que� si g ≥ 7 alors ae(Pg) = 3.Un graphe multi-
omplet est un graphe dont 
haque 
omposante 
onnexe est ungraphe 
omplet. Par exemple, les stables sont des graphes multi-
omplets. Le nombre sous-
hromatique χsub(G) d'un graphe G est le plus petit entier k tel qu'il existe une k-
olorationdes sommets de G dont 
haque 
lasse de 
ouleur induit un graphe multi-
omplet.Le graphe représentatif des arêtes d'un graphe G, noté L(G), est le graphe dont lessommets représentent les arêtes de G (i.e. V (L(G)) = E(G)) et dont les arêtes sont dé�niesde la façon suivante : il existe une arête reliant les sommets e et f de L(G) si et seulement si,dans le graphe G, l'arête e est in
idente à l'arête f . Les sommets d'un graphe représentatif desarêtes L(G) qui induisent une 
lique 
orrespondent à des arêtes de G qui induisent une étoile
K1,n ou un triangle K3. On dé�nit don
 l'indi
e sous-
hromatique χ′

sub(G) d'un graphe
G 
omme étant le plus petit entier k tel qu'il existe une k-
oloration des arêtes de G dont
haque 
lasse de 
ouleur induit un graphe dont les 
omposantes 
onnexes sont des étoiles oudes triangles. Cette notion est équivalente à la notion de nombre sous-
hromatique du graphereprésentatif des arêtes de G. En e�et, L(G) étant une 
lique si et seulement si G est uneétoile ou K3, on a χ′

sub(G) = χsub(L(G)).On remarque que pour tout graphe G de maille g ≥ 4 (don
 sans triangles), on a ae(G) =

χ′
sub(G). Le Théorème 11 permet don
 de répondre positivement au Problème ouvert 2 deFiala et Le.Corollaire 4 (du Théorème 11) Il est NP-
omplet de dé
ider si un graphe planaire G vé-ri�e χ′

sub(G) ≤ 2.
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ité des GraphesOn note L la famille des graphes représentatifs des arêtes des graphes bipartis, planaires,de degré maximum 3 et de maille au moins 6. Tout graphe L(G) ∈ L est planaire (
ar G estplanaire et ∆(G) ≤ 3), de degré maximum 4 (
ar ∆(G) ≤ 3) et est le graphe représentatif desarêtes d'un graphe biparti. Ce
i implique que les graphes de L sont parfaits [BLS99℄.Dé
ider si un graphe G véri�e χsub(G) ≤ 2 est NP-
omplet si G est un graphe parfait[BFNW02℄ ou bien si G est planaire [GH03℄. Les graphes de L étant planaires et parfaits, leThéorème 11 permet d'a�ner 
es deux résultats.Corollaire 5 (du Théorème 11) Il est NP-
omplet de dé
ider si un graphe G, planaire,parfait et de degré maximum 4, véri�e χsub(G) ≤ 2.On montre aussi dans 
ette se
tion que les problèmes 3-ARBORICITÉ-ÉTOILE et 4-ARBORICITÉ-ÉTOILE sont NP-
omplets pour des familles restreintes de graphes.Théorème 12 Il est NP-
omplet de dé
ider si un graphe G, planaire, biparti et 2-dégénérévéri�e ae(G) ≤ 3.Théorème 13 Il est NP-
omplet de dé
ider si un graphe planaire G véri�e ae(G) ≤ 4.On savait que ae(P4) ≤ 4 et le Théorème 12 implique que ae(P4) ≥ 4, on a don
 ae(P4) =

4. Avant de 
ommen
er les preuves de 
es théorèmes, on rappelle que ae(G) = a0(G) et qu'une
k-0-
oloration d'un graphe G est une k-
oloration des arêtes de G et une orientation de toutesses arêtes (
ondition (B) ave
 d = 0), telles que pour tout entier i, ave
 1 ≤ i ≤ k, on respe
tela 
ondition suivante :(A) Un sommet v in
ident à une arête e, 
oloriée i et orientée vers v, n'a pas d'autre arêtein
idente 
oloriée i.Pour les k-0-
olorations, la 
ondition (C) est une 
onséquen
e de la 
ondition (B).3.2.1 NP-
omplétude de 2-ARBORICITÉ-ÉTOILEUne k-
oloration des sommets d'un graphe G est t-impropre si 
ha
un des graphes induitspar une 
lasse de 
ouleur est de degré maximum au plus t. Les 
olorations propres des som-mets d'un graphe sont don
 des 
olorations 0-impropres. Le problème 2-COLORATION1-IMPROPRE prend en entrée un graphe G et indique si 
e graphe admet une 2-
oloration 1-impropre de ses sommets. Dans [FJLS03, GH03℄, il est montré que le problème 2-COLORATION 1-IMPROPRE est NP-
omplet, y 
ompris lorsque l'on se restreint aux graphesplanaires sans triangles et de degré maximum quatre. On prouve le Théorème 11 par rédu
tionpolynomiale de 
e problème.Preuve du Théorème 11 : Le Lemme 3.1.1 implique qu'il est su�sant de montrer quepour tout n > 0, il est NP-
omplet de dé
ider si un graphe G, biparti, planaire, 2-dégénéré, de
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ité étoile 77maille g ≥ 2n et de degré maximum 3, est 2-0-
oloriable. Il est 
lair que dé
ider si un grapheest 2-0-
oloriable est dans NP. On montre don
 que 
e problème est NP-dur par rédu
tionpolynomiale de 2-COLORATION 1-IMPROPRE.Pour tout entier l > 1, on dé�nit les graphes C ′
2l et R2l+1 de la façon suivante. On
onstruit R2l+1 à partir d'une 
haîne (x1, x2, . . . , x2l+1) à laquelle on ajoute, pour tout entier

i ∈ [1, . . . , 2l + 1], un sommet yi et une arête xiyi. On 
onstruit C ′
2l à partir d'un 
y
le

(z1, z2, . . . , z2l) auquel on ajoute, pour tout entier i ∈ [1, . . . , 2l], un sommet z′i et une arête
ziz

′
i. On fait quelques remarques 
on
ernant les 2-0-
olorations possibles de 
es graphes.2 2 2 1211 21

y2l+1

x2l+1x1 xk

y1 yk
1 122 2 1 21 z3

z1

z2l z2

z′1

z′2

z′3 2 2 1211 21
y2l+1

x2l+1x1 xk

y1 yk

1(a) (
)(b)z′
2l

Fig. 27 � Les 2-0-
olorations de C ′
2l et de R2l+1.Fait 1 Pour tout entier l > 1, le graphe C ′

2l est 2-0-
oloriable. De plus, dans 
ha
une des 2-0-
olorations de C ′
2l, les arêtes ziz

′
i, pour i ∈ [1 . . . 2l], sont orientées vers z′i et alternativement
oloriées 1 et 2 (par exemple 1 lorsque i est impair et 2 lorsque i est pair).Preuve : On 
onstate dans la Figure 27.(a) que tout graphe C ′

2l est 2-0-
oloriable. Lessommets zi étant de degré trois, ils sont ≥1-internes (
.f. Lemme 3.1.2).On 
onsidère don
, sans perte de généralité, que le sommet z1 est interne dans F1 et qu'ila au moins deux arêtes in
identes 
oloriées 1. Une des arêtes z1z2 ou z1z2l, disons z1z2, estdon
 
oloriée 1 et orientée de z1 vers l'autre extrémité. Ce
i entraîne que le sommet z2 estune extrémité dans F1 et est interne dans F2. Les arêtes z2z3 et z2z
′
2 sont don
 
oloriées2 et orientées de z2 vers l'autre extrémité. En itérant 
e raisonnement pour les sommets

z3, z4, . . . , z2l, on prouve le Fait 1. 2Fait 2 Pour tout entier l > 1, le graphe R2l+1 admet des 2-0-
olorations dans laquelle lesarêtes x1y1 et x2l+1y2l+1 sont 
oloriées 2 et respe
tivement orientées vers x1 et x2l+1. Pour
ha
une de 
es 
olorations il existe un entier k ∈ [2, . . . , 2l] tel que :(a) si l'entier k est pair, l'arête xkyk est soit 
oloriée 2 et indi�éremment orientée vers xkou yk, soit 
oloriée 1 et orientée vers yk, et tel que(b) toute arête xiyi, pour un entier pair i ∈ [2, . . . , k − 1] ∪ [k + 1, . . . , 2l], est 
oloriée 1 etorientée vers yi.
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ité des GraphesDe plus, il existe de telles 2-0-
olorations de R2l+1 où l'arête xkyk est 
oloriée 1 (resp. 2),pour tout entier k ∈ [2, . . . , 2l].Preuve : On 
onsidère une 2-0-
oloration de R2l+1 dans laquelle les arêtes x1y1 et x2l+1y2l+1sont 
oloriées 2 et respe
tivement orientées vers x1 et x2l+1. Étant donné la 
ouleur et lesorientations des arêtes x1y1 et x2l+1y2l+1, les arêtes x1x2 et x2lx2l+1 sont 
oloriées 1. Étantde degré 3, les sommets xi, pour i ∈ [2, . . . , 2l] sont ≥1-internes (
.f. Lemme 3.1.2).Si une arête xixi+1, ave
 i ∈ [1, . . . , 2l], est 
oloriée 1 et est orientée vers xi (resp. xi+1)alors le sommet xi (resp. xi+1) est une extrémité de F1 et est interne dans F2. L'arête xi−1xi(resp. xi+1xi+2) est don
 
oloriée 2 et orientée vers xi−1 (resp. xi+2).Cette observation implique que l'arête x1x2 (resp. x2lx2l+1), qui est 
oloriée 1, est orien-tée vers x1 (resp. x2l+1). En e�et, si 
ette arête était orientée vers x2 (resp. x2l) alors 
elaimpliquerait que l'arête x2lx2l+1 (resp. x1x2) soit 
oloriée 2, 
e qui est impossible.Il existe don
 un entier k ∈ [2, . . . , 2l] tel que les arêtes xixi+1, pour i ∈ [1, . . . , 2l], sontorientées vers xi lorsque i < k ou bien vers xi+1 lorsque i ≥ k. De plus, une arête xixi+1, ave

i ∈ [1, . . . , k − 1] (resp. i ∈ [k, . . . , 2l]), est 
oloriée 1 (resp. 2) si i est impair et 2 (resp. 1) si iest pair.Cela implique, si l'entier k est pair, que l'arête xkyk est soit 
oloriée 2, soit 
oloriée 1 etorientée vers yk. On a don
 bien le point (a). Les 
olorations des arêtes xixi+1 impliquent aussique les sommets xi, ave
 i ∈ [2, . . . , k−1]∪ [k+1, . . . , 2l], sont des extrémités de F2 et internesdans F1 si i est pair. Toute arête xiyi, pour un entier pair i ∈ [2, . . . , k − 1] ∪ [k + 1, . . . , 2l],est don
 
oloriée 1 et orientée vers yi. On a don
 aussi le point (b).En�n, on montre dans la Figure 27.(b) et (
) 
omment 
onstruire une 2-0-
oloration de
R2l+1 (ave
 les mêmes 
ontraintes sur x1y1 et x2l+1y2l+1) où l'entier k et la 
ouleur de l'arête
xkyk sont �xés.

2On 
onstruit le graphe H en 
ombinant une 
opie de C ′
4n et une 
opie de R18n+1. Pour
ela on fusionne le sommet z′1 de C ′

4n ave
 les sommets y1 et y18n+1 de R18n+1, 
omme indiquéFigure 28.(a). On remarque en parti
ulier que H est bien planaire, biparti, 2-dégénéré, demaille ≥ 4n et de degré au plus 3. On appelle 
e graphe le gadget des sommets. On étudie lesdi�érentes 2-0-
olorations possibles de 
e graphe.Lemme 3.2.1 Dans toute 2-0-
oloration de H, au moins sept des arêtes x2iny2in, ave
 1 ≤
i ≤ 8, sont orientées vers yi et sont de la même 
ouleur. L'arête restante xkyk, pour un entier
k = 2in ave
 1 ≤ i ≤ 8, est soit 
oloriée et orientée 
omme les autres, soit 
oloriée di�érementet orientée indi�éremment vers xk ou yk. De plus, pour tout entier k telle que k = 2in et
1 ≤ i ≤ 8, il existe de telles 
olorations de H.
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1 22

Hv 1
Hu

x4in x4in+2n

x4jnx4jn+2n

11 1 1222 21 111 2 2 21 221 12 12 2
y2 y4 y6 y8

2
Hv 1
Hu

x4in x4in+2n

x4jnx4jn+2n12
(a) (b) (
)Fig. 28 � Le gadget du sommet u, Hu.Preuve : Le Fait 1 implique que la 
opie de R17n+1 soit 
oloriée ave
 les arêtes x1y1 et

x17n+1y17n+1 orientées vers xi et de la même 
ouleur. Le Fait 2 permet alors de prouver lelemme. 2Soit G un graphe planaire sans triangle et de degré maximum quatre. On rappelle quedé
ider si G est 2-
oloriable de façon 1-impropre est NP-
omplet. Étant donné 
e graphe G,on 
onstruit le graphe G′ en remplaçant 
haque sommet u ∈ V (G) par une 
opie du gadgetdes sommets H ; on note 
ette 
opie Hu. Ensuite, on 
onne
te 
es di�érentes 
opies de H enpro
édant ainsi :� Étant donnée un représentation planaire de G, pour 
haque sommet u ∈ V (G), onnumérote ses arêtes in
identes de 1 à degG(u) (ave
 degG(u) ≤ 4) en par
ourant 
esarêtes dans le sens trigonométrique autour de u.� Pour 
haque arête uv ∈ E(G) on fait la 
hose suivante : Soit i (resp. j) le numéro del'arête uv pour le sommet u (resp. v). On identi�e les sommets y4in de Hu et y4jn+2n de
Hv et les sommets y4in+2n de Hu et y2jn de Hv.Le graphe G′ ainsi obtenu est planaire, biparti, 2-dégénéré, de maille g ≥ 4n et de degré auplus 3.On montre maintenant que le graphe G est 2-
oloriable de façon 1-impropre si et seule-ment si le graphe G′ est 2-0-
oloriable. On aura ainsi bien montré qu'il existe une rédu
tionpolynomiale (la 
onstru
tion de G′ est polynomiale en |V (G)|+ |E(G)|) de 2-COLORATION1-IMPROPRE vers 2-ARBORICITÉ-ÉTOILE.Étant donnée une 2-
oloration 1-impropre c de G on 
onstruit une 2-0-
oloration de G′.Pour tout sommet u ∈ V (G), on 
olorie le gadget Hu de sorte que pour toute arête uv ∈ E(G),si les sommets 
ommuns de Hu et de Hv sont les sommets y4in et y4in+2n de Hu, alors on
olorie les arêtes in
identes à 
es sommets de la façon suivante :� Si c(u) 6= c(v), les arêtes x4iny4in et x4in+2ny4in+2n de Hu sont 
oloriées c(u) (voir Figure
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ité des Graphes28.(b)).� Si c(u) = c(v), les arêtes x4iny4in et x4in+2ny4in+2n de Hu sont respe
tivement 
oloriées
c(u) et 3 − c(u) (voir Figure 28.(
)).La 
oloration c étant 1-impropre, pour 
haque gadget Hu au plus une arête x2iny2in, ave


1 ≤ i ≤ 8, n'est pas 
oloriée c(u). Le Lemme 3.2.1 indique que pour 
haque sommet u ∈ V (G),il existe une telle 2-0-
oloration du gadget Hu. On voit Figure 28.(b) et (
) que tout sommetappartenant à 2 gadgets est in
ident à 2 arêtes de 
ouleurs distin
tes, la 
ondition (A) estdon
 respe
tée. Les 2-0-
olorations des di�érents gadgets des sommets induisent don
 une2-0-
oloration du graphe G.Ré
iproquement, étant donné une 2-0-
oloration de G′ on 
onstruit une 2-
oloration 1-impropre de G. Pour 
ela il su�t de 
olorier un sommet u ∈ V (G) 
omme la majorité desarêtes x2iy2i de Hu. On note c 
ette 
oloration des sommets de G. Le Lemme 3.2.1 impliqueque, pour tout u ∈ V (G), le gadget Hu est �adja
ent� a au plus un gadget, Hv, telle que
c(u) = c(v), la 
oloration c est don
 bien 1-impropre. 23.2.2 NP-
omplétude de 3-ARBORICITÉ-ÉTOILELe problème 3-COLORATION prend en entrée un graphe G et indique si 
e grapheadmet une 3-
oloration propre de ses sommets. Dans [GJS76℄, il est montré que le problème3-COLORATION est NP-
omplet, y 
ompris lorsque l'on se restreint aux graphes planaires dedegré maximum quatre. On prouve le Théorème 12 par rédu
tion polynomiale de 
e problème.Preuve du Théorème 12 : Il est su�sant de montrer (
.f. Lemme 3.1.1) que dé
ider siun graphe G, biparti, planaire et 2-dégénéré est 3-0-
oloriable, est un problème NP-
omplet.Il est 
lair que dé
ider si un graphe est 3-0-
oloriable est dans NP. On montre don
 que 
eproblème est NP-dur par rédu
tion polynomiale de 3-COLORATION.Soit A le graphe dont 4 
opies sont représentés dans la Figure 29.
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c c
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c c
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x1

1 13 z2
x2 x1

y2

z2
x2 z2

x2

y2 y2

x2z2

y1 y1 y1 y1

x1x1 z1 z1z1z1 3 3
(a) (
) (d)(b)Fig. 29 � Le graphe A.On étudie les 
ontraintes de 3-0-
oloration de A.
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ité étoile 81Fait 3 Il n'y a pas de 3-0-
oloration de A où toutes les arêtes in
identes à x1 ou à x2 sontorientées vers yi, ave
 i ∈ {1, 2}. De plus, toute 3-0-
oloration de A où une seule des arêtes
xiyj, ave
 i et j ∈ {1, 2}, disons l'arête x2y2, est orientée vers xi, est telle que les arêtes x1y1,
x1y2, x2y1 et x2y2 sont respe
tivement 
oloriées 1, 2, 3 et 1 (à la permutation de 
ouleur près).Preuve : On note que d'après le Lemme 3.1.2 les sommets yi, ave
 i ∈ {1, 2}, et les sommets
zi, ave
 i ∈ {1, 2}, sont tous ≥1-internes. Si toutes les arêtes xiyj, ave
 i et j ∈ {1, 2}, sontorientées vers yj (voir Figure 29.(a)), les sommets yj sont des extrémités dans 2 des forêts
Fi, ave
 1 ≤ i ≤ 3. Ces sommets sont don
 1-internes. Ce
i implique que les arêtes y1z1 et
y1z2 (resp. y2z1 et y2z2) sont orientées vers les sommets zi, ave
 i ∈ {1, 2}, et sont toutesdeux 
oloriées a ∈ {1, 2, 3} (resp. b ∈ {1, 2, 3}). Comme la forêt Fa ne peut 
ontenir le 
y
le
(y1, z1, y2, z2) on a a 6= b ; disons que a = 1 et b = 2. Ce
i implique que les sommets z1 et
z2 sont tous deux 1-internes dans F3. Les autres arêtes in
identes aux sommets z1 et z2 sontdon
 toutes 
oloriées 3. Ce
i est impossible puisque 
es arêtes forment un 
y
le et que F3 estune forêt. On ne peut don
 pas avoir toutes les arêtes xiyj, ave
 i et j ∈ {1, 2}, orientées vers
yj. On 
onsidère maintenant que l'arête x2y2 est 
oloriée 1 et est orientée vers x2, que l'arête
x1y2 est 
oloriée 2 et est orientée vers y2 et que les arêtes xiy1, ave
 i ∈ {1, 2} sont toutes deuxorientées vers y1 On traite di�érents 
as suivant la 
oloration des arêtes xiy1, ave
 i ∈ {1, 2}.1. Si l'arête x1y1 est 
oloriée 2 (voir Figure 29.(b)) alors l'arête x2y1 ne peut être 
oloriée 2(
ondition (A)). De plus, l'arête x2y2 étant orientée vers y2 et 
oloriée 1 alors l'arête x2y1ne peut être 
oloriée 1 (
ondition (A)). L'arête x2y1 est don
 né
essairement 
oloriée 3.De même, 
ela implique que les arêtes y1z1 et y1z2 sont 
oloriées 1 et sont respe
tivementorientées vers les sommets z1 et z2. Ce
i implique que les arêtes y2z1 et y2z2 sont 
oloriées3 et sont respe
tivement orientées vers les sommets z1 et z2. Ce
i implique que lessommets z1 et z2 sont tous deux 1-internes dans F2. Les autres arêtes in
identes auxsommets z1 et z2 sont don
 toutes 
oloriées 2. Ce
i est impossible puisque 
es arêtesforment un 
y
le et que F2 est une forêt. L'arêtes x1y1 n'est don
 pas 
oloriée 2.2. Si l'arête x2y1 est 
oloriée 2 (voir Figure 29.(
)), alors les arêtes y1z1 et y1z2 sont 
oloriées

a ∈ {1, 3} (a dépend de la 
ouleur de l'arête x1y1) et sont respe
tivement orientéesvers les sommets z1 et z2. Ce
i implique que les arêtes y2z1 et y2z2 sont 
oloriées b ∈
{1, 2, 3}\{2, a} et sont respe
tivement orientées vers les sommets z1 et z2. Comme laforêt Fa ne peut 
ontenir le 
y
le (y1, z1, y2, z2), on a a 6= b. Ce
i implique que lessommets z1 et z2 sont tous deux 1-internes dans Fc, ave
 c ∈ {1, 2, 3}\{a, b}. Les autresarêtes in
identes aux sommets z1 et z2 sont don
 toutes 
oloriées c. Ce
i est impossiblepuisque 
es arêtes forment un 
y
le et que Fc est une forêt. L'arêtes x2y1 n'est don
 pas
oloriée 2.3. Si les arêtes x1y1 et x2y1 ne sont pas 
oloriées 2 (voir Figure 29.(d)), alors 
es arêtes sontné
essairement 
oloriées respe
tivement 1 et 3. On 
onstate �nalement dans la Figure
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ité des Graphes29.(d) qu'il existe bien une 3-0-
oloration de A où les arêtes x1y1, x1y2, x2y1 et x2y2sont respe
tivement 
oloriées 1, 2, 3 et 1.
2On 
onstruit le graphe B à partir de deux 
opies de A, dont on identi�e les sommets x1 etles sommets x2, et d'un nouveau sommet u 
omme dé
rit dans la Figure 30. On remarque que

B est un graphe planaire, biparti et 2-dégénéré. On appelle 
e graphe le gadget des sommets.
u

x1

x2Fig. 30 � Le gadget des sommets : le graphe B.Lemme 3.2.2 Le graphe B est 3-0-
oloriable et dans 
ha
une de 
es 3-0-
olorations, le som-met u est 1-interne.Preuve : En utilisant la 
oloration de A présentée dans le Fait 3, il est fa
ile de 
onstruireune 3-0-
oloration de B. On montre maintenant que dans toute 3-0-
olorations de B les arêtes
ux1 et ux2 sont orientées vers u. On raisonne par l'absurde en 
onsidérant que l'arête ux1 estorientée vers x1 et 
oloriée 1. On 
onsidère deux 
as suivant le nombre de 
opies de A ayantune arête orientée vers x1. Étant donné que x1 est ≥1-interne (
.f. Lemme 3.1.2) et que l'arête
ux1 est déjà orientée vers x1, il y a au plus une arête orientée vers x1 dans les 
opies de A.� Si au
une 
opie de A n'a d'arête orientée vers x1, d'après le Fait 3, il y a au moinsdeux arêtes orientées vers x2. Le sommet x2 étant ≥1-interne (
.f. Lemme 3.1.2), il yen a exa
tement deux, une pour 
haque 
opie de A. On 
onsidère que 
es arêtes sont
oloriées a et b ∈ {1, 2, 3}, ave
 a 6= b, et que le sommet x2 est 1-interne dans Fc, ave


c ∈ {1, 2, 3}\{a, b}. L'arête ux2 est don
 
oloriée c et orientée vers u. Or d'après les
olorations possibles de A (
.f. Fait 3), le sommet x1 est interne dans Fa et Fb, on adon
 c = 1. Or étant données leurs orientations respe
tives, les arêtes ux1 et ux2 nepeuvent être toutes deux 
oloriées 1. Une des 
opies de A a don
 une arête orientée vers
x1.� Si une 
opie de A a une arête orientée vers x1 et 
oloriée 2, alors le sommet x1 est 1-interne dans F3. Dans la deuxième 
opie de A, les arêtes x1y1 et x1y2 sont don
 
oloriées3 et orientées vers les sommets y1 et y2. Or d'après le Fait 3 
e
i implique que dans 
ette
opie de A, les arêtes x2y1 et x2y2 sont toutes deux orientées vers x2. Or 
omme lessommets y1 et y2 sont des extrémités de F3, les arêtes x2y1 et x2y2 sont respe
tivement
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oloriées 1 et 2. Le sommet x2 est don
 1-interne dans F3 et d'après le Fait 3, le première
opie de A n'est pas 
oloriable dans 
es 
onditions.Les arêtes ux1 et ux2 sont don
 toutes deux orientées vers le sommet u. Ce sommet est don
bien 1-interne. 2Lemme 3.2.3 On 
onsidère une 3-0-
oloration d'un graphe H où les sommets u et v sont1-internes. Soit 2 sommets x et y /∈ V (H), on note H ′ l'union de H et du 
y
le (u, x, v, y).On peut étendre la 3-0-
oloration de H à H ′ uniquement si les sommets u et v sont internesdans des forêts distin
tes.Preuve : Le sommet u (resp. v) étant 1-interne dans Fi ave
 i ∈ {1, 2, 3} (resp. Fj ave

j ∈ {1, 2, 3}), les arêtes ux et uy (resp. vx et vy) sont né
essairement orientées vers x et y et
oloriées i (resp. j). Il faut don
, pour respe
ter la 
ondition (A), que i 6= j. 2Soit G un graphe planaire de degré maximum quatre. On rappelle que dé
ider si G est 3-
oloriable est NP-
omplet. Étant donné 
e graphe G, on 
onstruit le graphe G′ en remplaçant
haque arête uv de G par un 
y
le (u, x, v, y), où les sommets x et y sont de nouveauxsommets, et où pour 
haque sommet v ∈ V (G) on ajoute un gadget et on identi�e 
e sommet
v au sommet u du gadget. Le graphe G′ ainsi 
onstruit est planaire, biparti et 2-dégénéré.On montre maintenant que le graphe G est 3-
oloriable si et seulement si le graphe G′ est3-0-
oloriable. On aura ainsi bien montré qu'il existe une rédu
tion polynomiale (la 
onstru
-tion de G′ est polynomiale en |V (G)| + |E(G)|) de 3-COLORATION vers 3-ARBORICITÉ-ÉTOILE.Si le graphe G admet une 3-
oloration propre de ses sommets c, on en déduit une 3-0-
oloration de G′. Il faut pour 
ela, pour 
haque sommet v ∈ V (G), 
olorier le gadget de vde manière à 
e que le sommet u de 
e gadget soit 1-interne dans la forêt Fc(v) (
.f. Lemme3.2.2).Finalement, pour 
haque arête uv ∈ E(G), on 
olorie le 
y
le (u, x, v, y) en orientant lesarêtes vers x ou y et en 
oloriant c(u) (resp. c(v)) les arêtes in
identes à u (resp. v). Comme
c(u) 6= c(v), la 
ondition (A) est respe
tée et on a bien une 3-0-
oloration de G′.Ré
iproquement, si G′ admet une 3-0-
oloration, on en déduit une 3-
oloration de G.Dans le gadget du sommet v ∈ V (G) le sommet u est 1-interne dans Fi, pour i ∈ {1, 2, 3}(
.f. Lemme 3.2.2). On dé�nit la 
oloration c des sommets de G en posant c(v) = i. D'aprèsle Lemme 3.2.3 
ette 
oloration donnera des 
ouleurs di�érentes à deux sommets voisins dans
G. La 
oloration c est don
 bien une 3-
oloration propre de G. 2
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ité des Graphes3.2.3 NP-
omplétude de 4-ARBORICITÉ-ÉTOILEDans [O
h05℄, O
hem montre qu'il est NP-
omplet de dé
ider si un graphe planaire G esta
y
liquement 4-
oloriable. On s'inspire de sa te
hnique pour prouver le Théorème 13.Preuve du Théorème 13 : Il est su�sant de montrer (
.f. Lemme 3.1.1) que dé
ider si ungraphe planaire G est 4-0-
oloriable, est un problème NP-
omplet. Il est 
lair que dé
ider siun graphe est 4-0-
oloriable est dans NP. On montre don
 que 
e problème est NP-dur parrédu
tion polynomiale de 3-COLORATION.Soit A le graphe représenté dans la Figure 31.(a). Dans 
e graphe, l'indi
e i est un entiertel que 1 ∈ {1, 3}.
(a) (c)(b)

x

yi

yi+1

a

b
c

d 2

4

1

1 1

3

2

2

4

4
2

4

1

1 1

3

4
4

2

3
3

3

12

Fig. 31 � Le graphe A et deux de ses 4-0-
olorations.Fait 4 Il n'existe pas de 4-0-
oloration du graphe A où les arêtes yia, yib et yic sont 
oloriées
1 et orientées de yi vers l'autre extremité, et où les arêtes yi+1a, yi+1d et yi+1c sont 
oloriées
2 et orientées de yi+1 vers l'autre extremité.Preuve : En e�et, dans 
e 
as les sommets a, b, c et d sont respe
tivement des extrémitéesde F1 et F2, de F1, de F1 et F2 et en�n de F2. on ne peut don
 
olorier les arêtes ab, bc, cd,
bd, ad et ax que 3 ou 4, 
e qui est impossible étant donné que le graphe induit par 
es arêtesest d'arbori
ité étoile 3. 2La Figure 31.(b) (resp. la Figure 31.(
)) implique le fait suivant.Fait 5 Il existe une 4-0-
oloration du graphe A où les arêtes in
identes à yi sont 
oloriées 1et orientées de yi vers l'autre extremité, et où les arêtes in
identes à yi+1 sont orientées de
yi+1 vers l'autre extremité et 
oloriées 2 ou 3 (resp. 1 ou 2).On 
onstruit le graphe B à partir de deux 
opies de A, une ave
 i = 1 et une ave
 i = 3.On identi�e les sommets x de 
ha
une des 
opies de A ; on rajoute un sommet z, les arêtes
yiyi+1, ave
 1 ≤ i < 4, ainsi que les arêtes xyi et zyi, ave
 1 ≤ i ≤ 4 (voir Figure 32.(a)).Fait 6 Il n'existe pas de 4-0-
oloration du graphe B où toutes les arêtes xyi, ave
 1 ≤ i ≤ 4,et toutes les arêtes zyi, ave
 1 ≤ i ≤ 4, sont orientées vers yi.
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(a) (b)

A

A

x

y1

y2

y3

y4

z

Fig. 32 � Le graphe B.Preuve : On raisonne par l'absurde en 
onsidérant qu'une telle 4-0-
oloration existe. On
onsidère, sans perte de généralité que l'arête y2y3 est orientée vers y3 (voir Figure 32.(a)).Comme les arêtes xy3, zy3 et y2y3 sont toutes orientées vers y3, 
e sommet est don
 uneextrémité dans au moins trois forêts. De plus, 
omme deg(y3) = 7 6= 4, 
e sommet est né
es-sairement 1-interne (
.f. Lemme 3.1.2). L'arêtes y3y4 est don
 orientée vers y4. Ce
i implique,les arêtes xy4, zy4 et y3y4 étant toutes orientées vers y4, que le sommets y4 est lui aussi uneextrémité dans au moins trois forêts. Comme deg(y4) = 6 6= 4, le sommet y4 est lui aussi
1-interne (
.f. Lemme 3.1.2). Dans la 
opie de A où i = 3, les arêtes y3a, y3b et y3c (resp. y4a,
y4d et y4c) sont don
 orientées de y3 (resp. y4) vers l'autre extrémité et 
oloriées j ∈ {1, 2, 3, 4}(resp. k ∈ {1, 2, 3, 4}). Or d'après le Fait 4, 
e
i est impossible. 2
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2
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2
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1

1
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Fig. 33 � Deux 4-0-
olorations de B et les s
hémas les représentant.En utilisant les 4-0-
olorations de A dé
rites dans le Fait 5, on obtient les deux 4-0-
olorations de B dé
rites dans les faits suivants. Dans la Figure 33 on représente deux de 
es4-0-
olorations ainsi que les s
hémas 
orrespondants. On utilisera 
es s
hémas dans les �guressuivantes où l'on représente des 4-0-
olorations de 
opies de B.Fait 7 Il existe une 4-0-
oloration du graphe B où toutes les arêtes in
identes à x (resp. z)sont orientées vers l'autre extrémité et 
oloriées 1, et où les arêtes in
identes à z (resp. x)sont orientées vers l'autre extrémité et 
oloriées 2, sauf une qui est orientée vers z (resp. x)et 
oloriée 3 (voir Figure 33.(a)).
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ité des GraphesFait 8 Il existe une 4-0-
oloration du graphe B où les arêtes in
identes à x et z sont orientéesvers l'autre extrémité et respe
tivement 
oloriées 1 et 2, sauf l'arête xy3 (resp. zy3) qui estorientée vers x (resp. z) et est 
oloriée 2 (resp. 1), et sauf l'arête zy3 (resp. xy3) qui estorientée vers y3 et est 
oloriée 1 (resp. 2) (voir Figure 33.(b)).On 
onstruit le graphe C à partir de 
inq 
opies de B dont on identi�e les sommets x et z(voir Figure 34.(a)).
(a) (b) (c)

B

B

B

B

B

x z

C
x

C
x

1

1

3

1

4
1
1
2

3

2
4

2

2

2

2

1 12

1

Fig. 34 � Le graphe C, une de ses 4-0-
olorations et le s
héma la représentant.Lemme 3.2.4 Dans 
ha
une des 4-0-
olorations de C,(1) le sommet x est 1 ou 2-interne, et(2) le sommet x est in
ident à des arêtes de toutes les 
ouleurs.De plus, il existe une 4-0-
oloration de C où le sommet x est 1-interne (resp. 2-interne).Dans la Figure 34.(b) et (
) on représente une de 
es 4-0-
olorations ainsi que deux type des
hémas. Le s
héma du haut (resp. du bas) 
orrespond à une 4-0-
oloration de C dans laquellele sommet x est 1-interne dans F1 (resp. 2-interne dans F1 et F2). On utilisera 
es s
hémasdans les �gures suivantes où l'on représente des 4-0-
olorations de 
opies de C.Preuve : On 
onsidère une 4-0-
oloration quel
onque de C. (1) D'après le Fait 6, il y a dans
haque 
opie de B au moins une arête orientée vers x ou z. Comme deg(x) et deg(z) 6= 4,les sommets x et z sont ≥1-internes (
.f. Lemme 3.1.2) et ont au plus trois arêtes in
identesorientées vers 
ha
un d'eux. L'un des sommets x ou z est 1-interne tandis que l'autre est 1 ou2-interne. Le sommet x est don
 bien 1 ou 2-interne.(2) Le sommet x étant de degré d > 3, s'il est 1-interne il est à des arêtes de toutes les
ouleurs. On 
onsidère don
 que x est 2-interne. Sans perte de généralité, on 
onsidère que
x est 2-interne dans F1 et F2 que z est 1-interne dans Fa, ave
 a ∈ {1, 3}. Cela impliqueplusieurs points :� Dans 
haque 
opie de B il y exa
tement une arête in
idente à un sommet yi, ave


1 ≤ i ≤ 4, orientée vers x ou vers z. Une 
opie de B a une arête orientée vers x et
oloriée 3, une autre a une arête orientée vers x et 
oloriée 4, une autre a une arête
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ité étoile 87orientée vers z et 
oloriée 2, une autre a une arête orientée vers z et 
oloriée 4 et en�nla dernière a une arête orientée vers z et 
oloriée b ∈ {1, 3}\a.� Le sommet z étant 1-interne dans Fa, dans 
haque 
opie de B les arêtes zyi, ave
 1 ≤
i ≤ 4, orientées vers yi sont 
oloriées a.� Le sommet x étant une extrémité de F3 et F4, il est in
ident à une arête 
oloriée 3 et àune arête 
oloriée 4.Le sommet x étant in
ident à des arêtes 
oloriées 3 et 4 on doit don
 montrer que x est aussiin
ident à au moins une arête 
oloriée 1 et à au moins une arête 
oloriée 2. Dans la 
opie de Boù il y a une arête xyi, ave
 1 ≤ i ≤ 4, orientée vers x et 
oloriée 3, l'arête zyi (dans la même
opie de B et pour le même entier i) est orientée vers yi et n'est pas 
oloriée 3. On a don


a = 1. Dans toute 
opie de B il y a un sommet yi, ave
 1 ≤ i ≤ 4, tel que les arêtes xyi et zyisont toutes deux orientées vers yi. L'arête zyi étant 
oloriée 1, l'arêtes xyi n'est pas 
oloriée1, elle est don
 
oloriée 2. Dans la 
opie de B où il y a une arête zyi, ave
 1 ≤ i ≤ 4, orientéevers z et 
oloriée 2, alors l'arête xyi, pour le même entier i, est orientée vers yi et n'est pas
oloriée 2. Cette arête est don
 
oloriée 1. Le sommet x est don
 bien in
ident à des arêtes detoutes les 
ouleurs.On observe �nalement dans la Figure 34.(b), en utilisant les 4-0-
olorations de B dé
ritespré
édement, qu'il existe une 4-0-
oloration de C où le sommet x est 1-interne. On peut
onstruire une 4-0-
oloration de C où les sommet x est 2-interne simplement en modi�ant la4-0-
oloration de la 
opie de B située en bas dans la Figure 34.(b). 2On 
onstruit le graphe D à partir de 3 
opies de C et de 3 nouveaux sommets. On note ul'un de 
es sommet. Le sommet u est adja
ent aux 2 autres nouveaux sommets et au sommet
x de 
ha
une des 
opies de C (voir Figure 35.(a)).

(a) (b) (c)

u C
x2

C
x1

x3

C
4

4

4

u

D

C

C

C

1

2

3

3

2

1

Fig. 35 � Le graphe D, une de ses 4-0-
olorations et le s
héma la représentant.Lemme 3.2.5 Le graphe D est 4-0-
oloriable et dans 
ha
une de 
es 4-0-
olorations, le som-met u est 1-interne et il a des arêtes in
identes de toutes les 
ouleurs.Dans la Figure 35.(b) et (
) on représente une de 
es 4-0-
olorations ainsi que le s
héma quilui 
orrespond. Dans 
e s
héma, le 4 signi�e que dans 
ette 4-0-
oloration de D, le sommet u
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ité des Graphesest 1-interne dans F4. On utilisera 
e s
héma dans les �gures suivantes où l'on représente des4-0-
oloration de 
opies de D.Preuve : On observe tout d'abord dans la Figure 35.(b), en utilisant les 4-0-
olorations de
C dé
rites pré
édement, qu'une telle 4-0-
oloration de D existe. On 
onsidère maintenant une4-0-
oloration quel
onque de D. Le Lemme 3.2.4 indique que étant donnée les 4-0-
olorationspossibles de 
haque 
opie de C, toutes les arêtes uxi sont orientées vers u. Ces trois arêtesutilisent don
 trois 
ouleurs distin
tes, disons 1, 2 et 3. Les autres arêtes in
identes à u sontdon
 
oloriées 4 et orientées de u vers l'autre extrémité. Le sommet u est don
 1-interne dans
F4 et in
ident à des arêtes de toutes les 
ouleurs. 2On 
onstruit le graphe E à partir de 3 
opies de D et de 4 nouveaux sommets, u, u′, v et
v′, 
omme dé
rit dans la Figure 36.(a).

(b) (c)(a)

D

D

D

2

11

vu u v
2

4

3 3 u v

u′ v′

4
4

2

3

Fig. 36 � Le graphe E , une de ses 4-0-
olorations et le s
héma représentant E .Lemme 3.2.6 Le graphe E admet une 4-0-
oloration où les arêtes uu′ et vv′ sont respe
ti-vement orientées vers u′ et v′. De plus, dans 
ha
une de 
es 4-0-
olorations, 
es deux arêtessont de la même 
ouleur.Dans la Figure 36.(b) et (
) on représente une de 
es 4-0-
olorations ainsi que le s
héma quilui 
orrespond. On utilisera 
e s
héma dans les �gures suivantes où l'on représente des 
opiesdu graphe E .Preuve : On observe tout d'abord dans la Figure 36.(b), en utilisant les 4-0-
olorations de
D dé
rites pré
édement, qu'une telle 4-0-
oloration de E existe. On 
onsidère maintenant une4-0-
oloration quel
onque de E ave
 les arêtes uu′ et vv′ respe
tivement orientées vers u′ et
v′. Le Lemme 3.2.5 indique que, pour 
haque 
opie de D, les arêtes reliant 
ette 
opie auxsommets u′ et v′ sont de la même 
ouleur et sont respe
tivement orientées vers u′ et v′. La
ondition (A) implique don
 que les arêtes uu′ et vv′ soient de la même 
ouleur. 2Le graphe F est une 
haîne de longueur deux, (u, v,w). On obtient le Lemme 3.2.7 parsimple dé�nition de la 4-0-
oloration.
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u

u

1 2

v w

wFig. 37 � Le graphe F , une de ses 4-0-
olorations et le s
héma représentant F .Lemme 3.2.7 Le graphe F a une 4-0-
oloration où les arêtes uv et vw sont orientées vers v.De plus, dans 
ha
une de 
es 4-0-
olorations, 
es deux arêtes sont de 
ouleurs di�érentes.Dans la Figure 37 on représente F , une des 4-0-
olorations de F évoqué dans le Lemme 3.2.7,ainsi que le s
héma représentant F . On utilisera 
e s
héma dans les �gures suivantes où l'onreprésente des 
opies de F .On doit maintenant 
ombiner les graphes pré
édents pour 
onstruire des instan
es de 4-ARBORICITÉ-ÉTOILE.
(a) (b)

D

D
x

y
u

C ave
 i 6= j

i j

j

i

Fig. 38 � Une 
ombinaison des graphes C, D, E et F .Remarque 3.2.1 Dans toute 4-0-
oloration du graphe dé
rit dans la Figure 38 les sommets
u, x et y sont respe
tivement 2-interne dans Fi et Fj , 1-interne dans Fi et 1-interne dans Fj ,pour i 6= j.En e�et, d'après les Lemmes 3.2.4 et 3.2.5, les sommets u, x et y sont respe
tivement 1 ou2-interne, 1-interne et 1-interne. De plus, les arêtes in
identes aux sommets u, x ou y dans lesgraphes E et F sont orientées de u, x ou y vers l'autre extrémité. On en déduit, en utilisantles Lemmes 3.2.6 et 3.2.7, que les sommets u et x (resp. u et y) sont internes dans la mêmeforêt, et que les sommets x et y sont internes dans des forêts distin
tes (disons Fi et Fj ave

{i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4} et i 6= j). Le sommet u est don
 2-interne dans Fi et Fj . De plus, il est
lair, en utilisant les 4-0-
olorations de C, D, E et F présentées pré
édemment que 
e grapheest bien 4-0-
oloriable.On montre maintenant 
omment 
onstruire l'instan
e de 4-ARBORICITÉ-ÉTOILE. Dansles �gures suivantes on ne représentera pas les 
opies de C et de D. Comme dans 
haque 
opiesde 
es graphes on utilise les propriétés du sommet x pour C et du sommet u pour D, on nereprésentera que 
es sommets-
i. On représente 
es sommets, qui sont 1 ou 2-interne, par un
er
le blan
 s'il sont 1-internes et par un double 
er
le blan
 s'il sont 2-internes. On indique
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es (double) 
er
les dans quelle(s) forêt(s) ils sont internes.Le gadget des sommets est le graphe représenté dans la Figure 39.(a). Comme il s'agitd'une représentation s
hématique, on pré
ise qu'il y a une 
opie de C qui n'est pas représentée(pour le sommet u, 
'est pour 
ela qu'il peut être 2-interne) ainsi que 16 
opies de D (pourles sommets xi et yi, ave
 1 ≤ i ≤ 8, 
'est pour 
ela qu'ils sont 1-internes). On remarque que
e graphe est bien un graphe planaire.
(a) (b)

u
u

y1

x1

x5
y5

=⇒

y2

x2

y3

x3

y4

x4

y6

x6

y7

x7

y8

x8

j

j

j

j

jj

j

j

j i

i

i

i

i

i

i

i

i

Fig. 39 � Le gadget des sommets.Lemme 3.2.8 Le gadget des sommets (Figure 39) est 4-0-
oloriable et dans 
ha
une de ses4-0-
olorations les sommets xk (resp. yk) sont 1-interne dans la même forêt Fi (resp. Fj). Deplus, i 6= j et le sommet u est 2-interne dans Fi et Fj .Preuve : On 
olorie le gadget des sommets en utilisant les 
oloration présentées pré
édementde façon à 
e que les sommets xk (resp. yk) soient 1-interne dans Fi (resp. Fj) et de façon à
e que u soit 2-interne dans Fi et Fj . Le reste du Lemme se prouve en utilisant la Remarque3.2.1. 2Soit G un graphe planaire de degré maximum quatre. On rappelle que dé
ider si G est 3-
oloriable est NP-
omplet. Étant donné 
e graphe G, on 
onstruit le graphe G′ en remplaçant
haque sommet u ∈ V (G) par une 
opie du gadget des sommets ; on note 
ette 
opie Hu.Ensuite, on 
onne
te 
es di�érents gadgets en pro
édant ainsi :� Étant donnée un représentation planaire de G, pour 
haque sommet u ∈ V (G), onnumérote ses arêtes in
identes de 1 à degG(u) (ave
 degG(u) ≤ 4) en par
ourant 
esarêtes dans le sens trigonométrique autour de u.� Pour 
haque arête uv ∈ E(G) on fait la 
hose suivante : Soit i (resp. j) le numero del'arête uv pour le sommet u (resp. v). On ajoute une 
opie de E reliant le sommet x2i de
Hu et le sommet x2j de Hv (voir Figure 40). On 
hoisi une des extrémités de uv, disons
u. On ajoute une 
opie de F reliant le sommet y2j de Hu et le sommet y2j+1 de Hv (voirFigure 40).Le graphe G′ ainsi obtenu est planaire.
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u v u v

y7

=⇒

y4

x4

y5

x6

Hu Hv

i kji

i i

k

j 6= k

j

jj

Fig. 40 � Le gadget des arêtes.Lemme 3.2.9 Soit une arête uv ∈ E(G) et soient Hu et Hv les gadgets des sommets u et vdans G′. Dans une 4-0-
oloration de G′ on a les propriétés suivantes :(1) Les sommets xi, ave
 i ≤ i ≤ 8, de Hu et de Hv sont 1-interne dans la même forêt Fj ,ave
 1 ≤ j ≤ 4.(2) Les sommets yi, ave
 i ≤ i ≤ 8, de Hu et 
eux de Hv sont 1-internes dans deux forêtsdistin
tes.Preuve : En e�et, d'après le Lemme 3.2.6 les sommets xi ∈ V (Hu) et xj ∈ V (Hv) qui sontreliés par une 
opie de E sont 1-internes dans la même forêt. Or tous les sommets xi, ave

i ≤ i ≤ 8, de Hu (resp. de Hv) sont 1-internes dans la même forêt (
.f. Lemme 3.2.8), on adon
 bien le point (1).D'après le Lemme 3.2.7 les sommets yi ∈ V (Hu) et yj ∈ V (Hv) qui sont reliés par une
opie de F sont internes dans 2 forêts distin
tes. Or tous les sommets yi, ave
 i ≤ i ≤ 8, de
Hu (resp. de Hv) sont 1-internes dans la même forêt (
.f. Lemme 3.2.8), on a don
 bien lepoint (2). 2On montre maintenant que le graphe G est 3-
oloriable si et seulement si le graphe G′ est4-0-
oloriable. On aura ainsi bien montré qu'il existe une rédu
tion polynomiale (la 
onstru
-tion de G′ est polynomiale en |V (G)| + |E(G)|) de 3-COLORATION vers 4-ARBORICITÉ-ÉTOILE.Si le graphe G admet une 3-
oloration propre de ses sommets c, on en déduit une 4-0-
oloration de G′. Pour 
ela, on 4-0-
olorie 
haque gadget Hu (
.f. Lemme 3.2.8) de façon à 
eque :� le sommet u soit 2-interne dans F4 et Fc(u),� les sommets xi, ave
 1 ≤ i ≤ 8, soient 1-interne dans F4, et� les sommets yi, ave
 1 ≤ i ≤ 8, soient 1-interne dans Fc(u).D'après le Lemme 3.2.6 tous les sommets de type xi étant 1-interne dans la même forêt, F4,les 
opies de E les reliant sont aussi 4-0-
oloriables. En�n, deux sommets de type yi et reliéspar une 
opie de F sont 1-internes dans des forêts distin
tes (disons Fc(u) et Fc(v)). Il est
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 aussi possible de les 4-0-
olorier, d'après le Lemme 3.2.7. Le graphe G′ est don
 bien4-0-
oloriable.Ré
iproquement, si G′ admet une 4-0-
oloration, on en déduit une 3-
oloration de G. leLemme 3.2.9 implique que tous les sommets de type xi sont 1-internes dans la même forêt,disons F4, les sommets de type yi sont don
 1-internes dans F1, F2 ou F3. On dé�nit une3-
oloration des sommets de G de la façon suivante : c(v) = i si les sommets yj de Hv, ave

1 ≤ j ≤ 8, sont 1-internes dans Fi. Or d'après le Lemme 3.2.9, pour toute arête uv ∈ E(G),les sommet de type yi dans Hu et 
eux de type yi dans Hv sont 1-internes dans des forêtsdistin
tes. La 3-
oloration c est don
 une 
oloration propre et le graphe G est bien 3-
oloriable.
23.3 Arbori
ité intérieurement 1-bornéeIl semble que l'arbori
ité intérieurement 1-bornée n'a pas été étudiée auparavant. Cetinvariant est intéressant 
ar les arbres intérieurement 2-bornés sont simples, 
e sont les étoilesdoubles. On peut dé�nir 
es graphes de deux façon di�érentes. Les étoiles doubles sont lesarbres de diamètre d ≤ 3. On dé�nit également les étoiles doubles 
omme étant les arbresqui ont au plus deux sommets de degré d ≥ 2. L'arbori
ité intérieurement 1-bornée a aussil'intéressante propriété d'être bornée par les arbori
ités étoile et 
henille.

∀G, ac(G) ≤ a1(G) ≤ ae(G) (12)On rappelle qu'une k-1-
oloration (
.f. Sous-se
tion 3.1.1) d'un graphe G est une k-
oloration et une orientation partielle des arêtes de G, telles que pour tout entier i, ave

1 ≤ i ≤ k, on respe
te les 
onditions suivantes :(A) Un sommet v in
ident à une arête e, 
oloriée i et orientée vers v, n'a pas d'autre arêtein
idente 
oloriée i.(B) Tout sommet v ∈ V (G) a au plus une arête in
idente non-orientée et 
oloriée i.Dans 
e 
as (d = 1) le point (C) est une 
onséquen
e du point (B), on n'en fait don
 pasmention i
i.On a vu que le nombre 
hromatique a
y
lique d'un graphe borne son arbori
ité étoile(
.f. Théorème 10). On peut donner le même genre de borne pour l'arbori
ité intérieurement1-bornée. On dé�nit pour 
ela les k-
olorations a
y
liques 1-impropres. Un graphe esta
y
liquement k-
oloriable de façon 1-impropre s'il admet une k-
oloration de ses sommetstelle que (1) 
haque 
lasse de 
ouleur induise un graphe de degré maximum au plus 1 et (2)
haque 
y
le de G, C ⊆ G, est soit 
olorié de façon non-propre, soit 
olorié ave
 au moins trois
ouleurs. Di�érents travaux portent sur 
e type de 
oloration [BSV99, O
h05℄. On montre que
e type de 
oloration permet de borner a1(G).
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ité intérieurement 1-bornée 93Lemme 3.3.1 Si un graphe G est a
y
liquement k-
oloriable de façon 1-impropre, alors
a1(G) ≤ k.Preuve : En e�et, il est possible de 
onstruire une k-1-
oloration d'un graphe G, à partird'une k-
oloration a
y
lique 1-impropre de G, c. Pour 
ela on pro
ède de la façon suivante :(1) Si une arête uv a ses deux extrémités de la même 
ouleur (c(u) = c(v) = i), alors onlaisse l'arête uv non-orientée et on la 
olorie i. On note E′ ⊆ E(G) l'ensemble de 
esarêtes.On 
onsidère maintenant le graphe G\E′. Il est 
lair que la 
oloration c de V (G) est une
k-
oloration a
y
lique de G\E′. Or Hakimi et al. [HMS96℄ ont montré qu'étant donnée une
k-
oloration a
y
lique c d'un graphe H, il existe une k-0-
oloration des arêtes de H telle queles sommets v 
oloriés i (c(v) = i) sont internes dans Fi.(2) Le graphe G\E′ admet don
 une k-0-
oloration telle que tout sommet v ∈ V (G) estinterne dans Fc(v).La réunion de 
ette 
oloration de G\E′ et de la 
oloration de E′ donne une k-1-
oloration de
G telle que tout sommet v ∈ V (G) est interne Fc(v). En e�et :� Étant donnée la k-0-
oloration de G\E′, si une arête uv ∈ E(G) est orientée vers v etest 
oloriée 1, alors c(v) 6= 1 et le sommet v n'a pas d'autre arête in
idente orientée (vers

v ou dans l'autre dire
tion) et 
oloriée 1. De plus, étant donné que c(v) 6= 1, il n'y adon
 pas d'arête non-orientée 
oloriée 1 in
idente à v. La 
oloration de G véri�e don
bien la 
ondition (A).� Les arêtes non-orientées d'une même 
ouleur étant un sous-ensemble de l'ensemble E′,qui induit un graphe de degré maximum 1, la 
oloration de G véri�e don
 aussi la
ondition (B).La 
oloration du graphe G est don
 bien une k-1-
oloration et on a bien a1(G) ≤ k. 2On présente maintenant les di�érents résultats obtenus pour 
e type d'arbori
ité pour lesfamilles de graphes Pg. On montre que les problèmes 2-ARB-INT-1-BORNÉE et 3-ARB-INT-
d-BORNÉE, ave
 d ≥ 1, sont NP-
omplets pour des familles restreintes de graphes.Théorème 14 Il est NP-
omplet de dé
ider si un graphe G, planaire, biparti et de maille
g ≥ 8, véri�e a1(G) ≤ 2.Théorème 15 Pour tout entier d ≥ 1, il est NP-
omplet de dé
ider si un graphe G, planaireet biparti, véri�e ad(G) ≤ 3.Pour tout entier g tel que 3 ≤ g ≤ 8, le Théorème 14 implique qu'il existe un graphe planaire
G de maille g, tel que a1(G) ≥ 3. Or, étant donné que ae(P7) = 3 et que ae(P7) ≥ a1(P7) ≥
a1(P8), on a1(P7) = a1(P8) = 3. Pour tout entier d ≥ 1, le Théorème 15 implique qu'il existe
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ité des Graphesdes graphes planaires bipartis (don
 de maille g ≥ 4) G tels que ad(G) ≥ 4. Or, étant donnéque ae(P4) = 4, on a ad(P4) = 4 pour tout entier d ≥ 1. De plus, 
omme P4 ⊂ P3 on endéduit aussi que ad(P3) ≥ 4 pour tout entier d ≥ 1.On montre également que 
ontrairement à l'arbori
ité étoile, il existe un entier k tel que
a1(Pk) = 3 et a1(Pk+1) = 2. On vient de voir que 
et entier k est tel que k ≥ 9 et le théorèmesuivant nous indique que k < 14.Théorème 16 Tout graphe planaire G de maille g ≥ 14 véri�e a1(G) ≤ 2.3.3.1 NP-
omplétude de 2-ARB-INT-1-BORNÉEOn rappelle que le problème 2-COLORATION 1-IMPROPRE prend en entrée un graphe
G et indique si 
e graphe admet une 2-
oloration de ses sommets telle que 
haque sommeta au plus un voisin de la même 
ouleur que lui. On prouve le Théorème 14 par rédu
tionpolynomial de 2-COLORATION 1-IMPROPRE.Preuve du Théorème 14 : Il est su�sant de montrer (
.f. Lemme 3.1.1) que dé
ider si ungraphe G, biparti, planaire et de maille g ≥ 8 est 2-1-
oloriable, est un problème NP-
omplet.Il est 
lair que dé
ider si un graphe est 2-1-
oloriable est dans NP. On montre don
 que 
eproblème est NP-dur par rédu
tion polynomial de 2-COLORATION 1-IMPROPRE.On 
onsidère les graphes A, B, C et D représentés dans la Figure 41. Les représentations de
A et de B sont expli
ites. On 
onstruit C à partir de 3 
opies de B et de 2 nouveaux sommets,
yi et yi+1 (i étant un entier quel
onque), en ajoutant 3 arêtes reliant le sommet yi et les 3sommets z1 (que l'on dénote z1

1 , z2
1 et z3

1) et 3 arêtes reliant le sommet yi+1 et les 3 sommets
z2 (que l'on dénote z1

2 , z2
2 et z3

3). On 
onstruit le gadget des sommets D à partir de 5 
opiesde C, une pour 
haque valeur de i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, et d'un nouveau sommet x, en ajoutant 6arêtes xyi, ave
 1 ≤ i ≤ 6.
B

B

B

z2z1

a1

a2

a3

b2

b1

b3

a b c d e

fg

C

C C

C

x
y1

y2

y3 y4

C y5

y6

z1
1

z1
2

z3
1

z3
2

z2
2z2

1
yi yi+1

CA B DFig. 41 � Les graphes A, B, C et D.On étudie les propriétés des 2-1-
olorations de 
es graphes.Fait 1 Dans au
une des 2-1-
olorations de A les arêtes ab et de ne sont 
oloriées 1 et respe
ti-vement orientées vers b et d. Par 
ontre, il en existe une les arêtes ab et de sont respe
tivement
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oloriées 1 et 2, et respe
tivement orientées vers b et d.Preuve : Si les arêtes ab et de sont 
oloriées 1 et respe
tivement orientées vers b et d, lessommets b et d sont des extrémités de F1. Ce
i entraîne que toutes les arêtes de la 
haine
(g, b, c, d, f), sont 
oloriées 2. C'est impossible puisque F2 doit être une forêt de diamètre auplus 3. Si les arêtes ab et de sont respe
tivement 
oloriées 1 et 2, et respe
tivement orientéesvers b et d, alors on peut 
ompleter 
ette 2-1-
oloration de A en 
oloriant les arêtes bg, bc, dcet df respe
tivement 2, 2, 1 et 1, et en orientant 
es arêtes de b ou de d vers l'autre extrémité.
2Fait 2 Dans au
une des 2-1-
olorations de B les arêtes z1ai et z2bi, ave
 1 ≤ i ≤ 3, ne sonttoutes 
oloriées 1. Par 
ontre, il en existe une dans laquelle les arêtes z1ai, ave
 1 ≤ i ≤ 3,sont 
oloriées 1 et orientées vers ai, et dans laquelle les arêtes z2bi, ave
 1 ≤ i ≤ 3, sont
oloriées 2 et orientées vers bi.Preuve : Si les arêtes z1ai et z2bi sont toutes 
oloriées 1, alors il existe un entier k ∈ {1, 2, 3}tel que les arêtes z1ak et z2bk sont respe
tivement orientées vers ak et bk. Or le Fait 1 indiquequ'une telle 2-1-
oloration d'une 
opie de A est impossible. Le graphe B n'admet don
 pas de2-1-
oloration où les arêtes z1ai et z2bi sont toutes 
oloriées 1.Il simple de 
onstruire la 2-1-
oloration de B dans laquelle les arêtes z1ai, ave
 1 ≤ i ≤ 3,sont 
oloriées 1 et orientées vers ai, et dans laquelle les arêtes z2bi, ave
 1 ≤ i ≤ 3, sont
oloriées 2 et orientées vers bi. Pour 
ela, il su�t d'utiliser 3 fois la 2-1-
oloration de A dé
ritedans le Fait 1. 2On montre que le graphe C a une propriété similaire au graphe B. La di�éren
e entre B et
C vient du fait que dans le graphe C les sommets yi et yi+1 sont à distan
e 6, 
e qui permetau graphe D d'être de maille 8.Fait 3 Dans au
une des 2-1-
olorations de C les arêtes yiz

j
1 et yi+1z

j
2, ave
 1 ≤ j ≤ 3, ne sonttoutes 
oloriées 1. Par 
ontre, il en existe une dans laquelle les arêtes yiz

j
1, ave
 1 ≤ j ≤ 3,sont 
oloriées 1 et orientées vers zj

1, et dans laquelle les arêtes yi+1z
j
2, ave
 1 ≤ j ≤ 3, sont
oloriées 2 et orientées vers zj

2.Preuve : Si les arêtes yiz
j
1 et yi+1z

j
2 sont toutes 
oloriées 1, alors il existe un entier k ∈

{1, 2, 3} tel que les arêtes yiz
k
1 et yi+1z

k
2 sont respe
tivement orientées vers zk

1 et zk
2 . Lessommets zk

1 et zk
2 sont don
 tous deux 1-internes dans F2 et toutes leurs arêtes in
identesautres que yiz

k
1 et yi+1z

k
2 sont 
oloriées 2. Or le Fait 2 indique qu'une telle 2-1-
olorationd'une 
opie de B est impossible. Le graphe C n'admet don
 pas de 2-1-
oloration où les arêtes

yiz
j
1 et yi+1z

j
2 sont toutes 
oloriées 1.Il est simple de 
onstruire la 2-1-
oloration de C dans laquelle les arêtes yiz

j
1, ave
 1 ≤ j ≤ 3,sont 
oloriées 1 et orientées vers zj

1, et dans laquelle les arêtes yi+1z
j
2, ave
 1 ≤ j ≤ 3, sont
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oloriées 2 et orientées vers zj
2. Pour 
ela, il su�t d'utiliser 3 fois la 2-1-
oloration de B dé
ritedans le Fait 2. 2Fait 4 Dans au
une des 2-1-
olorations de D il n'existe d'entier k ∈ {1, 2, 3, 4, 5} tel que lesarêtes xyk et xyk+1 sont toutes deux 
oloriées 1, et respe
tivement orientées vers yk et yk+1.Preuve : Si les arêtes xyk et xyk+1 sont toutes deux 
oloriées 1 et respe
tivement orientéesvers yk et yk+1, alors les autres arêtes in
identes aux sommets yk et yk+1 sont toutes 
oloriées2. Or le Fait 3 indique qu'il n'existe pas de telle 2-1-
oloration de la 
opie de C reliant yk et

yk+1. 2Fait 5 Dans toutes les 2-1-
olorations de D le sommet x est 2-interne et a des arêtes in
i-dentes de toutes les 
ouleurs, 1 et 2. De plus, il existe une 2-1-
oloration de D où toutes lesarêtes in
identes à x sont orientées de x vers l'autre extrémité.Preuve : Si une arête xyk est 
oloriée 2 et est orientée vers x, les autres arêtes in
identes à
x sont alors né
essairement toutes 
oloriées 1. Il y a dans 
e 
as un entier k tel que les arêtes
xyk et xyk+1 sont toutes deux 
oloriées 1 et respe
tivement orientées vers yk et yk+1. Or leFait 4 indique que 
e
i est impossible. Le sommet x n'a don
 pas d'arête in
idente orientéevers x, il est don
 bien 2-interne.Si toutes les arêtes in
identes à x sont 
oloriées 1, alors il existe un entier k tel que lesarêtes xyk et xyk+1 sont respe
tivement orientées vers yk et yk+1. Or le Fait 4 indique que
e
i est impossible. Le sommet x a don
 des arêtes in
identes de toutes les 
ouleurs.Si une arête xyk était 
oloriée 2 et orientée vers x, les autres arêtes in
identes à x seraientalors toutes 
oloriées 1. Il y aurait dans 
e 
as un entier k tel que les arêtes xyk et xyk+1 soienttoutes deux 
oloriées 1 et respe
tivement orientées vers yk et yk+1. Or le Fait 4 indique que
'est impossible.Si on oriente toutes les arêtes xyi, ave
 1 ≤ i ≤ 6, vers yi en les 
oloriant 1 lorsque i estpair et 2 lorsque i est impair, alors on peut 
ompleter 
ette 2-1-
oloration de D en utilisantla 2-1-
oloration de C dé
rite dans le Fait 3. 2Étant donné un sommet u, le gadget des sommets Hu est le graphe formé par le sommet
u, un nouveau sommet u′, 2 
opies de D, de l'arêtes uu′ et de 2 arêtes reliant le sommet u′ ausommet x (que l'on note x1 ou x2) de 
ha
une des 
opies de D (voir la Figure 42).Lemme 3.3.2 Le gadget des sommets est 2-1-
oloriable et dans toutes ses 2-1-
olorationsl'arête uu′ est orientée vers u (le sommet u est don
 1-interne).Preuve : Il est simple de 2-1-
olorier Hu. Il su�t pour 
ela d'utiliser la 2-1-
oloration de
D dé
rite dans le Fait 5. Cette 
oloration permet de laisser les arêtes u′xi, ave
 i ∈ {1, 2},
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u =⇒ u

x1

x2

u′

D

DFig. 42 � Le gadget des sommets, Hu.non-orientées, et de les 
olorier i. On termine en orientant l'arête uu′ vers u et en la 
oloriant1 ou 2.D'après le Fait 5, les 
olorations des 
opies de D impliquent que les arêtes u′xi sont soitorientées vers u′ soit non-orientées. Dans tous les 
as de �gure, l'arête uu′ est né
essairementorientée vers u. 2Étant donnée une arête uv on dé�nit un gadget des arêtes. Ce gadget est représenté dansla Figure 43.(a).
(a) (b) (c)

=⇒
vu u v 11 112 222 11 22 11 1111112 2 2 2

Fig. 43 � Le gadget des arêtes.Lemme 3.3.3 Soit une 2-1-
oloration du gadget de l'arête uv où les arêtes in
identes à u(resp. v) sont toutes deux 
oloriées i ∈ {1, 2} (resp. j ∈ {1, 2}).(1) Si i 6= j alors 
es arêtes peuvent être orientées de u ou v vers l'autre extrémité.(2) Si i = j alors 
ha
un des sommets u et v est in
ident à une arête non-orientée.Preuve : La Figure 43.(b) permet de véri�er le point (1).Le Fait 1 implique que si les arêtes in
identes à u ou à v sont de la même 
ouleur alors ilfaut que au moins deux d'entre elles (une par 
opie de A) soient non-orientées. Comme 
haquesommet est in
ident à au plus une arête non-orientée par 
ouleur, 
ha
un des sommets u et
v est in
ident a une arête non-orientée. Finalement, on 
onstate dans la Figure 43.(
) qu'unetelle 2-1-
oloration du gadget existe. Le point (2) est don
 véri�é. 2Soit G un graphe planaire sans triangle de degré maximum quatre. On rappelle que dé
i-der si G est 2-
oloriable de façon 1-impropre est NP-
omplet. Étant donné 
e graphe G, on
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onstruit le graphe G′ en remplaçant 
haque sommet u ∈ V (G) par une 
opie du gadget dessommets, Hu, et en remplaçant 
haque arête uv ∈ E(G) par une 
opie du gadget des arêtes.On 
onstate aisément que le graphe G′ ainsi 
onstruit est planaire, biparti et de maille g ≥ 8.On montre maintenant que le graphe G est 2-
oloriable de façon 1-impropre si et seulementsi le graphe G′ est 2-1-
oloriable. On aura ainsi bien montré qu'il existe une rédu
tion poly-nomiale (la 
onstru
tion de G′ étant polynomiale en |V (G)| + |E(G)|) de 2-COLORATION1-IMPROPRE vers 2-ARB-INT-1-BORNÉE.Étant donnée une 2-
oloration 1-impropre de G, c, on 
onstruit une 2-1-
oloration de G′.Pour 
haque sommet u ∈ V (G), on 
olorie le gadget Hu de telle sorte que u soit 1-interne dans
Fc(u) (Lemme 3.3.2) et pour 
haque arête uv ∈ E(G), on 
olorie le gadget de uv en prenant lemodèle de la Figure 43.(b) (resp. Figure 43.(
)) si c(u) 6= c(v) (resp. si c(u) = c(v)). Chaquesommet u ∈ V (G) ayant au plus un voisin v de la même 
ouleur (c(u) = c(v)), 
haque sommet
u a au plus une arête in
idente non-orientée 
oloriée c(u). Cette 
oloration de G′ est don
 bienune 2-1-
oloration.Ré
iproquement, si G′ admet une 2-1-
oloration, on en déduit une 2-
oloration 1-improprede G. On obtient 
ette 
oloration en 
oloriant 
haque sommet u ∈ V (G) ave
 le seul entier
i ∈ {1, 2} tel que le sommet u est 1-interne dans Fi. En e�et, d'après le Lemme 3.3.2 
essommets sont 1-internes et, d'après le Lemme 3.3.3, 
haque sommet u ∈ V (G) ayant au plusune arête in
idente non-orientée 
oloriée c(u), la 2-
oloration de G ainsi obtenue est bien1-impropre. 23.3.2 NP-
omplétude de 3-ARB-INT-d-BORNÉE, pour d ≥ 1On rappelle que le problème 3-COLORATION prend en entrée un graphe G et indiquesi 
e graphe admet une 3-
oloration propre de ses sommets. On prouve le Théorème 15 parrédu
tion polynomial de 3-COLORATION.Preuve du Théorème 15 : Il est su�sant de montrer (
.f. Lemme 3.1.1) que, pour tout
d ≥ 1, dé
ider si un graphe G, biparti, planaire et 2-dégénéré est 3-d-
oloriable, est un problèmeNP-
omplet. Il est 
lair que dé
ider si un graphe est 3-d-
oloriable est dans NP. On montredon
 que 
e problème est NP-dur par rédu
tion polynomiale de 3-COLORATION. On admetdans le reste de la preuve que d est un entier quel
onque tel que d ≥ 1.Soit A le graphe représenté dans la Figure 44.(a).Fait 6 Dans toute 3-d-
oloration du graphe A où les arêtes yizj , ave
 i et j ∈ {1, 2}, sont
oloriées 1 ou 2, au moins une de 
es 4 arêtes n'est pas orientée vers z1 ou z2. De plus, il existeune 3-d-
oloration de A où seul une des arêtes yizj , ave
 i et j ∈ {1, 2}, est non-orientée, oùles autres arêtes de 
e type sont orientées vers z1 ou z2, et où les arêtes in
identes à y1 (resp.
y2) sont 
oloriées 1 (resp. 2).
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1

2

2

1 33

22

(a) (b)

z1

z2

y1 y2

Fig. 44 � Le graphe A.Preuve : Si les arêtes de type yizj sont toutes orientées vers le sommet zj et 
oloriées 1 ou2, toutes les autres arêtes in
identes aux sommets zi, formant un 
y
le, sont 
oloriées 3. Ce
iest impossible étant donné que le graphe induit par les arêtes 
oloriées 3, F3, est une forêt.On 
onstate �nalement dans la Figure 44.(b) qu'il existe bien une 3-d-
oloration de A oùseule une des arêtes de type yizj est non-orientée, où les autres sont orientées vers zi et où lesarêtes in
identes à y1 (resp. y2) sont 
oloriées 1 (resp. 2). 2On 
onstruit le graphe B à partir de 2d + 1 
opies de A en identi�ant les sommets y1de 
haque 
opie, en identi�ant les sommets y2 de 
haque 
opie, et en ajoutant 2 nouveauxsommets, x1 et x2, et 4 arêtes, x1y1, x1y2, x2y1 et x2y2 (voir la Figure 45.(a)).
(b)(a)

y1

x1

y2

x2

3

y1

1

x1

2

y2

1

x2

A

A

Fig. 45 � Le graphe B.Fait 7 Dans toute 3-d-
oloration du graphe B, au moins une des arêtes xiyj, ave
 i et j ∈
{1, 2}, n'est pas orientée vers le sommet yj. Par 
ontre, il existe une 3-d-
oloration de B où lesarêtes x1y1, x1y2 et x2y1 sont orientées vers les sommets yj, ave
 j ∈ {1, 2}, et respe
tivement
oloriées 1, 2 et 3 et où l'arête x2y2 est non-orientée et 
oloriée 1.Preuve : Si les arêtes de type xiyj sont toutes orientés vers les sommets yj, 
ela implique queles sommets y1 et y2 sont 1-internes, disons respe
tivement dans Fa et Fb, ave
 a et b ∈ {1, 2, 3}.Dans toutes les 
opies de A les arêtes in
identes à y1 (resp. y2) sont don
 
oloriées a (resp.
b). Le sommet y1 (resp. y2) étant in
ident à au plus d arêtes non-orientées, une des 2d + 1
opies de A est telle que toutes ses arêtes de type y1zi (resp. y2zi) ont la même 
ouleur et sont
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oloration de A. Les arêtes detype xiyj ne sont don
 pas toutes orientés vers yj.Si les arêtes x1y1, x1y2 et x2y1 sont orientées vers y1 ou y2 et respe
tivement 
oloriées 1, 2et 3, et si l'arête x2y2 est non-orientée et 
oloriée 1 (voir Figure 45.(b)), alors le sommet y1 est1-interne dans la forêt F2 et le sommet y2 est 2-interne dans les forêts F1 et F3. Les sommets
y1 et y2 pouvant en
ore admettre respe
tivement d et 2d − 1 arêtes in
idente non-orientées,on peut terminer la 3-d-
oloration de B en utilisant la 3-d-
oloration de A dé
rite dans le Fait6. 2Étant donné un sommet u, on 
onstruit le graphe Cu à partir de 6d 
opies de B en identi�antles sommets x1 de 
haque 
opie, en identi�ant les sommets x2 de 
haque 
opie, et en ajoutantles arêtes ux1 et ux2 (voir Figure 46). On appelle 
e graphe le gadget des sommets.

x1

x2

u
B B

Fig. 46 � Le graphe Cu.Lemme 3.3.4 Le graphe Cu est 3-d-
oloriable et dans 
ha
une de ses 3-d-
olorations, le som-met u est 1-interne.Preuve : En e�et, d'après le Fait 7, dans toute 3-d-
oloration du graphe Cu, 
haque 
opiede B 
ontient au moins une arête qui n'est pas orientée vers un sommet de type yi. Commeil y a 6d 
opies de B, les sommets x1 et x2 doivent avoir 
ha
un d arêtes non-orientées dans
ha
une des 3 forêts. Les arêtes ux1 et ux2 sont don
 né
essairement orientées vers le sommet
u. Le sommet u est don
 né
essairement 1-interne.En�n on 
onstate qu'il existe bien une 3-d-
oloration de Cu. On la 
onstruit en faisant ensorte que les sommets x1 et x2 soient internes dans 
ha
une des 3 forêts et en utilisant la
oloration de B dé
rite dans le Fait 7. 2Lemme 3.3.5 Si dans une 3-d-
oloration du 
y
le (u, x, v, y) les arêtes ux et uy sont de lamême 
ouleur a ∈ {1, 2, 3} et les arêtes vx et vy sont de la même 
ouleur b ∈ {1, 2, 3}, alorson a a 6= b.Preuve : En e�et, si a = b on a un 
y
le dans Fa, 
e qui est impossible. 2Soit G un graphe planaire de degré maximum quatre. On rappelle que dé
ider si G est



3.3. Arbori
ité intérieurement 1-bornée 1013-
oloriable est NP-
omplet. Étant donné 
e graphe G, on 
onstruit le graphe G′ en prenantpour 
haque sommet u ∈ V (G) un gadget des sommet Cu et en remplaçant 
haque arête
uv ∈ E(G) par un 
y
le (u, x, v, y), où les sommets x et y sont de nouveaux sommets. On
onstate aisément que le graphe G′ ainsi 
onstruit est planaire, biparti et 2-dégénéré.On montre maintenant que le graphe G est 3-
oloriable si et seulement si le graphe G′ est3-d-
oloriable. On aura ainsi bien montré qu'il existe une rédu
tion polynomiale (la 
onstru
-tion de G′ étant polynomiale en |V (G)| + |E(G)|) de 3-COLORATION vers 3-ARB-INT-d-BORNÉE.Si le graphe G admet une 3-
oloration propre de ses sommets c, on en déduit une 3-d-
oloration de G′. En e�et, d'après le Lemme 3.3.4 on peut 
olorier 
haque gadget des sommets
Cu, pour u ∈ V (G), de manière à 
e que le sommet u soit 1-interne dans la forêt Fc(u). Finale-ment on 3-d-
olorie les 
y
les (u, x, v, y) 
orrespondant à une arête uv ∈ E(G) en orientant lesarêtes de 
e 
y
le vers les sommets x ou y et en 
oloriant c(u) (resp. c(v)) les arêtes in
identesà u (resp. v). Ce
i est possible puisque les sommets u et v sont respe
tivement 1-internesdans Fc(u) et Fc(v). Finalement 
omme c est une 
oloration propre de G et que les sommets
u et v sont adja
ents dans G on a c(u) 6= c(v). Cette 
oloration de G′ est don
 bien une3-d-
oloration.Ré
iproquement, si G′ admet une 3-d-
oloration, on en déduit une 3-
oloration de G.D'après le Lemme 3.3.4, pour 
haque sommet u ∈ V (G), la 3-d-
oloration de Cu est telleque le sommet u est 1-interne. On dé�nit une 
oloration c des sommets de G de façon à 
eque 
haque sommet u ∈ V (G) soit 1-interne (dans la 3-d-
oloration de G′) dans Fc(u). Pourtout sommet u ∈ V (G), la 3-d-
oloration de Cu impliquant que 
e sommet est 1-interne dans
Fc(u), les autres arêtes in
identes à u dans G′ sont don
 toutes 
oloriées c(u). Le Lemme 3.3.5implique don
 que pour toute arête uv ∈ E(G) on a c(u) 6= c(v). La 
oloration c est don
 bienune 
oloration propre des sommets de G. 23.3.3 Degré moyen maximum et preuves par dé
hargementLe degré moyen Dm(G) d'un graphe G est le quotient 2|E(G)|/|V (G)|. Le degré moyenmaximum Dmm(G) d'un graphe G est dé�ni par la formule suivante :

Dmm(G) = max
H⊆G

2|E(H)|
|V (H)|le maximum étant pris sur les sous-graphes H de G ayant au moins un sommet. On remarqueque pour tout sous-graphe H de G, on a Dmm(H) ≤ Dmm(G). Le degré moyen et le degrémoyen maximum sont respe
tivement des expressions de la densité du graphe et de la densitélo
ale maximum du graphe. Un graphe planaire G ayant au plus 3|V (G)| − 6 arêtes, on peutdon
 borner Dm(G) par 6. Cette remarque étant valide pour les sous-graphes de G (qui sont
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.f. Théorème 1), on obtientun résultat plus �n :Lemme 3.3.6 Pour tout graphe planaire G de maille g, on a Dmm(G) < 2g
g−2 .Preuve : Tout sous-graphe H d'un graphe G de maille g est de maille au moins g. On a don


g|F (H)| ≤ 2|E(H)|. Le graphe H étant planaire on utilise la formule d'Euler et on obtient :
g|V (H)| + 2|E(H)| ≥ g|E(H)| + 2g
e qui implique que

|V (H)| > |E(H)|(g − 2)/gPour tout sous-graphe H de G on a bien :
2|E(H)|
|V (H)| <

2g

g − 2

2Plusieurs preuves de 
e 
hapitre utilisent la méthode de preuve par dé
hargement.Cette te
hnique est due à Hees
h [Hee69℄ et a permis à Appel et Haken [AH77, AHK77℄ deprouver le fameux Théorème des 4 Couleurs. On utilisera 
ette méthode pour prouver desassertions du type : �Tout graphe G tel que Dmm(G) < q véri�e la propriété P�.Pour 
e faire, on 
onsidère un graphe H tel que Dmm(H) < q, qui ne véri�e pas lapropriété P et qui a un nombre minimum de sommets. Ce
i implique que tout sous-graphepropre H ′ ( H (Dmm(H ′) ≤ Dmm(H) < q) véri�e la propriété P. On appelle 
e graphe Hle 
ontre-exemple minimum.les 
on�gurations interdites sont des graphes H1, . . . ,Ht ayant 2 types de sommets, les�blan
s� et les �noirs�. On dit d'un graphe G qu'il 
ontient la 
on�guration Hi, pour 1 ≤ i ≤ t,s'il existe une appli
ation f : V (Hi) −→ V (G) telle que :� pour toute arête uv ∈ E(Hi) alors f(u)f(v) est une arête de G,� si 2 sommets noirs de Hi, u et v, sont tels que f(u) = f(v) alors 
es sommets n'ont pasde voisin 
ommun dans Hi,� si u ∈ V (Hi) est un sommet blan
 alors il n'existe pas de sommet v ∈ V (Hi), v 6= u, telque f(v) = f(u), et� si u ∈ V (Hi) est un sommet blan
 alors degHi
(u) = degG(f(u)).La première étape dans une preuve par dé
hargement 
onsiste à montrer que le 
ontre-exemple minimum H ne 
ontient pas 
ertaines 
on�gurations Hi, ave
 1 ≤ i ≤ t. On appelle
es 
on�gurations les 
on�gurations interdites. On montre généralement que H ne 
ontientau
une des 
on�gurations interdites en utilisant le fait que |V (H)| est minimum.
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onsiste à montrer que tout graphe G ne 
ontenant au
une des 
on�gu-rations interdites est tel que Dmm(G) ≥ q. Pour 
ela on attribut à tout sommet v ∈ V (G) une
harge initiale δ(v) égale à son degré (δ(v) = degG(v)). On dé�nit ensuite une pro
édure dedé
hargement qui préserve la 
harge totale du graphe. On montre en�n que si la pro
édureest appliquée à un graphe G n'ayant au
une des 
on�gurations interdites, alors la 
harge �nale
δ∗(v) de 
haque sommet v ∈ V (G) est telle que δ∗(v) ≥ q. On a don
 bien :

Dmm(G) ≥ Dm(G) =
2|E(G)|
|V (G)| =

∑

v∈V (G) δ(v)

|V (G)| =

∑

v∈V (G) δ∗(v)

|V (G)| ≥ q|V (G)|
|V (G)| = qOn a alors une 
ontradi
tion puisque le 
ontre-exemple H ne 
ontient au
une des 
on�gu-rations interdites et que par dé�nition Dmm(H) < q. On montre ainsi qu'il n'existe pas de
ontre-exemple H.3.3.4 Les graphes planaires de maille g ≥ 14On rappelle qu'un k-d-
oloration d'un graphe G est dite p-prolongeable si tout les sommetsde G sont ≥p-internes.Preuve du Théorème 16 : La propriété suivante implique le Théorème 16 (
.f. Lemmes3.1.1 et 3.3.6).Propriété 3 Tout graphe G tel que Dmm(G) < 7

3 admet une 2-1-
oloration 1-prolongeable.On prouve 
ette propriété par dé
hargement. Soit le graphe H, un 
ontre-exemple qui mi-nimise |V (H)|. On remarque tout d'abord le fait suivant 
on
ernant les 2-1-
olorations 1-prolongeables.Fait 8 Soit G un graphe ave
 une 2-1-
oloration 1-prolongeable. Si tous les voisins d'un som-met v ∈ V (G) sont de degré 2, alors il existe une 2-1-
oloration 1-prolongeable de G danslaquelle v est 2-interne.Preuve : On prouve 
ela en modi�ant légèrement la 2-1-
oloration initiale de G. Si v n'estpas 2-interne, 
omme 
ette 
oloration est 1-prolongeable, alors v est 1-interne. On 
onsidèresans perte de généralité qu'il est 1-interne dans F1. Le sommet v a don
 un voisin x de degré2 tel que l'arête vx est orienté vers v et est 
oloriée 2. La dé�nition de 2-1-
oloration (
.f.
ondition (A)) implique que 
ette arête vx est la seule arête in
idente à v qui soit 
oloriée2. Le sommet x étant ≥1-interne, l'autre arête in
idente à x, xy, est soit non-orientée, soitorientée vers y ou bien soit orientée vers x et 
oloriée 1. On modi�e l'orientation et la 
olorationde l'arête vx a�n d'obtenir la 2-1-
oloration 1-prolongeable de G désirée.� Si l'arête xy est non-orientée et 
oloriée 1 (resp. 2) on oriente vx vers x et on la 
olorie2 (resp. 1).
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oloriée 1 (resp. 2) on oriente vx vers x et on la 
olorie2 (resp. 1).� Si l'arête xy est orientée vers x et 
oloriée 1 on supprime l'orientation de vx (l'arête vxest maintenant non-orientée) et on la 
olorie 2.
2On s'intéresse maintenant aux 
olorations des graphes A, B et C de la Figure 47. Dans
ette �gure, pour tout entier i ∈ {1, 2}, on note i l'entier 3 − i.

v
v

v

a b c
a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a

a1 d1c1b1

b2 c2 d2

b3 c3 d3

i i i2i2
i1 i2

i1i1

i2

i2

i3 i3

i1

i3

CA B

i

i1 i1 i1 i1
i2

i2

i2 i2 i2a2

a3

Fig. 47 � 2-1-
oloration des graphes A, B et C.Les 2-1-
olorations dé
rites Figure 47 permettent d'énon
er les faits suivants :Fait 9 Pour toute 
ouleur i ∈ {1, 2}, il existe une 2-1-
oloration 1-prolongeable de A telleque :� l'arête bc est 
oloriée i et est orientée vers b, et� l'arête va est orientée vers a.Fait 10 Pour tout 
ouple de 
ouleurs (i1, i2) ∈ {1, 2}2, il existe une 2-1-
oloration 1-prolongeable de B telle que :� l'arête c1d1 est 
oloriée i1 et est orientée vers c1,� l'arête c2d2 est 
oloriée i2 et est orientée vers c2, et� l'arête va1 est orientée vers a1.Fait 11 Pour tout triplet de 
ouleurs (i1, i2, i3) ∈ {1, 2}3, il existe une 2-1-
oloration 1-prolongeable de C telle que :� pour tout j ∈ {1, 2, 3}, l'arête cjdj est 
oloriée ij et est orientée vers cj , et� l'arête va est orientée vers a.Les 
on�gurations interdites représentées Figure 48 sont des graphes ayant un sommet vin
ident à n ≥ 0 
haînes de longueur 2, à m 
opies de A, à p 
opies de B et à r 
opies de C,ave
 m + p + r ≥ 1,
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r ≥ 0

0 ≤ m

u1 un

n ≥ 0

v ave
 m + p + r ≥ 1

p ≥ 0

Fig. 48 � Con�gurations interdites.Lemme 3.3.7 Le 
ontre-exemple minimal H n'a pas de sommet de degré 1 et ne 
ontientau
une des 
on�gurations de la Figure 48.Preuve : Si H a une arête uv telle que deg(v) = 1, par minimalité de H, il existe une 2-1-
oloration 1-prolongeable de H\{v}. Cette 
oloration étant 1-prolongeable, le sommet u estdon
 interne dans au moins une forêt, disons F1. On prolonge 
ette 2-1-
oloration de H\{v}à H en 
oloriant 1 l'arête uv et en l'orientant vers v. Cette 
oloration de H étant une 2-1-
oloration 1-prolongeable, 
e
i 
ontredit la dé�nition de H. Le 
ontre-exemple minimal H ne
ontient don
 pas de sommet de degré 1.Si H 
ontient une des 
on�gurations de la Figure 48, on 
onsidere le graphe H ′ obtenu àpartir de H en supprimant tous les sommets blan
s autres que v, u1, ..., un. Étant donné que
m + p + r ≥ 1, le graphe H ′ 
ontient moins de sommets que H. Par minimalité de H, il existeune 2-1-
oloration 1-prolongeable de H ′. D'après le Fait 8, on peut modi�er 
ette 
olorationa�n que le sommet v soit 2-interne. De plus, 
ette 
oloration étant 1-prolongeable, les sommetsnoirs de la 
on�guration sont tous ≥1-internes. On prolonge maintenant 
ette 2-1-
oloration de
H ′ à H. Le Fait 9 permet de 2-1-
olorier 
ha
une des m 
opies de A de façon 1-prolongeable,et de manière à 
e que le sommet v reste 2-interne. Le Fait 10 permet de 2-1-
olorier 
ha
unedes p 
opies de B de façon 1-prolongeable, et de manière à 
e que le sommet v reste 2-interne.Le Fait 11 permet en�n de 2-1-
olorier 
ha
une des r 
opies de C de façon 1-prolongeable, et demanière à 
e que le sommet v reste 2-interne. Cette 
oloration de H étant une 2-1-
oloration1-prolongeable, 
e
i 
ontredit la dé�nition de H. Le 
ontre-exemple minimal H ne 
ontientdon
 au
une des 
on�gurations interdites. 2Pour tout entier q ≥ 1, une q-
haîne est une 
haîne de q sommets de H étant tous de degré2 dans H. On dit d'une q-
haîne qu'elle est in
idente à un sommet v, si une des extrémité de
ette q-
haîne est adja
ente à v. La 
on�guration de la Figure 48 ave
 n = m = 1, p = r = 0implique que H ne 
ontient pas de 4-
haîne. Un sommet très faible est un sommet de degré 3
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u vFig. 49 � Un sommet faible, u, et un sommet très faible, v.adja
ent à une 3-
haîne et à une 2-
haîne (voir Figure 49). Un sommet faible est un sommetde degré 3 adja
ent à une 3-
haîne et à un sommet très faible. Un sommet de degré au moins 3qui n'est ni faible, ni très faible, est dit fort. On pro
ède maintenant à l'étape de dé
hargementa�n de prouver qu'un tel graphe H n'existe pas. La 
harge initiale de 
haque sommet est égaleà son degré (δ(v) = deg(v)). On utilise ensuite la règle de dé
hargement suivante :Chaque sommet v de degré au moins 3 donne :� 1

6 à 
haque sommet appartenant à une q-
haîne in
idente à v, ave
 q ≥ 1,� 1
3 à 
haque sommet très faible adja
ent à v,de plus, 
haque sommet fort v donne :� 1
6 à 
haque sommet faible adja
ent à v.Cette pro
édure est telle que 
haque sommet v ∈ V (H) a une 
harge �nale δ∗(v) ≥ 7

3 . On
onsidère di�érents 
as suivant le degré et la nature de v :� deg(v) ≤ 1 : H ne 
ontient pas de tel sommet (
.f. Lemme 3.3.7).� deg(v) = 2 : v reçoit 1
6 de 
ha
un des deux sommets de degré au moins 3 in
idents à la

q-
haîne 
ontenant v. On a don
 δ∗(v) = 2 + 21
6 = 7

3 .� deg(v) = 3 et v est un sommet très faible : v a un voisin de degré au moins 3 (on apas la 
on�guration où n = 2, m = 1 et p = r = 0) qui n'est pas très faible (on a pasla 
on�guration où n = 2, p = 1 et m = r = 0). Ce sommet v donne don
 1
6 à 
haquesommet des 2 q-
haîne, ave
 1 ≤ q ≤ 3, qui lui sont in
identes, reçoit 1

3 de sont voisinde degré 3 et ne lui donne rien. On a don
 δ∗(v) ≥ 3 − 2 × 31
6 + 1

3 = 7
3 .� deg(v) = 3 et v est un sommet faible : v a un voisin de degré au moins 3 (on a pasla 
on�guration où n = 2, p = 1 et m = r = 0) qui n'est ni très faible (on a pas la
on�guration où n = 2, r = 1 et m = p = 0), ni faible (on a pas la 
on�guration où

m = 0 et n = p = r = 1). Ce sommet v donne don
 1
3 au sommet très faible qui lui estadja
ent, donne 1

6 à 
haque sommet de la 3-
haîne qui lui est in
idente et reçoit 1
6 desont voisin fort. On a don
 δ∗(v) ≥ 3 − 1

3 − 31
6 + 1

6 = 7
3 .� deg(v) = 3 et v est un sommet fort : Si tous les voisins de v sont des 2-sommets, alors ilsappartiennent à des 1-
haînes (on a pas la 
on�guration où n = 2, m = 1 et p = r = 0),et don
 δ∗(v) = 3 − 31

6 = 5
2 > 7

3 . Sinon, v a un voisin fort (on a pas les 
on�gurationsoù n, m, p et r sont tels que n < 3 m = 0 et n + p + r = 3). Le sommet v étant fort,dans le pire des 
as, ses deux autres voisins sont (1) dans deux 2-
haînes, (2) un sommet
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haîne, (3) deux sommets très faibles, (4) dans une 3-
haîne etdans une 1-
haîne, ou bien (5) un sommet faible et dans une 3-
haîne. Dans tous les 
as
v donne au plus 2

3 , on a don
 δ∗(v) ≥ 3 − 2
3 = 7

3 .� deg(v) = k ≥ 4 : Si v a k voisins de degré 2, alors ils appartiennent à des 1-
haînes (ona pas la 
on�guration où n = k − 1, m = 1 et p = r = 0), et don
 δ∗(v) = k − k 1
6 =

5k
6 ≥ 10

3 > 7
3 . Sinon, v a au plus k − 1 voisins non forts et de degré au plus 3 (on apas les 
on�gurations où n, m, p et r sont tels que n < k, m = 0 et n + p + r = k).Pour 
haque voisin de v qui n'est pas fort et de degré au plus 3, le sommet v donneau plus 1

2 . En e�et, si 
'est un sommet d'une q-
haîne, ave
 1 ≤ q ≤ 3, il donne auplus 31
6 et si 
'est un sommet faible (resp. très faible) il donne 1

3 (resp. 1
6). On a don


δ∗(v) ≥ k − (k − 1)1
2 = k+1

2 ≥ 5
2 > 7

3 .Par 
onservation des 
harges, le degré moyen maximum de G est don
 supérieur ou égale à 7
3 ,
e qui est en 
ontradi
tion ave
 la dé�nition de H. Le 
ontre-exemple H n'existe don
 pas. 23.4 Arbori
itée 
henille des graphes planairesL'arbori
ité 
henille a prin
ipalement été étudié 
ar la famille des forêts de 
henilles estla famille des graphes d'intervalles a
y
liques (i.e. sans 
y
les). On rappelle que le nombre depistes t(G) d'un graphe G est le nombre minimum de graphes d'intervalles, sous-graphes de G,né
éssaires pour 
ouvrir G. L'arbori
ité 
henille borne don
 le nombre de pistes d'un graphe.Lemme 3.4.1 Étant donné un graphe G, on a t(G) ≤ ac(G). De plus, si G est sans triangles,alors t(G) = ac(G).Preuve : En e�et, il est fa
ile de voir que les forêts de 
henilles sont des graphes d'intervalles.On a don
 bien t(G) ≤ ac(G) pour tout graphe G. En�n, un graphe sans triangles n'ayantque des sous-graphes sans triangles et les graphes d'intervalles sans triangles étant des forêtsde 
henilles, on a bien t(G) ≥ ac(G) pour tout graphe G sans triangles. 2En montrant que a(Km,n) = ac(Km,n), Gyárfás et West [GW95℄ ont don
 déterminé lenombre de pistes des graphes bipartis 
omplets. Dans [KW99℄, Kosto
hka et West montrentque les graphes planaires externes ont un nombre de pistes d'au plus deux. Ce
i implique don
que les graphes planaires externes sans triangles sont d'arbori
ité 
henille au plus 2. Ce
i n'estpas vrai pour tous les graphes planaires externes puisqu'il existe des graphes planaires externesd'arbori
ité 
henille 3 [KW99℄. Les graphes planaires externes étant d'arbori
ité étoile au plus3 (
.f. Se
tion 3.2), l'arbori
ité 
henille maximum des graphes planaires externes est don
 3.Les graphes bipartis étant sans triangles et tout graphe sans triangles G étant tel que

t(G) = ca(G) (
.f. Lemme 3.4.1), le Théorème 15 permet don
 de répondre au Problèmeouvert 3 de Gyárfás et West.
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ité des GraphesCorollaire 6 (du Théorème 15) Il existe des graphes planaires bipartis G, pour lesquels
ac(G) = t(G) ≥ 4.Ce résultat et le Corollaire 2 (
.f. Chapitre 2) impliquent don
 que le nombre de pistes maxi-mum des graphes planaires est 4.Dans [CK71℄, Chvátal et Komlós introduisent la notion de 
haîne 
roissante. Dans ungraphe G = (V,E), étant donné une bije
tion f : E −→ [1 . . . |E|], une 
haîne 
roissante de
G est une 
haîne C = (v1, . . . , vk) telle que f(v1v2) < f(v2v3) < . . . < f(vk−1vk). Cette notionpermet de dé�nir l'invariant de graphe µ(G) de la façon suivante : µ(G) = minf maxC l(C),où le minimum se fait sur toutes les bije
tions f , où le maximum se fait sur toutes les 
haînes
roissantes C et où l(C) est la longueur de la 
haîne C. Comme pour d'autres invariantsde graphe, on étend 
ette dé�nition aux familles de graphes de la façon suivante µ(F) =

maxG∈F µ(G). Lorsque 
e maximum n'est pas dé�ni µ(F) prend la valeur +∞. Le théorèmesuivant permet de borner µ(G).Théorème 17 (Roditty et al. [RSY01℄) Si un graphe G est 
ouvert par les graphes
H1, . . . ,Hk, alors, µ(G) ≤ ∑k

i=0 µ(Hi) .Dans [RSY01℄, on apprend également que µ(T ) est fa
ilement 
al
ulable pour un arbre T . Ene�et,� si T = K2 alors µ(T ) = 1,� si T est une 
henille autre que K2 alors µ(T ) = 2, et en�n� si T n'est pas une 
henille, alors µ(T ) = 3.Étant donné le Théorème 17, on a don
 les trois relations suivantes :
µ(G) ≤ χ′(G) (13)
µ(G) ≤ 2ac(G) (14)
µ(G) ≤ 3a(G) (15)Les graphes planaires étant d'arbori
ité au plus 3, on déduit de l'inégalité (15) que pour toutgraphe planaire G on a µ(G) ≤ 3 × 3 = 9. Roditty et al. proposent la Conje
ture 11 a�n dedes
endre 
ette borne à 8.Conje
ture 11 (Roditty et al. [RSY01, Cam03℄) Pour tout graphe planaire G, on a

ac(G) ≤ 4.Cette 
onje
ture est plus forte que le Corollaire 2 puisque les forêts de 
henilles formentun sous-ensemble stri
t des graphes d'intervalles. On montre dans la Sous-se
tion 3.4.2, enutilisant la dé
omposition dé
rite dans la Sous-se
tion 3.4.1, que 
ette 
onje
ture est vraie(
.f. Théorème 21). On a don
 :
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henille 109Corollaire 7 (du Théorème 21) Pour tout graphe planaire G, on a µ(G) ≤ 8.On a vu dans la se
tion pré
édente que le problème 3-ARBORICITÉ-CHENILLE est NP-
omplet pour la famille des graphes planaires bipartis (
.f. Théorème 15). Dans [She96℄ lesauteurs utilisent l'arbori
ité 
henille pour des problèmes de dessin de graphes. Ils montrenten parti
ulier que le problème 2-ARBORICITÉ-CHENILLE est NP-
omplet. On verra dansla Sous-se
tion 3.4.3 que 
e
i est vrai pour tous les problèmes 2-ARB-INT-d-BORNÉE, ave

d ≥ 2, et pour une famille restreinte de graphes.Théorème 18 Pour tout entier d ≥ 2, il est NP-
omplet de dé
ider si un graphe G, planaire,biparti et de maille g ≥ 6 véri�e ad(G) ≤ 2.Ce résultat implique don
 que ac(P6) ≥ 3 (ac(G) = a2(G)). On montre dans la Sous-se
tion3.4.4 que 
ette borne est atteinte.Théorème 19 Tout graphe planaire G de maille g ≥ 6 véri�e ac(G) ≤ 3.Étant donnés les résultats de la se
tion pré
édente, on sait que pour tout g ≥ 14 on a ac(Pg) =

2. On montre dans la Sous-se
tion 3.4.5 que l'on peut étendre 
e résultat à tout g ≥ 10.Théorème 20 Tout graphe planaire G de maille g ≥ 10 véri�e ac(G) ≤ 2.Ce résultat permet de déduire une nouvelle borne pour µ(G) dans le 
as des graphes planairesde maille g ≥ 10.Corollaire 8 Pour tout graphe planaire G de maille g ≥ 10, on a µ(G) ≤ 4.Avant de donner les preuves de 
es théorèmes, on rappelle qu'une k-2-
oloration (
.f. Sous-se
tion 3.1.1) d'un graphe G est une k-
oloration et une orientation partielle des arêtes de G,telles que pour tout entier i, ave
 1 ≤ i ≤ k, on respe
te les 
onditions suivantes :(A) Un sommet v in
ident à une arête e, 
oloriée i et orientée vers v, n'a pas d'autre arêtein
idente 
oloriée i.(B) Tout sommet v ∈ V (G) a au plus 2 arêtes in
identes non-orientées et 
oloriées i.(C) Les arêtes non-orientées et 
oloriées i induisent un graphe a
y
lique.3.4.1 L'α-dé
omposition des triangulationsDans 
ette sous-se
tion on dé�nit une méthode de dé
omposition des triangulations en troistriangulations plus petites (i.e. ayant moins de sommets). Cette dé
omposition est utilisée dansles Sous-se
tions 3.4.2 et 3.7.1Soit T une triangulation dont la fa
e externe est uvw et telle qu'en par
ourant la fa
eexterne dans le sens des aiguilles d'une montre on ren
ontre su

essivement les sommets u, v
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ité des Grapheset w. Soit la suite x1, x2,..., xt des voisins 
ommuns de u et w, ave
 x1 = v. Cette suite esttelle que si j > i, le sommet xj est à l'intérieur du 
y
le (u,w, xi) (voir Figure 50.(a)). Lesommet partenaire de l'arête uw est le sommet x2. Dans une triangulation ave
 au moinsquatre sommets, pour toute arête xy, il existe au moins deux sommets voisins de x et de y. Lesommet partenaire est don
 bien dé�ni pour toute triangulation T 6= K3. On note dorénavant
x le sommet partenaire de l'arête uw.

2

1

3

u

w

x=x

x

x

u

x

v

y

v=x w

(a) (b)

4

Fig. 50 � Le sommet partenaire de l'arête uw, x, et le sommet y.
On 
onsidère maintenant la suite des voisins de u, en 
ommençant par le sommet v et ensuivant le sens des aiguilles d'une montre jusqu'à atteindre le sommet w. On note y le premiersommet de 
ette suite qui soit un voisin de x (voir Figure 50.(b)). Si les sommets v et x sontadja
ents on aura alors y = v. Par 
ontre, les sommets u et x ayant au moins deux voisins
ommuns (T 6= K3), et le sommet w étant le dernier sommet de la suite, on a y 6= w.Si le 
y
le (u,w, x) (resp. (u, x, y)) est un 3-
y
le séparant (i.e. ave
 des sommets à l'inté-rieur), on note Tg (resp. Td) la triangulation qui est à l'intérieur (voir Figure 51). On observeque dans la Figure 51, la triangulation Tg (resp. Td) est à gau
he (resp. à droite) de l'arête

ux. On note Te, la triangulation à l'extérieur de 
es deux 
y
les. Étant donné que w /∈ V (Td)(resp. v /∈ V (Tg)), la triangulation Td (resp. Tg) a stri
tement moins de sommets que T . Par
ontre, dans le 
as où les 
y
les (u,w, x) et (u, x, y) ne sont pas séparants, Te a autant desommets que T (Te = T ). Par dé�nition des sommets x et y, les sommets u et w (resp. u et
x) ont seulement deux voisins 
ommuns dans la triangulation Te : x et v (resp. u et y). Lesommet partenaire de l'arête uw dans la triangulation Te est don
 toujours x.
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T TeTg d

y

u

x

u

y

u

y
x

x

x

u

T
w v w w vFig. 51 � Dé
omposition de T en Te, Tg et Td.On 
onstruit Tf à partir de Te en supprimant les arêtes wx, ux et yx, puis en fusionnantles sommets u et x en un même sommet u′ (voir Figure 52). Les sommets u et x n'ayant que 2voisins en 
ommun dans la triangulation Te, w et y, la triangulation Tf est bien dé�nie, 
.à.d.sans bou
les ni arêtes multiples. Comme on a fusionné deux sommets, la triangulation Tf astri
tement moins de sommets que Te. Si Tf 6= K3, on note x′ le sommet partenaire de l'arête

u′w dans la triangulation Tf . On remarque que par dé�nition de x, le sommet x′ n'est pasadja
ent à u dans le graphe Te. En e�et, dans 
e 
as x′ serait le seul sommet in
ident à u et wdi�érent de x, 
.à.d. le sommet v, 
e qui est impossible par dé�nition de sommet partenaire.Si x′ était adja
ent à u dans Te, on aurait xi = x′ pour un entier i > 2, et le sommet x′serait dans Tg et non pas dans Te.
u

y

e

y

u’

x

x’

T T

w vvw

fFig. 52 � Constru
tion de Tf à partir de Te.3.4.2 Les graphes planairesDans 
ette sous-se
tion on prouve la Conje
ture 11. Les sous-graphes des forêts de 
henillesétant eux aussi des forêts de 
henilles, il su�t de prouver 
e théorème pour les triangulations.On montre don
 
e résultat pour les triangulations en utilisant l'α-dé
omposition dé
rite dans
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ité des Graphesla Sous-se
tion 3.4.1. En fait, on prouve un résultat plus fort que la 
onje
ture.Théorème 21 Pour toute triangulation T et tout triplet (u, v,w) de sommets externes deuxà deux distin
ts, il existe une 4-2-
oloration 2-prolongeable de T\{uv, uw, vw} telle que (voirFigure 53) :� Toutes les arêtes in
identes à u sont 
oloriées 1. De plus, elles sont toutes orientées de uvers l'autre extrémité, sauf l'arête ux qui est non-orientée (x étant le sommet partenairede uw).� Toutes les arêtes in
identes à v sont 
oloriées 2 et orientées de v vers l'autre extrémité.� Toutes les arêtes in
identes à w sont 
oloriées 3 et orientées de w vers l'autre extrémité.
u

w v

1 1 1 1 1 23 33 x3 3 22Fig. 53 � Le Théorème 21.Preuve : On prouve 
e théorème par ré
urren
e sur le nombre de sommets de T . Si T =

K3 ou K4, il est 
lair que le Théorème est vrai. Si T est une triangulation ayant au moins
inq sommets, on 
onsidère les triangulations Tf , Td et Tg obtenues par α-dé
omposition.Cha
une des 3 triangulations ayant moins de sommets que T , on leur applique l'hypothèsede ré
urren
e. On l'applique tout d'abord à la triangulation Tf pour le triplet (u′, v, w). Onnote cf la 4-2-
oloration des arêtes internes (i.e. non-externes) de Tf ainsi obtenue. Si l'arête
xy ∈ E(Tf ) est 
oloriée i et est non-orientée (resp. orientée vers y) on note cf (xy) = (i; ·, ·)(resp. cf (xy) = (i;x, y)).

1 1

1 1

1

2

2
2

23
3

3

1 1 1 1

2

2
2

23

3
3

3

1
1

u

y

e

y

u’

x

x’

T T

w vvw

fFig. 54 � 4-2-
oloration de Te à partir de 
elle de Tf .
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ité 
henille 113On montre que le Théorème 21 est vrai pour la triangulation Te en 
onstruisant la 4-2-
oloration ce de la façon suivante (voir Figure 54) :� ce(e) = cf (e) si e ∈ Tf\{u′}.� ce(ua) = cf (u′a) si a 6= x.� ce(xa) = cf (u′a) si a 6= u, y et w.� ce(xu) = (1; ·, ·), l'arête xu est don
 non-orientée et 
oloriée 1.� ce(xw) = (1;w, x), l'arête xw est don
 orientée vers x et 
oloriée 3.� ce(xy) = (2; y, x) si y est interne dans F2. Sinon ce(xy) = (4; y, x).On montre tout d'abord que ce est bien une 4-2-
oloration puisque elle véri�e les 
onditions(A), (B) et (C).(A) Les sommets autres que u, w, x ou y ont leurs arêtes in
identes 
oloriées 
omme dans cf ,qui est une 4-2-
oloration : ils véri�ent don
 bien la 
ondition (A). Les sommets u et wn'ont pas d'arêtes in
identes orientées vers eux : ils véri�ent don
 bien la 
ondition (A).Le sommet x a deux arêtes in
identes orientées vers lui qui sont 
oloriées 3 et 2, ou bien3 et 4. Les autres arêtes in
identes à x sont toutes 
oloriées 1 et ne sont pas orientéesvers x : le sommet x véri�e don
 bien la 
ondition (A). Finalement pour le sommet y,les arêtes in
identes à y, autres que xy, sont 
oloriées et orientées 
omme dans cf , quiest une 4-2-
oloration.� Si dans la 
oloration ce le sommet y est interne dans F2, il en est de même dans la
oloration cf . On peut don
 orienter l'arête xy vers x et la 
olorier 2.� Si dans la 
oloration ce le sommet y n'est pas interne dans F2, alors y 6= v. Ce
iimplique que y est une extrémité dans F1 (l'arête uy est orientée vers y et est
oloriée 1). La 
oloration cf étant 2-prolongeable, le sommet y est don
 internedans F3 et F4. On peut don
 orienter l'arête xy vers x et la 
olorier 4.Le sommet y véri�e bien la 
ondition (A).(B) Les sommets autres que u, w, x ou y ont leurs arêtes in
identes 
oloriées 
omme dans
cf , qui est une 4-2-
oloration : ils véri�ent don
 bien la 
ondition (B). Les sommets u,
v et x ont respe
tivement 1, 0 et 2 arêtes in
identes non-orientées : ils véri�ent don
bien la 
ondition (B). Pour tout k ∈ {1, 2, 3, 4}, le sommet y a autant d'arêtes in
identesnon-orientées et 
oloriées k que dans cf , qui est une 4-2-
oloration : le sommet y véri�edon
 bien la 
ondition (B).(C) En passant de la 
oloration cf à ce, on a ajouté une seule arête non-orientée, l'arête
ux. Don
, s'il y avait un 
y
le d'arêtes non-orientées dans Fi, pour 1 ≤ i ≤ 4, alors
e 
y
le passerait par l'arête ux. Or, le sommet u n'étant in
ident qu'à une seule arêtenon-orientée, l'arête ux, il n'y a pas de tel 
y
le.
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ité des GraphesOn montre maintenant que ce est bien 2-prolongeable. En e�et, les sommets autres que
u, w, x ou y ayant leurs arêtes in
identes 
oloriées 
omme dans cf , qui est une 4-2-
oloration2-prolongeable : 
es sommets sont ≥2-internes. Dans la 
oloration ce les sommets u, w et x ontrespe
tivement 0, 0 et 2 arêtes in
identes orientées vers eux, ils sont don
 bien ≥2-internes.Finalement, le sommet y a autant d'arêtes in
identes orientées vers lui que dans cf , 
'est don
bien un sommet ≥2-interne.On véri�e �nalement que les arêtes in
identes aux sommets u, v et w sont bien 
oloriéeset orientées 
omme dé
rit dans le Théorème 21 :� Les arêtes in
identes à u sont bien toute 
oloriées 1. De plus, l'arête ux est bien la seulequi soit non-orientée. En e�et, le sommet x′ n'est pas adja
ent à u.� Même dans le 
as où v = y, toutes les arêtes in
identes à v sont 
oloriées 2 et orientéesde v vers l'autre extrémité.� Toutes les arêtes in
identes à w, y 
ompris wx, sont 
oloriées 3 et orientées de w versl'autre extrémité.Les 
ouleurs s et t sont dé�nie de la façon suivante : s est la 
ouleur de l'arête xy, s ∈ {2, 4},et t est 
elle qui est di�érente de 1, 3 et s.Remarque 3.4.1 Dans la 4-2-
oloration ce de Te, le sommet x est interne dans F1 et Ft etau
une de ses arêtes in
identes n'est 
oloriée t.On va maintenant prolonger la 
oloration de Te a�n d'obtenir un 
oloration c de T .Comme Tg et Td ont moins de sommets que T , on applique l'hypothèse de ré
urren
e à Tgpour le triplet (x, u,w), ainsi que à Td pour le triplet (x, u, y) et on obtient les 
olorations
cg et cd. On permute les 
ouleurs de cg (resp. cd) a�n que les arêtes 
oloriées 1, 2, 3 ou 4soient désormais respe
tivement 
oloriées t, 1, 3 et s (resp. t, 1, s et 3). On dé�nit en�n c dela façon suivante :

c(e) =











ce(e) si e ∈ E(Te)\{uv, uw, vw}
cg(e) si e ∈ E(Tg)\{ux, uw,wx}
cd(e) si e ∈ E(Td)\{ux, uy, xy}On montre tout d'abord que c est bien une 4-2-
oloration puisque elle véri�e les 
onditions(A), (B) et (C).(A) Les sommets autres que u, w, x ou y ont leurs arêtes in
identes 
oloriées 
omme dans

ce, cg ou bien cd, qui sont toutes trois des 4-2-
olorations : 
es sommets véri�ent don
bien la 
ondition (A). Les sommets u et w n'ont pas d'arêtes in
identes orientées verseux : ils véri�ent don
 bien la 
ondition (A). Dans la 
oloration ce, le sommet x (resp. y)est interne dans Ft (resp. Fs), il n'y a don
 pas d'arêtes 
oloriée t (resp. s) orientée vers
x (resp. y). Comme dans cg et cd les arêtes in
identes à x (resp. y) sont toutes 
oloriées
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tFig. 55 � Les 4-2-
olorations de Te, Tg et Td.

t (resp. s) et ne sont pas orientées vers x (resp. y), le sommet x (resp. y) véri�e don
bien la 
ondition (A).(B) Les sommets autres que u, w, x ou y ont leurs arêtes in
identes 
oloriées 
omme dans
ce, cg ou bien cd, qui sont toutes trois des 4-2-
olorations : 
es sommets véri�ent don
bien la 
ondition (B). Les sommets u et w ont respe
tivement 1 et 0 arêtes in
identesnon-orientées : ils véri�ent don
 bien la 
ondition (B). Le sommet x a au plus deuxarêtes in
identes non-orientées et 
oloriées 1 (les arêtes ux et xx′) et au plus deux arêtesin
identes non-orientées et 
oloriées t (une dans Tg et une dans Td) : le sommet x véri�edon
 bien la 
ondition (B). Le sommet y n'a pas d'arêtes in
identes non-orientées dans
Td. Comme la 
oloration ce est une 4-2-
oloration, le sommet y véri�e don
 bien la
ondition (B).(C) Comme ce, cg et cd sont des 4-2-
olorations, s'il y a un 
y
le d'arêtes non-orientéesdans Fi, pour 1 ≤ i ≤ 4, 
e 
y
le passe for
ément par au moins deux des graphes
Te\{uv, uw, vw}, Tg\{ux, uw,wx} et Td\{ux, uy, xy}. Or les sommets u, w, et yn'ayant pas d'arêtes in
identes non-orientées dans les graphes Tg\{ux, uw,wx} et
Td\{ux, uy, xy}, un tel 
y
le �entrant� dans Tg\{ux, uw,wx} ou Td\{ux, uy, xy} parle sommet x ne pourrait pas �ressortir�. La 
ondition (C) est don
 véri�ée.On montre maintenant que c est bien 2-prolongeable. En e�et, les sommets autres que u,

w, x ou y ayant leurs arêtes in
identes 
oloriées 
omme dans ce, cg et cd, qui sont toutes troisdes 4-2-
olorations 2-prolongeables : 
es sommets sont ≥2-internes. De plus, au
une des arêtes
oloriées par cg ou par cd n'étant orientée vers l'un des sommets, u, w, x ou y, et la 
oloration
ce étant 2-prolongeable, les sommets u, w, x et y, sont bien ≥2-internes.Il est �nalement aisé de véri�er que les arêtes in
identes à u (resp. v ou w) sont 
oloriéeset orientées de façon 
omme indiqué dans le théorème. 2Il est possible de transformer 
ette preuve en un algorithme de partition des arêtes d'ungraphe planaire en 4 forêts de 
henilles. De plus, en utilisant une stru
ture de données adaptée,
ette algorithme serait linéaire en |V (G)|.
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ité des Graphes3.4.3 NP-
omplétude de 2-ARB-INT-d-BORNÉE, pour d ≥ 2On rappelle que le problème 2-COLORATION 1-IMPROPRE prend en entrée un graphe
G et indique si 
e graphe admet une 2-
oloration de ses sommets telle que 
haque sommeta au plus un voisin de la même 
ouleur que lui. On prouve le Théorème 18 par rédu
tionpolynomial de 2-COLORATION 1-IMPROPRE. Dans le reste de 
ette sous-se
tion, d est unentier quel
onque tel que d ≥ 2.Preuve du Théorème 18 : Il est su�sant de montrer (
.f. Lemme 3.1.1) que, pour toutentier d ≥ 2, dé
ider si un graphe G, planaire, biparti et de maille g ≥ 6 est 2-d-
oloriable, estun problème NP-
omplet. Il est 
lair que dé
ider si un graphe est 2-1-
oloriable est dans NP.On montre don
 que 
e problème est NP-dur par rédu
tion polynomial de 2-COLORATION1-IMPROPRE.On 
onsidère les graphes A, B, C et D représentés dans la Figure 56 et on étudie lesdi�érentes 2-d-
olorations possibles de 
es graphes.

A

A

BB

BB

a1
a2

a3

a1
a2

b1

ai bj

c1

ck

u′ u

d1

dk

ai aj

bkave
 k = 2d + 1ave
 k = 2d + 3

DCBA Fig. 56 � Les graphes A, B, C et D.Fait 1 Le graphe A est 2-d-
oloriable et dans toutes ses 2-d-
olorations les sommets ai et bjsont internes dans une même forêt. De plus, il existe une 2-d-
oloration de A où toutes lesarêtes in
identes à ai ou à bj ont la même 
ouleur et sont orientées de ai ou de bj vers l'autreextremité.Preuve : On 
onsidère une 2-d-
oloration de A. Les sommets ai et bj étant de degré
2d + 3, ils sont ≥1-internes (
.f. Lemme 3.1.2). Si les sommets ai et bj ne sont pas internesdans la même forêt, 
e
i implique que 
es sommets sont 1-internes respe
tivement dans F1et F2. Ces sommets ont don
 
ha
un au plus d arêtes in
identes non-orientées et au plus unearête in
idente orientée vers eux. Il y a don
 un entier p tel que les arêtes aicp et bjdp sontrespe
tivement orientées vers cp et dp. Comme ai et bj sont 1-internes respe
tivement dans F1et F2, les arêtes aicp et bjdp sont respe
tivement 
oloriées 1 et 2. Ce
i est impossible puisquedans 
e 
as l'arête cpdp ne peut être 
oloriée ni 1, ni 2. Les sommets ai et bj sont don
 internesdans la même forêt.Une des 2-d-
olorations de A est telle que toutes les arêtes in
identes à ai ou bj ont lamême 
ouleur, disons 1, et sont orientées de ai ou de bj vers l'autre extremité. En e�et, 
ela
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oloriées 2. 2Fait 2 Le graphe B est 2-d-
oloriable et dans toutes ses 2-d-
olorations les sommets ai et ajsont internes dans deux forêts distin
tes. De plus, il existe une 2-d-
oloration de B où toutesles arêtes in
identes à ai ou à aj sont orientées de ai ou bien de aj vers l'autre extremité etoù les arête in
identes à ai sont 
oloriées 1 et 
elles in
identes à aj sont 
oloriées 2.Preuve : Le sommet ai étant de degré 2d + 1, 
e sommet a au moins une arête in
idente
aibl, ave
 1 ≤ l ≤ 2d + 1, orientée de ai vers bl. Or d'après le Fait 1 les sommets aj et bl sontinterne dans la même forêt, disons F1. Ce
i implique que l'arête aibl est 
oloriée 2, et don
 que
ai est interne dans F2. Les sommet ai et aj sont don
 bien internes dans deux forêts distin
tes.On utilise la 
oloration dé
rite dans le Fait 1 pour 
olorier 
haque 
opie de A de façon à 
eque toutes les arêtes in
identes à aj et toutes les arêtes in
identes à bm, ave
 1 ≤ m ≤ 2d + 1,sauf l'arête aibm, soient 
oloriées 2 et orientées de aj ou de bm vers l'autre extrémité. On
olorie �nalement 1 les arêtes aibm, ave
 1 ≤ m ≤ 2d + 1, et on les oriente vers bm. 2Fait 3 Le graphe C est 2-d-
oloriable et dans toutes ses 2-d-
olorations au moins une desarêtes u′ai, ave
 1 ≤ i ≤ 3 est non-orientée. De plus, il existe des 2-d-
olorations de C oùl'arête u′a1 et non-orientée et où les autres arêtes u′ai sont orientées vers ai.Preuve : On 
onsidère les 2-d-
olorations de C sans arête u′ai non-orientée. Le sommet u′étant de degré 3, u′ est ≥1-interne (
.f. Lemme 3.1.2). Le sommet u′ a don
 au plus une deses arêtes in
identes orientée vers lui.� Si toutes les arêtes u′ai sont orientées vers ai, alors deux d'entre elles sont de la même
ouleur. On 
onsidère don
 que les aretes u′a1 et u′a2 sont 
oloriées 1. Les sommets a1et a2 ne sont don
 pas internes dans F1. D'après le Fait 2, la 
opie de B reliant a1 et a2n'est don
 pas 2-d-
oloriable.� Si une des arêtes u′ai est orientée vers u′, disons u′a3, et qu'elle est 
oloriée 2, alors lesautres arêtes u′ai sont orientées vers ai et 
oloriées 1. On vient de le voir que dans 
e
as la 
opie de B reliant a1 et a2 n'est pas 2-d-
oloriable.Il y a don
, dans toute 2-d-
oloration de C, une arête u′ai non-orientée.On utilise la 2-d-
oloration dé
rite dans le Fait 2 a�n de 
olorier les 
opies de B de façon à
e que les arêtes in
identes à un sommet ai, autres que u′ai, soient orientées de ai vers l'autreextrémité et de façon à 
e que 
elles qui soient in
identes à a1 (resp. a2) soient 
oloriées 1(resp. 2). Pour les arêtes in
identes à a3 dans la 
opie de B qui relie a3 à a1 (resp. a2) onutilise la 
ouleur 2 (resp. 1). On 
omplète 
ette 
oloration en orientant les arêtes u′a1 et u′a2respe
tivement vers a1 et a2, en laissant l'arête u′a3 non-orientée et en 
oloriant les arêtes
u′a1, u′a2 et u′a3 respe
tivement 2, 1 et 1. 2
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ité des GraphesFait 4 Le graphe D admet des 2-d-
olorations où les arêtes ua1 et ua2 sont de la même
ouleur. Dans 
ha
une des 
es 
olorations, au moins une des arêtes uai est non-orientée. Deplus, de telles 
olorations ave
 exa
tement une des arêtes uai non-orientée existent.Preuve : Si les deux arêtes ua1 et ua2 sont 
oloriées 1 et orientées vers ai, alors les sommets
ai ne sont pas internes dans F1, 
e qui est impossible d'après le Fait 2.Si on oriente ua1 vers a1, que l'on laisse ua2 non-orientée et que l'on 
olorie 1 
es arêtesalors on peut 
ompléter 
ette 2-d-
oloration de D. Pour 
ela on utilise la 
oloration de Bdé
rite dans le Fait 2 de façon à 
e que les arêtes in
identes à a1, autres que ua1, soienttoutes 
oloriées 2 ; et de façon à 
e que les arêtes in
identes à a2, autres que ua2, soient toutes
oloriées 1 et orientées de a2 vers l'autre extrémité. 2Le gadget d'un sommet u est 
omposé de 2d 
opies de C partageant le même sommet u′,de d − 1 
opies de D partageant le même sommet u, et d'une arête uu′.

C C

D D

u

u′

=⇒u

d − 1

2d

Fig. 57 � Le gadget du sommet u.Lemme 3.4.2 Le gadget des sommets est 2-d-
oloriable et dans toutes ses 2-d-
olorations,le sommet u est 1-interne et est in
ident à au moins d − 1 arêtes non-orientées. De plus, ilexiste une 2-d-
oloration dans laquelle le sommet u est in
ident à exa
tement d − 1 arêtesnon-orientées.Si on rajoute des arêtes in
identes au sommet u, 
es arêtes seront don
 toutes de la même
ouleur et au plus une d'entre elles sera non-orientée alors que les autres seront toutes orientéesde u vers l'autre extrémité.Preuve du Lemme : On 
onsidère une 2-d-
oloration du gadget. D'après le Fait 3, lesommet u′ est in
ident à 2d arêtes non-orientées (d dans 
haque forêt). L'arêtes u′u est don
orientée vers u et on 
onsidère qu'elle est 
oloriée 2. Ce
i implique que le sommet u n'est pasinterne dans F2 mais 
omme il est de degré supérieur à 2 
e sommet est 1-interne dans F1(
.F. Lemme 3.1.2). Les arêtes in
identes à u, autres que uu′ sont don
 toutes 
oloriées 1. Ce
iimplique, d'après le Fait 4, que le sommet u est in
ident à au moins d− 1 arêtes non-orientées
oloriées 1.Finalement le Fait 3 permet de 
olorier les 
opies de C de sorte que le sommet u′ soit2-interne. On oriente l'arête uu′ vers u en la 
oloriant 2. Le Fait 3 permet ensuite de 
olorier
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opies de D de sorte que 
ha
une d'elles ne 
ontienne qu'une seule arête non-orientéein
idente à u. On obtient ainsi bien la 2-d-
oloration du gadget dé
rite dans le lemme. 2Étant donné un graphe G, on 
onstruit le graphe G′ en subdivisant 
haque arête uv ∈ E(G)et en ajoutant à 
haque sommet u ∈ V (G) le gadget de
rit dans la Figure 57. On montre quele graphe G est 2-
oloriable de façon 1-impropre si et seulement si G′ est 2-d-
oloriable.Étant donnée une 2-
oloration 1-impropre c de G on 
onstruit une 2-d-
oloration de G′de la manière suivante. D'après le Lemme 3.4.2, pour 
haque sommet u ∈ V (G), le gadget dusommet u est 2-d-
oloriable de façon à 
e que u soit 1-interne dans Fc(u) et que 
e sommet aitdéjà d − 1 arêtes non-orientées dans Fc(u). Étant donnée une arête uv ∈ E(G), subdivisé parun sommet x dans G′,� si c(u) 6= c(v), on oriente les arêtes ux et vx vers x et on les 
olorie respe
tivement c(u)et c(v).� si c(u) = c(v), on laisse les arêtes ux et vx non-orientées et on les 
olorie c(u).Comme un sommet u ∈ V (G) a au plus un voisin v tel que c(u) = c(v), 
e même sommet uaura bien au plus d arêtes in
identes non-orientées dans Fc(u).Étant donnée une 2-d-
oloration de G′ on 
onstruit une 2-
oloration 1-impropre c de Gde la manière suivante. D'après le Lemme 3.4.2, 
haque sommet u ∈ V (G) est 1-interne dans
G′. On 
olorie i un sommet u ∈ V (G) si 
e sommet est 1-interne dans Fi. Or le Lemme 3.4.2,et les 
olorations possibles de la 
haîne (u, x, v) (uv étant une arête de G) impliquent qu'unsommet u ∈ V (G) a au plus un voisin v dans G tel que u et v soient 1-interne dans la mêmeforêt dans G′. La 2-
oloration des sommets de G obtenue est don
 bien 1-impropre. 23.4.4 Les graphes planaires de maille g ≥ 6On rappelle qu'un k-d-
oloration d'un graphe G est dite p-prolongeable si tout les sommetsde G sont ≥p-internes.Preuve du Théorème 19 : La propriété suivante implique le Théorème 19 (
.f. Lemmes3.1.1 et 3.3.6).Propriété 4 Tout graphe G tel que Dmm(G) < 3 admet une 3-2-
oloration 2-prolongeable.On prouve 
ette propriété par dé
hargement. Soit le graphe G, un 
ontre-exemple qui minimise
|V (G)|.Lemme 3.4.3 Le 
ontre-exemple minimal G, ne 
ontient pas :(1) de sommet v tel que deg(v) ≤ 1, ni(2) d'arête uv telle que deg(u) = 2 et deg(v) ≤ 5.



120 Chapitre 3. L' Arbori
ité des GraphesPreuve du Lemme 3.4.3 : (1) Si G a un sommet v tel que deg(v) ≤ 1 alors, par minimalitéde G, le graphe G \ {v} admet une 3-2-
oloration 2-prolongeable. Si deg(v) = 0 alors 
ette
oloration est une 3-2-
oloration 2-prolongeable de G. Si deg(v) = 1, on note u l'unique voisinde v dans G. On étend simplement la 3-2-
oloration de G \ {v} à G en orientant l'arête uvde u vers v et en la 
oloriant i, i étant tel que u est interne dans Fi. Il est simple de voirque 
ette 
oloration est bien une 3-2-
oloration 2-prolongeable de G. Le graphe G n'étant, pardé�nition, pas 3-2-
olorable de façon 2-prolongeable, G ne 
ontient don
 pas de sommet v telque deg(v) ≤ 1.(2) Si G a une arête uv telle que deg(u) = 2 et deg(v) ≤ 5. On note w le se
ond voisin de
u. le graphe G \ {u} admet une 3-2-
oloration 2-prolongeable telle que v est interne dans lesforêts F1 et F2. Si dans G \ {u}, toutes les arête in
identes à v sont non-orientées et 
oloriées1 ou 2, on laisse l'arête uv non-orientée et on la 
olorie 3. On oriente alors uw vers u et on la
olorie 1 ou 2 (selon que w est interne dans F1 ou F2), et on obtient alors une 3-2-
oloration2-prolongeable de G. Sinon, le sommet v étant de degré au plus 4 dans G \ {u}, il existeun entier i ∈ {1, 2} tel que v a au plus une arête in
idente non-orientées et 
oloriée i dans
G \ {u}. Dans 
e 
as là, l'arête uv est non-orientées et on la 
olorie i. On oriente alors uwvers u et on la 
olorie 2 ou 3 (selon que w est interne dans F2 ou F3), et on obtient alors une3-2-
oloration 2-prolongeable de G. Le graphe G n'étant, par dé�nition, pas 3-2-
olorable defaçon 2-prolongeable, G ne 
ontient don
 pas d'arête uv telle que deg(u) = 2 et deg(v) ≤ 5. 2On assigne à 
haque sommet v ∈ V (G) une 
harge initiale est égale à son degré (δ(v) =

deg(v)). On pro
ède ensuite à l' étape de dé
hargement où 
haque sommet v de degré aumoins 3 donne 1
2 à 
ha
un de ses voisins de degré 2. On véri�e que 
haque sommet v ∈ V (G)a une 
harge �nale δ∗(v) ≥ 3 :� deg(v) = 2 : v a deux voisins de degré au moins 6 (Lemme 3.4.3), don
 δ∗(v) = 2+21

2 = 3.� deg(v) = k, ave
 3 ≤ k ≤ 5 : v n'a pas de voisin de degré 2, don
 δ∗(v) = k ≥ 3.� deg(v) = k ≥ 6 : v a au plus k voisins de degré 2, don
 δ∗(v) ≥ k − k 1
2 = k

2 ≥ 3.Par 
onservation des 
harges, le degré moyen maximum de G est don
 supérieur ou égale àtrois, 
e qui est en 
ontradi
tion ave
 la dé�nition de G. Le 
ontre-exemple G n'existe don
pas. 23.4.5 Les graphes planaires de maille g ≥ 10Preuve du Théorème 20 : La propriété suivante implique le Théorème 20 (
.f. Lemmes3.1.1 et 3.3.6).Propriété 5 Tout graphe G tel que Dmm(G) < 5
2 admet une 2-2-
oloration 1-prolongeable.
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ité 
henille 121On prouve 
ette propriété par dé
hargement. Soit le graphe G, un 
ontre-exemple qui minimise
|V (G)|.
(i) (ii) (iii) (iv) (v) (vi)x

y z

x

y z

x

y

z

x

yy
y

x
x

w w

Fig. 58 � Les 
on�gurations interdites.Lemme 3.4.4 Le 
ontre-exemple minimal G, ne 
ontient au
une des 
on�gurations de laFigure 58.Pour prouver 
e lemme on utilise le fait suivant :Fait 5 Si un graphe H est 2-2-
oloriable de façon 1-prolongeable et 
ontient un sommet xdont tous les voisins sont de degré 2, alors H admet une 2-2-
oloration 1-prolongeable danslaquelle x est 2-interne.Preuve : On modi�e une 2-2-
oloration 1-prolongeable de H a�n d'obtenir une 2-2-
oloration1-prolongeable dans laquelle le sommet x est 2-interne. Si le sommet x n'est pas 2-interne,alors une arête in
idente à x, wx, est orientée vers x et est 
oloriée i, ave
 i ∈ {1, 2}. Dans 
e
as, toutes les autres arêtes in
identes à x sont 
oloriées 3 − i. On modi�e la 
oloration de Hen enlevant sont orientation à l'arête wx. L'arête wx est maintenant non-orientée et 
oloriée
i. Il est simple de véri�er que, le sommet w étant de degré 2, 
ette 
oloration est bien une2-2-
oloration 1-prolongeable dans laquelle x est 2-interne. 2Preuve du Lemme 3.4.4 : On prouve le lemme en montrant que si G 
ontenait l'une de
es 
on�gurations, alors G serait 2-2-
oloriable de façon 1-prolongeable, 
e qui 
ontredirait ladé�nition de G. On traite les di�érentes 
on�gurations :(i) Par minimalité de |V (G)|, le graphe G \ {y} admet une 2-2-
oloration 1-prolongeable.Or le sommet x étant interne dans au moins une des forêts, disons F1, on peut étendre
ette 
oloration à tout le graphe G en orientant l'arête xy vers y et en la 
oloriant 1.(ii) (iii) Par minimalité de |V (G)|, le graphe G \ {w, x} admet une 2-2-
oloration 1-prolongeabledans laquelle le sommet v est interne dans F1. On distingue deux 
as suivant que y estinterne dans F1, ou pas.� Si y est interne dans F1, on peut étendre 
ette 
oloration à tout le graphe G en
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oloriant 1, en orientant l'arête xy vers x et enla 
oloriant 1 et en laissant l'arête wy non-orientée et en la 
oloriant 2.� Si y n'est pas interne dans F1 
ela signi�e que l'une de ses arêtes in
idente est
oloriée 1. Le sommet y a don
 au plus une arête in
idente non-orientée et 
oloriée2. On peut don
 étendre la 
oloration à tout le graphe G en orientant l'arête vwvers w et en la 
oloriant 1, puis en laissant les arêtes xy et wy non-orientées et
oloriées 2.(iv) (v) (vi) Par minimalité de |V (G)|, et d'après le Fait 5, le graphe G \ {y} a une 2-2-
oloration1-prolongeable dans laquelle le sommet x est 2-interne. Le sommet z étant ≥1-interneet de degré au plus 2 dans G \ {y}, il est toujours possible de 
olorié l'arête yz en lalaissant non-orientée. Si yz est 
oloriée 1 (resp. 2) on oriente l'arête xy vers y et on la
olorie 2 (resp. 1).
2Un sommet v est dit mort s'il est de degré 3 et que tous ses voisins sont de degré 2. Unsommet v est dit faible s'il est de degré 2 et que l'un de ses voisins, u, est de degré 2 oubien est un sommet mort. On pro
ède maintenant à l'étape de dé
hargement a�n de prouverqu'un tel graphe G n'existe pas. La 
harge initiale de 
haque sommet est égale à son degré(δ(v) = deg(v)). On utilise ensuite la règle de dé
hargement suivante :Chaque sommet de degré au moins 4 donne :� 1

2 à ses voisins faibles et� 1
4 à ses autres voisins de degré 2.de plus, 
haque sommet de degré 3 et non mort donne :� 1
4 à ses voisins de degré 2.Cette pro
édure est telle que 
haque sommet v ∈ V (G) a une 
harge �nale d∗(v) ≥ 5

2 . On
onsidère di�érents 
as suivant le degré et la nature de v :� deg(v) = 1 : G ne 
ontient pas de tel sommet (
.f. 
on�guration (i)).� deg(v) = 2 et v est faible : v a un voisin de degré au moins 4 (
.f. 
on�gurations (ii),(iii) et (iv)), don
 δ∗(v) = 2 + 1
2 = 5

2 .� deg(v) = 2 et v n'est pas faible : v reçoit 1
4 de 
ha
un de ses voisins, don
 δ∗(v) ≥

2 + 21
4 = 5

2 .� deg(v) = 3 et v est mort : v ne donne et ne reçoit rien, don
 δ∗(v) = d(v) = 3 > 5
2 .� deg(v) = 3 et v n'est pas mort : v a au plus deux voisins de degré 2, don
 δ∗(v) ≥

3 − 21
4 = 5

2 .� deg(v) = 4 et que l'un de ses voisins est de degré au moins 3 : v donne au plus 1
2 à sesvoisins de degré 2, don
 δ∗(v) ≥ 4 − 31

2 = 5
2 .
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un des voisins de v n'est faible(
.f. 
on�gurations (v) et (vi)), v donne don
 1
4 à 
ha
un de ses voisins, don
 δ∗(v) =

4 − 41
4 = 3 ≥ 5

2 .� deg(v) = k ≥ 5 : v donne au plus 1
2 à 
ha
un de ses voisins, don
 δ∗(v) ≥ k−k 1

2 = k
2 ≥ 5

2 .Par 
onservation des 
harges, le degré moyen maximum de G est don
 supérieur ou égale à 5
2 ,
e qui est en 
ontradi
tion ave
 la dé�nition de G. Le 
ontre-exemple G n'existe don
 pas. 23.5 Arbori
ité intérieurement 3-bornée des graphes planairesCe type d'arbori
ité n'a pas été étudié auparavant. Cependant, on a vu dans les se
tionspré
édentes que les problèmes 2-ARB-INT-3-BORNÉE (
.f. Théorème 18) et 3-ARB-INT-3-BORNÉE (
.f. Théorème 15) sont NP-
omplets même si l'on se restreint aux graphes planaires,bipartis et de maille respe
tivement g ≥ 6 et g ≥ 4. On a également vu dans 
es se
tions que

a3(P4) = 4 et que a3(P6) = 3. On a don
 a3(P5) = 3 ou 4. Le théorème suivant permet detran
her entre 
es deux valeurs.Théorème 22 Tout graphe planaire G de maille g ≥ 5 véri�e a3(G) ≤ 3.On rappelle qu'une k-2-
oloration (
.f. Sous-se
tion 3.1.1) d'un graphe G est une k-
oloration et une orientation partielle des arêtes de G, telles que pour tout entier i, ave

1 ≤ i ≤ k, on respe
te les 
onditions suivantes :(A) Un sommet v in
ident à une arête e, 
oloriée i et orientée vers v, n'a pas d'autre arêtein
idente 
oloriée i.(B) Tout sommet v ∈ V (G) a au plus 3 arêtes in
identes non-orientées et 
oloriées i.(C) Les arêtes non-orientées et 
oloriées i induisent un graphe a
y
lique.3.5.1 Les graphes planaires de maille g ≥ 5Preuve du Théorème 22 : La propriété suivante implique le Théorème 22 (
.f. Lemmes3.1.1 et 3.3.6).Propriété 6 Tout graphe G tel que Dmm(G) < 10

3 admet une 3-3-
oloration 2-prolongeable.On prouve 
ette propriété par dé
hargement. Soit le graphe G, un 
ontre-exemple qui minimise
|V (G)|.Lemme 3.5.1 Le 
ontre-exemple minimum G, ne 
ontient au
une des 
on�gurations de laFigure 59.
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u v u v w

y (iii)x2

x1 x1

x0

x2

xd

ud

u1
v w x

d ≤ 6(i) (iv)(ii) v

u1

u2

ud

d ≤ 9Fig. 59 � Les 
on�gurations interdites.Preuve : On prouve le lemme en montrant que si G 
ontenait l'une de 
es 
on�gurations,alors G serait 3-3-
oloriable de façon 2-prolongeable, 
e qui 
ontredirait la dé�nition de G. Ontraite les di�érentes 
on�gurations :(i) Par minimalité de |V (G)|, le graphe G \ {v} admet une 3-3-
oloration 2-prolongeable.Or le sommet u étant interne dans au moins deux des forêts, disons F1 et F2, on peutétendre 
ette 
oloration à tout le graphe G en orientant l'arête uv vers v et en la 
oloriant1.(ii) Par minimalité de |V (G)|, le graphe G \ {w} admet une 3-3-
oloration 2-prolongeabledans laquelle le sommet v est interne dans F1 et F2.� Si toutes les arête vui sont non-orientées et 
oloriées 1 ou 2, on oriente wv vers vet on la 
olorie 3. On oriente alors xw vers w et on la 
olorie 1 ou 2 (selon que xest interne dans F1 ou F2).� Sinon, il y a au plus deux arêtes vui non-orientées dans F1 ou dans F2, disons F1.Dans 
e 
as là, on laisse l'arête vw non-orientée et on la 
olorie 1. On oriente alors
xw vers w et on la 
olorie 2 ou 3 (selon que x est interne dans F2 ou F3).(iii) Par minimalité de |V (G)|, le graphe G \ {v} admet une 3-3-
oloration 2-prolongeabledans laquelle le sommet w est interne dans F1 et F2.� Si u est un sommet interne de F3, on laisse l'arête uv non-orientée et on la 
olorie3. On oriente alors yv vers v et on la 
olorie 1 ou 2 (selon que y est interne dans
F1 ou F2), disons 1. On laisse en�n l'arête vw non-orientée et on la 
olorie 2.� Si u est une extremité de F3, une de arêtes in
identes à u, disons x1u, est orientéevers u et 
oloriée 3. Sans perte de généralité, on 
onsidère que l'arête x2u est 
oloriée1. On laisse alors les arêtes uv et vw non-orientées et on les 
olorie 2. On orienteen�n yv vers v et on la 
olorie 1 ou 3 (selon que v est interne dans F1 ou F3).(iv) Par minimalité de |V (G)|, le graphe G \ {v, u2, . . . , ud} admet une 3-3-
oloration 2-prolongeable dans laquelle le sommet u1 est interne dans F1. On laisse toutes les arêtes

vui, pour 1 ≤ i ≤ d, non-orientées et on les 
olorie 1 si 1 ≤ i ≤ 3, 2 si 4 ≤ i ≤ 6, et 3 si
7 ≤ i ≤ 9. On oriente 
ha
une des arêtes xiui, pour 2 ≤ i ≤ d, vers ui et on les 
olorieave
 une 
ouleur distin
te de 
elle de vui.

2
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ède maintenant à l'étape de dé
hargement a�n de prouver qu'un tel graphe Gn'existe pas. La 
harge initiale de 
haque sommet est égale à son degré (δ(v) = deg(v)). Onutilise ensuite la règle de dé
hargement suivante :Chaque sommet de degré au moins 4 donne :� 2
3 à 
ha
un de ses voisins de degré 2 et� 1
6 à 
ha
un de ses voisins de degré 3.Cette pro
édure est telle que 
haque sommet v ∈ V (G) a une 
harge �nale δ∗(v) ≥ 10

3 . On
onsidère di�érents 
as suivant le degré de v :� deg(v) = 1 : G ne 
ontient pas de tel sommet (
.f. 
on�guration (i)).� deg(v) = 2 : v a deux voisins de degré au moins 8 (
.f. 
on�guration (ii)), don
 δ∗(v) =

2 + 22
3 = 10

3 .� deg(v) = 3 : v n'a pas de 2-voisins (
.f. 
on�guration (ii)) et a au moins deux voisins dedegré au moins 4 (
.f. 
on�gurations (ii) et (iii)), don
 δ∗(v) ≥ 3 + 21
6 = 10

3 .� deg(v) = k, ave
 4 ≤ k ≤ 7 : v n'a pas de voisins de degré 2 (
.f. 
on�guration (ii)),don
 δ∗(v) ≥ k − k 1
6 = k 5

6 ≥ 10
3 .� deg(v) = k, ave
 8 ≤ k ≤ 9 : v a soit un sommet de degré au moins 4, soit deux sommetsde degré 3 (
.f. 
on�guration (iv)). Dans le premier 
as on a δ∗(v) ≥ k − (k − 1)2

3 =
k+2
3 ≥ 10

3 , et dans le se
ond on a δ∗(v) ≥ k − (k − 2)2
3 − 21

6 = k+3
3 > 10

3 .� d(v) = k ≥ 10 : v donne au plus 2
3 à 
ha
un de ses voisins, don
 δ∗(v) ≥ k−k 2

3 = k
3 ≥ 10

3 .Par 
onservation des 
harges, le degré moyen maximum de G est don
 supérieur ou égale à
10
3 , 
e qui est en 
ontradi
tion ave
 la dé�nition de G. Le 
ontre-exemple G n'existe don
 pas.
23.6 Arbori
ité T -ex
lueOn rappelle qu'une 
haîne Pn est une 
haîne ayant n sommets. On dé�nit l'arbre Sn,
omme étant l'arbre dont un sommet est in
ident à n 
opies de P3 (voir Figure 60). Étant

nFig. 60 � la 
haîne P4 et l'arbre Sn.donné un arbre T , une forêt T -ex
lue est une forêt dont au
un sous-graphe n'est isomorpheà T . Par exemple, étant donné un entier n ≥ 2, les forêts Pn-ex
lues (resp. K1,n-ex
lues) sont
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lues sont les forêts de degré interne maximum au plus n − 1.Un arbre est dit trivial s'il a moins de trois sommets. Pour tout arbre non-trivial T , ondé�nit l'arbori
ité T -ex
lue, notée arb-T (G), 
omme étant le plus petit entier k tel que Gsoit 
ouvrable par k forêts T -ex
lues. Ce nouvel invariant de graphe permet de regrouper plu-sieurs invariants 
ourants. Par exemple, l'indi
e 
hromatique, l'arbori
ité linéaire, l'arbori
ité
d-bornée, l'arbori
ité étoile, l'arbori
ité 
henille et l'arbori
ité intérieurement d-bornée, pour
d ≥ 1, 
orrespondent respe
tivement aux arbori
ités P3-ex
lue, K1,3-ex
lue, K1,d+1-ex
lue,
P4-ex
lue, S3-ex
lue et Sd+1-ex
lue. Comme pré
édemment, on étend la dé�nition de 
et in-variant de graphes aux ensembles de graphes. Étant donné une famille �nie ou in�nie F degraphes, on dé�nit arb-T (F) 
omme étant le maximum de arb-T (G), pour G ∈ F . Lorsque 
emaximum n'est pas dé�ni, arb-T (F) prend la valeur +∞.Observation 3.6.1 Étant donnés 2 arbres T1 et T2, si T1 est un sous-arbre de T2, alorspour tout graphe G (resp. famille F) on a arb-T1(G) ≥ arb-T2(G) (resp. famille arb-T1(F) ≥arb-T2(F)).En e�et dans 
e 
as, toute forêt T1-ex
lue est né
essairement T2-ex
lue.On dé�nit maintenant l'arbori
ité T -ex
lue minimum U(F) d'un ensemble de graphes
F 
omme étant le minimum de arb-T (F), pour tout arbre non-trivial T . Étant donné quepour tout arbre T et pour toute famille de graphe F on a arb-T (F) ≥ a(F), on a la relationsuivante pour tout arbre T et toute famille de graphe F :arb-T (F) ≥ U(F) ≥ a(F) (16)L'arbori
ité T -ex
lue minimum est un invariant qui semble pro
he de l'arbori
ité 
lassiquepuisque 
es deux invariants sont égaux sur les familles �nies de graphes. En e�et, pour toutefamille �nie F , il existe un entier l tel que l > maxG∈F |V (G)|. Toute forêt F ⊆ G ∈ F adon
 au plus l− 1 sommets et est don
 Pl-ex
lue. Toute partition d'un graphe G ∈ F en a(G)forêts est don
 une partition en forêts Pl-ex
lues.Ces invariants sont 
ependant di�érents pour 
ertaines familles in�nies de graphes. Unexemple trivial est la famille des arbres, notée A. Il est 
lair que a(A) = 1. Par 
ontre, pourtout arbre T on a arb-T (A) ≥ arb-T (T ) = 2, et don
 U(A) ≥ 2. En fait, les arbres étantd'arbori
ité étoile (i.e. P4-ex
lue) au plus deux, on a exa
tement U(A) = 2. On donne deuxautres exemples de telles familles. On montre dans les sous-se
tions suivantes que la familledes 2-arbres, notée A2, et 
elle des graphes planaires bipartis, notée Pbip, qui sont des famillesd'arbori
ité 2, sont d'arbori
ité T -ex
lue minimum au moins 3.Théorème 23 U(A2) > 2.Il est 
lair que les k-arbres sont d'arbori
ité au plus k. De plus, les k-arbres étant a
y
liquement
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(k + 1)-
oloriables, le Théorème 10 nous indique que pour tout k-arbre G on a arb-P4(G) ≤
k + 1. On a don
 U(A2) = 3.Théorème 24 U(Pbip) > 2.Pour les graphes planaires bipartis on a 
ependant pas déterminé la valeur exa
te de U(Pbip).Étant donné que les graphes planaires bipartis sont d'arbori
ité étoile au plus 4 on sait justeque U(Pbip) = 3 ou 4.Ces théorèmes semblent naturels. En e�et, tout 2-arbre (resp. graphe planaire bipartimaximum) G ayant n sommets a 2n − 3 (resp. au plus 2n − 4) arêtes. En leur rajoutant 2arêtes (resp. 3), 
es graphes auront alors 2n−1 arêtes et seront d'arbori
ité au moins trois. Cesgraphes sont don
 �quasiment� d'arbori
ité trois. Il parait don
 normal que l'on ne puisse plus
ouvrir 
es graphes ave
 deux forêts si l'on rajoute des 
ontraintes stru
turelles sur 
es forêts,à savoir qu'elles soient T -ex
lues. Le même raisonnement nous fait poser les deux 
onje
turessuivantes :Conje
ture 12 Soit Ak, l'ensemble des k-arbres. Pour tout entier k ≥ 1 on a U(Ak) ≥ k+1.Conje
ture 13 U(P3) ≥ 4.On remarque que si l'on essaie de 
ouvrir un graphe G ave
 a(G) + 1 forêts plut�t que
a(G) on gagne une grande �exibilité. On fait don
 la 
onje
ture suivante :Conje
ture 14 Pour toute famille de graphe F , on a a(F) ≤ U(F) ≤ a(F) + 1.3.6.1 Les 2-arbresPreuve du Théorème 23 : On prouve un résultat plus fort que le Théorème 23.Propriété 7 Pour toute arbre T et pour tout sous-arbre T ′ ⊆ T enra
iné en r′ il existe un2-arbre partiel, noté G(T, T ′), enra
iné en un sommet v et tel que dans toute 
ouverture de
G(T, T ′) par deux forêts F1 et F2 on a soit une 
opie de T dans F1 (T ⊆ F1), soit une 
opiede T ′ dans F1 (T ′ ⊆ F1) telle que la ra
ine de T ′ 
orresponde à 
elle de G(T, T ′) (r′ = v).Ce résultat implique bien le Théorème 23 puisque, pour tout arbre T , il existe un 2-arbrepartiel, G(T, T ), qui n'est pas 
ouvrable par 2 forêts T -ex
lues.On raisonne par l'absurde en 
onsidérant un 
ontre-exemple, un 
ouple (T, T ′) tel que
|V (T ′)| soit minimum. Étant donné un arbre T , on 
onstruit le 2-arbre H(T ) en ajoutant à
T un nouveau sommet v relié à tous les sommets de T (voir Figure 61).Dans le 
as où T ′ = K2, on pose G(T,K2) = H(T ), le sommet v étant la ra
ine. En e�et,si toutes les arêtes in
idente à v dans H(T ) sont dans F2, F2 ne pouvant pas 
ontenir de
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v

Fig. 61 � Exemple d'arbre T et le 2-arbre H(T ) 
orrespondant.
y
le, alors les autres arêtes de H(T ), formant une 
opie de T , sont toutes dans F1. On a don

T ′ 6= K2.On 
onsidère maintenant di�érents 
as suivant le degré de r′ dans T ′.� Si degT ′(r′) = 1, on note r′′ le voisin de r′ et T ′′ l'arbre T ′\r′ enra
iné en r′′. On
onsidère le graphe H(T ) enra
iné en v et |V (T )| 
opies de G(T, T ′′) enra
inées en ui,ave
 1 ≤ i ≤ |V (T )|. En identi�ant 
ha
un des sommets ui à un sommet distin
t de

H(T )\v on obtient le 2-arbre partiel G(T, T ′′). En e�et, si l'on 
ouvre 
e graphe ave
deux forêts F1 et F2 telles que F1 soit T -ex
lue, alors il existe né
ésairement une arête
vui telle que vui ∈ F1, sinon (F2 étant sans-
y
les) toutes les arêtes de H(T )\v, quiforment une 
opie de T , seraient dans F1. Or 
e sommet ui est la ra
ine d'une 
opie de
T ′′ telle que r′′ = ui. En y ajoutant l'arête vui on obtient une 
opie de T ′ ⊆ F1 enra
inéen v. Le 
ouple (T, T ′) n'est don
 pas un 
ontre-exemple.� Si degT ′(r′) ≥ 2, alors on partage T ′ en deux arbres disjoints, T ′′ et T ′′′, partageanttous deux la même ra
ine que T ′, le sommet r′, et ayant 
ha
un au moins une arête.Par minimalité de T ′ il existe bien deux 2-arbres partiels GT,T ′′ et GT,T ′′′ , enra
inés en
v′′ et v′′′. En prenant 
es deux graphes et en fusionnant leur ra
ine en un sommet v onobtient le 2-arbre partiel G(T, T ′). En e�et, si l'on 
ouvre 
e graphe ave
 deux forêts
F1 et F2 telles que F1 soit T -ex
lue, alors on a une 
opie de T ′′ ⊆ F1 et une 
opie de
T ′′′ ⊆ F1, disjointes et toutes deux enra
iné en v. Le sommet v est don
 bien la ra
ined'une 
opie de T ′ ⊆ F1. Le 
ouple (T, T ′) n'est don
 pas un 
ontre-exemple.

23.6.2 Les graphes planaires bipartisOn dé�nit les arbres enra
inés Tn pour n ≥ 1. Pour n = 1 on a T1 = K2. Pour n > 1, onobtient Tn à partir de n 
opies de Tn−1 dont on relie les ra
ines à un même nouveau sommet,qui est la ra
ine de Tn (voir Figure 62). Il est 
laire que tout arbre T est un sous-arbre de Tn,pour un entier n su�samment grand. On dé�nit les graphes planaires bipartis Gn pour n ≥ 1.Le graphe G1 est le 4-
y
le (u1, x, v1, y). Pour n > 1, on obtient Gn à partir de deux sommets,
un et vn, et 2n 
opies de Gn−1, notées Gi

n−1, ave
 1 ≤ i ≤ 2n. On note ui
n−1 et vi

n−1, les
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ité mixte 129sommets un−1 et vn−1 de la 
opie Gi
n−1. En�n, on relie un (resp. vn) à tous les sommets ui

n−1et vi
n−1 pour 1 ≤ i ≤ 2n. On voit dans la Figure 62 que les graphes Gn sont bien planaires etbipartis.

v1u1
u2 v2

u1

1

v1

1

Fig. 62 � Les arbres T1, T2 et T3 et les graphes G1 et G2.Preuve du Théorème 24 : On prouve un résultat plus fort que le Théorème 24.Propriété 8 Dans toute partition de Gn en deux forêts F1 et F2, l'un des sommets un ou vnest la ra
ine d'un arbre Tn ⊆ F1.On prouve 
e résultat par ré
urren
e sur n. Pour G1, la forêt F2 ne pouvant 
ouvrir toutesles arêtes du 
y
le, il y a bien une des arêtes in
identes à u1 ou à v1 dans F1. On 
onsidèremaintenant une partition de Gn, pour n > 1 en deux forêts F1 et F2. Les sommets ui
n−1et vi

n−1 étant �symétriques�, on 
onsidère sans perte de généralité que pour tout i 
'est lesommet ui
n−1 (et non vi

n−1) qui est la ra
ine d'un arbre Tn−1 ⊆ F1 ∩ Gi
n−1. Étant donné que

F2 ne 
ontient pas de 
y
les, il y a au plus un sommet ui
n−1 tel que les deux arêtes unui

n−1 et
vnui

n−1 sont dans F2. Ce
i implique qu'il y a soit n arêtes unui
n−1, soit n arêtes vnui

n−1 dans
F1. Les sommets ui

n−1 étant des ra
ines de Tn−1 ⊆ F1 ∩Gi
n−1, On a bien un 
opie de Tn ⊆ F1enra
iné en un ou en vn. 23.7 Arbori
ité mixte des graphesOn a vu dans les se
tions pré
édentes que les graphes planaires sont d'arbori
ité étoileau plus 5 et d'arbori
ité 
henille au plus quatre. On pourrait se demander, a�n d'a�ner nos
onnaissan
es sur les 
ouvertures possibles des graphes planaires, si par exemple les graphesplanaires sont 
ouvrables par 3 forêts de 
henilles et une forêt d'étoile. Le 
on
ept d'arbori
itémixte regroupe don
 les 
ouvertures de graphes en des forêts de type variés.Dans [BKPY05℄, Balogh, Ko
hol, Pluhár et Yu explorent une notion de 
ouverture pro
hede l'arbori
ité, les (t,D)-
ouvertures. Un graphe est (t,D)-
ouvert si l'on peut le 
ouvrir ave


t forêts et un graphe de degré maximum au plus D.Les graphes planaires externes étant d'arbori
ité au plus 2, ils sont (2, 0)-
ouvrables. De



130 Chapitre 3. L' Arbori
ité des Graphesplus, les graphes planaires externes n'étant pas de degré maximum borné, ils ne sont, pourau
un entier k > 0, (0, k)-
ouvrables. Dans [GZ99℄, les auteurs montrent que les graphesplanaires externes sont (1, 3)-
ouvrables. Dans [BKPY05℄, les auteurs a�nent 
e résultat enmontrant que les graphes planaires externes sont 
ouvrables par 2 forêts dont une est de degrémaximum au plus 3. Dans 
e même arti
le, les auteurs montrent également que 
e résultat estoptimal puisqu'ils exhibent une famille de graphes planaires externes qui ne sont pas (1, 2)-
ouvrables.Les graphes planaires étant d'arbori
ité au plus 3, ils sont (3, 0)-
ouvrables. De plus pourtout k ≥ 0, on prouve aisément que le graphe biparti 
omplet K2,2k+2, qui est planaire, n'estpas (1, k)-
ouvrables. Dans [HHL+02℄, les auteurs montrent que les graphes planaires sont
(2, 8)-
ouvrables. Dans [BKPY05℄, les auteurs a�nent 
e résultat en montrant que les graphesplanaires sont 
ouvrables par 3 forêts dont une est de degré maximum au plus 8. Dans lesdeux arti
les les auteurs s'interrogent sur la valeur du plus petit entier ∆ tel que tout grapheplanaire G est (2,∆)-
ouvrable (
.f. Problème ouvert 1 pour [HHL+02℄). Dans [BKPY05℄, lesauteurs montrent que ∆ ≥ 4 et 
onje
turent que ∆ = 4 (
.f. Conje
ture 4).On a apporté, au 
hapitre pré
édent, un début de réponse à 
ette question en montrantque ∆ ≤ 6. En e�et, le Corollaire 3 indique tout graphe planaire G est (2, 6)-
ouvrable. Ondonne, dans la Sous-se
tion 3.7.1, une réponse 
omplète en montrant un résultat plus fort quela Conje
ture 4.Théorème 25 Tout graphe planaire est 
ouvrable par trois forêts dont une est de degré maxi-mum au plus 4.Les arbres de degré maximum 4 étant 
ouvrables par deux forêts de 
haînes ou bien pardeux forêts de ≤3-étoiles (
.à.d. dont les 
omposantes 
onnexes sont K1,1, K1,2 ou K1,3), 
erésultat a plusieurs 
onséquen
es intéressantes en 
e qui 
on
erne les arbori
ités mixtes desgraphes planaires.Corollaire 9 Tout graphe planaire est 
ouvrable par :� 2 forêts et 2 forêts de 
haînes,� 2 forêts et 2 forêts de ≤3-étoiles, et� 6 forêts d'étoiles, dont 2 sont des forêts de ≤3-étoiles.Di�érents travaux portent sur les graphes planaires de maille bornée. On sait que les graphesplanaires de maille g sont :� (1, 1)-
ouvrables si g ≥ 10 (voir [BBC+04℄),� (1, 2)-
ouvrables si g ≥ 7 (voir [HHL+02℄), et� (1, 4)-
ouvrables si g ≥ 5 (voir [HHL+02℄).
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ité mixte 131On remarque que les graphes de degré maximum deux ne sont pas né
essairement des forêts.On prouve dans la Sous-se
tion 3.7.2 le résultat suivant pour les graphes planaires de maille
g ≥ 8.Théorème 26 Tout graphe planaire de maille g ≥ 8 est 
ouvrable par une forêt et une forêtde 
haînes.On rappelle que µ(G) = minf maxC l(C), où le minimum se fait sur toutes les bije
tions
f : E(G) −→ [1..|E(G)|], où le maximum se fait sur toutes les 
haînes 
roissantes C et où l(C)est la longueur de la 
haîne C. Le Théorème 17 et di�érents résultats 
on
ernant les arbori
itésmixtes et non-mixtes des graphes planaires permettent d'obtenir des bornes supérieur pour
µ(G). On regroupe 
es bornes dans le théorème suivant :Théorème 27 Tout graphe planaire G de maille g véri�e :� µ(G) ≤ 4 si g ≥ 10,� µ(G) ≤ 5 si g ≥ 8,� µ(G) ≤ 6 si g ≥ 4, et� µ(G) ≤ 8 si g ≥ 3.Preuve : On rappelle que pour les forêts F , les forêts de 
henilles C et les graphes de degrémaximum un M on a µ(F ) ≤ 3, µ(C) ≤ 2 et µ(M) ≤ 1 [RSY01℄. De plus, si un graphe G est
ouvert par H1 et H2 on a µ(G) ≤ µ(H1) + µ(H2) [RSY01℄.� Tout graphe planaire G de maille 10 étant 
ouvrable par une forêt et un graphe de degrémaximum un [BBC+04℄, on a µ(G) ≤ 3 + 1.� Tout graphe planaire G de maille 8 étant 
ouvrable par une forêt et une forêt de 
haînes(
.f. Théorème 26), on a µ(G) ≤ 3 + 2.� Tout graphe planaire G de maille 4 étant 
ouvrable par 2 forêts (
.f. Théorème deNash-Williams), on a µ(G) ≤ 3 + 3.� Tout graphe planaire G étant 
ouvrable par 4 forêts de 
henilles (
.f. Théorème 25), ona µ(G) ≤ 2 + 2 + 2 + 2.

2On remarque aisément que tout 
y
le de longueur impaire C2n+1 véri�e µ(C2n+1) = 3. Onsait don
 que pour tout entier g ≥ 3 on a µ(Pg) ≥ 3. Étant donné que µ(Pg) ≤ 4, pour g ≥ 10,on se pose la question suivante :Problème ouvert 6 Existe-t-il un entier g tel que µ(Pg) = 3 ?On ne peut malheureusement pas répondre positivement à 
e problème en montrant que toutgraphe planaire de maille au moins g est 
ouvrable par une forêt de 
henille et un graphe dedegré maximum un. En e�et :
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ité des GraphesThéorème 28 Pour tout entier ∆ ≥ 0, l'arbre T∆ représenté dans la Figure 63 n'est pas
ouvrable par une forêt de 
henille et une forêt de degré maximum au plus ∆.
a

b1

c1
1

cl
1

c1
k

cl
k

k = ∆ + 3

l = ∆ + 1

ave
etbkFig. 63 � L'arbre T∆.Preuve : On raisonne par l'arbsurde en 
onsidérant que T∆ est l'union d'une forêt de degrémaximum ∆, notée F , et d'une forêt de 
henille, notée C. Étant donné que ∆(F ) ≤ ∆, lesommet a de T∆ a au moins trois arêtes in
identes dans C, disons ab1, ab2 et ab3. Le mêmeargument implique que pour tout entier i ∈ [1 . . . k], une des arêtes bic
j
i , disons bic

1
i , est dans

C. Les arêtes ab1, ab2, ab3, b1c
1
1, b2c

1
2 et b3c

1
3, formant un graphe S3, sont toutes dans C 
equi est impossible puisque les forêts de 
henilles dont des forêts S3-ex
lues. L'arbre T∆ n'estdon
 pas 
ouvrable par une forêt de 
henille et une forêt de degré maximum au plus ∆. 2En 
e qui 
on
erne les bornes inférieures de µ(F) on sait juste que µ(P3) ≥ 6 et µ(P4) ≥ 5[RSY01℄. On sait don
 que :

6 ≤ µ(P3) ≤ 8 (17)
5 ≤ µ(P4) ≤ 6 (18)On s'interroge don
 sur la valeur exa
te de µ(F) pour 
es deux familles de graphes. On
onstate par exemple qu'on ne peut pas borner µ(P3) par 7 (resp. µ(P4) par 5) en montrantque tout graphe G ∈ P3 (resp. G ∈ P4) est 
ouvrable par une forêt et deux (resp. une) forêtsde 
henilles.

a

d1

c1

c2

c3

b

c21

a

c1

d1

c2

d2

c3

c11

b

e1

d2

e2

Fig. 64 � Les graphes H1 et H2.Théorème 29 Le graphe planaire H1 de la Figure 64 n'est pas 
ouvrable par une forêt et deuxforêts de 
henilles.Théorème 30 Le graphe planaire et biparti H2 de la Figure 64 n'est pas 
ouvrable par uneforêt et une forêt de 
henilles.



3.7. Arbori
ité mixte 133Preuve du Théorème 29 : On raisonne par l'absurde en 
onsidérant qu'il existe une forêt
F3 ⊆ H1 telle que le graphe H1\F3 est 2-2-
oloriable. On 
omplète 
ette 
oloration à toutesles arêtes de H1 en 
oloriant 3 les arêtes de F3 et en les laissant non-orientées. Par dé�nitiondes k-2-
olorations, les sommets a et b ont 
ha
un au plus quatres arêtes in
identes 
oloriées1 ou 2 qui ne soient pas orientées vers l'autre extrémité. De plus, la forêt F3 
ontient au plusune 
haîne reliant les sommets a et b. Il existe don
 un entier i pour lequel :� les arêtes aci, adi, aci+1, bci et bci+1 sont soit 
oloriées 3, soit orientées de a ou b versl'autre extrémité, et tel que� il n'y a pas de 
haîne dans F3 reliant a et b passant par bci ou bci+1.On montre qu'une telle 
oloration du graphe induit par les sommets a, b, ci, ci+1, di et ein'existe pas. On 
onsidère di�érents 
as selon le nombre d'arêtes 
oloriées 3 parmi aci, aci+1,
bci et bci+1. Il y en a au plus deux 
ar il n'y a pas de 
haîne dans F3 reliant a et b passant par
bci ou bci+1.(0) Les arêtes aci, aci+1, bci et bci+1 sont toutes orientées vers ci ou ci+1, les sommets

ci et ci+1 sont don
 des extrémités de F1 et F2. Ce
i implique que les autres arêtesin
identes à 
es sommets, 
omme 
elles du 
y
le (ci, di, ci+1) sont dans la forêt F3, 
equi est impossible.(1) Sans perte de généralité, on 
onsidère que les arêtes aci, et bci sont orientées vers ci. Lesommet ci est don
 une extrémité de F1 et de F2. Ce
i implique que les autres arêtesin
identes à ci, cidi, ciei et cici+1, sont dans F3. Dans 
es 
onditions les arêtes ci+1di,
ci+1ei sont for
ément orientées vers di et ci et 
oloriées x, ave
 x = 1 ou 2 (suivant si
ci+1 est une extrémité de F1 ou de F2). De plus, 
omme une des arêtes aci+1 ou bci+1est dans F3, l'arête adi n'est pas dans F3, sinon F3 
ontiendrait soit un 
y
le soit une
haîne reliant a et b passant par bci+1. L'arête adi est don
 orientée vers di et 
oloriée
3 − x. Or il est dans 
es 
onditions impossible de 
olorier l'arête diei.(2) On distingue deux 
as suivant la 
oloration de l'arête adi :� L'arête adi est orientée vers di et 
oloriée 1. Comme on ne veut pas de 
haîne
oloriée 3 reliant ci et ci+1 dans H1 \ {a, b} (pour éviter dans F3 un 
y
le ou une
haîne reliant a et b) il y a au plus une des arête cidi et dici+1 dans F3. On 
onsidèredon
 que l'arête cidi est 
oloriée 2, 
e qui signi�e que 
elle des arêtes aci et bci quiest orientée vers ci est 
oloriée 1. L'arête cici+1 est don
 
oloriée 2 et 
e
i impliqueque l'arête dici+1 est 
oloriée 3 (pas de 
y
le dans F2) et que 
elle des arêtes aci+1et bci+1 qui est orientée vers ci+1 est 
oloriée 1. Dans 
ette situation au
une desarêtes in
identes à ei ne peut être 
oloriée 1, au plus une des arêtes in
identes à eipeut être 
oloriée 2, et au plus une des arêtes in
identes à ei peut être 
oloriée 3.Il est don
 impossible de 
olorier les trois arêtes in
identes à ei.� L'arête adi est non-orientée et 
oloriée 3. Au
une des arêtes cici+1, cidi et dici+1n'étant 
oloriée 3 (pour éviter dans F3 un 
y
le ou une 
haîne reliant a et b), l'arête
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ité des Graphes
cici+1 est don
 
oloriée 1 ou 2, disons 1. Ce
i implique que 
elle des arêtes aci et bci(resp. aci+1 et bci+1) qui est orientée vers ci (resp. ci+1) est 
oloriée 2. Les arêtes
cidi et dici+1 ne sont don
 pas 
oloriables 2. En�n on 
onstate que si on 
oloriait
es deux arêtes 1, on aurait un 
y
le dans F1, 
e qui est impossible.Cha
un de 
es 
as entraînant une 
ontradi
tion, il n'existe pas de telle 
oloration de H1 et lethéorème est don
 bien véri�é. 2On passe maintenant au 
as du graphe H2.Preuve du Théorèmes 30 : On raisonne par l'absurde en 
onsidérant qu'il existe une forêt

F2 ⊆ H2 telle que le graphe H2\F2 est 1-2-
oloriable. On 
omplète 
ette 
oloration à toutesles arêtes de H2 en 
oloriant 2 les arêtes de F2 et en les laissant non-orientées. Par dé�nitiondes k-2-
olorations, les sommets a et b ont 
ha
un au plus deux arêtes in
identes 
oloriées 1qui ne soient pas orientées vers l'autre extrémité. De plus, la forêt F2 
ontient au plus une
haîne reliant a et b. Il existe don
 un entier i pour lequel� les arêtes aci, aci+1, bci et bci+1 sont soit 
oloriées 2, soit orientées de a ou b vers l'autreextrémité, et tel que� il n'y a pas de 
haîne dans F2 reliant a et b passant par bci ou bci+1.Ce
i implique que les sommets ci et ci+1 sont des extrémités de F1 et don
 que les arêtes cidiet dici+1 sont dans F2 
réant ainsi soit un 
y
le dans F2, soit une 
haîne reliant a et b, 
e quiest impossible. Il n'existe don
 pas de telle 
oloration de H2 et le théorème est bien véri�é. 23.7.1 Les graphes planairesTout graphe planaire étant le sous-graphe d'une triangulation, il su�t de prouver le Théo-rème 25 pour les triangulations. En fait, on prouve le théorème suivant qui implique le Théo-rème 25. On montre 
e résultat sur les triangulations en utilisant l'α-dé
omposition dé
ritedans la sous-se
tion 3.4.1. On trouve aussi dans 
ette sous-se
tion la dé�nition de sommetpartenaire.Théorème 31 Pour toute triangulation T = (V,E) et tout triplet (u, v,w) de sommets ex-ternes deux à deux distin
ts, il existe une 3-
oloration des arêtes de T\{uv, uw, vw} qui par-titionne E′ = E\{uv, uw, vw} en trois ensembles E1, E2 et E3 tels que :(a) Le graphe induit par Ei, T [Ei], est une forêt, pour tout entier i ∈ {1, 2, 3}.(b) ∆(T [E3]) ≤ 4.(
) Toutes les arêtes de E′ in
identes à v sont dans E1.(d) Toutes les arêtes de E′ in
identes à w sont dans E2.(e) L'arête ux est dans E3 (x étant le sommet partenaire de uw).
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ité mixte 135(f) Les arêtes in
identes à u stri
tement 
omprisent entre uw et ux sont dans E1.(g) Les arêtes in
identes à u stri
tement 
omprisent entre ux et uv sont dans E2.(h) Dans 
ha
une des forêts T [Ei], les sommets u, v et w sont dans des 
omposantes
onnexes distin
tes. De plus, la 
omposante 
onnexe de u dans T [E1] ne 
ouvre quele sommet u et les sommets stri
tement à l'intérieur du 
y
le (u,w, x).
y

u

x

E
E
E

1

2

3

w vFig. 65 � Le Théorème 31.Il est simple d'étendre à toute la triangulation T la 
oloration donnée par 
e théorème.Par exemple, en 
oloriant les arêtes uv, uw et vw respe
tivement 1, 1 et 2, on obtient bienune 
oloration des arêtes de T impliquant le Théorème 25.Preuve du Théorème 31 : On prouve 
e théorème par ré
urren
e sur le nombre de sommetsde T . Si T = K3 il est 
lair que le théorème est vrai puisqu'il n'y a pas d'autres arêtes que
uv, uw ou vw. Sinon (T 6= K3), on 
onsidère les triangulations Tf , Td et Tg obtenues par
α-dé
omposition (voir la Sous-se
tion 3.4.1). Ces trois triangulations ayant 
ha
une moins desommets que T , on peut leur appliquer l'hypothèse de ré
urren
e.

E
E
E

1

2

3

u

y

e

y

u’

x

x’

T T f

vw vw

x’Fig. 66 � Coloration de Te à partir de 
elle de Tf .On l'applique don
 à Tf pour le triplet (u′, v, w), et on obtient une 3-
oloration cf desarêtes internes de Tf . On étend 
ette 
oloration à Te en posant :� ce(e) = cf (e) si e ∈ Tf\{u′, x}.� ce(ua) = cf (u′a) si a 6= x.
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ité des Graphes� ce(xa) = cf (u′a) si a 6= u, y ou w.� ce(ux) = 3.� ce(wx) = 2.� ce(yx) = 1.On 
onstate que la 
oloration ce est bien une 
oloration des arêtes de Te\{uv, uw, vw} véri�anttoutes les 
onditions du théorème :(a) Les sommets u′ et y (resp. u′ et w) étant, d'après la 
ondition (h), dans des 
omposantes
onnexes distin
tes de Tf [E1] (resp. Tf [E2]), l'arête xy (resp. xw), que l'on a 
olorié 1(resp. 2), ne 
rée pas de 
y
les dans Te[E1] (resp. Te[E2]). Les graphes Te[E1] et Te[E2]sont don
 bien des forêts. De même, le sommet u n'étant in
ident qu'à une arête de E3,on a pas 
réé de 
y
le en ajoutant l'arête ux à Tf [E3]. Le graphe Te[E3] est don
 bienune forêt.(b) Pour tout sommet a ∈ V (Te), autre que u ou x, on a degTe[E3](a) = degTf [E3](a) ≤ 4.En�n, il est 
lair que degTe[E3](u) = 1 et degTe[E3](x) = 2. On a don
 bien ∆(Te[E3]) ≤ 4.(
)(d)(e)(f)(g) Il est 
lair que les arêtes in
identes aux sommets u, v ou w sont bien 
oloriées 
onfor-mément au théorème.(h) Les sommets u et w (resp. v et w) n'étant in
idents à au
une arête 
oloriée 1 (resp.3), les sommets u, v et w sont bien dans 3 
omposantes 
onnexes distin
tes de Te[E1](resp. Te[E3]). Les sommets u et w ne sont pas dans la même 
omposante 
onnexe de
Te[E2]. En e�et si 
'était le 
as, la 
haîne C ⊆ Te[E2] reliant u et w induirait soit une
haîne C ′ ⊆ Tf [E2] reliant u′ et w dans Tf , soit (lorsque C emprunte wx) un 
y
le
C ′ ⊆ Tf [E2] passant par u′ dans Tf , 
e qui est impossible. En�n le sommet v n'étantin
ident à au
une arête 
oloriée 2, les sommets u, v et w sont bien dans 3 
omposantes
onnexes distin
tes de Te[E2].Finalement, le sommet u étant dans une 
omposante 
onnexe triviale (i.e. sans arête)de Te[E1] et le 
y
le (u,w, x) ne 
ontenant au
un sommet, le point (h) est bien véri�é.

T TeTg d

E
E
E

1

2

3
y

u u

y

u

y
x

x

x

u

T
w vw v w

x

Fig. 67 � Coloration de T à partir de 
elles de Te, Tg et Td.On va maintenant prolonger la 
oloration de Te a�n d'obtenir une 
oloration c de T . Onapplique maintenant l'hypothèse de ré
urren
e à Tg pour le triplet (x, u,w), ainsi qu'à Td
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ité mixte 137pour le triplet (x, y, u), et on obtient les 
olorations cg et cd. On dé�nit c de la façon suivante :
c(e) =











ce(e) si e ∈ E(Te)\{uv, uw, vw}
cg(e) si e ∈ E(Tg)\{ux, uw,wx}
cd(e) si e ∈ E(Td)\{ux, uy, xy}On peut maintenant 
onstater que la 
oloration c est bien une 
oloration des arêtes de

T\{uv, uw, vw} véri�ant toutes les 
onditions du théorème :(a) Si l'un des graphes T [Ei], pour un entier i ∈ {1, 2, 3}, 
ontenait un 
y
le C ⊆ T [Ei] alors
e 
y
le devrait emprunter des arêtes de Tg[Ei] ou de Td[Ei]. En e�et, un tel 
y
le C nepeut être entièrement dans Te[Ei] puisque Te[Ei] est une forêt. Or les 
olorations de Tget de Td étant elles aussi 
onforme au théorème, si un 
y
le C �entrait� dans Tg[Ei] ou
Td[Ei] par l'un des sommets u, w, x ou y, il ne pourrait en �ressortir� par un autre de
es quatres sommets. Il n'y a don
 pas de tel 
y
le C et les graphes T [Ei] sont bien desforêts.(b) Les sommets u, w et y n'ayant au
une arête in
idente 
oloriée 3 dans Tg ou Td, toutsommet a ∈ V (T ), autre que x, est tel que degT [E3](a) = degTe[E3](a), degTg [E3](a) ou
degTd[E3](a), et don
 degT [E3](a) ≤ 4. En�n le sommet x ayant respe
tivement au plus2, 1 et 1 arêtes in
identes 
oloriées 3 dans Te, Tg et Td, on a bien degT [E3](x) ≤ 4.(
)(d)(e)(f)(g) Il est 
lair que les arêtes in
identes aux sommets u, v ou w sont bien 
oloriées 
onfor-mément au théorème.(h) Si deux des sommets, u, v ou w, était dans la même 
omposante 
onnexe de T [Ei], pourun entier i ∈ {1, 2, 3}, alors la 
haîne C ⊆ T [Ei] les reliant devrait emprunter des arêtesde Tg[Ei] ou de Td[Ei]. En e�et, un telle 
haîne C ne peut être entièrement dans Te[Ei]puisque la 
oloration de Te est 
onforme au théorème. Or les 
olorations de Tg et de Tdétant elles aussi 
onforme au théorème, si une 
haîne C �entrait� dans Tg[Ei] ou Td[Ei]par l'un des sommets u, w, x ou y, elle ne pourrait en �ressortir� par un autre de 
esquatres sommets. Les sommets u, v et w sont don
 bien, pour tout entier i ∈ {1, 2, 3},dans 3 
omposantes 
onnexes distin
tes de T [Ei].Finalement, les 
omposantes 
onnexes de Tg[E1] 
ontenant les sommets x et w étanttriviales, la 
omposante 
onnexe de Tg[E1] 
ontenant le sommets u 
ontient aussi tousles sommet de Tg autres que w ou x. Il en est don
 de même dans la 
oloration des arêtesde T et le point (h) est bien véri�é.

2Il est possible de transformer 
ette preuve en un algorithme de partition des arêtes d'ungraphe planaire en 3 forêts dont une est de degré maximum au plus 4. De plus, en utilisantune stru
ture de données adaptée, 
et algorithme serait linéaire en |V (G)|.
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ité des Graphes3.7.2 Les graphes planaires de maille g ≥ 8Preuve du Théorème 26 : La propriété suivante implique le Théorème 26 (
.f. Lemme3.3.6).Propriété 9 Tout graphe G tel que Dmm(G) < 8
3 est 
ouvrable par une forêt et une forêt de
haînes.On prouve 
ette propriété par dé
hargement. Soit le graphe G, un 
ontre-exemple qui minimise

|V (G)|.
u

v(i) u v u xv(iii)yx (ii)Fig. 68 � Les 
on�gurations interdites.Lemme 3.7.1 Le 
ontre-exemple minimal G ne 
ontient au
une des 
on�gurations de la Fi-gure 68.Preuve : On prouve le lemme en montrant que si G 
ontenait l'une de 
es 
on�gurations,alors G serait 
ouvrable par une forêt et une forêt de 
haînes, 
e qui 
ontredirait la dé�nitionde G. On traite les di�érentes 
on�gurations :(i) Par minimalité de |V (G)|, le graphe G\{v} admet une 
ouverture par une forêt F et uneforêt de 
haîne L. On étend aisément 
ette 
ouverture à tout le graphe G en ajoutantl'arête uv dans F .(ii) Par minimalité de |V (G)|, le graphe G \ {u, v} admet une 
ouverture par une forêt Fet une forêt de 
haîne L. On étend aisément 
ette 
ouverture à tout le graphe G enajoutant les arêtes ux et vy dans F et l'arête uv dans L.(iii) Par minimalité de |V (G)|, le graphe G\{v} admet une 
ouverture par une forêt F et uneforêt de 
haîne L. On étend aisément 
ette 
ouverture à tout le graphe G en ajoutantl'arête vx dans F et l'arête uv dans F (resp. L) si les autres arêtes in
identes à u sontdans L (resp. si une des deux autres arêtes in
idente à u est dans F ).
2On pro
ède maintenant à l'étape de dé
hargement a�n de prouver qu'un tel graphe Gn'existe pas. La 
harge initiale de 
haque sommet est égale à son degré (δ(v) = deg(v)). Onpro
ède à une étape de dé
hargement où 
haque sommet de degré au moins 4 donne 1

3 à sesvoisins de degré 2.
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ité 
ir
ulaire 139Cette pro
édure est telle que 
haque sommet v ∈ V (G) a une 
harge �nale δ∗(v) ≥ 8
3 . On
onsidère di�érents 
as suivant le degré de v :� degG(v) = 2 : v a deux voisins de degré au moins 4 (
on�gurations (ii) et (iii)), don


δ∗(v) = 2 + 21
3 = 8

3 .� degG(v) = 3 : v ne parti
ipe pas au dé
hargement, don
 δ∗(v) = 3 > 8
3 .� degG(v) = k ≥ 4 : v donne au plus 1

3 à 
ha
un de ses voisins, don
 δ∗(v) ≥ k − k 1
3 =

k 2
3 ≥ 8

3 .Par 
onservation des 
harges, le degré moyen maximum de G est don
 supérieur ou égale à 8
3 ,
e qui est en 
ontradi
tion ave
 la dé�nition de G. Le 
ontre-exemple G n'existe don
 pas. 23.8 Arbori
ité 
ir
ulaireEn 1988, Vin
e [Vin88℄ a dé�nit un invariant de graphe qui est un ra�nement du nombre
hromatique. Étant donné un réel r on note Cr le 
er
le de longueur r. Une r-
oloration
ir
ulaire c d'un graphe G assigne à 
haque sommet de G un point du 
er
le Cr de façon à
e que pour toute arête uv de G le plus petit ar
 de 
er
le de Cr reliant c(u) à c(v) soit delongueur au moins 1. On dé�nit le nombre 
hromatique 
ir
ulaire χc(G) d'un graphe Gde la façon suivante :

χc(G) = inf{r : G est 
ir
ulairement r-
oloriable }Il est montré dans [Vin88, BH90℄ que la borne inférieur de la dé�nition est atteinte et que
χc(G) ∈ Q pour tout graphe �ni G. Finalement, 
et invariant est bien un ra�nement dunombre 
hromatique puisque pour tout graphe G on a χ(G)−1 < χc(G) ≤ χ(G). Cette notionde 
oloration 
ir
ulaire a été étendue à d'autres type de 
olorations tels que les 
olorationsd'arêtes [Mos95℄ ou le L(p, q)-étiquetage [LZ03℄. On se propose maintenant d'étudier uneversion �
ir
ulaire� de l'arbori
ité.Une r-
oloration 
ir
ulaire en forêts f d'un graphe G assigne à 
haque arête de G unpoint du 
er
le Cr de façon à 
e qu'au
un 
y
le de G ne soit tel que toutes les arêtes de 
e 
y
leaient leurs images dans un ar
 de 
er
le de longueur l < 1. On dé�nit l'arbori
ité 
ir
ulaire
ac(G) d'un graphe G de la façon suivante :

ac(G) = inf{r : G est 
ir
ulairement r-
oloriable en forêts}En utilisant les mêmes méthodes que pour le nombre 
hromatique 
ir
ulaire, on peut montrerque la borne inférieur de la dé�nition est atteinte, que ac(G) ∈ Q pour tout graphe �ni G eten�n que a(G) − 1 < ac(G) ≤ a(G).
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ité des GraphesSoit G un graphe tel que ac(G) = r et f une r-
oloration 
ir
ulaire de G dans Cr. Toutar
 A de Cr de longueur l < 1 induisant une forêt dans G, au plus |V (G)|− 1 arêtes e ∈ E(G)ont leur image dans 
et ar
. Ce
i implique que r ≥ |E(G)|
|V (G)|−1 . Cette remarque étant vraie pourtout sous-graphe H de G, on a :

ac(G) ≥ Φ(G) (19)en posant Φ(G) = maxH⊆G
|E(H)|

|V (H)|−1 , le maximum étant pris parmi tous les sous-graphes H de
G ayant au moins 2 sommets. On 
onje
ture que, 
omme pour le Théorème de Nash-Williams,
e ratio donne la valeur exa
te de ac(G).Conje
ture 15 Pour tout graphe G, on a ac(G) = Φ(G).On a quelques premiers résultats 
on
ernant 
ette 
onje
ture.Lemme 3.8.1 Pour tout 
y
le Cn, ave
 n ≥ 3, on a ac(Cn) = Φ(Cn) = n

n−1 .Preuve : Étant donné un 
y
le Cn = (v0, . . . , vn−1) et un 
er
le C de longueur n
n−1 , ondé�nit une (

n
n−1

)-
oloration 
ir
ulaire c : E(Cn) −→ C. Soient pi, ave
 0 ≤ i < n, despoints de C tels que pour tout entier i ∈ {0, . . . , n − 1} les points pi et pi+1 (les indi
es étantdes entiers modulo n) soient à distan
e 1
n−1 dans C. La 
oloration 
ir
ulaire c est dé�nie par

c(vivi+1) = pi. En e�et, tout ar
 de C de longeur l < 1 
ontenant au plus n − 1 points pi,le graphe induit par les arête ayant leur image dans 
et ar
 a don
 au plus n − 1 arêteset ne 
ontient don
 pas de 
y
le. En�n la relation (19) permet de déduire que l'on a bien
ac(Cn) = Φ(Cn). 2On a aussi réduit la famille des graphes pour lesquels il faut prouver 
ette 
onje
ture.Lemme 3.8.2 La Conje
ture 15 est vraie si et seulement si elle est vraie pour les grapheséquilibrés, 
.à.d. les graphes G n'ayant pas de sous-graphe stri
t H ( G tel que |E(H)|

|V (H)|−1 =

Φ(G).Dans 
e 
as on remarque que |E(G)|
|V (G)|−1 = Φ(G).Preuve : Soit G un 
ontre-exemple de la Conje
ture 15, minimal en |V (G)|. On 
onsidèrele plus petit sous-graphe stri
t H ( G tel que |E(H)|

|V (H)|−1 = Φ(G). Le graphe G étant minimal,le graphe H admet une Φ(G)-
oloration 
ir
ulaire cH de ses arêtes en forêts. De plus H étantminimum, le graphe H est 
onnexe.On 
onsidère ensuite le graphe G′ qui est obtenu à partir du graphe G après 
ontra
tion detoutes les arêtes uv ∈ E(H) en un sommet que l'on note vH ∈ V (G′). Le graphe G′ est tel que
Φ(G′) ≤ Φ(G). En e�et, il ne peut exister un graphe H ′ ⊆ G′ tel que |E(H′)|

|V (H′)|−1 > Φ(G). Si untel graphe H ′ existe, H ′ n'étant pas sous-graphe de G, alors vH ∈ V (H ′). On 
onsidère le sous-graphe X de G 
ontenant les arêtes de H et les arêtes de H ′. Ce graphe est tel que |V (X)| =

|V (H)| + |V (H ′)| − 1 (le sommet vH n'existe plus) et tel que |E(X)| = |E(H)| + |E(H ′)|,
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ulaire 141Or 
omme |E(H)| = Φ(G)(|V (H)| − 1) et |E(H ′)| > Φ(G)(|V (H ′)| − 1), on obtient que
|E(X)|

|V (X)|−1 > Φ(G) 
e qui est impossible pour un sous-graphe X de G.Le 
ontre-exemple G étant minimal, 
omme Φ(G′) ≤ Φ(G), le graphe G′ admet une Φ(G)-
oloration 
ir
ulaire cG′ de ses arêtes en forêts. En utilisant cH et cG′ , on 
onstruit une Φ(G)-
oloration 
ir
ulaire des arêtes de G en forêts, c. On dé�nit c par c(e) = cH(e) si e ∈ E(H) etpar c(e) = cG′(e) si e ∈ E(G′). Cette 
oloration est bien une 
oloration 
ir
ulaire des arêtesde G en forêts. En e�et, si toutes les arêtes d'un 
y
le C ⊆ G ont leur image dans un ar
 delongeur l < 1, alors 
e 
y
le n'est pas 
ompris dans H (par dé�nition de cH). Ce 
y
le a don
au moins une arête dans G\H. Cela implique que 
e 
y
le induit un 
y
le dans G′, 
e qui estimpossible par dé�nition de cG′ . La 
oloration c est don
 bien une Φ(G)-
oloration 
ir
ulairede G en forêts. Le 
ontre-exemple minimal G n'a don
 pas de sous-graphe stri
t H ( G telque |E(H)|
|V (H)|−1 = Φ(G). 2Ré
emment, J. van den Heuvel a prouvé la Conje
ture 15 [vdH06℄. Il reste 
ependant desquestions 
on
ernant la notion d'arbori
ité 
ir
ulaire. On peut étendre le 
on
ept d'arbori
ité
ir
ulaire à d'autres types d'arbori
ités. Pour l'arbori
ité étoile 
ir
ulaire aec (resp. l'ar-bori
ité linéaire 
ir
ulaire alc) on rajouterait la 
ontrainte que les forêts induite par lesar
s de 
er
le de longeur l < 1 soient des forêts d'étoiles (resp. des forêts de 
haînes). On a vuque ae(G) ≤ 2a(G), il serait don
 intéressant de dire si 
ette relation s'étend aux arbori
ités
ir
ulaires.Problème ouvert 7 A-t-on aec(G) ≤ 2ac(G) pour tout graphe G ?On propose aussi d'étendre la Conje
ture 9 aux arbori
ités 
ir
ulaires.Conje
ture 16 Pour tout graphe G ∆-régulier, on a alc(G) = ∆+1

2 .Comme alc(G) ≤ al(G), pour tout entier ∆ impaire 
ette 
onje
ture est équivalente à laConje
ture 9. La Conje
ture 16 est don
 vraie pour ∆ = 1, 3 ou 5. Il est assez simple de voirque pour tout 
y
le Cn on a alc(Cn) ≤ 3/2. Le Lemme 3.8.1 implique don
 que la Conje
ture16 est aussi vraie pour ∆ = 2.
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Con
lusion
Le travail e�e
tué lors de 
ette thèse porte sur des problèmes de 
ouverture de graphesplanaires. Cette problématique est 
lassique en théorie des graphes mais il reste 
ependantde nombreuses questions non élu
idées. Dans 
ette thèse, nous avons répondu positivement àtrois 
onje
tures portant sur les 
ouvertures des graphes planaires.(I) La première est une 
onje
ture de Chartrand, Geller et Hedetniemi [CGH71℄. Elle ditque les graphes planaires sont 
ouvrables par deux graphes planaires externes. Notrerésultat est optimal dans un sens fort : pour tout entier k > 0, il existe un entier l telque le graphe planaire biparti K2,l n'est pas k-
ouvrable par 2k − 1 graphes planairesexternes.(II) La deuxième est une 
onje
ture de Roditty, Shoham et Yuster [RSY01℄. Elle dit que lesgraphes planaires sont 
ouvrables par quatre forêts de 
henilles. On a également montréque 
e résultat est �n puisque il existe des graphes planaires qui ne sont pas 
ouvrablespar une forêt et deux forêts de 
henilles.(III) La troisième est une 
onje
ture de Balogh, Ko
hol, Pluhár et Yu [BKPY05℄. Dans 
etarti
le Balogh et al. montrent que les graphes planaires sont 
ouvrables par trois forêtsdont une est de degré maximum au plus 8 et ils 
onje
turent que les graphes planairessont 
ouvrables par deux forêts et un graphe de degré maximum au plus 4. On a prouvéun résultat un peu plus fort que leur 
onje
ture, puisque l'on a montré que les graphesplanaires sont 
ouvrables par trois forêts dont une est de degré maximum au plus 4. Cerésultat est optimal puisque Balogh et al. ont montré qu'on ne peut 
ouvrir les graphesplanaires,� ni ave
 une forêt et un graphe de degré maximum borné,� ni ave
 deux forêts et un graphe de degré maximum au plus 3.Pour prouver la première 
onje
ture on s'est inspiré d'une te
hnique de dé
omposition destriangulations 4-
onnexes dé
rite dans [Whi31℄. Cette te
hnique est parti
ulièrement intéres-sante puisqu'elle a ré
emment permis de répondre à un autre vieux problème. En e�et, enutilisant 
ette te
hnique nous montrons dans [CGO07℄, ave
 J. Chalopin et P. O
hem, quetout graphe planaire G admet une représentation dans le plan où 
haque élément de V (G) est143
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lusionune 
ourbe et où les éléments de E(G) sont en bije
tion ave
 les interse
tions de 2 
ourbes (siles 
ourbes a et b s'interse
tent en k points, le graphe G a une arête ab de multipli
ité k).Pour les deux autres 
onje
tures, 
'est une nouvelle te
hnique de dé
omposition des trian-gulations, l'α-dé
omposition, qui nous a permis de les prouver de façon plut�t élégante. Nousespérons don
 en parti
ulier que 
ette thèse servira à faire 
onnaître 
es outils.Un autre aspe
t de 
ette thèse a été la dé�nition et l'exploration de nouveaux 
on
epts.� L'arbori
ité intérieurement d-bornée permet d'uni�er di�érents invariants de graphes.Ce
i nous a permis de travailler sur l'arbori
ité étoile et l'arbori
ité 
henille ave
 uné
lairage nouveau, mais aussi d'explorer les arbori
ités intérieurement 1-bornée ou bienintérieurement 3-bornée. On a eu de nombreux résultats 
on
ernant 
es arbori
ités,notamment des résultats de NP-
omplétude qui viennent enri
hir nos 
onnaissan
es surla 
omplexité des problèmes de partition de graphes.� L'arbori
ité T -ex
lue minimum d'un graphe est égale à l'arbori
ité �
lassique� de 
egraphe. Par 
ontre, 
et invariant devient intéressant lorsque l'on 
onsidère des famillesin�nies de graphes. En e�et, on a montré que pour au moins trois familles de graphes,les arbres, les 2-arbres et les graphes planaires bipartis, 
et invariant est di�érent del'arbori
ité �
lassique�.� L'arbori
ité mixte est un terme général qui réunit les 
ouvertures de graphes par desforêts de types variés. Cette notion est intéressante puisque elle permet d'a�ner di�érentsrésultats d'arbori
ité.� Les arbori
ités 
ir
ulaires permettent elles-aussi d'a�ner les résultats d'arbori
ité. Onsavait que pour tout 
y
le Cn on a a(Cn) = 2 et on peut maintenant exprimer le faitqu'un très grand 
y
le est quasiment un arbre puisque ac(Cn) = n/(n − 1).Les 
onséquen
es de 
es travaux pour d'autres problématiques en théorie des graphessont diverses.� On a par exemple des résultats 
on
ernant t(G), le nombre de pistes de G. On a montréde deux manières di�érentes que les graphes planaires ont un nombre de pistes quiest au plus 4. On a aussi montré que 
ette borne est atteinte, en parti
ulier pour lesgraphes planaires bipartis. On a également montré qu'il est NP-
omplet de dé
ider si ungraphe planaire G sans triangle a un nombre de pistes inférieur ou égal à 2. Ces résultatsrépondent à di�érentes questions de Gyárfás et West [GW95℄.� Certains de nos résultats nous ont aussi permis de baisser les bornes supérieures 
onnuesde µ(F) lorsque F est la famille des graphes planaires ou bien la famille des graphesplanaires de maille 8.� On a aussi répondu à une question de Fiala et Le [FL04℄ en montrant qu'il est NP-
omplet de dé
ider si un graphe planaire G véri�e χ′
sub(G) ≤ 2.



145� Soit Gn le plus petit graphe 
ontenant, 
omme sous-graphes induits, tous les graphesplanaires ayant n sommets. La partition des graphes planaires en trois forêts, dont unede degré maximum 4, a permis à N. Boni
hon, C. Gavoille et A. Labourel [BGL06℄ deprouver que |V (Gn)| est borné par n3 + O(1), améliorant ainsi la pré
édente borne,
n3 + 2O(log∗ n).� La preuve de la Conje
ture 15, par J. van den Heuvel [vdH06℄, semble s'étendre auxmatroïdes. On peut don
 en déduire une nouvelle notion de rang d'un matroïde quiaurait une valeur dans Q et non-plus simplement dans N.Les suites possibles à donner à 
es re
her
hes sont très diverses. Il reste par exemplede vieilles 
onje
tures à résoudre. Tout parti
ulièrement la 
onje
ture de Akiyama, Exoo etHarary [AEH80℄. Cette 
onje
ture, qui dit que tout graphe ∆-régulier G véri�e al(G) =

⌈

∆+1
2

⌉,est toujours ouverte pour ∆ = 7, 9 et ∆ ≥ 11.Un autre problème intéressant serait de trouver un algorithme linéaire permettant departager les arêtes d'un graphe planaire en 
inq forêts d'étoiles. En étant ambitieux 
e
ipourrait prendre la forme d'un algorithme linéaire qui 
olorie les sommets d'un graphe planaireave
 
inq 
ouleurs de façon a
y
lique. La deuxième étape, 
onsistant à transformer 
ette
oloration en partition des arêtes se fait fa
ilement (et en temps linéaire) ave
 la te
hnique deHakimi et al. [HMS96℄.On pourrait aussi 
her
her d'autres familles F telles que U(F) 6= a(F), ou bien dé�nir uneversion 
ir
ulaire de U(F), U c(F), et 
her
her si l'on a bien U c(F) = ac(F).Le paramètre de Colin de Verdière CdV (G) [CdV90℄ 
ara
térise les graphes G qui sont desforêts de 
haînes (CdV (G) ≤ 1), des graphes planaires externes (CdV (G) ≤ 2) ou bien desgraphes planaires (CdV (G) ≤ 3). Il est intéressant de 
onstater que tout graphe G, tel que
CdV (G) = k ≤ 3, admet une partition en k forêts dont une est de degré maximum au plus
k + 1. De plus pour tout entier k ≥ 1, il existe un graphe G de paramètre CdV (G) = k quin'est pas (k − 1, k)-
ouvrable. Il semble don
 naturel de se demander si tout graphe G admetune partition en CdV (G) forêts dont une est de degré maximum au plus CdV (G) + 1. Pourmontrer un tel résultat, il serait sans doute fort utile de généraliser l'α-dé
omposition à toutesles valeurs possible de CdV (G), et non plus seulement se restreindre aux graphes G tels que
CdV (G) = 3.La Conje
ture 15 étant vraie, on pourrait améliorer les informations présentes dans la
olonne a(Pg) du Tableau 2 en y mettant plut�t les valeurs de ac(Pg). De même, on pourraitessayer d'améliorer les résultats présentés dans les autres 
olonnes du Tableau 2 en 
onsidérantpour 
haque 
olonne l'arbori
ité 
ir
ulaire 
orrespondante.En�n, il serait très intéressant de généraliser la te
hnique utilisée dans le premier 
hapitrea�n qu'elle nous aide à manipuler les graphes représentés sur des surfa
es S autres que le plan.Cela nous permettrait éventuellement de répondre aux Conje
tures 5, 6, 7 et 8.
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