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L’UNIVERSITÉ BORDEAUX I
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A. HENAUT Professeur, Université Bordeaux I Examinateur
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L?ZXVQ�HqL?ZXTd`+b?LI\:L?b3V[O+]XW�L3Q�MFO+]X^si_R0LIQ�Hh`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+KxW�R0L3KoVXW�k�J�L3^sL3KoV�KoJ0QYQ�L�L3VzR0L?Z�MPO+K�b3VXW�O+K�Z^si3][O+^sO+]XT0c�L?Z
f
\:i3]XW ¦�`�KoV

(f) +D ≥ 0
|

£©`�]�Q�`sMPO+]X^~J0Q�L�R"Hq�(J0]X·lWYVX´:p*Q�L�K�O+^)�0][LIR0L�T*O+WYK�V[Z�R0L~]a`�^_W ¦db�`�VXW�O+K7R�Jv][L3\:�3V[L3^sL3KoV
f : S → P

1 L?ZXVlK�i?b?L?ZaZa`�WY][L3^sL3KoV 2g + 2
p�O+ß

g
R0i?ZXWYy
K�LzQ�L$y:L3K0][LzR0L

S
|

¨�O+J0V[L?Z(Q�L?Z�ZXJ0]gM�`+b?L?ZSR0L)��W�L3^�`�K0K{R0L$y:L3K0][L)WYK�MPi3]XW�L3J0]�O+Jwi3yo`�Q©j�ù_Z[O+KoV(cot%T*L3][L3QYQYWYT��VXW�koJ�L?Z�|
£©O+J0] Q�`�ZXT0c�r3][LlL3V�Q�L?Z'V[O+][L?Z K�O+J�Z�T*O+J0\:O+K�Z�MF`+b3WYQ�L3^sL3K�V�Lnm%c0WY��L3] R0L?Z'^sO+]XT0c0W�ZX^sL?ZR0L�R0L3y
][i$ù�±
z 7→ z2 T*O+J0]UQ�`~ZXT0c�r3][L
p%Q�`)MPO+K�b3VXW�O+K ℘ R0LM}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[ZUT�O+J0]NQ�L?ZNV[O+][L?Z�|%ª�Ky:L3K0][L)ùITd`�]Sb?O+KoVX][L
pdQ�L$][i?ZXJ0QYVa`�V�R0i?b?O+J0Q�L)R�J-VXc�i?O+][r3^sLzR0Lz��W�L3^�`�K0K��Ö��O%b[c5|

�.0´É<0®xS0���þ����*ýo���^µ��w�ÒÑh��ÿ�/�%����
���G�w��Ó£0
D*EGF=H�I<J�KMLGN¡Ô*Ý+ÎPÜ

f : S → P
1(C)

Ì%ì�í[ÞºP�ô?ÜÖÞnò�ÞnìdÜ�íXÐ+òIÎ ÕÖRUð�Þ�ð�ÞUT+í�R±×?e�Þ?Ü
z1, . . . , z2g+2ÍYÞ�ÚSö�Ý+ÎåìdÜåÚ�ðoÞ~íXÐ+òIÎ ÕNï[Ð
ÜPÎFÝ+ìvWÃP�Ì�ÚzÚnÌ�í

P
1(C)

\:ä�Ø(ÍYÝ+í�Ú
S
Þ�ÚnÜNÍYÐ�Ú�Ì%íõî?Ð:ïaÞ_ð�Þ$ñSÎ�ÞnòsÐ+ì�ì7Ð�Ún÷Ú3Ý�ï3ÎÃR[Þfi�ÍYÐ�ï[Ý
Ì�í�a[Þ�ö�ÍYÐ+ì*Þ�ð�l RXø3Ì0Ð
ÜPÎFÝ+ì

y2 =

2g+2
∏

i=1

(x− zi)

WFÚ?Þ3Ì�Í�Þnò�ÞnìdÜ
2g+1

ÜÖÞ3í�ò�Þ�ÚlÚnÎ*Ì%ì
zi
P,Ð+Ì�Ü ∞ \:ä0ñ¦RXï3Îæö�íXÝ�ø3Ì�Þnò�ÞnìdÜ�e'Í Ð)ÚnÌ�íåî3ÐoïaÞ�ðoÞUñSÎ�ÞnòsÐ+ì�ìÐ�ÚaÚ?Ý�ï3ÎÃR[Þ~i_Ì%ì*Þ)ïaÝ+Ì�í�a[ÞIð�l RXø3Ì0Ð
ÜPÎFÝ+ì
y2 =

∏n
1 (x− zi)

W
zi ∈ C

ð+Î�Ú3ÜPÎõì*ï?ÜåÚ�\sÞ�ÚnÜ;XoÛ�ö0Þní[ÞnÍõÍÏÎæö�÷ÜPÎPø3Ì�Þ�ðoÞ±ToÞ3ì�íXÞ [

n−1
2

] ä�ÙUì�ö�Ð+í3ÜPÎPï3Ì%ÍÏÎFÞní(ÎõÍ�ÞXó+ÎõÚnÜÖÞ�ðoÞ�Ú�ï[Ý+Ì%íba[ÞnÚMXoÛ�ö0Þ3íXÞnÍåÍÏÎhö*ÜPÎFø3Ì�Þ�Ú�ð�Þ�ïºX%Ð:ø3Ì�ÞToÞnì�í[Þ�ä
½ÖQ�`�T0Td`�]a`,��V�koJ�L_Q�L?Z~ZXJ0]gM�`+b?L?Zzcot%T�L3][L3QYQYWYT0VXW�koJ�L?Z�R0L_y:L3K0][L

g
Z[O+KoV)Td`�]a`�^si3VX][i?L?Z~Td`�]

2g − 1
b?O%O+][R0O+K0K�i?L?ZDb?O+^_T0Q�Lnm�L?Z�pNb�`�]�VX][O+W�Z

zi
Td`�]X^_W�Q�L?Z

2g + 2
T�L3J0\:L3KoV1�3VX][L�¦0m0i?ZTd`�]�`+b3VXW�O+K¼R"H J0K�L�c�O+^sO+y
]a`�T0c0W�L�ZXJ0]_Q�`�ZXT0c�r3][L
|�§ HqL?ZXTd`+b?L-R0L?Z_^sO%R�J0Q�L?Z�R0L?Z�ZXJ0]gMF`+b?L?Zcot%T*L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�L?Z(R0Lzy:L3K0][L

g
L?ZXV(R0O+K�bzR0LzR�WY^sL3K�ZXW�O+K

2g − 1
b?O+^_T0Q�Lnm0L
p�b?O+K�VX][L

3g − 3T*O+J0]SQ�HqL?Z[Td`+b?L)R0L?ZS^sO%R�J0Q�L?Z�R0L?Z(ZXJ0]gM�`+b?L?Z�R0Lz��W�L3^�`�K0K{R0L$y:L3K0][L
g
|d³�O+J�Z�b?O+^_T0][L3K�O+K�ZT*O+J0][k�J�O+W$Q�Hqi3VXJ�R0L7R"H WYKo\
`�]XW�`�KoV[Z{^si3VX]XW�k�J�L?Z-R�`�K�Z�Q�L�b�`+Z�c�t�T�L3][L3QYQYWYT0VXW�koJ�LxZXJ�Z[b3WYV[LvT�L3JR"H WYKoV[i3][�3V�pdL3K{R0L3c�O+][Z�R�J�y:L3K0][L)ù�|

Ú HwI�HwÛ[Û?ÜwÍ�I<LGNMÝ�Þzò_Ý
í�ö.X�Î�ÚnòsÞ
f : S → P

1(C)
ðoÞ�ðoÞUT+í�R�×�ÞnÚnÜ Ì%ì�ÎFø3Ì�Þ�iDÐ+Ì�Ü�Ý+òsÝ+ín÷ö.XoÎõÚ�ò�Þ�ðoÞ

P
1(C)

ö�ídÞnÚ�Ú�Î
g ≥ 2

ä.ÙUì�ö�Ð+í3ÜPÎPï3Ì%ÍÏÎFÞní(Ú?ÞnÚ�ö�Ý+ÎåìdÜåÚ(ðoÞ�íXÐ+òIÎ Õ�ï[Ð
ÜPÎFÝ+ì1Ú�Ì%í
S
Ú3Ý
ìdÜanÎFÞ3ì�ð[R�Õ ì�ÎõÚ?ä

§5L?Z)ZXJ0]gM�`+b?L?Zzc�t�T�L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�L?Z~Z[L�b�`�]a`+b3V[i3]XW�Z[L3KoV�Td`�])Q�HqLnm�W�ZXV[L3K�b?L�R"H J0K�L�WYKo\:O+QYJ0VXW�O+Kcot%T*L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�L�±
D*EGF=H�I<J�KMLGN�ë�ì*Þ�Ú�Ì%íõî?Ð:ïaÞ)ðoÞ�ñ�Î�ÞnòsÐ+ì�ì

S
Þ�ÚnÜ¡XoÛ�ö0Þní[ÞnÍõÍÏÎæö*ÜPÎPø?Ì0Þ$Ú�Î�Þ3Ü'Ú?Þ3Ì�Í�Þnò�ÞnìdÜ'Ú=l ÎåÍÞXó+ÎõÚnÜÖÞ)Ì�ì�ÞzÎåì=P,Ý
ÍÊÌ�ÜPÎPÝ
ìvï[Ý
ì�î3Ý
í�ò�Þ

ιS
Ú�Ì%í

S
Õ©ó:Ð+ìdÜ

2g + 2
ö�Ý+ÎåìdÜåÚ~ÞXó:Ð:ï?ÜÖÞ3òsÞ3ìdÜÖä

Ë~F.Ì�Í�ÎGÍVÏ<ÍVH�Î;Nl§�H WYKo\:O+QYJ0VXW�O+K
ιS
Z�Hh`�T0T*L3QYQ�L)Q�H Îõì=P�Ý+ÍÊÌ�ÜPÎFÝ+ìhXoÛ�ö0Þní[ÞnÍõÍÏÎæö*ÜPÎPø?Ì0ÞIR0L

S
p�L3V(Z[L?ZT*O+WYK�V[Zl¦0m0L?ZlQ�L?ZNö�Ý+ÎåìdÜåÚ)ðoÞ�ß_ÞnÎFÞ3íaÚ3ÜPígÐ�Ú�Ú)R0L

S
|

¸(W�ZNj�\�W�Z�R�J�][L3\:�3V[L3^sL3K�V
f : S → P

1(C)
p:Q�H WYKo\:O+QYJ0VXW�O+K�b?O+]X][L?ZXT�O+K�R1j�Q�Hqi?b[cd`�K0y:L�R0L?ZMPL3J0WYQYQ�L3V[Z�pdL3VSQ�L?ZST�O+WYKoV[Z(R0L`}7L3WY][ZXVX]a`+Z[Z�`�J�m1T�O+WYKoV[Z(R0L$]a`�^_W ¦db�`�VXW�O+K5|"��W5K�O+J�ZS][L3yo`�][R0O+K�Z

S
b?O+^_^sLlJ0K�LSb?O+J0]X��LlT0Q�`�K�LSR"Hqi?k�Jd`�VXW�O+K

y2 =
∏n

1 (x−zi)
Q�H WYKo\:O+QYJ0VXW�O+KDcot%T�L3][L3QYQYWYT0VXW�koJ�LL?ZXVSR0O+K0K�i?LzTd`�]

(x, y) 7→ (x,−y) |£©`�]SJ0K0W�b3WYV[i)R�J-^sO+]XT0c0W�ZX^sL
f : S → P

1(C)
K�O+J�Z(`?\:O+K�Z�Q�L�][i?ZXJ0QYVa`�V�ZXJ0WY\
`�KoV~±



¼ ��Á�# ½M��Á�É�Ä�" ¾S¾2Á�#æÉ{É��*Äv#®"� Á́��nÃ Á́XÈFÄ@ÆYÁ)��Á�É-É��*Ä¿ "%Å�Á�É9ÀYÁÂ¾2ÁXÄ@Á�#Ã#�Æ¾�ÈõÆ ½M��Á�É �Aà
áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î;N�Ô�Ý+ÎåÜ

S
Ì%ì*Þ�Ú�Ì%íåî3Ð:ï�Þ&XoÛ�ö0Þní[ÞnÍåÍÊÎæö*ÜPÎFø3Ì�ÞwðoÞ�ToÞnì�í[ÞDÚnÌ�ö�R3í�Î�ÞnÌ%í�Ý
ÌÒRUToÐ+Íih×?e(Í�l Îõì=P�Ý+ÍÊÌ�ÜPÎFÝ+ì¸XoÛ�ö0Þní[ÞnÍõÍÏÎæö*ÜPÎPø?Ì0Þ{Þ�ÚnÜ�Ì%ì�ÎFø3Ì0ÞwÞ3Ü$Ð�ö:ö�Ð+í3ÜPÎ�ÞnìdÜ$Ð+Ì6ïaÞnìdÜPí[Þ�ð+Ì�T+íXÝ+Ì�ö�Þ-ðoÞ�ÚÐ+Ì�Ü�Ý+òsÝ+í�ö�XoÎ�Únò�Þ�Ú~ðoÞ

S
äª�K�¦�K5p0\:O+W�b3W5J0K�L)b�`�]a`+b3V[i3]XW�Za`�VXW�O+KwT0]a`�VXW�k�J�LzR0L$Q�H WYK�\:O+QYJ0VXW�O+Kwcot%T�L3][L3QYQYWYT0VXW�koJ�L�±

Ú H�I.H�Û�Û?Ü�ÍVI<LGNoÔ*Ý+ÎPÜ
S
Ì�ì�Þ�ÚnÌ�íåî?Ð:ïaÞ�XoÛ�ö0Þní[ÞnÍåÍÊÎæö*ÜPÎFø3Ì�Þ�ðoÞ&ToÞnì�í[ÞwÚ�Ì�ö�RnínÎ�ÞnÌ�ívÝ+ÌäRUToÐ+Íi�×?e

S
Ðoð+ò�Þ3Ü$Ì%ì¼Ì%ì�ÎPø?Ì0Þ{Ð+Ì�Ü�Ý+òsÝ+í�ö�XoÎ�Únò�Þ-ð+ÎõÚnÜPÎåì�ï?ÜzðoÞ-Í�l ÎFðoÞnìdÜPÎPÜ�R,ÕfóoÐ+ìdÜ)Ð+Ì¢òsÝ+Îåì0Ú!åö�Ý+ÎåìdÜåÚAe�ï�l Þ�Ú3Ü�Í�l Îõì=P�Ý+ÍÊÌ�ÜPÎFÝ+ì�X�Ûaö�ÞníXÞ3ÍõÍÏÎhö�ÜPÎPø3Ì�Þ�ä

�.0´É<0´ÉG0��(þ(���*ý¸�w�äµ��w�ä'j%:ý��Q���G���æ�[�4/��[�w�>�çxS0 �%O+WYV
X

J0K�LwZXJ0]gM�`+b?L�R0L-��W�Ln�^�`�K0Kwc�t�T�L3][L3QYQYWYT0VXW�koJ�L�R0Lzy:L3K0][L�ùI^)J0K0W�L�R0LzZa`_^si3VX]XW�koJ�L)cot%T*L3]X��O+QYW�koJ�L~R0L~èlÝ
Îõì�ïaÐ+ídR?|�NO+K�ZXW�R0i3][O+K�Z
ξ
J0K�LSy:i?O%R0i?ZXW�koJ�LSMPL3]X^si?L(ZXWY^_T0Q�L�Zai3Td`�]a`�KoV[L�R0L

X
|�ª�K�R0i?b?O+J0Td`�K�V

ξ
K�O+J�ZO+�0V[L3K�O+K�Z_R0L3J�m�V[O+][L?Z_jwJ0Ku��O+][R�cot%T*L3]X��O+QYW�koJ�L?Z1±

T1
L3V

T2
|©G$`�K�Z~J0K¢R0L1b?L?Z�V[O+][L?Z�pR�W�Z[O+K�Z

T1
p�R0i?b?O+J0T�O+K�ZIj-K�O+J0\:L�`�J�J0K�L�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�LsMPL3]X^si?LDZXWY^_T0Q�L

γ1
�5Q�L�V[O+][L

T1
Z[LVX]a`�K�ZgMFO+]X^sL�`�Q�O+][ZUL3KDJ0K1Td`�KoVa`�Q�O+K1cot%T*L3]X��O+QYW�k�J�L�`�\:L?b�R0L3J�m��*O+][R0ZUR0L(^s�3^sL�Q�O+K0y
J�L3J0]�pb?L3J�mwb?O+]X][L?ZXT�O+K�R�`�KoV$j

γ1
|�³(O+J�Z�][L3\:L3K�O+K�Z�`�J{V[O+][L

T1
jITd`�]XVXWY]�R�J-Td`�K�Va`�Q�O+KvL3KwW�R0L3K��VXW ¦�`�KoV(Q�L?ZSR0L3J�m��*O+][R0ZSR0L�^s�3^sLzQ�O+K0y
J�L3J0](ZXJ0WY\
`�KoVSJ0K�V@·lW�ZXV�b?O+K�\:L3Kd`��0Q�L
|

ξ

ξ

ξ

X

γ1

γ1

γ1

γ2

γ2

T1T2

§5L1Td`�KoVa`�Q�O+K�`+R�^sL3V_J0K�L1WYKo\:O+QYJ0VXW�O+K¼R�WY][L?b3V[L�i?bacd`�K0y:L�`�KoV�Q�L?Z_R0L3J�m¢��O+][R0ZIW�Z[O+^sin�VX]XW�koJ�L?ZIL3V�¦0m�`�KoV�Q�L�VX][O+W�Z[W�r3^sL
|��NL3VXV[L�WYKo\:O+QYJ0VXW�O+K�b?O+^_^~J0V[L-`?\:L?bDQ�H W�R0L3KoVXW ¦db�`�VXW�O+K�R0L?Z�*O+][R0Z(L3VSWYK�R�J0WYVSJ0K�L$WYK�\:O+QYJ0VXW�O+K�Z[J0]lQ�L$V[O+][L
T1
|0¸�J�LzZ[J0]SQ�L�Td`�KoVa`�Q�O+Kvb?L3VXV[L$WYKo\:O+QYJ0VXW�O+K¦0m�L~J0KvJ0K0W�koJ�L~T�O+WYKoV_±dQ�L~^_WYQYW�L3J�R0L)Q�`�T�L3]XT*L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][L_b?O+^_^~J0K�Ls`�J�mw�*O+][R0Z�W�R0L3K�VXW �¦di?Z�j

γ1
|�ª K�][L3\
`�K�b[c�L
p©ZXJ0]zQ�L�V[O+][L

T1
L3QYQ�LDL3K7¦0m0L_VX][O+W�Z~T0J0W�Z[k�J5HqL3QYQ�LD`�y
WYV�ZXJ0]

γ1
L3K][L3Ko\:L3][Za`�K�V(Q�HqO+]XW�L3K�Va`�VXW�O+K5|§5LNV[O+][L

T2
`+R�^sL3V�J0K�LNWYK�\:O+QYJ0VXW�O+K�Z[L3^)�0Q�`��0Q�L(j�b?L3QYQ�LlR0L

T1
p+L3V'Q�L?Z©R0L3J�m�WYKo\:O+QYJ0VXW�O+K�Z`�y
W�Z[Z[L3K�V-Td`�]�][O+Va`�VXW�O+K�R"Hh`�K0y
Q�L

π
ZXJ0]�Q�L?Z1��O+][R0Z

∂T1
p
∂T2

| � WYK�ZXW$L3QYQ�L?Z�Td`+Z[Z[L3K�Vw`�JkoJ�O+VXW�L3K�V�k�J�L3Q5koJ�L�Z[O+WYVlQ�L$b?O%LºÈ�b3W�L3KoV�R0L�V@·lW�ZXVSZ[L3Q�O+K
ξ
|�§ H WYKo\:O+QYJ0VXW�O+K�WYK�R�J0WYV[L�¦0m�L�VX][O+W�ZT*O+WYK�V[ZIR�`�K�Z�bacd`+b3J0K6R0L?Z)V[O+][L?Z�L3V�R0O+K�b!B-R�`�K�Z

X
pf\%JxQ�L�b?O+][O+QYQ�`�WY][LDT0][i?b?i?R0L3K�VIb?L3VXV[LWYKo\:O+QYJ0VXW�O+KvL?ZXVlQ�H WYKo\:O+QYJ0VXW�O+K�cot%T�L3][L3QYQYWYT0VXW�koJ�L
|

£©`�]�J0K0W�b3WYV[i�R0LlQ�H WYK�\:O+QYJ0VXW�O+K�c�t�T�L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�L
poWYQdL?Z[V�b3Q�`�WY]�k�J�LSb?L3VXV[L�b?O+K�ZXVX]XJ�b3VXW�O+K�K�LR0i3T*L3K�R1Td`+ZlR�J-bac�O+W m1R0L?ZUy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z
ξ
p
γ1
L3V
γ2
p%K�O+J�ZSL3K�R0i?R�J0W�Z[O+K�ZlQ�`~T0][O+T*O
Z[WYVXW�O+KZXJ0WY\
`�KoV[Ls±

áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î;NMÝ*l Îõì=P�Ý+ÍÊÌ�ÜPÎFÝ+ìhXoÛ�ö0Þní[ÞnÍõÍÏÎæö*ÜPÎPø?Ì0ÞsÞ3ì{T�Þnì�í[Þ~×DÚnÜ�Ð�anÎåÍÏÎ�Ú�Þ)Ü�Ý
Ì%ÜÖÞ�Ú~ÍYÞ�ÚCT�RXÝ+÷ð�R�ÚnÎPø3Ì�Þ�Ú�î�ÞnínòªR[Þ�ÚzÚnÎõò(ö�Í�Þ�Ú?ä�é~Þlö�ÍÏÌoÚÂe�Í�Þ�ÚMT�RXÝ�ð[R�Ú�ÎFø3Ì�Þ�ÚNî�ÞnínòªR[Þ�ÚzÚnÎõò(ö�Í�Þ�Úzì�Ý+ì{ÚbR@ö�Ð+íXÐ+ìdÜÖÞ�Úö�Ð�Ú�Ú?ÞnìdÜ(Ü�Ý+Ì�ÜÖÞ�Ú�ö�Ð+í�ðoÞnÌ
ósö�Ý+ÎåìdÜåÚsðoÞ)ß_ÞnÎ�Þní�ÚnÜPíXÐ�ÚaÚÂe�Ü�Ð+ì�ð+ÎõÚIø3Ì�Þ�ÍYÞnÚ­T[RXÝ�ð�R�ÚnÎPø?Ì0Þ�Ú(î?ÞnínòªR[Þ�ÚÚ�Îåò(ö�ÍYÞnÚ�Ú�RÖö�Ð+íXÐ+ìdÜÖÞnÚ)ì*Þlö�Ð�Ú�Ú?ÞnìdÜ5ö�Ð+í)Ð
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TX
`+R�^sL3V�J0K�L$V[L3QYQ�L)`+b3VXW�O+K-Td`�](`�J0V[O+^sO+]XT0c0W�Z[^sL?Z�|

TX

γX

w2
w1

w3

δ+1δ−1

δ+2

δ−2.±Í0/±N]9<N�ì�N(��J0]gMF`+b?Ll`?\:L?bJ0KwVÖ·lW�ZXVSK�J0Q�Z[L3Q�O+K
δ+i

TX

γX

w2

w1

w3

δ+1

δ−1

δ+2 δ−2

.ÖÍ0/±N^9<N�í(N���J0]gM�`+b?LN`�\:L?bJ0K-VÖ·lW�ZXV~®YX+ù_Z[L3Q�O+K
δ+i

ÉG0®xS0CWf

ý��åþ��ä���
D4§5L?ZIZXJ0]gMF`+b?L?Z

−1
`+R�^sL3VXVa`�KoV

D4
b?O+^_^sL�y
][O+J0T�LDR0L?ZI`�J0V[O+^sO+]XT0c0W�Z[^sL?Z_Z[O+KoV_Lnm�`+bn�V[L3^sL3KoV�b?L3QYQ�L?Zsb?O+K�Z[VX]XJ0WYV[L?Z�R0L1Q�`�^�`�K0W�r3][L-ZXJ0WY\
`�KoV[L�±'Td`�]XVa`�K�V�R"H J0K6T�L3KoVa`�y:O+K�L-R�][O+WYV\:i3]XW ¦�`�KoV

a = e
�PL3V

b = d
�npoK�O+J�Z ][L?b?O+QYQ�O+K�Z�Q�LlTd`�KoVa`�Q�O+K�`+Z[Z[O%b3W�i�`?\:L?b�J0KsVÖ·lW�Z[V�KoJ0Q'�å\:O+WY]¦�y
J0][L�è�|hè:�n|"¸�W�`1J0K�`�]Xy
J0^sL3K�V�R0L_VX]XWYy:O+K�O+^si3VX]XW�L�cot%T�L3]X�*O+QYW�k�J�L
p"K�O+J�Z)b?O+K�b3QYJ�O+K�Z�k�J�LQ�HqL3K�Z[L3^)�0Q�L�R0L?ZIZXJ0]gM�`+b?L?Z
−1

`�to`�KoV
D4

T*O+J0]�y
][O+J0T*LDR0L?Z_`�J0V[O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL?ZIMFO+]X^sLDJ0K�LMF`�^_WYQYQ�L)j�J0KwTd`�]a`�^sr3VX][L��åTd`�]�Lnm0L3^_T0Q�L
l(γX)

�n|
a

b

c

d

e

f

.ÖÍ0/±N_9<N:9<Nl��Lnm�`�y:O+K�LzL3VlT*L3K�Va`�y:O+K�L?Z(R�][O+WYV[Z
�(J�L3Q�koJ�L?Z(b?O+K�ZXVa`�Va`�VXW�O+K�Z(Z[J0]�b?L?ZSZXJ0]gM�`+b?L?Z�|�£©O+J0](bacd`+b3J0K�L~R"HqL3QYQ�L?Z�p�Q�L$V[O+][L

TX
T*O
ZX�Z[r?R0LzR0L3J�m-ZXt�ZXV[O+Q�L?Z

s1
L3V
s2
p�`+Z[ZaO�b3W�i?L?Z�`�J�m1b?¾+V[i?Z

a
L3V
e
R�J-T�L3KoVa`�y:O+K�L
|*§ HqO�\
`�Q�L

γX
`�0W�L3K�L3KoV[L3K�R�JDR0L3J�mI]a`�t:O+K�Z�Lnm�VX][i3^�`�J�mw�P��L3^-|où�|hù:� `+Z[Z[O%b3W�i?Z `�J�m_b?¾+V[i?Z

b
L3V
d
|:¨�]XWY\�W�`�Q�Ln�^sL3KoV�p0Td`�]X^_W�b?L?Z�ZXJ0]gMF`+b?L?ZlZaL3J0Q�Lzb?L3QYQ�L$b?O+K�ZXVX]XJ0WYV[L)j�Td`�]XVXWY]�R�J�T�L3KoVa`�y:O+K�Lz][i3y
J0QYW�L3]ST*O
ZX�Z[r?R0L�T0QYJ�Z�R0LIR0L3J�mvZXt%Z[V[O+Q�L?Z�|�ª K�¦�K5p�K�O+J�Z�\:O�t:O+K�Z$Za`�K�Z�T*L3WYK�LIb?O+^_^sL3K�V~`�y
W�Z[Z[L3K�V�V[O+J�ZQ�L?Z1`�J0V[O+^sO+]XT0c0W�Z[^sL?Z5�SL3K/Td`�]XVXW�b3J0QYW�L3]�T*O+J0]DJ0K�L�V[L3QYQ�LvZXJ0]gMF`+b?L

X
p � J0V

(X)
b?O+KoVXW�L3K�VR0L3J�m2ZaO+J�Zg��y
][O+J0T*L?Z

G1
p
G2

R0L�Q�`uMFO+]X^sL {idX , σ1, σ2, ιX} ' Z/2Z × Z/2Z
`?\:L?b

(r, s+, s−)G1 = (1, 0, 1)
L3V

(r, s+, s−)G2 = (1, 1, 1)
�åT*O+J0]1b?L{R0L3]XK0W�L3]1K�O+J�Z�`?\:O+K�Z

δ+i = si
�n|��NL3VXV[L�MF`�^_WYQYQ�LvR0L�ZXJ0]gM�`+b?L?Z�Z[L�ZXWYVXJ�L�R0O+K�b�juQ�H WYKoV[L3][Z[L?b3VXW�O+K�R0L?Z�R0L3J�m¼M�`,�^_WYQYQ�L?Z�i3VXJ�R�W�i?L?Z�T0][i?b?i?R0L3^_^sL3KoV�|Nª�K6M�`�WYV�p L3QYQ�L1MFO+]X^sL-Lnm0`+b3V[L3^sL3K�V�Q�H WYK�V[L3][Z[L?b3VXW�O+K�b�`�]�pK�O+J�Z�`�QYQ�O+K�ZSQ�L�\:O+WY]�p�Q�L?ZSZ[J0]gMF`+b?L?Z

X
`?\:L?b � J0V

(X) ' D6
K5HqO+KoVSTd`+Z�R0L�y
][O+J0T*LzR"Hh`�J0V[O��^sO+]XT0c0W�ZX^sL

G ' Z/2Z × Z/2Z
b?O+KoV[L3Kd`�KoV

ιX
L3V(`�\:L?b

(r, s+, s−)G = (1, 1, 1)
|



Z Å@ÈõÆ��nÇ ��Á
D6

ÄS�
É<0´É<0�Wf
:ý��õþ(�����

D6�%O+WYV
X

J0K�LvZXJ0]gMF`+b?L�`�\:L?b � J0V
(X) ' D6

|S�NO+K�ZXW�R0i3][O+K�Z
τ
J0K4`�J0V[O+^sO+]XT0c0W�ZX^sLR"HqO+][R�][LoB�R0L

X
p�K�O+J�Z$`?\:O+K�Z

τ3 = ιX
|�¸�Jvk�J�L

ιX
¦0m0L)Q�L?Z�T�O+WYKoV[Z�R0L~}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�p�Q�`][L?ZXVX]XW�b3VXW�O+K{R0L

τ
j_b?L?ZST*O+WYK�V[Z�L?ZXVlJ0K-b3t�b3Q�LzR"HqO+][R�][L)è�|

£�][L3K�O+K�ZlJ0K�]a`�t:O+KwLnm%VX][i3^�`�Q5R0L
X
p
τ
VX]a`�K�ZgMPO+]X^sL$b?L�]a`�t:O+K-Lnm%VX][i3^�`�QfL3K�J0K�`�J0VX][L]a`?t:O+K1Lnm%VX][i3^�`�Q*T0J0W�Z[k�J5H WYQ*`�y
WYV�VX]a`�K�ZXWYVXWY\:L3^sL3KoVlZXJ0]�Q�L?Z T�O+WYKoV[ZNR0L¦}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�p:WYQ�L3KDR0in�b?O+J0Q�LSk�J�L

X
T�O
Z[Z[r?R0LUVX][O+W�Z�]a`�t:O+K�Z�Lnm�VX][i3^�`�J�msR�W�ZPeXO+WYKoV[Z

r1
p
r2 = τ(r1)

L3V
r3 = τ2(r1)

|� WYK�Z[W�p
X
L?Z[VNJ0K1Td`�K�Va`�Q�O+K-cot%T*L3]X��O+QYW�k�J�L�`�\:L?b�VX][O+W�ZU�*O+][R0ZlR0L�^s�3^sL?ZlQ�O+K0y
J�L3J0][ZS`�J0V[O��][L?b?O+QYQ�i?Z�| £'`�]�R�Jd`�QYWYV[ix�P�(L3^-| ù�|hù:�np�Q�L1V[O+][L

TX
T�O
Z[Z[r?R0L1VX][O+W�Z�ZXt%Z[V[O+Q�L?Z

s1
p
s2
p
s3
�'Q�LTd`�]a`�^sr3VX][L)R0L$V@·lW�ZXV�ZXJ0WY\
`�KoV(b[cd`+b3J0K�L)R"HqL3QYQ�L?Z�L?ZXVSK�i?b?L?Z[Za`�WY][L3^sL3K�V~®YX+ù�|

�NO+K�b3QYJ�ZXW�O+K6±*WYQftv`sJ0K�L~M�`�^_WYQYQ�LIj�J0KvTd`�]a`�^sr3VX][L-�åQ�`�Q�O+K0y
J�L3J0]zR0L~Q�HqO�\+`�Q�L
γX
�(R0LZXJ0]gM�`+b?L?ZS`?to`�KoV

D6
T�O+J0]Ny
][O+J0T�L$R"Hh`�J0V[O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL?Z�|dé�K�L�][L3T0][i?Z[L3K�Va`�VXW�O+K{`�y
][i�`��0Q�L$R0Lb?L?Z)ZXJ0]gM�`+b?L?Z)L?Z[V~b?L3QYQ�LsR0L�Q�`D¦�y
J0][LDù�| °�|�§5Lsy
][O+J0T�L�R"Hh`�J0V[O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL�K�O+J�ZI`�T0Td`�]a`,��V`�Q�O+][Zw`?\:L?bvQYWY^_T0W�R�WYV[i
pUK�O+J�Z1][L3^�`�][k�J�O+K�Z-L3K/Td`�]XVXW�b3J0QYW�L3]wk�J�L�Q�L?Z1VX][O+W�Z�Z[O+J�Zg��y
][O+J0T�L?Zb?O+KoV[L3Kd`�K�V

ιX
L3VlW�Z[O+^sO+]XT0c�L?Z�`�J-y
][O+J0T�LzR0L$��Q�L3WYK-\:i3]XW ¦dL3KoV

(r, s+, s−)G = (1, 0, 1)
|
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³(O+J�Z�K�O+J�Z�WYK�V[i3][L?Z[Z[O+K�Z)j�Q�HqL?ZXTd`+b?LIR0LI¨�L3W�bac0^)à0QYQ�L3]~R0L?Z$Z[J0]gMF`+b?L?Z
−1
|�³�O+J�Z$Z[O+J0cd`�W �V[O+K�Z-R0i?b?O+^_T�O
Z[L3]�J0K4R0O+^�`�WYK�LvMFO+K�R�`�^sL3KoVa`�Q~R0LvQ�Hh`+b3VXW�O+K4R�J2y
][O+J0T�Lv^sO%R�J0Q�`�WY][L7L3Kb?L3QYQYJ0Q�L?Zl`+R�`�T0V[i?L?ZNjzQ�`zZXt�ZXV[O+Q�L��:b?L?b3W�K�O+J�Z�T�L3]X^sL3VXVX]a`)R0L(b3Q�`+Z[Z[L3] Q�L?Z�T�O+WYKoV[ZNb3]XWYVXW�koJ�L?ZNR0LQ�`�MFO+K�b3VXW�O+KwZXt�ZXV[O+Q�L
|

¨�O+J0V[L?Z)Q�L?ZzZXJ0]gM�`+b?L?ZzZ[L3][O+KoV~ZXJ0T0T*O
Zai?L?Z�MPL3]X^si?L?Z�|�£fO+J0]zJ0K�Lsy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L_O+]XW�L3KoVa`��0Q�L
γ1
p
Q�L�VÖ·lW�ZXV

θ1
Z[L3]a`zb3][O+W�Z[Z�`�KoV�Z[W�Q�HqO+K1`$J0K�y
QYW�Z[Z[L3^sL3K�VNR�`�K�Z�Q�LSZ[L3K�ZNR0O+K0K�iSTd`�]�Q�`j,dr?bac�LR0L�Q�`~¦�y
J0][L$°�|hùU�0ZXW�Q�`~¦�y
J0][L�°�|hù�][L3T0][i?Z[L3K�V[LzJ0K�VÖ·lW�Z[VlKoJ0Q�Z[L3Q�O+K

γ1
p�`�Q�O+][ZUQ�`~¦�y
J0][L$°�|Y®][L3T0][i?Z[L3KoV[LDJ0KuVÖ·lW�ZXVIb?O+^_T0]XW�ZIL3KoVX][L!@wL3VD®YX+ù��åQ�`wQ�L3VXVX][L

γ4
K�LDR0i?ZXWYy
K�L�Td`+Z)Q�`-^s�3^sLy:i?O�R0i?Z[W�koJ�LzR�`�K�ZSQ�L?ZSR0L3J�m1¦�y
J0][L?Z��n|�³�O+J�ZlK�O+V[L3][O+K�Z

tγ1

Q�L$VÖ·lW�Z[V�R0L$G�L3c0KwZ[L3Q�O+K
γ1
|

5G0���0 � %lk¡�w�õý��åþ��
µ©W m�O+K�ZNK�O+J�ZNJ0K�L�ZXJ0]gMF`+b?L(cot%T�L3]X�*O+QYW�k�J�L�O+]XW�L3KoVa`��0Q�L

R
R0L�y:L3K0][L

g ≥ 2
|�¶(K-`�T0T*L3QYQ�LÚ�Ì%íõî?Ð:ïaÞUò_Ð
ígø3Ì=R[Þ�ðoÞ£ToÞnì�í[Þ

g
J0K~b?O+J0T0Q�L

(S, ϕ)
MFO+]X^si R"H J0K�L ZXJ0]gM�`+b?L�cot%T�L3]X�*O+QYW�k�J�L O+]XW�L3K��Va`��0Q�L

S
R0L~y:L3K0][L

g
L3V$R"H J0Kvc�O+^si?O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL_T0][i?ZaL3]X\+`�K�V$Q�HqO+]XW�L3KoVa`�VXW�O+K

ϕ : R → S
|��J0]�Q�HqL3K�ZaL3^)�0Q�L�R0L?Z�Z[J0]gMF`+b?L?Z�^�`�][koJ�i?L?ZUO+K�R0in¦�K0WYVNQ�L(][L3Q�`�VXW�O+KDR"Hqi?k�J0WY\+`�Q�L3K�b?L�ZXJ0WY\
`�KoV[L�±

(S, ϕ) ∼ (S ′, ϕ′) si ϕ′ ◦ ϕ−1 est isotope à une isométrie.³(O+J�Z©][L3yo`�][R0L3][O+K�Z�Q�H�ÞnÚ�ö�Ð:ï�Þ�ðoÞ*¹*ÞnÎFïºXoòf»�ÍåÍ�Þní Tg
R0L?Z'ZXJ0]gMF`+b?L?Z©c�t�T�L3]X�*O+QYW�k�J�L?Z'O+]XW�L3KoVa`��0Q�L?ZR0Lly:L3K0][L

g
b?O+^_^sLlQ�HqL?Z[Td`+b?LSR0L?Z�b3Q�`+Z[Z[L?Z R"Hqi?k�J0WY\
`�Q�L3K�b?L?Z

[S, ϕ]
R0LlZXJ0]gM�`+b?L?Z�^�`�][koJ�i?L?Z�|:½ÖQL?ZXV©^)J0K0W�R"H J0K�LUZXVX]XJ�b3VXJ0][LUR0L�\
`�]XW�i3V[il`�Kd`�QYt�VXW�k�J�LUb?O+^_T0Q�Lnm�L$�PR0LUR�WY^sL3K�ZXW�O+K

3g−3
�©`�WYK�ZXWkoJ�L)R"H J0K�L$^si3VX]XW�koJ�L ¥ ²�c0Q�i3]XW�L3K0K�LzR0L)b?O+J0]X�0J0][LzK�i3yo`�VXWY\:L��PR�WYV[LzR0L­}7L3WYQ �Ö£fL3V[L3][Z[ZaO+K��n|

��J0] Tg
pS`�y
WYV�Kd`�VXJ0][L3QYQ�L3^sL3KoVwQ�Lvy
][O+J0T�L�R0L?Z�c�O+^si?O+V[O+T0W�L?Z�|��%O+K4koJ�O+VXW�L3K�V-Td`�]�Q�LZ[O+J�Zg��y
][O+J0T�L~R0L?Z�i3Q�i3^sL3KoV[Z$`�y
W�Z[Z�`�KoV�VX]XWY\�W�`�Q�L3^sL3K�V�L?Z[VSQ�Lzy
][O+J0T�L)^sO%R�J0Q�`�WY][L
p*koJ�L)K�O+J�ZK�O+V[L3][O+K�Z

Modg
|�§ Hh`+b3VXW�O+K�R0L

Modg
ZXJ0] Tg

Z�HqLnÒ�L?b3VXJ�L(Td`�]�W�ZaO+^si3VX]XW�L(T�O+J0]�Q�`)^si3VX]XW�k�J�LR0L`}7L3WYQ �Ö£©L3V[L3][Z[Z[O+K5|
ª�K6ZXJ0T0T0]XWY^�`�KoV�Q�`{b?O+K�R�WYVXW�O+K¼][L3Q�`�VXWY\:L-jwQ�HqO+]XW�L3K�Va`��0WYQYWYV[i
p�O+K6i3V[L3K�R�`�J6b�`+R�][L1K�O+KO+]XW�L3KoVa`��0Q�L(Q�L?Z�K�O+VXW�O+K�Z�R0LlZ[J0]gMF`+b?L?Z�^�`�][koJ�i?L?Z L3V�R"HqL?ZXTd`+b?LSR0LS¨fL3W�b[c0^)à0QYQ�L3]�|�§ HqL?Z[Td`+b?LSR0L¨�L3W�bac0^)à0QYQ�L3]_R0L?Z$ZXJ0]gM�`+b?L?Z$cot%T*L3]X��O+QYW�k�J�L?Z$K�O+K7O+]XW�L3KoVa`��0Q�L?Z�R0LIy:L3K0][L

g
Z[L3]a`DK�O+V[i T −

g

pL3VzQ�LIy
][O+J0T�L_^sO�R�J0Q�`�WY][LD`+Z[Z[O%b3W�i
Mod−g

|"ª Kxb?O+K�ZXW�R0i3]a`�KoV~Q�L_][L3\:�3V[L3^sL3KoV�R0L?ZzO+]XW�L3KoVa`,�VXW�O+K�Z�T0QYJ0V[¾+VNkoJ5H J0K�L(ZXJ0]gM�`+b?L�L3QYQ�Ln��^s�3^sL
p�Q�HqL?ZXTd`+b?L T −
g

`�T0Td`�]a`,��V�b?O+^_^sL(QYW�L3J�R0L?Z�T*O+WYK�V[Z¦0m�L?Z_R"H J0K�L-W�Z[O+^si3VX]XW�L1K�i3yo`�VXWY\:L-R0L Tg+1
p'L3VsL3K¢Va`�KoV�k�J�LDV[L3QSb
HqL?ZXV_J0K�L�Z[O+J�Zg��\
`�]XW�i3V[iV[O+Va`�Q�L3^sL3KoV�y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L$R0L Tg+1

Z[J0]lQ�`+koJ�L3QYQ�L)`�y
WYV
Mod−g

Td`�]SW�ZaO+^si3VX]XW�L?Z�|
³(O+J�Zz`�QYQ�O+K�ZzK�O+J�Z$WYKoV[i3][L?Z[ZaL3]~j T −

3

Q�HqL?ZXTd`+b?L_R0L_¨fL3W�b[c0^)à0QYQ�L3]_R0L?Z$ZXJ0]gM�`+b?L?Z$c�t�T�L3]g��*O+QYW�k�J�L?Z�K�O+KuO+]XW�L3K�Va`��0Q�L?ZsR0L�y:L3K0][L
3
|f¸�JuR�`�K�Z T2

b
HqL?ZXV�Q�L�QYW�L3J¢R0L?Z�T*O+WYK�V[Z)¦0m0L?ZIR0LQ�H c�O+^si?O+V[O+T0W�LsZ[L~][i�`�QYW�Za`�KoVzb?O+^_^sL�VX]a`�K�ZXQ�`�VXW�O+K���][L-,dLnm�W�O+KxR"HqO+][R�][L_ù�Q�L)Q�O+K0y�R0L�Q�`�y:i?O��R0i?ZXW�k�J�LzZ[i3Td`�]a`�KoV[L�`�J��ÖR0L?Z[ZXJ�ZSR0L�Q�HqO�\+`�Q�L
|
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−1

5�0´x<0ª�,���>�='j%:ý��Q�õü���ý��õþ(��üª�w� T −
3³(O+J�Z�`�QYQ�O+K�Z�Lnm%c0WY��L3]�R0L3J�m1Td`�]a`�^si3VX]XW�Za`�VXW�O+K�Z�y
Q�O+�d`�Q�L?Z(R0L T −

3

|
áZI.H�â=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î °�|Y®�NfÔ*Ý
ÎåÜ

γ1
Ì�ì�Þ!T�RXÝ�ð�RnÚ�ÎFø3Ì0Þ�Ý+ínÎFÞ3ìdÜ�Ð�anÍ�Þ�ðoÞ�ÚwÚ�Ì%íõî?Ð:ïaÞ�Ú

−1
äMÔ*Ý
ÎFÞnì�Ü

(θ1, l1)
ÍYÞnÚ~ï[Ý�Ý+íXð:Ý+ì�ìSR[Þ�Ú�Üon�ÎõÚnÜP÷@Í Ý
ì[T+Ì�ÞnÌ�í)Ú?ÞnÍYÝ+ì

γ1
e Í�l Ð�ö:ö�ÍÏÎPïaÐ
ÜPÎPÝ
ì

Φ : T −
3 −→ R × R

∗
+ × R

∗
+

M = [X,ϕ] 7−→ (θ1(M), l1(M), lγX
(M))Þ�ÚnÜ�Ì�ì�ð+Î 3MRXÝ+òsÝ+íÖö.XoÎõÚ�ò�Þ�ä

Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N��NO+K�ZXW�R0i3][O+K�Z~Q�L?Zzb?O�O+][R0O+K0K�i?L?Z�R0Lsµ�L3K�bac�L3Q �Ö³�W�L3Q�ZaL3KuR0L T2
`+ZX�Z[O�b3W�i?L?Zl`�J1ZXt�ZXV[r3^sL(R0L�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z {γ̃X , γ̃11, γ̃12}

p�O+ß1Q�L?Z
γ̃1i

�
i = 1, 2

�NZ[O+K�VUQ�L?ZNR0L3J�m][L3Q�L3\:i?Z�R0L
γ1
|0½@Q5L?ZXVSb?O+K0K�Ju�å\:O+WY]STd`�]�Lnm0L3^_T0Q�Lsáq½�¨Sç
ù,ãå�NkoJ�LzQ�Hh`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+K

φ : T2 −→ (R∗
+)3 × (R)3

N 7−→ (lγ̃X
(N), l11(N), l12(N), θγ̃X

(N), θ11(N), θ12(N))L?ZXVlJ0KwZXt�ZXV[r3^sL$R0L$b?O%O+][R0O+K0K�i?L?Z�y
Q�O+�d`�Q�L?Z(ZXJ0] T2
|§ HqL?ZXTd`+b?L T −

3

Z�H W�R0L3KoVXW ¦dLSb3Q�`�WY][L3^sL3K�VNj�Q�HqL3K�Z[L3^~�0Q�L�R0L?Z'T�O+WYKoV[Z�R0L T2
R0i3V[L3]X^_WYK�i?Z�Td`�]Q�L?ZSb?O+K�R�WYVXW�O+K�Z







θγ̃X
(N) = π

l11(N) = l12(N)
θ11(N) = θ12(N)

.

½ÖQ"Z�HqL3K-ZXJ0WYVlk�J�L
(θ1, l1, lγX

)
MFO+]X^sL�J0K-ZXt�ZXV[r3^sL�R0L�b?O�O+][R0O+K0K�i?L?Z�y
Q�O+�d`�Q�L?ZSZXJ0] T −

3

|
��*L�K¦ÜwI����GL1°�|Y®�N'G$`�K�Z b?LSZXt�ZXV[r3^sLlR0Llb?O%O+][R0O+K0K�i?L?Z�p
WYQdZ[L3^~�0Q�LlKd`�VXJ0][L3QdR"H WY^�`�y
WYK�L3]

T −
3

b?O+^_^sL�L?ZXTd`+b?L(¦��0][i�`�J��ÖR0L?Z[ZXJ�ZUR0L
R
∗
+

�åQ�`)Q�O+K0y
J�L3J0]lR�J���O+][Rd�np�bacd`+koJ�L(¦��0][L�i3Va`�KoVQ�HqL?ZXTd`+b?LzR0Lz¨fL3W�b[c0^)à0QYQ�L3]�R0L?ZSV[O+][Lzj_J0K��*O+][R-R0L�Q�O+K0y
J�L3J0]�¦0m�i?L
|
§5L�R0L3J�m�W�r3^sLUZXt�ZXV[r3^sL�R0LNb?O�O+][R0O+K0K�i?L?Z�k�J�L�K�O+J�Z'`�QYQ�O+K�Z©T0][i?Z[L3K�V[L3] b?O+K�ZXW�ZXV[LNL3K~VX][O+W�ZMPO+K�b3VXW�O+K�Z'Q�O+K0y
J�L3J0][Z�|
³�O+J�Z©K�LNK�O+J�Z `�T0T0J0t:O+K�Z'Td`+Z�ZXJ0]fQ�LN][L3\:�3V[L3^sL3K�V R0L?Z�O+]XW�L3KoVa`�VXW�O+K�Z�|
D*EGF=H�I<J�KML¢°�|hù=N­Ô*Ý+Î�ÞnìdÜ

γ4
e
γ5

Þ3Ü
γ6

ÜPíXÝ+Î�Ú*T�R[Ý�ð�R�ÚnÎPø3Ì�Þ�Ú�ì�Ý+ì6Ý+ínÎFÞ3ìdÜ�Ð�anÍ�Þ�Ú1Þ3Ü�ð+ÎõÚ�÷n3Ý+ÎåìdÜÖÞ�Ú�ä£Ø(Í Ý+í�ÚAeSÍ�l Ð�ö:ö�ÍÏÎPïaÐ
ÜPÎPÝ
ì¢Ð+Û:Ð+ì�Ü'ö�Ý+Ì%í�ï[Ý�Ý+ígðoÝ+ì�ì(R[ÞnÚ�Í�Þ�ÚSî3Ý
ì�ï?ÜPÎFÝ+ì0ÚIÍ Ý+ì�T+Ì0Þ3Ì�í�ÚDÐ�Ú�Ú3Ý+÷ï3ÎURaÞ�Ú
Ψ : T −

3 −→ (R∗
+)3

M = [X,ϕ] 7−→ (l4(M), l5(M), l6(M))R3Ü�Ð�anÍÏÎåÜ�Ì%ì�ð
Î 3MRXÝ
ò_Ý
í�ö.X�Î�ÚnòsÞIÞnì�ÜPíXÞ T −
3

Þ3Ü
(R∗

+)3
ä

Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N�¨�O+J0V�R"Hh`���O+][R"p?Q�Hh`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+K
Ψ
L?ZXV"�0W eXL?b3VXWY\:L
|�ª�K)LnÒ"L3V�p3Q�HqO+T*i3]a`,�VXW�O+K�R0L�R0i?b?O+J0T�L�R0L?Z VX][O+W�Z�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z

γ4
p
γ5
L3V
γ6
i3Va`��0QYWYV�J0K�L��0W egL?b3VXW�O+K1L3KoVX][L T −

3

L3VQ�HqL?ZXTd`+b?L$R0L?ZUTd`�KoVa`�Q�O+K�Z5��^�`�W�Zlb?L�R0L3]XK0W�L3](L?ZXVUTd`�]a`�^si3VX][i�Td`�]lQ�L?ZUQ�O+K0y
J�L3J0][ZSR0L?ZU�*O+][R0Z�pR"HqO+ß�Q�Hh`>Ès]X^�`�VXW�O+K5|"ª�K�ZXJ0WYV[L
p
Ψ
jsQ�H WYK�Z[Va`�]zR0L?Z�MPO+K�b3VXW�O+K�Z�Q�O+K0y
J�L3J0][ZzL?Z[V�R0LIb3Q�`+Z[Z[L

C∞ZXJ0] T −
3

|�ª�K�¦�K5p�Z[O+K-`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+K-][i?b3WYT0][O%k�J�L�Q�HqL?ZXVS`�J�Z[ZXW�p%T0J0W�Z[k�J5Hh`?\:L?b$J0K1T�L3J-R0L(VX]XWYy:O��K�O+^si3VX]XW�L�c�t�T�L3]X�*O+QYW�k�J�L_K�O+J�Z~\:O�t:O+K�Z�koJ�L
lγX

p
l1
L3V
θ1
R0i3T�L3K�R0L3KoVIR0LIM�`+«?O+K

C∞ R0L
l4(M)

p
l5(M)

L3V
l6(M)

|
�

�*L�K¦ÜwI����GL7°�|hù=NUé(K�Lzb�`�]XV[L~y
Q�O+�d`�Q�L)R0LzQ�HqL?Z[Td`+b?L)R0L)¨fL3W�b[c0^~à0QYQ�L3]zR0O+K0K�i?LzTd`�](R0L?ZQ�O+K0y
J�L3J0][ZlL?ZXV�J0KDT0c�r3K�O+^sr3K�L�VX][r?Z�]a`�][L
p�WYQ*K�L(Z[L�T0][O�R�J0WYVfe[`�^�`�W�ZNR�`�K�Z�Q�L�b�`+Z�c�t�T�L3]X��O��QYW�koJ�LzO+]XW�L3K�Va`��0Q�L
p�^s�3^sL$Q�O%b�`�Q�L3^sL3KoVI�å\:O+WY]STd`�]�Lnm0L3^_T0Q�Lsáæ�0��1?1�ãå�n|



7 �nÃh"%ÆõÇ�Á ¿ �nÇ���"0Ã�ÁXÇ'ÈV".# Ä=à

γX

w2 w1

w3
γ1γ2

γ3

γ4

γ5

λ

θ1l1/2

.±Í0/ÖN_>GN�ì
γX

w2 w2

w1 w1
w3

γ1

γ2

γ3 γ4

γ5

λ
θ1l1/2

γ′1

γ′3
γ′2

t

.±Í0/±Np>GN´í
³(O+J�Zl`�QYQ�O+K�ZNK�O+J�ZN¦0m0L3]�J0K�ZXt�ZXV[r3^sL�R0L�b?O%O+][R0O+K0K�i?L?ZS`�J�koJ�L3Q�K�O+J�ZNK�O+J�ZU][inMFi3][L3][O+K�ZTd`�]1Q�`�Z[J0WYV[L
|l��c�O+W�Z[W�Z[Z[O+K�Z

X(P )
b?O+^_^sL�O+]XWYy
WYK�L�R�J2¨�L3W�bac0^)à0QYQ�L3]�p�L3V-`+R0O+T0V[O+K�Z1Q�L?ZK�O+Va`�VXW�O+K�Z(Z[J0WY\+`�K�V[L?Z)�å\:O+WY]l¦�y
J0][L$°�|hù:��±

« γ1
L3V
γ2
R0i?ZXWYy
K�L3KoV(Q�L?ZSR0L3J�m-ZXt�ZXV[O+Q�L?ZlO+]XW�L3KoVa`��0Q�L?Z�R0L

X(P )
p

« γ3 = t−1
γ1

(γ2)
L3V
γ4 = tγ1(γ2)

ZaO+KoVUQ�L?Z�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?ZUO+�0V[L3KoJ�L?ZSj$Td`�]XVXWY]lR0L
γ2
Td`�]J0KwZ[L3J0Q"V@·lW�ZXV�R0LzG�L3c0KwZaL3Q�O+K

γ1
|³(O+J�Z�O+T0V[O+K�Z�T*O+J0]~Q�L�Z[t%ZXV[r3^sL�R0L�b?O%O+][R0O+K0K�i?L?Z

(θ1, l1, lγX
)
`?\:L?bDQ�`wb?O+Ko\:L3KoVXW�O+K�Z[J0W �\+`�K�V[L)±

θ1([X(P ), id]) = 0
|o³(O+J�Z�K�O+V[L3][O+K�Z

[X(H), ϕ1/2 ]
Q�`$ZXJ0]gM�`+b?Ll^�`�][koJ�i?L(`+Z[Z[O%b3W�i?Lj

X(H)
V[L3QYQ�Lzk�J�L

θ1([X(H), ϕ1/2 ]) = 1/2
|

5G0´É<0!$!%[�w%��
��ý��[�w�,üª����/.��þ��w-;��'7þ<�£�©ÿV�=���
�
}:L3V[O+K�Z(J0KEq�WYQ©j_k�J�L3Q�k�J�L?Z�i3Q�i3^sL3KoV[Z�R�J-y
][O+J0T�L)R0L?Z�c�O+^si?O+V[O+T0W�L?Z�R0L?Z�ZXJ0]gM�`+b?L?Z

−1
|�%O+W�L3KoV

« n Q�H c�O+^si?O+V[O+T0W�Lx`+Z[Z[O%b3W�i?L�j�Q�`�][L-,dLnm�W�O+K4Z[L3Q�O+K
γ1

R�`�K�Z
[X(P ), id]

p
n
L?ZXV1J0Ki3Q�i3^sL3KoV�R"HqO+][R�][LxùukoJ0W�¦0m0L

γ1
L3V
γ2
plL3V-i?bacd`�K0y:L

γ3
L3V
γ4
|U¸�J4R�`�K�Z1K�O+VX][LZXt�ZXV[r3^sLwR0Lwb?O�O+][R0O+K0K�i?L?Z�p

n
b?O+]X][L?ZXT�O+K�R�jvQ�`7ZXt�^si3VX]XW�LwTd`�]�]a`�T0T�O+]XVD`�J�T0Q�`�K

{θ1 = 0} |« u Q�`1][L-,dLnm%W�O+K�Td`�])]a`�T0T�O+]XV�j
γ′3

R�`�K�Z
[X(P ), id]

p
u
i?b[cd`�K0y:L

γ1
L3V
γ2
|5§�HqL3K��Z[L3^~�0Q�L)R0L?ZlT�O+WYKoV[ZS¦0m�L?ZSR0L

u
L?ZXV {l1 = l2}

|
« t = u·n Q�H c�O+^si?O+V[O+T0W�LS`+ZaZ[O�b3W�i?LUj�Q�`S][O+Va`�VXW�O+K_R"Hh`�K0y
Q�L π/2 L3K w1

R�`�K�Z
[X(P ), id]�å\:O+WY]l¦�y
J0][L)°�|hù:�*�

t
i?bacd`�K0y:L

γ1
L3V
γ2
p0L3V

γ3
L3V
γ4
|

« v Q�H c�O+^si?O+V[O+T0W�Lz`+Z[Z[O%b3W�i?L�j)Q�`)][L-,dLnm�W�O+K1ZaL3Q�O+K γ′1 R�`�K�Z [X(H), ϕ1/2]
p
v
i?b[cd`�K0y:L

γ2
L3V
γ3
L3V�Z[O+KwQYW�L3J{R0L?Z�T�O+WYKoV[Z�¦0m�L?Z(L?ZXV {l2 = l3}

|0¸�J{R�`�K�Z(K�O+VX][L)Z[t%ZXV[r3^sL)R0Lb?O%O+][R0O+K0K�i?L?Z�p
v
b?O+]X][L?Z[T*O+K�Rwj_Q�`IZXt�^si3VX]XW�LzTd`�]l]a`�T0T*O+]XV(`�JwT0Q�`�K {θ1 = 1/2} |« s = v · u Q�H c�O+^si?O+V[O+T0W�L�k�J0W'\�J�L_R�`�K�Z [X(H), ϕ1/2 ]

L?ZXV$Q�`�VX]a`�K�ZXQ�`�VXW�O+KxR"HqO+][R�][LBxQ�LwQ�O+K0y¢R�J���O+][R�R0L
TX(H)

p
s
`�y
WYV�VX]a`�K�ZXWYVXWY\:L3^sL3K�V-ZXJ0]

γ1
p
γ2

L3V
γ3
p�T0QYJ�ZT0][i?b3W�Z[i3^sL3K�V

s(γ1) = γ3
L3V
s(γ3) = γ2

|³(O+J�Zl`�QYQ�O+K�ZN^sO+KoVX][L3]Sk�J�L(Q�L?ZNi3Q�i3^sL3K�V[Z
n
p
s
L3V
t
L3K0y:L3K�R�][L3K�VlQ�L�y
][O+J0T�L�^sO�R�J0Q�`�WY][L

Mod−3
p0L3V�koJ�L$b?L$R0L3]XK0W�L3]�L?ZXVlW�Z[O+^sO+]XT0c�L)j

PGL(2,Z)

5�065G0 � þ(')�=������	Öþ��w���=')�[�*ý���ÿ
�%O+WYV

D
Q�HqL3K�ZaL3^)�0Q�L

D =
{

M = [X,ϕ] ∈ T −
3 ; 0 ≤ θ1(M) ≤ 1/2 et l1(M) ≤ l2(M)

}

.
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−1

§ HqO+��egL3VIR0L�b?L�Td`�]a`�y
]a`�T0c�L�L?Z[V~R0Ls^sO+K�VX][L3]�k�J�L
D
L?ZXV~J0K�R0O+^�`�WYK�L�MPO+K�R�`�^sL3K�Va`�QUR0L

T −
3

T�O+J0]lQ�Hh`+b3VXW�O+K{R�J�y
][O+J0T�L$^sO�R�J0Q�`�WY][L
|
áZI.H�â=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î¼°�|hè=N,Ô*Ý+ÎPÜ

M = [X,ϕ]
Ì�ìDö0Ý+Îõì�ÜUð�Þ

D
elÐ+ÍYÝ+íaÚ�Í ÐoT[RXÝ�ð�R�ÚnÎPø?Ì0Þ

γ1
Þ�Ú3ÜÌ�ì*ÞzÚnÛ,Ú3Ü�Ý+Í�Þ)ðoÞ

TX
ä

Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N��%O+WYV
M = [X,ϕ]

J0K{T*O+WYK�V�R�J{T0Q�`�K {θ1 = 0} |�§�`�ZXJ0]gMF`+b?L X`+R�^sL3V)J0K7y
][O+J0T�LsR"Hh`�J0V[O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL
G ' Z2 × Z2

`?\:L?b
(r, s+, s−)G = (1, 1, 1)

p'L3VQ�L?Z�ZXt�ZXV[O+Q�L?Z�i3\:L3KoVXJ�L3QYQ�L?ZUR0L
TX

Z[O+K�V Q�L?Z�R0L3J�m_y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z�R0LlT*O+WYK�V[Z�¦0m0L?Z�p:b
HqL?ZXVg�@j,�ÖR�WY][L
γ1
L3V
γ2
|0½@Q5L3K-R0i?b?O+J0Q�L)k�J�L

γ1
L?Z[VlJ0K�LzZXt�ZXV[O+Q�L�WYKoV[L3]XK�L)R0LzV[O+J0V�i3Q�i3^sL3KoV

M ∈ D
`?\:L?b

θ1(M) = 0.�%O+WYV
M = [X,ϕ]

J0KxT�O+WYKoVIR0L
D \ {θ1 = 0} V[L3QUkoJ�L X T*O
ZaZ[r?R0LsR0L3J�m�ZXt�ZXV[O+Q�L?ZWYKoV[L3]XK�L?Zx±

γ1
L3V�J0K�L7`�J0VX][L7ZXt�ZXV[O+Q�L

γ
|l§5L?Z�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z

γ1
L3V
γ
Z�H WYKoV[L3][ZaL?b3V[L3KoV{L3KLnm0`+b3V[L3^sL3K�V(J0K{T*O+WYK�V�pdK�O+J�Z(L3K{R0i?R�J0W�Z[O+K�Z

γ = γ2
|*�NO+^_^sLzQ�HqL3K�ZaL3^)�0Q�L

D \ {l1 = l2}L?ZXV�b?O+K0K�Lnm�LlK�O+J�Z�b?O+K�b3QYJ�O+K�Z�koJ�L
γ1
L?Z[V�Q�H J0K0W�koJ�LlZXt�ZXV[O+Q�LNWYKoV[L3]XK�L�R0Llb[cd`+b3J0K�R0L?Z�T�O+WYKoV[ZR0Lzb?L3VSL3K�Z[L3^)�0Q�L
|

�Ú HwI�HwÛ[Û?ÜwÍ�I<LD°�| °�NêÔ�Ý+ÎåÜ
M = [X,ϕ]

Ì%ìzö�Ý
ÎõìdÜ'ðoÞ T −
3

ÜÖÞnÍ�ø3Ì�Þ
l1(M) < ltkγ1

(γ2)(M)ö�Ý+Ì%í)Ü�Ý+Ì�Ü
k ∈ Z

e�Ð+ÍYÝ+í�Ú
γ1

Þ�ÚnÜ�Í�l Ì%ì�ÎFø3Ì0ÞzÚnÛ,Ú3Ü�Ý+Í�Þ)ðoÞ
TX

ä
Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N � Q�Hh`�W�R0L)R0L

tγ1

L3V
n
K�O+J�Zl][L3\:L3K�O+K�Z�`�Jwb�`+ZSO+ß

M ∈ D
|

�D*EGF=H�I<J�KML�°�|h¯=NMÝ�l Þ3ì0Ú?ÞnòªanÍ�Þ
D

Þ�Ú3ÜSÌ%ì¢ðoÝ+òsÐ+Îõì�ÞUî?Ý+ì�ð:Ð+ò�Þnì�Ü�Ð+Í�ö�Ý+Ì%í_Ídl Ð:ï?ÜPÎFÝ+ì6ð+ÌT+ígÝ
Ì�ö0ÞIò_Ý�ð+Ì�ÍYÐ+ÎåíXÞ
Mod−3

ÚnÌ�í)Ídl Þ�Ú�ö0Ð:ïaÞIðoÞ!¹*ÞnÎPïYXoòf»�ÍåÍYÞ3í T −
3

ä
Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N

D
b?O+KoVXW�L3K�V J0KsR0O+^�`�WYK�LNMFO+K�R�`�^sL3KoVa`�Q�|:ª�KsLnÒ"L3V�p+koJ0WYVXV[LSj(J�Z[L3]R0L

tγ1

L3V
t
K�O+J�ZsT�O+J0\:O+K�Z�L3K�\:O�t:L3]DK5H WY^_T*O+]XV[L{koJ�L3QST�O+WYKoVDR0L T −

3

ZXJ0]sJ0K¼T*O+WYK�V
M\:i3]XW ¦�`�KoV

l1(M) < ltkγ1
(γ2)(M)

T*O+J0]�V[O+J0V
k ∈ Z

� L3K�ZXJ0WYV[LwQ�L?Z�`+b3VXW�O+K�ZDR0L
tγ1

L3V
n]a`�^sr3K�L3KoV

M
R�`�K�Z

D
|�%O+WYV

g
J0Kwi3Q�i3^sL3KoV�R�J�y
][O+J0T*Lz^sO�R�J0Q�`�WY][L$V[L3QfkoJ�L

D̊ ∩ (g · D̊) 6= ∅ p« O+J-�0W�L3K g · ∂D = ∂D
pdR�`�K�ZSb?Lzb�`+ZlK�i?b?L?Z[Z�`�WY][L3^sL3KoV

g = id
p

« O+Jx�0W�L3K�WYQ�Lnm%W�Z[V[L M ∈ ∂D
V[L3Q�k�J�L

g(M) ∈ D̊
p5^�`�W�Z~b?L?b3WNL?ZXVzWY^_T�O
Z[ZXWY�0Q�L�b�`�]Q�L?Z)T�O+WYKoV[Z�R0L

D
¦0m0i?ZzTd`�]�J0K�i3Q�i3^sL3K�V�R0L

Mod−3
Z[O+K�V~Lnm�`+b3V[L3^sL3KoVIQ�L?Z)T�O+WYKoV[ZMå][O+K�VXW�r3][L
|G�O+K�b

g = id
pUL3V

D
L?ZXV��0W�L3K2J0K2R0O+^�`�WYK�L{MFO+K�R�`�^sL3KoVa`�QzT�O+J0]1Q�Hh`+b3VXW�O+K4R0Lwy
][O+J0T�L^sO�R�J0Q�`�WY][L
|

��*L�K¦ÜwI����GL7°�|hè=NUé(KwR0O+^�`�WYK�L)MPO+K�R�`�^sL3K�Va`�Q©R�`�K�Z(Q�L)b�`+Z(R0L?Z�V[O+][L?Z�`?\:L?b~J0Kw��O+][RR0L�Q�O+K0y
J�L3J0]I\
`�]XW�`��0Q�L1`wR0i�eXj{i3V[iDR0i?b3]XWYV�Td`�]I£©L3V[L3]I�NJ�Z[L3]IL3VI��Q�`�J�Zg�ÖG�W�L3V[L3]s�%L3^_^_Q�L3]R�`�K�Z)áq�S��1?1,ãÖ|
³(O+J�Z$`?\:O+K�Zz][L3T0][i?Z[L3KoV[isL3Kv¦�y
J0][LI°�|hè�Q�L�T0Q�`�K�c�O+]XWY´�O+KoVa`�Q {lγX

= 2} �åQ�L?Z$i?bac�L3QYQ�L?ZL3K{`��*b3W�ZaZ[L$L3VSO+][R0O+K0K�i?L)Z[O+K�V�R�W Ò"i3][L3KoV[L?Z��n|�NO+^_^sLsT�O+J0]
l1
¦0m0i
p

l2
b3][O+WYV�`?\:L?b�Q�L_VÖ·lW�Z[V

θ1
�PZXJ0] {θ1 ≥ 0} �npfO+KxO+��Z[L3]X\:L�koJ�LQ�L?Z_T*O+WYK�V[ZsR0L {l1 = l2, θ1 ≥ 0} O+KoVsJ0K�L-O+][R0O+K0K�iwkoJ0WSL?ZXVIMFO+K�b3VXW�O+K¼b3][O+W�Z[Z�`�KoV[L-R0LQ�L3J0]~`��*b3W�ZaZ[L
|�ª�K�M�`�WYV�p�Q�`1Q�O+K0y
J�L3J0]

l2
Z�HqLnm�T0]XWY^sLsL3KvMFO+K�b3VXW�O+KxR0L

θ1
L3V
l1
R0LIQ�`DM�`+«?O+KZXJ0WY\+`�K�V[Ls±

cosh2(l2/2) = cosh2(θ1l1/2)
cosh2(lγX

/2) + cosh2(l1/2) − 1

cosh2(l1/2) − 1
.
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l1

θ10 0, 5

{l1 = l3}{l3 = l4}

{l1 = l2}
{l2 = l3}

B
A

D

.±Í0/±Nr>GN:9
§5L?ZzT�O+WYKoV[Z

A
L3V
B
Z[O+KoV~][L?ZXT*L?b3VXWY\:L3^sL3K�V~Q�L?Z)T*O+WYK�V[Zz¦0m0L?ZzR0L

t
L3V
s
p"Q�L?ZzZ[J0]gMF`+b?L?Z`+Z[Z[O%b3W�i?L?Z�`+R�^sL3VXV[L3KoV(J0K-y
][O+J0T�LzR"H W�Z[O+^si3VX]XW�L$W�Z[O+^sO+]XT0c�L�j

D4
L3V

D6
|� \:L?b

n
p
t
L3V
s
K�O+J�Z_L3K�\:O�t:O+K�Z

D
ZXJ0]IK5H WY^_T�O+]XV[L1Q�L?koJ�L3QSR0L1Z[L?ZI\:O+W�ZXWYK�Z-�å\:O+WY]I¦0�y
J0][L$°�| °��np0K�O+J�Z(L3K-R0i?R�J0W�Z[O+K�Z�k�J�L$b?LzZ[O+K�VS�0W�L3K-R0L?ZSy:i3K�i3]a`�V[L3J0][Z(R0L

Mod−3
|

l1

θ10 0, 5 1−0, 5
n v

u st
D

sD

nD

tD tnD

stnD

s2Dns2D s2tnD

.±Í8/±N_>GNs>GN � b3VXW�O+K{R0L?Zly:i3K�i3]a`�V[L3J0][Z�ZXJ0]
D

³(O+J�Z(T�O+J0\:O+K�Z�^s�3^sL�L3K{R�WY][L~T0QYJ�Z�|d½@QfL?Z[V(b3Q�`�WY](k�J�L)R"H J0K�T�O+WYKoV�R0Lz\%J�L)b?O+^)�0WYKd`,�V[O+WY][L
p%Q�LSTd`?\
`�y:L�O+�0V[L3KoJ1Td`�]NQ�Hh`+b3VXW�O+K1R0L
Mod−3

ZXJ0] T −
3

L?ZXV�Q�L(^s�3^sL(k�J�L�b?L3QYJ0W"O+�0V[L3K�JTd`�]�Q�Hh`+b3VXW�O+K1b3Q�`+Z[ZXW�k�J�LSR0L
PGL(2,Z)

ZXJ0] Q�L(R0L3^_W ��T0Q�`�K1R0L(£fO+WYK�b�`�][i H �
PGL(2,Z)

L?ZXVQ�L$y
][O+J0T�LzR"H J0K�VX]XW�`�K0y
Q�L)R"Hh`�K0y
Q�L
π/∞ p

π/2
p
π/3

�n|d³�O+J�ZSL3K-R0i?R�J0W�Z[O+K�Z
áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î¢°�|�B=NzÝfÞ,T+ígÝ
Ì�ö0Þ

Mod−3
Þ�ÚnÜ�Î�Ú?Ý+òsÝ+íÖö.X�Þ~i

PGL(2,Z)
ä

ª�K{MF`�WYV�p�b?Lz][i?ZXJ0QYVa`�V�i3Va`�WYV�R0i�e[jsb?O+K0K�JvT0J0W�Z[koJ�L~R�`�K�ZIáq�l�lâ+ù,ãS�PL3V~áq�S�±@�°
ãå�S�NWY]X^�`�KL3V���c0WYQYQYWYK0y
·�O+]XVXc�MPO+J0]XK0WY][L3K�V�Q�`�T0][i?Z[L3K�Va`�VXW�O+K�ZXJ0WY\
`�KoV[L�R�J6y
][O+J0T�L-R0L?Z_c�O+^si?O+V[O+T0W�L?ZR"H J0K�LzZXJ0]gM�`+b?L
−1

±
〈a, b, y | aba = bab, yay−1 = a−1, yby−1 = b−1, y2 = 1, (aba)4 = 1〉.§5L$y
][O+J0T�L

GL(2,Z)
`+R�^sL3V(T*O+J0]SZa`�Td`�]XV�Q�`�T0][i?Z[L3KoVa`�VXW�O+K

〈s, t, n | s3t2 = 1, ntn−1t = 1, nstn−1st = 1, n2 = 1, t4 = 1, s6 = 1〉.½ÖQ"t�`Ii?k�J0WY\+`�Q�L3K�b?LzL3K�VX][Lzb?L?ZSR0L3J�m1T0][i?Z[L3KoVa`�VXW�O+K�Z�p�WYQ�ZXJ�ÈsVSR0L�T�O
Z[L3]
n = y

p
t = aba

L3V
s = ab.áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î¢°�|æâ�NZÔ�Ý+ÎåÜ

X
Ì�ì*ÞzÚnÌ�íåî3ÐoïaÞ

−1
e�Ð+ÍYÝ+í�Ú

Homeot(X) ' GL(2,Z).
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−1

5�0A<<0 � %�
oþ�')-�þdü��õý��åþ��Ò
���ÿPÿ��fÿ��=���>�
�%O+WYV

[X,ϕ]
J0K�L�ZXJ0]gM�`+b?L�^�`�][k�J�i?LDR0L

D
p5Td`�]�Q�`-£�][O+T�O
ZXWYVXW�O+K¢°�|hè�Q�H J0K�L1R0L?Z~VX][O+W�Zy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z

γ1
p
γ′1

p
γX

L?ZXV�J0K�L�ZXt%Z[V[O+Q�L
|��NO+^_^sL3K�«?O+K�Z©Td`�]�][L3yo`�][R0L3]©Q�L?Z�QYW�L3J�m)R"Hqi3yo`�QYWYV[iR0L�Q�O+K0y
J�L3J0][ZIR0LDb?L?Z)y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z�|©�NL3QYQ�L?Zg�Öb3WNK�LDR0i3T*L3K�R0L3K�V�Td`+Z�R�JuVÖ·lW�ZXV
θ1
p�T*O
Z[O+K�Z

x = cosh2(γ1/2)
L3V
z = cosh2(γX/2)

p�L3K-J�Za`�K�V�R0L�Q�Hqi3yo`�QYWYV[i
sinh(γ′1/2) sinh(γX/2) = cosh(γ1/2),WYQ"\�W�L3K�V~±

lγ1 = lγX
⇔ z = x

lγ′

1
= lγX

⇔ z = 1 +
√
x

lγ1 = lγ′

1
⇔ z = 1 + x

x−1 .£©`�]�`�WYQYQ�L3J0][Z�p0T�O+J0]lK�O+J�Z(`?\:O+K�Z
pour θ1 = 0, lγ1 = lγ2 ⇔ z = (x− 1)2,

pour θ1 = 1/2 lγ1 = lγ2 ⇔ z = 2x3/2 − 3x+ 1.³(O+J�Z©`?\:O+K�Zf][L3T0][i?Z[L3KoV[i�L3Kz¦�y
J0][L�°�|h¯SQ�L?Z�b?O+J0]X��L?Zf`+Z[Z[O%b3W�i?L?Z�jlb?L?Zfi3yo`�QYWYV[i?Z�p�L3QYQ�L?ZfR0O+K0K�L3KoVJ0K�L�W�R0i?LNR0L�Q�`�b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+KsR0L?Z�QYW�L3J�m�R"Hqi3yo`�QYWYV[i?Z©R0L�Q�O+K0y
J�L3J0][Z'R�`�K�Z©J0K�L�b?O+J0T�LNjSVÖ·lW�ZXVb?O+K�ZXVa`�KoV�R0L
D
�åT0Q�`�K-\:L3]XVXW�b�`�Qõ�n|

5

4

3

2

1
54321

x

z

{l1 = l2, θ1 = 0} {l1 = l2, θ1 = 1/2}

{l1 = lγX
}

{lγX
= lγ′

1
}

{l1 = lγ′

1
}

.±Í8/±Np>GNAJ(NS§"W�L3J�m-R"HqL3yo`�QYWYV[i)R0L�Q�O+K0y
J�L3J0][Z
³(O+J�Z~L3KxVXWY][O+K�Z�J0K�L�R0i?b?O+^_T�O
ZXWYVXW�O+K¢b?L3QYQYJ0Q�`�WY][LDR0L

D
p�J0K�L�L?Z[k�J0W�Z[Z[L_][L3Q�`�VXWY\:L3^sL3K�V¦dR0r3Q�LzL3KwL?ZXVSR0O+K0K�i?LzL3K-¦�y
J0][L$°�|�B�|�½@Q"tD`sèIb?L3QYQYJ0Q�L?Z(R0LzR�WY^sL3K�ZXW�O+K{è1±

« C1 = {[X,ϕ] ∈ D | lγX
, lγ′

1
> lγ1}

p
« C2 = {[X,ϕ] ∈ D | lγX

, lγ1 > lγ′

1
} p« C3 = {[X,ϕ] ∈ D | lγ′

1
, lγ1 > lγX

} |ª�KDLnm0b3QYJd`�KoVNQ�L?Z�MF`+b?L?Z�L3VN`�][�3V[L?ZUb?O+KoV[L3K�J�L?ZlR�`�K�Z�Q�L?Z�T0Q�`�K�Z {θ1 = 0} L3V {θ1 = 1/2} p�O+Kb?O+^_T0V[LN¯SMF`+b?L?Z©L3V©ù�`�][�3V[L?Z�|,³(O+J�Z©R0i?ZXWYy
K�L3][O+K�Z'J0K�L�M�`+b?L�Td`�]�J0K
F
L3K�^sL3VXVa`�KoV�L3K)WYK�R�W�b?LQ�LsKoJ0^si3][OvR0L�V[O+J0V[L?Z)Q�L?Z�b?L3QYQYJ0Q�L?ZIR0L�R�WY^sL3K�ZXW�O+K�è{`+R�eX`+b?L3K�V[L?Z�p�K�O+J�Z�T0][O%b?i?R0L3][O+K�ZIR0LMF`+«?O+KsZXWY^_WYQ�`�WY][L(`?\:L?blQ�L?Z�`�][�3V[L?Z ^�`�W�Z�`?\:L?blJ0K

A
|
£fO+J0]�Q�L?Z©MF`+b?L?Z�L3V�Q�L?Z�`�][�3V[L?Z b?O+KoV[L3K�J�L?ZR�`�K�Z�Q�L?Z�T0Q�`�K�Z {θ1 = 0} L3V {θ1 = 1/2} poK�O+J�Z�`+R0O+T0V[L3][O+K�Z Q�LU^s�3^sLlZXt�ZXV[r3^sLU^�`�W�Z�`�\:L?bR0L?Z

F 0 p5R0L?Z A0 p5R0L?Z F 1/2 L3V)R0L?Z A1/2 |5¨fO+J�ZzQ�L?ZzT�O+WYKoV[Z~R"H J0K�L�b?L3QYQYJ0Q�LsO+K�V)^s�3^sL:�PZ��
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x
z

{l1 = l2, θ1 = 0}
{l1 = l2, θ1 = 1/2}

{l1 = lγX
}

{lγX
= lγ′

1
}

{l1 = lγ′

1
}

θ1

z

x

C1

C2

C3

C4
C5
C6

F13 ⊂ {l1 = lγX
}

F23 ⊂ {l(γX) = l(γ′1)}

F12 ⊂ {l1 = l(γ′1)} {l1 = l2}

.±Í0/±Np>GN:K<NlG�i?b?O+^_T�O
ZXWYVXW�O+Kwb?L3QYQYJ0Q�`�WY][L
ZXt�ZXV[O+Q�L:�PZ��np*Q�L?Z�Va`��0Q�L�`�J�mvb3W �ÖR0L?ZaZ[O+J�Z$R0O+K0K�L3KoVzQ�`v�PO+JvQ�L?Z��(ZXt�ZXV[O+Q�L:�PZ���`+Z[Z[O%b3W�i?L:�PZ���j�J0K�Lb?L3QYQYJ0Q�L
| b?L3QYQYJ0Q�L ZXt�ZXV[O+Q�L M�`+b?L ZXt%Z[V[O+Q�L?Z `�][�3V[L ZXt�ZXV[O+Q�L?Z

C1 γ1 F12 γ1, γ
′
1 A123 γ1, γ

′
1, γX

C2 γ′1 F2 γ′1, γ
′
2 A23 γ′1, γ

′
2, γX

F23 γ′1, γX

C3 γX F3 γX

F13 γ1, γX

MF`+b?L ZXt�ZXV[O+Q�L `�][�3V[L Z[t%ZXV[O+Q�L?Z Z[O+^_^sL3V ZXt%Z[V[O+Q�L?Z
F 0

1 γ1 A0
12 γ1, γ

′
1 [X(P ), id] γ1, γ

′
1, γ2, γ

′
2, γX

F 0
2 γ′1 A0

2 γ′1, γ
′
2

F 0
3 γX A0

3 γX

A0
13 γ1, γX

M�`+b?L Z[t%ZXV[O+Q�L `�][�3V[L ZXt%Z[V[O+Q�L?Z ZaO+^_^sL3V ZXt%Z[V[O+Q�L?Z
F

1/2
1 γ1 A

1/2
12 γ1, γ

′
1 S123 γ1, γ

′
1, γX

F
1/2
2 γ′1 A

1/2
2 γ′1, γ

′
2, γ

′
3

A
1/2
23 γ′1, γX [X(H), ϕ1/2] γ′1, γ

′
2, γ

′
3, γX

F
1/2
3 γX A

1/2
3 γX

A
1/2
13 γ′1, γX
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−1

5�0A@<0ª��þ����*ý�üo�[��ý���

ý����G�w�oü?Å;-����>	��=�õý�ü��:ý����"ý��vu�')�oü
³(O+J�ZfQ�`�W�Z[Z[O+K�Z'`�J)Q�L?b3V[L3J0]'Q�L�ZaO+WYK�R0L�QYWY][L�Q�L?Z'`�]XVXW�b3Q�L?ZUáq�U`�\�ç:â�ã�L3VNáq�U`�\�@
¯���ã�R0L��U`�\+`�][R`,¦�K�R0LsT0][L3K�R�][LDb?O+K0Kd`�W�Z[Za`�K�b?LDR0L?Z)R�W Ò"i3][L3KoV[L?ZIR0in¦�K0WYVXW�O+K�ZIL3V)][i?Z[J0QYVa`�V[Z~b3Q�`+Z[Z[W�koJ�L?Z~R0Lb?L3VXV[L�VXc�i?O+]XW�L
|SG�O+K0K�O+K�Zwb?L3T�L3K�R�`�KoV-J0K�`�Kd`�Q�O+y
J�L�R�J2VXc�i?O+][r3^sLxR0Lv¸ O+][O+K�O+ê[plWYQzL?Z[Vi3K�O+K�b?i)T�O+J0]SQ�L?Z�ZXJ0]gMF`+b?L?Z(O+]XW�L3KoVa`��0Q�L?Z�R�`�K�Z(Q�L?Z(`�]XVXW�b3Q�L?Z�b3WYV[i?ZS^�`�W�Z(][L?ZXV[Lz\
`�Q�`��0Q�L)R�`�K�ZQ�Lzb�`+R�][LzR0L?ZSZXJ0]gM�`+b?L?Zlc�t�T�L3]X�*O+QYW�k�J�L?ZSb?O+^_Td`+b3V[L?Z�±
D*EGF=H�I<J�KML¢°�|�1=N{ëfì*ÞsÚ�Ì%íõî?Ð:ïaÞÐX�Ûaö�Þníba[Ý+ÍÊÎFø3Ì�Þ-ï[Ý
ò�ö0Ð:ï?ÜÖÞwÞnÚnÜzÞXó
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G�Hh`�T0][r?Z J0K_][i?ZXJ0QYVa`�V R0Ll�~| �(¥ ][O+J0V��gá �(¥ ]A@
è,ãå�np
R�`�K�Z�Q�Llb�`+Z�O+]XW�L3KoVa`��0Q�L�Q�`�ZXt%Z[V[O+Q�LNL?Z[VJ0K�LUMPO+K�b3VXW�O+K�R0LS¡{O+][ZaLUV[O+T*O+Q�O+y
W�k�J�L�ZXJ0]�Q�HqL?Z[Td`+b?LSR0LS¨�L3W�bac0^)à0QYQ�L3]5��Z[L?Z�T�O+WYKoV[Z�b3]XWYVXW�koJ�L?ZZ[O+KoV'Lnm0`+b3V[L3^sL3K�VfQ�L?ZfT�O+WYKoV[Z©L3J0Va`+b3VXW�koJ�L?Z'L3V�Td`�]©b?O+K�Z[i?k�J�L3KoV�p�Z[O+KoV©WYKoV[i3][L?Z[Z�`�KoV[Z�jSb3Q�`+Z[ZaL3]L3KvL3J�m%��^s�3^sL?Z�|��NL?b3W�][L?ZXV[L�\%]a`�W�R�`�K�Z�Q�L�b�`+Z�K�O+K7O+]XW�L3K�Va`��0Q�L
p�`�J�Z[ZXW©K�O+J�Z$][L?bac�L3][b[c�O+K�ZV[O+J�ZlQ�L?ZST�O+WYKoV[ZSL3J0Va`+b3VXW�k�J�L?Z�|
áZI.H�â=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î °�|hç=N+4�ÍNÛ�Ð�ÞXó:Ð:ï?ÜÖÞ3òsÞ3ìdÜ~ðoÞ3Ì+ó7Ú�Ì%íõî?Ð:ïaÞnÚ

−1
ÞnÌ�Ü�Ð:ï?ÜPÎFø3Ì�Þ�Ú�]

X(P )
Þ3Ü

X(H)
ä

Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N�½ÖQ(ZXJ�ÈsV�R0L-R0i3V[L3]X^_WYK�L3]DQ�L?ZsT�O+WYKoV[Z�L3J0Va`+b3VXW�koJ�L?ZDR�`�K�ZsQ�L{R0O��^�`�WYK�L
D
|l��L3yo`�][R0O+K�Z-Q�L?Z1y
]a`+R�W�L3KoV[Z��PR�`�K�Z1Q�L�Z[t%ZXV[r3^sLvR0L�b?O%O+][R0O+K0K�i?L?Z�J�ZXJ�L3Qõ�DR0L?ZMPO+K�b3VXW�O+K�Z�Q�O+K0y
J�L3J0]�R0L?Z�ZXt�ZXV[O+Q�L?Zli3\:L3K�VXJ�L3QYQ�L?Z(R0LzZ[J0]gMF`+b?L

−1
p0K�O+J�Zl\:O�t:O+K�Z�R�WY][L?b3V[L3^sL3K�V

∇l1 =





0
1
0



 ,∇lγX
=





0
0
1



 ,∇lγ′

1
=





0
> 0
< 0



 .

ª�K�ZXJ0WYV[LzL3KwR0i3]XWY\
`�KoV�Td`�]S]a`�T0T*O+]XV�j
l1
Q�Hqi3yo`�QYWYV[i

cosh(l2/2) = cosh(θ1l1/2)
cosh(lγX

/2)

sinh(l1/2)
,

K�O+J�ZSVX][O+J0\:O+K�Z
∂l2
2∂l1

sinh(l2/2) =
θ1
2

sinh(θ1l1/2)
cosh(lγX

/2)

sinh(l1/2)
− cosh(θ1l1/2) cosh(lγX/2)

cosh(l1/2)

2 sinh2(l1/2)

≤ cosh(lγX
/2) cosh(θ1l1/2)

2

[

1

2 sinh(l1/2)
− cosh(l1/2)

sinh2(l1/2)

]

< 0.ª�KwR0i3]XWY\
`�KoV�Td`�]l]a`�T0T�O+]XV(`�J�m-`�J0VX][L?ZS\
`�]XW�`��0Q�L?ZSWYQ"\%W�L3KoV
∇lγ2([X,ϕ]) =





0
< 0
> 0



 si θ1([X,ϕ]) = 0,

L3V
∇lγ2([X,ϕ]) =





> 0
< 0
> 0



 si 1/2 ≥ θ1([X,ϕ]) > 0.
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∇lγ′

2
([X,ϕ]) =





0
< 0
∗



 si θ1([X,ϕ]) = 0

L3V
∇lγ′

2
([X,ϕ]) =





> 0
< 0
∗



 si 1/2 ≥ θ1([X,ϕ]) > 0.

³(O+J�Z�`�QYQ�O+K�Z-i3VXJ�R�W�L3]�Q�L?Z1R�W Ò"i3][L3KoV[L?Z-b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K�Z{R0LvZXt%Z[V[O+Q�L?Z�T�O+J0]1J0K/T*O+WYK�V
[X,ϕ]

R0L
D
|

« ��W X T�O
Z[Z[r?R0L Lnm�`+b3V[L3^sL3KoV'J0K�L�Z[t%ZXV[O+Q�L
p,`�Q�O+][Z�Q�L�y
]a`+R�W�L3KoV'R0L Q�`NMFO+K�b3VXW�O+K~Q�O+K0y
J�L3J0]`+Z[Z[O%b3W�i?LzL?ZXVlK�O+K�K�J0QfL3V
X
K5HqL?ZXVlTd`+ZlJ0K�LzZXJ0]gM�`+b?L$L3J0Va`+b3VXW�k�J�L
|

« ��W X T�O
Z[Z[r?R0L�Lnm�`+b3V[L3^sL3KoV�R0L3J�m1ZXt%Z[V[O+Q�L?Z�p�L3VSZXW"b?L3QYQ�L?Zg�Öb3W5Z[O+KoV
γ1
L3V
γ′1
p0O+J

γ1
L3V

γX
p*O+J

γ′1
L3V
γX

p*`�Q�O+][Z�Q�L?Z�\:L?b3V[L3J0][Z�y
]a`+R�W�L3K�V�R0L?Z(MFO+K�b3VXW�O+K�Z�Q�O+K0y
J�L3J0]�R0L?Z�ZXt�Zg�V[O+Q�L?ZNK�L�Z[O+K�V�\%W�ZXWY�0Q�L3^sL3KoVNTd`+ZNb?O+QYWYK�i�`�WY][L?ZNL3V�Q�`zZXJ0]gM�`+b?LSK5HqL?Z[V�Td`+ZNL3J0Va`+b3VXW�koJ�L
|0��W
X
b?O+KoVXW�L3KoVULnm�`+b3V[L3^sL3KoVUR0L3J�m_Z[t%ZXV[O+Q�L?Z�koJ0W�Z[O+KoV

γ′1
L3V
γ′2
po`�Q�O+][Z�L3K�][L3yo`�][R�`�KoVNQ�L?Zy
]a`+R�W�L3KoV[ZNR0L?Z©MFO+K�b3VXW�O+K�Z Q�O+K0y
J�L3J0]�R�`�K�Z�Q�LlZ[t%ZXV[r3^sLUR0Llb?O%O+][R0O+K0K�i?L?Z

(lγ′

1
, lγ′

2
, lγ′

3
)O+K-Z�Hh`�T�L3][«?O+WYVSkoJ5H WYQ�ZUK�L�Z[O+K�VlTd`+Zlb?O+QYWYK�i�`�WY][L?Z�p�L3VUTd`�]SZXJ0WYV[L�Q�`IZXJ0]gM�`+b?L�Td`+ZlL3J0Va`+bn�VXW�k�J�L
|

« ��W X T*O
Z[Zar?R0LzLnm0`+b3V[L3^sL3K�V�VX][O+W�Z(ZXt%Z[V[O+Q�L?Z�p�`�Q�O+][Z�O+J-�0W�L3KwQ�L?Z�ZXt�ZXV[O+Q�L?ZSR0L
X
Z[O+K�V

γ′1
p
γ′2
L3V
γ′3
pdL3V�L3K�Z[L$T0Q�`+«�`�K�V�R�`�K�Z(Q�LzZXt�ZXV[r3^sL)R0L)b?O�O+][R0O+K0K�i?L?Z

(lγ′

1
, lγ′

2
, lγ′

3
)
WYQL?ZXVzb3Q�`�WY])k�J�L

X
K5HqL?ZXV$Td`+Z)L3J0Va`+b3VXW�koJ�L��fO+J��0W�L3K�Q�L?ZzZXt�ZXV[O+Q�L?Z$R0L

X
ZaO+KoV

γ1
p
γ′1L3V

γX
p�L3V�`�\:L?b)Q�L?Z�b?O�O+][R0O+K0K�i?L?Z�J�ZXJ�L3QYQ�L?Z�O+Kw\:O+WYV�k�J�L

X
K5HqL?ZXV�Td`+Z�L3J0Va`+b3VXW�koJ�L��O+J-�0W�L3K-Q�L?Z�ZXt%Z[V[O+Q�L?ZlR0L

X
Z[O+K�V

γ′1
p
γ′2
L3V
γX

p0R�`�K�Z�b?L$b�`+Z
θ1([X,ϕ]) > 0

L3VSL3K][L3yo`�][R�`�KoV)Q�L?Z$b?O�O+][R0O+K0K�i?L?ZzR0L?Z�\:L?b3V[L3J0][Z�y
]a`+R�W�L3K�V)R0L?Z�MFO+K�b3VXW�O+K�Z�Q�O+K0y
J�L3J0][ZzO+K\:O+WYV�L3K�b?O+][L)J0K�L�MPO+W�ZSk�J�L
X
K5HqL?Z[VlTd`+Z�L3J0Va`+b3VXW�k�J�L
|

« ��W X T�O
Z[Z[r?R0LILnm0`+b3V[L3^sL3K�VzkoJd`�VX][L_Z[t%ZXV[O+Q�L?Z�p*`�Q�O+][Z
X = X(H)

|��NO+^_^sL
X(H)L?ZXV�J0K{T�O+WYKoV(¦0m0L)W�Z[O+Q�i�R"H J0KvZ[O+J�Zg��y
][O+J0T�L~R0L

Mod−3
b
HqL?ZXV�J0K{T�O+WYKoV�L3J0Va`+b3VXW�k�J�L�å\:O+WY]SQ�L~�NO+][O+QYQ�`�WY][L�®
|hè�|�R0L_áq�l`?\�@
¯
`�ãå�n|

« ��W X T�O
Z[Z[r?R0L)Lnm�`+b3V[L3^sL3KoV�b3WYK�k�ZXt�ZXV[O+Q�L?Z�pd`�Q�O+][Z
X = X(P )

|��NO+^_^sL
X(P )

L?Z[VL3QYQ�LI`�J�Z[ZXW5J0K{T*O+WYK�V�¦0m0L$W�Z[O+Q�i~R"H J0K�Z[O+J�ZX��y
][O+J0T*L~R�Jwy
][O+J0T�Lz^sO%R�J0Q�`�WY][L
p�L3QYQ�L~L?ZXVL3J0Va`+b3VXW�k�J�L
|
�� \:L?b$R0L?Z�b�`�Q�b3J0Q�ZSVX]XWY\%W�`�J�mDK�O+J�Z(R0i3V[L3]X^_WYK�O+K�Z(`�J�Z[ZXW"Q�L?Z�ZXJ0]gMF`+b?L?ZSTd`�]gMF`�WYV[L?Z(L3V�`�WYK�ZXWQ�L?ZSZXJ0]gM�`+b?L?ZSLnm�VX][�3^sL?Z�R0L T −

3

|
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−1
ö�Ð+íåî3Ð
ÎåÜÖÞf]

X(H)
ä

Ú H�I.H�Û�Û?Ü�ÍVI<Ls°�|Y®
®�Ny4�ÍoÛ$Ð�Ì�ì�ÞSÞ3Ü�Ì%ì*Þ�Ú?Þ3Ì�Í�ÞNÚnÌ�íåî3ÐoïaÞ�Ú
−1

Þ[ó
ÜPíXô3òsÞ,]
X(H)

ä�Ý�ÞNòsÐ�ó+Îå÷òIÌ�ò T+Í Ý[aXÐ+ÍNð�ÞsÍYÐ)î3Ý+ì*ï?ÜPÎPÝ
ìxÚnÛ,Ú3Ü�Ý+Í�ÞIÚnÌ�í T −
3

WÖò_Ý�ð+Ì�ÍYÝ{Ídl Ð:ï?ÜPÎFÝ+ì6ð+Ì�T+íXÝ+Ì�ö0ÞDòsÝ�ð+Ì%ÍYÐ+Îõí[Þ�\Þ�ÚnÜUÐ
ÜFÜÖÞnÎåìdÜUÞnì
[X(H), ϕ1/2]

Þ3Ü
cosh(sys(X(H))) =

5 +
√

17

2
.

�*L�K¦ÜwI�����L7°�| °�NSé�K�L)MFO+W�Z(b?O+K0K�J�Z�V[O+J�Z(Q�L?Z�T�O+WYKoV[Z�L3J0Va`+b3VXW�k�J�L?Z$R0L T −
3

p*L3V�\�W�`�Q�`MPO+]X^~J0Q�LzR"Hqª�J0Q�L3]SR0O+K0K�i?L�Td`�]S��| ��¥ ][O+J0Vz�PR�`�K�Z$á ��¥ ]A@
è,ã�`�J9³ZB�|hè�|æ�np�K�O+J�ZU][L3VX][O+J0\:O+K�ZlQ�`
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−1

b�`�]a`+b3V[i3]XW�ZXVXW�koJ�L~R�J�y
][O+J0T*Lz^sO�R�J0Q�`�WY][L�±
χ(Mod−3 ) = (−1)3

[

(−1)2

4
+

(−1)3

6

]

= − 1

12
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G�L�K�O+VX][L7i3VXJ�R0L7R0L T −
3

K�O+J�Zw`�QYQ�O+K�Z�R0i?R�J0WY][L�J0K�LxR0L?Zab3]XWYT0VXW�O+K�R0L?Z-L?ZXTd`+b?L?Z{R0L¨�L3W�bac0^)à0QYQ�L3]�R�JDV[O+][L(j)J0K���O+][R"p�R�JDT0Q�`�KDT0][O�egL?b3VXW Mfj~R0L3J�ms�*O+][R0ZNL3VUR0LSQ�`)�*O+J0V[L3WYQYQ�L�R0L��Q�L3WYK{jIJ0K���O+][Rx�åQ�L?ZlQ�O+K0y
J�L3J0][Z(R0L?Zl�*O+][R0Z(Z[L3][O+KoV(ZXJ0T0T*O
Zai?L?ZU¦0m�i?L?Zn�n|
� \
`�KoVNV[O+J0V[L�b[c�O
Z[L
p�T*O+J0]NV[O+J0V[L?ZNQ�L?Z�Z[J0]gMF`+b?L?ZNb?O+^_Td`+b3V[L?ZUT*O
ZaZ[i?R�`�KoV

k
��O+][R0Z�p:K�O+J�Z`�T0T*L3QYQ�L3][O+K�Z

bi (i = 1 . . . k)
Q�L3J0][Z��*O+][R0Z�pfL3V�K�O+J�ZIZXJ0T0T*O
ZaL3][O+K�Z)¦0m0i?L?Z�Q�L?Z)Q�O+K0y
J�L3J0][Z

(l(bi))i=1...k
|*��`�J�M�^sL3K�VXW�O+K7R�J�b?O+K�VX]a`�WY][L
p�J0K{c�O+^si?O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL_L3K�VX][LIR0L3J�m{ZXJ0]gM�`+b?L?Zjs��O+][R0Z�L3Ko\:L3]X]a`DQ�L~�*O+][R

bi
�
1 ≤ i ≤ k

�SR0L~Q�`�T0][L3^_W�r3][L_ZXJ0]gMF`+b?L�ZXJ0]�Q�L)��O+][R
bi
R0L~Q�`R0L3J�m%W�r3^sL
|

<S0��.0 2 ü�-���
3�oüÐ�w��+6���V
Q7�'h8©ÿPÿ����&�w��üsü��w�>	���
3�oü~F�� þ��>�©ü
³(O+J�Z�T0][O%b?i?R0O+K�Z)b?O+^_^sLIK�O+J�ZzQ�Hh`?\%W�O+K�Z$M�`�WYVzR�`�K�Z$Q�L_b�`+Z$R0L?ZzZXJ0]gM�`+b?L?ZzZa`�K�Z���O+][R"|³(O+J�Z©¦0m0O+K�Z�J0K�LlZXJ0]gM�`+b?LUb?O+^_Td`+b3V[L

R
O+]XW�L3KoVa`��0Q�L�O+JIK�O+K5p
R0LUy:L3K0][L

g
`�\:L?b

k
�*O+][R0ZS�åQ�L?ZQ�O+K0y
J�L3J0][Z�R0L?ZU��O+][R0Z�p�K�O+J�Zl\:L3K�O+K�ZSR0L�Q�L�R�WY][L
p�ZaO+KoVU¦0m0i?L?Z��n|0é�K�L�ZXJ0]gM�`+b?L�^�`�][k�J�i?L$L?ZXV`�Q�O+][Z'J0K�b?O+J0T0Q�L

(S, ϕ)
p+O+ß

S
L?ZXV©J0K�LUZXJ0]gM�`+b?L�L3V

ϕ : R 7→ S
J0KIc�O+^si?O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL
p:T0][in�Z[L3]X\
`�KoV�Q�HqO+]XW�L3K�Va`�VXW�O+K�ZXW

R
L?ZXV�O+]XW�L3K�Va`��0Q�L
|*G�L3J�m-ZXJ0]gM�`+b?L?ZS^�`�][k�J�i?L?Z

(S, ϕ)
L3V

(S ′, ϕ′)Z[L3][O+KoV$i?k�J0WY\+`�Q�L3K�V[L?Z�Q�O+][Z[k�J�L)Q�H c�O+^si?O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL
ϕ′ ◦ ϕ−1 Z[L3]a`�W�Z[O+V[O+T�L�jsJ0K�L�W�Z[O+^sin�VX]XW�L
|�¶(K�R0in¦�K0WYV(Q�HqL?Z[Td`+b?L Tg,k

�å][L?ZXT5| T −
g,k

�SR0L?Z(ZXJ0]gM�`+b?L?Z�b?O+^_Td`+b3V[L?Z�O+]XW�L3K�Va`��0Q�L?Zs�å][L?ZXT5|K�O+K7O+]XW�L3KoVa`��0Q�L?Z��$R0LIy:L3K0][L
g
j
k
��O+][R0Z$R0LIQ�O+K0y
J�L3J0][Z�¦0m0i?L?Z�p�b?O+^_^sLIQ�HqL3K�Z[L3^)�0Q�LsR0L?Zb3Q�`+Z[Z[L?Z�R"Hqi?koJ0WY\
`�Q�L3K�b?LDR0L�ZXJ0]gM�`+b?L?Z~^�`�][koJ�i?L?Z�|'�NL3V�L?Z[Td`+b?LsT�O
Z[Z[r?R0LsJ0K�LDZXVX]XJ�b3VXJ0][LDR0L\+`�]XW�i3V[i

C∞ R0i3V[L3]X^_WYK�i?L)Td`�]lQ�L?ZlMPO+K�b3VXW�O+K�Z�Q�O+K0y
J�L3J0][Z�|
³(O+J�ZU`�QYQ�O+K�Z�^sO+KoVX][L3]lkoJ�L�Td`�]U`�J0V[O���][L?b?O+QYQ�L3^sL3K�VSR0L?Z���O+][R0Z�K�O+J�Z�T�O+J0\:O+K�Z�T0Q�O+K0y:L3]b?L?Z�L?Z[Td`+b?L?Z�R0L(¨�L3W�b[c0^~à0QYQ�L3]SR0L(Z[J0]gMF`+b?L?ZNj$��O+][R0Z�� T1,1

p T −
1,2

L3V T −
2,1

Td`�]�Lnm0L3^_T0Q�L���R�`�K�ZQ�L?ZSL?ZXTd`+b?L?Z(R0L$¨�L3W�b[c0^~à0QYQ�L3]$R0LzZXJ0]gM�`+b?L?ZSZa`�K�ZU��O+][R0Z~�åW�b3W T −
3

�n|
�%O+WYV

S
J0K�L1ZXJ0]gM�`+b?L1b?O+^_Td`+b3V[L-`?\:L?b

k
��O+][R0Z�p©K�O+V[O+K�Z

S̄
Q�`{Z[J0]gMF`+b?L1O+�0V[L3KoJ�L-Td`�]`�J0V[O���][L?b?O+QYQ�L3^sL3KoV$R0L?Zl��O+][R0Z�|0³�O+J�Z�`?\:O+K�Z�Q�L$Q�L3^_^sLzZXJ0WY\
`�KoV)±

2;L�KCKMLx¯�|Y®�NCÔ*Ý+ÎPÜ
ϕ
Ì%ì�X%Ý
ò�R[Ý+òsÝ+í�ö�XoÎ�Únò�ÞsðoÞ

S
e
ϕ
Îõì*ð+Ì�ÎPÜUÌ%ì�X%Ý+òªRXÝ+òsÝ+íÖö.XoÎõÚ�ò�Þ

ϕ̄
ðoÞ
S̄
Ì%ì�ÎPø?Ì0Þ~i_ÎõÚ3Ý:Ü�Ý�ö�Î�ÞNö�í�Þ�Ú�ä<é~ÞUö�ÍÏÌoÚÂe©ÚnÎ

ψ
ÞnÚnÜ Ì%ì^X�Ý+òªRXÝ+òsÝ+íÖö.XoÎõÚ�ò�Þ)ð�Þ

S
Î�Ú?Ý
Ü�Ý�ö0Þi

ϕ
e�Ð+ÍYÝ+í�Ú

ψ̄
Þ3Ü
ϕ̄
Ú3Ý+ìdÜ�Î�Ú?Ý
Ü�Ý�ö0ÞnÚ?ä

� ¦�K�R0L�R0O+K0K�L3]NJ0K�L�L?Z[k�J0W�Z[Z[LSR0L(R0i3^sO+K�ZXVX]a`�VXW�O+K1R0L�b?LSQ�L3^_^sL�K�O+J�ZN`�J0][O+K�Z���L?Z[O+WYKR"H J0K-][i?ZXJ0QYVa`�VS�0W�L3K{b?O+K0KoJu�å\:O+WY]~áæ �cot�@�®3ãå��±
áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Îu¯�|hù=N�ë�ì{X%Ý
ò�R[Ý+òsÝ+í�ö�XoÎ�Únò�Þzð+Ì-ïaÞníXï3Í�ÞIÞ�ÚnÜ�ÎõÚ3Ý:Ü�Ý�ö0Þ`isÌ�ì*Þ$Î�Ú?Ý+òªR3ÜPínÎFÞ�ä
ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N��%O+WYV

f ∈ Homeo+(S1)
L3V
f̃ ∈ Homeo+(R)

J0K-R0L$Z[L?Zl][L3Q�L3\:i?Zj
R
p
f̃
Z�Hqi?b3]XWYV$Z[O+J�Z�Q�`�MPO+]X^sL

f̃(x) = x + t(x)
O+ß

t
L?ZXV_®n��T*i3]XW�O%R�W�koJ�L
|�¡v`�WYKoV[L3Kd`�K�V�p

tZ�Hqi?b3]XWYVUZ[O+J�Z�Q�`$MPO+]X^sL
c0 + t0

O+ß
c0
L?ZXV�J0K�L(b?O+K�Z[Va`�KoV[L�L3V

t0
J0K�L�MPO+K�b3VXW�O+Kv®n��T�i3]XW�O�R�W�k�J�L



¿"¿ p "�É)��Á�É-É��*Ä¿ "%Å�Á�É "̀ �?�3Ä���É
R0O+KoV1Q�`�\+`�Q�L3J0]1^sO�t:L3K0K�L�Z[J0]�J0K�L�T�i3]XW�O�R0L�L?ZXVDKoJ0QYQ�L
|l£©O+J0]

0 ≤ s ≤ 1
O+K2R0in¦�K0WYV

f̃s
Td`�]

f̃s(x) = x + c0 + (1 − s)t0(x)
|f³�O+J�Z_`?\:O+K�Z

f̃0 = f̃
L3V
f̃1

J0K�L�VX]a`�K�ZXQ�`�VXW�O+K5|�NO+^_^sLUQ�HqL3K�Z[L3^)�0Q�LUR0L?Z'c�O+^si?O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL?Z R0L
R
T0][i?Z[L3]X\+`�K�V�Q�HqO+]XW�L3KoVa`�VXW�O+K�L?Z[V©b?O+K�\:Lnm�L�Pb
HqL?ZXV�Q�HqL3K�ZaL3^)�0Q�L�R0L?Z�MPO+K�b3VXW�O+K�ZUZXVX]XW�b3V[L3^sL3K�VSb3][O+W�Z[Za`�KoV[L?ZNV[L3K�R�`�K�Vl\:L3][Z ±∞ L3K ±∞ �'WYQL?ZXV�b3Q�`�WY]�k�J�L

(s, x) 7→ f̃s(x)
L?ZXV(J0K�L~W�ZaO+V[O+T0W�L
|�£©O+J0]�V[O+J0V(\
`�Q�L3J0]�R�J�Td`�]a`�^sr3VX][L

s
p
f̃sb?O+^_^)J0V[LU`?\:L?b Q�L?Z�VX]a`�K�ZXQ�`�VXW�O+K�Z©L3KoVXW�r3][L?Z�p,L3V5K�O+J�Z�L3K�R0i?R�J0W�Z[O+K�Z5J0K�L�W�ZaO+V[O+T0W�L

(fs)s
L3KoVX][L

f
L3VNJ0K�L(][O+Va`�VXW�O+K�R0L

S
1 |%G�L(Q�`)^s�3^ MF`+«?O+K5p%K�O+J�ZN^sO+KoVX][O+K�Z�koJ5H J0K1c�O+^si?O+^sO+]XT0c0W�ZX^sLR�J�b?L3][b3Q�LlK�LlT0][i?Z[L3]X\
`�KoV�Td`+Z�Q�HqO+]XW�L3KoVa`�VXW�O+K1L?ZXV�W�Z[O+V[O+T�L�j�J0K�LlW�ZaO+^si3VX]XW�LSK�i3yo`�VXWY\:L
pob
HqL?Z[Vg�j,�ÖR�WY][L)jIJ0K�L$ZXt%^si3VX]XW�L
|

��ZãY�i�GÍ�ã�ã>L���L��wF�KMHwÎ�ã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ��_��Û�L�KCKML�J(N�ì�N0§�`_][L?ZXVX]XW�b3VXW�O+K{R0L
ϕ
j_bacd`+b3J0K{R0L?Z�*O+][R0Z�L?ZXVsW�Z[O+V[O+T�L{jvJ0K�c�O+^si?O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL�b?O+^_^)J0Va`�KoVw`�\:L?b-Q�Hh`�J0V[O���][L?b?O+QYQ�L3^sL3K�V-R0Lb?Lz��O+][Ru�åTd`�](Q�`sT0][O+T�O
ZXWYVXW�O+K�T0][i?b?i?R0L3KoV[L��np"`�WYK�ZXW

ϕ
WYK�R�J0WYV(J0K{c�O+^si?O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL_R0L

Sb?O+^_^)J0Va`�KoV$`?\:L?bzQ�Hh`�J0V[O���][L?b?O+QYQ�L3^sL3KoV�R0L?Z
bi
�
i = 1 . . . k

�np0R0O+K�b�WYK�R�J0WYVSJ0K�c�O+^si?O+^sO+]g�T0c0W�ZX^sL
ϕ̄
R0L

S̄
| � \:L?bDJ0K�T�L3J¢R0L�V[O+T�O+Q�O+y
W�L
p©WYQS`�T0Td`�]a`,��VIk�J�LDZXW

ϕ
L?ZXV�W�Z[O+V[O+T�LDj

ψ
pJ0Kx`�J0VX][LIc�O+^si?O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL�R0L

S
p"`�Q�O+][Z

ϕ̄
L3V
ψ̄
ZaO+KoV$W�Z[O+V[O+T�L?Z�|�³(O+J�Z$b?O+K�b3QYJ�O+K�Z~koJ�LQ�H c�O+^si?O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL)WYK�R�J0WYV(L?ZXVl�0W�L3K-J0K0W�k�J�L)j�W�Z[O+V[O+T0W�L$T0][r?Z�|

�� WYK�ZXW�p j�J0K�L-ZXJ0]gM�`+b?L1^�`�][koJ�i?L
[S, ϕ]

b?O+]X][L?ZXT�O+K�R�J0K�L-J0K0W�koJ�L-Z[J0]gMF`+b?L1^�`�][k�J�i?L
[S̄, ϕ̄]

| � J0VX][L3^sL3KoV)R�WYV�p5K�O+J�Z$R0in¦�K0W�Z[Z[O+K�Z��å^sO%R�J0Q�O�Q�Hh`+b3VXW�O+KxR0L?Z�y
][O+J0T�L?Z$^sO%R�J0Q�`�WY][L?Z��J0K�L$J0K0W�koJ�L~`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+K
R : Tg,k (resp.T −

g,k) −→ T −
2g+k (resp.T −

g+k)

[S, ϕ] 7−→ [S̄, ϕ̄]
.

³(O+V[O+K�Z
f1
pY|Y|Y|Yp
fk

Q�L?ZDy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z�W�Z[ZXJ�L?ZDR0LwQ�Hh`�J0V[O���][L?b?O+QYQ�L3^sL3K�VwR0L?ZD�*O+][R0Z�p R L?ZXV1j\+`�Q�L3J0][ZSR�`�K�Z�Q�HqL3K�Z[L3^)�0Q�L F = {l(fi) = l(bi)/2, i = 1 . . . k} |½ÖK�\:L3][Z[L3^sL3KoV�p5ZaO+WYV
S
J0K�L_ZXJ0]gM�`+b?LIb?O+^_Td`+b3V[LIK�O+K7O+]XW�L3KoVa`��0Q�LsZa`�K�Z���O+][R"p�L3V$Z[O+W�L3KoV

f1, . . . , fk
R0L?Zfy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z'R0L

S
K�O+K_O+]XW�L3KoVa`��0Q�L?Z L3V�R�W�ZPeXO+WYKoV[L?Z�|
��W

Ŝ
R0i?ZXWYy
K�LNQ�`�ZXJ0]gMF`+b?LO+�0V[L3KoJ�L�Td`�]fR0i?b?O+J0T�L R0L�b?L?Z

k
y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z�p�`�Q�O+][Z�Q�L Q�L3^_^sL�ZXJ0WY\+`�K�V�\%W�L3KoV�R�WY][L?b3V[L3^sL3K�V�|

2;L�KCKML¼¯�|hè=N*Ô*Ý
ÎåÜ
ϕ
Ì�ìvX%Ý+òªRXÝ+òsÝ+íÖö.XoÎõÚ�ò�Þ-ð�Þ

S
ÕfóoÐ+ìdÜoW�i9X%Ý+òsÝ
Ü�Ý�ö�Î�Þ)ö�í�Þ�Ú�\�Í�Þ�Úï[Ý+Ì%íba[ÞnÚ

(fi)i=1...k
e
ϕ
Îåì�ð+Ì%ÎåÜfÌ�ì!X�Ý+òªRXÝ+òsÝ+íÖö.XoÎõÚ�ò�Þ

ϕ̂
ð�Þ
Ŝ
Ì%ì�ÎPø?Ì0Þ`i�ÎõÚ3Ý:Ü�Ý�ö�Î�Þ ö�ídÞnÚ?ä(é~Þö�ÍÊÌ�ÚAe�Ú�Î

ψ
Þ�ÚnÜ�Ì�ì�X%Ý+òªRXÝ
ò_Ý
í�ö.X�Î�ÚnòsÞ�ðoÞ

S
Î�Ú?Ý
Ü�Ý�ö0Þ~i

ϕ
e�Ð+Í Ý
íaÚ

ψ̂
Þ3Ü
ϕ̂
Ú?Ý+ìdÜ ÎõÚ3Ý:Ü�Ý�ö0Þ�Ú�ä

³(O+J�ZlT�O+J0\:O+K�Z�`�Q�O+][Z(R0in¦�K0WY]SJ0K�L)`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+K
D : F = {l(fi) = l(bi)/2, i = 1 . . . k} ⊂ T −

g −→ T(g−k)/2,k ou T −
g−k,k

[S, ϕ] 7−→ [Ŝ, ϕ̂]
,

Q�HqL?ZXTd`+b?LzR"Hh`�]X]XWY\:i?L)R0i3T�L3K�R�`�KoV�R0L�Q�`IKd`�VXJ0][L$V[O+T�O+Q�O+y
W�koJ�L)R0L?Zly:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?Z�|
�%O+W�L3KoV T 1

J0K¼L?Z[Td`+b?LwR0Lw¨fL3W�b[c0^~à0QYQ�L3]-R0LwZXJ0]gM�`+b?L?Z�jv��O+][R0Z�p�L3V T 2
Q�HqL?ZXTd`+b?LwR0L¨�L3W�b[c0^~à0QYQ�L3]�R0L?Z)ZXJ0]gMF`+b?L?Z$Z�`�K�Z��*O+][R0Z$R0LI^s�3^sLsb�`�]a`+b3V[i3]XW�Z[VXW�koJ�L
|5§�L?Zz`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+K�Z DL3V R Lnm�W�ZXVa`�K�V[L?Z(L3K�VX][L~b?L?Z(R0L3J�m�L?Z[Td`+b?L?Z�\:i3]XW ¦dL3K�V D ◦ R = idT1

L3V R ◦ D = idF
|�ª�KTd`�]XVXW�b3J0QYW�L3]�Q�H WY^�`�y:L�R0L R L?ZXV Lnm�`+b3V[L3^sL3KoVNQ�HqL3K�Z[L3^)�0Q�L F R0L?Z�T�O+WYKoV[Z�R0L T 2

\:i3]XW ¦�`�K�V�Q�L?Zb?O+K�R�WYVXW�O+K�ZSR0L�Q�O+K0y
J�L3J0]�|�GIH J0K�L�^�`�K0W�r3][L$y:i3K�i3]a`�Q�L�Q�L?ZUQYW�L3J�m1R"Hqi3yo`�QYWYV[i$R0L�Q�O+K0y
J�L3J0][ZSK�Lb?O+K�ZXVXWYVXJ�L3KoV�Td`+Z R0L?Z�Z[O+J�ZX��\+`�]XW�i3V[i?Z R�J�¨�L3W�b[c0^~à0QYQ�L3]�poK�i�`�K0^sO+WYK�ZNR�`�K�Z�Q�LSb�`+Z T0][i?Z[L3KoV Q�L?Zy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z
(fi)i=1...k

Z[O+KoVUR�W�ZPeXO+WYKoV[L?Z�p%L3V�Td`�]NJ0K�T�L3VXWYVNQ�L3^_^sL�K�O+J�ZNb?O+K�b3QYJ�O+K�ZlkoJ�L FL?ZXVlJ0K�LzZ[O+J�Zg��\
`�]XW�i3V[izR0L T −
g

|
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2;L�KCKML7¯�| °�NMÔ�Ý+ÎåÜ

R
Ì�ì*Þ)ÚnÌ�íåî?Ð:ïaÞ~X�Ûaö�Þníba[Ý+ÍÊÎFø3Ì�Þ�ïaÝ+ò(ö�Ð:ï?ÜÖÞÂeNÚ3Ý
ÎåÜ

(fi)i=1...k
Ì�ì�Þ�î3Ð+÷òIÎõÍåÍYÞ)ðoÞMT�RXÝ�ð�RnÚ�ÎFø3Ì0ÞnÚIð+ÎõÚVn?Ý+ÎåìdÜÖÞ�Ú�ð�Þ

R
äSÝ*l Þnì0Ú�ÞnòªanÍYÞ F = {l(fi) = l(bi)/2, i = 1 . . . k}Þ�ÚnÜ�Ì%ì*ÞzÚ3Ý+Ì�Ú�÷�P,Ð+ínÎUR3Ü�R~ÍÏÎõÚaÚ?Þ~ðoÞ�ï[Ý�ð
Îõò�Þnì0ÚnÎPÝ
ì

k
ðoÞ)Ídl Þ�Ú�ö0Ð:ïaÞIðoÞ!¹*ÞnÎPïYXoòf»�ÍåÍYÞ3í~ðoÞ

R
ä

ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N�³�O+J�Z1T*O+J0\:O+K�Z�b?O+^_T0Q�i3V[L3]-b?L3VXV[L�M�`�^_WYQYQ�LvL3K�J0K�L�M�`�^_WYQYQ�LvR0Ly:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?Z(R�W�ZPegO+WYK�V[L?Z�p0V[L3QYQ�Lzk�J�L$Q�L?ZSb?O%O+][R0O+K0K�i?L?Z�R0L�Q�O+K0y
J�L3J0](L3V�i3\:L3K�VXJ�L3QYQ�L3^sL3KoV$R0LVÖ·lW�ZXV'`+Z[Z[O%b3W�i?L?Z�i3Va`��0QYW�Z[ZaL3KoV�J0K�R�W Ò�i?O+^sO+]XT0c0W�Z[^sL�L3K�VX][L T (R)
L3VfJ0KzT0][O%R�J0WYV

(R∗
+)α×R

βO+ß
α+ β

L?ZXVSi3yo`�Qfj
dim(T (R))

|�§ Hh`+Z[Z[L3]XVXW�O+K{Z�HqL3K-R0i?R�J0WYV�WY^_^si?R�W�`�V[L3^sL3K�V�|
�ª�K-b[c�O+W�Z[W�Z[Za`�KoVSR0L���O+K�ZlZXt�ZXV[r3^sL?ZUR0L$b?O�O+][R0O+K0K�i?L?Z�R0L T 1

L3V T 2
p�WYQ"L?ZXVSR0i?Z[O+]X^�`�W�Zb3Q�`�WY]�k�J�L�Q�L?Z�`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+K�ZDR0L-R0i?b?O+J0T�LwL3V�R0Lw][L?b?O+QYQ�L3^sL3KoV1Z[O+KoVDR0L-b3Q�`+Z[Z[L

C∞ | £'`�]b?O+K�Z[i?k�J�L3KoV�p
áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î ¯�|h¯=NCÝ�Þ�Ú�Ð�öoö�ÍÊÎFï[Ð
ÜPÎFÝ+ì0Ú R Þ?Ü D R3Ü�Ð�anÍÏÎ�Ú�Ú?Þnì�Ü�ð�Þ�ÚDð+Î 3MRXÝ+òsÝ+íÖö.XoÎõÚ�ò�Þ�ÚÞnìdÜPí[Þ T 1

Þ3Ü F ⊂ T 2
ä<ÙNì�ö�Ð+í3ÜPÎPï3Ì%ÍÏÎFÞníÂe

R
ÞnÚnÜ�Ì�ì�ö�ÍYÝ+ì[ToÞnò�Þnì�ÜNðoÞ T 1

ð:Ð+ì�Ú T 2
ä

ª�K{b?L)koJ0W�b?O+K�b?L3]XK�L~Q�L$y
][O+J0T�L)R0L?Z�c�O+^si?O+V[O+T0W�L?Z�R"H J0K�L~ZXJ0]gM�`+b?L)jI��O+][R
S
p0Td`�]SQ�L?ZQ�L3^_^sL?Z(¯�|Y®zL3V�¯�|hè_WYQ5L?ZXVSW�Z[O+^sO+]XT0c�L)`�Jwy
][O+J0T*L

Fix((fi)i=1...k)
i3yo`�Q�j

{h ∈ Homeot(S̄) ; h fixe (à homotopie près) les géodésiques fi i = 1 . . . k}.§ Hh`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+K R L?ZXVSi?k�J0WY\+`�]XW�`�K�V[LzT�O+J0]SQ�Hh`+b3VXW�O+KwR0L
Homeot(S)

|
ª�K�¦�K5p�K�O+J�Z�`�J0]XW�O+K�Z(T0J{R0in¦�K0WY]�J0K�L~`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+KvR"Hh`�J0V[O���][L?b?O+QYQ�L3^sL3KoVzR0L

k1
��O+][R0Z�F`?\:L?b

k1 < k
�UR"H J0K�L~ZXJ0]gM�`+b?Lzj

k
�*O+][R0Z�p�K�O+J�ZS][L3VX][O+J0\:L3]XW�O+K�Z�`?\:L?bzQ�L?ZS^s�3^sL?Z�T0][L3J0\:L?ZV[O+J�ZSQ�L?Zl][i?Z[J0QYVa`�V[ZSO+�0V[L3KoJ�Z�|

<S0®x<0�B;�wý�þ.�
�EF)����� þ��>�
§ HqL?ZXTd`+b?L�R0L~¨fL3W�b[c0^~à0QYQ�L3] T1,1

p�R0L?Z(V[O+][L?Z$jsJ0K{�*O+][R�R0L)Q�O+K0y
J�L3J0]�¦0m0i?L
l(b1) > 0

pZ�H W�R0L3KoVXW ¦dL�`�J�T0Q�`�K {lγX
= l(b1)/2} ⊂ T −

3

\�W�`7Q�L-T0Q�O+K0y:L3^sL3KoV R |�§5L-y
][O+J0T�LwR0L?Zc�O+^si?O+V[O+T0W�L?Z~L?Z[V$W�Z[O+^sO+]XT0c�L�j1b?L3QYJ0W�R0L?ZzZ[J0]gMF`+b?L?Z
−1

T0J0W�Z[k�J�LIV[O+J0Vzc�O+^si?O+^sO+]XT0c0W�ZX^sLR0LzZXJ0]gM�`+b?L
−1

¦0m�L�Q�HqO�\+`�Q�L
p�`�WYK�ZXW5K�O+J�Zl][L3VX][O+J0\:O+K�Z�b?L�][i?ZXJ0QYVa`�VS�0W�L3Kwb?O+K0K�J�±
áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î-¯�|�B=N£ÝfÞ£T+ígÝ
Ì�ö0Þ(ðoÞ�Ú6X%Ý+òªRXÝ
Ü�Ý�ö*ÎFÞ�ÚlðoÞ�ÚUÜ�Ý+íXÞnÚ±i�Ì%ìÐaXÝ+íXð~Þ�Ú3Ü�ÎõÚ3Ý
ò_Ý
í�ö.X0Þi

GL(2,Z)
eNÞ3Ü

Mod1,1 ' PGL(2,Z)
ä

é�K~R0O+^�`�WYK�L�MFO+K�R�`�^sL3KoVa`�Q
Dl(b1)

R0L�Q�Hh`+b3VXW�O+KIR0L
Mod1,1

ZXJ0] T1,1
Z�HqO+�0VXW�L3KoV©L3K)WYK�V[L3]g�Z[L?b3Va`�KoV

D
`?\:L?b�Q�L(T0Q�`�K {lγX

= l(b1)/2}
�å\:O+WY]�¦�y
J0][L(°�|hè:�np%L3VNQ�Hh`+b3VXW�O+KDR0L?ZNy:i3K�i3]a`�V[L3J0][ZZ[L�QYWYV�R�WY][L?b3V[L3^sL3K�V�ZXJ0]lQ�`~¦�y
J0][Lz°�| °�|

�NO+K�ZXW�R0i3][O+K�Z�Q�`wR0i?b?O+^_T�O
ZXWYVXW�O+K¢b?L3QYQYJ0Q�`�WY][LDVX]XWY\�W�`�Q�L
p©b
HqL?ZXVg�@j,�ÖR�WY][L1b?O+K�ZXVXWYVXJ�i?LDR"H J0K�LMF`+b?L
F
p"VX][O+W�Z~`�][�3V[L?Z

A1 = {l3 = l4}
p
A2 = {l1 = l2}

p5L3V
A3 = {l2 = l3}

p5L3V)R0L3J�mZ[O+^_^sL3V[Z
S12

L3V
S23

|�§5L?Z�T*O+WYK�V[Z�R0L)Q�`�MF`+b?L
pdR0L$^s�3^sLzk�J�Lzb?L3J�m-R0L?Z(`�][�3V[L?Z
A1

L3V
A3`+R�^sL3VXV[L3KoV�J0K�LzZ[L3J0Q�L~ZXt�ZXV[O+Q�L
p

γ1
|�§�L?Z�T�O+WYKoV[Z(R0LzQ�Hh`�][�3V[L

A2
T�O
Z[Z[r?R0L3K�V�R0L3J�mwZXt�ZXV[O+Q�L?Z�p

γ1
L3V
γ2
��^�`�W�Z�`�J�b3J0K�R"HqL3J�m¼K5HqL?Z[V�J0K�T*O+WYK�VDL3J0Va`+b3VXW�k�J�L?Z1b�`�] ∂l2

∂θ1
6= 0

|Nª�K�¦�K5p�Q�L?ZZXt�ZXV[O+Q�L?Z~R0L
S1

ZaO+KoV
γ1

L3V
γ2
p©L3V~b?L3QYQ�L?ZIR0L

S2
p
γ1
p
γ2

L3V
γ3
|'�NL?Z~R0L3J�m�Z[J0]gMF`+b?L?Z�pfL3KVa`�KoVSk�J�L�T�O+WYKoV[ZN¦0m0L?ZUW�Z[O+Q�i?ZUR0L�Z[O+J�Zg��y
][O+J0T�L?ZlR�J�y
][O+J0T�L�^sO�R�J0Q�`�WY][L$ZaO+KoVlL3J0Va`+b3VXW�koJ�L?Z�|¨5]XWY\%W�`�Q�L3^sL3KoVSQ�`�Z[L3J0Q�L�ZXJ0]gM�`+b?L�Td`�]gMF`�WYV[L�b?O+]X][L?ZXT�O+K�R�`�JDZ[O+^_^sL3V
S23

|%³�O+J�Z�][L3VX][O+J0\:O+K�Z`�WYK�ZXW�b?L�][i?ZXJ0QYVa`�V(R0Lz£f|*�%b[c0^)J0VX´s�%b[cd`�QYQ�L3]I�gáæ�%b[cdç
è�ãå�$±
D*EGF=H�I<J�KML-¯�|æâ�NÖÝ*l Þ�ÚÖö�Ð:ïaÞ T1,1

ðoÞnÚ�Ü�Ý+í[Þ�ÚCi�Ì%ìhaXÝ
ígðsð�Þ�Í Ý
ì[T+Ì�ÞnÌ�í£Õfó[R[ÞoW
l(b1) > 0

\ï[Ý+ìdÜPÎ�ÞnìdÜ�Ì%ì*Þ�Ú�ÞnÌ%ÍYÞ�ÚnÌ�íåî?Ð:ïaÞwÞ[ó
ÜPíXô3òsÞ)W�òsÝ�ð+Ì%ÍYÝvÍdl Ð:ï?ÜPÎFÝ+ì¼ð+Ì�T+íXÝ+Ì�ö0Þ�òsÝ�ð
Ì�ÍYÐ+ÎåíXÞ�\:ä�* Þ?ÜFÜÖÞ
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s
ðoÞ1Ú3ÐÚ�Û�ÚnÜ�Ý+Í�ÞIÞ�ÚnÜNð:Ý+ì�ìSR[Þlö�Ð+í

cosh(s/2) = cosh(b1/6) + 1/2.

<S0´É<0CB6�)� þ(�5ý����åÿPÿ��^����D-ÿ�������F�� þ��>�
��L3yo`�][R0O+K�ZN^�`�WYKoV[L3Kd`�K�VSQ�HqL?ZXTd`+b?L T −

2,1

R0L?ZN�*O+J0V[L3WYQYQ�L?ZlR0L���Q�L3WYK-jz��O+][RDR0L(Q�O+K0y
J�L3J0]¦0m�i?L
l(b1) > 0

| ¸�W�`vQ�L-T0Q�O+K0y:L3^sL3K�V R L3V�L3K�ZXJ0T0T�O
Za`�KoVDkoJ�LwQ�L��*O+][R�`�J0V[O���][L?b?O+QYQ�iZ[L�b?O+K�MFO+K�Ru`�\:L?bDQ�`�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L
γ′1
p©b?L3V~L?ZXTd`+b?LDZ�H W�R0L3K�VXW ¦dL1j {lγ′

1
= l(b1)/2} ⊂ T −

3

|��L3^�`�][k�J�O+K�Z�k�J�L�b?L3VUL3K�Z[L3^)�0Q�L�L?ZXV�J0K�L(ZXJ0]gM�`+b?LS][i3y
Q�i?L
p%Z[O+K�WYKoV[L3][Z[L?b3VXW�O+K-`?\:L?b(J0K�T0Q�`�Kc�O+]XWY´�O+KoVa`�Q'L?ZXVlJ0K�L$R�][O+WYV[LzTd`�]a`�QYQ�r3Q�L)j_Q�Hh`,m�L$R�J-V@·lW�ZXV�|§5L?Z�i3Q�i3^sL3K�V[Z�R0L
Mod−3

¦0m0`�K�V
γ′1

K5Hh`�y
W�Z[Z[L3K�V�koJ�L{ZXJ0]�Q�`�b?O%O+][R0O+K0K�i?L{R0L{VÖ·lW�ZXV
θ1

b�`�]�WYQ�Z~¦0m0L3KoVs`�J�Z[ZXW
γX
|���J0]�Q�`w¦�y
J0][LD°�| °vK�O+J�Z�\:O�t:O+K�Zs`�W�Z[i3^sL3K�VskoJ�L3Q�ZIZ[O+K�VIb?L?Zi3Q�i3^sL3KoV[Z�p5b?L_ZaO+KoVzb?L3J�m�L3K�\:O�to`�K�V

D
Z[J0]�J0Kx`�J0VX][L_R0O+^�`�WYK�L�MFO+K�R�`�^sL3KoVa`�Q��*O+][R0iITd`�]Q�LIT0Q�`�K {l1 = 0} |5§5L3J0]$y
][O+J0T�L_L?ZXVzL3K0y:L3K�R�][i_Td`�] n L3V

v = stn
pdQ�L?Zz][L-,dLnm%W�O+K�ZzZaL3Q�O+KQ�L?ZSR�][O+WYV[L?Z {θ1 = 0} L3V {θ1 = 1/2} ��R"HqO+ßáZI.H�â=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î�¯�|�1=NZÝ�Þ­T+ígÝ
Ì�ö0ÞsòsÝ�ð+Ì%Í Ð
Îõí[ÞsðoÞIÍ Ð�a[Ý+Ì%ÜÖÞ3ÎõÍåÍYÞ�ðoÞ­g)Í�ÞnÎõì¸i�aXÝ+íXðwÐ:ð
òsÞ?ÜÍ Ðzö�í�R�Ú?Þ3ìdÜ�Ð
ÜPÎFÝ+ìwÚnÌ�Î�P,Ð+ì�ÜÖÞ~]

Mod−2,1 ' 〈n, v | n2 = v2 = 1〉.�*L�K¦ÜwI����GLw¯�|Y®�N �(i?ZXJ0QYVa`�V�j)b?O+^_Td`�][L3]U`�\:L?b�b?L3QYJ0W�R0L~áq��O+]A@
ù
ã©�F`+Z[Z[O%b3W�i�jsáæ��T0]�â+¯+ãå�n|
é�K¢R0O+^�`�WYK�L�MPO+K�R�`�^sL3K�Va`�QST*O+J0]�Q�Hh`+b3VXW�O+K�R0L1b?L�y
][O+J0T�L1ZXJ0] {lγ′

1
= l(b1)/2}

L?ZXVR0O+K�b {lγ′

1
= l(b1)/2, 0 ≤ θ1 ≤ 1/2} |5é(K�L_R0i?b?O+^_T�O
ZXWYVXW�O+K�b?L3QYQYJ0Q�`�WY][L_WYK�V[i3][L?Z[Za`�K�V[L�R0Lb?LzR0O+^�`�WYK�L
p�L?ZXVSb?L3QYQ�Lzb?O+K�Z[VXWYVXJ�i?L)R0L$R0L3J�m1MF`+b?L?Z

F1 = {lγ′

2
> lγ1}, F2 = {lγ′

2
< lγ1 , }R0Lzb3WYK�kD`�][�3V[L?Z

A11 = {lγ′

1
= l(b1)/2, θ1 = 0, lγ′

2
> lγ1}, A12 = {lγ′

1
= l(b1)/2, θ1 = 1/2, lγ′

2
> lγ1},

A21 = {lγ′

1
= l(b1)/2, θ1 = 0, lγ′

2
< lγ1}, A22 = {lγ′

1
= l(b1)/2, θ1 = 1/2, lγ′

2
< lγ1},

A3 = {lγ′

1
= l(b1)/2, lγ′

2
= lγ1},L3V�R0L$R0L3J�m-Z[O+^_^sL3V

S1
�åQ�L$Z[O+^_^sL3V(j_VÖ·lW�ZXVSK�J0Qõ�UL3V

S2
�åQ�LzZaO+^_^sL3V�jIVÖ·lW�ZXV~®YX+ù:�n|¡{O+K�VX][O+K�Z$koJ�L~Q�HqL3K�Z[L3^)�0Q�L

A3
MFO+]X^sL��0W�L3K{J0K�L_`�][�3V[L
|�³�O+J�Z�b�`�Q�b3J0Q�O+K�Z

l2
R0LIR0L3J�m^�`�K0W�r3][L?Z)±

cosh2(l2/2) = sinh2(lγ′

2
/2) sinh2(lX/2)

cosh2(l2/2) = cosh2(θ1l1/2) coth2(l1/2) coth2(lγ′

1
/2)

= cosh2(θ1l1/2)
sinh2(lX/2) cosh2(lγ′

1
/2)

sinh2(l1/2)
.

ª�K-J0VXWYQYW�Za`�K�V(ZXJ�b?b?L?Z[Z[WY\:L3^sL3KoVSQ�`IT0][L3^_W�r3][LzT0J0W�ZSQ�`IR0L3J�m�W�r3^sLzR0Lzb?L?ZSi3yo`�QYWYV[i?Z�p�WYQ5\�W�L3K�V)±
sinh2(lγ′

2
/2) =

cosh2(l2/2)

sinh2(lX/2)

=
cosh2(θ1l1/2) cosh2(lγ′

1
/2)

sinh2(l1/2)
.
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� J1¦�Kd`�Q�p�K�O+J�ZSVX][O+J0\:O+K�Z�k�J�L

lγ′

2
= lγ1

i?k�J0WY\+`�J0V�j
cosh2(lγ′

1
/2) =

[

sinh2(l1/2)

cosh(θ1l1/2)

]2

.

�NO+K�ZXW�R0i3][O+K�Z
θ1
¦0m0i
p0Q�`�MFO+K�b3VXW�O+K

x 7→ sinh2(x)
cosh(θ1x)

L?ZXV�ZXVX]XW�b3V[L3^sL3K�V�b3][O+W�Z[Z�`�KoV[L)Z[J0]
R
∗
+

L3VV[L3K�RD\:L3][Z±@)L3K^@�po\:L3][Z
+∞ L3K

+∞ |�£fO+J0]UV[O+J0V
θ1
WYQ�Lnm%W�Z[V[L(R0O+K�b�J0KDJ0K0W�koJ�L

l1
V[L3Q*k�J�L

lγ′

2
= l1

|
�NO+^_^sL)Q�`sb?O�O+][R0O+K0K�i?L�R0LzV@·lW�ZXV(L?ZXV�b?O+^_T0]XW�Z[L)L3K�VX][L~@�L3V~®YX+ù�pdQ�L?Z�Z[L3J0Q�L?Z�ZXt�ZXV[O+Q�L?ZT*O
ZaZXWY�0Q�L?Z~ZaO+KoV

γ′2
p
γ′3

L3V
γ1
p©b�`�]~Q�L?Z_`�J0VX][L?Z�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z�R0L�Q�`-��O+J0V[L3WYQYQ�L1R0L���Q�L3WYK6j�*O+][R{Z[L)R0i?R�J0W�ZaL3KoV�R0L~b?L3QYQ�L?Zg�Öb3WfTd`�](Q�L)VÖ·lW�ZXV�R0L)G�L3c0K

tγ1

|��%O+J0QYWYy
K�O+K�Z�`�J�ZaZXW�k�J�L)ZXW
γ′3L?ZXV�J0K�LDZ[t%ZXV[O+Q�L
p©`�Q�O+][Z

θ1 = 1/2
�PZXWYK�O+K

l(γ′2) < l(γ′3)
�n|'³(O+J�Z~T*O+J0\:O+K�Z�^�`�WYK�V[L3Kd`�KoVR0O+K0K�L3]�Q�`IZXt�ZXV[O+Q�L$R0L$bacd`+koJ�L~b?O+^_T*O
Za`�K�V[Ls±MF`+b?L ZXt�ZXV[O+Q�L `�][�3V[L ZXt�ZXV[O+Q�L?Z Z[O+^_^sL3V ZXt�ZXV[O+Q�L?Z

F1 γ1 A11 γ1 S1 γ1, γ
′
2

A12 γ1

A3 γ1, γ
′
2 S2 γ1, γ

′
2, γ

′
3

F2 γ′2 A21 γ′2
A22 γ′2, γ

′
3G�i3V[L3]X^_WYK�O+K�Z~Q�L?Z�T�O+WYKoV[Z�L3J0Va`+b3VXW�koJ�L?Z�|©§�L?Z~ZXJ0]gM�`+b?L?Z~T*O
Z[Zai?R�`�KoV�J0K�L�Z[L3J0Q�LDZXt�ZXV[O+Q�LK�L�Z[O+K�V�Td`+Z�R0L?Z T�O+WYKoV[Z�L3J0Va`+b3VXW�k�J�L?Z�T0J0W�Z[koJ�L�Q�L?Z�MFO+K�b3VXW�O+K�Z Q�O+K0y
J�L3J0][ZUZ[O+K�V�ZXVX]XW�b3V[L3^sL3KoVb?O+Ko\:Lnm0L?Z�|d§�L?Z�T�O+WYKoV[Z�`?to`�KoV

γ′2
L3V
γ′3
T�O+J0]�ZXt�ZXV[O+Q�L?ZlK�L~Z[O+KoV(L3J�m1K�O+K{T0QYJ�ZSTd`+Z(L3J0Va`+bn�VXW�koJ�L?Z�T0J0W�Z[k�J�L

(lγ′

2
, lγ′

3
)
L?ZXV~J0KuZXt�ZXV[r3^sLDR0L�b?O%O+][R0O+K0K�i?L?Z_R0L {lγ′

1
= l(b1)/2}

|�½@Q�K�L][L?ZXV[L T0QYJ�Z©k�J5HhjSi3VXJ�R�W�L3]©Q�L?Z�R0L3J�m)Z[O+^_^sL3V[Z�|,³(O+J�Z©O+��Z[L3]X\:O+K�Z©koJ�L��PR�`�K�Z�Q�L?Zfb?O�O+][R0O+K0K�i?L?Z
(θ1, l1)

�
∇l1 =

(

0
1

)

et ∇lγ′

2
(S1) =

(

0
< 0

)

,R0O+K�b
S1

L?Z[VDL3J0Va`+b3VXW�k�J�L
|l£fL3K�bac�O+K�Z-K�O+J�Z�ZXJ0]DQ�Lvb�`+Z1R0L
S2
pNQ�HqLnm�T0][L?Z[ZXW�O+K2R0L

l1
L?ZXVZXt%^si3VX]XW�koJ�LzL3KwQ�L?ZSb?O�O+][R0O+K0K�i?L?Z

(lγ′

2
, lγ′

3
)
p�R0O+K�b$Q�L�y
]a`+R�W�L3KoV ∇l1(S2)

`�^s�3^sL)b?O+^_T�O��Za`�KoV[L?ZUL3K ∂
∂lγ′

2

L3V ∂
∂lγ′

3

p:WYQ*L?ZXV M�`+b3WYQ�L�R0L�\:O+WY]Nk�J5HqL3QYQ�L?Z�ZaO+KoV�K�i3yo`�VXWY\:L?ZUb?L(koJ0W�WY^_T0QYW�koJ�L
S2L3J0Va`+b3VXW�koJ�L
|ª�\%W�R0L3^_^sL3KoV�p

S2
L?Z[V�Q�L)ZaL3J0Q�T�O+WYKoV�Td`�]gMF`�WYV�p*L3V�`�J�Z[Z[W�Q�L�Z[L3J0Q�T�O+WYKoV�Lnm%VX][�3^sL
|*£©O+J0]b�`�Q�b3J0Q�L3]�Z�`-ZXt�ZXV[O+Q�L
p"K�O+J�Z�R0i?b?O+J0T*O+K�Z

γ′2
L3V
γ′3
p5K�O+J�Z�O+�0V[L3K�O+K�Z)J0K�Td`�KoVa`�Q�O+K�j-R0L3J�m�*O+][R0Z~i3yo`�J�m�|©�NLsTd`�KoVa`�Q�O+KuZ[LsR�WY\%W�Z[LsR0L3J�m�c�Lnm�`�y:O+K�L?Z)R�][O+WYV[Z�p�K�O+J�ZzVX]a`?\
`�WYQYQ�O+K�Z�R�`�K�ZQ�H J0KDR"HqL3J�m"|o³�O+V[O+K�Z

s
Q�`zQ�O+K0y
J�L3J0]NR0L?ZNZXt�ZXV[O+Q�L?Z�L3V

z
Q�`zQ�O+K0y
J�L3J0]UR0L�Q�`$T�L3]XT*L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][Lb?O+^_^)J0K�Lsj

γ′2
L3V
γ′3
p�K�O+J�Z$`?\:O+K�Zs�õMFO+]X^)J0Q�LILnm�T0]XWY^�`�KoV�Q�`�R�W�Z[Va`�K�b?L�R0L�R0i3T0Q�`+b?L3^sL3KoV��

sinh(s/4) = sinh(z/2) cosh(s/2)
p�^�`�W�Z

sinh(z/2) = cosh(b1/4)/(2 sinh(s/2) cosh(s/2)),R"HqO+ß
cosh3(s/4) − cosh(s/4) = cosh(b1/4)/4
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X3 −X = cosh(b1/4)/4.
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|U§ H c�Lnm�`�y:O+K�L7L?ZXV�`�WYK�ZXW�Td`�]XVa`�y:i�L3K/R0L3J�m�T*L3K�Va`�y:O+K�L?Z-L3VDK�O+J�Z-`?\:O+K�Z�Q�L?Z1i3yo`�QYWYV[i?ZZXJ0WY\+`�K�V[L?Z~�å\:O+WY])áq�NJ�Zaç
ù,ã5T5|�è:â
��±

{

cosh(b2/2) = − cosh2(s/2) cos(α) + sinh2(s/2)
cosh(b1/2) = − cosh2(s/2) cos(π − α) + sinh2(s/2)

.³(O+J�Z�`+R0R�WYVXW�O+K0K�O+K�Z�b?L?ZSR0L3J�m�QYWYy
K�L?Z�p�\%W�L3KoV(`�Q�O+][Z�Q�L�VXc�i?O+][r3^sL)ZXJ0WY\
`�KoV~±
D*EGF=H�I<J�KMLs¯�|Y®�ù=N���Ý�ð
Ì�ÍYÝ$Í�l Ðoï?ÜPÎPÝ
ì�ð+Ì`T+ígÝ
Ì�ö0ÞSòsÝ�ð+Ì%Í Ð
Îõí[ÞÂe"ÍYÞlòsÐ�ó+Îåò�Ì%ò ðoÞUÍYÐ'î?Ý+ì�ï3÷ÜPÎPÝ+ì{Ú�Û�Ú3Ü�Ý+ÍYÞ$Ú�Ì%í T −

1,2

ÞnÚnÜUÐ
ÜFÜÖÞnÎåìdÜ�Ð+Ì_ö�Ý+ÎåìdÜ
Z(P )

e�Ú3ÐªP,Ð+Í�ÞnÌ%íIÞ�Ú3ÜNð:Ý
ì�ì(R[Þlö�Ð+í
cosh(sys(Z(P ))) = cosh(b1/2) + cosh(b2/2) + 1.�*L�K¦ÜwI����GLs¯�|hè=N"ª�K~`�T0T0QYW�k�Jd`�KoVfQ�`�MPO+]X^~J0Q�L�R"Hqª�J0Q�L3]�K�O+J�Zf`?\:O+K�Z�±

χ(Mod−1,2) = 1/2
|



��� Ø � >[C�<�8 �
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³(O+J�Z$R0O+K0K�O+K�ZzW�b3W R"Hh`�J0VX][L?ZzWYK�i3yo`�QYWYV[i?ZzO+T0VXWY^�`�Q�L?Z)\+`�Q�`��0Q�L?Z$T�O+J0]�Q�`1ZXt�ZXV[O+Q�LIO+]XW�L3K��Va`��0Q�L
p'Q�`vZXt�ZXV[O+Q�LDK�O+K¢O+]XW�L3K�Va`��0Q�L
p Q�`vù,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L1L3V_Q�`vè,�ÖZXt%Z[V[O+Q�LDR0L?Z�ZXJ0]gMF`+b?L?Z
−1
|'¨fO+J0Vb?O+K�ZXW�ZXV[L)jILnm�T0Q�O+WYV[L3]�b?O+K�\:L3Kd`��0Q�L3^sL3KoV$R0L?ZSR0i?b?O+^_T�O
ZXWYVXW�O+K�Z(R�J-R0O+^�`�WYK�L

D
|

@G0���0�B;��ü�û5ü?ý�þ�ÿ��wþ��
�����*ý����©ÿ��
§�`�ZXt%Z[V[O+Q�LzO+]XW�L3KoVa`��0Q�L_R"H J0K�L�ZXJ0]gM�`+b?L

−1
L?ZXV�Q�`_T0QYJ�Z(T*L3VXWYV[L~Q�O+K0y
J�L3J0]$R"H J0K�L)y:i?O%R0in�ZXW�k�J�L�O+]XW�L3KoVa`��0Q�L
p'k�J0W�i3\:L3K�VXJ�L3QYQ�L3^sL3KoV_T�L3J0V~�3VX][L�b�`�]X][i�R"H J0K�L�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�LsK�O+KuO+]XW�L3K��Va`��0Q�L
|�G�`�K�Z

D
WYQ©tw`�è�b�`�K�R�W�R�`�V[Z�T*O
Z[Z[WY�0Q�L?Z(T�O+J0]�Q�`�ZXt�ZXV[O+Q�L�O+]XW�L3KoVa`��0Q�L�±

γ1
p
γX

2 O+J
γ′1

2 |0³�O+J�ZlR0i?b?O+^_T*O
Z[O+K�ZlMF`+b3WYQ�L3^sL3K�V D L3K�VX][O+W�ZU´�O+K�L?ZSb?O+]X][L3T�O+K�R�`�KoV�`�J�m�QYW�L3J�m�O+ßDQ�L?ZR�W Ò�i3][L3K�V[Z�b�`�K�R�W�R�`�V[Z�Z[O+KoVsLnÒ"L?b3VXWY\:L3^sL3KoV�][i�`�QYW�Z[i?Zsb?O+^_^sL1Q�`vZXt�ZXV[O+Q�L1O+]XW�L3KoVa`��0Q�L
|U�NL?ZVX][O+W�ZS´�O+K�L?ZSZaL$R0i3V[L3]X^_WYK�L3KoV�Za`�K�ZSR�W È�b3J0QYV[i?ZST0J0W�ZakoJ�Ls±
lγ1 = 2lγX

⇔ z =
√

x+1
2

lγ′

1
= lγX

⇔ z = 1 +
√
x

lγ1 = 2lγ′

1
⇔ z = 1 + 2x√

x−1
.

`?\:L?b
x = cosh2(l1/2)

L3V
z = cosh2(lX/2)

|

2

4

6

8

10

12

14

2 4 6 8 10 12 14

z = 1 + 2x/(
√
x− 1)

z = 1 +
√
x

z = (1 +
√
x)/2

x

z

.±Í0/±NpK<N�ì
³(O+J�Z©][L3yo`�][R0O+K�Z�Q�LN^�`,m�WY^)J0^ R0LNQ�`�ZXt�ZXV[O+Q�LNO+]XW�L3KoVa`��0Q�LSR�`�K�Z�bacd`+b3J0K�LSR0LUb?L?Z'´�O+K�L?Z�pWYQ L?ZXV$V[O+J+eXO+J0][Z)`�VXV[L3WYKoV)Z[J0]$Q�`1R�][O+WYV[LsR0L?Z$ZXJ0]gM�`+b?L?Zzi?koJ0WYQ�`�V[i3]a`�Q�L?Z {l1 = l2, θ1 = 1/2} |��J0]$b?L3VXV[L�R�][O+WYV[L�WYQ©tw`�R0O+K�bIR0L3J�mwT�O+WYKoV[Z�WYK�V[i3][L?Z[Za`�K�V[Z�p�b?O+^_^sL

γ1
L?Z[V�ZXt�ZXV[O+Q�L~O+]XW�L3K��Va`��0Q�L$R0L$b[cd`+b3J0KwR"HqL3J�mDK�O+J�Zl\:O�t:O+K�Z�koJ�L�Q�L�T�O+WYKoVl][i�`�QYW�Za`�K�VSQ�L�^�`,m%WY^~J0^¬y
Q�O+�d`�Q5R0L�Q�`ZXt�ZXV[O+Q�L_O+]XW�L3KoVa`��0Q�LsZ[J0]

D
L?ZXVzb?L3QYJ0W�`+R�^sL3VXVa`�KoV

γ1
p
γ′1

2 p γ2
p
γ′2

2 p γ3
p
γ′3

2 b?O+^_^sL_ZXt�Zg�V[O+Q�L?Z�O+]XW�L3KoVa`��0Q�L?Z�|�£©O+J0]�b�`�Q�b3J0Q�L3]�Q�`�\+`�Q�L3J0]�R0L~Q�`sZXt�ZXV[O+Q�L�O+]XW�L3KoVa`��0Q�LIL3K�b?L~T�O+WYKoV�K�O+J�Z



à r Z �*ÈFÄ@ÁõÉ7ÆõÇ��3"0Ä@Æ�"�Ç'ÈÊÉuÃ Á́gÈFÄ@Æ ½M��Á�É
J0VXWYQYW�Z[O+K�ZSQ�L?ZSi3yo`�QYWYV[i?Z
{

cosh(h/2) = coth(l1/4) coth(l1/2)
cosh(l1/2) = cosh(h/2) cosh(l1/4) = coth(l1/2) cosh2(l1/4)/ sinh(l1/4)O+ß
h
L?ZXV�Q�`zT*L3]XT�L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][L�b?O+^_^)J0K�L$`�J�ms��O+][R0ZN`+Z[ZaO�b3W�i?ZNj

γ1
R�`�K�Z�Q�LSTd`�KoVa`�Q�O+K1W�Z[Z[JR0L$Q�`IR0i?b?O+J0T*L)R0L

γ1
R�`�K�Z

TX
|0£'`�]XVa`�KoV�R0L

sinh(l1/2) sinh(l1/4) = cosh2(l1/4)K�O+J�Z(`�]X]XWY\:O+K�Z(j�Q�Hqi?k�Jd`�VXW�O+K
2X2 − 5X + 1 = 0O+ß

X = cosh(l1/2)
|*³(O+J�Z(VX][O+J0\:O+K�Z(R0O+K�b

X = (5 +
√

17)/4 ∼= 2, 28
|�£fO+J0]�^si3^sO+WY][LQ�L~b?O
ZXWYK�J�Z�cot%T*L3]X��O+QYW�koJ�L�R0LzQ�`�R0L3^_W �ÖZXt�ZXV[O+Q�L�O+]XW�L3KoVa`��0Q�LIR0L

X(H)
\+`�J0V

(3 +
√

17)/4
|³(O+J�ZlT�O+J0\:O+K�Z�i3K�O+K�b?L3]�Q�L$][i?ZXJ0QYVa`�V�ZXJ0WY\
`�KoVz±

áZI.H�â=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�ÎæB�|Y®�Nj�vÝ�ð+Ì%Í Ý-Ídl Ð:ï?ÜPÎFÝ+ì�ð+Ì^T+íXÝ+Ì�ö0Þ�òsÝ�ð+Ì%Í Ð+Îåí[ÞÂeSÍ Ð1Ú�Û�ÚnÜ�Ý+Í�ÞsÝ
í�Î�ÞnìdÜ�Ð�a3ÍYÞÐ
ÜFÜÖÞnÎåìdÜ'Ú3Ý
ì-òsÐ�ó+Îåò�Ì%ò Ú�Ì%í T −
3

Ð+Ì~ö�Ý
ÎõìdÜ ð�ÞzÜon�ÎõÚnÜ6c$�(×�ÜÖÞnÍ5ø3Ì�Þ$Í�Þ�Ú¦T�RXÝ�ð[R�Ú�ÎFø3Ì�Þ�Ú
γ1
e
γ′1

2 e
γ2
e
γ′2

2 e γ3
e
γ′3

2 Ð+Î�ÞnìdÜ�òsô3òsÞnÚzÍ Ý+ì�T+Ì0Þ3Ì�í�Ú?äGÙUì�ï�ÞUö0Ý+Îõì�Ü ì�Ý+Ì�Ú~ÐQP,Ý
ì0Ú
cosh(l1/2) =

5 +
√

17

4
.

@<0®xS0CB6�7ü?û5ü?ý�þ*ÿ����fþ���þ��
�����*ý����©ÿ��
G�`�K�Z�J0K�T0][L3^_W�L3])V[L3^_T�Z�p�][L3yo`�][R0O+K�Z)Z[L3J0Q�L3^sL3K�VzQ�L?Z$y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z�K�O+K7O+]XW�L3KoVa`��0Q�L?ZR�W�ZXVXWYK�b3V[L?ZIR0LsQ�HqO�\
`�Q�L
|©½ÖQ�L?Z[VzM�`+b3WYQ�L�R0Ls\:O+WY]Ik�J�LsQ�Ls^_WYK0WY^~J0^ R0L?Z)MFO+K�b3VXW�O+K�Z~Q�O+K0y
J�L3J0]`+Z[Z[O%b3W�i?L?Zzj1b?L?Z�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z�K5HqL?ZXV$Td`+Z���O+]XK�i_ZXJ0] T −

3

|"ª�K7LnÒ"L3V�p�R�`�K�Z$Q�L_R0O+^�`�WYK�L
Db?L$^_WYK0WY^)J0^ L?ZXVSi3yo`�Qfj

lγ′

1

pdL3VlK�O+J�Z(`?\:O+K�Z
sinh(lγ′

1
/2) = cosh(l1/2)/ sinh(lX/2) ≥ 1/ sinh(lX/2)koJ0W"V[L3K�R�\:L3][Z

+∞ Q�O+][Z[k�J�L
lX

V[L3K�R�\:L3][ZM@�|��W�^�`�WYK�V[L3Kd`�KoV�K�O+J�ZUb?O+K�ZXW�R0i3][O+K�ZSV[O+J0V[L?ZUQ�L?Z�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?ZUK�O+K�O+]XW�L3KoVa`��0Q�L?Z�p�t�b?O+^I�T0]XW�Z5Q�HqO�\
`�Q�L
| � Q�O+][Z�Q�`lZXt�ZXV[O+Q�L�K�O+K~O+]XW�L3K�Va`��0Q�L��åQ�`ST0QYJ�Z5T�L3VXWYV[L Q�O+K0y
J�L3J0]'R"H J0K�L y:i?O%R0i?ZXW�k�J�LK�O+KvO+]XW�L3K�Va`��0Q�L���L?ZXV$i3yo`�Q�LIZXJ0]
D
`�Jv^_WYK0WY^)J0^ R0L?Z�MFO+K�b3VXW�O+K�Z

lX
L3V
lγ′

1

|5��J0]�Q�LIZ[O+J�ZX�L3K�Z[L3^)�0Q�L {lX ≤ lγ′

1
} R0L D Q�L_^�`,m�WY^)J0^ R0LsQ�`�ZXt�ZXV[O+Q�L_K�O+KuO+]XW�L3KoVa`��0Q�L
p'b
HqL?ZXVg�@j,�ÖR�WY][L

lX
p�L?ZXV(`�VXV[L3WYK�V�`�J-T�O+WYKoV

X(H)
|"��J0]�Q�L)Z[O+J�Zg�ÖL3K�Z[L3^~�0Q�L {lγ′

1
≤ lX} R0L D p�j lX ¦0m�izQ�L^�`,m%WY^~J0^ R0L

lγ′

1

L?ZXV)`�VXV[L3WYK�VzQ�jDO+ß
l1
L?ZXV�^�`,m%WY^~J0^-|5½@Q©tv`1R0L3J�mvb�`+ZzjDR�W�ZXVXWYK0y
J�L3]�±R�`�K�Z Q�LST0][L3^_W�L3]Nb�`+Z Q�LlT0Q�`�K�c�O+]XWY´�O+KoVa`�Q�R0i3V[L3]X^_WYK�i�Td`�]�Q�`�\
`�Q�L3J0]�R0L

lX
WYK�V[L3][Z[L?b3V[LSQ�HqL3K��Z[L3^)�0Q�L {lX = lγ′

1
} L3V lγ′

1
≤ lX ≤ lX(X(H))

��R�`�K�Z�Q�LzR0L3J�m�W�r3^sL)b�`+ZlQ�L$^�`,m�WY^)J0^;R0LQ�`zZXt�ZXV[O+Q�LlK�O+K1O+]XW�L3KoVa`��0Q�L�ZXJ0]�Q�L�T0Q�`�K�c�O+]XWY´�O+K�Va`�Q�L?Z[VN`�VXV[L3WYKoVlj$Q�H WYK�V[L3][Z[L?b3VXW�O+K�R0L?Z�T0Q�`�K�Z
{θ1 = 1/2} L3V {l1 = l2}

�Pb
HqL?Z[V)Q�`-R�][O+WYV[L�R0L?Z)ZXJ0]gM�`+b?L?Z)i?k�J0WYQ�`�V[i3]a`�Q�L?Z��n|��NL3T*L3K�R�`�K�VIjVÖ·lW�ZXV)®YX+ù_K�O+J�Z�`?\:O+K�Z�p
{

sinh(h/2) = cosh(lX/2)/ sinh(l1/2)
cosh(l2/2) = cosh(l1/4) cosh(h/2)

,L3K�K�O+Va`�KoV
h
Q�`~T�L3]XT*L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][L)b?O+^_^)J0K�L~`�J�mD�*O+][R0Z(`+Z[Z[O%b3W�i?ZUj

γ1
R�`�K�ZUQ�L�Td`�KoVa`�Q�O+KT0][O�\:L3Kd`�KoV�R0L$Q�`IR0i?b?O+J0T�LzR0L

γ1
R�`�K�Z

TX
|0³�O+J�ZSL3K-R0i?R�J0W�Z[O+K�Z

cosh2(l2/2) =
cosh2(lX/2) + cosh2(l1/2) − 1

2(cosh(l1/2) − 1)
,



� " ry� É Á�ÉXÈV�b#�Á à�Ä
L3V�b?O+^_^sL

l1 = l2
WYQ"\%W�L3KoV
sinh2(lX/2) = cosh2(l1/2)(2 cosh(l1/2) − 3),R"HqO+ß

sinh2(lγ′

1
/2) =

cosh2(l1/2)

sinh2(lX/2)
=

1

2 cosh(l1/2) − 3
.§5L~^_WYK0WY^)J0^ R0L

cosh(l1/2)
ZXJ0]�Q�HqL3K�Z[L3^~�0Q�L {θ1 = 1/2, l1 = l2, lX ≤ lγ′

1
} L?ZXV$`�VXV[L3WYKoV`�J-T�O+WYKoV

X(H)
|�³�O+J�ZSZ[O+^_^sL?Z(`�]X]XWY\:i?Z�`�J�][i?ZXJ0QYVa`�V�ZXJ0WY\
`�KoV~±

áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�ÎÒB�|hù=N��vÝ�ð+Ì%Í Ý�Í�l Ð:ï�ÜPÎPÝ+ì�ð+ÌªT+íXÝ+Ì�ö0Þ�òsÝ�ð+Ì%ÍYÐ+Îõí[ÞÂe�ÍYÐsÚ�Û�ÚnÜ�Ý+Í�Þzì�Ý+ì�Ý+í�Î�Þnì�÷Ü�Ð�anÍ�Þ�Ð
ÜFÜÖÞnÎåìdÜ"Ú?Ý+ì�òsÐ�ó
ÎõòIÌ%ò Ú�Ì%í T −
3

Ð
Ì�ö�Ý+ÎåìdÜ
X(H)

äN* Þ3ÜFÜÖÞlÚ�Ì%íõî?Ð:ïaÞ ö0Ý�ÚaÚ�ÞXðoÞ��sÚnÛ�ÚnÜ�Ý+Í�Þ�Úì�Ý+ì�Ý+ínÎFÞnì�Ü�Ð�anÍ�Þ�Ú~]
γ′1
e
γ′2
e
γ′3

Þ3Ü
γX m Í�ÞnÌ�í)Í Ý+ì�T+Ì0Þ3Ì�í_Þ�ÚnÜNð:Ý+ì�ì(RaÞSö�Ð+í

cosh(l1(X(H))) =
5 +

√
17

2
.

@<0´ÉG0�B;�jx^�aü?û5ü?ý�þ�ÿ��
§�`

k
�ÖZXt%Z[V[O+Q�L�MPJ0V'WYKoVX][O%R�J0WYV[LlTd`�]�£f|o�%b3^~J0VX´��%b[cd`�QYQ�L3]�R�`�K�Zláæ�%b[cdç
è+ãÖp�K�O+J�Z'][L3K�\:O�t:O+K�Zj_b?L3V�`�]XVXW�b3Q�LzT�O+J0]lQ�L?ZSR0in¦�K0WYVXW�O+K�Z(][L3Q�`�VXWY\:L?Z(jIb?L3V�O+��eXL3V�|

áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î B�|hè=N���Ý�ð+Ì%Í Ý�Í�l Ðoï?ÜPÎPÝ
ì�ð+ÌjT+íXÝ+Ì�ö0ÞwòsÝ�ð+Ì%Í Ð+Îåí[ÞÂe)ÍYÐ)×:÷ÖÚ�Û�ÚnÜ�Ý
ÍYÞwÐ
ÜFÜÖÞnÎåìdÜÚ3Ý+ì¢òsÐ�ó+ÎåòIÌ�ò5T+ÍYÝ�aXÐ+Í�Ú�Ì%í T −
3

Þ3ìuÍYÐ{Ú�Ì%íåî3Ð:ï�Þ^RXø3Ì%ÎõÍYÐ
Ü�RníXÐ+Í�Þ-ð:Ý
ì�ì(R[Þ)ö0Ð+í�Í�Þ�ÚDï[Ý
ì�ð+ÎPÜPÎPÝ+ì�ÚÚ�Ì%ÎVP�Ð+ìdÜÖÞ�Ú&]
l1 = l2 = l3 = lγ′

1
= lγ′

2
= lγ′

3

ä¡ÙUì6ï�Þ�ö0Ý+Îõì�Ü�ÍYÐ�ÚnÛ�ÚnÜ�Ý+Í�Þ1Þ�ÚnÜ
γX

Þ3Ü�Í Ð�×:÷Ú�Û�ÚnÜ�Ý
ÍYÞIÞ�Ú3Ü�í�RXÐ+ÍÏÎ�Ú�R[Þ�ö�Ð
í)Í�Þ�Ú��~T�RXÝ�ð�RnÚ�ÎFø3Ì0ÞnÚ
γi, γ

′
i

W
i = 1, 2, 3

\ m Í�Þ�ï[Ý�Ú�Îåì�Ì�Ú`XoÛ�ö0Þní�aXÝ+ÍÏÎPø?Ì0ÞðoÞ�Í ÐvðoÞ3ò�Îå÷�×o÷�Ú�Û�Ú3Ü�Ý+ÍYÞ1Þ�Ú3Ü�Ð
Í Ý+í�Ú_ígÐoï3Îõì�Þ1ðoÞ�Ídl RXø3Ì0Ð
ÜPÎFÝ+ì
2X3 − 3X2 − 2X + 2 = 0

e�ÞnìP,Ð+Í�ÞnÌ%í�Ð�ö:ö*ígÝ�ïYX�R[ÞIì*Ý+ÌoÚ)ÐQP�Ý+ì0Ú
cosh(l1/2) ∼= 1, 74

ä
ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N�½@Q'ZaL3]a`�W�b3W�Td`�]XVXW�b3J0QYW�r3][L3^sL3K�V�`�y
][i�`��0Q�L_R0LIVX]a`�\+`�WYQYQ�L3])`�\:L?b_J0K�LR0i?b?O+^_T*O
Z[WYVXW�O+K{R0L

D
L3K{ZXW m1b?L3QYQYJ0Q�L?Z(R0L$R�WY^sL3K�ZXW�O+K{è�±

E1 = {[X,ϕ] ∈ D | lγX
> lγ′

1
> lγ1}, E2 = {[X,ϕ] ∈ D | lγX

> lγ1 > lγ′

1
},

E3 = {[X,ϕ] ∈ D | lγ1 > lγX
> lγ′

1
}, E4 = {[X,ϕ] ∈ D | lγ1 > lγ′

1
> lγX

},
E5 = {[X,ϕ] ∈ D | lγ′

1
> lγ1 > lγX

}, E6 = {[X,ϕ] ∈ D | lγ′

1
> lγX

> lγ1}.b?L3Q�`Sb?O+]X][L?ZXT�O+K�R~jSR�WY\�W�Z[L3]fL3K)R0L3J�m)b[cd`+b3J0K�LNR0L?Z�b?L3QYQYJ0Q�L?Z
Ci

�
i = 1, 2, 3

��L3K)T0][O+Q�O+K0y:L�`�K�VKd`�VXJ0][L3QYQ�L3^sL3KoV�Q�L?ZUM�`+b?L?Z
F12

p
F23

L3V
F13

�å\:O+WY]l¦�y
J0][L*B�|hù:�n|é�K/ù,�ÖZXt�ZXV[r3^sLwb?O+K�ZXW�Z[V[LwL3K�J0K�L-y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L�O+]XW�L3KoVa`��0Q�LvL3VDZa`7R�Jd`�Q�L
pNO+J�L3K�J0K�Ly:i?O�R0i?Z[W�koJ�LSO+]XW�L3K�Va`��0Q�L(L3V�Q�HqO�\
`�Q�L
poO+J�L3K�R0L3J�m_y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z K�O+K�O+]XW�L3K�Va`��0Q�L?Z��PR�W�Z[VXWYK�b3V[L?ZR0L)Q�HqO�\+`�Q�L��(R�W�ZPeXO+WYKoV[L?Z�|*£©O+J0]�J0K�L~Z[J0]gMF`+b?L)¦0m�i?L
p*ZXW
lX , l1 ≤ l′1

`�Q�O+][Z {lX , l1} MFO+]X^sL~J0Kù,�ÖZXt�ZXV[r3^sLzR0L�Q�O+K0y
J�L3J0]�^_WYK0WY^�`�Q�L
|G$`�K�Z�Q�HqL3K�ZaL3^)�0Q�L$R0L?ZNT*O+WYK�V[ZUR0L
D
\:i3]XW ¦�`�K�V

lX ≤ l1 ≤ lγ′

1

Q�`~ù,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L�L?ZXVUR0O+K0K�i?LTd`�]
l1
|���J0]zb?L3VzL3K�Z[L3^~�0Q�L�L3QYQ�Ls`�VXV[L3WYK�V)Z[O+K�^�`,m�WY^)J0^ `�J7T�O+WYKoVzR0LIV@·lW�ZXV�®YX+ùDV[L3Q k�J�L

l1 = lγ′

1
= l2 = lγ′

2
= l3 = lγ′

3

p�K�O+J�Z�K�O+V[L3][O+K�Z
M2

b?L{T*O+WYK�V�|U��L3^�`�][k�J�O+K�Z�k�J�LQ�`�ZXt�ZXV[O+Q�L_R0L
M2

L?ZXV
γX
|5§�`wù,�ÖZXt%Z[V[O+Q�L_R0L

M2
p"b
HqL?Z[Vg�@j,�ÖR�WY][L

l1(M2)
p5L?ZXVzR0O+K0K�i?L�Td`�]

cosh(l1(M2)/2) = X0
O+ß

X0
L?Z[V(Z[O+QYJ0VXW�O+KvR0LzQ�Hqi?k�Jd`�VXW�O+K

2X3 − 3X2 − 2X + 2 = 0
|½ÖQ"\%W�L3KoV

cosh(l1(M2)/2) ∼= 1, 74
|G$`�K�ZSQ�HqL3K�Z[L3^~�0Q�L~R0L?Z(T*O+WYK�V[ZS\:i3]XW ¦�`�K�V

l1 ≤ lX ≤ lγ′

1

p0Q�`�ù,�ÖZXt%Z[V[O+Q�LzL?ZXV�R0O+K0K�i?L~Td`�]
lX
|d�%O+K-^�`,m�WY^)J0^ L?Z[V�`�VXV[L3WYKoV�Td`�]SLnm0L3^_T0Q�L)`�J-T�O+WYKoV

X(P )
p�L3VS\
`�J0V

cosh(lX(X(P ))/2) = (1 +
√

5)/2 ∼= 1, 62.
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θ1

z

x

E1

E2

E3E4

E5
E6

{l1 = l(γX)}

{l(γX) = l(γ′1)}

{l1 = l(γ′1)} {l1 = l2}

.±Í0/ÖN�K<N´í(NlG�i?b?O+^_T*O
Z[WYVXW�O+K{L3K-ZXW m�b?L3QYQYJ0Q�L?Z
G�`�K�Z�Q�HqL3K�Z[L3^~�0Q�L_R0L?Z�T*O+WYK�V�\:i3]XW ¦�`�KoV

l1 ≤ lγ′

1
≤ lX

pdQ�`1ù,�ÖZXt�ZXV[O+Q�LIL?ZXV�R0O+K0K�i?LITd`�]
lγ′

1

|©�%O+Ku^�`,m�WY^)J0^ L?ZXV�`�VXV[L3WYK�V�QYJ0WU`�J�Z[ZXW��åTd`�]�Lnm0L3^_T0Q�L��)`�J�T*O+WYK�V
X(P )

pfL3VI`-R0O+K�b^s�3^sL$\+`�Q�L3J0](koJ�L�T0][i?b?i?R0L3^_^sL3K�V�|ª�K�¦�K5pdR�`�K�Z(V[O+J�Z�Q�L?Z�`�J0VX][L?Z�b�`+Z�p�b
HqL?ZXVg�@j,�ÖR�WY][L~Q�O+][Z[k�J�L
lγ′

1
≤ l1

p�Q�`�ù,�ÖZXt�ZXV[O+Q�LzL?ZXV(Q�`y:i?O�R0i?ZXW�k�J�LzR0L$T0QYJ�Z�T*L3VXWYV[LzQ�O+K0y
J�L3J0](Td`�]X^_W�b?L3QYQ�L?Z(R�W�ZPeXO+WYKoV[L?Z�R0L
γ′1
|���J0]�b?L3V�L3K�Z[L3^)�0Q�LQ�`sù,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L)L?ZXVSMPO+K�b3VXW�O+K�b3][O+W�Z[Za`�KoV[L~R0L

lγ′

1

�å\:O+WY]���L3^-|*¯�|hù:�np�R0O+K�bzQ�L)^�`,m%WY^~J0^ R0L)Q�`ù,�ÖZXt%Z[V[O+Q�L�Z[L3]a`�`�VXV[L3WYKoVIQ�j{O+ß
lγ′

1

`�VXV[L3WYKoV_Z[O+Ku^�`,m�WY^)J0^-| �
lX

¦0m0i?L
p
lγ′

1

`�VXV[L3WYK�VIZaO+K^�`,m%WY^~J0^ Q�jxO+ß
l1
L?ZXV�^�`,m%WY^~J0^-pNZaO+WYVDj�Q�H WYK�V[L3][Z[L?b3VXW�O+K2R0L?Z�T0Q�`�K�Z {θ1 = 1/2} L3V

{l1 = l2}
�åQ�`�R�][O+WYV[L�R0L?Z�ZXJ0]gM�`+b?L?Z(i?k�J0WYQ�`�V[i3]a`�Q�L?Z��n|"³�O+J�Z�][L3T0][O%R�J0W�Z[O+K�Z$jsQ�H W�R0L3K�VXW�koJ�LIQ�L]a`�W�Z[O+K0K�L3^sL3KoV�R�J_Td`�]a`�y
]a`�T0c�LST0][i?b?i?R0L3KoV�p
K�O+J�Z'\:O�t:O+K�Z koJ�LNQ�LN^_WYK0WY^)J0^ R0L

cosh(l1/2)ZXJ0]lQ�HqL3K�Z[L3^)�0Q�L {θ1 = 1/2, l1 = l2, lγ′

1
≤ l1}

L?ZXV�`�VXV[L3WYKoV�`�J-T�O+WYKoV
M2

|³(O+J�Z b?O+K�b3QYJ�O+K�Z�koJ�L
p:^sO�R�J0Q�O$Q�Hh`+b3VXW�O+K�R0L
Mod−3

p+Q�Ll^�`,m%WY^~J0^ R0LlQ�`zù,�ÖZ[t%ZXV[O+Q�LlZ[J0]
T −

3

L?ZXV�`�VXV[L3WYK�V�`�J�T�O+WYKoV
M2

|
�@<065G0TB;�)É^�aü�û5ü?ý�þ�ÿ��

é�K1è,�ÖZXt%Z[V[r3^sL(R"H J0K�L�ZXJ0]gM�`+b?L
−1

L?ZXVNb?O+K�ZXVXWYVXJ�i�R0L�èzy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?ZUR�W�ZPeXO+WYKoV[L?Z�p�WYQ*Z�HqL3K��ZXJ0WYVfk�J�L b?L?Zfy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z�ZaO+KoV©K�i?b?L?Z[Za`�WY][L3^sL3KoV©K�O+K~O+]XW�L3K�Va`��0Q�L?Z�L3VfR�W�ZXVXWYK�b3V[L?Z©R0L Q�HqO�\+`�Q�L
|³(O+J�ZU`?\:O+K�ZN\%JD`�J�³±B�|hù~koJ�L�Q�L�^_WYK0WY^~J0^ R0L?Z�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?ZNK�O+KDO+]XW�L3KoVa`��0Q�L?ZlR�W�ZXVXWYK�b3V[L?ZR0L(Q�HqO�\+`�Q�L�K5HqL?ZXVNTd`+ZU��O+]XK�i(ZXJ0] T −
3

p%Td`�]Ub?O+K�Z[i?k�J�L3KoVlQ�`�è,�ÖZXt%Z[V[O+Q�L(K5HqL?Z[V�Td`+ZN��O+]XK�i?L�Z[J0]
T −

3

|
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³(O+J�Z�b?O+K�ZXW�R0i3][O+K�ZwQ�L?Z�ZXJ0]gM�`+b?L?Z-R0L��SW�L3^�`�K0K4R0Lvy:L3K0][L
g ≥ 2

^~J0K0W�L?Z-R0LvQ�L3J0]^si3VX]XW�koJ�L$c�t�T�L3]X��O+QYW�koJ�LzR0L~èlÝ+Îåì�ï[Ð+í�R3|
� �*ý��,þ<�£�w

ý��åþ��

� Q�O+][ZIk�J5H WYQNZ�HqL3^_T0Q�O�to`�WYV�jwb?O+^_Td`+b3VXW ¦dL3]_Q�HqL?Z[Td`+b?LDR0L?Z�^sO%R�J0Q�L?Z�p'§"WYT0^�`�K��UL3][Z~¦�VQ�HqO+��Z[L3]X\+`�VXW�O+K�ZXJ0WY\+`�K�V[Lx�gáq�UL3]�â,°
ãå�1±'V[O+J0V[L-Z[J0]gMF`+b?L�R0L���W�L3^�`�K0K�T*O
ZaZ[r?R0L1J0K�LDMF`�^_WYQYQ�LR0L
3g − 3

y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z�MFL3]X^si?L?Z)ZXWY^_T0Q�L?ZzL3VzR�W�ZFegO+WYK�V[L?Z��åJ0K�L�ö�Ð
ínÜPÎPÜPÎPÝ
ì"�np"R0O+K�VzQ�L?Z$Q�O+K��y
J�L3J0][ZNZaO+KoVU^�`,egO+][i?L?ZNTd`�]NJ0K�L�b?O+K�ZXVa`�KoV[L
B(g)

R0i3T�L3K�R�`�KoVSZ[L3J0Q�L3^sL3K�VlR�J�y:L3K0][L
g
|%§�`b?O+K�ZXVa`�KoV[L)^_W�Z[Lz`�JIegO+J0]lTd`�]�Q�L�^�`�VXc�i3^�`�VXW�b3W�L3K{i3T�O+Kot%^sLzZXJ�Z[b3WYV[L�T0QYJ�ZXW�L3J0][Z�WYKoV[L3]X][O+yo`,�VXW�O+K�Z~±S�(J�L3QYQ�L~L?ZXV�Za`_\
`�Q�L3J0]���ª ZXVg�ÖL3QYQ�L~][i�`�QYW�Z[i?L~Td`�]�J0K�L�ZXJ0]gM�`+b?L_��£fL3J0Vg�ÖO+K�L3K{R0O+K0K�L3]J0K�L)`+ZXt%^_T0V[O+VXW�koJ�L_�

G�r?Z~®�ç?1?@�pd£©L3V[L3](�NJ�Z[L3](^�`,egO+][L
B(g)

Td`�]
(6g − 4)arccosh2π(g − 1)

|dª�Ku®�ç
ç
ù�p�WYQTd`�]X\�W�L3K�V)`?\:L?b_¡{W ¥ `��%L3T0T.²�Q®²��gáq�S��ç
ù�ãå��j�J0K�][i?ZXJ0QYVa`�V�T0QYJ�Z�T0][i?b3W�Z�p"L3V�Q�`�^s�3^sLs`�K0K�i?LWYK�R�W�koJ�LsR�`�K�Z�áq��J�Z�ç
ù,ã J0K�LI^_WYK�O+]a`�VXW�O+K�R0L
B(g)

|5§5LIV[O+J0V)R0O+K0K�L_J0K�LI��O+K0K�LIW�R0i?LsR�Jb?O+^_T*O+]XV[L3^sL3K�V�`+ZXt%^_T0V[O+VXW�k�J�LzR0L
B(g)

± √
6g − 2 ≤ B(g) < 21g.G(J0]a`�K�VSQ�L?Z(`�K0K�i?L?Z(ç?@�p�£©`�J0Q��%b[c0^~J0VX´_�%bacd`�QYQ�L3](Z�H WYK�V[i3][L?Z[Z[L)`�J�mDMPO+K�b3VXW�O+K�Z(R0L$VÖt%T�LZXt%Z[V[O+Q�LzZXJ0]SQ�L?Z(ZXJ0]gMF`+b?L?Z(R0Lz�SW�L3^�`�K0K5p�L3V(Z[LzQ�`�K�b?L)R�`�K�ZSQ�`_][L?b[c�L3][b[c�LIR0L)Q�L3J0]S^�`,m%WY^�`�gáæ�%b[cdç
è+ãå�np�L3K�Td`�]XVXW�b3J0QYW�L3]�R0L

B(2)
|NG$`�K�Z�J0K�T0][L3^_W�L3]DV[L3^_T�ZDWYQ�Z�Hh`�VXVa`+koJ�Lv`�J�m¼ZXJ0]g�MF`+b?L?Z�j6��O+][R0Z�plT�O+J0]{Z[L7R�WY]XWYy:L3]�L3K�ZXJ0WYV[L7\:L3][Z{Q�L?ZwZ[J0]gMF`+b?L?Z-MPL3]X^si?L?Z�|(§�`�Z[J0]gMF`+b?L�R0L���NO+QY´�`3�xZ[L_][i3\:r3Q�LD`�Q�O+][Z)Q�H J0K0W�k�J�Ls^�`,m�WY^)J0^ y
Q�O+�d`�QNR0LsQ�`-Z[t%ZXV[O+Q�L�L3V~R0L_Q�`{ù,�ÖZXt%Z[V[O+Q�LL3Kxy:L3K0][L�ù�|f§5L�b�`+Z~R0LsQ�`-è,�ÖZ[t%ZXV[O+Q�L
p��*O+]XK�i?L�ZXJ0T�i3]XW�L3J0][L3^sL3KoV�Td`�]

B(2)
pfZ�Hh`?\:r3][L�T0QYJ�Zcd`�][R�Jx±��%b[c0^)J0VX´_�%b[cd`�QYQ�L3]�R0i?b?O+J0\�][L$R0L3J�m1^�`,m%WY^�`_Q�O�b�`�J�m1L3VSb?O+K+egL?b3VXJ0][Lzk�J�L$b?L�Z[O+KoVQ�L?ZSZ[L3J0Q�Z�p�^�`�W�Z�WYQ"K�L$T0][O+J0\:L$Td`+ZlQ�HqLnm�W�ZXV[L3K�b?LzR"H J0K-^�`,m�WY^)J0^ y
Q�O+�d`�Q�|

� b?L�eXO+J0]�p�`�J�b3J0K�Ls\
`�Q�L3J0]zR0L
B(g)

K5HqL?ZXV)b?O+K0K�J�L
|�§�`�][L?b[c�L3][b[c�LDR0L_Q�`1b?O+K�ZXVa`�K�V[LR0L��UL3][Z$L3K�y:L3K0][LsùDZ[L�T�O+J0][ZXJ0WYV$b?L3T*L3K�R�`�K�V��gáq£©`�]A@�°oãÖpYáq£©`�]A@
¯
ãå�n|�§5L?Z$^si3VXc�O%R0L?Z$R0L_R0in�b?O+J0Td`�y:L?Z�R0L)�%b[c0^~J0VX´I�%bacd`�QYQ�L3]�p�^s�3^sL?ZSLnm�T0Q�O+WYV[i?L?Z(`�\:L?b$cd`��0WYQ�L3V[i
p0K5HqO+KoV�V[O+J+egO+J0][ZlTd`+Z`��*O+J0VXW�p�L3VlQ�`�][i?ZaO+QYJ0VXW�O+KwR0L$b?L�T0][O+�0Q�r3^sLzZ[L3^~�0Q�L$^�`�WYKoV[L3Kd`�K�V(K�i?b?L?Z[Z[WYV[L3]lQ�Hqi3Q�`��*O+]a`�VXW�O+KR"Hh`�J0VX][L?ZSV[L?b[c0K0W�k�J�L?Z�|
G�`�K�Z�b?L3V�`�]XVXW�b3Q�LzK�O+J�ZSR0i3V[L3]X^_WYK�O+K�Z

B(2)
p0T0QYJ�ZST0][i?b3W�Z[i3^sL3KoV(K�O+J�ZS^sO+KoVX][O+K�Z�±

D*EGF=H�I<J�KMLGNCÝ5Ð�ï[Ý
ì0ÚnÜ�Ð+ì�ÜÖÞ1ðoÞfy(Þní�Ú
B(2)

ÞnÚnÜ$ð:Ý+ì�ìSR[Þzö�Ð+í
cosh(B(2)/12) = x0ÝQk

x0
ÞnÚnÜUÍ�l Ì%ì�ÎFø3Ì0Þ)Ú?Ý+ÍÏÌ%ÜPÎFÝ+ìvÚ�Ì�ö�RnínÎ�ÞnÌ�í[ÞÐi^c�ðoÞ

32x5 − 32x4 − 24x3 + 24x2 − 1 = 0,Ú3Ý+ÎPÜ
cosh(B(2)/2) ≈ 4, 67

ä�Ý5Ð�Ú�Ì%íõî?Ð:ïaÞ~í�RXÐ+ÍÏÎõÚ3Ð+ìdÜ
B(2)

Þ�Ú3Ü Ì%ì�ÎPø?Ì0Þfi�Î�Ú?Ý+òªR3ÜPínÎFÞUö�í�Þ�Ú?ä
§�`wZ[J0]gMF`+b?LD][i�`�QYW�Za`�K�V

B(2)
L?ZXV~J0K�L1R0L?ZIR0L3J�muZ[J0]gMF`+b?L?Z_è,��^�`,m�WY^�`�Q�L?Z_b?O+K�ZXVX]XJ0WYV[L?ZR�`�K�Z�áæ�%b[cdç
è+ãÖ|'§�`{^si3VXc�O%R0L1^_W�Z[L1L3K�q�J0\�][LDT�O+J0]_b?L�][i?Z[J0QYVa`�Vw�PL3VIR0i?b3]XWYV[L1T0QYJ�ZIQ�O+WYK��`��*O+J0VXWYV{Kd`�VXJ0][L3QYQ�L3^sL3KoVxj¢Q�`¼R0i?b?O+J0\:L3]XV[L�R"H J0K�VX][O+W�ZXW�r3^sLx^�`,m�WY^)J0^ Q�O%b�`�Q)R0L7Q�`�è,�ZXt%Z[V[O+Q�L
p�WYK�¦�]X^�`�KoV�`�WYK�Z[W5Q�`Ib?O+K+egL?b3VXJ0][L~R0L)�%b[c0^~J0VX´_�%bacd`�QYQ�L3]�|
ú�û5ü?ý�þ�ÿ����:ý

k
�aü?û5ü?ý�þ*ÿV�

§�`�Ú�Û�Ú3Ü�Ý+ÍYÞ�R"H J0K�L Z[J0]gMF`+b?L R0L��SW�L3^�`�K0K~L?Z[V5Q�`UQ�O+K0y
J�L3J0]fR0L�Za`UT0QYJ�Z5T�L3VXWYV[L�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�LK�O+K���c�O+^sO+V[O+T0W�koJ�L3^sL3K�V�VX]XWY\%W�`�Q�L��+Td`�]�`��0J�Z R0LNQ�`�K0yo`�y:L
p:O+KsL3^_T0Q�O+W�LUQ�LU^s�3^sLU^sO+V�T�O+J0]V[O+J0V[L$y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L$Q�`�][i�`�QYW�Z�`�KoV�|
§�`SZXt�ZXV[O+Q�L
p�L3K~Va`�KoV©koJ�L�^_WYK0WY^)J0^ R0L?Z5MFO+K�b3VXW�O+K�Z�Q�O+K0y
J�L3J0]'R0L?Z5y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z�p�R0in¦�K0WYVJ0K�L_MFO+K�b3VXW�O+K�b?O+KoVXWYK�J�L1ZXJ0]zQ�HqL?ZXTd`+b?L�R0L�¨�L3W�bac0^)à0QYQ�L3] Tg

p5WYK�\+`�]XW�`�K�V[L�ZaO+J�ZzQ�Hh`+b3VXW�O+K¢R�J



î #®"�Ç���ÁÒ#V" � Á́gÃ9�nÇdÉgÈFÄ�"�ÈõÆ��nÇ à s
y
][O+J0T*L)^sO�R�J0Q�`�WY][L

Modg
|d§�`�b�`�]a`+b3V[i3]XW�Za`�VXW�O+KvL3VSQ�`_][L?bac�L3][b[c�LIR0LzZ[L?Z�^�`,m%WY^�`sQ�O�b�`�J�mMåJ0V~J0K�ZXJ+eXL3V~R"Hqi3VXJ�R0L?Z~��O+J0WYQYQ�O+Kd`�KoV�p'R0O+KoVIi3^sL3]Xy:L�`-J0K�L�VXc�i?O+]XW�LDi3Q�i3yo`�KoV[Lv�gáæ�%b[cdç
è+ãUL3Váq�l`?\0ç:â,ãå�np0�d`+Z[i?L$ZXJ0]�Q�Hh`�Kd`�Q�O+y
W�L)`?\:L?b)Q�H WYKo\
`�]XW�`�KoV(R"Hq��L3]X^_WYV[L)R0L?ZS][i?Z[L�`�J�m1L3J�b3QYW�R�W�L3K�Z�|

�%b[c0^~J0VX´_�%bacd`�QYQ�L3](y:i3K�i3]a`�QYW�Z[L~`�WYK�ZXW�Q�`_Z[t%ZXV[O+Q�Ls�gáæ�%bacdç
è+ãå��±db?O+K�ZXW�R0i3]a`�KoV(Q�L?ZlM�`�^_WYQYQ�L?ZMPO+]X^si?L?Z�R0L
k
y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z�MFL3]X^si?L?Z�ZXWY^_T0Q�L?Z�L3V�R�W�ZFegO+WYK�V[L?Z�p*WYQ'`+Z[ZaO�b3W�L�j�bacd`+b3J0K�L�R"HqL3QYQ�LJ0K�LSMFO+K�b3VXW�O+K�Q�O+K0y
J�L3J0]lb?O+]X][L?ZXT�O+K�R�`�KoVUL3KDV[O+J0V�T�O+WYKoVlj$Q�`$Q�O+K0y
J�L3J0]UR0L�Za`�T0QYJ�Z�y
]a`�K�R0Ly:i?O�R0i?Z[W�koJ�Ls±
l{γ1,...,γk}(M) = sup (lγ1(M), . . . , lγk

(M)) (M ∈ Tg).½ÖQ"WYK�VX][O�R�J0WYV�`�Q�O+][ZlQ�`
k
÷�ÚnÛ�ÚnÜ�Ý+Í�Þzb?O+^_^sL)^_WYK0WY^)J0^ R0Lzb?L?ZUMFO+K�b3VXW�O+K�ZlQ�O+K0y
J�L3J0][Z~±

sysk = inf
{

l{γ1 ,...,γk} ;
Q�L?Z

γ1, . . . , γk
Z[O+KoV

k
y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?ZUMX|0Z�|0R�W�ZPeXO+WYKoV[L?Z }

.§5Lzb�`+R�][L$VXc�i?O+]XW�k�J�LzR0i3\:L3Q�O+T0T�izT�O+J0]lQ�`_ZXt�ZXV[O+Q�L$L3K0y
Q�O+��L$b?L?ZSK�O+J0\:L�`�J�m�WYKo\
`�]XW�`�KoV[Z�|
§�`sb?O+K�Z[Va`�KoV[L�R0L)�UL3][Z�`�T0Td`�]a`,��V�Kd`�VXJ0][L3QYQ�L3^sL3KoV$L3K{Va`�KoV�koJ�L)�*O+]XK�L~ZXJ0T*i3]XW�L3J0][L~R0LQ�`�è
g
�@è,�ÖZ[t%ZXV[O+Q�L
|U¡v`�W�Z�j7Q�`�R�W Ò�i3][L3K�b?LvR0L{Q�`xb?O+K�Z[Va`�KoV[L�ZXt�ZXV[O+QYW�k�J�L��gáq¡{J0^�â%®3ãå�npN]XW�L3KK5Hh`+Z[ZXJ0][Lzk�J�L

B(g)
L?ZXVlJ0K-^�`,m�WY^)J0^-|

�)ÿ��=���w��ÿ����w%�'7þ��fü?ý��
��ý��åþ��
G�O+K0K�O+K�Z�J0K�LlLnm%T0QYW�b�`�VXW�O+K�c�L3J0]XW�ZXVXW�koJ�LlR0LUQ�`�R0i3^sO+K�Z[VX]a`�VXW�O+K5|:½Ö^�`�y
WYK�O+K�Z J0K�Lli3\:L3K��VXJ�L3QYQ�L~Z[J0]gMF`+b?L�R0L)��W�L3^�`�K0K

X
][i�`�QYW�Za`�KoV�Q�`�b?O+K�ZXVa`�KoV[LIR0L)�UL3][Z�L3K{y:L3K0][L�ù�| � Q�H WYK�Z[Va`�]R0L?Z�R0L3J�mw^�`,m%WY^�`�b?O+K0KoJ�Z�p�b?L3QYQ�Ln�Öb3W'T�O
Z[Z[i?R0L3]a`�WYV�T0][O+�d`��0Q�L3^sL3KoV$J0K�L~y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L�Z[i3Td`,�]a`�KoV[L

ξ
R0LUQ�O+K0y
J�L3J0]�Q�`$è,�ÖZXt%Z[V[O+Q�LlR0L

X
|
³�O+J�Z L3K�R0i?R�J0WY]XW�O+K�Z��åTd`�]�b?L3]XVa`�WYK�L?Z WYK�i3yo`�QYWYV[i?Z��koJ�L�Q�L?Z�VX][O+W�Z�T�O+WYKoV[ZNR0L¦}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[ZNR�`�K�ZNb[cd`+b3J0K1R0L?Z�V[O+][L?Z��*O+][R0i?Z�Td`�]

ξ
Z[L3]a`�W�L3K�V�VX][r?ZT0][O�bac�L?Z�Q�L?ZzJ0K�Z)R0L?ZI`�J0VX][L?Z�pfL3V)WYKo\:L3][ZaL3^sL3KoV_R0L3J�m�T*O+WYK�V[Z~R0Lª}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�Z[LsZXWYVXJd`�K�Vb[cd`+b3J0K�R"H J0K6b?¾+V[iDR0L

ξ
ZaL3]a`�W�L3KoV_VX][r?ZIi3Q�O+WYy
K�i?Z�Q�H J0K¢R0L�Q�Hh`�J0VX][L��Pµ©WYy�|£B�|hè:�n| � WYK�ZXW�p�Q�L?Z`�J0VX][L?ZlVX]XWYT0Q�L3V[ZSR0L�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?ZU][i�`�QYW�Za`�KoVSQ�`Iè,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L�R0L

X
p�T0][O+�d`��0Q�L3^sL3K�VSMFO+]X^si?ZlR0Ly:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?ZIK�O+K6Z[i3Td`�]a`�K�V[L?Z�p©\:i3]XW ¦dL3]a`�W�L3KoVsQ�`�b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K�ZXJ0WY\
`�KoV[L�±©R0L3J�m�y:i?O%R0in�ZXW�k�J�L?Z$Z[L3]a`�W�L3KoV$T�L3VXWYV[L?Z$L3V$Z[LIZXWYVXJ�L3]a`�W�L3KoVzbacd`+b3J0K�LsR�`�K�Z�J0K�V[O+][L��*O+][R0i�Td`�]

ξ
p�Va`�K�R�W�ZkoJ�LNQ�`(VX][O+W�ZXW�r3^sLN][L3QYW�L3]a`�WYV�J0KIT*O+WYK�V R0L6}7L3W�L3][Z[VX]a`+Z[Z�R0LUb[cd`+k�J�LUV[O+][L
p�b?O+J0Td`�K�V

ξ
L3K_R0L3J�mT*O+WYK�V[Z�|*£fO+J0]�Q�L?Z�ZXJ0]gMF`+b?L?Z�T0][O�bac�L?Z�R0L

X
pdQ�`�è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L�L3V�Q�`�ZXt%Z[V[O+Q�L)R0LzQ�`sM�`�^_WYQYQ�L$MFO+]g�^si?L�R0L

ξ
L3V�R0L?Z y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z�b?O+J0Td`�KoV

ξ
L3K�R0L3J�m_T�O+WYKoV[ZNb?O+êFK�b3W�R0L3]a`�W�L3KoVlR0O+K�b��oL3V K�O+J�ZZ[L3]XW�O+K�Zl]a`�^sL3K�i?Z�j�Q�`�][L?bac�L3][b[c�L~R0L$ZXJ0]gMF`+b?L?ZU^�`,m�WY^�`�Q�L?ZlT�O+J0]Sb?L3VXV[L$K�O+J0\:L3QYQ�L�MFO+K�b3VXW�O+KZXt�ZXV[O+Q�L�MF`+b3WYQ�L~j_`�T0T0][i3c�L3K�R0L3]�|

X

ξ

.±Í0/±NpK<N:9
§�`6R0i3^sO+K�ZXVX]a`�VXW�O+K�][L3T*O
ZaL�ZXJ0]�Q�H WYKoVX][O%R�J�b3VXW�O+K R"H J0K�K�O+J0\:L3Q)O+J0VXWYQ�p$Í�Þ�T+íXÐ�ö.X0Þ�ð�Þï[Ý+ìdÜPÎ�T+Ì]�åÜ�R?pU][L3K�R�`�KoVwb?O+^_T0V[LvR0L�Q�`�][i3Td`�]XVXWYVXW�O+K�R0L?ZDT*O+WYK�V[Z�R0L�}7L3W�L3][Z[VX]a`+Z[Z�ZXJ0]1J0K�LZXJ0]gM�`+b?LzR0L$�SW�L3^�`�K0K-c�t�T�L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�L
|�§5O+][k�J�L$Q�`sè,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L$L?ZXVly
]a`�K�R0L
p�b?L3VSO+J0VXWYQ�K�O+J�ZWYK�MPO+]X^sL�k�J�L{Q�L?Z�T�O+WYKoV[Z�R0Lh}7L3W�L3][ZXVX]a`+ZaZ�Z[Lw][i3Td`�]XVXW�ZaZ[L3KoV-L3K2R0L3J�m�y
][O+J0T�L?Z1R0L�VX][O+W�ZT*O+WYK�V[Z T0][O%b[c�L?Z�Q�L?Z J0K�Z R0L?ZN`�J0VX][L?Z��åTd`�]XVXW�L)®��n|:½@Q�Z�Hh`�y
WYV�L3K�Z[J0WYV[LSR0LU^�`,egO+][L3]�Q�`$è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L



à M
Td`�]zQ�`�ZXt�ZXV[O+Q�L_R"H J0K�L_M�`�^_WYQYQ�LsR0L_y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z$][L3QYW�`�KoV�Q�L?ZzR0L3J�m�y
][O+J0T�L?Z)R0L_T�O+WYKoV[Z~R0L}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z��åTd`�]XVXW�LDè:�n|©½@Q ][L?ZXV[L1`�Q�O+][Z�j{R0i3V[L3]X^_WYK�L3]IQ�Ls^�`,m�WY^)J0^ R0L�b?L3VXV[L�MPO+K�b3VXW�O+KZXt%Z[V[O+Q�LzL3V�j_b?O+K�b3QYJ0][L1�åTd`�]XVXW�L~°��np�b?L?b3Wfb?O+K�R�J0WYV�Kd`�VXJ0][L3QYQ�L3^sL3KoVzj_Q�`sb?O+K�ZXVX]XJ�b3VXW�O+K�R"H J0KK�O+J0\:L�`�J7^�`,m%WY^~J0^ Q�O%b�`�Q'R0LIQ�`1è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L
|"§�`DR0L3J�m�W�r3^sL_Td`�]XVXW�L_i3Va`��0QYWYVzR0L?Z$][i?ZXJ0QYVa`�V[ZV[O+T*O+Q�O+y
W�k�J�L?ZST0][i3QYWY^_WYKd`�WY][L?Z�|

t)þ��(µ����*ý��åþ��fü
� Td`�]XVXWY]zR0LI^�`�WYKoV[L3Kd`�K�V�p

X
R0i?Z[WYy
K�LIJ0K�L_ZXJ0]gMF`+b?L_R0L_��W�L3^�`�K0K7R0LIy:L3K0][Lsù�|���`�J�M^sL3KoVXW�O+KxR�J7b?O+K�VX]a`�WY][L
p5Td`�]$y:i?O%R0i?ZXW�koJ�LIK�O+J�Z$L3K�V[L3K�R�][O+K�Z)y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L~MPL3]X^si?L_ZXWY^_T0Q�L
|§5O+][Z[k�J�L(b?L3Q�`)K�L�T0][�3V[L3]a`~Td`+ZUj)b?O+K�MPJ�ZXW�O+K5p�Q�LSK�O+^ R"H J0K�L�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L�R0i?ZXWYy
K�L3]a`)L3K�b?O+][LZa`�Q�O+K0y
J�L3J0]~±�K�O+J�ZlT0][inMFi3][L3][O+K�Z

cosh(γ)
j

cosh(l(γ))
|
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£©`�]a`�QYQ�r3Q�L3^sL3K�V�j_�%b[c0^~J0VX´��%b[cd`�QYQ�L3]SL3VlZ[L?ZNV[L?bac0K0W�koJ�L?ZSR0L�R0i?b?O+J0Td`�y:L?Z�pd��c0]XW�Z[V[O+T0c�L�l`?\
`�][R�R0i3\:L3Q�O+T0Td`{R�`�K�Z�áq�l`�\�ç
ù�ãNJ0K�Ls^si3VXc�O%R0L�][L3T�O
Za`�K�V�ZXJ0]~J0Ku`�]Xy
J0^sL3K�V�R0LDR0L3K��ZXWYV[i�±�Z[O+WYV
S
J0K�L)ZXJ0]gM�`+b?L)R0L~�SW�L3^�`�K0K�cot%T*L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�L�R0L)y:L3K0][L

g ≥ 2
p�O+K{b?O+K�ZXW�R0r3][LR�`�K�ZlQ�L�][L3\:�3V[L3^sL3KoVSJ0K0WY\:L3][ZaL3Q"Q�L?Zlb?L3QYQYJ0Q�L?ZSR0L�G(WY]XW�bac0Q�L3Vg��¸ O+][O+K�O+êN`+Z[ZaO�b3W�i?L?ZS`�J�mD][L3Q�L3\:i?ZR0L?Z�T*O+WYK�V[Z�R0LÐ}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�p©bacd`+b3J0K�L1R"HqL3QYQ�L?Z�b?O+K�VXW�L3KoV_J0K¢R�W�Z[k�J�L�R0LDb?L3KoVX][LDQ�L�][L3Q�L3\:iR"H J0K�T�O+WYKoVsR0L{}7L3W�L3][ZXVX]a`+ZaZsL3VsR0L1]a`?t:O+K�Q�`�^sO+WYVXW�iwR�J6]a`?t:O+K¼R"H WYK+eXL?b3VXWY\�WYV[i{`�J6T*O+WYK�VR0L­}7L3W�L3][ZXVX]a`+ZaZ�p�O+Kwb?O+^_Td`�][LI`�Q�O+][ZSQ�`_R0L3K�Z[WYV[i)R0L?Z�R�W�ZakoJ�L?Z(R�`�K�ZSQ�L3J0][Z�b?L3QYQYJ0Q�L?Z�`?\:L?b)Q�`R0L3K�ZXWYV[i~^�`,m%WY^�`�Q�L�R"HqL3^_T0WYQ�L3^sL3KoV��PR0O+K0K�i?L�Td`�](§f¹+ZX´?Q�»�µdL�egL?Z�¨l»+VXc���`,¦�K{R"HqO+�0V[L3K0WY]�J0K][i?ZXJ0QYVa`�V�p©Td`�]�Lnm0L3^_T0Q�L�J0K�L���O+]XK�L�Z[J0]~Q�`wZXt%Z[V[O+Q�L
|fª�K6`�T0T0QYW�k�Jd`�KoV_b?L3VXV[LD^si3VXc�O�R0LDL3KR"Hh`�J0VX][L?Z�T*O+WYK�V[Z(k�J�L$Q�L?ZST�O+WYKoV[Z�R0L­}7L3W�L3][Z[VX]a`+Z[Z�pd�l`�\+`�][R{O+�0VXWYKoV�i3yo`�Q�L3^sL3KoV�J0K�Lz��O+]XK�LO+T0VXWY^�`�Q�LwZXJ0]_Q�L1]a`�t:O+K¼R"H WYK+eXL?b3VXWY\�WYV[i�^�`,m�WY^�`�Q�R"H J0K�L�ZXJ0]gM�`+b?L�R0L-��W�L3^�`�K0K�R0L1y:L3K0][L

g ≥ 2
�gáq�l`?\0ç?B�ãå�n|

§�`D^si3VXc�O%R0LsR0L_�l`?\
`�][R"p�ÐIö*í�ÎFÝ+ínÎ�R"Hh`�J�b3J0KxZ[L?b?O+J0][ZzR�`�K�ZzQ�Hqi3VXJ�R0LsR0LIQ�`�è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�LL3K-y:L3K0][L)ù�p0b?O+K�R�J0WYV�b?L3T*L3K�R�`�K�V�jIR0L3J�m-O+��Z[L3]X\
`�VXW�O+K�ZlWYKoV[i3][L?Z[Z�`�KoV[L?Z�±
« Q�L?ZzT�O+WYKoV[Z)R0Lo}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[ZUeXO+J�L3KoV~J0K�][¾+Q�L_T0][i3T�O+K�R0i3]a`�KoV~L3V)WYQ Z[L3]a`�WYV)Z��0][L3^sL3K�VJ0VXWYQ�LzR"Hqi3VXJ�R�W�L3](Q�L3J0]S][i3Td`�]XVXWYVXW�O+K{ZXJ0]lQ�`sZXJ0]gMF`+b?L
p
« ZXWUJ0K�L1ZXJ0]gM�`+b?L�R0L1�SW�L3^�`�K0K6R0LDy:L3K0][L�ù{T*O
Z[Zar?R0L�VX][O+W�Z�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z_R�W�ZFegO+WYK�V[L?Z][i�`�QYW�Za`�K�Vvbacd`+b3J0K�L¢J0K�]a`�t:O+K R"H WYK+eXL?b3VXWY\%WYV[i
p�`�Q�O+][ZvZa`�è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L�ZaL7][i3\:r3Q�L�VX][r?ZT�L3VXWYV[L
|Nª K/LnÒ"L3V�p�Q�`x��O+]XK�L�ZXJ0]�Q�L{]a`?t:O+K4R"H WYK+eXL?b3VXWY\%WYV[i{T�L3]X^sL3V�R0Lw^�`,eXO+][L3]1Q�`Q�O+K0y
J�L3J0]xR0L?ZvVX][O+W�Zvy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?ZvTd`�]

2 arccosh(2, 88)
p)O+]vK�O+J�Z7Za`�\:O+K�Z�koJ�L

B(2) ≥ 2 arccosh(4, 67)
�gáæ�%b[cdç
è+ãå�n|

��J0WY\+`�K�V$Q�`�T0][L3^_W�r3][L_O+��Z[L3]X\+`�VXW�O+K5p�K�O+J�Zz`�QYQ�O+K�Z�WYK�VX][O�R�J0WY][LsJ0K�y
]a`�T0c�LIy:i?O%R0i?ZXW�k�J�LR0O+KoV'Q�L?Z©Z[O+^_^sL3V[Z'Z[O+KoVfQ�L?ZfT�O+WYKoV[Z©R0Lê}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�|�³(O+J�ZfV[L3KoV[L3][O+K�Z�`�Q�O+][Z'R0L�R0i3V[L3]X^_WYK�L3]Q�L?Zzb?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K�Z~T*O
Z[Z[WY�0Q�L?Z�T*O+J0]zb?LIy
]a`�T0c�L_Z[O+J�ZzJ0K�LIcot%T*O+VXc�r?Z[L_R0LI^_WYK�O+]a`�VXW�O+KuR0LQ�`sè,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L_±
sys3 ≥ 2 arccosh(4, 67)

|
L�0���0 � %lk¡�w�õý��åþ��fü

³(O+J�Z�`�QYQ�O+K�Z�T0][O�\�W�Z[O+WY][L3^sL3K�VNb?O+K�Z[W�R0i3][L3]�J0K�L�Z[J0]gMF`+b?Llc�t�T�L3]X��O+QYW�koJ�L
S
^)J0K0W�L�R"H J0K�LWYKo\:O+QYJ0VXW�O+K�cot%T*L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�L
|

ËfF=Ì�ÍVÎGÍVÏ<ÍVH�Îxâ%|Y®�N ³(O+J�ZN`�T0T*L3QYQ�L3][O+K�ZzT+íXÐ�ö.X0Þ�ídRÃT+Ì�ÍÏÎ�Þnínp%V[O+J0V�y
]a`�T0c�LSy:i?O%R0i?ZXW�koJ�L(O+���V[L3KoJ2L3K2koJ�O+VXW�L3K�Va`�KoV�Td`�]DQ�H WYKo\:O+QYJ0VXW�O+K4c�t�T�L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�L{J0K/ZXt�ZXV[r3^sL�R0Lwy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z\:i3]XW ¦�`�KoV(Q�L?ZST0][O+T0]XW�i3V[i?Z�Z[J0WY\+`�K�V[L?Z)±
Wõ�sb[cd`+k�J�L$y:i?O%R0i?ZXW�koJ�LzTd`+Z[Z[L�Td`�]�Lnm�`+b3V[L3^sL3KoV�R0L3J�mDT�O+WYKoV[Z(R0LC}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�p
WYWõ�sR0L3J�mDy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?ZSK�L�T�L3J0\:L3KoV�Z�H WYKoV[L3][Z[L?b3V[L3](koJ5HqL3K-J0KwT*O+WYK�V�R0LC}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�p
WYWYWõ�_Td`�]�b[cd`+k�J�L$T�O+WYKoV�R0L­}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[ZlTd`+Z[ZaLz`�J-^sO+WYK�ZlJ0K�L$y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L
|
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�*L�K¦ÜwI����GLxâ%|Y®�N �g®��_§5L?Z�Z[O+^_^sL3V[Z�R"H J0K�y
]a`�T0c�LS][i3y
J0QYW�L3]NZ[O+KoV��0W�L3K�L3KoV[L3K�R�JQ�L?ZlT�O+WYKoV[Z(R0LC}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�|�Fù:�_£'`�]SJ0KwZ[O+^_^sL3VSTd`+ZaZ[Lz`�J�^sO+WYK�ZSJ0K�L)`�][�3V[L
|�Fè:�_G�L3J�m1ZaO+^_^sL3V[Z�Z[O+K�VS][L3QYW�i?ZlTd`�](`�J�T0QYJ�Z�J0K�Lz`�][�3V[L
|
¸ O+W�b3W5J0K-Lnm�L3^_T0Q�L)R0L$y
]a`�T0c�L$][i3y
J0QYW�L3]STd`�]XVXW�b3J0QYW�r3][L3^sL3K�V�WYK�V[i3][L?Z[Za`�K�V�|
Ë~F.Ì�Í�ÎGÍVÏ<ÍVH�Î/â%|hù=Nl³�O+J�Z�`�T0T�L3QYQ�L3][O+K�Z*T+íXÐ�ö.X0ÞsðoÞ�ï[Ý+ìdÜPÎ�T+Ì]�åÜ�RsR0L~Q�`DZXJ0]gM�`+b?L

S
pdK�O+V[i

Gcont(S)
p*Q�L~y
]a`�T0c�L~y:i?O%R0i?ZXW�k�J�LIO+�0V[L3KoJ�L3K�koJ�O+VXW�L3K�Va`�KoVzTd`�]�Q�H WYKo\:O+QYJ0VXW�O+K7c�t�T�L3][L3QYQYWYT��VXW�koJ�LUQ�HqL3K�Z[L3^~�0Q�LSR0L?Z'y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z ][i�`�QYW�Za`�KoV�Q�`�R�W�ZXVa`�K�b?LlL3K�VX][LlJ0K_T�O+WYKoV R0L±}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[ZL3VSQ�HqL3K�Z[L3^)�0Q�L~R0L?ZlT�O+WYKoV[ZSR0L`}7L3W�L3][Z[VX]a`+Z[ZS][L?ZXVa`�K�V�|

���wL�KMâ=Û[Lvâ%|Y®�NU§5L�y
]a`�T0c�LzR0L$b?O+K�VXWYy
J0êFV[i)R"H J0K�V[O+][Lzj�J0K���O+][R�L?ZXVUMPO+]X^si$R0L�VX][O+W�ZZ[O+^_^sL3V[Z�pdL3V(R0L)R0L3J�m-O+JwVX][O+W�Z�`�][�3V[L?Z�|* �i3K�i3]XW�k�J�L3^sL3KoV�WYQ�L3K{T*O
Z[Zar?R0LzR0L3J�m�pdR0O+KoV�J0K�LT0][O�\%W�L3KoV)R0L�Q�`DZXt�ZXV[O+Q�L
|�§�O+][Z[koJ5H WYQ L3KvT�O
Z[Z[r?R0L�VX][O+W�Z�p*Q�L?Z�R0L3J�mv`�][�3V[L?Z$Q�L?Z�T0QYJ�Z�Q�O+K0y
J�L?ZO+KoVSK�i?b?L?Z[Z�`�WY][L3^sL3KoV�^s�3^sL$^sL?ZXJ0][L
|
���wL�KMâ=Û[L-â%|hù=N�§5LSy
]a`�T0c�L�R0L�b?O+K�VXWYy
J0êFV[i�R0L�Q�`zZXJ0]gM�`+b?L�R0Lf���UO+QY´�`3�sR0L�y:L3K0][L(ùzL?Z[VQ�Ls®n�ÖZ[k�J�L3Q�L3VXV[LzR"H J0KwO%b3Va`+r?R�][L$][i3y
J0QYW�L3]~�gáq�l`?\0ç
ù�ãå�n|
áZI.H�â=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î�â%|Y®�N±Ô*Ý+Î�ÞnìdÜ

γ
Þ3Ü
γ′
ðoÞnÌ
ó­T�R[Ý�ð�R�ÚnÎPø3Ì�Þ�Ú)ð+ÎõÚnÜPÎåì�ï?ÜÖÞ�Ú(ídRXÐ
ÍÊÎõÚ3Ð+ì�Ü'ïYX%Ð:ï3Ì%ì*ÞÍ Ð7ð
Î�Ú3Ü�Ð+ì�ïaÞ{ÞnìdÜPí[ÞDÌ�ì�ö�Ý+ÎåìdÜzðoÞ�ß_ÞnÎ�ÞníaÚ3ÜPígÐ+ÚaÚwÞ3Ü�Ídl Þnì0Ú�ÞnòªanÍ�Þ-ðoÞ�Ú)ö�Ý+ÎåìdÜåÚ1ð�Þ�ßIÞ3ÎFÞ�Ú3ÜPígÐ+ÚaÚíXÞ�Ú3Ü�Ð+ìdÜÖä,Ø(Í Ý
íaÚÂe~Í�Þ�Ú_ö�Ý+ÎåìdÜåÚ�ð�l ÎåìdÜÖÞní�Ú?Þ[ï?ÜPÎPÝ
ì RºP�ÞnìdÜPÌ�ÞnÍÊÚxðoÞ

γ
Þ3Ü
γ′

Ú?Ý+ìdÜ_ðoÞ�Úsö�Ý+ÎåìdÜåÚvðoÞßIÞnÎ�Þní�ÚnÜPíXÐ�ÚaÚ�ä
Ú HwÎ�ã�FI�i�GL=Îp SL�â%|Y®�N(§5L?Z~`�][�3V[L?Z~R�J7y
]a`�T0c�L�R0Lsb?O+K�VXWYy
J0êFV[i�K�L�Z�H WYKoV[L3][Z[L?b3V[L3K�V~Td`+ZL3KwR0L3c�O+][ZSR0L?Z�ZaO+^_^sL3V[Z�p�`�WYK�ZXW5Q�L�y
]a`�T0c�L~R0L$b?O+KoVXWYy
J0êFV[i)L?Z[VSJ0K�y
]a`�T0c�Lz][i3y
J0QYW�L3]�|
Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N���W

γ
L3V
γ′
O+K�VlJ0K-T*O+WYK�VSR0LC}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[ZSL3K-b?O+^_^~J0K5p�Q�Hh`+Z[ZaL3]g�VXW�O+KvL?Z[V�i3\%W�R0L3KoV[L
|"£ Q�`+«?O+K�Z�K�O+J�Z$R0i?Z[O+]X^�`�W�Z$R�`�K�Z�Q�L�b�`+Z�O+ßvQ�L?Z$R0L3J�mwy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z�K�LTd`+Z[Z[L3KoV�Td`+Z�Td`�]�J0K{^s�3^sL�T�O+WYKoV$R0L*}7L3W�L3][Z[VX]a`+Z[Z�|�£fO+J0]�¦0m0L3](Q�L?Z�W�R0i?L?Z�p*R�W�Z[O+K�Z�k�J�L

γTd`+Z[Z[L(Td`�]
w1
p
w2

L3VN][i�`�QYW�Z[L�Q�`~R�W�ZXVa`�K�b?L�L3KoVX][L
w1

L3VNQ�L?ZU`�J0VX][L?ZUT*O+WYK�V[ZNR0LM}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�pL3V)koJ�L
γ′
Td`+ZaZ[LITd`�]

w3
p
w4

L3V$][i�`�QYW�Z[L_Q�`1R�W�Z[Va`�K�b?LsL3KoVX][L
w3

L3V$Q�L?Z)`�J0VX][L?ZzT�O+WYKoV[Z~R0L}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�|���J0T0T�O
Z[O+K�Z�p%Td`�]UQ�Hh`���ZXJ0][R0L
p�Q�HqLnm%W�Z[V[L3K�b?L�R"H J0K�T�O+WYKoV
p
`�T0Td`�]XV[L3Kd`�KoV(j

γ
L3V

γ′
|d��W"Td`�]�Lnm0L3^_T0Q�L

d(p,w2) ≤ d(p,w4)
`�Q�O+][Z

d(w3, w2) < d(w3, p) + d(p,w2) ≤ d(w3, p) + d(p,w4) = d(w3, w4) = rinj(w3).�NO+KoVX]a`+R�W�b3VXW�O+Kz­*G�Lz^s�3^sL
p0WYQ"t1`�J0K�L)b?O+KoVX]a`+R�W�b3VXW�O+KvZXW
d(p,w2) ≥ d(p,w4)

|
�� ¦�KwR"Hqi3\%WYV[L3]�Q�L?Z(y
]a`�T0c�L?Z(][i3y
J0QYW�L3][Z�`�\:L?b)J0K{y
]a`�K�R-K�O+^)�0][LIR"Hh`�][�3V[L?Z�pdK�O+J�Z�`�QYQ�O+K�ZK�O+J�Z�][L?ZXVX][L3WYK�R�][L�j$J0K�L�M�`�^_WYQYQ�L�R0LSy
]a`�T0c�L?ZNVX][r?Z�T*L3VXWYV[L
poV[L3QYQ�L(k�J�LlV[O+J0VNy
]a`�T0c�L�][i3y
J0QYW�L3]b?O+KoVXW�L3K0K�LzJ0Kwy
]a`�T0c�LzR0Lzb?L3VXV[L�M�`�^_WYQYQ�L
|

Ë~F.Ì�Í�ÎGÍVÏ<ÍVH�Î�â%|hè=NU³�O+J�ZlR�WY][O+K�Z�k�J5H J0K-y
]a`�T0c�LzL?ZXV$òIÎåì�Îåò_Ð
Í�Q�O+][Z[k�J�LWõ�sb?L�y
]a`�T0c�L)L?ZXVl][i3y
J0QYW�L3]�pWYWõ�_WYQ�^_WYK0WY^_W�Z[L(Q�L(K�O+^)�0][L�R"Hh`�][�3V[L?ZUTd`�]X^_W�Q�L?ZNy
]a`�T0c�L?Zl`?to`�K�Vl^s�3^sL�K�O+^~�0][L$R0L(ZaO+^I�^sL3V[ZSL3VS^s�3^sLzb?O+K0K�L?b3VXWY\%WYV[i
|
�*L�K¦ÜwI����GL â%|hù=N~ª�K Td`�]XVXW�b3J0QYW�L3]{Q�L?Z�Z[O+^_^sL3V[Z�R"H J0K�y
]a`�T0c�L�^_WYK0WY^�`�Q�ZaO+KoVwQ�L?ZT*O+WYK�V[Z�R0LC}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z(R0L�Q�`_ZXJ0]gM�`+b?L
|
���wL�KMâ=Û[L2â%|hè=N�§5L?ZIy
]a`�T0c�L?Z�^_WYK0WY^�`�J�m�j9BvZ[O+^_^sL3V[Z�Z[O+KoV�`�J6K�O+^~�0][L-R0L�R�W m"p][L3T0][i?Z[L3KoV[i?Z�L3K1¦�y
J0][L~â%|Y®
|
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G1 G2 G3 G4 G5 G6

G7 G8 G9 G10

.±Í0/±Ni¡(N�ì�N� �]a`�T0c�L?Z�^_WYK0WY^�`�J�mwj�BIZ[O+^_^sL3V[Z
L(0´x<0!$&�
��-�7w�^����
:þ(�*ý���/��G|[ý�%��:ý&'j����þ��>��ý��åþ(�Ò�w��ÿ��)É^�aü?û5ü?ý�þ*ÿ��^�[��/.�����
�hx
³(O+J�Z�K�O+J�Z�T0Q�`+«?O+K�Z'L3K~y:L3K0][L�ù�p�ZaO+J�Z�J0K�L�cot%T*O+VXc�r?Z[L�R0L�^_WYK�O+]a`�VXW�O+KIR0L Q�`(è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L
pK�O+J�Z `�QYQ�O+K�Z R0i3V[L3]X^_WYK�L3]�Q�L?Z�b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K�Z T�O
Z[ZXWY�0Q�L?Z©T�O+J0]'Q�L?Z�Z[O+J�Zg��y
]a`�T0c�L?Z'^_WYK0WY^�`�J�mR�J-y
]a`�T0c�LzR0Lzb?O+K�VXWYy
J0êFV[i
|
§ H cot%T�O+VXc�r?Z[L R0L�^_WYK�O+]a`�VXW�O+K~T0][O�\%W�L3KoVfR0L'Q�`SZXJ0]gMF`+b?L

P (3)
p�b?O+K�Z[VX]XJ0WYV[L Td`�]f�%b[c0^~J0VX´l�%bacd`�Q �Q�L3]zR�`�K�Zsáæ�%b[cdç
è
ã�`�J�³~¯�| � J�m�T*O+WYK�V[ZzR0L T2

`+Z[Z[O%b3W�i?Z�j
P (3)

p"Q�`�è,�ÖZ[t%ZXV[O+Q�L_`+R�^sL3VzJ0K^�`,m%WY^~J0^ Q�O%b�`�Qf`�T0T0][O%b[cd`�KoV
2 arccosh(4, 67)

Td`�]S\+`�Q�L3J0][Z�ZXJ0T*i3]XW�L3J0][L?Z�|
G$`�K�Z(Q�`�T0][O+T�O
ZXWYVXW�O+K�b3W �ÖR0L?Z[Z[O+J�Z

X
R0i?ZXWYy
K�L�J0K�LIZXJ0]gM�`+b?L~R0LI�SW�L3^�`�K0KvR0L�y:L3K0][L_ù\:i3]XW ¦�`�KoV

sys3 ≥ 2 arccosh(4, 67)áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î�â%|hù=NoÔ*Ý+ÎPÜ
G
Ì%ì�T+íXÐ�ö.X�Þ�ídRÃT+Ì�ÍÏÎ�Þní7ðoÞ

X
ðoÝ+ìdÜ�ÍYÞnÚ�Ð+í[ô3ÜÖÞ�Ú�Ú3Ý+ìdÜ_ðoÞÍ Ý
ì[T+Ì�ÞnÌ�í�Ú�Îõì�îbRnínÎ�ÞnÌ�í[Þ�Ú^i

arccosh(2, 88)
äzØ(ÍYÝ+í�ÚAe�ö�Ð+ínò�Î�Í�Þ�ÚoT
ígÐ�ö�X�Þ�Ú1ò�Îåì�ÎåòsÐ+Ì+óQe(Ú�ÞnÌ�ÍÊÚÍYÞnÚMT+ígÐnö.X�Þ�Ú

G4
Þ3Ü
G9

ö0Þ3Ì[P�Þ3ìdÜ¦RºP�ÞnìdÜPÌ�ÞnÍåÍYÞ3òsÞ3ìdÜ�Ú?Þ)ídR[Ð+ÍÊÎõÚ?Þ3í~ï[Ý+òIò�ÞzÚ3Ý+Ì�Ú�÷�T+ígÐnö.X�Þ_ðoÞ
G
ä

§ Hh`�QYV[L3]XKd`�VXWY\:L7ZXJ0WY\
`�KoV[L�][i?ZXJ0^sL�`+Z[ZaL3´{�0W�L3K/Q�`�T0][L3J0\:L¢±�O+J/�0W�L3K/Q�L?Z1R0L3y
][i?Z�R0L?ZZ[O+^_^sL3V[Z�ZaO+KoV�T�L3VXWYV[Z�p�L3VsWYQ(Lnm%W�ZXV[L1VX][O+W�ZD`�][�3V[L?Z�R�W�ZPeXO+WYKoV[L?Zv�PL3V�R0O+K�b�Q�`xè,�ÖZXt%Z[V[O+Q�L�L?ZXVT*L3VXWYV[L��*�NO+J��0W�L3K¼Q�L�R0L3y
][i{R"H J0K/Z[O+^_^sL3V�L?Z[V�y
]a`�K�R"pUL3V�WYQ�Lnm%W�ZXV[L{R0L?Z�\:O+W�Z[WYK�ZDR0L{b?LZ[O+^_^sL3VlT0][O%b[c�L?ZlQ�L?ZlJ0K�ZlR0L?ZS`�J0VX][L?Z�p0b?L$koJ0W�T�L3]X^sL3VSR0L$b?O+K�ZXVX]XJ0WY][L$R0L?ZS`�][�3V[L?ZlT�L3VXWYV[L?Z�|
ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N�§5L{y
]a`�T0c�L

G
K�L-T�L3J0V�b?O+K�V[L3K0WY]�R0L{Z[O+J�ZX��y
]a`�T0c�LwT�O
Z[Z[i?R�`�K�VVX][O+W�Z `�][�3V[L?Z R�W�ZFegO+WYK�V[L?Z�p b�`�] Q�L?Z Q�O+K0y
J�L3J0][Z R0L?Z `�][�3V[L?Z Z[O+K�V ^�`,eXO+][i?L?Z Td`�]

arccosh(2, 88) < arccosh(4, 67)
| � WYK�ZXWNQ�L?ZIy
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]a`�T0c�L?Z
G6

L3V
G8
p0T0J0W�ZakoJ�L

G8
L?ZXVlJ0KZ[O+J�Zg��y
]a`�T0c�L~R0L
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L3V
G5
|��W

G
b?O+K�VXW�L3KoV�J0K{ZaO+J�Zg��y
]a`�T0c�L~R�JwVÖt%T*L

G6
| � Q�O+][Z�p�R�`�K�Z(Q�L$][L3\:�3V[L3^sL3K�V�J0K0WY\:L3][ZaL3QK�O+J�Z�b?O+K�Z[VX]XJ0W�Z[O+K�ZsJ0K�T*O+QYt%y:O+K�L-b?O+Ko\:Lnm0L�R0L�Q�`�M�`+«?O+K�ZXJ0WY\
`�KoV[L�±�K�O+J�Z�b?O+K�ZXW�R0i3][O+K�ZJ0Kx][L3Q�L3\:i

w̃1
R0L

w1
p�Q�LsT�O+WYKoVIR0L�}7L3W�L3][ZXVX]a`+ZaZ~R0L�R0L3y
][iD¯�pfR0L�b?LsT�O+WYKoVIZ[O+K�V)W�Z[ZXJ�Z�¯Z[L3y
^sL3KoV[Z

si
�
i = 2, . . . , 6

�UR"HqLnm�VX][i3^_WYV[i
w̃i

�åJ0K-][L3Q�L3\:izR0L
wi
��V[L3Q�Z(koJ�Lzbacd`+b3J0K{R"HqL3J�mL?ZXV�`+Z[ZaO�b3W�iSj�J0K�L�`�][�3V[L(R0L

G6
�
K�O+J�Z�ZXJ0T0T*O
ZaL3][O+K�Z�Q�L?Z

si
L3V
w̃i

�
i = 2, . . . , 7

�'O+][R0O+K0K�i?Z
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ı̈
È Á́a

b
c
d
e
f

w̃2

w̃7

w̃1

w̃3

w̃4

w̃5

w̃6

Dir(w̃1)

.±Í8/±Ny¡(N�í
R�`�K�ZfQ�LNZ[L3K�Z©VX]XWYy:O+K�O+^si3VX]XW�k�J�L
p
L3VfK�O+V[L3][O+K�Z

w̃7
L3V
s7
Q�L?Z©WY^�`�y:L?Z©][L?ZXT�L?b3VXWY\:L?Z©R0L

w̃2
L3V
s2Td`�]�Q�`~ZXt�^si3VX]XW�L(R0L�b?L3K�VX][L

w̃1
��L3K�VX]a`+«�`�KoVNQ�L?ZNZ[L3y
^sL3KoV[Z

[w̃i, w̃i+1]
�
i = 2, . . . , 6

��K�O+J�ZO+�0V[L3K�O+K�ZUJ0K�c�Lnm�`�y:O+K�L�b?O+K�\:Lnm�L�Z[L�R�WY\�W�Z�`�KoVUL3K1¯zVX]XW�`�K0y
Q�L?Z
(w̃1w̃iw̃i+1) (i = 2, . . . , 6)�PµfWYy�|%â%|hù:�n|:³(i?b?L?ZaZa`�WY][L3^sL3KoV T�O+J0]�è�R0LSb?L?Z VX]XW�`�K0y
Q�L?Z�p
Q�Hh`�K0y
Q�LSL3K

w̃1
L?ZXV�WYK�MPi3]XW�L3J0]�j

π/3
pb?O+^_^sL

l(si) < arccosh(2, 88)
�
i = 2, . . . , 7

�npfWYQ�\�W�L3K�V�k�J�LsT�O+J0]~b?L?Z~VX][O+W�Z~VX]XW�`�K0y
Q�L?ZQ�Lwb?¾+V[iwO+T0T�O
Z[iwj
w̃1

L?ZXV�R0LwQ�O+K0y
J�L3J0]�WYK�MFi3]XW�L3J0]Dj
arccosh(4, 67)

| � WYK�ZXW�p Td`�]X^_W�Q�L?Zb?¾+V[i?Z�R�J�T*O+QYt%y:O+K�L�L3V Q�L?ZNZ[L3y
^sL3K�V[Z
si = [w̃1, w̃i]

�
i = 2, . . . , 6

�npoK�O+J�Z�T*O+J0\:O+K�ZNb[c�O+W�ZXWY]VX][O+W�Z�ZaL3y
^sL3KoV[Z�R�W�ZPeXO+WYKoV[Z�R0L)Q�O+K0y
J�L3J0][Z�WYK�MFi3]XW�L3J0][L?Z$j
arccosh(4, 67)

|"§5L?Z�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?ZR0L
X
`+Z[ZaO�b3W�i?L?Z$jDb?L?Z�Z[L3y
^sL3KoV[Z$Z[O+K�V$L3QYQ�L?Zz`�J�Z[ZXW'R�W�ZPegO+WYK�V[L?Z$L3V�MFO+]X^sL3KoV$J0K�L�Td`�]XVXWYVXW�O+KR0L�Q�`~ZXJ0]gM�`+b?L

X
|%ª�K1LnÒ�L3V�p%R�`�K�Z

X
Q�L?ZNy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Zl`+Z[Z[O%b3W�i?L?ZN`�J�m

si
K�L�Z�H WYK�V[L3][Z[L?b3V[L3KoVkoJ5HqL3K

w1
p*`�WYK�ZXWfQ�L)][L3Q�L3\:i�R0L~Q�H J0K�L~R"HqL3QYQ�L?Z�K�L~T*L3J0V(VX]a`?\:L3][Z[L3]�J0K�VX]XW�`�K0y
Q�L

(w̃1w̃iw̃i+1)
(i = 2, . . . , 6)

poTd`�]�b?O+K�Z[i?k�J�L3KoV�Q�L?Z y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z�`+Z[Z[O%b3W�i?L?Z�`�J�msZ[L3y
^sL3KoV[Z�b?O+K�ZXW�R0i3][i?Z�K�LT*L3J0\:L3K�V�Z�H WYK�V[L3][Z[L?b3V[L3]�koJ5HqL3K�R0L?Z�T�O+WYKoV[Z�R0L­}7L3W�L3][ZXVX]a`+ZaZ�pdO+]�b?L$K5HqL?ZXV�Td`+Z(Q�L)b�`+Z�|�³(O+J�Z`?\:O+K�ZIR0O+K�bsM�`��0]XW�k�J�i�J0K�L�Td`�]XVXWYVXW�O+K¢R0L�Q�O+K0y
J�L3J0]IWYK�MPi3]XW�L3J0][L1j
2 arccosh(4, 67)

p'b?L?b3Wb?O+KoVX][L?R�WYV�Q�H c�t�T�O+VXc�r?Z[LzZ[J0]SQ�`_è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L
|��W
G
b?O+K�VXW�L3KoV'J0K~Z[O+J�ZX��y
]a`�T0c�L�R�J)V@t�T�L

G8
|,�%O+W�L3KoV

w1
Q�L�Z[O+^_^sL3VfR0L�R0L3y
][i�è�p�L3V

w2
p

w3
L3V
w4

Z[L?Z�\:O+W�ZXWYK�Z�|�ª�K~][L3T0][O�R�J0W�Z�`�KoV�Q�L ]a`�W�Z[O+K0K�L3^sL3KoV'T0][i?b?i?R0L3KoV©K�O+J�Z5VX][O+J0\:O+K�Z©R0L3J�mZ[L3y
^sL3KoV[Z©L3KoVX][L�Q�L?Z
wi

�
i = 1..4

�"R�W�ZPeXO+WYKoV[ZfL3V�R0L�Q�O+K0y
J�L3J0][ZfWYK�MPi3]XW�L3J0][L?Z©j
arccosh(4, 67)

|§ Hh`�][�3V[L
[w5, w6]

L?Z[V)R�W�ZPeXO+WYKoV[L�R0L�b?L?Z~R0L3J�m7Z[L3y
^sL3K�V[Z5��L3KuLnÒ�L3V�p"][L3yo`�][R0O+K�ZIb?Lsk�J0W�Z[LTd`+Z[Z[LlR�`�K�Z Q�LUT�O+QYt%y:O+K�LSR0Llb?L3KoVX][L
w̃1

L3V�R0LlZ[O+^_^sL3V[Z
w̃2
p
w̃3
p
w̃4

L3V
w̃′

2

�åQ�LSZXt%^si3VX]XW�k�J�LR0L
w̃2

Td`�]D]a`�T0T�O+]XV�j
w̃1
�np�WYQ�L?Z[V�b3Q�`�WY]�koJ�L{Q�Hh`�][�3V[L�K�LwT�L3J0VDWYKoV[L3][Z[L?b3V[L3]1Q�L?ZD]a`?t:O+K�ZR0L�b?L�T*O+QYt%y:O+K�L
pf^�`�W�Z~b?L?b3WUWY^_T0QYW�k�J�L�k�J5HqL3QYQ�L�K�L�T�L3J0V~K�O+KuT0QYJ�Z)WYK�V[L3][Z[L?b3V[L3]IJ0Kub?¾+V[i
|³(O+J�Z�`?\:O+K�Z~j�K�O+J0\:L�`�JxJ0K�L_T�L3VXWYV[LsTd`�]XVXWYVXW�O+KuR0L

X
b?O+K�VX][L?R�W�Za`�KoV�Q�H cot%T*O+VXc�r?ZaL�ZXJ0]zQ�`è,�ÖZXt%Z[V[O+Q�L
|

��%O+J�Z�Q�H cot%T*O+VXc�r?ZaLSR0Ll^_WYK�O+]a`�VXW�O+K�R0LUQ�`)è,�ÖZXt%Z[V[O+Q�L
p+Q�`��*O+]XK�LlR0L��U`�\+`�][R�ZXJ0]�Q�`�]a`?t:O+KR"H WYK+egL?b3VXWY\%WYV[il][L?ZXV[LN\
`�Q�`��0Q�LUT*O+J0]�Q�L?Z `�][�3V[L?Z R�J_y
]a`�T0c�LlR0Llb?O+K�VXWYy
J0êFV[i
p:Q�`�R0i3^sO+K�ZXVX]a`�VXW�O+KR0L�b?L_M�`�WYV~ZaL3]a`�Q�HqO+��eXL3V~R�J�bacd`�T0WYVX][L�ç�|�§5L?Z�i3K�O+K�b?i?Z~R�J�Q�L3^_^sL�L3V�R0LsQ�`-T0][O+T*O
ZXWYVXW�O+Kb3W �ÖR0L?Z[Z[O+J�ZSZ[O+K�VS\
`�Q�`��0Q�L?Z�Z[O+J�ZlQ�L?ZS^s�3^sL?ZScot%T�O+VXc�r?Z[L?ZSk�J�L�T0][i?b?i?R0L3^_^sL3KoV�|
2;L�KCKMLGNzÝ�Þ�Ú$ÍYÝ+ì[T+Ì�ÞnÌ%íaÚIðoÞ�Ú)Ð+í[ô3ÜÖÞ�Ú�ð+ÌªT
ígÐ�ö�X�ÞIðoÞ�ï[Ý+ìdÜPÎ�T+Ì]�åÜ�R�ðoÞ

X
Ú3Ý+ì�Ü òsÐ n?Ý+ídRaÞ�Úö�Ð+í

arccosh(2, 88)
ä

áZI.H�â=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î4â%|hè=N:èlÐ+ínòIÎUÍYÞ�Ú*T+íXÐ�ö.X0Þ�ÚsòIÎõì�ÎåòsÐ+Ì
ó
eUÚ?ÞnÌ%ÍæÚ_Í�Þ�Ú*T+íXÐ�ö.X�Þ�Ú
G4

Þ3Ü
G9ö0ÞnÌ�P�ÞnìdÜ¦RºP�Þ3ìdÜPÌ0Þ3ÍõÍ�Þnò�ÞnìdÜNÚ�Þzí�RXÐ+ÍÏÎõÚ?Þní~ïaÝ+òIòsÞ)Ú?Ý+Ì�Ú�÷�T
ígÐ�ö�X�ÞIðoÞ

Gcont(X)
ä
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È Á́xÁXÈ�Ã�ÆõÇ��nÄ�"�ÈõÆ��nÇ ��Áv#V" Ä � É ÁIÉgÈV�b#�Á�ÁgÇ{ DÁXÇ'Ä@Á9r � Ä

�*L�K¦ÜwI�����Luâ%|hè=Nl³(O+J�Z�\:L3]X][O+K�Z�T0QYJ�Z�Q�O+WYK6��³_®�@�|hù:�Sk�J�LzQ�L~y
]a`�T0c�L
G4

T�L3J0V�j�Z[O+KV[O+J0]��3VX][L$^_W�ZSR0L)b?¾+V[i
|





��� Ø �	>[C�<�8 ¢
��� ��� ��¨.¢S§���£ 
������ ¥ ��� §��4¤¦©.© � !w§A�N�¤|¥�~ b� � � � �~�¡©.§$#%���

©�� � ¤¦¢(¤¦ M¨��
�%O+W�L3KoV

X
J0K�L�Z[J0]gMF`+b?LsR0L��SW�L3^�`�K0K�R0Lsy:L3K0][L�ù�p5L3V

G
J0Kxy
]a`�T0c�L�][i3y
J0QYW�L3]~R0L

XW�Z[O+^sO+]XT0c�L�`�J�y
]a`�T0c�L
G9

��K�O+J�Zz`�QYQ�O+K�Zz^sO+KoVX][L3])Q�HqLnm�W�ZXV[L3K�b?L_R"H J0K�LIy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L_Z[i3Td`,�]a`�KoV[LDb�`�K�O+K0W�koJ�L3^sL3K�Vs`+Z[Z[O%b3W�i?L�j
G
p5K�O+J�Z�i3VXJ�R�W�L3][O+K�Z�L3K�ZXJ0WY\
`�KoV~Q�L?Z)b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K�ZR0Lzb?L3]XVa`�WYK�L?ZSy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Zl][L3Q�`�VXWY\:L?Z(j_J0K�L�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�LzZ[i3Td`�]a`�K�V[L
|

¦ 0��.0{$!%oþ<��%oü����G�w�-ü�%�-����
�=�*ý�������/��[�w�w�
%���-w���&�w���G�v�fþ��¼ü�%�-����>�=�*ý���ü
³(O+V[O+K�Z Gs

�å][L?ZXT5| G 6s
�_Q�HqL3K�Z[L3^)�0Q�LvR0L?Z�y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?Z�MPL3]X^si?L?ZDZXWY^_T0Q�L?ZDZ[i3Td`�]a`�KoV[L?Z�å][L?ZXT5|*K�O+K�Z[i3Td`�]a`�KoV[L?Z��(R0L
X
|5�NO+K�ZXW�R0i3][O+K�Z�Q�L�Z[O+J�Zg�ÖL3K�Z[L3^~�0Q�L

A
R0L G 6s × G 6s

MFO+]X^si?L?ZR0L?Zlb?O+J0T0Q�L?ZSR0L�y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?ZNK�O+K-Z[i3Td`�]a`�K�V[L?ZSZ�H WYKoV[L3][ZaL?b3Va`�KoV�L3K�Lnm�`+b3V[L3^sL3KoVlJ0K�T�O+WYKoV$±
A = {(γ1, γ2) ∈ G 6s × G 6s ; γ1

L3V
γ2
Z�H WYKoV[L3][ZaL?b3V[L3KoV(L3K{Lnm0`+b3V[L3^sL3K�V�J0K�T�O+WYKoV } .

³(O+J�ZST*O+J0\:O+K�ZSb?O+K�Z[VX]XJ0WY][LzJ0K�Lz`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+KvZXJ0]PegL?b3VXWY\:L
Sep : A ⊂ G 6s × G 6s −→ Gs

(γ, δ) 7−→ Sep(γ, δ)
,

L3K�`+Z[ZaO�b3W�`�K�V�jsbacd`+koJ�L~b?O+J0T0Q�L
(γ1, γ2) ∈ A

Q�H J0K0W�koJ�L)y:i?O�R0i?Z[W�koJ�LzMPL3]X^si?L~ZXWY^_T0Q�L)R�`�K�ZQ�`�b3Q�`+Z[Z[L1R"H c�O+^sO+V[O+T0W�L
[γ̄1, γ̄2]

|'§ Hh`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+K�`�WYK�ZXWNR0in¦�K0W�L�L?Z[V��0W�L3K�jw\+`�Q�L3J0][Z_R�`�K�ZQ�HqL3K�Z[L3^)�0Q�LNR0L?Z"y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z"MFL3]X^si?L?Z�ZXWY^_T0Q�L?ZfZ[i3Td`�]a`�KoV[L?ZfT0J0W�Z[k�J�L�Q�`lb3Q�`+Z[Z[L�R0L
Sep(γ, δ)R�`�K�Z

H1(X,Z)
L?Z[VlKoJ0QYQ�L)L3K�Va`�K�V(k�J�L$b?O+^_^)J0Va`�V[L3J0]�|

áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î¸1�|Y®�N±Ô�Ý+ÎåÜ
(γ, δ) ∈ A

e�Ð+ÍYÝ+í�Ú�Ì%ì*Þ¦T�R[Ý�ð�R�ÚnÎPø3Ì�Þ�î?Þ3í�òªR[Þ(ÚnÎõò(ö�Í�Þ�ì<l ÎåìdÜÖÞnín÷Ú?ÞXï�Ü�Ð+ìdÜ5ö�Ð�Ú
γ ∪ δ Þ�Ú3Ü�ï[Ý+ì�ÜÖÞnì�Ì�ÞIð:Ð+ì0Ú�ÍYÞ~Ü�Ý+í[ÞfaXÝ+íXð�RSö�Ð+í Sep(γ, δ) ì*Þ~ï[Ý+ì�ÜÖÞnì�Ð+ìdÜ5ö�Ð�Ú γÞ3Ü

δ
ä
ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N��%O+WYV

η
J0K�LNy:i?O�R0i?Z[W�koJ�L�MPL3]X^si?LUZXWY^_T0Q�LUR0L

X
R�W�ZPeXO+WYKoV[LUR0L

γ∪δ p
η
K5Hh`1Td`+Z)R"H c�O+^sO+V[O+T0W�LDR�`�K�Z)Q�LsV[O+][Ls��O+][R0i_Td`�]

ξ
b?O+K�V[L3Kd`�KoV

γ
L3V
δ
pf`�J0VX][L3^sL3K�V�R�WYVQ�`�VX]a`+b?L-R0L

η
Z[J0]sb?L1V[O+][L�L?ZXV_c�O+^sO+V[O+T*L{j�J0K¼`�][b�R0L

ξ
| � WYK�ZXW�p

η
L?ZXVIc�O+^sO+V[O+T*LwjJ0K�Lvb?O+J0]X�*L{K5H WYKoV[L3][Z[L?b3Va`�K�V-Td`+Z

ξ
|l�NO+^_^sL�Q�L?ZDy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?ZD^_WYK0WY^_W�Z[L3KoV1Q�L�K�O+^)�0][LR"H WYKoV[L3][Z[L?b3VXW�O+K�Z�K�O+J�ZSb?O+K�b3QYJ�O+K�Z(R�WY][L?b3V[L3^sL3KoV�|

��*L�K¦ÜwI�����L 1�|Y®�N~é(K�L7y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L7R�W�ZPeXO+WYKoV[LuR0L
γ
L3V

δ
L?ZXV{`�J�Z[Z[W~R�W�ZPeXO+WYKoV[L�R0L

Sep(γ, δ)
|lª�K¼Td`�]XVXW�b3J0QYW�L3]�p

Sep(γ, δ)
L?ZXV�Q�H J0K0W�k�J�L{y:i?O�R0i?ZXW�k�J�LwR0L Gs

K5H WYK�V[L3][Z[L?b3Va`�KoVTd`+Z
γ ∪ δ |Ú H�ÎGã�FI�i�GL=Î_ (L)1�|Y®�Nl�%O+WYV

G
J0K1y
]a`�T0c�L�][i3y
J0QYW�L3]SR0L

X
W�ZaO+^sO+]XT0c�Lz`�JDy
]a`�T0c�L

G9
pQ�Hh`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+K

Sep
`+Z[Z[O%b3W�L�j�b[cd`+k�J�LIb?O+^_T*O
Z�`�KoV[LIb?O+K0K�Lnm�LIR0L

G
Q�H J0K0W�koJ�L�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�LQ�L?ZSZ[i3Td`�]a`�K�V�|
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¦ 0®x<0{t)þ.�
�>��ü�- þ(�����=��
��������£�w�õý��^-����Ð���w��/.%�þ<�w%�ü����G���{ü�%�-����
�=�*ý��

µfW m0O+K�ZSK�O+J�Z
ξ
J0K�Lzy:i?O%R0i?ZXW�koJ�L$MPL3]X^si?L~ZXWY^_T0Q�L)Z[i3Td`�]a`�K�V[L~R0L

X
p�K�O+J�Z(Z[O+J0cd`�WYV[O+K�Zb?O+^_T0][L3K�R�][LzQ�`Iy:i?O+^si3VX]XW�Ln��V[O+T�O+Q�O+y
W�L�`+ZaZ[O�b3W�i?Lz`�J-b?O+J0T0Q�L

(X, ξ)
|

§�HwÏ?Ü�ÏSÍ�H�ÎGã�N�³(O+J�Z�K�O+V[L3][O+K�Z
T1

L3V
T2

Q�L?Z�V[O+][L?Z�j$J0Ks�*O+][RsW�Z[ZXJ�Z R0LlQ�`zR0i?b?O+J0T*L(R0L
ξ
R�`�K�Z

X
|d£'`�] GTi

�
i = 1, 2

�SK�O+J�Z�R0i?ZXWYy
K�L3][O+K�Z�Q�HqL3K�ZaL3^)�0Q�LIR0L?ZSy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?ZSMFL3]X^si?L?ZZXWY^_T0Q�L?Z)R0L
X
b?O+KoV[L3K�J�L?Z�R�`�K�Z

Ti
�
i = 1, 2

�np�L3VzTd`�] Gξ
Q�HqL3K�Z[L3^)�0Q�L�R0L?Zzy:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?ZMPL3]X^si?L?Z©ZXWY^_T0Q�L?Z�R0L

X
b?O+J0Td`�K�V

ξ
L3K~Lnm�`+b3V[L3^sL3KoV'R0L3J�mzT*O+WYK�V[Z�|�ª�K�¦�K5p�K�O+J�Z©`�T0T�L3QYQ�L3][O+K�ZígÐ+Û:Ý+ì�R"H J0K�V[O+][L_j�J0K{��O+][R

T
pdJ0KvZ[L3y
^sL3KoV$y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L~Z[WY^_T0Q�L
p*O+]XVXc�O+y:O+Kd`�Q�j

∂T
L3KZ[L?ZSLnm�VX][i3^_WYV[i?Z�p�L3VSZXVa`��0Q�L$Td`�]�Q�H WYKo\:O+QYJ0VXW�O+Kwc�t�T�L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�L
|

£�][O�b?i?R0O+K�Z�j_k�J�L3Q�koJ�L?Z(O+��Z[L3]X\
`�VXW�O+K�Z~±0Q�L?Z�y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?Z�`�T0Td`�]XV[L3Kd`�KoVzj Gξ
Td`+Z[Z[L3KoVK�i?b?L?Z[Za`�WY][L3^sL3KoV(Td`�]SJ0K-T�O+WYKoV�R0L­}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[ZSR0Lzbacd`+b3J0K{R0L?ZlV[O+][L?Z

Ti
�
i = 1, 2

�np�b?L3Q�`R0i?b?O+J0Q�L{R0L�Q�`7ZXVa`��0WYQYWYV[i{R0L?Z�y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?ZsMPL3]X^si?L?Z�ZXWY^_T0Q�L?Z�\%W�Z�j7\�W�ZsR0LwQ�H WYKo\:O+QYJ0VXW�O+Kcot%T*L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�L
|f�NW�L3KuZ��0]�p"WYQ�Lnm�W�ZXV[LsR0L?Z)y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?ZzMPL3]X^si?L?Z�ZXWY^_T0Q�L?Z)b?O+J0Td`�K�V
ξ
L3KT0QYJ�Z~R0LDR0L3J�m7T*O+WYK�V[Z�pfK�O+J�Z)T�O+J0\:O+K�Z)^s�3^sL�Q�L?Z�b[c�O+W�ZXWY]�Td`+Z[Za`�K�V~Td`�]IR0L3J�m7T*O+WYK�V[ZIR0L}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�Z[WYVXJ�i?ZSR"H J0K-^s�3^sLzb?¾+V[izR0L

ξ
|

³(O+J�Zl\:O+J0Q�O+K�ZS^sL3VXVX][L)L3K-b?O+]X][L?ZXT�O+K�R�`�K�b?LzQ�L?ZSL3K�ZaL3^)�0Q�L?Z Gξ
L3V GT1 × GT2

|
2;L�KCKML{1�|hù=N±Ô�Ý+ÎåÜ

γ ∈ Gξ
efÎåÍ�Þ[ó+Î�Ú3ÜÖÞ�Ì%ì-Ì�ìdÎPø3Ì�Þ$ï[Ý
Ì�ö�Í�Þ

(γ1, γ2) ∈ GT1 ×GT2

ÜÖÞnÍ�ø?Ì0Þ
γ1

Þ?Ü
γ2

Ú3Ý+Î�ÞnìdÜUð+ÎõÚVn?Ý+ÎåìdÜÖÞ�ÚzðoÞ
γ
ä

Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N��NL3VXV[LlT0][O+T0]XW�i3V[iSL?ZXV�T0J0][L3^sL3K�V�V[O+T�O+Q�O+y
W�koJ�L
|
ª K�R0i?b?O+J0Td`�KoV�Q�`VX]a`+b?L�R0L
γ
ZXJ0]5Q�L�V[O+][L

Ti
K�O+J�Z�O+�0V[L3K�O+K�ZfJ0K)b3t�QYWYK�R�][L
| � c�O+^sO+V[O+T0W�L�L3VfO+]XW�L3K�Va`�VXW�O+K~T0][r?Z�pWYQ�Lnm�W�ZXV[LSJ0K�L�J0K0W�koJ�L(b?O+J0]X�*LSMPL3]X^si?L(ZXWY^_T0Q�L(Z[J0]�b?L�b3t%QYWYK�R�][L
p

γi
L?ZXV�Q�`zy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L�R�`�K�Zb?L3VXV[L�b3Q�`+Z[Z[L(R"H c�O+^sO+V[O+T0W�L�QYWY�0][L
|%£�][i?b3W�Z[O+K�ZNk�J�LSQ�L?Z y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z ^_WYK0WY^_W�Z[L3K�VUQ�LlK�O+^)�0][LR"H WYKoV[L3][Z[L?b3VXW�O+K�Td`�]X^_W5Q�L?ZSb?O+J0]X��L?ZSR�`�K�ZSQ�L?ZS^s�3^sL?Z�b3Q�`+Z[Z[L?ZlR"H c�O+^sO+V[O+T0W�L~QYWY�0][L
|

��*L�K¦ÜwI����GL�1�|hù=N � V[O+J0V[Lsy:i?O%R0i?ZXW�koJ�LsMPL3]X^si?L�ZXWY^_T0Q�L
γ
R"H J0KxV[O+][L1j1J0Kx��O+][R

TK�O+J�Z�T�O+J0\:O+K�ZD`+ZaZ[O�b3W�L3]�J0K¼J0K0W�k�J�L-]a`?t:O+K
γ′
R�W�ZPeXO+WYKoVDR0L

γ
|�§5L-]a`�t:O+K �7R�Jd`�QC�6R0L

γ
^_WYK0WY^_W�Z[L1Q�`{Q�O+K0y
J�L3J0]sR�`�K�Z_Za`wb3Q�`+ZaZ[L1R"H c�O+^sO+V[O+T0W�L
p�WYQU\:i3]XW ¦dL�R0L�T0QYJ�ZIQ�`{][L3Q�`�VXW�O+K

sinh(γ′/2) sinh(∂T/4) = cosh(γ/2).§ Hh`�T0T0T0QYW�b�`�VXW�O+K
Ξ
b3W �ÖR0L?Z[ZaO+J�Z�L?ZXVSR0O+K�b$�0W�L3K{R0in¦�K0W�L
p

Ξξ : Gξ −→ GT1 × GT2

γ 7−→ (γ1, γ2)
,L3QYQ�LsL?ZXVzTd`�]~`�WYQYQ�L3J0][Z�i?k�J0WY\+`�]XW�`�K�V[LsT�O+J0]zQ�Hh`+b3VXW�O+KxKd`�VXJ0][L3QYQ�L�R�J7y
][O+J0T*L 〈tξ/2〉

p5O+ß
tξ/2R0i?ZXWYy
K�L$Q�L$R0L3^_W ��VÖ·lW�Z[V(Z[L3Q�O+K

ξ
|

2;L�KCKML91�|hè=NZÔ*Ý+Î�ÞnìdÜ
γ
Þ3Ü
δ
ðoÞnÌ
ó^RnÍ´Rnò�ÞnìdÜåÚ~ðoÞ Gξ

e ì�Ý+Ì�Ú)ÐQP,Ý+ì0ÚzÍ�l RXø3Ì%ÎVP,Ð
ÍYÞnì*ïaÞ
Ξ(γ) = Ξ(δ) ⇐⇒ ∃k ∈ Z, δ = (tξ/2)

k · γ .
Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N�§ H WY^_T0QYW�b�`�VXW�O+K�][i?b3WYT0][O�k�J�L L?ZXV"VX]XWY\%W�`�Q�L b�`�]

ξ
L3V
γ
K5H WYK�V[L3][Z[L?b3V[L3KoVTd`+Z

γ1
L3V
γ2
|��%O+WYV

(γ1, γ2) ∈ GT1×GT2

p�R0i3V[L3]X^_WYK�O+K�Z'V[O+J�ZfQ�L?Z'`�KoV[i?b?i?R0L3KoV[Z�R0LNb?L�b?O+J0T0Q�LTd`�]
Ξ
|*G�i?b?O+J0T�O+K�Z

γ1
L3V
γ2

R�`�K�Z
X
p�K�O+J�Zz\:O�t:O+K�ZzZa`�K�Z$R�W È�b3J0QYV[i�koJ5H J0K7`�KoV[i?b?i?R0L3K�V

γ
WYK�V[L3][Z[L?b3V[L~ZaL3J0Q�L3^sL3KoV�J0K�L$MFO+W�Z�Q�`sT*L3]XT�L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][L�b?O+^_^)J0K�L_`�J�mwR0L3J�m-�*O+][R0Z(W�Z[ZXJ�ZR0L(Q�`~R0i?b?O+J0T�L�R0L

γi
�
i = 1

O+J
2
�np�ZXWYK�O+K

γ
K�L�Z[L3]a`�WYVUTd`+ZNZ[WY^_T0Q�L
|%³�O+J�ZNT*O+J0\:O+K�ZUR0L�b?LMF`�WYVl\%W�ZXJd`�QYW�Z[L3]UQ�L?Z�`�K�V[i?b?i?R0L3KoV[Z�R0L

(γ1, γ2)
R0L�Q�`)MF`+«?O+K-Z[J0WY\+`�K�V[Ls�õ¦�y�|.1�|Y®���±%K�O+J�ZSR�WY\�W �Z[O+K�Z

X
L3KDVX][O+W�Z�Td`�]XVXW�L?Z�p%R0L3J�m�Td`�K�Va`�Q�O+K�ZNL3VNJ0K�b3t%QYWYK�R�][L
p�L3K�R0i?b?O+J0Td`�K�VUR0L3J�mDb?O+J0]X�*L?Z
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ξ γ

γ1

γ2

a1

a2

h1

h2
|θξξ|

.±Í0/ÖN�¨<N�ì

ξ

γ

γ1

γ2

a1

a2

h1

h2

|θξξ|

.±Í8/±Np¨<N´í
c�O+^sO+V[O+T*L?Z$j

ξ
|�µfW m0O+K�Z�R0L3J�m-T*O+WYK�V[Z�Z[J0](b[cd`+b3J0K�L�R0L�b?L?Z(b?O+J0]X��L?Z�p�J0Kv`�KoV[i?b?i?R0L3K�VzR0L

(γ1, γ2)
L?ZXV�c�O+^sO+V[O+T*L_j�J0K�L~b?O+J0]X��L�R0O+KoV�Q�L)VX]a`+b?iIR�`�K�Z�b[cd`+b3J0K�R0L?Z�Td`�KoVa`�Q�O+K�Zz][L3QYW�LZXWY^_T0Q�L3^sL3KoVlQ�L?ZNT�O+WYKoV[ZUk�J�L�K�O+J�Zl`?\:O+K�ZN¦0m0i?ZUL3K�Td`+ZaZa`�KoVlL3KoVX][L�Q�L?ZUR0L3J�mD`�J0VX][L?ZN��O+][R0Z�|G$`�K�ZfQ�LUb3t%QYWYK�R�][L
p�Q�`�b?O+J0]X��LNT*O
Z[Zar?R0L�R0L3J�m�b?O+^_T�O
Za`�K�V[L?Z�b?O+K0K�Lnm�L?Z©c�O+^sO+V[O+T�L?Z�p+b[cd`+k�J�Lb?O+^_T*O
Z�`�KoV[LS][L3QYW�L�J0KsT�O+WYKoV�¦0m0iSR"H J0Ks��O+][R�j�J0KsT�O+WYKoV ¦0m�iSR0LSQ�Hh`�J0VX][LS��O+][R"|:½ÖQ�L?Z[V�b3Q�`�WY]koJ�LzV[O+J0V[L?ZSb?L?ZSb?O+J0]X��L?Z�Z[O+K�V�R�`�K�ZlQ�L$^s�3^sLzO+]X�0WYV[L)Z[O+J�ZlQ�Hh`+b3VXW�O+KwR0L 〈tξ/2〉

|
�§5L�y
][O+J0T*L 〈tξ/2〉

`�y
WYVUQYWY�0][L3^sL3KoV(ZXJ0] Gξ
L3VUVX]XWY\�W�`�Q�L3^sL3K�VSZXJ0] G1

L3V G2
|� $`�][R0O+K�ZUQ�L^s�3^sL$K�O+^

Ξ
T�O+J0]lQ�Hh`�T0T0QYW�b�`�VXW�O+K�L3K�VX][L$Q�L?ZSk�J�O+VXW�L3KoV[Z�pdK�O+J�Z�`?\:O+K�Z~±

áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î{1�| °�NwÝ*l Ð�ö:ö�ÍÏÎPïaÐ
ÜPÎPÝ
ì
Ξ
R3Ü�Ð�a3ÍÊÎ�Þ�Ì�ì�ÞzanÎ n�ÞXï?ÜPÎFÝ+ì�Þnì�ÜPíXÞ Gξ/〈tξ/2〉

Þ3Ü GT1×GT2

ä
¦ 0´É<0ª¯&��ÿ���ý��åþ����[�*ý��
�{ÿ���ü�ÿåþ��w/��w�[�w�,ü

£fO+J0]IQ�L�T0][O+�0Q�r3^sLDk�J0W�K�O+J�Z~WYKoV[i3][L?ZaZ[L
p�j-Za`�\:O+WY]~Q�`�è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L
p5Q�`{b?O+]X][L?ZXT�O+K�R�`�K�b?LL3KoVX][L�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z R0in¦�K0W�LSb3W �ÖR0L?ZaZXJ�Z�K�O+J�Z Z[L3]a`�J0VXWYQ�L�R�`�K�Z Q�`�^sL?ZXJ0][LSO+ßsL3QYQ�LSWYK�R�J0WYV J0K�L][L3Q�`�VXW�O+Ku�åJ0K�Lzi3yo`�QYWYV[i��lL3KoVX][LzQ�L?ZSQ�O+K0y
J�L3J0][Z�|
��L3\:L3K�O+K�ZS`�J-b?O+J0T0Q�L

(X, ξ)
i3VXJ�R�W�i$L3Kw`�J9³Z1�|hù�|0µ©W m�O+K�Z

γ ∈ Gξ
p0R�`�K�ZlQ�L�Td`�KoVa`�Q�O+KW�Z[ZXJ-R0L$Q�`IR0i?b?O+J0T�LzR0L

ξ
L3V
γi
�
i = 1, 2

�lK�O+V[O+K�Z~�Pµ©WYy�|=1�|hù:��±
« ai

J0K�LzT*L3]XT�L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][Lzb?O+^_^)J0K�LIj
ξ
L3V(j�J0K��*O+][R-W�R0L3KoVXW ¦di~j

γi
�
i = 1, 2

�np
« hi

Q�`sR0L3^_W ��^si?R�W�`�VX]XW�b?L~R0L$Q�`_T*L3]XT�L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][L)b?O+^_^~J0K�L�`�J�m1�*O+][R0Z�W�R0L3KoVXW ¦di?Z�j
γi
�
i = 1, 2

�n|ª�K�¦�K5p:R0i?ZXWYy
K�O+K�Z Td`�]
θξ
Q�`�b?O%O+][R0O+K0K�i?LlR0LUVÖ·lW�Z[V Z[L3Q�O+K

ξ
][L3Q�`�VXWY\:L3^sL3K�VN`�J

hi
�
i = 1, 2

�n|�NO+K�ZXW�R0i3][O+K�Z�koJ5Hhj
θξ = 0

Q�`Iy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L
γ
ZXJ0T0T�O+]XV[L$Q�L?Z(Z[L3y
^sL3KoV[Z

hi
�
i = 1, 2

�np�`�Q�O+][ZjIVÖ·lW�Z[V�koJ�L3Q�b?O+K�k�J�L$Q�`�Q�O+K0y
J�L3J0]�R0L
γ
L?ZXVSR0O+K0K�i?L$Td`�]�Q�`~MPO+]X^~J0Q�L��å\:O+WY])áq�NJ�Zaç
ù,ãå��±

cosh(γ/2) = sinh(γ1/2) sinh(γ2/2) [sinh(a1) sinh(a2) cosh(θξξ) + cosh(a1) cosh(a2)]

− cosh(γ1/2) cosh(γ2/2)§5L?Z�i3yo`�QYWYV[i?Z(ZXJ0WY\
`�KoV[L?Z�p0\
`�Q�`��0Q�L?ZlT�O+J0]
i = 1, 2







sinh(γi/2) sinh(ai) = cosh(hi)
sinh(γi/2) cosh(ai) = cosh(γi/2) coth(ξ/4)
sinh(hi) sinh(ξ/4) = cosh(γi/2)



�lM ° Á́��nÃ Á́gÈFÄ@ÆYÁ$� � �¾ï�b#®�  DÆYÁ9"�É�É���ÅFÆ Á́ÖÁ "̀ �*Ç�ÁG Á́���� Á́õÉÖÆ ½Z�dÁ�É Á́¾ï"�Ä�"0Ç'ÈõÁ
K�O+J�ZST�L3]X^sL3VXV[L3KoV(R"HqO+�0V[L3K0WY]
cosh(γ/2) = cosh(h1) cosh(h2) cosh(θξξ) + cosh(γ1/2) cosh(γ2/2)

[

coth2(ξ/4) − 1
]

,

= cosh(h1) cosh(h2) cosh(θξξ) + sinh(h1) sinh(h2).

�*L�K¦ÜwI����GL)1�|hè=NU³(O+J�Z(`?\:O+K�Z
hi = γ′i/2

�
i = 1, 2

�n|
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Gcont(X)

G$`�K�Z�V[O+J0V[Lsb?L3VXV[LITd`�]XVXW�L
X
R0i?ZXWYy
K�LsJ0K�L_ZXJ0]gMF`+b?L_R0L_��W�L3^�`�K0K7R0LIy:L3K0][L�ù�|"³�O+J�Zi3Va`��0QYWY][O+K�Z�R"Hh`��*O+][R k�J�L3Q�koJ�L?Z{][i?ZXJ0QYVa`�V[Z�T0][i3QYWY^_WYKd`�WY][L?Z�p�K�O+J�ZvR0i3^sO+KoVX][L3][O+K�ZxL3K�ZXJ0WYV[LQ�LwQ�L3^_^sL{J0VXWYQYW�Z[i{Q�O+][Z�R0LwQ�`7T0][L3J0\:L�R0L-Q�`�£�][O+T�O
ZXWYVXW�O+K4â%|hè�|�³�O+J�Z�T0][O%b?i?R0L3][O+K�ZDTd`�]Q�Hh`���ZXJ0][R0L6±NZ[O+J�ZDJ0K�Lwc�t�T�O+VXc�r?Z[L�Td`�]XVXW�b3J0QYW�r3][L
pU\:i3]XW ¦di?LvQ�O+][Z[k�J�LwQ�H J0K�LvR0L?Z�`�][�3V[L?Z�R0L

Gcont(X)
L?ZXV ZXJ0T�i3]XW�L3J0][L(j

arccosh(2, 88)
p%K�O+J�Z�R0O+K0K�L3][O+K�Z�J0K�Ll^si3VXc�O�R0LST*L3]X^sL3VXVa`�K�VJ0K�Lzb?O+K�ZXVX]XJ0WY][LzR0LzT*L3VXWYV[L$Td`�]XVXWYVXW�O+K{R0L

X
|

§�HwÏ?Ü�Ï<ÍVH�ÎGã�N�ª�Va`�K�V�¦0m0i?L
ξ
p0J0K�Lzy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L)Z[i3Td`�]a`�K�V[L~R0L

X
p�K�O+J�Z(K�O+V[L3][O+K�Z

T1L3V
T2

Q�L?Z�V[O+][L?ZS��O+][R0i?ZSTd`�]
ξ
p0K�O+J�Z�K�O+^_^sL3][O+K�Z

αi
L3V
βi
R0L3J�m�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z�`+Z[Z[O%b3W�i?L?ZjzR0L?ZN`�][�3V[L?Z�R0L

Gcont(Ti)
poL3V K�O+J�ZN`�T0T*L3QYQ�L3][O+K�Z

δi
L3V
εi
Q�L?Z�R0L3J�m_y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?Z MPO+]X^�`�K�VJ0K�VX]XW�`�K0y
Q�L�`?\:L?b

αi
L3V
βi
R�`�K�Z$Q�LIV[O+][L

Ti
�õ¦�y
J0][Lsç�|Y®��n|��(J0WYVXV[L�jDLnÒ"L?b3VXJ�L3]zJ0K�b[c�O+W mK�O+J�Z�ZXJ0T0T�O
Z[L3][O+K�Z

sys(Ti) = αi ≤ βi ≤ δi ≤ εi
|

αi

βi

Ti

δi

εiξ

α′1
β′1
α′

2

≥ ξ/6

.±Í0/±Np®<N�ì
¯ 0��.0Ð+ê��þ��åü�')�]H?þ.�
��ý��åþ��füo
:þ����<����ü

áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î4ç�|Y®�N`Ô*Ý+Î�ÞnìdÜ
rmax
inj

Í�Þ�ö�ÍÊÌ�Ú*T+íXÐ+ì�ðwígÐ+Û:Ý+ì6ð�l Îõì�n?ÞXï�ÜPÎVP�ÎPÜ�R�ðoÞ
X
e
ξ
Ì�ì*ÞT�RXÝ�ð[R�Ú�ÎFø3Ì�Þ�ÚbR@ö�Ð+íXÐ+ìdÜÖÞIðoÞ

X
eNÞ3Ü

i ∈ {1, 2} äwO)Ý+Ì�ÚzÐ?P,Ý+ì0Ú~]
cosh(rmax

inj ) < 2, 88,
�Fç�|Y®��

sinh(α′
i/2) ≤ 1

2 sinh(ξ/12)

�Fç�|hù:�
cosh(sys(Ti)/2) ≤ cosh(ξ/6) + 1/2

�Fç�|hè:�
§5L?Z1R0L3J�m¼T0][L3^_W�r3][L?ZDWYK�i3yo`�QYWYV[i?Z�Z[O+KoV�R^��L?Z�j7�l`�\+`�][R �gáq�l`?\0ç?B�ã$L3V�áq�l`?\�@
¯
`�ãå�np�Q�`VX][O+W�ZXW�r3^sLlL?ZXV'Q�`(^�`,egO+]a`�VXW�O+KsO+T0VXWY^�`�Q�LlR0LNQ�`�ZXt�ZXV[O+Q�LUR�JIV[O+][LUj(J0KI��O+][R~VXWY][i?LlR0L�áæ�%bacdç
è�ãL3V)áq£'`�]A@�°:ã��PL3VS][L?R0i3^sO+K�VX][i?L)R�`�K�ZSQ�`�T0][L3^_W�r3][L)Td`�]XVXW�LzR0Lzb?L3VXV[L$VXc�r?ZaL��n|
Ú H�ÎGã�FI�i�GL=Î_ (L�ç�|Y®�N���W:Q�`lè,�ÖZ[t%ZXV[O+Q�L�R0L

X
L?ZXV5ZXJ0T�i3]XW�L3J0][L O+J)i3yo`�Q�L�j

2 arccosh(4, 67)
p`�Q�O+][ZSV[O+J0V[L$y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L$Z[i3Td`�]a`�KoV[L

ξ
R0L

X
\:i3]XW ¦dL��åJ0VXWYQYW�ZaL3](ç�|hè:�

cosh(ξ/2) ≥ 4, 67.
�Fç�| °��
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Gcont(X)

¯ 0®x<0C± �^H3þ.�
��ý��åþ�������ý$²ª�åü?ý
2;L�KCKML�ç�|hù=N�4�Í�ÞXó+ÎõÚnÜÖÞsÌ�ì-ö�Ý+ÎåìdÜ�ðoÞ

ξ ∩ (α′
1 ∪ β′1)

Þ3ÜSÌ%ì�ö�Ý
ÎõìdÜSð�Þ
ξ ∩ α′

2

ÚbR@ö�Ð+í�R�Úö�Ð+ízÌ%ìwÚ�ÞUT+ò�ÞnìdÜlðoÞ
ξ
ðoÞ)ÍYÝ+ì[T+Ì�ÞnÌ%í)Îåì�î�Rní�Î�ÞnÌ%íXÞ~i

ξ/6
ä

αi

βi

Ti

δi
εi

ξ

α′1α′1

β′1

β′1

α′
2

α′
2ξ/6 ≤

.±Í8/±N�®<N�í
Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N�§5L?ZUT�O+WYKoV[ZSR0L

ξ ∩ (α′
1 ∪ β′1)

R�WY\%W�Z[L3KoV
ξ
L3K-k�Jd`�VX][L$Z[L3y
^sL3KoV[Zz±R0L3J�m�b?O+K�V[L3Kd`�KoV�J0K-T�O+WYKoV�R0L

δ′1
pdL3VSR0L3J�m1K5HqL3K{b?O+KoV[L3Kd`�KoV�Td`+Z�|�§f`_ZXJ0]gM�`+b?L

−1
`+Z[Z[O%b3W�i?Lj

T1
Z[L�VX]a`�K�ZXMPO+]X^sL
p*`�T0][r?Z(R0i?b?O+J0T�L)R0L?Z�]a`?t:O+K�Z

α′
1

p
β′1

L3V
δ′1
p�L3K{J0K-Td`�KoVa`�Q�O+Kvcot%T�L3]g��*O+QYW�k�J�L
|o§5L?Z�T�L3]XT*L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][L?Zlb?O+^_^~J0K�L?ZNR0L(b?L�Td`�K�Va`�Q�O+KDZ�H W�R0L3KoVXW ¦dL3KoV�jzQ�H WY^�`�y:L(R0L

ξR�`�K�Z�Q�`_Z[J0]gMF`+b?L
−1
p�L3V�Q�`_T�L3]XT*L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][L~b?O+^_^)J0K�L�Q�`IT0QYJ�ZSQ�O+K0y
J�L�L?ZXV�b?L3QYQ�L~O+T0T*O
Zai?L`�J��*O+][RDQ�L�T0QYJ�ZUQ�O+K0y�p0b?L3QYJ0W5T0][O�\:L3Kd`�KoV(R0L

δ′1
|�§�`�Q�O+K0y
J�L3J0]�R0L$b?L�Z[L3y
^sL3K�V�p�k�J0W�L?Z[VlJ0KR0Lzb?L3J�mDK�L)b?O+KoV[L3Kd`�KoV(Td`+Z�R0L�T�O+WYKoV�R0L

δ′1
L?ZXVSR0O+K�bzZXJ0T�i3]XW�L3J0][L)j

ξ/6
|G�i?b?O+J0T�O+K�Z

α1
R�`�K�Z

T1
poK�O+J�Zl`?\:O+K�ZNJ0K1Td`�KoVa`�Q�O+K�Z[L�R�WY\%W�Za`�KoVUL3KDR0L3J�m�c�Lnm0`�y:O+K�L?ZR�][O+WYV[Z�R�`�K�Z'Q�L?Z[koJ�L3Q�Z'K�O+J�Z�Z[WYVXJ�O+K�Z�Za`�K�Z'R�W È�b3J0QYV[i?Z�Q�L?Z©]a`?t:O+K�Z

α′
1

L3V
β′1
|+³�O+J�Z'^�`,egO+][O+K�ZR�WY][L?b3V[L3^sL3KoV�Q�`�Q�O+K0y
J�L3J0](R�J-Z[L3y
^sL3K�V(b?O+K�ZXW�R0i3][i$Td`�]

ξ/4
|£fO+J0]�b?O+K�b3QYJ0][L
p ][L3yo`�][R0O+K�Z_J0K�Z[L3y
^sL3KoV�^sO+WYVXW�i�R0L
ξ
R"HqLnm�VX][i3^_WYV[i?Z_Q�L?Z_T�O+WYKoV[ZsR0L

ξ ∩α′
2

�õ¦�y
J0][L$ç�|hù:�n|d�NL�Z[L3y
^sL3KoVSb?O+K�VXW�L3KoV~�F`�J1^sO+WYK�Z���J0K1T�O+WYKoVlR0L�b[cd`+b3J0K-R0L?ZN]a`?t:O+K�Z
α′

1

L3V
β′1
|��NL?ZlR0L3J�m�T�O+WYKoV[Zli3Va`�KoVSZai3Td`�][i?ZUTd`�]NJ0K-`�][b�R0L�Q�O+K0y
J�L3J0](`�J1^sO+WYK�Z

ξ/6
p%Q�H J0KR"HqL3J�m�Z[L�Z[WYVXJ�LSK�i?b?L?Z[Za`�WY][L3^sL3K�VSjzJ0K�L�R�W�ZXVa`�K�b?L�`�J�T0QYJ�Z

ξ/6
R"H J0K�L(R0L?ZNLnm�VX][i3^_WYV[i?Z�|

�¯ 0�ÉG0C± �]H3þ��>��ý��åþ������wÿ��7ÿõþ(��/(�������Ð�w��ü����³u:ý��oüÐ�w�
Gcont(X)áZI.H�â=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î�ç�|hè=N�Ô�Î�Í Ð%´
÷ÖÚ�Û�ÚnÜ�Ý
ÍYÞUðoÞ

X
Þ�Ú3Ü�ÚnÌ�ö=Rní�Î�ÞnÌ%íXÞ�Ý+ÌfRÃT:Ð+Í�Þzi

2 arccosh(4, 67)
eÍYÞ�Ú~Ð
íXô3ÜÖÞnÚ~ð+ÌÐT+íXÐ�ö.X�ÞIð�Þ~ïaÝ+ìdÜPÎ�T+Ìt�PÜ�R)Ú3Ý
ìdÜ�ðoÞ)ÍYÝ+ì[T+Ì�ÞnÌ%ízÎåì�îbR3í�Î�ÞnÌ%íXÞfi

arccosh(2, 88)
ä

§5O+][Z[k�J�L~Q�L?Z�]a`�t:O+K�ZzR"H WYK+eXL?b3VXWY\�WYV[i_`�J�m{T�O+WYKoV[Z)R0L�}7L3W�L3][Z[VX]a`+Z[Z$Z[L�][i�`�QYW�Z[L3KoVzb?O+^_^sLy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?ZlMFL3]X^si?L?ZSZXWY^_T0Q�L?Z�p0Q�`IT0][O+T�O
ZXWYVXW�O+K{Z[L$R0i?R�J0WYV(VX]XWY\�W�`�Q�L3^sL3K�V(R0L$Q�`_�*O+]XK�LzZ[J0]Q�L)]a`�t:O+K7R"H WYK+egL?b3VXWY\%WYV[i��Fç�|Y®��n|*�(L3yo`�][R0O+K�Z�b?L~k�J0W©ZaL)Td`+Z[ZaL~L3K�J0KvT*O+WYK�V�R0L~}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z
w1

O+ß�Q�L�]a`?t:O+KwR"H WYK+eXL?b3VXWY\�WYV[izK5HqL?ZXVSTd`+Zl][i�`�QYW�Z[i�Td`�]�J0K�L�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L�^�`�W�ZlTd`�]SJ0K�Q�`+b?L3Vy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L
λ
|

§5LSQ�`+b?L3V
λ
K�LST*L3J0VN�3VX][L�R�`�K�Z�Q�`zb3Q�`+Z[Z[L(R"H c�O+^sO+V[O+T0W�L�QYWY�0][L(R"H J0K�L�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L�Z[i3Td`,�]a`�KoV[L
p"ZXWYK�O+K�b?L3VXV[LIy:i?O%R0i?ZXW�koJ�LIZ[L3]a`�WYV$R0L�Q�O+K0y
J�L3J0]zWYK�MFi3]XW�L3J0][Lsj

λ
p*L3V�K�O+J�Z�T�O+J0]X]XW�O+K�Zb?O+K�ZXVX]XJ0WYV[L�jDQ�Hh`�W�R0LsR0LsQ�H WYK�i3yo`�QYWYV[i�ZXt�ZXV[O+QYW�k�J�L_R�J7V[O+][L�jDJ0K7��O+][R¼�Fç�|hè:��J0K�L_Td`�]XVXWYVXW�O+K



° "� �nÄ�"�ÈõÆ��nÇ ��Áv#V" #®�nÇ´ !��Á���Ä)��ÁõÉ)"0Ä Á̂XÈõÁ�É��%Á
Gcont(X)

s �
R0L)Q�O+K0y
J�L3J0]�WYK�MFi3]XW�L3J0][L�j

2 arccosh(4, 67)
|"§5L)Q�`+b?L3V

λ
L3V�Z[O+KwWY^�`�y:L~Td`�](Q�H WYK�\:O+QYJ0VXW�O+Kcot%T*L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�LIMFO+]X^sL�J0K�L�ZaL3J0Q�L�L3V�^s�3^sL�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�LIZ�Hh`�J0V[O���WYK�V[L3][Z[L?b3Va`�KoV�L3K

w1
| �Td`�]XVXWY]�R0L�b?L3VXV[L�y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L
p�K�O+J�Zlb?O+K�ZXVX]XJ0W�ZaO+K�ZlJ0K�L�y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L�Z[i3Td`�]a`�K�V[L

ξ
R�W�ZPeXO+WYKoV[LR0L

λ
p%K�O+J�ZS`�T0T�L3QYQ�L3][O+K�Z

T1
Q�L�V[O+][L(��O+][R0i�Td`�]

ξ
b?O+K�V[L3Kd`�KoV

w1
�õ¦�y
J0][Lzç�|hè:�n|�§�`�y:i?O%R0in�ZXW�k�J�L�R�`�K�ZNQ�`zb3Q�`+Z[ZaL�R"H c�O+^sO+V[O+T0W�L�QYWY�0][L(R0L

λ
L?ZXV�b?O+K�V[L3KoJ�L$R�`�K�Z

T1
poL3VUR�W�ZPeXO+WYKoV[L�R0L

λ
|�NL3VXV[L�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L�L?ZXV�T0QYJ�Z�T�L3VXWYV[L~k�J�L)K5H WY^_T�O+]XV[L�koJ�L3QYQ�L~y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L~Td`+Z[Za`�K�V�Td`�]

w1
pL3VSTd`�]�b?O+K�Z[i?k�J�L3KoV�][i�`�QYW�Z[L$Q�`IZXt�ZXV[O+Q�L$R0L

T1
p0b
HqL?ZXVSR0O+K�b

α1
|

w1

α1w2

w3ξ

λ

X
b
c
d
d1

e
f

r
a

.±Í8/±N�®<N?9

w1

α1

w2

w3

ξ

λ
X

b

c

d

d1

e

f

r

a

.±Í8/±N_®<N?>
£©`�]1R0i?b?O+J0T�LwR0L

α1
L3VDR0LwZ[L?Z�T*L3]XT�L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][L?Z1b?O+^_^)J0K�L?Z-`?\:L?b

ξ
p�Q�L-V[O+][L

T1Z[L�R�WY\%W�Z[LsL3KuR0L3J�m7c�Lnm0`�y:O+K�L?Z�R�][O+WYV[Z~W�Z[O+^si3VX]XW�koJ�L?Z�|'�NL?Z)c�Lnm0`�y:O+K�L?Z�Z[O+KoV_j1Q�L3J0]�V[O+J0]MPO+]X^si?Z�R0L�R0L3J�m7T�L3KoVa`�y:O+K�L?ZIR�][O+WYV[Z�W�Z[O+^si3VX]XW�k�J�L?Z�|�é(K�R0L�b?L?Z)T�L3KoVa`�y:O+K�L?ZIL?ZXV)][L3T0][in�Z[L3KoV[ixL3K�¦�y
J0][L�ç�| °¼`?\:L?bvQ�`¢b?O+Ko\:L3K�VXW�O+K ±
c = ξ/4

p
e = α1/2

p
r = rinj(w1)

plL3V
cosh(f) = cosh(e/2) cosh(a)

|'§5LDZ[L3y
^sL3K�V
f
][L3QYW�L

w1
`�J�^_WYQYW�L3J6R0L

e
p©Za`-Q�O+K0y
J�L3J0]^�`,egO+][L�Q�`1Q�O+K0y
J�L3J0]IR0LsQ�`-T0QYJ�Z)T�L3VXWYV[Lsy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L�R0L

T1
Td`+Z[Za`�KoV~Td`�]

w1
|f£fO+J0]IR0in�^sO+KoVX][L3](Q�`IT0][O+T*O
Z[WYVXW�O+Kwb3W �ÖR0L?Z[ZXJ�Z�p�WYQfZXJ�ÈsVSR0L$T0][O+J0\:L3]�k�J�L

cosh(f) < 2, 88
|

³(O+J�Z(`�QYQ�O+K�ZlT0][O+J0\:L3](b?L3VXV[L$WYK�i3yo`�QYWYV[izTd`�]SQ�Hh`���ZXJ0][R0Ls±�ZaO+J�ZlQ�H cot%T*O+VXc�r?ZaL
cosh(f) ≥ 2, 88

�Fç�|h¯:�
K�O+J�Z-`�QYQ�O+K�Z-i3Q�`���O+][L3]�J0K�L{T0][O%b?i?R�J0][LvT0][L3Kd`�KoV{L3K/L3K�VX][i?L�J0K2L3K�b�`+R�][L3^sL3KoVwR0L

r
L3VZ[O+]XVa`�KoVDJ0K�L-^�`,eXO+]a`�VXW�O+K/R0L-Q�`�T0QYJ�Z�T�L3VXWYV[L-y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L

γ ∈ Gξ
V[L3QYQ�Lwk�J�L

γ1 = α1L3V
γ2 = β2

|�ª�KvWY^_T0Q�i3^sL3KoVa`�KoV�b?L3VXV[LIT0][O�b?i?R�J0][L_Z[J0]�O+][R�WYKd`�V[L3J0]zK�O+J�Z�\:L3]X][O+K�Z$k�J�L�Q�`Q�O+K0y
J�L3J0]�R0L�b?L3VXV[L�y:i?O�R0i?Z[W�koJ�LNL?ZXV�WYK�MFi3]XW�L3J0][Llj
2 arccosh(4, 67)

T*O+J0]©V[O+J0V[L?Z©Q�L?Z�\
`�Q�L3J0][ZT*O
ZaZXWY�0Q�L?ZSR0L
r
|��NLzkoJ0W5b?O+K�VX][L?R�WYV

sys3 ≥ 2 arccosh(4, 67)
|

¯ 0´É<0���0ª+6�Q��/dþ��fþ�'j%:ý��Q���{�:ýo-w�
�['���Æ��
�oüf�oü?ý���'j��ý��õþ(��ü30 ¸ O+W�b3W*VX][O+W�ZS][L3Q�`�VXW�O+K�ZlVX]XW �y:O+K�O+^si3VX]XW�koJ�L?Z_R�`�K�Z
(abcde)

p'O+�0V[L3KoJ�L?ZIZXWY^_T0Q�L3^sL3K�V_j-Td`�]XVXWY]�R0L?Z)][L3Q�`�VXW�O+K�Z�J�ZXJ�L3QYQ�L?ZR�`�K�ZSQ�L�VX]XWY][L?b3Va`�K0y
Q�L~L3VSQ�L�T*L3K�Va`�y:O+K�L)R�][O+WYV)±
cosh(a) =

sinh(r)

sinh(e)

�Fç�|�B:�
cosh(c) = tanh(a) sinh(r)

�Fç�|æâ
�
cosh(f) =

sinh(r)
√

2(cosh(e) − 1)
.

�Fç�|�1:�



sºr ° "� �nÄ�"�ÈõÆ��nÇdÉ���Áv#®" #®�nÇ´ &�dÁ��*Äj��Á�É)"�Ä Á̂gÈõÁõÉj��Á
Gcont(X)

G�L$b?L?Z�][L3Q�`�VXW�O+K�ZSK�O+J�ZlT�O+J0\:O+K�ZSWY^_^si?R�W�`�V[L3^sL3K�V(VXWY][L3](koJ�L3Q�k�J�L?ZSL?ZXVXWY^�`�VXW�O+K�Z~±
cosh(e) < 1, 44

�Fç�|hç:�
cosh(a) > 2, 6

�Fç�|Y®�@:�
cosh(c) > 0, 923 sinh(r)

�Fç�|Y®
®��
§�`�T0][L3^_W�r3][LuL?Z[VXWY^�`�VXW�O+K Z[LxR0i?R�J0WYV7R0L/�Fç�|�1:�{L3V�R0L?Z�WYK�i3yo`�QYWYV[i?Z��Fç�|h¯:�{L3V¢�Fç�|Y®��n|�§�`R0L3J�m%W�r3^sLDL?ZXV)J0K�LDb?O+^)�0WYKd`�W�ZaO+K¢R0L��Fç�|�B:�npN�Fç�|hç:�)L3V��Fç�|Y®��n|fª�K�¦�KuQ�`�VX][O+W�Z[W�r3^sL�][i?ZXJ0QYV[L�Fç�|æâ
�UL3V~�Fç�|Y®�@:�n|

¯ 0´É<0®xS0��*�,þ<
3%[���w�
�ü��� ')�^H3þ.�
��ý��åþ��60 G�`�K�Z�b?L�Td`�]a`�y
]a`�T0c�L�K�O+J�Z1^sL3VXV[O+K�Z{`�JT*O+WYK�VlJ0K�L(T0][O%b?i?R�J0][L�T0][L3Kd`�KoV(L3K1L3K�VX][i?L�J0K�L3K�b�`+R�][L3^sL3KoV(R0L
r
p�L3VlZ[O+]XVa`�K�VlJ0K�L�^�`,egO��]a`�VXW�O+K)R0L�Q�`UT0QYJ�Z"T�L3VXWYV[L�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L

γ ∈ Gξ
\:i3]XW ¦�`�KoV

Ξ(γ) = (α1, β2)
|,�NL3VXV[L T0][O�b?i?R�J0][Lb?O+K�ZXW�ZXV[L_L3K7J0K7L3K�bacd`,��K�L3^sL3KoVIR"H J0K�LsR�WY´�`�WYK�LsR"H WYK�i3yo`�QYWYV[i?Z)R0O+K�VzQ�L_b[c�L3^_WYK�L3^sL3K�V~y
Q�O���d`�Q�Z[L�][i?ZXJ0^sL)`�WYK�ZXW ±�Td`�](R0L?ZUMPO+]X^~J0Q�L?ZSR0L$VX]XWYy:O+K�O+^si3VX]XW�L)K�O+J�ZSL3K�b�`+R�][O+K�ZlM�`+b3WYQ�L3^sL3KoVQ�L?Z(Q�O+K0y
J�L3J0][Z$R0L

ξ
L3V
α′

1

p�L3K�][L3\+`�K�bac�L�Q�HqO+�0V[L3KoVXW�O+K7R"H WYK�i3yo`�QYWYV[i?ZzZXJ0]
α2
p
α′

2

p
β2

L3V
β′2Z�Hh`?\:r3][LIT0QYJ�Z$R0i3QYW�b�`�V[L
p�WYQ'Z�Hh`�y
WYV$R"HqLnm%T0]XWY^sL3]$Q�`�Q�O+K0y
J�L3J0]zR0L�Q�`�T0QYJ�Z�T*L3VXWYV[L�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�LR0L Gξ

\:i3]XW ¦�`�K�V
Ξ(γ) = (α1, α2)

L3VSR"Hqi?b3]XWY][L)k�J5HqL3QYQ�LzR0i3Td`+Z[ZaL
2 arccosh(4, 67)

|
£©`�]XV[O+K�Z(R"H J0KwL3K�b�`+R�][L3^sL3KoV

r(1) ≤ r ≤ r(2)

�g®��_G�L$b?LzR0L3]XK0W�L3]�L3V�R0L��Fç�|æâ
�NK�O+J�ZSVXWY][O+K�ZlJ0K{L3K�b�`+R�][L3^sL3KoV
c(1) ≤ c ≤ c(2)

|�£©`�]�Fç�| °��NK�O+J�ZSZ[J0T0T*O
Z[L3][O+K�Z
1, 111 < c(1)

|
�Fù:�_G�L

sinh b = cosh e/ sinh c
L3V

cosh b = 1/(tanh a tanh c)
\%W�L3KoV

b ≤ b(2)
`?\:L?b

b(2) = min
(

arcsinh( 1,44
sinh c(1)

), arccosh( 1
tanh(1,609) tanh c(1) )

)

.�Fè:�_§�`1T0QYJ�ZzT*L3VXWYV[L_y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L
γ ∈ Gξ

\:i3]XW ¦�`�K�V
Ξ(γ) = (α1, α2)

L?ZXVzK�i?b?L?Z[Za`�W �][L3^sL3KoVDR0L�Q�O+K0y
J�L3J0]�Z[J0T*i3]XW�L3J0][Lwj
2 arccosh(4, 67)

b�`�]
α1

L3V
α2

Z[O+KoV�L3KQ�O+K0y
J�L3J0] WYK�MFi3]XW�L3J0][L?Z�j
2 arccosh(4, 67)

�Pb
HqL?ZXV�b3Q�`�WY] T*O+J0]
α1
p
O+KsQ�LlR0i3^sO+KoVX][LT�O+J0]

α2
L3K�J0VXWYQYW�Za`�KoVS�Fç�|hè:�np��Fç�|æâ
��L3VfQ�`S^�`,eXO+]a`�VXW�O+K_ZXJ0]�Q�L�]a`?t:O+K_R"H WYK+eXL?b3VXWY\�WYV[i��n|G�Llb?LUM�`�WYV
α′

2

L?Z[V�^_WYK�O+][i?LSTd`�]
α′

2
(1) p
Q�`$Z[O+QYJ0VXW�O+KsT�O
ZXWYVXWY\:LSR0LSQ�Hqi?koJd`�VXW�O+K{�å\:O+WY]³M1�|hè:�

cosh b(2) cosh(x/2) cosh c(2) + sinh b(2) sinh(x/2) = 4, 67.§�`�^�`,eXO+]a`�VXW�O+Kx�Fç�|hù:�NZ�Hh`�T0T0QYW�k�Jd`�KoV�R�WY][L?b3V[L3^sL3K�V(j
α′

2

p%K�O+J�ZSO+�0V[L3K�O+K�ZU¦�Kd`�Q�Ln�^sL3KoV�J0KwL3K�b�`+R�][L3^sL3KoV
α′

2
(1) ≤ α′

2 ≤ α′
2
(2) |�å°����%O+WYV

µ
Q�`7R�W�ZXVa`�K�b?L�ZXJ0]

ξ
L3KoVX][L

α′
1

L3V
α′

2

p�Td`�]v�Fç�| °���L3V��Fç�|hù:�_K�O+J�Z1`?\:O+K�Z
µ(1) ≤ µ

O+ß
µ(1) L?ZXVlQ�`IZ[O+QYJ0VXW�O+KwT*O
ZXWYVXWY\:L)R0L�Q�Hqi?koJd`�VXW�O+K

cosh b(2)

√

1 +
1

4 sinh2(c(1)/3)
coshx+ sinh b(2)

1

2 sinh(c(1)/3)
= 4, 67.

�F¯:�_§�`�][L3Q�`�VXW�O+K
cosh(α2/2) = sinh(α′

2/2) sinh c
R0O+K0K�L~J0KvL3K�b�`+R�][L3^sL3KoV~R0L

α2R�J�VÖt%T*L1±
α

(1)
2 ≤ α2 ≤ α

(2)
2

p�R0O+K�V�K�O+J�Zz`�^si3QYW�O+][O+K�Z$i3\:L3KoVXJ�L3QYQ�L3^sL3KoV~Q�L)^�`,�eXO+]a`�KoVSTd`�]~�Fç�|hè:�n|
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Gcont(X)

s Ä
�UB:���%O+WYV

a2
Q�`zT*L3]XT�L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][L�b?O+^_^)J0K�L$j

α2
L3V
α′

2

p
K�O+J�ZU`?\:O+K�Z
a2 ≤ a

(2)
2

`�\:L?b
a

(2)
2 = min

(

arctanh( 1

cosh(α′

2
(1)/2) tanh c(1)

), arccosh( 1

tanh(α2
(1)/2) tanh(α′

2
(1)/2)

)

) |
��â
���NO+^_^sL

cosh(β2/2) ≤ cosh(α2/4) cosh a2
K�O+J�Z)O+�0V[L3K�O+K�Z~J0K�L_^�`,eXO+]a`�VXW�O+KR0L$Q�`~MFO+]X^sL

β2 ≤ β
(2)
2 .�U1:�_G�LSQ�`z][L3Q�`�VXW�O+K

cosh(β2/2) = sinh(β ′
2/2) sinh c

K�O+J�ZNR0i?R�J0W�Z[O+K�Z�J0K�LS^�`,eXO+]a`,�VXW�O+K
β′2 ≤ β

′(2)
2 .�Fç:�_³�O+J�Z�^�`,egO+][O+K�Z�Q�`�Q�O+K0y
J�L3J0]zR0L�Q�`�T0QYJ�Z�T*L3VXWYV[L�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L

γ ∈ Gξ
\:i3]XW ¦�`�KoV

Ξ(γ) = (α1, α2)
Td`�]

γ(2) R0in¦�K0W�LzTd`�]
cosh(γ(2)/2) = cosh b(2) cosh(β

′(2)
2 /2) cosh(

c(2)

3
− µ(1)) + sinh b(2) sinh(β

′(2)
2 /2).§5LzTd`�]a`�^sr3VX][L

c(2)/3 − µ(1) b?O+]X][L?Z[T*O+K�Rw`�JwVÖ·lW�ZXV�p�b
HqL?ZXVg�@j,�ÖR�WY][L~j�Q�`_R�W�Z[Va`�K�b?LL3K�VX][L
α′

1

L3V
β′2
ZXJ0]

ξ
|o�NO+^_^sLUQ�`�R�W�ZXVa`�K�b?LlZ[J0]

ξ
L3KoVX][L

α′
2

L3V
β′2
L?ZXV�ZXJ0T�i3]XW�L3J0][Lj

ξ/6
�å\:O+WY]�Q�`)R0i3^sO+K�ZXVX]a`�VXW�O+K�R�JD§�L3^_^sL�ç�|hù:�np%L3V�b?L3QYQ�L�L3K�VX][L

α′
1

L3V
α′

2

ZXJ0T�in�]XW�L3J0][Lzj
µ(1) p%K�O+J�ZlVX][O+J0\:O+K�ZSk�J�L�Q�L�VÖ·lW�ZXV�L?Z[VNWYK�MFi3]XW�L3J0][Lzj ξ/2 − ξ/6 − µ(1) |¯ 0´É<0´ÉG0!t)þ��w
oÿ���ü��åþ(�!�:ýz�>��')���
�G����ü?0 ³(O+J�Z"T�O+J0\:O+K�Z�Z[J0T0T*O
Z[L3]

r ∈ [1, 292; 1, 72]
±Q�`�^_WYK�O+]a`�VXW�O+K1Z[LSR0i?R�J0WYV�R0L~�Fç�|æâ$L3V�ç�| °��np:L3V�Q�`�^�`,eXO+]a`�VXW�O+K�\%W�L3KoV�R�WY][L?b3V[L3^sL3K�VNR0L~�Fç�|Y®��n|ª�K�`�T0T0QYW�k�Jd`�KoV�Q�`�T0][O�b?i?R�J0][L(j�J0K_][L?b?O+J0\�][L3^sL3K�VNR0L�b?L3V�WYKoV[L3]X\
`�QYQ�LSTd`�]�R0LlT�L3VXWYV[Z�WYK�V[L3]g�\+`�QYQ�L?Z�p?WYQo`�T0T0Td`�]a`,��Vfk�J�L'Q�`UT0QYJ�Z5b?O+J0]XV[L�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L

γ ∈ Gξ
V[L3QYQ�L k�J�L

Ξ(γ) = (α1, β2)
L?Z[VR0L�Q�O+K0y
J�L3J0]NWYK�MFi3]XW�L3J0][L�j

2 arccosh(4, 67)
|0§�L?Z�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z

α1
L3V
β2
i3Va`�KoVUL3QYQ�L?ZN`�J�ZaZXWR0L�Q�O+K0y
J�L3J0][ZlWYK�MFi3]XW�L3J0][L?ZSj

2 arccosh(4, 67)
pdQ�H cot%T*O+VXc�r?ZaL

sys3 ≥ 2 arccosh(4, 67)
L?ZXVb?O+KoVX][L?R�WYV[L
|"�NL?b3W5V[L3]X^_WYK�L$Q�`IT0][L3J0\:L)R0L�Q�`_£�][O+T�O
ZXWYVXW�O+K{ç�|hè�|

é�K�L_k�J�L?ZXVXW�O+K�Kd`�VXJ0][L3QYQ�LsL?Z[VzR0LsZa`?\:O+WY]zZ�H WYQ Lnm%W�ZXV[LIJ0K�Ls�*O+]XK�L_ZXJ0]$Q�`DQ�O+K0y
J�L3J0]~R0L?Z`�][�3V[L?ZfR�J~y
]a`�T0c�L�R0L�b?O+KoVXWYy
J0êFV[i
p�J0K0W MFO+]X^sL�ZXJ0]fQ�HqL?ZXTd`+b?L�R0L�¨�L3W�b[c0^~à0QYQ�L3]�|
§�`�][i3T*O+K�Z[L�L?ZXVK�i3yo`�VXWY\:L
p�K�O+J�Z�M�`��0]XW�k�J�O+K�ZfJ0K�b?O+KoVX][Ln�ÖLnm0L3^_T0Q�LSjSTd`�]XVXWY]'R�J�T*L3K�Va`�y:O+K�LNR0L�Q�`S¦�y
J0][LNç�| °I±WYQ"ZXJ�ÈsVlR0L�T0][L3K�R�][L
a = b

`�J�Z[Z[W�y
]a`�K�R1k�J5HqO+KD\:L3J0VlL3VlR0L(][L?b?O+QYQ�L3])�F`?\:L?b$O+J1Za`�K�ZNVÖ·lW�ZXV��R0L?ZST�L3KoVa`�y:O+K�L?Z�W�Z[O+^si3VX]XW�koJ�L?Z�`,¦�KwR0L�][i?b3J0T�i3][L3]�J0K�L$ZXJ0]gM�`+b?LzR0L�y:L3K0][L)ù�|





�4� Ø � >aC�<�8 �hµ
ª ¤�« � ¢S¤±¨�§ �  ¶�b��¥�¤¸·¹£3©�g`©�¨ � ¥$�

³(O+J�Z'b?O+K�ZXW�R0i3][O+K�Z Q�`(Z[WYVXJd`�VXW�O+KIZ[J0WY\+`�K�V[L$±
X
L?Z[VfJ0K�LUZXJ0]gM�`+b?LUR0LN��W�L3^�`�K0K_R0L�y:L3K0][Lù~\:i3]XW ¦�`�KoV

sys3(X) ≥ 2 arccosh(4, 67)
|�£'`�]NQ�`�£�][O+T�O
ZXW�ZXWYV[O+Kwâ%|hè�p%Q�L(y
]a`�T0c�L�R0L�b?O+K�VXW �y
J0êFV[iSR0L

X
`+R�^sL3V J0KsZ[O+J�ZX��y
]a`�T0c�LU^_WYK0WY^�`�Q

G
W�Z[O+^sO+]XT0c�L�`�J_y
]a`�T0c�L

G9
�:j�b?LUy
]a`�T0c�LK�O+J�Z�`+ZaZ[O�b3W�O+K�Z�b�`�K�O+K0W�koJ�L3^sL3K�V�J0K�L)y:i?O�R0i?Z[W�koJ�LzZai3Td`�]a`�KoV[L

ξ
���NO+K�Zai?koJ�L3K�b?L~1�|Y®��lk�J�LK�O+J�Zz¦0m0O+K�ZzJ0K�LsMPO+W�ZzT*O+J0]~V[O+J0V[L?Z�|�³�O+J�ZzT�O+J0\:O+K�Z)ZXJ0T0T�O
Z[L3]zQ�L�y
]a`�T0c�L

G
MPO+]X^sisR0L?Zy:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?Z

α1
p
β1
p
α2

L3V
β2
p0b?L$k�J�L$K�O+J�ZUMFL3][O+K�Z�|

G$`�K�Z�b?L3VXV[LUTd`�]XVXW�LlK�O+J�Z `�QYQ�O+K�Z i3Va`��0QYWY]�J0K�LU^�`,eXO+]a`�VXW�O+K�R0LUQ�`�è,�ÖZXt%Z[V[O+Q�LlR0L
X
Td`�]�Q�`ZXt�ZXV[O+Q�L$R0L�Q�`~MF`�^_WYQYQ�L Gξ ∪ {ξ} |d�NL3Q�`_Z[L(MFL3]a`IL3K-R0L3J�mDi3Va`�T�L?Z�p0R�`�K�ZlJ0K�T0][L3^_W�L3]SV[L3^_T�ZK�O+J�Z�][L3yo`�][R0L3][O+K�Z�k�J�L3QYQ�L?Z(ZaO+KoV�Q�L?Z(T0QYJ�ZST�L3VXWYV[L?Z(y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z�R0L Gξ ∪ {ξ} p�K�O+J�ZS^sO+K��VX][L3][O+K�ZlL3K�ZXJ0WYV[L�koJ�L�ZXW

γ
L?ZXVNQ�H J0K�L�R"HqL3QYQ�L?ZS`�Q�O+][ZUQ�`)Q�O+K0y
J�L3J0]SR0L(Q�`)Td`�]XVXWYVXW�O+K

(γ, γ1, γ2)L?ZXVSR0O+K0K�i?LzTd`�]�Q�`�Q�O+K0y
J�L3J0](R0L
γ
|

a

b

c

d

e

f

w̃2
w̃′

2

w̃1

w̃3

w̃4

w̃5

w̃6

Dir(w̃1)

.±Í0/±N6ì»º<N�ì
§�HwÏ?Ü�Ï<ÍVH�ÎGã�NS³(O+J�Z�R0i?ZXWYy
K�L3][O+K�ZSTd`�] F Q�`~M�`�^_WYQYQ�LzR0L�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z

F = {γ ∈ Gξ ; Ξ(γ) ∈ {α1, β1, δ1} × {α2, β2, δ2}} ∪ {ξ}.³(O+J�Zl`+Z[ZaO�b3W�L3][O+K�Z�Kd`�VXJ0][L3QYQ�L3^sL3KoV�j)V[O+J0VNi3Q�i3^sL3K�V
γ
R0L Gξ

Q�`)Td`�]XVXWYVXW�O+K
(γ, γ1, γ2)

p%L3Vlj
ξ
Q�`~Td`�]XVXWYVXW�O+K

(ξ, α1, α2)
|�³�O+J�Zl`?\:O+K�ZU\%J1`�Jh³¦1�|hè�koJ�L(Q�`zQ�O+K0y
J�L3J0]SR"H J0K�L�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L

γ ∈ Gξ
L?ZXVSR0O+K0K�i?L$Td`�]~±
cosh(γ/2) = cosh(γ ′1/2) cosh(γ ′2/2) cosh(µ) + sinh(γ ′1/2) sinh(γ ′2/2),O+ß

µ
L?ZXV�p*^sO%R�J0Q�O

ξ
p�Q�`�Q�O+K0y
J�L3J0]zR"H J0KvR0L?Z�k�Jd`�VX][L?Z$Z[L3y
^sL3KoV[Z$R0L

ξ
R0i3QYWY^_WYV[i?Z�Td`�]�Q�L?ZT*O+WYK�V[Z�R"H WYK�V[L3][Z[L?b3VXW�O+K�R0L

γ′1
L3V
γ′2
`�\:L?b

ξ
|³(O+J�ZzVX]a`?\
`�WYQYQ�L3][O+K�ZzMP][i?koJ�L3^_^sL3K�V~R�`�K�Z)Q�L_T*L3K�Va`�y:O+K�L

(abcde)
p�^sO+WYVXW�i�R0L_Q�H c�Lnm�`,�y:O+K�LIR�][O+WYV$W�Z[ZXJvR0L)Q�`DR0i?b?O+J0T�L�R0L

β1
R�`�K�Z�Q�L�V[O+][L

T1
|��NL�T�L3KoVa`�y:O+K�L_L?ZXV�][L3T0][i?Z[L3K�V[iL3K�¦�y
J0][Ls®�@�|Y®
|�³�O+J�ZSb?O+K�\�W�L3K�R�][O+K�Z�R0L

b = β′1/2, c = ξ/4, e = β1/2 et f = δ1/2.
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Q7w�����G����ü

2;L�KCKMLu®�@�|Y®�NzÝ*l Ì�ì*Þ~ðoÞ�Ú~ð�ÞnÌ+óDÎåì(RUToÐ+ÍÊÎPÜ�R�Ú$ÚnÌ�Î�P,Ð+ìdÜÖÞnÚ�Þ�ÚnÜêP
RnínÎ Õ±R[Þo]
cosh(β1/2) < 2, 16 ou cosh(a) < 1, 62.Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N���J0T0T*O
ZaO+K�ZlTd`�]SQ�Hh`���ZXJ0][R0L
2, 16 ≤ cosh(β1/2) et 1, 62 ≤ cosh(a).� Q�O+][Z�p0R�`�K�Z�Q�L�T*L3K�Va`�y:O+K�L

(abcde)
K�O+J�Z�`?\:O+K�Z�Q�L?ZSWYK�i3yo`�QYWYV[i?Z(ZXJ0WY\+`�K�V[L?Z)±�g®��

2, 16 ≤ cosh(e) ≤ 2, 88
p�Fù:�

1, 62 ≤ cosh(a) ≤ 2, 88
p�Fè:�

2, 44 ≤ cosh(c) ≤ 8
p�å°��

cosh(b) ≤ 1, 4
p

�F¯:�
sinh(b) ≤ 2,88

sinh(c) .§5L?ZSR0L3J�m1^�`,egO+]a`�VXW�O+K�Z�Td`�]
2, 88

T0][O�\%W�L3K0K�L3KoV�R0L�Q�`��*O+]XK�L$ZXJ0]lQ�`�Q�O+K0y
J�L3J0]�R0L?Z�`�][�3V[L?ZR0L
Gcont(X)

|+ª�KIJ0VXWYQYW�Za`�KoV'Q�H W�R0L3K�VXWYV[i
cosh(c) = sinh(a) sinh(e)

`?\:L?bNQ�L?Z'L3K�b�`+R�][L3^sL3KoV[Z�g®��$L3V��Fù:��K�O+J�Z�O+�0V[L3K�O+K�Z~Q�HqL3K�b�`+R�][L3^sL3K�Vw�Fè:�n|�§ H WYK�i3yo`�QYWYV[i��å°��)Z[LsR0i?R�J0WYVIR0L�Q�Hqi3yo`�QYWYV[i
tanh(e) cosh(a) tanh(b) = 1

L3V(R0L?Z�R0L3J�mwT0][L3^_W�r3][L?Z�^_WYK�O+]a`�VXW�O+K�Z�|�ª�K�¦�K5p*Q�`�R0L3]XK0W�r3][LWYK�i3yo`�QYWYV[i)L?ZXVlVX]XWY\%W�`�Q�L
|� ¦�K R0Lx\:i3]XW ¦dL3]vQ�H c�t�T�O+VXc�r?Z[L¢R"Hh`���ZXJ0][R0L
p�K�O+J�Z7`�QYQ�O+K�ZvLnm%c0WY��L3]{J0K�Luy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L
η ∈ F \ {ξ} V[L3QYQ�L1k�J�L�Q�`{Q�O+K0y
J�L3J0]sR0L�Q�`wTd`�]XVXWYVXW�O+K (η, η1, η2)

L?Z[VIR0O+K0K�i?LDTd`�]
η
L3VWYK�MPi3]XW�L3J0][L)j

2 arccosh(4, 67)
|*£'`�]XV[O+K�Z�R0L

η ∈ F \ {ξ} \:i3]XW ¦�`�KoV
Ξ(η) ∈ {α1, β1} × {α2} et µ ≤ ξ/6,J0K-V[L3Q

η
Lnm�W�ZXV[L�Td`�]SQ�L$§�L3^_^sL~ç�|hùU�0K�O+J�Z�`�\:O+K�Z

cosh(η/2) ≤ cosh(β ′
1/2) cosh(α′

2/2) cosh(ξ/6) + sinh(β ′
1/2) sinh(α′

2/2).³(O+J�Zl^�`,eXO+][O+K�ZSQ�L�]a`�t:O+K
α′

2

Td`�]lQ�L$]a`?t:O+K{R"H WYK+egL?b3VXWY\%WYV[iz^�`,m�WY^�`�Q�R0L
∂T2

±
sinh(α′

2/2) ≤
1

2 sinh(ξ/12)
,R0O+K0K�ivTd`�]{��|l�U`�\+`�][R2R�`�K�Zxáq�U`�\�@
¯
`+ãÖ|l³(O+J�Z-`�QYQ�O+K�Z-R�W�Z[VXWYK0y
J�L3]-koJd`�VX][L�b�`+Z�b?O+]X][L?Zg�T*O+K�R�`�K�V�j�R0L?Z_WYKoV[L3]X\
`�QYQ�L?ZsR0L1\
`�Q�L3J0][ZsR0L

ξ
|���cd`+k�J�L�L3K�b�`+R�][L3^sL3KoVDR0L

ξ
WYK�R�J0WYVsR0L?Z^�`,egO+]a`�VXW�O+K�ZlZXJ0]

µ
L3V
α′

2

poL3VUWYQdK�L�K�O+J�ZN][L?ZXV[L(T0QYJ�Z�k�J5Hhj$MFO+J0]XK0WY]UJ0K�L�^�`,eXO+]a`�VXW�O+K�R0L
β′1T*O+J0]�b?O+K�VX][¾+Q�L3]�Q�`�Q�O+K0y
J�L3J0]�R0L

η
|

« ��W 2, 44 ≤ cosh(ξ/4) ≤ 3
p:K�O+J�Z J0VXWYQYW�ZaO+K�Z Q�H WYK�i3yo`�QYWYV[iI�å°��©T*O+J0]�^�`,egO+][L3]

β ′
1

|:³(O+J�ZVX][O+J0\:O+K�Z
cosh(η) ≤ 4, 31 < 4, 67

|
« ��W 3 ≤ cosh(ξ/4) ≤ 4

p5K�O+J�Z)J0VXWYQYW�Z[O+K�Z)Q�H WYK�i3yo`�QYWYV[i��å°���T�O+J0]z^�`,eXO+][L3]
β ′

1

|5³(O+J�ZVX][O+J0\:O+K�Z
cosh(η) ≤ 4, 57 < 4, 67

|
« ��W 4 ≤ cosh(ξ/4) ≤ 6

p5K�O+J�Z)J0VXWYQYW�Z[O+K�Z)Q�H WYK�i3yo`�QYWYV[i��F¯:��T�O+J0]z^�`,eXO+][L3]
β ′

1

|5³(O+J�ZVX][O+J0\:O+K�Z
cosh(η) ≤ 4, 57 < 4, 67

|
« ��W 6 ≤ cosh(ξ/4) ≤ 8

p5K�O+J�Z)J0VXWYQYW�Z[O+K�Z)Q�H WYK�i3yo`�QYWYV[i��F¯:��T�O+J0]z^�`,eXO+][L3]
β ′

1

|5³(O+J�ZVX][O+J0\:O+K�Z
cosh(η) ≤ 4, 37 < 4, 67

|G�`�K�Z�V[O+J�ZsQ�L?Z�b�`+Z�p'Q�`vy:i?O%R0i?ZXW�koJ�L
η
L?Z[V_�0W�L3K�R0L�Q�O+K0y
J�L3J0]

cosh(η/2) < 4, 67
|N§5L?Zy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z

η1
L3V
η2

b?O+]X][L?ZXT�O+K�R0L3KoVsj{R0L?Z_`�][�3V[L?Z�R0L
Gcont(X)

p©L3V�Q�L3J0][Z�Q�O+K0y
J�L3J0][ZZ[O+KoV1WYK�MFi3]XW�L3J0][L?Zwj
2 arccosh(2, 88)

|�µfWYKd`�Q�L3^sL3K�V�plQ�`�Td`�]XVXWYVXW�O+K
(η, η1, η2)

b?O+KoVX][L?R�WYVQ�H cot%T*O+VXc�r?Z[L
cosh(sys3(X)/2) ≥ 4, 67

|
�
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α1
R�J�V[O+][L

T1
\:i3]XW ¦dL

cosh(α1/2) < 2, 26.G$`�K�Z1Q�L�b�`+Z�O+ß
cosh(β1/2) < 2, 16

b
HqL?ZXV1VX]XWY\�W�`�Q�T0J0W�Z[k�J�L
α1

L?ZXV1T0QYJ�Z1T*L3VXWYV[Lvk�J�L
β1
p5R�`�K�Z$Q�L�b�`+ZzO+ß

cosh(a) < 1, 62
O+K7J0VXWYQYW�Z[L_Q�`D^�`,eXO+]a`�VXW�O+K

cosh(β1/2) ≤ 2, 88
L3VQ�H WYK�i3yo`�QYWYV[i

cosh(α1/2) ≤ cosh(β1/4) cosh(a)
|

�*L�K¦ÜwI�����L6®�@�|Y®�NN¨�O+J0V[L?Z�b?L?ZlWYK�i3yo`�QYWYV[i?Z(Z[O+KoV(`�J�ZaZXW"\+`�Q�`��0Q�L?Z�R�`�K�ZSQ�L�V[O+][L
T2
|

2;L�KCKML�®�@�|hù=NMÝ�Ð-ÍYÝ+ì[T
Ì0ÞnÌ%í�ð�l Ì%ì*Þ�ö0Ð+ínÜPÎPÜPÎFÝ+ì
(γ, γ1, γ2)

Ð�ÚaÚ?Ý�ï3ÎÃR[Þ&i-Ì%ìvRnÍ�R3òsÞ3ìdÜ
γðoÞ F Þ�Ú3Ü�ð:Ý+ìdì(R[ÞSö�Ð+í)Í Ð�Í Ý
ì[T+Ì�ÞnÌ�íIðoÞ

γ
ä

ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N��%O+WYV
γ
J0K{i3Q�i3^sL3KoV(R0L F |¶(Jv�0W�L3K�Q�`DQ�O+K0y
J�L3J0])R0L�Q�`DTd`�]XVXWYVXW�O+K

(γ, γ1, γ2)
`+Z[Z[O%b3W�i?L_j

γ
L?ZXVzi3yo`�Q�Lsj�Q�`DQ�O+K��y
J�L3J0]SR0L

γ
p%b
HqL?Z[V�Td`�]lLnm0L3^_T0Q�L(Q�L�b�`+ZNQ�O+][Z[k�J�L

(γ1, γ2) ∈ {α1, β1}× {α2, β2}
p%T0J0W�Z[k�J�L

cosh(αi/2), cosh(βi/2) ≤ 2, 88
�
i = 1, 2

�SL3V
cosh(sys3(X)/2) ≥ 4, 67

|¶(J4�0W�L3K4Q�`uQ�O+K0y
J�L3J0]�R0L�Q�`uTd`�]XVXWYVXW�O+K�L?ZXV{R0O+K0K�i?L�Td`�]-Q�`¢Q�O+K0y
J�L3J0]wR�J�b?O+J0T0Q�L
(γ1, γ2)

|�G$`�K�Zsb?L�b�`+Z�p'J0K�b?L3]XVa`�WYK
δi
p�R�W�Z[O+K�Z

δ1
p `�T0Td`�]XVXW�L3KoV1j

(γ1, γ2)
L3VsR0O+K0K�L-Q�`Q�O+K0y
J�L3J0](R0L$Q�`�Td`�]XVXWYVXW�O+K5|�G$`�K�ZlQ�L�T*L3K�Va`�y:O+K�L

(abcde)
K�O+J�Z(`�\:O+K�Z(`�Q�O+][Zz±

cosh(a) cosh(e) ≥ cosh(f) ≥ 4, 67
cosh(e) ≥ cosh(α1) ≥ cosh(a)

}

=⇒ cosh(e) ≥
√

4, 67 > 2, 16L3V�R0L�^s�3^sL
p
cosh(a) cosh(e) ≥ cosh(f) ≥ 4, 67

2, 88 ≥ cosh(e)

}

=⇒ cosh(a) > 1, 62.�NL?ZS^_WYK�O+]a`�VXW�O+K�Z(b?O+KoVX][L?R�W�Z[L3K�V(Q�L�Q�L3^_^sL)T0][i?b?i?R0L3KoV�|
��^¼<0®xS0!t)þ(')-'ÿ�%[')���*ý¾F7ÿ����­�,þ�- þdü>��ý��åþ(��L�0®x

§�`6T0][O+T�O
ZXWYVXW�O+K b3W �ÖR0L?Z[Z[O+J�Z{`>Ès]X^sL�koJ�LxQ�O+][Z[k�J�L�Q�`�è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L7L?ZXV�ZXJ�È�Za`�^_^sL3K�Vy
]a`�K�R0L
p5Q�L?Z$T�O+WYKoV[Z~R0Lo}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z~Z[LI][i3Td`�]XVXW�Z[Z[L3K�V~L3KxR0L3J�m�y
][O+J0T�L?ZzR0L_VX][O+W�Z)T*O+WYK�V[ZT0][O�bac�L?ZSQ�L?ZlJ0K�Z(R0L?Z�`�J0VX][L?Z�p0Q�L?Z�R0L3J�mDy
][O+J0T�L?Z�i3Va`�K�V�i3Q�O+WYy
K�i?ZSQ�H J0KwR0LzQ�Hh`�J0VX][L
|
áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î ®�@�|hè=NC4�ÍIìSl ÞXó+ÎõÚnÜÖÞvö�Ð�Ú¼ðoÞ�T�RXÝ�ð�R�Ú�ÎFø3Ì�Þ2ðoÞ�Í Ý
ì[T+Ì�ÞnÌ�í�Îõì�îbRnínÎ�ÞnÌ�í[Þ�i

2 arccosh(2, 88)
ïaÝ+ò(ö�Í�R?Ü�Ð+ìdÜ

G
Þnì{Ì%ì^T+íXÐ�ö.X�Þ)í�RUT+Ì%ÍÊÎ�Þní_ï[Ý+ì�ì*Þ[óoÞ�ä

ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N��%O+J�Z_Q�H c�t�T�O+VXc�r?Z[L
sys3 ≥ 2 arccosh(4, 67)

p�K�O+J�Z�`?\:O+K�Zs\�J�F`�J¸³)â%|hù:�(k�J�L)Td`�]X^_W'Q�L?Z�y
]a`�T0c�L?Z�^_WYK0WY^�`�J�mvZ[L3J0Q�Z�Q�L?Z�y
]a`�T0c�L?Z
G4

L3V
G9

T�O+J0\+`�W�L3K�VZ[L�][i�`�QYW�Z[L3]�b?O+^_^sL1Z[O+J�ZX��y
]a`�T0c�LDR"H J0Kuy
]a`�T0c�LD][i3y
J0QYW�L3]_R0O+KoV�Q�L?ZI`�][�3V[L?ZIZ[L3]a`�W�L3K�VIT0QYJ�ZT*L3VXWYV[L?Z�koJ�L
arccosh(2, 88)

| � WYK�Z[W�p�K�O+J�ZlZXJ0T0T*O
ZaL3][O+K�ZlTd`�]lQ�Hh`���ZXJ0][R0Lª��k�J5H WYQ5Lnm%W�ZXV[L�J0K�Ly:i?O�R0i?Z[W�koJ�LlR0LNQ�O+K0y
J�L3J0] WYK�MFi3]XW�L3J0][LSù�`�][b?b?O
ZXc��Fù�p�1?1:�'b?O+^_T0Q�r3Va`�KoV
G
L3K_J0K�y
]a`�T0c�LU][i3y
J��QYW�L3] W�Z[O+^sO+]XT0c�LSj

G4
�:|
³(O+J�Z K�O+^_^sL3][O+K�Z

γ0
Q�`�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�LS`+Z[Z[O%b3W�i?LUj�Q�Hh`�][�3V[L�egO+WYy
Kd`�K�VQ�L?ZzR0L3J�m7b?O+^_T*O
Z�`�KoV[L?Z)b?O+K0K�Lnm0L?Z)R0L

G
|©�NO+^_^sL_Q�Hh`�][b

γ0 ∩ T1
K5H WYKoV[L3][ZaL?b3V[L

α1
L3V
β1koJ5HqL3K�J0KsT�O+WYKoV�R0LZ}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�p:K�i?b?L?Z[Za`�WY][L3^sL3KoVUb?L3QYJ0W �Öb3W�Z[LlZXWYVXJ�L�R�`�K�Z�Q�`�^s�3^sL�b3Q�`+ZaZ[LR"H c�O+^sO+V[O+T0W�L1koJ�L

δ′1
O+J

ε′1
p5R�W�ZaO+K�Z

ε′1
|fG$`�K�ZzQ�`�ZXJ0WYV[L�K�O+J�Z)ZXJ0T0T�O
Z[L3][O+K�Z~Q�LsZ[L3y
^sL3K�V

γ0 ∩ T1
T0QYJ�Z�b?O+J0]XV�koJ�LzQ�L$Z[L3y
^sL3KoV

γ0 ∩ T2
|��W

cosh(ε1/2) < 4, 67
p�`�Q�O+][ZsQ�L1y
]a`�T0c�Lw`+Z[Z[O%b3W�i-`�J�muy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z

α2
p
β2
p
γ0

L3V
ε1
L?ZXV�W�Z[O+^sO+]XT0c�L�`�J�y
]a`�T0c�L

G8
|"§5L?Z)`�]Xy
J0^sL3K�V[ZlegJ�ZXVXW ¦�`�KoVzQ�Hqi3QYWY^_WYKd`�VXW�O+K�R�J�y
]a`�T0c�L

G8
Q�O+][ZIR0L�Q�`{T0][L3J0\:L�R0L�Q�`�£�][O+T*O
Z[WYVXW�O+K�â%|hù{Z�Hh`�T0T0QYW�koJ�L3K�V�jwK�O+J0\:L�`�J5p�b?O+K�VX][L?R�W�Za`�KoV

cosh(sys3(X)/2) ≥ 4, 67
|
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��W

cosh(ε1/2) ≥ 4, 67
p*`�Q�O+][Z�b?O+^_^sL

cosh(ε′1) ≤ 2, 88
K�O+J�Z�R0i?R�J0W�Z[O+K�Z(R0L$Q�`�][L3Q�`,�VXW�O+K

sinh(ε′1/2) sinh(ξ/4) = cosh(ε1/2)
Q�H WYK�i3yo`�QYWYV[i

cosh(ξ/4) > 4, 9
|5ª�K�Z[L�T0Q�`+«�`�KoVR�`�K�ZSQ�L�T�L3KoVa`�y:O+K�L

(abcde)
K�O+J�Z�`�\:O+K�Z)±

cosh(a) cosh(e) > cosh(ξ/4) > 4, 67
cosh(e) ≥ cosh(α1) ≥ cosh(a)

}

=⇒ cosh(e) ≥
√

4, 67 > 2, 16

cosh(a) cosh(e) > cosh(ξ/4) > 4, 67
2, 88 ≥ cosh(e)

}

=⇒ cosh(a) > 1, 62.�NL?Zl^_WYK�O+]a`�VXW�O+K�Z(b?O+K�VX][L?R�W�Z[L3KoV�Q�L$§5L3^_^sL�®�@�|Y®
|
�§ H WYKoV[i3][�3V�R0L$b?L$][i?ZXJ0QYVa`�VS][i?ZXW�R0L)R�`�K�ZlQ�Lzb?O+][O+QYQ�`�WY][Lzb3W �ÖR0L?Z[ZaO+J�Z�|

Ú HwI�HwÛ[Û?ÜwÍ�I<Lv®�@�| °�NêÔ�Ý+ÌoÚlÍ�l X�Ûaö0Ý
Ü�X�Þ�Ú�Þ
sys3 ≥ 2 arccosh(4, 67)

e�ö�Ð
í�òIÎ"Í�Þ�ÚêT+íXÐ�ö.X�Þ�Úò�Îåì�ÎåòsÐ+Ì+ósÚ?Þ3Ì�Í5Í�Þ,T+íXÐ�ö.X�Þ
G9

Ú?Þ)í�RXÐ+ÍÏÎ�Ú�Þ~ïaÝ+òIòsÞ)Ú?Ý+Ì�Ú�÷�T
ígÐ�ö�X�ÞIð+ÌÐT+íXÐ�ö.X0ÞIðoÞ�ï[Ý+ìdÜPÎ�T+Ì]�åÜ�RðoÞ
X
ä

�^¼<0´É<0C± �]H?þ.�
��ý��õþ(�v���{ÿ��)É^�aü�û5ü?ý�þ�ÿ���-�����ÿ���ü?û5ü�ý�þ�ÿ������{ÿ���	��='��Pÿåÿ�� Gξ ∪ {ξ}��HqL?ZXV�Q�L(R0i3K�O+J�L3^sL3KoV�p�K�O+J�ZU`�QYQ�O+K�Z�^sL3VXVX][L�j$T0][O�¦�VNV[O+J�ZNQ�L?Z�][i?Z[J0QYVa`�V[Z�O+�0V[L3K�J�ZU`,¦�KR"Hh`��d`�K�R0O+K0K�L3](Q�`_è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�Lz`�J-T0][O�¦�V(R0L�Q�`_ZXt�ZXV[O+Q�L$R0L�Q�`�M�`�^_WYQYQ�L Gξ ∪ {ξ} |2;L�KCKML¢®�@�|h¯=NMÔ*Ý+ÎPÜ
γ
Ì%ì*ÞCT�R[Ý�ð�R�ÚnÎPø3Ì�ÞIí�RXÐ+ÍÏÎõÚ3Ð+ìdÜUÍYÐ�Ú�Û�ÚnÜ�Ý
ÍYÞ�ðoÞ~ÍYÐ�î3Ð
ò�ÎåÍåÍYÞ Gξ

eUÐ+Í Ý
íaÚ
Ξ(γ) ∈ {α1, β1, δ1, ε1} × {α2, β2, δ2, ε1}

ä
Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N��%O+WYV

γ
J0K�LUy:i?O%R0i?ZXW�koJ�LUR0LUQ�O+K0y
J�L3J0] ^_WYK0WY^�`�Q�L�R�`�K�Z�Q�`�MF`�^_WYQYQ�L

Gξ
|�ª K�]a`�W�Z[O+K¢R0LsQ�L3J0][Z�T0][O+T0]XW�i3V[i?ZIR0L�^_WYK0WY^_W�Za`�VXW�O+K�Q�L?Z�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z

γ
p
αi

L3V
βi
K�LT*L3J0\:L3K�V-Z�H WYKoV[L3][Z[L?b3V[L3]{L3K4R0L3c�O+][Z�R0L?Z1T*O+WYK�V[Z-R0Lh}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�|��NO+^_^sL

αi
p
βi

L3V
δiMPO+]X^sL3K�V�J0K�VX]XW�`�K0y
Q�L
p�K�O+J�Z(`?\:O+K�ZSQ�Hh`�QYV[L3]XKd`�VXWY\:L�ZXJ0WY\
`�KoV[Ls±

�g®��_O+J��0W�L3K
γ
K�L�][L3K�b?O+KoVX][LzTd`+ZlQ�L�VX]XW�`�K0y
Q�L

(αiβiδi)
L3K-R0L3c�O+][ZSR0L$Z[L?ZlZ[O+^_^sL3V[Z�p`�Q�O+][Z

γ
L?ZXVSR�W�ZPeXO+WYKoV[LzR"H J0K�LzR0L?ZSVX][O+W�ZSy:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z

αi
p
βi
p
δi
p

�Fù:�_O+J)�0W�L3K
γ
][L3K�b?O+K�VX][L

δi
L3K~R0L3c�O+][Z©R0L�Z[L?Z�T*O+WYK�V[ZfR0L6}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�p�`�Q�O+][Z

γ
b?O+J0T*L

δi
L3K�Lnm�`+b3V[L3^sL3KoVzR0L3J�m�T*O+WYK�V[Z��Pi?b[cd`�K0y:i?Z$Td`�]�Q�H WYK�\:O+QYJ0VXW�O+K���L3V�Td`+Z[Z[L�Td`�]�Q�LT�O+WYKoVSR0LC}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[ZlO+T0T�O
Z[i��0R�`�K�Zlb?L$b�`+Z

γ
L?Z[VUR�W�ZFegO+WYK�V[L$R0L

εi
p�`�J0VX][L3^sL3KoVR�WYV

εi ∈ Ξ(γ)
|

�

P
P2

P5

α1

β1

δ1

γ

ξ

m5

m2

H2

H5
w1

w1

w2
w2

w3

S1

S2

S3

S4

S5

.ÖÍ0/±N6ì»º<N´í

P

P2
P5

α1

β1

δ1

γ

ξ

m5 m2

H2

H5

w1

w2

w3

S1

S2

S3 S4

S5

.±Í0/±N6ì»º<N:9



° "� �nÄ�"�ÈõÆ��nÇ ��Áv#V" Ä � É ÁIÉgÈV�b#�Á�¾ï"0Ä�#®"�É ÁIÉgÈV�b#�Á���ÁÒ#®" ¿ "0Ã�Æ�#�#�Á Gξ ∪ {ξ} s 	
�(`�T0T�L3Q�O+K�ZSK�O
Zlc�t�T�O+VXc�r?Z[L?Z�±

X
L?Z[VSJ0K�LzZXJ0]gM�`+b?LzR0Lz��W�L3^�`�K0K{R0L$y:L3K0][L�ù_R0O+KoV(Q�`è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L�\:i3]XW ¦dL

sys3 ≥ 2 arccosh(4, 67)
|

D*EGF=H�I<J�KML ®�@�|�B=N�ÔdÎ
γ
ÞnÚnÜ_Ì%ì*Þ^T[RXÝ�ð�R�ÚnÎPø?Ì0Þuí�RXÐ+ÍÏÎõÚ3Ð+ìdÜsÍ Ð6Ú�Û�ÚnÜ�Ý+Í�Þ7ð�Þ�ÍYÐ�î?Ð+òIÎõÍåÍ�Þ

Gξ ∪ {ξ} eNÐ+ÍYÝ+í�Ú Ξ(γ) ∈ {α1, β1, δ1} × {α2, β2, δ2}.ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N�½@Q�Z�Hh`�y
WYVUR0L�^sO+K�VX][L3]lkoJ�L(Q�L�b�`+Z$�Fù:��R0L�Q�`)R0i3^sO+K�ZXVX]a`�VXW�O+K�T0][in�b?i?R0L3KoV[L)K�L$T*L3J0VSO%b?b3J0][L3]�|��J0T0T*O
ZaO+K�Z(Td`�]�Q�Hh`���ZXJ0][R0LIk�J�L
γ
b?O+J0T�L

δ1
L3KvR0L3c�O+][Z$R0L?Z�T*O+WYK�V[Z�R0L~}7L3W�L3][ZXVX]a`+ZaZ�|ª�KIR0i?b?O+J0Td`�KoV'Q�`Sy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L

α1
R�`�K�ZfQ�L�V[O+][L

T1
K�O+J�Z©O+�0V[L3K�O+K�Z©J0K~Td`�K�Va`�Q�O+KIcot%T*L3]X��O��QYW�koJ�L��õ¦�y�|©®�@�|hù:�n|��NL)Td`�K�Va`�Q�O+K7Z[L�Z[b3WYK�R0LIL3K�R0L3J�mwc�Lnm�`�y:O+K�L?Z$R�][O+WYV[Z�W�Z[O+^si3VX]XW�k�J�L?Z�p�Z[LR�WY\�W�Z�`�KoVwjxQ�L3J0][Z1V[O+J0][ZDL3K/T�L3KoVa`�y:O+K�L?Z-R�][O+WYV[Z1W�ZaO+^si3VX]XW�koJ�L?Z�|U³�O+J�Z�`�QYQ�O+K�Z1VX]a`?\
`�WYQYQ�L3]R�`�K�ZwJ0K�R0Lxb?L?Z-T�L3KoVa`�y:O+K�L?Z�R0O+KoV{K�O+J�ZwK�O+V[L3][O+K�Z

Si
�
i = 1, . . . , 5

�1Q�L?ZwZaO+^_^sL3V[Z�õ¦�y�|S®�@�|hè:�n|��%O+W�L3K�V
m5

L3V
m2

Q�L?Z_^si?R�W�`�VX]XW�b?L?Zs][L?ZXT�L?b3VXWY\:L?Z�R0L?Z�Z[L3y
^sL3KoV[Z
[S1, S5]

L3V
[w1, w2]

p�Q�`xQ�O+K0y
J�L3J0]-R0L{bacd`+b3J0K2R0L�b?L?ZDZ[L3y
^sL3K�V[Z�L?ZXV�WYK�MFi3]XW�L3J0][L�j
arccosh(2, 88)

p`�WYK�ZXW
sinh(P2S1) sinh(S1P5) < 1

L3V$K�i?b?L?Z[Z�`�WY][L3^sL3KoV
m2

L3V
m5

Z�H WYK�V[L3][Z[L?b3V[L3KoV�L3K�J0KT*O+WYK�V
P
R0L
X
|£�Q�`+«?O+K�ZNK�O+J�Z�R�`�K�Z�Q�LS][L3\:�3V[L3^sL3K�VlJ0K0WY\:L3][Z[L3Q

X̃
R0L
X
p%L3V�b?O+K�ZXW�R0i3][O+K�Z

M̃
J0K�T�O+WYKoVR0L

γ̃
Z[L_ZXWYVXJd`�K�V)`�J��ÖR0L3Q�j�R�J�VX]XWY][L?b3Va`�K0y
Q�L

(P̃2P̃ P̃5S̃1)
|"£'`�]zb?O+K�ZXVX]XJ�b3VXW�O+Kxb?LIT�O+WYKoVzL?Z[VZ[O+WYVlT0QYJ�ZlT0][O%b[c�LzR0L

S̃5 = w̃3
k�J�L$R0L

S̃1
p�Z[O+WYVlT0QYJ�ZlT0][O%b[c�LzR0L

w̃2
k�J�L�R0L

w̃1
p0R�`�K�ZUQ�L?ZR0L3J�m7b�`+Z

M̃
L?Z[VzT0QYJ�Z$T0][O%b[c�L�R"H J0K�R0L?Z)R0L3J�mv][L3Q�L3\:i?Z)R0L?ZzT�O+WYKoV[Z~R0Lo}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z

w2
p

w3
k�J�LzR�J-][L3Q�L3\:i)R0L

w1
|*�NL?b3Wfb?O+KoVX][L?R�WYV�T0][L?Z[k�J�L$Q�`I^_WYK0WY^�`�QYWYV[i~R0L

γ
R�`�K�Z(Q�`�M�`�^_WYQYQ�L

Gξ
p�Q�LsZ[L3J0Q�T0][O+�0Q�r3^sL�i3Va`�KoVIkoJ5HqO+K�T*L3J0VDÐ�ö�í�ÎFÝ+ínÎ�Td`�][b?O+J0]XWY]�T0QYJ�ZXW�L3J0][Z)MPO+W�Z

γ
R�`�K�Z~Q�L][L3\:�3V[L3^sL3KoV�J0K0WY\:L3][Z[L3Qf`�\+`�K�V(R0L$Z[O+]XVXWY]�R�J�VX]XWY][L?b3Va`�K0y
Q�L
|¡{O+K�VX][O+K�Z)k�J�L�Q�`�R�W�ZXVa`�K�b?L_R0L

P̃
j
w̃1

L?ZXV$WYK�MFi3]XW�L3J0][LsL3K7b?O
ZXWYK�J�Zzcot%T�L3]X�*O+QYW�k�J�Lsjù�p�1?1�|�³�O+J�Z�`?\:O+K�Z
cosh(P̃ w̃1) = cosh(P̃2w̃1) cosh(P̃2P̃ )

p�^�`�W�Z
cosh(P̃2w̃1) = cosh(α1/4) < 1, 28Td`�]zQ�`-�NO+K�Z[i?k�J�L3K�b?L-®�@�|Y®
|5½@Q ZXJ�ÈsV)R0O+K�bI^�`,eXO+][L3]

cosh(P̃2P̃ )
|��%O+WYV

φ
Q�Hh`�K0y
Q�LsR�J7VX]XW �][L?b3Va`�K0y
Q�L)L3K

P̃
p�Td`�]�Q�L?ZUMPO+]X^~J0Q�L?ZSJ�ZXJ�L3QYQ�L?ZSWYQ5\�W�L3K�V)±

{

cosφ = sinh(P̃2S̃1) sinh(S̃1P̃5) ≤ sinh(α1/4) sinh(β1/4)

cosh(P̃2P̃ ) = cosh(S̃1P̃5)
sinφ ≤ cosh(β1/4)

sin φ¶(]�p0K�O+J�Z�`�\:O+K�Z�Td`�]lQ�Lz§�L3^_^sLs®�@�|Y®
cosh(α1/2) ≤ 2, 26 et cosh(β1/2) ≤ 2, 88, ou
cosh(α1/2) ≤ 2, 16 et cosh(β1/2) ≤ 2, 16.³(O+J�ZSVX][O+J0\:O+K�Z

cosh(P̃2P̃ ) ≤ 2, 2
R�`�K�ZUQ�L�T0][L3^_W�L3]�b�`+Z�p�L3V

cosh(P̃2P̃ ) ≤ 1, 55
R�`�K�ZlQ�LR0L3J�m%W�r3^sL
| � J1¦�Kd`�Q�K�O+J�Z�`?\:O+K�Z��0W�L3K

cosh(P̃ w̃1) < 2, 88
|§�`_Q�O+K0y
J�L3J0]$R0L

γ/2
L?Z[V(ZXJ0T�i3]XW�L3J0][L~jDù�p�1?1sL3Kvb?O
ZXWYKoJ�Z�c�t�T�L3]X�*O+QYW�k�J�L
p*ZXWYK�O+KwK�O+J�ZT*O+J0]X]XW�O+K�Z�b?O+KoVX][L?R�WY][LlQ�`�£ ][O+T*O
ZXWYVXW�O+K{®�@�|hè�|
§�`�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L

γ
Td`�]XV�R0L

w1
T*O+J0]'T�i3K�i3VX][L3]R�`�K�Z Q�LUT�L3KoVa`�y:O+K�L

(S1S2S3S4S5)
p
L3V VX]a`?\:L3][ZaL(`�Q�O+][Z�Q�LlVX]XWY][L?b3Va`�K0y
Q�L

(P2PP5S1)
p:Z[WYK�O+KK�O+J�ZDT*O+J0]X]XW�O+K�Z1b?O+K�ZXVX]XJ0WY][L�J0K�L{y:i?O�R0i?ZXW�k�J�LwR0L Gξ

T0QYJ�Z1b?O+J0]XV[L�k�J�L
γ
Td`+Z[Z�`�KoVDTd`�]

w3
|U¸�J�LvK�O+VX][L�^�`,eXO+]a`�VXW�O+K�R0LvQ�`¢R�W�ZXVa`�K�b?L

d(P,w1)
p
γ
ZaO+]XV-R�J2VXWY][L?b3Va`�K0y
Q�L�`?\
`�KoVR"Hh`�VXV[L3WYK�R�][L$Z[O+K�R0L3J�m�W�r3^sL�T*O+WYK�VNR0LM}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z��%`�WYK�ZXW�p�Q�L?Z�T*O+WYK�V[ZNR0L

γ
j$Q�`~Z[O+]XVXW�L�R�JVX]XWY][L?b3Va`�K0y
Q�L)Z[O+K�VST0QYJ�ZlT0][O%b[c�L?Z(R0L

w2
O+J{R0L

w3
k�J�L$R0L

w1
|d��HqL?ZXV�`���ZXJ0][R0LzT0J0W�Z[koJ�L

γL?ZXVSZXJ0T0T�O
Z[i?LzR0L�Q�O+K0y
J�L3J0](^_WYK0WY^�`�Q�L)R�`�K�Z Gξ
|

�
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sys3 ≥ 2 arccosh(4, 67)
e�ÍYÐ�Ú�Û�Ún÷Ü�Ý+ÍYÞ�ðoÞ)ÍYÐSî?Ð+òIÎåÍõÍ�Þ Gξ ∪ {ξ} òsÐ n?Ý+íXÞ)ÍYÐC´:÷�Ú�Û�Ú3Ü�Ý+ÍYÞ�äË~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N�³(O+J�Z�\:L3K�O+K�Z)R0L~\:O+WY]zk�J�L�Q�O+][Z[k�J�L

cosh(sys3(X)/2) ≥ 4, 67Q�`IZXt%Z[V[O+Q�L(R0L Gξ ∪ {ξ} L?ZXVli3yo`�Q�Lzj�Q�`�ZXt�ZXV[O+Q�L�R0L F |0¡v`�W�ZUQ�`~Q�O+K0y
J�L3J0]�R"H J0K�L�Td`�]XVXWYVXW�O+K`+Z[Z[O%b3W�i?L{j�J0K�L{y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L{R0L F L?Z[V�i3yo`�Q�Lvj�Q�`xQ�O+K0y
J�L3J0]DR0L{Q�`�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L
pN`�WYK�ZXWQ�`{Z[t%ZXV[O+Q�L1R0L F b?O+êFK�b3W�R0L-`�\:L?b1Q�`{Q�O+K0y
J�L3J0]s^_WYK0WY^�`�Q�L�R0L?ZITd`�]XVXWYVXW�O+K�Z�`+Z[Z[O%b3W�i?L?Z_`�J�mi3Q�i3^sL3KoV[Z�R0L F |�G�O+K�b
sysGξ∪{ξ} = sysF = inf

γ∈F
l(γ) = inf

γ∈F
l(γ, γ1, γ2) ≥ sys3,Q�`sè,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L$L?ZXVl^�`,eXO+][i?L$Td`�]SQ�`IZXt�ZXV[O+Q�L$R0L�Q�`�M�`�^_WYQYQ�L Gξ ∪ {ξ} | �



�4� Ø � >aC�<�8 ���
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�.�.0���0 2 ���åü?ý�����
��
áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î/®
®
|Y®�N¦Ý�l Þ3ì0Ú?ÞnòªanÍ�Þ~ðoÞ�Ú�Ú�Ì%íõî?Ð:ïaÞnÚ~ð:Ý+ìdÜ�Í Ð�´
÷�ÚnÛ�ÚnÜ�Ý+Í�Þ~ÞnÚnÜ�Ú�Ì�ö�RnínÎFÞnÌ%í[Þfi

2 arccosh(4, 67)
î?Ý+ínò�ÞzÌ%ì�ï[Ý+ò(ö�Ð:ï?ÜlðoÞ)Í�l ÞnÚ�ö�Ð:ï�ÞIðoÞ�ÚzòsÝ�ð+Ì%ÍYÞnÚ?ä

ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N��NL3V L3K�Z[L3^~�0Q�LSL?ZXV�J0KIMFL3]X^silR0L�Q�HqL?Z[Td`+b?LSR0L?Z'^sO�R�J0Q�L?Z�p+WYQ�Z�Hh`�y
WYVR0L1^sO+KoVX][L3]sk�J5H WYQUK5Hh`�VXV[L3WYKoVsTd`+ZIQ�H WYK�¦�K0W�| ��`�T0T*L3Q�O+K�ZIk�J�LDK�O+J�Z�`�QYQ�O+K�Zsj{Q�H WYK�¦�K0WSR�`�K�ZQ�HqL?ZXTd`+b?LIR0L?Z�^sO�R�J0Q�L?Z�Q�O+][Z[k�J5H J0K�L�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L
γ
V[L3K�RvL3K�Q�O+K0y
J�L3J0]�\:L3][ZC@�|*³�O+J�Z�Z[J0T��T*O
ZaL3][O+K�Z$Td`�]zQ�Hh`���ZXJ0][R0LIQ�HqLnm�W�ZXV[L3K�b?LsR"H J0K�LsZ[J0]gMF`+b?L
X
`�\:L?b

cosh(sys3(X)/2) ≥ 4, 67T*O+J0]
lγ(X)

`�J�Z[Z[W"T0][O�bac�LzR0L­@_k�J�L�\:O+J0QYJ�L
|��W
γ
L?ZXV_Z[i3Td`�]a`�KoV[L
p�R0L�Q�H WYK�i3yo`�QYWYV[iwR0L1Q�`{Z[t%ZXV[O+Q�L1R�J6V[O+][L-j{J0K6��O+][R/�Fç�|hè:�~K�O+J�ZR0i?R�J0W�Z[O+K�Z�Q�HqLnm%W�ZXV[L3K�b?L{R"H J0K�L�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�LwT*L3VXWYV[LwR�`�K�Z�b[cd`+b3J0K/R0L?ZsV[O+][L?Z��*O+][R0i?Z�Td`�]

γ
|�³�O+J�Z�b?O+K�ZXVX]XJ0W�ZaO+K�Z(`�WYK�ZXWfJ0K�L$Td`�]XVXWYVXW�O+K{R0L)Q�O+K0y
J�L3J0]�WYK�MFi3]XW�L3J0][L~j

2 arccosh(4, 67)
pb
HqL?ZXV(`���ZXJ0][R0L
|��W

γ
L?ZXV_K�O+K�Zai3Td`�]a`�KoV[L
p K�O+J�ZD`�QYQ�O+K�Z�b?O+K�ZXW�R0i3][L3]�R0L3J�m¢b�`+Z�|N¶(J6�0W�L3K

γ
L?Z[V_J0K�Ly:i?O�R0i?Z[W�koJ�L�R"H J0K�R0L?ZUV[O+][L?Z

Ti
�
i = 1

O+J
2
�np0`�Q�O+][ZUQ�`)ZXt�ZXV[O+Q�L

αi
V[L3K�R1L3QYQ�L$`�J�Z[ZXW*\:L3][Z¦@�pL3V�R�`�K�ZlQ�L$T�L3KoVa`�y:O+K�L~R0L�Q�`�¦�y
J0][Ls®�@�|Y®$K�O+J�Z(`?\:O+K�Z

cosh(ξ/4) = sinh(a) sinh(βi/2) ≤ sinh(αi/2) sinh(βi/2),R"HqO+ß
lξ(X)

V[L3K�R�\:L3][Z±@�pob
HqL?Z[VN`���ZXJ0][R0L
|�¶(J��0W�L3K
γ
K5HqL?ZXV�WYK�b3QYJ�Z[L�R�`�K�ZN`�J�b3J0KDR0L?Z�V[O+][L?Z

Ti
�
i = 1, 2

�np�`�Q�O+][Z�Za`�Q�O+K0y
J�L3J0]�R0i3Td`+ZaZ[LlK�i?b?L?Z[Za`�WY][L3^sL3K�VNb?L3QYQ�L(R0L?Z ]a`�t:O+K
α′

i

�
i = 1, 2

�npL3V�R�`�K�ZlQ�`�¦�y
J0][L�®�@�|Y®$K�O+J�Z�`?\:O+K�Z
d ≤ α′

1/2 ≤ γ/2
L3V

1 = tanh(a) cosh(β1/2) tanh(d) ≤ tanh(α1/2) cosh(β1/2) tanh(γ/2).½ÖQ"t�`�J0K�Lzb?O+K�VX]a`+R�W�b3VXW�O+K{Q�O+][Z[k�J�L�Q�L$Q�O+K0y
J�L3J0]�R0L
γ
V[L3K�R�\:L3][ZM@�|

�Ú H�I.H�Û�Û?Ü�ÍVI<L�®
®
|hù=N¦Ý5Ð�´
÷�ÚnÛ�ÚnÜ�Ý+Í�Þ�Ð:ð+ò�Þ3Ü Ì%ìvòsÐ�ó+Îåò�Ì%ò T+ÍYÝ�aXÐ
Í5Ú�Ì%í T2

�.��0´x<0 � %:ý��[�
'�������ý��åþ��
§�HwÏ?Ü�Ï<ÍVH�ÎGã�N(³�O+J�Z$R0i?ZXWYy
K�L3][O+K�Z�Td`�]

M
J0KvT�O+WYKoV$R0L T2

L3V�Td`�]
X
Za`DZXJ0]gM�`+b?LIR0L�SW�L3^�`�K0KwZaO+J�Zg�YeX`+b?L3K�V[L
|

³(O+J�Zz`�QYQ�O+K�ZzVX]a`?\
`�WYQYQ�L3]zR�`�K�Z$Q�HqO+J0\:L3]XV
D
MFO+]X^si_R0L?Z�T*O+WYK�V[Z

M
R0L T2

\:i3]XW ¦�`�KoV)Q�L?Zb?O+K�R�WYVXW�O+K�Z(Z[J0WY\+`�K�V[L?Zz±
Wõ�_Td`�]X^_W5Q�L?Zly
]a`�T0c�L?Z�^_WYK0WY^�`�J�m�p�Z[L3J0Q"Q�L$y
]a`�T0c�L

G9
L?Z[VSJ0K-Z[O+J�Zg��y
]a`�T0c�L~R�J�y
]a`�T0c�LR0L$b?O+KoVXWYy
J0êFV[i

Gcont(X)
p

WYWõ�_Q�`�y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L
ξ
\:i3]XW ¦dL

ξ > 2 arccosh(4, 67)�NL3V�O+J0\:L3]XV�L?ZXVlWYK�\+`�]XW�`�K�V�ZaO+J�ZlQ�Hh`+b3VXW�O+KwR�J-y
][O+J0T�L�^sO�R�J0Q�`�WY][L~L3V
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áZI.H�â=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î¢®
®
|hè=N6Ý�l Ý
Ì[P�Þ3ínÜ

D
Ú?Þ�ö�íXÝ n?Þ?ÜFÜÖÞ�Ú�Ì%íSÌ�ì�Ý+Ì�P�Þní3Ü©íXÞnÍYÐ
ÜPÎ�P�Þnò�ÞnìdÜ�ï[Ý
ò�ö0Ð:ï?ÜðoÞ)Ídl Þ�Ú�ö0Ð:ïaÞIðoÞ�ÚzòsÝ�ð
Ì�Í�Þ�Ú?ä

Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N�µ©W m�O+K�Z�J0K�LSy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L
γ
poL3V ZXJ0T0T*O
ZaO+K�Z Td`�] Q�Hh`���ZXJ0][R0LSQ�HqLnm%W�Zg�V[L3K�b?LzR"H J0K�LzZXJ0]gM�`+b?L

X
R�`�K�Z�Q�H WY^�`�y:LzR0L

D
`�\:L?b

lγ(X)
`�J�Z[ZXW"T�L3VXWYV[L$k�J�L$\:O+J0QYJ�L
|��W

γ
L?ZXV)K�O+KxZ[i3Td`�]a`�KoV[L�Q�H J0K�L�R0L?Z

αi
�PR�W�ZaO+K�Z

α1
��V[L3K�R7L3KxQ�O+K0y
J�L3J0]~\:L3][Z�@�p�Td`�]ZXJ0WYV[L�R�`�K�Z~Q�L_T�L3KoVa`�y:O+K�LDR0LsQ�`1¦�y
J0][LDç�| °wK�O+J�ZI`?\:O+K�Z
a
L3V
d
koJ0W�V[L3K�R0L3KoV�\:L3][Z

+∞b�`�]
cosh c = sinha sinh e

L3V
cosh b = sinhd sinh e

p�L3K6Td`�]XVXW�b3J0QYW�L3]sQ�Hh`�][�3V[L
β1

V[L3K�RL3QYQ�Lw`�J�Z[ZXWSL3K�Q�O+K0y
J�L3J0]�\:L3][Z
+∞ |�¡v`�W�ZsZXW

lξ(X)
][L?ZXV[L���O+]XK�i?Lw`�Q�O+][ZsQ�`�T0QYJ�Z�T*L3VXWYV[Ly:i?O�R0i?ZXW�k�J�L�R0L Gξ

b?O+K�ZXVX]XJ0WYV[L�jzTd`�]XVXWY]�R0L
α′

1

L3V
α′

2

Z[L3]a`zL3QYQ�L�`�J�Z[ZXW��*O+]XK�i?L��åTd`�]��Fç�|hù:��L3VQ�`_MFO+]X^)J0Q�LIR�J¸³`1�|hè:�np*R0O+K�bIR0L)Q�O+K0y
J�L3J0]�WYK�MFi3]XW�L3J0][L_j
β1

b?L�koJ0W'b?O+KoVX][L?R�WYV$Q�L)MF`�WYV�k�J�L
β1
L?ZXV�Q�Hh`�][�3V[L�R0L

Gcont(X)
Td`+Z[Za`�K�V�Td`�]�Q�L�T*O+WYK�V�R0LZ}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[ZNR0L

T1
K5Hh`�T0Td`�]XV[L3Kd`�KoVTd`+Z�j

α1
| ��W

lξ(X)
K5HqL?ZXV_T0QYJ�ZI��O+]XK�i?L1^�`�W�Z_V[L3K�R¢\:L3][Z

+∞ p'`�Q�O+][ZsQ�L?Z_R0L3J�mu]a`�t:O+K�Z
α′

1

L3V
α′

2

V[L3K�R0L3K�V�L3K6Q�O+K0y
J�L3J0]_\:L3][Zª@{Td`�]w�Fç�|hù:�np L3VIQ�L�b?O
ZXWYK�J�Z_cot%T*L3]X��O+QYW�k�J�L�R0L1Q�`R0L3^_W ��Q�O+K0y
J�L3J0]~R0LIQ�`DT0QYJ�Z$T�L3VXWYV[LIy:i?O�R0i?Z[W�koJ�L_R0L Gξ
b?O+K�Z[VX]XJ0WYV[L�jDTd`�]XVXWY]zR0L_b?L?ZzR0L3J�m]a`?t:O+K�ZNL?ZXV�i?k�J0WY\+`�Q�L3K�V[L(j

cosh(ξ/4)
p�O+]

β1 ≥ a
L3V

cosh(a) = sinh(ξ/4) sinh d
p�b?O+^_^sL

d
V[L3K�R1\:L3][Z

+∞ K�O+J�Zl][L3VX][O+J0\:O+K�ZSQ�`I^s�3^sL)b?O+KoVX]a`+R�W�b3VXW�O+KvkoJ�L�T0][i?b?i?R0L3^_^sL3K�V�|��W
γ
L?Z[V)Z[i3Td`�]a`�KoV[L1`�Q�O+][Z

γ
\
`�K�i?b?L?Z[Z�`�WY][L3^sL3KoV�WYKoV[L3][Z[L?b3V[L3]

α1
O+J

β1
pfR�W�Z[O+K�Z

β1
|³(O+J�Z_L3K6R0i?R�J0W�Z[O+K�Z_k�J�LDQ�LDb?¾+V[i

d
R�J¢T�L3KoVa`�y:O+K�L-R0LDQ�`w¦�y
J0][L�®�@�|Y®1L?ZXVI^�`,egO+][i1Td`�]

lγ(X)
p�b?Lzk�J0W"WY^_T0QYW�k�J�LzkoJ�L

d
V[L3K�R�\:L3][ZZ@�|d½ÖQ5Z�HqL3K�Z[J0WYVSkoJ�L

e = β1
V[L3K�R�\:L3][Z

+∞ b�`�]
cosh b = sinh e sinh d

|
¶(]�p,ZaO+WYV
Tγ

J0K�V[O+][L��*O+][R0i�Td`�]
γ
`�to`�KoV'J0K~T�O+WYKoV�R0Lê}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[ZL3K-b?O+^_^)J0K{`�\:L?b

β1
p%K�O+J�ZlT�O+J0\:O+K�ZSZXJ0T0T�O
Z[L3]UQ�L?ZSR0L3J�mDy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?ZlR0L

Gcont(Tγ)
R0LQ�O+K0y
J�L3J0][Zl�*O+]XK�i?L?ZlL3KDMFO+K�b3VXW�O+K�R0L

lγ(X)
�åQ�`IZXt%Z[V[O+Q�L(R0L

Tγ
L?ZXVU��O+]XK�i?L(Td`�]UQ�H WYK�i3yo`�QYWYV[iZXt%Z[V[O+QYW�koJ�L
p�L3VlQ�`IR0L3J�m�W�r3^sL$y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L$L?ZXVU��O+]XK�i?L$b�`�]�R�`�K�ZUQ�L$b�`+ZSb?O+K�VX]a`�WY][L

sys(Tγ)V[L3K�R�]a`�WYV�\:L3][Z±@zL3V�K�O+J�Z�Z[L3]XW�O+K�ZU`�Q�O+][Z�]a`�^sL3K�i?ZU`�JDb�`+Z�T0][i?b?i?R0L3K�V��n|�³(O+J�Z�VX][O+J0\:O+K�ZNTd`�]b?O+K�Z[i?koJ�L3K�VSJ0K�L�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L�T0QYJ�ZST*L3VXWYV[L$k�J�L
β1

L3V�`?to`�K�VSJ0K�T*O+WYK�V�R0LC}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�L3Kb?O+^_^)J0K�`�\:L?b)b?L3VXV[LzR0L3]XK0W�r3][L
pdb
HqL?ZXV(`���ZXJ0][R0L
|
�§ Hh`+R�c�i3][L3K�b?L�R0L

D
b?O+K�VXW�L3KoVIV[O+J�Z~Q�L?ZzT�O+WYKoV[Z�R0L T2

R0O+K�V~Q�`{è,�ÖZXt%Z[V[O+Q�LsR0i3Td`+Z[Z[L�Q�`\+`�Q�L3J0]
2 arccosh(4, 67)

p*`�WYK�ZXW
B(2) = max

D̄
sys3 ≤ max

D̄
sysGξ∪{ξ}.§5L?Z�T�O+WYKoV[Z�][i�`�QYW�Za`�K�V�Q�LN^�`,m�WY^)J0^ y
Q�O+�d`�Q�ZXJ0]

D
R0LUQ�`(MFO+K�b3VXW�O+K

sysGξ∪{ξ}
K�LlZ[LlZXWYVXJ�L3KoVTd`+ZfjUQ�`lMå][O+K�VXW�r3][L�R0L

D
�åK�O+J�Z©`�\:O+K�Zfb?O+K�Z[VX]XJ0WYV

D
Lnm%T0][r?Zfb�`�] {sys3 > 2 arccosh(4, 67)}K�LU\:i3]XW ¦�`�WYV Td`+Z b?L3VXV[LlT0][O+T0]XW�i3V[i��npoWYQ�Z `�T0Td`�]XVXW�L3K0K�L3KoVUR0O+K�b�j

D
|+³�O+J�Z�`�QYQ�O+K�Z�][L?b[c�L3][bac�L3]b?L?ZlT*O+WYK�V[Z�|

§�`�ZXt�ZXV[O+Q�L_R0L?ZzZXJ0]gM�`+b?L?ZzR0Ls��W�L3^�`�K0KxL?ZXV$J0K�`�Kd`�Q�O+y
J�L�R0LIQ�H WYKo\
`�]XW�`�KoVIR"Hq�(L3]X^_WYV[LR0L?Z$][i?Z[L�`�J�m�L3J�b3QYW�R�W�L3K�Z�|5é�K7b�`+R�][LIVXc�i?O+]XW�k�J�L_y:i3K�i3]a`�Q L3K0y
Q�O+�d`�K�V~b?L?ZzR0L3J�m�WYKo\
`�]XW�`�KoV[Z`�i3V[isi3Q�`���O+][isTd`�])�l`?\
`�][R¼�gáq�l`?\0ç:â�ãå�np5Q�L?Z$K�O+VXW�O+K�Z~R0LsT*L3]gMFL?b3VXW�O+KxL3V)R"HqL3J0Va`,m�W�LstvZ[O+KoVR0in¦�K0W�L?ZNL3KDV[L3]X^sL?ZNR0L�y
]a`+R�W�L3K�VUR0L?Z�MFO+K�b3VXW�O+K�Z�Q�O+K0y
J�L3J0]�p%L3VNQ�HqO+K�][L3VX][O+J0\:L(J0K1`�Kd`�Q�O+y
J�LR�J-VXc�i?O+][r3^sLzR0L$¸ O+][O+K�O+ê�R0O+K�V�\:O+W�b3W5J0K-i3K�O+K�b?i~R�`�K�ZlQ�Lzb�`+R�][Lzk�J0W"K�O+J�ZSb?O+K�\�W�L3K�V~±
D*EGF=H�I<J�KMLGN�ë�ì�Þ�Ú�Ì%íåî3Ð:ï�Þ~ð�Þ�ñ�ÎFÞ3ò_Ð
ì�ì{ï[Ý+ò(ö�Ðoï?ÜÖÞ_Þ�ÚnÜNÞXó
ÜPí[ônò�Þ$ÚnÎ�Þ3Ü'Ú?Þ3Ì�Í�Þnò�ÞnìdÜ�Ú�ÎÞnÍõÍ�ÞIÞ�ÚnÜ5ö�Ð+íåî?Ð+ÎåÜÖÞIÞ3ÜUÞnÌ�Ü�Ð:ï?ÜPÎFø3Ì0Þ�ä
ª�KwTd`�]XVXW�b3J0QYW�L3]�p*Q�L?Z(^�`,m%WY^�`�Q�O�b�`�J�mwR0L?Z�MFO+K�b3VXW�O+K�Z�R0L)VÖt%T*L�ZXt�ZXV[O+Q�L)`+R�^sL3VXV[L3K�V)`�J^sO+WYK�Z5Q�`UR�WY^sL3K�ZXW�O+K�R�J)¨�L3W�bac0^)à0QYQ�L3]©T0QYJ�Z5J0K�L�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z"][i�`�QYW�Za`�KoVfQ�`UZXt�ZXV[O+Q�LS�gáæ�%b[cdç
è
ãL3V~áq�l`?\0ç:â,ãå�n|*½@b3W�p�b?L3Q�`�ZXWYy
K0W ¦dL�koJ�L~R�`�K�Z�J0K�L~ZXJ0]gM�`+b?Lz][i�`�QYW�Za`�K�V�J0K{^�`,m%WY^~J0^;Q�O�b�`�Q©R0L
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Q�`�è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L_ZXJ0]

D
WYQ�t�`�`�J�^sO+WYK�Z~â�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?ZzR0L F R0LIQ�O+K0y
J�L3J0]z^_WYK0WY^�`�Q�L
|�§f`y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L

ξ
i3Va`�K�V_T*O+V[L3K�VXW�L3QYQ�L3^sL3KoVsQ�H J0K�L1R"HqL3QYQ�L?Z�p©WYQU][L?ZXV[L1`�Ju^sO+WYK�Z�Bwy:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?ZR0L Gξ

R0LwQ�O+K0y
J�L3J0]D^_WYK0WY^�`�Q�L�R�`�K�Z F |N³(O+J�Z1`�QYQ�O+K�ZDR0i3V[L3]X^_WYK�L3]DQ�L?ZDb?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K�ZT*O
ZaZXWY�0Q�L?ZlT�O+J0]Sb?L?ZSy:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z�|
§�HwÏ?Ü�Ï<ÍVH�ÎGã�N(³�O+J�Z�K�O+V[L3][O+K�Z

(γj)j∈J
Q�`_M�`�^_WYQYQ�L~R0L?Z�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z�R�W�Z[VXWYK�b3V[L?Z�R0L

ξR0L$Q�O+K0y
J�L3J0]�^_WYK0WY^�`�Q�L)R�`�K�Z F |��L?b3J�L3WYQYQ�O+K�Z(R"Hh`��*O+][R-k�J�L3Q�k�J�L?ZlWYK�MPO+]X^�`�VXW�O+K�Z(ZXJ0]Sb?L?Zly:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z�|
�.��0´x<0��.0 � �[����ÿ��['j'j�oü��ê¶´���*ý�����ü���

ý��åþ(�;0
2;L�KCKML�®
®
| °�N¦Ý�Þ�Ú�RnÍ´Rnò�ÞnìdÜåÚ~ð�Þ F ì<l ÎåìdÜÖÞní�Ú?Þ[ï?ÜÖÞnìdÜ�ÍYÞnÚ

αi
e
βi
Þ3Ü
δi
W
i = 1, 2

\Dø?Ì¡l ÞnìðoÞ�ÚUö�Ý
ÎõìdÜåÚ)ðoÞ�ß_ÞnÎ�ÞníaÚ3ÜPígÐ+ÚaÚ?ä
ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N�§5L?Zfi3Q�i3^sL3KoV[Z©R0L F\{ξ} Z�HqO+�0VXW�L3K0K�L3K�VfL?Z[ZaL3KoVXW�L3QYQ�L3^sL3KoV�jNTd`�]XVXWY]R0L?Z�]a`?t:O+K�Z$R�Jd`�J�m

α′
i

p
β′i
L3V
δ′i
�
i = 1, 2

�n|5¶(]$b?L?Z(]a`�t:O+K�Z�K5H WYKoV[L3][Z[L?b3V[L3K�VzQ�L?Z�VX]XW�`�K0y
Q�L?Z
(αiβiδi)

�
i = 1, 2

�lk�J5HqL3K-Q�L3J0][ZSZ[O+^_^sL3V[Z�|
�2;L�KCKML�®
®
|h¯=NCÝ�Þ�Ú�T�R[Ý�ð�R�ÚnÎPø3Ì�Þ�Ú

γj
W
j ∈ J

\-ì*Þ_Ú�l ÎõìdÜÖÞ3íaÚ�ÞXï?ÜÖÞnìdÜ ö�Ð�ÚDÞ3ì¢ðoÞºX%Ý+í�Ú�ðoÞ�Úö�Ý+ÎåìdÜåÚ)ðoÞ�ßIÞ3ÎFÞní�ÚnÜPíXÐ�Ú�Ú?ä
ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N�§5L?Z

γj
�
j ∈ J

�lZ[O+K�V(V[O+J0V[L?Z�R0L)^s�3^sL~Q�O+K0y
J�L3J0]�p�Q�`sQ�O+K0y
J�L3J0]^_WYK0WY^�`�Q�L~R"H J0Kvi3Q�i3^sL3KoV�R0L F |*��WfR0L3J�mwR"HqL3KoVX][L�L3QYQ�L?Z(Z�H WYK�V[L3][Z[L?b3Va`�W�L3KoV�K�O+J�Z(T*O+J0]X]XW�O+K�ZMF`+b3WYQ�L3^sL3K�V(L3Kwb?O+K�Z[VX]XJ0WY][L$J0K�L$VX][O+W�ZXW�r3^sL$T0QYJ�Z�T*L3VXWYV[L
|
��.��0´x<0®xS0 2 ÿ���'����w��ý��åþ����w�f
:þ(�pk£/��w�
��ý��õþ(��ü30 �%O+WYV

Mmax
J0K~T�O+WYKoV�R0L

D
][i�`�QYW�Za`�KoVJ0K)^�`,m�WY^)J0^ Q�O%b�`�Q�R0L Q�`lMPO+K�b3VXW�O+K

sysF
p?K�O+J�ZfK�O+V[L3][O+K�Z

Xmax
Za`lZXJ0]gM�`+b?L�Z[O+J�ZX�YeX`+b?L3K�V[L
|

áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î�®
®
|�B=N£é)Ð+ì�Ú
Xmax

e"ð�ÞnÌ+óMT�RXÝ�ð[R�Ú�ÎFø3Ì�Þ�Ú�ðoÞ
(γj)j∈J

ì*Þ©ö�Ð�ÚaÚ�ÞnìdÜQn?Ð+òsÐ+ÎõÚö�Ð+ízÍ�Þ�Ú~ðoÞ3Ì+óDò�ônò�Þ�ÚNö�Ý+ÎåìdÜåÚ)ðoÞ�ß_ÞnÎFÞ3íaÚ3ÜPígÐ�Ú�Ú?ä
ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N��%O+W�L3KoV

γj1

L3V
γj2

R0L3J�mwi3Q�i3^sL3KoV[Z$R0L
(γj)j∈J

Td`+Z[Za`�KoV�Td`�]�Q�L?Z^s�3^sL?ZNT*O+WYK�V[ZNR0LZ}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�|0�NL?Z�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?ZUR�W Ò�r3][L3K�V�K�i?b?L?ZaZa`�WY][L3^sL3KoVlR"H J0K1R0L3^_W �VÖ·lW�ZXV�Z[L3Q�O+K
ξ
| � WYK�ZXW�pd\�J�LzQ�`IMFO+]X^)J0Q�L�R�Jj³,1�|hè�p�WYQfL?Z[V(b3Q�`�WY](k�J�LzQ�L~b?O�LºÈ�b3W�L3K�V�R0L)VÖ·lW�ZXVZ[L3Q�O+K

ξ
R�`�K�ZlQ�`ITd`�]XVXWYVXW�O+KwMPO+]X^si?L$R0L

ξ
L3VSR0L?Z�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?ZSR0L

Ξ(γj1)
L?Z[VSi3yo`�Qfj1®YX,°�|ª�K6R0i?b?O+J0Td`�KoV

γj1

L3VIQ�L?ZIy:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?Z_R0L
Ξ(γj1)

R�`�K�Z
X
p©K�O+J�Z_O+�0V[L3K�O+K�ZsR0L3J�mTd`�KoVa`�Q�O+K�Z�cot%T*L3]X��O+QYW�koJ�L?Z)p%L3K�\:O�t:i?Z�Q�H J0K-ZXJ0]UQ�Hh`�J0VX][L�Td`�]lQ�H WYKo\:O+QYJ0VXW�O+Kwc�t�T�L3][L3QYQYWYT0VXW�k�J�L
|§5L?Zzb?O+K�VX]a`�WYKoV[L?Z)R0O+K0K�i?L?ZzTd`�]�Q�L?Z$§�L3^_^sL?Zs®
®
| °�L3Vs®
®
|h¯�T�L3]X^sL3VXV[L3KoV~R0L�Z[WYVXJ�L3]$V[O+J0V[L?ZQ�L?Z

γj
�
j ∈ J

�npNL3QYQ�L?Z1Z[O+KoV1Lnm�`+b3V[L3^sL3KoVw`�J�K�O+^)�0][LvR0LhB�pNL3VDTd`+Z[Z[L3KoV1b[cd`+b3J0K�LvTd`�]J0K6R0L?Z�R0L3J�muT*O+WYK�V[ZIR0LÐ}7L3W�L3][Z[VX]a`+Z[Z_`�T0Td`�]XV[L3Kd`�KoV�j
γj1

|f³�O+J�Z_`?\:O+K�ZI][L3T0][i?Z[L3K�V[i�L3K¦�y
J0][L�®
®
|Y®$J0K{R0Lzb?L?ZSTd`�K�Va`�Q�O+K�Z�pdQ�L?ZSy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z�L3KwVX]a`�WYVl¦�K{b?O+]X][L?ZXT�O+K�R0L3KoV�`�J�m
αi
p

βi
p
δi
�
i = 1, 2

�np5b?L3QYQ�L?Z~L3K7VX]a`�WYVzy
]a`+Z)`�J�m
γj

�
j ∈ J

�n|5§5LIy
]a`�T0c�L�L3K��ÖR0L?Z[Z[O+J�ZzR0O+K0K�LJ0K{T�O+WYKoV�R0Lz\%J�L)b?O+^~�0WYKd`�V[O+WY][L
p�Q�Hh`�][�3V[L~L3K�y
]a`+Z�Z�H W�R0L3KoVXW ¦dL_j
γj1

|�G$`�K�Z�Q�`�ZXJ0WYV[L~R0L)Q�`T0][L3J0\:LzK�O+J�ZlT0][L3K�R�][O+K�Z
J = {1, . . . , 6} L3V j1 = 1

p
j2 = 2

|ª�KDT0][O�b?i?R�`�K�Vlj)koJ�L3Q�k�J�L?ZNR0i?b?O+J0Td`�y:L?ZlR�`�K�Z
Xmax

K�O+J�ZN`�]X]XWY\:O+K�Zlj)Q�`�¦�y
J0][LI®
®
|hù�|§ Hqi3yo`�QYWYV[iwR0L?ZsQ�O+K0y
J�L3J0][Z�L3K�VX][L�Q�L?Z
γj

�
j ∈ J = {1, . . . , 6} �sL3KoVX]a`,��K�Lwk�J�L1Q�L?Z�b?O%LnMå�¦db3W�L3KoV[ZsR0LDV@·lW�ZXV_Z[L3Q�O+K¢Q�L?Z~y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z_R0L

Ξ(γ1)
�PR�`�K�ZIQ�`-Td`�]XVXWYVXW�O+K¢MFO+]X^si?L�R0L�b?L?Zy:i?O�R0i?Z[W�koJ�L?Z~L3V)R0L

ξ
��\
`�Q�L3KoV�®YX+ù�|�G�`�K�Z

Xmax
p5K�O+J�Z�`?\:O+K�Z�R0L3J�mvVX]XWYT0Q�L3V[Z~R0Lsy:i?O%R0in�ZXW�k�J�L?Z�p

(γ5, γ6, α1)
L3V

(γ3, γ4, α2)
p0MPO+]X^�`�K�V�R0L?Z(VX]XW�`�K0y
Q�L?Z�W�ZaO�b?r3Q�L?Z�R�W�ZPeXO+WYKoV[Z5�dWYQ�Lnm%W�Z[V[LJ0K�L)y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L~Zai3Td`�]a`�KoV

Xmax
L3KvR0L3J�mwV[O+][L?Z$j_J0K��*O+][R�b?O+KoV[L3Kd`�K�V)b[cd`+b3J0KvJ0K�VX]XW �`�K0y
Q�L
pUb?L?Z�V[O+][L?Z-jxJ0K��*O+][R/Z[O+K�VDR0i3V[L3]X^_WYK�i?ZwjxW�Z[O+^si3VX]XW�L?ZDT0][r?Z1Td`�]DQ�L?Z�Q�O+K0y
J�L3J0][Z
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α1

α2

β1

β2

δ1
δ2
ξ
γ1

γ2

γ3

γ4

γ5

γ6

.±Í8/±N;ì�ì�N�ì

α1

α2

β1

β2

δ1

δ2

ξ
γ1 γ2

γ3 γ4

γ5 γ6

.±Í0/±N;ì�ì�N´í
l(γ3) = l(γ4) = l(γ5) = l(γ6)

pdWYQfZ�HqL3K�ZXJ0WYV
l(α1) = l(a2)

|dª K�¦�K{Q�Hqi3yo`�QYWYV[i�L3KoVX][L~Q�`_Q�O+K��y
J�L3J0]�R0L
ξ
L3V(b?L3QYQ�L�R0L?Z

γj
�
j ∈ J

�lR0i3V[L3]X^_WYK�L
Xmax

R0Lz^�`�K0W�r3][L~J0K0W�koJ�LIj_W�Z[O+^si3VX]XW�LT0][r?Z�p
Xmax ' N(3)

p0^�`�W�Z
N(3) /∈ D

b�`�]
cosh(ξ/2) < 4, 67

|
�G�`�K�ZSQ�`�T0][O+T*O
ZXWYVXW�O+K{koJ0W5ZXJ0WYVlK�O+J�ZlMF`�W�Z[O+K�Z(`�T0Td`�]a`,��VX][L$J0K�Lzb?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K{R0L�y:i?O��R0i?ZXW�koJ�L?Z)ZXJ�Z[b?L3T0VXWY�0Q�L_R0LIT0][O%R�J0WY][LIJ0K�^�`,m%WY^~J0^-p5K�O+J�Z�T0][O+J0\:O+K�Z)L3K�Z[J0WYV[LIQ�HqLnm%W�ZXV[L3K�b?LR"H J0K�L$ZXJ0]gMF`+b?L�][i�`�QYW�Za`�K�V�b?L3VXV[L$b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K5pdL3VU^sO+K�VX][O+K�Z�Za`~^�`,m�WY^�`�QYWYV[i�\�W�ZSj~\%W�ZlR0LQ�`_ZXt�ZXV[O+Q�L�R0L F L3V(R0L�Q�`sè,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L
|

áZI.H�â=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î2®
®
|æâ�N¦é~Ð+ì0Ú
Xmax

e�ö�Ð
ízÌ�ì�ö�Ý
ÎõìdÜUðoÞ�ß_ÞnÎFÞ3íaÚ3ÜPígÐ�Ú�Ú)ì*ÞUö�Ð�Ú�Ú?Þên?Ð+òsÐ+Î�ÚÜPígÝ+ÎõÚZT�RXÝ�ð[R�Ú�ÎFø3Ì�Þ�Ú_ð
Î�Ú3ÜPÎõì�ï�ÜÖÞ�Ú)ðoÞ
(γj)j∈J

ä
Ë~F(KZH�ÎGã�ÏSI(Ü�Ï<ÍVH�Î;N���J0T0T*O
ZaO+K�Z�k�J�L�Td`�]�J0KuT�O+WYKoV_R0L&}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�Td`+Z[Z[L3K�V�VX][O+W�Zy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z'R0L

(γj)j∈J
|�G�i?b?O+J0T�O+K�Z©Q�H J0K�L�R0LUb?L?ZfVX][O+W�Z©y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z�`�WYK�ZXW�koJ�L�Q�L�b?O+J0T0Q�LkoJ0W�QYJ0W%L?ZXV�`+Z[Z[O%b3W�i Td`�]

Ξ
|�³�O+J�Z'O+�0V[L3K�O+K�Z©R0L3J�m~Td`�KoVa`�Q�O+K�Z'cot%T�L3]X�*O+QYW�k�J�L?Z�p�L3K�\:O�t:i?Z'Q�H J0KZXJ0]�Q�Hh`�J0VX][L�Td`�]NQ�H WYKo\:O+QYJ0VXW�O+K�c�t�T�L3][L3QYQYWYT0VXW�koJ�L
|�½@Q�`�T0Td`�]a`,��VU\%WYV[L�Td`�]NQ�L?ZU§5L3^_^sL?Z�®
®
| °_L3V®
®
|h¯�k�J5H WYQ�K5H t)`(k�J�L�VX][O+W�Z©b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K�Z�V[O+T�O+Q�O+y
W�koJ�L?Z©T�O
Z[ZXWY�0Q�L?ZfT*O+J0]fQ�L?Z

(γj)j∈J
R�`�K�Zb?L?Z�Td`�K�Va`�Q�O+K�Zz�õ¦�y�|�®
®
|hè:�n|�ª�KDM�`�WYVNb?L?Z�VX][O+W�ZUb?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K�ZSb?O+]X][L?ZXT�O+K�R0L3KoV�jzJ0K�L�ZaL3J0Q�LL3V�^s�3^sLNb?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+KIR�`�K�ZfQ�`SZ[J0]gMF`+b?L�V[O+J0V[L�L3K�VXW�r3][L
p,R"H J0K�T*O+WYK�VfR0L�\�J�L�b?O+^)�0WYKd`�V[O+WY][LK�O+J�Z)`?\:O+K�Z$J0K7ZaL3J0Q L3V�^s�3^sLsy
]a`�T0c�L
p�WYQ�K5H t�`1k�J�LIQ�Hh`�][�3V[L_R0i?b?O+J0T*i?Lw�PL3K�VX]a`�WYV$y
]a`+Zn�koJ0W5bacd`�K0y:L
|dG$`�K�ZlQ�`_ZXJ0WYV[L$R0LzQ�`�T0][L3J0\:LzK�O+J�ZlT0][L3K�R�][O+K�Z

J = {1, . . . , 6} |�%O+W�L3KoV
w1

L3V
w4

Q�L?Z R0L3J�mIT*O+WYK�V[Z R0L±}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�L3K_Q�L?Z[koJ�L3Q�Z�b?O+K�b?O+J0][L3K�V�VX][O+W�Z�y:i?O��R0i?ZXW�koJ�L?ZUR0L
(γj)j∈J

p�Z[O+WYV
γ1
Q�`~y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L(][L3QYW�`�KoV

w1
L3V
w4
p%Z[O+W�L3K�V

γ2
L3V
γ3
Q�L?ZUR0L3J�m`�J0VX][L?Z�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z�Td`+Z[Za`�K�V(Td`�]

w1
p*L3V�Z[O+W�L3K�V

γ4
L3V
γ5
Q�L?Z�R0L3J�mv`�J0VX][L?Z�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?ZTd`+Z[Za`�KoV�Td`�]

w4
|d��cd`+b3J0K�L)R0L?ZlTd`�WY][L?Z

γ2
p
γ3
L3V
γ4
p
γ5
MFO+]X^sL$J0K�VX]XW�`�K0y
Q�LzW�Z[O%b?r3Q�Lz`?\:L?bJ0K�L)y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L)R0L?Z

αi
p
βi
p
δi
p�b?L?Z�VX]XW�`�K0y
Q�L?Z�Z[O+K�V�R�W�ZPeXO+WYKoV[Z�L3V�K�O+J�Z�T�O+J0\:O+K�Z�VX][O+J0\:L3]J0K�L$y:i?O�R0i?Z[W�koJ�L$Q�L?Z(Z[i3Td`�]a`�KoV�pdTd`�](b?O+K�Z[i?k�J�L3KoV(WYQ�ZSZ[O+K�V�W�Z[O+^si3VX]XW�k�J�L?Z�|�³�O+J�Z�L3KwR0i?R�J0W �Z[O+K�Z k�J�LlQ�L?Z�R0L3J�m_��O+][R0Z R�W�ZXVXWYK�b3V[ZNR0L

γ1
R�`�K�Z�Q�LlTd`�KoVa`�Q�O+KDR0Llyo`�J�b[c�L�R0LlQ�`�¦�y
J0][Lz®
®
|hèO+KoV�^s�3^sL)Q�O+K0y
J�L3J0]�|�¸�J�LzQ�`�b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+KvR0L?Z(y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z

γ2
p
γ3
p
γ4
L3V
γ5
R�`�K�Z�b?LTd`�KoVa`�Q�O+K5p"K�O+J�Z)`�\:O+K�Z$K�i?b?L?Z[Za`�WY][L3^sL3K�V

α1 = α2
p
β1 = β2

L3V
δ1 = δ2

p*L3KvTd`�]XVXW�b3J0QYW�L3]
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.±Í0/±N6ì�ì�N:9
Q�L?Z�V[O+][L?Z

T1
L3V

T2
Z[O+KoV�W�Z[O+^si3VX]XW�k�J�L?Z�|*³(O+V[O+K�Z�k�J�LzQ�`�VX]a`�K�ZXQ�`�VXW�O+K�R"HqO+][R�][L�ù�Z[L3Q�O+K

γ1][i�`�QYW�Z[L$J0K{`�J0V[O+^sO+]XT0c0W�Z[^sL)R0L�Q�`_ZXJ0]gM�`+b?L
Xmax

|

ξ

γ1

γ2

γ3

γ4

γ5
γ6

w1

t

u

z

h
y/2

2θxx

θyy
θyy

θyy

φ

.±Í0/±N6ì�ì�N?>
³(O+J�Zf`�QYQ�O+K�Z5T0][O+J0\:L3]�Q�HqLnm�W�ZXV[L3K�b?L�R0L�Q�`lZXJ0]gM�`+b?L i3\:O%koJ�i?L
|�ª KzM�`�WYV�p3WYQoZ�Hh`�y
WYV�R0L�][i�`�QYW�Z[L3]Q�`�b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K¢R0Lsyo`�J�b[c�L�R0L_Q�`D¦�y
J0][L{®
®
|hè�|5³(O+J�Z~b?O+K�ZXW�R0i3][O+K�Z�R0O+K�b_J0K7Td`�KoVa`�Q�O+K`?\:L?b-R0L3J�mu�*O+][R0Z_i3yo`�J�m¢R0L1Q�O+K0y
J�L3J0]

2y
p'Q�LDVX][O+W�ZXW�r3^sL1��O+][R¢i3Va`�KoV�R0LDQ�O+K0y
J�L3J0]

4x
|³(O+J�Z�Lnm�T0]XWY^sO+K�Z�VX]XWY\�W�`�Q�L3^sL3K�V$Q�L?Z�Q�O+K0y
J�L3J0][Z

t
p
u
L3V
z
�å\:O+WY]�¦�y
J0][L�®
®
| °��(L3KwMPO+K�b3VXW�O+KR0L

x
L3V
y
±

cosh2 t = cosh2 x
cosh2 y−1

+ 1,

cosh2 u = cosh2 y
cosh2 x−1

+ 1,

cosh2 z = cosh2 x cosh2 y
(cosh2 x−1)(cosh2 y−1)

.��J0]�bacd`+koJ�L{�*O+][R¼K�O+J�Zs¦0m0O+K�Z�R0L3J�m�T�O+WYKoV[ZDO+T0T�O
Z[i?Z�b?O+]X][L?Z[T*O+K�R�`�K�V1`�J�m�T�O+WYKoV[ZDR0L}7L3W�L3][ZXVX]a`+Z[Z�p�Q�L?ZNb?O+J0T0Q�L?ZNZ[J0]�Q�L?Z��*O+][R0ZNR0L�Q�O+K0y
J�L3J0]
2y

O+KoVNQ�LS^s�3^sL�R0i?b�`�Q�`�y:L
θyy

Td`�]]a`�T0T*O+]XVS`�J�m�T�L3]XT�L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][L?ZSb?O+^_^)J0K�L?Z�|�§5L?ZlZaL3y
^sL3KoV[ZUVX]a`+b?i?ZUL3K1y
]a`+Z�][L3T0][i?ZaL3KoV[L3KoVQ�L?Z)Z[L3y
^sL3K�V[Z)^sO+WYVXW�i�R0L?Zzy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z
γ1
p
γ2
p
γ3
p
γ6

L3V
ξ
|5§ HqLnm�W�ZXV[L3K�b?L�R0LsQ�`�ZXJ0]gM�`+b?L
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i?koJ0WY\
`�J0V j�Q�HqLnm�W�ZXV[L3K�b?LlR0LNTd`�]a`�^sr3VX][L?Z

x
p
θx
p
y
p
θy
V[L3Q�Z�k�J�LNQ�L?Z ¯�Z[L3y
^sL3K�V[Z�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?ZL3K�y
]a`+ZlZ[O+W�L3KoVSR0L�^s�3^sL�Q�O+K0y
J�L3J0]�|d��J0T0T�O
Z[O+K�Z

x
L3V
y
¦0m0i?Z�p�b[c�O+W�Z[W�Z[Z[O+K�Z

θy
V[L3Q"koJ�L

γ6Z[O+WYV(R0L~Q�O+K0y
J�L3J0]
4x
pdb
HqL?ZXVg�@j,�ÖR�WY][L�V[L3Q'koJ�L

cosh(θyy) = coshx/ cosh t
��K�O+J�Z�T�O+J0\:O+K�Z^�`�WYKoV[L3Kd`�KoV�b�`�Q�b3J0Q�L3]

sinφ
L3V
h
L3K1MPO+K�b3VXW�O+KwR0L

x
L3V
y
±

sin2 φ = cosh2(y
2 + θyy) + cosh2 z − cosh2(y

2 + θyy) cosh2 z,

cosh2 h = cosh2 z
sin2 φ

,L3V�L3K�T*O
Z�`�KoV
X = coshx

L3V
Y = cosh y

K�O+J�Z�`�\:O+K�Z
cosh2(

y

2
+ θyy) =

Y − 1

X2 + Y 2 − 1

[

X2Y 2 +X2Y −X2/2 − Y 2/2 + 1/2+

X(Y + 1)
√

X2Y 2 − 2X2 − Y 2 + 1
]

,§�`vb?O+K�R�WYVXW�O+K
γ2 = γ3 = 4x

p�i?koJ0WY\
`�Q�L3KoV[L-j
coshh = cosh(2x)/ cosh(y/2)

p R0O+K0K�LWY^_T0QYW�b3WYV[L3^sL3KoV
y
L3KwMFO+K�b3VXW�O+K{R0L

x
|d³�O+J�Z�i3Q�`��*O+][O+K�Z�MF`+b3WYQ�L3^sL3K�V�J0KwT�L3VXWYV�T0][O+y
]a`�^_^sLkoJ0W'L3K�L3KoVX][i?L�T0][L3K�R

x
L3V$Z[O+]XV�J0K�L�\+`�Q�L3J0]z`�T0T0][O%b[c�i?LIR0L

y
|*£©O+J0]�R�W Ò"i3][L3KoV[L?Zz\+`�Q�L3J0][ZR0L

x
K�O+J�ZSb�`�Q�b3J0Q�O+K�Z

cosh2(2(1 − θx)x) =
X2(X2 − 1)

X2 + Y 2 − 1

[

8X4 − 12X2 − 4Y 2 + 5−

4(2X2 − 1)
√

X4 − 2X2 − Y 2 + 1
]

,T0J0W�Z
cosh2(2(1 − θx)x) sin2 φ − cosh2(y/2 + θyy)

plb?L3VXV[Lvy
]a`�K�R0L3J0]-T0][L3K�R2R0L?Z1\+`,�Q�L3J0][Z$K�i3yo`�VXWY\:L?Z)L3V�T�O
ZXWYVXWY\:L?Z�p�K�O+J�ZzL3K7R0i?R�J0W�Z[O+K�ZzQ�HqLnm%W�ZXV[L3K�b?L_R"H J0K
x
V[L3Q koJ�LIQ�L?Z�y:i?O��R0i?ZXW�koJ�L?Z

γ1
p
γ2
p
γ3
p
γ6

L3V
ξ
ZaO+KoV1R0L-^s�3^sL{Q�O+K0y
J�L3J0]

4x
|�³�O+J�Z�VX][O+J0\:O+K�Z1k�J�L-Q�L?Zb?O�O+][R0O+K0K�i?L?Z�VÖ·lW�ZXV[ZX��Q�O+K0y
J�L3J0][Z�Z[O+QYJ0VXW�O+K�Z�R0LlK�O+VX][LlT0][O+�0Q�r3^sL(Z[O+KoV�`�T0T0][O�m%WY^�`�VXWY\:L3^sL3K�V

(x ; θx ; y ; θy) ≈ (1, 1075 ; 0, 17 ; 1, 06 ; 0, 15)
|§ HqL3K�Z[L3^)�0Q�L V R0L?ZlT�O+WYKoV[Z(R0L T2

`+R�^sL3VXVa`�KoV(Q�`I^s�3^sL$WYK�\:O+QYJ0VXW�O+KwK�O+K-VX]XWY\%W�`�Q�Lzk�J�L
Xmax

MPO+]X^sL)J0K�L)Z[O+J�ZX��\+`�]XW�i3V[i~V[O+Va`�Q�L3^sL3KoV�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L~R0L)R�WY^sL3K�ZXW�O+K�°�|d¡�O+KoVX][L3]�k�J�L
Mmax

L?ZXVIJ0KuT�O+WYKoV_Lnm�VX][�3^sLDT*O+J0]IQ�`{ZXt%Z[V[O+Q�L�R0LDQ�`wMF`�^_WYQYQ�L {γ1, . . . , γ6, ξ}
R�`�K�Z T2i?koJ0WY\
`�J0VDjv^sO+K�VX][L3]�koJ�L

Mmax
L?ZXV�J0K�T*O+WYK�VDLnm�VX][�3^sLwR0L-Q�`7ZXt�ZXV[O+Q�L-R0LwQ�`�MF`�^_WYQYQ�L

{γ1, . . . , γ6, ξ}
R�`�K�Z V | �NO+^_^sL�Q�L?Z_b?O+J0T0Q�L?Z (γ2, γ3)

L3V
(γ4, γ5)

Z[O+KoV�i?b[cd`�K0y:i?ZsTd`�]Q�Hh`�J0V[O+^sO+]XT0c0W�ZX^sL
p%K�O+J�Z�Z[O+^_^sL?Zl`�^sL3K�i?ZUj$]a`�W�Z[O+K0K�L3]UZXJ0]�Q�L?Z�y
]a`+R�W�L3K�V[ZNR0L?ZNb3WYK�k�MFO+K�bn�VXW�O+K�ZzQ�O+K0y
J�L3J0][Z
lγ1

p
lγ2

p
lγ3

p
lγ6

L3V
lξ
|�³(O+J�Z)T*O+J0\:O+K�Z~R0i3V[L3]X^_WYK�L3]~Q�HqLnm�T0][L?Z[ZXW�O+K�`�Kd`,�QYt�VXW�k�J�L1R0LDbacd`+b3J0K�L-R0L1b?L?Z~MPO+K�b3VXW�O+K�ZsL3K¢Q�L?ZIb?O%O+][R0O+K0K�i?L?Z

(x, θx, y, θy)
p'L3K6b�`�QYJ0Q�`�KoVQ�L?Z~y
]a`+R�W�L3K�V[ZIK�O+J�Z�VX][O+J0\:O+K�Z_koJ�L�Q�`wZ[J0]gMF`+b?L

Xmax
L?ZXV�Td`�]gM�`�WYV[LDL3VIL3J0Va`+b3VXW�k�J�LDR0O+K�bLnm%VX][�3^sL$T�O+J0]SQ�`~M�`�^_WYQYQ�LzR0L�y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L {γ1, γ2, γ3, γ6, ξ}

|½ÖQS�(L?ZXV[L-jv^sO+KoVX][L3]1k�J�L-b?L?Zsy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L?Z_][i�`�QYW�Z[L3KoVD�0W�L3K�Q�`7è,�ÖZ[t%ZXV[O+Q�LwR0L
Xmax

|§5L?ZDy:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z1R0LwQ�O+K0y
J�L3J0]
2y

Z[O+K�VDQ�L?ZDZXt�ZXV[O+Q�L?ZDR0L{bacd`+b3J0K/R0L?ZDV[O+][L?Z1R0i3QYWY^_WYV[i?ZTd`�]
ξ
p"K�O+J�Zz][L3T�i3][O+K�ZzM�`+b3WYQ�L3^sL3KoV�Q�`�R0L3J�m�W�r3^sL�T0QYJ�Z)T*L3VXWYV[L�y:i?O�R0i?Z[W�koJ�LsR0L�b?L?ZzV[O+][L?Z�|ª�K�b?O+^_Td`�]a`�K�V�Q�L?Z_Q�O+K0y
J�L3J0][ZDR0L-b?L?Z�y:i?O�R0i?ZXW�k�J�L?Z�`�\:L?bwb?L3QYQ�L?Z�R0L?ZsT�L3]XT*L3K�R�W�b3J0Q�`�WY][L?Zb?O+^_^)J0K�L?Z)R�JvTd`�K�Va`�Q�O+KxR0L�Q�`s¦�y
J0][L�®
®
| °�K�O+J�Z�\:O�t:O+K�Zzk�J5HqL3QYQ�L?Z�][i�`�QYW�Z[L3KoV)R0L?Zz`�][�3V[L?ZR0L

Gcont(Xmax)
p5L3V)Q�L?Zzy:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z

γ1, . . . , γ6
][i�`�QYW�Z[L3K�V~Q�`�R�W�Z[Va`�K�b?LsL3KoVX][L�Q�L?Z)R0L3J�my
][O+J0T*L?Z R0LNT�O+WYKoV[Z R0LÖ}7L3W�L3][ZXVX]a`+ZaZ�|o�NO+K�ZXW�R0i3][O+K�Z�J0K�LUTd`�]XVXWYVXW�O+KsR0LUQ�O+K0y
J�L3J0]�^_WYK0WY^�`�Q�L
pb?L3QYQ�Ln�Öb3W�b?O+KoVXW�L3K�V `�Jz^sO+WYK�Z�R0L3J�m$y:i?O%R0i?ZXW�koJ�L?Z�K�O+K~Z[i3Td`�]a`�K�V[L?Z�p�K�i?b?L?ZaZa`�WY][L3^sL3KoV'b[cd`+b3J0K�LR"HqL3QYQ�L?Z$L?ZXV$O+J��0W�L3KvWYK�b3QYJ�Z[LIR�`�K�Z�Q�H J0K�R0L?Z�V[O+][L?Z$R0i3QYWY^_WYV[i?Z�Td`�]

ξ
O+Jv�0W�L3KvJ0K�i3Q�i3^sL3KoVR0L_Q�`1M�`�^_WYQYQ�L {γ1, . . . , γ6}

|f��W�Q�H J0K�LsR"HqL3QYQ�L?Z�`�T0Td`�]XVXW�L3K�VIj�Q�`1M�`�^_WYQYQ�L {γ1, . . . , γ6}
b?L?ZR0L3]XK0W�r3][L?ZS][i�`�QYW�Z[L3K�VS�0W�L3K�Q�`_è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L
|���W"Q�L?ZlR0L3J�m1Z[O+K�VSb?O+KoV[L3K�J�L?Z(R�`�K�ZlJ0K�V[O+][L
p�`�Q�O+][Z



7 Á́gÈõÁXÄXÃ�ÆõÇ�"0ÈõÆ��nÇ M�sα1

α2

β1

β2

δ1
δ2
ξ
α′

1
α′

2
β′1
β′2
δ′1
δ′2
γ1

γ2

γ3

γ4

γ5

γ6

.±Í0/±N6ì�ì�NAJ
Q�`-VX][O+W�Z[W�r3^sL�y:i?O%R0i?ZXW�k�J�L�R0LsQ�`wTd`�]XVXWYVXW�O+K¢L?ZXV~O+Ju�0W�L3KxK�O+K¢Z[i3Td`�]a`�KoV[LDL3VIR�`�K�Z~b?L�b�`+Z`�T0Td`�]XVXW�L3KoV1jwQ�`wM�`�^_WYQYQ�L {γ1, . . . , γ6}

p�O+Ju�0W�L3K�Zai3Td`�]a`�KoV[L-L3V_R�`�K�Z_b?L�b�`+Z_b
HqL?ZXV
ξ
�åWYQZXJ�ÈsVsR0L1VX]a`?\
`�WYQYQ�L3]sJ0K6T�L3J�`?\:L?b�Q�L1]a`�t:O+K�R"H WYK+egL?b3VXWY\%WYV[i-R0L

ξ
�n|©ª K�Td`+Z[Za`�K�V_Td`�]_J0K�L][i?Z[O+QYJ0VXW�O+KwK�J0^si3]XW�koJ�L)K�O+J�Z�`?\:O+K�Z

sys3(Xmax) = sysF(Xmax) ≈ 2 arccosh(4, 63).

��.��0´x<0´É<0!t)þ��w
oÿ��fü��åþ��60
áZI�Hwâ=H�ã�ÍVÏ<ÍVH�Î2®
®
|�1=NZÝ�Þ�ÚUö�Ý
ÎõìdÜåÚ~ð�Þ

D
í�RXÐ+ÍÏÎõÚ3Ð+ìdÜ�Ì%ì�òsÐ�ó
ÎõòIÌ%ò ÍYÝ�ï[Ð+Í'ðoÞ)Í Ð�Ú�Û�Ú3Ü�Ý+ÍYÞðoÞ F Ú3Ý
ìdÜ�ïaÞ3Ì+ó�ï[Ý
í�í[Þ�Ú�ö0Ý+ì�ð:Ð+ì�Ü¦isÍYÐ_ÚnÌ�íåî?Ð:ïaÞ
P (3)

ò_Ð
ígø3Ì=R[Þ�ä
ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N�£©O+J0]Uk�J�LSQ�L�T*O+WYK�V

Mmax
Z[O+WYVNJ0K�^�`,m�WY^)J0^ Q�O%b�`�Q�R0L(Q�`�MFO+K�bn�VXW�O+K

sysF
ZXJ0]

D
p5Q�`-MF`�^_WYQYQ�L

(γj)j∈J
R0O+WYV�b?O+K�V[L3K0WY]s`�Jx^sO+WYK�ZoB-i3Q�i3^sL3K�V[Z�|'§5L?Z~£ ][O��T*O
Z[WYVXW�O+K/®
®
|�B�L3V1®
®
|æâwK�O+J�Z_i?b3Q�`�WY][L3KoVsZXJ0]�Q�`�b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K�R0L?Z

γj
�
j ∈ J

�npÖP�ÎFÐ�R0L?ZR0i?b?O+J0Td`�y:L?Z�K�O+J�Z(b?O+K�ZXVa`�V[O+K�Z�k�J5H WYQ�t-`_J0K�L)J0K0W�koJ�L~b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K6�Pb?O+^~�0WYKd`�V[O+WY][L
p�V[O��T*O+Q�O+y
W�k�J�L��)T*O
ZaZXWY�0Q�L��õ¦�y�|N®
®
|h¯:�n| �NL3VXV[L1b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K�L?ZXV�Lnm�`+b3V[L3^sL3KoV_b?L3QYQ�L1R0L?Z�y:i?O��R0i?ZXW�k�J�L?Z_R0L
P (3)

][i�`�QYW�Za`�K�VsQ�`�ZXt�ZXV[O+Q�L�R0L F p'O+]IK�O+J�Z_Za`?\:O+K�Zsk�J5H J0K�L1b?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+KL?ZXV�][i�`�QYW�Z[i?LDTd`�]_`�JuT0QYJ�ZIJ0K�LDZXJ0]gMF`+b?L1Lnm�VX][�3^sL
|'G�LDb?L�MF`�WYV
Xmax

L?Z[V~W�Z[O+^si3VX]XW�k�J�L�j
P (3)

|
�Ú H�I.H�Û�Û?Ü�ÍVI<L ®
®
|hç=N*ÝfÞ-òsÐ�ó
ÎõòIÌ%ò�T+ÍYÝ�aXÐ+Í�ðoÞwÍ Ð�´
÷�ÚnÛ�ÚnÜ�Ý+Í�Þ-Ú�Ì%í

D
ÞnÚnÜIÐ
ÜFÜÖÞnÎåìdÜ�ÞnìÌ�ìdÎPø3Ì�Þ'ö�Ý+ÎåìdÜ£W�òsÝ�ð+Ì%Í ÝzÍdl Ð:ï?ÜPÎFÝ+ì�ð
Ì`T
ígÝ+Ì�ö0ÞSòsÝ�ð+Ì%Í Ð+Îåí[Þ�\$ïaÝ+í�í[Þ�ÚÖö�Ý+ì�ð:Ð
ìdÜwizÍ Ð�ÚnÌ�íåî?Ð:ïaÞ

P (3)òsÐ+ígø?Ì�R[Þ�ä
ËfF�KMHwÎGã�Ï<I(Ü�Ï<Í�HwÎ;N���J0]

D
Q�`IZ[t%ZXV[O+Q�L�R0L F ^�`,eXO+][L�Q�`_è,�ÖZXt%Z[V[O+Q�L
p%O+]

sysF
L3V
sys3O+KoV(^s�3^sL$\+`�Q�L3J0]SL3K

P (3)
|

�D*EGF=H�I<J�KML�®
®
|Y®�@=N`Ý�ÞDòsÐ�ó+ÎåòIÌ�ò5T+ÍYÝ�aXÐ+ÍSðoÞ�ÍYÐÁ´
÷ÖÚ�Û�ÚnÜ�Ý+Í�Þ�ÚnÌ�í T2
Þ�Ú3Ü$Ð
ÜFÜÖÞnÎåìdÜ$Ð+Ì+óö�Ý+ÎåìdÜåÚ)ï[Ý+íníXÞnÚ�ö�Ý+ì*ð:Ð+ìdÜ¦i�Í Ð�ÚnÌ�íåî3ÐoïaÞ

P (3)
òsÐ+íXø3Ì=R[Þ�ä



MtM m%x�ÆqÉgÈõÁgÇfÅFÁ�ÁgÈ�� Á́gÈõÁXÄXÃ�ÆõÇ�"0ÈõÆ��3Ç �\[��Ç Ãh"lx�ÆõÃh�*Ã  h#®�º�3"�#
§�`zy:i?O%R0i?ZXW�k�J�L

ξ
Zai3Td`�][L

P (3)
L3K�R0L3J�m�V[O+][L?ZUi?k�J0WYQ�`�V[i3]a`�J�m�|�§�`)Q�O+K0y
J�L3J0]lR�J�]a`�t:O+K^_WYK0WY^�`�Q

r
R0L)b?L?ZlV[O+][L?Z�L?ZXVSR0O+K0K�i?LzTd`�]~�gáq�l`?\�@
¯
`�ãå��±

sinh(r/2) =
1

2 sinh(ξ/12)
.£©`�]�`�WYQYQ�L3J0][Z�Q�L{b?O�LºÈ�b3W�L3K�VDR0LwVÖ·lW�ZXV

θξ
\
`�J0V{®YX%®�ù�|�ª�K¼WYK+eXL?b3Va`�KoVDV[O+J0V1b?L?b3W(R�`�K�Z�Q�`MPO+]X^~J0Q�L)R�J9³M1�|hèIK�O+J�Z(O+�0V[L3K�O+K�Z)±

cosh(B(2)/2) =
1

4[cosh2(B(2)/12) − 1]
+ cosh(B(2)/12).

� T0][r?ZSZ[WY^_T0QYW ¦db�`�VXW�O+K�Z�WYQ"\%W�L3KoV�k�J�L
cosh(B(2)/12)

L?ZXVSZ[O+QYJ0VXW�O+KwR0L
32X5 − 32X4 − 24X3 + 24X2 − 1 = 0.³(O+J�ZlVX][O+J0\:O+K�Z

cosh(B(2)/2) ≈ 4, 67096.���.0´É<0!t)þ('j'j�[�*ý��=���>�
§�`S^si3VXc�O%R0L�WYKoVX][O%R�J0WYV[LlZ[L3^)�0Q�LU`+Z[Z[L3´ULºÈ�b�`+b?L
|+ª�K�LnÒ"L3V�p�L3K�i3VXJ�R�W�`�K�V©Q�L?Z'R�W Ò"i3][L3KoV[L?Zb?O+K�¦�y
J0]a`�VXW�O+K�Z V[O+T�O+Q�O+y
W�koJ�L?Z Z[J�Z[b?L3T0VXWY�0Q�L?Z R0LN][i�`�QYW�Z[L3]�J0K_^�`,m�WY^)J0^ R0LUQ�`�ZXt�ZXV[O+Q�LUR0LUQ�`MF`�^_WYQYQ�L Gξ ∪{ξ} p:K�O+J�ZN`?\:O+K�ZNKd`�VXJ0][L3QYQ�L3^sL3KoVU][L3VX][O+J0\:i(Q�L?Z�R0L3J�msZXJ0]gM�`+b?L?Z P (3)

L3V
N(3)R0i?b?O+J0\:L3]XV[L?ZUTd`�]l�%bac0^)J0VX´~�%b[cd`�QYQ�L3]5��K�O+J�ZU`?\:O+K�ZlR0L(T0QYJ�Z�MF`�WYVl`�T0Td`�]a`,��VX][L�J0K�VX][O+W�ZXW�r3^sL^�`,m%WY^~J0^ Q�O%b�`�QfR0L$Q�`�è,�ÖZXt�ZXV[O+Q�L
p0WYK�¦�]X^�`�KoV$`�WYK�ZXWfQ�`_b?O+K+egL?b3VXJ0][L�R0L~�%bac0^)J0VX´��%b[cd`�QYQ�L3]�pjvZa`?\:O+WY]�k�J�L1Q�L?ZsZ[L3J0Q�Zs^�`,m%WY^�`vR0L�Q�`�è,�ÖZ[t%ZXV[O+Q�L�Z[J0]_Q�L�¨�L3W�b[c0^~à0QYQ�L3]DZaO+KoVsQ�L?Z_T�O+WYKoV[Z`+Z[Z[O%b3W�i?Z�`�J�m1Z[J0]gMF`+b?L?Z

N(3)
L3V
P (3)

|
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Ö$Í?ÍsÏ î øñÏ&�³ùlÖ×ü×Ë('iç�)*�]Ü�+$ê á=ëìßÙà0á=ÛÙÝ ÞYæ�ê�, -/.10
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Paysage systolique des surfaces hyperboliques compactes de petit genre

Cette thèse est consacrée à l'étude d'invariants métriques de type systole dans le cas

des surfaces hyperboliques compactes de petit genre.

Dans la première partie, nous déterminons des inégalités optimales pour la systole des

surfaces hyperboliques compactes de caractéristique -1. Dans un premier temps nous étu-

dions la géométrie de ces surfaces, nous décrivons ensuite l'action des groupes modulaires

sur les espaces de Teichmüller. Nous décomposons alors des domaines fondamentaux de

ces actions en cellules adaptées à la systole, c'est-à-dire telles que tous les points d'une

cellule ont mêmes géodésiques pour systoles. En�n, nous donnons tous les points cri-

tiques des fonctions systole et en particulier leurs maxima. Nous nous intéressons aussi

à d'autres invariants comme la 2-systole, la 3-systole...

La deuxième partie de la thèse est consacrée au calcul de la constante de Bers en

genre 2. A�n de déterminer cette constante, nous introduisons un nouvel outil le graphe de

contiguïté rendant compte de la répartition des points de Weierstrass sur une surface de

Riemann hyperelliptique. Lorsque la 3-systole est �grande�, ce graphe véri�e une certaine

con�guration qui permet de majorer la 3-systole par la systole d'une famille particulière

de géodésiques. La détermination des maxima de cette nouvelle fonction systole fait

apparaître trois surfaces maximales pour la 3-systole, dont une nouvelle. Nous montrons

que la constante de Bers est réalisée par le plus grand de ces trois maxima.

Mots clés : Systole, surfaces de Riemann, espaces de Teichmüller, constante de Bers.

Systolic Landscape of Compact Hyperbolic Surfaces of Low Genus

This thesis deals with systolic invariants of compact hyperbolic surfaces of low genus.

In the �rst part, we investigate the systole of hyperbolic surfaces of characteristic

-1. We are mainly concerned with non orientable surfaces. We devote our �rst part to

study their geometry, then we describe the action of the mapping class group on their

Teichmüller's spaces. Finaly, we give all the critical points of the systole, which lead

to the knowledge of the maxima. We also calculate other metric invariants (2-systole,

3-systole...) for the non orientable closed surface of genus 3.

The second part of the thesis is dedicated to the calculation of the Bers' constant in

genus two. To determine this constant, we introduce a new tool the graph of proximity

reporting the distribution of the Weierstrass points on hyperelliptic Riemann surfaces.

When the 3-systole is �big�, this graph satis�es a certain con�guration and the 3-systole

is bounded by the systole of a particular family of geodesics. The determination of the

maxima of this new systolic function reveals three maximal surfaces for the 3-systole.

We show that the biggest of these three maxima realize the Bers' constant.

Keywords : Systole, Riemann surfaces, Teichmüller spaces, Bers' constant.
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