Analyse de quelques algorithmes probabilistes & délais aléatoires

Résumé :

Dans la premiére partie de cette étude, nous proposons et analysons des algorithmes proba-
bilistes d’élection uniforme dans des graphes de types arbres, les k—arbres et les polyominoides.
Ces algorithmes utilisent des durées de vie aléatoires associées aux sommets découverts (sommets
feuilles ou simpliciaux). Ces durées sont des variables aléatoires indépendantes et sont localement
engendrées au fur et & mesure que les sommets sont découverts.

Dans la seconde partie, nous analysons un algorithme probabiliste de synchronisation pour le
probléme de rendez-vous avec agendas dynamiques. L’objectif est de trouver un couplage maximal
dans un graphe donné. Ensuite, nous proposons et étudions un modéle de diffusion a délai aléatoire
pour la transmission d’un message dans un réseau.

Finalement, dans la derniére partie, nous exposons les outils utilisés pour implémenter la simu-
lation des algorithmes distribués.

Discipline : Informatique

Mots-Clés : Algorithmes distribués, algorithmes probabilistes, élection, k—arbres, polyominoides,
couplage, rendez-vous, diffusion, simulation.

Analysis of some probabilistic algorithms with random delays

Abstract :

In the first part of this study, we propose and analyze a probabilistic algorithms of uniform
election in graphs of structures of the trees type, k—trees and polyominoids. These algorithms use
random delay associated to discovered vertices (leaf vertices or simplicial vertices). These delays are
independent random variables and are locally generated as and when the vertices are discovered.

In the second part, we analyze a probabilistic algorithm of synchronization for the problem of
rendezvous with dynamic agendas. The goal is to find a maximal matching in a given graph. Then,
we propose and study a model of diffusion with random delay for the transmission of a message in
a network.

Finally, in the last part, we expose the tools used to implement the simulation of the distributed
algorithms.

Discipline : Computer-Science

Keywords : Distributed algorithms, probabilistic algorithms, election, k—trees, polyominoids, mat-
ching, rendezvous, diffusion, simulation.
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Analyse des algorithmes distribués probabilistes

Résumé : Depuis longtemps, la recherche en algorithmique a été développée en étroite liaison avec la
combinatoire. Les deux disciplines se sont mutuellement enrichies : beaucoup d’algorithmes utilisent
des constructions combinatoires classiques et, réciproquement, la réalisation d’algorithmes complexes
et les problemes d’analyse associés ont donné lieu a des problemes combinatoires nouveaux. Par
ailleurs, les algorithmes probabilistes sont concus pour résoudre les problemes qui n’admettent pas de
solutions déterministes efficaces, ou pour améliorer sensiblement la complexité en moyenne et/ou au pire
d’algorithmes polynomiaux classiques.

Les travaux de cette thése s’integrent dans cette continuité et présentent 1’évolution et I’analyse des
performances des algorithmes probabilistes enticrement distribués et décentralisés et ce dans des systemes
distribués anonymes, asynchrones et de topologies différentes.

En effet, dans la seconde partie de cette these, nous proposons et étudions des algorithmes d’élection
probabiliste uniforme dans des structures de type arbres, k—arbres, et polyominoides. Ces algorithmes
sont basés sur 'utilisation d’un délai aléatoire associé a tout sommet supprimable (les sommets feuilles
ou les sommets simpliciaux). Ces délais sont indépendants et peuvent étre localement générés par des
sommets au fur et 2 mesure qu’ils deviennent supprimables. Pour chacune des classes de graphes citées
ci-dessus, notre résultat principal est I’introduction d’un algorithme d’élection totalement équitable,
c’est-a-dire que quelque soit I’endroit ol un sommet est placé dans un graphe, il a la méme probabilité
d’étre élu que tous les autres sommets. Nous avons trouvé une borne supérieure H,_; pour 1’espérance

mathématique de la durée d’élection dans les graphes a n sommets. Cette borne pourrait représenter
quelques intéréts théoriques (elle peut, par exemple, exprimer une mesure de la complexité en temps).

Nous analysons également dans la troisieme partie, deux algorithmes probabilistes : un algorithme de
rendez-vous avec agendas dynamiques et un autre de diffusion avec un délai aléatoire de transmission.

Le but du premier algorithme est de trouver un couplage dans un graphe d’une maniere distribuée.
Cet algorithme est basé aussi sur des délais aléatoires. Nous allons d’abord montrer que dans un tour de
son exécution, il donne en espérance un nombre de rendez-vous supérieur a celui fourni par 1’algorithme
“MS Z—algorithme” étudié dans [MSZ03a]. Puis nous analysons le nombre de rendez-vous pour quelques
classes de graphes (graphes complets, chaines, étoiles, double-étoiles). Nous allons voir ensuite que R(G),
I’espérance du nombre de rendez-vous de I’algorithme appliqué a un graphe G, n’est pas monotone lors
d’une insertion d’une aréte ou d’une extension (ajout d’'un sommet avec certaines arétes). De plus, nous
calculons I’espérance asymptotique du nombre de rendez-vous dans des graphes aléatoires d’Erdos et Ré-
nyi de degré moyen ¢ > 0 (G(n, p) et G(n, m)), avec m = cn/2. D’autre part, nous définissons I’efficacité,
pour un graphe G donné, comme le rapport I_Q(G) /K(G), ou E(G) est I’espérance de nombre de rendez-vous
et K(G) est le cardinal maximal de couplage dans G. Nous allons montrer que lorsque notre algorithme
est appliqué aux graphes généraux, la borne inférieure de 1’efficacité est serrée , elle vaut au moins 1/2. A
la fin de cette étude, nous allons prouver que dans une famille de graphe appelée mille-pattes, 1’ efficacité
est approximativement 0.7690397520.

En ce qui concerne le second algorithme, le modele sur lequel il est basé est un modele de diffusion
avec un délai aléatoire de transmission. En effet, nous considérons des variations ou les arétes peuvent
avoir différents taux de transmission. Le délai aléatoire de transmission considéré est le temps nécessaire
pour transiter un message entre deux noeuds adjacents dans le réseau. Nous supposons que ce temps



est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle. Notre probleme consiste a trouver une borne
supérieure de I’espérance du temps nécessaire pour accomplir la diffusion sous 1’hypothése que toutes les
arétes ont un délai aléatoire de transmission. Cette étude est en cours de développement et nous cherchons
des résultats généraux en lien avec des applications aux problemes de diffusion dans des réseaux de
différentes topologies.

Finalement, dans la derniere partie, nous exposons les bases fondamentales que nous avons utilisées
pour implémenter un outil de simulation des algorithmes distribués. Cet outil, nous a permis de faire des
expérimentations sur tous les algorithmes présentés dans cette these et les résultats obtenus corroborent
nos résultats théoriques.

Mots-clés : Algorithmes distribués, algorithmes probabilistes, élection, k—arbres, polyominoides,
couplage, rendez-vous, diffusion, simulation.
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Chapitre 1

Introduction

Les instructions d’un programme peuvent s’effectuer de maniere séquentielle, parallele ou
distribuée. En effet, une machine ou architecture séquentielle permet le traitement d’une seule
opération a la fois. Ainsi, pour augmenter la capacité de calcul, on peut regrouper un ensemble
de machines pour permettre le traitement de plusieurs opérations en parallele. L’ interconnexion
de machines est appelée réseau Informatique. Un réseau est caractérisé par sa taille, sa topologie
et son acces.

Le terme systeme distribué est de plus en plus souvent utilisé en informatique, et prend se-
lon les auteurs des significations qui different de maniere conséquente. Ce qui gere toutes les
ressources connectées au réseau de maniere transparente est un systeme distribué au sens de
[Mul89]. Tanenbaum [TvR85] le définit comme étant un ensemble d’ordinateurs indépendants
qui apparait a un utilisateur comme un systeme unique et cohérent. Lamport le définit comme un
systeme qui nous empéche de travailler quand une machine dont nous n’avons jamais entendu
parler tombe en panne.

Les progres technologiques des ordinateurs et le haut débit permettent a différentes applica-
tions sur des ordinateurs distincts (et distants) de coopérer pour effectuer des taches coordonnées.
La possibilité de connecter un ensemble de machines en réseau local introduit la notion de par-
tage de ressources : les utilisateurs découvrent alors les avantages de partager une imprimante,
des disques, etc... Cette notion entraine alors d’autres besoins. Les systemes distribués recouvrent
actuellement un champ tres vaste. Citons, par exemple, les clusters de machines, les grilles de
calculs paralleles ou distribués, les systemes a objets, le déploiement d’applications Web, le sto-
ckage d’informations dans des réseaux de pairs...

La problématique qui reste présente est comment concevoir des algorithmes afin de réussir
a faire collaborer toutes ces entités pour accomplir une tache globale ? Par exemple : comment
gérer les ressources de manicre globale sans pour autant utiliser des algorithmes centralisés qui
posent probleme en cas de tolérance aux pannes ? Comment gérer la cohérence et la synchronisa-
tion entre les machines du réseau : les informations doivent rester cohérentes sur tout le systeme,
ce qui suppose, en cas de modification d’un état local, de diffuser la modification a toutes les
autres entités. Ce probleme se pose notamment pour la gestion du temps global.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Un algorithme distribué A est un algorithme qui s’exécute sur plus d’une machine ou pro-
cesseur. En d’autres termes, un algorithme distribué A sur un systeme distribué S n’est autre que
la caractérisation des transitions locales a réaliser séquentiellement par chaque processus de S a
la réception d’un message.

Le choix du meilleur algorithme pour une tache particuliere peut étre un processus compli-
qué, qui exige souvent des analyses mathématiques sophistiquées. La partie de I’informatique
qui comprend I’étude de telles questions est appelée analyse des algorithmes.

Une étude théorique aide a bien comprendre la structure du probleme pour en dégager les pro-
priétés qui seront la base de 1’algorithme. Ce n’est pas toujours suffisant pour obtenir une bonne
efficacité (complexité théorique). Une étude algorithmique peut s’avérer nécessaire. L’existence
et ’expression de ces algorithmes dépendent des hypotheses techniques sur les réseaux comme
par exemple le mode de communication (par message ou par registre), la synchronisation par-
tielle de processus voisins, I’anonymat des processeurs. Ce cadre rend difficile la lisibilité de
certains algorithmes, il ne permet pas toujours de comprendre leur puissance et leurs limites et
de faire des preuves mathématiques de leurs propriétés.

Concernant un panorama plus général sur 1’algorithmique distribuée, nous pourrons nous
reporter a [Lyn96, Tel91, Tel94, Tel00] et en particulier a [Lav95] pour une revue assez détaillée
des différentes hypotheses et différents modeles que I’on peut utiliser pour décrire un algorithme
distribué. Les ouvrages cités ci-dessus donnent une bonne vue d’ensemble sur I’étude des
algorithmes distribués.

Dans cette these, la notion de systeme distribué englobe tous les systemes composés de
plusieurs entités autonomes (processus, ordinateurs, etc.) communiquant chacune avec ses
voisins au moyen de canaux de communication ou de variables partagées. Chaque entité évolue
alors en fonction de son état propre et de celui de ses voisins.

Nous abordons, dans ce document, certains aspects des themes suivants en liaison avec les
algorithmes distribués :

Algorithmes probabilistes d’élection uniforme.

Un des paradigmes de I’informatique distribuée est 1’élection ou un processus unique du
systemes distribué S est privilégié grace a un choix distribué de tous les processus coopérants
de S. L’élection dans un réseau consiste a atteindre une configuration dans laquelle un seul et
unique processus est dans un état prédéterminé, élu, et tous les autres dans un état prédéterminé
différent du précédent, battu.

Le probleme de I’élection est a la base des principaux mécanismes de controle utilisés dans
les systemes distribués. Ainsi, on peut se poser, par exemple, les questions suivantes : comment
choisir une machine pour gérer les conflits nécessairement rencontrés lorsque des utilisateurs par-
tagent une ressource (I’exclusion mutuelle). Un autre probleme qui peut se poser est lorsque cette
machine tombe en panne : comment désigner sans 1’intervention des utilisateurs une machine qui



prendra le relais de la machine défectueuse ? Plus précisément, comment rendre les machines au-
tonomes ? I1 devient par exemple difficile de choisir un machine s’elles ont les mémes propriétés
et qu’elles sont indiscernables.

De nombreux algorithmes pour élire un sommet dans un graphe sont connus depuis
les années soixante-dix [Lan77]. Il est, par ailleurs, connu que certaines classes de graphes
n’admettent pas d’algorithme d’élection distribuée [Ang80]. Dans certaines classes, seuls les
algorithmes probabilistes permettent de contourner cette difficulté en donnant une solution
partielle tres acceptable d’un point de vue pratique [DFJ*98, MR95, GSB94]. D’autre part,
certains algorithmes distribués permettent d’obtenir un objet appartenant a un ensemble donné
(par exemple, étant donné un graphe G, on peut sous certaines hypotheses, calculer un arbre
recouvrant 7). Il s’agit alors de déterminer la probabilité d’obtenir un objet particulier. Ainsi, la
répartition de probabilité d’étre élu pour les sommets d’un graphe dépend de I’'implémentation
distribuée de I’ algorithme.

Lutilisation de I’aspect aléatoire en informatique distribuée est une technique puissante qui
a été fructueuse dans divers domaines. En effet, Il existe plusieurs situations ou I’utilisation
d’algorithmes probabilistes peut aider a trouver une solution. Par exemple dans les problemes
suivants : I’élection d’un chef dans les réseaux fortement symétriques [IR90, BSV*96, YK99],
I’exclusion mutuelle [Dij74, Rab82], ou I’orientation d’anneau [1J93], il est connu qu’aucun
algorithme déterministe ne peut fournir une solution, alors qu’il y a des algorithmes probabilistes
simples et élégants.

Dans d’autres situations, comme le routage [Lei92, Val82], les algorithmes probabilistes four-
nissent une meilleure performance que les déterministes.

Le concept d’équité ou de 1’équitabilité (en anglais fairness) est une propriété importante,
voir [DIM95]. Nous pouvons par exemple utiliser cette propriété pour garantir que toutes les ma-
chines, qui collaborent pour faire un calcul complexe, ont la méme quantité de données a traiter.
Ici, nous nous intéresserons essentiellement a I’élection uniforme sur un réseau. Cependant, nous
employons la propriété d’équité dans son sens strict : tous les processeurs ont la méme probabi-
lité d’étre élus, de sorte que lorsque 1’algorithme est réitéré plusieurs fois, les ressources soient
allouées “équitablement”.

Le concept d’élection uniforme que nous abordons dans la premiere partie de cette these fait
I’objet du travail de Métivier, Saheb et Zemmari dans [MSZ03b]. Dans ce travail, les auteurs
présentent un modele d’élection uniforme comme une instance d’'un modele général probabi-
liste basé sur 1’algorithme d’ Angluin [Ang80]. Ce concept consiste a attribuer la méme chance
d’étre élu a tout “sommet”, quelque soit sa position dans le “graphe”. Par ailleurs, nous propo-
sons et nous étudions des algorithmes distribués probabilistes d’élection uniforme sur différentes
topologies de réseaux (arbres, k—arbres et polyominoides).

Ces algorithmes probabilistes sont fondés sur 1’élimination successive des sommets actifs du
graphe d’entrée jusqu’a ce que ce graphe soit réduit a un seul sommet. Ce dernier sera considéré
comme le sommet élu.
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L’ étude du modele uniforme met en jeu quelques outils élémentaires ou avancés de la théo-
rie des probabilités tels que des techniques d’évaluation de la somme et du maximum pour des
variables aléatoires indépendantes. Le postulat central du temps d’attente exponentiellement dis-
tribués séparant des événements locaux, liés au processus de Poisson, laisse croire que c’est une
hypothese raisonnable dans un tel contexte.

Les processus d’€lection proposés dans cette these peuvent etre modélisés par des processus
de Markov irréversibles en temps continu. Le comportement d’un tel processus est généralement
réglé par un systeme d’équations différentielles admettant une condition initiale. L’analyse du
modele général peut étre théoriquement réalisée en terme de solution du systeme. En réalité, la
probabilité d’€tre élu n’est que la probabilité d’absorption. Malheureusement, tous les systemes
présentés n’admettent pas toujours une solution explicite, excepté dans des cas tres simples.

Synchronisations locales probabilistes :

Pour implémenter un algorithme distribué, les processeurs d’un systeme distribué doivent
réaliser des calculs locaux. Ces calculs nécessitent des échanges d’informations entre les pro-
cesseurs voisins, lesquels nécessitent des synchronisations locales. Or, sous certaines hypotheses
sur le réseau, ces synchronisations ne peuvent se faire que par des algorithmes probabilistes.

Nous sommes concernés par I’établissement de communications par des signaux de syn-
chronisation ou d’une maniere équivalente par un ordonnancement distribué local qui trouve des
couplages entre paires de processus afin d’établir des communications. Cette implémentation
sera réalisée par 1’établissement des rendez-vous entre les processus. Ainsi, nous allons proposer
et analyser un algorithme de rendez-vous avec agendas dynamiques. Nous allons également
mesurer son efficacité et faire une étude comparative avec celui proposé dans [MSZ03a].

Cette these est organisée comme suit :

Partie 1. Introduction aux probabilités et aux systemes distribués.

Dans cette partie nous introduisons les notions nécessaires dans la suite de cette these. Le
chapitre 2 donne une introduction a la théorie des graphes et des probabilités. Ensuite le
chapitre 3 introduit les modeles des systemes distribués et présente une partie de la théorie
qui y est rattachée.

Partie II. Algorithmes probabilistes d’élection uniforme.

Cette partie contient toutes mes contributions effectuées lors de cette these concernant les
algorithmes distribués probabilistes d’élection. Les résultats qui y sont présentés ont été
obtenus en collaboration avec Nasser Saheb et Akka Zemmari.

Chapitre 4 : Ce chapitre est le fruit des travaux de Métivier, Saheb et Zemmari dans
[MSZ03b]. Nous concevons et analysons un algorithme probabiliste d’élection par une
seule passe dans les arbres basé sur le résultat d’Angluin dans [Ang80]. La méthode



d’analyser le processus d’élection sur un arbre est un ensemble d’éliminations distribuées
qui enleve les feuilles, une par une, ramenant I’arbre a un seul sommet, appelé le chef
(ou le sommet élu). Toute feuille dont la durée de vie est expirée est enlevée. Nous
supposons que les durées de vie sont des variables aléatoires indépendantes assignées aux
sommets selon une certaine distribution calculable localement lorsqu’ils deviendront des
sommets feuilles. Par la suite, nous présentons un exemple particulier ou ces parametres
sont calculés de fagon a donner la méme chance d’€tre €lus a tous les sommets de 1’arbre.
La section 4.5 de ce chapitre étudie un parametre intéressant qui peut €tre considéré
comme une mesure de la complexité en temps de I’élection. En effet, il s’agit de la
durée de 1’élection, ce parametre n’est autre que le temps d’absorption pour un processus
markovien irreversible en temps continu.

Chapitre 5 : Dans ce chapitre, nous étudions I’élection uniforme sur les k—arbre. Ce travail
est un prolongement de 1’étude du chapitre précédent sur les arbres (ou les 1—arbres). Un
k—arbre est défini récursivement de la maniere suivante : la clique avec k sommets est un
k—arbre ; étant donné un k—arbre G avec n sommets, un k—arbre avec (n + 1) sommets
est construit en ajoutant un nouveau sommet v et en liant ce sommet a une k—clique de
G. Le sommet v dont le voisinage N(v) est une k—clique est appelé sommet simplicial.
La aussi, nous affectons a chaque sommet simplicial une variable aléatoire qui représente
sa durée de vie. Tout sommet simplicial dont la durée de vie est expirée est supprimé.
Dans un k—arbre, le probleme 1’élection devient plus difficile a traiter que dans le cas de
I’arbre. En effet, le choix uniforme d’une (k + 1)—clique n’aboutit pas en général a une
élection uniforme sur I’ensemble des sommets, car chaque sommet du k—arbre appartient
a un nombre indéterminé de cliques.

Le processus d’élection distribuée dans un k—arbre est une suite d’éliminations qui sup-
prime les sommets simpliciaux dont les durées de vie sont achevées. Dans les k—arbres,
ce processus d’élection est composé de deux phases : La premiere est exécutée une seule
fois, elle permet de découvrir, selon des regles particulieres que nous allons développer
dans la section 5.3.1, un arbre couvrant sur le k—arbre en question. Dans cette phase,
tous les sommets mémorisent les liens qui appartiennent a cet arbre couvrant pour s’en
servir dans la phase qui suit. Dans la seconde phase, le processus d’élection se transforme
en un processus d’élection dans son arbre couvrant. Ainsi, un sommet simplicial dans
un k—arbre G est une feuille dans 1’arbre couvrant de G produit par la premiere phase
du processus d’élection. Ce dernier sera modélisé, dans la section 5.5, par un processus
markovien en temps continu dans lequel tous les sommets ont la méme chance d’€étre €lus.

Chapitre 6 : Dans ce chapitre, nous introduisons une famille de graphes appelés polyomi-
noides. Cette famille combine entre la structure des arbres et celle des polyominos.

Nous fournissons un ensemble de regles produisant la classe de tous les polyominoides
dans la section 6.3. La construction est totalement distribuée et la famille des polyomi-
noides peut étre engendrée par une grammaire algébrique’.

'grammaire hors-contexte



Partie III.
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L’algorithme d’élection sera décrit dans la section 6.4. Cet algorithme est basé sur des
calculs locaux. 1.’ élection se fait en utilisant une seule passe et les regles de réécriture que
nous définissons permettent d’élire les sommets a travers un arbre couvrant standard.

Le résultat principal de la section 6.5 est I’'uniformité de 1’élection dans les polyominoides.
Pareillement et dans cette section, nous allons modéliser le processus d’élection par un
processus markovien en temps continu.

Synchronisation.

Chapitre 7 : Dans ce chapitre, nous présentons et étudions un algorithme de rendez-vous
basé sur des délais aléatoires. Cet algorithme peut également €tre considéré comme un
algorithme distribué probabiliste pour trouver le couplage maximal. Tout processus du ré-
seau génere une variable aléatoire uniforme dans I’intervalle réel [0, 1] pour chacun de
ses processus voisins. Le nombre produit est censé étre un temps possible pour avoir
un rendez-vous, si les deux processus sont disponibles a ce moment-la. Initialement, le
nombre des temps potentiellement possibles proposés par les processus est deux fois le
nombre de liens entre eux. Toutes les fois que 1’horloge atteint le plus petit temps généré,
il y aura un rendez-vous entre le processus qui propose ce temps et le processus sollicité et
tous les deux annulent toutes autres données de leurs agendas. Les voisins mettent, ainsi,
a jour leurs agendas en supprimant les temps qu’ils ont proposé initialement a ces deux
processus. L’algorithme continue pour les processus restants jusqu’a ce que le temps 1 ait
expiré.

Nous étudions I’espérance du nombre de rendez-vous qui est la moyenne de la taille du
couplage obtenu. Nous donnons une formule récursive qui pourrait étre employée pour
calculer, en général, ce nombre et nous donnons aussi les formes closes ou les valeurs
asymptotiques pour quelques familles intéressantes de graphes (arbres, graphes aléatoires,
mille-pattes,...).

Notre algorithme est plus efficace que ceux que nous connaissons dans la mesure ou
I’espérance du nombre de rendez-vous par tour est plus grande.

Chapitre 8 : Dans ce chapitre, nous considérons une approche de diffusion par inondation
pour diffuser des messages a travers le réseau. La diffusion commence par le nceud source
disséminant un message parmi ses voisins. Toutes les fois qu’un nceud regoit le message
pour la premiere fois, il envoie une copie a tous ses voisins a 1’exception du noeud duquel
il a recu le message. Le processus de diffusion s’aréte lorsque tous les nceuds du réseau
ont recu au moins une copie du message initial a diffuser. Le probleme de diffusion est
également 1ié au probleme de la propagation des rumeurs ou des virus dans des réseaux
sociaux. Un nceud serait contaminé s’il connait le message initial diffusé. Nous nous
sommes intéressés au probleme de diffusion dans un réseau avec un temps de transmission
aléatoire sur chaque lien du réseau. En effet, le temps que prend un message pour traverser
un lien de réseau varie d’un message a I’autre. Notre probleme est de trouver une borne
supérieure de I’espérance mathématique du temps nécessaire pour accomplir la diffusion



sous 1I’hypothese que chaque lien a un délai aléatoire de transmission.

Partie IV. Simulation.

Cette partie est consacrée a I’'implémentation des comportements des systemes distribués
et des algorithmes distribués qui s’excutent sur une architecture distribuée. Un seul
chapitre constitue cette partie.

Chapitre 9 : Ce chapitre est composé comme suit : Dans la section 9.1, nous exposons
les outils existants. Dans la section 9.2 nous donnons une description de 1’architecture
générale de notre simulateur. Finalement, dans la section 9.3, nous détaillons la conception
et la réalisation de la plate-forme de ce simulateur.

Les résultats présentés aux chapitres 5, 6, 7 et 8 ont respectivement fait 1’objet des publica-
tions [HSZ05a], [HSZ05b], [HMR*06] et [HSDO6].
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Dans ce chapitre, nous commengons par rappeler certaines définitions élémentaires sur les
graphes et introduire les notations que I’on retrouvera fréquemment. Nous présentons ensuite
comment un algorithme distribué peut étre modélisé au moyen de réétiquetage de graphes. Fina-
lement, comme nous nous intéresserons dans le reste du document aux algorithmes probabilistes,
il est nécessaire de présenter les modeles stochastiques qui seront utilisés pour décrire les algo-
rithmes probabilistes que nous allons étudier.

2.1 Notions de la théorie des graphes

Dans cette section, nous rappelons quelques notions fondamentales de la théorie des graphes.
Les définitions sont empruntées du livre de C. Berge [Ber85] et celui de Rosen [Ros00].

11
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2.1.1 Définitions élémentaires

Un graphe orienté G est un couple (V, A), ou V est un ensemble fini d’éléments {v{, v,,- -+, v,}
appelés sommets, et A est un ensemble de couples d’éléments distincts du produit cartésien VXV,
appelés arcs.

Un graphe non orienté est un couple (V, E), ou E est un ensemble de paires d’éléments
distincts de V, appelés arétes.

Un graphe valué noté G = (V, E,w), ou V et E sont définis comme ci-dessus et la valuation
est une fonction w : E — R qui, a toute aréte e € E, associe sa valuation (ou poids) w(e).

Le nombre de sommets d’un graphe est appelé raille de G est sera noté n.

Deux graphes G| = (Vy, Ey) et G, = (V,, E;) sont dits sommets disjoints si Vi NV, = 0. Ils
sont dits arétes disjoints si Ey N E, = 0.

Sie ={v,v'} € E, on dit que e est incident a v et V' et que v et v’ sont deux sommets voisins.
Soit Ng(v) 'ensemble des voisins de v dans le graphe G. Le degré degs(v) du sommet v est le
cardinal de Ng(v).

2.1.2 Chemins et connexités

Soit G un graphe non orienté.

Un chemin P de v; a v; dans G est une suite o = vy, €1, V2, €9, ..., €,_1, v; de sommets et d’arétes,
telle que, pour 1 < j < i, e; soit incidente avec v; et v, ;.

La longueur d’un chemin est égale au nombre d’arétes parcourues. La longueur du chemin
ci-dessus esti — 1.

Lorsque les extrémités d’un chemin sont identiques, v; = v;, alors ce chemin est appelé cycle.
Deux sommets v et v’ sont dits connexes ou liés, s’1l existe un cheminde v av’.

Un graphe est connexe si deux sommets quelconques x et y sont connexes.

Un sous-graphe est une partie plus petite d’un graphe.

Un sous-graphe induit est un sous-ensemble de sommets avec toutes les arétes du graphe
reliant les sommets de ce sous-ensemble.

Une composante connexe du graphe est un sous-graphe connexe maximal du graphe G.

Un sous-graphe couvrant du graphe G est un sous-graphe connexe obtenu par suppression
d’arétes tel que pour chaque paire de sommets, il existe un chemin reliant ces deux sommets.

2.1.3 Arbres et foréts

Un arbre T est un graphe connexe sans cycles.
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Un sommet de degré inférieur ou égal a 1 s’appelle feuille. Dans le cas des arbres de taille
n > 2, les feuilles sont de degré 1.

Si v est une feuille dans un arbre T et u est le sommet voisin de v, alors u est le pere de v ou
v est un fils de u.

Si I’arbre est réduit a deux sommets alors chacun d’eux est fils et pere de 1’autre sommet.

Un arbre 77 est un facteur d’un arbre T, si soit 7’ = T, soit T’ un facteur d’un arbre obtenu
par la suppression d’une feuille de 7.

Dans la suite, nous exposons quelques concepts propres aux graphes orientés. Une arbores-
cence A (ou arbre enraciné) est un arbre dans lequel un sommet distingué r est considéré comme
la racine et les arétes (ou les arcs) sont orientés de telle maniere qu’il existe un chemin (dans A)
de la racine vers tous les sommets.

Si A est une arborescence alors pour un sommet donné v de A le sous-graphe de A induit par
tous les sommets de A, qui sont accessible a v, est le sous-arbre de A enraciné en v.

Un arbre couvrant d’un graphe G non orienté est un graphe A tel que
— A couvre G.
— A estun arbre.
Tout graphe connexe admet un arbre couvrant.
Une forét est un graphe dont les composantes connexes sont des arbres.

Une forét couvrante d’un graphe G est une forét qui contient I’ensemble des sommets de G.

2.1.4 Classes particuliéres de graphes

Un graphe non orienté est complet si pour toute paire de sommets {u, v}, I’aréte {u, v} existe.
On note K, le graphe complet d’ordre n (ce graphe possede donc (n X (n — 1))/2 arétes).

Un graphe G est biparti si V peut étre partitionné en deux classes, V(G) = V; U V, telles que
aucun arc de V ne relie deux sommets de V| ou deux sommets de V.

Un graphe biparti G est biparti complet si tout sommet de V; est adjacent a tout sommet de
V,. On note K, ,, le graphe non orienté biparti complet tel que |V;| = n et |V;,| = m.

Une éroile d’ordre n est le graphe K ;.

2.1.5 Boules

Pour un entier positif r et un sommet v de G, la boule Bs(v, r), de centre v et de rayon r est
définie par induction sur r comme suit.

) Bs(v,0) = {v}, et Bg(v,r + 1) = Bg(v,r) U U Ng(w).

weBg(v,r)
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On omettra de mettre G pour Ng, degg, et B; des que le graphe sera compris dans le
contexte.

2.1.6 Divers parametres d’un graphe

Soit G = (V, E) un graphe connexe quelconque. La distance entre deux sommets quelconques
u et v, notée d(u, v), est la longueur du plus court chemin de u a v. Le diamétre du graphe G est
la distance maximale entre deux de ses sommets :

D(G) = max{d(u, v)}.
u,veV
L’ excentricité d’un sommet v, notée e(v), d’un graphe connexe G est la distance maximale

entre v et les autres sommets de G. Le rayon du graphe G, noté r(G), est alors I’excentricité
minimum sur tous ses sommets :

e(u) = max{d(u,v)} et r(G) = min e(u).
veV ueV
Un sommet v est un centre d’un graphe connexe G si c’est un élément de 1’ensemble des
sommets d’excentricité minimum, ¢’ est-a-dire de 1’ensemble :
c(G) = {v| e(v) = min e(w)}.
weV

Soit G un graphe quelconque, et soit k un entier positif. On définit la k-densité de G par le
rapport :

ZVGV d(v)k

Di(G) = %

Soit T = (V, E) un arbre, pour un sommet v, on définit Dist(v, T') par :

Dist(v,T) = Z D, w).

weV

Un sommet de V est un sommet médian, si ¢’est un élément du sous-ensemble m(T'), défini
par :
m(T) = {v| Dist(v,T) = mi‘rll Dist(w, T)}.
we

2.2 Systémes de réécriture de graphe

2.2.1 Graphes étiquetés

Les réécritures de graphes [LMS99] constituent un prolongement des travaux menés par P.
Rosenstiehl et al. [FHR72] dans les années 70, par D. Angluin [Ang80] dans les années 80 et
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plus récemment par Yamashita et Kameda [YK96, KY96] concernant les propriétés locales et les
propriétés globales dans les réseaux et les graphes.

Dans tout ce qui suit, nous considérons seulement les graphes connexes simples ou des som-
mets et des arétes sont étiquetés avec des étiquettes appartenant a un alphabet L. Cet alphabet
peut étre fini ou infini. Soit £ un ensemble dont les éléments sont appelés états. Un graphe L-
étiqueté est un couple (G, 1) ou G est un graphe et A est une fonction de V(G) U E(G) vers L.
Le graphe G est appelé le graphe sous-jacent, et A est une fonction d’étiquetage de G.

La classe des graphes étiquetés sur un alphabet fini L sera notée G, .

Soit (G, A) et (G', A") deux graphes étiquetés. (G, A) est un sous-graphe étiqueté de (G', ") ,

noté par (G, 1) C (G’, '), si G est un sous-graphe de G’ et A est la restriction de A’ a V(G)U E(G).

L’application ¢: V(G) — V(G’) est un homomorphisme du graphe étiqueté de (G, 1) vers
(G", "), s1 ¢ est un homomorphisme de G vers G’ préservant les étiquettes, i.e., pour tous som-
mets v, w € V(G), X'(¢(v)) = Av), et '({e(v), p(w)}) = A({v, w}).
¢ est un isomorphisme du graphe étiqueté s’il est bijectif.

Une occurrence de (G, 1) dans (G’, A") est un isomorphisme ¢ entre (G, 1) et un sous-graphe
(H,n) de (G, ).

2.2.2 Systemes de réécriture de graphe

Nous décrivons dans cette section les notions formelles des systemes de réécriture de graphe.
Une régle de réécriture est un triplet R = (Gg, Ag, A%) tel que (Gg, Ag) et (Gg, A;) sont deux
graphes étiquetés.

Un systeme de réécriture de graphe (S RG) est un triplet R = (L, I, P) ou L est un ensemble
d’états, I est un sous-ensemble de L appelé I’ensemble des états initiaux et P un ensemble fini
de regles de réécriture.

Une R-étape de réécriture est un quintuplet (G, 4, R, ¢, A”) tel que R est une regle de réécriture
et ¢ est a la fois une occurrence de (Gg, Ag) dans (G, A) et une occurrence de (Gg, A;) dans (G, 4').

Une étape de réécriture est notée (G, A) =4 (G, ).

Une séquence de R—réécriture est un uplet (G,A9,R,00,41,R1,01,425+ ++ s An_1s Ru1s @u_1,45)
tel que pour tout i, 0 < i < n, (G, 4;, R;, ¢;, A;+1) est une étape de R—réécriture.
L’existence de telles séquences de réécriture sera notée par (G, ) %) (G, 4,).

Le calcul s’arréte quand 1’étiquetage du graphe est tel qu’aucune regle de réécriture ne peut
étre appliquée.

Un graphe étiqueté (G, 1) est alors dit R—irréductible s’il n’existe aucune occurrence de
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(Gg, Ag) dans (G, A) pour toute regle de réécriture R de P.

Pour tout graphe étiqueté (G, 1) dans G; nous notons par Irredg((G, 1)) I’ensemble de tous
les graphes étiquetés R—irréductible (G, ') tels que (G, 2) %) (G, A’). Intuitivement parlant,

I’ensemble des Irredg((G, 1)) contient tous les étiquetages finaux qui sont obtenus a partir des
graphes I—-étiquetés par application des regles de réécriture de P et peuvent €tre vu comme un
ensemble de tous les résultats possibles des calculs codés par le systeme R. Nous nous intéressons
a I’étude de la probabilité d’obtenir une solution particuliere parmi un ensemble de solutions
possibles.

Un systeme de réécriture est défini par la donnée d’un ensemble fini de telles regles et par une
structure de contrdle local : ce contrdle local autorise ou bien interdit I’application de certaines
regles. Ainsi nous allons définir des réécritures contrdlées par “les contextes interdits” : nous
ne pouvons appliquer une regle que si dans I’environnement immédiat de 1’application certains
contextes sont absents. L.e comportement du réseau est défini par un étiquetage initial et par une
suite de pas de calcul.

Deux étapes de réécriture sont dites indépendantes si elles sont exécutées dans des sous-
graphes disjoints. Dans ce cas, ces deux étapes peuvent €tre appliquées dans n’importe quel
ordre et méme simultanément. Ces regles locales de réécriture sont appliquées jusqu’a ce que
la “stabilité” soit atteinte, c’est-a-dire aucune regle n’est applicable. La configuration résultante
est dite de forme normale. En effet, une exécution de 1’algorithme est ainsi déterminée par une
succession de regles de R appliquée en une boule de rayon fixe.

Définition 2.2.1. Un systeme de réécriture de graphe R est dit noethérien s’il n’existe pas de
séquence infinie de R-réécriture de graphe tel qu’initialement, 1’étiquetage du graphe satisfait
I’ensemble des états initiaux [LMS99].

2.3 Notions de la théorie des probabilités

La modélisation mathématique pour étudier un probleme peut €tre issue du domaine des
probabilités. Notre but n’est évidemment pas de donner une introduction relativement complete
a la théorie des probabilités, mais de présenter les outils et méthodes bien connus dont nous
aurons besoin dans la suite de cette these. Les références en la matiere ne manquent pas. Parmi
elles nous pouvons citer les ouvrages [Fel50, Fel66].

Dans certains systemes, nous sommes amenés a introduire la notion de probabilités, et ce pour
plusieurs raisons. Elle permet tout d’abord de modéliser de facon probabiliste certains compor-
tements réels apres une observation statistique, comme par exemple sur des canaux non fiables,
la probabilité qu'un message soit perdu.

Les probabilités peuvent également €tre introduites pour des raisons d’efficacité. L’ajout de
probabilités est méme parfois nécessaire. En effet, il existe des problemes pour lesquels il a
été prouvé qu’il n’existe pas de solution déterministe. C’est souvent le cas dans des systemes
symétriques ou les probabilités sont requises pour rompre la symétrie. Un exemple bien connu
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est celui du diner des philosophes [Dij72], pour lequel Lehmann et Rabin [LR81] ont montré
qu’il n’existe pas de solution déterministe, symétrique et totalement distribuée. Ils donnent alors
une solution probabiliste a ce probleme [LR94]. Cet algorithme permet de résoudre un probleme
d’allocation de ressource insoluble dans le cadre déterministe. Informellement, N philosophes
sont assis autour d’une table, une baguette étant disposée entre deux philosophes “voisins”. Pour
manger, un philosophe a besoin de tenir simultanément ses deux baguettes, a savoir celle partagée
avec son voisin de gauche et celle partagée avec son voisin de droite. Le but de 1’algorithme étant
d’assurer que si un philosophe a faim, alors en un temps fini un philosophe (pas nécessairement
le méme) va manger.

Les notations utilisées en probabilité, Pr(E), E(X) et var(X), sont les notations usuelles res-
pectives de la probabilité d’un événement E, de 1’espérance et de la variance d’une variable
alétoire (v.a.) X.

2.3.1 Variables aléatoires et lois de probabilités

Une v.a. (variable aléatoire) est une application mesurable définie sur I’ensemble des résul-
tats possibles d’une expérience aléatoire, telle qu’il soit possible de déterminer la probabilité
qu’elle prenne une valeur donnée ou qu’elle prenne une valeur dans un intervalle donné. Cette
localisation conduit a associer a toute v.a. une loi de probabilité sur R.

Les variables aléatoires X1, ..., X,, sont dites indépendantes si pour tout n-uplet (Ay,...,A,)
de boréliens de R, les évenements “X; € Ay,..., X, € A,” sont indépendants. Une suite (X,) de
variables aléatoires indépendantes est telle que pour tout n les variables aléatoires (X1,..., X,)

sont indépendantes.

Nous appelons loi de la v.a. X la loi de probabilité Py sur R, définie pour tout borélien A de
R par:
Px(A)=Pr(XeA).

Variables aléatoires discretes

Nous disons qu’une v.a. est discrete si elle ne prend qu'un nombre fini ou dénombrable de
valeurs :
Xe{x, ke KCN}.

Dans le cas ou une v.a. est discrete, la loi de la v.a. X est la loi de probabilité sur I’ensemble
des valeurs possibles de X qui affecte la probabilité Pr(X = x;) au singleton {x;}.

Les lois discretes les plus courantes sont : la loi uniforme, la loi de Bernoulli et la loi bino-
miale.

La loi uniforme sur un ensemble fini est la loi des “tirages au hasard” dans cet ensemble, ou
équiprobabilité. Elle donne la méme probabilité 1/n a tous les éléments de 1’ensemble, avec n
est le cardinal de cet ensemble.
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Variables aléatoires continues

Soit X une v.a. a valeurs dans R et fx une densité de probabilité sur R. Nous disons que X
est une v.a. continue de densité fx si pour tout intervalle I de R nous avons :

Pr(Xel) = ffx(x) dx .
I

La loi de la v.a. X est la loi continue sur R, de densité fx.

Les lois continues les plus fréquentes sont : la loi uniforme, la loi exponentielle, la loi nor-
male, la loi gamma et la loi student.

2.3.2 Fonction de répartition

La fonction de répartition d’une v.a. X a valeurs dans R (ou plus exactement de sa loi) est la
fonction Fy, de R dans I’intervalle réel [0, 1], qui a x € R associe :

Fx=Pr(X <x).

La fonction de répartition d’une variable aléatoire continue est la primitive de la densité qui
s’annule en —oco :

X
Fx(x)=Pr(X <x) = f fx(Hdt .
C’est une fonction continue sur R. En tout point x ou fx est continue, F'y est dérivable et :

dF
j)fx) = ().

Le théoreme suivant donne une interprétation du produit de convolution de deux fonctions de
répartition.

Théoréme 2.3.1. [Fel66] Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de fonctions de
répartition F et G respectivement. Alors

—+00

PriX+Y<1t= f G(t — x)F{dx}.

—00

2.3.3 Processus et chaines de Markov

Pour décrire un ensemble de phénomenes ou le hasard intervient indépendamment de notre
volonté, on introduit la notion de processus stochastique.

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires X, :

{Xl" re T}
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ou ¢ représente souvent le temps. Les valeurs de T peuvent €tre continues ou discretes.

Une classe particuliere de ces processus a été définie dans les années 30 par le mathématicien
russe Markov.

Nous apellerons érat une valeur du processus stochastique prise a un instant ¢, et transition
le passage d’un état a un autre.

Un processus est markovien, si pour tout instant u, pour toute valeur X, = x donnée, la
probabilité pour que le processus prenne la valeur y a un instant quelconque ¢ ultérieur (¢ > u), ne
dépend pas des valeurs prises par le processus avant I’instant u. Le processus est sans mémoire.

Les chaines de Markov sont des processus markoviens qui évoluent dans le temps “discret”
selon des transitions probabilistes. Elles vont donc décrire un ensemble de phénomenes aléatoires
selon le principe des processus stochastiques.

Soit (X;)en une suite de variables aléatoires a valeur dans IN. On dit que (X;) est une chaine
de Markov si :

Pr(Xis1 = x1lXe = x4, -+, Xo = Xx0) = Pr(Xpe1 = x1|Xe = x1)

Ce qui signifie que X;,; ne dépend que de X,. L’indice est en général interprété comme le temps,
ce qui nous précise que la probabilité sur la valeur de X a I’instant # + 1 ne dépend que de sa
valeur a I’instant ¢. Ceci est appelé la propriété de Markov. De plus la chaine de Markov sera dite
homogene si la probabilité Pr(X,.; = x,+1|X; = x,) ne dépend pas de t.

Pour nos probleémes, X, caractérise le systeme a I’instant 7 : cela peut €tre le graphe résiduel
(sommets et arétes non encore supprimés). L’état initial (r = 0) est le graphe tout entier.

Une chaine de Markov est irréductible si, partant d’un état quelconque et considérant un état
quelconque, on a une probabilité non nulle pour qu’un jour, le systeme passe par cet état final.
Alors tous les états communiquent.
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Les probabilités sont de plus en plus utilisées dans la conception et 1’analyse des systemes
logiciels et matériels informatiques. L’introduction des tirages aléatoires dans les algorithmes
concurrents et distribués permet de résoudre certains problemes insolubles dans le cadre déter-
ministe et de réduire la complexité de nombreux autres.

Nous rappelons qu’un algorithme distribué est un ensemble de transitions locales correspon-
dant a des calculs locaux effectués par les processus du réseau. Ces calculs sont exécutés de
maniere séquentielle par chaque processus. Cet algorithme peut étre vu comme une collection
d’exécutions sur des processus qui, par échange d’informations, contribuent a la réalisation d’une
tache commune.

Des considérations générales sur les algorithmes distribués probabilistes peuvent étre trou-
vées dans [Tel00]. Dans [MR95] et dans [Lav95] les auteurs présentent quelques techniques
utilisées pour concevoir et analyser ces algorithmes.

Nous nous intéressons aux algorithmes probabilistes qui permettent d’obtenir un objet ap-
partenant a un ensemble donné, il s’agit alors de déterminer la probabilité d’obtenir un objet
particulier. Par exemple, étant donné un graphe G nous pouvons, sous certaines hypotheses, cal-
culer un arbre recouvrant 7.

21
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3.1 Modeles et définitions

Nous considérons le modele standard des réseaux de communication point-a-point [Tel00,
Lav95]. Un réseau est décrit par un graphe orienté, connexe et fini G = (V, E). Les sommets re-
présentent les noeuds ou les processus du réseau, les arcs représentent les liens de communication
entre les processus. Tout processus possede une mémoire locale non partagée de capacité bornée
et au moins un processeur. Il ne peut communiquer directement qu’avec ses voisins. Aussi, il est
capable de faire la distinction entre ses portes. Les identités (numéros IP sur Internet) des autres
processus, et en particulier celles de ses voisins, lui sont inconnues (orientation locale). 11 est
fiable : il ne se produit aucune défaillance, ni sur les sommets, ni sur les liens de communication.

Les processus communiquent dans un réseau uniquement par messages. L’échange de
messages se fait sans perte ni altération ni modification. Il constitue le cotlit d’exécution domi-
nant d’un algorithme sur un réseau. La manicre dont les échanges entre processus s’effectuent
détermine le type de réseau.

Echange de messages en mode synchrone

Un réseau est a communication par échange de messages en mode synchrone si 1’échange
des messages entre deux processus voisins se fait apres 1’obtention d’un rendez-vous. L’ émetteur
est prét a émettre et le récepteur est prét a recevoir.

Echange de messages en mode asynchrone

Un réseau est dit a communication par échange de messages en mode asynchrone si un
processus envoie un message a un autre processus en le déposant dans le canal correspondant, il
n’y a pas de borne supérieure sur le temps que met un message pour €tre délivré.

Dans tous les algorithmes que nous présentons dans les chapitres qui suivent, les com-
munications sont considérées locales et simultanées entre un processus et tous ses voisins, a
I’exception du chapitre 8 ou un message met un temps aléatoire pour traverser le lien, ce temps
est supposé suivre une loi exponentielle.

Réseau synchrone, réseau asynchrone

Un réseau est synchrone s’il existe une horloge globale! et que toutes les opérations de calculs
se font simultanément : a chaque top d’horloge, les processus effectuent une action. En effet, le
temps est divisé en un nombre infini 0, 1,2, - - - d’unités de temps. Les processus commencent
une exécution a I’instant 7 = 0. A chaque unité de temps 7, un processus p lit un message qui lui a
été envoyé par un de ses voisins a I’'instant # — 1, si un tel message existe, il change alors son état
(c’est-a-dire effectue un calcul quelconque) et envoie éventuellement des messages a ses voisins.
Le nouvel état du processus p et les messages envoyés dépendent de son état a I’instant # — 1 et

commune  tous les processus
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des messages qu’il a recu.

Un réseau asynchrone est un réseau sans horloge globale, chaque processus a sa propre
horloge, et peut évoluer dans le temps indépendamment de 1’évolution des autres processus.
En effet, aucune supposition n’est faite au niveau du temps d’exécution d’une procédure par un
processus ou au niveau du temps d’envoi et de la réception d’un message.

Réseau anonyme

Tout processus est caractérisé par son identificateur propre ou identité appartenant a un en-
semble quelconque (non vide, fini ou non), muni d’un ordre total (adresse Internet IP ou adresse
MAC par exemple). Un réseau de processus est dit anonyme si les processus ne connaissent pas
leurs identités (symétrie totale).

3.2 Quelques problématiques de I’algorithmique distribuée

Il apparait que certains problémes naturels sur les réseaux distribués sont difficiles a résoudre
et n’admettent parfois aucune solution. Nous allons en fournir quelques exemples et voir com-
ment leur “difficulté” peut étre modulée. Il y a en particulier les problemes de type “rupture de
symétrie” dont le probleme d’élection est le plus significatif : étant donné une certaine situation
initiale, est-il possible de distinguer un nceud unique [IR90, BSV*96].

Alors, il apparait que dans ce cas, si le réseau a de plus une topologie “symétrique” le pro-
bleme n’a pas de solution. Nous y reviendrons dans la section suivante. La difficulté de ces
problemes peut étre modulée en fonction de connaissances supplémentaires sur la structure du
réseau que peuvent avoir les processus.

Par ailleurs et dans le reste de ce document, nous sommes amenés a introduire et a analyser
des algorithmes probabilistes et a analyser la probabilité d’obtention d’une certaine solution.
Néanmoins, 1’existence d’algorithmes permettant de résoudre certains problemes dépend des
hypotheses faites sur le réseau ou de la connaissance que chaque processus a sur le réseau,
par exemple : réseau synchrone ou asynchrone, réseau anonyme ou non, connaissance de la
topologie, de la taille ou une borne de celle-ci.

3.2.1 Symétrie et impossibilté de I’élection

Depuis le travail original d’ Angluin [Ang80], il est connu que certains problemes comme
I’élection n’ont parfois aucune solution pour des raisons de symétrie “interne” au réseau. Un
réseau G est “symétrique” s’il existe un autre graphe H, de taille inférieure, tel que G est en
quelque sorte constitué de copies de H entrelacées de telle maniere qu’un processus ne puisse,
a I’aide des informations locales auxquelles il a acces, savoir si le réseau sous-jacent sur lequel
il s’exécute est G ou H (il y a une application injective de G dans H). Dans cette configuration,
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nous disons que G est un revétement de H. Un algorithme distribué étant constitué essentielle-
ment d’échanges d’information entre un sommet et ses voisins, il ne peut rassembler que des
informations locales, et par conséquent, son exécution sur H peut €tre similaire et indistinguable,
sous un certain sens, a une exécution sur G. Malheureusement, la condition d’ Angluin est néces-
saire, mais pas suffisante. En effet, dans [BSV*96] les auteurs montrent qu’il existe des graphes
qui n’admettent pas un recouvrement, mais pour lesquels il n’est pas possible de trouver un
d’algorithme d’é€lection du chef.

D’ailleurs, si nous cherchons a élire, nous pouvons éventuellement obtenir un seul sommet
élu sur H, mais G étant constitué de copies de H, il existe une exécution de 1’algorithme sur G,
similaire a celle sur H, qui s’achevera avec de multiples sommets élus. L’ algorithme ne pourra
donc élire systématiquement sur G. Par conséquent, le probleme de 1’élection n’a pas de solution
sur G.

Par exemple, un certain nombre de problemes sont plus “faciles” a résoudre si I’on connait le
nombre de sommets dans le réseau.

Il s’avere que le genre d’asymétrie qui peut étre détecté d’une facon distribuée dépend du
modele de calcul utilisé.

o—0

Fic. 1 — Le graphe K,

Par exemple, considérons le graphe de la Fig. 1 (graphe tres symétrique).

Initialement les deux sommets sont dans le méme état et ils exécutent le méme algorithme.
Cependant, si I’un d’eux décide d’envoyer un message, forcément, la méme décision sera prise
par I’autre sommet. Ainsi, les deux sommets s’échangent mutuellement des messages, puis cha-
cun d’eux calcule son nouvel état. Les nouveaux états sont identiques puisque le contenu du
message recu est similaire a celui envoyé au voisin. Par conséquent, les sommets évoluent de la
méme maniere et en aucun temps, ils seront dans des états différents.

3.2.2 Détection de la terminaison

Une autre problématique qui se pose dans 1’algorithmique distribuée concerne la détection
de la terminaison. Dans le cas séquentiel, lorsqu’un algorithme s’exécute, il lui est facile de
constater s’il a terminé sa tache ou pas. Dans le cas distribué c’est plus délicat. En effet, méme
si, localement, un processus peut constater qu’il n’a aucune instruction a effectuer, du fait qu’il
fonctionne en interaction avec le reste du réseau, il ne peut prédire si, dans le futur, il va rece-
voir, ou non, un message qui devra provoquer une réaction de sa part. Il ne peut a priori pas
cesser d’attendre des messages éventuels provenant de ses voisins. Un observateur extérieur peut
constater que, globalement, la tache a réaliser est achevée, le calcul distribué est terminé : tous
les sommets sont dans un état ou il n’ont et n’auront plus rien a faire. Une telle terminaison est
définie comme implicite : le calcul est effectivement terminé mais aucun sommet ne le sait. Nous
pouvons également prescrire, cela parait raisonnable et est méme indispensable dans certain cas,
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que la terminaison soit détectée localement par un, ou tous les sommets. Nous pouvons exiger la
détection de la terminaison locale (le sommet sait qu’il a atteint son état final, qu’il n’effectuera
plus aucune opération) ou la terminaison globale (un sommet sait que tous les autres sommets
ont atteint leur état final ; il s’agit en général du sommet effectuant le dernier pas de calcul).

3.2.3 Tolérance aux pannes

La capacité d’un systeme a fonctionner malgré une défaillance d’une de ses composantes est
appelée tolérance aux pannes (parfois nommée tolérance aux fautes, en anglais fault tolerance).

En présence de pannes, un probleme tel que celui du consensus peut se résoudre tout simple-
ment dans un systeme synchrone. Par contre, le résultat classique de Fischer, Lynch et Paterson
[FLP85] montre que, dans un systeme asynchrone, il est impossible a résoudre, méme en se
restreignant a des pannes définitives de processus.

Puisqu’il est impossible d’empécher totalement les pannes, une solution consiste a ce que :
lorsqu’une des ressources tombe en panne, les autres ressources prennent le relais afin de laisser
le temps aux administrateurs du systeme de remédier a 1’avarie.

L’¢€lection de leader ultime peut €tre considéré comme un détecteur de défaillances. Dans
[DGFHROL1], les auteurs ont obtenu un algorithme d’élection de leader ultime efficace. 11 s’agit
en fait du détecteur de défaillances le plus faible pour résoudre le consensus.

3.3 Algorithmes probabilistes

Les algorithmes probabilistes sont des algorithmes qui utilisent des tirages de type pile ou
face ou des générateurs de nombres aléatoires.

A la différence des algorithmes déterministes, le hasard joue un rdle fondamental dans 1’évo-
lution de tels algorithmes.

Les algorithmes probabilistes sont utilisés pour “accroitre” la rapidité de la résolution du
probléme posé ou encore, tout simplement, pour résoudre des problemes n’admettant pas de
solution déterministe.

Un des paradigmes de I’'informatique distribuée est le bris de la symétrie des processus en
octroyant a I’un d’entre eux un privilege; €tre leur chef. Il est bien connu qu’une fois qu’un
chef est trouvé, la plupart des autres propriétés du réseau puissent étre calculées facilement. Par
exemple, le chef peut initier le calcul d’un un arbre couvrant, calculer le nombre de sommets dans
le réseau, assigner a chacun d’eux une identité unique, et. Réciproquement, si chaque processus
a une identité unique, le processus dont la plus petite (ou plus grande) identité peut étre désigné
pour étre le chef.

Sur le plan théorique, le probleme d’élection dans un réseau synchrone ou asynchrone est
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d’ailleurs, par essence, sans solution exacte lorsque les identités des processus sont indiscer-
nables ; il est alors impossible de briser la symétrie structurelle des processus du systeme. Le
papier original dans le secteur est dit 2 Angluin [Ang80](cf. sous section 3.2.1).

Ainsi, le probleme ne peut étre résolu par un algorithme simplement déterministe. La symé-
trie est impossible a briser et le probleme est sans solution. Seuls des algorithmes probabilistes
permettent de contourner cette difficulté en donnant une solution partielle tres acceptable au sens
probabiliste a ce genre de problemes.

Election dans les anneaux

L’élection sur des anneaux a déja donné lieu a quantité de recherches, tant dans le cas ou
les processus sont tous distingués par leurs identités (“anneaux avec identités’”) que dans celui
ou ils sont sans identités, indiscernables (“‘anneaux anonymes”). Nous savons également diffé-
rencier les classes d’anneaux selon des criteres pertinents du point de vue de la complexité en
communication des algorithmes, i.e. anneaux synchrones ou asynchrones, uni- ou bidirection-
nels, mais aussi anneaux avec ou sans information structurelle ("sens général de la direction",
connaissance exacte ou approchée de la taille de I’anneau, etc.) : tous types de connaissance a
méme d’améliorer considérablement la complexité en communication de bien des algorithmes
distribués.

Nous avons le théoreme suivant dit 2 Angluin [Ang80] et Itai et al [IR90] :

Théoreme 3.3.1. Sur un anneau anonyme de taille n, aucun protocole déterministe ne peut
résoudre le probleme de |’élection sans connaissance de la valeur de n par les processus.

Cependant, étant donné un parametre € > 0 quelconque et quelque soit la taille n de I’an-
neau, il est possible de déterminer exactement n avec une probabilité d’erreur inférieure a &
grdce a un algorithme probabiliste se terminant par messages (sans détection de la terminai-
son).

Afin de briser la symétrie dans un anneau anonyme dont la taille est connue, Itai et Rodeh
[IR90] supposent que chaque processus a acces a une suite infinie de nombres réels représentant
les probabilités. Evidemment, ceci est fait pour obtenir des preuves plus propres.

Caractérisations des algorithmes probabilistes

A cause du “hasard”, de tels algorithmes peuvent fournir de fausses solutions ou encore ne
pas se terminer du tout. Par conséquent, si la probabilité que de tels événements se produisent
est faible, il suffit d’exécuter I’algorithme plusieurs fois et nous sommes “presque” stir d’obtenir
le “bon” résultat en un temps “réduit”. Ce qui amene a distinguer deux catégories d’algorithmes
probabilistes :
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e Algorithmes de type Las Vegas : ce sont des algorithmes probabilistes qui

— se terminent en un temps dont I’espérance mathématique, noté E, est bornée et,

— retournent une solution correcte.

Formellement, soit A un algorithme qui traite un probleme P et soit c¢(A) a sa complexité.
Nous cherchons en général a avoir E[c(A)] < oo (et aussi a le minimiser).

e Algorithmes de type Monte Carlo : Le nom de ces algorithmes fait allusion aux jeux de
hasard pratiqués a Monte-Carlo. ce sont des algorithmes probabilistes qui

— se terminent en un temps fini et,

— retournent une solution correcte avec probabilité > 1/3.

Le véritable développement des méthodes de Monte-Carlo s’est effectué, sous I’impulsion
de John von Neumann et Ulam notamment, lors de la Seconde Guerre mondiale et
des recherches sur la fabrication de la bombe atomique. Notamment, ils ont utilisé ces
méthodes probabilistes pour résoudre des équations aux dérivées partielles.

Nous pouvons noter que le résultat d’un algorithme distribué est un élément de 1’ensemble
S des solutions possibles; ceci donne naturellement naissance a des questions du type : étant
donné un élément e de S, calculer la probabilité pour que le résultat de 1’algorithme distribué
soit e. Par ailleurs, dans le chapitre qui suit nous donnerons un modele général pour caractériser
la répartition de probabilités d’étre élu pour les sommets d’un arbre.
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Chapitre 4

Election uniforme probabiliste dans les
arbres
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Ce chapitre est organisé comme suit. La section 4.1, présente quelques résultats connus et
mentionne I’objectif de cette étude. La section qui suit est consacrée a la présentation du modele
probabiliste général d’élection dans un arbre. Nous donnons une description formelle de 1’algo-
rithme qui sera 1’objet principal de notre analyse. Cet algorithme est un algorithme probabiliste
d’élection par une seule passe qui utilise un parametre localement calculable guidant aléatoire-
ment le processus d’élimination. Certaines propriétés de ce modele d’élection seront exposées
dans la section 4.3. Par ailleurs, nous allons voir que le processus d’élection pourra étre modélisé
par des chaines de Markov en temps continu. La section 4.4 traite un cas particulier du modele
général, appelé modele uniforme, dans lequel tous les sommets de I’arbre ont la méme chance
d’étre €lus. Finalement, la section 4.5 étudie la durée d’élection dans le modele uniforme pour
des exemples particuliers d’arbres.

4.1 Introduction

Le probleme de 1’élection est de choisir exactement un élément dans I’ensemble de proces-
seurs. Ainsi, a partir d’une configuration ol tous les processeurs sont dans le méme état, nous
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devons obtenir une configuration ol exactement un processeur est dans 1’état chef et tous les
autres processeurs sont dans 1’état perdant. Le chef peut étre employé plus tard pour prendre des
décisions ou pour centraliser des informations.

Ce probleme a été posé la premiere fois par Le Lann [Lan77] et depuis, de nombreux algo-
rithmes pour €lire un sommet dans un graphe sont connus [Ray88, Tel00]. Il a été résolu sous
plusieurs hypotheses différentes : le graphe peut €tre un anneau, un arbre, un graphe complet ou
en général un graphe connexe. Le systeéme peut étre synchrone ou asynchrone. Le graphe peut
étre orienté ou non orienté. Les processeurs peuvent ou ne peuvent pas connaitre la taille du
graphe ou une borne de celle-ci. Les communications peuvent étre synchrones ou asynchrones.

Il est, par ailleurs, connu que certaines classes de graphes n’admettent pas d’algorithmes
d’élection distribuée déterministes [God02]. Par conséquent, les algorithmes probabilistes sont
apparus pour donner une solution exacte ou approchée a cette problématique.

Dans le cas des arbres, un processus d’élection peut étre vu simplement comme suite de sup-
pression successive de feuilles, ramenant le graphe a un sommet unique. Ce processus a été pré-
senté la premicre fois par Angluin ([Ang80] Théoréme 4.4) ou elle a mentionné qu’il existe une
ligne de processeurs (d’états finaux) qui établit de maniere déterministe un centre dans chaque
arbre. Une méthode simple pour découvrir le centre d’un arbre est de supprimer a chaque tour les
feuilles de I’arbre, ainsi s’il reste un seul sommet avant la disparition totale de 1’arbre, ce sommet
sera I’unique centre. S’il en reste deux, 1’arbre aura deux centres.

Un ordre d’élimination peut étre vu comme un processus aléatoire ot la probabilité d’élire
un sommet dépend de la facon dont nous présentons le choix de la disparition des feuilles. Dans
[MS94] les auteurs considerent deux approches élémentaires. La premiere est fondée sur 1’hypo-
these que foutes les suites du processus d’élection ont la méme probabilité (la p-distribution). La
seconde suppose que, a chaque étape, toutes les feuilles ont la méme probabilité d’enlevement (la
q-distribution). Dans la premiere approche le calcul des probabilités impliquées est transformé
en un probleme combinatoire intéressant, qui fournit une simple caractérisation des probabilités
recherchées sur I’ensemble de sommets. Cependant, la difficulté réside dans le fait qu’aucun
processus d’élimination probabiliste, par une simple passe en utilisant un calcul local, n’est
disponible pour mettre en application 1’approche sans faire un calcul préliminaire sur 1’arbre. La
deuxieme approche peut étre implémentée d’une maniere distribuée et la probabilité d’étre élu
est calculée inductivement. Son inconvénient est que la distribution de probabilité engendrée,
étant a caractere rigide, n’admet aucune caractérisation simple.

Le but principal de ce chapitre est d’étudier les chances d’élection pour les sommets d’un
arbre. Ainsi, nous présentons et analysons un algorithme probabiliste fondé sur I’élimination
successive des feuilles d’un arbre jusqu’a ce que cet arbre soit réduit a une seule feuille. Cette
derniere sera considérée comme le sommet €lu. Ainsi, la répartition de probabilités d’€tre €élu
pour les sommets de I’arbre dépend de I’'implémentation distribuée de 1’algorithme.

Le concept d’équité ou de I’équitabilité (en anglais fairness) est une propriété importante, voir
[DIMO5]. Nous pouvons par exemple utiliser cette propriété pour garantir que tous les processus
(machines), qui collaborent pour faire un calcul complexe, ont la méme quantité de données a
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traiter.

Dans la seconde partie de cette étude, nous nous intéresserons essentiellement a 1’élection
uniforme sur un réseau ayant une topologie d’arbre. Ainsi, nous employons la propriété d’équité
dans son sens strict : tous les processus ont la méme probabilité d’étre élus, de sorte que lorsque
I’algorithme est réitéré plusieurs fois, les ressources sont probablement allouées équitablement.

4.2 Modele général et processus d’élection

Le modele de communication est un réseau de communication point-a-point qui est repré-
senté comme un simple graphe connexe non orienté, ou les sommets représentent des processeurs
et deux sommets sont liés par une aréte si les processeurs correspondants ont une liaison directe.
Ce modele suit les modeles standards pour les systemes distribués donnés dans [Pel00, Tel00].

Dans tout ce qui suit nous supposons que :

— Le graphe est un arbre.

— Les processeurs communiquent par envoi de messages, et chaque processeur sait par quel
canal il recoit un message.

— Le réseau est anonyme ; des identités uniques ne sont pas disponibles pour distinguer les
processeurs.

— L’algorithme présenté ici est synchrone et basé sur un temporisateur : les processeurs ont
acces a une horloge physique comme donné dans [Tel00] page 87 :

1. nous supposons que le temporisateur est une période continue globale auquel les
processeurs ont acces : une variable a valeurs réelles dont la valeur augmente conti-
nuellement dans temps,

2. nous faisons une hypothese concernant le temps global, c’est que chaque événement
a lieu a un certain temps et que I’événement lui-méme est instantané (de durée nulle).

L’élection probabiliste présentée ici est basée sur le travail d’ Angluin [Ang80]. Un arbre de
taille n est initialement donné. Le sommet €élu est le sommet qui survit a une suite de (n — 1)
élimination de feuilles. Dans I’algorithme d’ Angluin, un parametre localement calculable a été
introduit pour guider le processus d’élimination.

Description de I’algorithme

Dans ce qui suit, nous employons la description de I’algorithme introduit par Tel (cf. [Tel00]
page 192, Algorithme 6.3).

Dans I’algorithme 1 ci-dessus, la fonction attente—exponentielle(A(v)) produit un temps d’at-
tente aléatoire exponentiellement distribué de parametre A(v); ainsi le temps d’attente n’est autre
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Algorithme 1: Election probabiliste dans un arbre.

var Neigh, : ensemble de sommets (* les voisins de v *);
rec,[u] pour chaque u € Neigh, : booléen init faux ;
(* rec,[u] est vrai si v a recu un message de u *);
A(v) : le parametre avec la méme valeur initiale pour tous les sommets ;
(* Dans le cas uniforme, initialement A(v) := 1 *);
début
Tant que(#{u : rec,[u] est faux}> 1)
début
recevoir <tok, A(u) > de u;
AW) = F(AW), Au)) ;
(* F est n’importe quelle fonction ; dans le cas uniforme nous prenons
F(AW), Au)) = A(v) + Au) *);
rec,[u] := vrai
fin
(* Maintenant, il y a un ug avec rec,[uy] est faux ; le sommet v est une feuille*)
attente—exponentielle (1(v)) ;
si (un message <tok, p > est arrivé)
début
state, = élu;
fin
sinon
début
state, := perdant;
envoyer <tok, A(v) > a ug avec rec,[up] est faux
fin
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que :

-1
mln(x),

ol x est une variable aléatoire (v.a.) uniforme a valeurs réelles dans I’intervalle [0, 1].

L’algorithme est lancé par les feuilles a I’instant 0. Tout sommet reste en attente de messages
de ses voisins jusqu’a ce qu’il recoive des messages de tous ses voisins sauf un. Tout sommet
v qui devient une feuille a une durée de vie exponentiellement distribuée de parametre A(v)
déterminée au moment ou v est une feuille.

Une feuille v dont la durée de vie expire sans qu’elle ait recu de message, disparait avec son
aréte incidente : son état devient perdant; elle envoie a son pere un message avec la valeur A(v).
Le parametre A(v) du sommet v qui regoit un message <tok,a > avec une valeur a devient égal a
F(A®W), o).

Un sommet est élu s’il regoit de tous ses voisins des messages avant la fin de sa durée de vie.
Le temps est continu de sorte que deux messages ne soient jamais simultanément envoyés ; par
conséquent, le sommet élu est le seul sommet ayant recu un message de tous ses voisins (voir
[TelOO0] page 193).

Selon le choix de F', nous obtenons différentes distributions des chances d’étre élu. D’ailleurs,
le processus d’élection est modelé par un processus de mort en temps continu comme suit.
Chaque sommet v, qui devient une feuille, a une durée de vie exponentiellement distribuée de
parametre A(v), censé €tre déterminé au moment ol v est une feuille. Cette prétention est équiva-
lente a celle que la probabilité de mort de v dans 'intervalle de temps [t, t + k] est hA(v) + o(h),
lorsque &7 — 0, a tout instant ¢, et ceci indépendamment de ce qui se passe ailleurs et de ce qui
s’est produit dans le passé.

Une feuille dont la durée de vie s’est écoulée disparait avec 1’aréte incidente. Le processus
continue dans I’arbre résiduel jusqu’a ce que I’arbre soit réduit a un seul sommet. Ce modele
général laisse le choix de A(v) ouvert. Tout ce qui est exigé est que le parametre A(v) doit €tre
localement déterminé quand v devient une feuille ; il peut étre calculé au fur et a mesure que
les sommets sont supprimés. L’idée intuitive derriere ce modele est de contrdler les chances
d’élection par une A-assignation : si A(v) augmente alors la probabilité d’élire v diminue.

Si le parametre A est le méme pour n’importe quel sommet de 1’arbre, alors a chaque feuille
supprimée est assignée la méme probabilité comme dans la deuxieme approche du travail de
[MS94] et, en conséquence, la probabilité d’étre élu est une g-distribution. En conséquence, le
modele actuel prolonge la deuxieme approche présentée dans [MS94] (concernant la distribution
de probabilité générée). Cependant, il est possible d’assigner différents taux de mortalité A(v) aux
sommets selon leurs positions initiales dans I’arbre. Il est clair que les différentes considérations
menent ainsi a différentes distributions de probabilités dans le processus d’élection.

Une question qui surgit normale sera : comment assigner A pour donner la méme chance
d’étre élu a tous les sommets d’un arbre T ?

Cette tache semble a priori difficile, puisque les sommets “intérieurs” d’un arbre sont plus



36 CHAPITRE 4. ELECTION UNIFORME PROBABILISTE DANS LES ARBRES

couverts que les sommets “périphériques”.

Le résultat principal, le théoreme 4.4.1, stipule que cet exemple particulier du modele général,
appelé modele uniforme, peut €tre réalisé en affectant a A(v) la taille du sous-arbre de T constitué
de la racine v.

Cette tache peut étre effectuée d’une maniere distribuée comme suit. Initialement, tous les
sommets de 7 ont le méme poids 1 : w(v) = 1. Pour une feuille v, le parametre A(v) est égal a son
poids : A(v) = w(v). Quand une feuille est enlevée son pere récupere son poids, ce qui revient a
dire que le poids du pere est incrémenté du poids du fils enlevé F(A(v), w(v)) := A(v) + w(v).

4.3 Propriétés simples du modele général

Une fois qu’un sommet v devient une feuille, sa mort se produit selon un processus marko-
vien avec un parametre A(v) donné, qui est censé etre déterminé par quelques regles spécifiques
que nous détaillons dans la suite. Chaque sommet feuille v de 1’arbre résiduel, se comporte in-
dépendamment et, sous 1’hypothese qu’il est vivant au temps ¢, la probabilité de sa mort dans
I’intervalle de temps [z, + h] est donnée par A(v)h + o(h), quand i — 0. Le parametre A(v) est
référé comme le taux de mortalité de v. La quantité 1/4(v) est I’espérance mathématique de la
durée de vie du sommet v (des I’instant ou celui-ci devient une feuille). 11 convient de noter que
A(v) n’est pas un parametre fixé et assigné initialement a v ; il peut €tre calculé en fonction des
valeurs transmises a v (valeurs transmises par les sommets adjacents disparus). En particulier,
si v a plusieurs sommets voisins au moment ou v devient une feuille, alors seulement un de ses
voisins est encore en vie. Ceci signifie que A(v) est calculé étape-par-étape, il ne dépend que des
sommets voisins disparus.

Proposition 4.3.1. [KT81] Soit v un sommet, d’un arbre T, devenant une feuille a un certain
instant t. Un taux de mort A(v) est assigné a v a cet instant. Soit L(v) la durée de vie de v (des cet
instant). Alors nous avons :

(i) L(v) est une v.a. (variable aléatoire) exponentiellement distribuée de parametre A(v) :
) Pr(L(v) > x) = e ™% Vx> 0.
1

)
(iii) L(v) satisfait la propriété de “sans mémoire” :

(i) L(v) a I’espérance mathématique

(3) Pr(L(v) > x +y | L(v) > x) = Pr(L(v) > y) = ", Vx,y > 0.
Preuve.
O
A un certain instant ¢, I’arbre T de taille n est réduit a un arbre facteur 7’ de taille n’, 2 < n’ < n,
dont les feuilles vy, ..., v, k > 2, ont respectivement les taux de mort suivants A(vy), ..., A(vy).

Soit L(v;) une v.a. dénotant la durée de viede v;, 1 <i < k.
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Lemme 4.3.1. Le taux de mort de ’arbre T’ est A(T") = Zle A(v).

Ce lemme signifie que, puisque les L(v;) sont totalement indépendantes, la probabilité d’une
mort dans [z,t + h] est h Zi-‘zl A(v;) + o(h), quand h — 0. Par conséquent, A(T"’) est considéré
comme le taux de parallélisme sur I’arbre facteur 7’. Cet arbre a la durée de vie L(T”) (des le
moment ol il est apparu jusqu’au moment o une de ses feuilles disparait) L(7T") est un v.a. définie
par : L(T") = min;;«L(v;), puisque la réduction (suppression) suivante sera faite a 1’instant
t + min; ;<. L(v;). Cette v.a. est caractérisée par la fonction de distribution :

“4) Pri(T)<x)=1=Pr(L(T")>x)=1-¢"T) yx>0.

Ainsi L(T”) est une v.a. exponentiellement distribuée avec une espérance mathématique égale
Yot

Afin de calculer la probabilité g,(v) d’élection d’un sommet v dans un arbre 7', nous devons
additionner les probabilités des transitions en commengant par I’arbre initial 7" et en se ramenant
a la fin a2 un sommet irréductible v selon le processus aléatoire irréversible présenté. Reconsidé-
rons le cas de I’arbre facteur 7" et identifions [’état du processus a un certain instant ¢ par I’arbre
facteur résiduel a cet instant, la prochaine configuration sera un des arbres facteurs 7; = 77 \ {v;}
obtenus en supprimant une feuille v; et son aréte incidente, pour i = 1,...,k. Chacun de ces
“@tats prochains” a une probabilité donnée par :

\

Proposition 4.3.2. Soit T’ [’état du processus d’élection a un certain instant t. Soient
Vi,..., i,k > 2, les feuilles de T'. Alors I’état du processus sera un des arbres T; obtenus a
partir de T’ par la suppression de la feuille v; et de son aréte incidente, avec la probabilité de
transition :

) D(T'.T)) = Av) _ AW) L<i<k

AT) N A) 77

Preuve. Selon la proposition précédente les variables aléatoires L(v;) sont sans mémoire et, en
conséquence, la distribution de la durée de vie supplémentaire a un instant donné z, sujet a I’état
de survie a cet instant, est identique a la distribution initiale de la durée de vie. D’autre part les
L(v;),1 <i < k sont indépendantes et ainsi,

p(T".T) = Pr(min{L(v), ..., L(v)} = L(v))

= Pr(L0vw) SLw)|1<j<k)
+00 k teo

= f ﬂ(vi)e_ﬁ(v”)x"(rl f /l(vj)e_d(vf)xfdxj)dxi
0 j/: Xi

_ A
> aw)
1<j<k

O
Soit 7" un arbre de taille n > 2. Considérons la suite d’arbres facteurs, o = (o71,0%2,...,0,-1),
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avec o1 = T, tel que chaque o; est obtenue a partir de o;_; par une transition (c’est-a-dire la
suppression d’une feuille), pour 2 < i < n — 1. Il est claire que la probabilité d’une telle suite est
définie par

n—1
p) = [ | pleia, o,
i=2

Dénotons par (7)) I’ensemble de toutes ces suites, la probabilité d’étre élu pour un sommet
donné v est :

PrEum) = > po).

o€ QUT),op-1={v}

Pour une o = {01,079, ...,0,-1) € C(T) donnée, sa durée D(o) est la somme des durées de
vie des feuilles disparues dans o. L’espérance mathématique de la durée de processus d’élection,
notée D, est

D= ) p@ED©).
oeX(T)
ou E(D(0)) est I’espérance mathématique de D(o). Dans la section 4.5, nous donnons la durée
d’élection pour un exemple particulier du modele dans le cas des chaines et des étoiles.

Le processus d’élection dans 7' est un processus de Markov en temps continu, ou 1I’ensemble
des états est I’ensemble des arbres facteurs de 7', 1’état initial est 7" et les transitions sont définies
par la suppression de feuilles avec des probabilités assignées aux feuilles comme définies ci-
dessus. Selon ce point de vue, la proposition suivante permet de représenter mathématiquement
tous les parametres qui semblent étre intéressants.

Proposition 4.3.3. Soit T' un arbre facteur. Soit Pr.(t) dénote la probabilité que I’état de |’élec-
tion au temps t est T'. Nous avons :

dP
@ O < e,

(ii) pour tout arbre facteur T' # T de taille au moins 2,

dPr/(1) ,
= —AMT)Pr() + Z AP (D),
ou la sommation est effectuée a tous les sommets v adjacents a T’ et qui n’appartiennent
pasaT’, et
dPy,(t)
iii) pour tous les sommets v, = AWV)Py, (D),
(iii) p 7 Z (V)P (1)

V' adjacent a v

avec la condition initiale P7(0) = 1.

Preuve. Considérons I’évolution du processus dans I’intervalle [z, ¢ + h]. Soit 7’ un arbre facteur
de T. Calculons la probabilité de se trouver dans 1’état 7 a I’instant ¢ + A.
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— Pour 77 # T et non réduit a une feuille, nous avons :

Pr(t+h) = Z PropyOmpopy e (h) + Pr(Omp 7:.(h) + o(h),

ou g 7-(h) est la probabilité d’une transition (directe) de S a 7’ dans un intervalle de temps
de longueur 4 ; la sommation est effectuée a tous les sommets v adjacents a 7’ et qui ne lui
appartiennent pas. Nous obtenons :

Pr(t+h)=h Y A0Pruw() + PrO[1 = AT)] + o(h.

Par conséquent,

P h) — Py
D=0 AP + Z AP (@) + 282,

h
h
Ceci prouve (ii).

— Pour prouver (i), nous remarquons que dans le cas de Pr(t+h), la somme ci-dessus (3, ...)
du coté droit disparait, puisque 7 n’a aucun arbre facteur qui le précede. Ceci établit (i).

— Pour montrer (iii), il suffit de remarquer que 1’état ({v}, @) ou simplement {v}, est absorbant
et, ainsi, ) (1) = 1. Donc, dans Py, (t + h), le terme négative disparait. Un calcul simple
donne (iii).

La derniere proposition est mathématiquement pertinente, puisqu’elle fournit une solution
générale pour la probabilité d’étre élu et de la durée d’élection en termes de probabilité des
états donnés comme solution d’un systeme d’équations différentielles. Ce genre d’équations est
souvent difficile a résoudre, voire méme insolvable. Les cas ou nous pouvons espérer trouver des
solutions sont des cas tres simples. Pourtant, méme dans ces cas, la résolution nécessite 1’emploi
de plusieurs techniques pour faire un calcul efficace.

Remarque 4.3.1. Dans le cas ou tous les sommets ont le méme parametre assigné A, la probabi-
lité d’etre élu est de type g-distribution donnée dans [MS94], puisque selon la proposition 4.3.2,
toutes les transitions d’un arbre facteur 7 donné ont la méme probabilité.

4.4 Modele d’élection uniforme

Dans la suite, nous étudions un exemple particulier du modele général. Soit T = (V, E) un
arbre. Initialement, tous les sommets ont le méme poids 1 : w(v) = 1, Vv € V. Lorsqu’une feuille
disparait, son pere récupere son poids, 1’ajoutant a son poids courant. Au moment ol un sommet
v devient une feuille dans un arbre résiduel 7’, son poids est le nombre de sommets disparus de
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ses cOtés plus son poids initial (w;,;;(v) = 1). La durée de vie du sommet v, selon ce modele, est
une v.a. ayant une distribution exponentielle de parametre égal a son poids ; A(v) = w(v).

Comme nous allons voir, cette stratégie mene a une €lection probabiliste fotalement “équi-
table” : dans un arbre de taille n tous les sommets ont la méme probabilité % d’étre élus. Pour
illustrer ce qui précede, considérons un exemple.

1

11

Fic. 2 — Arbre T de taille 5.

1

Exemple 4.4.1. Soit T I’arbre de la figure 2. Initialement, tous les sommets ont le méme poids 1.

Il y a deux suites de transition menant au choix du sommet étiqueté a. Ces suites peuvent
étre identifiées par les ordres correspondants, (e, d, c, b) et {d, e, c, b), de suppression de feuilles,
Fig 3.

Considérons I’étude du cas de la premiere suite. Au commencement, il y a 3 feuilles de poids
1 chacune et la probabilité de suppression du sommet e—étiqueté est ainsi % (proposition 4.3.2).
Dans I’arbre réduit il y a maintenant deux feuilles de poids 1 chacune, et la probabilité d’enlever
le sommet d—étiqueté est % Maintenant, dans I’arbre facteur constitué de sommets étiquetés a, b,
et ¢, la feuille a—étiquetée (ou tout simplement la feuille a) est de poids 1 alors que la feuille c est
de poids 3. Puisque le parametre A d’une feuille n’est que son poids, selon la proposition 4.3.2,
I’élimination du c est 3 fois plus rapide que celle de a ; elle est donc égale a %. Le mé&me argument
appliqué a I’arbre facteur composé de a et b, assigne la probabilité % a I’enlevement du sommet
b. Par conséquent, la probabilité de la premiere suite est :

1134 1

Pr((e,d,c,b)) = 5515 = E

Clairement, la deuxieme suite (d, e, ¢, b) a la méme probabilité que la premiere, en raison de la
symétrie de d et e, et donc la probabilité d’élire le sommet a—étiqueté est :

Pr(élu(a)) = Pr({e,d,c, b)) + Pr({d, e, c, b)) = é

Un calcul semblable prouve que les autres sommets de 1’arbre ont la méme probabilité é
d’étre élus.

La méthode de calcul présentée dans I’exemple est une méthode directe, elle devient plus
lourde lorsqu’il s’agit d’un graphe de taille plus grande. En effet, il s’avere tres difficile d’énu-
mérer le nombre de suites et par ailleurs de calculer la probabilité de chacune d’elles.
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FiG. 3 — Suites d’élection du sommet étiqueté a.
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Par conséquent, pour prouver I’affirmation principale d’uniformité, nous introduisons une
légere modification du modele présenté dans cette section. Il se peut que la preuve suivante ne
soit pas la plus courte. Mais elle a cependant I’avantage de traduire le modele dans une variante
sur les arbres orientés.

Rappelons ici qu’une forét est un ensemble de paires d’arborescences disjointes. Dans une
arborescence ou dans une forét une feuille désigne un sommet sans fils (successeur).

Soit F' = (V, A) une forét d’arborescences. Nous considérons un processus d’élection proba-
biliste sur la forét F comme suit.

A tout moment de Iintervalle [z, ¢ + h], toute feuille v peut disparaitre avec une probabilité
proportionnelle a son poids (initialement tous les sommets sont de poids 1). Si une feuille qui
devrait disparaitre a un pere (c’est-a-dire un sommet prédécesseur) alors elle communique son
poids a son pere. Le pere augmente son poids par celui du fils disparu. Le processus continue sur
la forét réduite, obtenue a partir de F par la suppression de la feuille qui devrait disparaitre avec
son arc incident (s’il existe), jusqu’a la disparition totale de la forét.

Puisque les graphes considérés ne sont plus connexes, nous employons de préférence des
termes tels que le processus d’élimination (ou le processus de mort), et le sommet gagnant est le
dernier sommet qui survit.

Exemple 4.4.2. Considérons la forét de la Fig. 4 et calculons la probabilité que x batte tous les
autres sommets de la forét.

OF ()1
JONOR

Fic. 4 — Forét d’arborescences.

Cet événement est la conséquence d’une suite de suppression parmi les huit suites de sup-
pression de feuilles, a savoir : (b, c,a,d), (b,c,d,a), {b,d,c,a), (d,b,c,a), avec la possibilité
d’échanger b et c, c-a-d., les quatre dernieres suites sont obtenues en permutant les positions de
b et ¢ dans les quatre suites précédentes. Considérons la premiere suite (b, c, a, d). Etant donné
qu’initialement il y a 4 feuilles de poids 1 chacune, la suppression de b est de probabilité }r Dans
la forét réduite la probabilité de 1’élimination de c est % Maintenant, dans la forét restante il y a
3 feuilles ; x et d ont un poids de 1 tandis que a est de poids 3. Par conséquent, la probabilité de
suppression de a est % Il reste finalement x et d de poids 1 chacun et la probabilité pour que x
survit plus que le sommet d devient 1. La probabilité de cette suite est ainsi ;321 = 7. Les sept
autres probabilités sont calculées, donnant de la méme maniere, attribuant ainsi a tout sommet x
la probabilité % de battre les autres sommets.

Comme nous le verrons plus loin, ce nouveau processus de mort, 1ié au modele uniforme
d’élection, a I’avantage d’admettre un raisonnement inductif. Nous pouvons écrire un systéme
d’équations différentielles qui représente 1’état du processus d’élection comme nous 1’avons fait
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dans la proposition 4.3.3 pour le modele général sur des arbres. Cependant, nous ne continuerons
pas dans cette direction dans le présent chapitre, mais nous reviendrons sur cet aspect dans le
chapitre qui suit sur les k—arbres, ol un arbre n’est autre qu’un 1—arbre. Dans la suite de cette
étude, nous cherchons a calculer la distribution du temps d’attente pour la disparition d’une forét.
Pour atteindre cet objectif, nous montrons que la probabilité qu’une forét donnée soit encore en
vie ne dépend que de sa propre taille et non de sa structure. Nous dérivons finalement la propriété
d’uniformité du modele présenté dans cette section.

Soit une forét F', notons par W(F) le temps nécessaire a cette forét pour disparaitre ; c’est une
v.a. a valeurs réelles positives. Pour deux foréts F'; et F», F; survit plus que F, (ou Fy bat F») si
W(F) > W(F).

La proposition suivante est pertinente, elle affirme que la distribution de W(F') dépend seule-
ment de la taille de F.

Proposition 4.4.1. Soit F' une forét de taille n alors la fonction de distribution G (t) de la v.a.
W(F) est donnée par :

©6) Gr()=Pr(W(F)<t)=(1-e")", Vr=0.

Preuve. Par récurrence sur n. Si F est réduit 2 un sommet, alors la proposition est vraie (la durée
de vie pour un seul sommet est une v.a. exponentiellement distribuée de parametre 1). Supposons
que la proposition est vraie pour une forét de taille inférieure a n et prouvons qu’elle reste vraie
pour une forét F de taille n (n > 2).

(i) Supposons que F est constituée de foréts Fy, F,--- ,F; avec k > 2. Soitn = n; + n, +
-+ ny, ou n; est la taille de la forét F;, 1 < i < k.Dans ce cas W(F;), 1 < i < k, sont des
v.a. mutuellement indépendantes et ainsi par hypothese de récurrence, nous avons :

Pr(W(F) < 1) [T, PrW(F) < 1)

[T (1 —e )

(1 -eT).

(ii) Autrement, F est de taille n. Elle se compose d’une racine unique r et des arborescences
A1, Az, -+, Ag. Soit F’ une forét composée de Ay, A,, -+, Ag. Ainsi, F” est de taille n — 1
et par hypothése d’induction, W(F") a une fonction de distribution (1 — e™')"~!. Toutefois,
W(F) est la somme de deux v.a. indépendantes : W(F') et la durée de vie de la racine r.
Cette derniere est une v.a. exponentielle de parametre n (poids de r). Donc, W(F) a une
fonction de distribution (voir [Fel66], p. 142. Théoréeme 2) donnée par :

Gr(t) = f Gp(t—x)d(1 —e™).
0
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Par conséquent,

Gr(t) = [ n[l —e =)o dx

Tt
fo nle™ — e " le *dx

- —t =t
[—(e™ —e)'D

(1-e"n.

Nous prouvons d’abord quelques résultats “d’uniformité” dans un processus d’élimination

sur une forét. La proposition suivante affirme que dans une forét, la probabilité qu’un sommet
isolé batte tous les autres sommets de la forét est égale a I'inverse de la taille de la forét, et cela
quelque soit la structure de la forét.

Proposition 4.4.2. Soit F une forét de taille n — 1,n > 2 et x un sommet isolé n’appartenant pas
a F. Alors la probabilité que x batte F (dans la forét F' composée de F et x) est égale a %

Preuve. Par induction sur n. Pour n = 1 et n = 2, la proposition est évidente. Supposons qu’elle
soit vraie pour des foréts de tailles inférieures a n — 1 et prouvons qu’elle reste vraie pour une
forét de taille n — 1. Soit F une telle forét. Nous considérons les deux cas suivants.

(i) F est une arborescence avec une racine r et des sous-arborescences Aj,...,A; de tailles

ni, ..., g respectivement. Le sommet x batte 1I’arborescence F si et seulement si :

— xbatAy,...,Ar. Appelons cet éveénement E1, et
— une fois que Ay, ..., A; disparaissent (dans ce cas la racine r devient active), x bat r -
appelons cet évenement E,.

Par conséquent, la probabilité g(x; F') que x bat F' est donnée par Pr(E)Pr(E>|E;). Le
premier facteur est par induction ——— et le second facteur, selon la proposition 4.3.2

Zk ni+1
(avec A(x) =letA(r)=n-—1), est

i=1

k

-
Zj:l nj+2

Ceci établit g(x; F) = 1/n (puisque Z’;zl nj+2=n)).

(ii) Supposons maintenant que F' se compose des arborescences Ay, ..., Ay de tailles ny, ..., n;

respectivement. Alors x bat F si et seulement s’il bat tous les A;. Mais les A; se comportent
indépendamment et, d’ailleurs, par 1’hypothese d’induction, la probabilité g(x; A;) que x
bat A; ne dépend que de la taille k; de A;. Par conséquent, g(x; F) est pareille que g(x; F’);
ou F’ est composée de tous les n — 1 sommets et I’ensemble vide d’arcs. La derniere
probabilité est clairement égale a 1/n.
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En outre, il est possible d’étendre la proposition a deux foréts concourantes. Soient deux
foréts (d’arborescences) F et G de tailles m et n (m,n > 1) respectivement, nous considérons le
processus de suppression de feuilles dans 1’'union des deux foréts F' U G. Nous disons que F bat
G si au moins un sommet de F' survit encore apres la disparition totale de G.

Proposition 4.4.3. Soient F et G deux foréts comme ci-dessus. Alors la probabilité que F batte
G est =

m+n’

Preuve. Si une des foréts concourantes est réduite a un seul sommet, la proposition coincide
avec la proposition 4.4.2. La propositions affirme que pour deux foréts données la probabilité
du gain est proportionnelle aux tailles des deux foréts et ne dépend pas de leurs liens (arcs).
En particulier, puisque la proposition est valide quand les foréts sont réduites a m et n sommets
isolés, la proposition est équivalente a I’affirmation que la probabilité que F bat G est identique
si nous enlevons tous les arcs des foréts. Nous pouvons prouver la proposition par une récurrence
sur m + n. Pour m + n = 2, la proposition est bien évidemment vérifiée. Supposons qu’elle soit
vraie pour m + n < h et prouvons qu’elle I’est aussi pour m +n = h.

Soit F et G deux foréts de tailles m et n, avec m+n = h. Si une des deux foréts concourantes a
au moins deux arbres, alors la proposition est vraie, et ce parce que chaque composante connexe
se comporte indépendamment et que la proposition est vérifiée sur les composantes. En outre,
selon I’hypothese de récurrence, la probabilité de 1I’événement impliqué est la méme a chaque
fois que des arcs sont supprimés. Par conséquent, sa probabilité est identique a celle des foréts
sans arcs, qui est %

Maintenant supposons que F et G soient deux arborescences connexes enracinées en r et s
respectivement. Si I’une d’elles est réduite a un sommet, la proposition devient évidente. Ainsi,
soient F' une forét qui se compose de la racine r et des sous-arborescences F'y, ..., Fy et G de s
et des sous-arborescences Gy, ..., G;. Selon I’hypothese d’induction, la probabilité que F1q, ..., F
battent G est =L et la probabilité que G|, ..., G; battent F est -~ Par conséquent, la proba-

m—1+n m+n—1"

bilité du “duel” entre r et s est 1 — ( mol o _nol ) =1

m—1+n m+n—1 m+n—1"

D’autre part, la probabilité€ du gain pour r dans un duel contre s est -~ (rappelons que la
probabilité de I’enleévement pour un sommet est proportionnelle a son poids, qui est m pour r et
n pour s). Or, la probabilité que F batte G est la somme des probabilités de F, ..., F battant G et
le produit de probabilité d’un duel entre r et la probabilité du gain sous la derniere assomption.

Par conséquent,

-1 1
Pr(FbatG) = ——= X —
m—1+n m+n-1 m+n
3 m
 m+n
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Remarque 4.4.1. Retournant aux cas des arbres non orientés, nous devons préciser que 1’équiva-
lence des propositions précédentes n’a pas lieu pour des arbres. En effet, soit 7 un arbre de taille
n et x un sommet isolé n’appartenant pas a cet arbre, si nous considérons le processus d’élection,
comme présenté dans la section (chaque feuille a une durée de vie qui est une v.a. exponentielle-
ment distribuée de parametre A(v) = w(v)), la probabilité d’étre élu pour le sommet isolé x n’est
pas ﬁ En fait, elle est conjecturé étre 2(:’;1). Il convient de noter que dans ce cas, il est supposé
que la durée de vie supplémentaire est générée selon le dernier poids, puisqu’a chaque étape le
poids d’une feuille peut changer (une fois qu’elle devient isolée).

Théoreme 4.4.1. Soit T un arbre de taille n et soit v un sommet de T. Si q7(v) dénote la proba-
bilité d’élire v dans T selon le modele uniforme, alors q7(v) = %

Preuve. Sin =1 oun = 2 alors le théoréme est vrai. Sinon, supposons que vy, ..., v sont les
sommets adjacents a v. Soient Ay, ..., A les arborescences adjacentes enracinées en vy, . .., v de
tailles ny, ..., n; respectivement. Alors, le sommet v est battu dans 7 si et seulement si une des

V1

Arbre A

Arbre B

Fic. 5 — Processus ascendant de mort sur une forét d’arbres enracinés

racines v; de A; bat v dans I’arborescence résiduelle enracinée en v les sommets qui ne sont pas
dans A; - appelons cette arborescence B; - (pour un certain i € {1,...,k}). Or, ces événements
sont deux a deux disjoints pour des i différents. Par exemple, dans la Fig. 5, la probabilité que le
sommet v soit enlevé avant 1’arbre facteur du c6té de v, (c’est-a-dire 1’arbre non orienté B) dans
le processus d’élection sur 7" est la méme probabilité que v, batte v dans la forét F'.

Par conséquent,

k
(7) 1-qr() = > qvi; {Ai, Bi)).
i=1

Selon la derniere proposition, g(v;; {A;, B;}) est égale a ** et, ainsi, 1 — gr(v) = ”n;l, puisque
Skionmi=n-1. O
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4.5 Durée d’élection dans le modele uniforme

Un parametre intéressant qui vient juste apres la distribution de probabilités sur les sommets
est la durée d’élection. Elle peut €tre considéré comme une mesure de la complexité en temps.
En effet, il s’agit du temps d’absorption pour le processus markovien en temps continu considéré
dans la section 4.3.

Théoriquement, la proposition 4.3.3 détermine la probabilité d’€étre dans un état 7’ (rappelons
que T’ est un arbre facteur de 1’arbre initial) au temps ¢. Mais, la problématique qui se pose est
que le systeme d’équations différentielles produisant ces probabilités est tout a fait difficile a
résoudre. L’étude semble intéressante puisqu’elle doit étre commune a de grandes classes des
processus de mort pure.

Nous considérons ici deux exemples tres spéciaux du probleme d’élection uniforme pour
lequel un calcul élémentaire fournit la probabilité d’€tre dans I’état 7.

Les résultats présentés dans cette section sont simples. En effet, 1a motivation est la présen-
tation de la conjecture suivante. Bien que, rien ne soit connu actuellement au sujet de la durée
d’élection et de son espérance dans les arbres en général, les résultats sur I’espérance mathéma-
tique de la durée d’élection dans les chaines et dans les étoiles suggerent que :

Conjecture 4.5.1. La durée d’élection moyenne dans le modele uniforme est approximativement
logarithmique en la taille de I’arbre.

Remarque 4.5.1. Dans la pratique, nous avons simulé le processus d’élection uniforme dans des
arbres dont la structure est plus complexe. Les résultats de la simulation laissent croire que cette
conjecture est solide.

4.5.1 Durée d’élection dans une chaine

Nous reconsidérons le modele uniforme présenté dans la section précédente. Nous supposons
que I’arbre T dans lequel le processus d’élection a lieu est une chaine de longueur n. Pour un
nombre entier positif m < n, soit P,,(¢) la probabilité qu’au temps ¢ la chalne résiduelle a la taille
m. Il est important de noter que cette identification d’états differe de celle utilisée dans le contexte
de la proposition 4.3.3 : 1’état du processus au temps ¢ a été initialement défini par 1’ arbre facteur
résiduel alors qu’ici c’est par sa taille. Nous avons :

Théoreme 4.5.1. Sous les hypotheses précédentes, nous avons :
() Poy()=(k+1)e®i(e' — 1) s5i 0<k<n-2et

(i) L0 = (n - De™(e' = 1Y% = n(n — De (1 — ™).

Preuve. Si nous identifions 1’état du processus de Markov avec la taille de la chaine résiduelle,
toute chaine de taille n — k, 1 < k < n, est le résultat d’une chaine de taille n — k + 1 et produit a
son tour une chaine de taille n — k — 1. Le méme fait se tient pour une chaine de taille n et pour
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une chaine de taille 1. Il est important de noter que la premicre chaine n’a aucune chaine qui la
précede, et qu’il n’y a aucune chaine qui succede la seconde chaine.

En utilisant la méme technique que dans la proposition 4.3.1, nous obtenons :

(a) L0 = 2P, (1),
(b) LotO = —(k + 2)P,4(t) + (k + DP,_g1)(1), pour 1 <k < n, et

(©) L8190 = npy(p),

avec la condition initiale P,(0) = 1. La premiere équation vérifiant la condition initiale produit
P,(t) = e, qui affirment que (i) se tient pour k = 0. Supposons que la clause (i) est vraie pour
k = [ et prouvons qu’elle reste vraie pour k = [+ 1 quand [ + 1 < n — 2. Ainsi, d’apres (b), nous

avons :
dP—:+1)(0)
dt
La derniere équation linéaire se résout facilement, produisant :

Po—gen(@® = (1 +2)e” V(" = DI

= ~(I+3)P,_s1y(®O) + (L + 2)(I + De 2" (" — 1)\

Ceci établit (i). Finalement, pour dériver (ii), il suffit de substituer P,(¢) par (n — 1)e™(e' — 1)"2
dans (c). O

Soit D, la durée d’élection dans une chaine de taille n. Elle est une v.a. a valeurs réelles
positives qui sont déterminées par (c¢) dans le théoreme précédent. En effet, nous avons :

Corollaire 4.5.1. La durée d’élection D, est une v.a. de type Béta avec la fonction de densité

n(n —De (1 —e™"? pourt>0
autrement.

f@ =

Son espérance mathématique est H, — 1 = Y \_ 2 , o H, est le n°™ nombre harmonique.
Preuve. Nous avons Pr(D, < t) = P(¢) pour t > 0. Ainsi, D,, a une fonction de distribution qui
est la solution de (ii) dans le théoreme précédent. Elle a, en conséquence, la fonction de densité
f(¢). En introduisant la substitution x = ¢, avec x € [0, 1], nous obtenons une nouvelle fonction
de densité g(x) = n(n — 1)(1 — x)"2x. C’est un béta densité (voir [Fel50], Chapitre VI)

T(n+1)
T(n— D)

Un calcul standard, mais long, donne 1’espérance mathématique de D,. Une méthode simple
pour le calculer est d’additionner les espérances mathématiques des temps de transitions d’une
chaine de taille i a une chaine de taille i — 1, pour i = n,n—1,...,2. Puisque le taux de la
transition i — i — I est n — i + 2, le temps moyen de cette transition est — +2 La somme de ces
fractions étant H,, — 1. d

Bt 2(x) = (1-x"%x, x €[0,1].
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4.5.2 Durée d’élection dans une étoile

Comme deuxieme exemple a présenter dans cette étude, nous considérons la durée d’élection
du modele uniforme dans une étoile G de taille n. Les étoiles et les chaines constituent deux
exemples extrémes d’arbres. C’est pourquoi, I’étude de ces deux cas tres particuliers semble
intéressante.

En utilisant la méme notation que dans le cas des chaines, nous avons :

Théoreme 4.5.2. Pour un entier k donné, 1 < k < n, la probabilité P(t) d’étre dans I’état k
(c’est-a-dire une étoile de taille k) est

-1
Pu(t) = (Z j 1)(1 — e7ykem kb,

Preuve. Un calcul semblable a celui que nous avons vu dans le cas des chaines donne :

() L9 = —(n - DHP, @),

(ii) pour2 <k < n, L0 = —(k — )Py(t) + kPpr (t) et

(iii) 2 = 2P,(1),

avec la condition initiale P,(0) = 1.

Maintenant, un calcul direct employant une induction décroissante sur k prouve le théoréme.

O

Le théoréeme caractérise en particulier la durée d’élection uniforme D, dans une étoile de
taille n :

Corollaire 4.5.2. La v.a. D, a une distribution qui admet la fonction de distribution suivante :

f m=DA=-e""2e pourt=0
S0 = { 0 autrement.

, Lo _ 1
Son espérance mathématique est H, — 1 = 3, -.

Preuve. Clairement, D, a une fonction de distribution P,(t), donnée par le théoreme ci-dessus.
Par conséquent, elle admet la fonction de densité f(¢). La méme technique utilisée pour les
chaines peut étre appliquée pour obtenir I’espérance mathématique H, — 1. O
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Remarque 4.5.2. Il est également possible d’employer une méthode plus directe pour prouver le
dernier théoreme et son corollaire. En effet, la probabilité d’avoir une étoile de taille k au temps
t est égale a la probabilité qu’a cet instant, il y a exactement n — k feuilles de 1’étoile initiale qui
ont disparues, et puisqu’elles se comportent indépendamment, cet événement a la probabilité

n-—1
] — ety ko=,
(n B k)( e e

qui est la méme expression que celle de Py(¢), donnée par le théoréme 4.5.2.

Remarque 4.5.3. Nous avons vu dans le cas du processus de mort sur des foréts (avec une
élimination ascendante) que le temps d’absorption W est le maximum de »n v.a. indépendantes
et exponentiellement distribuées. Il est important de noter que W inclut le temps d’attente pour
faire disparaitre le dernier sommet (ou le sommet élu). Bien que D et W ne soient pas identiques,
les cas étudiés donnent les fonctions de distribution pour D qui sont “semblables” a celles de W.
Il y a peut-€tre, en général, une simple caractéristique commune pour la distribution de la durée
d’élection.
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Dans ce chapitre, nous partons de 1’algorithme d’élection uniforme dans les arbres et nous
avons essayé de généraliser la notion d’élection uniforme dans une classe de graphes plus grande
que celle des arbres. Nous nous sommes, ainsi, intéressés aux k—arbres ; graphes caractérisés
par un ordre d’élimination simplicial. Comme nous avons vu dans la section 3.2 du chapitre 3,
le probleme d’élection peut étre étudié sous plusieurs considérations. Godard et Métivier dans
[GMO2] prouvent qu’il n’existe pas d’algorithme d’élection déterministe pour résoudre ce pro-
bleme dans certaines classes de graphes (a savoir, graphes étiquetés qui ne sont pas minimaux
dans la relation de revétement). Nous présentons et analysons un algorithme distribué probabi-
liste d’élection uniforme dans un réseau ou les processeurs sont organisés en une topologie de
k—arbre. Cet algorithme est fotalement équitable dans la mesure ou il donne la méme chance
d’étre €lu a tout sommet, quelque soit sa position dans le k—arbre.

L’ organisation de ce chapitre est la suivante. Dans la section 5.2, nous présentons le modele
et les hypotheses utilisés dans cette étude. La section 5.3 donne une description de notre algo-
rithme probabiliste d’élection uniforme. La section 5.5 est consacrée a un processus de Markov
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modélisant le processus d’élection probabiliste. Finalement, dans la section 5.6, nous étudions
I’espérance mathématique de la durée d’élection.

5.1 Introduction aux k—arbres

Les k—arbres, présentés pour la premiere fois par Rose dans [Ros74] sous ce nom, sont des
exemples spéciaux de graphes d’élimination parfaite. Dans la littérature, ces graphes corres-
pondent a une généralisation k—dimensionnelle naturelle des arbres. Ainsi, les arbres constituent
un cas spécial de cette classe de graphes.

5.1.1 Construction d’un k—arbre

Soit k un nombre entier positif fixe. Un k—arbre est défini récursivement sur sa taille! n
comme Suit.

— Un graphe complet K de taille k est un (k — 1)—arbre. Il est aussi appelé une k—clique.

— Un k—arbre de taille n+1 est obtenu a partir d’un k—arbre de taille n en ajoutant un nouveau
sommet et en le reliant a tous les sommets d’une k—clique du k—arbre.

D’apres cette définition, nous remarquons qu’un arbre est un 1—arbre.

Formellement, un graphe G = (V, E) est un k—arbre si et seulement si il existe un ordre total
(x1, X2, ..., Xx,) sur V tel que x;x;...x; est une clique et pour touti (i = k+ 1,...,n) le sommet

.....

Dans la suite du chapitre, nous avons besoin de la définition suivante :
Définition 5.1.1. Dans un k—arbre G, un sommet v est appelé simplicial si son degré est égal a k.

D’apres cette définition, il est facile de remarquer qu’un k—arbre de taille |V| > 2 a au moins
deux sommets simpliciaux et que chacun d’eux est lié a une k—clique.

Dans le 2—arbre de la figure 6 les sommets noirs sont simpliciaux ; chacun d’eux est de degré
2.

5.1.2 Quelques propriétés des k—arbres
Les k—arbres surgissent dans 1’étude de quelques systemes linéaires. Ils ont de nombreuses
propriétés. Nous faisons ici un survol rapide de quelques unes de ces propriétés.

Proposition 5.1.1. Soit G = (V, E) un k—arbre de la taille |V| = n. Le graphe G a % arétes
et a au moins deux sommets simpliciaux. De plus, le nombre de ses (k + 1)—cliques est n — k.

'nombre de sommets
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Fic. 6 — Exemple d’un 2—arbre.

Un k—arbre est un graphe triangulé [GHP95], c’est-a-dire que pour tout cycle de longueur
supérieure a 3, il existe une aréte joignant deux sommets non consécutifs de ce cycle. Cette aréte
est appelée corde.

Remarquons tout d’abord que le graphe de la figure 7 n’est pas un graphe triangulé. En effet,
ce graphe possede le cycle [a, b, c,d, e, a] qui est sans corde.

d

FiG. 7 — Un graphe non triangulé.

Une propriété caractéristique des graphes triangulés est qu’ils sont des graphes a élimination
parfaite (perfect elimination graphs). Les sommets d’un tel graphe G, de taille n, peuvent étre
étiquetés de 1 a n de sorte que, pour tout i, le sommet i et ses sommets adjacents forment une
clique C; du sous-graphe G; induit par les sommets i,...,n (I’ordre 1,...,n est alors appelé un
ordre d’élimination) Rose [Ros74] reprend la définition précédente des k—arbres et il a remarqué
qu’ils constituent une classe particuliere des graphes a élimination parfaite pour laquelle |C;| =
k+1,pouri=1,...,n—k— 1. Les k—arbres ne sont souvent mentionnés dans la littérature que
comme des graphes a élimination parfaite. Idury et Schéffer [IS93] ont prouvé que la propriété
de planarité des 3—arbres n’est pas vraie en général.

Pour une étude détaillée sur les k—arbres, on peut consulter les ouvrages [BLS99, GHP95,
GY04, Ros74, Lec02].
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5.1.3 Arbres de cliques et graphes de cliques

Un arbre de cliques [Bod93] (ou un arbre de décomposition [GHO1]) du graphe G = (V, E)
se compose d’un arbre 7' = (/, F) et d’une famille de sous-ensembles {X;|i € [} de V tel que :

L. Uie] Xi = Va
2. pour toute aréte {u, v} € E, il existe un sommet i € [ tel que u,v € X;, et
3. pourtouti, jk € I, si jest sur le chemin de i a k dans 7, alors X; N X, C X;.

Si G est un k—arbre, alors il existe un arbre de cliques de G tel que Vi € 1,|X;| = k+ 1. La
figure 8 illustre un 2—arbre et son arbre de cliques associé.

Fic. 8 — Un 2—arbre et son arbre de cliques associé.

Lemme 5.1.1. [GHOI] Soit ({X;li € I}, T = (I, F)) l’arbre de cliques du k—arbre G = (V,E), et
soit W C V une clique dans G. Alors, il existe uni € I avec W C X,.

5.2 Modele et hypotheses

Dans le modele d’élection probabiliste dans les arbres vu au chapitre précédent, 1’algorithme
introduit est basé sur 1'utilisation d’un délai aléatoire associé a tout sommet supprimable (les
sommets feuilles). Nous avons vu que les délais sont indépendants et peuvent étre localement
générés par les sommets au fur et 2 mesure qu’ils deviennent feuilles. Nous avons également
présenté un modele particulier dans lequel chaque sommet a une chance égale a celles des autres
sommets de I’arbre d’€tre élu. Par la suite, nous allons nous en servir du méme modele pour
décrire notre algorithme d’élection dans les k—arbres.

Nous supposons toujours que les graphes (ou réseaux, selon la description) considérés sont
anonymes, c’est-a-dire pour tout sommet du graphe, les identités des autres sommets lui sont
inconnues. Ce fait implique que : initialement, dans le graphe, tous les sommets doivent Etre
dans le méme état, celui d’étre candidat (comme le modele standard d’élection [Ray88, Tel00]).



5.3. ALGORITHME D’ ELECTION DANS LES K—ARBRES 55

L’idée de base de I’algorithme est que les sommets simpliciaux jouent le role des feuilles dans
I’arbre. Initialement, tous les sommets du graphe sont candidats. Cependant, seuls les sommets
simpliciaux sont actifs et peuvent générer une durée de vie alétoire. Un sommet simplicial dont la
durée de vie est écoulée disparait et, de proche en proche, on finit par n’avoir qu’un seul sommet
dans le graphe, c’est le sommet élu.

La difficulté sera choisir le sommet auquel sera transmis le poids d’'un sommet simplicial qui
disparatt.

5.3 Algorithme d’élection dans les k—arbres

L’identité d’un sommet est souvent prise comme une adresse pour envoyer des messages aux
autres sommets. Dans un graphe anonyme, les identités des sommets ne sont pas disponibles pour
les distinguer. Cependant, il est possible que les sommets soient identifiés par 1’intermédiaire
d’adressage indirect ([Tel00] section 2.4.4), ou chaque sommet distingue ses voisins par des
noms localement connus de ses canaux (ports).

L’algorithme asynchrone d’élection, présenté dans cette section, est congu pour des réseaux
anonymes ayant une topologie de k—arbres. La seule connaissance disponible aux sommets est
la taille de la clique de base?, ¢’est-a-dire k.

Notre algorithme 2 est divisé en deux tiches : la premiere, appelée decouvrirArbre, sert a
calculer un arbre couvrant, tandis que la seconde, elire, est une suite aléatoire d’élimination de
sommets simpliciaux le long de 1’arbre couvrant, laissant a la fin un sommet unique. Il convient
de noter que I’algorithme d’élection peut étre fait en une seule étape “transversale” sans calcul
préliminaire. Cependant, la présente conception de I’algorithme en deux étapes semble plus facile
a analyser. Ainsi, I’élection dans un k—arbre est transformée en une élection dans I’un de ses
arbres couvrants.

Description de I’algorithme

Dans un premier temps, nous étudions les conditions fondamentales de la construction d’un
arbre couvrant d’un k—arbre G = (V, E). Des poids sont affectés aux sommets. La construction
d’un arbre couvrant revient a choisir, parmi tous les arbres de G ceux dont les feuilles coincident
avec les sommets simpliciaux de G.

Notre algorithme est distribué et il s’exécute comme suit. Initialement, tous les sommets du
k—arbres ont le méme poids 1, selon la condition d’anonymat imposée au graphe. Le processus
d’élection se comporte comme un processus markovien en temps continu. En effet, a tout instant
et avant la fin du processus d’élection, le graphe contient un ensemble d’au moins 2 sommets
périphérigues qui sont tous actifs (ici les sommets périphérigues sont des sommets simpliciaux?).

Zappelée aussi clique minimale
3sommets dont le degré est égal a k
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Des qu’un sommet devient simplicial, il devient actif en générant sa durée de vie qui est une
v.a. (variable aléatoire) a distribution exponentielle de parametre égal a son poids. Ainsi, une fois
la durée de vie (durée de suppression) d’un sommet expirée, le sommet est enlevé avec toutes
ses arétes incidentes. A ce moment, un nouveau sommet adjacent au sommet enlevé peut devenir
périphérique si son degré devient égal a k. Si c’est le cas, le nouveau sommet collecte le poids du
sommet enlevé et I’additionne a son poids courant. Par conséquent, il génere a son tour sa durée
de vie qui est une v.a. exponentiellement distribuée ayant son nouveau poids comme parametre
et il devient, ainsi, actif. Sinon, un sommet voisin non périphérique sera choisi uniformément
afin de récuperer le poids du sommet enlevé. Le sommet choisi devra attendre jusqu’a ce qu’il
devienne simplicial pour s’activer. Ce processus de suppression continue sur le k—arbre résiduel
et se termine quand le graphe est réduit a un seul sommet.

5.3.1 Arbre couvrant d’un k—arbre

Dans cette section, nous donnons une description d’un algorithme de vagues [Tel00], qui
permet de construire un arbre couvrant pour un k—arbre donné. Dans un k—arbre G = (V, E), les
initiateurs de 1’algorithme sont les sommets simpliciaux. Tout sommet simplicial v commence
a calculer un arbre couvrant partiel auquel il appartient. Rappelons que si G est un k—arbre de
taille > 2, il contient au moins deux sommets simpliciaux, donc au moins deux arbres couvrants
partiels seront calculés.

La construction d’un arbre couvrant du k—arbre G se fait progressivement par le maintien
d’une forét couvrante, grace a la conservation d’une propriété d’absence de cycle entre sous-
arbres (fragments). Ainsi, la taille de ces fragments augmente et leur nombre diminue au cours
du temps, jusqu’a la construction d’un arbre couvrant unique. Cependant, a chaque étape de
I’algorithme, lorsqu’un sommet v devient simplicial, il décide apres un délai aléatoire quel som-
met voisin sera son pere dans 1’arbre couvrant. Cette décision est prise selon les regles suivantes :

R, : sin=koun =k+1 (G estune clique), alors tout sommet de la clique génere sa durée de
vie qui est une v.a. exponentiellement distribuée de parametre égal a son poids (w = 1),
sinon,

R, : sidans le graphe G' = (V\{v}, E\{(v,V") | (v,V") € E}), graphe obtenu par la suppression
du sommet v et ses arétes incidentes, un nouveau sommet unique u dans le voisinage de v
devient simplicial apres la suppression de v, alors v choisit u,

R; : autrement, v choisit uniformément au hasard un de ses voisins qui n’est pas encore dans
un arbre couvrant.

Avec ces regles nous sommes assurés qu’a la fin, tous les arbres partiels seront fusionnés en
un seul arbre. Cet arbre servira pour la deuxieme procédure de 1’algorithme.
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Afin de mieux comprendre le fonctionnement de ces regles, nous donnons un exemple d’exé-
cution.

Exemple 5.3.1. Considérons le 2—arbre de la Fig. 6. Les séquences de graphes de la Fig. 9
montrent les étapes d’une construction d’arbre couvrant. Au début, chaque sommet simplicial
commence a calculer un arbre couvant qualifié¢ de partiel. L’utilisation de délais aléatoires assure
qu’a chaque étape, un et seul un sommet simplicial choisit son pere selon les regles décrites ci-
dessus. Par conséquent, a la fin de ce processus, tous les arbres couvrants partiels fusionneront
en un seul arbre couvrant.

(O] (O]

\ \

\ \
/
/
A\ A\ ‘
\ \ \
\ \ \

e e e

(O] (O] (O]
\ \ \
\
*— O--®
/ /
/ / / / ,
(@) --@ 0O e--6 o e--0
\ \

\ \ \

e e e

Fic. 9 — Construction d’un arbre couvrant sur le 2—arbre de la Fig. 6 : les sommets noirs sont
simpliciaux, les sommets colorés en gris et les arétes en pointillés sont ceux de I’arbre couvrant.

Remarque 5.3.1. Pour pouvoir guider le processus d’élection dans un k—arbre G, les relations
R;, 1 <i < 3, doivent produire des arbres couvrants dont les feuilles sont des sommets simpli-
ciaux dans G. ’adoption de telle technique nous facilitera, par la suite, I’analyse de I’algorithme.
La figure 10 montre un exemple d’arbre couvrant que nos regles ne génerent pas. En effet, parmi
tous les arbres de recouvrement d’un k—arbre G, il est nécessaire de choisir ceux dont les som-
mets feuilles coincident avec les sommets simpliciaux de G. Dans cet exemple, le sommet e est
une feuille dans I’arbre couvrant 7" mais il n’est pas simplicial dans G. Par conséquent, comme
il y a une “bijection” entre T et G, le sommet e est actif dans 7" alors qu’il ne I’est pas dans G.

Une conséquence directe de cette remarque est que le choix uniforme d’une (k + 1)—clique
n’aboutit pas en général a une élection uniforme sur I’ensemble des sommets et ce parce que les
sommets d’un k—arbre n’appartiennent pas au méme nombre de cliques.
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b

G T

FiG. 10 — Arbre couvrant non généré par les regles R;

5.3.2 DL’élection

Comme le k—arbre donné est anonyme, initialement tous les sommets ont un poids w = 1
et sont des candidats. Une fois qu'un sommet devient simplicial dans un k—arbre, il est une
feuille dans son arbre couvrant. Par conséquent, ce sommet génere sa durée de vie qui est une
variable aléatoire exponentiellement distribuée dont I’espérance mathématique est 1/w. Lorsque
la durée de vie d’un sommet simplicial est expirée, le sommet n’est plus candidat et 1’algorithme
le supprime avec toutes ses arétes incidentes, donnant ainsi son poids a son unique voisin dans
I’arbre couvrant produit par la premiere procédure de notre algorithme. Le processus continue
jusqu’a ce que le graphe soit réduit a un sommet unique (I’élu).

Par conséquent, lorsque 1’algorithme est réitéré plusieurs fois, tout sommet du k—arbre aura
probablement la méme probabilité d’étre choisi par cet algorithme.

5.4 Implémentation de I’algorithme

Soit un k—arbre G = (V, E). L’algorithme 2 est exécuté par chaque sommet de G. Ainsi, tout
sommet v dispose d’une variable stat, dont les valeurs sont dans I’ensemble {actif, perdu, élu}
codant I’état de ce sommet a tout moment du processus d’élection. Il dispose aussi d’un tableau
rec, de taille égale au degré de v. rec, représente 1’état de chaque canal. Tout élement de ce
tableau prend une valeur dans I’ensemble des étiquettes {actif, couvrant, perdu, vu, supprimé}.
La variable A(v) est un entier naturel qui sert a collecter les poids des sommets voisins disparus.

Initialement, tout sommet v du graphe G est actif ainsi que tous ses canaux, son poids est de
valeur égale a 1.

La premiere procédure 3—4 est employée pour produire un arbre couvant d’un k—arbre. Un
sommet interne #{i : rec,[i] = actif} > k commence par recevoir les messages envoyés par ses
voisins simpliciaux dont la durée de vie est achevée. En effet, si le message recu par un sommet
v est de type < get > alors v sait qu’il est interrogé sur son degré, il envoie alors le nombre de ses
ports actifs. Dans le cas contraire, le message recu est de type < tok, b, value >, alors le sommet
transmetteur est dans 1’arbre couvrant et il a choisit un de ses voisins pour €tre son successeur
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Algorithme 2: Election probabiliste dans un k—arbre.

1 : var canal, : ensembe des cannaux (* les portes du sommet v *) ;
2 recy[i] pour tout i € canal, :{actif, couvrant, perdu, vu, supprimé} init actif ;
3 stat, :{ actif, perdu, €lu} init actif.
4 A() : le parametre du sommet v init 1 ;
5 : début
6
7
8

decouvrirArbre(rec,, stat,, A(v));
elire(rec,, stat,, A(v));

dans cet arbre. Cependant, v est ce sommet successeur si la valeur de la donnée value du message
recu est non nulle. La donnée b est a valeur vrai lorsque la clique de base est atteinte.

Algorithme 3: Procédure pour découvrir un arbre couvrant
decouvrirArbre(rec,, stat,, A(v))

I : début

2. tant que(#{i : rec,[i] = actif} > k) faire
3: recevoir msg du canal j;

4: début

(* jeli:rec,li] = actif} *)

(* Le sommet v envoie son degré *)
5 si (msg = < get >) alors
6 envoyer< tok, #{i : rec,[i] = actif} > via j;
7: sinon début (* < tok, b, value > message est recu *)
8 si (b)alorsk=k—-1;
9: si (value !'=0) alors
10: début 1, = A, + value;

11: rec,[j] := couvrant ;
12 fin

13: sinon rec,[j] := supprimé ;
14 - fin

15: fin

(* voir la suite dans la page qui suit *)

Une fois qu’un arbre couvrant est découvert, les poids de tous les sommets sont remis a la
valeur 1 et la deuxieme procédure 5 d’élection uniforme dans un arbre sera lancée.

Dans cette procédure, un sommet dont le nombre de liens étiquetés couvrant est > 1 conti-
nue a recevoir des messages de ses voisins de I’arbre. Une fois qu’il est une feuille, il devient
“inactif” pendant un temps généré selon une distribution exponentielle, produit par la procédure
attente-exponentielle. Ce temps d’attente est la durée de vie associée a ce sommet, il est une
v.a. exponentiellement distribuée de parametre égal a A(v). Maintenant, si apres I’expiration de
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Algorithme 4: Procédure pour découvrir un arbre couvrant (suite).
(* Maintenant, il y’a k canaux actifs ; le sommet v est simplicial*)
16 :  attente—exponentielle (A(V)) ;

17:  si (#{i : rec,[i] = actif}= 1) et (recevoir<get> via /) alors
18: début
19: rec,[l] := couvrant ;
20 : pout tout (;j : rec,[j] = couvrant) faire envoyer<ok> via j;
21: fin
22 :  sinon début
23: pour tout (j : rec,[j] = actif) faire envoyer<get> via j;
(* Le sommet v veut récupérer les degrés de ses voisins *)
24 - pour tout (j : rec,[j] = actif) faire
25: début
26 recevoir<tok,d, > via j;
27 : si (d, = k+ 1) alors rec,[j] :=vu;
28 : fin
29 : si (#{i : rec,[i] = vu}>=1) alors
30: début choisir g € {i : rec,[i] = vu}
31: envoyer<tok,(#{i :rec,[i]= vu}>1),A(v) > via g;
32: recy[q] := couvrant ;
33: pour tout j € {j : rec,[j] = vu ou rec,[j] = actif} do
34 début
35: envoyer<tok,(#{i :rec,[i] = vu} > 1),0 > via j;
36: rec,[j] := supprimé ;
37: fin
38 : fin
39: sinon début
40 : choisir g € {i : rec,[i] = actif};
41 : envoyer< tok, faux, A(v) > via q;
42 : recy[q] := couvrant ;
43 : Pour tout j € {j : rec,[j] = vu ou rec,[j] = actif}faire
44 . début
45 : envoyer< tok, faux,0 > viai;
46 : recy[j] := supprimé ;
47 : fin
48 : fin
49 : recevoir<ok> de j;
(xj € {i : rec,[i] = couvrant}x)
50: Pour tout [ € {i : rec,[i] = couvrant, i # j} envoyer<ok> via [;
51: fin

52 :fin
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ce temps aucun message n’est recu alors le sommet sera supprimé avec son aréte incidente et
son poids sera envoyé a son unique successeur dans I’arbre couvrant. Sinon, ce sommet est le
sommet €lu.

Algorithme 5: Procédure d’élection probabiliste dans un arbre couvrant.
elire(rec,, stat,, A(v))
1 : début
(* Dans le cas uniforme, initialement A(v) := 1 *);

2: tant que(#{u : rec,[u] = courant}> 1)
3: début

4. recevoir <tok, A(u) > de u;

5: AW) = Av) + A(u) ;

6: rec,[u] := perdu;

7 fin

8: fin

(* Maintenant, il y a un canal uq avec rec,[ug] est couvrant.
Le sommet v est une feuille dans I’arbre couvrant*)
9: attente-exponentielle (1(v)) ;

10:  si (un message <tok,p > est arrivé)

11: state, = €élu;

12:  sinon début

13: state, := perdu ;

14 - envoyer <tok,A(v) > via ug ou rec,[up] = couvrant ;
15: fin

16 : fin

Sin=koun=k+1(le graphe G est une clique), chaque sommet génere sa durée
de vie selon la regle R|. Le sommet qui survit sera élu.

5.5 Modele de processus de Markov

Un algorithme d’élection uniforme dans un k—arbre G = (V, E) peut essentiellement étre vu
comme un processus continu irréversible de Markov en temps continu comme suit.

L’ensemble d’états est I’ensemble de tous les k—arbres facteurs de G (i.e. tout k—arbre obtenu
par un ordre d’éliminations simpliciales).

Soient 7 un instant donné et G’ 1’état du systeme a cet instant. Un sommet v de G’ est actif si
et seulement s’il est simplicial dans G’.

Tout sommet actif v a une durée de vie L(v) qui est une v.a. exponentiellement distribuée de
parametre A(v) = w(v) :
Pr(L(v) > x) = ¢ % ¥x > 0.

Cette expression traduit le fait que : a tout intervalle de temps [z, ¢ + h], la probabilité de
mort du sommet actif v est A(v)h + o(h), quand h — 0, et ceci indépendamment de ce qui se
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passe ailleurs avec les autres sommets du k—arbre et de ce qui s’est produit dans le passé. Cette
hypothese est en parfait accord avec la distribution de I’algorithme. Le processus aléatoire est
une variante des processus de mort pure qui sont a leur tour des exemples spéciaux du processus
de Markov en temps continu (voir [Fel50], Chapitre XVII).

L’état initial est un k—arbre G donné. Les singletons sont les états absorbants. Pour un état
donné G’, soit A(G’) = Y1t A(v;), ol vy, ..., v, sont des sommets simpliciaux dans G’. Si L(G")
dénote la durée de vie de G’ (c’est-a-dire le temps de rester dans I’état G”), alors L(G") est égale a
la valeur minimale des variables aléatoires indépendantes associées aux sommets (v;);=1...
conséquence, elle a une distribution exponentielle de parametre A(G”). Les probabilités de transi-
tion peuvent etre définies comme suit. Soit G’ I’état du processus d’élection a un instant r donné.
Soient vy,...,v,,m > 2, des sommets simpliciaux dans G’. Alors, I’état du processus d’élection
est un des k—arbres facteurs G; obtenu a partir de G’ en supprimant le sommet simplicial v; et ses
arétes incidentes. La probabilité de transition s’exprime ainsi par :

Av)  Aw) <i<m.

® POG) =360 = Sty 1S

Dorénavant, nous supposons que G = (V, E) est un k—arbre de taille n > 2 etque T = (V, F)
est un arbre couvrant de G produit par les regles R; vues dans la section 5.3.1.

Remarques 5.5.1.

o Dans le reste de ce chapitre, lorsque nous citons le terme d’arbre couvrant cela signifie
tout arbre couvrant obtenu par les regles R; vues dans la section 5.3.1.

o La suppression d’un sommet simplicial dans un k—arbre G revient a supprimer une feuille
dans son arbre couvrant 7.

La proposition suivante détermine la probabilité de la distribution des états de 1’élection a
tout instant ?.

Proposition 5.5.1. Soit G’ un k—arbre facteur et soit Pg (t) ’expression qui dénote la probabilité
que l’état de I’élection a ’instant t soit G'. Nous avons :

dPg(1)

(@ o - ADPe),

(ii) Pour tout k—arbre facteur G’ # G de taille au moins 2,

dPg
;t“) = —A(GOPe (1) + Z AW)PR(D),

avec R = G" U ({v}, {{v, u}, Yu € G’ et adjacent a v dans G}),
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ou la sommation est effectuée pour tous les sommets v adjacents a G’ dans G et qui
n’appartiennent pas a G', et

dPino® _

iii /l P v,u v,u t 9
(iii) i (WP (1. 41y (1)

u adjacent a v dans G
avec la condition initiale P;(0) = 1.

Preuve. Cette proposition peut étre prouvée en appliquant directement la méthode fournie dans
[KT81]. Ainsi, en analysant la probabilité de la transition a partir des états voisins vers 1’état 7’
dans I’intervalle du temps [z, + h] (voir [Fel50], Chapitre XVII, Section 5) en termes d’état de
I’élection a I’'instant ¢, nous arrivons au systeme d’équations différentielles ci-dessus.

Une preuve identique a été proposée pour la proposition 5.5.1 du chapitre précédent sur
I’élection uniforme dans les arbres.

O

Cette proposition caractérise la probabilité de distribution des états a un moment donné 7. En
particulier, elle nous permet de calculer les probabilités d’absorption.

Exemple 5.5.1. Soit G le 2—arbre de la Fig. 6 et soit 7 un arbre couvrant construit par la premicre
étape de I’algorithme appliquée a G. Rappelons qu’initialement tous les sommets ont le méme
poids w = 1.

a
)
/

/

b./__.c

FiG. 11 — Un arbre couvrant du 2—arbre donné dans la Fig. 6

Puisque la solution du systeme différentiel de la proposition précédente est difficile a trouver,
nous faisons un calcul direct semblable a celui vu dans I’exemple 4.4.1 du chapitre précédent
pour calculer les probabilités d’€tre élu pour tout sommet de ce 2—arbre.

Il y a trois ordres d’éliminations menant au choix du sommet étiqueté a. Ces trois suites
peuvent étre identifiées par les ordres éliminations de sommets simpliciaux correspondants.

(f,g,d,e,c,b), (g, f.d,e,c,byet(g,d, f,e,c,b).
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Considérons la premiere suite. Initialement, il y a 3 sommets simpliciaux de poids 1. Ces
sommets simpliciaux sont feuilles dans 1’arbre couvrant 7', ainsi la probabilité que le sommet f
sera supprimé est 1, le sommet est supprimé avec toutes ses arétes incidentes. Dans le k—arbre
réduit, il y a maintenant deux sommets simpliciaux de poids 1 et donc la probabilité de suppres-
sion de g est % Dans le k—arbre facteur constitué par les sommet a, b, c, e, d le sommet simplicial
a est de poids 1 et d a un poids 2. Maintenant, la probabilité de suppression de d est 2 fois la
probabilité de suppression de a et est donc % C’es a dire que la suppression de d est 2 fois plus
probable que celle de a. Le méme argument appliqué au k—arbre de facteur composé par les som-
mets simpliciaux a et e, assigne la probabilité % a la suppression de e. De méme, c est supprimé
avec une probabilité égale a % et finalement, la probabilité d’enlever b devient S

Par conséquent, la probabilité de la premicre suite est 112436 — 6%. Un calcul semblable

assigne la probabilité % a la deuxieme suite (g, f,d, e, c, b) et 57 alala troisieme (g, d, f, e, c, D).
Finalement, nous déduisons que le sommet a est choisi avec une probabilité égale a %

Nonobstant le nombre de suites qui devient plus grand (le calcul est plus lourd a faire),
I’utilisation de la méme technique appliquée aux autres sommets donne pour chaque sommet la
probabilité 1 d’étre élu.

Une approche calculatoire qui apparait tres simple et efficace est la simulation. Cette tech-
nique abandonne entierement toute analyse mathématique et se limite a une “imitation” du sys-
teme étudié. Le modele de simulation fournit des informations quantitatives la ot les méthodes
mathématiques échouent.

La table 1 donne les résultats de la simulation de 1’algorithme sur le 2—arbre étudié dans cet
exemple.

Sommets Probabilités
a 0.142799
b 0.142947
c 0.142790
d 0.142970
e 0.142892
f 0.142870
g 0.142732

TaB. 1 — Résultats de simulation d’exécution de 1’algorithme d’élection uniforme sur le 2—arbre
de la Fig. 6. La taille de la simulation est 1 000 000.

Les résultats de la simulation obtenus confirment que tous les sommets ont la méme proba-
bilité d’étre élus.

Par ailleurs, afin de prouver analytiquement I’ affirmation principale de ce chapitre sur 1’uni-
formité, nous réempruntons I’utilisation des concepts de graphes orientés (voir chapitre 4 sec-
tion 4.3). Dans la section qui suit, le processus d’élection sera modélisé par un processus ascen-
dant de mort sur une forét d’arbres enracinés.
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5.5.1 Processus de mort d’une forét

Les arborescences peuvent étre employées pour calculer, de maniere simple, les probabilités
d’absorption.

Dans cette section, nous considérons des foréts d’arborescences. Soit F une forét de taille
n, un processus de mort sur F est représenté comme suit. Au commencement, tous les sommets
de F sont de poids 1. Chaque feuille (ou sommet devenant feuille) a une durée de vie exponen-
tiellement distribuée avec un parametre égal a son poids. Une fois la durée de vie d’une feuille
expirée, elle est enlevée avec son unique aréte incidente. Si la feuille enlevée a un pere, alors le
pere récupere le poids du fils enlevé et le processus continue jusqu’a ce que tous les sommets
disparaissent. Soit W(F') le temps nécessaire pour la disparition totale de la forét F ; c’est une
v.a. réelle positive.

Le modele actuel n’est pas vraiment différent du modele de processus d’élection et toutes les
propriétés de ce dernier sont vérifiées, si nous remplacons le concept de feuille dans un arbre par
celui de feuille dans une arborescence.

5.5.2 Preuve du théoreme principal

Le lemme suivant établie la relation entre le processus d’élection probabiliste dans un k—arbre
et le processus de mort dans une forét.

Lemme 5.5.1. Considérons un k—arbre G et un arbre couvrant T de G. Soit v un sommet de G.
Supposons que les sommets adjacents a v soient vy, ..., v Soit F une forét constituée de deux
arborescences A et B, obtenues par la suppression de ’aréte {v, v}, ayants v et v| respectivement
comme racines. Alors, la probabilité que v soit supprimé avant [’arbre facteur du coté de v,
(c’est-a-dire I’arbre non orienté B) dans le processus d’élection sur G suivant T est équivalente
a la probabilité que v, batte v dans F.

Preuve. Les événements pour lesquels les probabilités doivent €tre calculées peuvent étre iden-
tifiés comme des ordres d’élimination de feuilles :

Soito = (fi,..., fy unordre d’élimination, ou f;, 1 < i < m sont des feuilles ou des sommets
qui deviennent feuilles dans 7" (respectivement dans F' ) apres la suppression de certains sommets
dans une suite d’elimination. Nous avons f,, = v et v; ne figure pas dans o.

Il est facile de voir que tout ordre d’élimination qui satisfait les conditions précédentes dans
T, les satisfait aussi dans F' et vice-versa. En outre, la probabilité de I’ordre o est donnée selon (8)
par:

P@) = || a

1<i<m

avec
T ATy
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ou T; est I’arbre résiduel ( respectivement arborescence) juste avant la suppression de la feuille
S
A chaque étape de suppression de feuilles selon o, T et F' ont le méme ensemble de feuilles

et, par conséquent, les quantités impliquées dans 7' correspondent parfaitement a celles qui le
sont dans F. O

Dans la suite, nous fixons dans un premier temps un arbre couvrant dans G puis et nous
cherchons a calculer la probabilité d’élire un sommet dans G suivant 7.

Proposition 5.5.2. [MSZ03b] Soit qr(v) la probabilité d’étre élu pour un sommet v dans un
arbre couvrant T d’un k—arbre G de taille n. Nous avons qr(v) = %

Théoreme 5.5.1. L’algorithme d’élection dans un k—arbre est totalement équitable, c’est-a-dire
la probabilité d’étre élu est la méme pour tout sommet.

Preuve. Sin < k+ 1, le théoreme est évident (voir la regle R,). Nous supposons maintenant que
n>k+1.

Soit pg(v) la probabilité d’élire le sommet v dans un k—arbre G de taille n. Nous notons
par S I'ensemble des arbres couvrants de G générés par les regles vues dans la section 5.3.1,
et notons par n1(7) la probabilité que 1’algorithme produit dans sa premicre étape d’exécution
I’arbre couvrant 7 € S, en vertu de la proposition 5.5.2, nous avons :

> ara(T)

TeS

= % > a(T)

TeS

1

n

pc(v)

5.6 Durée d’élection

L’ étude de la durée d’élection présente quelques intéréts théoriques. Dans le chapitre précé-
dent, nous avons étudié cette v.a. pour des exemples tres particuliers d’arbres. Il a été conjecturé
que la valeur de son espérance mathématique est logarithmique en la taille de 1’arbre. Notre al-
gorithme fonctionne sur un k—arbre en deux phases. La premiére phase, qui permet de découvrir
un arbre couvrant, a une durée linéaire en la taille du graphe. Nous prouvons ici que la seconde
phase est d’espérance bornée par ln(n).
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Dans la suite, la durée d’élection est le temps simulé dans la deuxieme étape de 1’algorithme
d’élection. Pour plus de précision, étant donné un k—arbre G, la durée d’élection sur G, notée
D(G), est le temps d’absorption du processus d’élection probabiliste sur G. Nous avons :

Proposition 5.6.1. L’espérance mathématique E(D(G)) de la durée d’élection est bornée par
H,, =Y"] % o n est la taille du G.

Preuve. Nous remarquons que pour n’importe quelle forét F, en vertu de la proposition 4.4.1
(cf. chapitre 4), nous avons :
E(W(F)) = H,.

Dans le reste de la preuve, nous montrons que 1’espérance de D(G), conditionnée par 1’évé-
nement qu’un arbre couvrant 7" a été choisi et un sommet v est élu le long de T, est bornée par
H,_,, pour tout arbre T et pour tout sommet v.

La condition du choix de T et de v, implique que le processus de suppression a lieu dans un
processus de mort ascendant sur A,(7") (rappelons que A,(T') est I’arborescence obtenu a partir de
T en prenant v comme sa racine). Tout ordre d’élimination de feuilles, conditionné par le choix
de (T, v) dans le processus d’élection, a la méme probabilité que dans le processus de mort sur
A,(T). Cependant, le processus d’élection se termine au moment ou 7" est réduit a v, alors que le
processus de mort continue jusqu’a la disparition de v. D’autre part, I’espérance mathématique
du temps d’élimination d’une nouvelle feuille est I’inverse de la somme des poids de toutes les
feuilles et ce dans le processus d’élection et dans le processus de mort.

Chaque feuille dans le processus de mort est aussi une feuille dans le processus d’élection
(pour un ordre d’élimination de feuilles fixé) et, par la suite, la somme des poids dans le processus
d’élection est supérieure ou égale a la méme somme dans le processus de mort a toute étape. Par
conséquent, dans une suite de suppression donnée, 1’espérance du temps d’attente entre deux
suppressions successives dans une €lection ne peut pas €tre supérieure a celle dans le processus
de mort.

Par ailleurs, le fait que dans le processus de mort, le dernier sommet v a une espérance

mathématique de sa durée de vie égale a % implique que 1’espérance mathématique conditionnée

de D(G) est inférieure ou égale a H,_; = H,, — 1 O

n
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Chapitre 6

Polyominoides et Election Uniforme

Sommaire
6.1 Introduction ... ... .. ...t ittt tineeneeneennaos 69
6.2 Définitionsetnotations . ... ... ... ittt it 70
6.3 Construction distribuée d’un polyominoide . . . ... ............ 73
6.4 Algorithme d’élection uniforme dans les polyominoides . . ... ... ... 74
6.4.1 Electiondistribuée . . . ... ... ... ... ... ... ... 74
6.4.2 Arbrecouvrantstandard . . . ... ... ... ... ... ... ..., 79
6.5 Analysedel’algorithme . . ... ... ... ... .00 82
6.5.1 Uniformité de ’élection . . . ... ... ... . ... ... ...... 83

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous présentons une famille de graphes appelée po-
lyominoide. Les polyominoides sont introduits en tant que graphes particuliers non orientés. En
outre, nous donnons un ensemble de regles produisant la classe de tous les polyominoides. L’es-
sentiel de ce chapitre est consacré a I’analyse d’un algorithme probabiliste d’élection uniforme
dans ces graphes. La deuxieme partie du chapitre décrit le fonctionnement de cet algorithme et
présente quelques outils nécessaires pour son analyse.

6.1 Introduction

Les réseaux étudiés dans ce chapitre sont anonymes et ils ont une topologie de polyomi-
noides. Un polyominoide est un graphe qui combine les structures d’arbres et celles des poly-
ominos (voir la Fig. 12). Les polyominos ont une histoire ancienne, ils sont apparus au début du
20°me sigcle, mais ils ont été popularisés par Golomb [Gol54, Gol96] et Gardner [Gar56, Gar95]
dans les années cinquantes dans Scientific American columns, “Jeux Mathématiques”. Ils ont été
également étudiés par des mathématiciens [BM2a, BM96, DDD95, DV84], parce qu’ils consti-
tuent des objets combinatoires qui présentent des propriétés intéressantes. Ils ont été aussi le

69
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sujet d’études intensives de certains physiciens, grice a leur convenance pour modéliser plu-
sieurs phénomenes physiques. Ils sont connus sous le nom d’animaux en physique statistique
([Tem56)). En informatique, leur étude a ét€ motivée dans différents secteurs tels que la concep-
tion des réseaux cellulaires VLSI en électronique ([LFNV02, RRP97]) et le traitement d’images
([Bre04)).

La motivation principale derricre 1’étude présentée dans ce chapitre est de présenter et d’ana-
lyser un algorithme distribué probabiliste d’élection uniforme dans les polyominoides. L’algo-
rithme enleve du polyominoide tout sommet dont la durée de vie est expirée (le graphe restant
demeure un polyominoide). L’analyse de I’algorithme révele le fait surprenant que, quelque soit
I’endroit ou le sommet est placé dans le polyominoide, il a la méme probabilité de survivre
que les autres, comme dans le cas des arbres et des k—arbres que nous avons vu aux chapitres
précédents.

Notre algorithme peut étre considéré comme une variante probabiliste de 1’algorithme distri-
bué introduit dans [LMZ95], ou des délais aléatoires sont présentés.

Les réseaux étudiés ici sont asynchrones, les processeurs n’ont pas acces a une horloge glo-
bale et tout message envoyé par processeur a un de ses voisins arrive dans un délai fini. Ce délai
sera négligeable dans la suite de I’étude afin de simplifier I’analyse. Des étiquettes sont attachées
aux sommets et aux arétes. Elles répresentent leurs états.

Nous considérons des calculs locaux cellulaires qui, a chaque étape, peuvent modifier 1’état
(oul’étiquette) d’'un sommet. En effet, 1a nouvelle étiquette d’'un sommet dépend de sa précédente
étiquette (Etat) et des étiquettes de ses voisins. La nouveauté de notre approche est 1’utilisation
d’un délai aléatoire pour I’étiquetage ; un sommet ne peut modifier son état que si le délai d’at-
tente associé a ce sommet est fini. Ces délais sont des variables aléatoires exponentielles, définies
indépendamment, pour les sommets actifs. Le parametre d’une variable aléatoire d’un sommet
est égal au poids attribué a ce sommet. Le poids est calculé localement en fonction du poids
initial et des poids collectés des voisins non élus. Le processus d’étiquetage continue jusqu’a ce
que aucune transformation ne soit possible, ¢’est-a-dire qu’une configuration finale soit atteinte.
Dans cette configuration, il y a uniquement un sommet qui a une étiquette différente des autres,
ce sommet est considéré comme 1’élu.

6.2 Définitions et notations

Dans la littérature, nous trouvons plusieurs définitions concernant les polyominos et les
grilles, voir [MS96, Ros00]. Traditionnellement, un polyomino est I’ensemble de cellules situées
a I’intérieur d’un polygone orthogonal dessiné sur une grille. Nous définissons les polyominoides
en tant que graphes finis dont les sommets sont des points de Z = Z X Z., ou Z. dénote I’ensemble
des entiers relatifs. Ils sont liés par une relation de voisinage.

9 <6 9% N

Nous employons les termes habituels tels que “en haut”, “en bas”, “a droite” et “ a gauche”
sur Z X Z.. Les arétes sont des liens entre les paires de points, ¢’est-a-dire I’ensemble de paires
de points de formes {(x,y), (x + 1,y)} ou {(x,y), (x,y + 1)}, pour tout x € Z et pour tout y € Z.
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On dit que deux sommets v = (x,y) et V' = (x’,y") de Z sont voisins si x = x" et|y —y'| =1
ousiy=yet|x—x|=1.

Tout sommet d’une aréte e est appelé son extrémité.

Fic. 12 — Un exemple de polyominoide

Soit 7 I’ensemble de toutes les arétes dont les extremités sont voisins (selon la définition de
voisinage ci-dessous) et soit U=(ZZ, 7") le graphe infini constitué de 1’ensemble des sommets Z
et ’ensemble des arétes 7.

Une cellule est un sous-graphe de U, induit par un ensemble de quatre paires de sommets
voisins {(x,y), (x + 1,y), (x+ 1,y + 1), (x, y + 1)}. Ainsi, une cellule correspond a un réseau carré.

Nous rappelons qu’un chemin est une suite alternée finie o = vy, €1, vy, ..., Vi_1, €, Vi de k+1
sommets et de k arétes distinctes (k > 0), tel que chaque aréte e; a comme extrémités v;_; et v;.

La longueur d’un chemin o est le nombre de ses arétes k. Il convient de noter qu’un chemin
peut passer plusieurs fois par un sommet, alors qu’il ne peut emprunter qu’ une seule fois une
aréte.

Pour alléger I’écriture, nous représentons un chemin par les sommets empruntés en omettant
ses arétes, lorsqu’il n’y a pas de danger de confusion, identifiant ainsi o par la suite des sommets
Vo, V1, . - ., V. de maniere a ce que toute paire de deux termes successifs v; et v;,; devrait constituer
un ensemble unique (une aréte).

Dans un polyominoide, un cycle est un chemin de longueur k > 4 dans lequel le premier
sommet v, et le dernier v, coincident.

A partir de cette définition, on peut constater que U est biparti, c’est-a-dire tous ses cycles
sont de longueurs paires.

Pour un cycle y dans un polyominoide, nous pouvons facilement définir ses sommets inté-
rieurs [Sed92] :

Définition 6.2.1. Soit y un cycle dans un polyominoide, un sommet (x,y) est a [’intérieur du

cycle y = (x0,y0), (X1, ¥1)5 - - (X1, Yi=1)> (X0, Yo)» (X, y&) = (x0,¥0)) si (card{i |y = y;ety #
Vir1 €t x < x;}) est impair.
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Selon cette définition, les sommets de y sont a I’intérieur du cycle vy.

Pour illustrer cette définition, nous donnons I’exemple suivant. Etant donné le polyominoide
présenté dans la figure 13. Le sommet (x,y) est dans le cycle constitué par les sommets et les
arétes rouges. Dans ce cycle, I’ensemble de sommets {(x+1,y), (x+3,y), (x+35, y)} est de cardinal
impaire.

O

(xy)

Fic. 13 — Sommet intérieur d’un cycle

Définition 6.2.2. Un polyominoide P=(V, E) est un sous-graphe partiel de U soumis aux condi-
tions suivantes :

(i) V est fini,
(i1) P est connexe et

(ii1) P ne contient pas de trous, c’est-a-dire pour tout cycle y dans P, les sommets a I’intérieur
de y sont contenus dans V et si deux sommets voisins sont a I’intérieurs de vy, alors 1’aréte
qui relie ces deux sommets est dans E.

La taille de P=(V, E) est le cardinal de I’ensemble V.

Un pavage (tiling en anglais)[BNRRO9S5] est une facon de remplir un espace a 1’aide d’un
motif répétitif, sans trou ni débordement. Par conséquent, il est facile de voir que la dernicre
propriété est équivalente a la propriété de pavage de P ; I’ensemble des sommets internes de y et
leurs arétes de liaison constituent un sous-graphe d’une grille.

Définition 6.2.3. Un polyominoide Q=(Vy, E) est appelé sous-polyominoide du polyominoide
P=(Vp,Ep)siVy C VpetEg C Eptelque Eg = Ep N {{u, v} | (u,v) € Vé}.
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6.3 Construction distribuée d’un polyominoide

La classe des polyominoides peut étre définie par récurrence sur le graphe U. En outre, la
construction peut se faire d’une maniere distribuée.

Soit P I’ensemble des sous-graphes partiels de U obtenu par les regles inductives suivantes :
(a) Pour tout (x,y) € Z, le graphe P=({(x, y)}, ) est dans P.

(b) Soit P=(V, E) € P. Considérons deux sommets voisins vet v’ telsquev € VetV ¢ V, alors
Q=(VU{'},EU {{v,V'}}) est dans P.

(c) Soit P=(V, E) € P. Supposons que V contienne 4 sommets voisins v; = (x,y), v, = (x +
Ly),vs=(x+1,y+1)etvy = (x,y+ 1) situés sur une cellule dans U, tel que trois arétes
de cette cellule sont dans E et la quatrieme, appelée e, ne 1’est pas, alors Q=(V, E U {e}) est
dans .

La construction est totalement distribuée et 1’application des regles de réécriture [LMS99]
nécessite seulement la connaissance des secteurs de voisins qui sont dans une boule de rayon 2.
Il s’agit des transformations modifiant 1’étiquetage des sous-graphes de rayon 2. De ce fait, la
construction locale peut s’exprimer en considérant des transformations affectant un sommet v
et I’ensemble des sommets qui sont a une distance 2 de ce sommet (c’est-a-dire ses voisins
et les voisins de ses voisins). Ainsi, la famille des polyominoides peut étre engendrée par une
grammaire algébrique similaire a une grammaire hors-contexte.

A ce stade, il est difficile de prouver que I’ensemble P est la classe de tous les polyominoides
sur U. La proposition suivante montre I’équivalence des deux définitions.

Proposition 6.3.1. Un sous-graphe partiel P=(V, E) de U est un polyominoide si et seulement
s’il appartient a P.

Preuve.

= Soit P=(V, E) € P et prouvons que P est un polyominoide. Il est claire que le graphe défini
par la regle (a) ci-dessus est un polyominoide. Par conséquent, il suffit de prouver que les
constructions données par les regles (b) et (c) préservent la structure des polyominoides.
Supposons que P est un polyominoide et montrons que le sous-graphe Q; obtenu par (b)
et le sous-graphe Q, obtenu par (c) sont aussi des polyominoides. Les propriétés de la
connexité et de la finité sont évidentes. Nous allons montrer qu’aucun trou n’est créé lors
de I’application de la regle (b) ou de la regle (c).

— En appliquant la regle (b), un nouveau sommet v’ est ajouté a P. Comme V' est de
degré 1, il n’y a aucun nouveau cycle dans Q; et tous les sommets a I’'intérieur d’un
cycle dans P demeurent a I’intérieur du méme cycle dans Q,. Evidemment, le méme
fait est vérifié pour toute aréte dont les extrémités sont dans Q.

— Qx=(V, E’) est le graphe obtenu a partir d’un polyominoide P=(V, E) par une appli-
cation de (c¢). Soit v un sommet a I’intérieur d’un cycle y dans Q. Si toutes les arétes
de y sont dans E, alors v devrait étre dans V. Autrement, y emploie une aréte d’une
cellule constituée par I’ensemble de sommets S = {vy, v, v3, v4}. Soit {v, v,} cette
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aréte. L’aréte {v;, v,} n’appartient pas a E, de plus nous avons E’ = E U {v{, v,}. Dans
ce cas, il est possible de transformer y en un autre cycle y’ inclu dans E en évitant v,
et ceci en empruntant d’autres sommets de S .

& Soit P=(V, E) un polyominoide. Nous montrons par une preuve sur le cardinal de I’en-
semble V que P appartient a P.

Si V est de cardinal 1, alors Pe P. Supposons maintenant que tout graphe P de taille!
inférieure ou égale a n est un polyominoide. Soit Q =(V’, E”) un polyominoide de taille
n + 1. Si Q possede un sommet v de degré 1, alors lors de la suppression de v et de son
aréte incidente, Q sera transformé en P. Il est claire que P préserve les propriétés (i)-(iii)
et par conséquent, selon I’hypothese de récurrence, il appartient a $. Une application de la
regle (b) permet d’affirmer que Q est aussi dans P.

Supposons maintenant que tout sommet du polyominoide P=(V, E) est de degré supérieur
ou égal a 2. Nous avons |E| — |V| > 0, sinon, P est un arbre et admet un sommet de degré
1. Nous utilisons maintenant une deuxi¢me récurrence sur |E| — |V/. 1l est évident de voir
que P admet au moins un cycle. Soit y un cycle maximal? dans P. 11 est facile de voir que
si nous supprimons une aréte du cycle y de P, le graphe résiduel obtenu, noté R, préserve
les propriétés (i)-(iii). Ainsi, selon I’hypothese de récurrence sur |[E| — |V|, R € P.

Une application de la regle (c) sur le polyominoide R permet de reconstruire P en tant que
membre de P.

O

6.4 Algorithme d’élection uniforme dans les polyominoides

[algorithme d’élection asynchrone, présenté dans cette section, est congu pour des réseaux
anonymes ayant une topologie de polyominoides. Chaque sommet connait seulement les orien-
tations des arétes qui le relient a ses voisins, mais ne connait ni la taille du polyominoide ni ses
propres coordonnées dans le plan. La solution dans le cas général consiste a calculer un arbre
couvrant. Ainsi, I’élection est lancée par chaque sommet feuille dans cet arbre.

En utilisant les propriétés des polyominoides, nous allons concevoir un algorithme distribué
qui permet de choisir uniformément un sommet dans un polyominoide donné en tant que leader
(Iélu).

6.4.1 Election distribuée

L’algorithme d’élection est décrit dans cette sous-section par un systeme de réécriture de
graphe. Les systemes de réécriture de graphe, ou plus généralement les calculs locaux dans les

'nombre de sommets
2cycle qui n’est pas 4 I’intérieur d’un autre.
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graphes, sont des modeles puissants qui fournissent des outils généraux pour coder les algo-
rithmes distribués, pour comprendre leur puissance et pour prouver leur validité. On trouvera des
survols dans [LMS99, LMZ95, Sel04].

Chaque sommet (resp. aréte) possede une étiquette qui représente son état.

Notre algorithme distribué est basé sur le systeme de réécriture présenté par Litovsky, Mé-
tivier et Zielonka dans [LMZ95]. Rappelons qu’une regle de calcul est définie par un graphe
connexe et deux étiquetages de ce graphe, donc elle est appliquée localement. Soit la regle de
réécriture R donnée par un graphe connexe H et deux fonctions de marquages de H [LMZ95] :
un étiquetage initial A et un étiquetage final A’. Soit G un graphe étiqueté. Si G contient un
sous-graphe étiqueté isomorphe avec (H, 1), alors en appliquant la régle R, nous changeons 1’éti-
quetage de ce sous-graphe en A'.

Nous pouvons alors coder notre algorithme distribué par des regles de réécritures locales. En
effet, des étiquettes attachées aux sommets et aux arétes sont localement modifiées, c’est a dire
que les sommets et les arétes appartiennent a un sous-graphe de rayon fixe 2 dans lequel nous
pouvons appliquer une de nos regles. La réécriture est exécutée jusqu’a ce qu’on obtienne un
graphe irréductible ol aucune regle n’est applicable.

Initialement, tous les sommets du graphe G ont la méme étiquette. Nous cherchons un graphe
noethérien réécrivant le systeme tel que lorsque nous obtenons un graphe étiqueté irréductible,
apres un certain nombre d’étapes de réécritures, il existe une étiquette spéciale attachée a exac-
tement un seul sommet ; ce sommet sera considéré comme 1’€lu.

Dans la suite, nous utilisons un systeme de réécriture de graphe enrichi par un délai aléa-
toire. En effet, une regle ne peut étre appliquée que si le délai correspondant est expiré. Nous
étudions des calculs locaux dans un polyominoide dont les réécritures ne sont qu’une illustra-
tion. Ces calculs sont formalisés comme des modifications des étiquettes (ou des états) associées
aux sommets et aux arétes du graphe. Ces modifications sont décidées localement : la nouvelle
étiquette attachée a un sommet v (resp. a une aréte e) ne dépend que du sous-graphe induit par
les sommets qui sont dans la boule de rayon 2. Le systeme de réécriture de graphes appliqué
ici utilise des contextes interdits [LMS92, God02, Sel04]. L’idée est d’empécher 1’application
d’une regle de réécriture toutes les fois ol les occurrences correspondantes sont “inclues” dans
certaines configurations spéciales, appelées contextes. Ainsi, une regle peut étre appliquée que
s’elle ne se produit pas dans un contexte interdit donné et que le delai asssocié est expiré.

Une régle de réécriture avec contextes interdits est un quadruplet R = (Gg, Ag, Ay, Fr) tel
que (Gg, Ag, A%) est une regle de réécriture et Fz est un ensemble fini de contextes de (Gg, Ag).
Une regle de réécriture peut €tre appliquée dans un sous-graphe si et seulement si ce sous-graphe
n’est pas inclus dans une occurrence de I’un de ses contextes interdits [LMS95, LMS99].

R : {Fc; Left — Right}
Soient P=(V, E) un polyominoide et £ = {N, A, B, L} I’ensemble des étiquettes utilisées.

L’étiquette N encode 1’état neutre, A encode 1’état actif, B encode I’état battu (ou perdant) et L
encode 1’état €élu (leader).
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Initialement, tout sommet possede un poids w = 1 et une étiquette N, on dit qu’il est
N—étiqueté. Nous notons par X tout état différent de B, i.e. X € L\ {B}.

L’algorithme s’exécute sur un polyominoide P de la maniere distibuée suivante : tout sommet
vde P, N—étiqueté, décide localement s’il est actif ou non selon les regles d’activation ci-dessous.

Nous représentons les regles d’activation des sommets par R; et les regles de transmission de
poids par R;’.

Ry : Sile degré de v est nul (deg(v) = 0), alors I’élection est terminée et v est le sommet élu. 11
est important de noté que ce sommet est considéré comme un sommet actif.

R | & &
0: . oN —p oL
oWV
ivooix

Ry : Si le degré de v est 1, alors v devient actif et génere une durée de vie qui est une v.a.
exponentielle de parametre égal a son poids. Une fois sa durée de vie expirée, il disparait
avec I’aréte incidente et son voisin récupere son poids.

X N X
4 o
Rl: NX ‘X . N X A X
’
X N X
o----0—o

Le sommet voisin u de v, ayant récupéré le poids de ce dernier, est soit dans I’état actif,
soit dans 1’état neutre. Dans ces deux cas, nous avons :

— Si u est neutre alors au moment ou il récupere le poids de v, il décide localement s’il

devient actif dans le graphe résiduel P'= (V' \ {v}, E \ {{v, u}, u € V}).

, AN B p(owsn)
. = 00,W+wW
R11 : . e—e — Ty e (cas d'un arbre)

— Sinon, u est actif au moment de la suppression de v alors u devient 1’élu, nous nous
retrouvons partiellement dans le cas de la regle Ry.

A(d.w) A(d’,w')
R d<d B L ..
= . o—e ——» e ,(terminaison)
9

R, : Sile degré de v est 2 et qu’il se trouve a gauche (en haut ou en bas) d’une cellule, il devient
actif et génere une durée de vie qui est une v.a. exponentielle de parametre égal a son poids.
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Lorsque sa durée de vie est expirée, il est enlevé avec ses arétes incidentes et son voisin de
droite récupere son poids.

A(d.w) N(oo,w') B."" N(oo,w+w')
. d=0
2y " . Emmm—

b

X N X N

Pour plus de précision, soit {(x,y), (x+ 1,y), (x,y+ 1), (x+ 1,y + 1)} une cellule, si le degré
du sommet (x,y) est 2 alors (x, y) est actif et une fois que sa durée de vie est expirée, son
voisin (x + 1, y) collecte son poids.

En raison de la symétrie horizontale, nous avons de la méme maniere, si deg((x,y+1)) =2
alors (x,y + 1) est actif et son voisin (x + 1,y + 1) collecte son poids a sa disparition.

X N X N
- d=0
Rt 4[] —=

jq(d,w) N(oo,w') B - N(oo,w-#w’)

: Sideg(v) = 3, alors si v appartient a deux cellules et qu’il n’existe aucune aréte sur son coté

gauche, c’est-a-dire v a seulement une aréte horizontale et les deux autres sont verticales,
alors v devient actif.

X N X N X N
Ry: 1 & .
3 ” : —

Au moment ou il disparait, son voisin de droite récupere son poids.

X N

g N .A(d,w) N(oo,w’)
b

N(oo,w+w')

X N
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Ainsi, soient {(x, y),(x+ 1, y),(x, y+ 1),(x+ 1, y+ D} et {(x, y),(x+ L, y),(x, y=1),(x= 1, y— 1)}
deux cellules, si le degré du sommet (x, y) est 3 alors (x, y) devient actif et lorsque sa durée
de vie s’acheve, son voisin (x + 1, y) récupere son poids .

Lemme 6.4.1. Le systeme de réécritures ci-dessus est noethérien [Sel04].

Dans la suite, nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 6.4.1. Un sommet qui appartient a un cycle maximal dans P s’appelle sommet péri-
phérique.

Lemme 6.4.2. Soit v un sommet actif de degré 2 ou 3 dans un polyominoide P. Alors v est un
sommet périphérique.

Preuve. Soient P=(V, E) un polyominoide et v = (x,y), v € V, un sommet actif de degré 2 ou
3. Par définition, v est situé dans une cellule, c’est-a-dire a I’intérieur d’un cycle. Soit y un cycle
maximal dans P contenant v a son intérieur. Si v € 7y, alors la preuve est complete. Sinon, il
existe un sommet plus proche u = (x’,y) de y tel que x’ < x. Or, P est un polyominoide et tout
cycle y dans P ne contient pas de trous; les arétes du segment [(x’, ), (x,y)] sont dans E. Ceci
ne peut pas €tre vrai puisque v n’admet aucune aréte a sa gauche. O

L’algorithme d’élection proposé ici enleve un sommet actif une fois sa vie expirée. Ainsi,
la question que nous pouvons nous poser est : “comment assurer la continuité du processus de
suppression ?”

Pour répondre a cette question nous devons prouver que le graphe résiduel préserve les pro-
priétés propres aux polyominoides.

Proposition 6.4.1. Soit P=(V, E) un polyominoide de taille > 2 et soit v un sommet actif dans P.
Le graphe P'= (V \ {v}, E \ {{v,u},¥Y u € V}) est un polyominoide.

Preuve. Soient P=(V, E) un polyominoide de taille > 2, v un sommet actif dans P et le graphe
P'=(V\{LEN\ {{v,u},¥Y u € V}). Pour montrer la proposition, nous devons montrer que P’ est
un graphe connexe sans trous.

e Sideg(v) = 1, alors la suppression de v et de son aréte incidente dans P n’introduit ni la
déconnexion de P’ ni la création d’un trou dans P’.

e Sideg(v) = 2 ou deg(v) = 3 alors soient v, vy, v, v3 quatre sommets rectangulaires d’un
polyominoide P tel que v est le sommet actif dont la durée de vie vient d’expirer (cas des
régles R, et R’). Considérons un sommet u € V '\ {v,vy,v,,v3}. Alors, si le sommet u est
accessible a un sommet v;, 1 < i < 3, a travers un chemin qui passe par v, alors lorsque
v sera supprimé, u restera accessible a v; par un autre chemin empruntant les sommets
Vi j=123. Par conséquent, selon le lemme 6.4.2, v est un sommet périphérique et sa

suppression ne crée aucun trou.
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6.4.2 Arbre couvrant standard

Soit P=(V, E)) un polyominoide. Le graphe 7" = (V, F') qui représente la trace des transmis-
sions de poids sur les arétes de P sera construit d’une fagon distribuée comme suit.

— Sie ={(x,y),(x+ 1,y)} est une aréte dans E alors e appartient a F, c’est-a-dire que toute
aréte horizontale dans E appartient a F :

e={(xy),x+1,y)}eE=¢ecF

— Sie = {(x,y),(x,y + 1)} € E et e n’est pas une aréte verticale gauche d’une cellule dans
P alors e € F, c’est-a-dire que toute aréte verticale, qui n’est pas une aréte gauche d’une
cellule, appartient a F :
e={x,y),(x,y+ 1)} e E = ec Fssi{(x,y),(x+1,y),(x+1,y+1),(x,y+ 1)} n’est pas
une cellule dans P.

Le graphe T relie tous les sommets de P et c’est un arbre puisqu’il est acyclique. Ainsi, nous
avons :

Proposition 6.4.2. Le graphe T = (V, F) décrit ci-dessus est un arbre couvrant du polyominoide
P.

Preuve. Nous pouvons prouver cette proposition par une construction inductive de 7 sur P :

1. SiP=({(x,y)},0), le polyominoide se compose de seulement un sommet, alors la proposi-
tion est affirmée (7" = ({(x, y)}, 0)).

2. Soit Q=(V, E) un polyominoide et soit 7 = (V, F C E) I’arbre couvrant de Q obtenu par
les regles ci-dessus. Considérons deux sommets voisins v et v’ telsque v € VetV ¢ V.
Conformément a la régle inductive vue dans la section 6.3, le graphe P=(V U {v'}, E U
{{v,v"}}) est un polyominoide. A présent, il reste a prouver que I’arbre 77 = (VU {V'}, F U
{{v,v"}}) est un arbre couvrant de P.

Aucun cycle n’est créé lorsque la nouvelle aréte {v, v’} est ajoutée. Ainsi, le graphe joignant
I’arbre couvrant de Q et ’arbre (V4 = {v,v'}, E4 = {{v,V'}}) est un arbre couvrant du
polyominoide P.

3. Soit Q=(V, E) un polyominoide et soit 7 = (V,F C E) son arbre couvrant. Supposons
maintenant que V contienne 4 sommets voisins vi = (x,y), v, = (x+1,y), vz = (x+1,y+1)
etvy = (x,y + 1) tel que les trois arétes qui relient ces quatre sommets sont dans E et la
quatrieme, appelée e, ne I’est pas. Alors conformément a regle inductive de section 6.3, le
graphe résiduel P=(V, E U {e}) apres ’insertion de la nouvelle aréte e est un polyominoide.
Néanmoins, il reste a prouver que la transmission des poids s’effectue a travers un arbre
couvrant.
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Soit C une cellule de P=(V,E U {e}). Soient es = {vi,v2}, e = {v2,v3}, exn = {v3,v4}
et ey = {vi,v4} les arétes de C et soit 77 = (V,F’) le graphe composé par les arétes
sur lesquelles les poids des sommets supprimés sont transmis a leurs successeurs dans P.
Alors, nous avons :

o Sie = ey alors F’ = F. L’aréte ajoutée e est du coté gauche de la cellule C, alors
dans ce cas I’arbre couvrant ne change pas.
e Sie = eg alors

F' = F\{ew} U {eg}.

e Sie = ey alors
F' =F\ {ey} U{es}.

e Sie = ey alors
F' = F \{ey} U {ey}.

Nous pouvons facilement voir que le graphe 7’ est un graphe connexe et, d’ailleurs, aucun
cycle n’est engendré avec ces instructions. Par conséquent, 7’ est un arbre couvrant de P.

O
Remarque 6.4.1. L’arbre couvrant construit par ces regles est unique.
Définition 6.4.2. L’arbre couvrant T = (V, F) est appellé arbre couvrant standard du polyomi-

noide P.

La Figure 14 donne I’arbre couvrant standard du polyominoide donné dans la Figure 12.

- - ° - - - -
o *o———o —4¢ o *—= o *——o—4¢ ®
o *r——o—0 o o [ 2 ®
o o o *——= ®
° ° ° *——eo—o
l L — e ]
——eo—o

FiG. 14 — Arbre couvrant standard du polyominoide donné dans la Fig. 12.

Proposition 6.4.3. Soient P=(V, E) un polyominoid et T = (V, F) son arbre couvrant standard.
Alors, un sommet v € V est actif dans P si et seulement s’il est une feuille dans T.
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Preuve.

= Soit v € V un sommet actif dans P=(V, E). Nous allons montrer que v est une feuille dans
I’arbre couvrant T de P.

— Sideg(v) = 1, alors certainement, v est une feuille dans 7'.

— Si deg(v) = 2, alors v est une extrémité de 1’aréte gauche d’une cellule contenue
dans P. D’ailleurs, étant donné que v est actif et de degré 2, il ne peut pas avoir une
aréte horizontale incidente a son coté gauche. Les arétes dont il est extrémité sont
d’orientations différentes : une horizontale et une verticale. L’aréte horizontale est
dans F tandis que la verticale ne 1’est pas. Par conséquent, v est une feuille dans 7'.

— Si deg(v) = 3, alors v appartient a deux cellules et il n’admet pas qu’une aréte soit
incidente de son coté gauche. La seule aréte incidente a v inclus dans F est I’aréte
incidente horizontale qui est a sa droite. Donc, v est une feuille dans 7.

& Supposons maintenant que v est une feuille dans 7' et montrons qu’il est actif dans P.

— Sideg(v) = 1, alors v est actif.

— Supposons que deg(v) = 2 dans P. Les deux arétes incidentes a v dans P ne peuvent
étre toutes les deux ni horizontales ni verticales, autrement, v ne sera pas une feuille
dans 7. Dans le cas ou elles sont différentes, seulement 1’horizontale est dans F' et
donc, selon les regles de construction de F, la cellule qui contient ces arétes est dans
P. Par conséquent, v est actif.

— Si deg(v) = 3, alors avec un raisonnement semblable au cas de deg(v) = 2, nous
pouvons prouver que seulement une des trois arétes incidentes a v est dans F : une
aréte est horizontale et deux autres sont verticales. Les deux arétes verticales ne sont
pas dans F et chacune d’elles appartient a une cellule. L’aréte horizontale ne peut
étre que incidente a v de son coté droit et elle est commune aux deux cellules formées
par les verticales. Ainsi, nous nous retrouvons dans le contexte de la regle R; ou le
sommet v est actif.

Proposition 6.4.4. Soient P un polyominoide de taille > 2, T son arbre couvrant standard et v
est un sommet actif dans P. Soient P’ le polyominoide résiduel lorsque v et ses arétes incidentes
sont supprimés et T’ son arbre couvrant standard. Alors, T' peut étre obtenu a partir de T par
[’élimination de la feuille v et de son aréte incidente.

Preuve. Soient P un polyominoide de taille > 2 et 7' son arbre couvrant standard. Il est évident
de voir que I’arbre résiduel 7', apres la suppression de la feuille v et de son aréte incidente dans
T, est un arbre couvrant du polyominoide P’. P est le polyominoide obtenu a partir de P une fois
que v et ses arétes incidentes sont disparus de P. Maintenant, il reste a prouver que 7" est 1’arbre
couvrant standard de P’ :

— Manifestement, les arétes horizontales de P’ sont dans 7”.
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— Les arétes verticales de P’ qui ne sont pas situées sur le c6té gauche d’une cellule de P’,
satisfont la méme condition dans P. Elles sont alors dans 7'. En outre, elles sont dans 1’arbre
couvrant de P’.

O

D’apres les résultats précédent, nous pouvons résumer 1’algorithme d’élection probabiliste
distribué sur un polyominoide P comme suit.

Tant que P n’est pas réduit a un sommet unique
faire

e tout sommet qui est actif ou devient actif (regles Ry — R3)
génere sa durée de vie selon son poids,

e une fois que la durée de vie d’un sommet actif est expirée, il est enlevé
avec ses arétes incidentes et son voisin dans 1’arbre couvrant standard
collecte son poids.

fin

6.5 Analyse de ’algorithme

L’algorithme d’élection dans un polyominoide est vu comme un algorithme d’élection dans
son arbre couvrant standard : comme nous venons de le voir dans la proposition 6.4.3, chaque
sommet actif dans un polyominoide est une feuille dans son arbre couvrant standard et les poids
de ce sommet dans les deux configurations sont égaux.

Soit P=(V, E) un polyominoide. Initialement, tous les sommets ont le méme poids 1 :
w(v) = 1,¥v € V. Selon les regles vues dans la section 6.4, lorqu’un sommet actif disparait,
son successeur collecte son poids et I’additionne a son poids courant. A I’instant # ou un sommet
v devient actif dans le polyominoide résiduel P’, son poids est le nombre de sommets disparus
de ses cotés®. La durée de vie L(v) du sommet v est une variable aléatoire ayant une distribution
exponnentielle de parametre A(v) = w(v) :

Pr(L(v) > 1) = e V> 0.

Nous disons que la mort du sommet actif v se produit selon un processus markovien de para-
metre A(v) égal a son poids w(v). Cette propriété est équivalente a : la probabilité de disparition
de v dans I'intervalle de temps [z, + h] est A(v)h + o(h), lorsque & — 0 a tout instant ¢, et cela
indépendamment de ce qui se passe ailleurs et de ce qui s’est produit dans le passé. Le processus
aléatoire est une variante du processus de mort pure qui est, a son tour, un exemple spécial du
processus de Markov en temps continu.

3les sommets des sous arbres dont ses voisins sont les racines.
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Théoreme 6.5.1. La stratégie décrite ci-dessous mene a une élection probabiliste totalement
équitable : dans un polyominoide, tous les sommets ont la méme probabilité d’étre élus.

La preuve de ce théoreme est tres compliquée et ressemble en quelque sorte a celle vue
dans le chapitre sur les arbres. Nous présentons, dans la sous-section suivante, quelques résultats
préliminaires aidant a faire la preuve du théoreme.

6.5.1 Uniformité de I’élection

L’élection probabiliste peut étre modélisées mathématiquement par un processus de Markov
en temps continu. L’état initial du processus est P= (V, E) (le polyominoide en entier). Soit Ep
I’ensemble des états de tous les sous-polyominoides Q=(U, F)) de P qui vérifient la propriété
suivante : toutes les fois que deux sommets diagonaux de la forme ((x,y) et (x + 1,y — 1)) ou
((x,y)et (x+ 1,y + 1)) sont dans Q, alors le sommet de droite (x + 1,y) est dans U et ce s’il est
dans V.

La proposition suivante montre que Sp est ’ensemble de tous les sous-polyominoides qui
peuvent étre atteint a partir P par un ordre d’élimination des sommets actifs (rappelons que
lorsque un sommet actif est supprimé, toutes ses arétes incidentes sont aussi supprimées).

Proposition 6.5.1. Un sous-polyominoide Q d’un polyominoide P peut étre atteint avec une
probabilité positive si et seulement si Q est dans Ep.

Preuve.

= Soit Q un sous-polyominoide atteint a partir de P= (V, E) avec une probabilité positive et
prouvons que Q € &p. Selon la définition du processus de transition, Q doit €tre obtenu
a partir de P par k—ordre d’élimination de sommets actifs (0 < k < n) ou |V| = n. Pour
k = 0, la proposition est vraie. Supposons maintenant qu’elle est vraie pour k et prouvons
qu’elle reste vraie pour k + 1. Ainsi, soit Q un polyominoide obtenu a partir d’un certain
polyominoide R de P par la suppression d’un sommet actif v et de ses arétes incidentes. Par
hypothese de récurrence, R est dans Ep et puisque aucun sommet de degré > 2 se trouvant
au coOté droit d’une cellule de R n’est actif, le sous-polyominoide résiduel Q satisfait aussi
la condition d’étre dans Ep.

& Soit maintenant Q=(U, F') un polyominoide dans Ep. Nous prouvons par une récurrence
décroissante sur m = |U| que P peut Etre atteint par n — m transitions avec une probabilité
positive. Pour m = n, Q est égal a P et par conséquent, Q € Ep. Supposons que m < n,
nous devons donc montrer qu’il existe un sommet v € V' \ U, tel que son ajout a U avec un
certain nombre d’arétes qui le relient aux sommets de Q, produit un nouveau polyominoide
R appartenant a Ep. Or, puisque m < n, il existe un sommet u € V \ U. Considérons alors
un chemin qui relie # a un sommet s € U, soit v ¢ U le dernier sommet de ce chemin, alors
v a des sommets voisins dans U, voir la Fig. 15.

— Si v a un seul sommet voisin dans U, alors v est un sommet actif dans R (son degré
est 1 dans R). Ainsi, R est dans Ep.
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Fic. 15 — Accessibilité de P a partir d’un sous-polyominoide Q € Ep

— Sinon, v a deux ou trois sommets voisins dans U. Dans ce cas, soit (x,y) les coor-
données du sommet v. Selon I’hypothese que Q est dans Ep, il n’y pas de sommets
voisins de v dans U de la forme ((x,y + 1) et (x — 1,y)) ou ((x — 1,y) et (x,y — 1)),
tels que v soit un sommet situé au coté droit d’une cellule de R composée par ces
sommets. Par conséquent, v ne peut étre qu’au co6té gauche d’une ou de deux cellules
de R. En outre, v est un sommet actif dans R. Par conséquent, R € Ep.

O

Soit Q I’état du systeme a I’instant ¢. Selon la structure aléatoire distribuée de 1’algorithme,
tout sommet actif v de Q a une durée de vie exponentiellement distribuée de parametre égal a
son poids.

Ce fait est équivalent au fait que dans I’intervalle de temps [t, f + At], v peut disparaitre avec
toutes ses arétes incidentes avec la probabilité w(v)At + o(h), quand h — 0, et ceci indépendam-
ment de ce qui se passe ailleurs dans le reste du polyominoide et aussi indépendamment de ce
qu’il s’est produit dans le passé.

Nous pouvons, ainsi, montrer que la probabilité de passage du polyominoide Q au polyomi-
noide R, obtenu par la suppression du sommet actif v et de toutes ses arétes incidentes, est :

w(v)

Z w(u)

u actif dans Q

) Pqr) =

a condition que Q ne soit pas réduit a un sommet. Les états absorbants (voir [Fel50]) sont les
polyominoides réduits a un sommet (sommet élu).

Les propriétés ci-dessous caractérisent le processus d’élimination dans un polyominoide.



6.5. ANALYSE DE L’ ALGORITHME 85

e Le taux de mort du polyominoide P est : A(P) = w(P) = Z w(u)

u actif dans P

e La durée de vie de P : L(P) = min, {L(u), u actif dans P} a la fonction de distribution :
Pr(L(P) < x)=1-Pr(L(P) > x)=1-e® vxeR"

Proposition 6.5.2. Soit Q un polyominoide dans Ep et soit Po(t) la probabilité que [’état de
I’élection au temps t est Q. Nous avons :
., dPp(?)

(i) — = —w(P)Pp(1),

(ii) pour tout sous-polyominoide Q#P de taille au moins 2 et qui appartient a Ep,

dP
;t(t) = —w(Q)Pq(t) + Z w()Pg(),

avec R = QU ({v}, {{v, u}, u adjacent a v dans T}), (rappelons que T est I’arbre couvrant
standard de P)

ou la sommation est effectuée sur tous les sommets v adjacent a Q dans T n’appartenant
pas a Q, et

. AP0
(iii) —a Z WP (qv.u) (v (1)

u adjacent a v dans P

avec la condition initiale Pp(0) = 1.

Preuve. La preuve de cette proposition est semblable a celle de la proposition 4.3.3 du chapitre
4.

O

La solution du systeme d’équations différentielles de la proposition 6.5.2 donne une descrip-
tion mathématique de la probabilité d’étre dans 1’état Q a I’instant . Elle caractérise en principe
la probabilité de distribution des états a un instant donné ¢. En particulier, elle devrait nous per-
mettre de calculer les probabilités d’absorption [Fel50].

Les propositions 6.4.2-6.5.1 permettent de confirmer que tout ordre de transition sur &p peut
étre simulé, avec la méme probabilité, par un ordre de transition sur I’ensemble d’arbres facteurs
de I’arbre couvrant standard de P (rappelons qu’un arbre facteur d’un arbre, cf. chapitre 4 §
4.3, est un sous-arbre obtenu par un ordre d’élimination de feuilles). Ainsi, 1’étude du processus
d’élection dans un polyominoide est traduite par une étude d’élection sur son arbre couvrant
standard [MSZ03b].
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FiG. 16 — Exemple d’étude

IS
=2
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FiG. 17 — Election dans un polyominoide : Les sommets colorés en noir sont les sommets actifs,

ceux en gris et les arétes pointillées sont ceux de 1’arbre couvrant standard. Le sommet double-
ment encerclé est I’élu.
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173

a; b,

Fic. 18 — Graphe de transitions

87
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Exemple 6.5.1. Considérons le polyominoide de la Fig. 16. Le graphe de transitions du proces-
sus d’élection est donné dans la Fig. 18. Dans ce graphe, les indices en dessous des noms des
sommets représentent leurs poids courants. Il existe trois ordres d’élimination qui aboutissent a
I’€élection du sommet a. La séquence des graphes de la Fig. 17 présente un de ces ordres.

Les étapes du processus d’élimination peuvent aussi étre vues comme une construction d’un
arbre couvrant, ou la racine de cet arbre est le sommet élu.

Initialement, tout sommet actif commence le calcul en générant sa durée de vie. Une fois
que la durée de vie d’un sommet actif est expirée, il est enlevé avec toutes ses arétes incidentes.
Dans la Fig. 17, les Arétes, sur lesquelles les poids sont transmis, sont représentées par les arétes
pointillées, tandis que les autres sont enlevées du graphe. A une étape intermédiaire du processus
d’élimination, les arétes pointillées constituent des arbres couvrant partiels. Par conséquent, nous
nous sommes assurés qu’a la fin tous les arbres couvrants partiels seront fusionnés en un seul
arbre couvrant. Or, cet arbre est unique, alors il sera considéré comme 1’arbre couvrant standard
du polyominoide. Ainsi, I’étude de 1’algorithme d’élection dans un polyominoide est projetée a
une étude d’élection dans son arbre couvrant standard.

Nous avons vu dans le modele de 1’arbre qu’initialement tous les sommets ont le méme
poids 1 et que chaque feuille a une durée de vie qui est une variable aléatoire exponentiellement
distribuée avec un parametre égal a son poids. Au moment ou la durée de vie d’une feuille
est expirée, elle est enlevée avec son aréte incidente et son poids est récupéré par son pere.
Ce processus de suppression continue jusqu’a ce que I’arbre soit réduit a un seul sommet. Le
sommet restant est considéré par la suite comme 1’élu. Par conséquent, la probabilité d’élire
un sommet v dans un polyominoide P est identique a la probabilité d’élection dans son arbre
couvrant standard. Celle-ci s’est avérée étre égale a 1/n, ou n est la taille de P.

La table suivante représente les résultats empiriques de 1’algorithme précédent appliqué sur
le polyominoide donnée dans la Fig. 16. La taille de la simulation est 1 000 000.

Sommets Probabilités
a 0.142797
b 0.142799
c 0.142840
d 0.142970
e 0.142892
f 0.142980
g 0.142722

Tag. 2 — Résultat de la simulation du polyominoide de la Fig. 16.

Dans la suite, nous supposons que 7" est I’arbre couvrant standard d’un polyominoide P de
taille n. Les feuilles de 7 sont enlevées suivant un processus aléatoire comme décrit ci-dessus
jusqu’a ce que T soit réduit a un sommet unique. Nous devons prouver I’uniformité de 1’élection
pour tous les sommets de 7.
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D’abord, nous introduisons une légere modification sur le modele d’élimination des feuilles
dans 7. Nous traduisons le modele en une variante sur les arbres orientés. En effet, pour un
sommet v donné, I’unique arbre enraciné en v peut €tre construit. Ces arbres enracinés peuvent
étre employés d’une maniere simple pour calculer les probabilités d’absorption.

Nous considérons une forét d’arbres enracinés. Soit F une forét d’arbres enracinés, nous
présentons un processus de mort sur /' comme suit. Chaque feuille v a une durée de vie expo-
nentiellement distribuée de parametre égal a son poids ; au commencement, tous les sommets de
F ont un poids de égal a 1. A tout intervalle de temps [z, ¢ + At], si la durée de vie d’une feuille
est expirée, la feuille est enlevée avec son unique aréte incidente. Si la feuille disparue possede
un pere, alors son pere prend son poids, et ’ajoute a son poids. Le processus d’élimination de
feuilles continue sur la forét réduite jusqu’a I’extinction totale de la forét.

Preuve. [Preuve du théoréme principal 6.5.1]

Soient F et F, deux foréts de taille respectivement n; et n,. Nous pouvons utiliser les résultats
des propositions 4.4.1-4.4.3 (cf. chapitre 4) pour faire une preuve au théoreme 6.5.1. En effet, la
preuve peut s’effectuer en s’appuyant sur le fait qu’il existe une similitude d’exécution entre le
processus d’élection sur P et celui sur son arbre couvrant standard 7'p. Par conséquent, pour tout
sommet v du polyominoide P, la probabilité d’élire v dans P est égale a la probabilité d’élire ce
sommet dans 7'p.

O
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Chapitre 7

Analyse d’un algorithme probabiliste
de rendez-vous avec agendas dynamiques
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Dans ce chapitre nous présentons et analysons un algorithme de rendez-vous basé sur des
délais aléatoires. Cet algorithme peut étre considéré comme un algorithme distribué probabiliste
pour trouver un couplage maximal. Chaque processus p du réseau génere pour chaque voisin g
un nombre aléatoire, choisi uniformément dans 1’intervalle réel [0, 1]. Ce nombre représente la

durée d’attente nécessaire pour obtenir un rendez-vous avec ce voisin.

Initialement, le nombre de rendez-vous proposés par les processus est le double du nombre
de liens entre eux (i.e. une proposition pour chaque demi-aréte). ’agenda d’un processus est
constituée par I’ensemble des temps générés par ce processus pour I’ensemble de ses voisins.
Au moment ou I’horloge atteint le plus petit temps de I’ensemble des temps générés, il y aura
un rendez-vous entre le processus qui propose ce temps et le voisin a qui est assigné ce temps
de “retrouvaille”. Les deux processus en rendez-vous annulent tous les autres rendez-vous avec
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leurs autres voisins. En effet, ces derniers suppriment de leurs agendas les temps qu’ils proposent
a ces deux processus en rendez-vous. L’algorithme continue a s’exécuter par les processus res-
tants équipés par des agendas modifiées jusqu’a ce que le temps d’un tour (une unité de temps)
soit expiré. L’ espérance du nombre de rendez-vous trouvée par cet algorithme, dans un tour, est
essentiellement plus grande que celle obtenue dans [MSZ03a]. Par conséquent, notre algorithme
distribué de rendez-vous est plus efficace que celui de [MSZ03a].

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 7.1 nous présentons le modele et les
hypotheses considérés dans ce chapitre, nous donnons une description informelle de notre algo-
rithme. La section 7.3 concerne le nombre de rendez-vous, 1’espérance du nombre de rendez-
vous, I'impact d’une insertion de lien et d’une extension et finalement I’espérance du nombre
de rendez-vous dans les graphes aléatoires. La section 7.4 étudie 1’efficacité de 1’algorithme en
donnant des bornes pour les graphes en général et, en particulier, une borne plus serrée pour les
arbres.

7.1 Modele et hypotheses d’étude

Nous considérons le modele du systeme distribué vu dans le chapitre 3. Les processus ou
les sommets sont anonymes et chacun d’eux est capable de distinguer ses portes; il sait par
quelle port un message est recu ou envoyé. Soit § une fonction qui numérote les portes, nous
supposons que pour chaque sommet v et pour tout voisin u, ¢,(u) est un entier unique appartenant
all,deg(u)].

Notre algorithme est synchrone : les processus ont acces a une horloge physique globale
comme dans [Tel00] page 87. L’horloge fournit des valeurs réelles qui croissent avec le temps f,
nous supposons que :

1. I’horloge est globale et commune a tous les processus,
2. tout événement, qui a lieu a un certain temps, est de durée nulle.

Nous supposons aussi que les communications ne prennent aucun temps, c’est-a-dire que le
délai entre la décision d’un sommet et la notification a ses voisins est égal a 0.

7.2 Le probléme

Nous sommes concernés par 1’établissement de communications par des signaux de syn-
chronisation ou d’une maniere équivalente par un ordonnancement distribué local qui trouve des
couplages entre paires de processus afin d’établir des communications.

Cette implémentation peut étre réalisée par I’établissement des rendez-vous entre les proces-
sus. Reif et Spirakis ont décrit dans [RS82] (annexe p. 93) le probleme de rendez-vous comme
suit : nous supposons que tout processus a une ressource spéciale appelée canal qui peut étre
dans I’état ouvert ou [’état fermé. Un rendez-vous entre le processus p et le processus q au temps
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t est une combinaison des états des deux processus au temps t de sorte que les deux canaux de p
et g soient ouverts en méme temps.

Ainsi nous sommes concernés par des signaux locaux de sorte que tout processus indique a
au plus un voisin sa capacité a envoyer ou a recevoir des données.

Le probleme du rendez-vous dans un réseau distribué coincide avec celui du couplage dans
un graphe. Rappelons la définition d’un couplage.

Définition 7.2.1. Un couplage dans un graphe simple non orient¢ G = (V,E) est un sous-
ensemble d’arétes M de E, tel que Y(e;, e,) € M?,e; Ne, € {0, e}

Définition 7.2.2. Un couplage de G est maximum si aucune aréte ne peut étre ajoutée sans violer
la contrainte de la définition 7.2.1.

Un couplage de cardinalité maximale est un couplage maximal ; I’'inverse n’est pas vrai. La
cardinalité maximale s’appelle nombre de couplage.

7.2.1 DL’Algorithme

Nous considérons une variante du protocole de communication décrit dans [FR80] (section
3.1 p. 377-378). Le méme genre de messages de commande pour négocier des communications
est employé dans [Dem98]. Notre solution est symétrique et entierement distribuée.

Procédure HS
Tout processus p exécute pendant chaque tour (une unité de temps) les instructions suivantes :

Le processus p génere t,(q) : une variable aléatoire (v.a.) choisie uniformément dans [’inter-
valle réel [0, 1] pour tout voisin q;
Le processus p attend jusqu’a ce que l’un des trois événements suivants se produise :

e precoit 1 d’un voisin r; p envoie 0 a tous ses autres voisins.
(* Il y a rendez-vous entre p et r. ¥)

o 1 =1,(q) et pn’arecu aucun message de q; p envoie 1 a q et 0 a tous ses autres voisins.
(* Il y a rendez-vous entre p et q. *)

o r=1.
(* Le tour se termine sans participation de p a un rendez-vous.*)

Losqu’un processus recoit 0 via une de ses portes, le rendez-vous assigné a cette porte est
annulé.

Remarque 7.2.1. Puisque le temps est continu, nous sommes assurés et avec une probabilité 1
que seulement un de ces événements se produira.
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7.2.2 Résultats et travaux précédents

Le reste de ce chapitre sera consacré a I’analyse de la procédure HS. Nous commencgons
d’abord par étudier le nombre moyen de rendez-vous, celui-ci n’est que la moyenne de la taille
du couplage obtenue. A ce stade, nous donnons une formule récursive qui pourrait étre employée
pour calculer ce nombre en général, c’est-a-dire pour tout graphe. Nous donnons aussi des formes
serrées ou des valeurs asymptotiques pour quelques familles intéressantes de graphes.

Pour les graphes aléatoires de degré moyen constant ¢, quand la taille tend vers 1’infini,
nous montrons que la probabilité pour qu’un rendez-vous ait lieu sur une aréte donnée tend vers
1/(1 + o).

Souvent, I’efficacité d’un algorithme n’est connue que de manicre asymptotique, c’est-a-
dire pour de grandes valeurs du parametre n, alors que pour une utilisation dans des conditions
réalistes de 1’algorithme, ce parametre reste de taille modérée. Nous considérons le rapport d’ef-
ficacité, qui est le rapport entre I’espérance du nombre de rendez-vous et le nombre de couplage
(couplage de cardinalité maximale). Pour des graphes en général ce rapport est au moins 1/2 et
cette borne ne peut pas €tre plus petite a cette valeur. Pour les arbres nous trouvons une borne
inférieure 1égerement supérieure a 136/177 ou environ 0.768, que nous conjecturons €tre opti-
male ; une famille de graphes appelée mille-pattes a un rapport d’efficacité asymptotique environ
0.769.

Nous comparons notre algorithme avec celui proposé par [RS82] (p. 225) et analysé dans
[MSZ03a]. Dans un graphe quelconque, une aréte a au moins la méme probabilité d’€tre choisie
par le nouvel algorithme, comme c’était le cas avec le précédent. Ceci implique que la taille
des couplages donnée par le nouvel algorithme domine celle fournit dans [MSZ03a], a la fois
dans I’espérance et dans la distribution. Pour certains graphes tels que les graphes complets, la
différence est considérable.

Un algorithme semblable a été présenté par [HKPO1] pour traiter le nombre de couplages
dans les graphes. Cependant, nos investigations divergent dans leurs buts et leurs analyes.

7.3 Nombre de rendez-vous

[algorithme commence par générer uniformément 2|E| variables aléatoires réelles indépen-
dantes (v.a) dans 'intervalle réel [0, 1] : une variable aléatoire pour chaque demi aréte. Nous
supposons que les (2|E|)! permutations sur I’ensemble de ces nombres réels ont la méme proba-
bilité. C’est I’hypothese principale sur laquelle se base la suite de notre analyse.

En effet, pour maintenir cette hypothese, nous devons tout simplement postuler que, pour
chaque aréte e = {u, v} dans G, I’algorithme produit deux v.a. continues X,(u) et X.(v), qui cor-
respondent a #,(v) et a #,(u) dans la description de I’algorithme, supposons que ces v.a. associées
aux arétes soient toutes indépendantes. Le premier rendez-vous a lieu sur une aréte e = {u, v}, si
au moins une des deux v.a. associées, X,(u) ou X.(v), est minimale dans le graphe entier. Ainsi,
pour le premier rendez-vous sur G, toute aréte a la méme chance 1/|E| d’étre choisie.
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L attribution du premier rendez-vous aux sommets u et v sur ’aréte {u, v}, implique que
ces deux sommets et leurs arétes d’incidentes sont enlevées du graphe. L’algorithme continue
a s’exécuter sur le graphe résiduel (préservant les générations aléatoires des arétes restantes)
jusqu’a ce qu’aucune aréte ne demeure dans I’ensemble des arétes du graphe. Le nombre de
rendez-vous dans un tour est tout simplement le nombre total d’arétes auxquelles des rendez-
vous sont assignés. Nous notons par R(G) ce nombre. C’est une v.a. entiere. Elle prend la valeur
0 avec probabilité 1 si E = 0, la valeur 1 avec probabilité 1 si |[E| = 1. En général, elle prend
une valeur de I’ensemble de toutes les cardinalités des couplages maximaux dans G, avec une
certaine probabilité.

Il semble utile de noter le fait suivant qui s’avere facile a prouver :

Fait 7.3.1. Soit le premier rendez-vous assigné a l’aréte e = {u,v}. Soit G, = (V', E") le graphe
obtenu en enlevant du graphe G les sommets u et v et toutes leurs arétes incidentes. Alors, toutes
les 2|E’|)! permutations des v.a. générées (une v.a. pour chaque demi aréte) dans G, condition-
nées par le fait que X,(u) ou X,(v) est minimale dans le graphe entier, ont la méme probabilité
1/(2|E'|)!. Ceci signifie que pour préserver I’hypothese initiale sur le nouveau graphe, aucune
autre génération aléatoire n’est nécessaire, et par conséquent, ils peuvent étre identifiés avec les
2|E’))! valeurs générées restantes.

Ce fait nous autorise a calculer récursivement la distribution de probabilité de R(G). Ainsi,
soit G = (V, E) un graphe. Si E = (), nous avons R(G) = 0. Nous pouvons aisément prouver la
proposition suivante.

Proposition 7.3.1. Soit G = (V, E) un graphe avec n = |V| > 2 et m = |E| > 1. Nous avons alors

(10) Pr(R(G) = k) = % Z PrR(G,) =k—1), Yk > 1.

ecE

Il convient de noter que pour m > 1, cet algorithme permet d’avoir au moins 1 rendez-vous
avec probabilité 1 dans un tour alors que ce n’est pas le cas dans [MSZ03a].

Dans le cas d’un graphe complet de taille n, nous avons avec probabilité 1, R(G) = [ 7].

Dans le cas d’un graphe en étoile de taille n > 2, nous avons avec probabilité 1, R(G) = 1.

Dans le cas d’une double-étoile de taille n > 4, la Fig. 19, nous avons avec probabilité 1,
R(G) =n/2.

Soit G le graphe de la Fig. 20. Un simple calcul donne :
Pr(R(G) =1) =1 et Pr(R(G) =2) = %.

Soit maintenant la v.a. M,(G). Elle vaut 1 s’il y a rendez-vous sur une aréte et vaut O sinon et
ce pour toute aréte e = {u, v} du graphe G = (V, E) (dans un tour). La v.a. R(G) peut étre écrite
comme la somme ).z M.(G). D autre part, nous avons :

Proposition 7.3.2. Soit F(e) I’ensemble des arétes de G non incidentes aux extrémités de I’aréte
e. Lav.a. M, (G) peut étre caractérisée récursivement par

(11) PriM . (G)=1) = % + 1 Z Pr(M.(Gy) = 1).
feF(e)
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FiG. 19 — Double-étoile

b

d

Fic. 20 — Un graphe simple

Dans [MSZ03a], les auteurs proposent et analysent un algorithme probabiliste basé sur le
choix uniforme d’un sommet voisin :

MSZ procédure

Chaque sommet exécute en boucle les actions suivantes :
e e sommet v choisit au hasard un de ses voisins c(v) ;
e e sommet v envoie 1 a c(v);
e [e sommet v envoie 0 a ses voisins différents de c(v);

o e sommet v recoit les messages de tous ses voisins.

(* il y a un rendez-vous entre v et c(v) si v recoit 1 de c(v) *)

A chaque fois que deux sommets voisins se choisissent mutuellement, il y a rendez-vous
entre les deux sommets. La probabilité d’un rendez-vous sur une aréte e = {u, v} dans un tour en
appliquant MSZ-algorithme est égale & —L—, o1 d(u) et d(v) sont respectivement le degré du

. d(u)d(v)’
sommet u et celui du sommet v.

La proposition suivante montre que notre algorithme est plus efficace que MSZ-algorithme.
En effet, la probabilité d’avoir un rendez-vous sur une aréte donnée par le nouvel algorithme est
supérieure ou égale a la probabilité du méme événement dans 1’algorithme précédent.
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Proposition 7.3.3. Soit e = {u, v} une aréte dans G = (V, E). Nous avons

PriM.(G)=1) >

dwyd(v)

Preuve. Par induction sur m = |E|. La proposition se prouve facilement pour m = 1 et m = 2.
Supposons maintenant qu’elle soit vraie pour les graphes ayants un nombre d’arétes inférieur a
m et montrons qu’elle reste vraie pour un graphe G avec m arétes. Selon la proposition 7.3.2, la
probabilité étudiée peut s’écrire :

I 1
(12) PriM,(G)=1)= —+ — Z Pr(M.(Gy) = 1),

M R
ou G est le graphe résiduel apres la suppression de e et de toutes les arétes incidentes a ses
extrémités dans G.
Dans la somme, il y a m — d(u) — d(v) + 1 termes. Si ce nombre est zéro, alors

1 1 1

(13) mdw) +dv) — 1 = d(u)d(v)

et la proposition est prouvée. Sinon, selon 1I’hypothese d’induction, chaque terme de la somme

£ 2 N 1 4 .
est supérieur ou égal a T0do) et, par consequent :

11
(14) PAMG) = 1) 2 oot = (m = d(w) = () + Do,

I est alors facile de montrer que la derniére expression est supérieure ou égale 3 ———.
d(u)d(v)

En fait dans la majorité des cas, la probabilité d’avoir un rendez-vous sur une aréte par le
nouvel algorithme, est sensiblement plus grande que celle trouvée dans [MSZ03a]. En effet, il
est possible de construire des exemples simples dans lesquels d(u)d(v) est beaucoup plus grand
que m et, par conséquent, la borne inférieure grossiere % pour Pr(M.(G) = 1), dépasse la valeur

1

duyd(v)*

7.3.1 Espérance mathématique du nombre de rendez-vous

Dans un algorithme distribué probabiliste, un parametre important qui mesure 1’efficacité est
I’espérance du nombre d’événements qui peuvent se produire pendant un tour de I’algorithme,
voir [MSZ03a]. Dans ce qui suit, nous étudierons ce parametre pour notre nouvel algorithme.

Notons par R(G) I’espérance mathématique du R(G). Nous avons :

R(G) = E(R(G)) = Z k.Pr(R(G) =k) = Z E(M.(G)).
k

ecE
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(E dénote I’espérance mathématique.)

Nous dérivons facilement de la proposition 7.3.3 le résultat de la proposition suivante.

Proposition 7.3.4. Pour tout graphe, I’espérance mathématique du nombre de rendez-vous dans
MSZ-algorithme n’excede pas celle du nouvel algorithme.

Considérons quelques exemples particuliers.

1. Graphes complets. Pour le graphe complet K,, de taille n, nous avons R(K,) = [5]. Com-
paré avec I’espérance du nombre de rendez-vous dans un tour pour I’'MSZ-algorithme, qui est
n/2(n — 1), pour K,,, n > 2, nous concluons que le nouvel algorithme est beaucoup plus efficace.

2. Etoiles. Si G est un graphe en étoile de taille n > 2, nous avons R(G) = 1.
3. Double-étoiles. Pour une double-étoile (la Fig. 19) de taille n > 4, nous avons R(G) = n/2.

4. Chaine. Comme dernier exemple, nous considérons des chaines et nous calculons I’espérance
asymptotique du nombre de rendez-vous pour ces graphes. Soit G, = (V,, E,) une chaine telle
que |V,| = n, et soit R, = ﬁ(Gn) I’espérance du nombre de rendez-vous dans G,. Nous avons le
lemme suivant :

Lemme 7.3.1.

1. L’espérance du nombre rendez-vous dans les chaines satisfait la récurrence :

n—-2
2
Vn>2, R, =1+ ZR,-ezRO:Rlzo.
i=0

n—1+4

2. Si nous notons par R(z) la fonction génératrice ordinaire (FGO) définie par
R(2) = Yz Ra?"s alors R(z) = z(1 = e72)/(2(1 = 2)%).

Preuve. La premiere clause est triviale. En revanche, pour prouver la seconde, nous dérivons de
la clause (i) la récurrence suivante :

n—1 2 1

(15) R, = R, + =R, | +—.
n n

Les séries génératrices permettent bien de résoudre les équations récurrentes non homogenes a
coefficients variables. Maintenant, une simple transformation de 1’équation ci-dessus aux fonc-
tions génératrices ordinaires FGO correspondantes nous ramene a 1’équation différentielle sui-
vante :

2

Z
1-7

(16) 21 -2R(2)—(1—z+2)R(2) =



7.3. NOMBRE DE RENDEZ-VOUS 101

La résolution de I’équation récurrente (15) revient a résoudre 1’équation différentielle sous-
jacente (16) qui est moins complexe (les ouvrages [AGO0S, Lav05] donnent une bonne vue sur la
résolution d’équations récurrentes). L’équation différentielle (16) admet pour solution la fonction

A7) R(z) = 2(1 = 7)/(2(1 = 2)%),

Remarque 7.3.1. Cette fonction génératrice est semblable a la fonction génératrice correspon-
dante au probleme “Seating Arrangement Problem” proposé et résolu par Flajolet dans [Fla97].

La FGO présentée dans le lemme précédent peut étre utilisée pour trouver I’expression ex-
plicite du terme R,,. En effet, un simple calcul mene a :

n—1 i
1 (_1)n+121 )
(18) R, = E;T(n—z).
La valeur asymptotique de R, nous donne une expression simplifiée de I’expression précédente.
Ainsi, nous avons :

Proposition 7.3.5. La valeur asymptotique de R, est donnée par :

(19) R, ~ (- e_z)g = 0.432332n lorsque n — oo.

Preuve. Pour calculer la valeur asymptotique de R, nous utilisons la méthode de Bender pré-
sentée dans [Fla97]. R(z) peut étre écrite comme un produit de deux fonctions génératrices
R(z) = a(z)b(z) avec a(z) = 1 —e > et b(z) = 2(%2)2 La fonction génératrice a(z) est partout
convergente et la fonction génératrice b(z) a § = 1 comme rayon de convergence. Par consé-
quent, b(z) = Y50 22" et az) = X, — 27", et b(z) satisfait

n!

bn—l

(20) b,

— B =1quand n — oo,
les coefficients du produit R(z) = a(z)b(z) sont donnés par

21 [Z'1R(z) =R, ~ a(1)b, = (1 — e‘z)g = 0.432332n lorsque n — co.

Dans MSZ-algorithme, le nombre de rendez-vous dans une chaine est donné par (n+1)/4. Par
conséquent, dans le cas des chaines, ce nouvel algorithme est plus efficace que MSZ-algorithme.
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7.3.2 Impact de I’insertion des arétes

Dans cette section, nous nous intéressons a 1’effet de 1’ajout ou de la suppression d’arétes

dans un graphe. Pour comprendre cet impact, nous proposons de 1’étudier sur un exemple. Nous
considérons 1’étude de I’espérance du nombre de rendez-vous pour les graphes de la figure 21 :
le graphe de base est le graphe G, le graphe G, est obtenu a partir du G; par élimination de
I’aréte du milieu alors que le graphe G5 est le graphe obtenu par I’insertion d’une nouvelle aréte
dans Gj.
Dans le graphe G, nous pouvons avoir soit un seul rendez-vous sur I’aréte du milieu avec pro-
babilité 1/5, soit deux rendez-vous sur les arrétes de face non voisines et comme il y a deux
possibilités d’avoir ces deux rendez-vous, chacune d’elle est obtenue avec une probabilité égale
a4/s.

Un calcul simple donne pour le graphe G; :
R(Gy) = Pr(R(G)) = 1) + 2 x Pr(R(G,) =2) = 1/5+2x4/5=9/5

et pareillement R(G») = R(G5) = 2.

G

; G

2 G

3

Fic. 21 — Trois graphes connexes ayants le méme nombre de sommets.

Ces exemples prouvent que I’impact d’insertion d’arétes dans un graphe connexe n’a pas un
effet monotone sur 1’espérance du nombre de rendez-vous.

7.3.3 Impact d’une extension

Dans la section précédente nous avons prouvé que I’insertion d’arétes dans un graphe peut
entrainer un effet négatif sur I’espérance du nombre rendez-vous. La question qui surgit naturel-
lement est la suivante : “quel sera ’impact d’une extension ?”, c’est-a-dire, quel sera I’impact
sur I’espérance R(G) lorsque des nouveaux sommets et des nouvelles arétes sont ajoutés. Les
arétes ajoutées sont entre les nouveaux sommets et les sommets initiaux.

Bien que I'effet semble étre positif, la preuve n’est pas évidente. La proposition suivante
montre que I’impact est non négatif et il est au plus 1 pour I’insertion d’un sommet.
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Proposition 7.3.6. Soit G = (V,E) un graphe et G’ un graphe obtenu a partir de G par ajout
d’un nouveau sommet x et zéro ou plusieurs arétes entre x et les sommets de G. Nous avons :

R(G) < R(G') < R(G) + 1.

Preuve. Par récurrence sur n = |V|. Pour n = 0 la proposition est évidente. Supposons qu’elle
soit vraie pour des graphes de taille moins que n et prouvons qu’elles reste vraie pour un graphe
G de taille n. Soit e la premiere aréte sur laquelle un rendez-vous a eu lieu dans G’. Nous avons
deux cas; selon que x soit une extrémité de e ou non.

Pour prouver cette proposition, il suffit de montrer que les inégalités ci-dessus sur les valeurs
d’espérances, conditionnées par le fait que les événements &; et &, suivants soient maintenus.

1. Evénement &;. Soit e = {x, v} pour tout v € V. Nous avons d’une part I_Q(G’L&) = R(G' )+
1 et d’autre part formulée par I’hypothese de récurrence, R(G’,) < R(G) < R(G’,) + 1. Ceci
donne R(G) < R(G'/&1) < R(G) + 1.

2. Evénement &,. Soit ¢ une aréte de G. Notons que, sous cette condition, tous les sommets
de G ont la méme chance 1/|V| d’€tre une extrémité de e. Maintenant, selon I’hypothese
d’induction R(G,) < R(G’,) < R(G,) + 1, conditionnée par le choix d’une aréte quelconque
e € E.Or, R(G) est la valeur moyenne de R(G,)+1etR(G' /&) estla moyenne de R(G’)+1,
Ve € E. Par conséquent, R(G) < R(G'/&,) < R(G) + 1.

7.3.4 Espérance asymptotique du nombre de rendez-vous dans les graphes
aléatoires

Nous considérons ici des graphes aléatoires de degré moyen ¢ > 0. Nous calculons d’abord
la valeur asymptotique de la probabilité d’avoir un rendez-vous sur une aréte donnée du graphe.
Soit G un graphe aléatoire de taille n dont le degré moyen est c. Dans ce modele, la probabilité
que deux sommets distincts soient liés par une aréte est ¢/(n — 1), de sorte que le degré moyen
soit c. Ainsi le modele considéré est semblable au modele de probabilités constantes exposé
dans [BolO1], dans lequel le degré moyen demeure borné. Soit {a, b} une aréte existante entre
deux sommets a et b d’un graphe aléatoire G.

Le but principal de 1’étude présentée ici est de dériver une expression asymptotique de la
probabilité P(n, c) de rendez-vous sur une aréte {a, b}. D’abord nous considérons un modele sim-
plifié, appelé modele d’arbre, dans lequel cette probabilité, pour une aréte {a, b}, est asymptoti-
quement proche de celle du graphe aléatoire initial. Dans le modele d’arbre, le graphe contient
une aréte {a, b} et deux arbres dirigés aléatoires disjoints enracinés en a et b. Dans ces deux
arbres, un sommet v choisit son degré sortant de telle sorte a avoir la valeur moyenne ¢ + o(1)
et ce en ajoutant une aréte a chacun des n — 2 nouveaux sommets, indépendamment et avec une
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probabilité égale a ¢/(n — 1) pour chacun. Ce modele est différent du modele initial du graphe
aléatoire par le fait que, tout simplement, tous les nouveaux sommets potentiels sont distincts;
dans le modele de graphe en général, les nouveaux sommets potentiels sont tous des sommets du
graphe autres que v et qui n’étaient pas déja reliés a v. Le processus est effectué seulement sur
un sommet v tel que les arétes ajoutées en v peuvent influencer sur le résultat de 1’algorithme sur
I’aréte {a, b}.

Pour simplifier le résultat principal de P(n, c), nous montrons d’abord quelques lemmes.

Lemme 7.3.2. Avec une probabilité tendant vers 1 les arbres construits ci-dessus sont finis.

Preuve. La probabilité qu'une aréte e = {a, b} participe a un couplage dépend de la plus petite
variable aléatoire X,(a) et X.(b) avec une distribution non-uniforme. Pour simplifier la discussion
nous définissons une variable aléatoire z, égale a

Primin(X.(a), X.(b)) < min(Y,Z)],

ou Y et Z sont des variables aléatoires indépendantes qui ont la méme distribution que X,. z, est
uniformément distribuée sur [0, 1] et entre deux arétes e et f, e sera choisie si z, > z¢. Supposons
que v est a ’extrémité d’une chaine vy = b, vy, vy, ..., v, = v, alors ’aréte {v,_;, v} peut influencer
sur le résultat en {a, b} seulement si elle est choisie de fagcon a empécher {v;,_,, v,_;} d’étre pris
au rendez-vous, sinon ’aréte {v;_,, v,_1} aurait été choisie empéchant ainsi {v;_3, v;_»}, etc. Ceci
peut se produire i Zy, vt > Lol > Zvevy) qui @ une probabilité de 1/A!. Or I’espérance du
nombre des sommets v qui sont a une distance & de a ou b est 2¢” et donc la probabilité que I’'un
d’eux influence I’aréte {a, b} est au plus 2c"/h!, cette quantité tend vers 0. De ce fait, choisissons
h suffisamment grand mais qui croit lentement avec n. Soit 2~ = Inlnn, la troncation de I’arbre
a ce niveau donne une probabilité 1 — o(1) d’avoir la méme probabilité de choisir {a, b} comme
c¢’était le cas dans I’arbre non-tronqué.

O

Le lemme suivant donne une limite de la probabilité qu’une aréte donnée n’est pas inhibée
d’étre choisie.

Lemme 7.3.3. La probabilité P qu’une aréte {a, b} n’est pas inhibée dans le modeéle d’arbre tend
vers 1/(1 + ¢) quand n — oo.

Preuve. Nous considérons d’abord des graphes possédant I’aréte {a, b} et seulement un arbre
aléatoire construit selon la description ci-dessus a partir de b. Dans un tel arbre tronqué avec
un & suffisamment grand, 1’aréte {a, b} a la probabilité p, de ne pas étre inhibée et pour tout x
(0 < x < 1), fu(x) est la probabilité conditionnelle que z est plus grand que x sachant que {a, b}
n’est pas inhibée, ol z est la v.a. définie dans la preuve du lemme 7.3.2. Toute aréte {b, c;} laissant
b a une probabilité p,_; de ne pas étre empéchée par une aréte en dessus d’elle dans 1’arbre et
elle a une probabilité f,_;(x) d’avoir son z plus grand que x conditionnée sur cet événement.
Par conséquent, si z(,5 = X, la probabilité que I’aréte {a, b} ne soit pas inhibée est ~ [ (1 —
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(epn-1fr-1(x))/(n — 1)). Ceci nous donne

1
D~ f P11 () g
0

! e~ Pi-1fi-1(0) g x

et

) = :

Ph

1
p:f e PS gy
0

fl e_Lpf(x)dx
y

La limite lorsque & — oo donne

fo) =

f satisfait les conditions de bornes f(0) = 1 et f(1) = 0.

Ces équations admettent comme solution f(x) = In(1 + ¢ —cx)/In(1 + ¢) et p = In(1 + ¢)/c
de sorte que e~P/@ = 1/(1 + ¢ — cx).

Maintenant, nous pouvons considérer la probabilité P que I’aréte {a, b} ne soit pas empéchée.
En mettant en évidence la possibilité qu’elle soit empéchée par une aréte incidente a a ou b, nous

avons P = fol e XPIM gy = fol(l +c—cx)2dx=1/(1+c).

Le résultat principal sur les graphes aléatoires considérés dans cette section est donné par le
théoréme suivant :

Théoreme 7.3.1. La probabilité P(n, c) qu’un rendez-vous ait lieu sur une aréte existante {a, b}
dans un graphe aléatoire G, avec un degré moyen c et de taille n, tend vers 1/(1 + c), lorsque
n— oo.

Preuve. En vertu des lemmes précédents, il suffit de montrer que les probabilités limites sont
les mémes pour le graphe aléatoire et 1’arbre. Dans une boule de rayon /4 autour de {a, b} ces
probabilités sont les mémes dans les deux modeles a moins que deux sommets distincts d’arbres
enracinés en a et en b s’averent étre le méme sommet. Puisque I’espérance du nombre de paires
d’arbres est O(1)", qui est (Inn)°", la probabilité que ceci se produise est (Inn)°V/n = o(1),
donnant ainsi la probabilité P + o(1) pour le modele de graphe. Ceci établit le théoreme.

O

Soit R(n, c) I’espérance du nombre de rendez-vous dans le graphe aléatoire considéré ici.
Nous avons :

1

Proposition 7.3.7. R(n, ¢) a la valeur asymptotique 5(1 — 1~

), quand n — oo.
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Preuve. Nous pouvons directement montrer cette proposition en utilisant le théoreme ci-dessus
et le fait que le nombre moyen d’arétes incidentes a un sommet est c.

O

Nous considérons maintenant un autre modele de graphe aléatoire avec un nombre d’arétes
déterminé m = cn/2 (voir le modele G(n, m) dans [BolO1]). La proposition suivante montre qu’en
maticre de rendez-vous sur des arétes, les deux modeles de graphes aléatoires sont asymptoti-
quement équivalents.

Proposition 7.3.8. Dans le modele de graphe aléatoire G(n, m) avec m = cn/2, la probabilité
P(n, c) qu’une aréte donnée ne soit pas inhibée tend vers 1/(1 + c).

Preuve. Nous montrons que le nouveau modele de graphe aléatoire (en utilisant la méme source
de nombres aléatoires dans les deux cas) réalisera la méme boule de rayon & autour de I’aréte
{a, b} avec probabilité 1 — o(1), de sorte que les probabilités limites dans les deux modeles soient
identiques. La différence entre les boules de rayon 4 dans les deux cas est que le modele de
probabilité constante ajoute toujours une aréte candidate avec probabilité c/(n — 1), alors que
le modele de nombre d’arétes fixe ajoute une aréte candidate avec probabilité m’/p’ ou m’ est
le nombre d’arétes nécessaires restantes et p’ est le nombre de paires de sommets restants ; les
paires qui peuvent étre considérés.

Nous notons, d’abord, qu’avec une probabilité égale a 1 — o(1), le modele de probabilité
constante ajoute un nombre de sommets deux fois plus grand que I’espérance du nombre de
paires qui est donc (In n)°W,

Maintenant nous pouvons ignorer les cas qui sont plus que (In7)?) sommets dans les arbres.
Cependant, nous déduisons que chaque aréte potentielle est ajoutée avec une probabilité égale
a c/(n — 1) ou avec une probabilité entre cn/(n> — n(Inn)°?) et c(n — n(Inn)°?/n?) selon le
modele considéré. Ainsi, la différence entre les probabilités dans les deux modeles pour toute
aréte considérée est (In 7)™ /n?. Pour toutes les arétes potentielles, la somme de ces différences
est (Inn)°Y/n = o(1). Par conséquent, la probabilité que les deux processus aléatoires donnent
des boules différentes de rayon 4 est o(1) de sorte que les mémes probabilités limites de 1/(c+ 1)
soient aussi maintenues pour le modele du nombre d’arétes fixé.

O

7.4 Efficacité de I’algorithme

Dans la section précédente nous avons comparé le nouvel algorithme a 1’algorithme de
[MSZ03a] en termes d’espérance du nombre de rendez-vous. Cependant, il est a noter que cette
mesure de performance est relative. En effet, considérons le cas simple de graphes en étoiles ;
I’espérance du nombre de rendez-vous n’est pas plus que 1, en dépit de la taille de 1’étoile.
Ceci ne signifie pas que I’algorithme est inefficace, 1’étoile ne permet pas d’avoir un nombre de
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couplages plus grand.

Nous rappelons I'efficacité de I’algorithme probabiliste de rendez-vous présentée dans
[MSZ03a]. Soit A un algorithme probabiliste quelconque de rendez-vous sur des graphes. Son
efficacité sur un graphe G = (V, E), avec E # (), est le rapport

Ra(G)

Aa(G) = ———,

A6 =25

ott R#(G) est I’espérance du nombre de rendez-vous dans un tour, toutes les fois que A est
appliqué a G, et K(G) est le nombre de couplage dans G.

Selon cette définition I’efficacité de notre algorithme est 1 pour les graphes complets, les
étoiles et les double-étoiles. Elle est asymptotiquement 1 — e~ pour les chaines.

Dans la suite de cette étude de I’ efficacité nous cherchons a trouver une borne inférieure géné-
rale de I’efficacité de I’ algorithme, ¢’est-a-dire une borne pour la classe de tous les graphes. Cette
borne inférieure s’avere étre serrés. Dans le cas des arbres (réseaux peu connectés), 1’étude sui-
vante prouve que 1’algorithme réalise une meilleure performance, ayant une efficacité supérieure
a3/4=0.75.

7.4.1 Borne inférieure de I’efficacité dans le cas général

Rappelons-nous d’abord que I’efficacité de MSZ-algorithme pour un graphe complet K,, est
asymptotiquement 1/n et donc, cet algorithme n’admet pas une borne inférieure positive sur
la classe de tous les graphes. Nous montrons que notre algorithme sur cette classe réalise une
efficacité au moins 1/2.

Proposition 7.4.1. Pour tout graphe non vide G, A7(G) > %
Preuve. Il suffit de voir que la taille du couplage maximal dans G est au moins la moitié de
n’importe quelle autre taille de couplage.

O

Remarque 7.4.1. La preuve directe de la proposition montre qu’avec probabilité 1, le nombre
de rendez-vous est au moins la moitié du nombre de couplage (performance idéale).

Nous montrons a présent que la borne inférieure 1/2 de I’efficacité de 1’algorithme sur tous
les graphes est la borne la plus serrée.

Proposition 7.4.2. I existe une suite de graphes G, de taille 4n, telle que I’ efficacité sur G, tend
vers 1/2, quand n — oo.

Preuve. Pour prouver ceci, nous considérons un graphe G(n, n,) avec 2n; + 2n, sommets dans
VU UU WUX» Ol\l V = {Vl,Vz,"' ’an}’ U = {MI’MZ"“ ’unz}’ W = {WI’WZ"“ ’Wnl} etX =
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{x1,x2,--+,x,}. Pourtout I <i<njetl <j<nilyadesar€tes {v;, w;}, {w;, u;} {uj, x;}, voir
la Fig. 22.

Fic. 22 — Un graphe G(4, 3).

Il est facile de voir que K(G(ny, ny)) = n;+n,, et si nous dénotons par E(ny, n,) I’espérance du
nombre de rendez-vous dans G(n;, n,), un calcul direct mene a la formule récurrente suivante :

E(n,0)=E0,n)=n et
E(ny—1,n,— 1)+ mE@m, — 1,n) + mE(n,n, — 1
E(nl,nz):1+nln2 (m n; )+ n E(ny ny) + mE(n, ny ), pour i,y > 1.
mny +ny +ny

Ainsi, pour n; = n,, un simple raisonnement donne :

2n
n?+2n

E(n,n) < 1+En-1L,n—1)+

Par conséquent, E(n,n) = n + o(n). Maintenant soit G, = G(n, n), nous avons : K(G,) = 2n et
donc le théoreme est prouvé.

7.4.2 Borne inférieure de ’efficacité dans le cas des arbres

Nous terminons cette étude en donnant une borne inférieure de I’ efficacité de notre algorithme
appliqué aux arbres. Pour une classe de graphes appelée mille-pattes, 1’algorithme réalise une
efficacité 1égerement plus grande que la borne inférieure. Nous ignorons s’il existe des graphes
pour lesquels I’efficacité s’approche plus de la borne inférieure. Pour simplifier la preuve du
théoreme principal, nous présentons d’abord quelques lemmes préliminaires et nous avons aussi
besoin de quelques définitions.

Définition 7.4.1. Un C—arbre est un arbre dans lequel trois sommets distincts x, y et z sont tels
que {x, y} et {x, z} sont des arétes et y et z sont des feuilles.

Pour toute aréte e = {x, y} dans un arbre, soit #(e) le nombre d’arbres non-vides de la forét
obtenue suite a la suppression de 1’aréte e et de toutes les autres arétes incidentes a x ou y. Pour
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un arbre T, Forests(T) dénote le multi-ensemble de toutes les occurrences d’arbres non-vides
de toutes les foréts résultantes apres la suppression d’une aréte e = {x,y} et des autres arétes
incidentes a ses extrémités x et y.

Lemme 7.4.1. Si T est un C—arbre de m arétes, la somme de t(e) sur toutes les arétes e dans T
est au moins 2m — 4 + Y,y dv)(d(v) — 1)/6 oit H est I’ensemble de tous les sommets de T de
degrés strictement supérieur a 3.

Preuve. Tout C—arbre peut étre construit en commencant par une chaine de trois arétes et en
ajoutant a plusieurs reprises de nouvelles arétes de 1’une des trois manieres suivantes :

1. Ajouter une nouvelle aréte liant une feuille existante v a un nouveau sommet.
2. Ajouter une nouvelle aréte qui relie un sommet v de degré 2 a un nouveau sommet.
3. Ajouter une chaine de longueur 2 a un sommet existant v de degré au moins 2.

Dans le second cas, il n’y a aucune aréte entre v et une feuille tandis que dans le dernier cas, il
y en a au plus une. La conclusion du lemme est vraie pour la chaine initiale (m = 3 et },(t =
2) = 2m — 4). Nous montrerons par récurrence que le lemme reste vrai pour tout le procédé de
construction que nous avons décrit.

1. La nouvelle aréte e est telle que #(e) = 1. H et ¢ de toute aréte existante sont inchangés a
I’exception des arétes de distance 1 de v pour lesquelles ¢ est incrémenté de 1. Ainsi, la
somme ), t augmente au moins de 2.

2. Lanouvelle aréte e est telle que #(e) = 2. H et tous les autres ¢ sont inchangés. Encore dans
ce cas, la somme ) t est augmentée de 2.

3. Soit D le degré de v apres 1’ajout. Les deux arétes de la chalne ajoutée ont des ¢ égaux
aletD—1o0uD -2 arétes. Les D — 1 arétes qui étaient adjacentes a v ont leurs ¢
incrémentés par 1. Par conséquent, )’ ¢ est augmentée d’au moins 2D —2. Si D = 3, )’ test
augmentée de 4 et H reste inchangé; si D = 4,  t est augmentée de 6 et v entre dans H
avec d(v)(d(v)—1)/6 = 2 sinon, v reste dans H avec d(v)(d(v)—1)/6 augmenté de (D—1)/3.
Dans tous les cas I’augmentation de )’ ¢ est au moins 4 (pour les deux arétes ajoutées) plus
I’augmentation de ). d(v)(d(v) — 1)/6.

O

Lemme 7.4.2. Le nombre d’occurrences dans Forests(T) de sous-arbres isomorphes a une
3—chaine (sommets a, b, c,d et arétes {a, b}, {b, c},{c,d}) est au plus le nombre d’occurrences
d’arbres T avec K(T) = 1 plus ),y d(v)(d(v) — 1).

Preuve. Considérons une 3—chaine a, b, c, d ; elle est liée au reste de I’arbre par I’intermédiaire
d’une aréte qui peut €tre soit {a, x} soit {b, x}. Dans chaque cas, il y a deux arétes dont la
suppression (avec leurs arétes incidentes) laisse un arbre ¢,d ou b, c,d avec K(T) = 1. Cette
3—chaine est produite (comme un élément de la forét) seulement par la suppression de toute
autre aréte incidente a x. Soit d(x) le degré de x. Si d(x) < 3, il y a au plus deux occurrences
de cette chaine dans Forests(T). Autrement, pour les d(x) arétes incidentes a x, chaque aréte
produit au plus d(x) — 1 occurrences de 3—chaines dans Forests(T), soit pour un total de
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d(x)(d(x) — 1). Maintenant, une somme sur tous les sommets x liés aux occurrences de la
3—chaine nous donne le résultat. |

Lemme 7.4.3. Tout arbre T avec K(T) > 3 a au moins quatre occurrences dans Forests(T)
d’arbres T avec K(T) = 1.

Théoreme 7.4.1. Le cardinal moyen des couplages trouvés par 1’algorithme pour un arbre T
(autre qu’une 3—chaine) est au moins cK(T) out K(T) est le nombre de couplages de T et ¢ =

136/177 ~ 0.76836.

Preuve. Nous montrerons par récurrence que pour un arbre T’ ayant K(T) = m, R(T) > cm + d
ot d = 9/59, 4 I’exception d’une 3—chaine T pour laquelle nous savons que R(T) = 5/3 et
K(T) = 2; d’ailleurs nous savons que si K(7') = 1, alors R(T) = 1. Considérons un couplage
maximal M,,,, sur T et le sous-arbre minimal S de T contenant toutes les arétes de M,,,..
Notons que S est un C—arbre. Il suffit maintenant de montrer notre affirmation pour S puisque
nous savons que R(S) < R(T) et K(S) = K(T). Soit m = K(S) ; nous savons que S contient au
moins 2m — 1 arétes. Nous disons qu’une aréte est mauvaise si elle ne peut pas participer a un
couplage maximal ; une aréte est mauvaise si et seulement si elle est incidente aux deux arétes de
M de sorte qu’il y ait au plus m — 1 arétes mauvaises. Nous écrivons m,, et M respectivement
pour le nombre de mauvaises arétes et le nombre de toutes les arétes; M > 2m — 1. Le choix
d’une mauvaise aréte d’un couplage laisse une forét F avec K(F) égal a K(S) — 2. Ainsi, par
induction, nous avons pour chaque forét F' composée de ¢ arbres avec ) ,.r K(f) = k I'inégalité
suivante R(F) > ck + td + (1 — ¢ — d)t; + (5/3 = 2¢ — d)t, o t; est le nombre d’arbres 7 dans F
avec K(t) = 1 et t, est le nombre des 3—chaines. Notons par 7, la somme de tous les #; des foréts
obtenues lorsque chaque aréte de S et de V est choisie pour ) .5 d(v)(d(v) — 1), nous obtenons
R(S) > cm + d. En effet, nous avons :

- Mc(m—1)—myc+QM—-4+V/6)d+(1—c—d)T1 +(5/3-2c—d)T,
R(S) = 1+ M

(Lemme 7.4.1)
Mc(m—1)—c(m—1)+QM—4+V/6)d+(8/3-3c—=2d)T| +(5/3—2c—d)(T>—T)

> 1+ m
> 1+ (M—1)c(m—1)+(2M—4+V/6)d;;8/3—3c—2d)T1 +(5/3-2c-d)V

(Lemme 7.4.2))
> 1+ (M—l)c(m—1)+(2M;/;1)d+(8/3—3c—2d)T1

(coefficients positifs dans V > 0)

> 14+ (M—l)c(m—1)+(2M];[4)d+4(8/3—3c—2d)

(Lemme 7.4.3)
> 1+ (2m—2)c(m—1)+((42n’:1—_61))d+4(8/3—3c—2d)

(monotonie sur M)

= cm+d.

Comme une conséquence immédiate de ce théoreme nous avons :
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Fic. 23 — Un exemple de 9—pattes

Corollaire 7.4.1. Pour tout arbre non vide T (autre qu’une 3—chaine), nous avons :

136
>c=——,
Aal) z ¢ = 17

Pour I’instant nous ne savons pas si la borne inférieure ¢ donnée par le corollaire ci-dessus
est la plus serrée. Cependant, I’étude suivante montre que 1’écart est petit.

Les n—pattes, la Fig. 23, sont des graphes définis par I’ensemble d’arétes tel que : {(x;, y,)|0 <
i < n}U{(x;,x:1)0 < i < n}. Ils ont seulement un couplage maximal de taille n + 1. A chaque
fois qu’une aréte est choisie dans un rendez-vous, les arbres résiduels sont des x—pattes; en
conséquence, il est possible de calculer récursivement 1’espérance du nombre de rendez-vous,
noté par E,. Cette espérance est donnée par une récurrence.

L’ équation récursive qualifiant I’espérance du nombre de rendez-vous dans une n—pattes est :

E, =1+

qui peut s’écrire comme :

E() = I,El = 5/3 et
2n+1D)E, - 2n+ DE,-; - 2E, , =2, Vn > 1.

La solution explicite de cette récurrence est :

& (= 1)F12kk

1
E, =-Qn+5
29 2 o

k=1

et pour I’asymptotique nous avons :

1
E, ~ (n+5/2)1 —e_lf e’ dr)
0

Preuve. Sionposev, =E,+1,w,=v,/2n+5)etd, =w, —w,_;
on trouve 2n + 5)d,, = —-2d,_;

d, peut s’exprimer comme le produit des —ﬁ qui s’exprime tres bien avec des factoriels et

des puissances de 2. De 1a, on obtient w,, comme une somme (moins simplifiable a priori) et par
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la suite, nous on obtient £, au pire sous la forme d’une somme :

nZJrZ (_2)k+1

En = —(21’l + 5) .

4 Th2i+ 1)
k 2k+1)!

Le produit E(Zi + 1) se simplifie en 2,:;(!)' s

n+2 (—1)k+12kk!

1
L’expression, par conséquent, devient : E,, = Z(Zn +5) kTl

k=1



Chapitre 8

Diffusion dans un réseau avec un temps de
transmission aléatoire
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Dans un réseau de communication, la diffusion (broadcast) est le processus qui consiste a
envoyer un message a partir d’un noeud 2 tous les autres nceuds du réseau'. La diffusion par
inondation (flooding) est un mécanisme classique de diffusion, ou chaque nceud retransmet le
message recu a tous ses voisins. Dans le présent chapitre, nous présentons et nous analysons
un modele d’émission avec un délai aléatoire de transmission. Nous considérons des variations
ou les arétes peuvent avoir différents taux de transmission. Le délai aléatoire de transmission
considéré est le temps nécessaire pour transiter un message entre deux noeuds adjacents dans le
réseau.

8.1 Introduction

La diffusion (un-a-tous) est un probléme central de I’'informatique répartie. Elle a plusieurs
applications, par exemple 1’élection d’un chef afin de relancer le processus de ré-initialisation
ou la recherche d’une information particuliere parmi les nceuds du réseau. Elle est également
employée pour chercher un dossier ou une information dans les systemes de calcul pair-a-pair.

!On parle aussi du probléme de contamination

113
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Le probleme de diffusion est aussi 1ié au probleme de la propagation des rumeurs ou des virus
dans les réseau sociaux. Ainsi, un nceud est dit contaminé s’il connait le message initial diffusé.

La radiodiffusion est un modele de diffusion qui a été intensivement étudiée au cours de
ces dernicres années pour maintes topologies différentes et sous une grande variété de modeles
[FDRU90, DHSZ04, PP0O5]. Soit un réseau de n processeurs reliés entre eux par des liens de
communication, la diffusion est la tache ayant pour objectif de faire connaitre a tous les proces-
seurs la totalité des données connues initialement par un seul processeur, appelé initiateur. Le
lecteur intéressé pourra consulter [HHLS88].

Selon le modele de communication considéré, la diffusion pose différents types de problemes.
Elle a été étudiée sous différentes hypotheses : le mode tous ports*; le message récu est envoyé
a tous les voisins, le mode un port® ; le message recu est envoy€ a un seul voisin, les réseaux de
radio, communication synchrone ou asynchrone, liens unidirectionnels ou bidirectionnels (voir
[PPOS, HHL88] pour un apercu plus étendu).

Dans ce chapitre, nous considérons une approche de diffusion par inondation “sans visbilité*

pour diffuser des messages a travers le réseau. La diffusion sans visibilité commence par le nceud
source disséminant un message parmi ses voisins. Toutes les fois qu’un nceud recoit le message
pour la premiere fois, il envoie une copie a tous ses voisins a I’exception du noeud a partir duquel
il a recu le message. Le processus de diffusion s’aréte lorsque tous les nceuds du réseau ont recu
au moins une copie du message initial a diffuser. La situation est modélisée par un graphe de
communication, dans lequel les sommets représentent les processeurs, et les arétes représentent
les liaisons bidirectionnelles. Le modele proposé ici est enrichi par des attributs assignés aux
liens de communication qui correspondent aux délais aléatoires de transmission.

8.2 Le modele

Un graphe simple G = (V, E) non orienté représente un réseau de communication dans lequel
les sommets correspondent aux membres du réseau et les arétes correspondent aux liaisons reliant
des paires de ses membres. Dans ce chapitre, nous considérons également le mode de diffusion
(un-a-tous). Dans ce mode, toute aréte du graphe ne peut étre employée qu’une seule fois pour
envoyer le méme message, et par conséquent dans une seule direction. Autrement dit, tant que le
sommet v envoie un message a un sommet #, le sommet u# ne peut pas envoyer de message a v.

A chaque sommet, un message peut étre instantanément dupliqué en de multiples copies,
pour étre envoy€ en méme temps sur les chemins multiples du graphe.

Ici, nous associons a chaque aréte e une v.a. (variable aléatoire) X, qui représente le temps
requis pour qu’un message traverse cette aréte. Nous supposons que X, soit une v.a. exponentiel-
lement distribuée de parametre A(e) > 0 :

2all-port-mode
3one-port-mode
*blind flooding



8.3. DUREE DE LA DIFFUSION 115

Pr(X, <x)=1-e"9% Vvx>0.

Pour de tels graphes nous définissons une aréte feuille toute aréte telle que, des que cette
aréte est traversée par un message, le sommet récepteur de ce message n’expédie plus le message
recu sur aucune autre aréte ; tous ses voisins ont vu le message.

8.3 Durée de la diffusion

La durée de transmission correspond au temps nécessaire pour que les messages envoyés
traversent le réseau. Elle dépend fortement de la longueur du chemin entre deux entités commu-
nicantes. Par conséquent, pour obtenir le délai d’émission dans le réseau, il est souhaitable que
le chemin de la source a la destination soit le plus long que possible.

A ma connaissance, la diffusion n’a pas été étudiée dans le modele de transmission avec délai
aléatoire.

Notre probleme est de trouver une borne supérieure de I’espérance du temps nécessaire pour
accomplir la diffusion sous 1’hypothese que toutes les arétes ont un délai aléatoire de transmis-
sion.

8.4 Processus de Markov

Nous considérons un graphe simple, connexe et non orienté G = (V, E) et une fonction de
pondération positive A sur E. Soit un sommet de départ vy € V, le processus de la diffusion (ou
de contamination) peut €tre modélisé comme un processus de Markov en temps continu comme
suit.

L’ensemble S des états est ’ensemble de tous les sous-graphes connexes obtenus a partir de
G et contenant le sommet v : si I’ensemble des sommets contaminés a I’instant ¢ est V’, alors le
processus a atteint I’état G’ = (V’, E”), ou G’ est le sous-graphe de G induit par V.

Ce modele est théoriquement simple et la proposition suivante le caractérise entiere-
ment. Cependant, le systeme d’équations différentielles, qui fournit en principe la probabilité
d’étre dans 1’état donné, est difficile a résoudre (sauf s’il s’agit de graphes extrémement simples).

Dans la proposition suivante et pour un graphe G’ = (V', E’) € S, G, dénote I’ensemble des
arétes ayant seulement une extrémité dans G’. Pour le méme graphe et pour un sommet v de V’,
nous notons G’ (v) le sous-graphe de G’ induit par I’ensemble V’ \ {v}.

Nous supposons dans la suite que |V| > 2.
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Proposition 8.4.1. Soit {X,},cr un processus de Markov comme présenté ci-dessus. Pour un
graphe H = (V',E’) € S, soit Py(t) dénote la probabilité que X, = H a ’instant t. Nous avons :

dP ).
(i) Piwo(® = —Pve).0)(D) Z A(e),

dt e incidente a vg
... dPg(t
i) T — py) Y O+ Y Pa® Y e
4 e€H, v € H, v#vy ecH e¢ HWv)
..., dPg(1)
(i) === ) Puo(® ) Al)
veG, vEvy e¢ H(v)

avec la condition initiale P, 9)(0) = 1.

Preuve. La démonstration utilise les mémes techniques que celles utilisées dans la preuve de la
proposition 4.3.3. Elle n’est en faite qu’une adaptation de la méthode d’analyse des probabilités
de transitions entre les états voisins (voir par exemple Feller [Fel50], Chapitre X VII, section 5).

On considere 1’évolution du processus dans I’intervalle [z, # + h]. En écrivant les probabilités
pour que le processus soit dans 1’état H, a I’instant 7 + A, a partir des états le précédants a I’instant

t, on obtient pour tout état une équation qui se transforme en une équation différentielle. Ainsi
dPy(1)

dans le second membre de 1’équation qui donne figure une somme de signe positif cor-

respondant aux états qui précedent H et une somme de signe négatif correspondant aux états qui
suivent H.

O

8.4.1 Diffusion dans une chaine

Nous nous intéressons au cas particulier ou le graphe de communication G est une chaine.
Dans la suite la taille ou la longueur d’une chaine correspond au nombre de ses arétes. Soit C =
(V., E.) une chaine de longueur n. Pour toute aréte e¢;, 1 < i < n, soit X; la v.a. exponentiellement
distribuée de parametre A; assignée a e;. Soit aussi B, la durée de la diffusion d’une extrémité a
I’autre de cette chaine.

Nous avons :

Proposition 8.4.2. Si tous les A; sont différents, la v.a. B. a la densité suivante :

n n ﬂ
(x) = ( ! )A; —/l,»x.
Je(x Z:‘ l;[ P e

i=

J#i

Dans le cas ou A; = A, pour tout i, nous avons :



8.4. PrROCESSUS DE MARKOV 117

Proposition 8.4.3. B, est la somme de n variables aléatoires exponentiellement distribuées in-
dépendantes de parametre A, elle est I distribuée avec une densité :

Je(x) = %(/U)"_le”x pour x > 0,

avec une espérance B(B,) = n/A et une variance var (8,) = n/A*.

8.4.2 Diffusion dans les arbres enracinés

Le probleme devient plus complexe quand nous avons une arborescence (arbre enraciné).
Pour calculer I’espérance du temps nécessaire pour accomplir la diffusion, nous commencons
le calcul sur une aréte feuille. Cependant, a chaque sommet v, la fonction de distribution de
la diffusion peut étre exprimée comme le produit de la fonction de distribution des sous-arbres
enracinés a v.

Soit T = (Vr, E7) un arbre enraciné dans lequel un processus de diffusion prend place. Le
temps de la traversée pour chaque aréte e € E7, selon notre modele, est une v.a. ayant une
distribution exponentielle de parametre A(e).

D’abord considérons un exemple. Considérons I’arbre T'; de figure 24.

Le sommet initiateur de la diffusion est le sommet coloré en noir. Soient A, B, C et D les
v.a exponentiellement distribuées respectivement de parametres a, b, c, et d. Ces variables sont
indépendantes.

Le message diffusé est cessé d’€tre expédié a chaque sommet feuille, autre que le sommet de
départ. Nous trouvons facilement la distribution de 87 = max{A + C, B + C, D}.

Fic. 24 — Arbre T

En utilisant des propriétés bien connues sur la somme et le maximum des variables aléatoires,
nous obtenons la fonction de distribution et la valeur de I’espérance de diffusion :

C(e—at _ e—ct) C(e—ht _ e—ct) s C(e—(a+h)t _ e—ct)

F t — 1_ —dt 1_ —L‘l‘_
2 () (=) ¢ c—a c—b c—a-b>b
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et
1 1 1 1 1 1 c c
E®Bn = Z+2_c—a_c—b_c+d+c—a—b+a(c—a)+b(c—b)
_ c _ c _ c N c
(a+b)(c—a-b) (c—a)a+d) (c=-b)b+d) (c—a)c+d)
c c c

TCe-bDc+d) c-a-blatb+d) C-a-bc+d

On supposeque a # ¢, b #cetc #a+b.

8.5 Simulation de I’algorithme

Dans le processus de diffusion, un sommet souhaitant disséminer un message a travers le
graphe commence par envoyer une copie de ce message a tous ses voisins. Nous supposons
que chaque aréte e génere une v.a. exponentiellement distribuée qui détermine le temps exigé
pour qu’un message traverse cette aréte. Lorsqu’un sommet regoit le message a diffuser pour la
premiere fois, il fait suivre ce message a ses voisins, a I’exception du sommet voisin émetteur.
En effet, un sommet u traite chaque message recu d’un sommet voisin v, et si le méme message
est trouvé dans la file d’attente de transmission au sommet d’expéditeur v, il est éliminé de la
file d’attente et ne sera jamais retransmis a v. Un sommet u# peut recevoir le méme message de
plusieurs voisins avant de pouvoir le retransmettre aux voisins restants. Le nombre de messages
envoyés est donc €gal au nombre d’arétes du graphe utilisé pour la diffusion, puisque chaque
aréte est employée exactement une fois dans le processus de diffusion.

Proposition 8.5.1. Le temps exponentiellement distribué T de parametre A(e), nécessaire pour
traverser une aréte e, n’est que

-1
@ ln(x),

ou x est une v.a. uniforme de valeurs dans ’intérvalle réel [0, 1].
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Simulation des algorithmes distribués
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Dans ce chapitre nous allons présenter un outil de simulation des algorithmes distribués dont
le but est de tester, vérifier les algorithmes distribués. Cet outil cache la complexité de construc-
tion d’applications distribuées au programmeur non spécialiste. En particulier, la gestion de bas
niveau des communications est prise en charge par le simulateur.

9.1 Introduction

L’implémentation, le débogage, le test et I’expérimentation des algorithmes distribués sont
des taches assez complexes et délicates. Par conséquent, il est essentiel de comprendre les idées
algorithmiques de haut niveau, indépendamment du langage et de la plate-forme de I’implémen-
tation, pour mieux concevoir un outil qui répond au besoins spécifiés.

Plusieurs logiciels sont disponibles pour simuler les algorithmes distribués. Nous citons par
exemple : VISIDIA [BGMO1b, BGM*01a, BMMSO02, MS, MS04, Sel04], VADE [MPT98], LY-
DIAN [KPTO0O0]. A la différence de ces outils, I’outil présenté dans ce chapitre dispose d’un
environnement adéquat pour simuler des algorithmes distribués probabilistes.

Dans ce qui suit, nous allons détailler quelques caractéristiques de ces outils.

121
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VISIDIA (Visualization and Simulation of Distributed Algorithms) permet d’implémenter des
algorithmes distribués et d’animer leurs exécutions. Son interface graphique permet a 1’utilisa-
teur de créer un réseau et de prototyper les algorithmes distribués. Cet outil comprend déja une
bibliotheque d’algorithmes distribués. L’ajout d’un algorithme peut se faire de deux manieres :
soit 'implémenter a la main en utilisant les fonctionnalités de Visidia, soit le dessiner en utilisant
une interface qui permet de créer des regles de réécriture simples avec contextes interdits.

VADE

VADE (Visualisation of Algorithms in Distributed Environnements) est un outil développé
au Weizmann Institute of Science. VADE permet de visualiser les algorithmes distribués dans
un systeme asynchrone. Il permet a 1’utilisateur de visualiser I’exécution d’un algorithme dans
une page Web tandis que I’exécution réelle se déroule sur un serveur distant. Ceci permet son
utilisation a distance sans avoir besoin de I’installer.

Le systeme distribué utilisé par VADE est le suivant :

— le réseau est fiable ;

— les messages envoyés par un processus arrivent dans le méme ordre de leur envoi (les
canaux sont de type FIFO') ;

— le réseau est asynchrone, chaque processeur posseéde sa propre horloge et il n’y a pas
d’horloge globale.

Pour synchroniser I’exécution d’un algorithme, des événements sont envoyés pour modifier
les états des noeuds et des liens en utilisant des messages de type send synchronization et receive
synchronization.

LYDIAN

LYDIAN (Library of Distributed Algorithms and Animations) est un environnement pour
la simulation et la visualisation des algorithmes distribués qui permet aux utilisateurs d’avoir un
environnement expérimental pour tester et visualiser le comportement des algorithmes distribués.
Lydian possede un éditeur de réseau et une autre fenétre pour 1I’animation. Celle-ci est basée sur
la trace de I’exécution des algorithmes distribués. L’environnement distribué utilise une horloge
globale.

PARADE

PARADE (PARallel program Animation Development Environnement) est un environnement
pour visualiser et pour déboguer les algorithmes paralleles et distribués. Il se compose de trois
parties :

— programme de surveillance et de trace ;
— systeme de visualisation;

— utilisation de la trace pour visualiser les actions du programme.

IFirst In First Out
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Fic. 25 — Un noeud

9.2 Description du modele

Systéme distribué

Dans un systeme distribué, chaque entité dispose de canaux d’émission pour les messages
sortants et de canaux de réception pour les messages entrants. Ces canaux sont en général finis
et de types FIFO. Dans ce cas, chaque entité se comporte d’une facon indépendante des autres
entités du systeme : I’émission (resp. la réception) d’un message consiste a le déposer (resp. le
retirer) dans/de la file d’émission (resp. de réception).

La topologie

La topologie utilisée par notre simulateur est spécifiée par 1’utilisateur. Elle peut étre de
n’importe quelle taille et de n’importe quelle disposition. La seule restriction (a part la limitation
en mémoire) est que seulement un seul lien peut exister entre deux noeuds du réseau. Le réseau
peut tre uni ou bidirectionnel, et les messages sont échangés en mode asynchrone.

Le noeud

Le noeud représente 1’élément de base du réseau. Il peut €tre vu comme un objet prenant en
entrée un certain trafic, qui lui applique un certain traitement et enfin soit le redirige vers un autre
noeud, soit tout simplement change son état.

Le noeud est décrit dans sa forme la plus générique possible selon nos modeles déja utilisés
et ceux a venir. Sa représentation visuelle est la suivante :

Le noeud est défini par sa distribution d’entrée, son type de service (algorithme a exécuter),
ses ports d’entrée, ses files (boites aux lettres d’entrée et de sortie), ses ports de sortie.

Il possede en outre quelques fonctions permettant de spécifier son comportement qui
concerne :

— Le choix de la file dans laquelle est stockée le message entrant push_msg
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— Le choix de la file contenant le prochain message a servir et/ou le choix du message dans
cette file next_msg

Le serveur est caractérisé par son type de service et les parametres associés ainsi que par la
méthode de choix d’une file pour le prochain message a traiter (discipline de service).

La file de messages® queue est I’objet qui permet de stocker les messages en attente de ser-
vice. Elle est définie par sa capacité. Le type d’ordonnancement pour les files est FIFO. 1l se fait
par réécriture des fonctions d’ajout add et retrait get de messages dans la file.

Les noeuds sont connectés entre eux par des arétes comme c’est défini dans la topologie.
Puisque la majorité d’algorithmes sont basés sur des noeuds spéciaux ‘“‘initiateurs”, certains
noeuds peuvent étre spécifiés d’€tre initiateur. Dans notre probleme de diffusion, le noeud ini-
tiateur est spécifié par 1’utilisateur alors que dans les autres probleémes que nous avons traité
dans ce document, les noeuds initiateurs (les sommets simpliciaux ou les sommets feuilles) sont
déterminés localement au cours de 1’exécution.

Les liens

Les liens connectent les noeuds de réseau. Dans un réseau bidirectionnel, les liens existent
dans les deux directions entre paire de noeuds. Pour tout lien, on peut associer un attribut (poids).
Cependant, pour un réseau bidirectionnel, 1’attribut dans les deux directions est le méme.

Le temps

Les processus n’ont aucune connaissance de temps (i.e, il n’y a pas au sens physique une
horloge globale).
Les processus

Les processus ont des programmes ou des actions a exécuter. Ils communiquent entre eux par
passage de message via la “mémoire globale”.
Les messages

Les messages sont des informations que deux noeuds voisins souhaitent échanger. Ils sont
transmis sur les liens. Le délai entre 1’envoi et la réception d’un message peut étre configuré.
En effet, il est nul dans nos problemes d’élection de rendez-vous, mais dans notre probleme de

diffusion ce délai est de distribution exponentielle. Les messages sont envoyés via les canaux. En
outre, ils ne peuvent passer qu’entre les noeuds qui sont en liaison directe.

Zhoite aux lettres
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Un message message est caractérisé par une taille et sa priorité.

Passage de messages

Notre simulateur utilise des passages de messages en mode asynchrone. La raison principale
pour cela est que dans la réalité, il n’existe pas des réseau synchrone. Le passage de messages
est propre, i.e. la seule facon de perdre un message est dii aux défaillances.

Défaillances

Le simulateur des réseaux n’est pas complet sans la possibilité de simuler les défaillances des
noeuds et des liens :

— Lorsqu’un lien est en panne, les messages de ce lien (i.e, tous les messages qui sont envoyés
en empruntant ce lien, mais qui ne sont pas encore regus) sont perdus.

— A chaque fois qu’un noeud est en défaillance toutes les informations, en mémoire, relatives
a ce noeud sont perdues.

9.3 La simulation

La simulation repose sur un échéancier global contenant des événements classés par date. Un
événement contient une ou plusieurs actions. Il peut-€tre un événement général (faire avancer les
noeuds jusqu’a la date t, générer des statistiques, ...) un événement de type simulation (transférer
ce message de cette file de ce noeud a une file d’un noeud voisin, ...). Chaque événement de
I’échéancier est traité chronologiquement et spécifiquement selon son type. Nous avons deux
types de simulation :

Stationnaire

La simulation stationnaire cherche a trouver un état stable de chaque élément du réseau de fa-
con itérative en faisant durer la simulation jusqu’a ce que I’ensemble des états de ses composants
soit stationnaire.

Transitoire

La simulation transitoire permet d’obtenir la réponse dynamique des composants du réseau a
un changement des parametres de simulation. Ces changements peuvent étre diis a une modifica-
tion des parametres des sources des flots de données d’un protocole de routage qui fait une mise
a jour de ses tables ou d’un éventuel composant actif qui change d’état suite a un algorithme
particulier.
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9.3.1 Aspect de I’aléatoire

L’aspect de 1’aléatoire est nécessaire pour mettre en ceuvre les algorithmes distribués proba-
bilistes. Or, il est difficile de fournir des nombres véritablement aléatoires dans un réseau d’or-
dinateurs par exemple. Parmi les exigences des algorithmes distribués, que nous avons présenté,
est que les nombres aléatoires générés par les différents processus du réseau devrait etre non
corrélatifs. Présentement, nous n’avons pas des bonnes méthodes pour produire d’une manicre
distribuée des nombres pseudo-aléatoires non-corrélatifs.

Le générateur

La base de toute simulation est un générateur de nombres pseudo-aléatoires supposés dis-
tribués selon une loi uniforme sur I’intervalle réel [0, 1], connaissant une valeur initiale (seed
ou semence). Une classe tres répandue de générateurs utilise une formule de récurrence a base
de congruence (prime modulus multiplicative generator). D’autres s’inspirent de la suite de Fi-
bonacci en additionnant deux valeurs précédentes ou font appel a des registres a décalage dans
lesquels le résultat précédent est injecté apres une transformation intermédiaire [Knu98]. Di-
vers procédés permettent ensuite de générer une variable pseudo-aléatoire suivant une autre loi
(normale, binomiale, poisson, exponentielle, gamma).

Pour générer des nombres pseudo-aléatoires nous avons utiliser des techniques de
congruence :

Xiv1 = (@Xy +coomodm, =0,1, ...

ou a est le multiplicateur, ¢ I’incrément, m le modulo et X, la semence initiale. En choisissant
judicieusement a, ¢, m et X,. {X;} constitue une suite de nombre pseudo-aléatoire uniforme sur
[0,m—1]avec0 < X, <m—1.

Des tests (y2) permettent de déterminer si les coeflicients ont été correctement choisis afin
de garder I’'indépendance des X et la fréquence du générateur.

En posant U = Wi(Tkl on obtient un générateur uniforme sur [0, 1].

Pour passer a un générateur alétoire Z de distribution quelconque on utilise sa fonction de
répartition F(z) = Pr(Z < z) et on applique Z = F~(U).

Dans le cas d’une distribution exponentielle, on a F(z) = 1 — e, 1 > 0 et donc
Z = ‘71ln(1 -U).

Implémentation :

On a choisi les valeur suivantes afin d’obtenir un générateur ayant un bon comportement
statistique (grande période = 2%, peu de corrélations) :
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m = 576460752303423488LL
a = 302875106592253LL
c = 0OLL
Xy = 0.

Pour plus de détail sur la génération des nombres aléatoires, le lecteur pourra consulter 1’ou-
vrage suivant [PTV92] chapitre 7. Une version éléctronique est aussi disonible sur le site Nume-
rical Receipes®.

La classe generator contient un générateur uniforme et une graine globale a tous les géné-
rateurs. Cette classe est ensuite dérivée afin d’obtenir le générateur voulu a partir de la variable
uniforme.

L’événement

L’événement event est caractérisé par une date. Les différents événements régissant 1’évolu-
tion de la simulation doivent spécialiser cette classe afin d’implémenter le traitement voulu.

Les événements sont classés par date dans un échéancier global (un arbre binaire équilibré).

Les événements principaux recus des algorithmes distribués sont :

I’envoi de message ;

la modification de I’état d’un noeud ;

— le changement de I’état d’un canal de communication;

I’acheévement de I’exécution de 1’algorithme.

Les événements principaux envoyés aux algorithmes distribués sont :

I’ arrét provisoire de la simulation;

I’arrét définitif de la simulation ;

le redémarrage de 1’exécution ;

— le changement de I’état d’un noeud ou d’un lien.

9.3.2 Principe simplifié de fonctionnement

La simulation est initiée par un graphe, puis le simulateur fait traiter les événements afin de
faire évoluer le systeme jusqu’a la fin de la simulation.

3http ://www.nrbook.com/a/bookcpdf.html
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Construction du réseau

Nous utillisons I’interface graphique fornit par Lyda afin de construire un réseau. Celle-ci
permet de créer un fichier “image” représentant le schéma du réseau. Ainsi, par une simple
manipulation de la souris, 1’utilisateur peut ajouter, supprimer, ou choisir des processeurs, des
liens de communications ou des sous-réseaux. Le réseau ainsi créé doit pouvoir étre sauvegardé
pour une utilisation ultérieure. Il est également possible d’importer un autre format de fichier ou
d’exporter d’autres formats, en particulier en GML. Ceci permet d’utiliser d’autres éditeurs de
graphes pour la génération de graphes qui peuvent étre chargés dans par notre outils. Un réseau
est donc un document du simulateur.

Création du réseau

La création du réseau est possible graces aux différentes primitives disponible dans la classe
graph ainsi qu’aux constructeurs des éléments du réseau. Nous avons choisi une approche orien-
tée objet pour les implémenter.

Graphe

Un graphe est composé de noeuds et d’arétes.

— vertex : représente un noeud du graphe. Chaque noeud du réseau étant décrit par ses ca-
ractéristiques propres. Il a besoin d’une identité unique, de I’ensemble de ses voisins et
de I’ensemble des arétes incidentes a ce noeud. De méme pour les graphes orientés, nous
avons aussi I’ensemble des arétes entrantes et sortantes.

— edge : une aréte relie deux noeuds. Les deux sommets doivent étre représentés dans 1’objet
aréte.

L’objet graphe n’est qu’un ensemble d’objets noeud. Les principales méthodes de 1’objet
graphe sont :

— nodes() : ajoute I’ensemble des noeuds nécessaires a la simulation. Il convient de relier les
noeuds correctement entre eux. Ceci permet d’assurer une adéquation entre le nombre de
processeurs disponibles et le nombre de processus représentant le systeme a simuler.

— 1insert() : ajoute un noeud (ou une aréte) passé en parametre au graphe.

— links() : ajoute une aréte entre deux noeuds passés en parametre. Une autre méthode pour
ajouter une aréte orientée est orientedLinks().

— unlink() : permet d’enlever une aréte du graphe.
— remove() : permet d’enlever un noeud du graphe et toutes ces arétes incidentes.

— size() : retourne la taille du graphe. La taille est le nombre de noeuds dans le graphe.
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Principe d’évolution des noeuds

Une fois le réseau construit, il est nécessaire de simuler correctement son comportement en
prenant en compte I’évolution de chacun des noeuds ainsi que leurs interactions.

Et effet, un sommet (processus) a besoin de connaitre le nombre de ses voisins et ses ca-
naux de communication. Il exécute séquentiellement les instructions de son service (I’objet algo-
rithme que nous voulons simuler) en communiquant avec ses voisins par échange de messages.
La communication sert a collecter des informations ou a envoyer des résultats afin de résoudre
un probléme commun a tous les processus du réseau.

Afin de rendre possible la communication entre les processus d’un réseau, des fonctions sont
disponibles pour manipuler les messages. Un message est programmé par une classe Message
qui contient toutes les informations indispensables. Les méthodes pour manipuler un message
sont les suivantes :

— sendTo : envoie un message a un voisin.

— receiveFrom: (resp. receive) recoit un message d’un voisin particulier (resp. le premier
message dans une file d’attente du processeur).

9.3.3 Le Simulateur

Le simulateur est la partie intégrante de notre outil. C’est un “démon’ qui correle et journalise
les événements.

Pour assurer la communication entre le simulateur et ces entités, un objet de type arbre
binaire équilibré (échéancier global) est obligatoire. Ce sont, en général, les messages envoyés
qui ne sont pas encore mis dans les files d’attentes des noeuds destinataires i.e. ce sont les
messages qui ne sont pas encore délivrés.

Les principales méthodes utilisées dans I’objet simulateur et leur fonctionnement sont :

— startSimulation() : c’est la méthode la plus importante car c’est ici que nous allons créer
les Threads, mettre 1’algorithme que nous voulons exécuter dans chacun.

— sendTo() : (resp. sendToNext()) envoie un message d’un sommet id vers un canal (le
sommet suivant si le graphe est orienté).

— getNextMessage() : (resp. getNextMessageFromPrevious() vérifie la file d’attente du
sommet, s’il existe un message ou bien s’il existe un message d’un certain port retourne le
message, sinon le noeud est bloqué jusqu’a la réception d’un message.

— getArity() : pour un noeud donné, cette méthode retourne le degré de ce noeud dans le
graphe,
— sizeGraph() : retourne la taille du graphe (le nombre de noeuds du graphe),

— putVertexProperty() : permet de modifier ou d’ajouter une propriété a un noeud donné.
Une propriété est définie par un identifiant qui est une chaine de caracteres et par un objet
qui est la valeur de cette propriété,
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— getVertexProperty() : retourne la valeur d’une propriété donnée d’un noeud passé en
parametre,

9.3.4 Un mot sur la simulation

La simulation souffre, a son tour, de plusieurs inconvénients. En particulier, elle produit
un volume important de résultats qui nécessitent d’€tre résumés pour une bonne interprétation.
Ceux-ci, contrairement a des propriétés déduites d’une étude analytique, qui sont d’une certaine
facon “universelles”, sont étroitement applicables au systeme modélisé. Les résultats obtenus
sont de nature statistique et peuvent donc étre interprétés de maniere équivoque. En dépit de ces
inconvénients, la simulation reste un outil privilégié dans notre étude.
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