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cruciales dans le bon déroulement de ce travail de thèse.
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II.2.1 Généralités sur la diffusion potentielle d’une particule sans spin . . 11
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II.3 Interaction effective à deux corps pour la diffusion . . . . . . . . . . . . . . 21

II.3.1 La matrice-G de Melbourne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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VI.9.3 Effet des largeurs de décroissance . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

VI.10 Conclusions et discussions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

Conclusions 171

A Moments angulaires 175

A.1 Symboles 3 − j et 6 − j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

A.2 Matrices de rotation de Wigner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

B Interaction D1S 177

C Démonstrations concernant la théorie RPA 179
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(ELab = 107.5 − 225 MeV) sur une cible de 208Pb . . . . . . . . . . . . . . 72
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Chapitre I

Introduction

Les réactions nucléaires sont la plupart du temps divisées en trois phases distinctes,
chacune d’elles invoquant un mécanisme de réaction différent. Ces distinctions ont été
motivées par l’observation de certaines caractéristiques des observables associées à ces
réactions. A partir de là, des hypothèses, concernant la durée et le type d’interaction
mis en jeu entre un projectile et une cible rentrant en collision, ont pu être formulées.
Afin d’illustrer la présentation et la justification de ces hypothèses, une section efficace
doublement différentielle expérimentale (distribution angulaire et spectre en énergie) pour
la diffusion inélastique de protons sur une cible de 54Fe est présentée sur la figure I.1 .

Parmi les différents mécanismes supposés, on trouve celui de réaction directe (flèches
bleues sur la figure I.1), caractérisé par un temps très bref (< 10−24 s.) pendant lequel
le projectile et la cible interagissent une ou quelques fois. Ce faible nombre d’interactions
a des conséquences très claires sur les quantités mesurables expérimentalement. Sur les
distributions angulaires des nucléons diffusés , les sections efficaces sont �� piquées �� vers
l’avant, direction correspondant à celle du projectile avant la collision. D’autre part, sur
les distributions associées à la diffusion inélastique, la section efficace est beaucoup plus
forte pour de faibles transferts d’énergie. Dans ce cas, le spectre énergétique présente un
ensemble de pics distincts, forme qui rappelle un processus de réaction résonnante faisant
intervenir des excitations d’états discrets du système. Ces observations ont conduit à
supposer que la cible et le projectile n’ont pas le temps d’interagir assez pour changer
drastiquement les conditions initiales, soit la direction et l’énergie du projectile incident.
La signature d’une réaction directe a été reconnue pour la première fois par Oppenheimer
et Phillips [2], qui ont pu interpréter la réaction A(d,p)A’ comme un transfert direct d’un
neutron à la cible A.

D’autre part, après une collision entre un nucléon et un noyau, on peut observer l’émis-
sion d’une ou plusieurs particules de faibles énergies (flèches rouges sur la figure I.1). La
section efficace associée à ces particules ne dépend pas de l’angle d’émission (distribution
angulaire isotrope). De plus, la représentation des sections efficaces en fonction de l’éner-
gie d’émission possède une forme de type Maxwellienne qui est en général la signature
d’un processus statistique. Ces observations ont conduit N. Bohr à formuler l’hypothèse
de la formation d’un �� noyau composé ��[3].

1
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Fig. I.1 – Distribution doublement différentielle pour la diffusion inélastique de protons de
62 MeV sur une cible de 54Fe. Exemple de contributions provenant des trois mécanismes
de réaction soit les réactions directes (en bleu), l’émission de pré-équilibre (en vert) et
l’évaporation (en rouge). Le graphique représenté a été emprunté à l’article [4].

Cet état de noyau composé décrit un système pour lequel le projectile, après avoir été
absorbé par la cible, a subi de multiples interactions partageant la plupart de son énergie
avec les autres nucléons de la cible, lui faisant ainsi perdre la mémoire de sa direction
initiale. Le projectile ne possède alors plus assez d’énergie cinétique pour s’échapper du
puits de potentiel formé par le noyau composé. Le temps de réaction associé à ce type
de mécanisme, compris entre 10−15 et 10−19s selon l’énergie incidente, est très supérieur
à celui d’une réaction directe. Durant cette période, les multiples interactions permettent
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le partage de l’énergie disponible entre tous les nucléons du système qui, en fin de pro-
cessus, occupe de manière équiprobable tout l’espace des phases. Le passage d’un état de
noyau composé à un état de noyau résiduel+quelques particules évaporées sera unique-
ment gouverné par un processus statistique faisant intervenir les densités des états finaux
accessibles (voies ouvertes). Les particules évaporées possèdent alors très peu d’énergie
et sont émises dans l’espace de façon isotrope. Après ces évaporations, le système pourra
atteindre son état fondamental, généralement par émission gamma.

L’évaporation du noyau composé est en fait la troisième phase intervenant dans l’in-
terprétation des réactions. La seconde phase est la réaction de pré-équilibre. Ce nouveau
processus a été introduit car certaines données expérimentales ne pouvaient pas être expli-
quées à partir des mécanismes de réaction directe et d’évaporation (zones hachurées vertes
sur la figure I.1). Ces observations concernent des particules présentes dans la voie de sor-
tie, possédant une distribution angulaire encore légèrement piquée vers l’avant. De plus,
le spectre énergétique de ce type d’éjectile ne possède pas de structure particulière et se
situe entre la distribution Maxwellienne, associée à l’évaporation du noyau composé, et les
pics à hautes énergies associés aux réactions directes. Ces observations peuvent s’expliquer
en considérant un processus rapide, pendant lequel se produit une succession d’interac-
tions cible-projectile. Durant ce processus, le projectile peut transmettre une bonne partie
de son énergie cinétique et, le long de son parcours, éjecter un ou plusieurs nucléons de
la cible. Étant donné le nombre limité d’interactions subies par le projectile avant qu’il
éjecte un nucléon de la cible ou soit lui-même éjecté, on observe dans la voie de sortie une
distribution de particules ayant en partie conservé la mémoire de la direction initiale du
projectile. D’autre part, ce processus séquentiel permet d’émettre des nucléons à toutes
les énergies, avec un spectre sans structure. La forme de ce spectre rappelle le spectre très
dense des états de la cible pour des énergies d’excitation situées au-delà des excitations
discrètes impliquées dans les réactions directes. Dans cette région en énergie, la densité
de niveaux est si dense que le spectre de la cible peut être assimilé à un continuum.

Selon les énergies mises en jeu, la plupart des réactions nucléaires peut être expliquée
seulement en tenant compte d’un, de deux ou de l’ensemble de ces trois mécanismes de
réaction. Pour illustrer ceci, on présente sur la figure I.2 les différentes réactions possibles
suite à la collision entre un neutron et un noyau quelconque, ainsi que les différents
mécanisme contribuantsà chacune de ces réactions.

Les réactions directes, l’émission de pré-équilibre et l’évaporation sont généralement
modélisées de manière distincte. Le premier modèle est celui des réactions directes qui
fournit les conditions initiales pour les modèles de pré-équilibre. D’autre part, le modèle
permettant de calculer l’évaporation du noyau composé a besoin de données initiales sur
l’énergie, le nombre et le type des particules qui ont été émises durant la phase de pré-
équilibre. Les différent modèles de réaction dépendent donc les uns des autres et une
observable pourra être estimée sans ambigüıté seulement si les informations fournies par
chacun de ces trois modèles sont fiables. Cependant, ces modèles contiennent généralement
une grande part de phénoménologie dans la mesure où intervient un certain nombre de
paramètres qui doivent être ajustés à des données expérimentales. Le but principal est de
réduire au maximum la quantité de phénoménologie et d’asseoir ces modèles sur des bases
théoriques solides.
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Fig. I.2 – Contributions des mécanismes de réaction directe, de pré-équilibre et d’évapo-
ration pour différentes voies de réactions induites par neutron.

Ce travail de thèse se situe dans cette optique. Nous nous proposons d’étudier les réac-
tions directes et de pré-équilibre pour la diffusion de nucléons sur des noyaux sphériques,
dans une approche entièrement microscopique, i.e. qui ne fait intervenir aucun paramètre
ajustable. Nous étudierons deux des exemples les plus simples de réactions directes, soit
les processus de diffusions élastique et inélastique d’un nucléon par un noyau cible. Pour
illustrer la discussion très générale qui va suivre, nous montrons sur la figure I.3 une repré-
sentation schématique des différents mécanismes susceptibles d’intervenir dans ces types
de réaction.

Pour les réactions de diffusion élastique, les différentes observables peuvent être déter-
minées grâce à la solution |χ〉 d’une équation de Schrödinger du type :

(T + U)|χ〉 = E|χ〉 . (I.1)

Cette équation est la réduction d’un problème à N corps en interaction à un problème
à un nucléon évoluant dans un potentiel à un corps U. Généralement, ce potentiel optique
est déterminé de manière phénoménologique, les calculs microscopiques étant restreints
aux réactions les plus simples et donnant des résultats de moins bonne qualité que celle
obtenue avec les potentiels phénoménologiques.

Pour la diffusion inélastique, les différentes observables peuvent être calculées à partir
d’une amplitude de transition T , qui peut s’écrire :

T = 〈F, χ−(kf)|V |I, χ+(ki)〉 ,
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où V est une interaction résiduelle responsable de la transition inélastique et |I〉 et |F 〉
sont respectivement l’état initial et l’état final de la cible. Les différents paramètres, l’in-
teraction résiduelle V et les états de la cible, peuvent être déterminés de manière phé-
noménologique ou être issus de calculs microscopiques. De plus, les fonctions χ+(ki), et
χ−(kf ), sont solutions d’équations du type (I.1) et nécessitent la connaissance du potentiel
optique U approprié.

Les théories microscopiques de pré-équilibre sont principalement basées sur un concept
d’interactions successives entre le projectile et la cible. Par exemple, à un processus de
diffusion inélastique en deux étapes, on associe l’amplitude de transition :

T (2) =
∑

n

〈Fχ−|V (1, 2)|n, χ(k)〉〈n, χ(k)|V (1, 2)|I, χ+(ki)〉 (I.2)

où la somme sur n représente un ensemble d’ états intermédiaires de la cible et χ(k) est
la fonction d’onde du projectile, d’impulsion k dans l’état intermédiaire. Ce processus
correspond aux deux premières étapes du processus d’excitation séquentiel représentée au
bas de la figure I.3, où les états de la cible sont assimilés à des excitations particule-trou
sur un état fondamental de type modèle en couches.

Différentes approximations ont été introduites afin de rendre possible un calcul concret
de cette amplitude de transition. Les trois approches les plus connues et les plus utilisées
sont celles développées par T. Tamura, T. Udagawa et H. Lenske (modèle TUL [5, 6] ),
H. Feshbach, A. Kerman et A. K. Koonin (modèle FKK [7, 8] ) et H. Nishioka, W. A.
Weidenmuller et S. Yoshida (modèle NWY [9]). Ces différents modèles ont d’une part en
commun un certain nombre d’approximations, telle que la statistique du système résiduel,
et, d’autre part, se distinguent selon certaines hypothèses invoquées, telles que l’approxi-
mation adiabatique pour le modèle TUL, la moyenne d’ensemble pour le modèle FKK,
et l’approximation soudaine pour le modèle NWY. Ces approximations sont bien entendu
motivées par certaines considérations physiques. Jusqu’à présent elles n’ont jamais vrai-
ment été testées du fait du trop grand temps réclamé par un calcul non approché. D’autre
part, ces différents modèles ont jusqu’à maintenant été appliqués avec des ingrédients
phénoménologiques. Ceci rend ambiguë l’analyse des résultats fournis par ces modèles. En
effet, les erreurs qui peuvent être introduites par une des hypothèse sont alors compensées
par un choix adéquat des paramètres phénoménologiques de telle sorte que les résultats se
comparent toujours bien aux données expérimentales. Un manière d’éviter ces ambigüıtés
est d’utiliser ces modèles avec des ingrédients entièrement microscopiques, dont la validité
a été prouvée par d’autres études et qui ne sont pas ajustables. L’amplitude de transition
(I.2) s’exprime en fonction d’éléments de matrice du type 〈F, χ−(kf)|V |I, χ+(ki)〉. Cer-
tains de ces éléments de matrice correspondent à ceux utilisés dans le calcul de la diffusion
inélastique à l’approximation DWBA. D’autre part, les fonctions d’onde χ+(ki) et χ−(kf )
associées au projectile, interviennent dans l’analyse de la diffusion élastique de nucléons
d’impulsions ki et kf . Ces ingrédients intervenant dans la modélisation des réactions de
pré-équilibre direct peuvent donc être préalablement testés via l’étude de la diffusion élas-
tique et inélastique. En utilisant une approche entièrement microscopique, une validation
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de ces ingrédients, par comparaison aux données expérimentales de diffusion, fournira une
base solide pour aborder l’étude des modèles de pré-équilibre et notamment des diverses
approximations présentes dans les modèles microscopiques utilisés aujourd’hui.

Fig. I.3 – Représentation schématique des processus de réactions directes (en bleu),
d’émission de pré-équilibre (en vert) et d’évaporation (en rouge).
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Dans le chapitre II, nous donnons un rappel de la théorie des réactions concernant la dif-
fusion élastique et inélastique. Nous verrons notamment la définition du potentiel optique
microscopique pour la diffusion, en fonction des informations de structure de l’état fonda-
mental de la cible et d’une interaction effective. Puis nous présentons l’interaction effective
que nous avons choisie pour effectuer nos calculs, soit la matrice-G de Melbourne. Enfin
nous rappellerons comment dériver les équations de l’approximation des ondes distordues
pour la diffusion inélastique, ceci en faisant intervenir une interaction effective quasiment
identique à celle utilisée pour définir le potentiel optique de la diffusion élastique ainsi que
les informations de structure associées aux états excités de la cible.

Dans le chapitre III, nous présentons la méthode Hartree-Fock (HF) et celle de la Ran-
dom Phase Approximation (RPA) qui seront employées dans l’application de la théorie
des réactions directes rappelée au chapitre II. Nous décrirons notamment les principaux
aspects de la méthode RPA et les approximations sur lesquelles elle repose. Nous donne-
rons aussi la dérivation et les expressions exactes des différentes quantités, telles que la
matrice densité à un corps du fondamental RPA et les opérateurs de création de boson et
les densités de transition associées, intervenant explicitement dans le potentiel optique et
les potentiels de transition utilisés dans les calculs de diffusions élastique et inélastique.

Le chapitre IV est dédié à l’analyse des résultats obtenus pour la diffusion élastique
de protons et de neutrons. Nous verrons notamment que l’utilisation de la matrice-G de
Melbourne et de la description RPA de l’état fondamental permet de reproduire de ma-
nière totalement microscopique de nombreuses données expérimentales (sections efficaces
différentielles et observables de spin).

Le chapitre V est dédié à l’analyse de la diffusion inélastique de protons conduisant
à l’excitation d’états discrets dans les noyaux RPA. Nous montrerons que l’utilisation
combinée de l’interaction de Melbourne et des opérateurs de création de boson donnés par
la méthode RPA permettent de très bien reproduire de nombreuses transitions observées
dans la diffusion de protons. Outre les transitions vers les états collectifs, nous verrons
notamment que cette méthode permet de reproduire de nombreuse transitions vers des
états de haut spin, pour des parités naturelles et non naturelles. Nous terminerons ce
chapitre par un exposé assez technique du formalisme de double hélicité utilisé par le
programme DWBA98 de J. Raynal dans les calculs de diffusions élastique et inélastique.
Ce travail préliminaire est indispensables car les sections efficaces du second ordre étudiées
au chapitre VI seront définies à partir des amplitudes de transitions du premier ordre
calculées grâce au programme DWBA98.

Le chapitre VI est consacré à l’étude critique des théories microscopiques de pré-
équilibre direct qui permettent de calculer les sections efficaces associées à la diffusion
inélastique de nucléons pour de grands transferts d’énergie. Après un bref historique,
nous décrirons les principales propriétés des trois modèles microscopiques les plus utilisés
(FKK, TUL et NWY) en définissant minutieusement les hypothèses sur lesquelles reposent
ces trois modèles. Nous effectuerons ensuite des calculs d’émission de pré-équilibre au pre-
mier et second ordres dans le but de tester certaines des approximations intervenant dans
ces modèles. Nous étudierons notamment l’effet de l’approximation faite par le modèle
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FKK sur la relation de fermeture et celui des termes d’interférence apparaissant dans le
modèle NWY. Nous donnerons aussi une évaluation des effets des termes hors couche
d’énergie qui apparaissent dans l’expression exacte de la section efficace du second ordre,
c’est à dire sans les approximations statistiques utilisées par les modèles TUL, FKK et
NWY. Pour cela nous utiliserons les interactions et informations de structure déjà em-
ployées dans les calculs de réactions directes des chapitres IV et V. La qualité des résultats
obtenus permet d’une part, d’avoir confiance en ces ingrédients et d’autre part, d’évaluer
avec moins d’ambigüıté certains effets des hypothèses utilisées dans ces modèles. Les cal-
culs ainsi réalisés nous permettront de formuler une analyse critique de la modélisation
actuelle des réactions de pré-équilibre direct et de définir les futures études à effectuer qui
permettraient, nous semble t-il, d’améliorer la qualité de ces modèles.



Chapitre II

Théorie des réactions directes :
généralités

II.1 Situation du problème

Lorsqu’un faisceau de particules entre en collision avec un ensemble de noyaux ato-
miques, différents types de réactions peuvent se produire. Par exemple, les particules
incidentes peuvent rebondir sur les noyaux cibles sans perdre d’énergie. On parle alors
de diffusion élastique. Au contraire, les projectiles peuvent transférer une partie de leur
énergie aux noyaux cibles, qui se retrouvent alors dans un état excité. Ce processus est
celui de la diffusion inélastique. Bien entendu, selon la composition des particules et les
énergies mises en jeu lors des collisions, d’autres types de processus sont possibles. Parmi
eux, on trouve le transfert d’un ou plusieurs nucléons entre le projectile et la cible (pick-
up, échange de charge ...), l’absorption du projectile par la cible (formation d’un noyau
composé), la fragmentation, la fission et bien d’autres. On associe à ces différents phéno-
mènes des quantités mesurables que la théories des réactions a pour but, dans l’absolu,
de prédire et d’expliquer à partir des équations fondamentales régissant la dynamique du
système. Pour un système quantique non relativiste, connaissant l’état du système à un
instant donné, son évolution doit être prédite par l’équation de Schrödinger :

(
H − i�

∂

∂t

)
|ψ(t)〉 = 0 . (II.1)

Cette équation est sensée contenir toutes les informations relatives à n’importe quel sys-
tème à N nucléons en interaction. Un exemple courant est le cas où un projectile venant de
l’infini s’apprète à collisionner avec un noyau atomique dans son état fondamental. Selon
la nature des particules et l’énergie disponible, de multiple voies de réaction sont ouvertes.
La fonction d’onde |ψ(t)〉 devrait alors contenir implicitement toutes les informations rela-
tives à ces réactions. Dans le cas de la diffusion inélastique, on peut chercher à déterminer
la probabilité que le noyau cible se trouve dans un état excité après l’interaction, et quelle

9
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sera alors la distribution angulaire du projectile dans la voie de sortie. Ces informations
doivent pouvoir être extraites de la fonction d’onde |ψ〉, comme toutes les informations
relatives aux autres voies de réaction. Bien entendu, pour déterminer exactement les fonc-
tions solutions de l’équation (II.1), il faudrait d’une part connâıtre l’expression exacte
du Hamiltonien H , et d’autre part, savoir résoudre le problème à N corps en interaction.
Malheureusement on ne connâıt pas l’expression exacte de l’interaction nucléaire et quand
bien même on la connâıtrait, le problème à N corps reste insoluble. Le propos de la théorie
des réactions est donc de trouver les meilleures approximations afin de réduire le problème
initial à un exercice soluble.

Cette introduction n’a pas pour but de donner un aperçu exhaustif des techniques
permettant de décrire le très vaste domaine des réactions nucléaires. Nous allons nous fo-
caliser sur l’étude des réactions faisant intervenir des faisceaux de nucléons à des énergies
moyennes (entre quelques dizaines et quelques centaines de MeV) et des cibles composées
de noyaux atomiques stables. Si l’on s’intéresse uniquement à certaines voies de réaction,
il est inutile de chercher à déterminer la fonction d’onde dans sa totalité. Pour illustrer
ceci, un exemple historique dans l’étude des réactions nucléaires est celui du potentiel
optique qui a été introduit afin d’étudier les processus de diffusion élastique. En effet, les
premières tentatives d’expliquer les données expérimentales qui caractérisent un proces-
sus de diffusion élastique ont été menées grâce à des potentiels phénoménologiques dont
les paramètres ont été ajustés afin de reproduire ces données. L’idée essentielle est de
représenter le centre diffuseur par un potentiel à un corps complexe, le potentiel optique
[10]. La partie réelle de ce potentiel serait responsable de la diffusion élastique et la partie
imaginaire représenterait de manière effective toutes les voies inélastiques. Les fonctions
propres du Hamiltonien construit avec ce potentiel optique contiennent uniquement des
informations précises sur les particules ayant diffusé élastiquement et donnent seulement
la proportion de particules parties dans d’autres voies de réaction. Cet exemple est un cas
typique où l’on a pu réduire un problème à N corps à un problème à un corps maintenant
soluble. C’est ce type de procédure que nous emploierons pour décrire les réactions de dif-
fusion élastique et inélastique qui seront étudiées aux chapitres IV et V. Nous emploierons
les méthodes, longuement développées dans le passé, qui permettent de réduire la part
phénoménologique intervenant, par exemple, dans la construction du potentiel optique.

Nous allons dans un premier temps présenter les quelques équations qui permettent
de calculer les différentes observables relatives à la diffusion élastique de nucléons, cela à
partir d’une équation de Schrödinger faisant intervenir un potentiel optique supposé connu.
Ensuite nous rappellerons la méthode formelle, initialement introduite par Feshbach [11,
12], permettant de définir le potentiel optique, non pas de manière phénoménologique,
mais à partir des équations fondamentales de la théorie des réactions. Une fois cet exercice
terminé, nous montrerons comment ce formalisme a été naturellement étendu à l’étude
de la diffusion inélastique de nucléons. Nous verrons notamment que ces développements
conduisent à la définition d’une interaction à deux corps effective. Étant donné qu’il n’est
pas possible de calculer exactement cette interaction à partir de sa définition formelle,
nous décrirons une approximation usuelle, celle de la matrice-G, permettant de calculer
cette interaction effective et de lui donner une forme utilisable dans les codes de réactions.
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II.2 Approche pour la diffusion élastique de nucléons

Considérons d’abord le système à un instant t0 dans un état |ψ0〉 où un nucléon se dirige
vers un noyau atomique dans son état fondamental avec une vitesse relative v = �k

μ
dans

le centre de masse, mais où le projectile est assez loin pour que l’on puisse négliger son
interaction avec la cible. Les variables k, μ et � sont respectivement le vecteur impulsion du
projectile dans le système du centre de masse, la masse réduite du système projectile+cible
et la constante de Planck divisée par 2π. Afin de calculer certaines grandeurs relatives à
une diffusion élastique, telles que les sections efficaces différentielles angulaires, les sections
efficaces de réaction etc ..., nous devons déterminer la partie de la fonctions d’onde du
système pour laquelle, longtemps après l’interaction, la cible est toujours dans son état
fondamental et en conséquence, la vitesse relative cible-projectile dans le centre de masse
est toujours v (on considère seulement la diffusion de nucléons).

II.2.1 Généralités sur la diffusion potentielle d’une particule

sans spin

La diffusion d’un faisceau de particules incidentes sur un noyau cible peut être décrite
en considérant l’évolution au cours du temps d’un paquet d’ondes rencontrant un poten-
tiel localisé dans une certaine zone de l’espace. Ce potentiel simule l’interaction entre la
cible, donc l’ensemble de ses constituants, et la particule incidente, et peut être représenté
par une interaction effective à un corps généralement non locale. Dans un premier temps,
nous allons rappeler la méthode permettant de dériver les observables liées au processus
de diffusion élastique, ceci à partir de l’équation de Schrödinger indépendante du temps
utilisant le potentiel à un corps introduit précédemment. Puis nous verrons dans les para-
graphes suivants les justifications d’une telle modélisation, ainsi que les méthodes utilisées
pour déterminer ce potentiel.

II.2.1.1 Mise en équation du problème

L’évolution au cours du temps du paquet d’ondes, représenté par la fonction d’onde
χ(r, t), est donnée par l’équation de Schrödinger :

i�
∂χ(r, t)

∂t
=

∫
dr′H(r, r′)χ(r′, t) , (II.2)

où H(r, r′) = − �2

2μ
∇2

r + U(r, r′), le premier terme étant l’opérateur d’énergie cinétique et

le second un potentiel non local représentant l’action totale de la cible sur le projectile.
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D’autre part, on sait que l’évolution du paquet d’ondes s’obtient immédiatement si l’on
connâıt sa décomposition sur les états stationnaires de diffusion. Ces états sont solutions
de l’équation de Schrödinger indépendante du temps :

− �2

2μ
∇2

rχ(r) +

∫
dr′U(r, r′)χ(r′) = Eχ(r) . (II.3)

Pour la diffusion élastique d’un paquet d’ondes d’impulsion moyenne k dirigée selon l’axe
(0z), l’énergie E est égale à l’énergie cinétique du paquet d’ondes avant qu’il n’atteigne la
zone d’interaction, soit :

E = Ek =
�2

2μ
k2 . (II.4)

De plus, on peut montrer que l’état stationnaire de diffusion doit se comporter asymptoti-
quement comme la somme d’une onde plane et d’une onde sphérique sortante (voir [13]),
soit :

lim
r→∞

χk(r) ∼ eikz + fk(θ)
eikr

r
, (II.5)

où θ est l’angle formé entre les vecteurs k et r, ce dernier étant la position du détecteur
qui observe, loin de la zone d’interaction, le flux de particules sortant.

II.2.1.2 Amplitude de diffusion

La fonction fk(θ), appelée amplitude de diffusion, peut s’exprimer en fonction de l’état
stationnaire de diffusion χk(r) et du potentiel U(r, r′). Pour ce faire, on introduit la
fonction d’onde libre φk(r) et la fonction de Green G0(r, r

′′), respectivement solutions des
équations :

(
− �2

2μ
∇2

r − Ek

)
φk(r) = 0 , (II.6)

et (
− �2

2μ
∇2

r − Ek

)
G0(r, r

′′) = δ(r − r′′) . (II.7)

L’équation (II.6) a comme solution les ondes planes, définies par :

φk(r) = 〈r|k〉 =
eikr

(2π)
3
2

. (II.8)
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En considérant l’égalité (II.7), une solution particulière de l’équation (II.3) peut s’écrire :

χk(r) =

∫
dr′′G0(r, r

′′)
∫

dr′U(r′′, r′)χk(r
′) . (II.9)

La solution générale d’une équation différentielle du type (II.3) est la somme de la solution
générale de l’équation sans second membre (II.6) et de la solution particulière (II.9), soit :

χk(r) = φk(r) +

∫
dr′′G0(r, r

′′)
∫

dr′U(r′′, r′)χk(r
′) . (II.10)

D’autre part, la fonction de Green G0(r, r
′′) est donnée par :

G0(r, r
′′) = 〈r| 1

Ek + �2

2μ
∇2

r

|r′′〉 =

∫
dk′

2π3

eik′(r−r′′)

Ek − E ′
k

. (II.11)

Quand Ek = Ek′, cette intégrale est singulière, et doit être définie soit par sa partie
principale, soit en remplaçant Ek par Ek ± iη et en prenant la limite η → 0+ après le
calcul.

Sans donner la démonstration (voir [14]), cette deuxième possibilité permet d’obtenir le
résultat :

lim
η→0+

〈r| 1

E + �2

2μ
∇2

r ± iη
|r′′〉 = −2μ

�2

e±ik|r−r′′|

4π |r − r′′| . (II.12)

On peut montrer que choisir la solution correspondant à +iη revient à imposer le compor-
tement asymptotique d’onde sortante (II.5). On note la fonction de Green et la solution
correspondante respectivement G+

0 (r, r′′) et χ+
k (r). La solution recherchée s’écrit alors :

χ+
k (r) =

eikr

(2π)
3
2

− 2μ

�2

∫
dr′′

e+ik|r−r′′|

4π |r − r′′|
∫

dr′U(r′′, r′)χ+
k (r′) , (II.13)

A la limite r → ∞, cette solution devient :

lim
r→∞

χ+
k (r) =

eikr

(2π)
3
2

− eikr

4πr

∫
dr′′eik′.r′′ 2μ

�2

∫
dr′U(r′′, r′)χ+

k (r′) , (II.14)

avec k′ = k
r

r
. En comparant cette expression à (II.5), on identifie l’amplitude de diffusion,

soit :
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fk(θ) = f(k̂,k′) = −2π2 �2

2μ

∫
dr′′e−ik′r′′

∫
dr′U(r′′, r′)χ+

k (r′) . (II.15)

Avec (II.8), χ+
k (r′) = 〈r′|χ+

k 〉 et U(r′′, r′) = 〈r′′|U |r′〉, on peut réécrire cette expression
suivant la représentation de Dirac :

fk(θ) = −2π2 �2

2μ
〈k′|U |χ+

k 〉 , (II.16)

II.2.1.3 Section efficace différentielle

A partir de ces informations, on va pouvoir calculer une section efficace différentielle de
diffusion élastique. Cette quantité est définie par :

dσel(Ω)

dΩ
=

jel(Ω)

jinc

, (II.17)

où jinc est la norme du courant de probabilité associé au faisceau de particules incident
et jel(Ω) de celui associé aux particules diffusées élastiquement dans un angle solide d’ex-
tension dΩ autour de la direction Ω = θ, ϕ quand on se place loin de la zone d’interaction
(soit à la limite r → ∞). Les systèmes que nous étudierons, soit la diffusion de nucléons
sur des noyaux sphériques, possèdent une symétrie cylindrique. Dans ce cas, le courant de
probabilité jel(Ω) est indépendant de l’angle ϕ et peut s’écrire jel(θ) = 2πjel(Ω). Le cou-
rant de probabilité au point r associé à un faisceau de particules décrit par une fonction
d’onde ϕ(r) s’écrit :

j(r) =
1

μ
Re

(
ϕ∗(r)

�

i
∇rϕ(r)

)
. (II.18)

Avec cette définition et la forme asymptotique (II.5), on calcule facilement les courants
jinc et jel(θ) (voir [13]). On donne les résultats :

jinc = |jinc| =
�k

μ
, jel(θ) =

∣∣∣ lim
r→∞

j(r).
r

r

∣∣∣ =
�k

μ
|f(θ)|2 , (II.19)

d’où l’on tire l’expression de la section efficace différentielle élastique :

dσ(θ)

dΩ
= |fk(θ)|2 . (II.20)

La connaissance de la solution χ+
k (r) et du potentiel U(r, r′) permet donc de déterminer

la section efficace relative à un processus de diffusion élastique. Pour les applications, on
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utilise le calcul des déphasages pour déterminer les amplitudes de diffusion. On décrira
brièvement cette méthode au chapitre IV.3.1.1.

Nous allons nous concentrer sur le principal problème qui est de définir un potentiel à
un corps U(r, r′) capable, comme on l’a dit dans l’introduction, de simuler l’ensemble des
interactions possibles entre les constituants de la cible et le projectile dans le cadre d’une
diffusion élastique.

II.2.2 Formalisme des voies couplées pour les diffusions élas-

tique et inélastique

Dans ce paragraphe, nous rappelons la méthode formelle permettant de réduire un
problème à N corps à la résolution d’une équation différentielle du type II.3. Pour cela,
nous repartons de l’équation initiale :

(H − E) |ψ〉 = 0 . (II.21)

Cette équation ne dépend pas du temps car on admet que le Hamiltonien H est conservatif.
En choisissant une ensemble complet de fonctions d’états à une particule et en négligeant
l’indiscernabilité du nucléon projectile avec ceux de la cible, nous pouvons écrire la fonction
d’onde du système à A+1 nucléons sous la forme :

|Ψ〉 =
∑

i

|ψi〉 ⊗ |ui〉 , (II.22)

où les fonctions |ψi〉 forment une base orthonormée de l’espace des états de la cible (sys-
tème à A nucléons). Le vecteur |ψ0〉 représente le noyau cible dans son état fondamental
et |u0〉 représente le projectile, plus précisemment le mouvement du centre de masse du
système cible+projectile, dans un état de diffusion d’énergie E. L’élément de matrice
〈Ψ|ψ0〉 est donc l’amplitude de probabilité avec laquelle le système se trouve dans un état
de diffusion élastique. Les autres termes correspondent au noyau dans un état excité i
d’énergie Ei, par rapport à l’énergie de l’état fondamental, et un projectile dans un état
d’énergie E − Ei.

Formellement, on peut toujours décomposer le Hamiltonien H du système comme :

H = HA + T0 +

A∑
n=1

V0n , (II.23)

où HA est le hamiltonien intrinsèque du noyau cible :

HA|ψi〉 = Ei|ψi〉 , (II.24)
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L’opérateur T représente l’énergie cinétique associée au mouvement du centre de masse et
V0n représente l’interaction entre le projectile et le nième nucléon de la cible. En utilisant
les expressions (II.22), (II.23) et (II.24), l’équation (II.21) peut s’écrire :

∑
i

(
Ei + T0 +

A∑
n=1

V0n

)
|ψi〉 ⊗ |ui〉 = E

∑
i

|ψi〉 ⊗ |ui〉 . (II.25)

Afin de trouver les équations satisfaites par les vecteurs |ui〉, on projette l’équation (II.25)
sur chacun des vecteurs 〈ψi|. On obtient ainsi un ensemble d’équations couplées, repré-
sentant à la fois le processus de diffusion élastique et les processus de diffusion inélastique
conduisant à l’excitation de la cible dans un des états ψi. En utilisant l’orthogonalité des
vecteurs |ψi〉, la kième équation de cet ensemble peut s’écrire :

(Ek + T0 − E + Vkk) |uk〉 =
∑
i�=k

Vki|ui〉 , (II.26)

Dans cette équation, on a posé :

Vki =
A∑

n=1

〈ψk|V0n|ψi〉 et Vkk =
A∑

n=1

〈ψk|V0n|ψk〉 . (II.27)

En principe, comme le développement de la fonction d’onde du système (II.22) se fait sur
une base complète (donc infinie), on aboutit à un nombre infini d’équations couplées. Ce
problème n’est bien sûr pas soluble sans faire appel à certaines approximations. Même si
l’on s’intéresse uniquement à la voie élastique, le membre de droite de l’équation (II.26)
fait intervenir les fonctions d’ondes associées à toutes les voies inélastiques. Nous allons
maintenant voir comment découpler ce système pour aboutir à la résolution d’une seule
équation dont la solution correspond à la description de la voie élastique.

II.2.3 Dérivation formelle du potentiel optique

Une méthode de dérivation permettant de comprendre l’origine du potentiel optique est
due à H. Feshbach [15]. Soulignons qu’il existe des méthodes plus fondamentales, basées
sur la théorie des champs, qui identifient le potentiel optique à l’opérateur de masse ap-
paraissant dans le développement des fonctions de Green [16]. Ces méthodes permettent
notamment de tenir compte de l’antisymétrisation complète des fonctions d’onde associées
au système cible+projectile. Nous donnons ici la méthode de H. Feshbach car elle per-
met de comprendre simplement l’origine du potentiel optique et, comme nous le verrons,
la définition d’une interaction effective pour les problèmes de diffusion. Cette méthode
consiste à rechercher un potentiel effectif U telle que la solution |ũ0〉 de l’équation :
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(T0 + U − E) |ũ0〉 = 0 , (II.28)

corresponde à (ou s’approche le plus possible de) la solution |u0〉 issue de la résolution du
système d équations couplées (II.26). Pour cela, introduisons d’abord les opérateurs de
projection P et Q [15], que l’on définit par :

P = |ψ0〉〈ψ0| et Q =
∑
i�=0

|ψi〉〈ψi| . (II.29)

Comme les états |ψi〉 forment une base orthonormée, il est clair que ces opérateurs pos-
sèdent les propriétés :

P + Q = 1̂ , P 2 = P , Q2 = Q et PQ = QP = 0 , (II.30)

où 1̂ représente l’opérateur identité. Avec ces définitions, le terme |ψ0〉 ⊗ |u0〉 s’écrit sim-
plement P |Ψ〉. Dans le but de définir l’opérateur U de l’équation (II.28), on introduit
l’identité (II.30) dans (II.21) :

H(P + Q)|Ψ〉 = E(P + Q)|Ψ〉 . (II.31)

En appliquant alternativement les opérateurs P et Q à gauche, et grâce aux propriétés
(II.30), on trouve :

(HPP − E)P |Ψ〉 = −HPQQ|Ψ〉 et (HQQ − E)Q|Ψ〉 = −HQP P |Ψ〉 , (II.32)

où l’on a posé :

HPP = PHP , HQQ = QHQ , HPQ = PHQ et HQP = QHP . (II.33)

Avec la seconde équation, on peut formellement exprimer la composante Q|Ψ〉 comme :

Q|Ψ〉 =
1

E − HQQ + iη
HQP |Ψ〉 . (II.34)

Le terme iη assure que l’on trouvera seulement des ondes divergentes dans les voies de sor-
tie différentes de la voie élastique. En injectant cette nouvelle expression dans la première
équation de (II.32), après quelques réarrangements, cette dernière peut s’écrire :

(HPP + HPQ
1

E − HQQ + iη
HQP )P |Ψ〉 = EP |Ψ〉 . (II.35)
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Comme annoncé, on a pu définir une équation unique dont le vecteur |u0〉 = P |ψ〉 est
solution. Cette équation fait intervenir un opérateur à un corps que l’on identifie facilement
au potentiel optique. En effet, avec la décomposition (II.23) de H et les définitions (II.29),
l’équation (II.35) devient :

(T0 + V00 +
∑
i,j �=0

V0i
1

E − T0 − Eiδij − Vij + iη
Vj0|u0〉 = E|u0〉 , (II.36)

et on identifie le potentiel U de l’équation (II.28) :

U = V00 +
∑
i,j �=0

V0i
1

E − T0 − Eiδij − Vij + iη
Vj0 . (II.37)

Cette expression montre clairement que le potentiel U ainsi défini va dépendre de l’énergie
de la particule incidente. D’autre part, le terme iη rend le potentiel complexe. Pour finir,
ce potentiel sera dans le cas général non-local. On peut réécrire le potentiel optique U
défini en (II.37) comme :

U = |ψ0〉〈ψ0|V +
∑
i,j �=0

V |ψi〉 1

E − T0 − Eiδij − Vij + iη
〈ψj |V |ψ0〉〈ψ0|

= VPP + VPQ
1

E + HQQ + iη
VQP

= 〈ψ0|Veff |ψ0〉 ,

(II.38)

où l’on a introduit une interaction effective à deux corps Veff , donnée par :

Veff = P

(
V +

∑
i,j �=0

V |ψi〉 1

E − T0 − Eiδij − Vij + iη
〈ψj |V

)
P

= P

(
V + V Q

1

E − HQQ + iη
QV

)
P .

(II.39)

La complexité du problème des voies couplées a donc été réduite en définissant une
interaction effective permettant de prendre en compte, lors de la diffusion élastique, des
excitations intermédiaires du noyau cible. Cependant, l’ensemble de ces excitations est très
complexe et contient en principe un nombre infini d’états. On note que la somme discrète
sur ces états doit être complétée par une intégrale car pour des énergies incidentes au delà
de la dizaine de MeV, des excitations du continuum de la cible vont intervenir. La difficulté
du problème initial a seulement été déplacée : le but est maintenant de trouver la méthode
adéquate pour calculer cette interaction effective. Nous donnerons au paragraphe II.3 les
méthodes utilisées pour résoudre un tel problème et déterminer la forme fonctionnelle de
cette interaction effective. Mais nous allons d’abord montrer comment il est possible de
définir un potentiel à un corps non-local à partir d’une interaction effective à deux corps.
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II.2.4 Dérivation du potentiel optique à partir d’une interaction

effective à deux corps

Nous allons maintenant décrire la procédure permettant de calculer le potentiel non local
à un corps à partir de l’interaction effective à deux corps et de la matrice densité décrivant
le noyau cible. Écrivons l’interaction à deux corps en termes des opérateurs fermioniques
a+

α , aα associés respectivement à la création et à l’annihilation d’une particule dans l’état
α. Nous utiliserons ici la notation compacte r ≡ (r, σ, τ) pour tenir compte aussi du spin
et de l’isospin des particules. Pour simplifier les équations, nous omettons pour l’instant la
dépendance en énergie de l’interaction effective à deux corps (II.39). De plus, celle-ci est
généralement non locale. On va pour le moment supposer qu’elle peut se décomposer en
une partie locale et une partie non locale. La contribution au potentiel optique provenant
de la partie non locale de l’interaction à deux corps est assez lourde à calculer. Comme les
méthodes de dérivation sont les mêmes dans le cas d’interaction à deux corps locale et non-
locale, nous donnerons uniquement la dérivation du potentiel optique non local provenant
de la partie locale de l’interaction à deux corps. L’extension à la partie non-locale de
l’interaction à deux corps ne pose pas de difficultés supplémentaires.

En seconde quantification, toute interaction V (1, 2) à deux corps s’écrit :

V (1, 2) =
1

4

∑
αβγδ

〈αβ|V (1, 2)|γ̃δ〉a+
αa+

β aδaγ , (II.40)

où le ket |γ̃δ〉 représente l’état à deux particules antisymétrisé défini par |γ̃δ〉 = |γδ〉−|δγ〉.
La définition (II.40) est valable pour l’interaction à deux corps effective Veff définie en
(II.39). Comme on l’a vu précédemment, on peut supposer que l’espace de Fock {k}
du projectile n’est pas contenu dans l’espace de Fock {α} à partir duquel sont décrits
les états de la cible. En conséquence, tous les opérateurs de champ relatifs au projectile
anti-commuttent avec les opérateurs de champ relatifs aux nucléons de la cible :

{
a+

k , aα

}
=

{
a+

k , a+
α

}
= 0 . (II.41)

Considérant ces propriétés, l’interaction (II.40) peut s’écrire :

Veff =
1

2

∑
βδkk′

〈k′β|Veff |k̃δ〉a+
k′aka

+
β aδ , (II.42)

où k et k′ représentent respectivement l’état du projectile avant et après la diffusion.

Nous allons maintenant montrer qu’en représentation position, le potentiel optique U
défini en (II.38) se décompose en une partie locale UL et une partie non locale UNL :
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U(r, r′) = 〈r|U |r′〉 = δ(r − r′)UL(r) + UNL(r, r′) , (II.43)

la partie non-locale provenant de la partie d’échange de l’interaction à deux corps Veff .
D’après (II.38), le potentiel optique U se retrouve en contractant l’interaction effective
Veff sur l’état fondamental de la cible |ψ0〉, soit :

〈ψ0|Veff |ψ0〉 =
1

2

∑
δβkk′

〈k′β|Veff |k̃δ〉〈ψ0|a+
β aδ|ψ0〉a+

k′ak . (II.44)

On peut réécrire (II.44) en représentation position :

〈ψ0|Veff |ψ0〉 =
1

2

∑
δβkk′

a+
k′ak

∑
δβ

ρδβ∫ ∫
dr1dr2〈r1r2|Veff |r1r2〉φ∗

k′(r1)ϕ
∗
β(r2) [φk(r1)ϕδ(r2) − φk(r2)ϕδ(r1)] , (II.45)

avec ρδβ = 〈ψ0|a+
β aδ|ψ0〉. Les fonctions φk(r) = 〈r|k〉 et ϕα(r) = 〈r|α〉 sont les fonctions

d’onde à une particule permettant de décrire respectivement l’état du projectile et d’un
des nucléons de la cible. Les fonctions ϕα seront spécifiées par la base d’états que nous
choisirons lors des applications de ce formalisme.

On reconnâıt dans (II.45) les définitions des densités à un corps de la cible, partie locale
et partie non-locale, soit respectivement :

ρ(r2) =
∑
δβ

ρδβϕ∗
β(r2)ϕδ(r2) et ρ(r1, r2) =

∑
δβ

ρδβϕ∗
β(r2)ϕδ(r1) . (II.46)

On pose maintenant :

UL(r1) =

∫
dr2ρ(r2)〈r1r2|Veff |r1r2〉 , (II.47)

et
UNL(r1, r2) = ρ(r1, r2)〈r1r2|Veff |r1r2〉 . (II.48)

Avec ces définitions, l’opérateur (II.45) s’écrit :

〈ψ0|Veff |ψ0〉 =
1

2

∑
kk′

a+
k′ak

∫
dr1UL(r1)φ

∗
k′(r1)φk(r1)

−
∫ ∫

dr1dr2UNL(r1, r2)φ
∗
k′(r2)φk(r1) . (II.49)
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En utilisant la relation |r〉 =
∑

k

φ∗
k(r)|k〉, on réécrit (II.49) comme :

〈ψ0|Veff |ψ0〉 =
1

2

∫
dr1UL(r1)|r1〉〈r1| −

∫ ∫
dr1dr2UNL(r1, r2)|r2〉〈r1| . (II.50)

Afin de retrouver la forme (II.3), on projette cette équation sur le bra 〈r| et on insère la re-

lation de fermeture

∫
dr′|r′〉〈r′|. En utilisant les propriétés d’orthonormalité des vecteurs

position, l’équation de diffusion à résoudre prend la forme :

(−∇2
r

2μ
+ UL(r))χ+(r) +

∫
UNL(r, r′)χ+(r′)dr′ = Ekχ

+(r) , (II.51)

où l’on a précisé sur la fonction d’onde χ(r) la condition asymptotique (II.5). Le problème
initial des voies couplées a donc pu être réduit à une équation de Schrödinger du type
(II.3), faisant intervenir un potentiel à un corps U(r, r′) = δ(r−r′)UL(r)+UNL(r, r′) non-
local. Ce potentiel fait appel à la description de l’état fondamental de la cible à travers
la matrice densité à un corps ραβ et les fonctions d’onde à une particule ϕα(r). Nous
introduirons au chapitre III les méthodes employées, soit la théorie Hartree-Fock et la
méthode de la �� Random Phase Approximation �� (RPA), pour décrire ces informations
de structure.

II.3 Interaction effective à deux corps pour la diffu-

sion

Un élément important dans la formulation du potentiel optique n’a pas encore été
discuté : il s’agit de l’interaction effective Veff . La construction d’une interaction effective
intervenant dans les calculs de réaction est un vaste sujet qui a intensément été étudié
durant les trois dernières décennies. Nous signalons dès à présent que notre choix s’est
porté sur la matrice-G de Melbourne [17]. Une forme directement utilisable pour nos
calculs de diffusion nous a été fournie par cette équipe dans le cadre d’une collaboration.
Avant de détailler les propriétés de l’interaction de Melbourne, nous allons donner un bref
historique concernant l’introduction de la matrice-G dans les calculs de diffusion. Puis
nous expliquerons comment représenter l’interaction effective (II.39), determinée dans un
noyau fini selon le méthode de Feshbach [15], par une interaction de type matrice-G définie
dans la matière nucléaire.

La recherche du potentiel optique microscopique a permis de définir formellement cette
interaction (II.39). Cette définition fait intervenir un développement en série en terme
de l’interaction nucléon-nucléon nue V. Or il est connu que cette interaction possède un
coeur dur (forte répulsion à courte portée). Ce comportement singulier fait diverger tout
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développement en série du type (II.39). Une méthode permettant de s’affranchir de ce
problème a été introduite par K. M. Watson dans sa théorie de diffusion multiple [18]. K.
M. Watson a réussi à s’affranchir du problème de divergence en réarrangeant les termes de
la série. Pour cela, il a défini une interaction τ , appelée amplitude de �� quasi-diffusion �� :

τij(E) = Vij + Vijg
(+)(E)τij(E) , g(+)(E) =

1

E − H0 + iη
, (II.52)

où Vij est l’interaction nue entre le nucléon incident i et un nucléon j de la cible et
H0 = HA + T est le Hamiltonien non perturbé du système somme du Hamiltonien HA

de la cible et de celui T du projectile. Bien que chaque terme de ce développement soit
singulier, la somme de tous les termes est finie. D’autre part, cette méthode a été utilisée
par K. A. Brueckner et al. [19, 20], H. A. Bethe [21] et J. Goldstone [22] dans la résolution
du problème à N corps, notamment pour le calcul de l’énergie de l’état fondamental d’un
noyau atomique à partir de l’interaction nucléon-nucléon nue. Ces travaux on conduit à
la définition de la matrice G, solution de l’équation de Bethe-Goldstone :

Gij(E) = Vij +
Q0

E − H0
Gij(E) . (II.53)

L’opérateur Q0 projette le système hors de l’état fondamental. Le Hamiltonien H0 est
défini par :

H0 =

A∑
j=1

(Tj + Uj) , (II.54)

où Tj est l’opérateur d’énergie cinétique du nucléon j et Uj est le champ moyen subi par
le nucléon j.

Une généralisation de la matrice G au problème de diffusion est possible en considérant
le cas où un des nucléons est non lié. Pour cela, la condition aux limites d’onde sortante,
simulée par un terme +iη, doit être insérée dans le propagateur de (II.53). En décomposant

le propagateur
Q0

E − H0 + iη
sur la base des fonctions propres de H0, les éléments de la

matrice G s’écrivent :

〈k1k2|G(E)|k3k4〉 = 〈k1k2|V |k3k4〉 +
∑

(i1i2)>kF

〈k1k2|V |i1i2〉〈i1i2|V |k3k4〉
E − e1 − e2 + iη

+ .... , (II.55)

où e1 et e2 sont les énergies propres des états à une particule |i1〉 et |i2〉. Le nombre
kF implique que les états intermédiaires du projectile sont situés au-dessus du niveau de
Fermi et la limitation (i1i2) > kF représente l’action de l’opérateur Q0.



II.3. INTERACTION EFFECTIVE À DEUX CORPS POUR LA DIFFUSION 23

Cette forme rappelle la propriété bien connue de la matrice G pour les états liés qui est
de resommer les diagrammes dits �� en échelles ��. L’interaction solution de cette équation
dépend de la densité ρkF

de la matière nucléaire définie par le moment de Fermi kF via la
relation :

ρkF
=

2

3π2
k3

F . (II.56)

Le calcul de l’interaction G(E, ρkF
), est aisé dans le cas de la matière nucléaire infinie,

car les états intermédiaires (II.55) sont simplement des ondes planes. Cette interaction,
définie dans la matière nucléaire, ne peut bien entendu pas directement être utilisée pour
des calculs dans les noyaux finis. Le lien entre une interaction effective Veff définie dans
un noyau fini et le matrice-G peut s’exprimer selon la relation approchée :

〈k′β|Veff |k̃δ〉 
 〈k′β|G(Ek, ρ)|k̃δ〉 . (II.57)

L’énergie Ek est celle de la particule incidente d’impulsion k. Pour définir la dépendance
en densité ρ intervenant dans cette expression, on utilise l’approximation de la densité
locale (LDA pour �� Local Density Approximation ��) qui considère que les régions du
noyau, où se situe chaque nucléon en interaction, peuvent être assimilées localement à
de la matière nucléaire infinie. En supposant dans un premier temps une interaction de
portée nulle, la densité intervenant dans la matrice G est identifiée à la densité ρ(r) au
point r où se trouvent les deux particules en interaction. Dans le cas d’une interaction
de portée finie, cette dépendance en densité ne peut être fixée si simplement. Ce cas,
qui correspond à celui de la matrice-G de Melbourne, sera discuté dans les paragraphes
suivants. Avant cette discussion, nous allons présenter cette matrice-G de Melbourne qui
sera utilisée dans nos calculs de diffusion.

II.3.1 La matrice-G de Melbourne

Le but de ce paragraphe est de donner une vue d’ensemble des propriétés de cette
interaction. La matrice-G de Melbourne a été dérivée à partir de l’interaction nucléon-
nucléon nue de “Bonn”, qui a été déterminée pour des énergies inférieures au seuil de
production de pions, soit en dessous d’environ 250 MeV. La matrice G est calculée en
résolvant l’équation de Brueckner-Bethe-Goldstone dans la matière nucléaire infinie, soit :

G(E) = V + V
∑

a,b>kF

|a, b〉〈a, b|
E − e(a) − e(b) + iδ

G(E) , (II.58)

où E est l’énergie de la particule incidente, kF le niveau de Fermi de la matière nucléaire
à la densité ρ, V l’interaction nucléon-nucléon nue, et e(a) et e(b) les énergies respectives
des états d’onde plane a et b.
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Comme on l’a signalé, cette interaction de Melbourne a été dérivée à partir de l’interaction
nucléon-nucléon nue de Bonn. Formellement, cette interaction nue est décrite comme la
somme d’une partie centrale, tenseur et spin-orbite :

V =
∑

ST=0,1

V S,T
C P SPT +

∑
T=0,1

V T
SOL.SPT +

∑
T=0,1

V T
tensS12PT , (II.59)

avec S12 = 3 (σ1.r12) (σ2.r12) − (r12.r12) (σ1.σ2) et r12 = r1 − r2. Les opérateur PS=0 et
PS=1 sont définis par :

PS=0 =
1 − Pσ

2
et PS=1 =

1 + Pσ

2
avec Pσ =

1 + σ1.σ2

2
, (II.60)

et une définition identique pour PT où l’on remplace les matrices de spin par celles de
l’isospin.

La matrice-G dérivée à partir de cette interaction est donc définie dans chaque sous-
espace ST. De plus, elle peut être donnée comme la somme d’une partie centrale, tenseur
et spin-orbite. On note que ces trois composantes sont indispensables pour pouvoir prédire
l’ensemble des observables liées aux réactions de diffusion (notamment les observables de
polarisation, de spin-rotation, etc...).

Pour être utilisable dans des calculs de diffusion sur des noyaux finis, une forme paramé-
trisée et formulée en coordonnées position a été obtenue par le groupe de Melbourne. Par
exemple, pour la partie centrale, cette forme est :

G(|r − r′|, ρ, E) =
∑
j,S,T

AST
j (ρ, E)

e−μj |r−r′|

|r − r′| . (II.61)

Cette expression, décomposée dans chaque sous-espace S et T , présente une dépendance
radiale en terme de facteurs de forme de type Yukawa. Les indices j représentent les
différentes portées. Pratiquement, il y a quatre portées différentes pour la partie centrale
et quatre autres pour les parties spin-orbite et tenseur. Les coefficients AST

j (ρ, E) sont
des nombres complexes donnés sur un maillage en énergie et en densité et qui dépendent
du sous-espace ST et de la portée j considérés. Bien entendu, la résolution de l’équation
(II.58) et l’expression de la matrice-G sous la forme (II.61) est un travail long et complexe,
pour lequel on trouvera une description détaillée dans l’article de synthèse [17] et les
références associées.

II.3.2 Approximation de densité locale (LDA)

A ce stade, il est important de préciser comment prendre en compte la dépendance en
densité lors du passage d’une interaction de portée finie définie dans la matière nucléaire,
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la matrice G, à une interaction dans un noyau fini (voir équation (II.57) ). Comme on
l’a vu précédemment, la matrice-G est une interaction effective permettant de sommer
implicitement les diagrammes dits en échelles. Pour chaque diagramme, deux particules
en interaction vont transiter à travers un certain nombre d’états intermédiaires qui seront
accessibles si et seulement si le principe de Pauli est respecté. Cela signifie que, comme
dans la matière nucléaire tous les états sont occupés jusqu’au niveau de Fermi kF , deux
particules en interaction peuvent seulement diffuser vers des états de moment supérieur à
kF . Or, comme l’espace des états est différent pour les protons et les neutrons, ce moment
de Fermi sera déterminé non pas par le densité totale de matière, mais par la densité de
protons, si les deux particules sont des protons, et par la densité de neutrons, si les deux
particules sont des neutrons. Dans le cas où un proton (neutron) diffuse sur un neutron
(proton), la densité impliquée n’est pas clairement définie. On choisit usuellement la demi-

somme de la densité proton plus neutron, soit
k3

F

3π2
=

ρp + ρn

2
.

D’autre part, la matrice G est donnée dans une forme locale (elle ne possède qu’une seule
dépendance en densité) alors qu’une interaction à deux corps fait intervenir deux parti-
cules se trouvant généralement à des densités différentes. Une ambigüıté réside donc dans le
choix de densité qui définira l’intensité de l’interaction entre le projectile et un des nucléons
de la cible. Pour résoudre ce problème, on peut faire diverses approximations en choisis-

sant pour des particules situées en r et r′ soit la densité à mi-chemin ρ

(
r + r′

2

)
, soit la

moyenne géométrique
√

ρ(r)ρ(r′) des densités, soit la moyenne arithmétique
ρ(r) + ρ(r′)

2
des densités. Chacun de ces choix est supposé ne pas influencer notablement les résultats.
Comme justification, on peut avancer diverses considérations qualitatives en évoquant le
fait que deux particules se trouvant à des densités très différentes seront assez éloignées
spatialement pour rendre, en raison de la courte portée de l’interaction, la contribution
au potentiel très faible. D’autre part, les termes prépondérants de l’interaction ne dé-
pendent pas violemment de la densité, ce qui minimise l’influence d’un choix particulier
(une vérification a été effectuée dans nos calculs). Finalement, nous adoptons la moyenne
géométrique

√
ρ(r)ρ(r′) des densités pour représenter l’interaction entre deux nucléons

situés aux points r et r′. Ce choix est surtout motivé par le fait qu’il donne une forme
séparable à l’interaction. Cela permet de réduire considérablement le temps de calcul,
notamment celui du terme d’échange.

II.4 Diffusion inélastique vers un état discret de la

cible

Dans cette partie, nous rappelons les méthodes utiles à la description d’un processus
de diffusion inélastique aboutissant à l’excitation d’un état discret de la cible. Un tel
processus est caractérisé par une amplitude de probabilité associée à la transition entre
deux états du système. Par exemple, on peut étudier la transition entre un état initial
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pour lequel le système est représenté par une particule se dirigeant vers une cible dans
son état fondamental, et un état final pour lequel une particule sortante aura cédé une
partie de son énergie à la cible qui sera alors dans un état excité. Dans un premier temps,
nous rappellerons comment il est possible de réduire le problème des voies couplées à la
résolution de deux équations couplées dont les solutions permettent de décrire la diffusion
élastique et la diffusion inélastique vers un état discret de la cible. Ensuite nous exposerons
la méthode de l’approximation des ondes distordues (DWA) ainsi que la dérivation de la
section efficace différentielle reliée à ce processus inélastique.

II.4.1 Formalisme des voies couplées pour la diffusion inélas-
tique

La théorie développée par Feshbach et rappelée au paragraphe II.2.3 fournit également
les outils permettant de décrire la diffusion inélastique de nucléons. On rappelle que dans
ce formalisme, les états du système projectile+cible sont décrits par :

|Ψ〉 =
∑

i

|ψi〉 ⊗ |ui〉 , (II.62)

où les états |ψi〉 sont les états propres de la cible. Afin d’établir les équations dont les
solutions permettent de décrire le mouvement du projectile lors d’un processus inélastique,
on utilise de nouveau le formalisme des projecteurs P et Q, que l’on définit maintenant
par :

P = |ψ0〉〈ψ0| + |ψn〉〈ψn| et Q =
∑
i�=0,n

|ψi〉〈ψi| . (II.63)

où |ψ0〉 est l’état fondamental de la cible et |ψn〉 l’état excité présent dans la voie inélastique
que l’on cherche à traiter explicitement. Ces opérateurs possèdent toujours les propriétés
(II.30), soit :

P + Q = 1̂ , P 2 = P , Q2 = Q et PQ = QP = 0 , (II.64)

Les développements du paragraphe II.2.3 restent valables. On rappelle seulement l’équa-
tion dont le vecteur P |Ψ〉 est solution, soit :

(T0 + VPP + VPQ
1

E − HQQ + iη
VQP )P |Ψ〉 = EP |Ψ〉 . (II.65)

Les projections de cette équation sur les états de la cible |ψ0〉 et |ψn〉 donnent un système
de deux équations couplées :
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(Eki
− T0 − 〈ψ0|Veff |ψ0〉) |u0〉 = 〈ψ0|Veff |ψn〉|un〉 , (II.66)

et (
Ekf

− T0 − 〈ψn|Veff |ψn〉
) |un〉 = 〈ψn|Veff |ψ0〉|u0〉 , (II.67)

où l’interaction Veff est définie par :

Veff = P

(
V +

∑
i,j �=0,n

V |ψi〉 1

E − T0 − Eiδij − Vij + iη
〈ψj|V

)
P

= P

(
V + V Q

1

E − HQQ + iη
QV

)
P .

(II.68)

Pour que l’écriture des équations (II.66) et (II.67) ne prête pas à confusion, nous signalons
que les éléments de matrice de l’opérateur à deux corps Veff du type 〈ψi|Veff |ψi〉 , sont
des opérateurs à un corps agissant dans l’espace des fonctions du projectile (seuls les
opérateurs agissant dans l’espace des fonctions de la cible sont contractés).

Connaissant l’interaction effective Veff , on peut résoudre ce système de deux équations
couplées, ou trouver une approximation adéquate afin de découpler ces deux équations et
pouvoir les résoudre séparément.

II.4.2 Approximation des ondes distordues

Une approximation courante est de négliger le terme de couplage 〈ψ0|Veff |ψn〉|un〉 dans
(II.66). Cette simplification revient à considérer que l’amplitude de probabilité associée à
une diffusion élastique est beaucoup plus forte que celle associée à une diffusion inélastique
où la cible se retrouve dans un état excité particulier. C’est donc une approximation de
couplage faible pour laquelle on suppose que la présence d’une voie inélastique particulière
perturbe très peu la voie élastique. Selon ces considérations, l’équation (II.66) s’écrit :

(E − T0 − 〈ψ0|Veff |ψ0〉) |u0〉 = 0 . (II.69)

Ses solutions sont celles de la diffusion potentielle, décrites au paragraphe II.2.1, et que
l’on notera χ+

ki
.

La seconde équation devient :

(
Ekf

− T0 − 〈ψn|Veff |ψn〉
) |un〉 = 〈ψn|Veff |ψ0〉|χ+

ki
〉 , (II.70)

où le terme source, à droite de l’égalité, est maintenant connu. Cette équation s’écrit en
représentation position :
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(
Ekf

− �2

2μ
∇2

r

)
u+

n (r) −
∫

dr′Vnn(r, r′)u+
n (r′) =

∫
dr′Vn0(r, r

′)χ+
ki

(r′) , (II.71)

avec Vnn(r, r′) = 〈r|〈ψn|Veff |ψn〉|r′〉 et le potentiel de transition Vn0(r, r
′), défini par :

Vn0(r, r
′) = 〈r|〈ψn|Veff |ψ0〉|r′〉 . (II.72)

La solution u+
n (r) se comporte à grande distance comme une onde divergente d’impulsion

kf , soit :

lim
r→∞

u+
n (r) ∼ fkf

(θ)
eikf r

r
, (II.73)

où θ est l’angle k̂ikf et fkf
(θ) est l’amplitude de transition correspondant à la diffusion

du projectile dans un état d’impulsion ki vers un état d’impulsion kf . Pour déterminer
cette amplitude, on procède de la même façon que pour l’amplitude de diffusion élastique.
Pour cela, on introduit la fonction de Green G+(r, r′) solution de l’équation :

(
Ekf

− �2

2μ
∇2

r − Vnn(r, r
′)
)

G+(r, r′) = δ(r − r′) . (II.74)

Avec cette définition, une solution particulière de (II.71) s’écrit :

u+(r) =

∫
dr′G+(r, r′)

∫
dr′′Vn0(r

′, r′′)χ+
ki

(r′′) . (II.75)

La solution générale de (II.71) est la somme de cette solution particulière et de la solu-
tion générale de l’équation sans second membre (II.69), soit χ+

ki
(r). Afin de déterminer

l’amplitude fkf
(θ), il convient de donner la forme asymptotique de G+(r, r′) (voir [23]),

soit :

lim
r→∞

G+(r, r′) = − 2μ

4π�2

eikf r′

r′
χ−

kf

∗
(r) , (II.76)

où la fonction χ−
kf

(r) est solution de l’équation :

(
Ekf

− �2

2μ
∇2

r

)
χ−

kf
(r) −

∫
dr′Vnn(r, r

′)χ−
kf

(r′) = 0 , (II.77)

avec la condition aux limites d’onde entrante. En insérant cette expression dans (II.75),
et par identification avec (II.73), l’amplitude de transition s’écrit :
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fkf
(θ) = fkf

(k̂i,kf) = − 2μ

4π�2

∫
drdr′χ−

kf

∗
(r)Vn0(r, r

′)χ+
ki

(r′)

= − 2μ

4π�2
〈χ−

kf
ψn|Veff |ψ0χ

+
ki
〉 .

(II.78)

Nous avons reproduit cette dérivation pour montrer que l’interaction effective à utiliser
pour construire le potentiel optique de la diffusion élastique et le potentiel de transition
sont quasiment identiques. En effet la seule restriction, pour son utilisation dans les cal-
culs de diffusion inélastique, est qu’elle ne doit pas prendre en compte des transitions
intermédiaires |n〉 qui sont traitées explicitement. Nous traiterons aux chapitre V des dif-
fusion inélastiques faisant intervenir des états de basse énergie et qui ne sont pas pris
en compte dans l’interaction effective si l’on l’identifie à la matrice-G. Le problème in-
verse, qui est de traiter toutes les excitation intermédiaires possibles dans le processus de
diffusion élastique (notamment les états collectifs) sera discuté à la fin du chapitre IV.

L’élément de matrice 〈χ−
kf

ψn|Veff |ψ0χ
+
ki
〉 s’identifie à l’amplitude de probabilité as-

sociée à la transition entre deux états, |χ+
ki
〉 et |χ−

kf
〉, sous l’effet de la perturbation

〈ψn|Veff |ψ0〉. Cet élément de matrice correspond à l’approximation du premier ordre
〈χ−

kf
ψn|Veff |ψ0χ

+
ki
〉 
 〈χ−

kf
ψn|Veff |Ψ〉, où |Ψ〉 est la solution |ψ0u0〉 de l’équation (II.66)

dans laquelle on a conservé le membre de droite. Cette fonction |ψ0u0〉 est formellement
solution de l’équation :

|ψ0u
+
0 〉 = |ψ0χ

+
ki
〉 +

1

H − Ei + iη
Veff |ψ0u

+
0 〉 . (II.79)

Cette forme est connue sous le nom d’équation de Lippman-Schwinger. Cette équation
peut être itérée afin de supprimer la fonction |ψ0u

+
0 〉 dans le terme de droite. On se

retrouve avec une sommation infinie du type :

|ψ0u
+
0 〉 =

∞∑
j=0

(
1

H − Ei + iη
Veff

)j

|ψ0χ
+
ki
〉 , (II.80)

L’amplitude associée à une transition entre l’état initial |ψ0u
+
0 〉 et l’état final |ψnχ−

kf
〉 peut

alors s’écrire :

〈χ−
kf

ψn|Veff |ψ0u
+
0 〉 = 〈χ−

kf
ψn|Veff

∞∑
j=0

(
1

H − Ei + iη
Veff

)j

|ψ0χ
+
ki
〉 . (II.81)

Cette forme permet d’introduire l’opérateur de transition T défini par la relation :

〈χ−
kf

ψn|Veff |ψ0u
+
0 〉 = 〈χ−

kf
ψn|T |ψ0χ

+
ki
〉 (II.82)
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L’opérateur T a donc comme définition formelle :

T = Veff

∞∑
j=0

(
1

H − Ei + iη
Veff

)j

= Veff +
1

H − Ei + iη
T . (II.83)

L’opérateur T , ou en choisissant une base d’états, la matrice T peut être exprimée en
fonction de la matrice de diffusion S. L’élément Sαβ de cette matrice donne l’amplitude
de probabilité associée à un système qui, dans état |α〉 au temps t → −∞, se retrouve
dans un état |β〉 au temps t → +∞. Cet élément est défini par :

Sαβ = δαβ − 2iπδ(Eα − Eβ)〈β|T |α〉. (II.84)

Le terme δαβ représente la diffusion élastique et le terme δ(Eα−Eβ) assure la conservation
de l’énergie lors d’un processus inélastique.

II.4.3 Probabilité de transition et section efficace inélastique

La quantité Sαβ est infinie quand la conservation d’énergie est satisfaite. Cela tient au
fait qu’un nombre infini de transitions peut se produire pendant un intervalle de temps
infini. Nous allons déterminer une quantité plus physique, soit la probabilité par unité de
temps avec laquelle le système passe d’un état à un autre. On désigne toujours l’état initial
par α et l’état final par β. Ils correspondent aux état considérés dans les deux paragraphes
précédents, soit une onde plane se dirigeant vers un noyau cible dans son état fondamental
|ψ0〉 dans la voie d’entrée et une onde sphérique sortante avec la cible dans un état excité
|ψn〉 d’énergie En dans la voie de sortie. Pour un intervalle de temps infini, l’amplitude
de probabilité ταβ, associée à une transition entre les états α et β, s’écrit :

ταβ = −2iπTαβδ(Eα − Eβ) , (II.85)

avec

Eα = E0 + Eki
et Eβ = En + Ekf

. (II.86)

La probabilité de transition Wα→β pour un intervalle de temps infini peut s’écrire :

Wα→β = (2π)2|Tαβ|2δ (Eα − Eβ)

= (2π)2|Tαβ|2 lim
t→∞

1

2π�

∫ t
2

− t
2

e
i
�
(Eα−Eβ)t′dt′

=
2π

�
|Tαβ|2 lim

t→∞
t ,

(II.87)
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et la probabilité de transition par unité de temps s’obtient en dérivant par rapport au
temps t l’expression précédente, soit :

wα→β =
dWα→β

dt
=

2π

�
|Tαβ|2 . (II.88)

L’état final β contient une particule dans le continuum dont la densité d’états par unité
de volume est :

dΓβ =
k2

fdkf

(2π)3
dΩ , (II.89)

à partir de laquelle on obtient la densité d’états par unité d’énergie :

dρβ =
dΓβ

dEkf

=
μkf

(2π)3�2
dΩ . (II.90)

La probabilité de transition par unité de temps dans un élément d’espace des phases dΓβ

s’écrit :

dwα→β =
μkf

(2π)2�3
|Tαβ |2dΩ . (II.91)

La section efficace différentielle est égale au rapport du flux diffusé dans l’angle solide

dΩ avec le flux incident ji =
�ki

μ
, soit :

dσα→β (ki,kf)

dΩ
=

μ2

4π2�4

kf

ki
|Tαβ|2 . (II.92)

C’est suivant cette forme que sont calculées les sections efficaces de diffusion inélastique
qui seront présentées au chapitre V.

II.4.4 Expression du potentiel de transition

Au paragraphe II.2.4, nous avons pu exprimer le potentiel optique, utilisé dans la dif-
fusion élastique, à partir des densités à un corps locale et non-locale associées à l’état
fondamental de la cible. Selon une méthode identique, il est possible d’exprimer le poten-
tiel de transition (II.72) en fonction des densités de transition radiales locale et non-locale
associées à la transition entre l’état fondamental |ψ0〉 et l’état excité |ψn〉 de la cible. Pour
cela, on repart de l’expression en seconde quantification de l’interaction effective Veff :
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Veff =
1

2

∑
βδkk′

〈k′β|Veff |k̃δ〉a+
k′aka

+
β aδ , (II.93)

où l’opérateur ak correspond à la destruction du projectile dans l’état initial et a+
k′ corres-

pond à la création du projectile dans l’état final. L’opérateur à un corps a+
β aδ subsistant

agit sur les nucléons de la cible. Le potentiel de transition Vn0 = 〈ψn|Veff |ψ0〉 peut s’écrire :

Vn0 =
1

2

∑
βδkk′

〈k′β|Veff |k̃δ〉a+
k′ak〈ψn|a+

β aδ|ψ0〉 . (II.94)

Selon la méthode utilisée dans le paragraphe II.72, on peut facilement exprimer ce potentiel
en coordonnées positions. En posant :

ρn
δβ = 〈ψn|a+

β aδ|ψ0〉 , (II.95)

le potentiel Vn0(r, r
′) = 〈r|Vn0|r′〉 s’écrit :

Vn0(r, r
′) = δ(r− r′)

∫ ∑
δβ

ρn
δβϕ∗

δ(r
′′)ϕβ(r′′)Veff(r, r

′′)dr′′ +
∑
δβ

ρn
δβϕ∗

δ(r)ϕβ(r′)Veff(r, r
′) .

(II.96)

Le second terme de droite montre clairement que ce potentiel de transition est non-local.
D’autre part, on reconnâıt dans cette expression les densités de transitions locale et non-
locale, soit respectivement :

ρn(r) =
∑
δβ

ρn
δβϕ∗

δ(r)ϕβ(r) et ρn(r, r′) =
∑
δβ

ρn
δβϕ∗

δ(r)ϕβ(r′) . (II.97)

Ce potentiel de transition sera totalement défini lorsque nous préciserons les éléments de
matrice ρn

δβ et les fonctions d’onde de la base associée.

Plus généralement, la théorie microscopique des réactions développée ici fait appel à
de nombreuses informations de structure. Pour les spécifier, des approches nombreuses et
variées existent, et il convient de choisir celle qui s’adaptera le mieux à nos applications,
soit les diffusions élastique et inélastique de nucléons sur des noyaux à couches fermées.
Ceci est le propos du prochain chapitre.



Chapitre III

Description microscopique des
noyaux cibles

Dans ce chapitre, nous allons décrire les méthodes utilisées pour obtenir les différentes
quantités intervenant dans la description microscopique du noyau cible. En effet, nous
avons vu dans le chapitre II que le potentiel optique microscopique fait intervenir une
description de l’état fondamental du noyau cible à travers la matrice densité à un corps
associée, ainsi que les fonctions d’onde des états à une particule formant la base sur laquelle
cette matrice densité est décrite. D’autre part, le potentiel de transition utile à la diffusion
inélastique fait intervenir la matrice densité à un corps correspondant à la transition entre
l’état fondamental de la cible et un de ses états excités. Notre étude concernant les noyaux
doublement magiques, nous avons choisi de définir ces différentes informations de structure
grâce aux résultats fournis par la �� Random Phase Approximation �� (RPA), méthode dite
�� au-delà du champ moyen ��. Cette approche permet de reproduire de manière purement
microscopique de nombreuses propriétés relatives aux états expérimentaux observés, telles
que les distributions radiales de matière et le rayon de charge de l’état fondamental de la
cible, ainsi que le spectre et la structure des états excités, notamment celle des excitations
collectives.

La première partie donne un bref rappel de la théorie du champ moyen de type Hartree-
Fock avec une force dépendante en densité, ainsi qu’une explication plus détaillée de cer-
taines quantités qui seront utilisées dans la deuxième partie. Cette dernière est consacrée
à la méthode RPA, où, après avoir rappelé les équations principales, nous donnerons la
dérivation précise de certains opérateurs et éléments de matrice qui seront exploités aux
chapitre IV et V dans l’application de la théorie des réactions du chapitre II. L’exposé
des principes généraux de la partie champ moyen a été rédigé en consultant les ouvrages
correspondant aux références [24, 25]. La partie concernant la Random Phase Approxi-
mation s’inspire des ouvrages cités précédemment, mais a aussi été l’objet d’un travail de
mes responsables et de moi-même pour aboutir a une présentation consistante des aspects
généraux et plus détaillés (notamment la dérivation des différentes quantités présentée
dans la section III.3).

33
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III.1 Théorie Hartree-Fock

Cette méthode étant décrite dans de nombreux traités de physique théorique [26, 24],
je donnerai seulement quelques rappels concernant sa dérivation.

La plus simple description de la structure nucléaire d’un noyau à N nucléons est donnée
par le champ moyen. Dans cette approche, on utilise l’image d’un ensemble de N fermions
indépendants où chaque fermion évolue dans un potentiel à un corps. Cette approche est
suggérée par celle du modèle en couches qui peut expliquer qualitativement beaucoup de
propriétés des noyaux en supposant une distribution des nucléons du noyau sur le schéma
de niveaux individuels d’un potentiel à un corps. La théorie Hartree-Fock [27, 28, 29, 30]
est une approche de champ moyen : chaque fermion se positionne dans un potentiel à un
corps crée par les N-1 autres fermions. D’autre part, la fonction d’onde d’un système à N
nucléons, donc N fermions, doit être antisymétrique, ce qui s’écrit :

|ψ〉 =
N∏

i=1

c+
i |−〉 . (III.1)

Le ket |−〉 représente le vide de particules. On a introduit les opérateurs c+
α représentant la

création d’un fermion dans l’état α. On lui associe l’opérateur cα représentant la destruc-
tion d’un fermion dans l’état α. Ces opérateurs obéissent aux règles d’anticommutation :

{
c+
α , cβ

}
= δαβ ,

{
c+
α , c+

β

}
= {cα, cβ} = 0 , (III.2)

qui assurent la normalisation et l’antisymetrie des états à N particules du type (III.1),
appelés usuellement des déterminants de Slater.

Un système à N nucléons peut être décrit à l’approximation non-relativiste par un Hamil-
tonien effectif de la forme :

H =

N∑
i=1

Ti +
1

2

N∑
i,j=1

vij , (III.3)

où Ti est l’énergie cinétique du nucléon i et vij est l’interaction effective entre les nucléons
i et j. Le caractère effectif de l’interaction se traduit par une dépendance vis à vis de la
densité nucléaire. C’est le cas de la force de Gogny D1S (voir appendice B) utilisée dans
nos applications. Pour la suite, il est utile d’écrire (III.3) en seconde quantification :

H =
∑
αβ

Tαβc+
β cα +

1

4

∑
αβγδ

vαβ,γδc
+
α c+

β cδcγ , (III.4)
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avec : vαβ,γδ = 〈γδ|v(ρ)|α̃β〉 et |α̃β〉 = |αβ〉 − |βα〉. Les opérateurs c+
α et leurs adjoints

cα sont respectivement les opérateurs de création et d’annihilation d’un nucléon dans un
état α appartenant à une base complète que l’on précisera plus tard.

La méthode Hartree-Fock a pour but de trouver une représentation à une particule telle
que l’état de particules indépendantes du type (III.1) reproduise au mieux l’état fonda-
mental du système. Les équations HF, qui permettent de déterminer la représentation
{c+} intervenant dans (III.1), sont obtenues en utilisant le principe variationnel de Ritz
qui consiste à minimiser l’énergie totale E = 〈ψ|H|ψ〉 avec la contrainte de normalisation
〈ψ|ψ〉 = 1, soit :

δ
〈ψ|H|ψ〉
〈ψ|ψ〉 = δE [ψ] = 0 . (III.5)

Pour la suite il est utile d’écrire les éléments de matrice de l’opérateur densité associé à
l’état |ψ〉, soit :

ραβ = 〈β|ρ̂ψ|α〉 = 〈ψ|a+
β aα|ψ〉 . (III.6)

En vertu du théorème de Wick, il est clair que 〈ψ|H|ψ〉 est exclusivement une fonctionnelle
de la matrice densité. On notera donc E [ψ] = E [ρψ]. D’autre part, comme |ψ〉 est un
déterminant de Slater, la matrice densité ρψ possède la propriété :

ρ̂2
ψ

= ρ̂ψ . (III.7)

Une contrainte doit donc être imposée au principe variationnel (III.5) en stipulant que,
quelles que soient ses variations, la matrice densité satisfait toujours la condition (III.7).
En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange λ, le principe variationnel s’écrit
alors :

d

dρψ

(
E [ρψ] − Tr

[
λ
(
ρ2

ψ
− ρψ

)])
= 0 . (III.8)

En éliminant les paramètres de Lagrange, cette équation conduit à la forme bien connue :

[h, ρψ] = 0 , (III.9)

où l’on a introduit le Hamiltonien Hartree-Fock h défini par :

h =
dE [ρψ]

dρψ

. (III.10)
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La forme (III.9) montre clairement que la résolution du principe variationnel revient à
trouver une représentation qui diagonalise simultanément le champ Hartree-Fock (III.10)
et la matrice densité ρψ. Pratiquement cette condition est atteinte par une méthode dite
�� auto-cohérente ��. On construit un déterminant de Slater |ψ0〉, dit d’essai, sur les états
d’une base d’oscillateur harmonique suffisamment grande par rapport au système pour
s’approcher de la base infinie, donc complète :

|ψ0〉 =

A∏
i=1

c+
i |−〉 , (III.11)

où les opérateurs fermioniques c+
i sont associés à la création d’une particule dans un

état d’oscillateur harmonique i. A partir de la matrice densité ρ0 associée à cette fonction
d’essai, on déduit le champ Hartree-Fock (III.10) que l’on diagonalise. Les vecteurs propres
ainsi déterminés permettent de construire l’état fondamental Hartree Fock en remplissant
les orbitales obtenues de plus basses énergies. La matrice densité associée à cet état est
réintroduite dans (III.10) et définit un nouveau champ HF, que l’on diagonalise ... On
poursuit ces itérations jusqu’à ce que l’énergie propre associée au champ HF et à la
matrice densité converge et donc garantisse la condition (III.9).

En conclusion, on donne les expressions des éléments de la matrice densité associée à
l’état fondamental Hartree-Fock. Ils s’écrivent simplement :

ρ(HF)

h,h′ = 〈ψHF |a+
h′ah|ψHF 〉 = δhh′

ρ(HF)

p,p′ = 〈ψHF |a+
p′ap|ψHF 〉 = 0

. (III.12)

où l’ indice h ≡ nh, lh, jh, mh représente les orbitales occupées (états de trou) et l’indice
p ≡ np, lp, jp, mp les orbitales inoccupées (états de particule).

III.2 Méthode de la �� Random Phase Approxima-

tion �� (RPA)

La méthode de la �� Random Phase Approximation �� (RPA) permet de décrire un
certain nombre d’excitations du noyau, comme les états collectifs de basse énergie et cer-
taines résonances géantes. Dans notre travail, nous avons utilisé les résultats fournis par
l’approche décrite dans les références [31, 32, 33, 34]. Cette approche est dite �� consis-
tante �� : l’interaction résiduelle n’est pas �� ad hoc �� mais a été obtenue à partir de
l’interaction D1S, utilisée pour construire le champ moyen Hartree-Fock.
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Il existe différentes voies pour dériver les équations de la RPA. Celle proposée dans
l’article [31] où l’énergie est développée au second ordre et la forme quadratique corres-
pondante est quantifiée. Une autre méthode consiste à partir de la linéarisation des équa-
tions Hartree-Fock dépendantes du temps en faisant l’hypothèse d’oscillations de faible
amplitude. C’est cette seconde méthode que nous développerons. Rappelons simplement
que la première méthode est très bien adaptée à une force qui dépend explicitement de la
densité car elle permet de définir correctement l’interaction particule-trou, notamment les
termes de réarrangement provenant exclusivement de cette dépendance en densité (voir
appendice C.2 ). Pour illustrer ceci, nous donnons le développement en série de l’énergie
du vide autour de la matrice densité à l’équilibre ρ(0) :

E[ρ] = E [ρ(0)] +

[
∂E

∂ρ

]
ρ=ρ(0)

ρ(1) +
1

2

[
∂2E

∂ρ2

]
ρ=ρ(0)

ρ(2) + ... , (III.13)

En utilisant les variations possibles de la matrice densité (rappelées en appendice C.1) :

ρ̂(1)

ph = ρ̂(1) ∗
hp �= 0 , ρ̂(1)

pp′ = ρ̂(1) ∗
hh′ = 0 ,

ρ̂(2)

pp′ =
∑

h

ρ̂(1)

ph ρ̂(1)

hp′ , ρ̂(2)

hh′ = −
∑

p

ρ̂(1)

hp ρ̂(1)

ph′ et ρ̂(2)

ph = ρ̂(2)*

hp 
 0 ,
(III.14)

le développement (III.13) peut s’écrire :

E[ρ] = E [ρ(0)] +
∑
ph

[
∂E

∂ρph

]
ρ=ρ(0)

ρ(1)

ph + HC

+
1

2

∑
php′h′

[
∂2E

∂ρphρp′h′

]
ρ=ρ(0)

ρ(1)

phρ(1)

p′h′ + HC

+
1

2

∑
phh′p′

[
∂2E

∂ρphρh′p′

]
ρ=ρ(0)

ρ(1)

phρ(1)

h′p′ + HC + . . . .

(III.15)

où le sigle HC signifie l’hermitique conjugué du terme le précédant.

Si l’on choisit la densité d’équilibre ρ(0) égale à la densité Hartree-Fock ρ(HF), dont les
éléments de matrice sont définis en (III.12), alors le terme du premier ordre du dévelop-
pement (III.15) s’annule car :

[
∂E

∂ρph

]
ρ=ρ(HF)

= hph = 0, (III.16)

où h est le Hamiltonien Hartree-Fock. Les éléments de matrice 1p-1h des δρ étant les
seuls à intervenir dans le développement (III.15), la dérivée seconde peut être interprétée
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comme une interaction particule-trou qui va permettre de définir le Hamiltonien de la
RPA. On rappelle l’écriture explicite de cette interaction dans l’appendice C.2 pour se
concentrer sur la dérivation des équations RPA.

En introduisant les matrices A et B définies par leurs éléments :

Aphp′h′ = δpp′δhh′ (εp − εh) +
∂2E [ρ(HF)]

∂δρph∂δρp′h′
, Bphp′h′ =

∂2E [ρ(HF)]

∂δρph∂δρh′p′
, (III.17)

on peut écrire le développement de l’énergie au second ordre sous la forme quadratique :

E[ρ] = E[ρ(0)] +
1

2

∑
ph,p′h′

∣∣ρ(1)∗
ph ρ(1)

ph

∣∣ ∣∣∣∣ Aph,p′h′ Bph,p′h′

B∗
ph,p′h′ A∗

ph,p′h′

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ρ(1)

p′h′

ρ(1)∗
p′h′

∣∣∣∣ . (III.18)

Pour déterminer l’expression de variations de la matrice densité, on peut utiliser l’équa-
tion Hartree-Fock dépendante du temps qui décrit l’évolution dans le temps d’un système
déplacé de son état d’équilibre. L’équation satisfaite par la matrice densité associée à cet
état s’écrit :

i
∂〈Ψ(t)|a+

α aβ |Ψ(t)〉
∂t

= 〈Ψ(t)| [H, a+
αaβ

] |Ψ(t)〉 . (III.19)

où l’on a posé � = 1. Avec la condition ρ(t)2 = ρ(t), qui stipule que |Ψ(t)〉 est un détermi-

nant de Slater pour tout t, la condition tr(ρ(t)) = N , et la définition h(ρ(t)) =
∂E(ρ(t))

∂ρ(t)
,

l’équation (III.19) se réduit à :

i
∂ρ(t)

∂t
= [h(ρ(t)), ρ(t)] . (III.20)

Cette équation est non linéaire car le potentiel h dépend lui-même de ρ(t) mais elle peut
être linéarisée en regardant seulement des oscillations de faible amplitude autour du champ
moyen. Cette hypothèse conduit à définir la matrice densité ρ(t) comme :

ρ(t) = ρ(HF) + ρ(1)(t) , (III.21)

où ρ(1)(t) est faible devant ρ(HF). Avec la condition (III.9), l’équation (III.20) devient :

i
∂ρ(1)(t)

∂t
=

[
∂h(ρ(t))

∂ρ(t)
, ρ(1)(t)

]
, (III.22)

Avec d’une part les éléments de la matrice densité :
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ρph(t) = ρ(HF)

ph + ρ(1)

ph(t) = ρ(1)

ph(t) , (III.23)

où l’on a utilisé ρ(HF)

ph = 〈ψHF |a+
h ap|ψHF 〉 = 0, et d’autre part les définitions (III.17), l’équa-

tion (III.22) est équivalente à :

i
∂ρ(1)

ph(t)

∂t
=

∑
p′h′

Aph,p′h′ρ(1)

p′h′(t) + Bph,p′h′ρ(1)∗
p′h′(t) . (III.24)

La propriété ρh′p′ = ρ∗
p′h′ permet d’écrire cette équation et son complexe conjugué sous la

forme compacte :

i
∂

∂t

[
ρ(1)(t)

−ρ(1)∗(t)

]
=

[
A B
B∗ A∗

] [
ρ(1)(t)
ρ(1)∗(t)

]
. (III.25)

Pour résoudre cette équation, on cherche des modes stationnaires en prenant la décom-
position de Fourier de ρ(1)∗(t), soit :

ρ(1)

ph(t) = Xphe
−iωt + Yphe

+iωt . (III.26)

Avec cette expression, le système (III.25) s’écrit :

[
A B
B∗ A∗

] [
X
Y

]
= ω

[
X
−Y

]
, (III.27)

cette équation matricielle étant la forme usuelle des équations RPA. La diagonalisation de

cette matrice permet d’obtenir un jeu de vecteurs propres

[
XN

Y N

]
associés aux valeurs

propres ωN avec la normalisation :

[
X∗

N −Y ∗
N

] [ XN ′

−YN ′

]
= Sign(ωN)δN,N ′ . (III.28)

Les éléments de matrice (III.26) peuvent donc s’écrire :

ρ(1)

ph(t) =
∑
N

XN
phe

−iωN t + Y N
phe+iωN t . (III.29)

Pour donner une interprétation aux amplitudes RPA XN et Y N associées aux valeurs
propres ±ωN , il est utile d’écrire une solution dépendante du temps comme l’état fon-
damental �� vrai �� du système soumis à une faible perturbation. Cet état |ψ(t)〉 peut
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s’exprimer sous la forme approchée donnée par la théorie des perturbations. En suppo-
sant que l’on connaisse les états et les énergies propres du système non perturbé, l’état
du système perturbé s’écrit au premier ordre des perturbations :

|ψ(t)〉 = e−iE0t

(
|0〉 +

∑
n

ane−iωnt|n〉
)

, (III.30)

où l’état |0〉, d’énergie E0, est l’état fondamental �� vrai �� du système non perturbé, et
les états |n〉, d’énergies propres respectives E0 − �ωn, sont les états excités �� vrais ��. Les
coefficients an sont tels que ∀n , an << 1. Utilisant cette expression, les éléments de la
matrice densité calculés au premier ordre deviennent :

ρ(1)

ph(t) =
∑

n

an〈0|a+
h ap|n〉e−iωnt + a∗

n〈n|a+
h ap|0〉e+iωnt . (III.31)

Afin d’identifier cette forme avec (III.29), on fait les correspondances suivantes :

ωn ↔ ωN , (III.32)

XN
ph ↔ 〈0|a+

h ap|n〉 , Y N
ph ↔ 〈0|a+

p ah|n〉 , (III.33)

et les complexes conjugués :

XN∗
ph ↔ 〈n|a+

p ah|0〉 , Y N∗
ph ↔ 〈n|a+

h ap|0〉 . (III.34)

Les amplitudes XN∗
ph et Y N∗

ph sont donc interprétées comme les amplitudes de probabilité de
trouver dans un état excité |N〉, une paire particule-trou ou une paire trou-particule. De
plus, les valeurs propres RPA ωN sont identifiées comme les énergies d’excitation du noyau
par rapport à l’état fondamental. Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment
exploiter ces résultats pour déterminer les opérateurs quantiques associés à ces modes
d’excitation, ainsi que leurs propriétés fondamentales.

III.2.1 Quantifications des excitations : Modes RPA

On a vu dans le paragraphe précédent que les solutions de la RPA correspondent à des
modes de vibration normaux de la matrice densité à un corps associée à l’état du système.
Il apparâıt aussi que chacun de ces modes contient une quantité d’énergie, EN = �ωN ,
associée à sa fréquence de vibration ωN . La procédure de quantification nous permet
d’interpréter les quanta d’énergie EN et de leur associer un opérateur d’excitation Θ+

N .
L’action de ces opérateurs sur l’état fondamental, appelé aussi �� le vide ��, associe à chaque
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mode normal un état quantique, que l’on label |N〉. En définissant le ket |0̃〉 comme le
vide des états de vibration, l’état |N〉 est défini par :

|N〉 = Θ+
N |0̃〉 , (III.35)

et son hermitique conjugué :

〈N | = 〈0̃|ΘN , (III.36)

où ΘN , l’adjoint de l’opérateur de création Θ+
N , s’interprète comme l’annihilation du mode

propre N . Par définition, l’état associé au vide de vibration satisfait aux relations :

ΘN |0̃〉 = 0 et 〈0̃|Θ+
N = (〈0̃|ΘN) = 0 , (III.37)

où les parenthèses dans la seconde relation signifient que l’opérateur agit dans l’espace
des bras.

Afin de préciser la correspondance entre les amplitudes de vibration XN et Y N , et
les opérateurs définis en (III.35) et (III.36), on utilise la correspondance (III.33) et les
propriétés (III.37) pour écrire :

XN
ph = 〈0̃|a+

h ap|N〉 = 〈0̃|a+
h apΘ

+
N |0̃〉 = 〈0̃| [a+

h ap, Θ
+
N

] |0̃〉 ,

Y N
ph = 〈0̃|a+

p ah|N〉 = 〈0̃|a+
p ahΘ

+
N |0̃〉 = 〈0̃| [a+

p ah, Θ
+
N

] |0̃〉 .
(III.38)

Dans ces expressions, on a identifié le vide RPA |0̃〉 à létat fondamental |0〉 du système qui
apparâıt dans le développement perturbatif (III.30). La forme des opérateurs Θ+

N et ΘN

peut être définie grâce à un développement sur les opérateurs a+
p′ah′ et a+

h′ap′ correspondant
respectivement à la création et à l’annihilation d’une paire particule-trou p′h′, soit :

Θ+
N =

∑
p′h′

W N
p′h′a+

p′ah′ + ZN
p′h′a+

h′ap′ (III.39)

Ce développement conduit, avec (III.38), au calcul de commutateurs du type :

[
a+

h ap, a
+
p′ah′ ,

]
= δh,h′δp,p′ − (ah′a+

h + a+
p′ap) ,[

a+
p ah, a

+
p′ah′,

]
=

[
a+

h ap, a
+
h′ap′ ,

]
= 0 .

(III.40)

Dans toutes les dérivations que nous effectuons, il est clair que les corrélations dans l’état
fondamental sont très diluées car on considère seulement des variations des éléments de
la matrice densité de faibles amplitudes. Cela se traduit par les propriétés :
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∣∣〈0̃|a+
p ap′ |0̃〉

∣∣ << 1 et
∣∣〈0̃|a+

h ah′|0̃〉 − 〈HF |a+
h ah′ |HF 〉∣∣ << 1 . (III.41)

En conséquence, les opérateurs de création et de destruction de paires particule-trou se
comportent comme des bosons (approximation des �� quasi-bosons ��) car on peut leur
attribuer les règles de commutation relatives aux opérateurs de boson en négligeant les
termes −ah′a+

h + a+
p′ap dans le premier commutateur de (III.40).

En adoptant ces nouvelles règles de commutation, les amplitudes XN
ph et Y N

ph se déduisent
facilement :

XN
ph =

∑
p′h′

W N
p′h′δh,h′δp,p′ = W N

ph ,

Y N
ph =

∑
p′h′

ZN
p′h′(−δh,h′δp,p′) = −ZN

ph .

(III.42)

Avec ceci, les opérateurs de création et d’annihilation associés au mode RPA |N〉 d’énergie
�ωN s’écrivent respectivement :

Θ+
N =

∑
ph

XN
pha

+
p ah − Y N

pha+
h ap et ΘN =

∑
ph

XN∗
ph a+

h ap − Y N∗
ph a+

p ah . (III.43)

Nous allons dans ce qui suit préciser la structure des états et des opérateurs RPA quand
on considère des noyaux dont le champ moyen est sphérique, soit typiquement les noyaux
à doubles couches fermées.

III.2.2 Modes d’excitation RPA d’un champ moyen sphérique

Les états propres du Hamiltonien H du système sont caractérisés par les nombres quan-
tiques correspondant aux différentes symétries de cet Hamiltonien (représentations irré-
ductibles). Ces propriétés nous conduisent à définir les opérateurs Θ+

N et ΘN en fonction
d’opérateurs ayant un moment angulaire J , une projection M et une parité Π bien définis.

Avant tout, il est intéressant d’écrire explicitement les états à une particule solutions
d’un champ moyen sphérique :

ϕn, (l, 1
2
)j, m, τ (x̃) = 〈x̃|n, (l,

1

2
)j, m, χ

1
2
mτ 〉 = Rnl(r)i

l
[
Y l

ml
(Ω) ⊗ 〈σ|χ 1

2 〉
]j

m
〈τ |χ 1

2 〉 , (III.44)

avec x̃ ≡ (r, σ, τ), et 〈τ |χ 1
2 〉 = δτ,mτ , τ = −1, +1 respectivement pour un proton ou un

neutron. Avec cette définition, l’action de l’opérateur renversement du temps T s’écrit :
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T |n, (l,
1

2
)j, m, χ

1
2
mτ 〉 = sj |n, (l,

1

2
)j, m, χ

1
2
mτ 〉 , (III.45)

avec sj = (−)j−m. Les transformations des opérateurs de création et d’annihilation associés
à un état (III.44) de particule s’écrivent respectivement :

T+a+
p,mpT = spa

+
p,−mp et T+ap,mpT = spap,−mp , (III.46)

où l’on a posé p ≡ np, (lp, 1/2)jp, mτp . Ces définitions sont strictement équivalentes pour
des états de trou en changeant les indices p par des indices h.

L’état fondamental |0̃〉 d’un noyau sphérique ayant un moment angulaire nul, on as-
sociera à un état |N, J, M, Π〉 les opérateurs d’excitation et d’annihilation Θ+

N,J,M,Π et
ΘN,J,M,Π de moment angulaire J , de projection M et de parité Π. En conséquences les
opérateurs de création et d’annihilation de paires particule-trou intervenant dans (III.43)
doivent être couplés afin de définir des tenseurs de rang J et de projection M , avec la
condition supplémentaire (−)lp−lt = Π. L’opérateur de création a+

p,mp
se transforme par

rotation comme un tenseur irréductible de rang jp et de projection mp. Par contre l’opéra-
teur d’annihilation ap,mp correspondant se transforme par rotation en tenseur irréductible
de rang jp et de projection −mp seulement en ajoutant la phase sp = (−1)jp−mp . On peut
construire un opérateur de création particule-trou A+

J,M(p, h̃) avec un moment angulaire
défini J de projection M , soit :

A+
J,M(p, h̃) =

∑
mp,mh

〈jpmp, jh − mh|JM〉a+
p ãh , (III.47)

et son hermitique conjugué s’écrit :

AJ,M(p, h̃) =
∑

mp,mh

〈jpmp, jh − mh|JM〉ã+
h ap , (III.48)

avec ãjn,mn = (−)jn−mnajn,mn = snajn,mn, n ≡ p, h. On peut démontrer que, du fait de
l’invariance par rotation de l’interaction, celle-ci peut seulement mélanger des opérateurs
du type A+

J,M(p, h̃), définis en (III.47), et les opérateurs d’annihilation AJ,M(p, h̃) associés
et renversés du temps. Ces derniers s’écrivent :

AJ,M̄(p, h̃) = T+AJ,M(p, h̃)T . (III.49)

Avant d’en déduire la forme des opérateurs RPA, vérifions que (III.49) est bien un tenseur
de rang J et de projection M . D’après (III.46), on peut déduire les règles de transformation
par renversement du temps des opérateurs particule-trou, soit :
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T+A+
J,MT = (−)J−MA+

J,−M = A+
J,M̄

,

T+AJ,MT = (−)J−MAJ,−M = AJ,M̄ .

(III.50)

D’après ces règles et (III.48) , l’opérateur (III.49) devient :

AJ,M̄(p, h̃) = (−)J−M
∑

mp,mh

〈jpmp, jh − mh|J − M〉ã+
h ap

=
∑

mp,mh

spsh(−)J−M〈jhmh, jp − mp|JM〉a+
h ãp

= (−)J+jp−jh
[
a+

h ⊗ ãp

]J

M
. (III.51)

On voit clairement que (III.49) est un tenseur de rang J et de projection M à la phase
(−)J+jp−jh près.

Finalement, en tenant compte de la contrainte supplémentaire sur la parité, les opérateurs
d’excitation RPA (III.43) s’écrivent pour des noyaux sphériques :

Θ+
N∈(J,M,Π) =

∑
(ph)∈(J,M,Π)

XN
phA

+
J,M,Π(p, h̃) − Y N

phAJ,M̄,Π(p, h̃) ,

ΘN∈(J,M,Π) =
∑

(ph)∈(J,M,Π)

XN
phAJ,M,Π(p, h̃) − Y N

phA+
J,M̄,Π

(p, h̃) .

(III.52)

Il est possible d’inverser ces égalités, ce qui nous donne la définition des opérateurs
particule-trou couplés en fonction des opérateurs d’excitation RPA, soit :

A+
J,M,Π(p, h̃) =

∑
N∈(J,M,Π)

XN
phΘ

+
N∈(J,M,Π) + Y N

phΘN∈(J,M̄,Π) ,

AJ,M̄,Π(p, h̃) =
∑

N∈(J,M,Π)

XN
phΘN∈(J,M̄,Π) + Y N

phΘ+
N∈(J,M,Π) ,

(III.53)

où l’on a introduit les opérateurs de destruction renversés dans le temps :

ΘN∈(J,M̄,Π) = (−)J−MΘN∈(J,−M,Π) . (III.54)
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Dans la suite, on utilisera N comme la notation condensée de N ∈ (J, M, Π) où N est
l’indice de l’état considéré dans un bloc (J, M, Π), et l’appartenance au bloc (J, M, Π) des
paires particule-trou ph sera sous-entendue. De plus, on notera N̄ les états renversés du
temps définis par les nombres quantiques N ∈ (J, M̄, Π).

Pour achever les correspondances, nous allons écrire les relations entre les opérateurs
particule-trou non couplés et les opérateurs RPA. Pour ce faire, exprimons d’abord les
opérateurs a+

p ah et a+
h ap en inversant les relations (III.47) et (III.51). Il vient :

a+
p ah =

∑
JM

sh〈JM |jpmp, jh − mh〉A+
J,M,Π(p, h̃) ,

a+
h ap =

∑
JM

(−)J+jp−jhsp〈J − M |jpmp, jh − mh〉AJ,M̄,Π(p, h̃) .

(III.55)

En utilisant les relations (III.52), ces opérateurs peuvent s’écrire en fonction des opérateurs
RPA, soit :

a+
p ah =

∑
JM

sh〈JM |jpmp, jh − mh〉
(∑

N

XN
phΘ

+
N∈(J,M,Π) + Y N

phΘN̄∈(J,M̄,Π)

)
,

a+
h ap =

∑
JM

(−)J+jp−jhsp〈J − M |jpmp, jh − mh〉
(∑

N

XN
phΘN̄∈(J,M̄,Π) + Y N

phΘ+
N∈(J,M,Π)

)
.

(III.56)

Ces relations seront les outils de base qui nous permettront de dériver les différents opé-
rateurs et éléments matriciels utilisés dans les applications exposées aux chapitres IV et
V.

III.3 Démonstrations

III.3.1 Matrice densité à un corps du vide RPA

Grâce aux définitions des opérateurs RPA (III.52) et de leur action sur le vide |0̃〉, il est
possible de déterminer la matrice densité à un corps de ce vide sans connâıtre, à priori,
son expression formelle. Les éléments de cette matrice densité sont définis par :

ραβ = 〈0̃|a+
β aα|0̃〉 . (III.57)
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Dans les cas où αβ = ph ou hp, on peut facilement démontrer que les ραβ sont nuls. En
effet, le calcul de ces éléments de matrice se ramène, en utilisant les relations (III.56), au
calcul de contractions du type 〈0̃|Θ+

N |0̃〉 et 〈0̃|ΘN |0̃〉. Or, d’après les définitions (III.37),
on a :

〈0̃|Θ+
N |0̃〉 =

(〈0̃|ΘN

) |0̃〉 = 0 et 〈0̃|ΘN |0̃〉 = 〈0̃| (ΘN |0̃〉
)

= 0 . (III.58)

On en conclut facilement que :
ρph = ρhp = 0 . (III.59)

Afin de calculer les éléments de matrice du type ρpp′ et ρhh′, il est utile d’insérer la relation
de fermeture construite avec les états à une particule du schéma Hartree-Fock :

∑
μ

aμa+
μ =

∑
p

ap1a
+
p1

+
∑
h1

ah1a
+
h1

, (III.60)

entre les deux opérateurs a+
α et aβ dans (III.57). Pour α = p et β = p′, il vient :

ρpp′ =
∑
h1

〈0̃|a+
p′ah1a

+
h1

ap|0̃〉 +
∑
p1

〈0̃|a+
p′ap1a

+
p1

ap|0̃〉 . (III.61)

Le second terme de droite peut se calculer en insérant une relation de fermeture sur les
états propres RPA :

1̂ = |0̃〉〈0̃| +
∑
N

|N〉〈N | = |0̃〉〈0̃| +
∑
N

Θ+
N |0̃〉〈0̃|ΘN , (III.62)

entre les deux paires a+
p′ap1 et a+

p1
ap. Cela s’écrit :

〈0̃|a+
p′ap1a

+
p1

ap|0̃〉 = 〈0̃|a+
p′ap1 |0̃〉〈0̃|a+

p1
ap|0̃〉 +

∑
N

〈0̃|a+
p′ap1Θ

+
N |0̃〉〈0̃|ΘNa+

p1
ap|0̃〉 . (III.63)

Le premier terme représente une contribution du second ordre que l’on peut négliger en
se rappelant que l’approche RPA est équivalente à un développement de la densité au
premier ordre. Avec les propriétés (III.37), le second terme peut s’écrire sous la forme :

∑
N

〈0̃| [a+
p′ap1 , Θ

+
N

] |0̃〉〈0̃| [ΘNa+
p1

ap

] |0̃〉 . (III.64)

Le calcul de
[
a+

p′ap1 , Θ
+
N

]
conduit, avec (III.52), au calcul des deux commutateurs[

a+
p′ap1 , a

+
p2

ah2

]
et

[
a+

p′ap1, a
+
h2

ap2

]
. Grâce aux relations d’anticommutation des opérateurs

fermioniques définies en (III.2), on démontre facilement :



III.3. DÉMONSTRATIONS 47

[
a+

p′ap1, a
+
p2

ah2

]
= a+

p′ap1a
+
p2

ah2 − a+
p2

ah2a
+
p′ap1

= δp1p2a
+
p′ah2 + a+

p′a
+
p2

ah2ap1 − a+
p2

ah2a
+
p′ap1

= δp1p2a
+
p′ah2 + a+

p2
ah2a

+
p′ap1 − a+

p2
ah2a

+
p′ap1

= δp1p2a
+
p′ah2 .

(III.65)

Suivant la même méthode, le second commutateur s’écrit :

[
a+

p′ap1, a
+
h2

ap2

]
= a+

p′ap1a
+
h2

ap2 − a+
h2

ap2a
+
p′ap1

= a+
p′a

+
h2

ap2ap1 − a+
h2

ap2a
+
p′ap1

= δp′p2a
+
h2

ap1 + a+
h2

ap2a
+
p′ap1 − a+

h2
ap2a

+
p′ap1

= δp′p2a
+
h2

ap1 .

(III.66)

Le terme 〈0̃| [a+
p′ap1, Θ

+
N

] |0̃〉 s’exprime donc en fonction des contractions de types ρph et
ρhp qui sont, comme on l’a vu précédemment, identiquement nulles. En conséquence, le
terme (III.63) s’annule, et ρpp′ (voir (III.61) ) se réduit à :

ρpp′ =
∑

h

〈0̃|a+
p′aha

+
h ap|0̃〉 , (III.67)

où l’on a supprimé l’indice dans h1, devenu inutile. Avant de calculer ce terme, il est
important d’énoncer les propriétés suivantes. En considérant le fait que le vide |0̃〉 possède
un moment angulaire nul, il est clair que les contractions ρpp′ seront non nulles seulement
si l’on peut former un tenseur d’ordre 0 avec les opérateurs a+

p′ et ap. Cette condition est
équivalente à :

jp = jp′ et mp = −mp′ . (III.68)

D’autre part, les éléments ρpp′ étant des quantités scalaires, ils sont indépendants vis à
vis d’un choix particulier de repère (donc d’axe de quantification). En conséquence, ces
éléments ne dépendent pas des projections mp et on pourra raisonner sur les quantités

ρ′
pp′ =

∑
mp

ρpp′ = ĵ2
pρpp′, avec ĵ =

√
2j + 1.

Avec ces conditions et les relations (III.56), la relation (III.67) devient :

ρ′
pp′ =

∑
h,jh,mh,mp

∑
N,J,M

∑
N ′,J ′,M ′

(−)J ′+jp−jhshsp〈JM |jpmp, jh −mh〉〈J ′ −M ′|jpmp, jh −mh〉

〈0̃| (XN
p′hΘ

+
N + Y N

p′hΘN̄

) (
XN ′

ph ΘN̄ ′ + Y N ′
ph Θ+

N ′

)
|0̃〉 . (III.69)

En utilisant l’orthogonalité des coefficients de Clebsch-Gordan, soit :
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∑
mpmh

〈JM |jpmp, jh − mh〉〈J ′ − M ′|jpmp, jh − mh〉 = δJ,J ′δM,−M ′ , (III.70)

et en simplifiant les phases, la forme (III.69) devient :

ρ′
pp′ =

∑
h,jh

∑
N,N ′,J,M,M ′=−M

(−)J−M〈0̃| (XN
p′hΘ

+
N + Y N

p′hΘN̄

) (
XN ′

ph ΘN̄ ′ + Y N ′
ph Θ+

N ′

)
|0̃〉 .

(III.71)

Avec la définition (III.37) du vide RPA, une contribution non nulle peut venir seulement
de la contraction 〈0̃|ΘN̄Θ+

N ′ |0̃〉. Avec la définition (III.54) des opérateur RPA renversés
du temps, on a :

ΘN,J,M̄ = (−)J−MΘN,J,−M = (−)J+MΘN,J,−M ′ . (III.72)

La phase (−)J+M se simplifie donc avec (−)J−M . La contraction 〈0̃|ΘNΘ+
N ′|0̃〉 = δN,N ′

permet de réduire l’expression (III.71) de ρ′
pp′ à :

ρ′
pp′ =

∑
J,Π

∑
N∈(J,Π)

∑
h,jh

(2J + 1)Y N
p′hY

N
ph . (III.73)

En reprenant la notation N ≡ N, J, M, Π, l’élément de matrice ρpp′ s’écrit :

ρpp′ =
∑

N,h,jh

Y N
p′hY

N
ph . (III.74)

Le terme ρhh′ s’obtient selon la même méthode, et s’écrit simplement :

ρhh′ =
∑

N,p,jp

XN
ph′XN

ph . (III.75)

Utilisant la relation d’orthogonalité relative aux amplitudes RPA (voir (C.21) ), l’élément
ρhh′ devient :

ρhh′ = (2jh + 1) δhh′ −
∑

N,p,jp

Y N
ph′Y N

ph . (III.76)

Or (2jh +1) δhh′ n’est autre que l’élément de la matrice densité à un corps du fondamental
HF, soit (2jh + 1) δhh′ = 〈HF |a+

h′ah|HF 〉. Cette forme donne une vision claire des correc-
tions apportées par les corrélations RPA sur le fondamental HF. La propriété principale
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de ces corrélations est de dépeupler les états de trou et de peupler les états de particule.
De plus, la matrice densité devient non diagonale.

Pour résumer, les éléments de la matrice densité du vide RPA s’écrivent :

ρh,h′ = 〈0̃|a+
h′ah|0̃〉 = (2jh + 1) δh,h′ −

∑
N,p,jp

Y N
phY N

ph′ ,

ρp,p′ = 〈0̃|a+
p′ap|0̃〉 = 0 +

∑
N,h,jh

Y N
phY N

p′h .

(III.77)

On voit que les corrections aux éléments de matrice Hartree-Fock proviennent des ampli-
tudes Y N

ph qui caractérisent précisément les corrélations dans le fondamental.

D’autre part, il est important de signaler que l’état fondamental calculé en théorie des
perturbations est donné par une expression très proche de celle du vide de la RPA [35]. En
effet, la sommation des diagrammes en anneaux, calculés avec une interaction particule-
trou, donne une valeur moyenne de l’opérateur densité à un corps qui diffère de la même
quantité calculée avec l’état fondamental RPA seulement par la moitié du premier terme
du second ordre (double comptage). Cette dérivation étant longue et technique, je donne
seulement ici le résultat. Les termes de correction de double comptage s’écrivent respec-
tivement pour ρ0̃

pp′ et ρ0̃
hh′ :

Δρpp′ = −1

2

∑
p′′hh′

(∑
ν

(
Xν

p′′hY
ν
ph′ + Y ν

p′′hX
ν
ph′

)
ων

(εp′′ + εp − εh′ − εh)

)(∑
ν

(
Xν

p′′hY
ν
p′h′ + Y ν

p′′hX
ν
p′h′

)
ων

(εp′′ + εp′ − εh′ − εh)

)
,

(III.78)

Δρhh′ =
1

2

∑
h′′pp′

(∑
ν

(
Xν

ph′′Y ν
p′h + Y ν

ph′′Xν
p′h

)
ων

(εp + εp′ − εh′′ − εh)

)(∑
ν

(
Xν

ph′′Y ν
p′h′ + Y ν

ph′′Xν
p′h′

)
ων

(εp + εp′ − εh′′ − εh′)

)
.

(III.79)

La matrice densité ainsi déterminée nous permet de calculer différentes observables
permettant de vérifier la validité de cette approche. Parmi elles, les distributions radiales
de protons de neutrons sont de bon critères. Elles sont définies par :

ρτ (r) =

∫
dΩρτ (r) =

∫
dΩ

∑
(α,β)∈τ

ρα,βϕ∗
α(r)ϕβ(r) . (III.80)

Les fonctions ϕα et ϕβ sont les fonctions propres à une particule du champ moyen HF,
représentant les états de proton pour τ = 1, et les états de neutron pour τ = 0. Des
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applications seront fournies au chapitre IV, où l’on verra notamment que les corrections
de double comptage ne sont pas négligeables.

III.3.2 Densités de transition

Une quantité importante qui interviendra dans les calculs de diffusion inélastique,
comme nous le verrons au chapitre V, est la matrice densité de transition ρ0,N . Ses élé-
ments sont définis par :

ρ0,N
αβ = 〈N |a+

β aα|0̃〉 , (III.81)

où |0̃〉 correspond à l’état fondamental du noyau et |N〉 à l’un de ses états excités. On peut
calculer ces éléments soit dans la description Hartree-Fock, soit dans la description RPA.
On note que dans ce paragraphe, on considère seulement des excitations à une particule-
trou ou à un boson. Dans le cas Hartree-Fock, ces excitations s’écrivent simplement :

|n〉 =
[
a+

δ ⊗ ãγ

]Jn,Mn,Πn |HF 〉 , (III.82)

où les états δ et γ sont respectivement des états à une particule inoccupé et occupé dans
l’état fondamental Hartree-Fock |HF 〉. Avec la définition :

[
a+

δ ⊗ ãγ

]J,M,Π
=

∑
mδmγ

〈jδ, mδ, jγ ,−mγ |n, Jn, Mn〉(−1)jγ−mγa+
δ,mδ

aγ,−mγ |HF 〉 , (III.83)

le calcul de (III.81) est immédiat et donne :

ρHF,n
αβ = δαγδβδ . (III.84)

Dans le cas d’une description RPA, les états excités sont décrits par les opérateurs Θ+
N

définis en (III.35) et (III.52). On calcule aisément les éléments de matrice de transition
grâce aux relations (III.56). Dans les cas où αβ ≡ ph et αβ ≡ hp , les éléments de matrice
(III.81) s’écrivent respectivement :

ρ0̃,N
ph = 〈0̃|ΘN

∑
JM

sh〈JM |jpmp, jh − mh〉
∑
N

XN ′
ph Θ+

N ′ + Y N ′
ph ΘN̄ ′ |0̃〉

= sh〈JM |jpmp, jh − mh〉XN ′
ph δNJM,N ′J ′M ′ , (III.85)

et
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ρ0̃,N
hp = 〈0̃|ΘN

∑
JM

(−)J+jp−jhsp〈JM |jhmh, jp − mp〉
∑
N

XN ′
ph ΘN̄ ′ + Y N ′

ph Θ+
N ′|0̃〉

= (−)J+jp−jhsp〈JM |jhmh, jp − mp〉Y N ′
ph δNJM,N ′J ′M ′ . (III.86)

On montre facilement que les éléments du type ρ0̃,N
pp′ et ρ0̃,N

hh′ sont identiquement nuls.

En effet, les opérateurs a+
p ap′ et a+

h ah′ peuvent s’exprimer respectivement comme des
combinaisons linéaires d’opérateurs de types Θ+

N ′ΘN ′′ et ΘN ′Θ+
N ′′ . Le calcul de (III.81)

se ramène donc au calcul de contractions du type 〈0̃|ΘNΘ+
N ′ΘN ′′ |0̃〉, toujours nulles quels

que soient les états N , N ′ et N ′′ considérés.

A partir de ces éléments de matrice, on peut définir une densité radiale de transition
comme :

ρ0̃,N(r) =
∑
αβ

ρ0̃,N
αβ ϕ∗

β(r)ϕα(r) . (III.87)

En intégrant cette expression sur sa partie angulaire, on trouve :

ρ0̃,NJΠ(r) =
∑
ph

(
XN

ph + Y N
ph

)
ϕ∗

p(r)ϕh(r)i
J+lp+lh(−)jh− 1

2
ĵpĵh√

4π

(
jp J jh

−1
2

0 1
2

)
, (III.88)

où l’on a indiqué sur la densité la multipolarité et la parité de l’excitation considérée.

Les différentes quantités introduites dans ce chapitre, relatives à l’état fondamental et
aux états excités, vont à présent être utilisées via la théorie des réactions rappelée au
chapitre II.
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Chapitre IV

Analyse de la diffusion élastique

Ce chapitre est dédié à l’application de la théorie des réactions directes aux calculs de la
diffusion élastique ( chapitre II). Nous avons vu que la construction du potentiel optique
adapté à la diffusion élastique fait intervenir d’une part, l’utilisation d’une interaction
effective à deux corps et d’autre part, la matrice densité à un corps associée à l’état
fondamental du noyau cible. Nous allons montrer que l’utilisation de la matrice G de
Melbourne (voir section II.3.1) avec l’information de structure donnée par la méthode
RPA, décrite au chapitre III, permet de bien reproduire différentes données expérimentales
associées à la diffusion élastique. Nos calculs concernent la diffusion de nucléons sur des
noyaux doublement magiques. Nous étudierons certaines observables liées au processus de
diffusion élastique, telles que les sections efficaces différentielles, les pouvoirs d’analyse et
autres observables de spin, pour des énergies incidentes comprises entre 40 MeV et 225
MeV dans le laboratoire. La matrice G de Melbourne a déjà été utilisée pour l’étude de la
diffusion dans cette gamme d’énergie [17]. Dans un premier temps, nous allons montrer que
les informations de structure, telles que les distributions radiales de charge et de neutron
ainsi les rayons carrés moyens associés, sont bien reproduites par la méthode HF+RPA
avec l’interaction D1S de Gogny. Nous présenterons ensuite les résultats obtenus pour
différentes observables associées à la diffusion élastique, quand on construit le potentiel
optique à partir soit de la matrice densité HF, soit de la matrice densité HF+RPA. La
comparaison avec les résultats expérimentaux montrera que les corrélations contenues dans
la matrice densité associées aux corrections RPA influencent et améliorent visiblement les
résultats des calculs de diffusion élastique, cela d’autant plus que l’énergie des nucléons
incidents est grande.

IV.1 Informations de structure

On a vu dans la chapitre II que les sections efficaces de diffusion élastique peuvent être
définies à partir des solutions propres d’une équation de Schrödinger du type :

53
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[
−�2∇2

2μ
+ UL(r)

]
φ(r) +

∫
UNL(r, r′)φ(r′)dr′ = Ekφ(r) ,

où UL(r) et UNL(r, r′) sont respectivement les parties locale et non-locale du potentiel
optique défini en (II.37). Chacun de ces termes s’exprime en fonction des densités à un
corps locale et non-locale du noyau cible. On rappelle leurs expressions :

UL(r1) =

∫
dr2ρ(r2)〈r1r2|V (1, 2)|r1r2〉 et

UNL(r1, r2) = ρ(r1, r2)〈r1r2|V (1, 2)|r1r2〉 .

(IV.1)

L’interaction à deux corps V (1, 2) utilisée est la matrice-G de Melbourne qui a été intro-
duite au paragraphe II.3.1. Cette interaction dépend des densités aux points r1 et r2 selon
la prescription LDA :

〈r1r2|V (1, 2)|r1r2〉 = V
(√

ρ(r1)ρ(r2)
)

. (IV.2)

Le potentiel optique possède donc une double dépendance en densité, la première à travers
l’interaction à deux corps ci-dessus et la seconde à travers la forme convoluée (IV.1). Vue
l’importance des informations de structure contenues dans ce potentiel, il est intéressant
de les tester indépendamment avant de les utiliser pour des calculs de diffusion. On ne
dispose pas de résultat expérimentaux permettant de tester la partie non-locale de la
densité intervenant dans la partie non locale du potentiel. Par contre, on dispose de
diffèrentes données expérimentales reliées directement à la partie locale de la densité, telles
que les distributions de proton, de neutron et de charge ainsi que les rayons quadratiques
moyens associés. Dans la définition (IV.1) de la densité locale ρ(r), la variable r inclut les
coordonnées de position, de spin et d’isospin. En attribuant à r seulement les coordonnées
de position, la densité de matière ρ(r), de proton ρp(r) et de neutron ρn(r) s’écrivent au
point r :

ρ(r) =
∑
σ,τ

ρ(r, σ, τ) , ρp(r) =
∑
σ,τ=1

ρ(r, σ, τ) et ρn(r) =
∑
σ,τ=0

ρ(r, σ, τ) . (IV.3)

Ces trois distributions radiales ne permettent pas de tester tous les détails des densités
intervenant dans les potentiels (IV.1), mais leur comparaison aux données expérimen-
tales constitue une vérification incontournable afin d’avoir confiance en l’utilisation de ces
informations de structure dans les études de réaction.
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IV.1.1 Distributions de charge et de neutron

Les calculs ont été effectués avec la force de Gogny (avec la paramétrisation D1S [34])
dans une base de 15 couches d’oscillateur harmonique pour le 208Pb, 13 pour le 48Ca et le
40Ca et 11 pour le 16O. Les distributions de proton ρp(r) et de neutron ρn(r) sont définies
à partir de la matrice densité à un corps de la cible avec les fonctions à une particule de la
base Hartree-Fock (voir définition (III.80) ). Les distributions de charge ont été obtenues
en tenant compte des facteurs de forme décrivant la distribution de charge d’un proton et
l’effet de l’asymétrie de charge d’un neutron.

La figure IV.1(a) présente les distributions de neutron et de charge du 208Pb. Concer-
nant la distribution de charge, on retrouve le fait que l’approche Hartree-Fock conduit à
une surestimation de la densité au centre (r < 4 fm) et à une sous-estimation de la den-
sité à la surface (fig. IV.2 ). Fait bien connu [36], l’ajout de corrélations RPA dans l’état
fondamental permet de vider la distribution au centre et de l’augmenter à la surface, de
telle sorte qu’elle rejoint quasiment la distribution expérimentale. Bien que les prédictions
pour des rayons inférieurs à 4 fm ne soient pas encore parfaites, l’approche HF+RPA
nous permet de retrouver le rayon quadratique moyen expérimental (table IV.1) avec une
précision inférieure à 0.2%. Par ailleurs, dans d’autres études utilisant des informations
de structure issues de calculs HF pour construire le potentiel optique ([37] pour la diffu-
sion sur 208Pb), ce rayon quadratique moyen est utilisé comme contrainte sur les calculs
HF (interaction SkM∗[38] ). L’utilisation de densités corrélées données par la méthode
HF+RPA nous permet de reproduire ce critère de validité, cela sans aucune contrainte
supplémentaire.

D’autre part, les distributions de neutron obtenues dans les deux approches HF et
HF+RPA sont assez proches des distributions expérimentales et les corrélations de la RPA
permettent d’améliorer légèrement cet accord au centre de la distribution. Par contre, le
rayon quadratique moyen associé est surestimé dans nos deux approches. Bien que cela
ne justifie pas pleinement ce désaccord, on peut invoquer le fait que, malgré la valeur de
0.013 d’incertitude attribuée à la valeur expérimentale, les différentes valeurs de ce rayon
sont comprises dans la littérature entre 5.498 et 5.602 fm [39], valeurs qui s’accordent avec
celles fournies par les deux calculs HF et HF+RPA. Une nouvelle donnée intéressante à
comparer est l’épaisseur de peau de neutron, définie comme la différence entre le rayon
quadratique moyen de la distribution de neutron et celui de la distribution de proton.
On peut voir (table IV.1) que les deux approches HF et HF+RPA donnent des résultats
en accord avec les différentes valeurs mesurées. Par contre, en considérant les différentes
valeurs expérimentales disponibles dans la littérature, leur incertitude ne permettent pas
de mettre en évidence une quelconque amélioration apportée par les corrélations RPA.

Concernant les noyaux de 40Ca (fig. IV.1(b) ), 48Ca (fig. IV.1(c) ) et 16O (fig. IV.1(d)),
l’accord avec les densités de charge expérimentales est moins précis pour des rayons in-
férieurs à 3 fm. Pour ces trois noyaux, il est connu que des corrélations de type 2p2h,
3p3h, 4p4h ... prennent un grande importance dans la description de l’état fondamental.
Bien que la méthode HF+RPA permette de prendre en compte certaines corrélations de
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type 2p2h, 4p4h, 6p6h ..., elle ne peut reproduire tous les couplages possibles et néglige
donc certaines corrélations. Malgré cela, les valeurs prédites pour les rayons quadratiques
moyens de charge s’accordent aux valeurs expérimentales avec un rapport inférieur à 0.2%
pour le 40Ca et l’ 16O et 1% pour le 48Ca (table IV.1). Comme dans le cas du 208Pb, les
rayons quadratiques associés à la distribution de neutron dans les noyaux de 40Ca et 48Ca
sont surestimés par les deux approches HF et HF+RPA. Par contre, les épaisseurs de
peau de neutron sont très bien reproduites, ce qui indique encore que les distributions
de proton et de neutron sont acceptables. On peut tout de même signaler que les infor-
mations expérimentales sur les rayons de neutron restent imprécises et que de nouvelles
mesures sont attendues (diffusion d’électrons polarisés, Jefferson Laboratory) avant de
pouvoir faire des comparaisons plus minutieuses.

En résumé, les calculs HF+RPA utilisant l’interaction D1S sont capables de reproduire
avec une précision acceptable de nombreuses propriétés associées aux états fondamentaux
des noyaux doublement magiques que nous allons considérer dans l’étude de la diffu-
sion élastique. Cette étude des distributions radiales et des rayons nous permet d’avoir
confiance dans les informations de structure utilisées pour construire le potentiel optique
microscopique à l’aide duquel nous allons effectuer le calcul des différentes observables
présentées dans la partie IV.3.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. IV.1 – (a) Distributions de charge et de neutron pour le 208Pb. Distributions de
charge pour (b) le 40Ca, (c) le 48Ca et (d) l’ 16O. Comparaison entre les distributions
expérimentales [40] et les distributions données par les approches HF et HF+RPA.
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Fig. IV.2 – Logarithme des densi-
tés de charge du 208Pb. La courbe
noire représente les valeurs expéri-
mentales, la courbe en tirets bleus
la prédiction du modèle HF et la
courbe rouge la prédiction du mo-
dèle HF+RPA

Noyau
< r2

p >1/2

(fm)

< r2
ch >1/2

(fm)

< r2
n >1/2

(fm)

Δrnp

(fm)

16O exp - 2.730(25) [41] - -

HF 2.658 2.718 2.647 -0.022

HF+RPA 2.669 2.728 2.678 -0.020

40Ca exp - 3.482(25) [41] 3.312(2) [39]
-0.040 [42]

-0.065(2) [39]

HF 3.408 3.470 3.365 -0.043

HF+RPA 3.421 3.483 3.381 -0.040

48Ca exp - 3.470(9) [41] 3.436(23) [39]
+0.128 [42]

+0.079(23) [39]

HF 3.441 3.496 3.588 +0.144

HF+RPA 3.455 3.510 3.590 +0.130

208Pb exp - 5.503(7) [41] 5.536(14) [39]

+0.15(2) [42]

+0.12(7) [43]

+0.097(14) [39]

HF 5.432 5.475 5.567 +0.135

HF+RPA 5.467 5.504 5.592 +0.125

Tab. IV.1 – Rayons quadratiques moyens des distributions de proton, de charge, de neu-
tron et peaux de neutron pour les noyaux 16O, 40Ca, 48Ca et 208Pb. Comparaison entre
les prédictions HF et HF+RPA, et les valeurs expérimentales (références indiquées sur le
tableau). La peau de neutron Δrnp est définie par Δrnp = 〈r2

n〉1/2 − 〈r2
p〉1/2.
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IV.1.2 Optimisation du temps de calcul

Un effort particulier a été fourni pour optimiser le temps de calcul lié à la construction du
potentiel optique. En effet ce potentiel comporte une partie non-locale dont la construction
nécessite un calcul sur un double maillage radial. Typiquement, le maillage doit être fait
sur un pas de 0.1 fm pour assurer la convergence des calculs, avec un rayon de coupure
situé à 15 fm pour le 208Pb. Pour les autres noyaux étudiés, on peut réduire ce rayon à
12 fm pour le 48Ca et le 40Ca et à 10 fm pour le 16O. D’autre part, le temps de calcul
nécessaire à la construction du potentiel optique est directement proportionnel au nombre
d’éléments de la matrice densité à un corps associée à l’état fondamental de la cible (voir
(II.45) ). Dans le cas Hartree-Fock, la matrice densité est diagonale (voir (III.12 )), et le
nombre d’éléments est 36 pour la description du 208Pb par exemple. Dans le cas RPA, la
matrice densité est non diagonale et possède 896 éléments pour la description du 208Pb
dans une base à 15 couches d’oscillateur harmonique. Le cas HF donne un temps de calcul
raisonnable, soit 15 minutes dans chaque cas mais le cas RPA augmente ce temps jusqu’à
6 heures (temps approximatifs sur Pentium IV, 2.8 Ghz). Afin de réduire cette durée
prohibitive, nous avons diagonalisé la matrice densité RPA dans chaque bloc de nombre
quantique (J, Π). La matrice densité RPA diagonalisée est réduite alors à 240 éléments
pour une base à 15 couches (120 pour la description des protons et 120 pour celle des
neutrons), ce qui nous permet de réduire les temps de calcul d’un facteur 4. Pour les calculs
de diffusion inélastique qui seront présentés au chapitre V, il sera important de stocker les
potentiels déjà calculés afin d’économiser un temps assez conséquent lors du calcul d’un
élément de matrice de transition. Pour les applications faisant intervenir de nombreux
éléments de matrice de transition (chapitre VI), ce stockage devient indispensable pour
que les calculs soient réalisables.

IV.2 Caractéristiques des calculs de diffusion

Avant de commencer la présentation et l’analyse des résultats apportés par notre mo-
dèle, nous allons préciser quelques détails concernant le calcul pratique des amplitudes de
diffusion. Tous nos calculs ont été réalisés à l’aide du programme DWBA98 [44] écrit par
Jacques Raynal. Pour déterminer les amplitudes de diffusion et les grandeurs associées, ce
programme utilise la méthode classique des déphasages dont nous rappelons brièvement
les grandes lignes.

En omettant le champ coulombien, l’état stationnaire de diffusion, solution de l’équa-
tion (II.3) avec la condition asymptotique (II.5), peut se décomposer en ondes partielles
comme :

χ+
m 1

2

(k, r) =
4π

kr

∑
ljm

〈lml, 1
2m 1

2
|jm〉ilχ+

lj(k, r)Y l
ml

∗
(Ωk)Φljm(Ωr) , (IV.4)
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avec la définition :

Φljm(Ωr) =
∑

mlm
′
1
2

〈lml, 1
2 |jm〉Y l

ml
(Ωr)|m′

1
2
〉 . (IV.5)

On note que nous avons modifié les définitions du chapitre II afin de tenir compte du spin
intrinsèque du projectile.

Les parties radiales χ+
lj(kr) de l’onde de diffusion obéissent, pour chaque couple de valeurs

(l, j) possible, aux équations aux ondes partielles :

(
− �2

2μ
∇2 + − �2

2μ

l(l + 1)

r2
+ 2�2Ulj(r) − E

)
χ+

lj(k, r) +

∫
dr′Ulj(r, r

′)χ+
lj(k, r′) = 0 .

(IV.6)

On peut montrer que chaque onde partielle possède un comportement asymptotique du
type :

lim
r→∞

χ+
lj(k, r) = eiδljsin

(
kr − l

π

2
+ δlj

)
, (IV.7)

où l’on a introduit les déphasages δlj. Avec cette relation, l’amplitude de diffusion s’écrit
en fonction des déphasages comme :

f(θ) =
1

k

∑
lj

(2j + 1) eiδljsinδljPl (cosθ) . (IV.8)

On trouvera les détails concernant les développements faisant intervenir les déphasages
dans [45], tome 1, chapitre 10. D’autre part, nous n’avons pas introduit le potentiel cou-
lombien afin d’alléger la présentation. Nous précisons seulement que ce potentiel est calculé
de manière microscopique, c’est à dire qu’il fait intervenir les densités issues des modèles
de structure choisis. Pour le traitement complet (déphasage nucléaire+coulombien) voir
par exemple les références [45, 46].

Nous allons présenter dans la suite la comparaison entre les calculs faits à partir de la
matrice densité HF et la matrice densité HF+RPA. Nous signalons que les résultats ont
été obtenus en s’assurant de la convergence des calculs en fonction du nombre d’ondes
partielles intervenant dans (IV.8). Pour une énergie incidente de 40 MeV, 35 ondes par-
tielles suffisent, alors que pour une énergie incidente de 200 MeV, on doit augmenter ce
nombre jusqu’à 60.
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IV.3 Résultats et analyses des calculs de diffusion

élastique de nucléons

IV.3.1 Diffusion de protons sur une cible de 208Pb

Nous présentons dans cette partie nos prédictions pour la diffusion élastique de nu-
cléons sur une cible de 208Pb. Nous étudions notamment l’influence de la méthode, HF
ou HF+RPA, permettant de définir la matrice densité qui intervient dans la construction
du potentiel optique. Afin de comparer nos calculs à l’expérience , nous avons réuni tous
les résultats de mesure relatifs à la diffusion de protons d’énergies incidentes comprises
entre 40 et 201 MeV (table F.1). D’autre part, afin de mieux situer la qualité des résultats
obtenus, nous avons effectué des comparaisons entre nos calculs et ceux faits à partir du
potentiel optique local �� JLM Bruyères �� [47], potentiel semi-microscopique basé sur une
approche de type matière nucléaire [48, 49]. L’utilisation de ce potentiel permet de repro-
duire avec précision diverses données relatives à la diffusion élastique, cela sur une gamme
en énergie comprise entre 1 et 200 MeV et pour des noyaux de masse A>40. Le poten-
tiel �� JLM Bruyères �� constitue donc un bon moyen pour tester la qualité du potentiel
optique formé avec la matrice-G de Melbourne et la matrice densité HF ou HF+RPA.

IV.3.1.1 Sections efficaces différentielles

Afin d’améliorer la visibilité sur les figures, nous montrons les sections efficaces différen-
tielles divisées par les sections efficaces de Rutherford correspondantes (calcul classique
de la diffusion coulombienne) et définies par :

dσRuth(θ)

dΩ
=

Ze2

4Esin2 θ
2

, (IV.9)

où E est l’énergie incidente dans le centre de masse et Z le nombre de protons de la cible.

Nous présentons sur les figures IV.3 et IV.4 les résultats des calculs des sections efficaces
pour la diffusion élastique de protons sur une cible de 208Pb. Les courbes en tirets bleus et
en rouge représentent respectivement les résultats obtenus à partir du potentiel optique
microscopique construit avec la matrice densité HF et la matrice densité HF+RPA. Les
courbes vertes représentent les prédictions faites à partir du potentiel optique �� JLM
Bruyères ��.

D’un point de vue général, l’accord entre nos prédictions et les données est excellent aux
angles avant sur toute la gamme en énergie, avec un degré de précision égal aux prédic-
tions du potentiel semi-microscopique. Les protons diffusés vers l’avant ont surtout sondé
la région très périphérique des noyaux cibles. La partie avant des distributions angulaires
est donc fortement sensible à la partie coulombienne (très longue portée) du potentiel, qui
est très bien connue pour ce type de problème. Le potentiel nucléaire joue aussi un rôle
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important aux angles avant car la section efficace dévie très rapidement de la section effi-
cace de Rutherford (égale à 1 sur les graphiques du fait de la normalisation (IV.9) ). Cette
accord aux angles avant montre que la partie centrale du potentiel nucléaire, notamment
son extension, est fiable pour les différents potentiels optiques utilisés ici. En considérant
maintenant les parties arrière des distributions angulaires, on observe que l’accord entre
nos calculs et les données est excellent pour des énergies incidentes comprises entre 80 et
201 MeV (figure IV.3(a), en corrigeant les problèmes de normalisation apparents pour les
données à 121.4 et 156 MeV). Cet accord est même supérieur à celui obtenu en utilisant le
potentiel semi-microscopique (figure IV.3(b)). Par contre, les résultats se dégradent pro-
gressivement quand on descend à des énergies incidentes inférieures (figure IV.4(a)), là où
les prédictions du potentiel semi-microscopique conservent leurs qualités (figure IV.4(b)).
Les plus grands angles de diffusion correspondent à des projectiles ayant sondé plus en
profondeur les noyaux cibles. En conséquence, cette partie de la distribution angulaire est
très sensible aux détails de la partie nucléaire (courte portée) du potentiel. La dégradation
des résultats aux grands angles et faibles énergies incidentes met donc en évidence des
déficiences dans le potentiel utilisé aux basses énergies. Nous discuterons de ce désaccord
au paragraphe IV.3.4, afin de nous concentrer sur l’analyse des résultats pour des énergies
incidentes supérieures à 80 MeV.

Cette région en énergie (E>80 MeV) nous intéresse particulièrement car, outre un ex-
cellent accord entre les prédictions de notre modèle et les données expérimentales (cela
pour tous les angles de diffusion disponibles), on observe que les différences entre les cal-
culs basés sur les densités HF et ceux basés sur les densités HF+RPA s’accentuent. Ce
comportement met en évidence l’influence sur les calculs de diffusion des corrélations RPA
incluses dans le potentiel optique. On constate que, pour toutes les énergies incidentes,
l’effet des corrélations est de diminuer la diffusion élastique aux angles arrières, effet de
plus en plus marqué à mesure que l’énergie augmente. Cette partie arrière des distribu-
tions angulaires correspond à des nucléons ayant sondé une grande partie de la densité
nucléaire. Il est difficile d’expliquer précisément quelle partie de la densité nucléaire est
responsable des ces modifications et nous pouvons seulement donner quelques hypothèses.
Le profil de densité IV.1(a) montre que les corrélations RPA ont pour effet de diminuer la
densité dans la partie centrale du noyau. Cette diminution de densité peut entrâıner une
diminution des contributions au potentiel optique dans cette zone d’interaction et donc
abaisser la distribution angulaire correspondante. Mais on sait que la présence d’une par-
tie imaginaire dans le potentiel masque les effets de structure à l’intérieur des noyaux sur
la diffusion. La diminution de densité dans la partie centrale du noyau ne doit donc pas
influencer visiblement les calculs de diffusion. D’autre part les corrélations augmentent la
densité à la surface : en regardant seulement cet effet, les différences sur les distributions
angulaires pourraient s’expliquer en invoquant un augmentation de la partie absorptive
du potentiel liée à l’augmentation de la densité. Par ailleurs, on sait que les distributions
angulaires sont très dépendantes de la partie d’échange du potentiel, donc de la partie
non-locale de la densité. Cette partie est difficile à analyser et on ne peut pas détermi-
ner quel est son effet exact sur le potentiel optique et, par conséquent, sur la diffusion
élastique. On s’aperçoit donc que les corrélations RPA peuvent influencer la diffusion par
différents moyens, qui peuvent soit s’ajouter, soit se compenser, et qu’il est difficile de
donner une explication claire de leurs effets sur les distributions angulaires. Dans tous
les cas, les corrélations RPA permettent d’améliorer les prédictions aux grandes énergies
incidentes, cela de manière flagrante pour des énergies incidentes comprises entre 160 et
201 MeV.
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(a) (b)

Fig. IV.3 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion élastique de protons sur
une cible de 208Pb. Sur les deux graphiques, les cercles ouverts et fermés représentent les
valeurs expérimentales et les courbes rouges représentent les prédictions faites à partir
des densités HF+RPA. Sur le graphique (a), les courbes en pointillés bleus représentent
les calculs utilisant les densités HF et sur le graphique (b), les courbes continues vertes
représentent les calculs faits avec le potentiel optique �� JLM Bruyères ��.
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(a) (b)

Fig. IV.4 – Voir légende de la figure IV.3.
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IV.3.1.2 Observables de spin

D’autres observables angulaires, dépendant fortement de la partie spin-orbite de l’inter-
action, nous permettent de tester précisément la partie correspondante de notre potentiel.
Il s’agit du pouvoir d’analyse Ay(θ), et des fonctions de rotation de spin Q(θ) et R(θ).
Ces trois quantités (variables de Wolfenstein) sont d’un intérêt capital car elles permettent
de déterminer complètement l’état de spin, c’est à dire l’action des trois composantes de
l’opérateur de Pauli σ, des particules appartenant au faisceau diffusé [50, 51].

On donne les définitions :

Ay(θ) = i
f↑(θ)f ∗

↓ (θ) − f ∗
↑ (θ)f↓(θ)

|f↑(θ)|2 + |f↓(θ)|2
, (IV.10)

Q(θ) =
|f↑(θ)|2 − |f↓(θ)|2
|f↑(θ)|2 + |f↓(θ)|2

, (IV.11)

et

R(θ) = sinθQ(θ) + cosθ
f↑(θ)f ∗

↓ (θ) + f ∗
↑ (θ)f↓(θ)

|f↑(θ)|2 + |f↓(θ)|2
, (IV.12)

où f↑(θ) représente l’amplitude de diffusion associée aux particules dont la projection de
spin est inchangée après la diffusion et f↓(θ) celle associée aux particules dont la projection
de spin est inversée.

Nous avons comparé, sur les figures IV.5, les résultats de notre modèle avec les ré-
sultats expérimentaux disponibles pour ces observables. Les différences entre les calculs
faisant intervenir la matrice densité HF et la matrice densité HF+RPA étant minimes,
nous comparons seulement les calculs utilisant les densités HF+RPA avec les calculs uti-
lisant le potentiel �� JLM Bruyères ��(fig. IV.5). Les données expérimentales sont très bien
reproduites par nos calculs, notamment pour les grands angles à haute énergie, zone pour
laquelle le potentiel JLM perd de son pouvoir prédictif. A l’instar des sections efficaces
différentielles, les résultats se dégradent progressivement à partir de 80 MeV à mesure
que l’on descend en énergie. On peut de nouveau attribuer ce désaccord aux lacunes de
notre potentiel optique aux faibles énergies telles qu’elles seront expliquées au paragraphe
IV.3.4.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. IV.5 – Comparaison : (a) et (b) des pouvoirs d’analyse Ay(θ), des fonctions de
rotation de spin (c) R(θ) et (d) Q(θ), entre les données expérimentales (points) et les
prédictions théoriques pour la diffusion élastique de protons sur une cible de 208Pb. Les
courbes continues rouges représentent les prédictions faites à partir des densités HF+RPA
et les courbes vertes celles faites à partir du potentiel optique �� JLM Bruyères ��. Les
énergies incidentes sont indiquées sur les graphiques.
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IV.3.1.3 Sensibilité des calculs vis à vis des corrections de double comptage

Dans ce paragraphe, nous mettons en évidence le rôle lié à la précision avec laquelle la
matrice densité RPA est calculée avant d’être utilisée pour la construction du potentiel
optique. En effet, nous allons analyser quels sont les effets dus aux corrections de double
comptage liées à la méthode RPA (voir (III.78) et (III.79) ) sur les prédictions fournies
par le potentiel optique. On peut déjà visualiser une partie de ces effets sur la structure
de la cible, en considérant le rayon quadratique moyen de la distribution de charge. Le
calcul sans ces corrections fournit une valeur de 5.517 fm qui surestime légèrement la
valeur expérimentale de 5.503(7) fm . Bien entendu, les corrections de double comptage
ont un effet sur l’ensemble de la matrice densité à partir de laquelle est bâti notre potentiel
optique. Les conséquences sur les prédictions concernant la diffusion élastique de protons
sur une cible de 208Pb peuvent être visualisées sur la figure IV.6, où sont comparés les
calculs faits à partir de la matrice densité RPA avec (courbes rouges) et sans (courbes
bleues) les corrections de double comptage. On voit sur les distributions angulaires que les
résultats des calculs de diffusion sont affectés par ces corrections au-delà de 35◦, où leur
absence provoquent une diminution systématique des sections efficaces différentielles. En
comparant avec les calculs basés sur les densités Hartree-Fock (courbes en tirets bleus),
l’effet du double comptage apparâıt clairement : alors que les corrections RPA aux calculs
Hartree-Fock comblent l’écart entre les données et les prédictions (à part peut-être aux
angles les plus arrière), la présence du double comptage accentue les corrections RPA de
telle sorte que les résultats des calculs s’éloignent à nouveau des données expérimentales.
En effet, alors que les sections efficaces étaient surestimées par les calculs HF, elles se
retrouvent maintenant sous-estimées au-delà de 35◦ (notamment à 160 MeV). L’excès de
corrélation dû au double comptage dégrade donc la qualité du potentiel optique. Ceci
nous permet d’affirmer que les corrections de double comptage possèdent une grande
importance pour ce type de calculs et ne doivent en aucun cas être négligées. Ce type
de comparaison peut être aussi effectué avec les observables de spin mais les différences
obtenues sont très fines et ne permettent pas de mettre en valeur l’intérêt des corrections
de double comptage.
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Potentiel optique construit avec la matrice densité:
HF
RPA
RPA non corrigée du
terme de double comptage

Fig. IV.6 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion élastique de protons de 201
MeV sur une cible de 208Pb. Les points et les cercles ouverts représentent les valeurs
expérimentales. Les courbes rouges, bleues et en tirets bleus représentent respectivement
les prédictions faites à partir des matrices densité HF+RPA, HF+RPA non corrigée du
terme de double comptage et HF.
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IV.3.1.4 Utilisation de la matrice densité HF avec l’interaction SkM∗

Une nouvelle comparaison intéressante peut être visualisée sur la figure IV.7 où sont
comparés les calculs faits à partir du potentiel optique construit avec d’une part, la ma-
trice densité HF+RPA avec l’interaction D1S et d’autre part, la matrice densité provenant
d’un calcul HF utilisant l’interaction SkM∗ (HF/SkM∗) [38]. Le rayon de charge du 208Pb
donné par ce calcul HF/SkM∗ est 5.49 fm, proche de la valeur expérimentale 5.503(7) fm.
En fait, l’interaction SkM∗ a été ajustée afin de bien reproduire, parmi d’autres critères,
cette valeur. Elle permet donc de prendre en compte implicitement dans un calcul HF
certaines corrections apportées normalement par une partie des corrélations RPA. On ob-
serve sur la figure que le calcul fait à partir du potentiel optique formé avec la matrice
densité HF/SkM∗ (courbe verte), est plus proche des valeurs expérimentales que le calcul
utilisant la matrice densité HF/D1S (courbe en tirets bleus). On peut facilement attri-
buer cette amélioration à la meilleur densité de charge fournie par le modèle HF/SkM ∗.
Par contre, au-delà de 45◦, on s’aperçoit que le calcul basé sur la matrice densité RPA
(courbe rouge) est meilleur. Ceci nous indique que, pour un calcul de diffusion élastique,
les informations de structure apportées par les corrélations RPA sont plus riches que celles
apportées par un modèle Hartree-Fock simple, cela même si les données fondamentales
de structure sont bien reproduites. Un autre point fort de cette approche apparâıtra au
chapitre V, quand nous aborderons des calculs de diffusion inélastique, et nous utiliserons
les opérateurs de transition fournis par le modèle RPA. On pourra alors traiter de ma-
nière consistante la diffusion élastique et la diffusion inélastique en utilisant un modèle
de structure unique. Ceci est en toute rigueur impossible avec une description de l’état
fondamental de type HF/SkM∗ pour la diffusion élastique, qui prend en compte implici-
tement une partie des corrélations RPA et à partir de laquelle on ne peut pas construire
les opérateurs d’excitation associés, entre autres, aux états collectifs.
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Potentiel optique construit avec la matrice densité:

HF/D1S

RPA/D1S

HF/SkM*

Fig. IV.7 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion élastique de protons de 201
MeV sur une cible de 208Pb. Les cercles ouverts représentent les valeurs expérimentales,
les courbes en rouge et en tirets bleus représentent respectivement les prédictions faites
à partir de la matrice densité HF+RPA/D1S et HF/D1S. La courbe verte représente le
calcul utilisant la matrice densité résultant d’un calcul HF avec l’interaction SkM∗.
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IV.3.2 Diffusion de neutrons sur une cible de 208Pb

On présente dans cette partie les résultats concernant la diffusion élastique de neutrons
sur une cible de 208Pb pour des énergies incidentes comprises entre 40 et 225 MeV. Les
figures IV.8 et IV.9 montrent les mêmes comparaisons que dans le cas des protons inci-
dents, c’est à dire celles des résultats obtenus à partir des potentiels construits avec, soit
la matrice densité HF, soit la matrice densité HF+RPA où à partir du potentiel optique
�� JLM Bruyères ��. On voit que les données expérimentales disponibles (référencées dans
la table F.1 ) sont très bien reproduites par les trois types de calculs, cela avec le même
degré de précisions. On peut faire une exception pour les données à 96 MeV, où les prédic-
tions HF et HF+RPA sous-estiment les données aux plus grands angles, mais la taille des
barres d’erreur ne permet pas vraiment de décider si les calculs n’ont pas la même qualité.
D’autre part, on observe le même type de différences que dans le cas des protons entre les
calculs HF et HF+RPA pour les grands angles de diffusion aux plus hautes énergies, soit
une diminution de la diffusion aux angles arrière quand on tient compte des corrélations
RPA. Ceci précise le fait que l’effet de ces corrélations sur les sections efficaces est loin
d’être uniquement dû à la modification du potentiel coulombien provenant de la modifi-
cation de la densité de charge. Malheureusement les données expérimentales ne sont pas
disponibles pour des grands angles de diffusion et ne permettent pas encore de mettre
en évidence l’importance de prendre en compte les corrélations RPA dans l’étude de la
diffusion élastique de neutrons. Il serait donc intéressant que de nouvelles mesures aux
grands angles et à plus haute énergie soient réalisées. D’autre part, nous avons effectué
les mêmes comparaisons pour un pouvoir d’analyse correspondant à la diffusion élastique
de neutrons à 155 MeV (voir les inserts en haut à droite des figures IV.8). Les données
expérimentales sont assez bien reproduites avec les trois modèles. On note tout de même
que seul le potentiel �� JLM Bruyères �� est capable de correctement reproduire la chute
des valeurs expérimentales en dessous de ∼3◦. Ceci est dû à la présence dans ce poten-
tiel d’un terme spin-orbite coulombien que les deux autres potentiels, construits avec la
matrice-G de Melbourne et les densités HF ou HF+RPA, ne prennent pas en compte.
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(a) (b)

Fig. IV.8 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion élastique de neutrons sur
une cible de 208Pb. Sur les deux graphiques, les cercles ouverts et fermés représentent les
valeurs expérimentales et les courbes rouges représentent les prédictions faites à partir
des densités HF+RPA. Sur le graphique (a), les courbes en tirets bleus représentent les
calculs utilisant les densités HF et sur le graphique (b), les courbes vertes représentent
les calculs faits avec le potentiel optique �� JLM Bruyères ��. L’insert en haut à droite de
chaque graphique représente la même comparaison pour le pouvoir d’analyse à 155 MeV
(seules données expérimentales disponibles à haute énergie pour cette observable).
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H
(a) (b)

Fig. IV.9 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion élastique de neutrons sur une
cible de 208Pb. Voir détails sur la figure IV.8 .
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IV.3.3 Résultats pour des cibles de 48Ca, 40Ca et 16O

Les mêmes comparaisons ont été effectuées pour les trois noyaux doublement magiques
40Ca, 48Ca et 16O. Cependant, le potentiel optique �� JLM Bruyères �� étant construit
seulement pour la diffusion sur des cibles de nombre de masse A>40, les calculs de diffusion
sur une cible de 16O ne sont pas présentés pour ce potentiel. On ne donne pas dans le
corps du texte tous les résultats concernant la diffusion de protons et de neutrons sur
ces trois types de cible, mais le lecteur pourra les trouver en appendice E . L’analyse des
résultats est identique à celle correspondant au cas d’une cible de 208Pb. On observe le
même type de comportement en fonction du choix de la matrice densité et les mêmes
améliorations aux plus hautes énergies apportées par les corrélations RPA. Pour illustrer
ceci, on présente sur la figure IV.10 les sections efficaces différentielles et les pouvoirs
d’analyse pour des énergies incidentes autour de 200 MeV.

IV.3.4 Analyse des résultats pour des énergies incidentes infé-

rieures à 80 MeV

Les distributions angulaires présentées mettent en évidence une dégradation des ré-
sultats pour des énergies incidentes inférieures à 80 MeV, dégradation qui s’intensifie à
mesure que l’on descend en énergie. On ne peut pas attribuer ce comportement à des
erreurs liées à la matrice densité à un corps car, comme on l’a remarqué au paragraphe
IV.3.1.1, les prédictions sont très peu sensibles aux détails de cette matrice pour de faibles
énergies incidentes. Une explication réside dans les approximations faites dans la dériva-
tion de la matrice-G. En effet, nous savons que cette interaction permet de prendre en
compte un continuum d’excitations intermédiaires de la cible de type particule-trou (dia-
grammes en échelles). Cependant, les noyaux étudiés possèdent des états très collectifs à
basse énergie d’excitation. Il est possible, lors d’un processus de diffusion élastique, d’ex-
citer virtuellement l’un de ces états avant de retomber dans l’état fondamental de la cible
et cela avec une forte probabilité. Nous pensons que ce type de processus peut prendre de
l’importance aux basses énergies alors que pour des énergies plus grandes, les excitations
collectives intermédiaires sont noyées dans le continuum des excitations particule-trou
et apportent une contribution relative au potentiel optique assez faible. En prenant en
compte ces processus du second ordre, le potentiel optique, construit avec la matrice-G
de Melbourne, sera corrigé par des termes du type :

ΔU =
∑
N,N ′

〈0̃|Veff |N〉〈N | 1

H − E + iε
|N ′〉〈N ′|Veff |0̃〉 , (IV.13)

où les états |N〉 et |N ′〉 sont les états les plus collectifs calculés dans l’approche RPA
(états essentiellement à basse énergie d’excitation et résonances géantes). Nous définirons
au chapitre VI les différents termes qui apparaissent, notamment dans le propagateurs.
Nous donnons seulement la formule pour montrer quel type de corrections on pourrait
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apporter au potentiel afin d’améliorer les prédictions aux basses énergies (voir [15, 16]).
Le calcul de ces contributions est tout à fait possible avec les outils dont nous disposons.
Toutefois, ce travail dépasse le cadre de cette thèse et sera entrepris ultérieurement.

(a) (b)

Fig. IV.10 – (a) Sections efficaces différentielles, (b) pouvoirs d’analyse pour la diffusion
élastique de protons sur des cibles de 40Ca, 48Ca et 16O. Les points noirs représentent les
données expérimentales, les courbes rouges les prédictions faites en utilisant une matrice
densité HF+RPA, les courbes en tirets bleus les prédictions faites en utilisant une matrice
densité HF et les courbes vertes les prédictions faites à partir du potentiel optique �� JLM
Bruyères ��.
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Chapitre V

Analyse de la diffusion inélastique

V.1 Introduction

Nous allons dans ce chapitre appliquer la méthode décrite dans le paragraphe II.4
concernant la diffusion inélastique vers des états discrets. Nous avons vu que, dans le
formalisme DWBA, l’amplitude de transition pour un processus de diffusion inélastique
est définie par :

fkf
(θ) = 〈χ−

kf
ψn|Veff |ψ0χ

+
ki
〉 , (V.1)

où χ−
kf

et χ+
ki

sont respectivement les ondes distordues dans les voies de sortie et d’entrée,

et Veff est l’interaction à deux corps résiduelle. L’interaction à un corps 〈ψn|Veff |ψ0〉 est
le potentiel de transition responsable de la diffusion inélastique du nucléon.

Dans de nombreuses applications, ce potentiel de transition est construit grâce à la
convolution des densités de transition expérimentales avec une forme pré-définie de l’in-
teraction à deux corps résiduelle. Cette méthode permet seulement de fixer la partie
centrale de l’interaction. Les autres termes sont nécessairement phénoménologiques et ne
font pas intervenir les informations de structure. Dans notre approche, toutes les parties
du potentiel de transition sont construites microscopiquement à partir de la matrice-G
de Melbourne et des informations microscopiques sur la structure de l’état fondamental
et des états excités de la cible. Si l’on choisit la méthode RPA pour décrire ces états,
les éléments de matrice 〈ψn|a+

β aδ|ψ0〉 s’identifient aux éléments de la matrice densité de
transition définis en (III.85) et (III.86). Avec ces définitions, l’interaction résiduelle peut
s’écrire en fonction des amplitudes XN

ph et Y N
ph données par la résolution des équations

RPA (voir III.2). En représentation position, on a vu (voir (II.96) ) que ce potentiel de
transition est défini par :

77
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Vn0(r, r
′) = δ(r−r′)

∫ ∑
αβ

ρn
αβϕ∗

α(r′′)ϕβ(r′′)Veff(r, r
′′)dr′′+

∑
αβ

ρn
αβϕ∗

α(r)ϕβ(r′)Veff(r, r
′) .

(V.2)

Pour établir clairement le lien entre les éléments de matrice ρn
αβ et les définitions (III.85) et

(III.86), nous devons repartir de la forme en seconde quantification de l’interaction à deux
corps et procéder au couplage des opérateurs. En utilisant les propriétés de commutation
des opérateurs fermioniques, l’interaction résiduelle à deux corps peut s’écrire :

Veff =
1

2

∑
k,k′,p,h

〈k′, p|Veff |k̃, h〉a+
k′aka

+
p ah +

1

2

∑
k,k′,p,h

〈k′, p|Veff |k̃, h〉a+
k′aka

+
h ap . (V.3)

Les indices k ≡ (lk, τk, jk, mk) et k′ ≡ (lk′, τk′ , jk′, mk′) représentent l’état du projectile
avant et après la diffusion. Les opérateurs a+

p ah et a+
h ap agissent sur les nucléons de la

cible. On omet volontairement les opérateurs du type a+
p ap′ et a+

h ah′. En effet, lors de

la contraction 〈N |Veff |0̃〉 définissant le potentiel de transition entre l’état fondamental
RPA et un état excité RPA, ces composantes interviendrons sous la forme de contraction
〈N |a+

p ap′|0̃〉 et 〈N |a+
h ah′|0̃〉, que l’on a déjà prouvé être nulles au paragraphe III.3.2. Afin

d’utiliser les définitions (III.85) et (III.86), nous devons coupler les opérateurs a+
p ah et a+

h ap

à (J, M) pour retrouver les définitions (III.53). Ce faisant, les opérateurs a+
k′ak doivent

être couplés de telle manière que l’interaction totale soit un opérateur scalaire, c’est à
dire un tenseur d’ordre 0. En utilisant les techniques présentées au chapitre précédent,
l’interaction à deux corps peut s’écrire :

Veff =
1

2

∑
k,k′,p,h

〈k′, p|Veff |k̃, h〉
∑
J,MΠ

sk〈jk′mk′, jk − mk|J − M〉A+
J,M,Π(k′, k̃)

×[〈jpmp, jh − mh|JM〉shA
+
J,M,Π(p, h̃)+〈jhmh, jp − mp|JM〉sp(−)J+jp−jhAJ,M̄,Π(p, h̃)] .

(V.4)

Avec les définitions (III.52), l’interaction Veff peut s’exprimer comme :

Veff =
∑
p,h

〈k′, p|Veff |k̃, h〉
∑

N,J,M,Π

sk〈jk′mk′ , jk − mk|J − M〉A+
J,M,Π(k′, k̃)

×[〈jpmp, jh−mh|JM〉shX
N,JMΠ
ph + 〈jhmh, jp−mp|JM〉sp(−)J+jp−jhY N,JMΠ

ph ]Θ+
N,JMΠ .

(V.5)
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Cette forme nous permet d’identifier le potentiel de transition intervenant dans la diffusion
inélastique conduisant à l’excitation d’un état |N〉 de la cible.

Afin de tester la validité de l’interaction (V.5), responsable de la transition entre l’état
fondamental de la cible et un état excité |N〉 observé expérimentalement, il est important
de valider préalablement la description des états excités fournie par la méthode RPA.

V.2 Description RPA des états excités du 208Pb

Le but de ce paragraphe n’est pas de présenter et d’analyser de manière exhaustive les
résultats de l’approche RPA car ce vaste sujet a déjà été couvert dans de nombreuses
études. Nous désirons seulement montrer quels sont les critères qui ont guidé notre choix
en faveur de cette approche afin de décrire les états excités de la cible dans des calculs
de diffusion inélastique. Pour des analyses plus détaillées, le lecteur pourra consulter les
références [31, 52, 32, 53], entre autres.

On a vu que la description des états excités de la cible intervient dans l’interaction
résiduelle à travers les éléments de matrice de la densité de transition. Or des expériences
de diffusion inélastique d’électrons ont déjà été menées et ont conduit à la mesure de
densités radiales pour des transitions électriques. Ces données expérimentales constituent
donc déjà un bon test pour juger la qualité de la description RPA, notamment pour les
états collectifs. De telles études utilisant l’approche RPA avec l’interaction D1 de Gogny
ont déjà été effectuées dans le passé et ont abouti à des résultats très satisfaisants (voir
[54] et les références ci-dessus). Nous présentons ici quelques résultats qui rendent compte
de la qualité de l’approche.

Nous avons représenté sur la figure V.1 les comparaisons entre les densités de transition
expérimentales [54] et les prédictions RPA/D1S pour les premiers états excités du 208Pb.
Nous désignons les états suivant la nomenclature nJΠ, où J et Π sont respectivement
la multipolarité et la parité de l’état considéré et n représente la position (par énergie
d’excitation croissante) de l’état dans chaque bloc de nombres quantiques (J, Π). Les
prédictions RPA sont globalement en bon accord avec l’expérience pour les huit densités de
transition représentées. La méthode RPA/D1S estime assez bien les densités de transition
pour les états 12+, 14+, 16+ et 18+. La position et l’amplitude du premier pic sont très bien
reproduites pour les états 12+, 14+ mais l’amplitude est surestimée de 20 % pour létat
18+ et sous-estimée de 10 % pour l’état 16+. La prédiction pour la transition vers l’état
13− est toujours légèrement surestimée (∼12%) mais la forme de la densité et la position
des extrema sont parfaitement reproduites. Le mouvement collectif associé à l’excitation
13− possède apparemment une amplitude légèrement trop forte dans la description RPA
. On peut attribuer cet excès au fait qu’une description au-delà de la RPA permettrait
de prendre en compte des interactions résiduelles capables d’amortir ces oscillations où
même fractionner les états correspondants. Cette interaction résiduelle impliquerait des
couplages à des excitations plus compliquées de types 2p2h, 3p3h etc. Pour illustrer cette
remarque, on peut signaler que le couplage à des excitations de type 2p2h est essentiel
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pour comprendre les largeurs et l’amortissement des résonances géantes [55, 56, 57, 58].
Malgré un minimum trop prononcé à 4.5 fm, la densité de transition vers l’état 25− est
en bon accord avec l’expérience, notamment en ce qui concerne la position et l’amplitude
du premier pic. Par contre, bien que la position du premier pic et la forme globale soient
correctement reproduites, l’amplitude de la densité de transition est surestimée d’au moins
50% pour l’état 15−. Ce désaccord pourrait s’expliquer à l’aide des mêmes arguments
invoqués dans l’analyse de l’état 13−. Les prédictions ne sont pas aussi bonnes pour la
densité de transition associée à l’état 17−, notamment en deçà de 5 fm. La position du
premier pic est à peu près reproduite mais son amplitude et sa diffusivité s’éloignent
beaucoup du comportement expérimental. On devrait donc s’attendre à des difficultés
dans l’étude de la diffusion inélastique peuplant l’état final 17− de la cible.

D’autres informations expérimentales plus globales permettent de tester la validité de
la description RPA pour un plus grand nombre d’états excités. Parmi elles, on trouve la
probabilité de transition réduite B(EJ), définie par :

B(EJN
↑) = (2JN + 1)

∣∣∣∣∫ ∞

0

rJN+2ρ0̃,N2
(r)dr

∣∣∣∣2 . (V.6)

La densité ρ0̃,N , correspondant à la transition entre l’état fondamental corrélé |0̃〉 et un état
excité |N〉, est définie en (III.88). La flèche pointée vers le haut signifie que l’on considère
une transition de l’état fondamental vers l’état excité. La mesure de ces probabilités
de transition réduites permet notamment d’estimer l’intensité des transitions entre le
fondamental et les états excités. On donne dans la table V.1 la comparaison entre les
prédictions RPA et les valeurs expérimentales. Les valeurs prédites s’accordent en majorité
avec les mesures expérimentales avec une précision généralement comprise entre 2 et 20 %.
Les seules exceptions sont pour des transitions vers les états 16+ et 17−. Pour ce dernier, la
prédiction RPA donne une valeur trois fois trop forte. Dans le cas 16+, la prédiction RPA
sous-estime de 50 % la valeur expérimentale. Nous ne pouvons pas vraiment pour l’instant
expliquer cet écart, si ce n’est en invoquant l’hypothèse qui serait d’associer cet état, non
pas au premier état 16+ donné par la méthode RPA, mais plutôt à une excitation plus
complexe, construite à partir de deux excitations 13− par exemple. On note que toutes les
énergies expérimentales sont surestimées dans l’approche RPA. Ceci n’est pas surprenant,
car, comme on l’a déjà signalé, l’approche RPA ne prend pas compte une certain nombre
de couplages (états à 2p2h, 3p3h ... et continuum), qui conduiraient à modifier l’énergie
propre ERPA

N des états RPA selon la relation :

Ec
N = ERPA

N − δN + i
ΓN

2
, (V.7)

où −δN représente un décalage négatif en énergie et ΓN la largeur des niveaux (�� dam-
ping �� et �� escape widths ��).



V.2. DESCRIPTION RPA DES ÉTATS EXCITÉS DU 208PB 81

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h)

Fig. V.1 – Densités radiales de transition de charge pour les premiers états excités du
208Pb. Comparaison entre les résultats RPA/D1S (courbes rouges) et les données expéri-
mentales (courbes noires). Les multipolarités, les parités et les énergies expérimentales des
états considérés sont indiquées sur les figures. Les densités expérimentales sont calculées
à partir de développements de type Fourrier-Bessel, dont les coefficients sont disponibles
dans la référence [54].
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NJΠ E∗ (MeV) B(EJ) (102J .e2.fm2J)

Exp. RPA Exp. RPA

13− 2.614 3.421 0.611(12) 0.692

15− 3.197 4.407 0.0447(30) 0.0553

25− 3.708 5.189 0.0241(18) 0.0194

35− 3.961 5.764 0.0008 0.001

17− 4.037 5.969 0.0010 0.0036

12+ 4.085 4.603 0.318(13) 0.296

14+ 4.323 5.507 0.155(11) 0.149

16+ 4.422 5.816 0.067(7) 0.0327

18+ 4.610 6.020 0.0054(9) 0.0055

110+ 4.895 6.206 - 0.0031

112+ 6.097 8.642 - 0.0028

212− 6.44 9.55

114− 6.738 9.542

111+ 7.46 6.818

310− 7.825 11.604

Tab. V.1 – Valeurs des énergies d’excitation et des probabilités de transition réduites
pour différents états de parités naturelles du 208Pb. Comparaison entre les données ex-
périmentales [59] et les valeurs fournies par le calcul RPA/D1S. Les numéro d’états en
exposant sont ceux du spectre RPA.
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V.3 Calculs de diffusion inélastique de protons sur

une cible de 208Pb

V.3.1 Description des calculs

Les calculs de diffusion inélastique ont été effectués à l’aide du programme DWBA98
[44]. L’interaction à deux corps permettant de construire le potentiel de transition est
encore la matrice G de Melbourne. Comme cette interaction effective dépend de l’énergie,
il existe une ambigüıté concernant l’énergie à laquelle on se réfère pour choisir l’interaction.
En effet, la transition implique un projectile ayant une énergie Ei dans la voie d’entrée et
Ef = Ei − E∗

n dans la voie de sortie, où E∗
n désigne l’énergie d’excitation du noyau cible

dans la voie de sortie. On choisit, comme il est fait généralement, l’énergie de référence
Ei + Ef

2
pour le potentiel de transition. Pour des transferts d’énergie ne dépassant pas 10

MeV, ce choix influence très peu les résultats car la variation de la matrice G en fonction
de l’énergie est assez lente. Le même soin a été apporté pour assurer la convergence
des calculs en fonction du nombre d’ondes partielles et de multipôles considérés. Malgré
cela, on a observé des instabilités numériques lors du calcul de faibles sections efficaces
différentielles. Ces instabilités concernent les calculs de sections efficaces aux angles arrière
pour les plus hautes énergies incidentes, mais n’affectent pas les conclusions des études
réalisées.

Nous indiquons qu’il existe une autre ambigüıté liée à l’utilisation d’une interaction
effective dépendante en densité telle que la matrice-G : à quelle densité se place t-on
pour définir la valeur de l’interaction ? Des études sur ce thème on déjà été effectuées
[60, 61], et ont montré la nécessité de tenir compte d’un terme de réarrangement, qui
peut s’interpréter comme l’effet de l’oscillation de la densité durant la transition. Nous
avons de notre côté étudié cette question en décrivant les équations du mouvement des
amplitudes de transition dans un formalisme dépendant du temps. Nous ne prenons pas
en compte ce terme de réarrangement dans les études présentées ici, mais nous pensons
l’inclure ultérieurement.

V.3.2 Sections efficaces différentielles

Dans cette section, nous allons étudier les résultats fournis par notre approche pour des
calculs de diffusion inélastique de protons à l’approximation des ondes distordues. Afin
de tester la valeur de ces calculs, nous avons effectué une étude systématique de toutes
les données expérimentales (voir table G.1 en appendice pour les références) pour des
transitions directes vers les états excités du 208Pb. Ces comparaisons sont présentées sur
les figures V.2, V.3, V.4 et V.5.

On peut d’ores et déjà constater que l’accord entre nos prédictions et les données ex-
périmentales est de bonne qualité, ceci quelles que soient les énergies incidentes et les
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multipolarités des transitions considérées. Ce jugement s’appuie sur le fait qu’aucun in-
grédient phénoménologique et aucune normalisation n’ont été introduits dans nos calculs.
Cette approche contraste donc avec les analyses effectuées dans le passé qui incluent gé-
néralement un certain nombre d’ingrédients phénoménologiques. En effet, les potentiels
optiques permettant de construire les ondes distordues sont le plus souvent locaux et
ajustés à l’expérience pour reproduire les données expérimentales de diffusion élastique.
D’autre part le potentiel de transition est souvent obtenu en convoluant les densités de
transition expérimentales avec une interaction qui peut, selon le cas, elle-même être ajus-
tée. Dans notre étude, les calculs sont complètement microscopiques ce qui autorise à
mettre en avant leur caractère prédictif.

Nous allons maintenant analyser plus en détail les résultats obtenus. La figure V.2
présente les calculs de distributions angulaires pour des transitions vers le premier état 3−

du 208Pb et pour des énergies incidentes comprises entre 39.7 et 201 MeV. Les extrema ainsi
que les phases des distributions sont très bien reproduits sur toute la gamme d’énergie,
à part peut-être aux angles au-delà de 40 ◦ à l’énergie de 201 MeV. On observe toutefois
que les sections efficaces sont légèrement surestimées entre 80 MeV et 201 MeV. Ceci est à
mettre en relation avec l’étude effectuée au paragraphe V.2 qui concernait les densités de
transition électriques. En effet, on a constaté que la densité pour une transition vers l’état
13− est surestimée par le calcul RPA/D1S. Cette surestimation se répercute logiquement
sur les sections efficaces. Pour bien reproduire l’amplitude de la densité de transition à 6.3
fm, il faudrait diminuer les amplitudes X et Y de la RPA de 12.5%. Utiliser ces amplitudes
renormalisées pour les calculs des sections efficaces conduit à les diminuer de 23 %. Cette
manipulation corrige parfaitement le problème de normalisation observé sur les sections
efficaces différentielles, sauf pour deux des quatres jeux de données (points bleus et noirs)
à 201 MeV. Nous reviendrons sur ce dernier point plus tard. Les données à 54 et 61.2 MeV
qui semblaient déjà être sous-estimées par nos calculs le deviennent largement quand on
applique cette normalisation. Les informations apportées par la comparaison entre nos
calculs et toutes les données au-delà de 80 MeV nous permettent de conclure que les
normalisations des données expérimentales à 54 MeV et 61.2 MeV sont probablement
mauvaises. Toutefois, on a vu lors de l’étude de la diffusion élastique que de la matrice-
G présente des déficiences à basse énergie. Les écarts observés à 54 MeV et 61.2 MeV
pourraient donc être dus en partie à des problèmes dans l’interaction effective.

Les figures V.3(a) et V.3(b) présentent les calculs pour des transitions vers les deux
premiers états 5− observés expérimentalement à 3.186 MeV et 3.709 MeV. Les extrema et
les phases des distributions sont encore bien reproduits dans les deux cas. Pour l’ état à
3.709 MeV, la normalisation des résultats ne semble souffrir d’aucun défaut pour les trois
plus hautes énergies représentées. Cet accord est à mettre en parallèle avec celui constaté
lors de l’étude des densités de transition de charge. Par contre, pour l’ état à 3.198 MeV,
les distributions angulaires sont largement surestimées au-delà de 135 MeV. La prédiction
RPA surestime de 32 % la densité de transition de charge correspondante. La renormali-
sation des densités de transition conduirait à renormaliser les distributions angulaires de
54 %. Cela suffit à remettre en accord les calculs avec les données, sauf pour un jeu de
données (points noirs) à 201 MeV. Ceci a déjà été constaté dans l’étude des transitions
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vers l’état 13−. On peut donc supposer un problème de normalisation de ces données à
201 MeV provenant de la même expérience. D’autre part, les données à 54 MeV et 61.2
MeV sont largement au-dessus de nos prédictions pour les deux états, en considérant la
renormalisation de 54 % pour l’état à 3.198 MeV (l’accord observé sans normalisation a
une forte probabilité d’être fortuit). Outre une petite contribution probablement due aux
déficiences de la matrice-G aux basses énergies, ceci confirme l’hypothèse d’un problème
de normalisation des distributions expérimentales à ces deux énergies.

Les figures V.4(a) et V.4(b) présentent les calculs pour des transitions vers les états
12+ et 14+. Comme nous en avons discuté précédemment, il n’est pas étonnant que nos
résultats sous-estiment les données expérimentales à 54 et 61.2 MeV. L’accord au-delà
de 65 MeV semble très bon, bien qu’on observe une surestimation de 5 à 10 % pour
les énergies 185 et 201 MeV. Ceci pourrait s’expliquer partiellement en considérant les
densités de transition électriques de ces deux états. En effet, bien que les maxima soient
bien reproduits, on observe une surestimation de ces densités à la surface. Ces propriétés
pourraient bien expliquer l’excès observé sur les sections efficaces différentielles.
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(a) (b)

Fig. V.2 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion inélastique de protons sur une
cible de 208Pb. Comparaison entre les données expérimentales et les prédictions de notre
modèle DWA/RPA pour la transition vers le premier état 3− du 208Pb.
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(a) (b)

Fig. V.3 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion inélastique de protons sur une
cible de 208Pb. Comparaison entre les données expérimentales et les prédictions de notre
modèle DWA/RPA pour des transitions vers le premier (a) et le deuxième (b) état 5− du
208Pb.
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(a) (b)

Fig. V.4 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion inélastique de protons sur une
cible de 208Pb. Comparaison entre les données expérimentales et les prédictions de notre
modèle DWA/RPA pour des transitions vers les premiers états (a) 2+ et (b) 4+ du 208Pb.
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Nous avons aussi pu comparer nos calculs de sections efficaces aux données expéri-
mentales pour des transitions vers des états de hauts spins de parités naturelle (figure
V.5(a) ) et non naturelle (figure V.5(b) ). L’accord entre nos calculs et les données est
satisfaisant pour les états de parité naturelle. Très précis pour les états 18+, 110+ et 112+,
cet accord est de moins bonne qualité pour les deux états 16+ et 17−. Si l’on omet les
deux premiers points expérimentaux, la section efficace correspondant à l’état 16+ semble
être sous-estimée par nos calculs de la même manière que l’était la densité de transition
électrique. En ce qui concerne la transition vers l’état 17−, notre calcul reproduit ap-
proximativement l’amplitude de la distribution expérimentale mais possède un forme en
désaccord avec les données. Ceci est peut-être dû à une faiblesse de la description RPA de
cet état, qui pouvait déjà être vue sur la densité de transition électrique. D’autre part, les
données expérimentales correspondant à cet état pourraient être polluées par des transi-
tions vers des état proches en énergie, comme le premier état 2+ (E∗=4.085 MeV) dont
l’énergie d’excitation est seulement séparée de 50 keV de celle le l’état 17− (E∗=4.037
MeV). Des résultats expérimentaux à plusieurs énergies incidentes et possédant une très
bonne résolution en énergie seraient donc utiles pour clarifier l’analyse.

Les sections efficaces associées à des transitions vers les états de parité non naturelle sont
aussi très bien reproduites. Ces sections efficaces mettent en valeur la qualité des parties
tenseur et spin-orbite de l’interaction de Melbourne, parties de l’interaction principalement
responsables des transitions vers des états de parité non naturelle. Nous avons procédé à
la même étude que celle rapportée dans l’article de Y. Fujita et al [62] pour les transitions
vers les états 10− et 11+ à 80 MeV d’énergie incidente. Les auteurs ont pu proposer
le spin et la parité de ces états grâce à des calculs de diffusion inélastique de protons
utilisant le formalisme DWA et une description de type modèle en couches des états excités.
Dans leur approche, ces auteurs peuvent reproduire les sections efficaces différentielles,
à un facteur de normalisation près, en attribuant les excitations du modèle en couche
ν(i11/2, h

−1
9/2) pour l’état 10− et ν(j15/2, f

−1
7/2) pour l’état 11+. Nous avons pu identifier

facilement ces états dans le spectre RPA. En effet, ces états de parité non naturelle ont
une structure très proche de celle d’une simple excitation particule-trou et s’identifient
quasiment aux deux excitations définies dans le modèle en couches. Le seul défaut réside
dans les valeurs des énergies d’excitation prédites par le modèle RPA/D1S, trop élevées par
rapport aux énergies observées expérimentalement. Malgré cela, nos calculs pour ces deux
états reproduisent les données de diffusion avec une grande précision, cela sans aucune
normalisation. La section efficace associée au premier état 14− est bien reproduite mais
celle associée à l’état 12− présente un défaut de normalisation. Cette transition, aussi
analysée dans l’article [62], est supposée être polluée par des transitions vers des états
10−, 11− et 13−. Nous avons testé ces différentes possibilités, mais elles n’ont abouti à
aucun résultat concluant.

L’étude des sections efficaces différentielles nous a montré le pouvoir prédictif de notre
approche. A part quelques exceptions, toutes les données expérimentales ont été repro-
duites avec une bonne précision sans aucun ajustement a posteriori. Les petits défauts de
normalisation observés ont été compris en considérant les densités de transition de charge
issues des calculs RPA/D1S. En améliorant le modèle de structure utilisé, cette approche
microscopique serait capable de reproduire les données expérimentales avec un degré de
précision égal à celui de modèles phénoménologiques.
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(a) (b)

Fig. V.5 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion inélastique de protons sur une
cible de 208Pb. Comparaison entre les données expérimentales et les prédictions de notre
modèle DWA/RPA pour des transitions vers des états excités du 208Pb de (a) parités
naturelle et de (b) parités non naturelle. Les multipolarités, parités et énergies des états
ainsi que les énergies des protons incidents sont indiquées sur les graphiques.
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V.3.3 Pouvoirs d’analyse

Comme dans le cas de la diffusion élastique, nous pouvons tester le qualité de notre
modèle en considérant l’observable de pouvoir d’analyse. La figure V.6 présente la compa-
raison entre les données expérimentales et les résultats de nos calculs pour des transitions
vers les états 13− et 15− du 208Pb. L’amplitude des oscillations ainsi que la position des
extrema sont bien reproduites. On observe néanmoins quelques défauts au-delà de 70◦.
Cela peut être dû à des instabilités numériques car, pour ces angles, nos distributions
deviennent assez irrégulières. Ces pouvoirs d’analyse sont assez sensibles à la partie spin-
orbite du potentiel de transition. Cette observable prouve donc que cette composante de
notre potentiel, et donc de la matrice G de Melbourne, est assez réaliste.

Fig. V.6 – Pouvoirs d’analyse pour la diffu-
sion inélastique de protons sur une cible de
208Pb. Comparaison entre les données expé-
rimentales et les prédictions de notre modèle
DWA/RPA pour des transitions vers le pre-
mier état 3− et le premier état 5− du 208Pb.
Les énergies incidentes sont indiquées sur le
graphique.
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V.3.4 Influence de la collectivité

Comme nous l’avons dit précédemment, la description RPA des états excités fait inter-
venir un grand nombre de composantes sur les paires particule-trou. On est donc en droit
de se demander si un telle description est utile dans tous les cas ou si une simple excitation
particule-trou ne peut pas suffire pour décrire certaines transitions. Dans le cas des exci-
tations très collectives, la complexité des opérateurs RPA est bien entendu nécessaire. Le
cas de la transition vers le premier état 3− du 208Pb (voir figure V.7(a) ) illustre bien ceci.
On a représenté en haut du graphique les sections efficaces différentielles calculées à partir
de la description RPA de l’excitation (courbe rouge) ou à partir d’une simple description
particule-trou (courbes continues bleue et verte). On a choisi les paires particule-trou en
fonction de leurs poids relatifs (valeur de l’amplitude X

13−
ph ) dans l’opérateur d’excitation

RPA. Les courbes bleue et verte représentent des paires particule-trou ayant un poids res-
pectif de 0.47 et 0.40. Les calculs avec ces excitations simples sont bien entendu effectués
en rapportant ce poids à 1 pour chaque paire (simples excitations particule-trou sur le
fondamental Hartree-Fock). Les différences observées sur les sections efficaces sont pro-
bantes : pratiquement un facteur 50 entre les calculs utilisant les excitations RPA et ceux
utilisant les excitations à une paire particule-trou. Ce résultat n’est pas surprenant car
le premier état 3− du 208Pb est très collectif. Ceci pourrait être observé sur la densité de
transition électrique pour laquelle un calcul avec une seule paire particule-trou donnerait
une densité sept fois trop faible. D’autre part, on pourrait considérer que la collectivité de
cet état pourrait être prise en compte en renormalisant simplement l’amplitude associée à
l’opérateur particule-trou. Pour traduire ceci, nous avons normalisé les sections efficaces
différentielles associées aux deux descriptions particule-trou (courbes en tirets verts et
bleus) pour les faire correspondre aux données expérimentales à l’avant de la distribution.
On voit que cette simple normalisation ne permet pas de reproduire la qualité des calculs
utilisant l’opérateur d’excitation RPA. En effet, chacune des deux courbes normalisées
présente de gros défauts dans certaines zones de la distribution angulaire. Une influence
encore plus flagrante de la complexité de l’opérateur d’excitation RPA peut être observée
en effectuant la même étude à partir des calculs de pouvoirs d’analyse. On a représenté
ces calculs en bas de la figure V.7(a), où la signification des trois courbes continues est la
même que dans la figure précédente. On voit clairement que les calculs avec des opérateurs
particule-trou libres fournissent des prédictions très loin d’être satisfaisantes. En effet, les
extrema ainsi que leurs positions sont très mal reproduits, ce qui contraste avec les prédic-
tions fournies par le calcul utilisant l’opérateur RPA complet. D’autre part, on sait que les
pouvoirs d’analyse sont insensibles à une quelconque renormalisation de la section efficace
différentielle. Une renormalisation des amplitudes associées aux paires particule-trou ne
permettrait donc pas d’améliorer les prédictions pour cette observable. Cette étude nous
montre clairement que la complexité de l’opérateur RPA est plus que nécessaire afin de
reproduire l’ensemble des observables associées à des réactions faisant intervenir des états
très collectifs.

Une question évidente suit cette analyse. Quid de la description des états beaucoup
moins collectifs ? Pour y répondre, nous allons procéder aux mêmes comparaisons que
celles effectuées dans le cas du premier état 13− mais cette fois pour des états peu collectifs.
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De bons candidats sont les premiers états 8+ et 10+. En effet, on juge que ces états ont une
structure assez proche de celle d’une simple excitation particule-trou, car les amplitudes
Xph des opérateurs RPA associés sont concentrées à plus de 90 % sur une seule paire
particule-trou. Par exemple, pour le premier état 8+, les amplitude X

18+

ph de la description
RPA sont concentrées à 92 % sur une seule paire particule-trou. On montre sur la figure
V.7(b) la comparaison des sections efficaces différentielles calculées à partie de l’opérateur
RPA complet (courbes rouges) ou à partir d’une simple excitation particule-trou (courbes
bleues). Ici encore, les calculs faits à partir d’une simple excitation particule-trou sont très
loin de reproduire la qualité des calculs faits à partir de la description RPA/D1S. Malgré sa
description très concentrée sur une seule paire particule-trou, la collectivité de cet état est
non moins importante. En effet, on doit multiplier les sections efficaces par cinq (courbes
en tirets bleus) pour reproduire les données à l’avant de la distribution. D’autre part,
une telle normalisation ne permet pas de bien reproduire la forme de ces distributions,
notamment la position du maximum à 25◦ et l’épaulement à 50◦. Ceci met une nouvelle
fois en valeur l’utilité d’une description détaillée de l’opérateur d’excitation ainsi que la
qualité de cette description fournie par le calcul RPA/D1S. La figure V.7(c) présente la
même étude pour le premier état 10+. La description RPA de cet état est à 94 % concentrée
sur une seule paire particule-trou. Les courbes bleues présentent les calculs utilisant une
paire particule-trou (courbes continues) et une paire particule-trou dont la composante
a été doublée (courbes en tirets). Le peu de collectivité présente dans cette excitation
suffit à apporter un facteur deux entre les calculs RPA (courbes rouges) et particule-
trou simple. La description RPA est assez bonne pour les deux énergies représentées
mais la description particule-trou semble meilleure à 135.2 MeV. La renormalisation de
la section efficace à 80 MeV semble donner un meilleur résultat en considérant la position
du pic et la pente de la distribution expérimentale. Cet exemple ne permet pas de mettre
pleinement en valeur l’utilité de la complexité de l’opérateur RPA pour cette excitation,
mais l’utilisation de cet opérateur donne tout de même des résultats assez prédictifs. Pour
mieux juger ce cas, il serait intéressant de disposer de données expérimentales à plus
grands angles et à d’autres énergies incidentes. D’autres mesures de pouvoirs d’analyse
seraient aussi très instructives. Ces remarques valent aussi pour d’autres excitations pour
lesquelles les données expérimentales sont plus rares.

Pour conclure ce paragraphe, on peut affirmer que les analyses effectuées montrent à
quel point les calculs microscopiques de diffusion inélastique sont sensibles aux détails de
la structure des états. Elles mettent en avant le fait que les corrélations sont présentes
dans toutes les excitations, hautes et basses énergies, collectives ou non collectives. Ce
type d’étude permet donc de tester en finesse les informations fournies par les différents
modèles de structure et pourrait permettre de les améliorer.
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(a)

(b) (c)

Fig. V.7 – Résultats des calculs de sections efficaces différentielles pour des transitions
vers les premiers états (a) 3−, (b) 8+ et (c) 10+ du 208Pb, et (a) calculs de pouvoirs
d’analyse pour le premier état 3−. Comparaison entre les calculs utilisant les opérateurs
RPA (courbes rouges), les opérateurs à une paire particule-trou (courbes continues bleues
et vertes), ou les opérateurs à une paire particule-trou renormalisés (courbes en tirets
bleus et verts). Les détails sont donnés dans le texte.
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V.3.5 Résonances géantes

Des états d’importance particulière sont les résonances géantes, états très collectifs si-
tués à haute énergie, au-delà du seuil de séparation de proton ou de neutron (8-10 MeV).
De tels états ont été observés pour des noyaux stables au travers de toute la table des
masses avec de larges sections efficaces. Parmi ces états, on trouve la résonance géante mo-
nopolaire qui a largement été étudiée et a permis d’estimer la valeur de la compressibilité
de la matière nucléaire. L’excitation de ces résonances a été observée, par exemple, lors de
la diffusion d’électrons [63, 64, 65, 66], d’He3 [67], de particules alpha [68] et de protons
[69]. L’approche de structure RPA rend compte de l’existence de telles excitations et est
capable de reproduire un certain nombre de propriétés telles que la position en énergie, la
multipolarité et le type (isoscalaire ou isovectorielle) des excitations. Une autre quantité
importante déduite de l’expérience peut être reproduite par les calculs RPA : il s’agit de la
valeur de la contribution à la règle de somme pondérée en énergie (EWSR pour �� energy
weighted sum rule ��). Cette contribution mesure l’importance relative d’une excitation
particulière par rapport aux autre excitations de même multipolarité, de même parité et
de même type. L’EWSR est définie par :

M1(Q̂JM) =
∑

N∈(JΠ)

(EN − E0)
∣∣∣〈N |Q̂JM |0̃〉

∣∣∣2 , (V.8)

où Q̂JM =
e

2

A∑
i=1

(1 − τz(i)) jj(qri)YJM(θi, φi) est l’opérateur de transition électrique. Les

états |0̃〉 et |Ñ〉 sont les états RPA définis au chapitre III. Chaque contribution N à

M1(Q̂JM) représente un pourcentage de la somme
∑
N

, cette dernière étant normalisée à

100%.

Les opérateurs d’excitation RPA permettent le calcul des sections efficaces associées à
l’excitation de ces résonances par diffusion inélastique de protons. Nous présentons sur la
figure V.10(a) la comparaison entre nos calculs et les données expérimentales [70] pour
l’excitation de la résonance géante quadrupolaire située à 10.6 MeV d’excitation. Nous
présentons en parallèle la répartition de la règle de somme pour les excitation de même
multipolarité sur la figure V.8(c). La section efficace différentielle est bien reproduite. Cet
accord est en partie attribuable à la prédiction RPA de 78% pour la valeur de EWSR,
très proche de la valeur expérimentale de 70%. Par contre le calcul RPA prédit la position
de cette excitation à 12.1 MeV, valeur supérieure à la valeur expérimentale. Cet écart
est attribuable aux couplages non pris en compte dans l’approche RPA [71]. La même
étude a été effectuée pour l’excitation de résonances hexadécapolaires observées autour
de 12 MeV d’excitation [70]. La section efficace calculée est encore en bon accord avec les
valeurs expérimentales. Ce résultat reflète l’accord entre la valeur EWSR expérimentale
de 10%, et la valeur théorique de 11,28% (voir figure V.9(a)).
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Les mesures expérimentales présentées et analysées dans l’article [70] indiquent la pré-
sence d’excitations collectives octupolaires autour de 20.9 MeV d’énergie d’excitation. Les
calculs RPA prédisent un certain nombre d’états octupolaires dans cette zone en énergie.
Pour comparer nos prédictions aux mesures expérimentales de diffusion, nous avons sommé
les contributions provenant des différentes excitations présentes dans cette zone d’énergie.
Les différentes contributions sont repérées par trois accolades (noire, bleue et verte) sur
la figure V.8(d) selon le nombre d’états pris en compte dans notre calcul de diffusion.
Les pourcentages de la règle de somme correspondant à ces différents regroupements sont
indiqués sur la figure V.8(d), et les résultats des calculs de sections efficaces différentielles
correspondant à ces trois regroupements sont présentés sur la figure V.10(b). L’excitation
d’états octupolaires rend bien compte de ces données expérimentales de diffusion observées
à 20,9 MeV. Par contre, la présence de nombreux états rend difficile un calcul précis de
section efficace. A partir de la comparaison entre les données et nos calculs, nous pouvons
seulement constater que les prédictions sont meilleures en prenant en compte un nombre
d’états octupolaires dont la somme des valeurs de EWSR est comprise entre 17 et 38%.

Nous avons aussi analysé les données de diffusion inélastique de protons conduisant à
l’excitation d’états situés à 14 MeV d’énergie d’excitation. Cette excitation est supposée
contenir différentes contributions : celles des résonances monopolaire géante (isoscalaire)
et dipolaire géante (isovectorielle). Nous avons aussi pris en compte des excitations de
multipolarités 4+ et 6+. Le résultat du calcul des sections efficaces est présenté sur la figure
V.10(c), où les différentes contributions sont détaillées. Les états pris en compte dans ce
calcul sont indiqués par des accolades bleues sur les graphiques V.8(a), V.8(b), V.9(a)
et V.9(b), qui présentent les valeurs de EWSR respectivement pour les multipolarités
et parités 0+, 1−, 4+ et 6+. Ce calcul reproduit assez bien les mesures expérimentales,
notamment le comportement angulaire au-dessous de 8◦, principalement dû à l’excitation
de résonances dipolaires.
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⎫ ⎬ ⎭

(a)
}

(b)

→

(c)

⎫ ⎬ ⎭

⎫ ⎬ ⎭

}

(d)

Fig. V.8 – Résultats RPA/D1S des règles de somme (EWSR, histogrammes rouges) pour
des excitations (a) 0+, (b) 1−, (c) 2+ et (d) 3− du 208Pb. Les différentes informations
présentes sur les graphiques sont analysées dans le texte.
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}

→

(a)

}
(b)

Fig. V.9 – Résultats RPA/D1S des règles de somme (EWSR, histogrammes rouges) pour
des excitations (a) 4+ et (b) 6+ du 208Pb. Les différentes informations présentes sur les
graphiques sont analysées dans le texte.
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(a) (b)

(c)

Fig. V.10 – Résultats des calculs des sections efficaces différentielles inélastiques corres-
pondant à l’excitation d’états du 208Pb dans la zone en énergie des résonances géantes.
Comparaison avec les données expérimentales [70]. (a) excitation des résonances géantes
quadrupolaire et hexadécapolaire, (b) excitation de résonances octupolaires au-dessus de
20 MeV d’excitation, (c) excitation des résonances géantes monopolaire et dipolaires avec
quelques composantes provenant de l’excitation d’états 4+ et 6+.
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V.4 Calculs de diffusion inélastique de protons sur

des cibles de 48Ca, 40Ca et 16O

Le même type de calcul a été effectué pour la diffusion inélastique de protons sur des
cibles de 48Ca, 40Ca et 16O. Nous présentons sur les figures V.11(a) et V.11(b) les sections
efficaces différentielles et les pouvoirs d’analyse correspondant aux transitions entre l’état
fondamental et les premiers états 2+, 3− et 5− du 48Ca. Malgré un petite surestimation des
sections efficaces 3− et 5−, nos calculs reproduisent assez bien les différentes données, no-
tamment celles des pouvoirs d’analyse. Nous présentons sur les figures V.11(c) et V.11(d)
les calculs de sections efficaces différentielles et de pouvoirs d’analyse pour des transitions
vers les premiers états excités 3− et 5− du 40Ca et le premier état 3− du 16O. Nous nous
sommes limité à ce type d’excitations car la méthode RPA ne permet pas de prédire les
états de parité positive de basse énergie pour les noyaux 40Ca et 16O. En effet, pour ces
deux noyaux, les excitations de types 0+, 2+, 4+, 6+ etc... sont connues pour contenir des
composantes 2p2h et 4p4h [72, 73, 74, 75]. Cette remarque est aussi valable pour certains
états de parités positive du 48Ca, notamment les états 0+ de basses énergies. Néanmoins
les états collectifs 3− et 5− sont bien reproduits dans l’approche RPA et les calculs de
diffusion inélastique de protons conduisant à l’excitation de ces états sont encore en très
bon accord avec les résultats expérimentaux. D’autres états expérimentaux de parité na-
turelle ont été excités par diffusion de protons, mais notre étude théorique des sections
efficaces différentielles n’a pas abouti à des résultats satisfaisants. Il est donc possible que
certains états de parité négative ne soient pas correctement reproduits par la méthode
RPA et nécessitent l’inclusion de composantes plus complexes, par exemple de type 3p3h
[75].

Comme extension possible de ce travail, il serait intéressant d’utiliser des résultats
provenant d’une approche de structure de type mélange de configurations [76, 77, 78],
allant au-delà de la méthode RPA, afin d’étendre nos analyses à tous les états excités
observés pour les noyaux à couches fermées. D’autre part, il nous serait possible d’aborder
la diffusion de nucléons sur des cibles sphériques ne présentant pas de doubles fermetures
de couche grâce aux résultats d’une approche HFB+QRPA [24, 79, 80] (Hartree-Fock-
Bogoliubov+Quasi-particule Random Phase Approximation), qui permet de décrire les
états collectifs en présence d’appariement dans les noyaux.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. V.11 – Sections efficaces différentielles et pouvoirs d’analyse pour la diffusion inélas-
tique de protons sur des cibles de (a,b) 48Ca, (c,d) 40Ca et 16O. Les points représentent
les données expérimentales et les courbes rouges les prédictions faites avec notre modèle
DWA/RPA.
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V.5 Cibles instables

Le formalisme DWA utilisant les informations de structure RPA/D1S s’applique tout
aussi bien à la diffusion de nucléons sur des noyaux instables. Étant restreintes à des
noyaux à couches fermées, les études peuvent s’effectuer sur des cibles de 56Ni, 132Sn,
100Sn, par exemple. D’autre part, on peut aussi s’intéresser à des noyaux pour lesquels
l’apparition de nouveaux nombres magiques est fortement supposée. On peut considérer le
cas de 24O pour lequel une fermeture de couche a été prédite pour un nombre de neutron
égal à 16 [81].

La figure V.12(a) présente la comparaison entre les données expérimentales à 101 MeV
[82], issues d’une étude en cinématique inverse, et nos prédictions pour la diffusion élas-
tique et inélastique de protons sur une cible de 56Ni. Le résultat pour la diffusion élastique
(courbe noire) est en accord avec la donnée expérimentale à 21◦. D’autre part la prédic-
tion pour la diffusion inélastique correspondant à l’excitation du premier état 2+ est aussi
en bon accord avec la donnée expérimentale à 16◦. Le manque de données ne nous per-
met pas d’effectuer une analyse plus détaillée. Il serait très intéressant de disposer de
nouvelles mesures afin de mieux comparer les résultats pour la diffusion élastique et la
diffusion inélastique vers le premier état 2+ ainsi que pour tester les calculs pour d’autres
états excités, comme par exemple le premier état 4+, représenté sur le graphique V.12(a)
(courbe en tirets rouges).

Nous présentons sur la figure V.12(b) les prédictions pour la diffusion de protons de 101
MeV sur une cible de 24O. La courbe noire est la prédiction pour la diffusion élastique et
la courbe rouge pour la diffusion inélastique conduisant à l’excitation du premier état 2+

prédit par la méthode RPA/D1S à 3.81 MeV, valeur supérieure à l’énergie de séparation
du premier neutron prédite à 3.7(4) MeV [81]. Là encore des mesures seraient utiles pour
valider ces prédictions.
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(a) (b)

Fig. V.12 – (a)Comparaison entre les prédictions théoriques et les données expérimentales
pour les diffusions élastique et inélastique de protons sur une cible de 56Ni. La courbe noire
représente le calcul de diffusion élastique et le point noir la donnée expérimentale. Les
courbes rouges représentent les calculs de diffusions inélastiques associées aux transitions
vers les premiers états excités 2+ (courbe continue) et 4+ (courbe en tirets). Le carré noir
représente la donnée expérimentale pour l’excitation de l’état 2+. (b) Mêmes prédictions
pour le noyau 24O.

V.6 Le formalisme de double hélicité

Nous allons dans cette partie expliciter le formalisme de la �� double hélicité �� employé
pour nos calculs de diffusion. Ce formalisme, utilisé dans le programme DWBA98, a été
initialement développé par J. Raynal. On trouvera les explications détaillées dans les
références [83, 84, 85]. Notre but est de rappeler la méthode à suivre afin d’exprimer les
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amplitudes de transition de l’approximation DWA dans ce formalisme. Cela nous sera très
utile par la suite, car ce formalisme sera employé pour écrire les éléments de matrice de
transition au second ordre. Ces développements interviendront dans les calculs de pré-
équilibre qui seront présentés au chapitre VI.

La matrice de transition DWA fait intervenir trois éléments à décrire dans le formalisme
de double hélicité : les états liés, décrivant les nucléons de la cible, les états de diffusion,
solutions des potentiels optiques dans les voies d’entrée et de sortie et enfin, l’interaction à
deux corps. La description complète de l’interaction dans ce formalisme est assez longue à
exposer. En conséquence, nous donnerons seulement son expression et quelques éléments
de sa dérivation, sachant que l’on pourra se reporter aux références indiquées précédem-
ment pour plus de détails. En revanche, nous allons porter une attention particulière à
la dérivation des expressions des états liés et des états de diffusion dans le formalisme de
la double hélicité. En effet, ces calculs vont nous fournir les méthodes et les résultats qui
serviront de base aux calculs d’éléments de matrice du second ordre présentés au chapitre
VI.

V.6.1 Définition des états liés de particule et de trou

Un état lié peut s’écrire dans une représentation classique :

ϕn,l,j,m(r, σ) = 〈r|nljm〉 =
∑

ml,m1
2

〈lml, 1
2m 1

2
|jm〉fnlj(r)Y

l
ml

(θ, ϕ)| 12m1
2
〉 . (V.9)

Dans cette représentation, toutes les projections de moments angulaires sont effectuées
sur un même axe, en général l’axe (Oz) du repère associé au laboratoire. Le passage
au formalisme d’hélicité consiste à passer du repère du laboratoire à un repère où l’axe
(Oz) est aligné avec la direction r, repérée dans le laboratoire par les angles d’Euler
Ω ≡ (θ, ϕ, ψ), où ψ est un angle arbitraire. En utilisant les matrices de rotation de Wigner
(voir A.2), on peut écrire :

Y l
ml

(θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π
Rl∗

m,0(Ω) , | 12ms〉 =
∑

λ

R
1
2
∗

m,0(Ω)| 12λ〉 . (V.10)

Le nombre quantique λ est la projection du spin sur l’axe r, soit l’axe (Oz) du nouveau
repère. En recouplant les matrices de rotation, l’expression (V.9) devient :

ϕn,l,j,m(r, σ) =

√
2l + 1

4π
fnlj(r)

∑
λ

〈l0, 1
2λ|jλ〉Rj∗

m,λ(Ω)| 12λ〉 . (V.11)

Cette expression se simplifie en écrivant :
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〈l0, 1
2 , + 1

2 |j, + 1
2〉 = (−)l+ 1

2−j〈l0, 1
2 ,− 1

2 |j,− 1
2〉 =

ĵ

l̂
√

2
(−)l+j− 1

2 , (V.12)

et donne :

ϕn,l,j,m(r, σ) =
ĵ√
8π

fnlj(r)
∑

λ

ελR
j∗
m,λ(Ω)| 12λ〉 avec ε 1

2
= (−)l+j− 1

2 et ε− 1
2

= 1 .

(V.13)

Cette fonction d’onde n’est pas correctement normalisée si l’on prend la métrique dΩ =
sinθdθdϕdψ. En effet, l’introduction d’un angle ψ arbitraire conduit à :

∫
r2drsinθdθdϕdψ |ϕnlk(r)|2 = 2π . (V.14)

On doit donc introduire dans (V.13) la normalisation supplémentaire
√

2π. Finalement,
en posant φj

(nl),λ(r) = ελfnlj(r), un état lié s’écrit dans le formalisme de la double hélicité :

〈r|nljm〉 =
ĵ

4π

∑
λ

φj
(nl),λ(r)R

j∗
m,λ(Ω)| 12λ〉 . (V.15)

V.6.2 Définition des états de diffusion

L’expression formelle d’un état de diffusion s’écrit :

χm 1
2
(k, r) =

∑
ljm

anljm(k̂)flj(kr)Φljm(Ωr) , (V.16)

où l’on a introduit les harmoniques sphériques généralisées :

Φljm(Ωr) =
∑

mlm
′
1
2

〈lml, 1
2 |jm〉Y l

ml
(Ωr)|m′

1
2
〉 . (V.17)

La fonction d’onde radiale est une onde entrante ou sortante, selon que l’on considère
l’onde distordue dans la voie d’entrée ou dans la voie de sortie. Cette onde possède la
condition asymptotique d’onde plane avec un spin de projection m 1

2
. L’onde de diffusion

s’écrit à l’infini :
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χ∞
m 1

2

(k, r) =
4π

kr

∑
ljm

ilkrjl(kr)〈lml, 1
2m 1

2
|jm〉Y l

ml

∗
(Ωk)Φljm(Ωr) , (V.18)

où les jl(kr) sont les fonctions de Bessel sphériques. Avec la condition asymptotique
krjl(kr) = sin(kr − lπ

2
), pour que (V.16) se réduise à (V.18), on a la condition :

aljmm 1
2
(k̂) =

4π

kr
il
∑
ml

〈lml, 1
2m 1

2
|jm〉Y l

ml

∗
(Ωk) . (V.19)

L’équation (V.16) s’écrit donc :

χm 1
2

(k, r) =
4π

kr

∑
ljm

〈lml, 1
2m 1

2
|jm〉ilflj(kr)Y l

ml

∗
(Ωk)Φljm(Ωr) . (V.20)

Le but des manipulations qui vont suivre est d’exprimer cette forme en terme d’hélicité
suivant le vecteur d’onde k. Cette manipulation permet de faire apparâıtre les angles Ωk,
particulièrement utiles pour exprimer les différentes observables angulaires (sections effi-
caces différentielles, pouvoirs d’analyse ...). D’autre part, les fonctions angulaires Φljm(Ωr)
vont être représentées selon l’hélicité suivant le vecteur r. Ces deux transformations, reve-
nant à des projections sur les deux axes k et r, sont à l’origine de l’appellation �� double
hélicité ��.

Le passage à l’hélicité suivant k s’écrit :

χm 1
2

(k, r) =
∑
λk

R
1
2

∗

m 1
2
,λk

(Ωk)χλk
(kr) , (V.21)

où Ωk représente les angles d’Euler pour passer du repère du laboratoire à un repère dont
l’axe (Oz) est parallèle à k. Le nombre quantique λk est donc la projection du spin sur le
nouvel axe (Oz) défini par la direction k. Le passage à l’hélicité suivant r s’écrit :

Φljm(Ωr) =
∑
μ′,σ′

〈lμ′ 1
2σ

′|jm〉Y l
μ′(Ωr)| 12σ′〉

=
∑

μ′,σ′,λr

〈lμ′ 1
2σ

′|jm〉Y l
μ′(Ωr)R

1
2
∗

σ′,λr
(Ωr)| 1

2λr〉

=
l̂√
4π

∑
λr

〈l0 1
2λ|jλ〉Rj∗

m,λr
(Ωr)|λr〉 ,

(V.22)

où l’on a utilisé dans la troisième égalité la relation entre la matrice de rotation et les
harmoniques sphériques (A.10), puis la relation de réduction des matrices de rotation
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(A.8) et enfin la relation d’orthogonalité des symboles 3-j (A.4). Ωr représente les angles
d’Euler pour passer du repère du laboratoire à un repère dont l’axe (Oz) est parallèle à r.
Le nombre quantique λr est donc la projection du spin sur un autre axe (Oz) parallèle à
la direction r. En reportant cette expression dans (V.20), la relation (V.21) peut s’écrire :

∑
λk

R
1
2

∗

m 1
2
,λk

(Ωk)χλk
(kr) =

4π

kr

∑
ljmλr

l̂√
4π

〈lml, 1
2m 1

2
|jm〉〈l0 1

2λ|jλ〉

× ilflj(kr)Y l
ml

∗
(Ωk)R

j∗
m,λr

(Ωr)| 12λr〉 . (V.23)

Cette expression se réduit en utilisant la relation Y l
μ

∗
(Ωk) =

l̂√
4π

Rl
μ,0(Ωk), en multipliant

des deux côtés par R
1
2
σ,λr

(Ωk), en sommant sur σ et enfin en recouplant les matrices de
rotation qui dépendent de Ωk. Ces manipulations conduisent à :

χλk
(k, r) =

1

kr

∑
ljmλr

l̂2〈l0, 1
2λr|jλr〉〈l0, 1

2λk|jλk〉ilflj(kr)Rj
m,λk

(Ωk)R
j∗
m,λr

(Ωr)| 12λr〉 .

(V.24)

En écrivant les deux valeurs possibles du moment angulaire l = j ± 1
2 , et en calculant

explicitement les deux coefficients de Clebsch-Gordan grâce à la relation (V.12), on peut
effectuer la transformation suivante :

1

r

∑
l=j± 1

2

l̂2〈l0, 1
2λr|jλr〉〈l0, 1

2λk|jλk〉ilflj(kr) =
ĵ2

2

ij− 1
2

r

(
fj− 1

2 ,j(kr) + iλk−λrfj+ 1
2 ,j(kr)

)

=
ĵ2

2
Ξj

λk,λr
(kr) ,

(V.25)

où l’on a posé :

Ξj
λk,λr

(kr) =
ij− 1

2

r

(
fj− 1

2 ,j(kr) + iλk−λrfj+ 1
2 ,j(kr)

)
. (V.26)

Ces dernières manipulations permettent d’écrire l’état de diffusion (V.24) sous la forme :

χλk
(k, r) =

1

2k
√

2π

∑
jλ′

ĵ2Ξj
λk,λr

(kr)Rj
λk ,λr

(Ωk,r)| 12λr〉 , (V.27)
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où apparâıt la normalisation additionnelle
1√
2π

, pour la même raison que celle invoquée

pour la normalisation des états liés (V.15).

V.6.3 Définition de l’interaction dans le formalisme d’hélicité

Le formalisme d’hélicité développé par J. Raynal consiste à exprimer les éléments de
matrice de l’interaction en fonction des projections de spin sur les axes intrinsèques des
deux particules en interaction, soit l’axe r1 pour la première particule et l’axe r2 pour
la seconde particule. C’est pour cela que nous avons été conduit à formuler les fonctions
d’onde du projectile et des particules de la cible en considérant des axes de quantifica-
tion particuliers. Nous allons donner par la suite l’expression formelle de l’interaction.
L’expression complète de l’interaction dans le formalisme d’hélicité n’a pas d’intérêt pour
le présent travail. Nous donnons seulement quelques définitions permettant d’évaluer les
éléments de matrice de l’interaction faisant intervenir les états à une particule définis
précédemment. La décomposition multipolaire de l’interaction s’écrit dans le formalisme
d’hélicité :

V (|r1 − r2|) =
∑

J,μ1,μ2

(2J + 1)V J
μ1,μ2

(r1, r2)
[
RJ(Ω1)R

J(Ω2)
]
μ1,μ2

, (V.28)

avec les définitions :

[
RJ(Ω1)R

J(Ω2)
]
μ1,μ2

=
∑
MJ

(−)MJ RJ
MJ ,−μ1

(Ω1)R
J
−MJ ,−μ2

(Ω2) , (V.29)

et

V J
μ1,μ2

(r1, r2) = [1

2
|μ1μ2|

(
fJ(r1, r2) + μ1μ2c

J(r1, r2)
)− 1√

2
(1 − |μ1|) |μ2|eJ(r1, r2)

+ (1 − |μ2|) |μ1|eJ(r1, r2) + (1 − |μ1|) (1 − |μ2|) dJ(r1, r2)]σ(1)μ1
σ(2)μ2

. (V.30)

Les indices μ1 et μ2 prennent les valeurs -1, 0 et 1. Les trois fonctions dJ(r1, r2), e
J (r1, r2) et

fJ(r1, r2) sont des fonctions complexes qui diffèrent de la partie de l’interaction considérée
(centrale, tenseur ou spin-orbite). Nous donnons cette forme uniquement pour établir un
lien clair avec les notations employées dans la référence [44]. Ces fonctions sont définies
dans cette référence, pages 3 à 5 pour les parties centrale et tenseur et pages 8 et 9 pour
la partie spin-orbite. Les angles Ω1 et Ω2 correspondent à deux changements de repère :
Ω1 pour passer du repère du laboratoire au repère où l’axe (Oz) est aligné avec le vecteur
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r1 et Ω2 pour passer du repère du laboratoire au repère où l’axe (Oz) est aligné avec le
vecteur r2. La signification de l’opérateur σ(1)μ1σ(2)μ2 sera donnée par la suite.

En utilisant les définitions en terme des hélicités des états à une particule, les éléments
de matrice de cette interaction font intervenir ses éléments de matrice dans la base des
hélicités de chaque particule :

V J
λ′
1,λ′

2,λ1,λ2
= 〈λ′

1λ
′
2|V J

μ1μ2
|λ1λ2〉 , (V.31)

et conduisent à :

〈λ′
1λ

′
2|σ(1)μ1σ(2)μ2 |λ1λ2〉 = δμ1,λ′

1−λ1
δμ2,λ′

2−λ2

× (1 − μ1 (μ1 + 1)) (1 − μ2 (μ2 + 1))
√

1 + |μ1|
√

1 + |μ2| . (V.32)

Cette expression apporte une première signification à l’opérateur σ(1)μ1
σ(2)μ2

, que nous
détaillerons dans la suite. Cette forme montre de quelle manière les éléments de matrice
sont définis en fonction des hélicités des deux particules avant et après l’interaction. La
formule importante de ce paragraphe est l’expression (V.28) qui sépare explicitement la
partie angulaire (V.27) de la partie purement radiale. Les autres définitions, que l’on a
volontairement omis de développer, ne seront pas utiles dans la suite de ce travail.

Nous donnons à présent la signification des opérateurs σ(1)μ1
et σ(2)μ2

. Pour deux parti-
cules en interaction, les parties du potentiel qui dépendent du spin s’expriment en fonction
des opérateurs de spin σ1 et σ2. Ces deux opérateurs sont identiques si ce n’est qu’ils s’ap-
pliquent à deux particules différentes. Dans le cas du formalisme d’hélicité, les opérateurs
de spin représentés par les états d’hélicité |λ1〉 et |λ2〉 ne sont plus identiques car le spin est
pris dans un repère lié à la particule au point r1 ou au point r2 généralement différents.
En représentation classique, le produit scalaire σ1.σ2 se décompose comme un tenseur
d’ordre 0 à partir de deux tenseurs d’ordre 1 :

σ1.σ2 =
∑

μ=−1,0,+1

(−)μσ1,μσ2,−μ . (V.33)

Dans le formalisme d’hélicité, chacune des composantes de σ1,μ et σ2,μ doit s’exprimer sur
le repère lié à r1 pour les σ1,μ, et sur le repère lié à r2 pour les σ2,μ. Cela s’écrit :

σ1,μ =
∑
μ1

R1∗
μ,μ1

(Ω1)σ(1),μ1 et σ2,−μ =
∑
μ2

R1∗
−μ,μ2

(Ω2)σ(2),μ2 . (V.34)

Les opérateurs σ(i),μi
ont une action bien définie sur les états d’hélicité |λi〉, où l’indice i

désigne la particule considérée. L’action de σ(i),0 sur l’état |λi〉 est simplement :
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σ(i),0|λi〉 = λi|λi〉 . (V.35)

Finalement, l’opérateur σ1.σ2 peut s’écrire :

σ1.σ2 =
∑

μ,μ1,μ2

(−)μR1∗
μ,μ1

(Ω1)R
1∗
−μ,μ2

(Ω2)σ(1),μ1σ(2),μ2 . (V.36)

Nous allons à présent préciser l’origine de la partie angulaire
[
RJ(Ω1)R

J(Ω2)
]
μ1,μ2

. Pour

une forme d’interaction à deux corps du type :

V (|r1 − r2|) = V0(|r1 − r2|) + V1(|r1 − r2|)σ1.σ2 , (V.37)

une décomposition multipolaire peut s’écrire :

V (|r1 − r2|) = 4π
∑
s=0,1
L,M

Vs,L(r1, r2)Y
L
M(Ω1)Y

L∗
M (Ω2)σ

s
1.σ

s
2 , (V.38)

avec σ0 = 1̂ et σ1 = σ . A l’aide de la relation (A.10), et en introduisant la décomposition
(V.36), cette forme devient :

V (|r1 − r2|) = 4π
∑
s=0,1
L,M

μ,μ1,μ2

Vs,L(r1, r2)R
1∗
μ,μ1

(Ω1)R
1∗
−μ,μ2

(Ω2)R
L∗
M,0(Ω1)R

L∗
−M,0(Ω2)

× σ(1),μ1
σ(2),μ2

. (V.39)

En recouplant les éléments de matrice de rotation ayant le même angle (formule (A.8) ),
puis en utilisant l’orthogonalité des symboles 3 − j, on trouve :

V (|r1 − r2|) =
∑

J,μ1,μ2

(−)J(2J + 1)
∑
s,L

(2L + 1)Vs,L(r1, r2)

×
(

L s J

0 μ1 −μ1

)(
L s J

0 μ2 −μ2

)[
RJ(Ω1)R

J(Ω2)
]
μ1,μ2

σ(1),μ1σ(2),μ2 . (V.40)

On rappelle que les valeurs μ1 et μ2 intervenant dans cette définition sont identifiables à
des projections de moment angulaire sur l’axe (Oz) du repère attaché à la particule 1 en
r1 pour μ1 et sur l’axe (Oz) du repère attaché à la particule 2 en r2 pour μ2.
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V.6.4 Calcul de l’élément de matrice de transition au premier

ordre

Dans ce paragraphe, nous allons dériver les amplitudes de transition au premier ordre
qui interviennent dans le calcul des sections efficaces de diffusion présentées au début de
ce chapitre. Dans l’approximation des ondes distordues, l’état initial de la particule est
une onde distordue d’impulsion ki et d’hélicité λi, et l’état final est une onde distordue
d’impulsion kf et d’hélicité λf . La cible est dans un état initial de spin nul (état fonda-

mental) et dans un état final de spin If et d’hélicité μf . L’élément de matrice T
(1)
λi,λf μf If

,
correspondant à la transition entre ces deux états, est défini par :

T
(1)
λi,λfμf If

= 〈χ(−)
λf

(kf), If , μf |V (1, 2)|χ(+)
λi

(ki), (Ii, μi) = (0, 0)〉 . (V.41)

Nous allons calculer cette expression en considérant un état final de la cible décrit par
une excitation particule-trou simple sur l’état fondamental Hartree-Fock, soit :

|Ifμf〉 = A+
If μf Π(ph̃)|HF 〉 =

∑
mpmh

〈jpmp, jh − mh|JM〉sha
+
p ah|HF 〉 . (V.42)

D’autre part, on a décomposé au paragraphe V.1 l’interaction à deux corps V (1, 2) en
terme d’opérateurs d’excitation RPA (voir (V.5)). On peut facilement adapter cette forme
à une décomposition en terme d’opérateurs particule-trou du type (V.42), soit :

V (1, 2) =
1

2

∑
npnh

(j,m)p,h,i,f

〈kf , p|V |k̃ijh〉

∑
JMΠ

ski
〈jkf

mkf
, jki

− mki
|J − M〉A+

J−MΠ(kf , k̃i) × 〈jpmp, jh − mh|JM〉shA
+
JMΠ(ph̃) ,

(V.43)

avec ki/f ≡ ki/f , ji/f , mi/f et p/h ≡ np/h, jp/h, mp/h. Les variables ki et kf correspondent à
l’état du projectile respectivement dans la voie d’entrée et de sortie, soit les états d’onde
distordue χ(+)

λi
(ki) et χ(−)

λf
(kf). L’élément de matrice (V.41) correspond donc à la compo-

sante de l’interaction :

T
(1)
λi,λfμf If

=
∑

ji,jfmi,f,p,h

shski
〈kfp|V |k̃ih〉〈jfmf , ji − mi|If − μf〉〈jpmp, jh − mh|Ifμf〉 .

(V.44)

L’élément de matrice 〈kf , p|V |k̃ih〉 va être calculé à l’aide du formalisme d’hélicité. Afin
d’utiliser les définitions (V.27) des états du continuum (états du projectile) et (V.15) des
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états liés des nucléons de la cible, on insère deux fois dans cette expression la relation de
fermeture :

1̂ =
∑
λ1,λ2

∫∫
r2
1dr1dΩ1r

2
2dr2Ω2|r1λ1, r2λ2〉〈r1λ1, r2λ2| , (V.45)

où λr1 et λr2 sont les projections du spin (des états à une particule considérés) sur les axes
respectifs r1 et r2. Cette manipulation conduit à l’expression :

〈kfp|V |k̃ih〉 =
∑

λr1 ,λr2 ,λ′
r1

,λ′
r2

∫∫
r2
1dr1dΩ1r

2
2dr2Ω2〈kf , p|r1λ

′
r1

, r2λ
′
2〉

〈λ′
r1

, λ′
r2
|V (|r1 − r1|)|λr1, λr2〉〈r1λ1, r2λr2 |k̃ih〉 , (V.46)

pour laquelle on a tenu compte du fait que l’interaction V (matrice G de Melbourne) est
donnée sous une forme locale. Avec la définition (V.28), les éléments de matrice de cette
interaction s’écrivent :

〈λ′
r1

, λ′
r2
|V (|r1 − r2|)|λr1, λr2〉 =

∑
JMJ ,μr1μr2

Ĵ2(−)MJ

〈λ′
r1

, λ′
r2
|V J

μr1 ,μr2
(r1, r2)|λr1, λr2〉RJ

MJ ,−μr1
(Ωr1)R

J
−MJ ,−μr2

(Ωr2) . (V.47)

Avec les définitions (V.27) et (V.15), et en considérant uniquement la partie directe, on
écrit :

〈kf |r1, λ
′
r1
〉 =

1

2kf

√
2π

ĵ2
fR

j∗f
mf λkf

(Ωkf
)R

jf

mf λ′
r1

(Ωr1)Ξ
(−),j∗f
λkf

,λ′
r1

(kfr1) ,

〈r1, λr1|ki〉 =
1

2ki

√
2π

ĵ2
i R

ji

miλki
(Ωki

)R
j∗i
miλr1

(Ωr1)Ξ
(+),ji

λki
,λr1

(kir1) ,

〈p|r2, λ
′
r2
〉 =

ĵp

4π
φ

j∗p
(nl)p,λ′

r2

(r2)R
jp

mpλ′
r2

(Ωr2) ,

〈r2, λr2 |h〉 =
ĵh

4π
φjh

(nl)h,λr2
(r2)R

jh

mhλr2
(Ωr2) .

(V.48)

On peut dès à présent intégrer les partie angulaires qui font intervenir les matrices de
rotation dépendantes de Ωr1 et Ωr2 dans les expressions précédentes et dans celle de
l’interaction (V.28). Cela s’écrit :
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Ir1 =

∫
dΩr1R

ji

miλ′
r1

(Ωr1)R
J
MJ ,−μr1

(Ωr1)R
j∗f
mf ,λr1

(Ωr1)

= 8π2(−)mf +λr1

(
jf J ji

mf MJ −mi

)(
jf J ji

λ′
r1

−μr1 −λr1

)
, (V.49)

et

Ir2 =

∫
dΩr2R

jp

mpλ′
r2

(Ωr2)R
J
−MJ ,−μr2

(Ωr2)R
j∗h
mh,λr2

(Ωr2)

= 8π2(−)mp+λr2

(
jp J jh

mp −MJ −mh

)(
jp J jh

λ′
r2

−μr2 −λr2

)
. (V.50)

L’intégration sur les parties radiales s’écrit :

SJ
λ′

r1
λ′

r2
,λr1λr2

=

∫∫
r2
1dr1r

2
2dr2〈λ′

r1
, λ′

r2
|V (|r1 − r2|)|λr1, λr2〉

× Ξ
(−),j∗f
λkf

,λ′
r1

(kfr1)Ξ
(+),ji

λki
,λr1

(kir1)φ
j∗p
(nl)p,λ′

r2

(r2)φ
jh

(nl)h,λr2
(r2) (V.51)

A ce stade, on peut définir la quantité :

f
(−,+),J
jp(jf λf ),jh(jiλi)

=
∑
{λ}

(−)ji+jp+λr1+λr2 ĵiĵf ĵpĵh

×
(

jf J ji

λ′
r1

−μr1 −λr1

)(
jp J jh

λ′
r2

−μr2 −λr2

)
SJ

λ′
r1

λ′
r2

,λr1λr2
, (V.52)

avec {λ} ≡ λr1, λr2, λ
′
r1

, λ′
r2

. Ces calculs conduisent à l’expression de l’élément de matrice
(V.46) :

〈kfp|V |kih〉 =

√
2π

kikf

ĵiĵfR
j∗f
mf λkf

(Ωkf
)Rji

miλki
(Ωki

)
∑
JMJ

Ĵ2(−)ji+jp+mi+mp

(
jp J jh

mp −MJ −mh

)(
jf J ji

mf MJ −mi

)
f

(−,+),J
jp(jf λf ),jh(jiλi)

. (V.53)

L’amplitude de transition, après simplification des phases, peut s’écrire en fonction de
symboles 3 − j comme :



114 CHAPITRE V. ANALYSE DE LA DIFFUSION INÉLASTIQUE

T
(1)
λi,λf μf If

=
∑

ji,jfmi,f,p,h

(−)jp+jf+mi+mh〈kf , p|V |k̃ih〉Îf
2

(
jf ji If

mf −mi μf

)(
jp jh If

mp −mh −μf

)
.

(V.54)

Avec le symbole 3 − j de l’expression (V.53), on peut utiliser la relation d’orthogonalité
(A.4), soit :

∑
mp,mh

(
jp jh If

mp −mh −μf

)(
jp jh J

mp −mh −MJ

)
=

δIf ,Jδμf ,MJ

Îf

2 . (V.55)

Cette relation permet d’écrire l’amplitude de transition comme :

T
(1)
λi,λf μf If

=
2π

kikf

∑
ji,jf ,mi,mf

ĵiĵf Îf
2
(−)ji−mi+jf +jp+jh

Rji

mi,λki
(Ωki

)R
j∗f
mf ,λkf

(Ωkf
)

(
ji jf If

mi −mf −μf

)
f

(−,+),If

(jf λf )jp,(jiλi)jh
. (V.56)

Cette expression se simplifie en considérant d’une part la relation :

f
(−,+),If

(jf λf )jp,(jiλi)jh
= (−)ji+jf +jp+jhf

(−,+),If

jp(jf λf ),jh(jiλi)
. (V.57)

D’autre part, en choisissant l’axe de quantification le long du vecteur kf , on trouve faci-
lement :

R
j∗f
mf ,λkf

= δmf ,λkf

Rji

mi,λki
(Ωki

) = Rji

mi,λki
(Ωkf ,ki

) = R
j∗i
λki

,mi
(Ωki,kf

) ,

(V.58)

où apparâıt l’angle entre le projectile incident et le projectile diffusé Ωki,kf
. Finalement,

l’amplitude de transition au premier ordre s’écrit :

T
(1)
λi,λf μf If

= 〈χ(−)
λf

(kf), If , μf |V (1, 2)|χ(+)
λi

(ki), (Ii, μi) = (0, 0)〉

=
2π

kikf

∑
ji,jf ,mi,mf

ĵiĵf Îf
2
(−)ji−mi

×R
j∗i
λki

,mi
(Ωki,kf

)

(
ji jf If

mi −λkf
−μf

)
f

(−,+),If

(jf λf )jp,(jiλi)jh

(V.59)
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Cette forme, ainsi que les définitions introduites dans cette partie sur l’hélicité, seront
très utiles pour les calculs de sections efficaces du second ordre que nous allons aborder
au prochain chapitre. En effet, nous verrons qu’il est possible d’exprimer les amplitudes

de transition du second ordre en fonction des quantités f
(−,+),If

(jfλf )jp,(jiλi)jh
, calculées par le

programme DWBA98 de J. Raynal. Ces démonstrations, que nous avons dû redériver en
détails, permettent plus généralement d’utiliser les informations, dépendantes du forma-
lisme de l’hélicité, présentes dans ce code de calcul.
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Chapitre VI

Réactions de pré-équilibre

VI.1 Introduction

Les modèles cherchant à étudier tous les aspects d’une réaction nucléaire font appel
à la description de trois processus distincts, soit les réactions directes, le mécanisme de
pré-équilibre et la formation et l’évaporation du noyau composé. Les modèles de noyau
composé ont été développés depuis l’hypothèse de N. Bohr et sont assez fiables pourvu
qu’on leur fournisse de bonnes conditions initiales. Les théories de réactions directes ont
été construites un peu plus tard et parviennent maintenant à une description assez fidèle
des processus directs. Par contre, l’étape pré-équilibre a commencé à être décrite seulement
dans les années soixante. Le premier modèle qui est apparu est celui des excitons, dû à
J. J. Griffin [86, 87]. Ce modèle est basé sur une équation mâıtresse décrivant l’évolution
du nombre d’excitons, soit le nombre de particules et de trous du système. Selon cette
théorie, l’évolution au cours du temps de la probabilité P (n, t) de trouver n excitons dans
le système au temps t est donnée par :

dP (n, t)

dt
= P (n − 2, t).λ+(n − 2, E) + P (n + 2, t)λ−(n + 2, E) → Gains

− P (n, t)
[
λ+(n + 2, E) + λ−(n − 2, E) + L(n, E)

] → Pertes
.

La fonction L(n, E) est le taux d’émission de particules du système dans un état d’énergie
E à n excitons. La fonction λ+(n−2, E) est la probabilité qu’un système à l’énergie E et à
n−2 excitons passe dans un état à n excitons. Selon cette définition, les autres possibilités
λ±(n ± 2, E) se comprennent facilement. Ces probabilités sont définies par :

λ±(n, E) ∼ |M |2 ω±(n, E) ,

117
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où ω±(n, E) est la densité d’états finaux et M est un élément de matrice, généralement

donné par la relation |M |2 =
K

EA3
. Le facteur K est un paramètre qui est ajusté grâce

à certaines données expérimentales. Cette formulation intuitive du problème a connu un
grand succès et a été développée et raffinée jusqu’à aujourd’hui (voir par exemple [88, 89]).
Mais le facteur K n’a pas réellement d’équivalent microscopique et doit toujours être
contraint par l’expérience. Pour trouver une formulation microscopique du mécanisme de
pré-équilibre, on a dû attendre les formulations proposées par T. Tamura, T. Udagawa
et H. Lenske [5, 6], H. Feshbach, A. Kerman et A. K. Koonin [7, 8] et H. Nishioka,
W. A. Weidenmüller et S. Yoshida [9]. Nous allons donner dans la prochaine section les
principales caractéristiques de ces trois modèles microscopiques de pré-équilibre. Ils ont
largement été utilisés et améliorés dans les calculs pratiques durant les deux dernières
décennies [90, 91, 92]. Pour information, on trouvera une revue détaillée de ces modèles
et de leurs applications dans le livre de E. Gadioli et P. E. Hogson [93], et les références
associées.

VI.2 �� Multistep Direct �� et �� Multistep Coum-

pound ��

Les théories quantiques de pré-équilibre direct sont basées sur le développement en série
de Born de l’amplitude de transition entre un état initial |i〉 et un état final |f〉 :

Tf←i = 〈f |V
∞∑

n=0

(
1

H − E + iη
V

)n

|i〉 . (VI.1)

où V est l’interaction résiduelle (interaction effective à deux corps), E l’énergie to-
tale du système et H le Hamiltonien non perturbé du système (Hamiltonien de la
cible+Hamiltonien du projectile). Le terme d’ordre n est identifié à un processus de pré-
équilibre à n étapes, appelé �� Multistep ��. L’état initial est constitué d’une particule dans
le continuum interagissant avec le noyau cible dans son état fondamental. Les états finaux
doivent décrire toutes les possibilités accessibles au bout des n étapes, en considérant le
nombre et l’énergie des particules émises dans le continuum ainsi que les états possibles du
noyau résiduel. A chaque étape, on considère que le projectile communique de l’énergie à
la cible en créant une excitation de type particule-trou. Les formulations microscopiques
du pré-équilibre distinguent généralement deux processus. Durant les n étapes du pro-
cessus de pré-équilibre, le projectile peut soit rester dans un état du continuum soit être
capturé par la cible et passer dans un état lié. Si le projectile reste dans le continuum, on
parle d’un processus �� Multistep Direct �� (MSD), par analogie avec les réactions directes.
Si le projectile tombe dans un état lié, on parle alors de �� Multistep Coumpound ��

(MSC), par analogie avec la formation d’un noyau composé. Ces deux processus auront
une importance relative différente selon l’énergie des particules incidentes. A faible énergie
(au-dessous de 15 MeV pour des nucléons), le processus MSC jouera un rôle important car
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le projectile n’a pas besoin de perdre une grande quantité d’énergie pour tomber sur un
état lié. Pour des énergies incidentes plus grandes (au-delà de 30 MeV), le projectile devra
subir un grand nombre d’interactions avant d’atteindre un état lié. Il restera donc assez
longtemps dans des états du continuum et aura une grande chance d’être éjecté avant
d’être absorbé. Le processus MSD aura donc un rôle prépondérant pour de grandes éner-
gie incidentes. Il existe aussi un domaine énergétique (entre environ 15 et 30 MeV) pour
lequel ces deux processus sont en compétition. Une représentation courante des processus
multistep peut être visualisée sur la figure VI.1. Ce schéma représente l’état du système
projectile+cible à chaque étape d’un processus multistep. L’espace des états accessibles
est divisé en deux sous-espaces : l’espace P , pour lequel au moins un des nucléons est
dans un état du continuum et l’espace Q pour lequel tous les nucléons sont liés. Le chiffre
indiqué dans chaque case représente le nombre d’excitations particule-trou. L’évolution
la plus probable du système est décrite par un parcours suivant les flèches continues. Ce
parcours est caractérisé par une complexité de l’état du système croissante : à chaque
étape, l’interaction cible-projectile a beaucoup plus de chances de créer une nouvelle paire
particule-trou que d’en détruire une. Cette hypothèse est appelée le �� never-come-back ��.
Elle peut se justifier en considérant que le nombre d’états à n-1 paires particule-trou est
négligeable devant le nombre d’états à n+1 paires particule-trou. Les transitions entre
les espaces P et Q (flèches bleues et vertes) sont généralement peu probables sauf dans
la gamme d’énergie où les processus MSC et MSD sont en compétition. D’autre part, en
considérant seulement des interactions à deux corps, les transitions peuvent uniquement
se produire entre des cases voisines. Une autre hypothèse sur le déroulement du processus
est généralement adoptée : si, à une étape du processus multistep, un des nucléons de
la cible est émis dans le continuum, il est supposé ne plus participer à l’étape suivante.
Après un certain nombre de ces étapes, le système aura émis un certain nombre de parti-
cules. Il ne possédera alors plus assez d’énergie pour une nouvelle émission et évoluera au
travers de l’espace Q vers un état d’équilibre statistique, le noyau composé, pour lequel
les transitions entre les différents états sont devenues équiprobables. Cette séparation du
mécanisme de pré-équilibre en deux parties (MSD et MSC) a formellement été justifiée
par Feshbach et al. [8]. Expérimentalement, le processus MSD peut être reconnu en met-
tant en rapport la perte d’énergie du projectile, supérieure à celle d’une réaction directe,
et une distribution angulaire toujours piquée vers l’avant. L’existence d’un processus de
type MSC peut être déduite de l’observation de particules qui sont émises symétriquement
par rapport à 90◦, mais dont l’énergie est trop grande pour provenir d’un noyau composé
complètement équilibré. La symétrie des distributions angulaires (isotrope devient symé-
trique par rapport à 90◦ si on considère le spin [94]) indique une réaction de type noyau
composé et la présence de particules de haute énergie indique l’émission de particules lors
des premières étapes du pré-équilibre. Le traitement de ces deux mécanismes est générale-
ment effectué séparément. Le multistep coumpound est traité de manière statistique. Pour
expliquer ceci, on introduit une description des états du système en différentes classes,
déterminées par le nombre d’excitations de type particule-trou présentes. Alors que les
transitions entre des états de l’espace P se produisent rapidement, les transition au travers
de l’espace Q sont assez lentes : à chaque étape, il se produit un grand nombre d’interac-
tions, donc d’échanges d’énergie, mais qui n’altère pas le nombre d’excitons (nombre de
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particules et de trous). Pour chaque étape de la châıne est établi un état de quasi-équilibre
qui peut conduire à l’émission symétrique de particules d’énergies assez grandes. Nous ne
décrirons pas le formalisme permettant d’étudier ce mécanisme. On se référera pour cela
au livre de le livre de E. Gadioli et P. E. Hogson [93] et à l’article de synthèse [95]. Nous
allons exclusivement nous concentrer sur le formalisme du pré-équilibre direct (MSD).
Nous rappellerons la dérivation des équations, relatives au MSD, communes aux trois mo-
dèles FKK, TUL et NWY. Par la suite, nous rappellerons aussi quelles sont les différentes
approximations permettant de distinguer clairement ces trois modèles (voir aussi [96, 97]).

Fig. VI.1 – Évolution du processus multistep : échanges entre les sous-espace P (au moins
un nucléon dans le continuum) et Q (tous les nucléons dans des états liés).

VI.3 Formulation quantique du processus �� multis-

tep direct �� (MSD)

Nous présentons dans cette section le formalisme le plus usuel permettant de traiter la
partie �� multistep direct �� des réactions de pré-équilibre. Ce formalisme a largement été
utilisé dans des calculs pratiques [98, 97] essentiellement pour la diffusion de nucléons à
des énergies moyennes (entre 20 et 200 MeV). Les approximations que nous allons rappeler
ont surtout été motivées par la complexité des équations initiales qui ne permettait pas
d’effectuer des calculs pratiques en raison de la limitation des capacités informatiques.

Le mécanisme de pré-équilibre direct peut être interprété comme une succession d’in-
teractions cible-projectile pendant laquelle le projectile n’est jamais capturé par la cible,
c’est à dire qu’il reste toujours dans un état du continuum. Via une réaction de type MSD,
un nucléon peut être diffusé inélastiquement d’un état |χ(+)(ki)〉 vers un état |χ(−)(kf )〉,
le noyau cible passant de son état fondamental |0〉 à un état excité |F 〉. L’amplitude de
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probabilité correspondant à ce processus peut être formulée grâce au développement de
Born :

Tf←i = 〈χ(−)(kf), F |V +V G(+)V +V G(+)V G(+)V +. . . |χ(+)(ki), 0〉 =

∞∑
m=1

T
(m)
f←i , (VI.2)

où V est l’interaction résiduelle responsable du processus multistep. Les amplitudes T
(m)
f←i

sont définies par :

T
(m)
f←i = 〈χ(−)(kf), F |V (G(+)V )m−1|χ(+)(ki), 0〉 . (VI.3)

Le terme du premier ordre s’exprime simplement :

T
(1)
f←i = 〈χ(−)(kf )F |V |χ(+)(ki)0〉 . (VI.4)

L’opérateur G(+), qui assure la propagation du système cible-projectile entre chaque in-
teraction, a pour expression :

G(+) =
1

E − H + iη
. (VI.5)

L’opérateur H est le Hamiltonien du système non perturbé, et E l’énergie totale égale à
la somme de l’énergie incidente et de l’énergie de liaison de la cible, soit :

H = HA + Hp , E = E0 + Eki
, Eki

=
k2

i

2μ
, (VI.6)

où μ est la masse réduite du système cible-projectile .

A partir de ces amplitudes, on peut calculer la distribution angulaire associée à la

diffusion inélastique d’un nucléon dans un état d’impulsion ki d’énergie Eki
=

k2
i

2μ
en voie

d’entrée et dans un état d’énergie Ekf
=

k2
f

2μ
en voie de sortie. Le système étant conservatif,

la section efficace doublement différentielle s’écrit :

d2σ(ki,kf )

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

|Tf←i|2 δ(Eki
− Ekf

− E∗
F ) , (VI.7)

où l’amplitude de transition Tf←i est définie en (VI.2) et où E∗
F est l’énergie d’excitation

du noyau cible après diffusion :

HA|F 〉 = EF |F 〉 = (E0 + E∗
F )|F 〉 . (VI.8)
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En introduisant le développement de Born tronqué au deuxième ordre, la section efficace
(VI.7) devient :

d2σ(ki,kf )

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

(∣∣∣T (1)
f←i

∣∣∣2 +
∣∣∣T (2)

f←i

∣∣∣2 + 2Re(T
(1)∗
f←iT

(2)
f←i)

)
δ(Eki

− Ekf
− E∗

F )

(VI.9)

Pour la suite, il est utile d’écrire cette dernière expression sous la forme :

d2σ(ki,kf)

dΩfdEkf

=
d2σ(1)(ki,kf )

dΩfdEkf

+
d2σ(2)(ki,kf )

dΩfdEkf

+
d2σ(C)(ki,kf)

dΩfdEkf

(VI.10)

Le premier terme du membre de droite est la section efficace au premier ordre définie par :

d2σ(1)(ki,kf )

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

∣∣∣T (1)
f←i

∣∣∣2 δ(Eki
− Ekf

− E∗
F )

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

δ(Eki
− Ekf

− E∗
F )

∣∣〈χ(−)(kf), F |V |χ(+)(ki), 0〉
∣∣2 ,

(VI.11)

où la seconde égalité tient en vertu de (VI.4). Ce dernier terme s’identifie à la section
efficace de diffusion inélastique telle qu’elle a été calculée au chapitre V. En effet, en
choisissant l’énergie Ekf

de la particule sortante, une seule amplitude de transition subsiste
(dans le cas RPA, il n’y a pas de dégénérescence autre que sur le nombre quantique M).
Le troisième terme de (VI.10) correspond à :

d2σ(C)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

2Re
(
T

(1)∗
f←iT

(2)
f←i

)
δ(Eki

− Ekf
− E∗

F ) , (VI.12)

où l’indice C indique l’intervention d’un terme croisé des amplitudes du premier et second
ordres. Enfin, le second terme de (VI.10) est la section efficace du second ordre définie
par :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

∣∣∣T (2)
f←i

∣∣∣2 δ(Eki
− Ekf

− E∗
F )

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

δ(Eki
− Ekf

− E∗
F )

∣∣〈χ(−)(kf ), F |V G(+)V |χ(+)(ki), 0〉
∣∣2 .

(VI.13)
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Cette section efficace sera étudiée en détail au paragraphe VI.3.3, où nous décrirons no-
tamment les différentes approximations utilisées par les trois modèles TUL, NWY et FKK
pour simplifier son expression. Nous allons dans un premier temps nous concentrer sur la
formulation précise de la section efficace du premier ordre (VI.11), formulation commune
aux modèles TUL, NWY et FKK. Pour cela, nous devons avant tout définir la structure
des états excités |F 〉 de la cible.

VI.3.1 Description des états finaux de la cible et moyennes sta-
tistiques

Lors des études du pré-équilibre, on cherche à calculer des transitions vers des états
de la cible dont l’énergie d’excitation est assez haute (au-delà de 10 MeV). Le calcul de
la section efficace (VI.13) nécessite la connaissance des états de la cible pour toutes les
énergies d’excitation possibles. Mais au-delà de la description des états discrets (étudié au
chapitre III), la structure exacte des états de la cible n’est pas bien connue. D’autre part,
la densité d’états devient tellement grande (quasi-continue) à haute énergie d’excitation
qu’il serait impossible de calculer une à une toutes les transitions possibles. Généralement,
les états de la cible sont décrits par une expression du type :

|n〉 =
∑

μ

an
1,μ|(ph)μ〉 +

∑
ν

an
2,ν |(2p2h)ν〉 + . . . =

∑
m,μ

an
m,μ|(mpmh)μ〉 . (VI.14)

Cette description invoque une combinaison linéaire de toutes les excitations possibles du
type 1ph,2ph . . . kpkh, où les états |(ph)ν〉, |(2p2h)μ〉 . . . sont les états propres du Hamil-
tonien HA de la cible. L’indice μ représente les nombres quantiques des excitations mpmh
considérées. Il parait raisonnable de supposer qu’une petite largeur autour d’une énergie
excitation contient un très grand nombre d’états excités du type |n〉. En considérant un
spectre d’états assez dense sur un intervalle [Emin, Emax] centré sur l’énergie d’excitation
En, on peut utiliser les variables continues : an

m,μ ≡ am,μ(E). Une approximation possible
est d’estimer que chaque coefficient am,μ(E) varie de manière aléatoire selon l’énergie En

considérée. On précise que les variations aléatoires s’appliquent indépendamment pour
chaque valeur de m, μ. Cette hypothèse est à la base de l’application de la �� statistique
du système résiduel �� [98] qui, comme nous le verrons dans la suite, sera largement utili-
sée dans le calcul explicite des sections efficaces des premier et second ordres. Nous allons
à présent écrire précisément en quoi consiste cette statistique.

Sur l’intervalle [Emin, Emax], avec l’hypothèse de variables aléatoires indépendantes, la
fonction de distribution des variables am,μ(E) se factorise sous la forme :

ρ(a1,μ1 , a1,μ2 , . . . ; a2,μ1 , a2,μ2 , . . . ; . . . ; am,μ1 , am,μ2 , . . . ) =
∏

(m,μ)

ρ(am,μ) . (VI.15)
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Avec cette propriété, toute fonction F ({am,μ}) des coefficients am,μ moyennée sur un
intervalle d’énergie [Emin, Emax] s’écrit :

〈F ({am,μ})〉E =

∫
F ({am,μ})

∏
(m,μ)

ρ(am,μ)dam,μ . (VI.16)

Avec F ({am,μ}) = aj,μi
, la moyenne donne simplement :

〈aj,μi
〉E =

∫ ∏
(m�=i,μ�=μi)

ρ(am,μ)dam,μ ×
∫

aj,μi
ρ(aj,μi

)damj ,μi︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 ∀ (j, μi) . (VI.17)

Avec F ({am,μ}) = aj,μi
al,μk

, la moyenne est :

〈aj,μi
al,μk

〉E =

∫ ∏
(m�=j,l,μ�=μi,μk)

ρ(am,μ)dam,μ ×
∫

aj,μi
al,μk

ρ(aj,μi
)ρ(al,μk

)damj ,μi
daml,μk

= δj,lδμi,μk

〈|aj,μi
|2〉

E
.

(VI.18)

Avec les correspondances
∑

n

↔ 〈〉E pour tout n tel que En ∈ [Emin, Emax], et
∑
n′

↔ 〈〉E′

pour tout n′ tel que En′ ∈ [E ′
min, E ′

max], on peut écrire :

∑
n,n′

an
m,μan′∗

m,μ′ ≡ 〈am,μ〉E
〈
a∗

m,μ′
〉

E′ = 0 si n �= n′ ∀μ, μ′ ,∑
n

an∗
m,μan

m′,μ′ ≡ 〈
a∗

m,μam,μ′
〉

E
= δμ,μ′δm,m′

∑
n

∣∣an
m,μ

∣∣2 .
(VI.19)

Ces deux résultats sont très importants car il seront intensément utilisés dans la suite.
Toutefois, les coefficients an

m,μ doivent obéir à certaines règles, comme la condition de
normalisation :

〈n|n〉 =
∑
(m,μ)

∣∣an
m,μ

∣∣2 = 1 . (VI.20)

De plus, l’ensemble des états |n〉 définit une relation de fermeture, soit
∑

n

|n〉〈n| = 1. Ceci

implique une corrélation entre les coefficients an
(m,μ) de chaque état |n〉 via la relation :
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〈(mpmh)μ|(mpmh)μ〉 =
∑

n

〈(mpmh)μ|n〉〈n|(mpmh)μ〉 =
∑

n

∣∣an
m,μ

∣∣2 = 1 , ∀ (m, μ) .

(VI.21)

VI.3.2 Section efficace au premier ordre

La section efficace du premier ordre a été définie en (VI.11) par :

d2σ(1)(ki,kf )

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

δ(Eki
− Ekf

− E∗
F )

∣∣〈χ(−)(kf ), F |V |χ(+)(ki), 0〉
∣∣2 .

(VI.22)

En utilisant la description définie en (VI.14) pour les états finaux |F 〉, soit :

|F 〉 =
∑

μ

aF
1,μ|(ph)μ〉 +

∑
ν

aF
2,ν |(2p2h)ν〉 + . . . =

∑
m,μ

aF
m,μ|(mpmh)μ〉 . (VI.23)

les éléments de matrice intervenant dans (VI.22) s’écrivent :

〈F |V |0〉 =

(∑
μ

aF ∗
1,μ〈(1p1h)μ| +

∑
μ

aF ∗
2,μ〈(2p2h)μ| + . . .

)
V |0〉 . (VI.24)

Dans cette expression, on a omis volontairement les ondes distordues pour plus de lisibilité.
L’état fondamental de la cible |0〉 est généralement identifié à l’état fondamental Hartree-
Fock |HF 〉, sur lequel sont construites les excitations à 1p1h, 2p2h ... intervenant dans le
développement (VI.14). Il en résulte que, pour un élément de matrice du type 〈n|V |HF 〉,
seules les composantes du type 〈1p1h|V |HF 〉 sont non nulles, ce qui conduit à :

〈F |V |0〉 =
∑

μ

aF ∗
1,μ〈(1p1h)μ|V |HF 〉 . (VI.25)

Avec cette expression, la section efficace au premier ordre peut s’écrire :

d2σ(1)(ki,kf )

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
n

δ
(
Eki

− Ekf
− E∗

n

)∑
μ,μ′

an∗
1,μan

1,μ′

× 〈χ(−)(kf), (1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉 〈χ(−)(kf ), (1p1h)μ′|V |HF, χ(+)(ki)〉 . (VI.26)
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D’autre part, on a vu que pour une énergie d’excitation assez haute, le spectre de la cible
peut être assimilé à un continuum. Cette hypothèse permet d’écrire :

∑
n

δ
(
Eki

− Ekf
− E∗

n

)
an∗

1,μa
n
1,μ′ =

∫
dEδ

(
Eki

− Ekf
− E

)
a∗

1,μ(E)a1,μ′(E)

= a∗
1,μ(Eki

− Ekf
)a1,μ′(Eki

− Ekf
) .

(VI.27)

Afin d’utiliser les propriétés statistiques dérivées au paragraphe VI.3.1, la section efficace
d2σ(1)(ki,kf)

dΩfdEkf

doit être moyennée sur un petit intervalle en énergie δ centré sur l’énergie

finale Ekf
:

〈
d2σ(1)(ki,kf )

dΩfdEkf

〉
E

=
1

2δ

∫ Ekf
+δ

Ekf
−δ

dσ(ki,k)

dΩdEk
dEk . (VI.28)

En utilisant l’expression (VI.27), et la relation d’équivalence (VI.19) entre moyenne sta-
tistique et moyenne en énergie, la moyenne sur l’énergie des états finaux donne :

1

2δ

∫ Ekf
+δ

Ekf
−δ

dEa∗
1,μ(Eki

− E)a1,μ′(Eki
− E) =

1

2δ

∫ Ekf
+δ

Ekf
−δ

dEδμ,μ′ |a1,μ(Eki
− E)|2

= δμ,μ′ρ1,μ(Eki
− Ekf

) ,

(VI.29)

où l’on a introduit la densité d’états à une paire particule-trou ρ1,μ(Eki
−Ek). Avec cette

simplification, la section efficace au premier ordre s’écrit :

d2σ(1)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
μ

ρ1,μ(Eki
− Ekf

)
∣∣〈χ(−)(kf), (1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉

∣∣2 .

(VI.30)

Afin de pouvoir comparer les sections efficaces calculées de cette manière aux sections ef-
ficaces mesurées expérimentalement, cette expression doit être moyennée sur un intervalle
Δ centré sur Ekf

, où Δ correspond cette fois à la résolution expérimentale :

d2σ(1)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
1

2Δ

∫ Ekf
+Δ

Ekf
−Δ

dEk
μ2

(2π�2)2

k

ki

×
∑

μ

ρ1,μ(Eki
− Ek)

∣∣〈χ(−)(k), (1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉
∣∣2 . (VI.31)
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avec Ek =
�2k2

2μ
. Cette expression est généralement commune à tous les modèles microsco-

piques traitant du pré-équilibre direct, notamment les modèles TUL, FKK et NWY. Elle
fait intervenir d’une part, les amplitudes de transition entre l’état fondamental de type
Hartree-Fock et des excitations à une paire particule-trou et d’autre part, les densités de
ces états excités à l’énergie transférée par le projectile.

VI.3.3 Section efficace au second ordre

Afin de calculer les termes du développement (VI.2) d’ordre supérieur à m = 1, il est
nécessaire de connâıtre la fonction de Green associée à l’opérateur (VI.5). Un manière
d’éviter le calcul explicite de cette fonction est d’effectuer une décomposition spectrale de
cet opérateur sur une base complète de fonctions. Toujours en utilisant l’approximation de
la particule spectatrice, c’est à dire en supposant que les fonctions d’onde du projectile et
des nucléons de la cible sont définies dans deux espaces de Fock distincts, on peut former
une relation de fermeture sur l’espace à A+1 particules comme le produit tensoriel de la
relation de fermeture dans l’espace des fonctions décrivant les états de la cible avec la
relation de fermeture dans l’espace des fonctions décrivant le projectile. La relation de
fermeture sur les états de la cible s’écrit simplement :

1̂A =
∑

n

|n〉〈n| , (VI.32)

où l’ensemble des états |n〉 est défini selon la description adoptée pour la structure de la
cible (HF et RPA dans nos applications présentées plus loin). Ces états sont solutions du
Hamiltonien HA :

HA|n〉 = En|n〉 = (E0 + E∗
N )|n〉 , (VI.33)

et sont orthonormés :

〈n|n′〉 = δn,n′ . (VI.34)

Par contre, la relation de fermeture correspondant à l’espace engendré par les états du
projectile est moins évidente car elle ne peut pas être construite uniquement à partir des
fonctions propres |χ±(k)〉 du Hamiltonien Hp. En effet, comme cet Hamiltonien contient
une partie imaginaire et n’est donc pas Hermitique (H†

p �= Hp), on peut montrer que la
relation de fermeture est valable si et seulement si elle est construite à partir des fonctions
propres de Hp et des fonctions propres |χ̂±(k)〉 de H†

p. Nous discutons ce problème et
donnons les démonstrations qui permettent d’obtenir une relation de fermeture correcte
dans l’appendice D. Nous écrivons seulement le résultat :
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1̂p =

∫
dk

(2π)3
|χ(+)(k)〉〈χ̂(+)(k)| =

∫
dk

(2π)3
|χ(−)(k)〉〈χ̂(−)(k)| , (VI.35)

avec la relation d’orthogonalité :

〈χ̂±(k′)|χ±(k)〉 = δ(k − k′) . (VI.36)

Les états χ̂±(k) et χ±(k) sont respectivement solutions des équations :

Hp|χ+(k)〉 = Ek|χ+(k)〉 , (VI.37)

et
H†

p|χ̂+(k)〉 = Ek|χ̂+(k)〉 , (VI.38)

avec, dans les deux cas, Ek =
�2k2

2μ
.

Avec (VI.35) et (VI.32), la relation de fermeture sur l’espace des fonctions décrivant le
système cible+projectile peut s’écrire :

1̂ = 1̂A ⊗ 1̂p =
∑

n

∫
dk

(2π)3
|χ(+)(k), n〉〈χ̂(+)(k), n| . (VI.39)

Cette relation permet d’exprimer le propagateur G(+) (VI.5) comme :

G(+) = 1̂G(+)1̂ =
∑
n,n′

∫∫
dk′

(2π)3

dk

(2π)3
|χ(+)(k′), n′〉〈χ̂(+)(k′), n′|G(+)|χ(+)(k), n〉〈χ̂(+)(k), n| .

(VI.40)

Or, d’après les relations (VI.33) et (VI.37), on a :

1

E − H + iη
|χ(+)(k), n〉 =

1

E − Ek − En + iη
|χ(+)(k), n〉 . (VI.41)

Avec cette dernière égalité, le propagateur G(+) devient :

G(+) =
∑
n,n′

∫∫
dk′

(2π)3

dk

(2π)3
|χ(+)(k′), n′〉〈χ̂

(+)(k′), n′|χ(+)(k), n〉
E − Ek − En + iη

〈χ̂(+)(k), n| , (VI.42)

qui, d’après les propriétés d’orthonormalité (VI.34) et(VI.36), se réduit à :
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G(+) =
∑

n

∫
dk

(2π)3

|χ(+)(k), n〉〈χ̂(+)(k), n|
E − Ek − En + iη

. (VI.43)

Cette forme est la décomposition spectrale du propagateur. Utilisons cette relation pour
exprimer le deuxième ordre du développement de Born (VI.2), soit :

T
(2)
f←i =

∑
n

∫
dk

(2π)3

〈χ(−)(kf ), F |V |χ(+)(k), n〉〈χ̂(+)(k), n|V |χ(+)(ki), 0〉
E − Ek − En + iη

. (VI.44)

Avec cette expression, la section efficace du second ordre introduite en (VI.13) s’écrit :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

∣∣T (2)
∣∣2 δ(Eki

− Ekf
− E∗

F )

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

δ(Eki
− Ekf

− E∗
F )

×
∣∣∣∣∣∑

n

∫
dk

(2π)3

〈χ(−)(kf ), F |V |χ(+)(k), n〉〈χ̂(+)(k), n|V |χ(+)(ki), 0〉
E − Ek − En + iη

∣∣∣∣∣
2

(VI.45)
Cette expression est l’expression exacte de la contribution à la section efficace provenant
de l’amplitude de transition du second ordre. Elle nécessite la connaissance des tous les
états et énergies propres du Hamiltonien de la cible afin de pouvoir décrire les états inter-
médiaires |n〉, les états finaux |F 〉 et les énergies En et EF associées. Malheureusement, il
n’existe pas de théorie exacte capable de bien décrire tous les états de la cible à n’importe
quelle énergie d’excitation. D’autre part, cette forme fait intervenir un intégration sur k,
soit toutes les impulsions possibles pourvu que le projectile reste dans le continuum, soit
une intégration entre k > kFermi, le moment de Fermi, et k∞ = lim

|k|→+∞
k. Même en dispo-

sant d’une bonne description des états du projectile et de la cible, cette intégration n’est
pas réalisable car on ne dispose pas de forme analytique des éléments de matrice inter-
venant dans cette intégrale. Cette difficulté ne peut donc pas être dépassée sans modifier
cette forme. Cette expression, assez complexe, peut cependant être réduite en considé-
rant certaines approximations. Celles-ci peuvent être différentes selon que l’on considère
les modèles de pré-équilibre quantique FKK, TUL ou NWY, et elles n’aboutissent pas à
une unique expression de la section efficace du second ordre. Nous allons dans ce qui suit
présenter ces trois modèles, en définissant minutieusement les hypothèse invoquées lors de
la simplification de cette section efficace (VI.45).
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VI.4 Modèle de Tamura, Udagawa, Lenske (TUL)

Le modèle TUL est basé sur les propriétés statistiques associées aux états de la cible.
Ce modèle emploie la description (VI.14) des états finaux de la cible du type :

|F 〉 =
∑

μ

aF
1,μ|(ph)μ〉 +

∑
ν

aF
2,ν |(2p2h)ν〉 + . . . =

∑
m,μ

aF
m,μ|(mpmh)μ〉 . (VI.46)

De plus, le modèle TUL considère que les état intermédiaires |n〉 apparaissant dans la
section efficace du second ordre (VI.45) sont aussi du type (VI.14), soit :

|n〉 =
∑

μ

an
1,μ|(ph)μ〉 +

∑
ν

an
2,ν |(2p2h)ν〉 + . . . =

∑
m,μ

an
m,μ|(mpmh)μ〉 . (VI.47)

Cette description des états intermédiaires s’explique généralement comme suit. Le mou-
vement du projectile est déterminé par un Hamiltonien à un corps effectif représentant
de manière globale (potentiel optique) les interactions possibles entre ce projectile et les
nucléons de la cible. Ceci étant une approximation, une partie des interactions omises
peut être représentée avec une interaction résiduelle Vres qu’il n’est pas utile de spécifier
ici. Dans cette approche, on suppose qu’avant chaque interaction, qui caractérise chaque
étape du processus à plusieurs étapes (processus multistep), l’interaction résiduelle Vres a
le temps de s’enclencher et de provoquer un mélange de configurations du type (VI.46).
Cette hypothèse est dite �� adiabatique �� car elle suppose que l’interaction résiduelle Vres

est beaucoup plus rapide que l’interaction provoquant la transition entre différents états
de la cible. Toutefois, il est bon de préciser que les composantes de l’état |n〉 seront quand
même prépondérantes sur des états à n paires particule-trou dont les énergies propres, cor-
respondant au Hamiltonien non perturbé HA, restent assez proches de l’énergie de l’état
|n〉 considéré. Cette remarque est importante car, en considérant l’approximation adia-
batique, un mélange de configurations a le temps de perturber l’état fondamental |HF 〉.
Cependant, comme les premières excitations de type particule-trou sont assez hautes en
énergie (quelques MeV), on peut conserver l’état initial |HF 〉 non perturbé.

Revenons à présent aux éléments de matrice intervenant dans les amplitudes de transition.
Lors de la première étape du processus à deux étapes, le potentiel de transition pour un
état final |n〉 sera :

Von = 〈n|V |HF 〉 =

(∑
μ

an∗
1,μ〈(1p1h)μ| +

∑
μ

an∗
2,μ〈(2p2h)μ| + . . .

)
V |HF 〉

=
∑

μ

an∗
1,μ〈(1p1h)μ|V |HF 〉 . (VI.48)
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Il est bon de préciser que, même si seules les composantes |(1p1h)μ〉 de l’état |n〉 contri-
buent à cet élément de matrice, l’état |n〉 est excité dans sa globalité. Examinons à présent
les conséquences des propriétés (VI.19) sur la section efficace du second ordre. Lors de la
deuxième étape, le potentiel responsable de la transition s’écrit :

VnF = 〈F |V |n〉 =

(∑
μ

aF ∗
1,μ〈(1p1h)μ| +

∑
μ

aF ∗
2,μ〈(2p2h)μ| + . . .

)

V

(∑
μ

an
1,μ|(1p1h)μ〉 +

∑
μ

an
2,μ|(2p2h)μ〉 + . . .

)
. (VI.49)

Dans le but d’utiliser les moyennes statistiques définies au paragraphe VI.3.1, il est bon
d’exprimer l’état final |F 〉 en fonction des états intermédiaires |n〉. Cela s’écrit :

|F 〉 =
∑

ν

bF
1ν,n|(1p1h)ν , n〉 + d|F 〉 , (VI.50)

où d|F 〉 contient toutes les composantes de |F 〉 qui ne peuvent pas s’écrire comme la super-
position d’une paire particule-trou sur l’état |n〉. Cette décomposition est bien entendu
différente pour chaque état |n〉. Ceci donne pour l’élément de matrice VnF l’expression
simple :

〈F |V |n〉 =
∑

ν

bF ∗
1ν,n〈(1p1h)ν, n|V |n〉 + (〈F |d)V |n〉 


∑
ν

bF ∗
1ν,n〈(1p1h)ν|V |HF 〉 (VI.51)

où l’on a utilisé les propriétés de l’interaction à deux corps permettant d’écrire :
〈(1p1h)ν, n|V |n〉 = 〈(1p1h)ν |V |HF 〉. Le fait de négliger le terme (〈F |d)V |n〉 peut s’ex-
pliquer en faisant appel à l’approximation de la particule spectatrice : une seconde paire
particule-trou est créée lors de la seconde étape avec une probabilité indépendante de
l’état du système après la première étape et tous les autres processus ont une probabilité
négligeable. Le produit des deux éléments de matrice de transition intervenant dans le
processus à deux étapes s’écrit :

〈F |V |n〉〈n|V |HF 〉 =
∑
n,ν,μ

bF ∗
1ν,nan∗

1,μ〈(1p1h)ν |V |HF 〉〈(1p1h)μ|V |HF 〉 . (VI.52)

Avec ceci, la section efficace au second ordre (VI.45) s’exprime selon la forme :
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d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

δ(Eki
− Ekf

− E∗
F )

∣∣∣T (2)
f←i

∣∣∣2
=

μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

δ(Eki
− Ekf

− E∗
F )

∑
nn′νν′μμ′

bF
1ν′,n′an′

1,μ′
(〈χ(−)(kf), (1p1h)ν′|V |HF 〉G(+)(E∗

n)〈(1p1h)μ′|V |HF, χ(+)(ki)〉
)∗

× bF ∗
1ν,nan∗

1,μ〈χ(−)(kf ), (1p1h)ν|V |HF 〉G(+)(E∗
n′)〈(1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉 ,

(VI.53)

où E∗
n et E∗

n′ sont les énergies d’excitation respectives des états intermédiaires |n〉 et |n′〉
de la cible. Le propagateur G(+)(E∗

n) est décomposé seulement sur les états de la cible,
soit :

G(+)(E∗
n) =

1

Eki
− E∗

n − Hp + iη
. (VI.54)

La méthode employée par le modèle TUL pour simplifier l’expression (VI.53) est d’utiliser
les propriétés statistiques que l’on peut associer aux coefficients bF

1ν,n et an
1,μ. Déjà, selon

la même méthode que celle appliquée à la section efficace du premier ordre, une moyenne
sur une faible largeur δ autour de l’énergie finale peut être appliquée à cette expression.
Avant tout, en utilisant l’hypothèse d’un continuum d’états finaux, nous écrivons :

∑
F

bF ∗
1ν,nbF

1ν′,n′δ(Eki
− Ekf

− E∗
F ) =

∫
dEb∗1ν,n(E)b1ν′,n′(E)δ(Eki

− Ekf
− E)

= b∗1ν,n(Eki
− Ekf

)b1ν′,n′(Eki
− Ekf

) .

(VI.55)

Avec cette forme, et en faisant l’hypothèse que les coefficients b1ν,n possèdent un compor-
tement statistique tel qu’il a été défini au paragraphe VI.3.1, la moyenne sur l’énergie de
l’état final s’écrit :

1

2δ

∫ Ekf
+δ

Ekf
−δ

dE
∑
ν,ν′

b∗1ν,n(Eki
− E)b1ν′,n′(Eki

− E)

=
∑

ν

1

2δ

∫ Ekf
+δ

Ekf
−δ

dE |b1ν,n(Eki
− E)|2 δn,n′δν,ν′ , (VI.56)
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où l’on a utilisé les relations (VI.19) pour la dernière égalité. Cependant, au vu de la
définition (VI.50), il est clair que nous n’avons aucune connaissance des coefficients b1ν,n.
Pour dépasser ce problème, le modèle TUL utilise l’approximation :

|b1ν,n(Ei − Ek)|2 
 |a1ν(Eki
− Ek + E∗

n)|2 , (VI.57)

où l’on rappelle que a1ν(Eki
− Ek − E∗

n) est la composante à une paire particule-trou
d’un état du type (VI.47). Cette approximation est assez difficile à expliquer. Les auteurs
invoquent encore l’hypothèse de la particule spectatrice [6], mais cette explication ne
permet pas, nous semble t-il, de clairement justifier l’approximation (VI.57). Néanmoins,
cette hypothèse a le mérite de conduire à une expression de la section efficace du second
ordre pour laquelle tous les termes sont définis. En effet, en utilisant (VI.57), on obtient :

∑
ν

1

2δ

∫ Ekf
+δ

Ekf
−δ

dE |a1ν(Eki
− E − E∗

n)|2 =
∑

ν

ρ1ν(Eki
− Ekf

− E∗
n) , (VI.58)

où apparâıt la densité d’états à une particule-trou ρ1ν(Eki
− E∗

n − Ekf
) pour une énergie

d’excitation Eki
− E∗

n −Ekf
. On note que l’apparition de cette densité d’états donne une

signification plus claire à l’approximation de la particule spectatrice : lors de la seconde
interaction entre le projectile et la cible, la dynamique du système est représentée par
une particule d’énergie incidente Eki

− E∗
n interagissant avec le système dans son état

fondamental. Les états finaux accessibles pour ce type de réaction sont du type une paire
particule-trou à l’énergie d’excitation correspondant à la différence entre l’énergie incidente
Eki

−E∗
n et sortante Ekf

. Ce point de vue est intuitivement acceptable, mais il ne justifie
pas formellement l’approximation (VI.57). Avec ces simplifications, la section efficace du
second ordre (VI.53) devient :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
νnμμ′

ρ1ν(Ekf
− E∗

n − Eki
) |tν |2 an∗

1,μan
1,μ′tμtμ′∗ (VI.59)

où l’on a posé : tα = 〈(1p1h)α|V |HF 〉 pour α = μ , μ′ ou ν.

À ce stade, une nouvelle moyenne en énergie peut être appliquée, cette fois sur l’énergie
des états intermédiaires |n〉. En utilisant la propriété (VI.19), on a :

∑
n

an∗
1,μan

1,μ′ =

∫
dEa∗

1,μ(E)a1,μ′(E) =

∫
dEδμ,μ′ |a1,μ(E)|2 . (VI.60)

La moyenne sur l’énergie E des états intermédiaires s’écrit alors :

1

2δ

∫ E+δ

E−δ

dE′ |a1,μ(E ′)|2 = ρ1μ(E) . (VI.61)
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Avec ces résultats, la section efficace au second ordre du modèle TUL devient :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
νμ

∫
dEρ1ν(Eki

− Ekf
+ E)ρ1μ(E)

× ∣∣〈χ(−)(kf), (1p1h)ν|V |HF 〉G(+)(E)〈(1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉
∣∣2 ,

(VI.62)

où le propagateur G(+)(E) est :

G(+)(E) =
1

Eki
− E − Hp + iη

. (VI.63)

Nous ne donnons pas la démonstration ici, mais selon la même méthode, on peut facilement
prouver que, avec les propriétés statistiques (VI.19), le terme croisé (VI.12) s’annule.

VI.5 Modèle de Nishioka, Weidenmüller, Yoshida

(NWY)

Ce modèle se caractérise par l’approximation soudaine dans le processus d’excitation de
la cible. Il suppose que la création d’une paire particule-trou est beaucoup plus rapide que
l’interaction résiduelle aboutissant à un mélange de configuration du type (VI.46) utilisé
dans le modèle TUL. Selon cette hypothèse, les états intermédiaires sont des excitations
à une paire particule-trou non perturbées. En conséquence, afin de décomposer le propa-
gateur intervenant dans la forme (VI.13), on utilise la relation de fermeture sur les états
de la cible :

∑
n

|n〉〈n| =
∑

μ

|(1p1h)μ〉〈(1p1h)μ| . (VI.64)

où interviennent seulement les projecteurs sur les états à une paire particule-trou. Avec
cette définition des états intermédiaires, l’amplitude de transition au second ordre s’écrit :

T
(2)
f←i =

∑
μ

〈χ(−)(kf ), F |V |(1p1h)μ〉G(+)(E∗
μ)〈(1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉 , (VI.65)

avec

HA|(1p1h)μ〉 =
(
E0 + E∗

μ

) |(1p1h)μ〉 et G(+)(E∗
μ) =

1

Eki
− E∗

μ − Hp + iη
. (VI.66)
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L’état final de la cible est du type (VI.46), soit :

|F 〉 =
∑

μ

aF
1,μ|(ph)μ〉 +

∑
ν

aF
2,ν |(2p2h)ν〉 + . . . =

∑
m,μ

aF
m,μ|(mpmh)μ〉 . (VI.67)

Le modèle NWY considère aussi que la création d’une nouvelle paire particule-trou est
toujours le processus le plus probable par rapport à la destruction où la diffusion de
la paire créée lors de la première étape. Cette approximation implique que l’élément de
matrice correspondant à la seconde étape peut se simplifier comme :

〈F |V |1p1h)μ〉 

∑

ν

aF
2,ν〈(2p2p)ν|V |(1p1h)μ〉 , (VI.68)

où l’on a conservé dans l’état final seulement les composantes à deux paires particule-trou.
On peut noter chacune de ces composantes comme :

|(2p2p)ν〉 = |p1h1p2h2〉 . (VI.69)

Pour une composante de l’état final de ce type, les seuls états intermédiaires |(1p1h)μ〉,
pour lesquels les éléments de matrice 〈p1h1p2h2|V |(1p1h)μ〉 ne sont pas nuls, s’écrivent :

|(1p1h)μ〉 = |p1h1〉 =⇒ 〈p1h1p2h2|V |(1p1h)μ〉 = 〈p2h2|V |HF 〉
= |p2h2〉 =⇒ = 〈p1h1|V |HF 〉
= |p1h2〉 =⇒ = −〈p2h1|V |HF 〉
= |p2h2〉 =⇒ = −〈p1h2|V |HF 〉 .

(VI.70)

Ces différentes approximations permettent d’écrire la section efficace du second ordre
(VI.45) sous la forme :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

δ(Eki
− Ekf

− E∗
F )

∣∣∣T (2)
f←i

∣∣∣2
=

μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
F

δ(Eki
− Ekf

− E∗
F )

∑
νν′μμ′

aF
2ν′

(〈χ(−)(kf ), (2p2h)ν′|V |(1p1h)μ′〉G(+)(E∗
μ′)〈(1p1h)μ′|V |HF, χ(+)(ki)〉

)∗
× aF ∗

2ν 〈χ(−)(kf), (2p2h)ν|V |(1p1h)μ〉G(+)(E∗
μ)〈(1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉 .

(VI.71)
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A l’instar du modèle TUL, une moyenne sur l’énergie de l’état final peut aussi être appli-
quée. L’hypothèse du continuum d’états permet d’établir :

∑
F

δ(Eki
− Ekf

− E∗
F )aF ∗

2ν′aF
2ν =

∫
dEδ(Eki

− Ekf
− E)a2ν′(E)a2ν(E)

= a2ν′(Eki
− Ekf

)a2ν(Eki
− Ekf

).

(VI.72)

Avec ce résultat, et en utilisant les propriétés (VI.19) des moyennes statistiques, la
moyenne sur une petite largeur δ autour de l’énergie Ekf

de la particule sortante s’écrit :

1

2δ

∫ Ekf
+δ

Ekf
−δ

a∗
2ν′(Eki

− E)a2ν(Eki
− E)dE =

1

2δ

∫ Ekf
+δ

Ekf
−δ

dEδν,ν′ |a2ν(Eki
− E)|2

= δν,ν′ρ2ν(Eki
− Ekf

) ,

(VI.73)

où l’on a introduit la densité d’états à deux paires particule-trou ρ2ν(Eki
− Ekf

). Finale-
ment, la section efficace du second ordre donnée par le modèle NWY est définie par :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
ν

ρ2ν(Eki
− Ekf

)
∑
μμ′(〈χ(−)(kf ), (2p2h)ν|V |1p1h)μ′〉G(+)(E∗

μ′)〈(1p1h)μ′|V |HF, χ(+)(ki)〉
)∗

× 〈χ(−)(kf ), (2p2h)ν|V |(1p1h)μ〉G(+)(E∗
μ′)〈(1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉 .

(VI.74)

La particularité de cette expression est qu’elle fait apparâıtre des termes d’interférences
entre les différents chemins possibles pour atteindre un état final donné, ces différents
chemins étant représentés par les quatre états intermédiaires (VI.70). Ces termes d’inter-
férences sont absents de l’expression donnée par le modèle TUL et, comme nous allons le
voir, de celle donnée par le modèle FKK. On note que les termes croisés du type (VI.12)
sont automatiquement nuls car les amplitudes de transition au premier et second ordres
ne font pas intervenir les mêmes états finaux de la cible.

VI.6 Modèle de Feshbach, Kerman, Koonin (FKK)

Les différentes hypothèses invoquées par le modèle FKK conduisent à des simplifications
assez fortes qui ont pour but d’exprimer une section efficace du second ordre comme un
produit de convolution de sections efficaces du premier ordre :
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d2σ(2)(ki,kf )

dΩfdEkf

=
μ

2π2�2

∫
k2

1dk1dΩ1

(2π)3

d2σ(1)(k1,kf )

dΩfdEkf

d2σ(1)(ki,k1)

dΩ1dEk1

. (VI.75)

Cette formulation est très utile car elle permet d’effectuer des calculs de sections efficaces
du second ordre en peu de temps. Ce type de produit de convolution est généralement
valable dans le modèle FKK pour les sections efficaces à tous les ordres. Pour faciliter la
présentation, nous décrivons seulement la méthode permettant de dériver l’expression de
la section efficace au second ordre (VI.75). La dérivation des équations du modèle FKK
peut être effectuée à partir du résultat (VI.62) obtenu par le modèle TUL. Cette méthode
permet de rejoindre la démonstration originale, donnée dans l’article fondateur du modèle
FKK [8]. On note qu’une autre dérivation, différente de l’originale, est possible. Cette
méthode n’utilise pas la statistique du système résiduel, mais attribue un comportement
statistique aux éléments de matrice eux-mêmes afin de retrouver une expression du type
(VI.75). Avec cette hypothèse, cette méthode permet de démontrer la forme (VI.75) sans
utiliser les propriétés statistiques associées aux états intermédiaires. Nous rappelons ici la
démonstration originale (sauf la seconde hypothèse qui a été introduite ultérieurement).
Pour la méthode alternative, on pourra consulter les références [99, 97, 96, 98].

On a vu que le modèle TUL, en utilisant les propriétés statistiques associées aux exci-
tations de la cible, parvient à exprimer la section efficace du second ordre comme :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
νμ

∫
dEρ1ν(Eki

− E − Ekf
)ρ1μ(E)

× ∣∣〈χ(−)(kf ), (1p1h)ν|V |HF 〉G(+)(E)〈(1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉
∣∣2 .

(VI.76)

On peut obtenir une forme simplifiée de cette expression en utilisant de nouvelles hypo-
thèses. Pour cela, nous devons d’abord réécrire explicitement la représentation spectrale
du propagateur G(+)(E) :

G(+)(E) =

∫
dk

2π3

|χ(+)(k)〉〈χ̂(+)(k)|
Eki

− E − Ek + iη
. (VI.77)

En utilisant cette expression, la forme (VI.76) devient :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
νμ

∫
dE

∫∫
dk1dk2

(2π)6
ρ1ν(Eki

− E − Ekf
)ρ1μ(E)

× 〈χ(−)(kf), (1p1h)ν|V |HF, χ(+)(k1)〉〈χ̂(+)(k1), (1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉
Eki

− E − Ek1 + iη

×
(〈χ(−)(kf ), (1p1h)ν|V |HF, χ(+)(k2)〉〈χ̂(+)(k2), (1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉

)∗
Eki

− E − Ek2 − iη
.

(VI.78)
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Pour la suite, on définit la fonction M(Ek1 , Ek2) comme le produit des quatre éléments de
matrice apparaissant dans l’expression ci-dessus. C’est à présent que vont intervenir les
nouvelles approximations du modèle FKK. Définissons d’abord l’intégrale I par :

I =

∫
dE

ρ1ν(Eki
− E − Ekf

)ρ1μ(E)M(Ek1 , Ek2)

(Eki
− E − Ek1 + iη)(Eki

− E − Ek2 − iη)
. (VI.79)

Cette intégrale peut être évaluée en fermant le contour d’intégration dans le demi-plan
supérieur (seul le pôle E = Eki

−Ek1 + iη intervient) et donne en vertu du théorème des
résidus :

I = ρ1ν(Ek1 − Ekf
)ρ1μ(Eki

− Ek1)M(Ek1 , Ek2)
2iπ

Ek1 − Ek2 − 2iη
. (VI.80)

L’application du théorème des résidus utilise l’hypothèse ρ1μ(0) 
 0, qui se vérifie facile-
ment dans le cas des noyaux sphériques où les premières excitations particule-trou sont
à quelques MeV au-dessus de l’énergie de l’état fondamental. La fraction présente dans
cette expression peut se décomposer comme :

2iπ

Ek1 − Ek1 + 2iη
= 2π2δ(Ek1 − Ek2) + P

{
2iπ

Ek1 − Ek2

}
. (VI.81)

Première hypothèse : À ce stade, le modèle FKK fait l’hypothèse importante que le
terme ρ1ν(Ek1 −Ekf

)ρ1μ(Eki
−Ek1)M(Ek1 , Ek2) varie doucement en fonction des énergies

Ek1 et Ek2 . Ceci a pour effet d’annuler l’intégrale de la partie principale et simplifie
l’expression (VI.80) à :

I 
 ρ1ν(Ek1 − Ekf
)ρ1μ(Eki

− Ek1)2π
2δ(Ek1 − Ek2)M(Ek1 , Ek2)

=
8π4μ

�2
ρ1ν(

�2k2
1

2μ
− Ekf

)ρ1μ(Eki
− �2k2

1

2μ
)δ(k2

1 − k2
2)M(Ek1) . (VI.82)

En insérant ce résultat dans l’expression (VI.78), et en écrivant les quatre éléments de
matrice représentés par M(Ek1), la section efficace au second ordre devient :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
νμ

∫
dk1

(2π)3
ρ1ν(Ek1 − Ekf

)ρ1μ(Eki
− Ek1)

× 〈χ(−)(kf ), (1p1h)ν|V |HF, χ(+)(k1)〉〈χ̂(+)(k1), (1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉

× 8π4μ

�2

∫
dΩ2

2
〈χ(−)(kf ), (1p1h)ν|V |HF, χ(+)(k1, Ω2)〉∗

×〈χ̂(+)(k1, Ω2), (1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉∗ .

(VI.83)
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Cette expression est obtenue suite à l’intégration sur k2, avec

∫
δ(k2

1 − k2
2)dk2 ≡ k2

1

∫
dΩ2.

Seconde hypothèse : Cette seconde hypothèse, la plus controversée [100] du modèle
FKK, est l’approximation introduite par H. Feshbach sur la relation de fermeture dans
l’espace des fonctions du projectile. Cette hypothèse est essentielle pour ce modèle car,
sans elle, on ne peut aboutir à une expression de sections efficaces du second ordre comme
produit de convolution de sections efficaces du premier ordre. Cette hypothèse s’écrit :

∫
dk

(2π)3
|χ(+)(k)〉〈χ̂(+)(k)| 


∫
dk

(2π)3
|χ̄(+)(k)〉〈χ̄(−)(k)| , (VI.84)

où les barres au-dessus des fonctions χ représentent une moyenne sur l’énergie. Cette
approximation est assez mal justifiée en dépit de la démonstration présentée dans les réfé-
rences [101, 98]. Nous donnons dans ce qui suit les grandes lignes de cette démonstration
conduisant à la relation (VI.84), mais elle reste, en ce qui nous concerne, incomprise.
Comme cela apparâıt dans (VI.84), ces démonstrations font appel à une moyenne en
énergie des fonctions χ̂(+) et χ(+) représentant le projectile dans l’état intermédiaire. On
rappelle que le ket |χ̂(+)(k)〉 est solution de l’équation :

|χ̂(+)(k)〉 = |k〉 +
1

E − T − U+ + iη
U+|k〉 (VI.85)

où U+ est un potentiel �� ré-génératif ��, adjoint du potentiel optique U utilisé pour la
diffusion élastique.

La méthode introduite par H. Feshbach consiste à moyenner sur l’énergie l’expression
(VI.85) pour aboutir à la relation :

〈|χ̂(+)(k)〉〉
E

=

〈
|k〉 +

1

E − T − U+ + iη
U+|k〉

〉
E


 |k〉 +
1

E − 〈T + U+〉E
〈
U+

〉
E
|k〉 .

(VI.86)

La seconde égalité est en soit assez difficile à justifier. Le passage à un comportement
asymptotique d’onde entrante est ensuite réalisée grâce à la représentation :

1

E − 〈T + U+〉E
= − 1

2iπ

∮
dz

(E − z)(z − 〈T + U+〉E)
, (VI.87)

qui implique E = E − iη (voir [101, 98] pour plus d’explication). Finalement, l’équation
(VI.86) s’écrit :
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〈|χ̂(+)(k)〉〉
E

 |χ̄(−)(k)〉 = |k〉 +

1

E − 〈T + U+〉E − iη

〈
U+

〉
E
|k〉 . (VI.88)

En résumé, ces approximations conduisent à remplacer le vecteur |χ̂(+)(k)〉, par un vec-
teur |χ̄(−)(k)〉 vecteur propre d’un Hamiltonien moyenné 〈T + U+〉E et possédant un com-
portement asymptotique d’onde entrante. La moyenne en énergie est aussi appliquée au
vecteur |χ(+)(k)〉 qui doit être remplacé par un vecteur |χ̄(+)(k)〉, solution du Hamiltonien
moyenné 〈T + U〉E.

Troisième et dernière hypothèse : Une nouvelle approximation est appliquée aux
éléments de matrice faisant intervenir les angles Ω2. En écrivant explicitement les nombres
quantiques jμ et mμ des états |(1p1h)μ〉, cette hypothèse s’écrit :

∑
mμ

〈χ̄(−)(k1, Ω1), (1p1h)μjμmμ |V |HF, χ(+)(ki)〉〈χ̄(−)(k1, Ω2), (1p1h)μjμmμ |V |HF, χ(+)(ki)〉


 δ(Ω1 − Ω2)
∑
mμ

∣∣〈χ̄(−)(k1, Ω1), (1p1h)μjμmμ |V |HF, χ(+)(ki)〉
∣∣2 . (VI.89)

Cette approximation peut se justifier en supposant que les éléments de matrice sont de
signes aléatoires. Ce comportement a pour effet d’introduire des interférences destructives
entre les produits d’éléments de matrice pour lesquels Ω1 �= Ω2. En utilisant cette nouvelle
propriété, la section efficace du second ordre (VI.83) s’écrit :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

4π4μ

�2

∑
νμ

∫
dk1

(2π)3
ρ1ν(Ek1 − Ekf

)ρ1μ(Eki
− Ek1)

× ∣∣〈χ(−)(kf ), (1p1h)ν|V |HF, χ̄(+)(k1)〉
∣∣2 ∣∣〈χ̄(−)(k1), (1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉

∣∣2 .

(VI.90)

En définissant les sections efficaces du premier ordre :

d2σ(1)(ki,k1)

dΩ1dEk1

=
μ2

(2π�2)2

k1

ki

∑
μ

ρ1μ(Eki
− Ek1)

∣∣〈χ̄(−)(k1), (1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉
∣∣2

d2σ(1)(k1,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

k1

∑
ν

ρ1ν(Ek1 − Ekf
)
∣∣〈χ(−)(kf), (1p1h)ν |V |HF, χ̄(+)(k1)〉

∣∣2 ,

(VI.91)
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on retrouve la forme convoluée (VI.75), soit :

d2σ(2)(ki,kf )

dΩfdEkf

=
μ

4π2�2

∫
dk1

(2π)3

d2σ(1)(ki,k1)

dΩ1dEk1

d2σ(1)(k1,kf)

dΩfdEkf

. (VI.92)

VI.7 Applications : sections efficaces au premier

ordre

Dans cette partie nous procédons aux calculs de sections efficaces au premier ordre pour
la diffusion inélastique de protons sur une cible de 90Zr. Cette cible a été choisie pour notre
étude car de nombreuses données expérimentales sont disponibles, à différentes énergies
incidentes, pour de grands transferts d’énergie entre le projectile et la cible. L’étude de ce
type de réactions nécessite la prise en compte d’un ensemble d’excitations du noyau cible
et se distingue donc des études réalisées au chapitre V. La section efficace moyennée de
diffusion inélastique de protons de moment incident ki et de moment sortant kf peut être
calculée via la relation :

〈
d2σ(ki,kf)

dΩfdEkf

〉
Ekf

=
1

2Δ

∫ Ekf
+Δ

Ekf
−Δ

d2σ(ki,k)

dΩdEk

dE , (VI.93)

avec k = |k| =

√
2μE

�2
. La largeur 2Δ correspond à la largeur expérimentale soit la largeur

en énergie des protons sortant qui seront comptés dans la section efficace
d2σ(ki,kf)

dΩfdEkf

. On

rappelle l’expression (VI.11) de la section efficace du premier ordre :

d2σ(1)(ki,k)

dΩdEk

=
μ2

(2π�2)2

k

ki

∑
F

∣∣∣T (1)
f←i

∣∣∣2 δ(Eki
− Ek − E∗

F )

=
μ2

(2π�2)2

k

ki

∑
F

δ(Eki
− Ek − E∗

F )
∣∣〈χ(−)(k), F |V |χ(+)(ki), 0〉

∣∣2 .

(VI.94)

Dans cette expression, nous n’avons pas défini la structure des états finaux |F 〉. Les
moyennes en énergie du paragraphe (VI.3.1) ne sont donc pas appliquées. En effet, nous
allons donner une méthode qui diffère de celle traditionnellement utilisée et qui a été
présentée au paragraphe VI.3.2. Avant de continuer, on signale que ces deux méthodes
sont parfaitement équivalente mais celle qui va suivre permet de donner une origine plus
précise de la densité d’états à une paire particule-trou apparaissant dans la forme (VI.31).
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En toute généralité, les éléments de matrice apparaissant dans la section efficace du pre-
mier ordre devraient être non nuls pour tout type d’état excité. En effet, une théorie
exacte ferait intervenir comme état fondamental de la cible non pas l’état Hartree-Fock
(ou RPA) mais le vrai vide du système défini comme le vide de tous les modes propres
possibles. En appelant cet état |0vrai〉, on a généralement :

〈npnh|V |0vrai〉 �= 0 ∀ n . (VI.95)

Une approximation possible est de considérer que les éléments de matrice de type
〈1p1h|V |0vrai〉 ont des valeurs très supérieures à celles deséléments de matrice du type
〈npnh|V |0vrai〉 pour n > 2. De plus, en posant |0vrai〉 = |HF 〉+δ|0vrai〉, on peut effectuer
l’approximation :

〈1p1h|V |0vrai〉 = 〈1p1h|V |HF 〉 + 〈1p1h|V δ|0vrai〉 
 〈1p1h|V |HF 〉 . (VI.96)

Le fait que seules les excitations de type |1p1h〉 interviennent dans un calcul du premier
ordre n’est pas une conséquence du fait que l’interaction résiduelle V est une interaction
à deux corps mais provient de l’approximation |0vrai〉 
 |HF 〉.
Dans les applications qui suivent, nous allons utiliser une description Hartree-Fock ou
RPA des états excités de la cible. Dans le cas HF, les excitations sont des états à n paires
particule-trou libres, couplées à des nombres quantiques J, M, Π, τ . Avec cette description,
et en suivant la discussion ci-dessus, les seuls états finaux à considérer sont des excitations
à une paire particule-trou définis par :

|F 〉 = |ph〉 =
[
a+

p,jp
⊗ ah̃,jh

]J,Π,τ

M
|HF 〉 . (VI.97)

Dans le cas RPA, les états finaux possibles peuvent être des états à n bosons, car les
contractions du type 〈f |a+

αaβ |0̃〉, où |0̃〉 est l’état fondamental RPA, n’ont aucune raison
d’être toujours nulles (voir l’appendice C.4 pour un exemple d’état à deux bosons ).
Toutefois, nous supposons que les amplitudes du premier ordre associées à des transitions
vers un état final à n bosons pour n ≥ 2 sont très faibles et l’on considère seulement les
transitions vers les états RPA à un boson :

|F 〉 = |N〉 = Θ+
N,J,M,Π|0̃〉 , (VI.98)

où les opérateurs Θ+
N,J,M,Π ont été définis au chapitre III (équation (III.52) page 44).

Revenons à l’expression (VI.94) de la section efficace au premier ordre. On rappelle que
la fonction δ(Eki

− Ek − E∗
N), avec E∗

N = E∗
F , sélectionne les excitations de la cible

qui donneront une contribution non nulle à cette section efficace. Cette fonction delta
est obtenue en supposant que l’on connâıt parfaitement les énergies propres et les états
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propres de la cible. Cependant, les calculs de structure que l’on utilise (HF ou RPA) sont
des calculs approchés. Dans le cas RPA, seules les interactions entre paires particule-trou
sont considérées (au-delà du champ moyen HF). Or un calcul permettant de prendre en
compte implicitement les couplages négligés, soit des couplages à des excitations plus
complexes (2p2h, 3p3h . . .), prouve que les énergies propres EN des états RPA doivent
être modifiées telles que :

E ′
N = EN − δN + i

ΓN

2
. (VI.99)

Le même type de corrections doit être appliqué aux énergies E∗
ph des excitations particule-

trou simples (états HF) quand on utilise cette description des états finaux. Le terme δN

représente un décalage en énergie et le terme Γ est une largeur d’amortissement (�� dam-
ping widths �� ) indiquant que l’état |N〉 possède une durée de vie limitée car il n’est pas
un état propre exact du Hamiltonien total de la cible. D’autre part, une nouvelle largeur
devrait être ajoutée à ΓN en considérant les couplages des états |N〉 à des états du conti-
nuum (�� escape widths �� ). Ces types de corrections ont déjà été dérivées et introduites
dans des études de résonances géantes [55, 56, 57, 58]. En utilisant les énergies corrigées
E ′

N , la fonction de Dirac δ(E − E∗
N), avec E = Eki

− Ek, doit être remplacée par une
fonction fN(E) de type Lorentzienne :

fN(E) =
1

π

ΓN

(E − E∗
N + δN)2 +

(
ΓN

2

)2 . (VI.100)

On peut comprendre cette substitution en regardant la limite de la fonction fN (E) quand
la largeur ΓN tend vers zéro :

lim
ΓN→0 , δN→0

fN(E) = lim
ΓN→0

−1

π
�
{

1

E − E∗
N + iΓN

2

}
= δ(E − E∗

N) . (VI.101)

D’autre part, cette fonction fN(E) peut s’identifier à la densité d’états ρ1μ(E) apparais-
sant dans la section efficace du premier ordre dérivée au paragraphe VI.3.2, l’indice 1μ
représentant une excitation particule-trou (VI.97) ou RPA (VI.98). Finalement, la mé-
thode du paragraphe VI.3.2 et celle présentée ici sont équivalentes mais cette dernière
permet de donner une justification plus précise à la forme de la densité d’états ρ1μ(E) que
l’on utilise dans les calculs.

Avant de calculer les sections efficaces (VI.94), nous devons préciser la prescription
choisie pour les valeurs ΓN et δN . Les valeurs des δn ont été évaluées de manière phéno-
ménologique en constatant les écarts entre les énergies propres HF et RPA et les énergies
expérimentales de certains états. Dans le cas RPA, cette étude sommaire conduit à dimi-
nuer de 500 keV la position des états d’énergie inférieure à 8 MeV et de 1 MeV au-delà.
Dans le cas HF, ces écarts doivent être accentués d’environ 500 keV à basse énergie. Bien
entendu, ces choix sont des approximations grossières et prétendent seulement simuler une
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tendance générale afin de s’approcher du comportement expérimental. Les largeurs ΓN ont
été évaluées dans le même esprit. Au-dessous de 8 MeV d’excitation, nous choisissons une
faible largeur, soit 300 keV. Entre 8 MeV et 10 MeV une largeur de 2 MeV est adoptée. A
plus haute énergie, on prend une valeur de 4 MeV pour cette largeur. Nous avons vérifié
que nos résultats ne dépendent pas trop violemment de ces choix. En fait, leur impact
est minimisé par la présence de la largeur expérimentale Δ qui est de l’ordre de quelques
MeV pour les données expérimentales que nous allons analyser .

Nous avons choisi d’analyser les résultats de diffusion inélastique de protons sur une
cible de 90Zr. En effet, de nombreuses distributions angulaires expérimentales sont dispo-
nibles pour cette réaction et sur une large gamme d’énergie transférée [1]. La figure VI.2
présente la comparaison entre nos calculs du premier ordre et les distributions expérimen-
tales. Les courbes rouges sont les calculs effectués avec une description RPA des états de
la cible et les courbes bleues avec une description HF+particule-trou libre. Les calculs
utilisant la description RPA fournissent des résultats en très bon accord avec les données
expérimentales pour des transferts d’énergie de 6,(figure VI.2(a)), 10 (figure VI.2(b)) et
14 MeV (figure VI.2(c)) au noyau cible. Les calculs utilisant la description HF+particule-
trou sous-estiment systématiquement l’expérience. L’écart entre les calculs HF et RPA
peut s’expliquer en considérant la collectivité des excitations RPA donnant des sections
efficaces plus élevées que celles calculées avec les excitations HF. Cet écart semble di-
minuer à mesure que l’énergie transférée augmente, i.e. à mesure que l’énergie des états
excités intervenant dans les calculs augmente. Ceci s’explique simplement car les états
RPA perdent graduellement leur collectivité quand l’énergie d’excitation augmente : leur
structure s’identifie de plus en plus à celle d’une simple excitation particule-trou. Notam-
ment, les deux calculs de sections efficaces se rejoignent quasiment à 20 MeV d’excitation
(figure VI.2(d)), où le peu de collectivité encore présente semble ne pas avoir d’effet sur
les résultats. La seule différence notable se situe aux angles avant, au-dessous de 20◦.

D’autre part, le graphique VI.2(d) montre clairement que notre calcul ne reproduit pas
correctement les données de diffusion aux angles arrière pour 20 MeV d’énergie transférée
à la cible. Cette lacune est bien entendu due à la présence de processus à plusieurs étapes
non pris en compte dans les calculs du premier ordre. Ce comportement devient de plus en
plus flagrant à mesure que l’énergie transférée à la cible augmente (voir figure VI.3). En
effet, bien que les prédictions restent acceptables aux angles avant (<60◦) jusqu’à 40 MeV
d’énergie transférée (i.e. proton sortant de 80 MeV pour 120 MeV incident), les sections
efficaces aux angles arrière sont toujours sous-estimées. Au-delà de 40 MeV d’énergie
transférée, les prédictions se dégradent même aux angles avant et montrent l’importance
des processus à plusieurs étapes. Avant de passer au calcul des sections efficaces au second
ordre, nous allons discuter des lacunes de ces calculs du premier ordre.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. VI.2 – Sections efficaces doublement différentielles pour la diffusion inélastique de
protons sur une cible de 90Zr. Comparaison entre les données expérimentales [1] et les
calculs du premier ordre avec une description particule-trou (courbes bleues) et RPA
(courbes rouges) des états excités de la cible.
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(a) (b)

Fig. VI.3 – Sections efficaces doublement différentielles pour la diffusion inélastique de
protons sur une cible de 90Zr. Comparaison entre les données expérimentales [1] et les
calculs du premier ordre avec une description particule-trou (courbes bleues).
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Discussion 1 : Un effet relatif à la taille de la base pourrait être important. En effet
les excitation à une paire particule-trou sont construites à partir des états individuels
Hartree-Fock calculés dans une base d’oscillateur harmonique à 15 couches (base 14). Une
variation de cette taille de base peut modifier l’énergie et le nombre des états individuels
et, en conséquence, la densité d’états à une paire particule-trou. Pour illustrer ceci, nous
présentons sur la figure VI.4 les densités d’états pour des calculs HF effectués avec 15
(en noir), 17 (en vert) ou 19 (en bleu) couches d’oscillateur harmonique. On voit que
la densité d’états augmente nettement avec la taille de la base, notamment au delà de
30 MeV d’énergie d’excitation. Un calcul de section efficace au premier ordre est donc
sensible à la taille de la base à travers ces densités d’états. Le décrochage entre les données
expérimentales et les calculs à partir de 20 MeV d’excitation pour les angles arrière et de
60 MeV pour les angles avant pourrait donc être en partie dû à la limitation de la taille
de la base.

Nombre de couches d’oscillateur:’

19
17
15

Fig. VI.4 – Densités d’états à une paire particule-trou. Les états individuels sont déter-
minés par un calcul Hartree-Fock avec 15 (courbe noire), 17 (courbe verte) ou 19 (courbe
bleue) couches d’oscillateurs.
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Discussion 2 : Une autre lacune importante de ce modèle concerne l’impossibilité de
prendre en compte l’émission d’une seconde particule lors du premier choc. En effet, la
première excitation peut donner lieu à la création d’une paire particule-trou dont l’énergie
de l’état de particule se situe bien au-delà du seuil d’émission de nucléons. Cet état pour-
rait décrôıtre très rapidement et donner lieu à l’émission dans le continuum d’une seconde
particule lors du processus à une étape. Cette seconde particule émise peut contribuer
aux données expérimentales présentées sur les graphiques VI.2 et VI.3, données qui ne
différencient bien entendu pas les particules provenant d’une émission multiple. On sait
donc à l’avance que les sections efficaces aux angles arrière auront, en plus des contribu-
tions du processus à deux (ou plus) étapes, une contribution provenant de cette seconde
émission. Pour illustrer ceci, nous présentons sur la figure VI.5 une comparaison entre
les mêmes données expérimentales et les sections efficaces calculées à l’aide d’un modèle
de cascade intra-nucléaire (code BRIC [102], calculs réalisés par H. Duarte). Les courbes
en tirets rouges représentent les sections efficaces en tenant compte seulement des contri-
butions des processus pour lesquels la particule sortante est la même que la particule
entrante (comme le modèle de cascade est un modèle classique, les particules du système
sont différentiables et peuvent être suivies individuellement). Les courbes en tirets bleus
représentent la contribution à la section efficace pour laquelle la particule sortante n’est
pas la particule entrante : cette contribution est donc due à un (ou plusieurs) nucléon
éjecté du noyau cible. Le projectile pourra lui-aussi être éjecté et participer aux sections
efficaces pour d’autres énergies sortantes. Les courbes en tirets bleus représentent donc
les contributions aux sections efficaces provenant de l’émission d’un nucléon de la cible ou
de l’émission multiple dans le cas ou le projectile est aussi ré-émis dans le continuum. On
voit clairement que ces processus contribuent fortement aux sections efficaces, notamment
aux angles arrière, cela d’autant plus que l’énergie de ces particules sortantes est faible.
Les irrégularités aux angles arrière sont dues à un manque de statistique dans le calcul
de cascade qui utilise une méthode Monte-Carlo. On note que cette émission multiple
contribue aussi aux angles avant des sections efficaces, même pour les énergies sortantes
les plus hautes (∼25% pour des protons de 100 MeV dans la voie de sortie, figure VI.5(a) )
alors que le calcul quantique (voir figure VI.2(d) ) reproduit les données aux angles avant
sans tenir compte de cette émission multiple. Nous ne pouvons expliquer ces incohérences
entre les deux modèles, mais la question mériterait d’être étudiée plus en détail.

Pour tenir compte de cette seconde émission dans un calcul quantique, une voie possible
serait de décrire les états de particule non pas comme des états à une particule dans un
champs moyen mais comme des ondes distordues solutions d’une équation de diffusion.
Cette méthode, permettrait d’obtenir les distributions angulaires de la seconde particule
émise ainsi que des informations sur les corrélations existantes entre les particules émises
lors d’une émission multiple. Cette direction n’a pas encore pu être explorée car un temps
conséquent nous a été nécessaire pour dériver et calculer les sections efficaces du second
ordre. Ceci est le propos du prochain paragraphe.
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(a) (b)

(c)

Contribution à la section efficace
du nucleon incident
des nucleons éjectés
du noyau cible

Somme des deux contributions

(d)

Fig. VI.5 – Sections efficaces doublement différentielles pour la diffusion inélastique de
protons sur un cible de 90Zr. Comparaison entre les données expérimentales [1] et les
calculs réalisés à l’aide d’un modèle de cascade intra-nucléaire. La signification de chaque
courbe et les énergies des particules sortantes sont indiquées sur les graphiques.
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VI.8 Forme explicite de l’amplitude de transition au

second ordre

Cette partie est dédiée à la dérivation de la forme explicite de l’amplitude de transition
au second ordre à partir de la définition (VI.45). Ce travail effectué, cette forme sera d’une
part utilisée, pour calculer les sections efficaces du second ordre, et d’autre part, elle nous
permettra de tester certaines des approximations sous-jacentes aux modèles FKK, TUL
et NWY.

Avant toute chose, nous rappelons que l’amplitude de probabilité associée à la transition
entre un état initial |i〉 et un état final |f〉, s’écrit au second ordre du développement de
Born :

Tf←i = 〈f |V + V G(+)V |i〉 = T
(1)
i←f + T

(2)
f←i , (VI.102)

avec :

G(+) =
1

E − H + iη
. (VI.103)

L’opérateur H = HA + Hp est le Hamiltonien du système non perturbé. Nous rappelons
que, dans nos calculs, la matrice G de Melbourne est utilisée pour représenter l’interaction
résiduelle V . Nous choisissons ici, ainsi que dans les applications qui vont suivre, de décrire
les états du système à l’aide d’excitations particule-trou sur un fondamental Hartree-Fock
|HF 〉. L’amplitude de transition au second ordre s’écrit :

T
(2)
(IF ,μF ;kf ,λf )←(0,0;ki,λi)

= 〈χ(−)
λf

, IF , μF |V G(+)(E)V |χ(+)
λi

, HF 〉 . (VI.104)

Dans cette expression, on a déjà introduit les hélicités λi et λf du projectile respectivement
dans les voies d’entrée et de sortie. Ces hélicités λi et λf sont définies comme les projections
du spin du projectile respectivement sur l’axe ki et l’axe kf . Le propagateur G(+) s’exprime
suivant la décomposition spectrale :

G(+) =

∫
dk

(2π)3

∑
n,ms

|n,χ+
ms

(k)〉 1

Eki
− Ek − E∗

n + iη
〈n, χ̂(+)

ms
(k)| . (VI.105)

On note que la relation de fermeture dans l’espace de la cible fait intervenir une somme sur
les deux projections du spin intrinsèque, soit ms = ±1

2
. Pour la suite, il est de nouveau utile

d’introduire la représentation d’hélicité pour décrire la projection du spin du projectile
dans l’état intermédiaire. On introduit donc le nombre quantique λ correspondant à la
projection du spin sur l’axe k. Les états intermédiaires |n〉 sont des excitations à une paire
particule-trou de moment angulaire J , de projection M et de parité Π :
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|n〉 = A+
JM,Π,τ(ph̃)|HF 〉 =

[
a+

p,jp
⊗ ah̃,jh

]J,Π,τ

M
|HF 〉 , (VI.106)

avec τ = 1 pour une excitation de proton et τ = 0 pour une excitation de neutron. La
projection M du moment s’effectue sur l’axe k. Les états finaux |F 〉 sont des états à deux
paires particule-trou couplées :

|F 〉 =

[[
a+

p1,jp1
⊗ ah̃1,jh1

]J1,Π1,τ1

M1

⊗
[
a+

p2,jp2
⊗ ah̃,jh2

]J2,Π2,τ2

M2

]IF ,ΠF

μF

|HF 〉

=
[
A+

J1,Π1,τ1
(p1h̃1) ⊗ A+

J2,Π2,τ2
(p2h̃2)

]IF ,Πf

μF

|HF 〉 .

(VI.107)

Les niveaux d’énergie d’excitation Ef = εp1 + εp2 −εh1 −εh2 présentent une dégénérescence
égale à (2jp1 + 1)(2jh1 + 1)(2jp2 + 1)(2jh2 + 1). Le nombre quantique μF représente la
projection du moment angulaire IF sur l’axe kf . A partir de maintenant, afin d’alléger
nos notations, nous n’écrivons plus explicitement les nombres quantiques de parité Π et
d’isospin τ .

En introduisant l’expression (VI.105) du propagateur G(+) dans la définition (VI.104) de
l’amplitude de transition T (2),on obtient :

T
(2)
(IF ,μF ;kf ,λf )←(0,0;ki,λi)

=

∫
dk

(2π)3

∑
J,M,ms

〈χ(−)
λf

, IF , μF |V |n,χ(+)
λ (k)〉

1

Eki
− Ek − En + iη

〈n, χ̂(+)
λ (k)|V |χ(+)

λi
, 0̃〉 . (VI.108)

Comme nous l’avons vu au chapitre V (équation (V.4), page 78 ), l’interaction à deux
corps V , intervenant dans les éléments de matrice de l’expression ci-dessus, peut s’écrire
sous la forme :

V =
1

2

∑
k,k′,p′,h′

〈k′, p′|V |k̃, h′〉
∑
J ′,M ′

sk〈jk′mk′, jk − mk|J − M〉A+
J ′,M ′(k

′, k̃)

×
[
〈jp′mp′, jh′ − mh′ |J ′M ′〉shA

+
J ′,M ′(p

′, h̃′) + 〈jhmh, jp − mp|JM〉sp(−)J+jp−jhAJ,M̄(p, h̃)
]

,

(VI.109)

où les opérateurs A+
J ′,M ′(p′, h̃′) et AJ ′,M̄ ′(p′, h̃′) agissent dans l’espace des fonctions d’onde

de la cible, et l’opérateur A+
J ′,M ′′(k′, k̃) aĝıt dans l’espace du projectile. Selon cette dé-

composition, les éléments de matrice correspondant à la seconde étape font intervenir les
contractions du type :
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〈f |A+
JM(p′h̃′)|n〉 =

∑
M1,M2

〈J1M1, J2M2|IF , μF 〉

〈HF |AJ2M2(p2h̃2)AJ1M1(p1h̃1)A
+
J ′M ′(p

′h̃′)A+
JM(ph̃)|HF 〉 . (VI.110)

Maintenant, nous introduisons une approximation qui suppose que les opérateurs A+
JM(ph̃)

correspondent à des excitations élémentaires. Cela signifie que dans l’expression ci-dessus,
nous conservons seulement les contractions du types :

〈HF |AJ2M2(p2h̃2)AJ1M1(p1h̃1)A
+
J ′M ′(p

′h̃′)A+
JM(ph̃)|HF 〉

= δJ1M1,JMδJ2M2,J ′M ′ + δJ2M2,JMδJ1M1,J ′M ′ , (VI.111)

et omettons celles obtenues en découplant les opérateurs A+
JM et AJM . La forme ci-dessus

montre clairement que, dans notre approximation, seulement deux excitations intermé-
diaires sont possibles pour aboutir à un état final du type (VI.107). Ces deux états sont :

|1J1M1〉 = A+
J1M1

(p1h̃1)|HF 〉 et |2J2M2〉 = A+
J2M2

(p2h̃2)|HF 〉 , (VI.112)

et la relation de fermeture sur les états de la cible se réduit à :

∑
n

|n〉〈n| =
∑
M1

|1J1M1〉〈1J1M1| +
∑
M2

|2J2M2〉〈2J2M2| . (VI.113)

Avec cette simplification, l’amplitude de transition au second ordre, définie en (VI.108),
peut s’écrire :

T
(2)
(IF J1J2)μF kf λf ,kiλi

=
∑

M1,M2

〈J1M1, J2M2|IF , μF 〉t(2)IF (J1J2);J1
+

∑
M1,M2

〈J1M1, J2M2|IF , μF 〉t(2)IF (J1J2);J2
,

(VI.114)
avec :

t
(2)
IF (J1J2);J1

=
∑

λ

∫
dk

(2π)3

〈χ(−)
λf

, 2J2M2|V |HF,χ(+)
λ (k)〉〈χ̂(+)

λ (k), 1J1M1|V |HFχ(+)
λi

〉
Eki

− Ek − E1 + iη

(VI.115)
et

t
(2)
IF (J1J2);J2

=
∑

λ

∫
dk

(2π)3

〈χ(−)
λf

, 1J1M1|V |HF,χ(+)
λ (k)〉〈χ̂(+)

λ (k), 2J2M2|V |HFχ(+)
λi

〉
Eki

− Ek − E2 + iη
,

(VI.116)

où E1 = εp1 − εh1 et E2 = εp2 − εh2 .
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La dérivation qui va suivre a pour but d’exprimer les amplitudes du second ordre (VI.115)
et (VI.116) en fonction d’amplitudes du type premier ordre qui nous sont fournies par le
programme DWBA98. Pour ce faire, nous devons utiliser le formalisme d’hélicité introduit
dans la section V.6. On rappelle l’expression (V.59) dérivée au chapitre V :

T
(1)
λi,λfμF IF

= 〈χ(−)
λf

(kf), IF , μF |V (1, 2)|χ(+)
λi

(ki), (Ii, μi) = (0, 0)〉

=
2π

kikf

∑
ji,jf ,mi,mf

ĵiĵf ÎF
2
(−)ji−miR

j∗i
λr1 ,mi

(Ωki,kf
)

×
(

ji jf IF

mi −mf −μF

)
f

(−,+),IF

(jf λf )jp,(jiλi)jh
(kf , ki) ,

(VI.117)

où les fonctions f
(−,+),IF

(jf λf )jp,(jiλi)jh
(kf , ki) sont celles définies en (V.52), page 113. Nous avons

ajouté à cette définition la spécification des moments cinétiques ki et kf , soit les mo-
ments cinétiques du projectile respectivement avant et après la transition. En utilisant
cette définition, les deux éléments de matrice présents dans (VI.116) peuvent s’exprimer
comme :

F1 = 〈χ(−)
λf

(kf), 1J1M1|V |HF, χ
(+)
λ (k)〉

=
2π

kfk

∑
jjfm

ĵĵf Ĵ1(−)j−m

(
j jf J1

m −λf −M1

)
Rj

m,λ(Ωkf ,k)f
J1,(−,+)
jp1(jf λf )jh1

(jλ)(kf , k) ,

(VI.118)

F2 = 〈χ̂(+)
λ (k), 2J2M2|V |HF, χ

(+)
λi

(ki)〉

=
2π

kki

∑
j′jimi

ĵ′ĵiĴ2(−)ji−mi

(
ji j′ J2

mi −λ −M2

)
Rji

mi,λi
(Ωk,ki

)f
J2,(+̂,+)
jp2(j′λ)jh2

(jiλi)
(k, ki) .

(VI.119)

Afin de pouvoir intégrer le produit F1 ×F2 sur la partie angulaire de dk = k2dkdΩk, nous
écrivons :

RJ
m,λ(Ωkf k) =

∑
m′

Rj
m,m′(Ωkf ki

)Rj
m′,λ(Ωkik) =

∑
m′

Rj
m,m′(Ωkf ki

)Rj∗
λ,m′(Ωkki

) . (VI.120)

L’intégration sur dΩk se réduit à :
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∫
dΩkR

j∗
λ,m′(Ωkki

)Rji

mi,λi
(Ωkki

) =
8π2

ĵ2
i

δλ,mi
δm′,λi

δj,ji
. (VI.121)

Avec ceci, l’amplitude du second ordre (VI.116) devient :

t
(2)
IF (J1J2);J2

= (2π)3 4π

kikf

∫
dk

∑
jijf jmλ

ĵĵf Ĵ1Ĵ2R
ji

m,λi
(Ωkf ,ki

)(−)m−λ

×
(

ji jf J1

m −λf −M1

)(
ji j J2

λ −λ 0

)

×
f

J1,(−,+)
jp1 (jf λf )jh1

(jiλ)(kf , k)f
J2,(+̂,+)
jp2(jλ)jh2

(jiλi)
(k, ki)

Eki
− Ek − E2 + iη

.

(VI.122)

On note que le second symbole 3−j de cette formule a imposé M2 = 0. Ceci implique que,
dans le premier terme de (VI.114), on a obligatoirement M1 = μF . La forme de t

(2)
IF (J1J2);J1

est déterminée en inversant les indices 1 et 2 dans l’expression (VI.122).

Finalement, on rappelle l’expression (VI.114) de l’amplitude de transition au second ordre :

T
(2)
(IF J1J2)μF kfλf ,kiλi

= 〈J1μF , J20|IF , μF 〉t(2)IF (J1J2);J2
+ 〈J10, J2μF |IF , μF 〉t(2)IF (J1J2);J1

.

(VI.123)

VI.9 Applications : sections efficaces au second ordre

Dans cette partie, nous présentons les résultats des calculs de sections efficaces du second
ordre déterminées à partir des amplitudes de transition (VI.123) avec les expressions

(VI.122). Les fonctions f
J1,(−,+)
jp1(jf λf )jh1

(jiλ)(kf , k) et f
J2,(+̂,+)
jp2(jλ)jh2

(jiλi)
(k, ki) sont obtenues grâce

au code de calcul DWBA98 [44]. Pour nos applications, nous utilisons dans un premier
temps l’approximation sur couche d’énergie, soit :

1

Eki
− Ek − E1/2 + iη


 −iπδ(Eki
− Ek − E1/2) , (VI.124)

où E1/2 signifie E1 ou E2, selon l’état intermédiaire considéré. Avec cette approximation,
l’énergie Ek du projectile dans l’état intermédiaire est fixée par la valeur Eki

− E1/2. La
section efficace du second ordre est déterminée par la forme :
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d2σ(2)(ki,kf )

dΩfdEkf

=
∑

F

ρF (Eki
− Ekf

)
∣∣∣T (2)

F,kf←HF,ki

∣∣∣2 . (VI.125)

Comme dans le cas du calcul de la section efficace du premier ordre, cette section efficace
est moyennée sur une largeur Δ autour de l’énergie de la particule sortante. Les ampli-
tudes du second ordre T

(2)
F,kf←HF,ki

correspondent à une transition de la cible de son état

fondamental Hartree-Fock |HF 〉 à un état excité |F 〉 de type deux paires particule-trou
couplées. Les densités d’états ρF sont les densités d’états à deux paires particule-trou,
calculées à partir de la forme :

ρ2p2h(Eki
− Ekf

) =
1

π

Γ2p2h(
Eki

− Ekf
− E2p2h + δ2p2h

)2
+

(
Γ2p2h

2

2
)2 (VI.126)

avec :

E2p2h = E1 + E2 , δ2p2h = δ1 + δ2 et Γ2p2h = Γ1 + Γ2 , (VI.127)

où E1/2, δ1/2 et Γ1/2 sont les énergies propres, les décalages et les largeurs de décroissance
de chacune des deux paires particule-trou qui composent l’état final considéré. Les valeurs
numériques de ces quantités sont données au paragraphe VI.7.

VI.9.1 Approximation de H. Feshbach

Dans ce qui suit, nous allons tout d’abord tester l’impact sur nos résultats de l’hypothèse
de H. Feshbach dans le modèle FKK (voir seconde hypothèse, paragraphe VI.6) :

χ̂(+)(k) 
 χ̄(−)(k) . (VI.128)

On rappelle que la fonction χ̂(+)(k) est déterminée avec le complexe conjugué du potentiel
optique pour la diffusion élastique de nucléons d’énergie Ek = �2

2μ
.

Nous présentons sur la figure VI.6 les résultats de ce calcul de section efficace pour
la diffusion de protons de 120 MeV sur une cible de 90Zr. Les courbes continues rouges
représentent les sections efficaces du second ordre calculées sans l’approximation (VI.128)
et les courbes noires celles calculées en faisant l’approximation (VI.128). Nous avons aussi
reporté les résultats des sections efficaces du premier ordre (courbes continues bleues) pré-
sentées au paragraphe VI.3.2. On remarque d’ores et déjà que l’approximation (VI.128)
a un impact considérable sur les calculs : les sections efficaces calculées avec l’approxi-
mation (VI.128) sont de 10 à 100 fois plus faibles (selon l’angle de diffusion et l’énergie
transférée) que les sections efficaces n’utilisant pas cette approximation. Ce comporte-
ment n’a rien de surprenant car les ondes distordues χ̂(+)(k) sont solutions d’un potentiel
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optique �� ré-génératif ��. Ce potentiel optique a pour effet de créer un flux �� fictif �� dans
l’état intermédiaire. Nous avons qualifié ce flux de �� fictif �� car il ne correspond pas à
une quantité observable : il est seulement une conséquence de la relation de fermeture
dans l’espace du projectile. Au contraire un potentiel absorptif diminue le flux dans l’état
intermédiaire et, en conséquence, les sections efficaces résultantes sont considérablement
réduites. On précise, comme l’ont remarqué N. Austern et C. M. Vincent [103], qu’une
discussion sur le sens physique d’un potentiel �� ré-génératif �� n’a pas lieu d’être dans ce
cadre : la seule quantité physique à considérer est le flux associé au projectile dans la voie
de sortie.

Analysons maintenant plus en détail les contributions des sections efficaces du second
ordre calculées sans l’approximation (VI.128). Sur le graphique VI.6(a), nous présentons
les résultats pour un transfert d’énergie de 10 MeV. La contribution de la section effi-
cace du second ordre est très faible à ces énergies. Ceci s’explique aisément car la densité
d’états à deux particule-trou est très faible dans cette zone en énergie. Pour des énergies
transférées de 20 et 30 MeV, la section efficace du second ordre semble beaucoup trop
forte quand on n’utilise pas l’approximation χ̂(+)(k) 
 χ̄(−)(k). Cette surestimation a
plusieurs origines possibles. La première est un double comptage dû au fait que nous uti-
lisons la matrice-G pour construire les ondes distordues et comme interaction résiduelle.
Cette interaction tient compte implicitement d’excitations intermédiaires de la cible (dia-
grammes en échelle), que nous traitons explicitement avec nos excitations intermédiaires
de type particule-trou. D’autre part, nous avons effectué une approximation sur couche qui
n’est pas vraiment justifiable. La prise en compte de la partie principale du propagateur
pourrait avoir de gros effets sur nos prédictions.

Les sections efficaces du second ordre que nous avons calculées ne sont pas exploitables
pour analyser les résultats expérimentaux, mais mettent en avant l’impact de l’approxi-
mation faite par H. Feshbach, trop considérable pour être ignorée comme cela a été le cas
jusqu’à aujourd’hui dans les applications du modèle FKK. On peut aussi remarquer que
jusqu’à présent, les calculs du second ordre avec le formalisme FKK ont été effectués avec
des interactions de type Yukawa dont les profondeurs de puits sont ajustées en fonction
de l’énergie incidente. Il est fortement probable que l’utilisation de ces interactions phé-
noménologiques masque les défauts présents dans les modèles de pré-équilibre quantique
traditionnellement utilisés. En effet, on voit facilement que les sections efficaces du second
ordre, telles qu’elles apparaissent sur les graphiques VI.6, peuvent facilement être ajustées
à l’expérience si l’on s’accorde le droit de modifier les paramètres de notre interaction.

Pour résumer, nous avons constaté que l’hypothèse (VI.128) conduit à sous-estimer d’au
moins un ordre de grandeur la section efficace du second ordre. En conséquence, il semble
difficile d’accepter cette approximation, qui pourtant, a jusqu’à maintenant largement été
utilisée dans les applications du modèle FKK.



VI.9. APPLICATIONS : SECTIONS EFFICACES AU SECOND ORDRE 157

(a)

(b)
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Premier ordre

Second ordre avec :

la bonne relation de fermeture

la relation de fermeture modifiée

Premier + second ordre avec :

la bonne relation de fermeture

la relation de fermeture modifiée

(c)

Fig. VI.6 – Sections efficaces doublement différentielles pour la diffusion inélastique de
protons sur une cible de 90Zr. Comparaison entre les données expérimentales [1], les calculs
du premier ordre avec une description particule-trou (courbes bleues) et les calculs du
second ordre utilisant (courbes noires) et n’utilisant pas (courbes rouges) l’approximation
de Feshbach. Les courbes en tirets représentent la somme des premier et second ordres.

VI.9.2 Interférences dans la sommation sur les états intermé-
diaires

Dans cette seconde illustration, nous étudions l’impact des interférences dues à la somme
sur les états intermédiaires dans le calcul des amplitudes de transition. Nous rappelons
que cette amplitude s’écrit :

T
(2)
(IF J1J2)μF kfλf ,kiλi

= 〈J1μF , J20|IF , μF 〉t(2)IF (J1J2);J2
+ 〈J10, J2μF |IF , μF 〉t(2)IF (J1J2);J1

.

(VI.129)

Les interférences se produisent suite à la présence dans cette expression de deux termes
provenant de la sommation sur les états intermédiaires (VI.113). Afin de tester l’impact
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de ces interférences sur les sections efficaces du second ordre, nous comparons les sections

efficaces obtenues en utilisant
∣∣∣T (2)

(IF J1J2)μF kfλf ,kiλi

∣∣∣2, c’est à dire la somme cohérente des

amplitudes, ou en utilisant :

∣∣∣T (2)
(IF J1J2)μF kfλf ,kiλi

∣∣∣2 
 ∣∣∣〈J1μF , J20|IF , μF 〉t(2)IF (J1J2);J2

∣∣∣2 +
∣∣∣〈J10, J2μF |IF , μF 〉t(2)IF (J1J2);J1

∣∣∣2 ,

(VI.130)

c’est à dire la somme incohérente des amplitudes (somme des modules au carré des am-
plitudes). Cette comparaison va nous permettre de juger si les termes d’interférence ont
une influence notable sur les valeurs des sections efficaces du second ordre, comme cela
est suggéré par le modèle NWY (voir paragraphe VI.5 et référence [9]).

Nous effectuons d’abord cette étude des sections efficaces du second ordre pour un seul
état final. Nous choisissons un état d’énergie d’excitation de 20 MeV et composé des deux
paires particule-trou :

|f, IF , μF , ΠF = −〉 =
[
A+

3−(p1h̃1) ⊗ A+
2+(p2h̃2)

]IF ,−

μF

|HF 〉 , (VI.131)

où les états p1 et h1 sont des états de proton, avec E1 = εp1 − εh1 
15 MeV, et p2 et
h2 des états de neutron, avec E2 = εp2 − εh2 
 5 MeV. Nous présentons sur la figure
VI.7 les résultats de calculs de sections efficaces du second ordre simplement différen-
tielles pour quelques état finaux désignés par les deux nombres quantiques IF etμF parmi
les possibilités 1 ≤ IF ≤ 5 et −min(IF , J1, J2) ≤ μF ≤ min(IF , J1, J2) (on se place dans
le cas où les deux chemins sont possibles). On observe sur ces différents graphiques que
les interférences ont un effet notable sur les sections efficaces. Cependant, au vu de ces
quelques exemples, la différence entre le calcul utilisant une somme cohérente et incohé-
rente semble être aléatoire (en signe et amplitude) quand on passe d’un état final à l’autre.
On peut donc s’attendre à ce que ces effets se moyennent lors de la sommation sur un
groupe d’états finaux qui permet d’obtenir la section efficace doublement différentielle.
Pour illustrer ceci, on a représenté sur la figure VI.8 les comparaisons entre les calculs
�� cohérents et incohérents �� pour différents spins IF après sommation sur les projections
μF : (a) IF = 1, (b) IF = 3 (c) IF = 5) . On observe alors que les effets d’interférences
disparaissent progressivement, pour devenir quasiment nuls quand on effectue la somme
sur les spin IF (figure VI.8(d)).

Pour conclure, nous présentons sur la figure VI.9 un calcul de section efficace doublement
différentielle qui tient compte d’un grand nombre d’états finaux d’énergies d’excitations
d’environ 20 MeV (avec une largeur Δ sur l’énergie de la particule sortante de 3 MeV).
On voit sur ce calcul global que les interférences n’ont pratiquement aucun impact sur
les résultats et peuvent en conséquence être ignorés. Ces interférences peuvent seulement
avoir un impact notable pour des calculs impliquant un faible nombre d’états finaux. Ce
cas est rencontré pour des réactions à plus basse énergie incidente ou, plus généralement,
pour de faibles transferts d’énergie entre le projectile et la cible. Cependant, dans ce cas, le
calcul des sections efficaces du second ordre est inutile car elles sont souvent négligeables
par rapport aux sections efficaces du premier ordre (voir par exemple la figure VI.6(a)).
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Fig. VI.7 – Sections efficaces différentielles du second ordre pour la diffusion inélastique
de protons sur une cible de 90Zr et un état final de la cible du type (VI.131). Comparaison
entre les calculs utilisant une somme cohérente (courbes noires) et un somme incohérente
(courbes rouges) des amplitudes de transition. Les spin IF et leurs projections μF des
états finaux considérés sont indiqués sur les graphiques.
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Second ordre avec:
une somme cohérente
une somme incohérente

sur les états intermédiaires.

Fig. VI.8 – Sections efficaces différentielles du second ordre pour la diffusion inélastique
de protons sur une cible de 90Zr et un état final de la cible du type (VI.131). Mêmes
comparaisons que celles présentées sur la figure VI.7, après sommation sur les projections
μF pour chaque spin, (a) IF = 1, (b) IF = 3, (c) IF = 5. Le graphique (d) représente la
somme de ces trois sections efficaces.
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Premier ordre

Second ordre avec:
une somme cohérente

une somme incohérente
sur les états intermédiaires

Fig. VI.9 – Sections efficaces doublement différentielles aux premier et second ordres pour
la diffusion inélastique de protons sur une cible de 90Zr. La signification des couleurs est
indiquée sur le graphique.

VI.9.3 Effet des largeurs de décroissance dans les états intermé-

diaires

Dans cette troisième illustration, nous avons voulu estimer les conséquences de l’ap-
proximation sur couche d’énergie que nous avons adoptée en conservant seulement la
fonction de Dirac dans le propagateur (VI.124). Avant d’aller plus loin, nous devons dire
que ces calculs ne conduisent pas à des solutions stables. En conséquence, nous n’avons
pas pu évaluer les sections efficaces du second ordre sans l’approximation sur couche, mais
nous présentons tout de même la méthode utilisée pour ces calculs ainsi que les raisons
qui sont à notre avis à l’origine de leur divergence.

On rappelle l’expression initiale de l’amplitude de transition au second ordre :

T
(2)
f←i = 〈f |V G(+)V |i〉 . (VI.132)
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Le propagateur G(+) est défini par :

G(+) =
1

Ei − H + iη
. (VI.133)

Le Hamiltonien H est la somme du Hamiltonien Hp = Uopt+T du projectile et de celui HA

de la cible. On a vu que ce propagateur se décompose sur les états du projectile comme :

G(+) =

∫
dk

(2π)3
|χ(+)(k)〉 1

Ei − Ek − HA + iη
〈χ̂(+)(k)| . (VI.134)

Pour achever la décomposition spectrale du propagateur, on utilise une relation de fer-
meture dans l’espace des états de la cible. Jusqu’à présent, nous avons choisi les états à
n paires particule-trou qui forment une base complète de l’espace de Fock (uniquement
pour les fonctions de la cible) :

1̂A =
∑
mμ

|(mpmh)μ〉〈(mpmh)μ| . (VI.135)

De plus, nous avons aussi considéré que ces états sont des états propres du Hamiltonien
de la cible HA. Pour un état à une paire particule-trou par exemple, on avait :

HA|ph〉 = (εp − εh)|ph〉 . (VI.136)

Cependant, ces états ne sont pas les états propres du Hamiltonien complet de la cible,
que l’on appelle Hvrai, mais du Hamiltonien Hartree-Fock, que l’on appelle HHF . Le
Hamiltonien HA apparaissant dans le propagateur est en toute rigueur égal à Hvrai. La
relation (VI.136) est donc approximative mais peut se corriger comme :

HA|ph〉 
 (εp − εh − δph + i
Γph

2
)|ph〉 , (VI.137)

en traitant de manière approchée les perturbations provoquées par l’interaction résiduelle
Vres = Hvrai −HHF . Cette relation a aussi été utilisée pour décrire les énergies des états
finaux dans les précédents calculs de sections efficaces aux premier et second ordres. Avec
la relation (VI.137), et conservant seulement les états à une paire particule-trou dans la
relation de fermeture, le propagateur G(+) devient :
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G(+) =

∫
dk

(2π)3
|χ(+)(k)〉

∑
μν

|(1p1h)μ〉〈(1p1h)μ|

1

Ei − Ek − HA + iη
|(1p1h)ν〉〈(1p1h)ν|〈χ̂(+)(k)|



∑

μ

δμ,ν

∫
dk

(2π)3

|χ(+)(k), (1p1h)μ〉〈(1p1h)μ, χ̂
(+)(k)|

Ei − Ek − (Eμ − δμ + iΓμ

2
) + iη

.

(VI.138)

L’amplitude de transition au second ordre pour un état final donné s’écrit alors :

T
(2)
f←i =

∑
μ

∫
dk

(2π)3

〈f |V |χ(+)(k), (1p1h)μ〉〈(1p1h)μ, χ̂
(+)(k)|V |i〉

Ei − Ek − (Eμ − δμ + iΓμ

2
)

. (VI.139)

Nous avons procédé au calcul de cette expression pour quelques états finaux mais malheu-
reusement ces calculs ne convergent pas numériquement. En effet, on a observé que nos
résultats varient beaucoup en fonction des bornes choisies pour l’intégration sur l’impul-
sion k du projectile dans l’état intermédiaire. En effet, à mesure que l’on élargit ces bornes,
la valeur de la section efficace calculée à l’aide de l’amplitude de transition ci-dessus aug-
mente et ne semble pas tendre vers une valeur asymptotique. De plus, ces valeurs sont
extrêmement sensibles au choix des largeurs Γμ introduites dans le propagateur ce qui
rend une estimation de la section efficace irréalisable dans cette approche . Pour mieux
expliquer ce problème, nous avons étudié les variations des éléments de matrice présents
dans (VI.139), en fonction de l’énergie Ek = k2

2μ
du projectile dans l’état intermédiaire.

Pour expliquer cette analyse, nous rappelons l’expression dans le formalisme d’hélicité de
l’amplitude de transition du second ordre pour un état intermédiaire (VI.122) avec les
largeurs introduites dans le propagateur :

t
(2)
IF (J1J2);J2

= (2π)3 4π

kikf

∑
jijf jmλ

ĵĵf Ĵ1Ĵ2R
ji

m,λi
(Ωkf ,ki

)(−)m−λ

×
(

ji jf J1

m −λf −M1

)(
ji j J2

λ −λ 0

)

×
∫

dk
f

J1,(−,+)
jp1(jf λf )jh1

(jiλ)(kf , k)f
J2,(+̂,+)
jp2(jλ)jh2

(jiλi)
(k, ki)

Eki
− Ek −

(
E2 − δ2 + iΓ2

2

) .

(VI.140)

Nous présentons sur la figure VI.10 les variations en fonction de l’énergie Ek des fonctions

f
J2,(+̂,+)
jp2 (jλ)jh2

(jiλi)
(k, ki) pour quelques jeux de valeurs jiλijλ. Ces fonctions étant à valeurs

complexes, nous montrons séparement les parties réelles (courbes rouges) et les parties
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imaginaires (courbes noires). On voit clairement que ces fonctions varient fortement avec
la valeur de l’énergie Ek. De plus, à mesure que l’on s’éloigne de la valeur sur couche
Ek = Eki

− E2, la valeur de ces fonctions ne diminue pas progressivement et semble ne
pas présenter de comportement régulier. C’est ce comportement des éléments de matrice
qui est à l’origine de la divergence de nos calculs.

Nous avons d’autre part pensé que ce comportement pourrait être dû à l’utilisation d’un
potentiel �� ré-génératif ��. Pour répondre à cette question, nous présentons sur la figure
VI.11 la même étude, cette fois-ci en utilisant les fonctions f

J2,(−,+)
jp2(jλ)jh2

(jiλi)
(k, ki), c’est-à-

dire en appliquant l’approximation du modèle FKK : |χ̂(+)(k)〉 
 |χ̄(−)(k)〉. On voit que
le comportement des fonctions fJ2,(−,+) est le même que celui constaté en figure VI.10
pour les fonctions fJ2,(+̂,+). Avec cette approximation, le calcul des sections efficaces du
second ordre ne converge toujours pas.

Le comportement de ces fonctions est peut être aussi dû aux propriétés de la matrice-G
de Melbourne. Il serait intéressant de regarder leurs variations en utilisant une interaction
modèle (de type Yukawa) pour voir si ce comportement subsiste et s’il n’est pas seulement
dû aux propriétés particulières de la matrice-G de Melbourne. Ce travail, qui n’a pas pu
être réalisé dans le cadre de cette thèse, devra être entrepris ultérieurement.

D’autre part, on aurait pu s’attendre à ce que la fonction :

1

Ei − Ek − (Eμ − δμ + iΓμ

2

=
1

2

iΓμ

(Ei − Ek − Eμ + δμ)2 +
(

Γμ

2

)2

− Ei − Ek − Eμ + δμ

(Ei − Ek − Eμ + δμ)2 +
(

Γμ

2

)2 ,

décroisse assez vite à mesure que l’on s’éloigne de l’énergie sur couche pour rendre le calcul
convergent. Cependant, nos calculs ont montré que ce n’est pas le cas.

On aurait aussi pu s’attendre à des effets d’interférences croissant entre les différents
éléments de matrice à mesure que l’on élargit les bornes de l’intégration sur l’impulsion
du projectile dans l’état intermédiaire. De cette manière, des interférences destructives
pourraient minimiser les contributions de cette intégrale loin de l’énergie sur couche.
Cependant, même si ces effets existent, ils ne sont pas assez forts pour faire converger nos
calculs.

En résumé, ce travail, même s’il n’a pas encore abouti à des résultats précis, permet de
soulever la question de la pertinence de l’approximation sur couche, généralement utilisée
par les modèles quantiques de pré-équilibre direct.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j) (k) (l)

(m) (n) (o) (p)

(q) (r) (s) (t)

(u) (v) (w) (x)

Fig. VI.10 – Variation des fonctions f
J2,(+̂,+)
jp2(jλ)jh2

(jiλi)
(k, ki) en fonction de l’énergie

Ek =
�2k2

2μ
. Les courbes rouges représentent les parties réelles et les courbes noires les

parties imaginaires. Chaque graphique est donné pour un ensemble de nombres quan-
tiques (ji, j, λi, λ). Pour les valeurs de ces nombres, voir la table VI.1. La ligne verticale
noire permet de visualiser la valeur de ces fonctions à l’énergie sur couche. Les deux lignes
vertes correspondent à l’énergie sur couche ±5MeV.
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j 3
2

5
2

7
2

9
2

11
2

ji

1
2 (a) (c)
3
2 (e) (g) (i) (k)
5
2 (m) (o) (q) (s) (u)
7
2 (w)

(a) λi = + 1
2 et λ = + 1

2

j 3
2

5
2

7
2

9
2

11
2

ji

1
2 (b) (d)
3
2 (f) (h) (j) (l)
5
2 (n) (p) (r) (t) (v)
7
2 (x)

(b) λi = − 1
2 et λ = + 1

2

Tab. VI.1 – Tables de correspondance
entre chaque graphique des figures VI.10
et VI.11 et les nombres quantiques ji, j,
λi et λ. Par exemple, le graphique (r)
représente les fonctions f (+̂,+) ou f (−,+)

pour les nombres quantiques ji = 5
2
, j =

7
2
, λi = −1

2
et λ = +1

2
.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j) (k) (l)

(m) (n) (o) (p)

(q) (r) (s) (t)

(u) (v) (w) (x)

Fig. VI.11 – Variation des fonctions f
J2,(−,+)
jp2(jλ)jh2

(jiλi)
(k, ki). Vois légende de la figure VI.10.
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VI.10 Conclusions et discussions

Les différentes études présentées ici ont mise en évidence que certaines approximations
utilisées par les modèles quantiques de pré-équilibre direct ne sont pas forcément justi-
fiées. Le cas est flagrant pour l’approximation |χ̂(+)〉 
 |χ̂(−)〉, généralement employée lors
de l’utilisation du modèle FKK, qui implique une variation des valeurs des sections effi-
caces du second ordre d’au moins un ordre de grandeur. Nous avons, d’autre part, étudié
les effets des termes d’interférence dus à la sommation sur les états intermédiaires. Ces
termes sont absents des modèles FKK et TUL, car éliminés par des moyennes statistiques,
mais toujours présents dans la formulation du modèle NWY. Nous avons constaté que ces
interférences ont des effets qui se compensent lors de la sommation sur les états finaux,
ce qui rend leur calcul inutile. Cependant, nous avons seulement tenu compte des deux
premiers états intermédiaires possibles (voir relations (VI.70)) dans le calcul des ampli-
tudes de transitions du second ordre pour un état final donné. Bien que nous pensons
que l’utilisation de tous les états intermédiaires ne changerait pas notre conclusion sur
les effets des interférences, ce calcul complet devra être effectué pour que cette étude soit
exhaustive.

Notons que cette conclusion permet de rapprocher les expressions des sections efficaces
de second ordre des modèles TUL (VI.62) et NWY (VI.74). En effet, en négligeant les
termes d’interférences, cette section efficace s’écrit pour le modèle NWY :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
ν

ρ2ν(Eki
− Ekf

)
∑

μ∣∣〈χ(−)(kf), (2p2h)ν |V |(1p1h)μ〉G(+)(Eμ)〈(1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉
∣∣2 ,

(VI.141)

à comparer à la forme donnée par le modèle TUL :

d2σ(2)(ki,kf)

dΩfdEkf

=
μ2

(2π�2)2

kf

ki

∑
νμ

∫
dEρ1ν(Eki

− Ekf
+ E)ρ1μ(E)

× ∣∣〈χ(−)(kf), (1p1h)ν|V |HF 〉G(+)(E)〈(1p1h)μ|V |HF, χ(+)(ki)〉
∣∣2 .

(VI.142)

Cette dernière expression est cependant beaucoup plus complexe à utiliser, du fait de la
présence d’une intégration sur l’énergie des états intermédiaires.

Un problème commun aux modèles TUL et NWY est la présence de l’intégration sur
l’impulsion du projectile dans l’état intermédiaire. Ce problème est généralement évité
grâce à une approximation sur couche. Cependant, comme nous l’avons vu au paragraphe
VI.9.3, cette approximation est difficile à justifier.
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Nous avons aussi rencontré une difficulté majeure dans nos calculs des sections efficaces
du second ordre en utilisant une interaction effective de type matrice-G, difficulté que
nous n’avons pas encore pu dépasser. Il s’aĝıt de la présence très probable d’un double
comptage dû au traitement explicite des voies inélastiques dont la majeure partie peut
déjà être prise en compte par l’interaction effective utilisée (matrice G de Melbourne).
Nous envisageons de tester l’impact de ce double comptage en utilisant des états excités
de type RPA. Nous rappelons que ces états excités sont des états à n bosons, construits
sur l’état fondamental RPA. Un état à un boson s’écrit :

|N〉 = Θ+
N,J,M,|0̃〉 =

⎛⎝ ∑
(ph)∈(J,M)

XN
phA

+
J,M(p, h̃) − Y N

phAJ,M̄(p, h̃)

⎞⎠ |0̃〉 . (VI.143)

En supposant que les états intermédiaires du type A+
J,M(p, h̃)|0̃〉 
 A+

J,M(p, h̃)|HF 〉 sont
déjà pris en compte implicitement par l’interaction effective (matrice-G de Melbourne),
une manière d’éviter le double comptage serait d’utiliser des états intermédiaires du type
(VI.143) en conservant seulement les composantes :

|N − X〉 =

⎛⎝ ∑
(ph)∈(J,M)

Y N
phAJ,M̄(p, h̃)

⎞⎠ |0̃〉 . (VI.144)

La notation |N − X〉 signifie l’état |N〉 pour lequel nous annulons les amplitudes XN
ph.

Un tel calcul n’a pas pu être effectué dans ce travail de thèse mais pourrait bientôt être
entrepris.

Plus généralement, de nombreux tests doivent encore être effectués et nous sont facilement
accessibles grâce à notre dérivation de l’amplitude de transition du second ordre et au
développement du code de calcul associé. Ces outils sont prêts mais le temps imparti à
leur développement a été trop long pour entreprendre toutes les applications que nous
envisagions initialement. Celles-ci pourront être réalisées dans un futur proche.
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Conclusions

Dans ce travail de thèse, nous avons d’une part, accompli une étude microscopique
des réactions de diffusions élastique et inélastique directes de nucléons sur des noyaux à
doubles couches fermées, et, d’autre part, étudié de manière critique différentes approxi-
mations utilisées par les modèles quantiques de pré-équilibre direct.

L’étude microscopique de la diffusion élastique a été effectuée en construisant un po-
tentiel optique à partir d’une interaction effective, la matrice-G de Melbourne, et de la
matrice densité HF+RPA (avec l’interaction D1S) associée au fondamental de la cible.
Cette étude nous a révélé qu’une description très précise de la matrice densité associée
au fondamental de la cible, incluant les corrélations RPA du fondamental, permet de bien
décrire, sans ajustement, les différentes observables pour des énergies comprises entre 80
MeV et 225 MeV. A plus basse énergie, nos prédictions sont moins satisfaisantes, notam-
ment pour les sections efficaces différentielles aux grands angles. Ces résultats à basse
énergie pourraient être améliorés en traitant de manière explicite les couplages entre la
voie élastique et les voies inélastiques faisant intervenir les états les plus collectifs. Cette
approche serait réalisable en utilisant les opérateurs de bosons de la méthode RPA pour
construire une correction au potentiel optique utilisé [15, 16].

Des calculs de diffusion inélastique à l’approximation des ondes distordues ont été ef-
fectués en utilisant la matrice-G de Melbourne et la description RPA des opérateurs
d’excitations pour construire les potentiels de transition. Cette méthode nous a permis de
calculer de manière entièrement microscopique les observables de diffusion inélastique de
protons impliquant un grand nombre d’états discrets du 208Pb, de basse ou haute énergie
d’excitation, collectifs ou non collectifs. Nous avons aussi pu décrire avec précision l’exci-
tation par diffusion de protons des premiers états collectifs des noyaux 48Ca, 40Ca et 16O
. Pour ces trois noyaux, l’extension de cette étude à d’autres états ne pourra être pos-
sible qu’en disposant d’une description des opérateurs d’excitation plus complète que celle
fournie par la méthode RPA. L’aboutissement des méthodes de mélange de configurations
[76, 77, 78], permettrait d’entreprendre un telle étude. Il serait aussi intéressant de dispo-
ser d’une description QRPA [24, 79, 80] des états de la cible afin de traiter les excitations
collectives pour les noyaux sphériques en présence d’appariement. Un autre sujet que nous
n’avons pas abordé est la présence d’un terme de réarrangement lié à la dépendance en
densité de la matrice G de Melbourne. Ce travail devrait conduire ultérieurement à des
études spécifiques.
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Nous avons donc pu décrire les diffusions élastique et inélastique de nucléons de manière
cohérente, c’est à dire en utilisant une seule interaction effective, la matrice G de Mel-
bourne, et une description des états fondamental et excités de la cible provenant d’un seul
modèle de structure, la méthode RPA avec l’interaction D1S de Gogny. Nous insistons sur
le fait que tous nos résultats ont été obtenus sans aucun ajustement aux données expé-
rimentales. La seule �� incohérence �� des méthodes utilisées réside dans le fait que nous
n’utilisons pas la même force pour décrire, d’une part les états de la cible, et d’autre part
l’interaction entre le projectile et les nucléons de la cible. On peut envisager de résoudre ce
problème pour la diffusion à basse énergie (<40 MeV), en définissant le potentiel optique
non pas à partir d’une matrice-G, mais en calculant explicitement l’opérateur de masse
dans une approche de type structure nucléaire [104, 105].

Nos analyses des diffusions élastique et inélastique de nucléons nous ont permis de
valider pour ce type d’étude l’utilisation de la matrice-G de Melbourne avec la description
RPA/D1S des états de la cible. Ces ingrédients microscopiques ont alors pu être utilisés
avec confiance dans l’étude des modèles de pré-équilibre quantique et ont permis de nous
affranchir des ambigüıtés inhérentes à l’utilisation de paramètres phénoménologiques. Une
présentation des principaux modèles de pré-équilibre quantique, TUL, FKK et NWY,
a été effectuée en s’efforçant d’expliquer clairement les différentes hypothèses présentes
dans chacun d’eux, notamment la signification des moyennes statistiques impliquées dans
les dérivations des sections efficaces du premier et du second ordre. Dans un premier
temps, nous avons effectué des calculs de diffusion inélastique de protons au premier
ordre. L’utilisation des états excités RPA et de la matrice G de Melbourne nous permet
de bien décrire les distributions angulaires pour des transferts d’énergie du projectile à
la cible jusqu’à 20 MeV, énergie au-delà de laquelle la prise en compte de termes d’ordre
supérieur semble nécessaire. Nous avons aussi montré que les corrélations apportées par
la RPA sont indispensables pour parvenir à une description précise de ces données jusqu’à
20 MeV d’excitation pour le 90Zr. Notre dérivation précise des amplitudes de transition au
second ordre nous a permis de tester trois des principales approximations généralement
utilisées dans les modèles FKK, TUL et NWY. Afin d’utiliser les amplitudes du premier
ordre calculées par le code de calcul DWBA98, il nous a fallu exprimer ces amplitudes de
transition du second ordre dans le formalisme de double hélicité, initialement développé
par J. Raynal. Ce travail a été assez conséquent et il fournit en soi une base solide pour
de nombreux développements ultérieurs. Nous avons clairement montré que l’utilisation
d’une relation de fermeture modifiée, telle que proposée par H. Feshbach dans le cadre
du modèle FKK, conduit à une sous-estimation de la section efficace du second ordre
beaucoup trop importante pour que cette approximation puisse être utilisée sans réserve.
D’autre part, nous avons testé l’effet des interférences présentes dans les amplitudes de
transitions au second ordre. Nous avons vu que, même si pour des transitions individuelles
ces effets ont une grandeur non négligeable, le calcul de la section efficace du second ordre,
qui somme un grand nombre de transitions, moyenne ces écarts et rend le calcul des termes
d’interférences inutile pour le degré de précision désiré. Ce résultat justifie à posteriori
une des hypothèses contenues dans les modèles FKK et TUL.
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Néanmoins, nos calculs conduisent à une estimation beaucoup trop forte des sections
efficaces du second ordre. Cette surestimation a été attribuée à l’utilisation de la matrice
G comme interaction effective, qui prend implicitement en compte certaines excitations
intermédiaires de la cible que nous traitons explicitement comme états intermédiaires dans
le processus de pré-équilibre à deux étapes. Une manière d’éviter ce double comptage serait
d’utiliser des excitations de type RPA comme états intermédiaires en conservant seulement
les amplitudes Y des opérateurs d’excitation : cela permettrait de ne pas compter les
excitations intermédiaires de type particule-trou, incluses dans les états RPA au travers
des amplitudes X.

Nous avons aussi pu tester quels effets pourrait avoir l’inclusion des parties hors-couche
sur les sections efficaces du second ordre. Les fortes variations en fonction de l’énergie des
éléments de matrice ne nous ont pas permis de faire converger ces calculs. Cependant, il
apparâıt que ces termes ont une forte importance et, en conséquence, que leurs contribu-
tions peuvent difficilement être supprimées en faisant appel à des moyennes statistiques.

Nous avons remarqué qu’un calcul classique d’émission de pré-équilibre, fait à l’aide
d’un modèle de cascade intra-nucléaire, aboutissait à une contribution non négligeable
de l’émission multiple de nucléons, processus qui n’est généralement pas traité dans les
modèles quantiques de pré-équilibre direct. A notre avis, l’importance des contributions
d’ordres supérieurs au premier ne peut être correctement évaluée sans un calcul précis de
cette émission multiple. Ce processus devra donc faire l’objet d’études plus poussées.

Ces études sans paramètres ajustables nous ont donc permis de démontrer que cer-
taines des approximations utilisées par les modèles quantiques de pré-équilibre direct ne
sont pas justifiées. Cependant, pour mieux comprendre le pré-équilibre microscopique, de
nombreuses questions restent en suspens, comme par exemple : comment évaluer précisé-
ment les influences dues au double comptage, aux parties off-shell des propagateurs et à
l’émission multiple de particules dans les premiers ordres ? Si ces problèmes trouvent une
solution acceptable, il serait alors opportun d’étudier la convergence de la série de Born
associée au processus de pré-équilibre direct en traitant le terme du troisième ordre.

Enfin, ce travail a seulement abordé la partie directe de l’émission de pré-équilibre
(MSD) et le même type d’étude mérite d’être réalisé pour tester la validité des modèles
traitant la partie �� composée �� (MSC) de l’émission de pré-équilibre.
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Annexe A

Moments angulaires

A.1 Symboles 3 − j et 6 − j

La relation entre les coefficients de Clebsch-Gordan et les symboles 3 − j s’écrit :

〈J1m1, j2m2|JM〉 = Ĵ(−)−j1+j2−M

(
j1 j2 J

m1 m2 −M

)
. (A.1)

Les symboles 3-j obéissent aux propriétés :

(
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
= (−)j1+j2+j3

(
j1 j2 j3

−m1 −m2 −m3

)
, (A.2)

et

(
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
= (−)j1+j2+j3

(
j2 j1 j3

m2 m1 m3

)

= (−)j1+j2+j3

(
j1 j3 j2

m1 m3 m2

)
= (−)j1+j2+j3

(
j3 j2 j1

m3 m2 m1

)
. (A.3)

La relation d’orthogonalité sur les symboles 3 − j s’écrit :

∑
m1m2

(
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)(
j1 j2 j3

m1 m2 m′
3

)
=

1

2j3 + 1
δj3j′3δm3m′

3
. (A.4)
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Quelques valeurs particulières utiles :

(
j j 0

m −m 0

)
=

(−)j−m

ĵ
,

(
l 1

2 λ

0 λ −λ

)
=

(−)j− 1
2√

2l̂
. (A.5)

Une relation utile donne les symboles 6−j en terme de symboles 3−j :{
j1 j2 j3

l1 l2 l2

}
=

∑
{m,n}

(−)l1+l2+l3+n1+n2+n3

×
(

j1 j2 j3

m1 m2 m3

)(
j1 l2 l3

m1 n2 −n3

)(
l1 j2 l3

−n1 m2 n3

)(
l1 l2 j3

n1 −n2 m3

)
, (A.6)

où {m, n} signifie la somme sur les indices mi et ni, avec i=1, 2, 3. Les différents symboles
3−j montrent que seuls deux des six indices de sommation sont indépendants. On peut
donc effectuer la somme seulement sur m1 et m2 en multipliant le membre de droite par
ĵ2
3 = 2j3 + 1.

A.2 Matrices de rotation de Wigner

Un élément Rj
mm′(Ω = ψ, θ, φ) de la matrice de rotation de Wigner est défini par :

Rj
mm′(Ω) = 〈jm|e−iψJze−iθJye−iφJz |jm′〉 . (A.7)

On donne la relation de réduction du produit tensoriel Rj1 ⊗ Rj2 :

Rj1
m1m′

1
(Ω)Rj2

m2m′
2
(Ω) =

∑
J,M,M ′

〈j1m1, j2m2|JM〉RJ
MM ′(Ω)〈j1m

′
1, j2m

′
2|JM ′〉 , (A.8)

et la formule de composition :

RJ
MM ′(Ω) =

∑
m1m′

1m2m′
2

〈j1m1, j2m2|JM〉Rj1
m1m′

1
(Ω)Rj2

m2m′
2
(Ω)〈j1m

′
1, j2m

′
2|JM ′〉 . (A.9)

Pour un moment angulaire entier, une relation utile entre les éléments de la matrice de
rotation et les harmoniques sphériques s’écrit :

Y l
m(θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π
Rl

m,0

∗
(Ω) . (A.10)



Annexe B

Force de Gogny avec la
paramétrisation D1S

L’interaction nucléon-nucléon effective D1S possède la forme paramétrique :

V12 (r1, r2) =
2∑

j=1

e
− |r1−r2|2

μ2
j (Wj + BjPσ − HjPτ − MjPσPτ ) Terme central

+t3 (1 + x0Pσ) δ (r1 − r2) ρα

(
r1 + r2

2

)
Terme densité

+iWls∇12δ (r1 − r2) ∧ ∇12. (σ1 + σ2) Terme spin-orbite

+ (1 + 2τ1z) (1 + 2τ2z)
e2

|r1 − r2| Terme coulombien

(B.1)

Les valeurs de chaque paramètre μj, Wj, Bj , Hj , Mj j = 1, 2; t3, x0, α, Wls, caracté-
risant l’interaction D1S, sont données dans la référence [34].
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Annexe C

Démonstrations concernant la
théorie RPA

C.1 Variations de l’opérateur densité

Le but de cet appendice est de définir la forme des variations de la matrices densité.
On peut associer à toute transformation infinitésimale entre deux déterminants de Slater
|ψ(0)〉 et |ψ(0) + δψ〉 une transformation entre les deux opérateurs densité correspondant
ρ̂(0) et ρ̂(0) + δρ̂, qui obéissent aux propriétés :

ρ̂(0)2 = ρ̂(0) , (ρ̂(0) + δρ̂)
2

= ρ̂(0) + δρ̂ . (C.1)

La seconde condition implique, après simplification :

ρ̂(0)δρ̂ + δρ̂ρ̂(0) = δρ̂ . (C.2)

Par définition, les éléments de matrice de l’opérateur ρ̂ = ρ̂(0) + δρ̂ s’écrivent

〈α|ρ̂|β〉 = 〈ψ(0) + δψ|a+
β aα|ψ(0) + δψ〉

= 〈ψ(0)|a+
β aα|ψ(0)〉

+ 〈ψ(0) + δψ|a+
β aα|ψ(0)〉 + 〈ψ(0)|a+

β aα|ψ(0) + δψ〉
+ 〈δψ|a+

β aα|δψ〉 .

(C.3)

Le premier terme de droite est égal à ρ̂(0)

αβ auquel viennent s’ajouter deux termes. Le
premier peut s’associer à une correction du premier ordre :
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ρ̂(1)

αβ = 〈ψ(0) + δψ|a+
β aα|ψ(0)〉 + 〈ψ(0)|a+

β aα|ψ(0) + δψ〉 , (C.4)

et le second à une correction du second ordre :

ρ̂(2)

αβ = 〈δψ|a+
β aα|δψ〉 . (C.5)

La correction δρ̂ peut donc se décomposer comme δρ̂ = ρ̂(1)+ρ̂(2). En séparant les différents
ordres, l’équation (C.2) est équivalente aux relations :

ρ̂(1) = ρ̂(0)ρ̂(1) + ρ̂(1)ρ̂(0) et ρ̂(2) = ρ̂(0)ρ̂(2) + ρ̂(2)ρ̂(0) + ρ̂(1)ρ̂(1) . (C.6)

On va démontrer que la première égalité implique que les seules contributions du premier
ordre non nulles sont du type ρ̂(1)

ph et ρ̂(1)

hp. Les éléments de matrice de ρ̂(1) peuvent s’écrire :

ρ̂(1)

αβ = 〈α|ρ̂(1)|β〉

= 〈α|ρ̂(0)ρ̂(1)|β〉 + 〈α|ρ̂(1)ρ̂(0)|β〉

=
∑

μ

〈α|ρ̂(0)|μ〉〈μ|ρ̂(1)|β〉 +
∑

μ

〈α|ρ̂(1)|μ〉〈μ|ρ̂(0)|β〉

=
∑

μ

ρ̂(0)

αμ ρ̂(1)

μβ +
∑

μ

ρ̂(1)

αμ ρ̂(0)

μβ ,

(C.7)

où l’on a utilisé la relation de fermeture sur les état à une particule
∑

μ

|μ〉〈μ|.

Pour évaluer ces éléments de matrice, il faut se souvenir de la propriété ρ̂(0)

αβ �= 0 ⇐⇒ α = β = h.

On voit directement que les éléments de matrice du type ρ̂(1)

pp′ s’annulent. Les éléments du

types ρ̂(1)

hh′ satisfont à l’égalité :

ρ̂(1)

hh′ =
∑

μ

ρ̂(0)

hμ ρ̂(1)

μh′ +
∑

μ

ρ̂(1)

hμ ρ̂(0)

μh′ = δμ,hρ̂
(1)

μh′ + δμ,h′ ρ̂(1)

hμ = 2ρ̂(1)

hh′ , (C.8)

vérifiée seulement si ρ̂(1)

hh′ = 0. Par contre, un élément du type ρ̂(1)

ph s’écrit :

ρ̂(1)

ph = 0 +
∑

μ

ρ̂(1)

pμ ρ̂(0)

μh = δμhρ̂
(1)

pμ , (C.9)

relation évidemment vérifiée pour toutes valeurs de ρ̂(1)

ph. Les variations du type ρ̂(1)

hp sont

aussi permises selon la relation ρ̂(1)

hp = ρ̂(1)∗
ph .
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En excluant la solution évidente ρ̂(1)

hp = 0, ces résultats sont résumés par :

ρ̂(1)

ph = ρ̂(1)∗
hp �= 0 et ρ̂(1)

pp′ = ρ̂(1)∗
hh′ = 0 . (C.10)

Pour évaluer les variations du types ρ̂(2)

αβ , on procède de la même manière. Pour ρ̂(2)

pp′, il
vient :

ρ̂(2)

pp′ =
∑

μ

ρ̂(0)

pμ ρ̂(2)

μp′ +
∑

μ

ρ̂(2)

pμ ρ̂(0)

μp′ +
∑

μ

ρ̂(1)

pμ ρ̂(1)

μp′

= 0 + 0 +
∑

h

ρ̂(1)

ph ρ̂(1)

hp′ +
∑
p′′

ρ̂(1)

pp′′ ρ̂(1)

p′′p′

=
∑

h

ρ̂(1)

ph ρ̂(1)

hp′ ,

(C.11)

où l’on a utilisé (C.10). Les variation du types ρ̂(2)

hh′ s’écrivent :

ρ̂(2)

hh′ =
∑

μ

ρ̂(0)

hμ ρ̂(2)

μh′ +
∑

μ

ρ̂(2)

hμ ρ̂(0)

μh′ +
∑

μ

ρ̂(1)

hμ ρ̂(1)

μh′

= 2ρ̂(2)

hh′ +
∑
h′′

ρ̂(1)

hh′′ ρ̂(1)

h′′h′ +
∑

p

ρ̂(1)

hp ρ̂(1)

ph′

= −
∑

p

ρ̂(1)

hp ρ̂(1)

ph′ .

(C.12)

Cette forme garantit la conservation du nombre de particules lors des variations de la
matrice densité, soit Tr (ρ̂(0) + δρ̂) = N .

Les éléments de matrice du type ρ̂(2)

ph ne sont pas forcement nuls, mais on peut les négliger

par rapport aux éléments ρ̂(1)

ph.

On résume ces résultats par :

ρ̂(2)

pp′ =
∑

h

ρ̂(1)

ph ρ̂(1)

hp′ , ρ̂(2)

hh′ = −
∑

p

ρ̂(1)

hp ρ̂(1)

ph′ et ρ̂(2)

ph = ρ̂(2)*

hp 
 0 . (C.13)
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C.2 Interaction particule-trou RPA

Nous allons dans ce paragraphe donner l’expression de l’interaction particule-trou ap-
paraissant dans le développement (III.15). Cette expression est dérivée à partir de celle
d’une interaction dépendante en densité de la forme :

V =
1

4

∑
αβγδ

〈αβ|V (ρ)|γ̃δ〉a+
αa+

β aδaγ . (C.14)

On suppose que cette interaction dépend seulement de la densité locale. C’est le cas de
la force D1S dont les termes qui dépendent de la densité sont de portée nulle. L’énergie
calculée avec une telle interaction devient une fonction de la matrice densité :

E(ρ) =
∑
α,β

Tαβ +
1

2

∑
αβγδ

〈αβ|V (ρ)|γ̃δ〉ρδβργα . (C.15)

En remplaçant les éléments de matrice ρij par ρ(0)

ij + ρ(1)

ij + ρ(2)

ij (voir C.1), on obtient les
contributions au second ordre :

[
∂2E

∂ρphρp′h′

]
ρ=ρ(0)

= 〈ph′|V (ρ(0))|h̃p′〉 (a)

+
∑
i∈{h}

〈ih′|∂V (ρ)

∂ρhp

|ĩp′〉 + 〈ip|∂V (ρ)

∂ρp′h′
|ĩh〉 (b)

+
∑

i,j∈{h}
〈ij| ∂2V (ρ)

∂ρhp∂ρp′h′
|ĩj〉 (c)

+ (εp − εh) δh,h′δp,p′ , (d)

(C.16)

et

[
∂2E

∂ρhpρp′h′

]
ρ=ρ(0)

= 〈pp′|V (ρ(0))|h̃h′〉 (a)

+
∑
i∈{h}

〈ip′|∂V (ρ)

∂ρhp

|ĩh′〉 + 〈ip|∂V (ρ)

∂ρh′p′
|ĩh〉 (b)

+
∑

i,j∈{h}
〈ij| ∂2V (ρ)

∂ρhp∂ρh′p′
|ĩj〉 (c) .

(C.17)

Le terme (d) de (C.16) est la contribution à l’énergie provenant des excitations indivi-
duelles particule-trou. Les autres termes dans (C.16) et (C.17) correspondent aux cou-
plages possibles entre ces paires particule-trou. D’autre part, les termes (b) et (c) de
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(C.16) et (C.17) proviennent uniquement de la dépendance en densité de l’interaction,
et sont appelés les termes de réarrangement. Leur rôle est essentiel pour satisfaire les
règles de somme de Landau. Les détails, qui ne concernent pas ce travail, peuvent être
trouvés dans [106] et les références associées. Cette petite discussion pour souligner le fait
que la méthode RPA avec une interaction dépendante en densité est capable de rendre
compte de nombreuses propriétés des noyaux doublement magiques. De fait, notre but
étant d’utiliser les descriptions les plus microscopiques, possédant bien sûr de nombreuses
validations vis à vis de l’expérience, le choix de cette théorie parâıt naturel.

C.3 Relations sur les opérateurs de bosons

La normalisation des états |N〉 peut s’écrire :

〈N ||N〉 = 1 = 〈0̃| [ΘN , Θ+
N

] |0̃〉 + 〈0̃|Θ+
NΘN |0̃〉 = 〈0̃| [ΘN , Θ+

N

] |0̃〉 , (C.18)

où l’on a utilisé la relation (III.37). Les définitions (III.43) conduisent au développement :

1 =
∑

(ph),(p′h′)

XN
phX

N
p′h′〈0̃| [a+

h ap, a
+
p′ah′

] |0̃〉 + Y N
phY N

p′h′〈0̃| [a+
p ah, a

+
h′ah′

] |0̃〉
− XN

phY
N
p′h′〈0̃| [a+

h ap, a
+
h′ap′

] |0̃〉 − Y N
phXN

p′h′〈0̃| [a+
p ah, a

+
p′ah′

] |0̃〉 . (C.19)

Les règles de commutation (III.40), avec l’approximation des quasi-bosons, conduisent au
résultat :

1 =
∑

(ph),(p′h′)

XN
phX

N
p′h′δp,p′δh,h′ − Y N

phY N
p′h′δp,p′δh,h′ . (C.20)

On a donc la condition sur les amplitudes des modes RPA :

∑
ph

XN
ph

2 − Y N
ph

2
= 1 . (C.21)

Il est utile de donner le résultat des contractions 〈0̃| [ΘN , Θ+
N ′
] |0̃〉, 〈0̃| [ΘN , ΘN ′ ] |0̃〉 et

〈0̃| [Θ+
N , Θ+

N ′
] |0̃〉. La définition (III.37) permet facilement d’obtenir les résultats :

〈0̃| [ΘN , Θ+
N ′
] |0̃〉 = δN,N ′

〈0̃| [ΘN , ΘN ′ ] |0̃〉 = 〈0̃| [Θ+
N , Θ+

N ′
] |0̃〉 = 0 .

(C.22)
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Ces règles de commutation indiquent que les opérateurs de création et d’annihilation
correspondants au mode RPA se comportent comme des opérateurs de boson vis à vis du
vide RPA. De plus on peut extraire de (C.22), une nouvelle condition sur les amplitudes
X et Y . La première relation de (C.22) donne la généralisation de (C.21) :

∑
ph

XN
phX

N ′
ph − Y N

phY N ′
ph = δN,N ′ . (C.23)

La seconde relation de (C.22) , avec l’approximation des quasi-bosons, donne :

∑
(ph),(p′h′)

XN
phY

N ′
p′h′ + Y N

phXN ′
p′h′ = 0 . (C.24)

C.4 États RPA à deux bosons

Les états du type Θ+
N1

Θ+
N2
|0̃〉 correspondant à un empilement de deux excitations de

bosons sur le vide RPA sont aussi vecteurs propres du Hamiltonien RPA, avec les éner-
gies propres EN = EN1 + EN2 . Pour établir une relation avec les excitations naturelles
du système, ces états doivent être d’une part normalisés, et d’autre part de spin J de
projection M et de parité Π définis. Ces dernières conditions s’expriment grâce aux règles
de couplages des moments angulaires. On peut définir un état |Nf ∈ (JμΠ)〉 tel que :

|N ∈ (JμΠ)〉 = N̂
[
Θ+

N1J1Π1
⊗ Θ+

N2J2Π2

]JμΠ |0̃〉

= N̂
∑

M1M2

Ĵ(−)−J1+J2−M

(
J1 J2 J

M1 M2 −M

)
Θ+

N1J1M1Π1
Θ+

N2J2M2Π2
|0̃〉 , (C.25)

où N̂ est un facteur de normalisation.

Cet état doit être symétrique dans l’échange des deux bosons, condition qui peut s’écrire :

|N ∈ (JμΠ)〉 =
[
Θ+

N1J1Π1
⊗ Θ+

N2J2Π2

]JμΠ |0̃〉 =
[
Θ+

N2J2Π2
⊗ Θ+

N1J1Π1

]JμΠ |0̃〉 . (C.26)

Le dernier membre de cette équation est défini par :
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[
Θ+

N2J2Π2
⊗ Θ+

N1J1Π1

]JμΠ |0̃〉

=
∑

M1M2

Ĵ(−)−J1+J2−M

(
J2 J1 J

M2 M1 −M

)
Θ+

N1J1M1Π1
Θ+

N2J2M2Π2
|0̃〉 . (C.27)

En utilisant le fait que les opérateurs de création de bosons commuttent, et en inversant
les deux premières colonnes du coefficient trois-j, on voit que l’égalité (C.26) est valable
seulement à la condition (−)J1+J2+J = 1. Ceci indique qu’on ne peut construire des états
à deux bosons seulement si J1 + J2 + J est un nombre pair.

D’autre part, la normalisation N̂ est définie par :

1 = 〈N ∈ (JμΠ)|N ∈ (JμΠ)〉

=
∣∣∣N̂∣∣∣2 Ĵ2

∑
M1M2M ′

1M ′
2

(
J1 J2 J

M1 M2 −M

)(
J1 J2 J

M ′
1 M ′

2 −M

)
〈0̃|ΘN ′

2
ΘN ′

1
Θ+

N1
Θ+

N2
|0̃〉 ,

(C.28)

où on a posé Ni ≡ NiJiMiΠi et N ′
i ≡ NiJiM

′
iΠi. En vertu des propriétés (C.22) des

opérateurs de boson , la contraction du membre de droite se réduit à :

〈0̃|ΘN ′
2
ΘN ′

1
Θ+

N1
Θ+

N2
|0̃〉 = δN1,N ′

1
δN2,N ′

2
+ δN1,N ′

2
δN2,N ′

1
. (C.29)

Dans le cas où l’on empile deux bosons de nombres quantiques NJΠ différents, le terme
δN1,N ′

2
δN2,N ′

1
disparâıt. Le terme subsistant implique M1 = M ′

1 et M2 = M ′
2. On peut donc

utiliser la relation :

∑
M1M2

Ĵ2

(
J1 J2 J

M1 M2 −M

)
= 1 , (C.30)

d’où la normalisation N̂ = eiθ, où θ est une phase arbitraire que l’on choisit égale à zéro.

Dans le cas où l’on empile deux bosons de nombres quantiques NJΠ identiques, le terme
δN1,N ′

2
δN2,N ′

1
subsiste et implique M1 = M ′

2 et M2 = M ′
1. La simplification (C.30) s’applique

à nouveau et on trouve facilement la normalisation N̂ = 1√
2
, avec la même convention de

phase que celle définie précédemment.

Ces résultats se résument par :
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|N ∈ (JμΠ)〉 =
1√

1 + δN1,N2

[
Θ+

N1J1Π1
⊗ Θ+

N2J2Π2

]JμΠ |0̃〉 ,

avec (−)J1+J2+J = 1 .

(C.31)

On peut calculer les éléments de matrice densité de transition correspondant à ces états :

ρ(N,0̃)

αβ = 〈N ∈ (IμΠ)|A+
αβ(IμΠ)|0̃〉 . (C.32)

avec

A+
αβ(IμΠ) =

[
a+

nβ ,jβ
⊗ ãnα,jα

]IμΠ

. (C.33)

Quand α, β = p, h ou h, p , l’élément de matrice est nul car il se ramène à la contraction
de trois opérateurs de boson sur le vide RPA.

Étudions maintenant le cas où α, β = p, p′. La méthode va de nouveau consister à intro-
duire une relation de fermeture sur les opérateurs à une particule puis à faire apparâıtre
des opérateurs de boson dont les contractions sur le vide RPA sont connues. Pour cela,

on découple (C.33) et on insère la relation de fermeture
∑

ν

aνa
+
ν ≈

∑
h

aha
+
h

1 :

ρ(N,0̃)

pp′ =
∑

mp,mp′ ,mh

sp′〈jpmp, jp′ − mp′ |Iμ〉 〈NIμΠ)|a+
p aha

+
h ap′|0̃〉 . (C.34)

Avec le bra associé au ket (C.31), cette équation devient :

ρ(N,0̃)

pp′ = N̂
∑

mp,mp′ ,mh

sp′〈jpmp, jp′ − mp′ |Iμ〉
∑

M1,M2

〈J1M1, J2M2|Iμ〉〈0̃|ΘN2M2J2Π2ΘN1J1M1Π1a
+
p aha

+
h ap′ |0̃〉 . (C.35)

En exprimant les opérateurs a+
p ah et a+

h ap′ respectivement en fonction des opérateurs

A+
JaMa

(p, h̃) et AJbM̄b
(p, h̃) (voir (III.47) et (III.51)), puis ces derniers opérateurs en fonc-

tion des opérateurs de bosons (voir III.53), l’équation (C.35) devient :

1L’approximation se justifie pour la même raison que celle évoquée lors de la dérivation des éléments
ρpp′ au paragraphe III.3.1
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ρ(N,0̃)

pp′ = N̂
∑

mp,mp′ ,mh

sp′〈jpmp, jp′ − mp′|Iμ〉
∑

M1,M2

〈J1M1, J2M2|Iμ〉
∑

Na,Nb

sh〈jpmpjh − mh|JaMA〉sp′〈jhmhjp′ − mp′ |JbMb〉(−)jp′−jh+Jb

XNaJAΠA
ph Y NbJbΠb

p′h 〈0̃|ΘN2M2J2Π2ΘN1J1M1Π1Θ
+
NaJaMaΠa

Θ+
NbJbMbΠb

|0̃〉 , (C.36)

où l’on a déjà éliminé les contractions ne donnant pas de contributions. La contraction
sur le vide RPA |0̃〉 est égale à δa,1δb,2 + δa,2δb,1 et donne, après introduction dans (C.36)
et quelques réarrangements :

ρ(N,0̃)

pp′ = N̂
∑

h

XN1J1Π1
ph Y N2J2Π2

p′h

∑
mp,mp′ ,mh

∑
M1,M2

sh(−)jp′−jh+J2

〈jpmp, jp′ − mp′|Iμ〉〈J1M1, J2M2|Iμ〉〈jpmpjh − mh|J1M1〉〈jhmhjp′ − mp′ |J2M2〉
+ (1 ↔ 2) , (C.37)

où l’on a utilisé s2
p′ = 1 et (−)J1+J2+I = 1. Le symbole (1 ↔ 2) signifie : la même expression

en intervertissant les labels 1 et 2. Nous allons réduire cette forme grâce à la relation (A.6)
entre coefficients 3-j et 6-j. La série des coefficients de Clebsch-Gordan dans (C.37) s’écrit
en vertu de (A.1) :

Î2Ĵ1Ĵ2(−)J1+J2+M1+M2

(
J1 J2 I

M1 M2 −μ

)(
jp′ jp I

−mp′ mp mu

)
(

jp′ J2 jh

mp′ M2 −mh

)(
jp jh J1

mp −mh −M1

)
. (C.38)

En utilisant les propriétés (A.2) et (A.3), on établit facilement la correspondance entre les
coefficients 3 − j ci-dessus et ceux présent dans (A.6). De plus, pour appliquer (A.6), on
doit introduire la phase (−)mp+m′

p+mh . Pour cela, on écrit (−)M1+M2 = (−)mp−m′
p qui, en

multipliant par sh, devient (−)mp−m′
p−mh = (−)mp+m′

p+mh (on a utilisé le fait que m′
p +mh

est un entier). D’autre part, dans (A.6), la somme porte sur toutes les projections de
moments angulaires. Mais comme seulement deux d’entre elles sont indépendantes, on
peut omettre la somme sur l’une des projections m n’apparaissant pas dans la phase et
diviser le résultat par 2m + 1. En choisissant m = μ , l’application de (A.6) devient
évidente. Finalement les éléments de matrice ρ(N,0̃)

pp′ sont donnés par :
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ρ(N,0̃)

pp′ = −N̂ Ĵ1Ĵ2

∑
h

XN1J1Π1
ph Y N2J2Π2

p′h

{
J1 J2 I

jp′ jp jh

}
(−)J1+jp−jh

+(1⇐⇒2)

, (C.39)

où le symbole (1 ⇐⇒ 2) signifie : la même expression en intervertissant les labels 1 et 2.

Les éléments de matrice ρ(N,0̃)

hh′ sont dérivés de manière équivalente et nous donnons seule-
ment le résultat :

ρ(N,0̃)

hh′ = N̂Ĵ1Ĵ2

∑
p

XN1J1Π1

ph′ Y N2J2Π2
ph

{
J1 J2 I

jh′ jh jp

}
(−)J2+jp−jh′

+(1⇐⇒2)

. (C.40)



Annexe D

Relation de fermeture dans l’espace
des fonctions d’onde du projectile

Dans cette partie, nous allons donner la démonstration qui permet de définir une relation
de fermeture construite à partir des solutions propres d’un Hamiltonien non hermitique.
La méthode est identique à celle utilisée dans [14] dans le cas d’un Hamiltonien hermitique.

D.1 Ondes planes

On introduit les états d’onde plane |k〉, solutions stationnaires de l’équation de Schrö-
dinger :

H0|k〉 = Ek|k〉 , (D.1)

avec Ek = k2

2μ
et H0 = T , T étant l’opérateur d’énergie cinétique. Ces états forment un

ensemble de vecteurs orthonormés :

〈k|k′〉 = δ(k − k′) , (D.2)

D’autre part, si l’on laisse de côté le spin, l’ensemble des ondes planes permet de décrire
l’espace des fonctions d’onde à une particule dans le continuum (car elles représentent
l’ensemble des solutions de L’ECOC {T, P}). On peut donc écrire l’opérateur identité
sous la forme de la relation de fermeture :

1̂ =

∫
dk|k〉〈k| . (D.3)
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Cette relation permet de décomposer tout vecteur |ψ〉 représentant un état du continuum
à une particule comme :

|ψ〉 =

∫
dkc(k)|k〉 , (D.4)

où les c(k) sont des fonctions à valeurs complexes définies par c(k) = 〈k|ψ〉.

D.2 Ondes distordues

Considérons maintenant l’équation de Schrödinger :

H|Ψ〉 = Ek|Ψ〉 , (D.5)

avec
H = H0 + V . (D.6)

Cette équation admet, pour une valeur propre Ek donnée, les solutions formelles :

|Ψ(±)(k)〉 = |k〉 +
1

Ek − H0 ± iη
V |Ψ(±)(k)〉 = |k〉 +

1

Ek − H ± iη
V |k〉 , (D.7)

où |k〉 est solution de l’équation homogène (D.1) et où les exposants (−) et (+) indiquent
respectivement les conditions aux limites d’onde entrante et d’onde sortante.

Calculons maintenant le produit scalaire 〈Ψ(±)(k′)|Ψ(±)(k)〉. Pour cela, on introduit
l’adjoint de la seconde égalité de (D.7), soit :

〈Ψ(±)(k′)| = 〈k′| + 〈k′|V + 1

Ek′ − H+ ∓ iη
. (D.8)

On se place dans le cas général où V �= V + (donc H �= H+). Avec (D.8), le produit
scalaire 〈Ψ(±)(k′)|Ψ(±)(k)〉 peut s’écrire :

〈Ψ(±)(k′)|Ψ(±)(k)〉 = 〈k′|Ψ(±)(k)〉 + 〈k′|V + 1

Ek′ − H+ ∓ iη
|Ψ(±)(k)〉 . (D.9)

En remplaçant, dans le premier terme de droite, |Ψ(±)(k)〉 par la première égalité de (D.7),
il vient :
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〈Ψ(±)(k′)|Ψ(±)(k)〉 = 〈k′|k〉+
〈k′| 1

Ek − H0 ± iη
V |Ψ(±)(k)〉 + 〈k′|V + 1

Ek′ − H+ ∓ iη
|Ψ(±)(k)〉 . (D.10)

On se place maintenant dans le cas où l’opérateur V est hermitique, donc dans le cas où
V + = V et H+ = H . En vertu des équations de Schrödinger (D.1) et (D.5), la relation
(D.10) devient :

〈Ψ(±)(k′)|Ψ(±)(k)〉 = 〈k′|k〉 +
〈k′|V |Ψ(±)(k)〉
Ek − Ek′ ± iη

+
〈k′|V |Ψ(±)(k)〉
Ek′ − E+

k ∓ iη
. (D.11)

En notant que les deux dénominateurs sont de signes opposés et en utilisant la relation
(D.2), on a simplement :

〈Ψ(±)(k′)|Ψ(±)(k)〉 = 〈k′|k〉 = δ(k − k′) . (D.12)

Cette relation d’orthogonalité nous permet de construire une relation de fermeture à partir
des solutions propres du Hamiltonien H , en admettant que cet Hamiltonien H ne possède
pas d’état lié, soit :

1̂ =

∫
dk|Ψ(±)(k)〉〈Ψ(±)(k)| . (D.13)

Cependant, on ne peut pas généraliser directement ce résultat au cas d’un Hamiltonien
non hermitique. En effet, comme d’une part les opérateur V et H ne sont pas auto-adjoints
et, d’autre part, le ket |Ψ(±)(k)〉 n’est généralement pas vecteur propre de H+, la relation
(D.10) ne peut plus se simplifier et conduire à la relation d’orthonormalité (D.12). On ne
peut donc plus construire de relation de fermeture de cette manière.

On va montrer que la solution réside dans l’utilisation des vecteurs propres de H+. Ces
vecteurs sont définis par l’équation de Schrödinger :

H+|Ψ̂(±)(k)〉 = Ek|Ψ̂(±)(k)〉 , (D.14)

avec H+ = H0 + V + .

Les solutions de cette équation peuvent formellement s’écrire :

|Ψ̂(±)(k)〉 = |k〉 +
1

Ek − H0 ± iη
V +|Ψ̂(±)(k)〉 = |k〉 +

1

Ek − H+ ± iη
V +|k〉 . (D.15)
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On va maintenant calculer le produit scalaire 〈Ψ̂(±)(k′)|Ψ(±)(k)〉 en suivant la même pro-
cédure que celle décrite dans le cas d’un Hamiltonien hermitique. L’adjoint de la seconde
égalité de (D.15) s’écrit :

〈Ψ̂(±)(k′)| = 〈k′| + 〈k′|V 1

Ek′ − H ∓ iη
. (D.16)

Avec cette relation, le produit scalaire recherché devient :

〈Ψ̂(±)(k′)|Ψ(±)(k)〉 = 〈k′|Ψ(±)(k)〉 + 〈k′|V 1

Ek′ − H ∓ iη
|Ψ(±)(k)〉 . (D.17)

En remplaçant dans le premier terme de droite le ket |Ψ(±)(k)〉 par la première égalité de
(D.7), il vient :

〈Ψ̂(±)(k′)|Ψ(±)(k)〉 = 〈k′|k〉
+ 〈k′| 1

Ek − H0 ± iη
V |Ψ(±)(k)〉 + 〈k′|V 1

Ek′ − H ∓ iη
|Ψ(±)(k)〉 . (D.18)

En utilisant les équations (D.1) et (D.14), il vient :

〈Ψ̂(±)(k′)|Ψ(±)(k)〉 = 〈k′|k〉 +
〈k′|V |Ψ(±)(k)〉
Ek − Ek′ ± iη

+
〈k′|V |Ψ(±)(k)〉
Ek′ − Ek ∓ iη

. (D.19)

En vertu de (D.2), cette équation se réduit immédiatement à :

〈Ψ̂(±)(k′)|Ψ(±)(k)〉 = δ(k − k′) . (D.20)

Grâce à cette relation d’orthonormalité on peut maintenant construire une décomposition
de l’opérateur identité 1̂ applicable à tout vecteur |ψ〉 de l’espace sous-tendu par les
vecteurs propres du Hamiltonien non hermitique H, soit :

1̂ =

∫
dk|Ψ̂(±)〉〈Ψ(±)| . (D.21)



Annexe E

Calculs de diffusion élastique de
protons et de neutrons
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(a) (b)

Fig. E.1 – (a) Sections efficaces différentielles et (b) pouvoirs d’analyse pour la diffusion
élastique de protons sur une cible de 48Ca. Comparaison entre les données expérimentales
F.1 (points) et les prédictions faites à partir du potentiel optique construit avec les densités
HF (courbes en tirets bleus) et les densités HF+RPA (courbes continues rouges).
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(a) (b)

Fig. E.2 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion élastique de protons sur une
cible de 40Ca. Voir légende de la figure E.1.
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(a) (b)

Fig. E.3 – Pouvoirs d’analyse pour la diffusion élastique de protons sur une cible de 40Ca.
Voir légende de la figure E.1.
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(a) (b)

Fig. E.4 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion élastique de protons sur une
cible de 16O. Voir légende de la figure E.1.
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(a) (b)

Fig. E.5 – Pouvoirs d’analyse pour la diffusion élastique de protons sur une cible de 16O.
Voir légende de la figure E.1.
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(a) (b)

Fig. E.6 – Sections efficaces différentielles pour la diffusion élastique de neutrons sur une
cible de 40Ca. Voir légende de la figure E.1.
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Table de références pour les données
expérimentales de la diffusion
élastique
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202 ANNEXE F. BASE DE DONNÉES POUR LA DIFFUSION ÉLASTIQUE

Réaction Ref. Énergies (MeV) Ref. Énergie (MeV)

208Pb(p,p)208Pb [107] 40 [108] 97, 185

[109] 45, 47.3 [110] 156

[111] 61.4 [112] 160

[113] 65 [114, 115, 116, 117] 201

[118] 79.9, 104.4, 121.2, 182.4

48Ca(p,p)48Ca [119] 40, 45, 48.4 [120] 201.4

[121] 65

40Ca(p,p)40Ca [107] 40 [108] 80.2

[122] 45.5 [118] 135.1

[123] 48, 49 [124] 152

[111] 61.4 [110] 156

[113] 65 [108] 160, 181

[124] 75 [125, 126] 201

16O(p,p)16O [127] 37.4, 43.1, 46.1 [128] 155

[129] 49.5 [130] 177

[113] 65 [131] 180

[132, 133] 135 [134] 200

[135] 142 [125] 201.4

208Pb(n,n)208Pb [136] 40 [137, 138] 65

[139] 65, 75, 85, 95, 107.5 [140] 96

127.5, 155, 185, 225 [141] 155

40Ca(n,n)40Ca [136] 40 [139] 107.5,127.5

[139],[137] 65 [139] 155,185

[139] 75,85,95

Tab. F.1 – Base de données pour la diffusion élastique de protons et de neutrons.
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Table de références pour les données
expérimentales de la diffusion
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204 ANNEXE G. BASE DE DONNÉES POUR LA DIFFUSION INÉLASTIQUE

Réaction E∗ (MeV) JΠ Énergies incidentes (MeV) et références

208Pb(p,p’)208Pb∗ 2.614 3− 39.7 [142], 54 [143], 61.2 [144], 80 [145],

98 [146],120 [145], 135.2 [147], 155 [148],

185 [149], 200 [150, 151, 152]

3.198 5− 54 [143], 61.2 [144], 135.2 [147],

185 [149], 200 [150, 151, 152]

3.709 5− 54 [143], 61.2 [144], 135.2 [147],

185 [149], 200 [150]

4.037 7− 201 [153]

4.085 2+ 54 [143], 61.2 [144], 65 [154],

135.2 [147], 185 [149], 200 [150, 152]

4.323 4+ 54 [143], 61.2 [144], 135.2 [147],

185 [149], 200 [150, 152]

4.422 6+ 135.2 [147]

4.610 8+ 135.2 [147], 200 [153]

4.895 10+ 80 [62], 135.2 [147]

6.097 12+ 135.2 [147]

6.44 12− 135.2 [147]

6.73 14− 135.2 [147]

6.73 11+ 80 [62]

7.825 10− 80 [62]

48Ca(p,p’)48Ca∗ 3.832 2+ 160 [155], 201[120]

4.507 3− 160 [155], 201[120]

5.729 5− 160 [155], 201[120]

40Ca(p,p’)40Ca∗ 3.737 3− 201 [125]

4.491 5− 201[125]

16O(p,p’)160∗ 6.130 3− 201.4[125]

Tab. G.1 – Base de données pour la diffusion inélastique de protons.
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Microscopic description of elastic and inelastic proton scattering
from 208Pb
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Abstract
Information on the equation of state (EOS) of neutron matter may be gained from studies of

208Pb. Descriptions of 208Pb require credible models of structure, taking particular note also of the
spectrum. Such may be tested by analyses of scattering data. Herein, we report on such analyses
using an RPA model for 208Pb in a folding model of the scattering. No a posteriori adjustment
of parameters are needed to obtain excellent agreement with data. From those analyses, the skin
thickness of 208Pb is predicted to lie in the range 0.13 − 0.17 fm.

PACS numbers: 21.60.Jz,24.10.Ht,24.10.Eq
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Interest in large-scale nuclear structure models for 208Pb, and the specification of matter

densities therefrom, is topical [1, 2]. The neutron skin thickness (S =
√〈r2

n〉 −
√〈

r2
p

〉
) of a

heavy nucleus is related to the radius of a neutron star [3], by virtue of the equation of state
of neutron matter, and understanding this relationship requires detailed knowledge of the
requisite proton and neutron densities, for which 208Pb has been used as the example. There
is a proposal to measure the skin thickness by parity-violating electron scattering from 208Pb
at the Jefferson Laboratory [4]. Thus realistic nuclear structure models are required in order
to understand neutron densities in heavy nuclei as well as neutron matter.

Previous estimates of the skin thickness of 208Pb, based on analyses of available electron
and nucleon scattering data, range from 0.1 to 0.3 fm [2, 5]. But the skin thickness alone
is not a sufficient constraint on the models of structure [2], and a proper evaluation of the
neutron density requires analyses of scattering data, for which proton scattering data from
208Pb are particularly suited. The dominance of the isoscalar 3S1 component of the nucleon-
nucleon (NN) interaction [6] ensures that proton scattering probes the neutron density
and vice-versa. Elastic scattering probes the neutron density directly; inelastic scattering
from 208Pb probes the transitions within the neutron surface and may provide additional
information by which the skin thickness and neutron EOS may be further constrained. It
is the purpose of this letter to use the Random Phase Approximation (RPA) to obtain
the spectrum of 208Pb and to evaluate the wave functions obtained therefrom in analyses
of elastic and inelastic proton scattering data. Such provides sensitive constraints to the
neutron density in 208Pb.

Microscopic optical potentials based on the Melbourne g folding model [2, 6–8] have been
successfully used in describing intermediate energy nucleon-nucleus (NA) elastic scattering
without any a posteriori adjustment of parameters. Therein, the optical potential for elastic
scattering is obtained from the folding of the NN g matrices for infinite matter with the
density matrix of the ground state of the target nucleus. However, the reliability of those
optical potentials so obtained rests upon the specification of a credible model of structure for
the target. As the optical potentials are found from the folding of effective NN interactions,
which are one-body operators with respect to the target nucleons, a requirement is that the
chosen model of structure exhibits nucleon degrees of freedom. Excellent agreement with
data has been achieved in the analyses of elastic scattering of 65 and 200 MeV data across
the mass range [6] and of exotic nuclei from hydrogen [7, 9]. In the case of 208Pb, analyses
of elastic scattering data allowed discrimination between disparate models of 208Pb which,
while predicting the same skin thickness, predicted different matter densities which were
reflected in the calculated cross sections [2].

Excellent agreement also has been achieved in describing inelastic scattering in light nuclei
self-consistently when using the same effective g matrix as the transition operator within
a distorted wave approximation (DWA) for the scattering, and when the transition density
matrix elements are obtained from the same underlying structure models. This has been
illustrated only for light nuclei [6]. Of particular note is the case of 6He [6, 7]: the neutron
halo in 6He was unambiguously established only with a self-consistent analysis of elastic and
inelastic scattering data.

With the RPA it is possible to describe inelastic scattering from heavy nuclei with the
same level of agreement as that for scattering from light nuclei. This allows for evaluation
of the models of nuclear structure for heavy nuclei, for which the specification of excited
states and of transitions to them is possible, providing additional constraints to the neutron
density. Using the RPA and quasi-particle RPA (QRPA) models for heavy nuclei to obtain
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density matrices is akin to the use of no-core shell models for light nuclei. Herein, we shall use
the Melbourne g folding model to obtain microscopic optical potentials for use in scattering
analyses and thus evaluate the wave functions obtained from the RPA.

The microscopic g-folding optical potential for NA elastic scattering has been described
in detail in a review article [6]; we present a brief summary of the model illustrating the
salient points with regards to the nuclear structure.

The microscopic, nonlocal, optical potential is obtained from the effective NN g matrices
in infinite matter. NN g matrices for infinite matter are solutions of the Bruckner-Bethe-
Goldstone equation in momentum space [6], and are derived from the Bonn-B potential [10]
for the calculations presented herein. We obtain effective NN g matrices in coordinate space
for finite nuclei whose Fourier transforms best map those momentum space (infinite nuclear
matter) values. The effective g matrices so obtained, which contain central, tensor, and two-
body spin-orbit terms, are folded with the ground state density matrix elements, obtained
from the assumed model of structure, to give the optical potential for elastic scattering. The
optical potential so defined is complex, energy-dependent and nonlocal. It has the form [6]

U(r, r′; E) = δ (r− r′)∑
α1m1α2m2

ρα1m1α2m2

∫
ϕ∗

α1m1
(s)gD(r, s; E)ϕα2m2(s) ds

+
∑

α1m1α2m2

ρα1m1α2m2ϕ
∗
α1m1

(r)gE(r, r′; E)ϕα2m2(r
′)

= UD(r; E)δ (r − r′) + UE(r, r′; E) , (1)

where the subscripts D, E designate the direct and exchange contributions, respectively,
α ≡ {n, l, j}, corresponding to the occupied single-particle orbits, and

ρα1m1α2m2 =
〈
ΨJiMi

∣∣a†
α1m1

aα2m2

∣∣ΨJiMi

〉
, (2)

is the density matrix. (For 208Pb, Ji = Mi = 0.) The coordinates r and r′ are projectile
coordinates. The coordinate-space code DWBA98 [11] has been used to obtain the results
presented herein.

Inelastic scattering is obtained in the DWA using the effective g matrices, specified for
elastic scattering, as the transition operators. The DWA transition amplitudes can be writ-
ten as

T
MfMiν

′ν
Jf Ji

(θ) =
〈
χ

(−)
ν′ (ko0)

∣∣∣ 〈ΨJfMf
(1 · · ·A)

∣∣Ageff(0, 1)

A01

{∣∣χ(+)
ν (ki0)

〉 |ΨJiMi
(1 · · ·A)〉} , (3)

where the distorted wave functions are denoted by χ
(±)
μ (kq) for an incoming/outgoing proton

with spin projection μ, wave vector k and coordinate set ‘q’ (either 0 or 1). The nuclear
wave functions are denoted by ΨJM(1 · · ·A) and, since all pairwise interactions between the
projectile and every target nucleon are assumed to be the same, it is convenient to make
a cofactor expansion of the nuclear wave functions from which the transition amplitudes
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FIG. 1: Proton (top) and neutron (bottom) densities for 208Pb. The results obtained from the
RPA and SkM* models are shown by the solid and dashed lines, respectively.

expand to the form, for spin-zero targets,

T
MfMiν′ν
Jf Ji

(θ) =
∑

α1α2m1m2

(−1)j1−m1√
2Jf + 1

〈j2 m2 j1 −m1| Jf Mf〉
〈

Jf

∥∥∥∥[a†
j2
× ãj1

]Jf

∥∥∥∥ 0

〉
×

〈
χ

(−)
ν′ (ko0)

∣∣∣ 〈ϕα2m2(1)|geff(0, 1)

A01

{∣∣χ(+)
ν (ki0)

〉 |ϕα1m1(1)〉} . (4)

The one-body transition density matrix elements are obtained from the relevant structure
model. Exchange terms enter naturally by the action of the two-body antisymmetrisation
operator A01 on the bound nucleon and projectile in the initial state. The optical potentials
and observables obtained therefrom are also calculated using DWBA98 [11].

The densities for the ground state of and transitions in 208Pb were obtained from an RPA
calculation using the D1S effective NN force of Gogny [12, 13], which is density dependent
and includes finite-range exchange terms. That is used in a self-consistent RPA theory
to obtain the relevant density matrix elements and single-particle wave functions. The
RPA accounts for ground state correlations induced by collective excitations, beyond the
Hartree-Fock approximation, and allows for the specification of transitions to excited states.
For comparison in elastic scattering, we have also used densities obtained from a Skyrme-
Hartree-Fock calculation using the SkM* interaction [14]. That model was deemed most
appropriate for the description of the ground state of 208Pb based on analyses of the neutron
skin thickness, elastic electron scattering data and elastic proton and neutron scattering
data [2]. The predicted skin thickness from the SkM* model is 0.17 fm [2] while that from
our RPA calculation is 0.13 fm.

The densities, from the RPA and SkM* models of structure, and normalised to proton and
neutron number, are shown in Fig. 1. The results obtained from the RPA and SkM* models
for both the proton and neutron densities largely agree with each other. The predicted
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FIG. 2: Elastic scattering of 121 MeV protons from 208Pb. The data of Nadasen et al. [15] are
compared to the results of g-folding optical model calculations made using SkM* (solid line) and
RPA (dashed line) densities.

proton rms radii are 5.47 fm and 5.45 fm for the RPA and SkM* models, respectively,
while the predicted neutron rms radii are 5.59 fm and 5.62 fm, respectively. This significant
difference in the neutron radii is reflected in the neutron density only at the surface, where
the RPA model predicts a sharper surface leading to the smaller skin thickness.

As there are no available elastic scattering data at 135 MeV, the energy at which relevant
inelastic scattering data exist, we compare results of the g-folding optical model calculations
for the scattering using the RPA and SkM* densities with data taken at 121 MeV [15].
Those comparisons are shown in Fig. 2. Note that these calculations are predictive: no
adjustments at all have been made to find a better fit to the data. Clearly, there is excellent
agreement between the results of the calculations and the data indicating that the densities
obtained from both the RPA and SkM* models are reliable. The cross section is insensitive
to the difference in the models which is largely confined only to the surface. This is expected
as the optical potential is dependent on the volume integral of the density and so surface
effects are relatively minor. Hence, to investigate the surface we turn to inelastic scattering.
However, we only use the RPA in those analyses as the Skyrme-Hartree-Fock models cannot
specify transitions.

As a first test of the transition densities obtained from the RPA for the transitions to
the 2+

1 (4.08 MeV) and 3−1 (2.61 MeV) states in 208Pb, we calculate the B(E2) and B(E3)
values for those transitions. The values obtained from our model are 0.296 × 104 e2fm4

and 0.692 × 106 e2fm6 for the B(E2) and B(E3) respectively. Those values obtained from
experiment are 0.318(13) × 104 e2fm4 [16] and 0.611(12) × 106 e2fm6 [17] for the B(E2)
and B(E3), respectively. The excellent level of agreement between our model results and
the data indicates that no effective charges are needed in the transition matrix elements to
correct for any truncations in the model space. Therefore, we may use the bare transitions
density matrix elements in the calculations of inelastic scattering without the use of effective
charge corrections.

The Melbourne g matrix at 135 MeV has been used successfully in analyses of scattering
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FIG. 3: Inelastic scattering to the 2+
1 (4.08 MeV) and 3−1 (2.61 MeV) states in 208Pb. The data

of Adams et al. for scattering to the 2+
1 and 3−1 states are displayed by the circles and squares,

respectively. The results of the g-folding calculations made to the 2+
1 and 3−1 states are displayed

by the solid and dashed lines, respectively.

from 3He and 12C [6]. We have used that g matrix in the calculations of the DWA transition
amplitudes for inelastic scattering to the 2+

1 and 3−1 states in 208Pb, for which the transition
densities were obtained from our RPA calculation. In Fig. 3 we present results for the
scattering to both the 2+

1 and 3−1 states. The data of Adams et al. to the 2+
1 and 3−1

states are denoted by the circles and squares respectively, while the results of the g-folding
calculations made are shown by the solid and dashed lines, respectively.

As with the elastic scattering, the agreement between the results of the g-folding calcu-
lation and the data for scattering to the 2+

1 state shown in Fig. 3 is excellent. Again, note
that our calculations are predictions. In contrast, phenomenological analyses of those data
[18] required a deformed spin-orbit term reflecting the density of 208Pb and for which the
deformation parameters for each transition were fitted to each set of data. Our result is
in general agreement with that phenomenological one without the need of any additional
spin-orbit components to the underlying g matrix.

In the case of scattering to the 3−1 state (Fig. 3), the agreement between our results
(predictions once more) and the data is not quite as good as those for the elastic scattering
or the 2+

1 transition. The earlier phenomenological calculation [18] does better by virtue
of fitting the deformation parameters of that optical potential to the data being described.
Note that both the data and our results naturally follow the phase rule of Blair [19].

It is insightful to compare our results with those of a semi-microscopic calculation [20]
in which a tρ form of the optical potential with transition densities obtained from analyses
of inelastic electron scattering was used. The t matrices used in that analyses were those
of Love et al. [21]. Those analyses gave quite a good reproduction of the 3−1 transition
when the requisite densities were obtained from electron scattering data, and when just the
central and two-body spin-orbit components of the t matrix were chosen. They do not,
however, reproduce the 2+

1 transition. Agreement with those data is achieved only when the
central term of the t matrix is used. In part, that may be due to a problem in extracting
the transition density from the available electron scattering data [20]. However, the problem
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may also lay in the isoscalar assumption, equating the proton and neutron densities, which
was used in constructing these optical potentials. The reason as given was that the isoscalar
parts of the interaction are much larger than the isovector parts. Yet that assumption fails
to conserve neutron number and so the density dependence of their potentials is not correct.
This would be especially problematic in proton scattering at these energies. As proton
scattering probes primarily the neutron density it is important to ensure that the correct
neutron density is used. That is the case with the present calculations.

We have predicted, using a fully microscopic parameter-free model, the elastic and inelas-
tic scattering of intermediate energy protons from 208Pb. The densities used for the elastic
scattering and transitions were obtained from an RPA calculation using the D1S effective
NN interaction. The RPA model allowed for an effective no-core microscopic model descrip-
tion of the spectrum of 208Pb. The skin thickness obtained using the RPA wave functions
is 0.13 fm, as compared to 0.17 fm obtained from the SkM* model. Those RPA densities
were folded with the Melbourne g matrices to give the microscopic optical potentials needed
to describe the scattering without any fitting of parameters to the data being described a
posteriori. Excellent agreement has been obtained for both elastic and inelastic scattering
commensurate with descriptions of elastic and inelastic scattering for much lighter nuclei.
As a result, we are pursuing analyses of inelastic scattering up to and including excitation
of the 12+ state. The present analyses, together with those obtained previously, lead to
a prediction of the skin thickness in the range 0.13 < S < 0.17 fm. While these results
were obtained using the pure RPA, they give encouragement to studying the structures of
heavy nuclei with nucleon scattering when one generalises also to the use of the QRPA or
Generator Coordinate Method [22]. The information gained on the neutron densities of such
nuclei may then be used to study effectively the neutron equation of state.
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Résumé :

Lors d’une collision entre un nucléon et un noyau cible, différentes réactions peuvent se produire,
comme les diffusions élastique et inélastique du nucléon, l’échange de charge ... Afin de décrire ces
réactions, différents modèles sont utilisés : les modèles de réactions directes, de pré-équilibre et
de noyau composé. Le but de ce travail de thèse est d’étudier dans une approche quantique sans
paramètre ajustable, les réactions directes et de pré-équilibre pour des diffusions de nucléons sur
des noyaux à couches fermées. Une première étude concerne les réactions directes : nous décrivons
les diffusions de nucléons en utilisant la matrice-G de Melbourne, représentant l’interaction entre
le projectile et un nucléon de la cible, et les fonctions d’onde RPA qui décrivent les états du
noyau cible. Cette approche est entièrement microscopique : aucun paramètre ajustable n’est
utilisé. Dans la seconde étude, nous nous concentrons sur la diffusion inélastique de nucléons
pour de grands transferts d’énergie, processus pour lequel le mécanisme de pré-équilibre prend
de l’importance. Différents modèles ont été développés dans la passé pour tenir compte du
mécanisme de pré-équilibre. Ils sont basés sur le développement de Born de l’amplitude de
transition associée au processus inélastique et utilisent différentes hypothèses qui n’ont jamais
vraiment été vérifiées. Nous avons réalisé quelques comparaisons de sections efficaces du second
ordre calculées avec et sans les approximations invoquées par ces modèles. Ces études nous
permettent de critiquer certaines de ces approximations et de définir quelques directions en vue
d’améliorer les modèles quantiques de pré-équilibre.

Mots-clés :

physique nucléaire, diffusion de nucléons, potentiel optique, réactions directes,
pré-équilibre, modèles microscopiques, Random Phase Approximation, double hélicité

Abstract :

When a nucleon collides with a target nucleus, several reactions may occur : elastic and inelastic
scatterings, charge exchange ... In order to describe these reactions, different models are involved :
the direct reactions, pre-equilibrium and compound nucleus models. Our goal is to study, within
a quantum framework and without any adjustable parameter, the direct and pre-equilibrium
reactions for nucleons scatterings off double closed-shell nuclei. We first consider direct reac-
tions : we are studying nucleon scattering with the Melbourne G-matrix, which represents the
interaction between the projectile and one target nucleon, and with RPA wave functions which
describe all target states. This is a fully microscopic approach since no adjustable parameters
are involved. A second part is dedicated to the study of nucleon inelastic scattering for large
energy transfer which necessarily involves the pre-equilibrium mechanism. Several models have
been developed in the past to deal with pre-equilibrium. They start from the Born expansion
of the transition amplitude which is associated to the inelastic process and they use several
approximations which have not yet been tested. We have achieved some comparisons between
second order cross sections which have been calculated with and without these approximations.
Our results allow us to criticize some of these approximations and give several directions to
improve the quantum pre-equilibrium models.

Keywords :

nuclear physics, nucleon scattering, optical potential, direct reactions,
pre-equilibrium, microscopic models, Random Phase Approximation, double helicity
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