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Introduction générale et organisation de la thése

Si le concept et le formalisme mathématique de la dérivation non entiere (réelle ou
complexe) sont issus des travaux de mathématiciens célebres tels que Laplace, Liouville,
Abel, Riemann et Cauchy et remontent ainsi au début du XIX™ siécle, sa synthése et ses
applications dans les sciences physiques et les sciences pour l'ingénieur relévent des

contributions scientifiques de la seconde moitié de ce siécle.

L'opération scientifique "Systémes a dérivées non entieres" que supporte l'équipe
CRONE concerne a la fois la théorie des systemes, l'automatique, la robotique et, d'une

maniére plus annexe, le traitement du signal et de l'image.

Le théme général des recherches de 1'équipe CRONE releve d'un projet a vocation
unitaire initialis¢é en 1975 par son responsable, & savoir la dérivation non entiére en tant
qu'opérateur et outil de modélisation, sa synthese étendue au corps des complexes ainsi que
ses applications dans les sciences pour l'ingénieur. Plus spécifiquement, en raison de
I'appartenance de I'équipe CRONE au Laboratoire d'Automatique et de Productique de
Bordeaux, un axe de recherche particulierement privilégi¢ est celui de l'application de la
dérivation non entiére en automatique a travers l'identification par modéle non entier et la

commande CRONE, abréviation de Commande Robuste d'Ordre Non Entier.

Les motivations d'une telle thématique sont dictées par le souci constant de défendre
la thése suivante : étant donné ses propriétés de "compacité", l'opérateur de dérivation non
entiere constitue 1'outil mathématique par excellence pour modéliser avec un minimum de
paramétres le plus grand nombre de phénomenes relevant tout aussi bien des sciences pour
l'ingénieur que des sciences biologiques et physico-chimiques ; l'exploitation des modéles
réduits correspondants conduit alors a des propriétés remarquables tant par leur caractére

novateur et original que par la simplicit¢ de leur formulation. Pour défendre cette these,
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I'équipe s'attache a développer un corpus théorique puis, par souci applicatif, a le concrétiser
par des transferts technologiques relevant d'une véritable valorisation de la recherche amont.
Les travaux qui font I'objet de ce mémoire s'inscrivent dans cet axe de recherche, le contexte
d'étude étant plus particulierement celui de la représentation et de 1'identification de systéme

par modele non entier.

En dehors des annexes, la progression de la thése est ponctuée par cing chapitres dont

le contenu est présenté ici de maniére introductive.

Le chapitre 1 commence par rappeler les définitions et les principales propriétés des
opérateurs d'intégration puis de dérivation d'ordre non entier réel ou complexe. Une
interprétation originale, fondée sur le produit de convolution entre la fonction a différentier et
un "facteur d'oubli”, est notamment présentée. Les hypothéses de travail sur les systémes

étudiés dans ce mémoire sont enfin formulées.

Le chapitre 2 reléve des domaines d'étude qui suscitent les plus vifs intéréts tant
auprés des automaticiens que des mathématiciens. Ce chapitre propose en effet une
représentation continue dans un espace d'état généralisé d'un systéme linéaire non entier
complexe, scalaire ou multivariable. La représentation d'état non entiere est définie puis
étudiée a travers le calcul de la réponse impulsionnelle analytique d'un systéme non entier
complexe commensurable : une attention particuliere est portée a la détermination des pdles
et un théoréme de stabilité est établi ; celui-ci porte sur une condition relative, d'une part, a la
position des valeurs propres et, d'autre part, a la valeur de I'ordre complexe commensurable.
La derni¢re partie du chapitre est consacrée a la présentation de quelques méthodes de
simulation numérique d'un systeme non entier. Les méthodes directes sont basées sur la
discrétisation de 1'équation différentielle non entiére par une approximation numérique de
l'opérateur de dérivation non entiere. Les méthodes indirectes sont quant a elles fondées sur

'approximation de la transmittance non entiere par une transmittance non entiere.

Le chapitre 3 traite de l'application de l'opérateur de dérivation non entiére a la
modélisation des phénomenes de diffusion, le champ applicatif retenu étant celui de la
thermique. Il consiste en 1'étude du transfert de chaleur dans six milieux semi-infinis et finis.
Dans chaque cas, la transmittance obtenue, obtenue par transformation de Laplace des
équations aux dérivées partielles, fait I'objet d'approximations conduisant a des transmittances
réduites entiéres et non entieres. La comparaison des approximations, au moyen des
diagrammes de Bode, révele de bien meilleures performances en faveur des transmittances

non entieres.
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Le chapitre 4 est consacré a I'identification temporelle par modele non entier. Portant
sur une équation différentielle non enti¢re, deux types de méthodes d'estimation paramétrique
sont présentées : les méthodes a erreur d'équation et les méthodes a erreur de sortie. Les
méthodes a erreur d'équation exploitent la technique d'optimisation des moindres carrés
linéaire. Dans ce cas, seuls les coefficients des opérateurs différentiels sont estimés, les ordres
de dérivation étant supposés connus. Deux méthodes sont proposées, l'une basée sur la
discrétisation de 1'équation différentielle, 'autre sur l'utilisation de filtres de variables d'état
non entiers et faisant ainsi le lien avec la représentation d'état non entiere présentée au
chapitre 2. Les méthodes a erreur de sortie utilisent 1'algorithme d'optimisation non linéaire de
Marquardt, les ordres de dérivation étant alors estimés au méme titre que les coefficients.
Deux méthodes sont proposées. Développée par Trigeassou, la premiere est fondée sur
l'approximation de 'opérateur d'intégration non entiére par une répartition récursive de zéros
et de pdles, la seconde étant quant a elle basée sur la forme diagonale de la représentation

d'état non entiére définie au chapitre 2.

Le chapitre 5 propose une application de l'identification par modele non entier a la
résolution d'un probléme inverse en thermique. L'exemple d'illustration retenu consiste en
l'estimation des conditions thermiques de coupe en usinage par tournage. Réalisée en deux
étapes, la méthode proposée commence par identifier le comportement dynamique de I'outil
de coupe par un modele non entier. La seconde étape consiste ensuite a "inverser" ce modele

pendant la phase d'usinage afin d'estimer le flux et la température a la pointe de 1'outil.
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Chapitre 1

Opérateurs différentiels non entiers et
systémes linéaires non entiers

1.1 — Introduction

L'extension de la notion d'ordre de dérivation au corps des complexes date du XIXeme
siecle et reléve principalement des travaux de Liouville et Riemann [Miller et Ross,
1993][Oldham et Spanier, 1974][Samko et al., 1993]. Si la définition mathématique d'un tel
concept s'avere incontestable, sa dénomination reste plus confuse, prenant en effet dans la
littérature des appellations différentes, parfois inspirées du terme générique anglais "fractional
calculus". Il est vrai que les appellations "dérivation d'ordre complexe", "dérivation non
entiere", "dérivation fractionnaire" ou bien "dérivation généralisée" désignent toutes la méme
notion. Dans un souci de clarté et afin de ne pas alourdir la lecture de ce mémoire, les
appellations génériques "dérivation non entiere" ou "intégration non entiére" sont retenues
pour désigner les opérateurs différentiels d'ordre complexe, méme si ce choix revét un
caractére restrictif sachant que la qualification "non entiere" se veut couvrir des ordres de
dérivation entiers, non entiers, réels ou complexes. Lorsqu'une distinction entre ordre
strictement réel et ordre complexe mérite d'étre soulignée, ces appellations sont
respectivement complétées par les qualificatifs "réelle" ou "complexe". On parle alors de
"dérivation non entiere réelle" ou de "dérivation non entiére complexe". Par analogie, la
méme syntaxe est utilisée pour désigner un "systeme non entier" ainsi qu'un "modele

d'identification non entier".

En Physique, l'utilisation de l'opérateur de dérivation non entiere réelle est maintenant
largement répandue dans des domaines aussi variés que la mécanique, l'automatique, la

thermique ou I'électrochimie...
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Chapitre 1 Opérateurs différentiels non entiers et systemes linéaires non entiers

En revanche, l'application de l'opérateur de dérivation non entiere complexe est
relativement récente et se limite pour l'instant a la synthése de commande robuste (commande
CRONE de 3°™ génération).

L'objectif de ce chapitre est de poser les bases théoriques des chapitres suivants, en

rappelant les définitions et principales propriétés des opérateurs différentiels non entiers.

Trois parties composent ce chapitre. Les deux premiéres sont respectivement
consacrées aux définitions des opérateurs d'intégration puis de dérivation non enticre, la

troisieme partie étant réservée a la définition des hypothéses d'étude.

1.2 — Intégration non entiere

1.2.1 — Définition

Inspirée de la formule de Cauchy, la définition de Riemann-Liouville de l'intégrale

dordre ne C (tel que Re(n)>0) d’une fonction A7) de R dans C, a été établie au XIX™™

siecle sous la forme de 1'expression suivante :

1>t
A t 0
1" £(t)= | /() dr avec <ty € R, (1.1)
t 1-n
SO oe!

ou I'(n) est la fonction Gamma généralisée aux nombres complexes, soit :

I'(n)= j-e'xx”_ldx. (1.2)
0

Peu d'ouvrages retracent l'historique de I'établissement de cette définition issue de
correspondances scientifiques entre plusieurs mathématiciens célebres comme L'Hopital,
Leibnitz, Euler, Lacroix, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Sonin, Laurent, Griinwald ou
Letnikov. Pour une description détaillée de ces correspondances, le lecteur pourra se référer
aux ouvrages de [Samko et al., 1993], de [Miller et Ross, 1993] ainsi que de [Oldham et
Spanier, 1974].

Pendant longtemps, ce nouvel opérateur a été¢ considéré par les physiciens comme un
concept mathématique sans application possible pour les Sciences Physiques. Ce n'est que
récemment (2éme partie du XXeéme si¢cle) que son application, notamment en Sciences pour

I'Ingénieur s'avére significative, l'exemple le plus frappant étant celui de la commande
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Chapitre 1 Opérateurs différentiels non entiers et systemes linéaires non entiers

CRONE qui, a travers ses trois générations, exploite les propriétés de cet opérateur, avec des

ordres strictement réels pour les deux premieres générations puis complexes pour la troisieéme.

Le peu d'intérét que les physiciens ont porté a cet opérateur n'est certes pas étranger a
la difficulté de lui attribuer un sens géométrique ou physique comparable a celui que 1'on
accorde a l'intégration d'ordre entier. Lorsque 1'ordre d'intégration n est complexe, I'image de

"l'aire sous la courbe" ou de la "charge d'un condensateur" perd en effet son sens.

Néanmoins, dans le cas ou l'ordre n est réel, la définition (1.1) peut étre interprétée
comme l’aire de la surface que définit la fonction f (l) pondérée par un facteur d’oubli
représenté par la fonction ﬁ Ainsi, si n est égal a 1, It’:) f (t) est une intégrale

n)t—7)
classique, toutes les valeurs de f{¢) ayant le méme ‘poids’. Si n est un réel compris entre 0 et
1, les valeurs les plus récentes ont plus de ‘poids’ que les plus anciennes. La figure 1.1
représente les variations du facteur d'oubli pour des valeurs de n comprises entre 0.1 et 1. A
travers cette interprétation, les différentes pondérations obtenues en faisant varier 1'ordre
d'intégration n mettent en évidence l'aptitude de cet opérateur a décrire des phénomenes
physiques a mémoire longue tels que les phénomenes de diffusion (dont le lien analytique

avec les opérateurs différentiels non entiers est rappelé au chapitre 3).

18
1.6
14 ”
1.2
— 1
_ ! — 09
5 — 08
S 08 — 07 A —
s | —— 14— 06
% 06 0.5
8 — 04—
oub | — 03 -
: — 0.2 [ s
—_ — 0.1 T
0.2 =
T
—/—'_—_'_’— —I—’_’_'_'-’
——

0
20 -18 16 -14 -12 10 -8 -6 -4 -2 0
temps ¢ —7 pour =0

Figure 1.1 — Courbes représentatives des variations du facteur d'oubli

dans le cas d'une intégrale d'ordre réel n tel que 0.1<n<lI
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Chapitre 1 Opérateurs différentiels non entiers et systemes linéaires non entiers

Dans le cas ou l'ordre de dérivation est complexe, l'interprétation n'est pas aussi simple
puisque le facteur d'oubli devient une fonction a valeurs complexes. Celui-ci agit alors a la
fois sur le module et sur I'argument de la fonction f{#). A titre d'exemple, la figure 1.2
représente les variations du module du facteur d'oubli pour des ordres d'intégration dont la
partie réelle est comprise entre 0.1 et 1 et dont la partie imaginaire est fixée a 0.5. La figure

1.3 représente les variations de I'argument pour les mémes ordres d'intégration.

3
— 1+0.5i
o5 —— 0.9+0.5i
: — 0.8+0.5i
—— 0.7+0.5i
5 —— 0.6+0.5i
2 2 0.5+0.5i
° — 0.4+0.5i
3 — 0.3+0.5i
815 —— 0.2+0.5i
S — 0.1+0.5i
©
()
3
o
£

0 H H
20 -18 -16 -14 12 10 -8 -6 -4 -2 0
temps 1 —7 pour t =0

Figure 1.2 — Courbes représentatives des variations du module du facteur d'oubli
pour des ordres d'intégration dont la partie réelle est comprise entre 0.1 et 1

et dont la partie imaginaire est fixée a 0.5
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Chapitre 1 Opérateurs différentiels non entiers et systemes linéaires non entiers
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Figure 1.3 — Courbes représentatives des variations de l'argument du facteur d'oubli
pour des ordres d'intégration dont la partie réelle est comprise entre 0.1 et 1

et dont la partie imaginaire est fixée a 0.5

Remarque importante - L'analyse de ces 2 figures révele que lorsque n est complexe,

l'intégrale 7 t" f (l) est une fonction a valeurs complexes méme si f{¢) est réel. Cette propriété
0

fait plus loin 1'objet d'une discussion sur l'interprétation physique. [ |

1.2.2 — Condition d’existence et propriété de composition

1.2.2.1 — Condition d’existence

Pour que I’intégrale non enti¢re d'une fonction temporelle f (t) existe, il suffit que f

soit continu par morceaux sur ]to ,+ oo[ et intégrable sur [to , t] pour tout ¢ >¢.
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Chapitre 1 Opérateurs différentiels non entiers et systemes linéaires non entiers

1.2.2.2 — Composition de deux intégrations non entiéres

Les opérateurs d'intégration non entiére vérifient la propriété de semi-groupe, soit
[Samko et al., 1993] :

y @(l’ll)>0

Re(ny)>0 (1.3)

RO = 1), avee {

1.2.3 — Transformée de Laplace de l'intégrale non entiére d'une fonction temporelle

L'interprétation de 1'équation (1.1) comme un produit de convolution permet le calcul
de la transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre complexe d'une fonction temporelle

causale, soit [Oldham et Spanier, 1974] :

il {trz 5)*f( )}

LT
) = Lo,

(1.4)

ou %@(n) >0 et F(s)= f{f(t)}, s = 0+ jw désignant la variable de Laplace.

Cette relation traduit un résultat remarquable en ce sens qu'elle généralise la formule

bien connue dans le cas entier.
Il est ici important de noter que s” est une fonction multiforme de C. En effet, en

exprimant s = ,oej‘9 et n=a+ jb, le développement de s” conduit a :

. +1b .
§" =(ﬁ’]9)a ] =pae-b6?eja9’ (15)

relation dans laquelle la multiformité apparait a travers la fonction el® 1 est donc
nécessaire, par une coupure du plan complexe (figure 1.4), de limiter a 2 la plage de
variation de 1'argument de la variable s. Cette coupure, définie par la demi-droite d’origine
0(0,0) et d’angle orienté ¢ par rapport a 1’axe des abscisses, doit étre choisie de maniere a

respecter deux contraintes :

- 5" doit garder son sens classique lorsque 7 est entier ;
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Chapitre 1 Opérateurs différentiels non entiers et systemes linéaires non entiers

- afin de pouvoir calculer la transformée inverse de Laplace d'une fonction, la coupure
ne doit pas croiser la droite verticale du demi-plan droit définie par les bornes de 1’intégrale
de Mellin-Fourier (équation (2.19)).

Ainsi, en définissant I’argument de s comme ’angle orienté @ tel que O ]¢—2n, ¢[,

I’angle ¢ de la coupure doit respecter I’inégalité suivante :

T 3n
—<p<—. (1.6)
2 ¢ 2
m?m,(s)
Coupure du plan
complexe
Y Rels)

Figure 1.4 - Représentation de la coupure du plan opérationnel

1.3 — Dérivation non entiére

1.3.1 — Définition

Pour définir la dérivée non entiére d'une fonction temporelle, les notations suivantes

sont adoptées :
n= \_R@(n)J+ {ﬁ@(n)}+i jm(n) , (1.7)
ou ene C;

o|_ @(n)J : partie entiére de Ro(n) ;

0{ @(n)} : partie non entiere de ﬁ@(n) telle que 0 < { @(n)}< l.
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La dérivée d'ordre ne C (tel que Re(n)>0) d’une fonction f(f) de R dans C est alors

définie par la dérivée entiere d'une intégrale non entiére (dont la partie réelle de 1'ordre
p g p

d'intégration est comprise entre 0 et 1), soit [Samko et al., 1993] :

to dr t

. f(t)i( d jma(ﬂ)JJrl([l‘{%”’(")}_iym(n)f(f)j | (18)

En utilisant la définition de 1'intégrale non entiere (1.1), 1'équation (1.8) devient :

t>1
e Lo (At /@)
Dtof(l)—m(aj IOWG’T , avec %@(l’l)>0 . (19)

m= \_ o/(n)J+1

Deux propriétés remarquables distinguent une dérivation non entiere d'une dérivation

entiere :
- 2 parameétres, n et t;, sont nécessaires a sa définition, le choix de #, faisant plus
loin l'objet d'une discussion approfondie ;

- sa définition étant basée sur celle d'une intégration non entiére, une dérivation non
entiere revet un caractere global contrairement a une dérivation enticre. Il s'avere en effet que

la dérivée non enticre de f{¢) nécessite la connaissance de f{¢) sur l'intervalle [to, t] alors que

dans le cas entier, seule la connaissance ‘locale’ de fautour de ¢ est nécessaire.

Ces propriétés permettent d'interpréter les systémes non entiers comme des systémes a
mémoire longue, les systetmes entiers étant alors interprétables comme des systémes a

mémoire courte.

Remarques

e Lorsque Re(n)<0, I’intégrale d’ordre n est définie par :

A
Iy 1(0)=D;" 1), (1.10)

de méme que la dérivée d’ordre n est définie par :

A
D"f(t):lt_onf(t). (1.11)

)
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Ces définitions permettent ainsi de parler indifféremment d'intégration ou de

dérivation, seul le signe de la partie réelle de l'ordre étant déterminant.

¢ Si n=0, on pose

DY f(e)=1 £(e)= £12). (1.12)

e Comme pour l'intégrale non entiére complexe, la dérivée non entiere complexe d'une

fonction temporelle a valeurs réelles est a valeurs complexes.

1.3.2 — Condition d'existence et propriétés

1.3.2.1 — Condition d’existence

Pour que la dérivée non enticre d'une fonction temporelle f (t) existe, il suffit que

£(¢) puisse s'écrire :

1) = =10V nle—10) AeC
ou ,avec { Re(d)>-1 (1.13)
F6)=(t—1 )/1 In(t -t )7t —t0) 7(¢) fonction analytique de C pour 7 >0

1.3.2.2 — Propriétés principales

e La dérivée non entiere de l'intégrale de méme ordre d'une fonction temporelle est

telle que :

D" olt’(’) 7(6)= 1) avec Re(n) >0, (1.14)

lo
cette relation n'étant pas toujours vraie pour R o(n)<0.

e Contrairement aux opérateurs d'intégration non enticre, les opérateurs de dérivation
non entiere ne vérifient la propriété de semi-groupe que sous certaines conditions. On montre

en effet que si f'vérifie les conditions (1.13), alors ([Samko ef al., 1993]) :

-27 -



Chapitre 1 Opérateurs différentiels non entiers et systemes linéaires non entiers

Relny)< Re(d)+1

1.15
%@(l’ll)> ( )

o (o2 £(0)= 0 1) s {

r entier positif

ot g (Dt’z)f(t))thrOJ“”f(t) si{ POt (1.16)

n arbitraire

1.3.3 — Transformée de Laplace de la dérivée non entiére d'une fonction temporelle

La transformée de Laplace de la dérivée entiere d'une fonction temporelle causale est

donnée par la relation bien connue :
m—1
;B{D”f(t)}z s"F(s)— Zsm_l_ka (16"_”f(t)) . (1.17)
k=0 =07

Dans le cas ou l'ordre n est non entier, si m désigne le plus petit entier supérieur a

%@(n) > 0, l'utilisation de la relation (1.16) conduit a [Oldham et Spanier, 1974] :

Lorre)f=Lprlim=n (o) avee m-1< Re(n)<m, meN,  (L18)

soit conformément a la relation (1.17) :

m—1
Ao r)f= s (o)} Zsm_l_ka(l(’)"_”f(t)) : (1.19)
k=0 t=0"
ou encore d'aprés la relation (1.4) :
m—1
sf{o 1) } M= pa(s) — Zsm_l_ka(l(’)”_"f(t)) . (1.20)
k=0 t=0"

Finalement, I'expression de la transformée de Laplace de la dérivée non enti¢re d'une

fonction temporelle causale est donnée par une relation de la forme :

m—1 ne C
Dy 0= 5"F(5)= Y "Dk 1 @) avee {m=[Relm) (121)
k=0 t=0" Re(n)=
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relation traduisant un résultat remarquable en ce sens qu'elle généralise la formule bien

connue dans le cas entier.

Ainsi, si les définitions temporelles des opérateurs différentiels non entiers souffrent
d'un formalisme mathématique quelque peu compliqué, leur expression dans le domaine
opérationnel reléve d'une simplicité remarquable, en particulier dans le cas de I'¢tude de
systemes relaxés a ¢ =0. Ce formalisme opérationnel est d'ailleurs largement utilis¢ dans la
littérature, notamment dans [Oustaloup, 1995] ou I'on trouve une introduction aux opérateurs

différentiels non entiers s'inscrivant dans une approche systémique a travers la caractérisation

d'un dérivateur non entier par sa transmittance opérationnelle D(s)=(zs)".

1.3.4 — Définition de Griinwald

Une deuxiéme définition de la dérivée non entiére d'une fonction f() peut étre

obtenue de fagon plus intuitive a partir de la généralisation de la définition bien connue de la

dérivée d'ordre entier réel.
La dérivée a gauche d'ordre 1 s'écrit par définition :
D'f(r)= fim SO =/ (=h) (1.22)
h—0 h

Une discrétisation de ¢ au pas d'échantillonnage %, soit ¢ = Kh, se traduit par :

D' f(t)= lim S(Kh)~ F((K ~1)h) (1.23)
h—0 h
L'introduction de l'opérateur retard q_l applicable a une fonction concrete et défini
par q_l f(Kn)= f((K —1)h) permet d'écrire :
-1

D' f(t)= lim 1_2 f(Kh). (1.24)

h—0

Le méme type de calculs mené pour une dérivation a 1'ordre 2, conduit a :

L)
D*f(f)= lim m f(Kh). (1.25)

h—0 h2
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La généralisation a un ordre de dérivation quelconque (entier ou non entier réel ou
complexe) est immédiate et conduit a la définition proposée par Griinwald en 1867
[Griinwald, 1867], soit :

-1
D" £(f)= lim M f(&h), (1.26)

n
h—0 h

soit, en développant (1 - q_ly par la formule du bindme de Newton :

oo

D"f(t): limL (—l)k n(n —1)(n —2)...(n—k+1)
h—o h" =0 k!

f(t—kn), (1.27)

ou bien sous une écriture plus condensée, en recourant au formalisme habituel :

n
=0 h

D (1) = tim -3 (=1)F (Zj fle-kn), (1.28)
k=0

ou
k!

(nj n(n=1)(n-2).(n-k+1) (1.29)

A travers la fonction f(¢t—kh) qui introduit les termes en f(z), f(¢t—h),
f(t—2h),..., donc des échantillons du passé, la formule (1.28) montre que la dérivée non

entiere d'une fonction a un instant ¢ donné prend en compte les valeurs de cette fonction a

tous les instants du passé.

De méme que pour la définition de Riemann-Liouville (1.8), un tel formalisme peut

étre étendu a une borne supérieure de sommation quelconque, soit :

D! f(r)= lim —— (—1)"£ij(z—kh), (1.30)

ou K, estla partie enticre de

Remarque — L'équivalence des deux définitions (1.8) et (1.28) n'est pas toujours vérifiée. On
montre cependant que pour la majorité des fonctions rencontrées, la définition de Griinwald

converge vers celle de Riemann-Liouville. u
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1.3.5 — Caractérisation fréquentielle
Un deérivateur non entier est tel que sa grandeur de sortie y(t) s'identifie, a un facteur
prés, & la dérivée non entiére de sa grandeur d'entrée u(t), soit :
y(t)=7"D"ult), (1.31)

ou 7 désigne la constante de temps de différentiation et ne C 1'ordre de dérivation complexe
(ﬂ@(n) pouvant étre supérieur ou inférieur a 0, I'opérateur considéré étant alors soit un

dérivateur, soit un intégrateur).

A l'aide des relations (1.4) et (1.21) et sous 1'hypothese de conditions initiales nulles, la

traduction opérationnelle de 1'équation (1.31) détermine 1'équation symbolique :

Y(s)=(zs)"U(s), (1.32)

soit, en posant @, =1/7, appel€ fréquence au gain unité ou fréquence de transition :

Y(s)= (ijnu(s), (1.33)

d'ou l'on tire la transmittance :

D(s)= (Ly . (1.34)

L'étude de la réponse en fréquences d'un tel opérateur requiert la distinction de 2 cas :
- le premier, dans lequel 'opérateur considéré est réduit & un dérivateur non entier réel ;

- le second, plus général, dans lequel l'opérateur considéré est un dérivateur non entier

complexe.

1.3.5.1 — Réponse en fréquences d'un dérivateur non entier réel

La réponse en fréquences d'un dérivateur non entier réel se déduit de sa transmittance

en faisant s = j@, soit :
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D(ja)):(j—wjn. (1.35)

u

Définis comme le module et I'argument de D(j a)), le gain et le phase du dérivateur

admettent des expressions de la forme :

|D(jw>|=[%jn |

(1.36)

T

ArelD(jo)=n"

L'analyse d'un tel systéme d'équations révele une propriété remarquable de ce type de

dérivateur en ce sens que :

- le diagramme de gain est caractérisé par une droite oblique de pente 6n dB par octave ;
. . : : . . T
- le diagramme de phase est caractérisé par une droite horizontale d'ordonnée ¢ = nErad.

La figure 1.5 représente les diagrammes de Bode d'un dérivateur non entier réel pour

w, =1rad/s et pour des ordres de dérivation compris entre —1.5 et 1.5.

100 TTTT
E\HH ] : :
T — n=-1.5
50 b | — n:_ .—E"H
_ ] om0 e T
@ 9 om0 e
= .+ — n=05 Baie aat A==
© = T
© _'_'_,_.-:-""""_' - n=1 5
-100 3 P p 5 1
10 10 10 10 10
Pulsation (rad/s)
200
S 100
()
=
© 0
(2]
©
ey
% _100
-200 3 2 1 0 1
10 10 10 10 10

Pulsation (rad/s)

Figure 1.5 — Diagrammes de Bode d'un dérivateur non entier réel
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Le caracteére non entier réel de 1'ordre de dérivation n, permet ainsi d'assurer, tant au

niveau du diagramme de gain que du diagramme de phase, une variation continue :
- de la pente de la droite de gain ;

- de l'ordonnée de la droite de phase.

1.3.5.2 — Réponse en fréquences d'un dérivateur non entier complexe

La description fréquentielle d'un dérivateur non entier complexe requiert la définition
d'un espace d'é¢tude mathématique spécifique. Contrairement au cas non entier strictement
réel, il s'aveére en effet que le gain et la phase d'un dérivateur non entier complexe ne

correspondent pas aux module et argument de sa transmittance calculée pour s = j@ .

La grandeur de sortie y(¢) d'un dérivateur non entier complexe étant une grandeur
complexe (c'est-a-dire de dimension 2 sur R), il est nécessaire de distinguer deux couples de

diagrammes de Bode, 1'un représentant fréquentiellement le lien entre la partie réelle de y(¢)

et l'entrée u(z), I'autre représentant celui entre la partie imaginaire de y(¢) et u(r).

La traduction opérationnelle d'une telle distinction revient a décomposer intuitivement

la transmittance d'un dérivateur non entier complexe sous la forme :

a+ib a
D(s)= [ij - [LJ l:cos[b In LJ +i sin[b In iﬂ (1.37)
o, , o, o,

ou bien, en posant

Dyl ()= [wij cos(b lnwi) (1.38)

et Dimag (s)= [iJ sin(b In LJ : (1.39)

wy wy

D(S):Dréel(s)+iDimag(S)9 (1.40)
les fonctions D,ee(s) et Dimag (s) représentant les transmittances relatives aux sorties réelle

y.(t)et imaginaire y;(r) du dérivateur non entier complexe. Dés lors, une distinction

mathématique doit étre faite entre, d'une part, le plan complexe opérationnel noté C j dont
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reléve la variable de Laplace s =0 + jw et, d'autre part, le plan complexe temporel noté¢ C;

dont relévent I'ordre de dérivation n =a+ib et les sorties y,(¢) et y;(¢). L'espace généré par

ces 2 plans est appelé espace bi-complexe et noté C.

1.3.5.2.1 — Définition de l'espace bi-complexe

L’espace bi-complexe est défini par I’ensemble C=cC ;XC;, aussinot¢ C;+iC; oui

est le couple (0,1) de €C;xC;. Cet espace est muni de deux lois + et ¢ telles que :

|lz=a+1b . R .
,oua,b, a’et b’ sont tous des éléments de C;,

si '
z'=a'+ib'

z+z'=(a+a")+i(b+b")
alors . . (1.41)
zez'=aa'-bb'+1(ab'+a'b)
On munit aussi cet espace d’une norme définie par :
si z=a+1b ou a et b sont des éléments de C; ,
alors ||z|| = Max Qa + jb|,|la — jb|). (1.42)

Remarques

¢ Si ze Cjou C;, alors ||z|| = |z| au sens du module dans C; ou C; ;

. ||) est un espace vectoriel de dimension 4 sur R et de dimension 2 sur C; ou C;,

(€,

normé sur C; ou C;. C’est donc un espace de Banach. Cependant, C n’est pas un corps. En

effet, tous les éléments de € ne sont pas inversibles et il existe des diviseurs de zéro.

Ainsi défini, cet espace permet de décomposer mathématiquement la transmittance

D(S) selon ses parties réelle et imaginaire par rapport au nombre complexe i, soit, en posant

szpeje etn=a+ib:
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n ~ \atib a
Dls)= [LJ - [LGWJ - (i] ela? l:cos(b -2+ jbe] + isin(b 2+ jbeﬂ :
Wy Wy w, Wy W,

(1.43)

ou encore, en décomposant cos(bln£+ jbﬁj et sin(blnﬂ+ ijJ :

u u

D(s)= [wija elaf {{cos{b In w%}:h(b 6)- jsin[b In é}sh(b 9)}

+ i{sin[b In a%jch(b 0)+ jcos[b In é}sh(b 9)}}

(1.44)

1.3.5.2.2 — Réponses en fréquences

En vertu de la distinction entre les plans complexes C; et C j qu'assure l'espace bi-

complexe, les réponses en fréquences correspondant aux parties réelle et imaginaire de la

transmittance d'un dérivateur non entier complexe admettent des expressions de la forme :

R (D(jw)= Dyey(jw) = (WEJ G2 {cos[b 1nwﬂ]ch(b gj - jsin(b 1nwﬂ]sh(b %ﬂ

(1.45)
et
Jmy;(D(jw))= Dimag (jo)= [ﬁj eJam/2 {sin[b In ﬂjch(b E] + jcos(b In ﬂ)sh(b Ej:l} ,
w, @, 2 ,, 2
(1.46)

les gains et phases du dérivateur se déduisant ensuite des modules et arguments de ces 2

réponses en fréquences, soit, pour D, s (j@) :

[Rei(D(jw)] = [a)ﬂja \/cosz(b 1nw—";j + shz(bgj (1.47)

u

et Arg(Rej(D(jow)=a+ arg(cos(b In ﬂjch(b Ej - jsin(b In ﬂjsh(b EJJ , (1.48)
2 2 ® 2

a)u u
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puis pour Djya0 (jo) :

[ (D(0)] = (wﬂj \/sinz(b In wﬂJ + shz(b gj (1.49)

et Arg(f my; (D a)))) = ag + arg(sin(b In ﬂ]ch(b gj + jcos[b In iJsh[b %n . (1.50)

u u

Les valeurs et les pentes des gains a la fréquence @, ont pour expressions :

[Res(D(j@,)) =ch(b§ (1.51)
. T
et ‘fm/i (D(jw, ))( = sh(baj , (1.52)
| o|Req (Do),
puis : =20a (1.53)
dlogw
0=,
o|Fmi(DGo))
et =20a. (1.54)
dlogw
0=,
Les quatre dernicres relations expriment qu'a la fréquence @, :

- les valeurs des gains sont exclusivement liées a la partie imaginaire b de l'ordre de
derivation ;

- les pentes des gains sont exclusivement liées a la partie réelle a de l'ordre de
dérivation.

Les valeurs et les pentes des phases a la fréquence @, ont pour expressions :
. T
Arg(Rey (D@, )=’ (155)
et Arg(Trm; (D(j, )= ag + sign(b)g, (1.56)
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dArg(Re; (D(j
puis : re R e (Djo) - b th(bﬁj (1.57)
dlogw ‘ 2
0=,
dArg(Srmy; (D 60)))| __ b
et o ‘ = . (1.58)
0gw 0=, th(b nj
2
Les quatre dernieres relations expriment qu'a la fréquence @, :
- les valeurs des phases sont exclusivement lices a la partie réelle a de l'ordre de
dérivation ;
- les pentes des phases sont exclusivement liées a la partie imaginaire b de l'ordre de
dérivation.

Une telle propriété, illustrée par la figure 1.6, est a l'origine de la stratégie de
commande CRONE de troisiéme génération dans laquelle les parties réelle et imaginaire de
l'ordre de dérivation sont utilisées comme parameétres de syntheése afin d'optimiser le gabarit
de la transmittance en boucle ouverte quant a son positionnement et a son inclinaison dans le

plan de Black [Oustaloup, 1991] [Oustaloup et al., 1995a].

Les figures 1.7 et 1.8 donnent les diagrammes de Bode des parties réelle et imaginaire

de D(jw) pour w, =1rad/s et pour différentes valeurs des parties réelle a et imaginaire b

de l'ordre de dérivation 7.
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3 el
= %
= \ g1(a)
(O] .~ k
-~
g £1(®)
_~

0dB o,
=) \\\
[0}
Y T ,
©
< &2 (b)
- f>(a) S

0° w,

Figure 1.6 — Les parties réelle et imaginaire de l'ordre de dérivation

n=a+1b ont des actions bien distinctes sur le comportement des gains et des phases
de Dyl (J a)) et de Dimag (J a)) :
- a agit sur la valeur des phases et sur la pente des gains ;

- b agit sur la valeur des gains et sur la pente des phases.

40
@ 20 i N=05 i
~ I e - i
° ] IR — n=0.5+0.5i |-
I e I = o i | —— n=05+i |
E ol 205415 ||
2 T —— n=0.5+2i
= | o
-20 1 0 1
10° 10 10
Frequence (rad/s)
400
200 E——
g [
g 0 S —
© hﬁm\ﬂ:_‘H—--h
< i —i
o I
-200
-400 . ;
10 10 10

Frequence (rad/s)

Figure 1.7 — Diagrammes de Bode de D, (j®) pour différentes valeurs

de l'ordre de dérivation
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Figure 1.8 — Diagrammes de Bode de D;y,o (jw) pour différentes valeurs

de l'ordre de dérivation

1.4 — Systéme linéaire non entier

Un systéme linéaire non entier est par définition un systeme décrit, dans le cas
monovariable, par une équation différentielle faisant intervenir des opérateurs de dérivation

non entiére, soit :

na na na na
Dto 0 y(t)+ alDtO ! y(t)+a2Dt0 2y(t)+..+ aLDtO Ly(t)= 1.59)

”b() I’lb1 ny
bODtO u(t)+b1Dt0 u(t)+...+bMDt0Mu(t)
ou u(t) et y(t) désignent respectivement l'entrée et la sortie du systéme, les ordres de
dérivation [nao Mgy sy sy s Tpy e My ] étant des nombres entiers, non entiers, réels ou
complexes.

Un probléme fondamental posé par 1'étude d'un systéme non entier complexe provient
du fait que la dérivée non entiére complexe d'une fonction réelle est a valeurs complexes

(figure 1.9).
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R C
) — DY)

Figure 1.9 — La dérivée non entiere complexe d'une fonction réelle est a valeurs complexes

Physiquement, seuls les signaux réels sont mesurables et ont donc un sens concret. La
fonction D"f(¢) étant une fonction a valeurs complexes, elle représente en réalité une fonction
de dimension 2 sur R. Quel sens physique donner aux parties réelle et imaginaire de D"f(¢) ?

En automatique, et notamment en commande CRONE de 3eme génération [Oustaloup,
1991] [Oustaloup, 1999] seule la partie réelle de la fonction dérivée est prise en compte. Pour
ce type de commande, le comportement en boucle ouverte au voisinage de la fréquence au
gain unité est en effet celui de la partie réelle de la transmittance d'un intégrateur d'ordre

complexe.

Cette approche, adoptée dans la suite du mémoire, permet de modéliser des systémes
physiques (c'est-a-dire des systémes a entrée réelle et a sortie réelle) par des équations
différentielles dont les ordres de dérivation sont complexes (équation (1.59)). La partie réelle
de y(¢) représente la sortie mesurable du systéme (figure 1.10), la partie imaginaire de ()

étant alors considérée comme non accessible.

R C
t t
ZL» Systéme S 0 » Re()(f)) : sortie mesurable

L » i./m()(¢)) : sortie non mesurable

Figure 1.10 - Systeme S a entrée réelle et a sortie complexe

Remarque - L'approche adoptée ici n'est nullement imposée par une contrainte mathématique
ou physique mais correspond a un choix guidé par la stratégie de commande CRONE de
troisieme génération. Il est d'ailleurs tout a fait possible de considérer le cas opposé, c'est-a-

dire celui ou la partie imaginaire de y(¢) constitue la sortie mesurable et la partie réelle de

() 1a sortie non mesurable.
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Un second probléme concerne le choix de l'instant initial ¢,, borne inférieure
d'intégration de la formule de la dérivée non entiére d'une fonction temporelle f (t)

(équation (1.9)). Ce parametre caractérise l'instant a partir duquel le passé de la fonction f (t)
est pris en compte pour le calcul de la dérivée. Pour un systéme physique, cet instant ne peut
étre que celui qui initialise la sollicitation du systéme, c'est-a-dire l'instant ou le signal d'entrée
u(t) excite pour la premicre fois le systéeme considéré. Dans la majorité des cas, cet instant
ainsi que toutes les valeurs f(t) correspondantes ne sont malheureusement pas accessibles.
Une solution consiste alors a donner au systéme un temps de repos suffisant pour pouvoir le

considérer comme relaxé, l'instant initial étant alors fixé arbitrairement a ¢y =0, réduisant

ainsi la dérivée non entiére d'une fonction & D" f(¢). L'hypothése suivante est donc adoptée
dans toute la suite du mémoire : les systémes ¢€tudiés sont considérés causaux, linéaires,

invariants et relaxés a l'instant ¢t =0.
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Chapitre 2

Représentation et analyse
des systemes linéaires non entiers

2.1 — Introduction

Dans le chapitre précédent, les définitions et les principales propriétés des opérateurs
différentiels non entiers ont été rappelées. Le présent chapitre concerne la représentation et

l'analyse des systémes linéaires non entiers.

Si plusieurs formes (ou outils) de représentation sont 4 méme de décrire un systéme
entier (équation différentielle, équation récurrente, représentation d'état continue,
représentation d'état discrete...), un systeme non entier est le plus souvent décrit par un
systeme différentiel non entier ou, dans le cas monovariable, par une équation différentielle

non entiere de la forme :

D" y(t)+ aanal y(t)+ aana2 y(t)+...+aLDn“L y(t):
, (2.1)
boDnbO u(l)-i‘lenbl u(f)+...+bMDnbM u(t)

ou u(t) et y() désignent respectivement l'entrée et la sortie du systéme, les ordres de
dérivation [nao Mg, s Mg, s by s e Tl ] étant des nombres entiers, non entiers, réels ou

complexes.

Compte tenu du caractére générique que revét l’intitulé représentation d’état non
entiere, 1’étude de cette représentation suscite les plus vifs intéréts tant aupres des
automaticiens que des mathématiciens. Etudiée par Matignon dans le cas ou l'ordre de
dérivation est rationnel [Matignon, 1994], cette représentation présente l'avantage de

permettre 1'analyse des systémes non entiers a travers leur décomposition modale.

- 43 -
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Six paragraphes composent ce chapitre.

Le premier commence par donner la définition d'une représentation d'état non enticre

ainsi que ses principales propriétés.
Le deuxiéme propose la décomposition modale d'un systéme non entier.

Le troisieme est consacré¢ au calcul de la transformée inverse de Laplace d'une

qi
fonction de transfert du type

Le quatrieme s'attache a établir une condition de stabilité ainsi que l'expression

analytique de la sortie d'un systéme non entier complexe.

Le cinquieéme donne une description succincte des méthodes utilisées pour simuler un

systéme non entier.

Enfin, dans le dernier paragraphe, deux exemples d'é¢tude de systemes non entiers, ['un

réel, 'autre complexe, illustrent les propriétés établies dans les paragraphes précédents.

2.2 — Représentation d'état non entiere

2.2.1 — Définition

Comme dans le cas entier, une représentation d'état non entiére comporte deux

équations :

- une équation d'état non enticre dans laquelle le vecteur d'état ne fait plus l'objet d'une

dérivation unitaire mais d'une dérivation d'ordre n entier, non entier, réel ou complexe ;
- une €équation d'observation identique a celle du cas entier.

Elle est ainsi définie par le systeme d'équation :

D(”)X(t)= Ax(t)+Bu(t), (2.2)

y(1)=Cx(r)+Eu(?)
dans lequel :

u est le vecteur des entrées de dimension (4, x1);

x est le vecteur d'état non entier de dimension (d, x1);
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n est I'ordre de dérivation (scalaire);

y est le vecteur des sorties de dimension (d, x1).

Les matrices A, B, C et E sont toutes a ¢léments constants et de dimension appropriée.

Remarque importante — Bien que désigné sous l'appellation "vecteur d'état non entier”, le

vecteur x(t) ne présente plus les propriétés "d'état” au sens classique du terme. On montre en
effet que la connaissance de x(¢) a l'instant ¢, ne suffit plus pour résumer le passé d'un
systeme non entier. Le probléme de l'initialisation d'un tel systéme a l'instant # requiert la

connaissance, soit d'un nombre infini de conditions initiales, soit d'un nombre fini de variables
(signal d'entrée par exemple) mais sur un temps correspondant a tout le passé¢ du systéme.
Quelques travaux traitant de ce probleme ont été proposés et figurent dans [Lorenzo and
Hartley, 2001].

2.2.2 — Passage d'une représentation d'état non entiére a une équation différentielle non
entiére

Telle que définie dans le cas MIMO' par le systéme d'équations (2.2), une
représentation d'état non entiére SISO” n'est pas équivalente a une équation différentielle non
enticre telle que celle définie par I'équation (2.1). Les opérateurs de dérivation non entiers ne
vérifiant pas toujours la propriété de semi-groupe, il s'aveére en effet que I'équation
différentielle correspondant a la représentation (2.2) est de type séquentielle, soit [Miller et
Ross, 1993] :

L fois

y(t)+ aany(t)+ aan (Dny(t))+ ..tay D" ((Dny(t))) =
boD"u(t)+ b D" (D"u(t))+ ot by D" (...(D”u(t))) :

[
M fois

(2.3)

équation qui n'est équivalente a 1'équation non séquentielle (2.1) que sous la condition :

" MIMO : Multi Input — Multi Output
2 SISO : Single Input — Single Output
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D" (D” f(t))z D £(¢), (2.4)

qui exprime la propriété de semi-groupe des opérateurs de dérivation non enticre
(relation (1.15)).

Dans le cas général de la non vérification de cette propriété, et ce conformément a la
relation (1.21), la traduction opérationnelle de 1'équation (2.3) s'obtient a partir de

transformations du type :

Qf{(D” (D”f(t)))}z 5" s”F(s)—mZ:ls’"“‘k(D"(I’"‘”f(f)q 0
k=0 1=
k=0 t=0

« o> 1)}

la fonction f(¢) désignant l'entrée u(¢) ou la sortie y(t).

En vertu des hypothéses d'é¢tude formulées au paragraphe 1.4, et notamment celle

portant sur la relaxation du systéme a l'instant # = 0, la sortie du systéme y(¢) ne dépend que

de l'entrée u(t) pour ¢ > 0. L'équation (2.5) se simplifie alors selon la relation :

Lo D" £ (0))j=s2" F(s)
- o>

traduisant un résultat remarquable en ce sens qu'il démontre que les opérateurs de dérivation

(2.6)

non enticre, utilisés dans un contexte de modélisation de systémes physiques relaxés a t =0,

vérifient la propriété de semi-groupe.

Ce résultat permet ainsi de passer d'une représentation d'état non entiére a une
équation différentielle non entiere de type non séquentielle (2.1), et ce comme dans le cas

entier.

Une fonction de transfert du systéme peut également étre obtenue conformément a la

relation de passage :

H(s)= C(s”I - A)_IB +E. 2.7)
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2.2.3 — Passage d'une équation différentielle non entiere a une représentation d'état non
entiére

Le passage d'une équation différentielle non entiere du type

pao ylt)+ aanal yl(t)+ a2Dna2 y(t)+...+ aLDnaL y(t)=
, (2.8)
boD "™ u(t)+ by D" ut)+ ...+ by DM ur)

a une représentation d'état non entiere telle que définie par (2.2) n'est possible que lorsque les
ordres de dérivation de 1'équation différentielle sont dits commensurables [Matignon, 1998].
Cette propriété exprime que les ordres de dérivation doivent tous étre multiples entiers d'un

méme nombre complexe n, c'est-a-dire :

(knao ,...,knal ""’knaL )e N
| (knbo ,...,knbm ,...,knbM )e NM +1
n tel que Re(n)e ]0,1]

ng, :nana, pour/=0,...,L

tels que . (2.9)
ny = nxknb pourm =0,...,M

Bien qu'ayant fait 1'objet d'une résolution numérique [Oustaloup, 1995], une équation
différentielle dont les ordres de dérivation sont complexes non commensurables, se préte
difficilement a une résolution analytique. Notre étude se bornera donc au cas ou les ordres

sont commensurables réels ou complexes.

A titre de remarque, il convient de souligner que, pour des ordres de dérivation réels
non commensurables, moyennant une approximation des ordres par des nombres rationnels, il

s'avere possible de déterminer un ordre commun n conforme a la condition (2.9).

Lorsque la condition (2.9) est vérifiée, le passage d'une équation différentielle non
entiere a une représentation d'état équivalente s'effectue de la méme maniere que dans le cas

entier.
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2.3 — Décomposition modale d'un systéme non entier

Dans le cas entier, la décomposition modale d'un systéme s'effectue, soit par

décomposition en ¢léments simples si le systéme est décrit par une fonction de transfert de la

N(s)
D(s)

représentation d'état.

forme , soit par diagonalisation de la matrice d'évolution si le systéme est décrit par une

L'é¢tude du cas non entier, par diagonalisation de la matrice d'évolution, constitue

l'objet des développements suivants.

2.3.1 — Expression générale de la sortie

Le résultat (1.21) permet d'écrire la transformée de Laplace de I'équation d'état sous la
forme :
m—1
s"x(s)- sm_l_k(Dk(Im_”x(t)) = Ax(s)+Bu(s), (2.10)

soit, dans le cas de la relaxation du systeme a ¢ =0 qui implique

=0 pour 0<k<m-1: (2.11)
=0+

Dk(lm_”x(t))

s"x(s)= A x(s)+Bu(s). (2.12)

En portant dans I'équation d'observation l'expression de x(s) tirée de (2.12), la sortie

y(t) s’exprime par :

¥(0)= x—l{c(snl —A)_IB}*u(t)+E ult). 2.13)

2.3.2 — Changement de base

De maniére analogue au cas entier, la décomposition modale d'un systéme non entier
s'effectue par la diagonalisation de la matrice d'évolution. Un changement de base par
transformation semblable du systéme (2.2) permet en effet d'obtenir une nouvelle réalisation,

soit :
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{anJ(t) = Jx;(t)+Byu(t)

: (2.14)
y(t)=Cyxy(t)+Eu(t)

ou J est une matrice de Jordan contenant sur sa diagonale 1'ensemble des valeurs propres de la
matrice A.

La sortie y(¢) s'exprime alors par :
—1
y(t):f‘l{cJ(s”I—J) BJ}*u(t)+E ulf). (2.15)
. : 1 :
Comme J est une matrice de Jordan, la matrice (s”I -J ) s'exprime par :
1= ()"
s"1=J 4 (4)
0

s = s"1-J4,(4)

. (2.16)
0
1
-1, (2]
i 2 d
1 1 P 1 l
Sn—ﬁl Sn—ﬂl Sn—ﬂ[
1
1 n_,
ol (s”I—Jdl(zl)T = ST 5 . (2.17)
R
Sn—ﬂl
1
L Sn—ﬂl

La sortie y(f) est donc un vecteur dont les composantes sont définies par une

combinaison linéaire d’¢léments, appelés modes propres du systetme, de la forme

qi
_ 1 : . Ty
L [ - J *u(t) ou g; est un nombre entier reflétant la multiplicité de la valeur
st =4

propre ;.

- 49 -



Chapitre 2 Représentation et analyse des systémes linéaires non entiers

Le paragraphe suivant s'attache ainsi a établir I'expression analytique de la transformée

qi
. 1
inverse de Laplace de transferts du type Gyodq) (5)= [ p ] .
s - ﬂ'l

2.4 — Transformée inverse de Laplace des modes propres

qi
. 1
La transformée inverse godq(t) d'un mode propre Giyodal (S)Z[ p ] peut
N —ﬂ[

s'exprimer a l'aide des fonctions de Mittag-Leffler généralisées, soit [Mittag-Leffler, 1905]
[Matignon, 1998] :

SO ) 2.18)

¢ :tqln /7 N \°
gmodal( ) q;—1+k F((q,- +k)”l)

k=0

Bien qu'analytique, I'expression (2.18) se préte difficilement a I'étude structurelle de

Zmodal (£). Une telle étude, facilitée par I'utilisation de la formule intégrale de Mellin-Fourier

et du théoréme des résidus, fait ainsi 1'objet des paragraphes suivants.

Dans le cas ou l'ordre 7 est réel et g=1, I'étude de la transformée inverse g,o4q1(¢) de

qi

1

Gmodal (s):( ) J figure dans [Oustaloup, 1983]. Dans le cas ou n est complexe,
s —4

quelques ¢éléments figurent dans [Hotzel, 2000].
Lorsque la valeur propre A; est nulle, g,4q(f)est donné par (1.4). Dans le cas

contraire, la transformation inverse de Laplace de Gp,q4q)(s) s'effectue & l'aide de la formule

intégrale de Mellin-Fourier, soit :

1 ' 1 cHw o 1 di
8'modal (t) =7 [Gmodal (S)] = lim — S ds . (2.19)

W—oo 20T J c—iw " ~ A

En définissant un contour fermé /" du type de Bromwich-Wagner contournant la

coupure (figure 2.1), le théoréme des résidus permet d’écrire :
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qi
1 5t 1
t)=— e ds
gmodal() 2injy1 [Sn—ﬂlJ

nombre de poles q; 4
= ) (Rl 1 - LI e 1 ds
k=1 =Pk s" =4 2 (yytrs+ya+75+7e) s" -4

(2.20)

Lorsque le rayon R tend vers l'infini, l'intégrale le long des contours y,, ¥4 et ¥4

tend vers 0 ([Oustaloup, 1983],[Oustaloup, 1995]). L'équation (2.20) devient alors :

nombre de pdles 1 q; 1 1 qi
t st
Zmodal () = E Res|e’ —fj‘ e ds ,(2.21)
mod ) S=pg s" -4 2ind (y3+75) s" =

équation dans laquelle figurent deux parties bien distinctes :

- la premiére résulte du calcul des résidus en chaque pole de Goqa1 () ;

- la seconde est générée par le calcul de l'intégrale le long des contours % et 7.

+Jm(p)
I_' s
g
R
73 N
Vs @ .
> ey
Va4 ¢
76

Figure 2.1 - Représentation du contour d’intégration I”
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2.4.1 — Détermination des poles de G4, (s)

N(s)
D(S)

annulent le dénominateur D(s). Si, dans le cas entier, l'expression des poles se déduit

Les podles d'une fonction de transfert irréductible du type sont les termes qui

directement de la décomposition en éléments simples de la fonction de transfert (les pdles
¢tant alors égaux aux valeurs propres), il en est autrement pour le cas non entier. Il s'avére en

effet que les poles de G oqa1(s) Vérifient I'équation suivante :
s" -2, =0. (2.22)

En écrivant n=a+ib (ou ac R" et beR) et 5= peig(ofl peR™ et B¢ Jp-2m, @),

'équation (2.22) devient :

Cette équation est équivalente a un systéme de deux équations, l'une relative au

module de A, l'autre a son argument :

pkae—bﬁk _ |/11|

: (2.24)
aby +bln p;, =arg(A;)+2mn

ou les m; sont des nombres entiers exprimant la multiformité de 1'équation (2.23) a travers la

caractére non entier de a .

Apres quelques développements, le module et l'argument du pole de rang &

s'expriment par :

1
Pk = Q;fz je”% )A

a b
= A )————In(|4
arg(4; ) 2,2 n(4)

a2 +b2

Yamn (2.25)
+—

O
a2 +b2

En tenant compte de la coupure du plan complexe, I’argument & des poles doit vérifier

la contrainte :

Oe ](0—2n, (o[
LI 3_,1; , (2.26)
2 ¢ 2

imposant une condition sur I'ensemble des entiers iy, soit :
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2 2
a” b7 (o) 28R b )

2an 27 2amn

2 2

a“+b arg(4;) b

- In(l4
2an (¢) 2 " 2an nq l|)

my >

mk<

Le module et I'argument de rang k£ admettent alors pour expressions :

1
Pk = qﬂz|eb9" )/a

O =%(mk—/\) ,

mk61=F£1§QWqu2A/+A[

T T

A et NV étant définis par:

A=—M+Llnq/h|)
2n 2an

B a® +b?

 2a

N

(2.27)

(2.28)

(2.29)

La figure 2.2 illustre la procédure de détermination des pdles dans le cas ou

A —=3.)"/2>0. 1l apparait clairement que la présence d’un entier m; dans l'intervalle I génére

un pole conformément a la définition (2.28).

¢ _mlmy —A)
o=l e &=
A+(¢_72n)f/\f< my, < ALy
T T
32 2 -
T
w2 (i 3
o| = AN A AN om

A=3/N72 A=N72 A+N72 A+3N2

Figure 2.2 - Détermination des péles de G q4q1(s)

Le placement de la coupure s’avére donc déterminant quant a la position ou méme

I’existence des poles. Le choix de cette coupure étant libre, il est possible, par rotation de

celle-ci, de faire apparaitre ou disparaitre un pole.
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Une configuration intéressante est celle ou la décomposition (2.21) est structurelle
[Matignon, 1998]. Cette propriété, obtenue pour une coupure du plan complexe suivant R,
signifie que la réponse impulsionnelle (2.21) se décompose en deux parties bien distinctes
[Oustaloup, 1983] :

- la premiere, générée par le calcul des résidus en chaque pole, et composée d'une
combinaison linéaire de fonctions exponentielles de la forme e?’;
- la seconde, générée par le calcul d'une intégrale selon R’, et composée d'une combinaison

linéaire de fonctions dont le comportement asymptotique est de la forme ¢” .

Une telle décomposition, adoptée dans la suite du mémoire, est intéressante dans le
sens ou elle permet de décomposer un systétme non entier en 3 sous-systemes [Oustaloup,
1983],[Hotzel, 2000] (figure 2.3) :

- un premier sous-systeme, composé d'intégrateurs purs (modes propres caractérisés par des

valeurs propres nulles) ;

- un deuxieéme sous-systéme, composé d'un ensemble de modes exponentiels du premier

ordre ;

- un troisiéme sous-systéme, caractéristique exclusive des systémes non entiers, compos¢ d'un

ensemble de modes apériodiques a mémoire longue appelés multimodes apériodiques.

Intégrateurs purs

ZAklnq"u(t)
ke

A 4

Modes exponentiels v

"o ’ > B, (0e" ul) —( 0
k

Multimodes apériodiques

Eﬁﬂwm%ﬂw@

A4

Figure 2.3 - Décomposition d'un systeme non entier en trois sous-systemes
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Le placement de la coupure du plan complexe suivant R™ particularise I’expression des

poles conformément a :

1
Pk = Qﬂz|eb6" )A

6, =%(mk ~A) (2.30)

(%

A—pM<mk <A+ N

avec 2n 2am . (2.31)
Vo= a’ +b?
o 2a

Remarques

eLe cas extréme ou my est égal a A—./ oua A+.V, ne génére pas de pole : les poles
hypothétiquement générés seraient en effet exactement sur la coupure. Le calcul de g,04a1(¢)
s'effectue alors en modifiant les chemins Y3 et y5 de maniére a contourner ces points

singuliers.

e Dans le cas ou l'ordre de dérivation n est strictement réel, I'expression (2.30) se simplifie et

les poles s'expriment par [Oustaloup, 1983] :

Pk = (MID%

6, = argiﬂl ), 2";"” (2.32)
cargly) n_ o arg(h) n
w2 Ok 2
m

2.4.2 — Expression de g4, (?)

Les résultats obtenus successivement par Oustaloup [Oustaloup, 1983], Matignon
[Matignon, 1994] puis Hotzel [Hotzel, 2000] dans le cas ou l'ordre de dérivation n est réel,

peuvent étre directement étendus au cas complexe. Le calcul des résidus en chaque pdle ainsi
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que celui de I'intégrale le long de la coupure, conduisent alors a une expression de g,0da1(¢)

de la forme :

gmodal(t): x_l( !

Jq i nombre de poles

pk 1 tpk
= — ;. _1| =t S
E ﬂlqi qu 1(!’1 pkj

Sn - /,il k=1
q;—1 . (2.33)
e Y O st )
1 oo _ k
+—J‘ k=0 : dx,
ne0 [xzn —24x" cos(nm)+ 4,2 ]q,
ou Q(x,y) est un polyndme a deux variables défini par :
Op(x,y)=x
(2.34)

K Qp(x, )=y +x =) Oy (x, ¥)+ xy%Q;«_l (x,y)

Remarque — Dans le cas ou g; =1, le polyndme O, (x, y) se simplifie et l'expression de

Zmodal (t) se réduit a [Oustaloup, 19837 :

nombre de poles ~
_ 1 ; oo n_—tx
modal (1)=L | ——|= Z Pk_tpi Sln(mf)J' . x'e :
s" =4 k=1 nAy T 0 x“" —24x" cos(nm)+ A,
(2.35)
[ |

L’équation (2.33) met en évidence la décomposition structurelle de gp,04q1(¢) en deux

parties :
- la premiére, appelée mode exponentiel, résultant du calcul des résidus en chaque pdle ;

- la seconde, appelée multimode apériodique, résultant du calcul de l'intégrale le long de la

coupure du plan complexe.

La notion de multimode apériodique provient de ce qu'un tel mode est caractérisé par
une dynamique apériodique a mémoire longue constituée par la superposition continue de
réponses impulsionnelles de systemes du premier ordre dont les fréquences transitionnelles
sont distribuées continliment de zéro a l'infini [Oustaloup, 1995]. Une étude de cette intégrale

permet de représenter le multimode apériodique par une réalisation d'état infinie, aussi connue
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sous le nom de réalisation diffusive [Montseny, 1998][Matignon, 1998], décrite par le

systéme d'équations :

WD £ xienute); x(60)=0
! , (2.36)
y0)= [ ul&)X(.0)ag
1(&) étant défini par :
gl/l
u(é)= : (2.37)
EX 2 0,EM cos(nm) + ;2
la forme générale de la solution de I'équation d'état, soit
X(E)=e ®ult), (2.38)

se réduisant a X (f,z‘)ze_tég dans le cas ou u(f) est une impulsion de Dirac unitaire,

I'équation de sortie s'exprimant alors par :

)= [ sinlm) & S g 2.39
») -[0 T éfz” —20,&" cos(mt)+/112 ) ‘ (239

2.5 — Condition de stabilité d'un systéme non entier

Précisons ici que 1'on entend par stabilité, la stabilit¢ BIBO (bounded input — bounded

output) dont une condition suffisante est le respect de l'inéquation :
'[ ‘;E‘l{H(s)}{dt = K < oo, (2.40)
0

ou H(s) est la transformée de Laplace de la réponse impulsionnelle A(t), en l'occurrence

celle que définit la relation (2.7).

La décomposition modale d'un systéme non entier (équation (2.15)) permet d'exprimer

sa réponse impulsionnelle sous la forme d'une combinaison linéaire de modes propres, soit :
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L

W)=Y Ky g0 (), (2.41)

/=1
chaque mode propre 8l ol (t) se décomposant en un mode exponentiel et un multimode
apériodique conformément a la relation (2.33).

Etant donnée la stabilité du multimode apériodique qu'assure la superposition d'une
infinit¢ de modes apériodiques stables [Oustaloup, 1991] (voir également la démonstration
par le théoréme de Fubini [Matignon, 1996]), une condition nécessaire et suffisante de

stabilité portant sur les poles p; du systeme peut étre formulée, soit :
Re(py)<0, (2.42)

relation qui généralise un résultat bien connu dans le cas entier, a savoir qu'un systéme est

stable si et seulement si la partie réelle de ses pdles est négative.

L'expression analytique des pdles donnée par la relation (2.30) permet alors de définir,
des intervalles de stabilité¢ et d'instabilité (figure 2.4) : la présence d'un entier my; dans

l'intervalle {A - %,A + %} génere un pole instable (c'est-a-dire a partie réelle positive).

Intervalle d'instabilité

A

AN\ ! Mttt —

AN A=N2 A A4N2 A4N ™
1
bo,

pk:QZf‘e k)/a A=—M+ih’lq1[‘)

. ( ) 2n 2an
ek :f I’I’Ik —-A 2 2

U/\/ J\/b:a +b
A—L/’V<mk <A+ N 2a

Figure 2.4 - Intervalles de stabilité et d'instabilité des systémes non entiers complexes

Un théoréme de stabilité des systemes non entiers complexes peut ainsi étre énoncé.
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Théoréme - Soit un systeme non entier defini par une réalisation irréductible {n,A,B,C,E}

de la représentation (2.2) et caractérisé par ses valeurs propres non nulles /11:1,__’ N, - Alors,

en définissant

n=a-+ib
arg(4;) b

Aj=——""——1In(1

! 2n 2an n(l l|)
Vo= a’ +b? '
: 2a

N N

Uy=|Aj—Z— A+

I { A }

le systeme possede la propriété suivante :
stabilitée BIBO & ZNU; =0, VI=1,..,N;. |

Remarque - Dans le cas ou l'ordre de dérivation n est un réel compris entre 0 et 1, les termes

A; et N se simplifient et 1'on retrouve la condition classique de stabilité des systémes non

entiers strictement réels, soit [Matignon, 1996] :

larg(4;) > % Vi=1,.,Nj. (2.43)

2.6 — Simulation d'un systéme non entier

L'objet de ce paragraphe est de décrire succinctement les différentes méthodes
utilisées pour simuler un systéme non entier. Deux types de méthodes se distinguent par leurs
approches différentes. Pour les premieres, appelées méthodes directes, l'opérateur de
dérivation non entiére est directement remplacé par une approximation numérique discrete.
Pour les secondes, appelées méthodes indirectes, le systtme non entier a simuler est
approximé par un systéme entier continu. La simulation est ensuite obtenue par discrétisation

du systéme entier continu.
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2.6.1 — Méthodes directes

Quelle que soit la nature de la représentation (représentation d'état, équation
différentielle ou fonction de transfert), un systéme non entier peut toujours étre simulé en
utilisant les méthodes directes. Celles-ci consistent a remplacer, dans la représentation
adoptée, I'opérateur de dérivation non entiére par une approximation numérique, afin d'obtenir

une équation récurrente directement simulable.

Plusieurs types d'approximations existent, la plus répandue étant celle issue de la
définition de Griinwald, soit [Miller et Ross, 1993] :

K
1 n
D" f(Kh)=— ) (- 1)f ( j F(K=k)n), (2.44)
h k
k=0
ou /& désigne la période d'échantillonnage.

L'introduction de cette approximation numérique dans 1'équation (2.1) conduit a

I'équation récurrente [Oustaloup, 1995] :

K K K
hnlao Z(—l)k(Zao]y((K_k)hHhjll Z(_l)k(zau ]y((K—k)h)+...+hiil Z(_l)k[zaLJy((K_k)h)z
k=0 k=0 k=0
by (—1>k[”b°ju<<z<—k>h)+ h f(-ok(”b']u(<1<_k>h>+...+ by i(_l)k("wju«,(_k)h),
U= g S k ey k

ou K esttel que t = Kh.

La sortie du systeme s'obtient alors en isolant le terme y(Kh), obtenu pour k=0,

soit :

La borne supérieure K des sommes portant sur y et u dépendant du temps ¢ = Kk,

'équation (2.46) définit une équation récurrente de dimension croissante avec le temps, cette

propriété confirmant bien le caracteére global de l'opérateur de dérivation non enticre.
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L'avantage d'une telle approche réside dans sa simplicité de mise en ceuvre. Elle est de
plus applicable quelles que soient les valeurs des ordres de dérivation, commensurables ou

non, réels ou complexes.

Néanmoins, la simulation de 1'équation (2.46) requiert, pour chaque pas

d'échantillonnage, le calcul de sommes de dimension croissante avec le temps, soit

£ n £ n

Z(—l)k[ a jy((K—k)h) et Z(— l)k( l;c'" Ju((K—k)h). L'implantation d'un tel calcul
k=0

k
k=1

est donc difficilement envisageable dans le cadre d'une simulation en temps réel.

D'autres approximations de l'opérateur de dérivation non entiere peuvent €tre aussi
utilisées.

A titre d'exemple, citons celle issue de 1'extension au non entier de l'approximation de
Tustin [TenReiro Machado, 2000], dans laquelle 1'opérateur symbolique de dérivation non

entiére, s”, est remplacé par I'opérateur discret :

N (1-¢g71Y
s”%(zj : ‘1_1 . (2.47)
+q

Un autre exemple du méme type, issu de l'extension au non entier de 'approximation
d'Al-Alaoui [Chen and Moore, 2001], consiste a remplacer l'opérateur s” par l'opérateur

discret :

8 Y[ 1=¢g7'
snﬁ(—j —‘fl . (2.48)
Th l+q /7

L'approximation numérique proprement dite de tels opérateurs discrets s'effectue
ensuite soit par développement en fraction continue, soit par développement en série du

numérateur et du dénominateur (bindme de Newton).

Plus complexes a mettre en ceuvre, ces méthodes s'avérent néanmoins plus précises

que celle fondée sur la définition de Griinwald.
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2.6.2 — Méthodes indirectes

Le principe des méthodes indirectes consiste a approximer le systéme non entier a
simuler par un mod¢le entier continu. Deux méthodes d'approximation peuvent étre utilisées.
Alors que la premicre consiste a remplacer 1'opérateur symbolique de dérivation non entiére
par une distribution récursive de zéros et de pdles, le principe de la seconde consiste a
exploiter la forme analytique de la réponse impulsionnelle d'un systéme non entier (équation

(2.41)) afin d'en déterminer une approximation par mode¢le entier.

2.6.2.1 — Approche basée sur une distribution récursive de zéros et de piles

L'approche basée sur une distributions récursives de zéros et de pdles résulte des
travaux d'A. Oustaloup ([Oustaloup, 1995]) sur la synthése d'un dérivateur non entier borné

en fréquence.

Dans une premiere phase, cette approche consiste a remplacer chaque dérivateur non

entier par un dérivateur non entier borné en fréquence, soit symboliquement :

s n
I+—

s" = D(s)=Co| — 20| | (2.49)
1+
oy

ou wy et wy désignent les fréquences transitionnelles basse et haute, n étant l'ordre de

dérivation, réel ou complexe.

Dans une seconde phase, l'approche consiste a synthétiser le dérivateur non entier
borné en fréquence par une démarche intuitive fondée sur le concept de fractale a travers la
récursivité. Sa synthese repose en effet sur une distribution récursive de zéros et de poles,

soit :

N | 1+ :
D(s)— Dy (s)=C, “L" (2.50)
k=1| 1+—
2

Dans le cas d'un ordre de dérivation complexe, la synthése est fondée sur une
distribution récursive de zéros et de pdles complexes conformément a celle établie dans
[Oustaloup et al., 2000].
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Dans le cas d'un ordre de dérivation réel, la récursivité des zéros et des poles réels de

synthése (figure 2.5) se traduit par une distribution des fréquences transitionnelles @y et @';

conforme a l'ensemble des relations suivantes :

Op+] _ Dg+1 —on>1; (2.51)
Oy, (()'k
w—'kzat ; Dkl =1 ; (2.52)
@ j Wr+1

loga

n=————. (2.53)
logor +logn

Les rapports « et 17 définis par (2.52) et qui impliquent un rapport constant 77 entre

deux zéros ou deux poles consécutifs sont appelés facteurs récursifs. Pour un ordre de

Wy

dérivation n donné et un rapport x# =— donné entre les fréquences transitionnelles @y, et

wy, , ces facteurs ne dépendent que du paramétre N, soit :

n/ N
o= [ﬂJ (2.54)
@y
et
(1-n)/ N
n= [—J (2.55)
Wy
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,DGo, Do),

droite de lissage de gain

12logn log7 1/2log7] \
e | s
: . . . L .

DydB|

0dB L : | : | w

1 Arg(D (jw)) 4rg(D, (jw))

- - - - — droite de lissage de phase
1 ]

2 A

nr/?2 I [ (S i e S Al

o, w, oy Oy o,

Figure 2.5 - Diagrammes asymptotiques de Bode de D(s) et Dy (s)

Une amélioration de cette approche a été proposée par Trigeassou et Lin [Trigeassou
et al., 1999] [Lin, 2001] & partir de l'expression d'un intégrateur non entier borné en
fréquence (figure 2.6), défini par un intégrateur classique présentant un comportement non
entier dans une bande de fréquences moyennes, soit symboliquement, dans le cas d'un ordre

d'intégration réel compris entre O et 1 :

g 1-n
. . I+—
S (s)=—Cy 2 (2.56)
5" s 0,8
Wp
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~

S
oQ

S

-90°

Figure 2.6 - Diagrammes de Bode de 1(s)

La synthése d'un tel intégrateur repose sur l'approximation du dérivateur non entier

g 1-n
I+—

@y

borné en fréquence par la distribution récursive de zéros et de pdles (2.50)). La

I+—
Wy,

figure 2.7 représente l'intégrateur synthétisé sous forme de schéma-bloc.

u )i x; |[I+sjo) | xy I+s/o)y | x5  xy|l+s/oy |xy,

s 1+ s/w; I+5/w, I+s/oy

Figure 2.7 — Schéma-bloc de l'intégrateur synthétisé

L'intégrateur non entier ainsi obtenu s'exprime alors sous la forme d'une représentation

d'état conforme a :

10 o] % 0 0 o [ x ] [Co
- 1 sz W - X5 0

0 -a 1 =0 w»H ) +| : |u ,(257)
L 0 0 -« 1__XN+1_ _0 0 N —CI)N_ XN+ | _O_

soit :
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ou la matrice A est définie par :

et le vecteur b par :

Xx=Ax+bu
0 o 'fo o
Lo -y
-a 1 0 @
0
0 —-a 1] |0
10 0]
—a 1 :
b= 0 -ao 1
0
|0 0 -a 1

0

(2.58)
0
, (2.59)
0
— a)N_
(2.60)

La simulation d'un systtme non entier s'obtient ensuite en introduisant la

représentation d'état (2.58) dans une macro-représentation d'état de type (2.2). Pour une

description détaillée de la mise en ceuvre pratique de cette méthode, le lecteur pourra se

référer a [Lin, 2001]. L'approximation obtenue, sous la forme d'une représentation d'état

entiere de grande dimension, peut ensuite étre simulée en utilisant les méthodes classiques de

simulation de systémes entiers.

L'avantage de l'approche qui fait 1'objet de ce paragraphe provient de ce qu'elle permet

la simulation en temps réel d'un systétme non entier, et ce contrairement aux approches

directes. Néanmoins, la dimension de l'approximation obtenue dépendant directement du

nombre d'opérateurs non entiers a synthétiser, un nombre trop important peut s'avérer

préjudiciable a I'objectif de simulation en temps réel.

2.6.2.2 — Approche basée sur l'exploitation de la réponse impulsionnelle analytique

Proposée par Heleschewitz et Matignon [Heleschewitz et Matignon, 1998], 'approche

basée sur l'exploitation de la réponse impulsionnelle analytique consiste a établir une

approximation par mode¢le entier a partir des réponses impulsionnelles modales analytiques du

systéme non entier a simuler, soit :
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q;  nombre de poles

-1 1 Pk 1 tp
Emodal (1) =L | ——| = —0 __1(—,tpkje k
moda " _ 4 ; ﬂlqi 4di n
q; 1 , (2.61)
e Y 02 st )
L7 k=0
+—J‘ : dx,
ne0 [xzn —24x" cos(nm)+ le]ql
ou Q(x,y) est un polyndme a deux variables défini par :
Op(x,y)=x
(2.62)

K O(x, )= (v +x =) Opy (x, ¥)+ xy%QK_l (x, )

La décomposition structurelle de la réponse (2.61) mettant en évidence un mode
exponentiel et un multimode apériodique, un modele entier peut ainsi étre construit sur la base
de cette décomposition, une partie du modele étant dédié a la simulation du mode exponentiel,

l'autre a la simulation du multimode apériodique.

2.6.2.2.1 — Simulation du mode exponentiel

La simulation du mode exponentiel peut étre simplement obtenue en élaborant un
modele entier dont les poles sont ceux du systéme non entier. Représenté sous forme d'état, ce

modele admet pour expression (dans le cas monovariable) :

{Xexp = Aexpxexp + Bexp u ’ (2.63)

y:[l l]xexp

ou la matrice Ay, est une matrice diagonale ou de Jordan contenant les poles du systeme

non entier sur sa diagonale, le vecteur By, ¢tant compos¢ des coefficients du terme

exponentiel e! Pk (relation (2.61)).
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2.6.2.2.2 — Simulation du multimode apériodique

La simulation du multimode apériodique repose sur la représentation de ce mode par

une représentation diffusive, soit [Heleschewitz et Matignon, 1998] :

% —& X(&,1)+ult); X(£,0)=0

y0)= [ ul&)x(.0)ag

: (2.64)

Z U )k "4 sinfnn(q; — k)]

avec : u(&)=4=0

(2.65)
[cfz" 24,E" cos(nm)+ 4,2 ]q

La simulation d'une telle représentation s'effectue par la discrétisation de la variable

continue ¢ qui conduit a l'approximation du multimode apériodique par la somme discréte :

_,52 ( j )gn qi= sm[nn( —k)]

[cfz" —24,E" cos(nm) + A, ]qi

K
[ A= e (266)
0
dans laquelle les &; désignent les points de discrétisation, les  étant calculés en fonction

de la méthode de discrétisation de l'intégrale (rectangle ou trapéze par exemple) et de la

valeur de la fonction continue (&) en &=¢&; .

L'approximation obtenue s'exprime ainsi par un modele entier sous forme modale,

chaque mode étant caractérisé par un pdle & et un coefficient modal g, . La représentation

d'état d'un tel modele s'écrit :

{Xmultimode = A multimodeXmultimode + Bmultimode ¥ (2.67)
y

=[I - 1Xpmultimode

ou A Lultimode €St une matrice diagonale contenant l'ensemble des pdles fk, B 1 ultimode

étant composé des coefficients modaux.
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2.7 — Exemples d'étude

Deux exemples d'étude sont présentés dans ce paragraphe.

Le premier traite de la modélisation, par représentation d'état non entiere réelle, du

comportement en roulis d'un train de véhicule équipé de la suspension CRONE passive.

Le second est consacré a 1'étude d'un exemple académique de systéme non entier

complexe.

2.7.1 — Train de véhicule équipée de la suspension CRONE passive

Le principe de la suspension CRONE passive consiste a remplacer le ressort et
I’amortisseur traditionnels par un dispositif hydropneumatique composé¢ de cellules
¢lémentaires ressort-amortisseur (spheéres Citroén) dont les constantes de temps sont

distribuées de maniere a obtenir un comportement local d'ordre non entier [Oustaloup, 1991],

g m
(o)
Cls)=Cy>——"-—%, (2.68)

m
a)h

un tel comportement permettant d'obtenir la robustesse du facteur d’amortissement vis-a-vis

soit :

des variations de la masse suspendue du véhicule. Le lecteur est renvoyé a [Moreau, 1995] et
[Ramus-Serment, 2001] pour une description détaillée de 1'approche généralisée en matiere

d'isolation vibratoire.

2.7.1.1 — Equation différentielle non entiére

Le modéle a 4 degrés de liberté d’un train de véhicule est représenté par la figure 2.8.
Il est caractérisé par la présence de 2 modes dont les dynamiques sont découplées [Moreau,
1995] :

- le premier est le mode propre de caisse dont la fréquence de coupure est environ de 1 Hz ;

- le deuxiéme est le mode propre de roue dont la fréquence de coupure est environ de 18 Hz.
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La dynamique de roue étant beaucoup plus rapide que celle de la caisse (en
I'occurrence un facteur dix-huit), la suite de 1'étude fait 1'objet d'une hypothése simplificatrice

: les élongations du profil routier sont directement transmise a la suspension.

ecaisse (t )

D IEWN0

chaisse (t ) T

masse suspendue

suspension

mass€ non

d
b suspendue  f, b
zy route (t)¢ Z M route (t eroute (t) ? 2 route (t)
gauche |« M »{ droite
a a

Figure 2.8 — Modeéle d’un train de véhicule a 4 degrés de liberté

Les variables suivantes sont utilisées.

e Pour la caisse

21 i 22 i .. . . . ..
TG = 5 SAXE . position verticale relative (par rapport a la position

d'équilibre) du centre d’inertie de la caisse ;

Zn . —Z1 .
2CalSSC lcalsse

Ocaisse = oy : angle de roulis relatif de la caisse (sous l'hypotheése de

petits déplacements).

e Pour la route

z +z
1 2 y . . .
z = e - élongation verticale moyenne du profil routier ;
M g y p s
route !

route route

0 e =2— : angle de roulis du profil routier (sous lI'hypothese de petites
a

variations).

e Pour la suspension
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F, =F, +F, : effort relatif développé par la suspension sur la caisse dont la masse

est ramenée en son centre d’inertie G ;

I, =—aF, +aF, : couple relatif développé par la suspension sur la caisse (en

susp

I'absence de barre anti-roulis).

Par application du principe fondamental de la dynamique, 1'équation symbolique qui

régit le mouvement en roulis de la caisse autour de sa position d'équilibre s'écrit :

Jszecaisse (S) = Tgusp (S) + Text (S) ) (2.69)

J et Ty (s) désignant respectivement le moment d'inertie de la caisse et un couple extérieur

perturbateur qui lui est appliqué.

En portant I'expression de Iy, (s) dans I'équation (2.69), il vient :
Js* Bcaisse (s)=2a 2 C(S)(eroute (s)- Ocaisse () + Dext (s), (2.70)
soit :

(Jsz +2a 2C(S))ecaisse (S) = 2a2C(S)0route (S) + Dext (S) > (2.71)

ou, compte tenu de l'expression de C(s) :

m m
1+ (S] 1 +(
JSZ ecaisse (S) +2a 2CO & ecaisse (S) = 26’2C0 - - eroute (S) + 1—‘ext (S) ’(2'72)

m

-
B
N
—-
7\
Sle |8

ou bien :

m m
S S
Js?[ 1+ (a} Bcaisse (S) + 2azCO 1+ [E] Bcaisse (S) =

,(2.73)

m m
2a 2CO 1+ [i) Oroute (S) +| 1+ (ij Text (S)

équation symbolique dont la traduction temporelle détermine 1'équation différentielle non

entiere régissant le mouvement en roulis :
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J m+2 2 2a%Cy 2
W D ecaisse (t) +JD ecaisse (t) + ( )m ecaisse (t) +2a CO ecaisse (t) =
Wn Wy
(2.74)
2a%C 1
—ODm route (t) +2a 2 CO eroute (t) + Dmrext (t) + 1—‘ext (t)
(@, )" (@n )"

2.7.1.2 — Représentation d’état non entiére

La représentation d'état non enticre équivalente 1'équation différentielle non enticre
(2.74), s'obtient conformément au paragraphe 2.2.3, en exprimant I'ensemble des ordres de

dérivation comme le produit d'un nombre entier par un facteur commun 7.

La valeur numérique de I’ordre de dérivation de la suspension CRONE passive étant
voisin de 2/3, le facteur commun a tous les ordres de dérivation de 1'équation (2.74) est

n =2/3. La représentation d'état non entiere admet alors pour expression :

0 0
0 0 0 | 0 y 0
0 24°G, @, 7 1
D%x(t) = 0 , 0 y 0 1 X(t) + Jo(woj j |:Hliouzz£; ):|
_ 2a2C0§%)A 3 2aiC0 {2;} 3 0 _ (% )% M - [%J% 0
L ] 7 o
ecaisse(t) = [1 00 O]X(t) _ )
2.75)

2.7.1.3 — Décomposition modale

Correspondant a un train arricre de véhicule, les valeurs numériques suivantes sont

utilisées dans la suite des calculs :

— pour la suspension :

@, =0.1 rad/s;
o =200 rad/s; (2.76)
Cpy =560;

— pour la caisse :
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demi - largeur:a =0.7 m;
moment d'inertie : J = Mr> ;
rayon de giration: 7 =0.7m; (2.77)

masse nominale: M, =600kg;

masse maximale: M ., =1000 kg.

La décomposition modale de la représentation (2.75) s'obtient conformément au

paragraphe 2.3, en diagonalisant la matrice d'évolution, soit pour la masse nominale :

~343 0 0 0 6019 3.031107%
. . -3 3.
D%x(t): 0 0232+293 0 0| 147-276) 1056107 ~23310 J|:er0ute(t):|
0 0 0232-293j 0 14.7+2.76] 1056107 +2.33107 | Texc(t)
0 0 0 -0.216 1911073 3891074
Hcaisse(t)=[2.46710_5 0.0189-0.073j 0.0189+0.073j 0.977]x(t)
(2.78)

représentation qui fait apparaitre quatre modes propres associés a quatre valeurs propres, deux
réelles et deux complexes conjuguées. La figure 2.9 représente la localisation de ces valeurs

propres pour 5 valeurs de M comprises entre 600 kg et 1000 kg.

3

CESSEG

partie imaginaire
o
[0}

D
D

-3
-35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5
partie réelle

Figure 2.9 — lllustration des valeurs propres pour différentes valeurs de M :
M=600 kg ; 700 kg ; 800 kg ; 900 kg ; 1000 kg

(le module des valeurs propres décroit lorsque la masse augmente)

La détermination des poles, effectué conformément a la procédure du paragraphe
2.4.1, conduit a une paire de pdles complexes conjugués associée a la paire de valeurs propres
complexes conjuguées. La figure 2.10 les représente pour 5 valeurs de M comprises entre 600
kg et 1000 kg.

-73 -



Chapitre 2 Représentation et analyse des systémes linéaires non entiers

4 ICN!
3 \S\E\U\S\
2 \
21
©
f =
=)
g0
2
=
81
_2 /
-3 9'/9/
/e/el/
-4 et
-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
partie réelle

Figure 2.10 — Illustration des poles complexes conjugués pour différentes valeurs de M :
M=600kg ; 700 kg ; 800 kg ; 900 kg ; 1000 kg
(le module des poles décroit lorsque la masse augmente)

L'analyse des figures 2.9 et 2.10 révele que le déplacement des valeurs propres et des
poles dii aux variations de la masse M s'effectue a argument constant. Compte tenu de
'équation (2.35) qui exprime analytiquement la réponse impulsionnelle modale d'un systeme

non entier, soit

nombre de poles

. oo n_ —tx
()=s""1 R Pk o +sm(mt) x e dx.,
&modal n 1 n " 5
st =4 pa nAj n 0 x" =24 x" cos(nm)+ 4

(2.79)

l'invariance de l'argument des pdles traduit un résultat remarquable en ce sens qu'il démontre
la robustesse du degré de stabilité du comportement en roulis vis-a-vis des variations de la

masse suspendue M.

La figure 2.11 représente les réponses indicielles unitaires du transfert

Ocaisse (5)/ Broute () obtenues pour 5 valeurs de M comprises entre 600 kg et 1000 kg.

L'invariance du premier dépassement confirme la robustesse du degré de stabilité aux

variations de M.
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1.4
1.2 \
1
0C
(0]
208
S5
°
3
® 0.6
2
<C
0.4 .
— 600 kg
— 700 kg
— 800kg |l
0.2 —— 900 kg
—— 1000 kg
0 i
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

temps (s)

Figure 2.11 — Réponses indicielles du transfert 6,4 (s)/ 6,oute (5)
pour différentes valeurs de M : M=600 kg ; 700 kg ; 800 kg ; 900 kg ; 1000 kg

2.7.2 — Systéme non entier complexe

Ce paragraphe est consacré a I'étude d'un exemple académique de systeme non entier

complexe.

Soit un systéme monovariable dont on considére comme sortie, Re (y(¢)), ¥(f) étant la

solution de 1'équation différentielle non entiere complexe :

D1+0'4iy(t)—D0'5+0'2iy(t)+y(t)= D°~5+0~2iu(t)+u(t). (2.80)

Les ordres de dérivation de 1'équation (2.80) étant commensurables (le facteur

commun a tous les ordres étant n=0.5+0.21), le systtme peut étre décrit par une

représentation d'état non entiere complexe, soit :
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] A

0=t 1 20)

Conformément au paragraphe 2.3, un changement de base par transformation

xl(l)}+ e_::/é u(t)
e /3 _

(2.81)

semblable permet d'obtenir la forme diagonale de cette représentation :

ol s

Gl

La décomposition modale ainsi obtenue conduit donc a I'¢tude de deux modes propres
17'5/3 17'5/3

(2.82)

générés par la paire de valeurs propres conjuguées (e ). En appliquant le formalisme

(2.30), les poles du systeme s'expriment par :

_ in/3 _ 20m/87 .i50m/87
A=e —>p = e

12 _ e—m/3 > py = e—201r/87e-150n/87

(2.83)

La relation (2.83) met en évidence une propriété remarquable des pdles d'un systeme
non entier complexe. Il s'aveére en effet que les pdles générés par la paire de valeurs propres

in/ 3 111:/ 3

complexes conjuguées (e ) ne sont pas complexes conjugués car de modules

différents. Cette propriété exclusivement liée a la nature complexe de l'ordre de dérivation

. . . i3 i3
traduit un résultat remarquable en ce sens que la paire de valeurs propres (™, ¢™

) génere
deux dynamiques oscillantes différentes, et ce contrairement au cas entier ou non entier
strictement réel dans lequel une paire de valeurs propres complexes conjuguées ne peut
générer qu'une seule dynamique. En effet, le pdle p; étant de module supérieur a celui du pdle
P2, le comportement dynamique oscillant généré par la valeur propre A, est plus rapide que
celui généré par la valeur propre 4,. Cette caractéristique, spécifique des systémes non entiers
complexes, est intéressante dans le sens ou elle permet de modéliser deux dynamiques

différentes par une paire de valeurs propres.
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Comme le montre la figure 2.12, les pdles du systéme sont stables puisque aucun
nombre entier n'est présent dans l'intervalle d'instabilité.

» _620%7
/ Intervalle ! 50m
i ' s g ="
J=e 3 d'instabilité =5
0 Q
) 1/6
747600 3600 187/600 274/600
—207,
—e 87
) y Intervalle P S0x
-1 " e, __OUm
Ah=e 3 d'instabilité 6, = %7
) 0
B R ' e
) -1/6 '
~2741600 1 ¢7/600 -13/600 74/600

Figure 2.12 - Détermination des poles

La figure 2.13 représente les réponses indicielles unitaires modales du systeme
générées par les deux valeurs propres ¢™ et ¢™. La figure 2.14 représente la réponse

indicielle globale du systeme.

2

~

7 N
4 A

1.5 \
I
10 \
(\}\/;xizgya:::: /<’ ‘-\'\

\ - =< =
AN -

N AN
Ky ~
¢

0 } ;
-0.5

0.5

_2 \\\_,/I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figure 2.13 - Réponses indicielles modales
traits gras : parties réelles
traits fins : parties imaginaires
__:delaréponse générée par A

- - :dela réponse générée par A, ;
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3.5

WA

9/

0.5 -
J
1 —_———
0} 5 S
1 \ s ~ D e R S DU
t . A \\\\‘ -7
0.5 H % o z
. J,
.
-1 \‘ -
Y I
N/
-1.5
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figure 2.14 - Réponse indicielle globale
__ . partie réelle

- - ! partie imaginaire

En conclusion, cette étude révele une propriété remarquable, spécifique de la nature
complexe de l'ordre de dérivation. Il s'avere en effet que I'extension, dans une représentation

d'état, de l'ordre de dérivation au corps des complexes, permet la modélisation de plusieurs

dynamiques oscillantes par a un nombre réduit de parameétres.

Cette caractéristique ouvre sans aucun doute des perspectives intéressantes en matiere
d'identification. L'objectif de toute identification étant en effet de prendre en compte le plus
fidélement possible 1'ensemble des dynamiques d'un systéme au moyen d'un nombre réduit de
parametres, l'extension de l'ordre de dérivation au corps des complexes devrait permettre de

réduire le nombre de paramétres des mod¢les d'identification.
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Chapitre 3

La dérivation non entiére
en modélisation des phénoménes de diffusion :
application aux systémes thermiques

3.1 — Introduction

Alors que la représentation et l'analyse mathématiques des systémes non entiers a fait
I'objet des développements du chapitre précédent, le présent chapitre traite de I'utilisation de
l'opérateur de dérivation non entiere dans la modélisation des phénomenes de diffusion, le
domaine de la thermique retenu comme champ applicatif ne revétant aucun caracteére
réducteur sachant que les développements qui s'y rapportent s'appliquent tout aussi bien aux

autres phénomenes diffusifs.

L'é¢tude du lien entre l'opérateur de dérivation non entiére et les phénomenes de
diffusion a déja fait I'objet de nombreuses publications. A titre d'exemple, citons I'ouvrage de
Oldham et Spanier [Oldham et Spanier, 1974] dans lequel les auteurs établissent
analytiquement, pour certaines géométries, le passage de 1'équation de la chaleur a une

équation différentielle non enticre dont les ordres de dérivation sont multiples de 0.5.

Ce chapitre propose I'¢tude du transfert de chaleur dans deux types de milieux : les
milieux semi-infinis puis les milieux finis. Dans chacun des cas, trois sortes de géométries
sont considérées : plane, cylindrique et sphérique. L'établissement analytique des
transmittances correspondantes et leurs approximations sous la forme de transmittances
entiéres et non entiéres constitue la contribution majeure de ce chapitre, la comparaison des

approximations obtenues faisant par ailleurs 1'objet d'une attention particuliére.
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3.2 — Transfert de chaleur dans les milieux semi-infinis

Ce paragraphe développe 1'étude du transfert de chaleur dans les milieux semi-infinis
plan, cylindrique et sphérique. Dans tous les cas, le milieu est considéré homogene, de
conductivité A, de diffusivité o et de température initiale nulle en tout point. Il est soumis a
une densité de flux ¢(¢) sur la surface normale sortante n. Le transfert de chaleur 1D est régi

par le systeme d'équations aux dérivées partielles :

o P or or

—ﬁ%’ﬂ’l‘)zdz‘) , =0 ,1>0 : (3.1)
r

T(r,t)=0 , 0<r<oo ,t=0

aT(r,t)_ﬁi(rpMj . 0<r<oo, t>0

systeme dans lequel p est une variable caractérisant le type de géométrie considére, a savoir :
- p =0 pour une géométrie plane ;
- p =1 pour une géométrie cylindrique ;
- p =2 pour une géométrie sphérique.

Pour chacune de ces géométries, les pertes au niveau de la surface d'application du

flux sont considérées nulles.

3.2.1 — Milieu semi-infini plan

L'étude d'un milieu semi-infini plan correspond au cas ou p =0 et » = x, x désignant

l'abscisse du point de mesure de température a l'intérieur du milieu (figure 3.1). Le systéme

(3.1) se simplifie alors conformément a :

2
BT(x,t)zaa T(x,t)’ O<x<oo, £50
ot o2

_ M:qp(l‘)’ x=0,t>0 . (3.2)
ox

T(x,t)=0, 0<x<oo , =0
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A4
v

Figure 3.1 — Mur plan semi-infini

La transformation de Laplace de la premiere équation conduit a :

OTs) S 7, Y2 on Flus) = L)} (33)

o2 o

relation qui définit une équation différentielle par rapport a la variable x, dont la solution est

immeédiate et s'exprime par :

T(x,s)=K,(s) e"‘@ + Ko (s) ex\/%. (3.4)

La prise en compte des conditions aux limites dictées par les deux autres équations du

systeme (3.1) permet d'établir un transfert de la forme :

_ T(x,s) _ 1 e—x\/%
H(x,s)= () \/}m . (3.5)

Deux cas d'é¢tude méritent d'étre distingués.

Le premier, caractérisé par x =0, correspond a 1'étude de 1'i'mpédance thermique du

milieu, soit :

H(0,s)= : (3.6)

Le second correspond a I'étude du transfert défini pour tout x > 0, soit :

-81 -



Chapitre 3 La dérivation non entiére en modélisation des phénomeénes de diffusion : application en thermique

H(x,s)= Tlxs), (3.7)

P(s)

3.2.1.1 — Impédance thermique du milieu (x =0)

Dans le cas ou x =0, le transfert (3.5) se réduit a :

7(0,s) 1
H(0,s)="—7= : (3.8)
pls) s fipcC »
qui, dans le domaine temporel (les conditions initiales étant nulles), se traduit par :
7(0.0)=——=—1"30(). (.9

JAp C,

relation qui exprime un résultat maintenant bien connu a travers lequel I'impédance thermique
d'un milieu semi-infini plan est définie par un intégrateur d'ordre 0.5. Permettant d'exprimer
analytiquement la température 7'(0,7) uniquement en fonction de l'intégrale d'ordre 0.5 du
flux ¢(t), ce résultat met bien en avant dans ce domaine la propriété de compacité que

présente l'opérateur de dérivation non entiere. Il est vrai que l'impédance résultant d'une
discrétisation spatio-temporelle (méthode des ¢léments finis par exemple) se présente sous la

forme d'un modele entier de trés grande dimension.

3.2.1.2 — Transfert général (x >0)

Dans le cas ou la mesure de température s'effectue a l'intérieur du milieu, soit x > 0, le

transfert H (x,s) est donné par la relation (3.5), soit :

_ T(x,s)_ 1 e—x\/%
H(x,s)= 0] \/}m : (3.10)

Dans le but d'approximer H(x,s) par un développement en série, il convient

d'exprimer la fonction exponentielle sous la forme :
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¢? :Z% 3.11)

Deux types de développement en série sont alors possibles.

. , , . -\, ,
Le premier, basé sur le développement direct de e @ | est donné par :

k
H xs a s(k )2 avec aj = —lkx—, 3.12
IK mzo k k ( ) O(k/zk! ( )
soit, dans le domaine temporel :
k
0.5 k/2 kX
D Txt D t)avec a; =(-1)" ————. 3.13
m% ¢() k ( ) O(k/zk! ( )

La réécriture de (3.10) conformément a 1'approximation de Padé d'un retard pur, soit

S i
H(x,s):;e_xy S ’ (3.14)

permet d'obtenir le second développement :

K

Za}{sk/z

k
! k avec ay :(—l)k%,
/1,0 Cp z‘ ‘ (k+1)/ o k!

k=0

Hy g (x,5)= (3.15)

soit, dans le domaine temporel :

k
DWW 27 ( Z D*'20(0) avee al = (-1 2 316)

/2
k=0 \/’1'0 o s o k!

L'avantage du second développement réside dans 2 propriétés fondamentales :

~

- Hy g (x,s) est une fonction strictement propre alors que H LK (x,s) ne l'est pas ;

-83-



Chapitre 3 La dérivation non entiére en modélisation des phénomeénes de diffusion : application en thermique

- tendant vers zéro plus rapidement que la suite ay, , la suite a}c (dont la "raison" est deux fois

plus faible) assure une convergence plus rapide de H 2.K (x,s) vers H(x,s).

La figure 3.2 représente les diagrammes de Bode des transferts H(x,s), H LK (x,s) et

flz’K(x,s) pour x =1mm et K =5.

La figure 3.3 représente les diagrammes de Bode des transferts H(x,s), H LK (x,s) et

f[z,K(x,s) pour x =1cm et K =10. La figure 3.4 représente les variations de a; et a}c en

fonction de £ pour les mémes valeurs de x etde K ;

-

1%

-200

200

10° 10" 10° 10°

Fréquence (Hz)

-200

e
)

Phase(°)

-400

-600

10 10

10° 10" 107 10°

Fréquence (Hz)

Figure 3.2 — Diagrammes de Bode de H(x,s), I-NILK (x,s) et PNIQ’K (x,s)

pour x=1lmm et K =5 (A= 10Wm ™K1, pCy, = 10K 'm™ er a = 10_5m2s_1)
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-200 iy

-400 B
N

-600

Phase(®)

N
L

-800 2 1 0
10 10 10 10 10
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Figure 3.3 — Diagrammes de Bode de H(x,s), I-NILK (x,s) et I-le,K (x,s)

pour x=lem et K =10 (A=10Wm'K™!, pC, =10°TK'm™> et =10 m?s™")

6
* o
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® o
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o
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+
-4
*
-6
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Figure 3.4 — Variations de ay, et a}c en fonction de k pour x =1cm et K =10

(=10"m?%s71)

Confirmant que l'approximation du transfert H(x,s) par le modéle H 2.K (x,s) est

meilleure que celle obtenue par le modéle [—NIL x (x,s), l'analyse de ces 3 figures révéle
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également que plus la mesure de température s'effectue loin de la surface d'application du

flux, plus le nombre de paramétres nécessaire a une bonne approximation est important, la

'
"raison" de la suite a; augmentant en effet avec x.

Remarque importante

La considération, comme sollicitation d'entrée, non plus du flux ¢@(f) mais d'une
p @

température imposée en x =0, soit 7(0,¢), conduit a des approximations du transfert

(x,s)

=

G(x,s)= 7(0.5) par des mode¢les non entiers de méme structure que ceux obtenus a partir de
,S

H(x,s)= %’;) . Comme pour H(x,s), le transfert G(x,s) se traduit alors, dans le domaine
ols

temporel, par une équation différentielle non entiére dont les ordres de dérivation sont

multiples de 0.5.
|

3.2.2 — Milieu semi-infini cylindrique

L'é¢tude d'un milieu semi-infini cylindrique correspond au cas ou p =1. Le systeme

considére (figure 3.5) est un milieu semi-infini présentant une cavité interne cylindrique de
rayon intérieur R et de longueur /. La température initiale est supposée nulle en tout point.

La surface de la cavité est soumise au flux de chaleur @(z).
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Figure 3.5 — Milieu semi-infini de cavité interne cylindrique de rayon R et de longueur [

Conformément aux développements du paragraphe précédent, la transformation de

Laplace du systéme (3.1) permet de déterminer le transfert reliant 7 (r,s) a @(s) :

(rns)= T05) | )

9(s) 2RI ANs K (R\/Ej |

(3.17)
Jo

ou K et K sont les fonctions de Bessel modifiées de deuxiéme espéce d'ordres 0 et 1, telles

que :
i h(r)
Kk(z)zj e Z" cosh (ke )dt , (3.18)
0

dont le développement au premier ordre conduit a la fonction de transfert réduite :

~ bos —1

Hlr,s)= , 3.19
(r,s) wds tas (3.19)
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37l
aO = Tbo
avec ay = M (3.20)
o
8r
by =—
0 No

Comme dans le cas d'un plan semi-infini, la traduction temporelle de 1'équation (3.19)

est une équation différentielle dont les ordres de dérivation sont multiples de 0.5, soit :
agD T (r,t)+a D' T(r,t) = byD* ¢(t) - 4(t). (3.21)

La figure 3.6 représente les diagrammes de Bode des transferts H(r,s) et H (r,s)

pour ¥ =R =1cm et /[ =1m. La qualité¢ de l'approximation obtenue confirme la capacité de
I'opérateur de dérivation non entiere de modéliser les phénomenes de diffusion avec un

nombre réduit de paramertes.

-30 T

N e M o 5
= 3 _——
S -50 Saif
c o~
§ -60 T

..\\
-70 L
e,
-80 1 0 1 2
10 10 10 10
Fréquence (Hz)
-30
\s
—~-35 S
5 RN
s R
o .40 At
AL
.~~:‘:*?_~_
45 1 0 = =“T“ 2
10 10 10 10

Fréquence (Hz)
Figure 3.6 — Diagrammes de Bode de H(r,s), I-Nl(r,s)

pour r=R=lcm et [=1m (A=10Wm 'K et ¢ =107 m?s7})
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3.2.3 — Milieu semi-infini sphérique

L'é¢tude d'un milieu semi-infini sphérique au cas ou p=2. Le systetme considéré
(figure 3.7) est un milieu semi-infini présentant une cavité interne sphérique de rayon R . La

surface de la cavité est soumise au flux de chaleur ¢(t). Conformément au paragraphe 3.2.1,

la transformation de Laplace du systéme (3.1) détermine le transfert entre T (r,s) et ¢ (s) :

exp(_ IJ
Ja

9(s) 4727/1(13\5 + IJ exp(— %gj

(3.22)

Figure 3.7 — Milieu semi-infini de cavité interne sphérique de rayon R

dont le développement en série s'effectue a partir de celui de la fonction exponentielle

(relation (3.11)), soit :

K k
Z( lk r Sk/2
o2
H(r,s)= k=0 — , , (3.23)
Rs Kk R k/2
4mA| —=+1 —)F S
[\/; JZ( ) 2

k=0

qui, dans le domaine temporel, se traduit par :
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K- 1

47| T(r,1)+ R w2y )k R kg
k+1),a(k+l)/2 ’ K1okt1)/2 ’
k=0 ) :
K
k/2
——— D" 9(r)
; k,ak/z
(3.24)

équation différentielle dont les ordres de dérivation sont bien multiples de 0.5, comme pour

les autres géométries semi-infinies.

Lorsque la mesure de température s'effectue au niveau de la surface d'application du
flux, les fonctions exponentielles du transfert (3.22) se simplifient et 1'approximation H (r,s)

donné par (3.23) se confond alors avec la transmittance exacte H(r,s), soit :

4701R(T(R,t)+%D0'5T(R,t)] = ¢(1). (3.25)

La figure 3.8 représente, pour » =R =1cm, les diagrammes de Bode du transfert

H (r,s) qui, dans cette configuration, s'identifie a H(r,s).

0
]

-10 R
) T
Z .20 TF
= .
= \
3 N

-30 s

N
-40 3 2 1 0 1 2
10 10 10 10 10 10
Fréquence (Hz)
-10
\\\\

-20 A

Z N
A

2 .30 » SAH
£ S~

-40 T -

-50 3 2 1 0 1 2

10 10 10 10 10 10

Fréquence (Hz)
Figure 3.8 — Diagrammes de Bode de H(r,s)=H(r,s)

pour r=R=1lcm (A= 10Wm 'K et oo = 10_5m2s_1)
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3.3 — Transfert de chaleur dans les milieux finis

Ce paragraphe le transfert de chaleur 1D dans 3 milieux finis, en I'occurrence un mur
plan (résultant de la troncature du mur plan semi-infini), un cylindre plein et une sphere

pleine.

Omniprésent dans les transferts de chaleur dans les milieux semi-infinis, 'opérateur de
dérivation non entiere le reste dans les milieux finis. Caractérisé par une intégration d'ordre
0.5, le comportement aux temps courts de I'impédance thermique des milieux finis est en effet
identique a celui des milieux semi-infinis, exprimant ainsi l'identit¢ des comportements

asymptotiques en haute fréquence.

3.3.1 — Transfert de chaleur dans un mur plan

Considérons le transfert de chaleur 1D dans une paroi plane d'épaisseur e, de

diffusivité a et de conductivité A, soumise a la densité de flux @(¢) en x =0 (figure 3.9).

On considere par ailleurs qu'il n'y a pas de perte en x =0.

A4
v

Figure 3.9 — Mur plan d'épaisseur e

Sous I'hypothéese selon laquelle le flux sortant en x =e est nul, la transformation de

Laplace des équations aux dérivées partielles (3.2) conduit a un transfert de la forme :
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cosh[(e ~x) ;J

Ol ] .

x désignant l'abscisse du point de mesure de température a l'intérieur du milieu.

H(x,s):

Conformément aux développements effectués pour le milieu plan semi-infini, deux cas

d'études font I'objet d'une distinction.

Le premier, caractérisé par x =0, correspond a 1'étude de 1'impédance thermique du

milieu, soit :

H(0,5s)= . (3.27)

H(x,s)= : (3.28)

3.3.1.1 — Impédance thermique du milieu (x =0)

En supposant une mesure de température en face avant, soit x =0, le transfert se

T(0,s) _ COSh[e\/gJ _ 1
7o) z\/g sinh(e\/gJ z\/g tanh(e\/gJ |

résultat qui exprime un comportement asymptotique d'ordre 0.5 en haute fréquence (voir

simplifie conformément a :

H(0,5)= (3.29)

annexe 1).

Dans le cadre d'une approximation de H (O,s) par un développement en série, deux

cas sont distingués. Le premier correspond a un développement direct des fonctions
trigonométriques hyperboliques et conduit & un transfert entier. Pour le second, le transfert
H (0,5) est exprim¢ a l'aide de fonctions exponentielles dont le développement conduit a un

transfert non entier.
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3.3.1.1.1 — Premiere méthode d'approximation

La premiére méthode d'approximation est basée sur le développement direct des

fonctions trigonométriques hyperboliques, soit :

> 2k+1

cosh(z :Z (sz et sinh(z :ng N (3.30)
+

k=0 k=0

L'introduction de ces développements dans le transfert H(0,s) conduit au transfert

réduit PNILK (0,5) :

K
Zaksk o
Hy g (0,5)=——*=0 . aveo ap =——— (3.31)
ﬂz el (2k)\x
ap s
a2k +1)

k=0

qui, dans le domaine temporel, se traduit par :

K 2k

K
A — 2 a4, D" 7(0,6)=) ayDFolt) , avec ap =—5——. (3.32)
kz;a@kﬂ) ; (2k)1ek

Définie par 1'équation (3.32), I'approximation ainsi obtenue n'est autre qu'une équation
différentielle dont les ordres de dérivation sont entiers. Aussi, le comportement asymptotique

de H(0,s) en haute fréquence, en l'occurrence une intégration d'ordre 0.5, ne peut étre

reproduit par une telle approximation, méme en prenant un nombre important de parameétres.

3.3.1.1.2 — Seconde méthode d'approximation

Dans 1'objectif d'obtenir une seconde approximation qui assure le méme comportement

asymptotique en haute fréquence que H (O,s), un jeu d'écriture permet d'exprimer le transfert

H(0,s) sous la forme :

(3.33)
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le développement en série de la fonction exponentielle conduisant au transfert réduit

]‘NI2’K(O,S) .

K
1+ Zak sk/2
N — N
Hjy x(0,5)= = , avec aj = , (3.34)
ﬂzaiks(kﬂ)/z :
k=1 o
qui, dans le domaine temporel, se traduit par :
K a' K , , zk—l ek
ﬂZ—kD(k+l)/2T(0,t)=l+Zak DF2p() , avecap ==, (3.35)
=1 Ve k=1 ko'

approximation qui n'est autre qu'une équation différentielle non entiére dont les ordres de

dérivation sont multiples de 0.5.

L'é¢tude du comportement asymptotique en haute fréquence du transfert (3.34)

démontre bien l'adéquation d'une telle approximation au transfert H (O,S).

La figure 3.10 illustre une telle propriété a travers les diagrammes de Bode des

transferts H(0,s), I‘NILK(O,S) et I‘NIZ’K(O,S), pour e=10cm et K =5.

-20

Ty) — -—= Hy b

-60 B

Gain(dB)

-80

{
]

-100
10 10 10 10 10
Fréquence (Hz)

-20

S ~’l

A
-60 ol X
A

-80 s hs

Phase(®)

-100 2 ; 5
10 10 10 10 10
Fréquence (Hz)

Figure 3.10 — Diagrammes de Bode de H(0,s), I-NILK (0,5) et 1712’[( (0,5)

pour e=lcm et K =5 (A= 10Wm 'K~ et o = 10_5mzs_1)
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3.3.1.2 — Transfert général (0< x<e)

Dans le cas ou la mesure de température s'effectue a l'intérieur du milieu, soit

0<x<e,le transfert H(x,s) est donné par la relation (3.26), soit :

Fles) °°Sh{(e‘x)\/g J
?0s) ;L\/g sinh(e\/gJ |

Comme dans le cas ou x =0, plusieurs méthodes d'approximation peuvent étre

H(x,s)= (3.36)

envisagées. Trois font ici l'objet d'une présentation. La premiére correspond a un
développement direct des fonctions trigonométriques hyperboliques et conduit a un modele

entier. La deuxiéme et la troisiéme font appel & la décomposition de cosh(z) et sinh(z) en

fonctions exponentielles et conduisent a des modeles non entiers.

3.3.1.2.1 — Premiere méthode d'approximation

La premicre méthode d'approximation, basée sur le développement direct des

fonctions trigonométriques hyperboliques, conduit a un transfert entier de la forme :

K
Zbksk
H (x,5)= k=0 avec b (e_x)2k et a ! (3.37)
I’K b - - b k = k = 1 b .
S (2k)1a* (2k +1)1F !
iZaks +
k=0
qui, dans le domaine temporel, se traduit par :
K K
ﬂZakaHT(x,t) = Zkak(o(t). (3.38)
k=0 k=0

3.3.1.2.2 — Deuxieme méthode d'approximation

Pour la deuxiéme méthode d'approximation, les fonctions cosh(z) et sinh(z) sont

décomposées en fonctions exponentielles. Le transfert H (x,s) s'exprime alors sous la forme :
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- exp(@e_x)\/g] N exp(x\/gj
7l) ﬂ\/g[exp(Ze\/g]—lj |

Le développement en série des fonctions exponentielles conduit ensuite a une

H(x,s)=

(3.39)

approximation de la forme :

K
Zbksk/z
k=0

k k k
~ 2e—x)" +x 2e
Hy g (x.5)=—% . avec by =% et a; =%,(3.40)
ﬂzak S(k+l)/2 kla kla
k=1
qui, dans le domaine, se traduit par :
K K
ﬂ,ZakD(kH)/zT(x,t): > 5Dk 2 (). (3.41)
k=1 k=0

3.3.1.2.3 — Troisieme méthode d'approximation

La troisiéme méthode d'approximation, basée sur le développement de cosh(a —b),

permet d'exprimer le transfert H(x,s) sous la forme :

Fes) sinh(x ;)(exp(Ze\/gJ - 1] + cosh(x ;)(exp(2e\/gJ + 1}
o ool ]

Le développement en série des fonctions sinh(z), cosh(z) et exp(z) conduit alors a

H(x,s): (342)

'approximation :

[l Bl k0]

k=0 k=1

k+1
ﬂzk, ng-rl

Hy (x.s

(3.43)
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Comme pour la méthode précédente, la traduction temporelle d'une telle
approximation s'exprime sous la forme d'une équation différentielle non entiere dont les

ordres de dérivation sont multiples de 0.5.

La figure 3.11 représente les diagrammes de Bode des transferts H (x,s), H LK (x,s),

flng(x,s) et }NI3’K(x,s) pour e=1lm, x=1Icm et K =5.

La qualit¢ de l'approximation obtenue avec le transfert 1-73’ & (x,5) dont les

diagrammes de Bode se confondent avec ceux du transfert H(x,s), confirme la capacité de

I'opérateur de dérivation non entiere a décrire les phénomenes thermiques avec de peu de

parametres.
0 T T 1rrr
— H
S20 [ e e bt H,
— ‘--E“h‘h"—a' L H
% -40 i B WA 2
-\é/ ~_‘~f“h\~ """ H3
(“95 -60 ey ‘ .\\ Sastl
-80 RN
- AN
-100 - - - . --;. :
10 10 10 10 10 10
Fréquence (Hz)
0
_ -50 o gL = g
g 100 INAS 3
s N
o N
-150 <
-200 - - - - 1 i
10 10 10 10 10 10

Fréquence (Hz)
Figure 3.11 — Diagrammes de Bode de H(x,s), I-NILK (x,s), 1;72,1( (x,s) et ﬁ3’K (x,s)

pour e=1lm,x=1cm et K =5 (/1=10Wm_1K_1 et 0{=10_5mzs_1)
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3.3.2 — Transfert de chaleur dans un cylindre plein

Le systéme considéré (figure 3.12) est un cylindre plein, de rayon R et de longueur /,
dont la surface est soumise au flux de chaleur ¢(¢). La température initiale est supposée nulle

en tout point.

Figure 3.12 — Cylindre plein de rayon R et de longueur |

La transformation de Laplace des équations aux dérivées partielles (3.2) conduit a un

transfert de la forme :

Jor

H(rs)=L0rs) _ (3.44)

o(s) _27z1R/1J§ 11(\/%\/5),

dans lequel r désigne la position radiale de la mesure de température, /) et I; étant les

Ja I [fj

fonctions de Bessel modifiées de premicre espece d'ordres 0 et 1, telles que :
i (¢)
I (z)= '[ e 2\ cos(kt)dt . (3.45)
0

Dans le cadre d'une approximation de H (r,s) , deux types de développement en série
sont considérées. Bas¢ sur le développement en série des fonctions de Bessel, le premier
conduit a un mod¢le entier. Faisant appel a un développement spécifique des fonctions de

Bessel, le second conduit a un modele non entier dont les ordres de dérivation sont multiples
de 0.5.
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3.3.2.1 — Premiére méthode d'approximation

Etant donné le développement en série des fonctions de Bessel de premiére espece,

soit
n > 21
2)
Z (=/ (3.46)
I'(k +l
/=
le transfert H(r,s) admet une approximation sous la forme du transfert entier H LK (r,s) :

K
S
=

27lAR K

Zak G+l

k=0

Hy g (r,s)= : (3.47)

) _szﬂ;
“Tlove k\(k +1)!

avec iy , (3.48)
)
o)

approximation qui, dans le domaine temporel, se traduit par :

LZK: DI t)—ZK:b DF () (3.49)
2714 R &= T o). '

L'étude du comportement asymptotique de H (r,s) en haute fréquence (voir annexe 1)

révele que, pour » = R, le transfert de chaleur dans le cylindre plein est caractérisé, comme
dans le cylindre semi-infini, par une intégration d'ordre 0.5. L'approximation par transfert
entier (3.47) s'avérant ne pas reproduire un tel comportement, le paragraphe suivant s'attache
a déterminer un développement qui assure un comportement asymptotique en haute fréquence

conforme a celui de H(r,s).

3.3.2.2— Seconde méthode d'approximation

La seconde méthode d'approximation est fondée sur un développement spécifique des

fonctions de Bessel valable pour z assez grand, soit :
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explz)| | pu=1 (w-1u-9) (u-1)u-9)u-25)
27 8z 21(82)? 31(8z)°

I (z)= A, (3.50)

avec U = 4k,

L'approximation d'ordre réduit de H(r,s), résultant d'une troncature au premier terme

de (3.50), s'exprime alors par :

~ 1+b1\/§

Hy(r,s)=————, (3.51)
2< ) aO\/§+a1s
4 _ _6xlAr
Y Ve
avec aj =M, (3.52)
a
8r
b =—
R
qui, dans le domaine temporel, se traduit par :
0.5 1 _ 0.5
agD" T(r,t)+a;D'T(r,t)=@(t)+b; D" (t). (3.53)

Comme pour le milieu cylindrique semi-infini, I'approximation ainsi obtenue n'est
autre qu'une équation différentielle non entiére dont les ordres de dérivation sont multiples de

0.5.

La figure 3.13 représente les diagrammes de Bode des transferts H(r,s), H LK (r,s),

H,(r,s) pour /=Im, r=R=1cm et K =5. Le comportement en basse fréquence est bien

reproduit par le modele entier alors que celui en haute fréquence est bien reproduit par le

modeéle non entier.
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Figure 3.13 — Diagrammes de Bode de H(r,s), PNILK (r,s) et I-le (r,s)

pour [=lm, r=R=1cm et K =5 (/I:IOWnl_lK_1 et 0(=10_5m2s_1)

3.3.3 — Transfert de chaleur dans une sphére pleine

La derniére étude de ce chapitre porte sur le transfert de chaleur dans une sphére
pleine dont la surface est soumise au flux de chaleur @(f) (figure 3.14). La température

initiale est supposée nulle en tout point.

Figure 3.14 — Sphere pleine de rayon R
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Issu de la transformation de Laplace des équations aux dérivées partielles (3.2), le

transfert reliant T (r,s) a ¢ (s) s'exprime par :

i)
el o]

ou r désigne la position radiale de la mesure de température.

H(r,s)= (3.54)

Dans le cas d'une mesure de température en surface, soit 7(r,s) avec r =R, deux
méthodes d'approximation de H(R,s) sont possibles. La premiére, basée sur le

développement direct des fonctions trigonométriques hyperboliques, conduit a un transfert
entier. La seconde, basée sur le développement de la fonction exponentielle, conduit & un

transfert non entier.

3.3.3.1 — Premiére méthode d'approximation

La premiére méthode d'approximation est fondée sur le développement en série entiere

des fonctions trigonométriques hyperboliques, soit :

2k > 2k+1

cosh(z)zz(zzk)' et sinh(z Z ;k+1 (3.55)

k=0 k:O

L'introduction de ces développements dans le transfert H(R,s) conduit au transfert

réduit :

- R
H1,K(R,S)=7—k 0o (3.56)
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R2k+1

ok (2k+1),
avec , (3.57)

L R (1— R J
kil 2kl

qui, dans le domaine temporel, se traduit par :

K

K
ZakaT(R,t): %Zb,p%(r). (3.58)
k=0

k=0

Comme pour les autres géométries, une telle approximation s'avere ne pas reproduire
le comportement asymptotique en haute fréquence du transfert H (R,s), a savoir une

intégration d'ordre 0.5 (voir annexe 1). Une seconde méthode d'approximation, assurant quant

a elle un tel comportement, est ainsi proposée au paragraphe suivant.

3.3.3.2 — Seconde méthode d'approximation

Pour la seconde méthode d'approximation, les fonctions cosh(z) et sinh(z) sont

décomposées en fonctions exponentielles, le transfert H (R, s) s'exprimant alors par

exp[2R\/? } -1
R o

H(R,S)=E \/g{exp(m \/EJHJ_ [exp £2R \/5]_1}. (3.59)

Le développement en série des fonctions exponentielles conduit ensuite a une

approximation de la forme :

K-1

Zbksk/Z

Ra k=0
K—1 ’
A | Z i /a IR KSK/Z
+ aks +| —
Ja) K!

k=0

(3.60)

- 103 -



Chapitre 3 La dérivation non entiére en modélisation des phénomeénes de diffusion : application en thermique

g (jgjk ]

avec . , (3.61)
2RY 1 ( 2R j

ap =| =] —|1-——
Ja | BIU k+1

qui, dans le domaine temporel, se traduit par :

K-1 / AL / I K-1 /
k/2 K/2 _ k/2
T(R,t)+ kE_OakD T(R,t) +(ﬁ} ?!D T(R,t)_—/1 kE_Oka #(t).(3.62)

Définie par une équation différentielle non entiere dont les ordres de dérivation sont
multiples de 0.5, une telle approximation assure bien un comportement asymptotique d'ordre

0.5 en haute fréquence caractérisé par un intégrateur d'ordre 0.5.

La figure 3.15 représente les diagrammes de Bode des transferts H(R,s), H LK (R,s)

et ]‘NIZ’K(R,S) pour R=10cm et K =5.

'50 T T 1 17
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'\\\\\
Z -20 \\
(0] )
(2] N\
©
T \
-40 \\
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Figure 3.15 — Diagrammes de Bode de H(R,s), I-NILK (R,s) et 1712’1( (R,s)

pour R=10cm et K=5 (A=10Wm 'K ! et ¢ =10 m?s7))
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3.4 — Conclusion

En conclusion de ce chapitre, les études menées sur les milieux a la fois semi-infinis et
finis montrent toutes que l'opérateur de dérivation non entic¢re s'aveére l'outil par excellence

pour modéliser les transferts de chaleur avec peu de parameétres.

Dans chaque cas, un modele non entier dont les ordres de dérivation sont multiples de
0.5, a en effet permis d'obtenir une approximation des transferts bien meilleure qu'avec un
modele entier. Ce résultat n'est certes pas étranger au fait que le comportement asymptotique
en haute fréquence des impédances thermiques correspond toujours a une intégration d'ordre

0.5.

Il convient enfin de souligner que la détermination des modeles d'approximation non
entiers est le plus souvent conditionnée par une réécriture appropriée des transferts. Il est vrai
que les développements 'habituels’ conduisent pour la plupart a des approximations par

modéle entier.
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Chapitre 4

Identification par mode¢le non entier

4.1 — Introduction

L'étude des systémes lin€aires non entiers, tant au niveau mathématique que physique,
a fait 1'objet des développements des chapitres précédents. L'objet de ce chapitre consiste a

utiliser et exploiter le concept de dérivation non entiere dans un contexte d'identification.

D'un point de vue mathématique, 1'introduction d'opérateurs de dérivation non entiere
dans une équation différentielle permet d'obtenir une solution analytique dont la dynamique

présente des modes non exponentiels @ mémoire longue (multimodes apériodiques).

D'un point de vue physique, et plus particulierement dans un contexte de modélisation
des phénoménes de diffusion, une ¢équation différentielle non entiére permet
incontestablement une modé¢lisation plus "compacte" (au sens du nombre de parametres
nécessaires) qu'une équation différentielle entiére, obtenue par exemple par des méthodes de

discrétisation spatio-temporelles.

Dans un tel cadre, le développement de méthodes d'identification, basées sur des
modeles construits a partir d'équations différentielles non entieres, apparait légitime voire
méme de rigueur. Il est vrai que l'objectif d'une démarche d'identification est certes d'obtenir
une modélisation "parcimonieuse" d'un systéme dynamique, c'est-a-dire une modélisation

avec un minimum de parameétres.

Initialisés au début des années 90 par B. Mathieux et L. Le Lay, les travaux sur
l'identification par modele non entier ont fait I'objet de nombreuses publications et de deux
théses de doctorat, 1'une de l'université Bordeaux 1 [Le Lay, 1998], l'autre de l'université de
Poitiers [Lin, 2001].
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Sous sa forme la plus générale, un modele non entier est défini par une équation ou un
systeme d'équations différentielles caractérisées par des ordres de dérivation réels, entiers ou

non entiers, soit dans le cas monovariable :

Dnao y(t)+ ot aj Dnal y(f)++ ay Dnal’ y(f): (4 1)
bo D" u(t)+ ... by D" u(t)+ ...+ byy DM ur),

ou y(z) et u(z) désignent respectivement la sortie et I'entrée du systéme a identifier.

Si dans le cas entier, les coefficients des opérateurs de dérivation suffisent a décrire
complétement une équation différentielle, les ordres de dérivation étant distribués
implicitement en raison d'un écart unitaire entre 2 ordres consécutifs, il en est autrement dans

le cas non entier, ou la connaissance des ordres de dérivation s'avére aussi nécessaire.

Dans un contexte d'identification par estimation paramétrique, 1'étude de I'équation
(4.1) révele que les coefficients des opérateurs différentiels interviennent linéairement alors
que les ordres de dérivation interviennent quant a eux non linéairement. Deux cas d'étude sont

alors a distinguer.

Le premier correspond a Il'identification d'un systéeme dynamique dont une analyse
préalable permet de fixer a priori les ordres de dérivation du modele. Seuls les coefficients des
opérateurs font alors 1'objet d'une estimation paramétrique, le modele ainsi obtenu étant alors
qualifi¢ de modele boite grise. Basées sur les méthodes a erreur d'équation, les techniques
d'optimisation utilisées sont linéaires vis-a-vis des parameétres et en permettent une estimation

directe.

Dans le second cas, les ordres de dérivation doivent étre estimés au méme titre que les
coefficients, le modele étant alors de type boite noire. Basées sur les méthodes erreur de
sortie, les techniques d'optimisation utilisées sont non linéaires vis-a-vis des parametres et

font appel a des algorithmes de programmation non linéaire (PNL).

4.2 — Méthodes a erreur d'équation : seuls les coefficients sont estimés

Ce paragraphe s'articule autour de 2 méthodes d'estimation paramétrique de modele
non entier a erreur d'équation ou seuls les coefficients sont estimés, les ordres de dérivation

étant supposés connus.
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La premicre, développée par B. Matthieu et L. Le Lay [Le Lay, 1998], repose sur la
discrétisation de l'équation différentielle non enticre (4.1) en utilisant l'approximation

numérique de Griinwald de la dérivée non entiére d'une fonction temporelle.

La seconde est basée sur I'extension au non-entier des méthodes classiques
d'estimation de modele a représentation continue développées par Young [Young,
1981][Neumann and Isermann, 1988]. Une méthode, basée sur l'utilisation de filtres de
variables d'état non entiers associée aux techniques d'optimisation par moindres carrés

linéaires et par variables instrumentales, est notamment présentée.

4.2.1 — Estimation paramétrique par discrétisation de 1'équation différentielle

La méthode d'estimation sommairement présentée ici releve des travaux de B.
Matthieu et L. Le Lay. Le lecteur pourra se référer a [Le Lay, 1998] pour une description
détaillée et illustrée de nombreux exemples. L'objectif consiste a estimer les coefficients,

notés ap,...,ay,by,...,by, del'équation différentielle non enticre :

D" )+ a D"« y(t)+..+a p" y(t)+..+ag D" yl(t)= w2

bo D" u(t)+ ... by, D" () + ..+ byy DM u(t),

les ordres de dérivation étant des nombres réels positifs, entiers ou non entiers, supposés

connus.

L'estimation paramétrique se décompose en trois phases bien distinctes. La premiére
consiste a discrétiser I'équation (4.2) puis a linéariser le modele discret obtenu a l'aide d'un
changement de variables. La deuxiéme consiste a estimer les nouveaux parameétres par une
méthode a erreur de prédiction utilisant la technique d'optimisation des moindres carrés

linéaire. Enfin, dans la troisiéme phase, les parametres initiaux (coefficients a; et b,,) sont

calculés a partir de l'inversion du changement de variables.

4.2.1.1- Modéle discret de dimension infinie

La discrétisation de I'équation (4.2) s'effectue en remplagant les dérivées continues par

une approximation discréte issue de la définition de Griinwald, soit :
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K
" lah) =L k-4, 43

n
h k=0

_ nin—=1)n—-2).(n—k+1) .

n
ou & désigne la période d'échantillonnage et ou (k o

Le modeéle discret ainsi obtenu est de la forme :

ou ap =1.

Ce modele, reliant tous les échantillons de la sortie a tous les échantillons de 1'entrée,
est de dimension croissante avec le temps ¢ = Kh. En effet, contrairement aux modeles
paramétriques entiers dont la mémoire se limite aux L dernieres valeurs de la sortie et aux
M derniéres valeurs de 'entrée, les modeles non entiers prennent en compte quant a eux tout
le passé du systéme a travers la somme sur K. Mais ce caractere global ne se paie pas pour

autant aux prix d'une complexification démesurée du modéle puisque seulement (L + M)

parametres suffisent a la description compléte du modéle non entier.

En vue d'utiliser une méthode d'estimation a erreur de prédiction (PEM), la sortie du
modele a l'instant KA s'exprime en fonction des entrées et sorties passées en isolant le terme

y(Kh) dans 1'équation (4.4), obtenu pour k = 0, soit :

h = hm 4
y(Kh)=—l=0 k=1 - +m—0 k=0 - ,(4.5)
2 2
na na
=0 h 1=0 h 4

relation non linéaire vis-a-vis des paramétres (ag,...,as ,bg,...bys ).

Une technique de linéarisation qui permette l'utilisation de la méthode des moindres

carrés lin€aire, consiste alors a exprimer y(Kh) par une relation lin€aire par rapport a un

nouvel ensemble de paramétres (a'; ,...,a'; ,b'q ,...,b"ys ), S0it :
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L M
WKR)==)" @y Y (Kn)+ Y ' Uy (KR), (4.6)
m=0

/=0

oul les paramétres (a'y ,...,a'; ,b'g,...,b'ys ) sont définis par le changement de variables :

a
K" L
a'y= - ou 0 </ <L ,avec la contrainte Za'l =1, 4.7)
Z aj =0
=0 h"
bm
Bt
et b'm:L—oﬁOSmSM, (4.8)
20
na
=0 h "

les fonctions scalaires Y;(Kh) et U,,(Kh) étant définies & partir des sorties et des entrées

passées conformément a :

K n
o= " k-4 “9)
k=

1

ot U, (Kh)= i(_ 1) [”bm Ju((K ). 4.10)

De par la linéarité de la sortie du modele vis-a-vis des nouveaux parameétres (relation
(4.6)), une procédure d'estimation telle que la méthode des moindres carrés linéaire s'avere

maintenant applicable et fait I'objet du paragraphe suivant.
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4.2.1.2 — Estimation paramétrique du modéle discret

4.2.1.2.1 — Méthode des moindres carrés linéaire

L
L'estimation des nouveaux parametres devant s'effectuer sous la contrainte Za' =1
/=0
1
(relation (4.7)), un jeu d'écriture tel que a'y=1- Za' ; » permet d'exprimer une estimation de
I=1

la sortie du modéle linéairement et sans contrainte par rapport a une estimation du vecteur des

N L Y
parametres 0, :(a'l ,~--,a'L,b'0,~--,b'M) , Soit :

M
a'; (Y, (Kh)- Yy (KR)) Z @.11)

/=1 m=0

Mm

(Kn,B, )=, (Kn) -

L'écriture de 1'équation (4.11) pour N points de mesure entre Kh et (K + N )h , conduit

ensuite a la régression linéaire matricielle suivante :
¥(8, )=-Y, + @b, (4.12)

ou ?z[yA(Kh),...,j/((K+N)h)]T et Yy =[Y0(Kh),...,Y0((K+N)h)]T, et ou la matrice de

régression @ est définie par :

~Y;(Kh)+ Yy (Kh) ~ Y (Kh)+Yy(Kh) Ug(Kh) - Uy (Kh)
D= : : : : : :
~-Y(K+Nn)+Yo(K+N) - =Y (K+N)h)+Y(K+N)h) Ug(K+N)) - Up(K+N)h)
(4.13)

Le probléme d’estimation se formalise maintenant par la recherche d’un vecteur de

parametres optimal, éropt , minimisant le critere quadratique Jy (ér) basé sur l'erreur de

prédiction du modéle &(K#), soit :
6F0pt =argmin(JN(Ar», avec JN(AF)=ETE, (4.14)

ou ET =[e(Kh),...e((K + N)h)] et e(kh)= y(Kh)— $(Kh).

Le vecteur optimalﬁropt , solution de 1'équation (4.14), est bien connu et s’exprime

par:
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A —1
O o —oT o] @ (v+Y,). (4.15)

4.2.1.2.2 — Analyse du biais d'estimation via l'erreur d'équation

Dans un contexte réaliste, la sortie du systéme a identifier est généralement mesurée
par un capteur générant un signal de perturbation additif p(z), la sortie mesurée s'exprimant

alors par :

y" ()= y(t)+ plt), (4.16)

et le vecteur estimé par :

-1
A *T * *
O opr = (@ L) j ® (Y +Yy ) (4.17)

ou d)*, Y et YS sont définis en remplagant y(Kh) par y*(Kh) dans les relations (4.12) et
(4.13) via (4.9).

En remplacant maintenant y(l) par y(t)z y*(t)— p(t) dans l1'équation (4.6), on

obtient :

v (Kh) = Za,Y, Kh)+ Zb’ L (Kh)+ p(Kh +Za,z ( J (K - k)h) (4.18)

/=0 =0 k=1

soit, en introduisant la notion d'erreur d'équation telle que

L K
e(Kh)= p(Kh)+ Zav, Z(_l)k{’:’l ] (K k) : (4.19)

/=0 k=1

L

Vi (Kn) == "a ¥/ (Kn)+

=0 m=0

B, U, (Kh)+e(Kh). (4.20)

M=

L'introduction de (4.20) dans (4.17) conduit alors, pour N tendant vers l'infini, a

'expression du biais de I’estimateur, soit :
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e(Kh)

-l «T| e((K+1)h)

A *T *
AB:E[ﬂropt—er]:E ((I) P j El ® (4.21)

o((K+ N )

Un cas d'étude fréquemment rencontré correspond a celui ou le signal de perturbation

p(t) se réduit a un bruit blanc b(¢). Dans ce cas, compte tenu de la relation (4.19) reliant e(r)
a p(l), la relation (4.21) révele que l'estimation est asymptotiquement biaisée. La cause

principale de ce biais d'estimation provient de la corrélation entre le signal e(t) et le signal

* . . , . *
y (¢) qui est contenu dans la matrice de régression @ .

Afin de résoudre ce probleme, l'estimation de ér peut s'obtenir itérativement en

utilisant la méthode des variables instrumentales [Young, 1981]. Décrite dans le paragraphe

4.2.2.3.2, cette technique consiste a remplacer les ¢léments de @ corrélés avec e(t) (ou

* . 1 ;o . . \
encore y (t)) par un signal non corrélé provenant généralement de la simulation d'un modele

auxiliaire.

4.2.1.2.3 — Matrice de covariance des parametres du modéle discret

. r r r *
Dans le cas ou le signal e(t) est une séquence blanche non corrélée avec @ ,

l'estimation par la méthode des moindres carrés ne présente pas de biais asymptotique (N

tendant vers l'infini). En revanche, pour un nombre fini N de mesures, on peut montrer que le

A

vecteur 0, opt SStUNE variable al€atoire gaussienne centrée sur 0, dont une estimation de la

matrice de covariance est donnée par [Ljung, 1987][Soderstrom and Stoica, 1989] :

2
Oy cov(aj,ay) . . . coviay,by)
-1 2
R T o, . . .
cov(d,., t):(cp* m*j o? = “wo (4.22)
P s . .
b'

Sym . cov(bys_1.bas)

2

O,

o2 étant la variance de e(t) dont une estimation est donnée par :
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T
E E
o? =

N-(L-1+M)

Notons que méme si I'écart-type sur chaque parameétre est faible, il est néanmoins
nécessaire de valider I'hypothése formulée sur le signal e(t). A cet effet on pourra observer

les courbes représentant l'autocorrélation de l'erreur de prédiction E et l'intercorrélation entre

la matrice de régression @ et l'erreur de prédiction E.

4.2.1.3 — Retour aux coefficients de ’équation différentielle

La validation des parameétres du modéle récurrent étant effectuée, les coefficients a;

du modele continu se déduisent par la résolution du systéme linéaire suivant (a( étant fixé a

1):

(a'-1)n " a'y b o ayh aj —a' h "
an B (a'z—l)h_n”‘2 a's B e @ | _|-a'y h e (4.23)
-n -n -n -n
a'L ha a'L Lo (avL_l)h o | ay, - avL L o0 |

les coefficients b,, s’exprimant alors directement par :

L

b, =b, Za, pMm e

/=0

4.2.1.4 — Application

4.2.1.4.1 — Introduction

La méthode ainsi développée est appliquée a I’identification du comportement

dynamique d’un systeme thermique [Battaglia et al., 2000].

L’identification consiste en I’estimation des parameétres d’un modele non entier qui
reproduit au mieux 1’évolution de la température mesurée en un point d’un matériau supposé

de type semi-infini sollicité en flux de chaleur.
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Le dispositif expérimental (figure 4.1) est constitué¢ d'un bloc en aluminium de type
AU4G 2017 sur lequel est disposé une résistance chauffante plate de type Minco MK de 360
Ohms.

Une plaque isolante recouvre la résistance chauffante afin que le flux soit dirigé vers le

bloc d'aluminium.

Un thermocouple cuivre-constantan de 2/10 de mm de diamétre est disposé entre la
résistance et l'aluminium, au centre du bloc. L’épaisseur totale de la résistance et du
thermocouple n’excéde pas 2/10 de mm de facon a ne pas introduire une hétérogénéité
importante dans le milieu. La résistance chauffante est alimentée par une alimentation

stabilisée dont la puissance est mesurée, le flux de chaleur étant alors connu précisément.

Les deux fils du thermocouple sont reliés a des bornes en laiton maintenues a
température ambiante. La mesure est amplifiée (gain égal a 3000) puis le signal est visualisé

et enregistré sur un oscilloscope numérique.

Afin de diminuer la résistance de contact entre la résistance et le matériau, une fine

pellicule de graisse d’argent est répartie sur la surface de contact.

Les dimensions du bloc (70x70x60) sont telles que le matériau se comporte comme un
milieu semi-infini vis-a-vis du thermocouple pour des temps de mesure de I’ordre de quelques

dizaines de secondes.

flux de chaleur
q()

capteur

T

Figure 4.1 - Schéma de principe de l'expérience
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4.2.1.4.2 — Choix de la structure du modele d'identification

Le choix de la nature et de la structure du modele d'identification peut étre guidé par la

connaissance de la solution analytique dans le domaine opérationnel, soit, en désignant par

T(s) et g(s) les transformées de Laplace de T(¢) et ¢(z) :

T(s)= 7(s), (4.24)
(pC,) vys+ 1

Rp+
g JAPC, S+s

T(s) 1+SRp JApC, s°° s
qs) s Japc, " +lpc,) vy st +(oC,) v, SRy JapC, s :

La forme de ce modéle de connaissance conduit a choisir un modele d'identification

ou

non entier dont la structure est définie par :

by + by s
H(s)= S o (4.26)
SO'S(ao +a1 S0'5+S )

modele comportant
- un intégrateur d'ordre 0.5

- et des dérivées non entieres d'ordre multiple de 0.5.

4.2.1.4.3 — Estimation paramétrique du modele d'identification

En imposant un flux de chaleur selon une séquence binaire (figure 4.2), I’estimation
paramétrique du modele d'identification conduit aux résultats présentés dans le tableau 4.1

pour une période d’échantillonnage de 0.05s.
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Estimation data - Milieu semi-infini

—\/"
0.5 “ v\ //\/

N Y

System output
o

-0.5

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (s)

10

System input
N

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (s)

Figure 4.2 — Données d'estimation : flux de chaleur de type SBPA

Ordres de dérivation Parameétres du modele Ecart-types des Paramétres du modele
discret parameétres du modele continu
discret
ng, =0.5 a'o=1.4793 oq, =0203 aog =39.77
n0l1 = 1 a'l = —08513 O'a.I = 00759 Cll = —723
na2 =15 Cl'z =0.3720 O-a'z =0 a = 1
np, =0 b'y=0.011 Op, =0.0013 by =0.94
np, = 0.5 b'y=-0.0058 Op, = 0.0015 b =-0.15

Tableau 4.1 — Résultats de l'estimation

Le transfert estimé est donc de la forme :

T(s) 0.94-0.155%

H(s)= = .
q(s) 3977595 —7.235! 4415

4.27)

La figure 4.3 présente l'erreur de prédiction ainsi que la fonction d'autocorrélation
associée.
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Estimation time-performances: model residuals - Milieu semi-infini

0.01 ! ! ! ! ! !
© H i i i i
=}
S
$ 0 Al I | |
1) I (i i ) Tirml
[}
© H
o
= ]
_0.01 1 1 1 1 1 1 1
6 8 10 12 14 16 18 20
Time (s)
X 10-3
5
— ARX1
0 WA YA '.A . M W W
-5

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (s)

Figure 4.3 — Erreur de prédiction du modéle (fonction £(t))

et fonction d'autocorrélation associée

La figure 4.4 représente la localisation des valeurs propres, zéros propres et poles du
modele (le lecteur étant renvoyé au paragraphe 4.3.2.1 pour la définition du terme zéro
propre). Trois poles distincts sont comptabilisables. Le premier, a l'origine, provient de
l'intégration d'ordre 0.5 que présente le modele. Les 2 autres, complexes conjugués, sont a

partie réelle négative et génerent un mode exponentiel stable.

Eigen values, eigen zeros and pdles

60 : : f
.\ O eigen zeros
40 * eigen values
® poles
€ 20 — ARX 1
g
= %
g0 — %
(o))
®
E 20
-40 /
-60 i
-6 -4 -2 0 2 4 6
Real part

Figure 4.4 — Localisation des valeurs propres, zéros propres et poles du modeéle

Apres la phase d'estimation, le modele doit étre validé a partir de données différentes

de celles utilisées pour réaliser 1'estimation paramétrique. La figure 4.5 représente, d'une part,
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la température mesurée superposée a celle simulée avec le modele et, d'autre part, I'erreur de

sortie du modele pour les mémes données.

Model validation: system and model outputs - Milieu semi-infini

% 0.8
5 06 ——
g 0.4 // \
T o Pt \\//
& /
g 0 —— System output |-
B —— ARX 1
2 -0.2 L 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (s)
Model validation: output error - Milieu semi-infini
0.02
N [— ArRX1]
g 0.01
EoolAn M /\/Vf\/\«J/ \v A
5 ool VY nw/,v AN
'001 \/_/ V v v A\/
~0.02 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (s)

Figure 4.5 — Validation du modele :
-en haut : températures mesurée et simulée avec le modele

- en bas : erreur de sortie du modele

Les faibles valeurs de l'erreur de sortie permettent de conclure sur la pertinence de
l'utilisation de modeles non entiers pour la modélisation de phénomenes de transfert de

chaleur.

4.2.2 — Estimation paramétrique par filtres de variables d'état non entiers

4.2.2.1 — Régression linéaire continue

La méthode d'estimation paramétrique présentée dans ce paragraphe résulte de
I'extension au non entier de la méthode des filtres de variables d'état continus proposée par
Young [Young, 1981]. Comme dans le paragraphe précédent, 1'objectif consiste a estimer, a
partir des données d'entrée et de sortie mesurées sur le systeéme a identifier, les coefficients de

I'équation différentielle non enticre :
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D" y(t)+a p"a y(t)+...+q D" y(t)+...+ag Dp"u yl(t)=

(4.28)
bo D" u(t)+...+ b, D"’ u(t)+...+ by D" u(),
les ordres de dérivations étant supposés connus.
La méthode repose sur la construction d'une régression linéaire continue, soit :
D" y()==a; D" y(t)—...—a; D"L y(¢)+ by D" u(t)+...+ by, D" ult)
- [—Dn‘” We) - =D"Ly(t) D"0ue) - D" uy) } 0 (4.29)
=9(1) 0,

ot 0=[a; -~ a; by - by ] T

Basée sur la technique des moindres carrés linéaire, 1'estimation paramétrique requiert
I'évaluation numérique des dérivées successives contenues dans le vecteur @(z). Un probléme
posé par cette évaluation numérique provient de ce que, d'une part, le calcul numérique d'une
dérivée génere une erreur importante, notamment dans le domaine des hautes fréquences et,

d'autre part, que ce calcul amplifie le bruit de mesure.

Afin de résoudre ce probléme, une transformation linéaire (généralement un filtrage

passe-bas) est appliquée a 1'équation (4.29) conformément a :

Dn"0 Y (t)z —a Dna1 V (t)— w.—arg Dn”L Y (t)+ by Dnbo ug (t)+ .t by DnbM ug (t)
=[—D”m ye(e) = = D" ye(e) D" u(r) o D" uf<r>}e (4.30)
=or(?)0,

ot ug(¢) et yp(t) désignent respectivement les signaux d'entrée et de sortie du systéme filtrés
par un filtre F', causal, stationnaire et de type passe-bas, défini par sa réponse impulsionnelle

hf(l‘) .

Les 2 équations (4.29) et (4.30) étant €quivalentes, l'estimation paramétrique peut
porter indifféremment sur l'une ou l'autre de ces équations. Néanmoins, ['utilisation de (4.30)

permet maintenant 1'évaluation numérique des éléments du vecteur de régression @¢(¢) qui

présente I'avantage de porter sur des signaux filtrés (donc moins sources d'erreur).
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4.2.2.2 — Filtre de variables d'état non entier

L'évaluation numérique des dérivées successives des signaux u¢(¢) et yg(¢) s'effectue
par la simulation du filtre F sous forme de représentation d'état. Classiquement utilisée dans le
cas entier sous la dénomination filtre de variables d'état (SVF), cette astuce permet d'assurer a
la fois le filtrage et le calcul des dérivées des signaux d'entrée et de sortie. L'idée consiste en
effet a exprimer les différentes dérivées des signaux d'entrée ou de sortie comme des

composantes du vecteur d'état d'une réalisation particuli¢re du filtre F, soit :

x =MD () pWe2ke ) o), 2] 431)

ou z¢(f) désigne l'entrée ou la sortie filtrée, les ordres de dérivation kn (k=0,...,Np —1)

coincidant avec ceux du mod¢le (4.28). Le filtre " admet alors pour fonction de transfert :

F(s)= 4 : (4.32)

oyt Sn +...+0{Nf_1 Snx(Nf_l) -|'Sn><Nf

Le choix de ses paramétres 4, oy, n et N est soumis au respect de 2 contraintes.

La premiere porte sur le choix des parametres n et Ngp. Contrairement au cas
classique ou les différents ordres de dérivation sont entiers et donc implicitement distribués en
raison d'un écart unitaire entre deux ordres consécutifs, le cas non entier nécessite le choix

d'un paramétre n respectant la propriété :

(kna() ""’kna, ,...,knaL )e NLt
el ng, :nana, pour/=0,...,L
3 Ak, sk, sk, JeN tel , (4.33)
bO[ | bm bm ny, =nxk,  pourm=0,..,M
ne 0,1 "

propriété exprimant que chaque ordre de dérivation du modele (4.28) doit pouvoir s'exprimer

comme le produit de » par un nombre entier & .

Le parameétre N¢ est alors déterminé a l'aide de I'inéquation suivante :

N > max|k, Lk, ). (4.34)

ap, > My

Remarque - La propriété (4.33) implique I'hypothése selon laquelle les ordres de dérivation

du mode¢le (4.28) sont commensurables, réduisant ainsi le champ d'application de la méthode
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d'estimation par filtre de variables d'état par rapport a la méthode précédente. Néanmoins,

dans la grande majorité des cas, cette propriété ne constitue pas une hypothése forte.

La seconde contrainte porte sur le choix des coefficients ¢ . Le filtre devant étre
stable, le choix des ¢ est donc soumis a la propriété de stabilité (2.43), a savoir que les

valeurs propres du filtre, solutions de I'équation
A +0{12+"'+0{Nf—1 ﬂ(Nf_l)'l'ﬂNf =0, (435)

doivent vérifier :
larg(4; ) > % VI=1,.,Ng. (4.36)

Le choix des coefficients ¢ détermine également, a travers le positionnement des
poles, la dynamique du filtre F.
Une structure particuliere du filtre assurant le respect des conditions (4.33) et (4.36) et

permettant le placement en fréquence du caractére passe-bas correspond a l'extension au non-
entier du filtre de Poisson, soit :
n><Nf

F(s)= ! _ i (4.37)
" Ny nxNp +C1Nf n wx(Np=1) | Cﬁjff nx(Ng-1) nxNp¢
(SJ +1
g

n
Wy s 19 s" + o
ou wy est la fréquence transitionnelle du filtre.

Une réalisation du filtre, telle que le vecteur d'état soit composé des dérivées

successives de sa sortie

X = [D(Nf_l)anf(l‘), D(Nf_z)anf(l‘), cee Dan(l‘), Zf(l‘)]T R (4.38)

s'écrit alors :
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[ Nf n Nf 2)(}’[ Nf nX(Nf _1) _ }’lXNf 1 i ]/lXN ]
—C1 W —C2 g -CNf _1a)f o8 wp f
0 0 0
D"x(f)= 0 : 0 : x(t)+| o |z(e)
|0 0 1 0 L0 ]
(4.39)

ou z(¢) désigne l'entrée ou la sortie du systéme.

La simulation de ce filtre assure alors I'évaluation numérique des dérivées filtrées des

signaux d'entrée et de sortie.

4.2.2.3 — Estimation paramétrique du modéle

4.2.2.3.1 — Méthode des moindres carrés linéaire

Dans un contexte d'identification de systéme réel, le signal de sortie est mesuré par un

capteur générant un signal de perturbation additif p(¢) conformément 4 :

v (0)= y(0)+ ple), (4.40)
ou y*(t) désigne le signal mesuré.

L'estimation paramétrique est alors obtenue par la minimisation d'un critére basé¢ sur

un signal e(t), appelé résidu et défini par ( y; (t) désignant le signal y* () filtré par F):

e(t)=D"0 y{ (t)+ &y D" yr(£)+ ...+ ay. D" yr (t)=bgD "™ ug (t) = ...— by D™ us (¢), (4.41)

ou encore, en utilisant la régression linéaire (4.30) :

A

e(t)=D"0 y; (t)- 1 (¢) B, (4.42)

le vecteur @ = (&1 yeees A1, b ,...,bM) ¢tant une estimation des paramétres du modele.

La figure 4.6 illustre la procédure de calcul du signal &(¢).
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plt)
ult) Real 0] + { v () R
J system " ! "
F(s) F(s)
fractional state fractional state
variable filter variable filter

lll by ! ll """"""" l

D" up(0). D" g (1) : s |1 D" y{ (0)...D" yi (1)
[ [ il }

(1)

Figure 4.6 — Calcul du résidu &(t)

Le critere sur lequel porte l'optimisation est un critére quadratique défini, pour N

points de mesure, par :
Jy(0)=ETE, (4.43)

on  E=[elkoh) ellkog+1)h) - ellko+N-1Dn)T, h  désignant 1la  période
d'échantillonnage et & un nombre entier tel que kgh=T¢ ou Tt est le temps de réponse du

filtre F.

Le probléme d’estimation se formalise alors par la recherche d’un vecteur de

paramétres optimal, opt » minimisant le critere quadratique J (@), soit :

A

Gop, =arg min(JN (ﬁ» (4.44)

A

Le vecteur optimal 0, , solution de I'¢quation (4.44), est bien connu et s’exprime

par :

-1
A T % T n,
eopt = ((I)f (I)fj ®; D VYy, (4.45)

N R R R R CRa]

Vi =yilon) villko +0B) - yi((ko+ N — 1))
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4.2.2.3.2 — Analyse du biais d'estimation via l'erreur d'équation

L'introduction, dans le modéele (4.30), de la sortie mesurée et filtrée, soit

y;(t)z y¢(t)+ ps(t), conduit a 'équation :

p"ao y;ck (t)+...+aL paL yF(t) =by D" us (t)+ by D"m uf(t)

,(4.46)
+ D" pe(t)+..+a p"a pe(t)+..+a; p"u pe(t)
ou, soit en introduisant la notion d'erreur d'équation telle que
e(t)zif_l {(Sn"o +a; s +..+ay 5L )XF(S)}@p(t): (4.47)
D" yi(e)+...+a; D" yi () +...+a; D"L yi(f)=
v+ +a ye()+.+ag i) (4.48)

bo D" up(t)+ ...+ by D"y (t)+ ...+ byy DM up(6)+elt) .
La régression linéaire (4.30) devient alors :

n

D" y (1) =91 (c) 0+e(2), (4.49)

soit, sous forme matricielle :

e(koh)

Doy’ @k o+ e((ko :+1)h)

, (4.50)
e((kg + N —1)h)

expression qui, portée dans (4.45), conduit (pour N tendant vers l'infini) a la forme bien

connue du biais de 1’estimateur, soit :
elkoh)
-1
«T % «T ko +1)h
AG:E[Gopt—9]=E{((I)f <1>fj }E o} ell 0 B . (4.51)
e((kg + N=1)n)
L'é¢tude de la relation (4.51) révéle que dans le cas d'un signal de perturbation p(¢) se

réduisant a un bruit blanc b(¢), le signal e(t) est corrélé avec la matrice de régression (I)>; et

génere un biais d'estimation asymptotique. Dans ce cas, la méthode des variables
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e . . N . *
instrumentales (IV) peut étre utilisée. Celle-ci consiste a remplacer, dans la matrice ®¢, les
signaux corrélées avec e(t) par des variables instrumentales non corrélés. Généralement ces
variables sont issues de la simulation d'un mode¢le auxiliaire dont la dynamique est proche de

celle du systeme a identifier. L'estimation paramétrique peut alors étre mise en ceuvre a l'aide

d'une technique itérative telle que :

-1
T T
I I I * I I Moy v *
ek‘_’H:(chV (ekV)chj @Y (BkV)D 0Yy, (4.52)

ou (I)iV (O}CV) est la matrice de régression dans laquelle le signal y*(t) corrélé avec e(t) est

remplacé par yllv (9 }{V, t), soit :

®£V(9,I{V)=[¢£VT(9}€V,kOxTS) ¢§VT(9,1{V,(kO+1)><TS) ¢£VT(9}€V,(kO+K—1)><TS)}T,

(4.53)
avece
IV( v )_ Al IV( v ) N IV(IV ) M, Moy
@ 0,7, t)= =Dy 10, t) o =D Ly V0, t) DTOug(e) - DTPMug()],
(4.54)

yllv (Biv,t) résultant de la simulation de 1'équation (4.30) en utilisant le vecteur des

parametres B}CV .

4.2.3 — Application : analyse par simulations de Monte Carlo

L'objet de ce paragraphe consiste a appliquer et analyser les deux méthodes
d'estimation ainsi décrites par la méthode de Monte Carlo. L'application porte sur un systéme

académique décrit par 1'équation différentielle non entiere :

Dl'sy(t)+ Dly(t)+ yl(t)= Dlu(t)+ DO'Su(t)+ u(t). (4.55)

Sa réponse fréquentielle est donnée par les diagrammes de Bode de la figure 4.7. De

type passe-bas, il présente un comportement asymptotique d'ordre 0.5 en haute fréquence.
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Magnitude
o

10 10 10" 10° 10 10°
frequency (Hz)

10 107 10" 10° 10 10°
frequency (Hz)

Figure 4.7 — Diagrammes de Bode

L'analyse de Monte-Carlo consiste a identifier ce systéme a 1'aide de plusieurs jeux de
données entrée — sortie. Dans le but de mener une analyse statistique des résultats, les données
utilisées pour chaque estimation sont toutes issues de la simulation de 1'équation (4.55) avec le
méme signal d'entrée u(t), généralement caractérisé par un large spectre afin d'exciter toute la
dynamique du systeme. Chaque vecteur de données correspondant au signal de sortie est

ensuite bruité par l'addition de différentes réalisations d'un bruit blanc b(f) de variance

donnée o2 , le rapport bruit sur signal de chacune des réalisations étant alors défini par :
var
NSR = ————==x100. (4.56)

Le nombre de réalisations pour un méme rapport signal sur bruit est ¢gal a 1000. Le
signal d'entrée u(t) est un signal binaire pseudo-aléatoire (SBPA) de 1000 points et de
période d'échantillonnage /# = 0.05s. Pour chaque réalisation, 3 techniques d'estimation sont
appliquées :

- celle par discrétisation de I'équation différentielle (relation (4.15)) ;
- celle des moindres carrés linéaire avec un filtre de variables d'état (relation (4.45) ;

- celle des variables instrumentales avec un filtre de variables d'état (relation (4.52)) ;

la fréquence transitionnelle du filtre de variables d'état (filtre de Poisson) est fixée a

W =0.1Hz.
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La procédure est alors répétée pour différents rapports signal sur bruit, entre 0 et 50%.

Afin d'évaluer les performances de chacune des techniques, deux types de critére sont

calculés pour chaque rapport signal sur bruit.
Le premier est calculé a partir de la moyenne normalisée des erreurs paramétriques et

s’exprime par :

He - émean
o]

MNE = *100 . (4.57)

Le second est calculé a partir de la norme quadratique de la différence entre les

réponses impulsionnelles réelle et estimées.

Une analyse circonstanciée doit étre menée a partir de 1'étude de ces 2 criteres. Il est
vrai qu'un écart paramétrique (premier critére) qui proviendrait d'une sensibilité extrémement
faible de la dynamique du systéme a un parametre du modele, n'aurait pas d'influence sur la
réponse impulsionnelle (second critére). Un tel phénomeéne releve d'un problématique
d'identifiabilité, dont l'analyse est généralement effectué¢e par I'¢tude de la sensibilité du
modele a chaque paramétre. Le lecteur est renvoyé a [ Walter et Pronzato, 1994] ou figure une

description détaillée de cette notion. Notons que le tracé a posteriori des courbes de sensibilité

signaux contenus dans la matrice de régression D; est également utile a cette étude.
g g f g

Les figures 4.8 et 4.9 présentent 1'évolution du premier et second critére en fonction du
rapport signal sur bruit. Conformément aux résultats théoriques présentés dans les
paragraphes précédents, il apparait clairement que les techniques basées sur les moindres
carrés font l'objet a la fois d'un biais d'estimation important. La technique des variables
instrumentales permet quant a elle une estimation non biaisée, méme pour des rapports signal

sur bruit importants.
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Figure 4.8 — Biais d'estimation (norme des erreurs paramétriques normalisées)

en fonction du rapport bruit sur signal

------- : technique par discrétisation

— = ! technique des moindres carrés avec un filtre de variables d'état non entier
— . technique des variables instrumentales avec un filtre de variables d'état non

entier
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Figure 4.9 — Biais d’estimation (norme quadratique de l'erreur de réponse
impulsionnelle moyenne) en fonction du rapport bruit sur signal

------- . technique par discrétisation

— " — : technique des moindres carrés avec un filtre de variables d'état non entier
—: technique des variables instrumentales avec un filtre de variables d'état non

entier
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4.3— Méthodes a erreur de sortie : les ordres de dérivation sont estimés au
méme titre que les coefficients

Dans le paragraphe précédent, 2 méthodes d'estimation paramétrique de modéle non
entier a erreur d'équation ont été présentées. Fondées sur I'hypothese selon laquelle les ordres
de dérivation sont connus, ces méthodes permettent uniquement l'estimation des coefficients

des opérateurs de dérivation non enticre.

L'objet de ce paragraphe consiste a présenter deux méthodes permettant 1'estimation

des ordres de dérivation au méme titre que les coefficients.

Alors que l'estimation paramétrique s'effectue par une technique d'optimisation
linéaire dans le cas ou seuls les coefficients sont a estimer, l'estimation des ordres de
dérivation et des coefficients requiert l'utilisation d'un algorithme de programmation non
linéaire.

Dans le contexte d'une telle exigence, une méthode d'estimation a erreur de sortie dont
I'avantage est de ne pas présenter de biais d'estimation, apparait des plus appropriées. C'est

pourquoi les deux méthodes qui font 1'objet de ce paragraphe sont a erreur de sortie.

La premicre, proposée par Trigeassou et Lin, est basée sur la définition d'un opérateur

de dérivation non enti¢re borné en fréquence.

Le seconde est quant a elle fondée sur la forme diagonale d'une représentation d'état

non entiere.

4.3.1 — Modé¢le non entier borné en fréquence

4.3.1.1 — Approximation par représentation d'état entiére

Proposée par Trigeassou et Lin [Trigeassou ef al., 1999][Lin et Poinot, 1999][Lin et
al., 2000a][Lin et al., 2001], la méthode présentée dans ce paragraphe est fondée sur
l'utilisation de l'intégrateur non entier borné en fréquence (2.56), défini comme un intégrateur
conventionnel présentant un comportement non entier dans une bande de fréquences

moyennes [a)b NON |, soit pour un intégrateur d'ordre n compris entre 0 et 1 :

g 1-n
. I+—
1"(s)=—Co “;b . (4.58)
1+—
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Basée sur la transmittance du dérivateur non entier borné en fréquence proposé par

Oustaloup [Oustaloup, 1995], soit

s 1-n
l1+—
D (s)=cyl — | (4.59)
1+
o

la définition d'un tel opérateur est motivée, d'une part, par le constat selon lequel le caractére
non entier inhérent aux systémes physiques est a spectre borné, parfois méme limité a une
seule décade et, d'autre part, par l'intérét de définir de maniere réaliste, en l'occurrence par un

intégrateur conventionnel, le comportement hors de ce domaine limité.

La figure 4.10 illustre la réponse fréquentielle de cet opérateur par ses diagrammes de

Bode. Son comportement correspond :

- a celui d'un intégrateur conventionnel en dehors de la bande de fréquences [a)b , a)h] ;

- a celui d'un intégrateur non entier dans la bande de fréquences [a)b , Wy ]

p dB

A

-90°

Figure 4.10 - Diagrammes de Bode de 1" (s)

Conformément a la méthode décrite au paragraphe 2.6.2.1, une approximation entiere
de cet opérateur peut étre obtenue en remplacant le dérivateur non entier borné en fréquence
(4.59) par une distribution récursive de zéros et de pdles, soit, sous la forme d'une

représentation d'état :

XI = AIXI +bI u, (460)
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ou la matrice Ay est définie par :

1 0 0 0 0 0
-a 1 w - :
A= 0 —-o 1 0 w - S, (4.61)
: 0 : ' 0
| 0 0 - 1| |0 0 oy -oy]
et le vecteur by par:
10 07Ty
- 1 : 0
b=l 0 -o 1 : P, (4.62)
: .00 :
0 - 0 —a 1] | 0]

les facteurs récursifs « et 77, liés a 'ordre de dérivation, étant définis par les relations (2.54)

et (2.55).

Dans un objectif de simulation d'un systéme non entier, la représentation d'état (4.60)
de l'opérateur est insérée dans une représentation d'état non enticre décrivant le systeme a

simuler, soit, dans le cas d'un syst¢éme monovariable dont I'état non entier est de dimension 1 :

{D”x0)=aox0)+bou0) (4.63)

y(t)=x(0) ’

ce qui conduit a alors a une représentation d'état classique de grande dimension, soit, pour un

ordre de dérivation n compris entre O et 1 :

x=Ax+bu
{ : (4.64)
y=c¢X
avece .
10 0] . 0 e
-a 1 : (;)ao
A=l 0 —a 1 SlOdAL+ : , (4.65)
. 0 )
0 0
0 0 —a 1
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1 0 0
- :

b=| 0 -o 1 S| by (4.66)
. o
| 0 0 -o 1)

et ¢=[0,...,0 by]. (4.67)

Le lecteur est renvoy¢ a [Lin, 2001] pour une description détaillée de la mise en ceuvre
d'une telle procédure dans le cas d'un systéme non entier dont le vecteur d'état non entier est

de dimension supérieure a 1.

4.3.1.2 — Estimation paramétrique

4.3.1.2.1 — Introduction

Le modéle d'identification retenu pour l'estimation paramétrique se présente sous la

forme de la représentation d'état non enticre (4.63), soit :

y(e)=x() ’

la fonction de transfert d'un tel systéme ayant pour expression :

{D"x(t) = ag x(t)+bg u(t) (4.68)

H(s)= L (s) _ . (4.69)

Remarque — Pour des raisons de simplicité, la méthode présentée ici se limite au cas ou le
vecteur d'état non entier est de dimension 1. Le lecteur se référera a [Lin, 2001] pour une

description détaillée des autres cas.

L'objectif de 1'identification consiste a estimer, non seulement les parametres [ao, bo]

de la représentation (4.68), mais aussi les paramétres de l'opérateur différentiel non entier

[n,a)b,a)h |. En pratique, I'estimation est basée sur l'approximation (4.64), soit :
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, (4.70)

{x =A(0) x+b(0)u
y=c(0)x

ou 0 est le vecteur des paramétres a estimer, soit :

0 =|ag, by, &, t, ] T. 4.71)

La sortie du modéle étant non linéaire vis-a-vis du vecteur 0, l'estimation
paramétrique s'effectue par une technique d'optimisation a erreur de sortie basée sur un

algorithme de programmation non linéaire.

4.3.1.2.2 — Algorithme a erreur de sortie

L'ensemble des données est compos¢ de N couples entrée — sortie, soit

Kh), y* Kh l, ou A désigne la période d'échantillonnage et :
J

v" (Kh)= y(Kh)+ p(Kh), (4.72)

p(Kh) étant un signal de perturbation additif représentant par exemple le bruit mesure généré

par le capteur.

L'estimation paramétrique est alors obtenue par la minimisation d'un critére basé¢ sur

A

l'erreur de sortie du modele vis-a-vis du vecteur des parameétres 0, soit :

e(kn)=y" (kh)- 7(Kn.9). 4.73)

Le critere sur lequel porte l'optimisation est un critére quadratique défini, pour N

points de mesure, par :
(A ) = T
JyO)=EE, (4.74)

ou E=[e(kgh) e((ko+1)h) - e((ko+N—-1n)]T.

Le probleme d’estimation se formalise alors par la recherche du vecteur des

parameétres optimal, 0 opt » minimisant le critere quadratique J (ﬁ), soit :

A

0, =arg min(JN (@)) (4.75)
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La sortie estimée j/(t,ﬁ) étant non linéaire vis-a-vis de 0, un algorithme
d'optimisation non linéaire, en l'occurrence l'algorithme de Marquardt ([Marquardt, 1963]),

est utilisé pour déterminer itérativement 0

opt :
~ ~ [ " ]>1 1
0;41=0;—Joo +S1I] Jog; . (4.76)
9=9i
avec :
K
Jog=-2 ZE(Kh) G(Kh, 6): gradient
k:ko
K
Jog =2 G(Kh, é)GT (Kh, 6) hessien 4.77)
k=kg
G(Kh, é) = g—g (K , 6): fonction de sensibilité de la sortie
& : paramétre de controle

Cet algorithme fait appel au calcul du gradient et du hessien, eux-mémes dépendant de
l'intégration numérique des fonctions de sensibilité G(Kh,ﬁ) [Richalet ef al., 1971], qui sont

équivalentes au régresseur dans le cas linéaire. Le paragraphe suivant s'attache donc a

présenter les méthodes de calcul des fonctions de sensibilité.

4.3.1.2.3 — Fonctions de sensibilité G(Kh,é)
Deux type de fonctions de sensibilité sont distinguées :
ad A . o : . I
-G, :ﬁ(t, 9): fonction de sensibilit¢ de la sortie au vecteur 6 (fonction utilisée dans

l'algorithme (4.77)) ;

ox

-0y 9= g(t, é) : fonction de sensibilité de I'état (équation (4.70)) au vecteur 0.

La fonction oy g s'obtient par la différentiation de I'équation d'état de (4.70) par

rapport a 0, soit :

- 136 -



Chapitre 4 Identification par modeéle non entier

c&B:A@ﬁkﬁ+{%%@ﬂx+%g@hh (4.78)

les fonctions g_g(é) et g—g(ﬁ) ¢tant calculées a partir de la représentation d'état (4.60) de

l'opérateur d'intégration non entiere.
Le calcul de 6, g s'obtient ensuite par la différentiation de l'équation de sortie de

(4.70) par rapport a 0, soit :

cyﬁzzcw)c&9+{a°«”}x. (4.79)

4.3.1.3 — Exemple académique

L'exemple présenté ici est tiré¢ de [Trigeassou et al., 1999]. Le lecteur est renvoyé a
[Lin et al., 2000a][Lin et al., 2000b][Lin ef al., 2001] pour des applications sur des systémes
réels, notamment ceux régis par des processus de diffusion (thermiques, €¢lectrochimiques et

¢lectromagnétiques).

L'algorithme présenté dans le paragraphe précédent est appliqué a I'identification d'un

systeme académique de par la fonction de transfert :

Y(s) 0.1
H(s)= = , (4.80)
U(s) 5% +0.1
soit, sous forme de représentation d'état :
{D%x(t) = 0.1 x(t)+0.1u(r) @s0)
»(t)=x(0)

L'opérateur différentiel non entier utilisé est un opérateur borné en fréquence

(@, =0.01rad/s et @y, =1rad/s) dont la synthése avec N =5 cellules fournit une bonne

approximation.

Le systéme est excité par une entrée SBPA (Signal Binaire Pseudo Aléatoire) avec une

période d'échantillonnage ~#=0.1s. La figure 4.11 représente le tracé des signaux d'entrée et

de sortie correspondants.
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Afin d'apprécier la dégradation de l'estimation engendrée par une perturbation
stochastique, un bruit blanc est additionné a la sortie pour deux valeurs du rapport signal sur

bruit (S/B). Les résultats sont présentés dans le tableau 4.2.

En l'absence de perturbation sur la sortie, I'algorithme a erreur de sortie converge vers

les parametres exacts.

Pour S/B = 100, les parametres estimés sont relativement proches des parametres

exacts.

Pour S/B = 10, les estimations s'averent plus perturbées par le bruit. Néanmoins, les

diagrammes de Bode du mod¢le estimé restent trés proches de ceux du modele exact.

O;_ T o e TF__

Y 1 g 1 g 1 TR RS

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Sortie

t (s)
-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figure 4.11 — Données d'estimation simulées
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Paramétres Exact Estimés
S/B =100 S/B=10
ag 0,1 0,10042 0,17410
by 0,1 0,10041 0,17087
n 0,6 0,60760 0,62412
a 0,01 0,00933 0,02955
O 1 1,01008 1,14037

Tableau 4.2 — Résultats de l'estimation paramétrique

4.3.2 — Modgé¢le non entier issu d'une décomposition modale

4.3.2.1 — Représentation d'état non entiére

La méthode d'identification présentée dans ce paragraphe repose sur l'estimation
paramétrique d'un modele non entier sous la forme diagonale d'une représentation d'état non
entiere ([Cois et al., 2000a],[Battaglia et al., 2001a],[ Aoun ef al., 2000]), soit, dans le cas d'un

systéeme monovariable strictement propre dont les valeurs propres sont distinctes :

{DnXJ(f)=JXJ(t)+BJu(t), (4.82)

()= Cyxy(r)
ou J est une matrice diagonale contenant les valeurs propres du mod¢le sur sa diagonale.

Dans cette configuration, la sortie du mod¢le s'écrit sous la forme d'une combinaison

linéaire de modes propres (figure 4.12), soit :
—1
y(t)zx—l{cJ(s”I—J) BJ}*u(z), (4.83)

-1
ou (snl -J ) s'exprime par :

(S nI—J)_l = | (s” Y )_1 . (4.84)
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y

u(?) > m I W)

v

Figure 4.12 - Décomposition d'un systeme non entier en modes propres

L'objectif de l'identification consiste a estimer le vecteur 0 des parametres modaux du

modele, définis par :

0T =[nd Ay ... Ay Ay ],
ou: - nestl'ordre de dérivation commun a tous les modes propres ;
- les 4, sont les coefficients de chaque mode propre ;

- les A, sont les valeurs propres.

Par réduction au méme dénominateur, il est possible d'exprimer le modéle non entier

par une transmittance H(s) admettant trois formes équivalentes :

- la forme modale développée, soit :

H(s)= iL (4.85)
B lsn -4 , .
P

faisant apparaitre les valeurs propres A; et les coefficients modaux 4; ;

- la forme modale factorisée, soit :

- 140 -



Chapitre 4 Identification par modeéle non entier

N

KH(s" )

=1 , (4.86)
(S” —/1[)

S

H(s)z

—1=

[u—y

n=
faisant apparaitre les valeurs propres A; et les zéros propres z; ;
- la forme rationnelle a puissances non entiéres, soit :

(N_U”+m+b0

(V-1)

bN—lS

an tan_18

H(s)= (4.87)

"+ +ag

Dans un contexte d'identification par estimation paramétrique, la prise en compte des
valeurs et espaces de confiance des parameétres estimés, permet, pour chacune des formes,

d'envisager des réductions de modele.

Pour la forme modale développée, un mode propre peut €tre supprimé si sa

contribution est négligeable devant celle des autres modes.

Pour la forme modale factorisée, une simplification peut étre effectuée si l'intersection
des ellipsoides de confiance d'un couple zéro propre — valeur propre représente une surface

importante.

4.3.2.2 — Estimation paramétrique

4.3.2.2.1 — Algorithme a erreur de sortie
L'ensemble des données réelles échantillonnées a la période 4 est composé de N
paires entrée-sortie %A(Kh), y* (Kh)} telles que :
*
v (Kh)=y(Kh)+ p(Kh), (4.88)

ou p(Kh) étant un signal de perturbation additif représentant par exemple le bruit de mesure

généré par le capteur.

Le vecteur 0 étant une estimation de 0, l'erreur de prédiction du modele est donnée

par :
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e(kn,0)=y" (kn)- 5(kn,0). (4.89)

La valeur optimale de 8, soit 60pt , est alors obtenue par la minimisation d'un critére

quadratique portant sur l'erreur de prédiction, soit :
In(0)=Y & (kn,0). (4.90)

La sortie estimée j(Kh, 6) étant non linéaire vis-a-vis du vecteur des paramétres 0, un
algorithme d'optimisation non linéaire, en I'occurrence 1'algorithme de Marquardt, est utilisée

pour déterminer itérativement 0, :

A ~ n 1 1
9i+1:9i_{[']09 +§IT Jo} E (4.91)

0201'

avec :
K-1

Jg = —22 £(Kh) G(Kh, 6) gradient
k=0

K-1
J'(;e ~ 226(1(11, ﬁ)cT (Kh, 6): hessien
k=0

G(Kh, 6) = @ : fonction de sensibilité

& : paramétre de Marquardt

Cet algorithme, trés souvent utilisé en programmation non linéaire, assure une

convergence robuste malgré une mauvaise initialisation de 0. Une bonne précision sur la

sensibilité de la sortie est toutefois nécessaire afin d'assurer une bonne convergence.

4.3.2.2.2 — Fonctions de sensibilité de la sortie

Etant donné la structure du modéle d'identification, le calcul de G(Kh,ﬁ) est

relativement facilité. Ainsi on montre que :
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93(,0) _ paf 1 J*”(t)

d A s — /,i]
‘ g (/’I O _ | ALy (4.92)
: " - af

N
ay(z,e)_;g_l Z Ay s" In(s) .
n=l1

" - af

Le calcul numérique des deux premicres fonctions ne pose aucun probléme, le calcul

de la troisiéme, plus délicat par la présence de In(s), est donné en annexe 2.

4.3.2.2.3 — Validité des parametres estimés

Sous I'hypothéese selon laquelle la séquence des erreurs de prédiction est blanche, on
montre que le vecteur des parametres estimés est un vecteur aléatoire centrée sur 0, et dont

une estimation de la matrice de covariance est donnée par :

N-1 -1

cov(Bop)=07 | Do (Kh,0)e(kn,0)| (4.93)
k=0

ol o est la variance du bruit de sortie. A partir de cette matrice, il est ensuite possible
d'obtenir les variances de chaque parameétre (sur la diagonale) ainsi que les coefficients de

corrélation entre deux paramétres (hors diagonale).

4.3.2.3 — Applications

4.3.2.3.1 — Identification d'un systeme académique

L'algorithme qui vient d'étre développé est appliqué a l'identification d'un systéme

simulé décrit par une transmittance sous forme modale développée [Cois ef al., 2000a] :

1+1 1-1

- + - +
0.5 _elTl'./3 $0-5 _e-lTE/3 0.5

H(s)= .
s +1

(4.94)

N
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Le systéme ainsi décrit est stable puisque les trois valeurs propres vérifient la
condition (2.43). De plus, les deux premiers modes propres générent chacun un mode
exponentiel et un multimode apériodique, le troisitme ne générant qu'un multimode

apériodique.

L'identification porte successivement sur deux fichiers de 400 points entrée-sortie
simulés avec une période d'échantillonnage de 0.1 seconde, 1'un non bruité, 'autre bruité en
sortie par une séquence blanche de variance 1. Les résultats de l'identification sont portés dans
le tableau 4.3 et illustrés par la figure 4.13 pour un mod¢le d'identification a trois modes
propres. Lorsque l'on augmente le nombre de modes propres, il est toujours possible de
réduire la dimension du modele par simplification zéro propre - valeur propre. Ces résultats
sont trés satisfaisants puisque le systeme est identifi€ avec une bonne précision des

parametres aussi bien dans le cas non bruité que bruité.

Vraies valeurs Valeurs estimées
Sans bruit Avec bruit Ecart type

n 0.5 0.5 0.513 0.037
Re(Ai ) 1 1 1.1 0.15
Jm(A12) 1 +0.999 +0.999 0.068
Re(hi2) 0.5 0.499 0.468 0.067
Im(h12) +0.866 +0.866 +0.879 0.030
As 2 2 1.95 0.39

A3 -1 -1 -0.983 0.20

Tableau 4.3 — Résultats de l'estimation paramétrique
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Figure 4.13 — Résultats de l'identification

a) signal d'entrée
b) sortie bruité et sortie du modele
¢) erreur de sortie du modele

d) signal d'autocorrelation de l'erreur de sortie

4.3.2.3.2 — Identification d'un systeme thermique 2D simulé (sans bruit)

L'algorithme est maintenant appliqué a I'identification d'un systéme thermique

bidimensionnel rectangulaire représenté par la figure 4.14.
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isolée
\
47
—
h=s Wime/K =5 W/m2/K
Ay
h=5 W/m/K o) h=5 W/m/K

Figure 4.14 — Systéme bidimensionnel soumis au flux de chaleur @(t) sur la portion I de la

surface inférieure: la surface supérieure est isolée ;

les autres surfaces échangent de la chaleur avec le milieu ambiant a température nulle

(coefficient d'échange h=5W/m?/K, 1 =40W/m?/K, a=1.0810"%m?/s)

Les données d'estimation proviennent de la simulation du systéme par la méthode des
¢léments finis, avec un maillage constitué de 537 nceuds et de 997 éléments triangulaires. La
figure 4.15 représente les courbes d'évolution du flux appliqué a la surface 7" et de la
température calculée au point A. La figure 4.16 représente le thermogramme calculé a

I'instant ¢ = 20s.

1.5 T T T T T T T T T

—  flux
——  température x 1000

0.5F i

O 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
temps

Figure 4.15 — Evolutions de la température au point A et du flux de chaleur obtenues par la

méthode des éléments finis
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¥ 10
0.05 5
0.045 | 4.5
4
0.04
35
0.035
3
0.03 5 g
0.025 2
0.02 15
1
0.015
0.5
0.01

0.m 0.02 0.03 0.04

Figure 4.16 — Thermogramme calculé a l'instant t = 20s pour l'évolution du flux de chaleur

telle que représentée sur la figure 4.15 ; les lignes représentent les isothermes

L'algorithme d'estimation est alors appliqué a plusieurs structures de modéle. Les

résultats sont portés dans le tableau 4.4.

N 4 A n
1 4 20,024 0,5486
3 2,928+ 3,65 20,703+ 1,46 0,51

2,928+ 3,65 20,703+ 1,46

3,087 20,023

4 -0,414-j 0,487 -1,5324+ 1,33 0,501

-0,414+j 0,487 11,5324+ 1,33

2,171+ 0,605 -0,022+/ 0,0006

2,171+ 0,605 20,022/ 0,0006

Tableau 4.4 — Résultats de l'estimation paramétrique d'un modeéle non entier

pour différentes valeurs du nombre N de modes
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L'analyse des résultats révele que la valeur estimée de 1'ordre de dérivation commun »

se rapproche de 0.5 au fur et a mesure que 1'on augmente le nombre de modes du modéle.

La figure 4.17 illustre les résultats de l'estimation pour le modele & 4 modes. Il
apparait clairement que le modé¢le estimé reproduit fidelement le comportement dynamique du
systéme thermique. Par ailleurs, cet exemple montre bien la cohérence des modeéles non
entiers dont les ordres de dérivation sont multiples de 0.5, avec les phénomenes de diffusion
2D.

réponse du modéle de référence
o O réponse du modele identifié

2 . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

temps

Figure 4.17 — Comparaison entre la réponse du modele non entier

et celle calculée par la méthode des éléments finis
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Application de I'identification d'un systéeme thermique

a la résolution d'un probléme inverse en thermique

5.1 — Introduction

Le dernier chapitre de ce mémoire traite de l'application de l'identification d'un
systetme thermique a la résolution d'un probléme inverse. L'exemple d'illustration retenu
consiste en I'estimation des conditions thermiques de coupe lors d'une opération d'usinage par

tournage.

Un nombre important de problémes rencontrés en thermique concerne l'estimation
d'une ou plusieurs grandeurs d'entrée a partir de la mesure d'une ou plusieurs grandeurs de
sortie. Le lecteur est renvoyé¢ a l'ouvrage de [Beck ef al., 1985] pour une description détaillée
des différentes approches existantes pour la résolution de tels problémes.

Considérons le systéme représenté par la figure 5.1 et sollicité par le flux ¢(¢) sur une
partie de sa surface externe, la température T (t) mesurée au plus pres de la surface
d'application du flux constituant la grandeur de sortie. L'objectif du probléme inverse est alors

d'estimer le flux ¢(¢) a partir de la mesure du signal T(t).
L'approche adoptée dans ce chapitre s'articule autour de deux étapes.

Dans un premier temps, le comportement dynamique reliant la température 7T (t) au
flux ¢(t) est identifié. Une procédure expérimentale permettant la mesure des signaux de flux

et de température est alors mise en ceuvre. Le systéme étant de nature thermique, le modele
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d'identification utilisé est un mod¢le non entier dont les ordres de dérivation sont multiples de
0.5.

Dans un second temps, le systéme étant replacé dans ses conditions normales

d'utilisation, le modéle obtenu dans la premiére étape ainsi que le signal de température T(¢)

sont utilisés pour d'estimer le flux @(z).

flux (W) ETAPE 1

o0 \

I:> Identification par modele non entier

7()+a DO T(O)+..+ ay DO'T()+ ..+ ay DO LT(1)=

bo (1) +..4 by, DY)+ ..+ by DOIM (),
Température £°C) 0 v

ETAPE 2

T()+ay DO T () +..+ ay DOIT()+ ..+ ay DO LT(r)=
bo @)+ ...+ by DO () + ...+ by DM g(r),
Q) \ flux estimé (W)

=>] Il

Température (°C)

Figure 5.1 — Résolution d'un probléme inverse

L'exemple présenté a titre d'illustration consiste en l'estimation en temps réel des
conditions thermiques (flux et température) au niveau de l'aréte de coupe d'un outil de
tournage (figures 5.2et 5.3). L'estimation de ces conditions représente un enjeu de premier

plan dans le domaine de 'usinage. Deux raisons en justifient 1'importance.

La premiére provient du fait que la connaissance des conditions thermiques de coupe
permet, en temps réel, une optimisation efficace des parameétres de coupe (vitesse de rotation,
vitesse d'avance, ...). Une telle optimisation offre sans aucun doute des perspectives

intéressantes, notamment dans le domaine de 'usinage a grande vitesse.
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La seconde raison concerne la surveillance de l'état d'usure de l'outil. L'étude de
I'évolution des conditions thermiques de coupe en fonction du nombre de passes effectuées
par l'outil permet en effet de détecter rapidement une éventuelle dégradation de l'aréte de
coupe de l'outil. Une telle information, exploitée par un algorithme de prise de décision,
permet d'envisager une procédure de changement automatique d'outil dans le cadre de

l'usinage de pieces en grande série.

Workpiece

Figure 5.3 — Outil de coupe utilisé en tournage

L'objectif de la méthode proposée consiste a développer un dispositif de mesure non
intrusif, c'est-a-dire ne nécessitant pas d'usinage de l'outil pour y insérer un capteur. De plus,

un changement d'outil (ou plaquette d'outil) doit étre possible sans modification du dispositif.

Dans ce contexte, la démarche décrite par la figure 5.1, décrivant la résolution d'un
probléme inverse en 2 étapes, apparait la mieux adaptée. C'est précisément celle-ci qui a été
mise en ceuvre en collaboration avec J.-L. Battaglia et L. Puigsegur du Laboratoire

"Energétique et Phénomenes de transfert" de Bordeaux.
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L'estimation des conditions thermiques de coupe fait appel a la mise en place d'un

thermocouple adapté & l'outil qui mesure la température 7'(¢) en un point P proche de l'aréte

de coupe.

Aprés ce paragraphe introductif, les paragraphes suivant s'attachent a décrire les
différentes phases qui interviennent dans la mise en ceuvre du dispositif d'estimation des

conditions thermiques de coupe.

Le deuxieme paragraphe commence par décrire la phase de la mesure de température
en un point proche de la pointe de l'outil. Un capteur assure cette mesure aussi bien lors des
essais expérimentaux visant a identifier le comportement thermique de l'outil (premicre étape)

qu'en conditions réelles d'usinage (seconde étape).

Le troisiéme paragraphe décrit la premiere étape de la résolution du probléme, a savoir
l'identification du comportement dynamique de l'outil. En laboratoire, un dispositif
expérimental a été mis en ceuvre afin de reproduire les conditions thermiques d'usinage. Le
comportement dynamique de l'outil de coupe est ensuite identifié¢ par deux modeles non

entiers. Le premier relie la température T(¢), mesurée au point P, au flux thermique pénétrant

la pointe de I'outil. Le second relie la méme température 7(¢) a celle de la pointe de l'outil.

Le quatrieme paragraphe est consacré¢ a la seconde étape. L'outil étant replacé en
conditions d'usinage, la mesure de la température 7'(¢) ainsi que les deux modéles non entiers

sont utilisés dans un algorithme d'inversion afin d'estimer en temps réel les conditions

thermiques de coupe, a savoir le flux pénétrant la pointe de 1'outil et sa température.

5.2 — Mesure de la température en un point proche de la pointe de 1I'outil

La mesure de la température en un point P proche de la pointe de 1'outil est effectu¢e a
l'aide d'un thermocouple de type T (cuivre — constantan) dont la sensibilité est de S1uV/°.
Celui-ci est réalis¢é a partir d'un feuillet en cuivre de forme triangulaire et d'épaisseur
2/10mm sur lequel est soudé un fil de constantan au niveau de 1'une de ses pointes. Un fil de
cuivre est également soud¢ sur une autre pointe du triangle. La différence de potentiel aux
bornes des deux fils est donc proportionnelle a la température du point de soudure cuivre —

constantan.
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L'ensemble est inséré entre la plaquette et le porte-outil (figures 5.4 et 5.5) de manicre
que le point P de mesure se situe le plus pres possible de la pointe de I'outil (3 2 5 mm selon

I'épaisseur de la plaquette).

La forme triangulaire du feuillet en cuivre permet le maintien en position du

thermoucouple lors d'un changement de plaquette.

surface de contact ‘m / | plaquette
Z

N\

feuille de cuivre

Porte-outil
point P

thermocouple
T

Figure 5.4 — Représentation schématique du thermocouple

inseré entre la plaquette et le porte-outil

Figure 5.5 — Vue du feuillet en cuivre positionné sur le porte-outil

5.3 — Premicére étape : identification du comportement dynamique de 1'outil

L'objectif de la premiére étape est d'identifier le comportement dynamique de l'outil.

Cette étape requiert la mise en ceuvre d'un dispositif expérimental spécifique, afin de placer
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\

I'outil dans des conditions thermiques similaires a celles de I'usinage. Deux modéles de
comportement sont alors estimés, le premier reliant la température du point P au flux
thermique pénétrant la pointe, le second reliant la température du point P a la température de

la pointe de I'outil.

5.3.1 — Réalisation d'un banc de caractérisation de 1'outil

Afin de placer 'outil dans des conditions thermiques similaires a celles de l'usinage,
un flux thermique est appliqué a la surface en contact avec la piece pendant l'usinage.
L'objectif étant d'identifier le comportement dynamique de l'outil, le flux appliqué ainsi que la
température de la pointe de 1'outil doivent étre mesurables. A cet effet, une micro-résistance,
constituée d'un film de platine sérigraphié¢ sur un substrat d'alumine, a ét¢ développée au
laboratoire IXL de 1'Université Bordeaux 1 (figure 5.6). La micro-résistance est surmontée
d'un plot en argent dont le role est de canaliser le flux thermique vers la pointe de l'outil
appliquée et maintenue contre lui. La température de la pointe de 1'outil est mesurée a l'aide

d'un thermocouple de type K disposé dans le plot en argent (figure 5.7)

ot
—

Figure 5.6 — Micro-résistance constituée d'un film de platine

serigraphié sur un substrat d'alumine
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thermocouple Chromel-Alumel a contacts séparés

surface de contact entre
l'outil et le plot (~environ
3mm?)

plot en argent
sillons pour le passage des fils

Figure 5.7 — Plot en argent

L'outil est monté dans un banc de déplacement 3D de type p-control permettant de
controler précisément sa position par rapport au dispositif chauffant. Afin de minimiser la
résistance thermique de contact entre la pointe de l'outil et le plot en argent, un film de graisse

d'argent est appliqué entre les deux parties et un effort de contact est maintenu (figure 5.8).

Figure 5.8 — Application de l'outil sur le systeme de chauffe

5.3.2 — Identification du comportement dynamique de 1'outil

Seuls les résultats sur 1'identification du comportement dynamique entre la température
au point P (sortie du systeme) et le flux (entrée du systéme) sont présentés dans ce
paragraphe, les résultats entre la température au point P et la température de la pointe de

'outil étant similaires.

Afin d'identifier le comportement dynamique de 1'outil, deux jeux de données sont
enregistrés (figures 5.9 et 5.10). Le premier est utilisé pour réaliser 1'estimation paramétrique

du modele, le second étant quant a lui réservé a la validation du modele.
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Le systéme étant de nature thermique, le modele d'identification est une équation

différentielle non entiére dont les ordres de dérivation sont multiples de 0.5, soit :

T()+..+a; D*>'T(()+...4+a; D LT(r) =

(5.1)
bo #(t)+ ...+ b, DV ¢(t)+ ...+ by DM (1),

La méthode d'estimation utilisée est la méthode des variables instrumentales associé¢e
aux filtres de variables d'état non entiers, ceux-ci étant en l'occurrence des filtres de Poisson
non entiers dont la fréquence de coupure est égale a la fréquence de Nyquist, soit

wr =10mrad/s.

Apres optimisation, l'équation différentielle correspondant au transfert entre la

température au point P et le flux est donnée par :

T(t)+16.97 D% T(r)-13.50 D' T(¢)+59.09 D' T(r) = 8.204(t) - 5.50 D 9(¢).  (5.2)

La figure 5.11 illustre les résultats de l'estimation a travers les courbes représentatives

de la température mesurée et de la température simulée par le modele (5.2).
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Figure 5.11 — Courbes représentatives de la température mesurée et de la température

simulée par le modele (5.2) (données d'estimation)
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Afin de valider le modéle estimé, celui-ci est simulé a partir du flux issu du jeu de
données de validation. La figure 5.12 illustre les résultats de validation a travers les courbes
représentatives de la température mesurée et de la température simulée par le modele (5.2),

ces résultats révélant une bonne juxtaposition des deux courbes.
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Figure 5.12 — Courbes représentatives de la température mesurée et de la température

simulée par le modele (5.2) (données de validation)

La figure 5.13 représente la localisation des pdles, des valeurs propres et des zéros

propres du modele (5.2). Le mod¢le est stable puisque les pdles sont a partie réelle négative.

La figure 5.14 représente enfin la réponse indicielle du modele (5.2).
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La méme démarche est appliquée a l'identification du comportement dynamique

reliant la température mesurée au point P a la température de la pointe de 1'outil.

5.4— Seconde étape : estimation des conditions thermiques de coupe
pendant l'usinage

5.4.1 — Algorithme d'inversion

Le comportement dynamique de l'outil étant maintenant identifié par deux modeles,
l'un entre la température au point P et le flux a la pointe de l'outil, l'autre entre la température
au point P et la température a la pointe de 1'outil, la seconde étape consiste a mettre en ceuvre
un algorithme d'inversion pour, a partir de ces deux modeles et de la température enregistrée

pendant 'usinage, estimer le flux et la température a la pointe de 1'outil.

Tirée de I'ouvrage de Beck [Beck ef al., 1985], la technique d'estimation retenue est
séquentielle, permettant ainsi une estimation en temps réel pendant 1'usinage. Son principe est
fondé sur I'hypothése selon laquelle, & l'instant ¢, la grandeur d'entrée (flux ¢(z) ou
température a la pointe de 1'outil) est constante sur l'intervalle futur t, 1+ rh], 7 désignant le
nombre de pas de temps futurs et / la période d'échantillonnage.

La grandeur d'entrée a l'instant ¢+ /4 est alors déterminée par la minimisation d'un
critere quadratique entre la température au point P et celle simulée en considérant la grandeur
d'entrée constante sur les r pas de temps futurs. L'expression du critére ainsi que sa

minimisation conduisent alors a l'estimée de la grandeur d'entrée u; (flux ou température)

conformément 4 :

r
>y (Tyesics = Ticeia) -

R i=1 ~
fhye = »avee Thyig :thﬂ'—l up +To, (5.3)

r
i=1

I
etou dh; = Zh ; (h; étant la réponse impulsionnelle du modéle de I'outil).
/=1
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5.4.2— Application

L'usinage est réalisé sur un tour parallele équipé de 1'outil instrumenté (figure 5.15). 1l
consiste en un chariotage sur un rondin d'acier de type 42CD4 de 57,4mm de diamétre avec

une plaquette de carbure SANVIK COROMANT TNMG 16 04 08-23. Les parametres de la

coupe sont :
- vitesse de coupe : V. =90m/min
- avance: f =0.3mm

- profondeur de passe : @, =2mm.

p

Porte outil dynamométrique a 6 composantes

=
——

Outil instrumenté s -, S E& -"\_—a_ ',

Thermocouple i

. Pag -

Figure 5.15 — Tour utilisé pour l'estimation, pendant 'usinage, du flux et de la température a

la pointe de l'outil
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Figure 5.16 — Courbes représentatives des variations
— de la température mesurée au point P (T(t))
— du flux estimé a la pointe de l'outil (¢(t))

— de la température estimée a la pointe de l'outil (Y (t))

5.5 — Conclusion et perspectives

Une méthode d'estimation des conditions thermiques de coupe en usinage par tournage
a été proposée. Basée sur l'identification du comportement thermique entre les conditions en
pointe d'outil et la température mesurée par un capteur proche de la pointe, cette approche

diffeére des approches classiques pour plusieurs raisons.

La premiére provient du fait qu'elle ne requiert pas de connaitre précisément les
parameétres thermo-physiques de 'outil. Une approche basée sur la modélisation thermique de

I'outil par la méthode des éléments finis a été proposée par Olson et Throne [Olson and
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Throne, 2001]. Contrairement a l'approche basée sur l'identification de l'outil, une telle
méthode requiert la connaissance précise non seulement de la géométrie de 1'outil mais en
plus de tous les parameétres et coefficients caractérisant les matériaux et interfaces de contacts.
De plus, le comportement thermique du capteur (thermocouple placé sous I'aréte de coupe)
doit également faire I'objet d'une modélisation précise. L'approche par identification permet

d'inclure directement le comportement du capteur dans le mod¢le identifié.

Parmi les approche basées sur l'identification du comportement de l'outil, celle
proposée dans ce mémoire tient son originalit¢ de par la nature non entiére des modeles
utilisés. Le lecteur trouvera dans [Battaglia and Batsale, 2000] une approche basée sur

l'utilisation de modéles "classiques" ARX.

Afin de confirmer l'intérét de I'approche "non entieére" en matiere de résolution de
probléme inverse, une étude comparative par rapport a celles précédemment citées reste a
effectuer. Une telle étude facilitera la comparaison objective de l'ensemble des méthodes, en

mettant en avant leurs avantages et inconvenients.
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Conclusion générale
et
perspectives

L'interprétation et la discussion des principaux résultats obtenus dans ce mémoire font

l'objet de la conclusion.

Le chapitre 1 commence par rappeler les définitions et les principales propriétés des
opérateurs différentiels non entiers. Une interprétation originale, fondée sur le produit de
convolution entre la fonction a différentier et un "facteur d'oubli", est notamment présentée.

L'intégrale d'ordre réel n compris entre 0 et 1 d'une fonction f(¢) s'identifie ainsi a I'aire que

définit cette fonction pondérée par un facteur d'oubli. Cette interprétation est intéressante dans
le sens ou elle met en évidence la capacit¢ de l'opérateur de dérivation non entiere de

modéliser les systémes a mémoire longue tels que les systémes thermiques.

La représentation d'un systeme lin€aire non entier complexe dans un espace d'état
généralisé fait I'objet des développements du chapitre 2. La représentation d'état non enticre
est étudiée a travers le calcul de la réponse impulsionnelle d'un systeme non entier complexe
commensurable. Portant sur les valeurs propres et sur I'ordre complexe commensurable, un
théoreme de stabilité est établi. Quelques méthodes de simulation de systémes non entiers
sont présentés. Les méthodes directes sont basées sur la discrétisation de I'équation
différentielle non entiere par une approximation numérique de 1'opérateur de dérivation non
entiere. Les méthodes indirectes sont quant a elles fondées sur l'approximation de la

transmittance non entiere par une transmittance non entiere.

L'application de I'opérateur de dérivation non enticre a la modélisation des
phénomeénes de diffusion fait 'objet du chapitre 3, le champ applicatif retenu étant celui de la
thermique. L'étude du transfert de chaleur dans six milieux semi-infinis et finis ainsi que la

détermination d'approximations sous la forme de transmittances entiéres et non entiéres
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constitue la contribution principale de ce chapitre. La comparaison des approximations, au
moyen des diagrammes de Bode, révele de bien meilleures performances en faveur des

transmittances non entieres.

Le chapitre 4 est consacré a l'identification temporelle par modele non entier. Portant
sur une équation différentielle non entiére, deux types de méthodes d'estimation paramétrique
sont proposées : les méthodes a erreur d'équation et les méthodes a erreur de sortie. Les
méthodes a erreur d'équation exploitent la technique d'optimisation des moindres carrés
linéaire. Dans ce cas, seuls les coefficients des opérateurs différentiels sont estimés, les ordres
de dérivation étant supposés connus. Deux méthodes sont proposées, 1'une basée sur la
discrétisation de 1'équation différentielle, 1'autre sur l'utilisation de filtres de variables d'état
non entiers. Les méthodes a erreur de sortie utilisent l'algorithme d'optimisation non linéaire
de Marquardt, les ordres de dérivation étant alors estimés au méme titre que les coefficients.
Deux méthodes sont proposées. La premiere est fondée sur l'approximation de l'opérateur
d'intégration non entiére par une répartition récursive de zéros et de pdles, la seconde étant
quant a elle basée sur la forme diagonale de la représentation d'état non enticre définie au

chapitre 2.

Le chapitre 5 propose une application de l'identification par modele non entier a la
résolution d'un probléme inverse en thermique. L'exemple d'illustration retenu consiste en
l'estimation des conditions thermiques de coupe en usinage par tournage. Réalisée en deux
étapes, la méthode proposée commence par identifier le comportement dynamique de I'outil
de coupe par un modele non entier. La seconde étape consiste ensuite a "inverser" ce modele

pendant la phase d'usinage afin d'estimer le flux et la température a la pointe de 1'outil.

Quant aux perspectives de recherche, elles s'inscrivent directement dans la continuité

des travaux en cours.

Dans le chapitre 2, un objectif ambitieux consisterait a déterminer les pdles d'une
transmittance non entiére dont les ordres de dérivation seraient complexes non
commensurables. Le calcul de la réponse impulsionnelle analytique serait alors possible et un

théoreme de stabilité plus général pourrait étre établi.

Dans le chapitre 3, il conviendrait de prolonger 1'étude aux transferts de chaleurs 2D
puis 3D. Ceci permettrait de confirmer l'approche adoptée en identification concernant les
ordres de dérivation choisis a priori multiples de 0.5 dans le cas de systémes thermiques
complexes. Une étude particuliere peut également porter sur les systemes électrochimiques

(batteries, ...) dont 1'équation de diffusion régit la dynamique.
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Enfin, dans le chapitre 4, un objectif ambitieux peut consister a étendre la méthode des
filtres de variables d'état a des filtres plus généraux que les filtres de Poisson. Un filtre défini
par le dénominateur de la fonction de transfert a estimer peut notamment s'avérer tres

performant.
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Annexe 1

Etude du comportement asymptotique
des impédances thermiques

des milieux finis

Al.1 — Impédance thermique d'un mur plan

L'impédance thermique d'un mur plan s'exprime par :

T(0,s) _ COSh(e\/g] _ 1
7ls) /1\/5 sinh[e\/gJ /1\/5 tanh(e\/gJ |

Le comportement asymptotique en haute fréquence d'un tel transfert est donné par la

H(0,5)=

(AL.1)

limite de H(0,s) lorsque s — oo. La limite de la fonction tanh s'exprimant par

lim tanh(z)=1, (A1.2)

Z—>oo

le transfert H(0,s) lorsque s — oo est donné par:

H(0,s) = , (A1.3)
§—>00 1 i
o

relation exprimant que le comportement en haute fréquence de 1'impédance thermique d'un
mur fini est le méme que celui d'un mur semi-infini, en I'occurrence un intégrateur d'ordre

0.5.
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Notons qu'un tel comportement non entier 'dégénére' en un comportement entier des

l'instant ou la chaleur a compleétement diffusée dans le milieu, soit a partir de ¢ = e? / .

Al.2 — Impédance thermique d'un cylindre fini

L'impédance thermique d'un cylindre fini s'exprime par :

Ja

o) 27IRA \/Ell(\/%\/;j

dans lequel R désigne le rayon du cylindre, /) et /; étant les fonctions de Bessel modifiées

Ja IO(R fj

, (Al1.4)

de premiére espece d'ordres 0 et 1, telles que :

T
I (z)= I ¢~ = cos(?) cos(kt)dt . (A1.5)
0
Rappelons que :
fim 106) _ 1, (A1.6)
e
et fim f002) _ 1 (A1.7)
z—0 ]1(2) z

Le transfert H(R,s) lorsque s — oo s'exprime donc par :

Jor

H(R,s) ~ —Y%
( )Hm 27IRANs

(A1.8)

La relation (A1.8) révele que le comportement asymptotique en haute fréquence de
'impédance thermique d'un cylindre plein est caractérisé par une intégration d'ordre 0.5.

Notons que ce comportement est identique a celui du mur plan.

De plus, comme pour le mur plan, le comportement non entier caractérisant

I'impédance en haute fréquence 'dégénére’ en un comportement entier des l'instant ou la

chaleur a traversé le milieu, soit a partir de ¢ = R? / o.
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A1.3 — Impédance thermique d'une sphére finie

L'impédance thermique d'une spheére finie s'exprime par :

2 . s
F(Rs) R smh(R\/;j »

H(R,s)= 56 = (A1.9)
s
AR (\/? cosh(R Sj - sinh(R\/?B A (\/? cotanh(R\/?j - 1]
o a o o o
ou R désigne le rayon de la sphere.
Le transfert H(R,s) lorsque s — oo est alors donné par :
H(R,s)= R , (A1.10)

115

By

exprimant un comportement en haute fréquence caractérisé par une intégration d'ordre 0.5,

comme pour les autres géométries finies.

- 181 -






Annexe 2

Simulation numérique de la sensibilité du modéle

a l'ordre de dérivation

La sensibilité de la sortie du modéle a l'ordre de dérivation commensurable n est

donné par :

Bf(t,é)_f_l N 4 s" In(s) “ult)
dn I=1 (s"—/il)z t

=Sty LG .0 ule)
=1

(A2.1)

1-z71

En utilisant 'approximation d'Euler, soit s= , et le bindme de Newton pour

approximer l'opérateur symbolique de dérivation non entiére s”, la transformée de Laplace

correspondant a G; (s, 6) s'exprime par :

[5G st

Gyz.0)= (A2.2)

i (- zl)k anz_k . ﬂzi (—h i)k @Z_k PE

k=0

Le développement en série entiere de ln(l— 2_1) conduit alors a :
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Simulation numérique de la sensibilité du modele a l'ordre de dérivation

DT Ty

e

Finalement, en supposant le systéme relaxé a =0, la sensibilit¢ de la sortie du

Annexe 2

modele s'obtient par la simulation du systéme d'équations récurrentes :

NN

212} 8y1 (Kh, 6)

= * n
KZ(,Q—In)k(,’jjq-kHlmm; ﬂuw)

1 () 24y (n k o~k 2|9y (Kh,é)

;LG (k j_ h’iv (kﬂ(_l) e (A2.4)
7

2

L k=0 k=1
w(kn6) & oy (kno)
on Z 4= on
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Annexe 3

Boite a outil MATLAB :
module System Identification by Fractional Model

de la Toolbox CRONE

La boite a outils The CRONE Toolbox a ¢été développé depuis le début des années 90.
Elle a fait I'objet de plusieurs publications, theéses et articles, et d'un enregistrement aupres de
I'Agence pour la Protection des Programmes (APP) en 1993 et 1994 [APP, 94].

Le choix de Matlab est motivé par les nombreux avantages de ce logiciel : algorithmes
de calculs numériques sur des matrices complexes, langage de programmation de haut niveau,
fonctions d'affichage graphique, création aisée d'IHM (menus, champs de saisie, etc...). La
portabilité sur d'autres systemes est aussi un avantage important, notamment pour faciliter la

diffusion de cette boite a outils.

De plus, la plupart des laboratoires universitaires et des services R&D industriels
utilisent ce logiciel. Il devient de fait un standard mondial des logiciels de calcul

pluridisciplinaire et particulierement dans le domaine de 1'automatique.

Actuellement, la toolbox CRONE comporte trois modules : Fractional calculus,
System Identification by Fractional Model, CRONE CSD.

Ces modules répondent a une priorité scientifique visant une diffusion internationale
de résultats de recherche obtenus dans le cadre du non-entier. Les développements sont
volontairement limités, dans un premier temps, au cas scalaire (une entrée - une sortie) afin

d'assurer un apprentissage progressif de l'utilisateur.
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A T'heure actuelle, le module System Identification by Fractional Model regroupe 6
méthodes d'estimation basées sur une structure de modele a dérivées non entiéres. Celles-ci

sont regroupées en deux thémes :

- les méthodes ou seuls les coefficients sont estimés, les ordres de dérivation étant fixés par

l'utilisateur (méthodes a erreur d'équation) ;

- les méthodes ou les ordres de dérivations sont estimés au méme titre que les coefficients

(méthodes a erreur de sortie).

Le module, s'articule autour de 4 menus principaux proposés dans la fenétre

principale :
- le menu "File", permettant la gestion de toutes les données et variables ;

- le menu "Data", donnant acces a un pré-traitement des données d'estimation et de

validation ;

- le menu "System identification", qui propose a l'utilisateur un choix de structure

de modele (a terme, erreur d’équation ou erreur de sortie) ;

- le menu "Estimated-model views", qui traite 1'affichage de tous les résultats de

l'identification.

# CROMNE Toolbox - Syztem ldentification by Fractional Model =] 3

File [Data  System identification  Estimated-model wiews 7

Figure A3.1 - Fenétre principale

Une session d'identification comporte 4 phases, qui correspondent aux quatre menus
principaux.
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A3.1 — Menu "File", gestion des données de la session d'identification

Pour ['utilisateur, la premiere tache a effectuer pour démarrer une session
d'identification est de charger un jeu de données d'estimation (et de validation) correspondant
a une série de mesures sur le systetme a identifier. Ce jeu de données (d'estimation ou de

validation), pour étre exploitable par le module, doit étre sous la forme d'un fichier de

données Matlab (.mat) et doit comprendre :

- un vecteur correspondant aux mesures effectuées sur l'entrée du systéme ;

- un vecteur correspondant aux mesures effectuées sur la sortie du systéme.

# |CRONE Toolbox - System ldentification by Fractional Model =1 E3

Estimated-model wigws ¢

- Data  System identification

Open zezsion
S avE SEEEON S8,

Madityzessian ke

E st

Figure A3.2 - Menu "File"

A3.1.1 - Commande "New session"

Cette commande donne accés a une fenétre de dialogue "Load estimation data"

permettant a l'utilisateur de sélectionner un fichier contenant les données d'estimation :

- sélectionner un fichier ;

- valider en cliquant sur "Quvrir"

Load estimation data

Begarder dang : I 3 Demo

) = el

Dremo_m_zid.mat
ident_zermi_inf.mat
TESSiOn_sYE sim.mat

] sy2_sim_demaZ mat

sys_gim_id.mat

apz_zim_val.mat
wvalid_zemi_inf.mat

Hom du fichier :

Isys_sim_demcﬂ .mat

Oupvrir

Tupe des fichiers : IM.-’.\T-fiIes [*.mat]

o]
j Anmuler |

Figure A3.3 - Fenétre de dialogue "Load estimation data "
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L'utilisateur est ensuite invité¢ a remplir les champs d'une fenétre de saisie. Pour cela,
une fenétre d'information propose la liste de toutes les variables contenues dans le fichier

précédemment ouvert.
remplir les champs ;

valider en cliquant sur "OK".

/ List o varables  MBIEA]| / Esimotiondota &

Sesz=ion title

i T
bt Sle = ISessiDn fitle:
tirme_id 500 =1 dowible Time data (M-by-1 vectar] ar sampling interval (scalar)
u_id B00x1  double | fime_id
wid 5001 double

Input (h-be-1 wector)
Iu_id

Ot (h-by-1 wector)

Cancel | OE. |

Figure A3.4 - Fenétre de saisie des données d’estimation

Une procédure équivalente a la précédente permet de charger un jeu de données de

validation. Si aucun jeu de données de validation n'est disponible, cliquer sur "Annuler".

Remarque importante

Pour estimer un modele de type AR (sans entrée exogene), 1'utilisateur doit laisser le
champ "Imput" vide. Seule l'identification par modele de type AR non entier est alors

accessible.

A3.1.2 — Commande "Open session"

La commande "Open session" du menu "File" permet a l'utilisateur de charger une
session d'identification précédemment sauvegardée dans un fichier Matlab. Une fenétre de
dialogue s'ouvre et permet de sélectionner un fichier dont 1'extension est ¢di (Time Domain

Identification). Valider en cliquant sur "Ouvrir".
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penasossontic—————EE|
Begarder danz : Ia Demo j ﬁl

zesgion_zvs sim.tdi

Mam du fichier : IDemu:u_ni_sid.tdi Oueerie I
Tupe des fichiers : I“.tdi ﬂ Anniler |

Figure A3.5 - Fenétre "Open a session file"

Toutes les données de la session sont alors disponibles et modifiables.

A3.1.3 - Commande "Save session as ..."

La commande "Save session as ..." permet a l'utilisateur de sauver la session en cours
sous la forme d'un fichier d'extension #di. Elle donne acceés a une fenétre de dialogue qui

invite I'utilisateur a nommer la session.
- remplir le champs "Nom du fichier",

- valider en cliquant sur "Enregistrer".

SweSession @]
E nreqgiztrer sgus:la Dema j gl

session_sys sim.bdi

Hom du fichier : IDemn_ni_sid.tdi Enregistrerl
Enregistrer zous : I*.tdi ﬂ Annuler |

Figure A3.6 - Fenétre "Save session"
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A3.1.4 — Commande ""Modify session title"

Cette commande permet de changer le nom de la session en cours. Une fenétre de

saisie s'ouvre :
- saisir un nouveau nom ;

- valider en cliquant sur "OK".

# | Modify session title Eq
Mewy seszion title
IDemu:u

Cancel | 0k |

Figure A3.7 - Fenétre de dialogue "Modify session title"

A3.1.5 — Commande "Exit"

Cette commande propose de sauver la session en cours si besoin est, puis ferme la

fenétre principale.

A3.2 — Menu "Data"

Apres l'ouverture d'une session, l'utilisateur a la possibilité, a I'aide du menu "Data",
d'effectuer un pré-traitement des données (mise a 1'échelle, sélection d'une partie des données,

filtrage ...).

# CROME Toolbox - System Identification by Fractional Model ... =] B3

File System identification  Estimated-model wiews 7
tadify validation data

Preproceszzing r

E ztimation data
Walidation data

Figure A3.8 - Menu "Data"
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A3.2.1 - Commande "Modify validation data"

La commande "Modify validation" permet a l'utilisateur de charger un nouveau jeu de
données de validation afin de pouvoir valider le caractére prédictif des modeles estimés. Une

procédure équivalente a celle décrite en A3.1.1 est effectuée.

A3.2.2 — Menu "Preprocessing"

Le menu "Preprocessing" est en cours de développement. A terme, il permettra le
filtrage, le recentrage, la mise a 1'échelle et le rééchantillonnage des données.

A3.2.3 —Menu "Data views"

Le menu "Data views" permet de tracer les données d'estimation ou de validation.

A3.3 — Menu "System Identification"

Le menu "System Identification" propose 2 structures de modéles :

- modele a erreur d’équation ;

- modele a erreur de sortie (en cours de développement).

+ |CRONE Toolbox - System ldentification by Fractional Model - Demo

R ==yl E ztimated-model wiews 7

Equation ermor models  #
Output emor models— #

Figure A3.9 - Menu "ldentification methods"
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A3.3.1 — Menu "Equation error models"

A3.3.1.1 — Commande "Fractional AR model"

La commande "Fractional AR model" ouvre une fenétre de saisie qui permet a

l'utilisateur de paramétrer 1'estimation d'un modele AR non entier.

Remarque - Cette commande n'est active seulement si le champ Input a été laissé vide lors de

la saisie des données d'estimation (pas d'entrée exogene).

4 AR P 3

E quation

”ﬂL

y;c+a;(1—fsf'1 )n‘” Vi + @2 (1—raf'1 )n‘” yk+---+ﬂzﬁ—q'1J Vi = @

Model name | b4 odel name et hre s

f+ Discrete time method

Optimization technique FPE

Differentiation orders . .
£ Continuaus tmne method

LS B

[ptimization techn
[Psal,..., g, ] (11 ptimisation techrigue

Filter thpe I [ntegral e |
Filter pazs band I []

E stimate Help Cancel |

Figure A3.10 - Fenétre de saisie des parameétres du modeéle

Plusieurs champs sont a remplir :
a) Model name

Saisir un nom a attribuer au modele.
b) Differentiation orders

Saisir les ordres de dérivation du modele sous la forme d'un vecteur de réels positifs

c)Estimation method

Une seule méthode est proposée, la méthode a erreur de prédiction)
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Valider en cliquant sur Estimate.

Une fenétre de dialogue s'ouvre ensuite et invite l'utilisateur a choisir 1'emplacement
du modele qu'il vient de créer, le module "System Identification by Fractional Model"

permettant d'identifier jusqu'a 9 modeles pour un jeu de données d'identification.

¥ |5elect a model !E

I emphy r emphy r empky
™ empty ™ empty ™ empty
r emphy r emphy r emply

Cancel | Ok |

Figure A3.11 - Fenétre de sélection d'un modele

L'utilisateur doit alors :
- choisir un emplacement ;

- valider en cliquant sur "OK".

L'algorithme d'identification est ensuite exécuté et les résultats mis en mémoire afin

d'étre exploités par les commandes du menu "Estimated-model views".

A3.3.1.2 — Commande "Fractional continuous ARX model"

La commande "Fractional continuous ARX model" ouvre une fenétre de saisie qui

permet a l'utilisateur de paramétrer l'estimation d'un modele ARX non entier.
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4 ARX M= 3

Equation

D7y by D )+ vap DT () = by DV alt) by D )+ + By DT g{2) + olf)

Model name | Model hame ==

* Discrete time method

Optimization technique PEM

Differentiation orders ) )
" Continuous time method

[ﬂan,neal,---,?laM] I [1 [ ptirmization technigue LS hd

[?ﬂan,?ﬂal,---,na;] I [1 Filter bipe Ilntegral 'I
Filter pazs band I [1

Estimate Help Cancel |

Figure A3.12 - Fenétre de saisie des paramétres du modeéle

Plusieurs champs sont a remplir :
a) Model name

Saisir un nom a attribuer au modele.
b) Differentiation orders

Saisir les ordres de dérivation du modéle sous la forme de vecteurs de réels positifs

(numérateur puis dénominateur).

c)Estimation method
Plusieurs méthodes d'estimation sont proposées :
- méthode discréte ;

- méthode continue, avec optimisation par la technique des moindres carrés linéaires

(LS), sans filtrage ou avec filtre intégral.

Valider en cliquant sur Estimate.

Une fenétre de dialogue s'ouvre ensuite et invite 'utilisateur a choisir I'emplacement
du modéele qu'il vient de créer, le module "System Identification by Fractional Model"

permettant d'identifier jusqu'a 9 modéles pour un jeu de données d'identification.
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¥ |5elect a model !EE

Annexe 3

V¥ empty ™ empty ™ empty
r emply r emphy r empty
r ermphy r emphy r ermpky

Cancel | Ok |

Figure A3.13 - Fenétre de sélection d'un modele

L'utilisateur doit alors :
- choisir un emplacement ;

- valider en cliquant sur "OK".

L'algorithme d'identification est ensuite exécuté et les résultats mis en mémoire afin

d'étre exploités par les commandes du menu "Estimated-model views".

A3.3.2 — Menu "Output error models"

A3.3.2.1 — Menu "Fractional modal model"

La menu "Fractional modal model" permet l'identification d'un systeme par un
modele non entier sous forme modale. Contrairement aux méthodes a erreur d'équation,

l'estimation paramétrique porte a la fois sur les ordres de dérivation et sur les coefficients.

La structure du modele est fondée sur la forme modale développée d'un systéme non

entier.
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»(®)

u(?)

;
s

v

SnN _ﬂ‘N

Figure A3.14 - Décomposition d'un systeme non entier en modes propres
g p 3% prop

Deux méthodes d'estimation sont proposées. Alors que la premicre assure une

initialisation automatique des parametres, la seconde en requiert une initialisation manuelle.

A3.3.2.1.1 — Commande "Automatic initialization"

Cette commande permet de lancer l'exécution de la méthode avec initialisation

automatique.
L'algorithme s'articule autour de deux étapes.

La premicere étape consiste a sélectionner automatiquement un mod¢ele d'initialisation
dont les parameétres sont optimisés dans la deuxiéme étape. Pour cela, plusieurs estimations
sont effectuées avec différentes structures de modéles, la méthode utilisée étant celle basée
sur les filtres de variables d'état. Pour accélérer cette étape, un nombre limité de données est
utilisé. Le modele d'initialisation est alors sélectionné sur la base d'un critére portant sur

I'erreur de sortie.

Les modeles candidats dans cette étape ont des fonctions de transfert de la forme:

bN_IS(N—l)n

sN 4 ay_1s

+...+ by

H(s)= (N—D)n

(11)

+...tam

ou n un réel appelé ordre commensurable, N étant le nombre de modes propres.
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La deuxiéme étape consiste ensuite a réaliser une estimation paramétrique itérative.

L'algorithme est initialisé par le modéle sélectionné lors de la premicre étape.

La commande "Automatic initialization" ouvre une fenétre de saisie qui permet a

I’utilisateur de spécifier le paramétrage de la premicre étape.

+# | Fractional modal model : Automatic initialization ..

Model name

Im-:u:lel narme

Maximum number of eigenmodes (=calar])
|3

Time range of estimation data (sec, scalar)
Iinf

Commensurate orders (1-by-M vector)

|[c|.3 04 05 0.7]

Cancel | 2k, |

Figure A3.15 - Fenétre de saisie des paramétres de la premiere étape

Plusieurs champs sont a remplir :
a) Model name
Saisir un nom a attribuer au modele.
b) Maximum number of eigenmodes
Saisir le nombre maximal de modes propres du modele d'initialisation.
c) Time range of estimation data

Saisir I'horizon temporel des données d’estimation (en seconde). Cet horizon

est utilisé pour déterminer le model d'initialisation.
Remarque - Dans la deuxiéme étape, la totalité des données est exploitée.
d) Commensurate orders

Saisir les ordres commensurable des modéles candidats sous la forme d’un

vecteur de réels positifs.

Valider en cliquant sur "ok".
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\

Une fenétre de dialogue s'ouvre et invite l'utilisateur a choisir 1'emplacement du

modele qu'il vient de créer.

¥ S5elect a model M= E3
¥ empty I~ empty [ empty
™ empty ™ empty ™| empty
I emphy I emphy I emphy

Cancel | Ok |

Figure A3.16 - Fenétre de sélection d'un modeéle

L'utilisateur doit alors :
- choisir un emplacement ;
- valider en cliquant sur "OK".

L'algorithme d'identification est ensuite exécuté. A la fin de I’optimisation, un tracé de
la sortie du systéme, du model initiale et du modele identifi¢ est affiché. Une fenétre de

dialogue s'affiche. L utilisateur a le choix entre :
- changer les options d’optimisation en cliquant sur "Options" ;
- continuer l'optimisation en cliquant sur "Continue" ;

- terminer l'optimisation en cliquant sur "End".

# |0Optimizing model parameters

? Continue aptimization 7

Continue | End | Optiahs |

Figure A3.17 - Fenétre de choix

Les résultats de l'identification sont mis en mémoire afin d'étre exploités par les

commandes du menu "Estimated-model views".
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A3.3.2.1.2 — Commande "Manual initialization"

Cette commande permet l'estimation d'un modele de forme modale. Elle consiste a

réaliser une estimation paramétrique itérative.

La deuxieme étape de la méthode décrite dans le paragraphe précédent est exécutée

directement. L'utilisateur doit alors initialiser tous les paramétres du modele.

# | Frachonal modal model : Manual imtialization

hadel narme
IM odel name

Eigenmode number

|
Cancel | k. |

Figure A3.18 - Fenétre de saisie des parameétres du modeéle

L'utilisateur doit donner un nom au modele et spécifier un nombre entier de modes

propres.

Ensuite, une fenétre de dialogue demande a I'utilisateur si les ordres de dérivation sont

identiques pour tous les modes propres.

# Eigenmode orders Ed

? Identical eigenmode arders’y

Figure A3.19 - Fenétre de paramétrage des ordres des modes propres

Puis, une fenétre de saisie invite l'utilisateur a initialiser les trois paramétres de chaque

mode propre par des réels ou des complexes : le gain propre, la valeur propre et l'ordre

associé.
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# |STEFP 152 : parameter initialization !E[

Eigenmaode 1

£ _ T

Ear‘u:ell Help | ]2 |

Figure A3.20 - Fenétre de paramétrage d'un mode propre

Le bouton "Help" permet d'afficher la structure du modele a identifier.

Le bouton "Ok"” permet de valider et de d'initialiser le mode suivant. Si tous les modes

sont initialisés, 1'estimation est lancée.

Si le nombre d'itérations maximal est atteint ou I'optimisation est terminée une fenétre
de dialogue demande a 1'utilisateur de sauver le modele courant ou de continuer la recherche
du modele optimal. L'utilisateur peut changer les parameétres d'optimisation en cliquant sur

"Options".
# |0Optimizing model parameters

? Continue optimization 7

Continue | End | Optiahs |

Figure A3.21 - Fenétre de choix

Les résultats de l'identification sont mis en mémoire afin d'étre exploités par les

commandes du menu "Estimated-model views".
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A3.3.2.1.3 — Commande "Options"

La commande "Options" ouvre une fenétre de saisie qui permet a 1’utilisateur de
paramétrer [’algorithme d’optimisation. L’utilisateur a le choix entre trois méthodes

d’optimisation : Newton, Newton—Gauss ou Marquardt.

# |Fractional modal model options |
Optirnization method : I MARDUARDT j
b a=imarn number of iterations ; I 20
Infarmation dizplay at each eteration :I On j

Cancel | k. |

Figure A3.22 - Fenétre de choix des options d’optimisation

Pour valider son choix I'utilisateur doit appuyer sur "ok".

A3.4 — Menu "Estimated-model views "

Le menu "Estimated-model views" gere l'affichage de tous les résultats de

l'estimation paramétrique.

+ |CROME Toolbox - System ldentification by Fractional Model - Demo

File Data Syztem identification =E0gEEsEy el (= RETTEL
Select model(z]
Delete model
Wiew fractional model(z] ¥
E stimation time-perfformances k
todel walidation ]
Tranzient rezponses »
Frequency rezponzes ]
Eigen waluesz, eigen zeros and poles

Figure A3.23 - Menu "Estimated-model views"
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A3.4.1 - Commande "Select model(s)"

Pour l'utilisateur, il s'agit en premier lieu de sélectionner le ou les modele(s) dont il
veut afficher les résultats. La commande "Select model(s)" ouvre une fenétre de dialogue et

invite l'utilisateur a choisir un ou plusieurs modeles :
- sélectionner un ou plusieurs modeles ;

- valider en cliquant sur "OK".

¥ Select model(s]
I &Fx1 I AR 2 I empty
v Integer 1 [ empty [ empty
¥ Integer 2 [ empty [ empty

Cancel | Ok |

Figure A3.24 - Fenétre de sélection d'un ou plusieurs modeles

A3.4.2 — Commande "Delete model"

Lorsqu'un modé¢le donne des résultats insatisfaisants, l'utilisateur a la possibilité¢ de

l'effacer. La commande "Delete a model" ouvre une fenétre de dialogue :
- sélectionner le mode¢le a effacer ;

- valider en cliquant sur "OK".
A3.4.3 — Menu "View fractional model(s)"

Le menu "View fractional model(s)" gere l'affichage des valeurs numériques des

modeles estimés. Plusieurs formes sont proposées a l'utilisateur.
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# CROME Toolbox - System Identification by Fractional Model - Demo
File  Data

Syztem identification SR = R

Select model(z]
Delete model

Yiew fractional model[z] Differential equation
State-zpace form

E stimation time-perfarmances »
M odel validation b Fractionnal transfert function
. Expanded modal form
Tranzient responzes 4 .
Factorized modal form
Frequency responses »

E stimated parameter covariance matrix
|

Eigen values, eigen zeros and poles

Figure A3.25 - Menu "View fractional model(s)"

A3.4.3.1 — Commande "Differential equation"

Non disponible sur cette version.

A3.4.3.2 — Commande "'State-space form'"

Non disponible sur cette version.

A3.4.3.3 — Commande "Fractional transfer function"

La commande "Fractional transfert function" affiche les modéles sélectionnés sous

la forme d'une fraction rationnelle non entic¢re du type :

}’lﬁ_
H(s)=— P8 7 et flo (A3.1)

n n
s N tapN_1S N-1 +..+

Les différents paramétres estimés sont alors affichés dans la fenétre Matlab sous la

forme suivante :
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<) MATLAB Command Window =] 3

File Edit “iew ‘window Help

DS ¢ 2E - B8 B 2|

> Model name : Model ARX 1
Identification method : NI_ARX

Humerator orders : 1 8.5 a

Humerator coefficients : -8.6610381 8.0020148 8.823571
Denominator orders : 1.5 1 8.5
Denominator coefficents : -8.813821 0.865548 1

Model name : HModel ARX 2
Identification method : NI_ARX

Humerator orders : 1.5 1 8.5 a
NHumerator coefficients : -8.0071338 8.879573 -8.359 8.74028
Denominator orders : 2 1.5 1 8.5 a

Denominator coefficents : -8.313481 3.15639 -12.8853 28.3472 1

|»

¥ o

Feady ’_ HUM A

Figure A3.26 - Affichage des paramétres estimés

lorsque le modele est sous la forme d'une fonction de transfert rationnelle

A3.4.3.4 — Commande "Expanded modal form"

La commande "Expanded modal form" affiche les modeles sélectionnés

Sous une

forme modale développée. Cette forme permet de faire apparaitre les valeurs propres ainsi que

les coefficients modaux des modeles identifiés. Elle est du type :

(A3.2)

ou les A; sont les valeurs propres, les A; les coefficients modaux et n l'ordre de la

représentation associée au modele. Les différents parametres estimés sont affichés dans la

fenétre Matlab sous la forme suivante :

) MATLAB Command Window A= 3
File Edit Yiew ‘window Help

D& 122 > B8 & 2|

» Model name : Hodel =
Identification method yhm??ceBmwsa
Hon integer state-space representation order :@ 8.5
Modal coefficients : @.823571 0.820773 0.830763
Eigen values : @ -6.45008 11.2816
Model name : Hodel ARN 2
Identification method : HI_ARX
Non integer state-space representation order : 8.5
Modal coefficients : @.008819-7_4286e-020i -9.0818986+0.00296811 -@.8018986-0.080296811 8.825735
Eigen values : 5.642+8i 2.2388+3 36251 2.2388-3.36251 -8.034724+81 —
« | _>IJ
Show Workspace Browser ML i

Figure A3.27 - Affichage des paramétres estimés

lorsque le modele est sous la forme modale développée
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A3.4.3.5 — Commande "Factorized modal form"

La commande " Factorized modal form" affiche les mod¢les sélectionnés sous une
forme modale factorisée. Cette forme permet de faire apparaitre les valeurs propres ainsi que
les zéros propres des modeles estimés. Elle est du type :

NZ
AH (S" - Zl)
H(s)=—=— (A3.3)
(Sn - /1])
I=1

ou les 4; sont les valeurs propres, les z; les zéros propres, A le gain du modéle, et n 'ordre

de la représentation associée au modele. Cette forme permet d'informer l'utilisateur sur
d'éventuelles réductions de 1'ordre du modéle. En effet, si un zéro propre et une valeur propre
sont proche I'un de l'autre, une simplification peut étre effectuée de maniere a réduire 'ordre
du modele sans modifier la dynamique dominante du modé¢le. Les différents parametres

estimés sont affichés dans la fenétre Matlab sous la forme suivante :

<) MATLAB Command Window [ |O] x|
File Edit Wiew ‘Window Help

D& s=e - @8 & 2|

> Model name : Hodel ARX 1 -
Identification method : HI_RRX
Mon integer state-space representation order : 8.5
Gain : B.875188

Eigen zeros : -3.892% C._8334
Eigen values : 8@ -6.45988 11.2816

Model name : HModel ARX 2
Identification method : NI_ARX

Mon integer state-space representation order : 8.5

Gain : @.822757 =
Eigen zeros : 2.8825+3.3884i 2.8825-3.30841 G.3895+01

Eigen values : 5.642+8i 2.2388+3.36251 2.2388-3.36251 -0.034724+8i
| | |
Ready MU s

Figure A3.28 - Affichage des parameétres estimés

lorsque le modele est sous la forme modale factorisée

A3.4.3.6 — Commande "Estimated parameter covariance matrix'"

La commande "Estimated parameter covariance matrix" affiche la matrice de
covariance des paramétres estimés. L'affichage de cette matrice se fait dans la fenétre Matlab

sous la forme suivante :
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<) MATLAB Command Window M=l E3

File Edit “iew “Window Help
O = & B > 8aE B 2
s Model name : Hodel AR 1 j

Identification method : HI_ARX

[Covariance matriz :

F.077F1e+000 -3.6796e+0808 -2_.6520e-0082 5 _hoBhe-802 -2_.7095e-002
-3.6726e+800 2_.0529e+0808 1.2950e-0882 -2 _859%0e-0862 1.5475e-002
-2.65%20e-8002 1.2950e-002 1.0811e-8084 -2 _0638e-0804 9 _7751e-085
C.46B84e-002 -2 _.859%9e-002 -2.8638e-0804 4.2514e-0804 -2 .1582e-0084
-2.7695%e-0882 1.5475e-002 9.7751e-885 -2.1582e-08804 1.1681e-084

w
1| | 3

Ready I_ HUM 2

Figure A3.29 - Affichage dans la fenétre Matlab

de la matrice de covariance des paramétres estimés

A3.4.4 — Menu "Estimation time performances"

Le menu "Estimation time performances" propose a l'utilisateur le tracé de toutes les

courbes relatives aux données d'estimation.

+ |CROME Toolbox - System ldentification by Fractional Model - Demo
File Data

System identification Ny E=T = K

Select model[z)

Delete model

Yiew fractional model[z] 3

E stimation time-perfformances b odel residuals k
Muodel walidation ¥ Model output »
Trangient rezponses ¥ Parameter senzitivity plot
Frequency responzes k

Eigen walues, eigen zeros and piles

Figure A3.30 - Menu "Estimation time-performances"

A3.4.4.1 — Menu "Model residuals"

Le menu "Model residuals" propose le trace :
- des résidus relatifs a l'estimation paramétrique (commande "Signal plot") ;
- de l'autocorrélation des résidus (commande "Auto-correlation") ;

- de l'intercorrélation entre l'entrée et les résidus (commande "Input cross-

correlation").
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A3.4.4.2 — Menu "Model output”

Le menu "Model output" propose le tracé :

- de la sortie du modele correspondant aux données d'estimation (commande

"Signal plot") ;

- de l'erreur de sortie du modele (commande "Error plot") ;

A3.4.4.3 — Commande "Parameter sensitivity plot"’

Non disponible, en cours de développement.

A3.4.5 — Menu "Model validation"

Afin de valider le caractére prédictif des modeles estimés, le menu '"Model
validation" propose a l'utilisateur le tracé de toutes les courbes relatives aux données de
validation. Les menus et commandes proposées sont les mémes que pour le menu

"Estimation time performances".

A3.4.6 — Menu "Transient responses'

Les menu "Transient responses" permet a ['utilisateur de tracer les réponses

impulsionnelle et indicielle des modéles estimés.

+ |CROME Toolbox - System ldentification by Fractional Model - Demo
File Data

System identification Ty EI=Te =] KRN

Select model[z)

Delete model

Yiew fractional model[z] 3
E ztimation hme-perfformances 3
Muodel walidation r

Trangient rezponses Step rezponse
Frequency responzes ¥ |mpulze responze

Eigen walues, eigen zeros and pales

Figure A3.31 - Menu "Transient responses"
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A3.4.7 — Menu "Frequency responses"

Le menu "Frequency responses" permet a l'utilisateur de tracer les réponses

fréquentielles des modeles estimés.

+ |CRONE Toolbox - System ldentification by Fractional Model - Demo
File Data

= W =l et= L B E ztimated-model views

Select model[z]

Delete model

Wiew fractional model[z] ¥
E stimation bime-performances »
bd odel walidation ]
Tranzient rezponses »

Frequency responses Bode diagramsz

Micholz chart

Mypguizt diagrar
Lin-log Mupguist diagram

Eigen walues, eigen zeros and pales

Figure A3.32 - Menu "Frequency responses"

A3.4.7.1 — Commande "Bode diagrams'"’

La commande "Bode diagrams" trace les diagrammmes de Bode des différents
modeles estimés. Elle fait appel a la fonction "CRONE _bode.m", fonction commune a tout le

logiciel. La bande fréquentielle du tracé est déterminée en fonction :
- de la période d'échantillonnage pour la fréquence haute (fréquence de Nyquist) ;

- de la durée de I'expérience pour la fréquence basse.
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Figure A3.33 - Diagramme de Bode d'un modéle estimé

A3.4.7.2 — Commande "Nichols charts"

La commande "Nichols charts" trace les diagrammes de Black/Nichols des mode¢les
estimés. Elle fait appel a la fonction "CRONE_black.m", fonction commune a tout le logiciel.

La bande fréquentielle est déterminée de la méme manicre que pour le diagramme de Bode.

# |Nichols chart - Demo M=l E
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B EEY YA
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Figure A3.34 - Diagramme de Black d'un modéle estimé
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A3.4.7.3 — Commande "Nyquist diagram"'

La commande "Nyquist diagram" trace les diagrammes de Nyquist des modéles
estimés. Elle fait appel a la fonction "CRONE_nyquist.m", fonction commune a tout le
logiciel. La bande fréquentielle est déterminée de la méme manicre que pour le diagramme de
Bode.

+ |Myquist diagram - Demo M= B3
File Edit Toolz ‘window Help

Dema a2/ @po
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Figure A3.35 - Diagramme de Nyquist d'un modéle estimé

A3.4.7.4 — Commande "Lin-log Nyquist diagram'

La commande "Lin-log Nyquist diagram" trace les diagrammes de Nyquist des
modeles estimés dans un diagramme Lin-log. Elle fait appel a la fonction
"CRONE_nyquist.m", fonction commune a tout le logiciel. La bande fréquentielle est

déterminée de la méme maniere que pour le diagramme de Bode.

A3.4.8 — Commande "Eigen values, eigen zeros and poles"

La commande "Eigen values, eigen zeros and péles" a pour objectif d'informer

l'utilisateur sur :
- la stabilité des modeles estimés (critére sur les pdles) ;

- une possibilité¢ de simplification de modele (critére sur les valeurs propres et les

Z&ros propres).
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Cette commande fait appel a la fonction "CRONE_eigen_plot.m", fonction commune
a tout le logiciel. Elle trace les valeurs propres, zéros propres et poles des modeles estimés et
affiche la valeur numérique des poles correspondant a chaque valeur propre. Sachant que la
position des pdles détermine directement la stabilité des systémes, les modeles estimés seront

stables si tous les poles sont a partie réelle négative. De plus, si une valeur propre est tres

proche d'un zéro propre, une simplification de modele est possible.

+# Root locus : eigen values, eigen zeros and piles | _ (O] %]
File Edit Tools ‘Window Help
De@a xAar/ ppo
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Figure A3.36 - Tracé des valeurs propres, zéros propres et poles d'un modele estimé
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Résumé

Le theme général des travaux qui font ’objet de ce mémoire concerne la représentation et
l'identification de systéme par modele non entier. Le premier chapitre commence par rappeler
les définitions et principales propriétés des opérateurs différentiels non entiers. Le deuxiéme
chapitre propose une représentation continue dans un espace d'état généralisé d'un systeme
linéaire non entier complexe, scalaire ou multivariable. Un théoréme de stabilité est établi. Le
troisieme chapitre traite de l'application de l'opérateur de dérivation non entiere a la
modélisation de phénomenes de diffusion, le champ applicatif retenu étant celui de la
thermique. L'étude du transfert de chaleur dans six milieux semi-infinis et finis, ainsi que la
détermination d'approximations sous la forme de transmittances entiéres et non entiéres
constitue la contribution principale de ce chapitre. Le quatriéme chapitre est consacré a
l'identification par mod¢le non entier. Portant sur une équation différentielle non enticre, deux
types de méthodes d'estimation paramétriques sont présentés : les méthodes a erreur
d'équation et les méthodes a erreur de sortie. Le dernier chapitre propose une application de
l'identification par modele non entier a la résolution d'un probléme inverse en thermique.
L'exemple d'illustration retenu consiste en l'estimation des conditions thermiques de coupe en
usinage par tournage.

Mots clés
Dérivation non enticre, représentation d'état non enticre, identification par modele non entier,
phénomenes de diffusion, probléme inverse.

Abstract

This thesis deals with system representation and identification by fractional models. Chapter 1
recalls the definitions and main properties of the fractional operators. Chapter 2 proposes the
study of a continuous MIMO complex-fractional system through a generalized state space
representation. A stability theorem is established from the output analytical expression.
Chapter 3 deals with the modeling of diffusive processes using fractional differentiation
operators. The heat transfer trough 6 different finite and semi-infinite media is studied.
Approximations using integer or fractional transfer functions are then established and
compared. Chapter 4 is devoted to system identification by fractional model. Equation error
methods as well as output error methods are developed. Finally, chapter 5 gives an application
of system identification to the solving of a thermal inverse problem. An example, consisting
of the estimation of the thermal cut conditions, is given.

Keywords
Fractional differentiation, fractional state-space representation, system identification by
fractional model, diffusive processes, inverse problem.
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