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����� 	

����� ����� ��	���	� ���� ��� ������� ��� �� �������� ��� �������� � ������
����� �	������  !"#� �� ���$	� �� ���	%��& � ���	�� �� �����������& �� ����
��������� ���� �������& �� ���� ������� �����	�� ��� �� ��������& �%� ��
����	��� ��� ����	%���	�� �����	���� '��� ����	��� 	�	 �� �������� �������	��
�� ���������	�� ���� 	�������	�� ����	���� ���� !"� (�� ����	%���	��� �	��	

�� ��� ������	���� �� ���������	�	�� ��� �����������  ���������� 	��������
������ �� ���)�����& �������� �����	
��# ���� ����	���� ���� ��� ��$	
�� ���
�	����� * µ������� ������ (�	�������	�� ����	���� ��� ��� ������������� ����
!" ������	�� $�+�� � ��� ������	��� �� ����� ��$	
�� ���������� �� ����	%��
��� ���	��� �������� ������������ 	������������ �� 	��	����������� '��� ����
����� 
�� ��� ������	��� ���� ���	������ �	��	 
�� �� �������� �������	��� '���
�������� 
�� �� �������� ���������	�� ��� 	����	����� �	 �����	�� ����������
���� 	������������ �� 	��	����������� '��� ���	���� ���� ��� ���	������ ��
�������� ���������	��  �����	��	�� ��� ����	%���	��� �� ��� ������	���	���#�
'��� �������� ��%� 
��������� �� µ������� ����� �%� �� ����	%�� ��� ����
���������� 	������������ �� 	��	���������� ���� ����� ��$	
�� 	����	������


���� 	 ,� ��� ���	���	�	�� �� �����	�� �������� �� ����������� �������	�
�������� 	

-�	� ����	� ����	�� ��� ������� �� �	������ ������ �������  "!#� -�� �	� ��
��	� ������ 	� �� ���	��& .	�� �����������& ��� �����	�� �� � ������& .�	�� 	�
���� �� ��� ����� �� ���������& 	� ����� �� ���	��� � ����	%���	��� /� ����	�
��� ���� ��� �������	0�� ��� ���������	0�� ������� .	�� ����	�� 	�������	�� ��
��� "!� -�� ����	%���	��� �� .��� �� ��� ����������	�	�� �������	��� ��� ���
�����������  �������������� �� ������ ������& �����	� �������# ��� ���������
.	�� � ���	����� ��$	� * ��� ����� µ���������� -�� ����	�� 	�������	�� �� ���
�����	��� �� ��� "! 	� ������� .	�� �� ������	�� �� ��	� ��$	� .�	�� ���
��. �� ������� ��� ����� ���	�� �� ������������ ������ ��� 	��	��	�$�	������
������� /� ���. ���� ����� ������	��� ��� ���	����� �� .��� �� ��� �������
�	0�� �������� /� ����� ���� ��� ���������	0�� ������� .	�� ������������ ��
	��	��	�$�	������ ������ 	� �����	������ /� ���	�	� �.� ����	����� ����� ��
���������	0�� ������� ���� ��� ���	�����  �����	��	�� �� ��� ����	%���	��� ��
�� ��� ������	���	���#� 1	�����& .� ���. ���� ��� ������	��� �� ��� �����
µ��������� ���� ����	� �� ������� ������������ �� 	��	��	�$�	������ �����	���
��� �����	����� ��$	���
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	�	�� �� �����	� ���
����� ��
������� �� ����������

�������� �� � �� ���� ����

�����  !"� #�� � ��������� �

� ��������� �
������ ��!�"!� # # # # # $�"!�%!�" &! �!��!"��! 
��
�
��'��! ��������% # # # # ��(%"! &! 	��)*"!��! +$�

��! �� � $�%%"��"�� #&�' %�� $�%���(� #� �
,"��� 	��"�!--! # # # # # �"�)!..!�" # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # �/� ���%!�"
�!��0 ���!- 	��1"!�" �"�)!..!�" # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # �/� ���%!�"
������ ��!�"!� # # # # # $�"!�%!�" &! �!��!"��! 
��
� ��''�"%!�"
��'��! ��������% # # # # ��(%"! &! 	��)*"!��! +$� # # # ��''�"%!�"

2�" 3�-�4�!5��6 # # # # 	� 	���7 +$� # # # # # # # # # # # # # $�"!�%!�" &! %�8.!
��.��- 3!�- # # # # # # # # # # $�"!�%!�" &! �!��!"��! 	��� �/� ���%!�"
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� �� �����	
� �� �� ����	� �� ���������� �
��� ����	
���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �������� � ���������� 
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������� �������� �� �	�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� �������� ���� �����
����� ������ ��

� ��������	�
��  μ������� ��

��� �� ��	� 
!�� ���	���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� "	�
�	�� 
!��������	� Acc � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� #��$ ����� �� ������%� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� #�� 
!��������	� 
!�� ���	���� ����� � � � � � � � � � � � � ��
��& ��	������ 
�� ���	����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��' "	�����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

� ����������	� �� �
�	���� ��

��� �� ��	� 
�� ��	(����� 
� �	������ � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���
�(��� ) 	�����	�� 
� *�	���� � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���� ���	�� 
� �	������(��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+
��� "	��	������� �
���(�� �� �	��	������� ��*�� � � � � � � � ��
��& "	��	������� �	� (�	*���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��' �,� ���� �	�
�	� � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� "	������ ���� ���������� -	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��+ "	�����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� ��������� ���� �����
����� ��������� ��

� ���
���	�
� ���	����� ��� ��� ��������	�  �

��� .��������� �	(�����(��� �� �
������(��� � � � � � � � � � � � ��

�



� /012, �,� 30/�45,�

��� ,6����	� 
� μ7������ ) ���	���� ����
� � � � � � � � � � � � � �+
��� ���� ���	�� 
!�-	����	� �������� � � � � � � � � � � � � � � &�
��� /8�	���� 
� ������	� �	�� ��� ���	����� ����
�� � � � � � � &�
��& ���� �(��� 
�� ���	����� ����
�� � � � � � � � � � � � � � � � &'
��' ���
�(��� 
� �	������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � &+
��� "	������	� 
�� ���	����� ������ �� ����
�� � � � � � � � � � '�
��+ ��	������ 
�� ���	����� ����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � '&
��9 "	�����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

 ���
���	�
� ���	����� ��� ��� �
��
�	����	� ��

��� "	��	�������� �	(�����(��� �� �
������(��� � � � � � � � � � ��
��� 2� ��	(���� 
� �:�/ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ��
��
�(��� 
� �� ���� �(��� � � � � � � � � � � � � � � � � � +�
��� "	�����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +'

�� �������� ����������� ���� �����
����� ��������� ��

! ������������	� �� �
�	���� �����	������ "#

&�� "	������ 
���������� ����
B1,B2 ∈ AUTO(A, �) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +9

&�� "	������ 
���������� ����
B1 ∈ AUTO(A, �) �� B2 ∈ AUTO(A, �) � � � � � � � � � � � � 9�

&�� "	������ 
���������� ����
B1,B2 ∈ AUTO(A, �) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9�

&�� "	�����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� $�� ���������� �%#

'�� 5������	�� 
�� ���� ���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��9
'�� ����8�	����	� 
�� ��	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� ;�	���� 
!�� ���	���� ����
� ��� �� ���	���� ����� � � � ��'
'�� "	�����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
5�-������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
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������������	

3��� � �	�8� ���8��� �� #	��8� <�8��� 
!��	� ������� 
!=��� ��� ���7
�	������ 
� ����� �8���� #� ������� ���� �������������� �	�8� ���8���
�	�� ��� �	��� ���� 
�������� *�!���� �!� �������� �	�� �� ����	�  �����

3��� � 1���	 "	�������$ #���7��8�� "	������ �� ������ >�� �	�� ��	�
������� 
� �������� �� ?��� 
� �� �	�������� 
� �8����

3��� � �	� ������ 
������� 
� �8��� 0�
�� 0��	�
 �	�� �	��� �� 
�	7
�(��� �� �	�� ��� �	����� *� 	�� %�
� �� ������ 
� ���8���8� ���� (��
����� *�!����� �	� 
����� �� ��������

3��� � �%	� >���@�A�B$ �	� 
��6��� 
������� 
� ���8���8�$ 
!��	�
������� 
� �	������ �� 
� -��� �(	��� ��� ���8���8�� 
�?� �����������



����	
���	� �


�� �����������

<	�� ���
	�� 
��� �� ������ �������� *����	�� 
� 
��
�(��� �� 
!�
�7
�
�(��� 
� �� �8�	�� 
� �	������ 
�� ������� � ���������� 
������ C�,�D�
����	
��	�� 
!�(	�
 ��� �������� �� ��� ��	(����� 
� �	������ ���	����

E� ������� � ���������� 
������ �	
���� ��� �8��%������ 
!�����

!�� ������� ���%����� � ������� ����������� "�� �8��%������ �	�� �	��7

���� � �� -	� �	��� 
������ �� ����������� 2!	��������� 
!�� ���������
��� %����������� �
����
���� 
� �������� ���� �	�� �� *� ���$ �	�� �	��
�������	�� ��6 �	��	�������� *������-�$ ��� �	�� �� ����	�� ��� �� �	����
�� ����� �� �� ��������� ��� 
���� ��6*������ �� ��	
����� ��� �8��%������

!����� 
� �������� �� ����$ ��� �������� ���
�� �	�� 
���������� ) �	��
�	��
��	�� *�� ��� ���������� �� ������� �
��� *�!��� ��*�� �����	�

� ������� 
����
��� 
� �!���� 
��� ��*��� ��� ����7�� 2� �	������ 
!�� ���7
���� � ���������� 
������ �	����� � �	
 �� ��� �	��	�������� �	��(��

� �,� � � *�!� ����� ������� ��� ���� ���	� 
	�����

5���
%� �� >	�8�� 	�� ���	
�� �� �8�	�� 
� �	������ 
�� �������� �
���������� 
������ 
��� F5>+�G �� ������� �� �8�	�� 
�� ���%�%�� -	�����
C�	� ���� F5>+9G ��� *�� ��� ����� F"299G �� FHI9&GD� ���� �� ��
��$
��� ���������� ��6*���� �� �,� ���%� �	�� ���(	���� ��� �� �����(��
 � A ������$ �	�� ���� ��$ �!�����(�� 
�� ���������� 	� ���8�(�� 
��
����������� <	�	�� A∗ �!�����(�� 
�� �	��  �� ��� �!���8�(�� A �	�������
�� �	� �
� ε$ �� Aω �!�����(�� 
� �	�� � �� ��� A� E� �,� ����� �

���������$ ��� �	��	��������  �� C*������-�D ������� =��� 
��� �� ��6
����� 
!���������� ��6*������ � ���%� �� 
	�� � �� �	��7�����(�� 
� A∗$
�!��� � 
�� � �� ���%�%� ��	� ��� ��� 6�� ��� �!���8�(�� A�

"	��� 
��� �� ������� 
�� ������6$ �	�� ���	�� ������ ��� ���	�����

���������� �	�� ����������� �� ���%�%� ���	�� ��6 �	��	�������� 
!��
�,�� E� �,� ��� ��	�� �	
���� ��� �� �����(�� 
!����� �� 
� �����7
�	�� ����� ��� �����$ �8������ ��*������ ��� �� ��������� 
� �!���8�(��
A� 2	��*�� ����� ��������� �!� -�� ��	���� �� �������$ ����7� ��� 
��� ��
���� ���������$ ������ ���� �����

�	�������� � �� 
�����8� ��������� 
��� F0J>��G$ �	�� ���	�	�� �
�8�*�� ���� 
� �!���	���� �� �����(�� 
� ���(	��� ����������� � �� ��7
���(��  � Λ$ �	
������ ��� �������� ��	������ 
�� ����� 
� �,�� <	��
�����	�� ��� �� ���� ��� ���	����� 
�� ����������

E� ��	������ P ������ 
	�� 
� �	
����� � �� -	� �� �����(�� 
� �	�7
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� ��� :� 
� ��	��
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	� =��� ���� 
� �� ��
����$ λ(s) ⊇ λ′(s′) ⊇ λ′′(s′′)� �	�� P ≤ P ′′� �
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���� ���� ���	
�� ��� FH	B+�G C�	� ���� F0<��GD� 2� μ7������ �	
��
�	�� ������ 
� ����
�� �� �	���� ��� �	��	�������� � �� 
�� ��	������
�� �	���� ��� ���� ���	�� ��%������� "!��� �	������� ��� %���������	�

�� �	��	�������  �� ��%����� ���
�� 
��� F5>+9G ��� ���� 
�� �	%*���
����	������ CTL F",+�G �� CTL∗ F,U+'G� "�� 
������� ����� 
�
��� �� ����
�	����� � �!���
� 
�� �������� �����-� F3�9�G$ �!��� � 
�� � 
�� ��������
�	
������$ ��� ����� �	��	�������� � ��$ �!�������	� ���������� ����
���� ����	��������

"	��� 
��� F0J>��G$ �� ��� 
� 
� �� �� �	%*�� 
� μ7������ �	
��
�� �	� ����������	� ��� ��� ��	������$ �	�� ����	�� �� -	������� 
�� ��7
�	�����$ ���� �	����� ����� �	�� �	������� 
�� ��	��
���� 
� 
���	� 
��
�	%*���� <	�� 
� ���	�� 
��� �� ����� ��� ������� �� �	�	� 
!���	����
����� �	�����	�
��� � �� �	�	� 
!���	���� ��������� ��� ��� ��(��� 
� 
�%��
(	��� C��� �!���8�(�� 
�� ���������� AD� 2� �	�	� 
� ������ 
� ��� ���	7
����� ��� ����
�� ��6 ��	������ ��� �!������
��� 
� ?��6$ ���	
��� 
���
�� ����� ���$ *� 
	��� ��� �� ������*�� 
�� ���	����� ������ 
��� ��
����� ���� :� ���� �����*��� *�� ��� ���	����� 
	���� ��� �� �!�6������

�� ��=��� C� ��� ������	��D ���*��$ � �!	� ��������� �� ��	������ �	���
�� %���8� ��*����$ ��� �	��
� 
�� ��	������ ������� ��	� 
�� 
�%��� 
M�7
������

2!�*�������� 
!�6�������� ����� ���	����� ������ �� μ7������ �	
��
��� ��� ��	������ �� ���� ��� 
��	����� �� :� �	���� �� ��-���� � F>����G
��� *�!��6 ������6 F0<��$ ,�+9$ 5���G�

�'



�� ��	� 
!�� ���	���� ����� ��

��� �� ������ �!�� �������� 	�����

�����	�
� �&�&� E� �������� �
��� ��� ��� ��	������ ��� �� ����� )

A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉
	Q Q∃ �� Q∀ -	����� ��� �����	� 
� �!�����(��  � 
�� ����� Q �� �����
�6������� �� ��������� Acc ⊆ Qω ��� �� �����(�� 
� ����� � ��� 
!�����
*�� �	�� �����	�� �� ��	�
�
�	 ����������
�	� 2!�����(�� A 
�� ���	�� ���
�!�����(�� 
�� 
����	�� 
��� ���*������ �!���	���� �M����� ��� �������� 2!����
q0 ��� �!���� ���� 
� �!���	���� �� δ ��� �� -	���	� 
� ������	� 
� ��
�	��� ��� )

δ : Q × 2Λ → P
((

A × Q
) ∪ ({ε} × Q

) ∪ (
A × {→ , � }))

:� �	�� AUTO(A, Λ) �!�����(�� 
�� ���	����� ������ ��� �!���8�(�� A
���� ��	������ �	����� ��� Λ�

+
	�	�
� �&�&� � �	�� �	�� q ∈ Q �� �	�� �	�� E, E ′ ⊆ Λ$ δ(q, E) =
δ(q, E ′)$ 	� �	���� A = 〈A, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 ��

δ : Q → P
((

A × Q
) ∪ ({ε} × Q

) ∪ (
A × {→ , � }))

"!��� �� ���$ ����� �����$ �	��*�� Λ = ∅�
+
	�	�
� �&�&� �	�� ���� �� ��� ��������$ �	�� �	���	�� →a �� �a ��
��� ������������� 
� (a,→ ) �� (a, � )�

2� ������*�� 
!�� ���	���� ����� ��� 
����� 
��� �� ����� ��� %�T�� � ��
�	�	� 
� ?�� 
� � 
��� �� ����� ���� 3�� �	�� �����	�� �	�� 
!�(	�
 ��
�	�
�	� 
!��������	� 	� ��	�
�
�	 
	�	
��
�� Acc�

��� "��������	 �!����������� Acc

<	�� ������	�� � ��� ��������� -	���� 
� �	�
�	� � ����� Acc 
���
�� �8�	�� 
�� ���	������ <	�� ����	���	�� ��� �� ���� *�� Acc ��� �!��� 
�
��� �	�
�	��� <	�� �	���	�� 
��� ����� ����� *�!� ��� �	��(�� 
� 
� ��
��� �	�
�	�� 
!��������	�� ��� 
�� �	�(���	�� (		������� 
� �	�
�	��
�������

�����	�
� �&�&� �	� p = s0s1s2 · · · sn · · · ∈ Sω� :� �	�� Inf(p) �!�����(��

�� ����� 
� �8��� p *� ����������� � ����� �	������



�+ ���� ���	�� ) μ7������

Y Acc ⊆ Sω ��� ��� ��	�
�
�	 �� ����
 � � �6��� F ⊆ S ��� *�� )

Acc = {p ∈ Sω : Inf(p) ∩ F �= ∅}

Y Acc ⊆ Sω ��� ��� ��	�
�
�	 ��  ������
 � � �6��� F ⊆ S ��� *�� )

Acc = {p ∈ Sω : Inf(p) ∩ F = ∅}

Y Acc ⊆ Sω ��� ��� ��	�
�
�	 �� !��
	 � � �6��� 
�� �	����� (R1, G1)$
(R2, G2)$� � � $(Rn, Gn) ⊆ S × S ��� *�� )

Acc = {p ∈ Sω : ∃i.Inf(p) ∩ Ri = ∅ �� Inf(p) ∩ Gi �= ∅}

Y Acc ⊆ Sω ��� ��� ��	�
�
�	 �� "������ � � �6��� 
�� �	����� (R1, G1)$
(R2, G2)$� � � $(Rn, Gn) ⊆ S × S ��� *�� )

Acc = {p ∈ Sω : ∀i.Inf(p) ∩ Ri = ∅ 	� Inf(p) ∩ Gi �= ∅}

Y Acc ⊆ Sω ��� ��� ��	�
�
�	 �� ���
�� #�� �� $����%�&
' � � �6��� ���
-	���	� r : S → N ��� *�� )

Acc = {p ∈ Sω : Maxq∈Inf(p)(r(q)) ��� ���}

Y Acc ⊆ Sω ��� ��� ��	�
�
�	 �� $��� � � �6��� F ⊆ 2S ��� *�� )

Acc = {p ∈ Sω : Inf(p) ∈ F}

�����	�
� �&�&� :� 
� *�!�� ���	���� ����� ��� �� ���	���� ����� 
�
"	71Z�8$ 
� 1Z�8$ 
� �������$ ������ � Acc ��� ��� �	�
�	� 
� "	71Z�8$

� 1Z�8$ 
� �������$ ������

� Acc = ∅ 	� 
� *�� �!���	���� ��� � �	�
�	� 
!������(����

�����	�
� �&�&� �	� B(S) �!�����(�� 
�� �	�
�	�� 
� ����� 
� �� -	���
r : S → {1, 2}$ ������ ����� 
� 1Z�8� �	� C(S) �!�����(�� 
�� �	�
�	��

� ����� 
� �� -	��� r : S → {0, 1}$ ������ ����� 
� "	71Z�8�

�	� I �� J 
��6 �����(���  �� �� �	�� �	�� i ∈ I �� j ∈ J $ Xi,j 
��
�������� 
� (B(S) ∪ C(S))� :� �	�� Inf(p) �

∨
i

∧
j Xi,j � � �6��� i ∈ I ���

*�� �	�� �	�� j ∈ J $ Maxq∈Inf(p)(Xi,j(q)) ��� ����
Acc ⊆ Sω ��� ��� �
���	��
�	 �� ��	��	��
�	� �� ���
�� �� ����
 �� ��

 ������
 � � �6��� �� �����(��  � 
� -	���	�� {Xi,j} ⊂ (B(S) ∪ C(S))
��� *�� )

Acc = {p ∈ Sω : Inf(p) �
∨
i

∧
j

Xi,j}



"	�
�	�� 
!��������	� Acc �9

)�
�
��	�
� �&�& 

Y Acc ��� ��� �	�
�	� 
� ������ ���� n ����� � �� ��������� � � �6���
bi ∈ B(S) �� ci ∈ C(S) �	�� i = 1, 2, . . . , n ��� *�� )

Acc = {p ∈ Sω : Inf(p) �
n∧

i=1

(ci ∨ bi)}

Y Acc ��� ��� �	�
�	� 
� 5�(� ���� n ����� � �� ��������� � � �6���
bi ∈ B(S) �� ci ∈ C(S) �	�� i = 1, 2, . . . , n ��� *�� )

Acc = {p ∈ Sω : Inf(p) �
n∨

i=1

(ci ∧ bi)}

Y Acc ��� ��� �	�
�	� 
� ����� 
��� {0, 1, . . . , 2n} � �� ��������� � �
�6��� bi ∈ B(S) �� ci ∈ C(S) �	�� i = 1, 2, . . . , n ��� *�� )

Acc = {p ∈ Sω : Inf(p) � bn∨ (cn∧ (bn−1∨ (cn−1∧ · · ·∧ (b1∨c1) · · · )))}

Y Acc ��� ��� �	�
�	� 
� 3����� � �� ��������� � Acc ��� ��� 
�?	��7
�	� 
� �	�?	���	�� 
� ����� 
� 1Z�8 �� 
� "	71Z�8�

)�����  ���� �� ��� 
�� �	�
�	�� 
� 5�(� �� 
� ������$ 	� 
��� � Ri

� c−1
i (1) �� Gi � b−1

i (2)�
���� �� ��� 
!��� �	�
�	� 
� ����� r$ 	� 
��� � r−1(2i) � �!�����(��


�� q ∈ b−1
i (2) ��� *��$ �	�� �	�� j > i$ q /∈ b−1

j (2) �� 	� 
��� � � r−1(2i−1)

� �!�����(�� 
�� q ∈ c−1
i (1) ��� *��$ �	�� �	�� j > i$ q /∈ c−1

j (1)
E�� �	�
�	� 
� 3����� F ⊂ 2S ��� �*�������� � �� �	�
�	� )

∨
E⊆F

cE ∧
∧
q∈E

bq 	Q cE(q) =

{
0 � q ∈ E
1 ��	�

�� bq(q
′) =

{
2 � q = q′

1 ��	�

� Acc ��� ��� 
�?	���	� 
� �	�?	���	�� 
� ����� 
� 1Z�8 �� 
� "	71Z�8∨
i

∧
j Xi,j ��	�� 	� ���� �!
��� �� � �� �	�
�	� 
� 3����� F ��������

E ∈ F � �� ��������� � � �6��� i ��� *�� �	�� �	�� j$ 	� �

E ⊂ X−1
i,j (0) � Xi,j ∈ C(S)

E ∩ X−1
i,j (2) �= ∅ � Xi,j ∈ B(S)

�



�� ���� ���	�� ) μ7������

��� #��$ ������ �� 	�����%��

E�� 
�� -�R	�� ��� ���� ������ 
� -	������� �� �	�	� 
� ������ �� 
!��7
������	� 
!�� ���	���� ��� 
!���	
��� �� �	�	� 
� ?�� *�� �	�� 
� ���	��

��� ����� ����	��

�����	�
� �&�&� E� ?�� G ��� �� ����� 〈V0, V1, Edge, Acc〉 	Q Edge ⊂ (V0∪
V1)

2 �� Acc ⊂ (V0 ∪ V1)
ω ��� �!�����(�� 
� ������ �� �	�
�	� 
� %���

〈V0 ∪ V1, Edge〉 ��� �� %���8� 
	�� ��� �	����� �	�� �����	���� ����� ���6

� ?	���� 0 �� ���6 
� ?	���� 1� :� 
� *�!�� �	���� v′ ��� ���������� 
� v
� (v, v′) ∈ Edge�

�����	�
� �&�&� E�� ����� ����� ��� ?	���� 0 �� 1 
���� �� �	���� v ∈
V = V0 ∪ V1 ��� 
� �� �	��� ��� ) � v ∈ Vi ��	�� �� ?	���� i �8	� ��
���������� �� �� �=�� ��%�� �!����*�� �� ���������� 
� v 
� ������ ���
��� ����� *� �!���=�� ��������� � �!�� 
�� 
��6 ?	����� �� ���� �8	��
�� ����������� 2� ?	���� *� �� ���� ��� �8	�� �� ���������� � ���
�� 2�
�������� 
!��� ����� � �� ��� �� �8��� � � v0v1v2 · · · ∈ V ω� "���� �����
��� %�%����� �	�� �� ?	���� 0 � v0v1v2 · · · ∈ Acc �� %�%����� �	�� �� ?	����
1 ��	��

�����	�
� �&�&� E�� �������
� v �	�� �� ?	���� i ��� ��� -	���	� *� ���	��
� �	��� ����  �� 
� �	����� �vv ∈ V +  ������ 
��� �� �	���� v ∈ Vi ��
���������� s(�vv)� E� ������%� s ��� 
�� ���
�
�		�� �$ �	�� �	�� �v, �w ∈ V ∗

�� v ∈ Vi$ 	� � s(�vv) = s(�wv)� E�� ������%� �	��	������ ��� ��	�� 
��� ��
� ��� -	���	� s : Vi → V �

E�� ����� ������
�� ���� ��� ������%� s �	�� �� ?	���� i ��� ��� ����
v0v1v2 · · · ��� *��$ �	�� �	�� vj ∈ Vi$ vj+1 = s(vj)� 2� ������%� s ��� ���	�	��
�	�� �� ?	���� i 
���� �� �	���� v � �	���� ��� ������ 
���� v �	����(���
���� s �	�� %�%������ �	�� �� ?	���� i� E� �	���� v ��� %�%���� � � �6���
��� ������%� %�%����� 
���� v�

�����	�
� �&�& E�� ������%� ���� �!8��	�� H �	�� �� ?	���� i ��� ��
������ 〈σ, hist, h0〉 ��� *�� σ : Vi × H → V $ hist : H × V → H �� h0 ∈ H �
:� �	�� hist∗ : H × V ∗ → H �!�6����	� 
� hist ��� *��$ �	�� �	�� h ∈ H $
�v ∈ V ∗ �� v ∈ V $

hist∗(h, ε) = h �� hist∗(h,�vv) = hist∗(hist(h,�v), v)

:� 
� *�!��� �����%� ���� �!8��	�� H ��� � ���	��  �� � H ��� ��
�����(��  ��



#�� 
!��������	� 
!�� ���	���� ����� ��

2� ���� 
� h0 �� 
� hist ��� 
!�(������ �������� �-	����	�� ��� *�!� �8�*��
���� �v ∈ V ∗ 	� ���	�� �� ���	�� hist∗(h0, �v)� 2� -	���	� 
� �8	6 σ 
� ��
��	�� ��� ������%� s(�vv) = σ(v, hist∗(h0, �v))� � � �!� � ��� 
!��(%�[��$ ���
�(�� 
� ���%�%�$ 	� ��������� σ �� ������%�� <	�� ��������	�� ���������
�� �������� �����*�� 
� �� �8�	�� 
�� ?��6 C�	�$ ��� �6�����$ F1��+�$ IU+�$
/8	9�$ ,#9�$ 0<��GD�

,-�
���� �&�&! �	� �� ?�� G ���� �� �	�
�	� 
� %�� Acc�
� Acc ��� ��� �	�
�	� 
� 3����� C�	� 
� ��	� �����D$ ��	�� G ���


�������$ ���$ �	�� �	���� ��� %�%���� �	�� �!�� 
�� 
��6 ?	������ ��
����$ � ��� 
��
�(�� 
� ���	� �	�� *��� ?	���� �� �	���� ��� %�%�����

� Acc ��� ��� �	�
�	� 
� �����$ ��	�� � �6��� ��� ������%� %�%�����
�	��	�������

��� #�� �!����������� �!�� �������� 	�����

�����	�
� �& &� �	� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� �����
�� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� ��	�������

2� ��� ����������
�	 G(A, P ) = 〈V0, V1, Edge, AccG〉 ��� �� ?�� ��� *�� )
Y 2!�����(�� V0 
� �	����� �	�� �� ?	���� 0 ��� (Q∃ × S) ∪ {⊥}�
Y 2!�����(�� V1 
� �	����� �	�� �� ?	���� 1 ��� (Q∀ × S) ∪ {�}�
Y ����� �8�*�� �	���� (q, s)$ �� �	�� �	�� (a, q′) ∈ δ(q, λ(s)) � � � ���
��=�� 
��� Edge ���� (q′, s) � a = ε �� ���� (q′, e(s, a)) � a ∈ A ��
e(s, a) ��� 
� ��

Y ����� �8�*�� �	���� (q, s) �� �	�� �	�� →a∈ δ(q, λ(s)) � � � ���
��=�� 
��� Edge ���� ⊥ � e(s, a) �!��� ��� 
� � �� ���� � ��	��

Y ����� �8�*�� �	���� (q, s) �� �	�� �	�� �a∈ δ(q, λ(s))$ � � � ���
��=�� 
��� Edge ���� ⊥ � e(s, a) ��� 
� � �� ���� � ��	��

Y 2� �	�
�	� 
� %�� AccG ��� �!�����(�� 
�� ����� � ��� 
!��=��� 
�
�� -	��� (q0, s0)(q1, s1) . . . ��� *�� q0q1 . . . ��� 
��� Acc$ ���$ ���������
� �� �	�
�	� 
!��������	� 
� �!���	�����

�����������$ �� ?�� 
!��������	� G(A, P ) ���������� �	�� ��� �������
�	��(��� 
� �!���	���� A ��� �� ��	������ P � �� �6��� ��� �������$ 
�� ��=���
�������� ���� �� �	��	� ���
���� ⊥ �� ���� �� �	��	� %�%����� �$ *�
���������� 
� ��� �� �!�6������ 
� �������� ������	�� 
��� �� ��	������
P �

�����	�
� �& &� :� ������� ���
�
�	 
	
�
�� 
� ?�� G(A, P ) �� �	��	�
(q0, s0)$ �	�� v0�
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:� 
� *�� P ��� �� ����� 
� A �!� �6��� ��� ������%� %�%����� 
����
�� �	��	� ����� 
� ?�� G(A, P )�

2� �	���� ����		� ��� A$ �	�� Mod(A)$ ��� �!�����(�� 
�� �	
���� 
�
A� ��� �� ����$ �	�� �	���	�� �	����� P � A �� ��� 
� P ∈ Mod(A)�

��& ���������	 ��	 ��������	 	�����	

���� ����� ����� �	�� ������	�� �������� ��	������ 
�� ���	����� ������
*� �	�� ���	�� ������

 !�! "����	
� �� �
������� �� ���#�������

�����	�
� �&!&� E� ���	���� ����� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 ���
�
����
 �$ �	�� �	�� E ⊆ Λ$ 	� � )

Y �	�� �	�� q ∈ Q∃$ δ(q, E) ⊆ {ε} × Q∀�
Y �	�� �	�� q ∈ Q∀$ δ(q, E) ⊆ A × Q∃ ∪ A × {→ , � }
Y �� ����$ 	� ����	�� *�� �!���� ���� ��� �6������� C��� q0 ∈ Q∃D�

�����	�
� �&!&� E� ���	���� ����� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 ���
	�	������
	
��� � � ��� (���� �� �	�� �	�� E ⊂ Λ$ 	� � )

� (a, q1), (a, q2) ∈ δ(q, E) ��	�� q1 = q2.

�����������$ ��� ������	� 
���� �� ���� �6������� ��� ��� 
�?	���	�

!����� ��������� *� ������������ ��� K��%���L �	��(���� E�� ������	� 
�7
��� �� ���� �������� ��� ��� �	�?	���	� 
� �	�������� �	����� C*� 
	����
=��� ����-����D �� 
� ������	�� 
� �� -	��� (a, q) C	Q q ��� �� ���� �6����7
���D� E�� ������	� (a, q) ������ � ���� �� K*�!����� ��� a − transition
�� ��	������ 
	� ����-��� �!��� 
�� ��%��� �	����� 
��� δ(q)L� 2� �8�	7
���� ������$ ������ ���-	� �8�	���� 
� ������	�$ ��� �!�� 
�� ���������
��?���� 
� �� �8�	�� 
�� ���	����� �� μ7������ �	
�� C�	�$ ��� �6�����$
F0<��$ /8	9�$ 3�9&GD�

,-�
���� �&!&� /	�� ���	���� ����� ��� �*������� � �� ���	���� �	�7

��������� � ����� *�� �!	� ���� �M��������� �	��������

"� �������� ������$ �	��� � ��� ��	��� 
��� F0J>��G$ 
!���(�� �� �8�	7
���� 
� ������	� ������ )

,-�
���� �&!& �	�� �	�� ���	���� ����� A$ 	� ���� �	������� �� ?��
G(A) ���� ��� �	��	� ����� v0 ��� *�� )
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Y 0 �8�*�� ������%� %�%����� � ���	��  �� 
���� v0 
��� G(A) 	�
���� -��� �	�����	�
�� �� �	
��� 
� A�

Y �� ����$ �	�� ��� �	
���� 
� A$ � (������	� ���� C�	� 
� ��	�
�����D$ ������� =��� 	(����� 
� ����� �������

2� ����	� ��&�� ��	�	�� �� �8�	���� 
� ������	� �� ��� ������ ����
������ � ����� 
� F0J>��G ��� �	�� ��� 
� ��	� 
!���	���� ���� %�7
������� "� �8�	���� � �	�� �	�	����� �� 
��
�(��� 
� �� ���� �(��� 
��
���	����� ������ C
� �� �7
���	��D�

�����	�
� �&!&!

Y �	� A �� ���	���� ������ :� 
� *�� A ��� ���
����� � A � ��
�	
����

Y :� ������� ������� �� ���
����

�� ��� ��������� �
���� �� ��	(����
������ ) �	� A �� ���	���� ������ A ���7� ���� �(�� N

$
�
������ �&!&� 2� ��	(���� 
� ���� �(��� 
�� ���	����� ������ ���

��
�(��� �� ����$ � �� ���	���� ��� ���� �(�� 	� ���� �M���������
�	������� �� �	
��� 
� �!���	�����

)�����  ���*�� �!�6������ 
!��� ������%� %�%����� 
��� �� ?�� ��� 
�7
�
�(�� C�	� �8�	���� ����&D �� *�� ����� ������%� ��� �������(��$ � ��� 
��7

�(�� 
� ���	� � �� ���	���� ����� �	�
��������� A ��� ���� �(��� ��
����$ � �!��� �� ���$ 	� ���� �M��������� ��	���� �� �	
��� P 
� A� �

 !�!� $%�������� �� ��������� �� ����
��� �
���

)�
�
��	�
� �&!&� 2�� ���	����� ����� 
� 5�(�$ 
� �������$ � �����$ 
�
3����� 	�� ��� �=��� -������ 
� �	
�����

)�����  :� ���� -�������� ��� �� *�� ��� �	�
�	�� 
� ����� �	�� 
��
��� ���������� 
� �	�
�	�� 
� 5�(� �� 
� ������� �� *�� ������7� �	��
�����7�=�� 
�� �	�
�	�� ����������� 
� 3������ 2� �����-	����	� 
!��
���	���� ����� 
� 3����� �� �� ���	���� ����� � ����� ����� �� ���8�*��
LAR C���� ���������� ���	�
D C�	� ��� �6����� F/8	9'GD� �

'����(�� �&!&" :� ���� 
��� �� ��� ���	����� 
!��(��� (����� � ��
Σ7��*���� � �� �	��7-����� 
!���	����� ������A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉
��� *�� A ��� �	�
���������$ A = {0, 1}$ Σ = 2Λ �� �	�� �	�� q ∈ Q∀ ��
E ⊆ Λ$ 	� � →0,→1∈ δ(q, E)�
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'����(�� �&!&# :� ���� ���� 
��� �� ��� ���	����� 
� �	�� � �� ���
�!���8�(�� A � �� �	��7-����� 
!���	����� ������$ �	�� AUTOmots(A, ∅)$
A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 ��� *�� A ��� �	�
���������$ Λ = ∅ ��
�	�� �	�� q ∈ Q∀$ � �6��� a ∈ A ��� *�� {�x: x ∈ A − {a}} ∈ δ(q)�

:� ���� 
	�� 
� �� ��� �	��7�����(��� ω�����
���� 0�� L ⊂ Aω ���
ω7��%���� � � �6��� �� ���	���� ����� 
� 1Z�8 A ∈ AUTOmots(A, ∅) ���
*��

L = {w : Lω(P ) = {w} �� P � A}
CE� �������� �����*�� ��� *�� ��� ���	����� C�	�
����������D 
� �	�� � 7
�� ���� �	�
�	� 
� 1Z�8$ 5�(�$ �������$ 3	��	A�@ �� 3����� 
� ������
��� �=��� ���%�%��$ ��� ��� ���%�%�� ω7��%������D

�����	�
� �&!&�%

Y :� 
� *�� �!�����(�� AUTO(A, Λ) ��� ��� ��� �	
�	 � �	�� �	��
A,B ∈ AUTO(A, Λ)$ � �6��� �� ���	���� ����� 
	�� �!�����(�� 
��
�	
���� ��� Mod(A) ∪ Mod(B)�

Y :� 
� *�� AUTO(A, Λ) ��� ��� ��� 
	�������
�	 � �	�� �	�� A,B ∈
AUTO(A, Λ)$ � �6��� �� ���	���� ����� 
	�� �!�����(�� 
�� �	
����
��� Mod(A) ∩ Mod(B)�

Y :� 
� *�� AUTO(A, Λ) ��� ��� ��� �������	���
�	 � �	�� �	��
A ∈ AUTO(A, Λ)$ � �6��� �� ���	���� ����� 
	�� �!�����(�� 
��
�	
���� ��� PROC(A, Λ)− Mod(A)�

,-�
���� �&!&�� 2!�����(�� 
�� ���	����� ������ ��� ��	� ��� ��	�$
��������	� �� �	����������	��

2� ������ 
� �8�	���� ��&��� ��� ���� ������ � ����� 
� �8�	���� ��+��� *�
���������� ��� �=��� ��	������ �	�� ��� 
� ��	� 
!���	���� ���� %��������

+
	�	�
� �&!&�� �	� A,B ∈ AUTO(A, Λ)� :� �	�� A∨B$ A∧B �� AC 
��
���	����� ������ *����	�*��� 
	�� ��� �	
���� �	�� ������������� �!��	�

�� �	
���� 
� A �� B$ ����� ��������	� �� �� �	�������� 
� Mod(A) 
���
PROC(A, Λ)�

<	��  ���	�� ����� ����� ��� �������� �� �������� 
!�6�������� 
� ���
���	����� C�	� F0<��G �� ��� ��-������� ���	����D�

*���� �&!&�� �	� A �� ���	���� ����� �� P �� P ′ 
��6 ��	������ (�7
������� P � A � �� ��������� � P ′ � A�
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)�����  �	��� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉$ P ′ = 〈A, Λ, S ′, s′0, e
′, λ〉 �� A =

〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉� ����	�	�� *�� P � A� 2� ��� P ′ � A ��� 
��7
�*�� ���*�� �� (������	� ��� ��� ��	����� ������*��� :� ����	�� C�	�
�8�	���� ��&��D *�� A ��� �	�
��������� � ������ �� ����$ 	� ����	�� *��
�	�� �	�� q ∈ Q∀ �� E ⊂ Λ 	� � )

(a, q1), (b, q2) ∈ δ(q, E) ���*�� q1 �= q2.

�� ��S� �	�� ���� 
� 
���*��� ������� ����� 
� A�

���*�� A ��� � �����$ � �6��� ��� ������%� �	��	������ %�%����� σ :
Q∃ × S → Q∀ × S 
��� �� ?�� G(A, P )�

"	������	�� ��� ������%� %�%����� 
��� �� ?�� G(A, P ′)� �	� �� ������%�
C�	� 
� ��	� �����D σ′ : (Q∃×S ′)×H → Q∀×S ′ 	Q H = S ���� �� -	���	�

!8��	�� hist : H × (Q × S ′) → H �� h0 = s0 
� �� �	��� ����

�	� ��� �	��	� (q, s) ∈ Q∃ × S 	Q σ(q, s) ��� 
� � �� �%��� � (q1, s) ��
��� *�!� �6��� u ∈ A∗ ��� *�� s = e(s0, u)� 0�	��$ �	�� s′ = e′(s′0, u)$ 	� � )

Y σ′((q, s′), s) ��� 
� � �� �%��� � (q1, s
′) �� hist(s, (q1, s

′)) = s
Y � � �6��� ��� ��=�� 
� (q1, s

′) ���� (q2, s
′
2) 
��� G(A, P ′)$ ��	��

hist(s, (q2, s
′
2)) = e(s, a) 	Q (a, q2) ∈ δ(q1, λ(s′))�

5����*�	�� 
!�(	�
 *��$ �	��� P ≤ P ′ C�	� ����� ����&D$ � e(s0, u)
��� 
� �$ ��	�� e′(s′0, u) ��� 
� �� �� ����$ �	��� P ′ ≤ P $ � e′(s′, a) =
e(s′0, ua) = s′2 ��	�� e(s, a) = e(s0, ua) ��� 
� �� �	�� σ′ ��� (�� 
� ��

:� ���� ��	�� ��� �� *�� �� ��	?���	� ��� Q 
!��� ����� �	����(��
C�	� 
� ��	� �����D ���� σ′ �� hist 
��� �� ?�� G(A, P ′) �	[��
� ���� ��
��	?���	� ��� Q 
!��� ����� �	����(�� ���� σ� �	�� P ′ � A� �

��' "�����	���

�	�� �	������ �� �8�����$ ��� ���	����� ������ ���������� 
� 
�����

� �	�(������ ������� 
� ��	������ �	��� ���6 
����� ��� ��� ���	�����

� �	��  �� �� � �� ��� *�� ��� ���	����� 
!��(���� ��� ���������� ����
�������������� 
� ���� ��$ �	��������$ �!�6������ 
� �������� ������	��

�� ��	������ C�	����� 
����
�� 
� �	��	�������� ���������  ��D ��$ %�	7
(�������$ 
�� �	��	�������� � �� C��� ��� �	�� �� ��� �	��7��(���D� 2�
�	�
��������� 
� ��� ���	����� �	�� ������$ ����� �����$ 
� ���� �� 
��
��	�� 
� �	��	�������� 
�?	���� ��� �6����� �!��	� 
� �!�����(�� 
��
��	������ ����� 
�� ������	�� ��� �� ��������� a ��� ��� ��� �� �����7
���� b �� �	� K	��	��L$ ���� ����� 
�� ������	�� ��� b ��� ��� ��� a�

2!�6�������� %������� 
� ��� ���	����� 
����
 
� �� �	�
�	� 
!��7
������	� *� �
�� ��� 8�����8� � �� ������ C�	� F<9�G �� ���� F099G$
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F>����GD� "����
���$ 
��� ��� �6������ ��������� 
��� �� ������$ ��� ���	7
����� �� 
�������	�� ��� �!�6�������� 
�� ���	����� � �	�
�	� 
� �����

��� {0, 1, 2}�

<	�� ���	�� -��*������� ������ �� �8�	���� 
� ������	� ��&��� "!��� ��
	��� �������� �	�� 
��
�� �� ���� �(��� 
�� ���	����� ������ ��� ����
�	�� ���� �� ��� �	�������	�� 
!���	������ E� ���	���� ��������� ����� n
����� ���� �� �����-	���� �� ���	���� �	�
��������� ����� 2O(nlogn) �����
C�!��%������	� 
� �	�(�� 
� ������ ��� ������D �	� F,#++G$ F3�9&G ��
F/8	9�G�

"!��� �� �8�	���� ����&$ ���������� 
� 
��
�� �!� �6��� ��� ������%� %�7
%����� 
��� �� ?�� ��$ ���$ 
� 
��
�� �� ���� �(��� 
�� ���	����� ������$
*� ���� � �!	��� ������� �	�� ���(�� 
�� ��������� 
� 
��
�(���� ���� ��
��� 
�� ���	����� �	�
���������� � �����$ ��	���� ��� ������%� %�%�����
��� �� ��	(���� 
��� NP ∩ co − NP � E�� (	��� ��������� ��� O(n(k/2)+1)
	Q n ��� �� �	�(�� 
!����� 
� �!���	���� �� k �� ���� %���
� ����� C�	�
F0<��G �� FJ#��GD� E� ��%	��8�� ������

��� ��	�	�� 
��� F1�J��G 
	���

��� �	����6�� nO(
√

n/ log n)� ���� ���������$ 
��� F#�\�'G �� ��%	��8��
������
	
���$ (��� ��� ��� ���8	
� ���� 
M������$ 	(���� ��� �	����6��

�	��7�6�	�������� nO(
√

n) C2� �	����6�� ��� nO(
√

n/ log n) � �� 
�%�� �	�����

� �	�� ��� �	����� 
� %���8� ��� (	���D�
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I�T�� ��6 ���	����� ������ 
���� �� �8����� �����
���$ �	�� ��-	�7
���	�� ��� ��	(����� 
� �	������ 
� �� 
��� �� ����� �� <	�� ������	��
� ��� 	�����	�� 
� ����
�	�� ���	
��� 
��� F0J>��G *� ���������� ��

��
�(��� 
� �	������ ���� �-	����	� �	����� "� �8����� �� ������ ���
�!�6�	��	� 
� ������� ��	(����� 
� �	������ ���� ���� *����

��� �� ������ ��	 ���(����	 �� ��������

<	�� -	����	�� �� ��	(���� 
� �	������ ����	���
�� ���� �-	����	� �	7
����$ �	�� )$�$ �	��� ��� )

�	� �� ��	������ P �� 
�� ���	����� ������ B1,B2, . . .Bn �� A� ,6���7
�7� 
�� �	��������� Q1, . . . , Qn ���� *��$ Qi � Bi �� P ×Q1 × · · · ×Qn � A N
,� �� ��	(���� 
� �� ����8��� ��� 
� �	������� ��� �	���������$ � �� �6������

2� ��	(���� 
� �	������ ��	���
�� ���� �-	����	� �	����$ �	�� )$$$
��� �� ��� ��������� 
� )$� 	Q n = 1�

��� ������(����� ) ���������	 �� *�������

2�� ��	(����� )$$ �� )$� �	�� 
��
�(���� "� �	�� 
�� �	���*������
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��6 �8�	���� �������� <	�� 
	��	�� 
�� ������� 
� ��� �8�	����� �	��
��� 
� ��	� 
!���	���� ���� %������� 
��� ��� ������ ��' �� '���

,-�
���� �&�&� �	� A �� ���	���� ����� �� P �� ��	������� �� �6��� ��
���	���� ����� A/P ��� *�� )

Q � A/P � �� ��������� � P × Q � A�

��



�+ ���
�(��� 
� �	������

:� ������� *�	���� 
!�� ���	���� ����� ��� �� ��	������ �!	�����	� *� �
A �� P ���	�� �!���	���� A/P � 2� ��	(���� 
� �	������ ��������� ��� 
	��
��
�� �� ��	(���� 
� �� ���� �(��� 
!�� ���	���� A/P ∧ B� �� ����$ ���
�	
���� 
� A/P ∧ B �	�� �6�������� ��� �	���	�� 
� ��	(���� $$) �

,-�
���� �&�&� �	� A �� B 
��6 ���	����� ������� :� ���� �	�������
�� ���	���� ����� A/B ��� *�� )

P � A/B � �� ��������� � � �6��� �� ��	������ Q � B ��� *�� P ×Q � A�

:� ������� *�	���� 
!���	����� ������ �!	�����	� *� � A �� B ���	��
�!���	���� A/B� "	��� �� 
��	���� ��� ������� 
��� F0J>��G$ �� ��	(����
)$� ��� ��
�� �� ��	(���� 
� �� ���� �(��� 
!�� ���	���� ����� ������

��� �� �	�	����� ������ )

$
�
������ �&�&� 2� ��	(���� )$� � ��� �	���	� � �� ��������� � �!��7
�	����

(A/Bn/Bn−1/ · · · B2/P
) ∧ B1 � �� �	
����

)�����  ,� �M�� )

Qk � A/Bn/ · · ·/Bk+1/(P × Q1 × · · · × Qk−1) �� �	�� �	�� i ≤ k$ Qi � Bi

� �� ��������� �

P × Q1 × · · · × Qk � A/Bn/ · · ·/Bk+1 �� �	�� �	�� i ≤ k$ Qi � Bi

� �� ��������� � � �6��� Qk+1 � Bk+1 ��� *�� )

P × Q1 × · · · × Qk × Qk+1 � A/Bn/ · · ·/Bk+2 �� �	�� �	�� i ≤ k$ Qi � Bi

� �� ��������� � � �6��� Qk+1 ��� *�� )

Qk+1 � A/Bn/ · · ·/Bk+2/(P ×Q1× · · · ×Qk) �� �	�� �	�� i ≤ k + 1$ Qi � Bi

:� �	���� ��	�� ��� �
���	� *�� Q1 �
(A/Bn/Bn−1/ · · · B2/P

) ∧ B1 � ��
��������� � �6��� Q2, Q3, . . . , Qn ��� *�� Qk � Bk �� P ×Q1 × · · · ×Qn � A
�

��� ����� ������	 �� ��������(�����

<	�� ��	�� �� �� �8����� � *�!�� ���	���� ����� ���� -	���� �!�6�7
����� 
� ������	�� "!��� �� ������� �	�� *� �	�� ������ 
!�6����� ���
�	�������� 
� �	������(��� ���� 
�� ���	����� ������� <	�� ������	�� ���
���� ��� �6������ ��������

E�� ���� %���
� ����� 
�� ������6 ��� �� �	������ ������ *�� ��� �����7
����� ��	������(��� �	��  6�� �	��� �� ���
�� �� ���� ���	� ��������



���� ���	�� 
� �	������(��� �9

./����� �&�&� ����	�	�� *�� �!�����(�� 
�� ���������� A ��� �����	���
�� �!�����(�� 
�� ���������� �	������(��� AC �� �!�����(�� 
�� ����������
��	������(��� AU � �	� A(AU) �� ���	���� ����� *� � ��������� �� ����
�������� q 
� ����� ����� �� �� -	���	� 
� ������	� )

δ(q) = {(a, q) : a ∈ A} ∪ {→a: a ∈ AU}

E� �	��������Q ����-��A(AU) � ��� ������	�� ��*������ ��� �� ���������
��	������(�� �6����� �	�?	���� �	�� Q �� ���� ��� ����
�� ��� ����������
��	������(����

<	�� �	��	�� �	��
���� ���� �� ��� 	Q �� �	������ 
� ������� ����������
�� ���� ��� =��� ���������

./����� �&�&� �	� a, b ∈ A� �	� Aa,b = 〈A, Q, q0, {qa, qb}, q0, δ, Q
ω〉 ��

���	���� ����� ���� )
Y δ(q0) = {(ε, qa), (ε, qb)}
Y δ(qa) = {(c, q0) : c ∈ A} ∪ {→a}
Y δ(qb) = {(c, q0) : c ∈ A} ∪ {→b}

0�	�� �� �	
��� 
� Aa,b � �	�?	��� �	� ��� a7������	� 	� �	� ��� b7
������	�� �	�� �� �	�������� �� ���� ��� ����
�� ��� ���������� a �� b
�� �=�� ������ ,� 
!������ ������$ � ���� (�	*��� �� ���� �� ���������
���� a �� b�

2� ��� 	Q �� �	������(��� 
!�� ��������� 
����
 
� �	��	������� 
�
�,� ��� ������� 
��� �!�6����� �������

./����� �&�&� �	� f, c ∈ A �� Q = {qf , q0}�
�	� Af,c = 〈A, Q, ∅, Q, q0, δ, Q

ω〉 �� ���	���� ����� ���� )
Y δ(q0) = {(a, q0) : a �= f} ∪ {(f, qf)}
Y δ(qf) = {(a, qf) : a ∈ A} ∪ {→c}

E� �	�������� ��� �� �	
��� 
� Af,c � � � � �	�?	��� ��� c7������	� �����
�!	��������� 
� �!��������� f � 0��$ ����� ��� K������L f $ c 
����� ��	�7
��	��(���

���� �!�6����� ������ �� �	������(��� 
����
 
� ������� � �� ��� ���
�	��	���������

./����� �&�& �	� c ∈ A� �	� Ac = 〈A, Q, q0, {qc, quc}, q0, δ, r〉 �� ���	7
���� ����� � ����� ���� )

Y δ(q0) = {(ε, qc), (ε, quc)}
Y δ(qc) = {(a, q0) : a ∈ A}
Y δ(quc) = {(a, quc) : a ∈ A} ∪ {→c}



�� ���
�(��� 
� �	������

Y r(q0) = r(qc) = 1 �� r(quc) = 2
�	�Q �� �	��������� E�� ����� � �� 
��� �� ?�� G(Ac, Q) ��� %�%����� � ��
��������� � ���� ������ �!���� quc� �� ����$ *���
 ��� ������%� ������ �!����
quc$ �� �	�������� 
	� �	�?	��� ��	� ��� c7������	�� ,� 
!������ ������$
�!��������� c 
	� 
����� ��	������(�� ��� ��� �	��	�������� � �� 
�
�	���������

��� "����������� ����		�(�� �� ������������
��*��	

./����� �& &� �� �	�(������ ���
�� 
� �� �8�	�� 
� �	������ ��������
	�� �	�� (�� 
� ������ � �������
�� ��� �	��	�������� 
� �,� � 
�� �������
����	�� ���
��
���� ����	�	�� *�� ��� �	��	�������� �
���(��� �	��� 
�7
���� ��� �� ��	������ Ad = 〈A, Sa, s

a
0, ea〉� �	�A(Ad) = 〈A, Sa, ∅, Sa, s

a
0, δa, ra〉

�!���	���� ����� � ����� ����$ �	�� �	�� s ∈ Sa$ 	� � ra(s) = 0 �� )

δa(s) = {(a, ea(s, a)) : ea(s, a) ��� 
� �} ∪ {�a: ea(s, a) ��� 
� �}
�����������$ �� ��	����� ra(s) = 0 C�*�������� � Acc = QωD ���*��
*�!� �!� � ��� 
� �	�������� ��� ��� �	��	�������� � ��� 2� -	���	� 
�
������	� �
*�� *�� ��� �	
���� 
� A(Ad) 
	���� ��	� ��*������ 
��
������	�� *� �6����� 
��� �� ��	������ Ad� 0��$ �� ������� ��������
SV S ����-�� A(Ad) � �� ��������� � SV S ≤ Ad C�	� �� ��	� �����D�

./����� �& &� :� ���� ���� �	��	� *�� �� �,� %��
� ������� �	��	���7
�����$ ���$ �� ������� �������� ������ �� ����������	� ����
�� ����	�	��
*�� �� �	��	������� ��*�� �	� 
� � ��� �� ��	������ Re = 〈A, Sr, s

r
0, er〉�

�	� A(Re) = 〈A, Sr, ∅, Sr, s
r
0, δr, Q

ω〉 �� ���	���� ����� ����$ �	�� �	��
s ∈ Sa$

δa(s) = {(a, er(s, a)) : er(s, a) ��� 
� �} ∪ {→a: er(s, a) �!��� ��� 
� �}
2� -	���	� 
� ������	� �
*�� *�� ��� �	
���� 
� A(Re) 
	���� ��	�
�	���� ��� ������	�� *� �6����� 
��� �� ��	������ Re� �	��$ �� �������
�������� SV S ��� �� �	
��� 
� A(Re) � �� ��������� � Re ≤ SV S�

��& "����������� ��� (��*����

�	� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� ��	������ �� E ⊆ Λ �� �	��7�����(�� 
�
��	������ 
!������ <	�� ��	�� �� 
��� �� ����� *�� �!	� ���� ���	��� � P
�� ���%�%� ���*�� LE(P ) C�	� 5����*�� �����D�



"	��	������� �	� (�	*���� ��

./����� �&!&� 0��� ��� ���	����� ������$ 	� ���� ���� �� *�� �� ���%�%�
���*�� 
!�� ������� �������� �	� �6�������� �� ���%�%� ���*�� 
	��� C�
LE(P )D� �	� AE

P = 〈A, Λ, S∪{q⊥}, ∅, S∪{q⊥}, s0, δ, Q
ω〉 �� ���	���� �����

����$ �	�� �	�� s ∈ S �� �	�� �	�� X ⊆ Λ$ 	� �
Y � λ(s) = E �� X �= E$ ��	�� )

δ(s, X) = {(ε, q⊥)} �� δ(q⊥, X) = ∅ = δ(q⊥, E)

Y ��	�

δ(s, X) = {→a, (a, e(s, a)) : e(s, a) ��� 
� �}∪{�a: e(s, a) �!��� ��� 
� �}
�	� Q = 〈A, S ′, s′0, e

′〉 �� �	�������� ���� ��	����� �	���� �� R �� �,�� :�
���� ��� �� *�� Q × R � AE

P � �� ��������� � LE(Q × R) = LE(P )�

./����� �&!&� �	� �� �	�������� Q ���� ��	����� �	����� :� ���� ����
�	��	� *�� �� ������� �������� P×Q �	� �	�(�	*���� ��� ����	�� � E$ ���$
�	�� ��� �	��	��������  �� ������� �����
�� �� ���� ����� �� ��	����� E
C�	� �����*�� �����D� ,� 
!������ ������ )

L(P × Q) ⊂ Pref(LE(P × Q))

�����	�
� �&!&� �	�ANB(P, E) = 〈A, Q, Q∃, Q∀, s0, δ, r〉 �� ���	���� �����
����	�	� ���� )

Y Q∃ = {qs : s ∈ S}
Y Q∀ = S ∪ {qa

s : e(s, a) ��� 
� �} ∪ {q
}
Y r(q) = 0 �	�� �	�� q ∈ Q∀ �� r(q) = 1 �	�� �	�� q ∈ Q∃

Y �	�� �	�� s ∈ S �� a ∈ A 	� � )
Y δ(s) = {(a, e(s, a)) : e(s, a) ��� 
� �} ∪ {(ε, qs)}
Y � s ∈ SE $ ��	�� δ(qs) = {(ε, q
)} �� δ(q
) = ∅
Y � s /∈ SE $ ��	�� δ(qs) = {(ε, qa

s ) : e(s, a) ��� 
� �}
Y δ(qa

s ) = {→a} ∪ {(a, qe(s,a))}
)�
�
��	�
� �&!& �	� Q = 〈A, S ′, s′0, e

′〉 �� ��	������ ���� ��	������ �	7
������ P × Q � ANB(P, E) � �� ��������� �

L(P × Q) ⊂ Pref(LE(P × Q))

)�����  �	� u ∈ A∗ ��� *�� e×e′((s0, s
′
0), u) ��� 
� � �� �%��� � (s, s′)� <	7

�	�� *��$ 
��� �� ?�� G(ANB(P, E), P ×Q)$ �	�� ��� �8����$ �	�����	�
���
� �� �	� u �� *� ������� =��� ���
���$  ������ 
��� �� �	��	� (qs, (s, s

′))�
����	�	�� *�� L(P ×Q) ⊂ Pref(LE(P ×Q))� ���� G(ANB(P, E), P ×

Q)$ 	� 
� �� �� ������%� σ �	��� ���� �	� (qs, (s, s
′)) ��� �	��	� ��7

����(�� ��� σ� � s ∈ SE ��	�� σ(qs, (s, s
′)) = q
� � s /∈ SE$ ��	�� �



�� ���
�(��� 
� �	������

�6��� �� �	�� �� �	� av 
� �	�%���� ����� 	Q a ∈ A$ v ∈ A∗ ��� *��
e × e′((s, s′), av) ��� 
� � �� e(s, av) ∈ SE � ���� �� ���$ σ(qs, (s, s

′)) = qa
s �

:� ���� ��� �� *�� σ ��� ��� ������%� %�%������ �	�� P ×Q ��� �� �	
���

� ANB(P, E)�

����	�	�� *�� L(P×Q) �⊂ Pref(LE(P×Q))� �	� u /∈ Pref(LE(P×Q))
��� *�� e× e′((s0, s

′
0), u) = (s, s′)� <	�	�� *�� �	�� ��� �8���� � �� 
����

(qs, (s, s
′)) �	�� ���
���� � ����� 
� �� ����� 
�� ������ �	� v ∈ A∗ ��� *��

e × e′((s0, s
′
0), uv) = (sv, s

′
v) �� {e × e′((sv, s

′
v), a) : a ∈ A} = ∅� ����� ��

�	��	� (qsv , (sv, s
′
v))$ � �!� � ��� 
!��=�� ���� (q
, (s, s′)) ��� sv /∈ SE� ��

����$ �	� δ(qsv) = ∅ 	� �	�$ �	�� �	�� a ��� *�� e(s, a) ��� 
� �$ � � �
��� ��=�� 
���� (qa

sv
, (sv, s

′
v)) ���� ⊥ ��� →a∈ δ(qa

sv
)� 0��$ � �!� � ��� 
�

������%� %�%����� 
���� (qs, (s, s
′))� �	��$ P × Q �!��� ��� �� �	
��� 
�

ANB(P, E)� �

��' �+� ���� ��������� �� �������

�	� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� �,�� :� ���� ����	��� *�� ��� �	��	���7
����� � �� 
� P �� �	�� ��� �	�� �	�8���(���� ���� -	����������$ ����	7
�	�� *�� �	� 
� � ��� �	�
�	� Acc(P ) ⊂ Sω$ 
!��� 
�� -	���� ���	
����

��� �� ����� ���$ ������������ ��� ����� 
!����� � �� �
���(����

�� ���	�� ��������� ��� ���� ���	� �	�����	�
��� � ��� 	(?���- 
�
�	������� �	� A(P, Acc(P )) = 〈A, S, ∅, S, s0, δ, Acc(P )〉 �!���	���� ����� ���
*�� �	�� �	�� s ∈ S$ δ(s) = {(a, e(s, a)) : e(s, a) ��� 
� �}�

�	� P ′ �� �	��������� ���� �� ?�� G(A(P, Acc(P )), P × P ′) �	�� ��� �8�7
���  �� �	�� %�%����� ���*�� *�!� �!� � ��� 
!��=�� ���� ⊥ �� *�� �	����
��� �	��	�� �	�� ������������ �� ���� �� �8��� � � ��� %�%���� � ��
��������� � �� ��	?���	� ��� S ��� 
��� Acc(P )� �	��

P × P ′ � A(P, Acc(P )) � �� ��������� � Lω(P × P ′) ⊂ Acc(P, A)

	Q Acc(P, A) ��� �!�����(�� 
�� �	��	�������� � �� a1a2 · · ·an · · · ∈ Aω

��� *�� �� ���� ���	��� 
!����� s0e(s0, a1)e(s0, a1a2) · · · e(s0, a1 · · ·an) · · · ��7
������� � �!�����(�� Acc(P )�

��, "������� ���� ���������	 -����	

:� �����%� 
��� ����� ����� �� ��� 
�� ���������� -	���� ���	
�� 
���
FI5+�G C�	� ���� FU9�G �� FH�9&GD 	Q �	� ��������� �� �	�������� (�	*��
�������� ������	�� 
� �,� ��� ���� -	��� �!	��������� 
� ������� ���7
�������� ���� ����������$ � �� �,� ���� �M������ ��� ������	� ��� ��



"	������ ���� ���������� -	���� ��

��������� -	��� f $ ��	�� �� �	�������� 
	� �!���	���� *�!��� ��*�� �����7
�	� ��� f $ ��� ������ ���������� ����� �	�� (�	*����

���� �� �	���6��$ �� �	�������� 
	� 
	�� ���	� � �� �,� ���� �������
��� ������	� -	����� I�����������$ ��� �!��� ��� �	��(�� ��� �� �	��������
�� ���� ���?�%�� 
�� �	��	�������� -����� 
� �,�� :� ���� �	�� 
� �=��
���	�
�� � �� ���� 
� ��	(���� � �!	� ������ �� �,� 
� �	����*��� ����
�� �	�������� 
�� �-	����	�� ��� ��� ��	������ �	����� 
� ��� ������

�	� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� �,�� ����	�	�� *�� �!�����(�� Λ �	������
�� ���(	�� ������ F ���� ��� *�� �!��������� f ���� =��� -	���� ���� ���7
�������$ � �� ���� s ∈ S ��� ��*���� ��� F C�!��� � 
�� F ∈ λ(s)D$ ��	�� �
� � 
���� s ��� f 7������	� Cf ∈ DP (s)D�

:� ����	�� *�!�� �	�������� Q = 〈A, Λ, S ′, s′0, e
′, λ′〉 �� ���� =��� ��*����

��� F $ �� *� ���� =��� ���� � ��� �!���	���� ����� ANotF ����� �� ����
�������� q �� �� ���� ���
��� �6������� q⊥ �	�� 
��6 
� ����� ����� �� ����
�� -	���	� 
� ������	� δ 
� �� �	��� ���� �	�� E ⊆ Λ$ δ(q⊥, E) = ∅ ��

δ(q, E) =

{ {(ε, q⊥)} � F ∈ E
{(a, q) : a ∈ A} ��	�

:� 
� �� �� � ��� ���� ���	� FORCE(f) �	�� �� ������� �������� P ×
Q *� -	��� �� ������	� f �	��� ���� FORCE(f) ��� �� ���	���� �����
�� ���� ���� q �� ��� -	���	� 
� ������	� δ ��� *��$ �	�� �	�� E ⊆ Λ$ 	� �

δ(q, E) =

{ {→f , (f, q)} ∪ {�a: a �= f} � F ∈ E
{�f} ∪ {(a, q) : a ∈ A} ��	�

����	�	�� *�� Q � ANotF $ �!��� � 
��$ Q �!� ��� 
!��*������ �	������� ��
���(	�� F � P ×Q � FORCE(f) � �� ��������� �$ �	�� �	�� ���� (s, s′) 
�
P × Q$ 	� � )

Y �	� F /∈ λ × λ′
P×Q(s, s′) �� f /∈ DP×Q(s, s′)�

Y :� �	� F ∈ λ × λ′
P×Q(s, s′) �� DP×Q(s, s′) = {f}�

3�� F ∈ λ × λ′
P×Q(s, s′) = λP (s) ∪ λ′

Q(s′) ��������� � F ∈ λP (s) ���*��
Q �!� ��� 
!��*������ �	������� �� ���(	�� F � "!��� � 
��$ ��*������ �
P � ��� f 7������	� ) f ∈ DP (s)�

�	�� P × Q � FORCE(f) � �� ��������� �$ 
���� �8�*�� ���� (s, s′)

� ������� ��������$ � P � ��� f 7������	�$ ��	�� P × Q � ��� ��*��
f 7������	� ) DP×Q(s, s′) = {f}�

�	�� �!�����(�� 
�� �	��������� Q � ANotF ��� *�� P ×Q � FORCE(f)
��� �!�����(�� 
�� �	��������� *� �� �	�� ��� ��*����� ��� F �� *� -	�����



�� ���
�(��� 
� �	������

��� ������	�� f 
� �,� P �

:� ���� (�� �V� �?	���� 
!������ �	�������� 
� �	������(��� �	�� ��
�	�������� %�T�� � ��� ���� ���	� *�� ����7� 
	� ����-���� ��� �6�����$
	� ���� ���� �� *�!�� �	�������� �� ���� *�� -	���� �!��������� f $ �!��� �

�� �	� � -	��� f 	� �	� � �� (�	*�� ����� �����������

�	� �!���	���� ����� FORCABLE(f) ���� �� ���� ���� �6�������
q0 �� 
��6 ����� ��������� qf �� q���f $ �	�� 
� ������ ������$ ��� *��$ �	�� ��
-	���	� 
� ������	� δ$ 	� � )

Y δ(q0) = {(ε, qf), (ε, q���f)}
Y δ(qf) = {→f , (f, q0)} ∪ {�a: a �= f}
Y δ(q���f) = {→a, (a, q0) : a ∈ A}

0��$ � Q � ANotF ∧ FORCABLE(f) �� P × Q � FORCE(f)$ ��	�� �	�
��������� Q -	��� �!��������� f � � �6���$ ��� ���� �� (�	*�� �����
��������� � �� ������	� f �!�6��� ����

��. "�����	���

2� �	������ ��������� �� 
���������� ���� 	(������	� �	���� ��� 
	�� 
��7

�(�� � �!	� 
� �� ��� �	�������� 
� �	������(��� ��� *�� ��� ���� ���	��

� ������� �������� ��� 
�� ���	����� �������

2�� 	�����	�� 
� *�	���� 
!�� ���	���� ��� �� ��	������ �� 
� *�	����

� 
��6 ���	�����$ ���	
�� 
��� F0J>��G$ �	�� ��� �������6 	���� *�
�	�� ���������� 
� �����-	���� ��� ��	(����� 
� �	������� �� ��	(����� 
�
���� �(���� 
!���	����� ������� 2� ����8��� 
� �	��������� ��� 
	�� �
���
� �	��(�� ��� �� ������ 
� ������%� %�%����� 
��� 
�� ?��6 ���������
��6 ������ ��� �� ���� <	�� �������	�� 
!����
�� ��� ����� 
!	�����	�� 
���

�� �8������ ��������� �	�� �� ��� 
� �	������ ���� �-	����	� ���������

2� ��
�� 
� � 
��� F0J>��G$ �� ����� �$ ��� ��� �6����	� ��	������

� �� ��	(�����*�� 
� �� ����8��� 
� �	���������� �� ������$ �	��� 
��� ��
������� 
�� ������6$ 
�  6�� �� �����(�� 
!���������� ��	������(��� ���
���� 
� 
� �� �� �	������(��� 
� -�R	� 
����*��$ �� -	���	� 
� �	��	�7
������ ����� 
� �,�� "	�������� �� ������� ��������$ 	� ���� �6�����

�� ���� ���	�� ��%������ �����*��� ) �	��	������� ��*��$ �
���(�� 	�
�	�(�	*����� �� ��� ���� �	��(�� 
� ����
�� �� �	���� ��� �	��	��������
� �� 
� �,�� 2� ��	(���� 
� ��������� ��6����$ �!��� � 
�� ��	����$
*���
 �� �6�����$ ��� �	��������� *� ���	����� K�� ����L 
� �	��	��������

� �,�$ ��� ���� �� ��	(���� ���� �(�� ���� 
�� ���	����� ������ C�	�
F�5�&G �� F5���GD�



"	�����	� �&

�� ������ (����	�� �	�� -	������$ 	� ���� �	��
���� *�� ����� ��7
��	�8� ��� ���� %����*�� ���*�� ���� �� 
M������ ��� ��� �	��������� 
��
��	������ C��� �	��������� ������� =��� ��6 �=��� �	�������D$ �� ��� �	� ����
��� �	�������� 
� �	������(��� 
�� ����-��	�� 
� ������� ���������



���
�
��� ���	
�

���	���� ���	���
�� ����


������	
�� ���	
����

�'



����
	�� #

$������	
�� ���	
���� ��� ���

��������	�

<	�� ���	�� 
��� ����� ����� ����
�� �� ��	(���� 
� �	������ 
!�� �,�
�� ��� 	Q �� �	�������� �!� *�!��� �	��������� �������� 
�� ����������
��6*���� �� �,� ���%�� <	�� ��	��	�� � *�� �� �	������ ��������� �����

��
�(�� 
��� �� ����

��� /��������	 ���(	����(��	 �� ����	�����(��	

2� �	�	� 
!	(������	� �������� ���	
��� 
��� F2>++G �� 
��� F"�OJ++G
��� -	������� ��� �� �	�	� 
� ������ M : A → Δ∪ {ε} C�	� ���� F"299GD
*� ���	�� � �� ���������$ �	� �� �	� �
� ε$ �	� �� ���(	�� 
��� �!�����(��
Δ� 0��$ 	� �	��
��� *�� �� �	�������� 	(����� ��*������ ��� ����������
 ���� ��� �� ���*��� �$ �	�� a ∈ A$ M(a) = ε 	� ����� ��	�� 
!�� ���������

	��������� �� � �	�� a, b ∈ A$ 	� � M(a) = M(b)$ 	� 
� *�� ��� �����7
����� a �� b �	�� 
	�
����	�����

E� �	�������� �!	(������� *�� ��� ���������� 
!�� �,�  ���� ��� ��
���*�� 
	� �6����� �� �=�� �	������ ��� �� �,� ����� 
�� ���������� �7

������(���� �� �=��$ �� �	�������� 
	� �� �	��	���� 
� �� �=�� -�R	�
����� �� ����� �� ��������� �	(�����(���

2�� �	�������� 
!	(�����(��� ������� �� -	�������$ �	��� 
��� F0J>��G

� �� -�R	� �������� �	� Q = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� �	��������� �	�� �	��
s ∈ S$ � �!��������� a ∈ A ��� �	(�����(��$ ��	�� e(s, a) = s� 2�� �	��������

!�
������(��� ������� �� -	������ 
� �� �=�� ������� � ��� ����������
a, b ∈ A �	�� �
������(���$ ��	�� e(s, a) = e(s, b)�

��



�+ ��-	����	� �������� ��� ��� ����������

5����*�	�� *�� �=�� � 
�� ���������� �	�� �
������(���$ �� �	����7
���� ���� 
������� *�� �!�� 
!��6 �!��� ��	
�� W �� *� �!��� ��� �� ��� �	��
��� ���������� �	(�����(���� ,� ���������$ �� �	�������� ���� �� �	��	�7
��� 
M������� ����� �� ����� 
�� ���������� �
������(���� �� ����$ ���
�6�����$ (�	*��� �� ��������� a ��*������ �!� �!� � ��� �� 
!	��������

!�� 
�� ���������� �
������(��� f1 	� f2�

:� ���� ���� ��	� 
M������� ������� 
!���������� �
������(��� ��	��
*�!� � � �� ���� �� �����(�� 
!���������� �	(�����(��� C�	� O%��� ���D�

a

b
c

d a, b, c, d

���� ��� Y

"�� �	�������� ��� ��� �	��������� �� �	�� ��� �6�����(��� ��� 
�� ���	7
����� ������ ��� ���67� �� 
���%���� ��� ��� ��	������ (������� C�	�
����� ��&���D�

<	�� ���	
��	�� 
��� �� ����� ��� �������$ ��� ���	����� ����
��� "!���
��� �6����	� 
�� ���	����� ������ ���������� 
� ������ � ��� ������	�
��� ��� (	���� 	� � 
��6 ������	�� ����%���� �� �=�� ����� ��� �6������

� ���� ���	�� �	�� ��� �	��������� �	�� ��������� 
��� �� ����� ����

<	�� ����	�� 
��� �� ����� ��& *�� �� ���� �(��� 
� ��� ���	����� ���

��
�(�� ����� ��	� ���(�$ 
��� ��� ����� ��� ���� ���8�*��$ �� �8�	����

� ������	� �	�� ��� ���	����� ����
���

���� �� ����� ��'$ �	�� ��	��	�� *�� �� �	������ ��������� ���� �����7
����� �	(�����(��� �� �
������(��� ��� 
��
�(���

<	�� ��	��	�� ������ �������� ��	������ 
� ��� ���	����� 
��� �� ���7
�� ��+ �� ��� �	����	�� ���� ��� ���	����� ������ 
��� �� ����� ����

��� +0���	��� �� μ1������ ) �������� ������

&!�! '����%� �(�� ����
��� ������

�����	�
� �&�&� E� �������� ���	�� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 ���
�� ���	���� ����� 
	�� 	� �	
 � �� -	���	� 
� ������	� δ� ,� �M��$



,6����	� 
� μ7������ ) ���	���� ����
� �9

�����7� 
� �� 
� �	�����6 ����� 
� ������	�� �	��� ��� )

δ : Q×2Λ → P
((

(A∪{ε})×Q
)∪(

A×{→ , � , � , ��})∪(
A×A×{� , ��}))

+
	�	�
� �&�&� �	�� ���� �� ��� ��������$ �	�� �	���	�� ���� �	����� �a$
��a$ �a,b �� ��a,b �� ���$ �������������$ 
� (a, � )$ (a, ��)$ (a, b, � ) ��
(a, b, ��)�

�� -�R	� �-	������$ �a ���� � *�� � �� ��	������$ 
���� �� ����$ � ���
a7������	� ��	�� �� 
	� =��� ��� (	����� 2� ����� ������� -	������ �����

�� ��� *�� �� ������*�� �	�� ��a$ �a,b �� ��a,b�

&!�!� '�
����)�� �(�� ����
��� ������

2� �	�	� 
� ������ �� 
!��������	� 
!�� ���	���� ����
� ��� ���� 
�7
���� ��� �� ?�� �	��� ����

�����	�
� �&�&� �	� A = 〈A, λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
�
�� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� ��	������� 2� ��� ����������
�	 G(A, P ) ��� ��
%���8� 〈V0, V1, v0, Edge, AccG〉 
� �� �	��� �	�� �� ���	���� �����$ ��7
*��� 	� �?	��� 
� �	������� ��=��� )

Y ����� �8�*�� �	���� (q, s) �� �	�� �	�� �a∈ δ(q, λ(s)) � � � ���
��=�� 
��� Edge ���� ⊥ � e(s, a) ��� 
� � ��� 
M����� 
� s$ �� ����
� ��	��

Y ����� �8�*�� �	���� (q, s) �� �	�� �	�� ��a∈ δ(q, λ(s)) � � � ���
��=�� 
��� Edge ���� ⊥ � e(s, a) ��� 
� � �� �%��� � s$ �� ���� � ��	��

Y ����� �8�*�� �	���� (q, s) �� �	�� �	�� �a,b∈ δ(q, λ(s)) � � � ���
��=�� 
��� Edge ���� ⊥ � e(s, a) �� e(s, b) �	�� 
� �� ��� ��� �%��6$
�� ���� � ��	��

Y ����� �8�*�� �	���� (q, s) �� �	�� �	�� ��a,b∈ δ(q, λ(s)) � � � ���
��=�� 
��� Edge ���� ⊥ � e(s, a) �� e(s, b) �	�� 
� �� �� �%��6$ �� ����
� ��	��

+
	�	�
� �&�& :� �	�� AUTO(A, Λ, � , ��, � , ��) �!�����(�� 
�� ���	7
����� ����
�� ��� �!���8�(�� A ���� ��� ��	������ �	����� Λ� :� �������
���	���� ���� ���������� �	(�����(��� �� �
������(��� ��� ���	������

:� �	�� AUTO(A, Λ, � , ��) �!�����(�� 
�� ���	����� ����
�� ��� �!��7
�8�(�� A ���� ��� ��	������ �	����� Λ �!����� ������ ������	� ���� A×A×
{� , ��}� :� ������� ���	���� ���� ���������� �	(�����(��� ��� ���	������



&� ��-	����	� �������� ��� ��� ����������

:� �	�� AUTO(A, Λ, � , ��) �!�����(�� 
�� ���	����� ����
�� ��� �!��7
�8�(�� A ���� ��� ��	������ �	����� Λ �!����� ������ ������	� ���� A×{�
, ��}� :� ������� ���	���� ���� ���������� �
������(��� ��� ���	������

2�� �����(��� AUTO(A, Λ, � )$ AUTO(A, Λ, ��)$ AUTO(A, Λ, � )$
AUTO(A, Λ, ��)$ AUTO(A, Λ, ��, ��)$ ������ �	�� 
� �� 
� -�R	� �������

&!�!& *���
��� ������ ��������
�����

�����	�
� �&�&! E� ���	���� ����
� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 ���
�
����
 �$ �	�� �	�� q ∈ Q �� E ⊆ Λ$ 	� � )

Y � q ∈ Q∃ ��	�� δ(q, E) ⊂ {ε} × Q�
Y � q ∈ Q∀ ��	�� δ(q, E) ∩ {ε} × Q = ∅�

�����	�
� �&�&� E� ���	���� ����
� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 ���
	�	������
	
��� � � ��� (���� �� �	�� �	�� a, b ∈ A$ q, q1, q2 ∈ Q �� E ⊆ Λ$
	� � )

Y � �a∈ δ(q, E)$ ��	�� δ(q, E) ∩ ({a} × Q) = ∅�
Y � (a, q1), (a, q2) ∈ δ(q, E)$ ��	�� q1 = q2�
Y � (a, q1), (b, q2), �a,b∈ δ(q, E)$ ��	�� q1 = q2�

<	�� ���	
��	�� ��������� ��� ��������� 
�� ���	����� ����
�� *�
�	�� ���� ���� 
��� �� ����	� ��������

�����	�
� �&�&� �	� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
�
�	�
���������� :� 
� *�� A ��� ������ � �	�� �	�� q ∈ Q∀ �� E ⊂ Λ$ �
�a /∈ δ(q, E) �� �a /∈ δ(q, E) ��	�� � �6��� q′ ∈ Q∃ ��� *�� (a, q′) ∈ δ(q, E)�

)�
�
��	�
� �&�&" /	�� ���	���� ����
� �	�
��������� ��� �*������� �
�� ���	���� ����
� �	�
��������� �	������

)�����  �� ���	�� 
!�(	�
 complet(A) �!���	���� ������ 〈A, Λ, Q, Q∃ ∪
{q
∃}, Q∀ ∪ {q
∀}, q0, δ, Acc′〉 ���� Acc′ = Acc ∪ Q∗(q
∃q
∀)ω� "!��� �!��7
�	���� �	����� 
���*�� � A ��*��� 	� �?	���$ �	�� �	�� q �� E ⊂ Λ$
(a, q
∃) ∈ δ(q, E) � �a /∈ δ(q, E)$ �a /∈ δ(q, E) �� (A × Q) ∩ δ(q, E) = ∅� ��
����$ �	�� �	�� E ⊂ Λ$ δ(q
∃, E) = {(ε, q
∀)} �� δ(q
∀, E) = {(a, q
∃) : a ∈
A} :� ���� ��� �� *�� A �� complet(A) 	�� ��� �=��� �	
����� �

��� ����� ������	 �!��-�������� ���������

<	�� �������	�� � *���*�� �6������ 
� �	�������� 
!	(�����(��� ��

!�
������(����



���� ���	�� 
!�-	����	� �������� &�

�� �	�(������ ���
�� �	��
����� *�� ��� ���������� �	(�����(��� �	��
 6�� �	��� �� ���
�� �� ���� ���	� ��������

./����� �&�&� ����	�	�� *�� �!�����(�� 
�� ���������� A ��� �����	���
�� �!�����(�� 
�� ���������� 	(�����(��� AO �� �!�����(�� 
�� ����������
�	(�����(��� AUO� �	� A(AO) �� ���	���� ���� ���������� �	(�����(���
����� �� ���� ���� �������� q 
� ����� ����� �� �� -	���	� 
� ������	� )

δ(q) = {(a, q) : a ∈ A} ∪ {�a: a ∈ AO}

E� �	�������� Q ����-�� A(AO) � ��� ������	�� ��*������ ��� �� ���7
������ �	(�����(�� �	�� 
�� (	������ �	�� ��� �	��	�������� 
� Q �	��

���*��� *�!�� ��������� �	(�����(�� �� ��	
����� 	� �	��

:� ���� ���� �	��
���� �� ��� 	Q ��� ���������� �
������(��� �	��
 6���

./����� �&�&� ����	�	�� *�� �!�����(�� 
�� ���������� A ��� �����	���
�� ������� 
!���������� �
������(��� �	�� Π = {A0, A1, . . . , An}� �	� A(Π)
�� ���	���� ���� ���������� �
������(��� ����� �� ���� ���� �������� q

� ����� ����� �� �� -	���	� 
� ������	� )

δ(q) = {(a, q) : a ∈ A} ∪ {�a,b: ∃i.a, b ∈ Ai}

E� �	�������� Q ����-�� A(Π) � ��� ������	�� ����������� �� �=�� ���7
���� 
� Π ����%���� �� �=�� ����� �	�� ��� �	��	�������� 
� Q �	��

���*��� ����� 
��6 ���������� �
������(����

:� ���� ���� ���� �� �� ��� ����� �� �	������(��� �� �!	(�����(���$
�	��� �� -�� *�� ��� ���������� �	(�����(��� �	�� ��	������(���

./����� �&�&� �	�Auo⇒uc = 〈A, Q, q0, 2
A, q0, δ, Q

ω〉 �!���	���� ����� ���� )
Y δ(q0) = {(ε, B), B ⊆ A}
Y δ(B) = {(a, q0) : a ∈ A} ∪ {�a,→a: a ∈ B} ∪ {��a: a /∈ B}

E� �	
��� 
� ��� ���	���� 
	� ��	� ��� a7������	� *���
 � � ��� a7
(	����� �	�� � �� ���� ��� ����
�� ��� ���������� �	(�����(����

2� ��� 	Q �!	(�����(��� 
!�� ��������� 
����
 
� �	��	������� 
�
�,� ��� ������� 
��� �!�6����� ������� :� ���� �
����� -�������� ���
�6����� �	�� �6����� 
�� �	�������� 
����*��� C
����
��� 
� �,�D
�	�� �!�
������(����

./����� �&�& �	� f, b ∈ A �� Q = {qf , q0}�
�	� Af,b = 〈A, Q, ∅, Q, q0, δ, Q

ω〉 �� ���	���� ����� ���� )



&� ��-	����	� �������� ��� ��� ����������

Y δ(q0) = {(a, q0) : a �= f} ∪ {(f, qf)}
Y δ(qf) = {(a, qf ) : a ∈ A} ∪ {�b}

E� �	�������� ��� �� �	
��� 
� Af,b � �	��� b7������	� ����� �!	���������

� �!��������� f ��� ��� (	����� 0��$ ����� ��� K������L f $ b 
����� �	(7
�����(���

��� 23������ �� 	��������� ���� ��	 ��������	
������	

���� ����� �����$ �	�� �	���	�� *�!� �6��� �� �8�	���� 
� ������	�
�	�� ��� ���	����� ����
�� �	��� �!�S��� �� �8�	���� ������

,-�
���� �& &� /	�� ���	���� ����
� ��� �*������� � �� ���	���� ����
�
�	�
����������

&!�! ���� ����� ����
��� ������ �� ����
��� �
���

�����	�
� �& &� �	� A �� �����(��� :� �	�� ΠA �!�����(�� 
�� �����	��

� �� -	��� {N, A0, A1, . . . , Ap} 	Q ��*������ N �� A0 ������� =��� �
���

�	� n �� ������ :� �	�� [n] �!�����(�� {0, 1, . . . n} �� ]n] �!�����(��
{1, . . . n}�

�����	�
� �& &� �	� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� ��	������ ��� Λ� :� �	��$
�	�� �	�� s ∈ S$ ΠP (s) �� �����	� {NP (s), LP (s), A1, . . . , Ap} ∈ ΠA �����
*�� )

Y a ∈ NP (s) � �� ��������� � e(s, a) �!��� ��� 
� ��
Y a ∈ LP (s) � �� ��������� � e(s, a) = s�
Y �	�� �	�� i ∈ ]p] �� a, b ∈ Ai$ 	� � e(s, a) = e(s, b)�
Y �	�� �	�� i, j ∈ ]p] ��� *�� i �= j$ a ∈ Ai �� b ∈ Aj $ 	� � e(s, a) �= e(s, b)�

:� �	�� P̂ �� ��	������ 〈A, Λ, S, s0, e, λ̂〉 ��� *��$ �	�� �	�� s ∈ S$ λ̂(s) =
(λ(s), ΠP (s))�

�����	�
� �& & �	� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
��
�	� q ∈ Q$ E ⊂ Λ �� π = {N, A0, A1, A2, . . . , Ap} ∈ ΠA�

� q ∈ Q∀$ 	� �	�� CA(q, π, E) �� �	�
�	� C1 ∧ C2 ∧ C3 ∧ C4 	Q )
Y C1 ≡ {a :�a∈ δ(q, E)} ⊆ (N ∪ A0)
Y C2 ≡ {a : ��a∈ δ(q, E)} ∩ A0 = ∅
Y C3 ≡ �	�� �	�� a, b ��� *�� �a,b∈ δ(q, E)$ � �6��� i ∈ [p] ��� *��
{a, b} ⊆ N ∪ Ai



/8�	���� 
� ������	� �	�� ��� ���	����� ����
�� &�

Y C4 ≡ �	�� �	�� a, b ��� *�� ��a,b∈ δ(q, E)$ �� �	�� �	�� i ∈ [p]$ 	� �
{a, b} �⊂ Ai

� q ∈ Q∃$ 	� �	�� DA(q, π, E) �� �	�
�	� D1 ∨ D2 ∨ D3 ∨ D4 	Q )
Y D1 ≡ {a :�a∈ δ(q, E)} ∩ (N ∪ A0) �= ∅�
Y D2 ≡ {a : ��a∈ δ(q, E)} �⊂ A0�
Y D3 ≡ � �6��� i ∈ [p] �� a, b ∈ A ��� *�� �a,b∈ δ(q, E) �� {a, b} ⊆ N∪Ai�
Y D4 ≡ � �6��� a, b ��� *�� ��a,b∈ δ(q, E) �� �	�� �	�� i ∈ [p]$ {a, b} �⊂ Ai�

�����	�
� �& &! �	� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
��
:� �	�� Â �!���	���� �
��� 〈A, Λ×ΠA, Q′, Q∃∪{q
}, Q∀∪{q⊥}, q0, δ̂, Acc〉
	Q Q′ = Q∃ ∪ {q
} ∪Q∀ ∪ {q⊥} �� ����$ �	�� �	�� E ∈ 2Λ$ π ∈ ΠA �� q ∈ Q$
	� � )

δ̂(q⊥, (E, π)) = δ̂(q
, (E, π)) = ∅
��

δ̂(q, (E, π)) =

⎧⎨
⎩

{(ε, q
)} � q ∈ Q∃ �� DA(q, π, E) ���
{(ε, q⊥)} � q ∈ Q∀ �� CA(q, π, E) -��6
δ(q, E) − (A × {� , ��} ∪ A × A × {�, ��}) ��	�

,-�
���� �& &� �	� A �� ���	���� ����
� ��� Λ �� P �� ��	������� P �
A � �� ��������� � P̂ � Â�
)�����  �	� (q, s) ��� �	��	� 
�� ?��6 G(A, P ) �� G(Â, P̂ )� � q ∈ Q∃$ 	�
���� ��� �� *�!� �6��� ��� ��=�� ���� � 
��� G(A, P ) � ����� 
�� ������	��

��� A×{� , ��}∪A×A×{�, ��} � �� ��������� � DA(q, ΠP (s), λ(s)) ���
���� �� ����$ � q ∈ Q∀$ 	� ���� ��� �� *�!� �6��� ��� ��=�� ���� ⊥ 
���
G(A, P ) � ����� 
�� ������	�� 
��� A × {� , ��} ∪ A × A × {�, ��} � ��
��������� � CA(q, ΠP (s), λ(s)) ��� -��6� �

&!�!� *���
��� �
��� ������

+
	�	�
� �& &� :� ����	�� *�!� �6��� �� 	�
�� �	����$ �	�� ≤A$ ��� �!��7
�8�(�� A� �	�� �	�� π = {N, A0, A1, . . . Ap} ∈ ΠA$ 	� �	�� Min≤A

(π) �!��7
���(��

p⋃
i=1

min≤A
{a ∈ Ai}

�� MinC
≤A

(π) �	� �	����������� 
��� A�

�����	�
� �& &" �	� A = 〈A, Λ × ΠA, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	����
������ :� 
� *�� A ��� ��
�� � �	�� �	�� q ∈ Q$ E ⊆ Λ �� π ∈ ΠA 	� � )

δ(q, (E, π)) ∩ MinC
≤A

(π) × (Q ∪ {→ }) = ∅



&� ��-	����	� �������� ��� ��� ����������

�����	�
� �& &# �	� P = 〈A, Λ × ΠA, S, s0, e, λ〉 �� ��	������ ��� Λ ×
ΠA� :� ������� ��
���	� 
� ��	������ P $ �	�� R(P ) �� ��	������ 〈A, Λ ×
ΠA, S, s0, R(e), λ〉 ��� *��$ �	�� �	�� s ∈ S ���� λ(s) = (E, π) 	� � )

DR(P )(s) = Min≤A
(π)

�� �	�� �	�� a ∈ DR(P )(s)$ 	� � R(e)(s, a) = e(s, a)

)�
�
��	�
� �& &�% �	� A �� ���	���� ����� ��
�� �� P �� ��	�������
P � A � �� ��������� � R(P ) � A�

)�����  :� ���� ��� �� *�� ��� ?��6 G(A, P ) �� G(A, R(P )) �	�� 
��7
�*���� �

)�
�
��	�
� �& &�� �	� A �� ���	���� ����� ��
��� 0�	�� � �6��� ��
���	���� ����� �	�
��������� ��
�� �*������� � A�

)�����  �	� B = 〈A, Λ×ΠA, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� �	�
�����7
���� �*������� � A� �	� B′ �!���	���� �	�
��������� ��
��
〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ

′, Acc〉 ����$ �	�� �	�� q ∈ Q∀$ δ′(q, π) = δ(q, π) −
MinC

≤A
(π) × (Q ∪ {→ })� :� ���� ��� �� *��$ �	�� �	�� ��	������ P =

〈A, Λ × ΠA, S, s0, e, λ〉 $ ��� ?��6 G(B, R(P )) �� G(B′, R(P )) �	�� 
���*���
���*��$ �	�� �	�� s ∈ S ��� *�� λ(s) = (E, π)$ DR(P )(s) ∩ MinC

≤A
(π) = ∅�

0��$ ���� �� ��	�	��	� ������$ 	� � P � A � �� ��������� � R(P ) � A
� �� ��������� � R(P ) � B � �� ��������� � R(P ) � B′ � �� ��������� �
P � B′� �

&!�!& +�������� �(����
��� �
���

�����	�
� �& &�� �	� A = 〈A, Λ×ΠA, Q, Q∃, Q∀∪{q
}, q0, δ, Acc〉 �� ��7
�	���� ����� ��� Λ × ΠA� :� ������� ��
���	� 
� �!���	���� A$ �	��
R(A) �!���	���� ��
�� 〈A, Λ × ΠA, Q, Q∃, Q∀, q0, R(δ), Acc〉 ��� *�� �	��
�	�� q ∈ Q$ E ⊂ Λ �� π = {N, A0, A1, . . . Ap} ∈ ΠA$ 	� � )

Y � q ∈ Q∀$ ��	�� R(δ)(q, (E, π)) �	����� )
Y δ(q, (E, π)) − (MinC

≤A
(π) × (Q ∪ {→ }))

Y (ε, q′) � � �6��� a ∈ A0 ��� *�� (a, q′) ∈ δ(q, (E, π))
Y (a, q′) � � �6��� i ∈ ]p] ��� *�� a ∈ Ai ∩Min≤A

(π) �� � �6��� b ∈ Ai

��� *�� (b, q′) ∈ δ(q, (E, π))�
Y � q ∈ Q∃$ ��	�� R(δ)(q, (E, π)) �	����� )
Y δ(q, (E, π)) − (MinC

≤A
(π) × (Q ∪ {→ }))

Y (ε, q′) � � �6��� a ∈ A0 ��� *�� (a, q′) ∈ δ(q, (E, π))



/8�	���� 
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Y (a, q′) � � �6��� i ∈ ]p] ��� *�� a ∈ Ai ∩Min≤A
(π) �� � �6��� b ∈ Ai

��� *�� (b, q′) ∈ δ(q, (E, π))�
Y (ε, q
) � δ(q, (E, π)) ∩ (MinC

≤A
(π) − N) × {→ }

Y δ(q
, (E, π)) = ∅

,-�
���� �& &�� �	�A �� ���	���� ����� ��� Λ×ΠA �� P �� ��	�������
P̂ � A � �� ��������� � P̂ � R(A)�

)�����  :� ���� ��� �� *�� ��� ?��6 G(A, P̂ ) �� G(R(A), P̂ ) �	�� 
���*���
� �!�6����	� 
� �������� ��=��� 
���� �� ���� �6��������� ���� � 
��� ��
?�� G(A, P̂ )$ ���������� ��� 
�� ��=��� ���� �� �	��	� %�%����� q
 
��� ��
?�� G(R(A), P̂ )� �

&!�!� ���� ����� ����
��� �
��� ��������
����� ��,

���� �� ����
��� ������ ��������
�����

�����	�
� �& &� �	� A = 〈A, Λ × ΠA, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	����
�
��� 	�	������
	
��� ����
� ��� Λ × ΠA� :� �	�� A∨ �!���	���� ���	��
〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀×ΠA, q0, δ

∨, Acc∨〉 ��� Λ$ ����$ �	�� �	�� E ∈ 2Λ$ π ∈ ΠA ��
q ∈ Q$ 	� � )

Y � q ∈ Q∃$ ��	�� δ∨(q, E) = {(ε, (q′, π)) : (ε, q′) ∈ δ(q, (E, π))}
Y � q ∈ Q∀ �� π = {N, A0, A1, . . . Ap}$ ��	�� δ∨((q, π), E) �	����� )
Y δ(q, (E, π))
Y {�a: a ∈ A0} ∪ {��a: a /∈ A0}
Y �a,b � � �6��� i ∈ [p] ��� *�� a, b ∈ Ai

Y ��a,b � a ∈ Ai$ b ∈ Aj ��� *�� i �= j
Y Acc∨ ��� �!�����(�� 
�� ����� � ��� 
��� Q∃ ∪ (Q∀ × ΠA) 
	�� ���
��	?���	�� ��� Q∃ ∪ Q∀ �	�� 
��� Acc�

*���� �& &�! A∨ ��� �� ���	���� ����
� �	�
����������

,-�
���� �& &�� �	� A �� ���	���� ����� �	�
��������� ��
�� ���
Λ × ΠA �� P �� ��	������� P � A � �� ��������� � P � Â∨�

)�����  :� ���� ��� �� *�� �	�� �	�� q ∈ Q∀$ π, π′ ∈ ΠA �� E ⊂ Λ$ 	�
� )

δ̂∨((q, π), (E, π′)) =

{ {(ε, q⊥)} � π �= π′

δ(q, (E, π)) � π = π′

�	��$ �� �	��	� (q, s) ���� q ∈ Q∀ �� λ(s) = (E, π) 
� ?�� G(A, P ) � ���
�=��� ��=��� �	������� *�� �� �	��	� ((q, π), s) 
� ?�� G(Â∨, P )�



&' ��-	����	� �������� ��� ��� ����������

�� ����$ � q ∈ Q∃$ π ∈ ΠA �� E ⊂ Λ$ 	� � DA∨(q, π, E) ��� -��6 ���
δ∨(q, (E, π)) ∩ (A × {� , ��}) �� δ∨(q, (E, π)) ∩ (A ×A × {�, ��}) = ∅� �	��

δ̂∨(q, (E, π)) = δ∨(q, E) = {(ε, (q′, π′)) : (ε, q′) ∈ δ(q, (E, π′))}
�	� P = 〈A, Λ × ΠA, S, s0, e, λ〉 �� ��	������ ��� Λ × ΠA �� ��� �	��	�
(q, s) 
� ?�� G(Â∨, P ) ���� q ∈ Q∃ �� λ(s) = (E, π)� �!����� δ̂∨(q, (E, π))$ �
� � �	�� �	�� π′ ∈ ΠA$ ��� ��=�� 
���� (q, s) ���� ((q, π′), s)� :� ((q, π′), s)
��� ��� �	��	� ���
���� � π �= π′� :� ���� 
	�� �������
�� ��� ������	��

� δ̂∨(q, (E, π)) �	��� ��� )

δ̂∨(q, (E, π)) = {(ε, (q′, π)) : (ε, q′) ∈ δ(q, (E, π))}
�	��$ �8�*�� ��=�� 
���� �� �	��	� (q, s) ���� q ∈ Q∃ �� λ(s) = (E, π) ����
�� �	��	� (q′, s) 
� ?�� G(A, P ) �	�����	�
 � ��� ��=�� 
���� �� �	��	�
((q, π), s) ���� �� �	��	� ((q′, π), s) 
� ?�� G(Â∨, P )� �

&!�!� -����� �� �����	
� �� �
������� &!�! 

�	� B �� ���	���� �	�
��������� ��
�� �*������� � R(Â)� :� � P �
A � �� ��������� � P̂ � Â � �� ��������� � P̂ � R(Â) � �� ��������� �
P̂ � B � �� ��������� � P̂ � B̂∨ � �� ��������� � P � B∨� �

��& ����	 �(����� ��	 ��������	 ������	

�����	�
� �&!&� �	� A = 〈A, λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
�
�	�
��������� �	����� C�	� ����	� �����D�
�	� G(A) �� ?�� 〈V0, V1, v0, Edge, AccG〉 ���� )

Y V0 = Q∃ �� V1 = Q∀ × Λ × ΠA C�	� <	���	� �����D
Y �	�� �	�� q, q′ ∈ Q$ E ⊂ Λ �� π = {N, A0, A1, A2, . . . , Ap} ∈ ΠA$ 	�
� ��� ��=�� (q, (q′, E, π)) ∈ Edge ∩ V0 × V1 � (ε, q′) ∈ δ(q, E) �� �	��
�	�� a ∈ A$ 	� � )
Y � →a∈ δ(q, E) ��	�� a /∈ N �
Y � �a∈ δ(q, E) ��	�� a ∈ N �
Y � �a∈ δ(q, E) ��	�� a ∈ A0 ∪ N �
Y � ��a∈ δ(q, E) ��	�� a /∈ A0�
Y � �a,b∈ δ(q, E) ��	�� � �6��� i ∈ [p] ��� *�� {a, b} ⊂ Ai ∪ N �
Y � ��a,b∈ δ(q, E) ��	�� �	�� �	�� i ∈ [p]$ {a, b} �⊂ Ai�

Y �	�� �	�� q, q′ ∈ Q$ E ⊂ Λ �� π = {N, A0, A1, A2, . . . , Ap} ∈ ΠA$ 	�
� ��� ��=�� ((q, E, π), q′) ∈ Edge ∩ V1 × V0 � �� ��������� � � �6���
a /∈ N ��� *�� (a, q′) ∈ δ(q, E)�



���� �(��� 
�� ���	����� ����
�� &�

Y AccG ��� �!�����(�� 
�� �������� 
� (V0 ∪ V1)
ω 
	�� �� ��	?���	� ���

Q ��� 
��� Acc�

,-�
���� �&!&� 0 �8�*�� ������%� %�%����� � ���	��  �� 
��� G(A)
	� ���� -��� �	�����	�
�� �� �	
��� 
� A�

�� ����$ �	�� ��� �	
���� 
� A$ � (������	� ����$ ������� =��� 	(����

� ����� �������

$
�
������ �&!&� �	� A �� ���	���� ����
� �	�
��������� �	������ A
� �� �	
��� � �� ��������� � � �6��� ��� ������%� %�%����� 
��� G(A)�

)����� �� 	-�
���� �&!&�  :� ����	�� 
� ���� *�� �	�� �	�� a, b ∈ A
�� q, q1, q2 ∈ Q$ 	� � )

� (a, q1), (b, q2) ∈ δ(q) �� �a,b /∈ δ(q) ��	�� q1 �= q2 C��&��D

�� ��S� �	�� ���� 
� 
���*��� ������� ����� 
� A

�	� P = 〈A, S, s0, e〉 �� ��	������� ����	�	�� *�� P � A� �	� σ :
Q∃×S ×H → Q∀×S ���� �� -	���	� 
!8��	�� hist : H ×Q×S → H $ ���
������%� %�%����� 
��� �� ?�� G(A, P )� �� ���	�� ��������� ��� ����7
��%� %�%����� 
��� G(A) σ′ : Q∃ × H ′ → Q∀ × Λ × ΠA ���� �� -	��7
�	� 
!8��	�� hist′ : H ′ × (V0 ∪ V1) → H ′ 	Q H ′ = Q × S × H � �	�
(q, s, h) ∈ Q∃ × S × H ��� *�� σ(q, s, h) ��� 
� � �� �%��� � (q1, s)� 0�	��
σ′(q, (q, s, h)) ��� 
� � �� �%��� � (q1, λ(s), ΠP (s)) C�	� 
� ��	� �����D ��
hist′((q, s, h), (q1, λ(s), ΠP (s))) = (q1, s, h1) 	Q h1 = hist(h, (q, s))� �� ����
� � � � ��� ��=�� 
���� (q1, λ(s), ΠP (s)) ���� q2 
��� G(A)$ ��	�� � �6���
a /∈ NP (s) ��� *�� (a, q2) ∈ δ(q1, λ(s))� ��	�� hist′((q1, s, h1), q2) = (q2, s2, h2)
���� s2 = e(s, a) �� h2 = hist(h1, (q2, s2)) Chist′ ��� (�� 
� �� %�T�� � ��
��	����� ��&��D�

�	�� �!��=�� 
���� (q1, λ(s), ΠP (s)) ���� �!8��	�� (q1, s, h1) ���� q2 ����
�!8��	�� (q2, s2, h2) 
��� G(A) �	�����	�
 � �!��=�� 
���� (q1, s) ���� �!8�7
�	�� h1 ���� (q2, s2) ���� �!8��	�� h2 
��� �� ?�� G(A, P )�

5����	*������$ ����	�	�� *�!� �6��� ��� ������%� %�%����� σ′ : Q∃ ×
H ′ → Q∀ × Λ × ΠA ���� �� -	���	� 
!8��	�� hist′ : H ′ × (V0 ∪ V1) → H ′

�� �!8��	�� ����� h′
0 
��� �� ?�� G(A)� �	� P = 〈A, S, s0, e, λ〉 �� ��	������


� � �	��� ��� )
Y s0 = (q0, h

′
0)

Y S = {(q, h′) ∈ Q∃ × H ′ : σ′(q, h′) ��� 
� �}
Y λ(q, h′) = E � σ′(q, h′) = (q1, E, π)



&+ ��-	����	� �������� ��� ��� ����������

Y �	� (q, h′) ∈ Q∃ × H ′ ���� σ′(q, h′) = (q1, E, π) ��
π = {N, L, A1, A2, . . . , Ap}�
Y DP (q, h′) = {a ∈ A : a /∈ N}
Y e((q, h′), a) = (q, h′) � a ∈ L
Y e((q, h′), a) = (q2, h2) � � �6��� i ��� *�� a ∈ Ai$ (a, q2) ∈ δ(q1, λ(q, h′))
�� h2 = hist′(h1, (q1, E, π))�

C2� -�� *�� A �	� �	����� �	�� ������ *�� ��� ������	�� 
� P �	�� (��

� ����D �	� σ : Q∃ × (Q∃ × H ′) → Q∀ ��� ������%� 
��� �� ?�� G(A, P )
����� *�� σ(q, (q, h′)) ��� 
� �� �� �%��� � q1 � σ′(q, h′) ��� 
� � �� �%��� �
(q1, E, π)� :� ���� ������� ��� �� *�� σ ��� %�%������ �

��' ������(����� �� �������� ��������	�

<	�� -	����	�� �� ��	(���� 
� �	������ ��	���
�� ���� ���������� �	(7
�����(��� �� �
������(���$ �	�� )$$0�$ �	��� ��� )

�	� �� ��	������ P $ �� ���	���� ����� A �� �� ���	���� ����
� B�
,6���7�7� �� �	�������� Q ��� *�� Q � B �� P × Q � A N

2� ��	(���� )$$0� ��� 
��
�(��� "!���$ �	��� �	�� �� ��� ���� 	(7
������	� �	���� 
� �� ����� ���$ �� �	���*����� 
� �!�6������ 
!�� *�	����

!���	���� ����� ��� �� ��	������ A/P �� 
� �� ���� �(��� 
�� ���	7
����� ����
�� C��� *�� �� ������� ��� ��������	� �	�� ��	� ��� �	
����

� A/P ∧ BD�

<	�� ��	�� ��	��� *�� �� ���� �(��� 
�� ���	����� ����
�� ��� 
��7

�(��� ���� ����� �����$ �	�� ��	��	�� �� �8�	���� ��'�� *� �	���� *��
����� 	�����	� 
� *�	���� �6��� ���� �	�� ��� ���	����� ����
���

,-�
���� �&�&� �	� A �� ���	���� ����
� �� P �� ��	������� �� �6���
�� ���	���� ����
� A/P ��� *�� )

Q � A/P � �� ��������� � P × Q � A�

:� ������� *�	���� 
!�� ���	���� ����
� ��� �� ��	������ �!	�����	� *�
� A �� P ���	�� �!���	���� A/P � <	�� ���	�� ��������� 
��	����� ��
�8�	���� ��'��

&!�! .�#������ �� A/P

+
	�	�
� �&�&� �	� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, r〉 �� ���	���� ����
� �
����� �� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� ��	�������



���
�(��� 
� �	������ ��������� &9

� q ∈ Q∀$ E ⊂ Λ �� s ∈ S$ 	� �	�� C(q, E, s) = C1 ∧ C2 ∧ C3 �� �	�
7
�	� 	Q )
C1 ≡ �	�� �	�� a ∈ A$ � →a ∈ δ(q, E ∪ λ(s)) ��	�� e(s, a) ��� 
� ��
C2 ≡ �	�� �	�� a, b ∈ A$ � �a,b∈ δ(q, E ∪ λ(s)) �� e(s, a) �� e(s, b) �	��

� ��$ ��	�� e(s, a) = e(s, b)
C3 ≡ �	�� �	�� a ∈ A$ �a ∈ δ(q, E ∪ λ(s)) �� e(s, a) ��� 
� �$ ��	��
e(s, a) = s�

� q ∈ Q∃$ E ⊂ Λ �� s ∈ S$ 	� �	�� D(q, E, s) = D1 ∨ D2 ∨ D3 ∨ D4 ∨
D5 ∨ D6 ∨ D7 �� �	�
�	� 	Q )
D1 ≡ � �6��� a ∈ A ��� *�� e(s, a) �!��� ��� 
� � �� �a∈ δ(q, E ∪ λ(s))�
D2 ≡ � �6��� a ∈ A ��� *�� e(s, a) �!��� ��� 
� � �� �a,b∈ δ(q, E ∪ λ(s))�
D3 ≡ � �6��� a ∈ A ��� *�� e(s, a) �!��� ��� 
� � �� ��a,b∈ δ(q, E ∪ λ(s))�
D4 ≡ � �6��� a, b ∈ A ��� *�� e(s, a) �� e(s, b) �	�� 
� �� ��� ��� �%��6
�� ��a,b∈ δ(q, E ∪ λ(s))�
D5 ≡ � �6��� a ∈ A ��� *�� e(s, a) �!��� ��� 
� � �� �a∈ δ(q, E ∪ λ(s))�
D6 ≡ � �6��� a ∈ A ��� *�� e(s, a) �!��� ��� 
� � �� ��a∈ δ(q, E ∪ λ(s))�
D7 ≡ � �6��� a ∈ A ��� *�� e(s, a) ��� 
� � ��� ��� �%��� � s ��
��a∈ δ(q, E ∪ λ(s))�

�����	�
� �&�&� �	� A/P = 〈A, Λ, Q/, Q
∃
/, Q

∀
/ , (q0, s0), δ/, r/〉 �!���	����

����
� 
� � �	��� ��� )
Y Q∃

/ = Q∃ × S ∪ {q⊥} �� Q∀
/ = Q∀ × S ∪ {q
}�

Y �	�� �	�� q ∈ Q �� s ∈ S$ r/(q, s) = r(q) �� r/(q⊥) = r/(q
) = 0
Y �	�� �	�� E ⊂ Λ$ 	� � δ(q⊥, E) = δ(q
, E) = ∅
Y � E ⊂ Λ$ (q, s) ∈ Q∃

/ �� D(q, E, s) ��� ���$ ��	�� δ((q, s), E) =

{(ε, q
)}�
Y � E ⊂ Λ$ (q, s) ∈ Q∀

/ �� C(q, E, s) ��� -��6$ ��	�� δ((q, s), E) =

{(ε, q⊥)}�
Y � E ⊂ Λ$ (q, s) ∈ Q∃

/ �� D(q, E, s) ��� -��6$ 	� (q, s) ∈ Q∀
/ �� C(q, E, s)

��� ���$ ��	�� δ/((q, s), E) �	����� )
Y →a � →a∈ δ(q, E ∪ λ(s)) �� e(s, a) ��� 
� ��
Y �a � �a∈ δ(q, E ∪ λ(s)) �� e(s, a) ��� 
� ��
Y �a,b � �a,b∈ δ(q, E ∪ λ(s)) �� e(s, a) �� e(s, b) �	�� 
� �� �� �%��6�
Y ��a,b � ��a,b∈ δ(q, E ∪ λ(s)) �� e(s, a) �� e(s, b) �	�� 
� �� �� �%��6�
Y �a � �a∈ δ(q, E ∪ λ(s)) �� e(s, a) ��� 
� � �� �%��� � s�
Y ��a � ��a∈ δ(q, E ∪ λ(s)) �� e(s, a) ��� 
� � �� �%��� � s�
Y (a, (q1, s1)) � (a, q1) ∈ δ(q, E ∪ λ(s)) �� e(s, a) = s1�
Y (ε, (q1, s)) � (ε, q1) ∈ δ(q, E ∪ λ(s))�



'� ��-	����	� �������� ��� ��� ����������

&!�!� -����� / '� Q � A/P ���� P × Q � A
�	� Q = 〈A, Λ, S ′, s′0, e

′, λ′〉 �� ��	�������

�	� σ/ : Q∃ × S × S ′ → Q∀ × S × S ′ ��� ������%� �	��	������ %�%�����

��� �� ?�� G(A/P, Q)� <	�� �����	�� ���� *�� � � �6��� ��� ��=�� 
�7
��� ((q, s), s′) ���� q ∈ Q∃ ���� ((q
, s), s′) 	� ���� �$ ��	�� σ/((q, s), s

′) ���
�%��� � ((q
, s), s′) 	� � �� <	�� ���	�� ��������� ��	���� *�!� �6��� ���
������%� %�%����� σ 
��� �� ?�� G(A, P × Q)�

:(����	�� *�� � � �6��� ��� ��=�� 
���� ((q, s), s′) ���� (q
, s′) 
���
G(A/P, Q)$ ��	�� D(q, λ′(s′), s) ��� ��� �� � � � ��� ��=�� 
���� (q, (s, s′))
���� � 
��� G(A, P ×Q)� ����	�	�� *�!� � � ��=�� 
���� ((q, s), s′) ���� �

��� G(A/P, Q) �� *�� σ/((q, s), s

′) ��� 
� �� 0�	�� D(q, λ′(s′), s) ��� -��6
�� 	� � �!�� 
�� ��� ������� )

Y �	� →a∈ δ/((q, s), λ
′(s′)) �� e′(s′, a) ��� 
� �� �	�� →a∈ δ(q, λ(s) ∪

λ′(s′)) �� e(s, a) ��� 
� ��
Y �	��a∈ δ/((q, s), λ

′(s′)) �� e′(s′, a) �!��� ��� 
� �� �	�� �a∈ δ(q, λ(s)∪
λ′(s′)) �� e(s, a) ��� 
� ��

Y �	� �a,b∈ δ/((q, s), λ
′(s′)) �� e′(s′, a) 	� e′(s′, b) �!��� ��� 
� �� �	��

�a,b∈ δ(q, λ(s) ∪ λ′(s′))�
Y �	� �a,b∈ δ/((q, s), λ

′(s′)) �� e′(s′, a) �� e′(s′, b) �	�� 
� �� �� �%��6�
�	�� �a,b∈ δ(q, λ(s) ∪ λ′(s′)) �� e(s, a) �� e(s, b) �	�� 
� �� �� �%��6�

Y �	� ��a,b∈ δ/((q, s), λ
′(s′)) �� e′(s′, a) 	� e′(s′, b) �!��� ��� 
� �� �	��

��a,b∈ δ(q, λ(s) ∪ λ′(s′))�
Y �	� ��a,b∈ δ/((q, s), λ

′(s′)) �� e′(s′, a) �� e′(s′, b) �	�� 
� �� ��� ���
�%��6� 0�	�� �a,b∈ δ(q, λ(s) ∪ λ′(s′))�

Y �	��a∈ δ/((q, s), λ
′(s′)) �� e′(s′, a) �!��� ��� 
� �� �	�� �a∈ δ(q, λ(s)∪

λ′(s′))�
Y �	� �a∈ δ/((q, s), λ

′(s′)) �� e′(s′, a) = s′� �	�� �a∈ δ(q, λ(s) ∪ λ′(s′))
�� e(s, a) = s�

Y �	���a∈ δ/((q, s), λ
′(s′)) �� e′(s′, a) �!��� ��� 
� �� �	�� ��a∈ δ(q, λ(s)∪

λ′(s′))�
Y �	� ��a∈ δ/((q, s), λ

′(s′)) �� e′(s′, a) �= s′� �	�� ��a∈ δ(q, λ(s) ∪ λ′(s′))�
���� �	�� ��� ���$ 	� � ��� ��=�� 
���� (q, (s, s′)) ���� � 
��� G(A, P ×
Q)� �	�� �� ������%� σ 
��� G(A, P × Q) ��� 
���*�� � σ/ �6����� �
σ/((q, s), s

′) = ((q
, s), s′) ��	�� σ(q, (s, s′)) = ��
����	�	�� *�!� �6��� ��� ��=�� 
���� (q, (s, s′)) ���� q ∈ Q∀ ����

(q1, (s1, s
′
1)) 
��� G(A, P × Q) ��� *�� ((q, s), s′) ��� ������(�� ��� σ/ 
���

G(A/P, Q)� C(q, λ′(s′), s) 
	� =��� ��� ��� ���������$ � � � ��� ��=�� 
����
((q, s), s′) ���� �� �	��	� ���
���� (q⊥, s′) 
��� G(A/P, Q)� 0�� � � � 
��6
��� W �	� (a, q1) ∈ δ(q, λ(s) ∪ λ′(s′)) �� e(s, a) = s1 �� e′(s′, a) = s′1 	� �	�



���
�(��� 
� �	������ ��������� '�

(ε, q1) ∈ δ(q, λ(s) ∪ λ′(s′)) �� s = s1 �� s′ = s′1� 3�� 
��� ��� 
��6 ���$ �
� � ��� ��=�� 
���� ((q, s), s′) ���� ((q1, s1), s

′
1) 
��� G(A/P, Q)� �� ����� �

��� �� *�!� �!� � ��� 
!��=��� 
���� (q, (s, s′)) ���� q ∈ Q∀ ���� ⊥ 
���
G(A, P × Q)�

Y � →a∈ δ(q, λ(s) ∪ λ′(s′)) ��	�� e(s, a) ��� 
� � � ����� 
� �� �����
C1 
� �� �	�
�	� C(q, λ′(s′), s)� �	�� →a∈ δ/((q, s), λ

′(s′)) �� ��	��
e′(s′, a) 
	� =��� 
� � ��� ((q, s), s′) ��� ��� �	��	� %�%����� 
���
G(A/P, Q)�

Y ����	�	�� *�� �a∈ δ(q, λ(s)∪λ′(s′))� � e(s, a) �!��� ��� 
� � ��	�� e×
e′((s, s′), a) �!��� ��� 
� ��� � e(s, a) ��� 
� � ��	���a∈ δ/((q, s), λ

′(s′))�
���*�� ((q, s), s′) ��� ��� �	��	� %�%����� 
��� G(A/P, Q)$ e′(s′, a)

	� =��� 
� ��

Y ����	�	�� *�� �a,b∈ δ(q, λ(s)∪λ′(s′))� �	� e(s, a) 	� e(s, a) �� �	�� ���

� �$ �	� �� �	�� 
� �� �� �� ����� C2 
� �� �	�
�	� C(q, λ′(s′), s)
���*�� *�!�� �	�� �%��6� 
��� �� 
����� ���$ �a,b∈ δ/((q, s), λ

′(s′))�
���*�� ((q, s), s′) ��� ��� �	��	� %�%����� 
��� G(A/P, Q)$ � e′(s′, a)
�� e′(s′, b) �	�� 
� ��$ ��	�� �� 
	���� =��� �%��6�

Y ����	�	�� *�� ��a,b∈ δ(q, λ(s)∪ λ′(s′))� � e(s, a) �� e(s, b) �	�� 
� ��
�� �%��6$ ��	�� ��a,b∈ δ((q, s), λ′(s′))� �	�� � e′(s′, a) �� e′(s′, b) �	��

� ��$ ��	�� �� �	�� �%��6�

Y ����	�	�� *�� �a∈ δ(q, λ(s)∪λ′(s′))� �	� e(s, a) �!��� ��� 
� � 	� �	�
e(s, a) ��� 
� � �� �� ����� C3 
� �� �	�
�	� C(q, λ′(s′), s) ���*��
*�� e(s, a) = s� ���� �� 
����� ���$ �a∈ δ/((q, s), λ

′(s′))� ���*��
((q, s), s′) ��� ��� �	��	� %�%����� 
��� G(A/P, Q)$ � e′(s′, a) ���

� � ��	�� e′(s′, a) = s�

Y ����	�	�� *�� ��a∈ δ(q, λ(s) ∪ λ′(s′))� � e(s, a) ��� 
� � �� �%��� � s$
��	�� ��a∈ δ/((q, s), λ

′(s′))� �	�� � e′(s′, a) ��� 
� �$ ��	�� e′(s′, a) �= s�
�

&!�!& -����� / '� P × Q � A ���� Q � A/P

�	� σ : Q∃ × S × S ′ → Q∀ × S × S ′ ��� ������%� %�%����� �	��	������

��� �� ?�� G(A, P ×Q)� <	�� �����	�� ���� *�� � � � � ��� ��=�� 
����
(q, (s, s′)) ���� q ∈ Q∃ ���� �$ ��	�� σ(q, (s, s′)) ��� �%��� � ��

<	�� ���	�� ��������� ��	���� *�!� �6��� ��� ������%� %�%����� σ/


��� �� ?�� G(A/P, Q)� ����	�	�� *�� � � � ��� ��=�� 
���� (q, (s, s′)) ����
q ∈ Q∃ ���� � 
��� G(A, P × Q)� 0�	�� 	� ���� ��	���� *�� �	� � � � ���
��=�� 
���� ((q, s), s′) ���� � 	� �	� � � � ��=�� 
���� ((q, s), s′) ���� (q
, s′)

��� G(A/P, Q)� 0��$ �	�� 
� ���	�� σ/ �	��� ����� �%��� � σ �6����� �
� � � ��� ��=�� 
���� ((q, s), s′) ���� (q
, s′) ��	�� σ/((q, s), s

′) = ((q
, s), s′)�
����	�	�� *�!� � � ��� ��=�� 
���� ((q, s), s′) ���� q ∈ Q∀ ���� ((q1, s1), s

′
1)



'� ��-	����	� �������� ��� ��� ����������


��� G(A/P, Q) ��� *�� (q, (s, s′)) ��� ������(�� ��� σ 
��� G(A, P × Q)�
D(q, λ′(s′), s) 
	� =��� -��6 ��� ��������� � � � ��� ��=�� 
���� (q, (s, s′))
���� �� �	��	� ���
���� ⊥ 
��� G(A, P × Q)� 0��$ � � � 
��6 ���� �	�
(a, (q1, s1)) ∈ δ/((q, s), λ

′(s′)) �� e′(s′, a) = s′1 �� ��	�� (a, q1) ∈ δ(q) ��
e(s, a) = s1� :� �	� (ε, (q1, s)) ∈ δ/((q, s), λ

′(s′)) �� s = s1$ s′ = s′1 ��
��	�� (ε, q1) ∈ δ(q, λ′(s′) ∪ λ(s))) ���� ��� 
��6 ���$ � � � ��� ��=�� 
����
(q, (s, s′)) ���� (q1, (s1, s

′
1)) 
��� G(A, P × Q)�

�� ����� � ��� �� *�!� �!� � ��� 
!��=��� 
���� ((q, s), s′) ���� q ∈ Q∀

���� ⊥ 	� ���� (q⊥, s′) 
��� G(A/P, Q)�
Y � →a∈ δ/((q, s), λ

′(s′)) ��	�� →a∈ δ(q, λ′(s′) ∪ λ(s))) �� e(s, a) ��� 
�7
 �� �	�� �� ����� C1 
� �� �	�
�	� C(q, λ′(s′), s) ��� ���� ���*��
(q, (s, s′)) ��� ��� �	��	� %�%����� 
��� G(A, P × Q)$ e′(s′, a) 
	�
=��� 
� ��

Y � �a∈ δ/((q, s), λ
′(s′)) ��	�� e(s, a) ��� 
� � �� �a∈ δ(q, λ′(s′)∪λ(s)))$


	�� e′(s′, a) �!��� ��� 
� ��
Y ����	�	�� *�� �a,b∈ δ/((q, s), λ

′(s′))� 0�	�� �a,b∈ δ(q, λ′(s′) ∪ λ(s))$
e(s, a) �� e(s, b) �	�� 
� �� �� �%��6� �	�� �� ����� C2 
� �� �	�
�	�
C(q, λ′(s′), s) ��� ���� ���*�� (q, (s, s′)) ��� ��� �	��	� %�%����� 
���
G(A, P × Q)$ � e′(s′, a) �� e′(s′, b) �	�� 
� ��$ ��	�� �� �	�� �%��6�

Y ����	�	�� *�� ��a,b∈ δ/((q, s), λ
′(s′))� 0�	�� e(s, a) �� e(s, b) �	�� 
� ��

�� �%��6 �� ��a,b∈ δ(q, λ′(s′) ∪ λ(s))� �	�� � e′(s′, a) �� e′(s′, b) �	��

� ��$ �� �� �	�� ��� �%��6�

Y ����	�	�� *�� �a∈ δ/((q, s), λ
′(s′)) ��	�� �a∈ δ(q, λ′(s′) ∪ λ(s)) ��

e(s, a) = s� �	�� �� ����� C3 
� �� �	�
�	� C(q, λ′(s′), s) ��� ����
���*�� (q, (s, s′)) ��� ��� �	��	� %�%����� 
��� G(A, P × Q)$ �
e′(s′, a) ��� 
� �$ ��	�� � ��� �%��� � s�

Y ����	�	�� ��a∈ δ/((q, s), λ
′(s′))� 0�	�� e(s, a) = s �� ��a∈ δ(q, λ′(s′) ∪

λ(s)))� �	�� � e′(s′, a) ��� 
� � ��	�� e′(s′, a) �= s�
Y ���*�� ��� ������ C1$ C2 �� C3 
� �� �	�
�	� C(q, λ′(s′), s) �	�� ����$

C(q, λ′(s′), s) ��� ��� �� 
	�� � �!� � ��� 
!��=�� 
���� ((q, s), s′) ����
(q⊥, s′) 
��� G(A/P, Q) �

�

��, "�������	�� ��	 ��������	 	�����	 �� ����1
��	

3=�� � �� 
� ��	� 
!�� ���	���� ����
� ��� ���� %������� *�� �����

!�� ���	���� �����$ 	� ���� �� 
����
�� � ����� �6����	� ������ �	��
������ 
� 
� �� 
�� -������ 
� ��	������ 
M��������



"	������	� 
�� ���	����� ������ �� ����
�� '�

2�� ���	����� ����
�� ���������� �M��������� 
� 
� �� 
�� -������

� ��	������ *� �� �	�� ��� 
� ����(��� ��� 
�� ���	����� ������� ,�
�M�� ��� ���	����� ������ 
� ������ 
�� ������� 
� �	
���� ��������� ���
(������	� C�	� 
� ��	� ����� �� ����� ��&���D ��	�� *�� �� �!��� ��� ��
��� 
�� ���	����� ����
�� �	��� �� �	���� �� ����� ������

�����	�
� �&�&� �	� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� P ′ = 〈A, Λ, S ′, s′0, e
′, λ′〉 
��6

��	������� :� 
� *�� P ��� ��
	� ���	
 *�� P ′ �� �!	� �	�� P ≤d P ′$ �
P ≤ P ′ C�	� �� ��	� �����D ��$ �	�� �	�� ���� (s, s′) 
� ��	
�� P × P ′$
��� ��	������ �������� �	�� ��� ��� )

Y � e(s, a) ��� 
� � �� �%��� � s$ ��	�� e′(s′, a) = s′�
Y � e(s, a) �� e(s, b) �	�� 
� �� �� �%��6$ ��	�� e′(s′, a) = e′(s′, b)�
Y λP (s) ⊇ λP ′(s′)

:� �	�� P =d P ′ *���
 P ≤d P ′ �� P ′ ≤d P �

*���� �&�&� �	� P �� P ′ 
��6 ��	������ ���� *�� P =d P ′ �� A �� ���	7
���� ����
�� 0�	�� P � A � �� ��������� � P ′ � A�

)�����  2� �����	� P ≤d P ′ 
����� �7
�����$ ������ *�� ��� �	��	���7
����� 
� P �	�� ����� 
��� ���6 
� P ′ �� *�� ��� ���������� �	(�����(���
�	�� P �	�� �	(�����(��� �	�� P ′ ��$ 
� �=��$ ��� ���������� �
������(���
�	�� P �	�� �
������(��� �	�� P ′� 2� ��	����� λP (s) = λP ′(s′) �	�� ������
*�� �� ��	������ P ′ � ��� �=��� ��	������ �	����� *�� P � :� ���� ��	�� ���7
 �� *�� P =d P ′ ���*�� *�� P �� P ′ �	�� 
�� �	
���� 
�� �=��� ���	�����
����
��� �

'����(�� �&�&� "����
���$ �=�� � ��� -������ 
� ��	������ ���� ���
��� ��� ���	����� ������ �� ����
�� �	�� 
M�������$ ��� -������ �	�� ����7
=��� 
���*��� � (������	� ����� 2� ��	�	��	� ������� �!�S��� �	�� ���
���	����� ����
�� 
��� AUTO(A, Λ, ��, ��) C�	� �	���	� �����D�

)�
�
��	�
� �&�& �	� A ∈ AUTO(A, Λ, ��, ��) �� P �� ��	������� 0�	��
� �6��� �� ���	���� ����� B ��� *�� P � B � �� ��������� � � �6��� Q
(������ � P ��� *�� Q � A�

)�����  �	� A ∈ AUTO(A, Λ, ��, ��) �� Ã �!���	���� ����� 
���*�� �
A �6����� �� -�� *�!	� � ������ �	���� ��� ������	�� 
��� A × {��} �� 
���
A × A × {��}� P � Ã � �� ��������� � � �6��� Q (������ � P ��� *��
Q � A�

:� �$ ��
�����$ Q � A ���*�� Q � Ã� �	��$ � P ��� (������
� Q$ ��	�� P � Ã� 5����	*������$ ����	�	�� *�� P � Ã ���� P =
〈A, Λ, S, s0, e, λ〉� �	� Q = 〈A, Λ, S ′, s0, e

′, λ′〉 ���� )



'� ��-	����	� �������� ��� ��� ����������

Y S ′ = (S ∪ {Ls : s ∈ S} × A) ∪ {s0}
Y λ′(s0) = λ(s0)
Y �	�� �	�� s ∈ A �� a ∈ A 	� � λ′(s, a) = λ′(Ls, a) = λ(s)
Y DQ(s0) = DP (s0)
Y �	�� �	�� s ∈ A �� a ∈ A 	� � DQ(s, a) = DQ(Ls, a) = DP (s)
Y �	�� �	�� a ∈ DP (s0)$ 	� � )

e′(s0, a) =

{
(Ls0 , a) � e(s0, a) = s0

(e(s0, a), a) � e(s0, a) �= s0

Y �	�� �	�� s ∈ S �� a, b ∈ DP (s))$ 	� � e′((Ls, a), b) = (e(s, b), b)
Y �	�� �	�� s ∈ S �� a, b ∈ DP (s)$ 	� � )

e′((s, a), b) =

{
(Ls, b) � a = b �� e(s, b) = s
(e(s, b), b) ��	�

:� ���� ��� �� *�� Q ��� (������ � P �� *�� Q � A� �

2� ��	�	��	� ����� �� ���� =��� ����
�� ��6 ���	����� 
��� AUTO(A, Λ, �
) 	� 
��� AUTO(A, Λ, � ) �	��� �� �	���� �� ��	�	��	� ����&�

)�
�
��	�
� �&�&! �� �6��� 
�� ���	����� A ∈ AUTO(A, Λ, �) �� B ∈
AUTO(A, Λ, � ) ��� *�� ��� �����(��� {P : � �6��� Q � A ��� *�� P =b Q}
�� {P : � �6��� Q � B ��� *�� P =b Q} �� �	�� ��� 
� ����(��� ��� 
��
���	����� �������

)�����  "!��� �� �	���*����� 
� ��������� *�� �	�� ��	����	�� ���������7
���� ��6 ������ &�� �� &���

/	�� 
!�(	�
$ 	� ���� ��� �� *�� � 
��6 ��	������ R �� R′ �	�� (��7
�����$ ��	��$ �	�� �	�� ��	������ R′′$ R×R′′ �� R′×R′′ �	�� (�������� �	�
P �� ��	������$ A ∈ AUTO(A, Λ) �� B1,B2 ∈ AUTO(A, Λ, �)� ����	�	��
*�!� �6��� 
�� ���	����� ������ BS

i ∈ AUTO(A, Λ)$ i = 1, 2$ ��� *�� )

Mod(BS
i ) = {Q′ : � �6��� Q � Bi ��� *�� Q =b Q′}

� � �6��� Qi � Bi ��� *�� P × Q1 × Q2 � A ��	��$ ��
�����$ Qi � BS
i �

5����	*������$ ����	�	�� ��������� *�!� �6��� Q′
i � BS

i ��� *�� P ×
Q′

1 ×Q′
2 � A� 0�	�� � �6��� Qi � BS

i ��� *�� Qi �� Q′
i �	�� (�������� �	��

P × Q1 × Q2 � A� 2� ��� 	Q B1 ∈ AUTO(A, Λ, � ) ��� �������
<	�� ��	����	�� ��� �� ����$ *�� �� ��	(���� 
� ��	���� 
�� �	���������

Qi � Bi ��� *�� P × Q1 × Q2 � A C��� �� ��	(���� 
� �	������ 
����������D
��� ���
���� � Bi ∈ AUTO(A, Λ) C�	� ����	� '��D �� 
	���
���� � Bi ∈
AUTO(A, Λ, �) C�	� ����� &��D 	� � Bi ∈ AUTO(A, Λ, � ) C�	� ����� &��D�



��	������ 
�� ���	����� ����
�� '&

:� �	�� ���	�� 
� ��	���� *��$ � �� ��	�	��	� ����& ���� -�����$ �� ��	(����

� �	������ 
���������� ���� Bi ∈ AUTO(A, Λ, �) 	� Bi ∈ AUTO(A, Λ, � )
�� 
�
���� �� ��	(���� 	Q Bi ��� �	�� 
�� ���	����� �������

�	��$ � �� ��	�	��	� ����& ���� -����� �� ��	(���� 
� �	������ 
����7
������ �	�� ��� ���	����� ������ ����� �
��
�(��� "	����
��	�� �

��. ���������	 ��	 ��������	 ������	

���� ����� ����� �	�� �������	�� �������� ��	������ 
�� ���	�����
����
�� *� ������� =��� ���� �	��� 
�� �6����	�� 
� ��������� �	�� ���
���	����� ������ �� *� �	�� ���	�� ����� 
��� ��� �8������ ����������

&!�! *���
��� ������ �� ��������� ������

�����	�
� �&"&� �	� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
�
��� *��$ �	�� �	�� q ∈ Q �� �	�� �	�� E, E ′ ⊂ Λ$ δ(q, E) = δ(q, E ′)� :� 
�
��	�� *��A ��� ���� ��	������ �	����� �� 	� �	��A = 〈A, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉
���� )

δ : Q → P
((

(A∪ {ε})×Q
)∪ (

A×{→ , � , � , ��})∪ (
A×A× {� , ��}))

���� ����� �����$ �	�� �������	�� �� �	��� 
!
��� �� ��� -������ 
�
��	������ ��� �!���8�(�� A 
� ��� ��� 
�� ���	����� ����
��$ � 
�� -������

� ��	������ ��� �������� A ∪ Λ 
� ��� ��� 
�� ���	����� ����
�� ��	�
�����
���� ������

�����	�
� �&"&� �	� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� ��	������ ��� �!���8�(�� A�
:� �	�� PΛ �� ��	������ 〈A ∪ Λ, S ∪ Λ, s0, eΛ〉 ��� �!���8�(�� A ∪ Λ ����
eΛ : (S ∪ Λ) × (A ∪ Λ) → S ∪ Λ ��$ �	�� �	�� s ∈ S$ a ∈ A �� l ∈ Λ$

Y eΛ(s, a) ��� 
� � �� �%��� � e(s, a) � e(s, a) ��� 
� ��
Y eΛ(s, l) ��� 
� � �� �%��� � l � l /∈ λ(s)
Y DPΛ

(l) = ∅ C�	� �� ��	� �����D

2�  %��� ��� ������� �� 
� ��	� ��+�� ���� Λ = {p1, p2}�
)�
�
��	�
� �&"&� �	� P, Q ∈ PROC(A, Λ) C�	� �� ��	� �����D� 0�	��

PΛ × QΛ = (P × Q)Λ

)�����  �	� (s, s′) �� ���� 
� P ×Q� :� � D(P×Q)Λ(s, s′) = D(P×Q)(s, s
′)∪

(Λ−λP×Q(s, s′)) = (DP (s)∩DQ(s′))∪ (Λ− (λP (s)∪λQ(s′)) = (DP (s)∪ (Λ−
λP (s))) ∩ (DQ(s′) ∪ (Λ − λQ(s′))) = DPΛ

(s) ∩ DQΛ
(s′) �



'' ��-	����	� �������� ��� ��� ����������

a

b
d

c

b

s0

s1
s2

p1
p2

a

b
d

{p1, p2}

c

{p2}
b

s0

s1
s2

��������� P ��������� PΛ

p2
p1

p1

���� ��� Y

�����	�
� �&"& �	� Q �� ��	������ ��� �!���8�(�� A ∪ Λ ���� ��	�����
�	����$ �!��� � 
�� Q ∈ PROC(A ∪ Λ, ∅) C�	� �� ��	� �����D� :� 
� *��
Q ��� 2Λ���
����� �!� �6��� �� ��	������ P ∈ PROC(A, Λ) ��� *�� PΛ = Q�

�����	�
� �&"&! �	� LABELΛ = 〈A ∪ Λ, Q, ∅, {q0, q∅}, q0, δ, Q
ω〉 �!���	7

���� ����� ���� ��	����� �	���� ��� *�� )

δ(q0) = {(a, q0) : a ∈ A} ∪ {(l, q∅) : l ∈ Λ} �� δ(q∅) = {�x : x ∈ A ∪ Λ}

*���� �&"&� �	� Q ∈ PROC(A∪Λ, ∅) �� ��	������� Q ��� 2Λ7��*���� �
�� ��������� � Q � LABELΛ�

�����	�
� �&"&� �	� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
��
�	� AΛ = 〈A ∪ Λ, ∅, QΛ, QΛ

∃, QΛ
∀, q0, δΛ, AccΛ〉 �!���	���� ���� ��	�����

�	���� ���� )
Y Q∃

Λ = Q ∪ (Q∃ × Λ)
Y Q∀

Λ = (Q∀ × Λ) ∪ {T E
q : q ∈ Q∃ �� E ⊆ Λ} ∪ {q∅}

Y �	�� �	�� q ∈ Q �� E ∈ 2Λ 	� � )

δΛ(q) = {(ε, T E
q ) : E ⊆ Λ}

δΛ(T E
q ) = {→l, (l, q∅) : l ∈ Λ − E} ∪ {�l: l ∈ E} ∪ {(ε, (q, E))}

δΛ(q, E) = δ(q, E)

Y δΛ(q∅) = {�x : x ∈ A ∪ Λ}
Y AccΛ ��� �!�����(�� 
�� ����� 
� �� -	��� q0αq1α · · · 	Q α ∈ (QΛ−Q)∗

��� *�� q0q1 · · · ��������� � Acc�

*���� �&"&" �	� Q ∈ PROC(A∪ Λ, ∅) �� ��	������� Q � AΛ � �� �����7
���� � � �6��� �� ��	������ P ∈ PROC(A, Λ) ��� *�� P � A �� PΛ = Q�



��	������ 
�� ���	����� ����
�� '�

)�����  �	� Q = 〈A ∪ Λ, S, s0, e〉 �� ��	������ ��� *�� Q � AΛ �� σΛ ���
������%� %�%����� 
��� G(AΛ, Q)�

�	� (q, s) ��� �	��	� 
� ?�� G(A, P ) ���� q ∈ Q∃� �	� P �� ��	������
〈A, Λ, S, s0, eP , λP 〉 ��� *��$ �	�� �	�� s ∈ S$ DP (s) = DQ(s) ∩ A �� �	��
�	�� a ∈ A$ eP (s, a) = e(s, a) �� λP (s) = Λ − (DQ(s) ∩ Λ)�

"	������	�� ��� ������%� %�%����� σ 
��� G(A, P )� �	� (q, s) ��� �	�7
�	� 
� ?�� G(A, P ) ���� q ∈ Q∃� ���� �� ?�� G(AΛ, Q)$ �	�� *�!��� �	��	�

� �� -	��� (T E

q , s) �	� %�%�����$ � ��� ��������� *�� DQ(s) ∩ Λ = Λ − E
�� *�� �	�� �	�� l ∈ Λ − E$ DQ(e(s, l)) = ∅� �	��$ � ��� ��������� *��
λP (s) = Λ − (DQ(s) ∩ Λ) = Λ − (Λ − E) = E� �	�� � σΛ(q, s) = (T E

q , s)
�� σΛ((q, E), s) = (q′, s′) 	� 
� �� σ(q, s) = (q′, s′)� :� ���� ��	�� ���7
 �� *�!��� ��=�� 
� (q, s) � (q′, s′) �	����(�� ���� σ 
��� G(A, P )$ �	����7
�	�
 � �� ���� �	����� (q, s), (T E

q , s), (q, E, s), (q′, s′) 
��� G(AΛ, Q) ����
λP (s) = E�

5����	*������$ �	� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� ��	������ ��� *�� P �
A� :� -�� �	�����	�
�� � �!��=�� 
� (q, s) � (q′, s′) 
��� G(A, P )$ �� ����
�	����� (q, s), (T

λ(s)
q , s), ((q, λ(s)), s), (q′, s′) 
��� G(AΛ, PΛ)� :� ���� ��	��

��� �� *�� PΛ � AΛ �

&!�!� *���� �������� �� ����
��� ������

�����	�
� �&"&# �	� A = 〈A, λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
�
�	�
���������� :� 
� *�� A ��� ����
�� � �	�� �	�� q ∈ Q∀ �� �	�� E ⊆ Λ
	� � )

Y {a :→a∈ δ(q, E)} ∪ {a :�a∈ δ(q, E)} = A$
Y � (a, q′) ∈ δ(q, E) ��	�� →a∈ δ(q, E)�

:� 
� *�� A ��� ���������	� ����
�� � A ��� ���� � �� � �	�� �	�� q ∈ Q∀

�� �	�� E ⊆ Λ 	� � )
Y {a :�a∈ δ(q, E)} ∪ {a : ��a∈ δ(q, E)} = A$
Y {(a, b) :�a,b∈ δ(q, E)} ∪ {(a, b) :�a, �b∈ δ(q, E)} ∪ {(a, b) : ��a,b∈

δ(q, E)} = A × A$
Y � �a∈ δ(q, E) ��	�� →a∈ δ(q, E)$
Y � �a,b∈ δ(q, E) ��	�� →a,→b∈ δ(q, E)$ �a /∈ δ(q, E) �� �b /∈ δ(q, E)�

�����	�
� �&"&�% �	� �� ���	���� ����
�A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉
�	�
��������� �� q ∈ Q�
:� �	�� Aq �!���	���� ����
� 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q, δ, Acc〉 
���*�� � A �67
����� �	�� �!���� ���� �8��%� �� q� :� 
� *�� A ��� ����� � �	�� �	��
q ∈ Q$ Aq � �� �	
����



'+ ��-	����	� �������� ��� ��� ����������

,-�
���� �&"&�� /	�� ���	���� ����
� �	�
��������� ��� �*������� �
�� ���	���� ����
� �	�
��������� �	�����$ �	���������� ���� � �� ���7
%���

)�����  �	� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
� �	�
�7
���������

�	� specif(A) �!���	���� 〈A, Λ, specif(Q), Q∃, Q∀×ΠA, q0, specif(δ), Acc〉
�!���	���� �	���������� ���� � 
� �� �	��� ��� C�	� �	���	� �����D�

Y �	�� �	�� q ∈ Q∃ �� �	�� E ⊆ Λ$ specif(δ)(q, E) �	����� (ε, (q′, π))
����
π = {N, A0, A1, . . . Ap} ∈ ΠA � )
Y (ε, q′) ∈ δ(q)
Y � →a∈ δ(q) ��	�� a /∈ N
Y � �a∈ δ(q) ��	�� a ∈ N
Y � �a∈ δ(q) ��	�� a ∈ L
Y � ��a∈ δ(q) ��	�� a /∈ L
Y � �a,b∈ δ(q) ��	�� � �6��� i ��� *�� a, b ∈ Ai

Y � ��a,b∈ δ(q) ��	�� �	�� �	�� i ��� *�� a, b /∈ Ai �� a, b /∈ L
Y �	�� �	�� q′ ∈ Q∀$ E ⊆ Λ �� π ∈ ΠA$ specif(δ)((q′, π), E) �	����� )
Y δ(q′)
Y →a∈ δ(q) � a /∈ N
Y �a∈ δ(q) � a ∈ N
Y �a∈ δ(q) � a ∈ L
Y ��a∈ δ(q) � a /∈ L
Y �a,b∈ δ(q) � � �6��� i ��� *�� a, b ∈ Ai

Y ��a,b∈ δ(q) � �	�� �	�� i$ a, b /∈ Ai �� a, b /∈ L
:� ���� ��	�� ��� �� *�� A �� specif(A) 	�� ��� �=��� �	
�����

�	� Q∅ �!�����(�� 
�� ����� q ��� *�� Aq �!� ��� 
� �	
���� �	� elag(A)
�!���	���� 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, elag(δ), Acc〉 
� �� �	��� ��� )

Y �	�� �	�� q ∈ Q∃ �� E ⊆ Λ$ elag(δ)(q, E) = δ(q, E) − {(ε, q) : q ∈ Q∅}
Y �	�� �	�� q ∈ Q∀ − Q∅ �� E ⊆ Λ

elag(δ)(q, E) = δ(q, E)∪{�a: {a}×Q∅∩δ(q, E) �= ∅}−{(a, q′) : q′ ∈ Q∅}

:� ���� ��� �� *�� A �� elag(A) 	�� ��� �=��� �	
�����

:� ���� ��	�� ��� �� *�� �!���	���� elague(specif(complet(A))) ��� ��
���	���� �	�����$ �	���������� ���� � �� ���%�� C�	� �� ������ 
� �� ��	7
�	��	� ����+ �	�� �� 
� ��	� 
� complet(A)D� �



��	������ 
�� ���	����� ����
�� '9

&!�!& ��
������� ��������� �(����
��� ������

�����	�
� �&"&��

Y :� 
� *�� �!�����(�� 
�� ���	����� ����
�� ��� ��� ��� �	
�	 �
�	�� �	�� ���	����� ����
�� A,B$ � �6��� �� ���	���� ����
� 
	��
�!�����(�� 
�� �	
���� ��� Mod(A) ∪ Mod(B)�

Y :� 
� *�� �!�����(�� 
�� ���	����� ����
�� ��� ��� ��� 
	�������
�	
� �	�� �	�� ���	����� ����
�� A,B$ � �6��� �� ���	���� ����
� 
	��
�!�����(�� 
�� �	
���� ��� Mod(A) ∩ Mod(B)�

Y :� 
� *�� �!�����(�� 
�� ���	����� ����
�� ��� ��� ��� �������	�
���
�	 � �	�� �	�� ���	���� ����
� A$ � �6��� �� ���	���� ����
�

	�� �!�����(�� 
�� �	
���� ��� AUTO(A, Λ) − Mod(A)�

,-�
���� �&"&�� 2!�����(�� 
�� ���	����� ����
�� ��� ��	� ��� ��	�$
��������	� �� �	����������	��

+
	�	�
� �&"&� �	�A,B 
��6 ���	����� ����
��� :� �	�� A∨B$ A∧B ��
AC 
�� ���	����� ����
�� *����	�*��� 
	�� ��� �	
���� �	�� �������������
�!��	� 
�� �	
���� 
� A �� B$ ����� ��������	� �� �� �	�������� 
� Mod(A)

��� AUTO(A, Λ)�

)����� �� 	-�
���� �&"&��  �	� A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 ��
B = 〈A, Λ, Q′, Q∃′, Q∀′, q′0, δ

′, Acc′〉 
��6 ���	����� ����
��� :� ����	�� 
�
���� *�� Q �� Q′ �	�� 
�������

�	� A∨B �!���	���� 〈A, Λ, Q∪Q′, Q∃∪Q∃′∪{p0}, Q∀∪Q∀′, p0, δ∨, Acc∪
Acc′〉 �� ���	���� ����
� ��� *�� δ∨(p0) = {(ε, q0), (ε, q

′
0)} ��

δ∨(q, E) =

{
δ(q, E) � q ∈ Q
δ′(q, E) � q ∈ Q′

�	� P �� ��	������� :� ���� ��� �� *�� P � A∨B � �� ��������� � P � A
	� P � B�

�	� A∧B �!���	���� 〈A, Λ, Q∪Q′, Q∃∪Q∃′, Q∀∪Q∀′∪{p0}, p0, δ∨, Acc∪
Acc′〉 �� ���	���� ����
� ��� *�� δ∧(p0) = {(ε, q0), (ε, q

′
0)} ��

δ∧(q, E) =

{
δ(q, E) � q ∈ Q
δ′(q, E) � q ∈ Q′

�	� P �� ��	������� :� ���� ��� �� *�� P � A∧B � �� ��������� � P � A
�� P � B� C:� ���� ��
����� 
� �� A ∧ B ��� (AC ∨ BC)C �D



�� ��-	����	� �������� ��� ��� ����������

3	���	�� ��������� *�� A ��� ��	� ��� �	����������	�� ����	�	��

!�(	�
 *��A ��� ���� �� �	�AC �!���	���� 〈A, Λ, Q, Q∃

C , Q∀
C , q0, δC , AccC〉

��� *��
Q∃

C = Q∀, Q∀
C = Q∃ �� AccC = Qω − Acc

�	�� �	�� q ∈ Q �� E ⊆ Λ$ δC(q, E) �	����� )
Y (a, q′) � (a, q′) ∈ δ(q, E)
Y →a � �a∈ δ(q, E)
Y �a � →a∈ δ(q, E)
Y �a � ��a∈ δ(q, E)
Y ��a � �a∈ δ(q, E)
Y �a,b � ��a,b∈ δ(q, E)
Y ��a,b � �a,b∈ δ(q, E)

�	� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� ��	������ ��� *�� P � A� �	� σ : Q∃ × S → Q
��� ������%� %�%����� �	��	������ 
��� �� ?�� G(A, P )� �	� σC : Q∀×S →
Q ��� ������%� 
��� �� ?�� G(AC , P )� �	� p �� �8��� �	����(�� ���� σ ��
σC C�	� 
� ��	� �����D� � p ��� � �$ ��	�� �� ������%� σC ��� ���
���� ���
p ∈ Acc ���*�� σ ��� %�%������ � p ���  �$ ��	��$ ���*�� σ ��� %�%�����$
� �6��� ��� �	��	� (q, s) ∈ Q∀ × S 
� �8��� p 
��� �� ?�� G(A, P ) ���
*�� �!��*�� ��=�� �	������ 
���� (q, s) �� ���� �� �	��$ 
!����� �� -	���	�

� ������	� δC $ � � � 
���� (q, s) ��� ��=�� ���� ⊥� �	�� P �� AC � 2�
�����	*�� �� 
��	���� 
� -�R	� 
���*�� ��� (AC)C = A� �

��4 "�����	���

2� �	������ ��������� ���� ���������� �
������(��� �� ���������� �7
	(�����(��� ��� 
	�� 
��
�(�� � ��� ���� ���	�� �	�� �6������ ��� 
��
���	����� ����
��� "	��� �!� �������� �� ����� ���$ �!�6�������� 
� ���
���	����� ��� ���� %���
� *�� ����� 
� μ7������� ��� ���������� 
� ����
��
�� �	���� ��� ���� ���	�� �����*��� 
!�-	����	� �������� C�	� F2>++$
"�OJ++GD ��� ����$ �	��� �	�� �� �	������(���$ ��� ����	�8� 
����*��

�� �	�������� 
!	(������	�� �� 
!�
������(�����

2� 
��
�(��� 
� �	������ ��������� ��� 
��	����� %�T�� � �!	�����	�

� *�	���� A/P 
!�� ���	���� ����
� A ��� �� ��	������ P �� ���� %�T��
� �!	�����	� 
!��������	� A/P ∧ B 
� 
��6 ���	����� ����
�� A/P �� B�
2� ��	(���� 
� �	������ ��� �����-	��� �� ��	(���� 
� �� ���� �(��� 
!��
���	���� A/P ∧ B 
	�� �� 
��
�(��� ��� ��	��� %�T�� � ��� �6����	� 
�
�8�	���� 
� ������	� �� 
� �� �8�	�� 
�� ?��6�

2� 
S����� ��?���� � ��� 
!���(�� �� �8�	���� 
� ������	� �	�� ���
���	����� ����
��� "� �8�	���� � 
�?� ��� ���(� �	�� �� ��� 
�� ���	�����
���� ���������� �	(�����(��� CK�		� ���	����LD 
��� F0J>��G�



"	�����	� ��

2� ����� 
� �!���	���� A/P ∧B C�	� �	�(�� 
!�����D$ �	�� |A/P ∧B|$ ���
|A|·|P |+|B| 	Q |P | ��� ���� �� �	�(�� 
!����� 
� P � 2!���	���� *�	����A/P
�������� 
��� �� �8����� ����� �	�
��������� � A ��� �	�
���������� "�7
���
���$ �!	�����	� 
!��������	� 
�� ���	����� A/P �� B �� �	������ ���
�� �	�
���������� ,� %������$ � �6��� ��	�� �� ���	���� �	�
���������
�*������� � A/P ∧B 
� ����� 2O(n log n) 	Q n = |A| · |P |+ |B|� ���� F0J>��G$
��� ������� -	�� �����*��� ����� �	����6�� ���� =��� ��
��� � |P | ·2O(m log m)

	Q m = |A| + |B|�
"�� ��%	��8�� 
� ����8��� 
� �	�������� ��� ��������� ��� I� �	��


��� �� �	%��� K����8���L C�	� F��&GD� "� �	%��� ����� ���� �� ��� 
�
�	������ 
���������� C�	� ����	�� ��� �� '��D ���� �-	����	� �	�����



����
	�� %

$������	
�� ���	
���� ��� ���

������	����	�

��� "�����������	 ���(	����(��	 �� ����	���1
��(��	

<	�� ��	�� ���	
�� 
��� �� ����� ��� 
� �8����� � �� �	�	� 
� ���*��
M : A → Δ∪{ε} *� ������ � �� -	� 
� ����������� ��� ���������� �	(���7
��(��� �� �
������(����

:� ���� ���� ��������� �	��
���� *�� �!	�����	� 
� ���*�� �� �!�M��7
��� ��� ��� ��� ���������� ��� ��� ��� �	��	�������� ) M : A∗ → Δ∪ {ε}�
0�� � u ∈ A∗ �� M(u) = ε �� �	�������� �� ���� 	(������ �� �	��	�������
u ) � 
	� �� �	��	���� 
� �� �=�� ������ ����� �� ����� u� �� �=��$ �
u, v ∈ A∗ �� M(u) = M(v) �� �	�������� �� ���� 
���%��� ��� �	��	��������
u �� v� :� ����� ��	�� 
� �	��	�������� �	(�����(��� �� �
������(����

5����*�	�� 
!�(	�
 *�� 
�� *�� 
��6 �	��	�������� wa, wb ∈ A∗ ����
a, b ∈ A �	�� �
������(��� ������ � �	��
���� *�!����� �� �	��	������� w
��� ���������� a �� b �	�� �
������(���� ���� �� ���$ ��� ���	����� ����
��

� �� �� �8����� � ��S���� �	�� ���� �� �� ���� 
� �	���������

3�� 	� ���� ���� �	��
���� �� ��� 	Q �� �	�������� 
������ ��� �����7
����� a, b ∈ A ��� �� ���� ���	� 
��� *��� 	�
�� �� �� �	�� ��	
���$ �!���
� 
�� M(ab) = M(ba) C� �6��� �� 
� �� 
� ����8�	����D� ,� 
!������
������$ �� �	�������� �� ��R	� *�� �� K��*���L {a, b}� 2� �	�������� ���� ��7
���
��� 
������� a �� b$ �!��� � 
�� M(a) �= M(b)� ,� �M��$ � 
� ����$ � ��
��R	� *�� �� K��*���L {a, c} 	Q c ∈ A$ �!��� � 
�� M(ac) = M(ca)$ ��� 
M�7
����� ��� 
��6 K��*����L {a, b} �� {a, c}$ ��	�� ������������� M(b) �= M(c)�
�	��$ ������������� M(a) �= M(b) 	� M(a) �= M(c)� �� �6��� 
	�� (��

��
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�� ��� 	Q �� �	������ ���� �	��	�������� �
������(��� �� ���� �� ��
���
�� ��� 
�� ���������� �
������(����

0��� �	��� -	�������$ � Q = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 ��� �� �	�������� �� �	��
�	�� s ∈ S$

Y � �� �	��	������� u ∈ A∗ ��� �	(�����(�� �� e(s, u) ��� 
� �$ ��	��
e(s, u) = s�

Y � ��� �	��	�������� u, v ∈ A �	�� �
������(��� �� e(s, u) �� e(s, v)
�	�� 
� ��$ ��	�� e(s, u) = e(s, v)�

<	�� ��	��	�� 
��� �� �8����� *�!��� �6����	� 
� μ7������ � �� ���� 
�
�	�������� ���
 �� ���� �(��� �
��
�(��� 2� ����� ��� ��� 
�
�� �� ��	7
(���� 
� �	�� �� � �� �����������	�� �� �!�%� 
� 
��	��	��� �� ��	(���� 
�
�	�� �� ������ 
� ��	������ 
�� ���	����� � � 
!
��� �� ������ *� �� �	��
��� �6����(��� ��� �� μ7������� 2� ����� ��� ��	��� ������ �!�
��
�(���

� ��� ���� ���	�� �=�� � �	�� ������%�	�� �� μ7������ ��6 ���	�����
� �	�
�	� 
!������(��� C�	� 
� ��	� �����D� ���� �� ��� 
�� (	����� 
�
�	�%���� 2 ����� 	������

��� 5� ���(���� �� �6�2

�!�! .�#������

�����	�
�  &�&� �	�A �� ���8�(��  � �� n �� ������ :� ������� (������
�� (��� �� ��	(���� ������ )

�	� U = {up}1≤p≤n �� V = {vp}1≤p≤n 
��6 -������  ��� 
� �	�� 
� A∗�
,6���7�7� �� ����  �� 
!�
��� {pk}1≤k≤s ��� *�� )

up1up2 · · ·ups = vp1vp2 · · · vps

:� ������� {(up, vp) : p = 1, . . . n} �� ������� 
� �	�� ��� �!���8�(�� A�

2!�
��
�(��� 
� �� ��	(���� ��� �S�� 
��� F3����&G �	��� ����

,-�
����  &�&� 2� ��	(���� 
� �	�� ��� �
��
�(�� �=�� � 	�  6� n = 7
�� A = {0, 1}�

�!�!� �������������� �� �����	
� �� -��

���� ����� ����	�$ �	�� �������	�� � �� ��	�	��	� ����& ��� ��������7
���	� 
� ��	(���� 
� �	�� ���� ������ � ����� ��������� 
��� F0J>��G�
�� �!�%� 
!��� �*�������� ����� �!�6������ 
!��� �	���	� �� ��	(���� 
�
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�	�� �� �!�6������ 
� �	�� ����������� � 
��6 ���%�%��� <	�� �6����	�� �
��  � 
� ����� ����	� �� � �� ����	� ����� �������$ �� K����L 
� ��� ���%�%��
�6�����(�� ��� �� ���	���� ������ ����� ��� ��	����� 
� K�	�������7
��L 
� �	��	�������� C�� ��	����� ����& 
� �� ��	�	��	� ����9D �!��� ���
�6�����(���

"!��� ����� 
������ ��	����� *� �	�� ��������� 
� �	������$ 
��� ���
������ ����� �� �����$ � �!�
��
�(��� 
� �� ���� �(��� 
�� ���	����� ���7
���� �� �	���� 
�� �	�������� 
!	(�����(��� �� 
!�
������(��� ��� ���
�	��	���������

�����	�
�  &�&� �	� m ≥ 1 �� ������ �	� X �� Y 
��6 ���8�(��� �� Ym =
{ym : y ∈ Y }� �	� x ∈ X∗ �� y ∈ Y ∗

m� :� �	�� "��)�m(x, y) �!�����(�� 
��
�	�� w 
� {X ∪ Ym}∗ ��� *�� πX(w) = x �� πY (w) = y� :� ���� �����������
�� �8�]� �	��� �!�����(�� 
�� �8���� 
!��� %���� C�	� O%��� ���D� :�
�	�� "��)�(x, y) �� ��� 
� "��)�1(x, y)�

a2

a2a1

a1 a2 a3

a3

a3

bm
1

a1

bm
1bm

1bm
1

bm
2bm

2bm
2bm

2

���� ��� Y "��)� 
� x = a1a2a3 �� y = bm
1 bm

2

�����	�
�  &�& �	� {(up, vp) : p = 1, . . . n} �� ������� 
� �	�� ��� A ��
B �!���8�(�� {$p}1≤p≤n� :� �	��$ �	�� m > 0$ Lm

1 = {$m
p up : p = 1, . . . n}+

�� Lm
2 = {$m

p vp : i = 1, . . . n}+�

)�
�
��	�
�  &�&! �	�� �	�� m ≥ 1$ �� ��	(���� 
� �	�� �
��� ��� �	��7
�	� � �� ��������� � � �6��� x ∈ A∗ �� y ∈ B∗ ��� *�� )

"��)�m(x, y) ∩ Lm
1 �= ∅ �� "��)�m(x, y) ∩ Lm

2 �= ∅
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)����� 

�	� {ik}1≤k≤p ��� �	���	� 
� ��	(���� 
� �	��� �	� x = ui1ui2 · · ·uip =
vi1vi2 · · · vip �� y = $m

i1
$m

i2
· · · $m

ip � 0�	�� $m
i1
ui1$

m
i1
ui2 · · · $m

i1
uip ∈ Lm

1 ∩"��)�m(x, y)
�� $m

i1vi1$
m
i1vi2 · · · $m

i1vip ∈ Lm
2 ∩ "��)�m(x, y)�

����	�	�� ��������� *�!� �6��� x ∈ A∗ �� y ∈ B∗ ��� *�� "��)�m(x, y) ∩
Lm

1 �= ∅ �= "��)�m(x, y) ∩ Lm
2 � 0�	�� � �6��� $m

i1
ui1$

m
i2
ui2 · · · $m

ipuip ∈ Lm
1 ∩

"��)�m(x, y) �� $m
j1

vj1$
m
j2

vj2 · · · $m
jq

vjq ∈ Lm
2 ∩ "��)�m(x, y)� �	��$ p = q

�� �	�� �	�� l = 1, 2, . . . , p$ 	� � il = jl ��� $m
i1 · · ·$m

ip = $m
j1 · · · $m

jq
� �	��

x = ui1ui2 · · ·uip = vi1vi2 · · · vip � �

<	��  ���	�� ����� ����	�$ �� 
� ������ 
�� ���	����� ������ A∃(Lm
i )

�	�� i = 1, 2 �� m > 0$ *� ��� ��� �� ����� ����� � � 
� ��	���� �!�
�7
�
�(��� 
� ��	(����� %�T�� � �� ��
���	� 
� ��	(���� 
� �	�� C�	� ��
��	�	��	� ����+D�

�����	�
�  &�&� <	�	�� �	�� i = 1, 2 �� �	�� �	�� $pup ∈ Lm
i C�	� 
� �7

�	� �����D ���� p ∈ ]n]$ up = a1
pa

2
p · · ·ajp

p ∈ Ajp� �	� Z �� ���8�(�� �	�������
A ∪ B� �	� A∃(Lm

i ) = 〈Z, Q, {q0, q1}, Q∀, q0, δ, ∅〉 �!���	���� ����� 
� �
�	��� ��� )

Q∀ = {qk
p,$, q

j
p : p = 1, . . . , n, k = 1, . . . , m �� j = 1, . . . , jp} ∪ {q∅}

Y δ(q0) = {(ε, q1
p,$) : p = 1, . . . , n}

Y δ(qk
p,$) = {→$p, ($p, q

k+1
p,$p

)} �	�� k = 1, . . . , m − 1

Y δ(qm
p,$) = {→$p, ($p, q

1
p)}

Y δ(qj
p) = {→aj

p
, (aj

p, q
j+1
p )} �	�� j = 1, . . . , jp − 1

Y δ(q
jp
p ) = {→

a
jp
p

, (a
jp
p , q1)}

Y δ(q1) = {(ε, q1
p,$) : p = 1, . . . , n} ∪ {q∅}

Y δ(q∅) = {�x: x ∈ A ∪ B}
*����  &�&� �	� P = 〈Z, S, s0, e〉 �� ��	������ ���� A ∪ B ⊆ Z� 0�	��
P � A∃(Lm

i ) � �� ��������� � � �6��� u ∈ Lm
i ��� *�� e(s0, u) ��� 
� � ��

DP (e(s0, u)) ∩ (A ∪ B)∗ = ∅�
)�����  � P � A∃(Lm

i ) ��	�� � �8�*�� ������%� %�%�����$ �	�����	�
 ��
�8��� u 
� P  � C��� Acc = ∅D 
��� Lm

i ����%���� �� �	��	� (q∅, e(s0, u))

� ?�� G(A∃(Lm

i ), P )� 2� -	���	� 
� ������	� �	�� �!���� q∅ �	�� ������
*�� DP (e(s0, u)) ∩ (A ∪ B)∗ = ∅�

5����	*������$ ����	�	�� *�!� �6��� u ∈ Lm
i ��� *�� e(s0, u) ��� 
� �

�� DP (e(s0, u)) ∩ (A ∪ B)∗ = ∅ ��	�� 	�� ���� -��� �	�����	�
�� �� �8���
u ∈ Lm

i ��� ������%� %�%����� C�� ������%� �8	� �� (	� �
�� 
��� ]n]D� �
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)�
�
��	�
�  &�&" 2� ��	(���� 
� �	�� � ��� �	���	� � �� ��������� � �
�6��� �� ��	������ P � A∃(Lm

1 ) ∧ A∃(Lm
2 ) �� � �6��� x ∈ A∗ �� y ∈ B∗ ���

*�� L(P ) ∩ (A ∪ B)∗ = Pref("��)�m(x, y))

)�����  ����	�	�� *�� �� ��	(���� 
� �	�� � ��� �	���	�� �!����� ��
��	�	��	� ����&$ � �6��� x ∈ A∗ �� y ∈ B∗ ��� *�� )

"��)�m(x, y) ∩ Lm
1 �= ∅ �� "��)�m(x, y) ∩ Lm

2 �= ∅
:� ���� 
	�� �	������� �� ��	������ P = 〈Z, S, s0, e〉 � ����� 
�� �	�� x
�� y ��� *�� L(P ) = Pref("��)�m(x, y))� �� ����$ �� ��	�	��	� ����& �	��
������ *�!� �6��� 
��6 �8���� u �� v 
� P $ �	�� 
��6 
� �	�%���� |x|+ |y|$
��� *�� u ∈ Lm

1 �� v ∈ Lm
2 � "	��� L(P ) = Pref("��)�m(x, y))$ � e(s0, w)

��� 
� � �� |w| = |x| + |y|$ 	� � DP (e(s0, w)) = ∅� �	��$ 
!����� �� �����
�����$ P � A∃(Lm

1 ) ∧ A∃(Lm
2 )�

5����	*������$ ����	�	�� ��������� *�!� �6��� �� ��	������ P �
A∃(Lm

1 ) ∧ A∃(Lm
2 ) �� � �6��� x ∈ A∗ �� y ∈ B∗ ��� *�� L(P ) ∩ (A ∪ B)∗ =

Pref("��)�m(x, y))� �!����� �� ����� �����$ � �6��� u ∈ Lm
1 �� v ∈ Lm

2 ���
*�� e(s0, u) �� e(s0, v) �	�� 
� �� �� DP (e(s0, u))∩(A∪B)∗ = DP (e(s0, v))∩
(A∪B)∗ = ∅� 3�� u ∈ "��)�m(x, y) ���$ ��	�$ DP (e(s0, u))∩(A∪B)∗ �= ∅�
�� �=��$ v ∈ "��)�m(x, y)� �	��

"��)�m(x, y) ∩ Lm
1 �= ∅ �� "��)�m(x, y) ∩ Lm

2 �= ∅
�!����� �� ��	�	��	� ����&$ �� ��	(���� 
� �	�� � ��� �	���	�� �

�!�!& ��������� �0���� 1 �(�%������ �� �����

0 � *�� �!	� ����� ������ ��� �� ���� �� �����������	� 
� ��	(���� 
�
�	�� C��	�	��	� ����+D ��������� 
��� �� ����%���8� �����
���$ �	�� ���7
����	�� � 
�� �	�
�	�� ��S������ �	�� *�� �� ���%�%�  � 
!�� ��	������
�	� �� "��)� 
� 
��6 �	��� <	�� 
����	�� ���� � ��� �	�
�	�� �������
=��� 	� �	� 
� ����(��� ��� 
�� ���	����� �������

)�
�
��	�
�  &�&# �	� A �� B 
��6 ���8�(��� 
������ �� Bm = {bm : b ∈
B}� �	� P = 〈Z, S, s0, e〉 �� ��	������ ���� A ∪ B ⊂ Z� �� �6��� x ∈ A∗

�� y ∈ B∗ ��� *�� L(P ) ∩ (A ∪ B)∗ = Pref("��)�m(x, y)) � ��� �	�
�	��
�������� �	�� ��� ��� )

��
L(P ) ∩ (A ∪ B)∗ ⊆ (A ∪ Bm)∗ C�����D

�� �� �6��� a ∈ A �� b ∈ B$ ��� *�� )

DP (s0) ∩ (A ∪ B) = {a, b} 	� DP (s0) ∩ (A ∪ B) = ∅ C�����D
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�� �	�� �	�� s ∈ S$ � �6��� a ∈ A �� b ∈ B ��� *�� )

DP (s) ∩ (A ∪ B) ⊂ {a, b} C�����D

�� �	�� �	�� s ∈ S$ � DP (s) ∩ (A ∪ B) = {a, b}$ ��	��
e(s, abm) �� e(s, bma) �	�� 
� �� C�����D

&� �	�� �	�� s ∈ S$ ��� *�� e(s, abm) �� e(s, bma) �	�� 
� ��$ ��	�� )

e(s, abm) = e(s, bma) C����&D

'� �	�� �	�� s ∈ S$ � � �6��� a ∈ A ��� *�� DP (s)∩ (A∪B) = {a}$ ��	��
DP (e(s, a)) ∩ (A ∪ B) ⊂ A C����'D

�� �	�� �	�� s ∈ S$
Y � � �6��� b, b′ ∈ B ��� *�� e(s, bmb′m) ��� 
� � �� DP (e(s, bm)) ∩

(A ∪ B) = {b′}$ ��	��
DP (e(s, bmb′m)) ∩ (A ∪ B) ⊂ B C�����D

Y � � �6��� a ∈ A �� b ∈ B ��� *�� e(s, a) ��� 
� � �� DP (e(s, a)) ∩
(A ∪ B) = {b′}$ ��	��

DP (e(s, ab′m)) ∩ (A ∪ B) ⊂ B C����+D

)�����  �	� X �!�����(�� 
�� ����� s ∈ S ��� *�!� �6��� u ∈ (A ∪ Bm)∗

��� *�� e(s0, u) = s� �	�� u, v ∈ (A∪B)∗$ 	� �	�� u ≡ v � πA(u) = πA(v) ��
πB(u) = πB(v)� <	�� ���	�� ��������� �	����� ��� ������ ������$ ������ ��
������ ����� 
� ������ � �� ������ ���������

*����  &�&�% �	� u, v ∈ (A ∪ Bm)∗ ��� *�� u ≡ v� 0�	�� �	�� �	��
s ∈ X$ � e(s, u) ��� 
� �$ ��	�� e(s, v) ��� 
� � �� �%�� � e(s, u)�

)����� �� �����  &�&�%  ����	�	�� *�� �� ����� ��� ��� �	��
�	�� u, v ∈ (A ∪ Bm)∗ ��� *�� |u| = |v| < n�
�	� u, v ∈ (A ∪ Bm)∗ ��� *�� u ≡ v �� |u| = |v| = n�
����	�	�� *�� u = au′ �� v = xv′ ���� a ∈ A �� x ∈ A ∪ B� �
x ∈ A$ ��	��$ 
!����� �� ��	����� C�����D$ x = a� �	�� 
!����� �!8��	7
�8��� 
!�
���	�$ � e(s, au′) = e(e(s, a), u) ��� 
� �$ ��	�� e(s, av′) =



�+ ��-	����	� �������� ��� ��� �	��	��������

e(e(s, a), v) ��� 
� � �� �%��� � e(s, au′)� ����	�	�� *�� x = b ∈ B� �
e(s, b) �!��� ��� 
� �$ 
!����� �� ��	����� C����'D$ u ∈ A∗ �� *� ���
�	����
��	�� ���� u ≡ v ���*�� πB(u) = πB(v) = πB(bv′) �= ε� �	��
e(s, b) ��� 
� �� �!����� �� ��	����� C�����D$ 	� � e(s, bm) ��� 
� � ��
v = bmv′′�
�� ����$ 	� � )

πA(v′′) = πA(bmv′′) = πA(v) = πA(u) = πA(au′) = aπA(u′)

πB(u′) = πB(au′) = πB(u) = πB(v) = πB(bmv′′) = bmπB(v′′)

�	��

u ≡ aπA(u′)πB(u′) ≡ aπA(u′)bmπB(v′′) ≡ abmπA(u′)πB(v′′)

v ≡ bmπA(v′′)πB(v′′) ≡ bmπA(u)πB(v′′) ≡ bmaπA(u′)πB(v′′)

�	��$ ��� �
���	�$ � e(s, u) = e(s, au′) = e(e(s, a), u′) ��� 
� �$ ��	��
e(s, abmπA(u′)πB(v′′)) = e(e(s, a), bmπA(u′)πB(v′′)) ��� 
� � �� �%��� �
e(s, u)� �� �=��$ 
!����� �� ��	����� C�����D$ e(s, abm) = e(s, bma)$

	�� � e(s, abmπA(u′)πB(v′′)) ��� 
� �$ ��	�� e(s, bmaπA(u′)πB(v′′))
��� 
� � �� �%��� � e(s, abmπA(u′)πB(v′′))� �� �=��$ 	� �	���� *��
� e(s, bmaπA(u′)πB(v′′)) ��� 
� � ��	�� e(s, v) ��� 
� � �� �%��� �
e(s, bmaπA(u′)πB(v′′))� �	�� e(s, u) = e(s, v)�

����	�	�� ��������� *�� u = bu′ �� v = xv′ ���� b ∈ B$ x ∈ A ∪ B
�� e(s, u) ��� 
� �� � x ∈ B$ ��	��$ 
!����� �� ��	����� C�����D$ x =
b� �	�� 
!����� �!8��	�8��� 
!�
���	�$ � e(s, bu′) ��� 
� �$ ��	��
e(s, bv′) ��� 
� � �� �%��� � e(s, bu′)� ����	�	�� ��������� *�� x ∈ A�
� e(s, a) �!��� ��� 
� �$ 
!����� �� ��	����� C�����D$ s �= s0 �� ���*��
s ∈ X$ � �6��� u ∈ ∈ (A ∪ Bm)+ ��� *�� e(s0, u) = s� �!����� ���
��	������ C�����D �� C����+D$ u ∈ B+

m� "� *� ��� �	����
��	�� ����
u ≡ v� �	�� e(s, a) ��� 
� �� :� 
��	���� ������ *�� e(s, v) ���

� � �� �%��� � e(s, u) 
� -�R	� ������� �

*����  &�&�� �	�� �	�� s ∈ X �� u ∈ A∗ �� v ∈ B∗
m$ � e(s, u) ��

e(s, v) �	�� 
� �� ��	�� e(s, uv) �� e(s, vu) �	�� 
� �� �� �%��6�

)����� �� �����  &�&��  2� ��	����� ��� ��� � �!�� 
�� 
��6
�	�� u 	� v ��� �
�� ����	�	�� *�� �� ��	����� ��� ��� �	�� �	��
u ∈ A∗ �� v ∈ B∗

m ��� *�� |u| + |v| < n�



2� ��	(���� 
� �:�/ �9

�	� s ∈ X$ u = au′ ∈ A+ �� v = bmv′ ∈ B+
m ��� *�� |u| + |v| = n ��

e(s, u) �� e(s, v) �	�� 
� ��� �!����� ��� ��	������ C�����D �� C����&D$
e(s, abm) �� e(s, bma) �	�� 
� �� �� �%��6�

"	��� e(s, au′) �� e(s, abm) �	�� 
� ��$ 
!����� �!8��	�8��� 
!�
��7
�	�$ e(s, abmu′) ��� 
� �� �� �=��$ �	��� e(s, bv′) �� e(s, bma) �	��

� ��$ 
!����� �!8��	�8��� 
!�
���	�$ e(s, bmav′) ��� 
� ��
���*�� e(s, abm) = e(s, bma)$ 
!����� �!8��	�8��� 
!�
���	� �� �	���
e(s, abmu′) �� e(s, bmav′) �	�� 
� ��$ e(s, abmu′v′) ��� 
� ��
:�$ ���*�� uv ≡ vu ≡ abmu′v′$ 
!����� �� ����� ������$ e(s, uv) ��
e(s, vu) �	�� 
� �� �� �%��6� �

*����  &�&�� �	�� �	�� s ∈ X �� u, v ∈ (A ∪ Bm)∗$ � e(s, u) ��
e(s, v) �	�� 
� �� ��	�� � �6��� u′ �� v′ ��� *�� e(s, uu′) �� e(s, vv′)
�	�� 
� �� �� �%��6�

)����� �� �����  &�&��  2� ��	����� ��� ��� � �!�� 
�� 
��6
�	�� u 	� v ��� �
�� ����	�	�� *�� �� ��	����� ��� ��� �	�� �	��
u, v ∈ (A∪Bm)∗ �� ��� *�� |u|+ |v| < n� �	� s ∈ X �� u, v ∈ (A∪Bm)+

��� *�� e(s, u) �� e(s, v) �	�� 
� �� �� |u| + |v| = n�

� u �� v 	�� �� ��� 6� �	���� w ∈ (A∪Bm)∗$ ��	��$ 
!����� �!8��	7
�8��� 
!�
���	�$ �� ��	����� ��� ����

�	� x0 = πA(u)πB(u) = α0x
′
0 �� y0 = πA(v)πB(v) = β0y

′
0� �	� x1 =

πB(u)πA(u) = α1x
′
1 �� y1 = πB(v)πA(v) = β1y

′
1� �!����� �� �����

������$ e(s, x0)$ e(s, x1)$ e(s, y0) �� e(s, y1) �	�� 
� ���

� α0 = β0$ ��	�� 
!����� �!8��	�8��� 
!�
���	�$ � �6��� u′ �� v′ ��� *��
e(s, x0u

′) �� e(s, y0v
′) �	�� 
� �� �� �%��6� :� x0u

′ ≡ uu′ �� y0v
′ ≡ vv′$


	��$ 
!����� �� ����� ������$ e(s, uu′) �� e(s, vv′) �	�� 
� �� �� �%��6�
�	�� α1 = β1 �� ������ ��� �������

����	�	�� ��������� *�� α0 �= β0 �� α1 �= β1� �!����� �� ��	�����
�����$ �	� α0 ∈ A �� β0 ∈ B 	� �	� α0 ∈ B �� β0 ∈ A� � α0 ∈ A ��
β0 ∈ B$ ��	�� πA(v) = ε� �	�� y1 = πB(v) �= ε$ 
	�� y1 = β0y

′
0� "	���

β0 ∈ B$ 
!����� �� ��	����� �����$ α1 ∈ A �� 
	�� πB(u) = ε� �	��
u ∈ A+ �� v ∈ B+� � α0 ∈ B �� β0 ∈ A 	� 
��	���� 
� -�R	� ������
*�� u ∈ B+ �� v ∈ A+�

���� ��� 
��6 ���$ 
!����� �� ����� ������$ e(s, uv) �� e(s, vu) �	��

� �� �� �%��6� �

5����	�� ��������� � �� ������ 
� �� ��	�	��	� ����9� �	� M �!��7
���(�� 
�� �������� ��6���6 C�	�� �!	�
�� ��� 6�D 
� �!�����(�� L(P ) ∩



+� ��-	����	� �������� ��� ��� �	��	��������

(A∪B)∗� �	� u ∈ L(P ) ∩ (A ∪B)∗� � v ≡ u ��	��$ 
!����� �� ����� ������$
v ∈ L(P ) ∩ (A ∪ B)∗�

�	� u ∈ M �� v ≡ u� � v /∈ M ��	�� � �6��� w �= ε ��� *�� vw ∈ M � :�
uw ≡ vw 
	��$ 
!����� �� ����� ������$ uw ∈ M � "� *� ��� �	����
��	��
���� u ∈ M � �	�� v ∈ M �

�	� u, v ∈ M � �!����� �� ����� ������$ � �6��� u′ �� v′ ���� *�� uu′, vv′ ∈
L(P ) ∩ (A ∪ B)∗ �� uu′ ≡ vv′� ���*�� u �� v �	�� ��6���6$ u′ = v′ = ε

	�� u ≡ v� �

*����  &�&�� 2�� �	�
�	�� 
� �� ��	�	��	� ����9 �	�� 
� ����(��� ���

�� ���	����� ������ �6����� �� ��	����� C����&D�

'����(��  &�&� :� ���� ���� 	(������ *�� ��� �	�
�	�� 
� �� ��	�	�7
�	� ����9 � �!�6����	� 
� �� ��	����� C����&D$ �	�� 
�� �	�
�	�� �����������

)����� �� �����  &�&��  2� ��	����� C����&D �!��� ��� 
� ����(�� ���
�� ���	���� ����� 
	�� ��� �	
���� �	�� 
� �� � (������	� ���� C�	�

� ��	� ����� �� ����� ��&���D ��� � �6��� 
�� �	
���� �� ��� ��� ��� ��
��	����� C����&D ��� (������� � ���67�� <	�� 
����	�� ��������� 
��
���	����� ������ �	�����	�
��� �8���� � �!��� 
�� �	�
�	�� 
� �� ��	�	7
��	� ����9 �6����� �� ��	����� C����&D�

�	� A(4.2.1) = 〈Z, Q, ∅, Q∀, q0, δ, ∅〉 ��� *�� )
Y Q∀ = {q0} ∪ {qi

b : i ∈ ]m], b ∈ B}
Y δ(q0) = {(a, q0) : a ∈ A} ∪ {(b, q1

b ) : b ∈ B}
Y �	�� �	�� i ∈ ]n−1]$ δ(qi

b) = {→b, (b, q
i+1
b )}∪{�x: x ∈ A∪B−{a, b}}

Y δ(qm
b ) = {→b, (b, q0)} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B − {a, b}}

:� � P � A(4.2.1) � �� ��������� � P ��� � �� ��	����� C�����D�

�	� A(4.2.2) = 〈Z, Q, q0, Q
∀, q0, δ, ∅〉 ��� *�� )

Y Q∀ = {qa,b : a ∈ A, b ∈ B}
Y δ(q0) = {(ε, qa,b) : a ∈ A, b ∈ B}
Y δ(qa,b) = {→a,→b} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B − {a, b}}

:� � P � A(4.2.2) � �� ��������� � P ��� � �� ��	����� C�����D�

�	� A(4.2.3) = 〈Z, Q, q0, Q
∀, q0, δ, ∅〉 ��� *�� )

Y Q∀ = {qa,b : a ∈ A, b ∈ B} ∪ {qx : x ∈ A ∪ B} ∪ {q∅}
Y δ(q0) = {(ε, qa,b), (ε, qx) : a ∈ A, b ∈ B, x ∈ A ∪ B}
Y δ(qa,b) = {→a, (a, q0),→b, (b, q0)} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B − {a, b}}
Y δ(qx) = {→x, (x, q0)} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B − {x}}
Y δ(q∅) = {�x: x ∈ A ∪ B}



2� ��	(���� 
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:� � P � A(4.2.3) � �� ��������� � P ��� � �� ��	����� C�����D�

�	� A(4.2.4) = 〈Z, Q, q0, Q
∀, q0, δ, ∅〉 ��� *�� )

Y Q∀ = {qa,b : a ∈ A, b ∈ B} ∪ {qX : X ⊂ A ∪ B − {{a, b} : a ∈ A, b ∈
B}} ∪ {qb,i, q

a
b,i : a ∈ A, b ∈ B, i ∈ ]m]}

Y δ(q0) = {(ε, qa,b) : a ∈ A, b ∈ B}∪{(ε, qX) : |X∩A| �= 1 �� |X∩B| �= 1}
Y δ(qX) = {→x, (x, q0) : x ∈ X} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B − X}
Y δ(qa,b) = {→a, (a, q0), (a, qb,1),→b, (b, q0), (b, q

a
b,1)} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B −

{a, b}}
Y δ(qb,i) = {→b, (b, qb,i+1)} �	�� i = 1, . . . , m − 1 �� δ(qb,m) = {→b}
Y δ(qa

b,i) = {→b, (b, q
a
b,i+1)} �	�� i = 1, . . . , m − 1 �� δ(qa

b,m) = {→a}
:� � P � A(4.2.4) � �� ��������� � P ��� � �� ��	����� C�����D�

�	� A(4.2.6) = 〈Z, Q, q0, Q
∀, q0, δ, ∅〉 ��� *�� )

Y Q∀ = {qa : a ∈ A} ∪ {qX : X ⊆ A ∪ B − {a : a ∈ A}} ∪ {qA}
Y δ(q0) = {(ε, qa) : a ∈ A} ∪ {(ε, qX) : X ⊆ A ∪ B, |X ∩ A| �= 1}
Y δ(qX) = {→x, (x, q0) : x ∈ X} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B − X}
Y δ(qa) = {→a, (a, qA)} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B − {a}}
Y δ(qA) = {(a, qA) : a ∈ A} ∪ {�x: x ∈ B}

:� � P � A(4.2.6) � �� ��������� � P ��� � �� ��	����� C����'D�

�	� A(4.2.7) = 〈Z, Q, {q1}, Q∀, q0, δ, ∅〉 ��� *�� )
Y Q∀ = {q1

b,i, q
2
b,i : b ∈ B, i ∈ ]m + 1]} ∪ {q0} ∪ {qX : X ⊆ A ∪ B − {a :

a ∈ A}}
Y δ(q0) = {(b, q1

b,1) : b ∈ B} ∪ {(x, q0) : x ∈ A ∪ B}
Y δ(q1

b,i) = {(b, q1
b,i+1)} �	�� i = 1, . . . , m

Y δ(q1
b,m) = {(b, q1)}

Y δ(q1) = {(ε, qX), (ε, q2
b,1)}

Y δ(qX) = {→x: x ∈ X} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B − X}
Y δ(q2

b,1) = {→b, (b, q
2
b,2)} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B − {b}}

Y δ(q2
b,i) = {(b, q2

b,i+1)} �	�� i = 2, . . . , m
Y δ(q2

b,m+1) = {�x: x ∈ A}
:� � P � A(4.2.7) � �� ��������� � P ��� � �� ��	����� C�����D�

�	� A(4.2.8) = 〈Z, Q, {q1}, Q∀, q0, δ, ∅〉 ��� *�� )
Y Q∀ = {qa, qb,i : a ∈ A, b ∈ B, i ∈ ]m+1]}∪{q0}∪{qX : X ⊆ A∪B−{a :

a ∈ A}}
Y δ(q0) = {(a, q1) : a ∈ A} ∪ {(x, q0) : x ∈ A ∪ B}
Y δ(q1) = {(ε, qX), (ε, qb,1)}
Y δ(qX) = {→x: x ∈ X} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B − X}
Y δ(qb,1) = {→b, (b, qb,2)} ∪ {�x: x ∈ A ∪ B − {b}}



+� ��-	����	� �������� ��� ��� �	��	��������

Y δ(qb,i) = {(b, qb,i+1)} �	�� i = 2, . . . , m
Y δ(qb,m+1) = {�x: x ∈ A}

:� � P � A(4.2.8) � �� ��������� � P ��� � �� ��	����� C����+D�

�����	�
�  &�&�! �	� (��"��)�m �!���	���� ����� )

A(4.2.1) ∧A(4.2.2) ∧A(4.2.3) ∧A(4.2.4) ∧A(4.2.6) ∧ (A(4.2.7) ∨A(4.2.8)
)

)�
�
��	�
�  &�&�� P � (��"��)�m � �� ��������� � P ��� � ��� ��	���7
��� C�����D$ C�����D$ C�����D$ C�����D$ C����'D$ C�����D �� C����+D 
� �� ��	�	��	�
����9�

)�����  "!��� ��� �	���*����� 
����� 
� ����� ������� �

��� �������(����� �� �� 	���	 �(�����

�!&! *���
��� ���� ��
�����
��� (k, p),������������

�����	�
�  &�&� E� �������� ���� ����������	�� (k, p)�
	�
����	���� A =
〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 ��� �� ���	���� ����� 
	�� 	� ����
 �� -	���	�

� ������	� δ �	��� ��� )

δ : Q × 2Λ → P
((

(A ∪ {ε}) × Q
) ∪ (

Ak × Ap × {� , ��}))

�	�� ���� �� ��� ��������$ 	� �	��$ �	�� �	�� u ∈ Ak �� v ∈ Ap$ �u,v ��
��u,v �� ���$ �������������$ 
� (u, v, � ) �� (u, v, ��)�

2� �	�	� 
� ������ �� 
!��������	� 
� ��� ���	����� ��� ���� 
�����
��� �� ?�� �	��� ����

�����	�
�  &�&� �	� A = 〈A, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ���� �	�7
�	�������� (k, p)7�
������(��� �� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� ��	������� 2� ���
����������
�	 G(A, P ) ��� �� %���8� 〈V0, V1, v0, Edge, AccG〉 
� � �	���
�	�� �� ���	���� �����$ ��*��� 	� �?	��� 
� �	������� ��=��� )

Y ����� �8�*�� �	���� (q, s) �� �	�� �	�� �u,v∈ δ(q, λ(s)) � � � ���
��=�� 
��� Edge ���� ⊥ � e(s, u) �� e(s, v) �	�� 
� �� ��� ��� �%��6$
�� ���� � ��	��

Y ����� �8�*�� �	���� (q, s) �� �	�� �	�� ��u,v∈ δ(q, λ(s)) � � � ���
��=�� 
��� Edge ���� ⊥ � e(s, u) �� e(s, v) �	�� 
� �� �� �%��6$ �� ����
� ��	��

+
	�	�
�  &�&� :� �	�� AUTO(A, Λ, (k, p), � ) ��� ���	����� ���� �	�7
�	�������� (k, p)7�
������(����



��
��
�(��� 
� �� ���� �(��� +�

�!&!� �������������� �� �� ���#�������

,-�
����  &�& � k ≥ 2 	� p ≥ 2$ ��	�� �� ���� �(��� 
�� ���	����� ����
�	��	�������� (k, p)7�
������(��� ��� �
��
�(��� "� �������� ����� ���

��� �� ��� 	Q ��� ���	����� �	�� � �	�
�	� 
!������(��� C�	� 
� ��	�
�����D�

"!��� ��� �	���*����� 
����� 
� �� ��	�	��	� ����+ �� 
� ����� ����9

+
	�	�
�  &�&! :� �	�� A$ B �� Z 
�� ���8�(��� ��� *�� A ∪ B ⊂ Z ��
z ∈ Z − (A ∪ B)�

�����	�
�  &�&� �	�Ap
k = 〈Z, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ���� �	�7

�	�������� (k, p)7�
������(��� 
� � �	��� ��� )
Y Acc = ∅$ Q∃ = ∅ �� Q∀ = {q0} ∪ {qi

z : i ∈ ]k]}
Y δ(q0) = {→z, �abp−1,zk, �bp−1a,zk} ∪ {(x, q0) : x ∈ A ∪ B} ∪ {(z, q1

z)}
Y δ(qi

z) = {(z, qi+1
z ),→z} �	�� i = 1, . . . , k − 1

Y δ(qk
z ) = {→z}

*����  &�&� �	� P = 〈Z, S, s0, e〉 �� ��	������� � P � Ap
k ��	�� �	�� �	��

s ∈ S ������(��$ �� �	�� �	�� a ∈ A �� �� b ∈ B$ � e(s, abp−1) �� e(s, bp−1a)
�	�� 
� ��$ ��	�� �� �	�� �%��6�

)�����  � e(s0, u) = s ���� u ∈ (A ∪ B ∪ {z})∗$ ��	�� � �6��� �� �8���

���� �� �	��	� (q0, s0) ���� (q0, s) 
��� �� ?�� G(Ap

k, P )� ���*��→z∈ δ(q0)
�� �	�� �	�� i ∈ ]k]$→z∈ δ(qi

z) $ e(s, zk) ��� 
� �� � e(s, abp−1) �� e(s, bp−1a)
�	�� 
� ��$ ���*�� �abp−1,zk, �bp−1a,zk∈ δ(q0)$ 	� � C�	�  %��� ��� D )

e(s, abp−1) = e(s, zk) = e(s, bp−1a)

�

a
bp−1

zk

a
bp−1

a

zk

bp−1 a

bp−1

zk

⇒

���� ��� Y



+� ��-	����	� �������� ��� ��� �	��	��������

)�
�
��	�
�  &�&" 2� ��	(���� 
� �	�� � ��� �	���	� � �� ��������� �
Ap

k ∧ PreShufflep−1 ∧ A∃(Lp−1
1 ) ∧ A∃(Lp−1

2 ) � �� �	
����

)�����  � P � Ap
k$ 
!����� �� ����� �����'$ ��	�� P ��� � �� �	�
�	�

C����&D 
� �� ��	�	��	� ����9 ���� m = p − 1� � P � PreShufflep−1

��	��$ 
!����� ��� ��	�	��	�� �����'$ P ��� � ��� ������ �	�
�	�� 
� ��
��	�	��	� ����9 �	�� m = p − 1� �	�� � �6��� x ∈ A∗ �� y ∈ B∗ ��� *��
L(P ) ∩ (A ∪ B)∗ = Shufflep−1(x, y)� ���*�� P � A∃(Lp−1

1 ) ∧ A∃(Lp−1
2 )$


!����� �� ��	�	��	� ����+$ �� ��	(���� 
� �	�� � 
	�� ��� �	���	��
5����	*������$ �	� {ik}1≤k≤l ��� �	���	� 
� ��	(����
̂� �	��� �	� x =

ui1ui2 · · ·uil = vi1vi2 · · · vil �� y = $p−1
i1

$p−1
i2

· · · $p−1
il

� 0�	�� 	� ���� �	�������
�� ��	������ P = 〈A ∪ B ∪ {z}, S, s0, e〉 ��� *�� )

Y L(P ) ∩ (A ∪ B)∗ = Shufflep−1(x, y)
Y �	�� �	�� s ∈ S$ a ∈ A �� b ∈ B$ � e(s, abp−1) �� e(s, bp−1a) �	��

� ��$ ��	�� e(s, abp−1) = e(s, zk) = e(s, bp−1a)�

:� ���� ��� �� *�� P � Ap
k ∧ PreShufflep−1 ∧A∃(Lp−1

1 ) ∧A∃(Lp−1
2 )� �

*����  &�&# 2!���	���� Ap
k ∧PreShufflep−1 ∧A∃(Lp−1

1 )∧A∃(Lp−1
2 ) ���

�*������� � �� ���	���� ���� �	�
�	� 
!������(����

)�����  :� ���� ��� �� *�!��� �	�(���	� (		������ 
!���	����$ ����
	�����	� 
� �	����������	�$ ���� Acc �
� ��� �� ���	���� ���� Acc �
��
�

�!&!& *���
��� ���� ��
�����
��� k,�����������

�����	�
�  &�&�% E� �������� ���� ����������	�� k�
	����������
A = 〈A, Λ, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 ��� �� ���	���� ����� 
	�� 	� ����
 ��
-	���	� 
� ������	� δ �	��� ��� )

δ : Q × 2Λ → P
((

(A ∪ {ε}) × Q
) ∪ (

Ak × {� , ��}))

�	�� ���� �� ��� ��������$ 	� �	��$ �	�� �	�� u ∈ Ak$ �u �� ��u �� ���$
�������������$ 
� (u, � ) �� (u, ��)�

2� �	�	� 
� ������ �� 
!��������	� 
� ��� ���	����� ��� ���� 
�����
��� �� ?�� �	��� ����

�����	�
�  &�&�� �	�A = 〈A, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ���� �	�7
�	�������� k7�	(�����(��� �� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� ��	������� 2� ���
����������
�	 G(A, P ) ��� �� %���8� 〈V0, V1, v0, Edge, AccG〉 
� � �	���
�	�� �� ���	���� �����$ ��*��� 	� �?	��� 
� �	������� ��=��� )



��
��
�(��� 
� �� ���� �(��� +&

Y ����� �8�*�� �	���� (q, s) �� �	�� �	�� �u∈ δ(q, λ(s)) � � � ���
��=�� 
��� Edge ���� ⊥ � e(s, u) ��� 
� � ��� 
M����� 
� s$ �� ����
� ��	��

Y ����� �8�*�� �	���� (q, s) �� �	�� �	�� ��u∈ δ(q, λ(s)) � � � ���
��=�� 
��� Edge ���� ⊥ � e(s, u) ��� 
� �� �� �%��� � s$ �� ���� �
��	��

+
	�	�
�  &�&�� :� �	�� AUTO(k, � ) ��� ���	����� ���� �	��	��������
k7�	(�����(����

�!&!� �������������� �� �� ���#������� ���� k ≥ 3

,-�
����  &�&�� � k ≥ 3 ��	�� �� ���� �(��� 
�� ���	����� ���� �	�7
�	�������� k7�	(�����(��� ��� �
��
�(��� "� �������� ����� ��� � �!��� ��
���	���� � �	�
�	� 
!������(����

"!��� ��� �	���*����� 
����� 
� �� ��	�	��	� ������ �� 
� ����� �����+�

+
	�	�
�  &�&� :� �	�� A$ B �� Z 
�� ���8�(��� ��� *�� A ∪ B ⊂ Z ��
z ∈ Z − (A ∪ B)�

�����	�
�  &�&�! �	� Ak = 〈Z, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
�	��	�������� k7�	(�����(��� 
� � �	��� ��� )

Y Acc = ∅$ Q∃ = ∅ �� Q∀ = {q0} ∪ {qi
z : i ∈ ]k]}

Y δ(q0) = {→z, �zk , �abzk−2 , �bazk−2} ∪ {(x, q0) : x ∈ A ∪ B ∪ {z}} ∪
{(z, q1

z)}
Y δ(qi

z) = {(z, qi+1
z ),→z} �	�� i = 1, . . . , k − 1

Y δ(qk
z ) = {→z}

*����  &�&�� �	� P = 〈Z, S, s0, e〉 �� ��	������� � P � Ak ��	�� �	��
�	�� s ∈ S ������(��$ �� �	�� �	�� a ∈ A �� �� b ∈ B$ � e(s, ab) �� e(s, ba)
�	�� 
� ��$ ��	�� �� �	�� �%��6�

)�����  � e(s0, u) = s ���� u ∈ (A ∪ B ∪ {z})∗$ ��	�� � �6��� �� �8���

���� �� �	��	� (q0, s0) ���� (q0, s) 
��� �� ?�� G(Ak, P )� ���*�� →z∈
δ(q0)$ �� �	�� �	�� i ∈ ]k]$→z∈ δ(qi

z) $ e(s, zk) ��� 
� �� � e(s, ab) �� e(s, ba)
�	�� 
� ��$ ��	�� e(s, abzk) �� e(s, bazk) �	�� 
� ��� ���*�� �zk∈ δ(q0)$
e(s, ab) = e(s, abzk) �� e(s, ba) = e(s, bazk)� ���*�� �abzk−2 , �bazk−2∈ δ(q0)$
	� � C�	�  %��� ���D

e(s, ab) = e(e(s, abzk−2), z2) = e(e(s, bazk−2), z2) = e(s, ba)

�



+' ��-	����	� �������� ��� ��� �	��	��������

a b
zk−2

zk−2

a
b

z2

a b
zk−2

zk−2

b
a

z2
z2

⇒

���� ��� Y

)�
�
��	�
�  &�&�� 2� ��	(���� 
� �	�� � ��� �	���	� � �� ��������� �
Ak ∧ PreShuffle1 ∧A∃(L1

1) ∧ A∃(L1
2) � �� �	
����

)�����  � P � Ak$ 
!����� �� ����� �����'$ ��	�� P ��� � �� �	�
�	�
C����&D 
� �� ��	�	��	� ����9� � P � PreShuffle ��	��$ 
!����� ��� ��	�	7
��	�� �����'$ P ��� � ��� ������ �	�
�	�� 
� �� ��	�	��	� ����9� �	�� �
�6��� x ∈ A∗ �� y ∈ B∗ ��� *�� L(P ) ∩ (A ∪ B)∗ = Shuffle1(x, y)� ���*��
P � A∃(L1

1) ∧ A∃(L1
2)$ 
!����� �� ��	�	��	� ����+$ �� ��	(���� 
� �	�� �


	�� ��� �	���	��
5����	*������$ �	� {ik}1≤k≤p ��� �	���	� 
� ��	(���� 
� �	��� �	�

x = ui1ui2 · · ·uip = vi1vi2 · · · vip �� y = $i1$i2 · · · $ip� 0�	�� 	� ���� �	�������
�� ��	������ P = 〈A ∪ B ∪ {z}, S, s0, e〉 ��� *�� )

Y L(P ) ∩ (A ∪ B)∗ = Shuffle1(x, y)
Y �	�� �	�� s ∈ S$ a ∈ A �� b ∈ B$ � e(s0, a) �� e(s0, b) �	�� 
� ��$ ��	��

e(s0, az) = s0 �� e(s0, bz) = s0

Y �	�� �	�� s ∈ S$ a ∈ A �� b ∈ B$ � e(s, ab) �� e(s, ba) �	�� 
� ��$
��	�� e(s, ab) = e(s, z2) = e(s, ba) �� e(s, abzk−2) = s = e(s, bazk−2)�

:� ���� ��� �� *�� P � Ak ∧ PreShuffle1 ∧A∃(L1
1) ∧A∃(L1

2)� �

*����  &�&�" 2!���	���� Ak ∧PreShuffle1 ∧A∃(L1
1)∧A∃(L1

2) ��� �*�7
������ � �� ���	���� ���� �	�
�	� 
!������(��� �
��

)�����  :� ���� ��� �� *�!��� �	�(���	� (		������ 
!���	����� C����
�	����������	�D ����� 
�� �	�
�	�� 
!��������	� Acc �
�� C��� 
�� ��7
�	����� �!��������� *�� 
�� ��	������ ����� 
�� �8����  ��D ��� �*�������
� �� ���	���� ���� �	�
�	� 
!��������	� �
�� �

��� "�����	���

2�� ��������� ��������� 
��� �� �8����� �	������ *��$ 
� ������ %���7
����$ � �!��� ��� �	��(�� 
!����
�� �� �	�	� 
!���	���� ����� ��6 ��� 
�



"	�����	� +�

�	��	�������� �	(�����(��� 	� �
������(��� ���� *�� �� ���� �(��� 
�
��� ���	����� �	� �
��
�(��� I�T�� � �� ��
���	� 
� ��	(���� 
� �	�� ���7
������ 
��� �� �8�����$ 	� ���� 
��� �� ��� ��	����� *� ��S� �	�� ���
��
�
��
�(�� �	��� �6����	� 
� μ7������ ���������� 
� �!�6������ "���� ��	7
����� ���$ 
� -�R	� ������$ ��� �	��� 
� K�	��������� 
�� ����������L$

� ���� ab �� ba �	�� �
������(���� ,� 
!������ ������$ �� �	�������� ��
��R	� *�� �� K��*���L {a, b}� :� ���� ����	��� *�� 
�� ��� 
!�����8�	����
K���� �����L ��S���� � ���
�� �
��
�(�� �� ���� �(��� 
� ���� ���	���

2�� ��� 	Q �� ���� �(��� 
�� ���� ���	�� ��� �
��
�(�� �	�� 
� 
��6
�	����� �	� �� �	�� 
�� ���	����� *� ������� ���� �� *�� 
��6 �	��	���7
����� u, v ∈ A+ �	�� �
������(��� ���� |u| ≥ 2 	� |v| ≥ 2 C1�� �V�$ � u ��
v �	�� �
������(��� �� |u| = |v| = 1 �!��� �� ��� 
��
�(�� 
�� ����������
�
������(���D� :� �	�$ �� �	�� 
�� ���	����� *� ������� ���� �� *�!��
�	��	������� u ∈ A∗ ��� �	(�����(�� ���� |u| ≥ 3 C� u ��� �	(�����(�� ��
|u| = 1 �!��� �� ��� 
��
�(�� 
�� ���������� �	(�����(���D�

���� ��� 
��6 ���$ �!�
��
�(��� 
� �� ���� �(��� � ��� ��	���� ����

�� ���	����� ���� �	�
�	�� 
!������(��� CAcc ��� �
�D�

2� ���� �(��� 
�� ���	����� ���� �	��	�������� 27�	(�����(��� �����
�� ��	(���� 	������ :� ���� �����
��� �����*��� *�� ��� ���	����� ����
���������� �
������(��� �	�� �� ��� ��������� 
�� ���	����� ���� �����7
����� 27�	(�����(���� ,� �M��$ �� ��	����� �a,b ��� �*�������� � �� �	�?	��7
�	� 
�� ��	������ �az, �bz �� �zz$ z ����� �� �	����� ���(	���

2�� ���	����� ���� �	��	�������� 27�	(�����(��� �	��$ 
� ����$ ��� %�7
��������	� 
�� K�A	 A�� ���	����L 
���� 
��� FJ9+G� ,� �M��$ �	�� �	��
��������� a ∈ A$ 	� ���� 
� �� �� ��������� !
���! ā ��� *�� 	� � �	�7
?	��� �aā �� �āa� ���� �� ���$ ����� ��	� �M����� ��� ������	� a$ 	� ����
�	�?	��� ������ � �!���� �����
��� �� �M������� ��� ������	� ��� �!�����7
���� ā W �!��������� ā ?	�� �� ���� 
� K�	
���� ������L �	�� a C(��@A��

�	
����D�

E�� ����� *����	� *� �!��� ��� ���
�� � ��� �� �������	� 
� �!�6����7
���� 
�� ���	����� �	�� ��������� �� ���� �(��� 
� ���� ���	�� ����
�-	����	� �������� ��� ��� �	��	��������� <	�� ���
��	�� �� ���� 
� ���7
����	�� ��*������ �	�� ��� ��	(����� 
� �	������ 
���������� ���� �����7
����� �
������(��� �� �	(�����(����
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2� ��	(���� 
� �	������ 
���������� ���� ���������� �
������(��� ��
�	(�����(��� C�$)�0D ��� 
� � �	��� ��� )

�	� P �� ��	������$A �� ���	���� ����� �� n ���	����� ����
�� B1, . . . ,Bn�
,6���7�7� 
�� �	��������� Q1, Q2, . . . , Qn ���� *��$ �	�� �	�� i$ Qi � Bi ��
P × Q1 × Q2 × · · · × Qn � A N

���� �� �8����� �	�� 
��	���	�� *�� �� ��	(���� ��� �
��
�(�� 
���
�8���� 
�� ��	� ��� ) B1,B2 ∈ AUTO(A, �) 	� B1,B2 ∈ AUTO(A, � ) 	�
B1 ∈ AUTO(A, �) �� B2 ∈ AUTO(A, �)�

"� ��	(���� ��� �����
��� 
��
�(�� 
��� �� ��� 	Q �	���� ��� ���� 7
���	�� �	�� ��� �	��������� ���- ��� C��� �� ���� BiD �	�� 
�� ���	�����
������ C�	� ����� '��D�

&�� "������� ����������	� ����
B1,B2 ∈ AUTO(A, �)

<	�� ������	�� � �� �������� 
� F0J>��G�

,-�
���� !&�&� 2� ��	(���� ������ ��� �
��
�(�� �=�� � A,B1,B2

�	�� � �	�
�	� 
!������(��� C�	� 
� ��	� �����D )

�	� P �� ��	������$ A �� ���	���� ����� �� B1,B2 
�� ���	����� ����
���������� �	(�����(���� ,6���7�7� 
�� �	��������� Q1, Q2 ��� *��$ �	��

+9



9� ��
��
�(��� 
� �	������ 
����������

�	�� i$ Qi � Bi �� P × Q1 × Q2 � A N

0 � 
� ��	���� �� �8�	����$ �	�� ��
��	�� �� ��	(���� 
� �:�/ � ��
��	(���� %�T�� ��6 	���� 
����� ��6 ����	�� ����� �� ����� 
� �� ����� ����

�! ! '����#������ B1 �� B2

�����	�
� !&�&� �	� A �� B 
��6 ���8�(���� :� �	�� LOOP (B) �!���	7
���� � ����� ���� ���������� �	(�����(��� �� ���� �!��*�� ���� ��������
q0 
� ����� 1 ���� �� -	���	� 
� ������	� δ ��� *�� )

δ(q0) = {(a, q0) : a ∈ A} ∪ {�b: b ∈ B}
:� �	�� LOOP (A) �!���	���� 
���*�� � LOOP (B) 	Q �� ���� 
�� ���8�(���
A �� B �	�� ��8��%���

:� ���� ��	�� ������� ��� �� �� ����� ������ )

*���� !&�&� �	� P = 〈A ∪ B, Λ, S, s0, e, λ〉 �� ��	������ �� X ∈ {A, B}�
0�	�� P � LOOP (X) � �� ��������� �$ �	�� �	�� s ∈ S$ � x ∈ DP (s) ∩ X
��	�� e(s, x) = s�

�! !� -����� �� �����	
� �! ! 

)�
�
��	�
� !&�& �	� {(ui, vi) : i = 1, . . . n} �� ������� 
� �	�� ��� �!��7
�8�(�� A C�	� 
� ��	� ����� D �� B �!���8�(�� {$i}1≤i≤n� 2� ��	(����

� �	�� � ��� �	���	� � �� ��������� � � �6��� P � LOOP (A) �� Q �
LOOP (B) ��� *�� P × Q � (��"��)�1 ∧ A∃(L1

1) ∧ A∃(L1
2) C�	� 
� ��	��

�����&$ ����� �� ����'D�

)�����  �	� P = 〈A ∪ B, Λ, S, s0, e, λ〉 �� Q = 〈A ∪ B, Λ, S ′, s′0, e
′, λ′〉 
��

��	������ ���� *�� P � LOOP (A) �� Q � LOOP (B)� � e × e′((s, s′), ab) ��
e × e′((s, s′), ba) �	�� 
� ��$ ��	�� e(s, b) �� e′(s′, a) �	�� 
� ��� �	� s1 =
e(s, b) �� s′1 = e′(s′, a)� 0�	�� e × e′((s, s′), ab) = e × e′((s, s′1), b) = (s1, s

′
1)

�� e × e′((s, s′), ab) = e × e′((s1, s
′), b) = (s1, s

′
1)$ 
	�� e × e′((s, s′), ab) ��

e × e′((s, s′), ba) �	�� �%��6�
�!����� �� ����� �����'$ ��	�� P ��� � �� �	�
�	� C����&D 
� �� ��	�	�7

�	� ����9 ���� m = 1� � P × Q � (��"��)�1 ��	��$ 
!����� ��� ��	�	��	��
�����'$ P ×Q ��� � ��� ������ �	�
�	�� 
� �� ��	�	��	� ����9 �	�� m = 1�
�	�� � �6��� x ∈ A∗ �� y ∈ B∗ ��� *�� L(P ) ∩ (A ∪ B)∗ = "��)�1(x, y)�
���*�� P � A∃(L1

1) ∧ A∃(L1
2)$ 
!����� �� ��	�	��	� ����+$ �� ��	(���� 
�

�	�� � 
	�� ��� �	���	��
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5����	*������$ �	� {ik}1≤k≤l ��� �	���	� 
� ��	(���� 
� �	��� �	�
x = ui1ui2 · · ·uil = vi1vi2 · · · vil �� y = $i1$i2 · · ·$il � 0�	�� 	� ���� �	�������
�� ��	������ P = 〈A ∪ B ∪ {z}, S, s0, e〉 C�	�  %��� &��D ��� *�� e(s0, w) ���

� � � �� ��������� �

Y �	�� �	�� ua ��� 6� 
� w ��� *�� a ∈ A$ 	� � e(s0, ua) = e(s0, u)�
Y πB(w) = y

���� y = b1b2 · · · bl

A

b1

A

b2

A A

bl

���� &�� Y ��	������ P

:� �	������ ���� �� ��	������ Q = 〈A ∪ B ∪ {z}, S ′, s′0, e
′〉 C�	�  %���

&��D ��� *�� e′(s0, w) ��� 
� � � �� ��������� �
Y �	�� �	�� ub ��� 6� 
� w ��� *�� b ∈ B$ 	� � e(s0, ub) = e(s0, u)�
Y πA(w) = x

B

a1

B B B

a2 aj

���� x = a1a2 · · ·aj

���� &�� Y ��	������ Q

:� ���� ��� �� *�� P � LOOP (A)$ Q � LOOP (B) �� )

P × Q � (��"��)�1 ∧ A∃(L1
1) ∧A∃(L1

2)

�

&�� "������� ����������	� ����
B1 ∈ AUTO(A, �) �� B2 ∈ AUTO(A, �)

,-�
���� !&�&� 2� ��	(���� ������ ��� �
��
�(�� �=�� � A,B1,B2

�	�� 
�� ���	����� ���� �	�
�	� 
!������(��� C�	� 
� ��	� �����D )
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�	� P �� ��	������$ A �� ���	���� ����� �� B1 �� ���	���� ����
���������� �	(�����(��� �� B2 �� ���	���� ���� ���������� �
������(����
,6���7�7� 
�� �	��������� Q1, Q2 ���� *��$ �	�� �	�� i$ Qi � Bi �� P × Q1 ×
Q2 � A N

<	�� ������	�� � ���� ��� ������6 ��� �� ��	(���� 
� �	�� 
� �� �����
��� �� ��� �
���	�� � � 
� ��	���� �� �8�	���� &�����

�	� A �� B 
��6 ���8�(���  ��� �	� e �� # 
��6 �	�����6 ���(	��� ��
C �!���8�(�� A ∪ B ∪ {e} ∪ {#}�

�!�! '����#������ B1

�����	�
� !&�&� :� �	�� B1 �!���	���� ���� ���������� �	(�����(��� 〈C, Q, q0, Q
∀, q0, δ, ∅〉


� � �	��� ��� )
Y Q∀ = {qa : a ∈ A} ∪ {q#, q∅}
Y δ(q0) = {(ε, qa) : a ∈ A} ∪ {(ε, q#)}
Y �	�� �	�� a ∈ A$

δ(qa) = {→a, (a, q0)} ∪ {→b, �b: b ∈ B ∪ {e}} ∪ {�x: x /∈ B ∪ {e, a}}
Y δ(q#) = {→#, (#, q∅)} ∪ {→b, �b: b ∈ B ∪ {e}} ∪ {�x: x /∈ B ∪ {#}}
Y δ(q∅) = {�x: x ∈ C}

:� ���� ��� �� ������� �� ����� ������ ������� ��� ��  %��� &���

*���� !&�&� �	� Q1 = 〈C, S, s0, e〉 �� ��	������� Q1 � B1 � �� ���������
� � �6��� u = a1a2 . . . am ∈ A∗ ��� *��$ �� �	���� ui = a1a2 · · ·ai$ 	� � )

Y DQ1(s0) = {a1} ∪ B ∪ {e} �� �	�� �	�� b ∈ B$ e(s0, b) = s0

Y �	�� �	�� i = 1, . . . , m − 1$ DQ1(e(s0, ui)) = {ai+1} ∪ B
Y �	�� �	�� i = 1, . . . , m �� �	�� �	�� b ∈ B$ e(s0, uib) = e(s0, ui)
Y DQ1(e(s0, u)) = {#} ∪ B �� DQ1(e(s0, u#)) = ∅

B ∪ {e}

a1 a2 am #

B ∪ {e} B ∪ {e}B ∪ {e}

���� &�� Y ��	������ Q1 ���� u = a1a2 . . . am
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�!�!� '����#������ B2

�����	�
� !&�& :� �	�� B2 �!���	���� ���� ���������� �
������(���
〈C, Q, q0, Q

∀, q0, δ, ∅〉 
� � �	��� ��� )
Y Q∀ = {qb : b ∈ B} ∪ {qe, q#, q∅}
Y δ(q0) = {(ε, qb) : b ∈ B} ∪ {(ε, qe)} ∪ {(ε, q#)}
Y �	�� �	�� c ∈ B ∪ {e}$

δ(qc) = {→c, (c, q0)} ∪ {�a,c,→a, (a, q0) : a ∈ A} ∪ {�x: x /∈ A ∪ {c}}
Y δ(q#) = {→#, (#, q∅)} ∪ {�x: x �= #}
Y δ(q∅) = {�x: x ∈ C}

:� ���� ��� �� ������� �� ����� ������ ������� ��� ��  %��� &���

*���� !&�&! �	� Q2 = 〈C, S ′, s′0, e
′〉 ��	������� Q2 � B2 � �� ��������� �

� �6��� v = y1y2 . . . yk ∈ (B ∪{e})∗ ��� *��$ �� �	���� vj = y1y2 · · ·yj $ 	� � )
Y DQ2(s

′
0) = {y1} ∪ A �� �	�� �	�� a ∈ A$ e′(s′0, a) = e′(s′0, y1)

Y �	�� �	�� j = 1, . . . , k − 1$ DQ2(e
′(s′0, vj)) = {yj+1} ∪ A

Y �	�� �	�� j = 1, . . . , k − 1 �� �	�� �	�� a ∈ A$ e′(s′0, vja) = e′(s′0, vj+1)
Y DQ2(e

′(s′0, v)) = {#} �� DQ2(e
′(s′0, v#)) = ∅

y1 y2 yk #

A A A

���� &�� Y ��	������ Q2 ���� v = y1y2 . . . yk ∈ (B ∪ {e})∗

�!�!& 2�� ���
�� ��� Q1 × Q2

�����	�
� !&�&� �	� P = 〈C, S, s0, e〉 �� ��	������ �� u ∈ C∗ ��� *��
e(s0, u) ��� 
� �� :� 
� *�� u ��� �� ��	 ����
	 � �	�� �	�� ��� 6� va ∈
C∗A 
� u$ DP (e(s0, v)) ∩ B = ∅�

*���� !&�&� �	� Q1 � B1 �� Q2 � B2� 0�	�� � �6��� u ∈ A∗ �� v′ ∈
(B ∪ {e})∗ ��� *��$ �� �	���� v = πB(v′)$ 	� � )

Y � w# ∈ L(Q1 ×Q2) ��� �� (	� �8��� ��	�� πA(w) = u �� πB(w) = v�
Y � v′ ∈ e|u|(Be|u|)∗ ��	�� �	�� �	�� z ∈ "��)�(u, v) C�	� 
� ��	�
�����D$ � �6��� �� (	� �8��� w# 
��� Q1 ×Q2 ��� *�� πA∪B(w) = z�
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)�����  �	� Q1 = 〈C, S, s0, e〉 �� Q2 = 〈C, S ′, s′0, e
′〉 
�� ��	������ ��� *��

Q1 � B1 �� Q2 � B2�
�	� u ∈ A∗ �� �	� 
� � �� ����� &���� C�	� O%��� &��D� �	� v′ ∈ A∗

�� �	� 
� � �� ����� &���& C�	� O%��� &��D� �	� v = πB(v′)�
�	� w# �� �	� 
� Q1 × Q2� �!����� �� ����� &����$ �	�� �����
�� #

	� 
	� ��	� πA(w) = u�
�� ����$ 
� �	�� ���� s ∈ S ��� *�� DQ1(s) �= ∅$ 	� � B ⊂ DQ1 � �	�� w#

��� �� (	� �8��� 
��� Q1 × Q2 � �!��� �� (	� �8��� 
��� Q2� :� ����
��	�� ��� �� *�� �������������$ πB(w) = πB(v′) = v�

����	�	�� *�� |u| = m �� v′ ∈ em(Bem)∗� �	� z ∈ "��)�(u, v) ��� *��

z = v0a
1
1 · · ·a1

p1
vp1a

2
1 · · ·a2

p2
vp2 · · ·ar

1 · · ·ar
pr

vpr

����
Y v0 = b0

1 · · · b0
k0

∈ B∗

Y �	�� �	�� i = 1, . . . r − 1$ vpi
�= ε �� vpi

= bi
1 · · · bi

ki

Y vpr = br
1 · · · br

kr
∈ B∗

�	� �� �	�

w = w0a
1
1 · · ·a1

p1
wp1a

2
1 · · ·a2

p2
wp2 · · ·ar

1 · · ·ar
pr

wpr

����
Y w0 = ε � v0 = ε �� w0 = emb0

1e
m · · · emb0

k0
� v0 �= ε

Y �	�� i = 1, . . . , r$ wi = em−pibi
1e

mbi
2 · · · embi

ki
∈ Bki(m+1)+m−pi

:� ���� ��� �� *�� w# ��� �� (	� �8��� 
��� Q1 × Q2� �

<	�� ������	�� �� ����� &���� ��� ���  %���� &�& �� &�'� 2�� �8���� ��
���� ���� �	�����	�
��� ��6 (	�� �8����� ���� �!�6����� 
� ��  %��� &�&$
� �!� � ��� 
� (	�� �8���� ����%���� #� ���� �!�6����� 
� ��  %��� &�'$
�	�� �	�� ��� �	�� 
� "��)�(a1a2, b1b2)$ � �6��� �� �8��� ����%���� #

	�� �� ��	?���	� ��� A ∪ B ��� �� �	��

�!�!� '����#������ A / ��� ���
�� ��� Xe
i #

�����	�
� !&�&" �	� A �� ���8�(�� �� {(ui, vi) : i = 1, . . . n} �� �������

� �	�� ��� A C�	� 
� ��	� �����D� �	� B �!���8�(�� {$i}1≤i≤n� <	�	��
Y1 = {$iui : i = 1, . . . n}∗ �� Y2 = {$ivi : i = 1, . . . n}∗ :� �	�� Xe

1 �!�����(��

�� �	�� w ��� *�!� �6��� u ∈ Y1 �� �� ����� k ��� *�� w = Shuffle(u, ek)
:� 
� �� Xe

2 
� -�R	� �������
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a1

a1

a1

a2

a2

b1

b2

b2

b3

b3

b3

#

���� &�& Y "8���� Q1 × Q2 ���� u = a1a2 ∈ A∗ �� v = b1b2b3 ∈ B∗

*���� !&�&# �	� P = 〈C, S, s0, e〉 �� ��	������� 0�	��$ �	�� i = 1, 2$ �
�6��� �� ���	���� �����$ �	�� A∃(Xe

i )$ ��� *�� P � A∃(Xe
i ) � �� ���������

� � �6��� �� (	� �8��� u ∈ L(P ) ∩ Xe
i #

:� ���� ��� �� *�� ��� ���	����� 
� �� 
� ��	� ������� &����� ���7
������� �� ������ 
� ����� &���9�

�����	�
� !&�&�% <	�	�� �	�� �	�� p ∈ ]n]$ up = a1
pa

2
p · · ·ajp

p ∈ Ajp� �	�
A∃(Xe

1) = 〈C, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, ∅〉 �!���	���� ����� 
� � �	��� ��� )

Q∀ = {qp,$, q
j
p, F

j
p : p = 1, . . . , n �� j = 1, . . . , jp} ∪ {qe, q#, q∅}

Q∃ = {q0} ∪ {Ej
p : p = 1, . . . , n �� j = 1, . . . , jp}

Y δ(q0) = {(ε, qp,$) : p = 1, . . . , n} ∪ {(ε, qe), (ε, q#)}
Y δ(qe) = {→e, (e, q0)}
Y δ(qp,$) = {→$p, ($p, E

1
p)}

Y δ(Ej
p) = {(ε, F j

p ), (ε, qj
p)}

Y δ(F j
p ) = {→e, (e, E

j
p)}

Y δ(qj
p) = {→aj

p
, (aj

p, E
j+1
p )} ∪ {�b: b ∈ B} �	�� j = 1, . . . , jp − 1

Y δ(q
jp
p ) = {→

a
jp
p

, (a
jp
p , q0)} ∪ {�b: b ∈ B}

Y δ(q#) = {→#, (#, q∅)} ∪ {�x: x �= #}
Y δ(q∅) = {�x: x ∈ C}

:� 
� �� 
� -�R	� ������ �!���	���� ����� A∃(Xe
2)�
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e

e

b1

e

e

b2

e

e

a1

a1

a1

a1

a1

a1

a1

a1

e

e

e

e

e

b2

b1

a2

a2

a2

a2

a2

a2

a2

e

e

e

e

b2

b1

#

���� &�' Y "8���� Q1 × Q2 ���� u = a1a2 �� v = e2b1e
2b2e

2
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�!�!� -����� �� �����	
� �!�! 

,-�
���� !&�&�� 2� ��	(���� 
� �	�� � �� �	���	� � �� ��������� � �
�6��� Q1 � B1 �� Q2 � B2 ���� *�� Q1 × Q2 � A∃(Xe

1) ∧ A∃(Xe
1)�

)�����  �	� Q1 � B1 �� Q2 � B2 ���� *�� Q1 × Q2 � A∃(Xe
1) ∧ A∃(Xe

1)�
�!����� �� ����� &���9$ � �6��� x# ∈ L(Q1 × Q2) ∩ Xe

1# �� y# ∈ L(Q1 ×
Q2) ∩ Xe

2#�
0�	�� � �6��� $i1ui1$i2ui2 · · · $ipuip ∈ {$iui : i = 1, . . . n}∗ ��� *�� )

πA∪B(x) = $i1ui1$i2ui2 · · · $ipuip

�� $j1vj1$j2vj2 · · · $jqvjq ∈ {$ivi : i = 1, . . . n}∗ ��� *�� )

πA∪B(y) = $j1vj1$j2vj2 · · · $jqvjq

�� ����$ 
!����� �� ����� &����$ πA(x) = πA(y) �� πB(x) = πB(y)� 2�

��6��� �%���� ���*�� *�� p = q �� �	�� �	�� l = 1, 2, . . . , p$ 	� � il = jl�
�	��$ ���*�� πA(x) = πA(y)$ ui1ui2 · · ·uip = vi1vi2 · · · vjiq � �	�� �� ��	(����

� �	�� � ��� �	���	��

�	� {ik}1≤k≤p ��� �	���	� 
� ��	(���� 
� �	��� �	� u = ui1ui2 · · ·uip =
vi1vi2 · · · vip ∈ A+ ���� |u| = n� :� �	������ Q1 ���� �� �8��� u C�	� O%���
&��D� :� � (�� Q1 � B1�

�	� v′ = en$i1e
n$i2e

n · · · en$ipe
n �� v = πB(v)� :� �	������ Q2 ���� ��

�8��� v′ C�	� O%��� &��D� :� � (�� Q2 � B2�
�	� z = $i1ui1$i2ui2 · · · $ipuip� "	��� v′ ∈ e|u|(Be|u|)∗ �� z ∈ "��)�(u, v)$


!����� �� ����� &����$ � �6��� �� (	� �8��� w# 
��� Q1 × Q2 ��� *��
πA∪B(w) = z� �� ���� z ∈ {$iui : i = 1, . . . n}∗� �	�� � �6��� �� (	� �8���
w# 
��� Xe

1#�
�	� t = $i1vi1$i2vi2 · · · $ipvip � "	��� v′ ∈ e|u|(Be|u|)∗ �� t ∈ "��)�(u, v)$


!����� �� ����� &����$ � �6��� �� (	� �8��� w# 
��� Q1 × Q2 ��� *��
πA∪B(w) = t� �� ���� t ∈ {$ivi : i = 1, . . . n}∗� �	�� � �6��� �� (	� �8���
w# 
��� Xe

2#�
�	�� Q1 × Q2 � A∃(Xe

1) ∧A∃(Xe
1)� �

&�� "������� ����������	� ����
B1,B2 ∈ AUTO(A, �)

,-�
���� !&�&� 2� ��	(����$ �	�� )$��$ ������ ��� �
��
�(�� )



9+ ��
��
�(��� 
� �	������ 
����������

�	� P �� ��	������$ A �� ���	���� ����� �� B1,B2 
�� ���	����� ����
���������� �
������(���� ,6���7�7� 
�� �	��������� Q1, Q2 ���� *��$ �	��
�	�� i$ Qi � Bi �� P × Q1 × Q2 � A N

<	�� �!���	�� ��� � ��
��� �� ��	(���� 
� �:�/ ��� �� ��	(���� 
� �!���=�

!��� ���8�� 
� /���%� "	����R	�� 
!�(	�
 ��� -	������� �� �	�	� 
�
���8�� 
� /���%�

�!&! 3������ �� "����4

�����	�
� !&�&� E�� ���8�� 
� /���% M ��� �� ����� (K, k0, T, Γ, δ) ���
*�� )

Y K ��� �� �����(��  �� 
!������
Y k0 ∈ K ��� �!���� �����
Y T ⊂ K ��� �� �����(�� 
!���� �������6�
Y Γ = Σ ∪ {�} 	Q § ��� �� ���8�(��  � �� � /∈ Σ ��� �� ���(	�� K(����L�
Y δ : K × Γ → K × Γ × {→ ,−,← } ��� �� -	���	� 
� ������	��

�� ����$ �	�� �	��
��	�� *�� �� ���8�� 
� /���% �M����� 
�� ������	��
K(	������L ��� ��� ����� �������6$ �!��� � 
�� )

δ(t, σ) = (t, σ,−) � t ∈ T �� σ ∈ Γ

�����	�
� !&�&� Y E�� ��	������
�	 ��� �� �	� 
��� Γ∗KΓ∗�
Y E�� ��	������
�	 
	
�
�� ��� �� �	� 
� �� -	��� k0w 	Q w ∈ Σ∗�
Y E�� ��	������
�	 ����
	�� ��� �� �	� 
��� Γ∗TΓ∗�
Y :� �	�� →M �� �����	� ������� ) �	�� �	�� h, k ∈ K$ u ∈ Γ∗$ v ∈ Γ+

�� a, b, c ∈ Γ$
Y ukav →M ubhv � δ(k, a) = (h, b,→ )
Y ukav →M uhbv � δ(k, a) = (h, b,−)
Y uckav →M uhcbv � δ(k, a) = (h, b,← )
Y uka →M ubh � � δ(k, a) = (h, b,→ )
Y kau →M h � bu � δ(k, a) = (h, b,← )

���� �� 
� ��	� 
� �� �����	�→M $ ����� ��� 
��6 
������ ��� C��� uka →M

ubh� �� kau →M h�buD �8��%��� �� �	�%���� 
� �� �	� %����	� �� �?	�����
�� (���� ��

�����	�
� !&�& �	� C0 �� C1 
��6 �	� %����	��� :� �	�� C0 �M C1

*���
 C0 →M C1 �� *�� ��� 
��6 �	� %����	�� 	�� �� �=�� �	�%����� :�
�	�� �∗

M �� ������� �������� 
� �� �����	� �M �
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O���	�� ����� ����� �� ���������� �� �������� �����*�� ���� ����� ,� �M��$
�!��� �� ��	����� �������� 
�� ���8��� 
� /���% �	�� �	��� ������ 
!�
�7
�
�(���� <	�	�� 
!�(	�
$ �	�� i = 1, 2$ πi : (Γ∪K)2 → Γ∪K �� ��	?���	�

� �� ��� �	��	����� ����
� � �!�����(�� ((Γ ∪ K)2)∗ ��� �	��8����

*���� !&�&! 2!�����(�� 
�� �	�� u ∈ ((Γ ∪ K)2)∗ 	Q π1(u) �� π2(u) �	��

�� �	� %����	�� ��� *�� π1(u) �M π2(u)$ ��� �� �����(�� ���	�����

)�����  ,� �M��$ �!��� �� �	��7�����(�� Δ∗RΔ∗ 	Q Δ = {(x, x) : x ∈ Γ} ��
R = R1 ∪ R2 ∪ R3 ���� )

Y R1 = {(k, b)(a, h) : h, k ∈ K, a, b ∈ Γ �� δ(k, a) = (h, b,→ )}
Y R2 = {(k, h)(a, b) : h, k ∈ K, a, b ∈ Γ �� δ(k, a) = (h, b,−)}
Y R3 = {(c, h)(k, c)(a, b) : h, k ∈ K, a, b, c ∈ Γ �� δ(k, a) = (h, b,← )}

�

�!&!� �� �����	
� BTMε

�����	�
� !&�&� :� �	�� BTMε �� ��	(���� ������ )
�	�M ��� ���8�� 
� /���%$ �6���7�7� �� ����� k ��� *�� ��� �	� %����	��
�������� ��� M ��� �!������ �
� �	�� �	���� 
� �	�%���� (	����� ��� k N

)�
�
��	�
� !&�&� 2� ��	(���� BTMε ��� �
��
�(���

)�����  2� ��	(���� 
� �!���=� 
!��� ���8�� 
� /���% ���8�� ��� �!��7
���� �
� C*� ��� �
��
�(��D ���� =��� ��
�� �� ��	(���� BTMε� ,� �M��$
� �� ���	��� �� ��	(���� BTMε ��� �	�$ ��	�� M �!������ ��� 
!���� ����7
���6� ��	�$ � �� ���	��� 
� ��	(���� BTMε ��� 	�$ ��	�� M ������ 
��6
-	� �� �=�� �	� %����	�� ���*�� �� �	�(�� 
� �	� %����	� 
� �	�%����
k ���  �$ 	� ���� �	������� ��� ���8�� 
� /���% M ′ *� ������� M � M
������ 
��6 -	� ��� �=�� �	� %����	� �������� �� ��?���� M ��	�� �

)�
�
��	�
� !&�&" 2� ���	��� �� ��	(���� BTMε ��� 	� � �� ���������
� � �6��� ��� �	� %����	� C �� 
��6 ������ m �� p ��� *�� C0 �+ C �∗ C
�� C0 = �mk0�p�

<	�� ���	�� ��������� ��
��� �� ��	(���� BTMε �� ��	(���� )$���
���� ����������$ �	�� ���	�� 
� �� �� ����� P (M)$ ��� ���� ���	� �	��
�� ������� �������� A(M) �� 
��6 ���� ���	�� �	�� ��� �	��������� *��
�	�� �	�	�� PATHi(M)∧Πi Ci = 1, 2D$ 
����
��� 
!��� ���8�� 
� /���%
M $ ��� *�� �� �8�	���� ������ �	� ����

,-�
���� !&�&# 2� ��	(���� )$�� ���� P (M)$ A(M)$ PATH1(M)∧Π1

�� PATH2(M)∧Π2 � ��� �	���	� � �� ��������� � � �6��� ��� �	� %����	�
C �� 
��6 ������ m �� p ��� *�� C0 �+ C �∗ C �� C0 = �mk0�p�



��� ��
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�(��� 
� �	������ 
����������

�!&!& '����#������ ���� �� ����������

�����	�
� !&�&�% :� �	�� B �!���8�(�� �	������� (Γ ∪ K ∪ {$, #})2 ��
��� ���(	��� ������6 {α, β}� :� ����
$ �	�� i = 1, 2$ ��� -	���	�� πi �
�!���8�(�� B 
� �� -�R	� �������� πi ��� �� ��	?���	� ��� �� i��� �	��	�����
�	�� �	�� b ∈ (Γ ∪ K ∪ {$, #})2 ��$ ��� �	�����	�$ πi(α) = πi(β) = γ ����
γ �� �	����� ���(	�� �!����������� ��� � Γ ∪ K ∪ {$, #}�

<	�� 
� ���	�� ���������$ �	�� i = 1, 2$ �!���	���� ����� PATHi(M)
�� ��� ���	����� ���� ���������� �
������(��� Πi ��� �!���8�(�� B� ����7
�������$ �	��� (�� ��� *�� �	�� ��� �8���� 
!�� �	
��� Qi 
� �!���	����
PATHi(M) ∧ Πi �	�� ��� *�� ����� ��	?���	�� �	�� 
� �� -	��� )

γ$n#Cn
0 #Cn

1 · · ·#Cn
j · · ·

	Q Cn
j �	�� 
�� �	� %����	�� �� Cn

0 = �mk0�p �	�� 
�� ������ m �� p�
5����*�	�� *�� ��� �	� %����	�� Cn

j �!	�� ��� ������������� �� �=��
�	�%����� �� ����$ �	�� ���	�� ���� � *�� ��� �8���� �6����� �	�� �	��
����� n �� �	�� � ��� 2� O%��� &�� ������ 
� �������� �� -	��� 
�� �8����

!�� ��	������ Qi�

π−1
i ($) π−1

i ($) π−1
i ($)

β

α

π−1
i

(#C
p
0 )π−1

i
(#C1

0 )π−1
i

(#C0
0 )

π−1
i

(#C0
1#C0

2 · · ·#C0
j · · · )

π−1
i

(#C1
1#C1

2 · · ·#C1
j · · · )

π−1
i (#C

p
1#C

p
2 · · ·#C

p
j · · · )

���� &�� Y "	�������� Qi

�����	�
� !&�&�� �	� Πi �� ���	���� ���� �� ���� ���� �������� q0 �� ��
-	���	� 
� ������	� )

δ(q0) = {�b,b′ : πi(b) = πi(b
′)} ∪ {(b, q0) : b ∈ B}
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*���� !&�&�� Qi � Πi � �� ��������� � �	�� �	�� u, v ∈ B∗ ��� *��
πi(u) = πi(v)$ � ei(si

0, u) �� ei(si
0, v) �	�� 
� �� ��	�� �� �	�� �%��6�

�����	�
� !&�&�� �	� PATHi(M) = 〈B, Q, Q∃, Q∀q0, δ, r〉 �!���	���� �����
� ����� 
� � �	��� ��� C�	� O%���� &�+ �� &�9D )

Y Q∃ = {q1, q2, q3, q4}
Y Q∀ = {q0, q$, 1�, qk0 , 2�, q#} ∪ {pσ, qσ : σ ∈ Γ} ∪ {qk : k ∈ K}
Y r(q0) = r(q$) = r(q1) = r(qk0) = r(q2) = r(q3) = r(qk) = r(q4) = 0
Y r(1�) = r(2�) = r(pσ) = r(qσ) = 1 �	�� �	�� σ ∈ Γ
Y r(q#) = 2
Y δ(q0) = {(α, q$), (β, q$),→α,→β} ∪ {�b: b �= α, β}
Y δ(q$) = {(x, q$),→x: πi(x) = $} ∪ {(x, q1),→x: πi(x) = #} ∪ {�b:

πi(b) /∈ {$, #}}
Y δ(q1) = {(ε, qk0), (ε, 1�)}
Y δ(1�) = {(x, q1) : πi(x) = �} ∪ {�b: πi(b) �= � }
Y δ(qk0) = {(x, q2),→x: πi(x) = k0} ∪ {�b: πi(b) �= k0}
Y δ(q2) = {(ε, q#), (ε, 2�)}
Y δ(2�) = {(x, q2) : πi(x) = �} ∪ {�b: πi(b) �= � }
Y δ(q#) = {(x, q3),→x: πi(x) = #} ∪ {�b: πi(b) �= #}
Y δ(q3) = {(ε, pσ) : σ ∈ Γ} ∪ {(ε, qk) : k ∈ K}
Y δ(pσ) = {(x, q3),→x: πi(x) = σ} ∪ {�b: πi(b) �= σ}
Y δ(qk) = {(x, q4),→x: πi(x) = k} ∪ {�b: πi(b) �= k}
Y δ(q4) = {(ε, qσ) : σ ∈ Γ} ∪ {(ε, q#)}
Y δ(qσ) = {(x, q4),→x: πi(x) = σ} ∪ {�b: πi(b) �= σ}

2� ����� ������ ���������� ��� �8���� 
!�� ��	������ Qi C�	� O%��� &��D�

*���� !&�&� �	�� i = 1, 2$ Qi � PATHi(M) ∧ Πi � �� ��������� �
Y ����� �	�� ���� 
� Qi � �6��� ��� ������	��
Y �� �6��� 
�� -	���	�� fi : N → (Σ ∪ K ∪ {$, #})ω$ ri : N → N ��

gi : N → N ��� *�� )
w ∈ Bω ��� �� �8��� � � 
��� Qi � �� ��������� �$ �	� πi(w) = γ$ω

	� �	� � �6��� n ≥ 0 ��� *�� πi(w) = γ$n# �ri(n) k0 �gi(n) fi(n) ����
fi(n) = #Cn

1 # · · ·Cn
j · · · 	Q ��� Cn

j �	�� 
�� �	� %����	���
Y � u, v ∈ Bω �	�� 
�� �8���� 
��� Qi ���� πi(u) = πi(v) ��	�� ei(si

0, u) =
ei(si

0, v)�

5����*�	�� *�� Qi ��� �	���������� 
� � ��� ��� -	���	�� fi$ ki �� gi�

)�����  <	�� ���	�� ��	���� *�� Qi � PATHi(M) ∧ Πi ���*�� ��� ��	�
�	�
�	�� 
� ����� &������ :(����	�� *�� �� 
������ �	�
�	� ��� ���
�	���*����� 
����� 
� ����� &������



��� ��
��
�(��� 
� �	������ 
����������

:� ���� ��� �� *�� ��� ������	�� 
� �!���	���� PATHi(M) �	�� 
��7
�*��� �	�� �	�� b, b′ ∈ B ��� *�� πi(b) = πi(b

′)� "!��� �	��*�	$ ��� �� ����$
�	�� 
��� ��	�� ��� �8���� 
��� Qi ���� ����� ��	?���	�� ��� πi�

:(����	�� 
!�(	�
 *�� γ$n# ��� �� �8��� 
��� Qi� �� ����$ � u ���
�� �8��� 
��� Qi ��	�� �	� u = γ$ω 	� �	� � �6��� �� ����� n ��� *��
γ$n# ��� �� ��� 6� 
� u� :� ���� �� ��	���� ���� ��  %��� ������� &�+ *�
���������� ��� �������� ������	�� 
� �!���	���� PATHi(M)�

(q0, ∀, 0)

→γ
�x, x �= γ

(q$, ∀, 0)

(q1, ∃, 0)

→#
�x, x �= #

→$
�x, x �= $

���� &�+ Y "8���� γ$n# �� γ$ω

2� �	��	� (q0, ∀, 0) ���������� �!���� 
� �!���	���� PATHi(M) C� q0D$
�� ������ 
� �!���� C� q0 ��� �� ���� �������� ) q0 ∈ Q∀D �� �� ����� 
� �!����
C� r(q0) = 0D� 2�� ������ �	��	�� �	�� 
� �� 
� -�R	� �������� ����� ��
���� ��������$ ��� ���(	��� 
� �� -	��� →x �6���� �� -�� *�� �� ��	������

	� ��	� ��� x7������	� �� �x �6���� �� -�� *�� �!���	���� ����
� ���
x7������	��

2!���� q0 ��� ��������� 0��$ �� ��	������ Qi 
	� ��	� ��� ��*�� ����7
��	� ��� γ 
���� �	� ���� ����� 0���� �� γ7������	�$ Qi 
	� ����-���
��� �	�������� 
� �!���� �������� q$� �	��$ Qi 
	� ��	� �6�������� ���
$7������	� �� ��� #7������	�� �� ����$ ����� ��� $7������	�$ Qi 
	� ��7
��-��� ��� �	�������� 
� �!���� �������� q$� �	�� Qi 
	� ��	� �6��������
�	�� ��� �8���� 
� �� -	��� γ$n# ���� n ≥ 0 �� �� �8��� γ$ω�

*���� !&�&�! �	�� �	�� ����� n ≥ 0$ � �6��� �� �8��� � � ��*��

��� Qi 
� �� -	��� γ$n# �m k0 �p #Cn

1 #Cn
2 # · · · 	Q ��� Cn

j �	�� 
�� �	� 7
%����	���

:� ���� ��	���� �� ����� � �!�
� 
� ��  %��� &�9 *� ���������� ��� �����7
�	�� 
� �!���	���� PATHi(M) ����� �� �8��� γ$n#� "	��� �	�� �	��	��
�� �	� ��� ��  %��� &�+$ ����� �� �8��� γ$n#$ �!���	���� PATHi(M) ���
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��� �!���� �6������� q1� ��� ��  %��� &�9$ ��� ������	�� 
� �!���	����$ 
�7
��� �� ���� �6������� $ ��*���� ��� ε$ �6������ ��� �8	6 �	�
���������

� �!���	�����

:� ���� 	(������ ��� ��  %��� &�9 *��$ 
��� �8�*�� ���� �������� C���
1�$ qk0$ 2�$ q#$ pσ$ qk �� qσD$ �!���	���� -	��� �� ��	������ � ��	� ��������	�
�	� ���	�
�
�	� 0��$ �	�� �	�� n$ � � � �� ��*�� �8��� ���� �� ��� 6�
γ$n# ��$ 
� ����$ � 
	� =��� � ��

0 ����� 
�� �����$ �!���	���� �� ���� ������ 
��� �!��� 
�� *�����
(	�����$ �������� Loop� 0�� � ���� �!���� q# � ����� �	������ �� ����$
����� 
!�����
�� �!���� q# �	�� �� ������� -	�$ � �� �� ��*�� �	�  �

��� �∗k0�∗� O��������$ ����� 
��6 ����� q# �!���	���� 
	� ��� �� ������
# ���� ��� �� �	� 
��� Γ∗KΓ∗ $ �!��� � 
�� ��� �	� %����	�� �

�!&!� -���� �� ����#������ �� ��	
� �������

<	�� 
� ���	�� ��������� �� ����� P (M) ���� ��  %��� &���� 2� �����
&���& �	�� ������ *�� �� ����� P (M) ��� (�� 
� �$ �������������� �� �8�7
�� 
���� �!���� 5 ���� �!���� 6� �� ���	�� �� ���� ���	�A �	�� �� �������
�������� P × Q1 × Q2�

�����	�
� !&�&�� �	� A = 〈B, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, r〉 �� ���	���� � �����
���� Q∃ = {q0}$ Q∀ = {q$} ∪ {q#} ∪ {qX : X ⊆ B, X �= ∅} ��

Y r(q0) = 0$ r(qX) = 1 �	�� �	�� X ⊆ B �� r(q$) = r(q#) = 2
Y δ(q0) = {(ε, q#)} ∪ {(ε, q$)} ∪ {(ε, qX) : X ⊆ B, X �= ∅}
Y δ(q$) = {(($, $), q0),→($,$)} ∪ {�x: x �= ($, $)}
Y δ(q#) = {((#, #), q0),→(#,#)} ∪ {�x: x �= (#, #)}
Y δ(qX) = {(x, q0),→x: x ∈ X} ∪ {�x: x /∈ X}

)�
�
��	�
� !&�&�� P � A � �� ��������� � ��� �8���� 
��� P �	�� ���7
 6�� 
� �8���� � �� �	������� ��� � ��� 
� ������� (#, #) 	� ��� � ���

� ������� ($, $)�

)�����  ���� �� ?�� G(A, P )$ 
���� �	��� �	��	� ����������$ � 
	� �
��	� ��� ������	� 
	�� �	�� ��� �8���� 
� P 
	���� =��� ��� 6�� 
�
�8���� � ��� �� ����$ � � �6��� 
��� P �� �8��� ���� ��� � ��� 
�
������	�� ��� a$ ��	�� �� ����� ���	�� 
��� G(A, P ) 
	� ������ � �����
��� ��� �	��	�� q$ 	� q# �	�� =��� 
� ����� ����� �	�� �� �8��� 
	�
�	����� ��� � ��� 
� (#, #) 	� 
� ($, $)� �



��� ��
��
�(��� 
� �	������ 
����������

→�
ε

→k0

(q2,∃, 0)(2�,∀, 1)

ε

ε

ε

→�

(q3,∃, 0)

(q#,∀, 2)

ε

→σ

→#

�x, x �= #

(qk,∀, 0)

→k

ε

(q4, ∃, 0)ε(qσ, ∀, 1)

(pσ,∀, 1)

ε

→σ

(qk0 ,∀, 0)

Loop1

Loop2

Loop3

Loop4

(1�,∀, 1) (q1,∃, 0)

�x, x �= �

�x, x �= k0

�x, x �= �

�x, x �= σ

�x, x �= k

�x, x �= σ

���� &�9 Y "8���� ����� γ$n#



"	������ 
���������� ����
B1,B2 ∈ AUTO(A, �) ��&

4� 	 


�

($, $)

α

{(x, x) : x ∈ Σ ∪ K ∪ {$, #}}

�

($,�)

($, k0)($, #)β

($,�)

(#, #)

(#, #)



{u : π1(u) 	 π2(u)}

���� &��� Y ��	������ P (M)

�!&!� �������������� / ������ �� �����	
� �!&! 

,-�
���� !&�&�" �	� M ��� ���8�� 
� /���%� ����	�	�� *�!� �6���

��6 ��	������ Q1 �� Q2 ��� *��$ �	�� i = 1, 2$ Qi � PATHi(M) ∧ Πi ��
P (M)×Q1 ×Q2 � A� 0�	�� � �6��� C0 = �mk0�n �	�� 
�� ������ m, n ≥ 0
�� ��� �	� %����	� C ��� *�� C0 �∗ C �+ C�

)����� � �	�$ �	�� i = 1, 2$ ��� -	���	�� fi$ ri �� gi$ *� ������������
�	���������� ��� �8���� 
��� �� ��	������ Qi C�	� 2���� &�����D� ����7
�������$ 
��� �� ������ �����$ �	�� ��	��	�� *�� ��� �8���� ���� ��
��� 6� α 
��� P (M)$ *� �	�� �	��	���� 
� ������� ���� 
�� �	��	������

���*���$ -	����� ��� �	��������� Qi � =��� ����������� ��� ��� �=�� -	��7
�	�� C��� f1 = f2$ g1 = g2 �� r1 = r2D�

�	� n ≥ 0 �� ������ <	�	�� *�� u = α($, $)n(#, #) ��� �� �8��� 
���
P (M) × Q1 × Q2� �!����� �� ����� &�����$ w ��� �� �8��� � � 
��� Qi

���� �� ��� 6� u � �� ��������� � πi(w) = γ$n# �ri(n) k0 �gi(n) fi(n) ����
fi(n) = #Cn

1 # · · ·Cn
j · · · 	Q ��� Cn

j �	�� 
�� �	� %����	��� �� ����$ w ��� ��
�8��� � � 
��� P (M) ���� �� ��� 6� u � �� ��������� � π1(w) = π2(w) C�
����� 
� ��� 6� αD� 3��$ �� ���� ���	� A ���*�� *�� �	�� ��� �8����  7
�� 
��� P (M)×Q1×Q2 �	�� ��� 6�� 
� �8���� � ��� 0�� f1(n) = f2(n)$
g1(n) = g2(n) �� r1(n) = r2(n)� ���*�� n ��� ��(�����$ ��� ��	������ �	��
���� �	�� �	�� n ≥ 0� �	�� f1 = f2$ g1 = g2 �� r1 = r2�

�	� n ≥ 0 �� ������ :(����	�� 
!�(	�
 *�� v = β($, $)n($, #) ��� �� �8�7
�� 
��� P (M)×Q1×Q2� 2� ���� ���	� A ���*�� *�!� �6��� �� �8���
� � w 
��� P (M)×Q1×Q2 ���� �� ��� 6� v� �� ����$ w 
	� �	����� ��� �7
 ��� 
� (#, #) C,� �M��$ �� �8��� 
��� P (M) ���� �� ��� 6� v �� �	�����



��' ��
��
�(��� 
� �	������ 
����������

��� 
!������ ($, $)D� �!����� �� 
� ��	� 
� P (M)$ � �6��� 
��6 ������
p, q ≥ 0 ��� *�� w = v · ($,�)p($, k0)($,�)q(#, #)(C1, D1)(#, #)(C2, D2) · · ·
	Q Cj �� Dj �	�� 
�� �	� %����	�� �� Cj � Dj �	�� �	�� j ≥ 1� ,� 
!������
������ )

π1(w) = γ$n+1+p+q#C1#C2 · · ·
π2(w) = γ$n#D0#D1#D2 · · ·

��� *�� Ci � Di �	�� �	�� i ≥ 1 �� D0 = �pk0 � q� 2� �8��� � � w �	�7
����	�
 � �� �8��� 
��� Q1 ���� �� ��	?���	� ��� �� ������� �	��	�����

� � ��� f1(n+ p+1+ q)$ r1(n+ p+1+ q) �� g1(n+ p+1+ q)$ �!��� � 
�� )

π1(w) = γ$n+p+1+q# �r1(n+1+p+q) k0 �g1(n+1+p+q) #f1(n + 1 + p + q)

�� ����$ �� �8��� � � w �	�����	�
 � �� �8��� 
��� Q2 ���� �� ��	?���	�
��� �� 
��6��� �	��	����� 
� � ��� f2(n)$ r2(n) �� g2(n)$ �!��� � 
�� )

π2(w) = γ$n# �r2(n) k0 �g2(n) #f2(n)

� �!	� �	����� �� w 
��� P (M) �� 
��� Q2$ 	� � p = r2(n) �� q = g2(n)�
�	� h �� -	���	� 
� �� ��� h(n) = n + r2(n) + 1 + g2(n)� 0�	��$ 	� ����
����� �� �8��� w 
��� Q1 �	��� ��� )

π1(w) = γ$h(n)# �r1(h(n)) k0 �g1(h(n)) #f1(h(n))

"	��� �	�� �!��	�� 
� �����
������$ f1 = f2$ g1 = g2 �� r1 = r2� �	��
� �6��� �� �8��� � � w′ 
��� Q2 ��� *�� π2(w

′) = π1(w)� ,� 
!������
������$ � �6��� �� �8��� � � w′ 
��� Q2 ���� )

π2(w
′) = γ$h(n)# �r2(h(n)) k0 �g2(h(n)) #f2(h(n))

5����	�� �������� ��	������ 
�� �8���� 
� ��	������ Q2 *�� �	�� ��	��
�	����� �� �6��� 
��6 �8���� � �� w′ �� w 
��� �� ��	������ Q2 ��� *�� )

Y π2(w
′) = γ$h(n)#C1#C2 · · ·

Y π2(w) = γ$n#D0#D1#D2 · · ·
Y Cj �� Dj �	�� �	� %����	��$ Cj � Dj �	�� �	�� j ≥ 1�
Y C1 = �r2(h(n))k0�g2(h(n))

.���	�� C
h(n)
j �� �	� %����	� Cj �� Cn

j �� �	� %����	� Dj� ���� %�����7
������$ 	� ���� Ck

0Ck
1 · · · �� �������	� 
�� �	� %����	�� 
��� �� ���	�
�

��	?���	� 
� �8��� � � 
��� Q2 *� � �� ��� 6� u ���� π2(u) = γ$k#�
���*�� n ��� ��(����� �� ���� �	� �	������� �	���	��$ 	� � �	���� *�� �	��
�	�� ����� n$ � �6��� m = h(n) > n ��� *�� �	�� �	�� j ≥ 0$ Cm

j � Cn
j+1�

�	�� �	�� �	�� ����� l$ 	� ���� �	������� �8� ���� )

C
hl(0)
0 � C

hl−1(0)
1 � C

hl−2(0)
2 � · · · � C

h(0)
l−1 � C0

l



"	�����	� ���

3�� �!�����(�� 
�� ����� 
� Q2 ���  � �� 
	�� �� �	�(�� 
� �	� %����	��

��� Q2 ��� ����  �� �	��$ � �6��� 
�� ������ l, i, j$ ���� i �= j$ ��� *��
C

hl−i(0)
i = C

hl−j(0)
j � O��������$ � �6��� C0 = C

hl(0)
0 = �r2(hl(0))k0�g2(hl(0)) ��

C = C
hl−j(0)
j ��� *�� C0 �∗ C �+ C� �

0 � 
� ��	���� �� �8�	���� &���9 C��� �� ��	(���� )$�� ��� �
��
�(��D$
� ����� � ��	���� �� �����	*�� 
� �8�	���� &����+� ����	�	�� *�!� �6���
C0 = �mk0�n �	�� 
�� ������ m, n ≥ 0 �� ��� �	� %����	� C ��� *��
C0 �∗ C �+ C� 0�	�� � �6��� 
�� �	� %����	�� ��� *�� )

C0 � C1 � · · ·Cj−1 � C � Cj+1 · · · � Cp � C

�	� Qi �� ��	������ 
� � ��� ��  %��� &���$ �	�� i = 1, 2�

β

α

π
−1
i

($)

π
−1
i

(#C0) π
−1
i

(#C1) π
−1
i

(#C)

π
−1
i

(#Cp)

π
−1
i

(#Cj−1)

���� &��� Y ��	������ Qi

:� ���� ������� ��� �� *�� Qi � PATHi(M) ∧ Πi� �� ����$ 	(����	��
*�� ��� �8���� � �� 
��� P (M) × Q1 × Q2 �	�� 
!��� 
�� ��	� -	����
�������� )

Y α($, $)k(#C0, #C0)(#C1, #C1) · · ·
Y β($, $)k($|#C0|, #C0)(#C0, #C1)(#C1, #C2) · · ·
Y α($, $)ω

"�� �	�� ������ 
� �	������ *�� P (M) × Q1 × Q2 � A� �

&�� "�����	���

2� ��	(���� 
� �	������ 
���������� ���� ���������� �
������(��� 	�
�	(�����(��� ��� 
	�� �
��
�(�� � ��� ���� ���	��$ �	�� �� �	�� 
��6
�	���������$ �	�� 
�� ���	����� ����
���

2� ��� 	Q �� ���� 
�� �	��������� � �	�� ���� ���	� �� ���	���� ����
�
��� 
��
�(�� ���*�!� �!�%� 
� �� ���� �(��� 
� �!���	����

(A/Bn/Bn−1/ · · · B2/P
) ∧ B1

	Q ���� �!���	���� B1 ��� �� ���	���� ����
�$ ��� ������ ���	����� �����

�� ���	����� ������ C�	� �� ����� ���D�



��+ ��
��
�(��� 
� �	������ 
����������

:� ���� 	(������ ���� *�� ��� ���� ���	�� �	�� ��� �	��������� �� ��
������� ��������$ ���������� 
��� �� �8����� � � 
� ��	���� �!�
��
�(���

� ��	(���� �$)�0$ �	�� 
�� ��� ���� ���������� 
!���	����� ����
���

,� �M��$ 
��� �� ��� 	Q �� 
�� �	��������� � 
�� �	�������� 
!	(�����7
(���$ �	���� ��� ���� ���	�� �	�� 
�� ���	����� ����
�� ���� �	�
�	�

!������(��� CAcc ��� �
�D� ���� �� ��� 
� �	������ ���� ���������� �7

������(���$ �� �	�� 
�� ���	����� ����
�� � ����� 
��� {0, 1, 2}� ���� ���
��	� ���$ ��� ���������� �
������(��� 	� �	(�����(��� �	��  6��$ � �� ����
��� �� -	���	� 
� �	��	������� 
� �,��



����
	�� (

��� ���
������

<	�� �������	�� 
��� �� �8����� 
��6 ��� 	Q �� �	������ 
���������� ���

��
�(��� ���� �� ����� '��$ �	�� ��	��	�� *�!�� ������%���� -	������� ���
���� ���	�� 
�� �	��������� �� 
� ������� ��������$ �� ��	(���� �$)�0


����� 
��
�(��� 2� ����� '�� ��� 
�
�� �� ��� 	Q �!	� �������� �� ���� 
�
������	�� 
��� �� ������� ���������

<	�� �������	�� �� �$ � �� ����� '��$ �!	�����	� 
� *�	���� 
!�� ���	7
���� ����
� ��� �� ���	���� ������

'�� ��	��������	 ��	 	���� ������	

1�� *�� �� �	������ 
���������� ���� ���������� �	(�����(��� 	� �
�7
�����(��� ��� �
��
�(��$ � �6��� 
�� ���� ���	�� �	�� ���*������ �� 
��
�7
(��� � ��� ��	���� C�	� F"�OJ++G �� F5�>	9�GD� ���� F0J>��G$ ��� �������
���������� ��� ������6 
� F5�>	9�G ���� �� -	������� 
�� ���	����� �	���
����

�	� P �� �,�� :� �	��
���$ �	�� i = 1, 2$ 
�� �	��7�����(��� 
!�����7
����� Ai

c �� Ai
o ������������$ �������������$ ��� ���������� �	������(��� ��

	(�����(��� �	�� �� �	�������� Qi� 2� ���%�%� 
� ������� �������� L(P ×
Q1 × Q2) 
	� =��� �� �	��7���%�%� K ⊂ L(P )�

0���$ ��� �6������ ����� �� �����$ ���� ������ � 
�� *�� Qi � A(Ai
c) ∧

A(Ai
o)� �� ����$ � K ��� �� ���%�%� ���*�� C��� E ⊂ ΛD LE(R) 
!�� ��	���7

��� R$ ���� �!�6����� ��&��$ 	� 
	� ��	� P × Q1 × Q2 � AE
R�

:� ���� �����*��� *�� ��� ���	����� A(Ai
c)$ A(Ai

o) �� AE
R �!	�� ���


!����� �6�������� C�	� ��� �6������ 
�?� ����D� �� ���� AE
R �!� *�!�� ����

�	
��� � (������	� ����� ��� �������	�� ��� ��� ���� ���	�� �������

	�� ��������� �� 
��
�(��� 
� �	������ 
�����������

��9
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�(���

���� ����� �����$ �	�� �	���	�� *�!�� ������%���� ��� ���� ���	��
�	�� �� �,� �� ��� �	���������$ 	� ���� 	(���� �� ��� 
��
�(�� 
� �	������

���������� C*� ����
 �� �	���� �� ��� �7
�����D� ���� ����������$ �	��
���	�� 
����� ��� �	��7������ 
� ���� ���	�� �� 
�� �	
���� K����������L 
�
��� ���� ���	�� ��� *�� �� ��	(���� �$)�0 � ��� �	���	� � �� ���������
� ��� �	
���� ���������� �	�� ��� �	���	��

�! ! -������� �� �� ������

<	�� ������	�� 
!�(	�
 �� 
� ��	� ������

�����	�
� �&�&� �	� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� P ′ = 〈A, Λ, S ′, s′0, e
′, λ′〉 
��6

��	������� :� 
� *�� P ��� ��
	� ���	
 *�� P ′ �� �!	� �	�� P ≤d P ′$ �
P ≤ P ′ C�	� �� ��	� �����D ��$ �	�� �	�� ���� (s, s′) 
� ��	
�� P × P ′$
��� ��	������ �������� �	�� ��� ��� )

Y � e(s, a) ��� 
� � �� �%��� � s$ ��	�� e′(s′, a) = s′�
Y � e(s, a) �� e(s, b) �	�� 
� �� �� �%��6$ ��	�� e′(s′, a) = e′(s′, b)�
Y λP (s) ⊇ λP ′(s′)

:� �	�� P =d P ′ *���
 P ≤d P ′ �� P ′ ≤d P �

)�
�
��	�
� �&�&� ≤d ��� �� ���	�
���

)�����  ����	�	�� *�� P ≤d P ′ �� P ′ ≤d P ′′� �	� (s, s′′) �� ���� 
� P ×P ′′

������(�� 
���� (s0, s
′′
0) ���� �� �8��� u ∈ A∗ ��� *�� e(s, a) �� e(s, a) �	��


� ��� "	��� P ≤ P ′$ � �6��� �� ���� s′ ��� *�� e′(s′0, u) ��� 
� � �� �%���
� s′ ��$ 
� ����$ e′(s′, a) �� e′(s′, b) �	�� 
� ��� ���*�� P ′ ≤ P ′′$ e′′(s′′, a)
�� e′′(s′′, a) �	�� ���� 
� ��� ����	�	�� *�� e(s, a) = s� ��	�� e′(s′, a) = s′

�� P ′ ≤d P ′′ ���*�� *�� e′′(s′′, a) = s′′� ����	�	�� *�� e(s, a) = e(s, a)�
���*�� P ≤d P ′$ e′(s′, a) = e′(s′, b)� ���*�� P ′ ≤d P ′′$ e′′(s′′, a) = e′′(s′′, a)�
�� ����$ P ≤d P ′ ���*�� *�� λP (s) ⊇ λP ′(s′) �� P ′ ≤d P ′′ ���*�� *��
λP (s′) ⊇ λP ′′(s′′)� �	�� λP (s) ⊇ λP ′′(s′′)� 0�� P ≤d P ′′� �

<	�� �������	�� ��������� 
�� ��	������ ���� ������

*���� �&�&� �	� P1, P2, Q1, Q2 
�� ��	�������
Y � P1 ≤d Q1 �� P2 ≤d Q2$ ��	�� P1 × P2 ≤d Q1 × Q2�
Y � P1 ≤d Q1 × Q2$ ��	�� P1 ≤d Q1 �� P2 ≤d Q2�
Y � P1 ≤d P2$ ��	�� P1 × P2 =d P1�



5������	�� 
�� ���� ���	�� ���

)�����  �	� 
�� ��	������$ �	�� i = 1, 2$ Pi = 〈A, Λ, Si, s
i
0, ei, λi〉 ��

Qi = 〈A, Λ, S ′
i, s

′i
0 , e

′
i, λ

′
i〉�

3	���	�� �� ������� ������	�� ����	�	�� *�� Pi ≤d Qi� �	� u ∈ A∗

��� *��$ ei(s
i
0, u) �� e′i(s

′i
0 , u) �	�� 
� �� �� �%��6 ������������� � si �� s′i�

�	� a, b ∈ A ��� *��$ e1 × e2((s1, s2), a) �� e1 × e2((s1, s2), b) �	�� 
� ���
���*�� Pi ≤ Qi$ e′i(s

′
i, a) �� e′i(s

′
i, b) �	�� 
� ��� 0�	�� P1 × P2 ≤ Q1 × Q2�

����	�	�� *�� e1 × e2((s1, s2), a) = (s1, s2)� 0�	�� Pi ≤d Qi ���*�� *��
e′i(s

′
i, a) = s′i� ����	�	�� *�� e1 × e2((s1, s2), a) = e1 × e2((s1, s2), b)� 0�	��

Pi ≤d Qi ���*�� *�� e′i(s
′
i, a) �� e′i(s

′
i, b) �	�� �%��6� �� ����$ Pi ≤d Qi

���*�� *�� λPi
(si) ⊇ λQi

(s′i)� �	�� λP1(s1) ∪ λP2(s2) ⊇ λQ1(s
′
1) ∪ λQ2(s

′
2)�

�	�� P1 × P2 ≤d Q1 × Q2�

2� ������ 
� �� 
��6��� ��	����� C��� P1 ≤d Q1 × Q2 ��	�� P1 ≤d Q1

�� P2 ≤d Q2D ��� �������

����	�	�� ��������� *�� P1 ≤d P2� P1 ≤d P1 × P2 ��� ��� �	���*�����

� �� ������� ��	������ �� ����� � ��	���� *�� P1 × P2 ≤d P1� �	� u ∈ A∗

��� *�� e1 × e2((s
1
0, s

2
0), u) ��� 
� � �� �%��� � (s1, s2)� �	� a, b ∈ A ���

*�� e1 × e2((s1, s2), a) �� e1 × e2((s1, s2), b) �	�� 
� ��� 0�	�� e1(s1, a) ��
e1(s1, b) �	�� 
� ��� � e1×e2((s1, s2), a) = e1×e2((s1, s2), b)$ ��	�� e1(s1, a) =
e1(s1, b)� �� ����$ λP1×P2(s1, s2) = λP1(s1) ∪ λP2(s2) ⊇ λP1(s1)� �

�! !� 3��	�� 
���
�� �(�� ����
��� ������

�����	�
� �&�& �	� A ���	���� ����
�� A � �� ����� �
	
�� � �
�6��� �� �	
��� MA 
� A ��� *�� �	�� �	�� �	
��� P 
� A$ 	� � MA ≤d P �

*���� �&�&! �	� A �� ���	���� ����
� ���� �� �	
��� ����� MA�
�	� P �� ��	������� P � A/MA � �� ��������� � MA ≤d P

)�����  ����	�	�� *�� P � A/MA� 0�	�� MA × P � A� 0�	�� MA ≤d

MA × P � �!����� �� ����� '����$ MA ≤d P � 5����	*������$ � MA ≤d P
��	��$ 
!����� �� ����� '����$ MA × P =d MA� �	�� MA × P � A ��� MA
��� �� �	
��� ������ 
� A� �

�! !& 5� �� ���������

,-�
���� �&�&� ����	�	�� *�� A � �� �	
��� ����� MA ��$ �	�� �	��
��	������ P �� �	�� �	
��� P ′ 
� A$ � MA ≤d P ≤d P ′ ��	�� P � A�
�� ����$ ����	�	�� *�� �	�� �	�� i = 1, . . . , n$ Bi ∧ A/MA � �� �	
���



��� "�� 
��
�(���

����� Mi� 0�	�� �� ��	(���� �$)�0 � ��� �	���	� � �� ��������� �
P × M1 × · · · × Mn � A�

)�����  ���*�� Mi � Bi$ � P ×M1× · · · ×Mn � A ��	�� Mi Ci = 1, . . . , nD
��� ��� �	���	��

����	�	�� *�� �� ��	(���� � ��� �	���	� Qi Ci = 1, . . . , nD� <	�� ���	��
��������� ��	���� *�� P ×M1× · · · ×Mn � A� �!����� ��� ��	������ 
� A$
� ��� ��S���� 
� ��	���� *�� MA ≤d P ×M1×· · ·×Mn ≤d P ×Q1×· · ·×Qn�

���*�� P ×Q1 × · · ·×Qn � A$ 	� � MA ≤d P ×Q1 × · · ·×Qn� �!�����
2� 2���� '����$ �	�� �	�� i = 1, . . . , n$ MA ≤d Qi� �!����� 2� 2���� '���&$
�	�� �	�� i = 1, . . . , n$ Qi � A/MA� 3�� Qi � Bi$ 
	�� Mi ≤d Qi� �!�����
2� 2���� '����$ 	� � P × M1 × · · · × Mn ≤d P × Q1 × · · · × Qn�

:� � MA ≤d P × Q1 × · · · × Qn� �!����� 2� 2���� '����$ MA ≤d P �
�� ����$ 
!����� �� ����� '���&$ �	�� �	�� i = 1, . . . , n$ MA ≤d Mi ���
Mi � A/MA� �!����� 2� 2���� '����$ 	� � MA ≤d P × M1 × · · · × Mn� �

�! !� '��,���� �(����
���

���� �� ����%���8�$ �	�� ���	�� 
����� 
�� �	��7������� 
!���	����� ����7

�� *� ���������� 
� ����-��� ��� 8��	�8���� 
� �8�	���� '���'�

�����	�
� �&�&� �	� A = 〈A, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
�
(����� :� 
� *�� A ��� ������
	
��� �$ �	�� �	�� q ∈ Q∃$ 	� � |δ(q)| ≤ 1�

'����(�� �&�&" �	� P �� ��	������ �� A �� ���	���� ����
� 
�����7
����� ���� �� ?�� 
!��������	� G(A, P )$ � �6��� ��������� ��� ������%�
*� ���� =��� %�%������ <����	��$ A ���� ��	� �������� �	
����� ,� �M��$
�	� Aa �� ���	���� ����� 〈A, Q, {q0}, {q1}, q0, δ, Q

ω〉 ���� δ(q0) = {ε, q1}
�� δ(q1) = {(a, q0)} ∪ {�b: b �= a}� 2�� �	
���� 
� Aa �	�� ��� ��	������
����� ��*������ 
�� a7������	���

)�
�
��	�
� �&�&# � �� ���	���� ����
� 
��������� A � �� �	
���$
��	�� � � �� �	
��� ����� MA�

)�����  "� �	
��� ����� ���� =��� �M��������� ������� ) �!��� �!��*��
�	
��� C� �� �����	� =d ����D 
� �!���	���� 
��������� A− 	(���� ��
�?	����� 
��� �!���	���� A$ �	�� �	�� q ∈ Q∀$ �a∈ δ(q) � →a /∈ δ(q)� �

5����*�	�� *�� �� �����	*�� �!��� ��� ���� ,� �M��$ �!���	���� Aa∨Ab

C�	� 5����*�� '���+D � �� �	
��� ����� C�� ��	������ ���� ������	��D$
��� �!��� ��� �*������� � �� ���	���� 
����������

)�
�
��	�
� �&�&�% �	� A �� B 
��6 ���	����� ����
�� 
���������� ��
P �� ��	������� 2�� ���	����� A ∧ B �� A/P �	�� ��6 ���� 
�����������



5������	�� 
�� ���� ���	�� ���

)�����  :� ���� ��� �� *�� �	�� ��	�� 
� � 
��� �� ����	� ��'�� 
� ��
����� ��' �� *�	���� A/P *� ����� 
��������� � A ��� 
���������� �

�����	�
� �&�&�� �	� A = 〈A, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
��
:� 
� *�� A ��� ��	
��� � A ��� ������
	
��� �� �	�� �	�� q, q′, q′′ ∈ Q ��
a ∈ A ��� *�� (a, q′) ∈ δ(q) �� (ε, q′′) ∈ δ(q′)$ � →a ∈ δ(q′′) ��	�� →a ∈ δ(q)�

)�
�
��	�
� �&�&�� �	� A �� ���	���� ����
� �	�*�� ���� �� �	
���
�����MA� �	�� �	�� �	
��� P 
�A �� �	�� ��	������ Q$ � MA ≤d Q ≤d P
��	�� Q ��� �� �	
��� 
� A
)�����  �	� A = 〈A, Q, Q∃, Q∀, q0, δ, Acc〉 �� ���	���� ����
� �	�*��
���� �� �	
��� �����MA = 〈A, Λ, SM , sM

0 , eM , λM〉� �	� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉
�� �	
��� 
� A �� Q = 〈A, Λ, S ′, s′0, e

′, λ′〉 �� ��	������ ��� *�� MA ≤d Q ≤d

P � �	� u �� �	� 
��� A∗ ��� *�� e′(s′0, u) ��� 
� � �� �%��� � s′� 0�	�� e(s0, u)
��� 
� � ��� Q ≤ P $ 
�	�� e(s0, u) = s� ���*�� A ��� 
���������$ u �	�7
����	�
 � ��� ��*�� ���� 
� ������	�� 
� A$ 
�	�� q0q1q

′
1q2q

′
2 · · · qnq′nqn+1

	Q q′i ∈ Q∃ �� qi ∈ Q∀� 2� ��	����� Q ≤d P �� �� -�� *�� (qn+1, s) ��� ���
�	��	� %�%����� 
��� �� ?�� G(A, P ) ��� ��S���� �	�� ��	���� *�!� �!� �
��� 
!��=�� 
���� (qn+1, s

′) ���� ⊥ 
��� �� ?�� G(A, Q) � �a∈ δ(qn+1) 	� �
�a,b∈ δ(qn+1) 	� � ��a,b∈ δ(qn+1)� ����	�	�� ��������� *�� →a∈ δ(qn+1)�
���*�� A ��� �	�*��$ � →a∈ δ(qk+1) ��	�� →a∈ δ(qk)� �	��$ �	�� �	��
k = 1, . . . , n$ →a∈ δ(qk)� 3�� MA � A$ 
	�� eM (sM

0 , ua) 
	� =��� 
� ��
"	��� MA ≤ Q$ e′(s′0, ua) 
	� =��� 
� �� O��������$ 	(����	�� *�� ���
�8���� � �� 
���� �� �	��	� ����� 
��� �� ?�� G(A, Q) �	�����	�
���
� 
�� ����� 
!����� 
� �!���	���� *� �	�� ���� ������ 
� ?�� G(A, P )� 0��$
��� ����� ����-	�� �� �	�
�	� Acc� �

,-�
���� �&�&�� � A ��� �	�*�� ��$ �$ �	�� �	�� i$ Bi ��� 
���������$
��	�� �� ��	(���� �$)�0 ��� 
��
�(���

)�����  0��� ��� ��	�	��	�� '���9$ '����� �� '�����$ 	� ���� -��������
��� �� *�� ��� 8��	�8���� 
� �8�	���� '���' �	�� ����-����� �

2�� ���	����� 
���������� ���������� 
!	(���� 
�� ���� ���	�� �	��
��� �	��������� ������������� ��� �!���=�8��� ��� 
� ���� �� �� �����(��

!���������� ��	������(��� �� �� �����(�� 
!���������� �	(�����(��� 	�
��� �����	� 
!���������� �
������(��� C�	� ��� �6������ �����$ ����� ��
�����D� ,� �M��$ ��� ���	����� ���� ���� �6������� C��� Q∃ = ∅D �	�� �*�7
������� � 
�� ���	����� 
����������� :� ���� ���� 
� �� 
�� �	��������

����*��� �	��� ��6 �6������ ����� �� ������ "����
��� �� ��� 	Q 
��6



��� "�� 
��
�(���

���������� �� ������� =��� �	������ �� �=�� ����� �� ���� =��� ���� �
��� �� ���	���� 
��������� C�	� �6����� �����D�

2�� ���	����� �	�*��� ������� ��������� 
� ���� �� *�� ��� �	��	���7
�����  �� 
!�� ������� �������� P ×Q ������ �� ���%��%� ��*�� LR ���
����� 
��� �� ���%��%� �
���(�� LA )

LR ≤ L(P × Q) ≤ LA

�� -��� �	���-	� *�� ��� ���%��%�� LR �� LA �	� 
�� ���%��%�� ��%����� ����
��� ��� 6��� �	�� ����$ ����	�	�� *�� ��� �	��	�������� �
���(��� �	���

���� ��� �� ��	������ Ad = 〈A, Sa, s

a
0, ea〉 �� *�� ��� �	��	������� ��*��

�	� 
� �� ��� �� ��	������ Re = 〈A, Sr, s
r
0, er〉� :� 
� �� ��	�� A(Re, Ad) =

〈A, Q, ∅, (Sr×Sa)∪Sa, (s
r
0, s

a
0), δr,a, Q

ω〉 �� ���	���� ����� ��� *��$ �	�� �	��
s ∈ Sr �� s′ ∈ Sa$ δr,a(s, s

′) �	����� )
Y {→b, (b, (er(s, b), ea(s

′, b))} � er(s, b) �� ea(s
′, b) �	�� 
� ���

Y (b, ea(s
′, b)) � er(s, b) �!��� ��� 
� � �� ea(s

′, b) ��� 
� ��
Y �b � ea(s

′, b) �!��� ��� 
� ��
,�$ �	�� �	�� s′ ∈ Sa$ δr,a(s

′) �	����� (b, ea(s
′, b)) � ea(s

′, b) ��� 
� � �� �b

��	�� :� ���� ��� �� *�� A(Re, Ad) ��� �*������� � �� ���	���� �	�*��
C��� ����� �6�������� 	�� ?���� ��� ��������D$ *�� ��� ������	�� K�6%���L
�	�� ������ 
� ��	������ Re �� *�� ��� ������	�� ����
��� �	�� ������ �	��
���*������ Ad �!��� ��� 
� ��

'�� ����3����	����� ��	 �����		�	

<	�� ��	�� �� 
��� �� �8����� & *�� �� ��	(���� 
� �	������ 
�������7
��� ���� ���������� �	(�����(��� 	� �
������(��� ��� �
��
�(��� �� �!���

	�� ��� �	��(�� 
!�M������ �!	�����	� 
� *�	���� 
!���	����� �	�� ���
���	����� ����
�� �	��� ���� � ��� �������� �	�� ��� ���	����� ������ ��
�8����� ��

���� ����� �����$ �	�� �������	�� �� ��� 	Q � ��� �	��(�� 
!�M������
����� 	�����	� 
� *�	���� 
!���	����� ����
��� �� �!�%� 
� �	��
���� *��
��� ������	�� 
!�� ��	
�� P × Q 
� 
��6 ��	������ �� ������� �!�M������
*�� 
��� ������� ��� 
����� �� ����%���8� �������

�!�! +������ ���������

�����	�
� �&�&� �	� π = {N, L, A1, . . . , Ap} ∈ ΠA �� π′ = {N ′, L′, A′
1, . . . , A

′
k} ∈

ΠA C�	� <	���	� �����D�



����8�	����	� 
�� ��	������ ��&

:� �	�� C1(π, π′) �� �	�
�	� )
�� �6��� k0 ∈ ]p] ��� *�� Ak0 ∩ L′ �= ∅ ��

k⋃
i=1

A′
i ⊆ N ��

p⋃
j=1
j �=k0

Aj ⊆ N ′

:� �	�� C2(π, π′) �� �	�
�	� )
�	�� �	�� j ∈ ]p]$ Aj ∩ L′ = ∅ �� �	�� �	�� i ∈ ]k]$ � �6��� j ∈ ]p] ��� *�� )

A′
i ⊆ Aj ∪ N 	� A′

i ⊆ L ∪ N

�����	�
� �&�&� �	� P = 〈A, Λ, S, s0, e, λ〉 �� R = 〈A, Λ, S ′, s′0, e
′, λ′〉 
��6

��	������� :� 
� *�� �� ��	������ P×R ��� �
�	 ��	����	
�� � �	�� �	�� ����
������(�� (s, s′)$ �� �	�
�	�C1(ΠP (s), ΠR(s′)) 	� �� �	�
�	�C2(ΠP (s), ΠR(s′))
C�	� �� ��	� �����D ��� ����

'����(�� �&�&� ,� 
!������ ������$ P ×R ��� (�� ����8�	��� C�	� ����
��  %��� '��D � )

Y � � �6��� a ∈ A ��� *�� a ∈ DP (s)∩DR(s′)$ e′(s′, a) = s′ �� e(s, a) �= s
��	��$ �	�� �	�� b ∈ DP (s)∩DR(s′)$ e′(s′, b) = s′ �� �	� e×e′((s, s′), b) =
e × e′((s, s′), a) 	� �	� e × e′((s, s′), b) = (s, s′)�

Y � �	�� �	�� a ∈ ∈ DP (s) ∩ DR(s′)$ Ce′(s′, a) �= s′ 	� e(s, a) = sD$
��	�� �	�� �	�� b, c ∈ DP (s) ∩ DR(s′) ��� *�� e′(s′, b) = e′(s′, c)$ 	� �
e(s, b) = e(s, c)�

,-�
���� �&�& �	�A �� B 
��6 ���	����� ����
��� �� �6��� �� ���	����
����
�$ �	�� A/syn/B$ ��� *�� P � A/syn/B � �� ��������� � � �6��� R � B
��� *�� P × R � A �� P × R ��� (�� ����8�	����

$
�
������ �&�&! 2!���	���� ((((A/syn/Bn)/syn/Bn−1) · · ·/syn/B2)/P )∧B1

� �� �	
��� � �� ��������� � �� ��	(���� 
� �	������ 
���������� �$)0�

� ��� �	���	� Q1, Q2, . . . , Qn ��� *��$ �	�� �	�� i = 2, 3, . . . n$ Qi ×Ri−1 ���
(�� ����8�	��� ���� Ri−1 = Q1 × · · · × Qi−1�

)�����  �	� i < n� �!����� �� �8�	���� '����$ 	� � �	�� �	�� k < i$
Qk � Bk ��

P × Q1 × · · · × Qi−1 × Qi � (((A/syn/Bn)/syn/Bn−1) · · · /syn/Bi+1)



��' "�� 
��
�(���

(s, s′) (s, s′)

A1

(s1, s
′) (s1, s

′
1)

A1
Ap

	�

(s2, s
′
2)

A2

A0 A0

(sp, s
′
p)· · ·

0��� s′i �= s′j �� s′i �= s′0��� s1 �= s

,� A0, A1, . . . , Ap ⊆ A

,� Ai ∩ Aj = ∅

���� '�� Y P × R (�� ����8�	���

� �� ��������� � � �6��� Qi+1 � Bi+1 ��

P × Q1 × · · · × Qi × Qi+1 � (((A/syn/Bn)/syn/Bn−1) · · ·/syn/Bi+2)

�� Ri × Qi+1 ��� (�� ����8�	���� �

<	�� ����	�� 
��� ��� ����	�� '���& �� '���' 
��6 �������	�� 
� �8�	7
���� '�����

�!�!� .�#������ �� �(����
��� A/syn/B
�����	�
� �&�&� �	� A = 〈A, QA, QA∃, QA∀, qA0, δA, AccA〉 ��
B = 〈A, QB, QB∃, QB∀, qB0, δB, AccB〉 
��6 ���	����� ����
�� �	�
�����7
����� � ������ <	�� ����	�	�� *�� A �� B �	�� �	������ �� �	����������
���� �� C�	� �� ��	� ��+�9D� :� ����	�� 
� ���� *�� B ��� ���%�� C�	�
�� ��	� ��+���D �� ��� � ��� �	�
�	� �������� ) �	�� �	�� a ∈ A ��
q, q1, q2 ∈ QB 	� � )

� (ε, q1) ∈ δB(q) �� (a, q2) ∈ δB(q1) ��	�� q2 �= q C'����D

��
� (a, q′2), (b, q

′
3), ��a,b∈ δB(q′1) ��	�� q′2 �= q′3 C'����D

C�� ��S� �	�� ���� 
� 
���*��� ������� ����� 
� BD

�	� A/syn/B = 〈A, Q/, Q
∃
/ , Q

∀
/, q

0
/, δ/, Acc/〉 �� ���	���� 
� � �	��� ��� )

Q∃
/ = QA∃ × QB∃ ∪ QA∃ × QB∀ ∪ {q⊥}



����8�	����	� 
�� ��	������ ���

Q∀
/ = QA∀ × QB∀ �� q0

/ = (qA0, qB0)

Acc/ =
{
(q0, q

′
0)(q1, q

′
1) · · ·

∣∣ q0q1 · · · ∈ AccA �� q′0q
′
1 · · · ∈ AccB

}
Y �	� (q1, q

′
1) ∈ Q∀

/� :� �	�� D(q1, q
′
1) �� �	�?	���	� 
�� �	�
�	�� ��7

������ )
Y � →a∈ δA(q1) ��	�� →a∈ δB(q′1)
Y � �a∈ δA(q1) ��	�� �a∈ δB(q′1)
Y � �a,b∈ δA(q1) ��	�� C�a,b∈ δB(q′1) 	� �a, �b∈ δB(q′1)D�

Y �	�� �	�� ���� �6������� (q, q′) ∈ Q∃
A×Q∃

B$ δ/(q, q
′) �	����� (ε, (q1, q

′
1))

� (ε, q1) ∈ δA(q) �� (ε, q′1) ∈ δB(q′) �� D(q1, q
′
1) ��� ����

Y �	�� �	�� ���� �6������� (q, q′1) ∈ Q∃
A×Q∀

B$ δ/(q, q
′
1) �	����� (ε, (q1, q

′
1))

� (ε, q1) ∈ δA(q) �� D(q1, q
′
1) ��� ����

Y δ/(q⊥) = ∅

�	� (q1, q
′
1) ∈ Q∀

/ � :� �	�� C(q1, q
′
1)$ C1(q1, q

′
1) �� C2(q1, q

′
1) ��� �	�
�	��

�������� )

C(q1, q
′
1) ≡ {a ∈ A :→a, ��a∈ δA(q1) �� →a, �a∈ δB(q′1)} �= ∅

C1(q1, q
′
1) ≡ �	�� �	�� a, b ∈ A$ � →a,→b∈ δA(q1)$ ��	�� �a, �b∈ δB(q′1)

�� � ��a, ��b∈ δA(q1)$ ��	���a,b∈ δA(q1)�

C2(q1, q
′
1) ≡ �	�� �	�� a, b ∈ A$ � �a,b∈ δB(q′1) �� →a,→b∈ δA(q1)$ ��	��

�a,b∈ δA(q1) 	� �a, �b∈ δA(q1)�

�� ���	�� ��������� ��� ������	�� 
���� �� ���� �������� (q1, q
′
1) ∈ Q∀

/ �
δ/(q1, q

′
1) �	����� )

Y →a$ � →a∈ δA(q1)
Y �a$ � �a∈ δA(q1)
Y �a,b$ � �a,b∈ δA(q1)
Y �a$ � �a ∈ δA(q1) �� →a ∈ δB(q′1)
Y ��a,b$ � ��a,b∈ δA(q1) �� C�a,b∈ δB(q′1) 	� �a, �b∈ δB(q′1)D

�� ����$

Y � C(q1, q
′
1) ��� ��� �� C1(q1, q

′
1) ��� ���$ ��	�� δ/(q1, q

′
1) �	����� )

��a, (a, (q2, q
′
1)) � (a, q2),→a, ��a∈ δA(q1) �� �a∈ δB(q′1)�

Y � C(q1, q
′
1) ��� -��6 �� C2(q1, q

′
1) ��� ���$ ��	�� δ/(q1, q

′
1) �	����� )

(a, (q2, q
′
2)) � (a, q2),→a, ��a∈ δA(q1) �� (a, q′2),→a, ��a∈ δB(q′1)�

Y ��	�$ δ/(q1, q
′
1) �	����� {(ε, q⊥)}�
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��
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�!�!& -����� / '� P � A/syn/B ���� �� �%��� R � B ���

)�� P × R � A �� R × P �� ���� ���������

����	�	�� *�!� �6��� ��� ������%� %�%����� σ/ : (Q∃
/ ×SP )×H → Q∀

/ ×
SP ���� �!8��	��H 
��� G(A/syn/B, P ) �	�� �� ��	������ P = 〈A, SP , s0

P , eP 〉
���� �� -	���	� 
� ��� � ?	�� hist : H × (Q/ × SP ) → H �

*���� �&�&� �	� (q1, q
′
1, s) ∈ Q∀

/ × SP ��� �	��	� 
� ?�� G(A/syn/B, P )

������(�� ��� �� ������%� σ/� � C(q1, q
′
1) ��� ��� �� C1(q1, q

′
1) ��� ���$ ��	��

�� �	��	� (q1, q
′
1, s) � �6�������� �� ��*�� ���������� 
��� Q∃

/ × SP 
� ��
-	��� (q2, q

′
1, s)�

)�����  �!����� �� �	�
�	� C(q1, q
′
1)$ � �6��� a ∈ A ��� *�� →a, ��a∈

δA(q1) �� →a, �a∈ δB(q′1)� ���*�� A ��� �	�����$ � �6��� q2 ��� *�� (a, q2) ∈
δA(q1)�

� � �6��� b ∈ A ��� *�� →b, ��b∈ δA(q1)$ 
!����� �� �	�
�	� C1(q1, q
′
1)$

��	�� �a,b∈ δA(q1)� ���*�� A ��� �	�
���������$ � (b, q3) ∈ δA(q1) ��	��
q3 = q2� �� ����$ →a,→b, �a,b∈ δA(q1) ���*�� *�� →a,→b, �a,b∈ δ/(q1, q

′
1)�

"	��� (q1, q
′
1, s) ��� ��� �	��	� %�%����� 
� ?�� G(A/syn/B, P )$ eP (s, a)

�� eP (s, b) �	�� 
� �� �� �%��6� �

� σ/((q, q
′), s, h) ��� 
� �$ ��	�� 	� ���� ��� 
� �� ��� ��*�� ���� *��

�!	� �	�� Seq(q, q′, s, h) )

(q, q′, s, h) →σ/
(q1, q

′
1, s, h1) →A2 (q2, q

′
1, s2, h2)

→σ/
(q3, q

′
1, s2, h3) →A4 (q4, q

′
1, s4, h4)

· · ·
→σ/

(q2k+1, q
′
1, s2k, h2k+1)

· · · C'����D

��� *�� )
Y σ/((q, q

′), s, h) = ((q1, q
′
1), s)

Y σ/((q2i, q
′
1), s2i, h2i) = ((q2i+1, q

′
1), s2i)

Y �	�� �	�� a, b ∈ A2i$ 	� � →a,→b, �a,b, (a, q2i), (b, q2i) ∈ δA(q2i−1)�
Y �	�� �	�� a /∈ A2i$ 	� � �a∈ δA(q2i−1)�
Y h2i+1 = hist(h2i, (q2i, q

′
1), s2i) �� h2i = hist(h2i−1, (q2i−1, q

′
1), s2i)

*���� �&�&"

Y 2� ���� Seq(q, q′, s, h) ��� � �� � �	�� �	�� k > 0$ C(q2k+1, q
′
1) ���

��� �� C1(q2k+1, q
′
1) ��� ����



����8�	����	� 
�� ��	������ ��9

Y 2� ���� Seq(q, q′, s, h)  � �� (q2k+1, q
′
1, s2k, h2k+1) � C(q2k+1, q

′
1) ���

-��6 �� C2(q2k+1, q
′
1) ��� ����

)�����  �$ �	�� �	�� k$ C(q2k+1, q
′
1) ��� ��� �� C1(q2k+1, q

′
1) ��� ���$ ��	��$


!����� �� �����$ �� ���� Seq(q, q′, s, h) ��� � ��� ��	�$ � �6��� k > 0 ���
*�� C(q2k+1, q

′
1) ��� -��6 �� C2(q2k+1, q

′
1) ��� ���$ ���$ ���������$ σ/ �����7


��� �� �	��	� ���
���� (q⊥, s2k) 
� ?�� G(A/syn/B, P )� �

���*�� B ��� ���%��$ �	�� �	�� ���� q′ ∈ QB∀$ � �6��� �� ��	������ Rq′ =
〈A, Sq′, s

0
q′, eq′〉 ��� *�� Rq′ � Bq′ 	Q Bq′ ��� �!���	���� B ���� �!���� ����

�8��%� �� q′� �� ���	�� ��������� �� ��	������ R�

�����	�
� �&�&# �	� R �� ��	������ 〈A, SR, s0
R, eR〉 ��� *��

SR =
⋃

q′∈QB∀
Sq′ ∪

{
(q, q′, s, h) ∈ Q∃

/ × SP × H
∣∣∣σ/((q, q

′), s, h) ��� 
� ��
}

���� s0
R = (qA0, qB0, s0

P , h0) �� eR : SR × A → SR ��� 
� �� �	��� ��� )

�� �	�� �	�� a ∈ A �� (q, q′, s, h) ∈ SR 	Q σ/((q, q
′), s, h) = ((q1, q

′
1), s)$ 	�

� )
Y � �a∈ δB(q′1) ��	�� eR((q, q′, s, h), a) �!��� ��� 
� ���
Y � →a, �a∈ δB(q′1) ��	�� eR((q, q′, s, h), a) = (q, q′, s, h)
Y �→a, ��a∈ δB(q′1) �� �� ���� Seq(q, q′, s, h) ��� � ��$ ��	�� eR((q, q′, s, h), a) =

s0
q′2
���� (a, q′2) ∈ δB(q′1)�

Y �→a, ��a∈ δB(q′1) �� �� ���� Seq(q, q′, s, h)  � �� (q2k+1, q
′
1, s2k, h2k+1)

���� �a∈ δA(q2k+1) �� C�	�� �	�� b ∈ B$ � →b∈ δA(q2k+1) ��	��
��a,b∈ δA(q2k+1)D$ ��	�� eR((q, q′, s, h), a) = s0

q′2
���� (a, q′2) ∈ δB(q′1)�

Y �→a, ��a∈ δB(q′1) �� �� ���� Seq(q, q′, s, h)  � �� (q2k+1, q
′
1, s2k, h2k+1)

�� C→a∈ δA(q2k+1) 	� � �6��� b ∈ A ��� *�� →b∈ δA(q2k+1) ��
�a,b∈ δB(q′1)D$ ��	�� eR((q, q′, s, h), a) = (q2k+2, q

′
2, s2k+2, h2k+2) ����

Y (b, q2k+2) ∈ δA(q2k+1)
Y (b, q′2) ∈ δB(q′1)
Y eP (s2k, b) = s2k+2

Y h2k+2 = hist(h2k+1, ((q2k+1, q
′
1), s2k))

�� �	�� �	�� a ∈ A$ q′ ∈ QB∃ �� r ∈ Sq′ 	� � eR(r, a) = eq′(r, a)�

*���� �&�&�% � P � A/B ��	�� � �6��� ��� ������%� %�%����� 
���
G(B, R) 
���� (qB0, (qA0, qB0, s0

P , h0))�

)������ <	�� ���	�� ��������� 
����� ��� ������%� %�%����� σB 
���
G(B, R)� ����	�	�� *�� (q′, (q, q′, s, h)) ��� ��� �	��	� 
� ?�� G(B, R) ���



��� "�� 
��
�(���

*�� σ/(((q, q
′), s), h) ��� 
� �� �� �%��� � ((q1, q

′
1), s)� 0�	�� σB(q′, (q, q′, s, h)) =

(q′1, (q, q
′, s, h))�

����	�	�� *�� �� ���� Seq(q, q′, s, h) C�	� '����D ��� � �� � � �6���
a ∈ A ��� *�� →a , ��a∈ δB(q′1)$ �	��� B ��� �	����� ��$ 
!����� �� 
� �7
�	� 
� eR$ ��	�� 	� � ��� ��=�� 
� (q′1, (q, q

′, s, h)) ���� �� �	��	� %�%�����
(q′2, s

0
q′2

) 	Q (a, q′2) ∈ δB(q′1)� �� ����$ 
!����� �� 
� ��	� 
� eR$ � �!� �
��� 
!��=��� 
���� (q′1, (q, q

′, s, h)) ���� ⊥ �	��*�� �a , �a∈ δB(q′1)� �	��
(q′1, (q, q

′, s, h)) ��� ��� �	��	� %�%������

����	�	�� *�� �� ���� Seq(q, q′, s, h)  � �� (q2k+1, q
′
1, s2k, h2k+1)� ����	7

�	�� *�!� �6��� ��� ��=�� 
� (q′1, (q, q
′, s, h)) ���� (q′3, (q2k+2, q

′
2, s2k+2, h2k+2))�

0�	�� � �6��� a ∈ A ��� *�� (a, q′3) ∈ δB(q′1) �� � �6��� b ∈ A ��� *��
eR((q, q′s, h), b) = (q2k+2, q

′
2, s2k+2, h2k+2) ����→b�a,b δB(q′1)� �	�� (b, q′2)��b∈

δB(q′1)� �	�� (a, q′2),→a, ��a∈ δB(q′1)� �	�� q′2 = q′3� �	�� �!��=�� 
����
(q′1, (q, q

′, s, h)) ���� (q′2, (q2k+2, q
′
2, s2k+2, h2k+2)) 
��� �� ?�� G(B, R) �	����7

�	�
 � �!��*�� �8��� 
���� �� �	��	� ((q1, q
′
1), s) ���� �!8��	�� h ����

�� �	��	� ((q2k+2, q
′
2), s2k+2) ���� �!8��	�� h2k+2 �	����(�� ���� σ/ �� hist


��� �� ?�� G(A/B, P )� 2�� �8���� � �� 
��� �� ?�� G(B, R) �	�� 
	��
%�%���� ���*�� ��� ������ *� ����������� �	�� ��� �=��� *�� ������ 
� ?��
G(A/B, P )�

�� ����� � ��	���� *�!� �!� � ��� 
!��=�� ���� ⊥ 
���� (q′1, (q, q
′, s, h))� 2��

��� 	Q →a, �a, �a∈ δB(q′1) �	�� 
�� �	���*������ 
����� 
� �� 
� ��	� 
�
eR� 2�� ��� 	Q ��a ��a,b∈ δB(q′1) �	�� 
�� �	���*������ 
����� 
�� ��	������
'���� �� '����� ����	�	�� *�� →a,→b, �a,b∈ δB(q′1)� � eR((q, q′s, h), a) = s0

q′2
�� eR((q, q′s, h), b) = s0

q′3
��	�� q′2 = q′3 ��� B ��� �	�
����������

����	�	�� *�� eR((q, q′s, h), a) = (q2k+2, q
′
2, s2k+2, h2k+2)� 0�	��$ 
!�����

�� 
� ��	� 
� eR$ �	� →a∈ δA(q1) 	� �	� � �6��� c ∈ A ��� *�� →c∈ δA(q1)
�� �a,c∈ δB(q′1)� ���� �� ������ ��� eR((q, q′s, h), a) = eR((q, q′s, h), b) ���

� ��	� 
� eR �� 
��� �� 
��6��� ��� eR((q, q′s, h), a) = eR((q, q′s, h), c) =
eR((q, q′s, h), b)� �

*���� �&�&�� � P � A/B ��	�� � �6��� ��� ������%� %�%����� 
���
G(A, P × R) 
���� �� �	��	� (qA0, (s0

P , (qA0, qB0, s0
P , h0))) �� R × P ���

(�� ����8�	����

)������ <	�� ���	�� ��������� 
����� ��� ������%� σA 
��� G(A, P ×R)�
����	�	�� *�� (q, (s, (q, q′, s, h))) ��� ��� �	��	� 
� ?�� G(A, P ×R) ���

*�� �� ������%� 
��� �� �	��	� ((q, q′), s) 
� ?�� G(A/B, P ) ���� �!8��	��



����8�	����	� 
�� ��	������ ���

h ��� 
� �� �� σ/((q, q
′), s, h) = ((q1, q

′
1, s)� 0�	�� �� ������%� σA 
����

(q, (s, (q, q′, s, h))) ��� 
!����� ���� (q1, (s, (q, q
′, s, h)))�

����	�	�� *�� (q2k, (s2k, (q, q
′, s, h))) ��� ��� �	��	� 
� ?�� G(A, P ×R)

��� *�� �� ������%� 
��� �� �	��	� ((q, q′), s) 
� ?�� G(A/B, P ) ���� �!8��	��
h ��� 
� �� �� σ/((q, q

′), s, h) = (q1, q
′
1, s)� �� ����$ 	� �	��
��� *�� �� ����

Seq(q, q′, s, h) C�	� '����D ������ (q2k, q
′
1, s2k, h2k) ���� σ/((q2k, q

′
1), s2k, h2k) =

(q2k+1, q
′
1, s2k) � 0�	�� �� ������%� σA 
���� (q2k, (s2k, (q, q

′, s, h))) ��� 
!�����
���� (q2k+1, (s2k, (q, q

′, s, h)))�

�	� (q, (s, (q, q′, s, h))) ��� �	��	� 
� ?�� G(A, P×R) ������(�� ��� σA�
����	�	�� *�� �� ���� Seq(q, q′, s, h) ��  � ��� �� (q2k+1, q

′
1, s2k, h2k+1) ��

*�!� �6��� ��� ��=�� 
���� (q2k+1, (s2k, (q, q
′, s, h))) ���� (q′′, (s′′, r))� 0�	�� �

�6��� a ∈ A ��� *�� (a, q′′) ∈ δA(q2k)$ eP (s2k, a) = s′′ �� eR((q, q′s, h), a) = r′′�
"	��� A ��� �	�
��������� �a /∈ δA(q2k+1)� "	��� A ��� �	����������
���� �$ →a ��a∈ δA(q2k+1)� :� �� �	�
�	� C1(q2k+1, q

′
1) ��� ��� 
	�� �a∈

δB(q′1) �� 
	��$ 
!����� �� 
� ��	� 
� eR$ 	� � r′′ = (q, q′, s, h)� �	��$ � � �
��� ��=�� (q2k+1, (s2k, (q, q

′, s, h))) ���� (q′′, (s′′, (q′, q′, s, h))) 
��� G(A, P×R)
�� ��� ��=�� 
� ((q2k+1, q

′
1), s2k) ���� ((q′′, q′1), s

′′)) 
��� �� ?�� G(A/B, P )�
3	���	�� *�!� �!� � ��� 
!��=��� ���� ⊥ 
���� (q2k+1, (s2k, (q, q

′, s, h)))�
Y ����	�	�� *�� �a∈ δA(q2k+1)� � →a∈ δB(q′1) ��	�� �a∈ δ/(q2k+1, q

′
1)

�	�� eP (s2k, a) �!��� ��� 
� ���
Y � →a, ��a∈ δA(q2k+1) ��	�� →a∈ δ/(q2k+1, q

′
1) ��$ 
!����� �� �	�
�	�

C1(q2k+1, q
′
1)$ �a∈ δB(q′1)� �	�� eR((q, q′, s, h), a) = (q, q′, s, h)� �� ����

��a∈ δ/(q2k+1, q
′
1) ��� C(q2k+1, q

′
1) �� C1(q2k+1, q

′
1) �	�� ����� �	��$

���*�� ((q2k+1, q
′
1), s2k) ��� ��� �	��	� %�%����� 
� ?�� G(A/B, P )$

eP (s2k, a) ��� 
� �� ��� ��� �%��� � s2k�
Y �→a, �a∈ δA(q2k+1) ��	���a∈ δ/(q2k+1, q

′
1)∩δB(q′1)� �	�� eR((q, q′, s, h), a) =

(q, q′, s, h) �� ���*�� ((q2k+1, q
′
1), s2k) ��� ��� �	��	� %�%����� 
� ?��

G(A/B, P )$ eP (s2k, a) = s2k

Y � →a,→b, �a,b∈ δA(q2k+1)� �	�� �a,b∈ δA(q2k+1, q
′
1) ��$ 
!����� ��

�	�
�	� C1(q2k+1, q
′
1)$ �a, �b∈ δB(q′1) ��$ ���*�� ((q2k+1, q

′
1), s2k) ���

��� �	��	� %�%����� 
� ?�� G(A/B, P )$ eP (s2k, a) = eP (s2k, b)�
Y � →a,→b, ��a,b∈ δA(q2k+1)� �!����� �� �	�
�	� C1(q2k+1, q

′
1)$ �a, �b∈

δB(q′1)� �	�� ��a,b∈ δA(q2k+1, q
′
1)$ 
	�� eP (s2k, a) �= s2k

�	� (q, (s, (q, q′, s, h))) ��� �	��	� 
� ?�� G(A, P×R) ������(�� ��� σA�
����	�	�� *�� �� ���� Seq(q, q′, s, h) C�	� '����D  � �� (q2k+1, q

′
1, s2k, h2k+1)

�� *�!� �6��� ��� ��=�� 
���� (q2k+1, (s2k, (q, q
′, s, h))) ���� (q′′, (s′′, r))� 0�	��

� �6��� a ∈ A ��� *�� (a, q′′) ∈ δA(q2k)$ eP (s2k, a) = s′′ �� eR((q, q′s, h), a) =
r′′� "	��� A ��� �	�
��������� �a /∈ δA(q2k)� "	��� A ��� �	����������



��� "�� 
��
�(���

���� �$ →a∈ δA(q2k)� �� ���� �� �	�
�	� C(q2k, q
′
1) ��� -����� 
	�� �a /∈

δB(q′1)� �	�� � �6��� q′2 ��� *��→a ��a, (a, q′2) ∈ δB(q′1) ��$ 
!����� �� 
� ��	�

� eR$ r′′ = (q′′, q′2, s

′′, h′′) ���� h′′ = hist(h2k+1, ((q2k+1, q
′
1), s2k))� �	��$ � � �

��� ��=�� (q2k+1, (s2k, (q, q
′, s, h))) ���� (q′′, (s′′, (q′′, q′2, s

′′, h′′))) 
��� G(A, P×
R) �� ��� ��=�� 
� ((q2k+1, q

′
1), s2k) ���� ((q′′, q′2), s

′′)) 
��� �� ?�� G(A/B, P )�
3	���	�� *�!� �!� � ��� 
!��=��� ���� ⊥ 
���� (q2k+1, (s2k, (q, q

′, s, h)))�
Y ����	�	�� *�� �a∈ δA(q2k+1)� � →a∈ δB(q′1) ��	�� �a∈ δ/(q2k+1, q

′
1)

�	�� eP (s2k, a) �!��� ��� 
� ���
Y �→a, ��a∈ δA(q2k+1) ��	��→a∈ δ/(q2k+1, q

′
1)∩δB(q′1)� ���*�� �� �	�
7

�	� C(q2k+1, q
′
1) ��� -�����$ ��a∈ δB(q′1)� 2� �	�
�	� '���� ������ 
�

�!������� *�� eR((q, q′, s, h), a) �= (q, q′, s, h) ��$ ���*�� ((q2k+1, q
′
1), s2k)

��� ��� �	��	� %�%����� 
� ?�� G(A/B, P )$ eP (s2k, a) ��� 
� ���
Y �→a, �a∈ δA(q2k+1) ��	���a∈ δ/(q2k+1, q

′
1)∩δB(q′1)� �	�� eR((q, q′, s, h), a) =

(q, q′, s, h) �� ���*�� ((q2k+1, q
′
1), s2k) ��� ��� �	��	� %�%����� 
� ?��

G(A/B, P )$ eP (s2k, a) = s2k

Y � →a,→b, �a,b∈ δA(q2k+1)� �	�� �a,b∈ δA(q2k+1, q
′
1) �� C�a,b∈ δB(q′1)

	� �a, �b∈ δB(q′1)D� "	��� ((q2k+1, q
′
1), s2k) ��� ��� �	��	� %�%�����


� ?�� G(A/B, P )$ eP (s2k, a) = eP (s2k, b)� �� ����$ �	��� A �� B
�	�� �	����� �� �	�
���������$ � �6��� q2, q

′
2 ��� *�� (a, q2)(b, q2) ∈

δA(q2k+1) �� (a, q′2)(b, q
′
2) ∈ δB(q′1)� �	�� eR((q, q′, s, h), a) = (q2, q

′
2, s2k, h2) =

eR((q, q′, s, h), b)�
Y � →a,→b, ��a,b∈ δA(q2k+1) ��	�� →a,→b∈ δB(q′1)�
� �a,b∈ δB(q′1) 	� �a, �b∈ δB(q′1) ��	�� ��a,b∈ δA(q2k+1, q

′
1)� "	���

((q2k+1, q
′
1), s2k) ��� ��� �	��	� %�%����� 
� ?�� G(A/B, P )$ eP (s2k, a) �=

eP (s2k, b)�
� ��a,b, ��a, ��b∈ δB(q′1) "	��� B ��� �	����� �� �	���������� ���� �$
�� ��	����� '���� �	�� ������ eR((q, q′, s, h), a) �= eR((q, q′, s, h), b)�

�

�!�!� -����� / '� �� �%��� R � B ��� )�� P × R � A ��

R × P �� ���� ��������� ���� P � A/syn/B
*���� �&�&�� � R � B �� P ×R � A ��	�� � �6��� ��� ������%� %�%�����

��� G(A/B, P ) 
���� ((qA0, qB0), s0)�

)������ �	� P = 〈A, SP , s0
P , eP 〉 �� σA ��� ������%� �	��	������ %�%�����


��� G(A, P ×R)� �	� R = 〈A, SR, s0
R, eR〉 �� σB ��� ������%� �	��	������

%�%����� 
��� G(B, R)�

<	�� ���	�� ��������� 
����� ��� ������%� σ : (Q∃
/×SP )×SR → Q∀

/×SP

���� �� -	���	� 
!8��	�� hist : SR × (Q/ × SP ) → SR 
��� G(A/B, P )�



����8�	����	� 
�� ��	������ ���

����	�	�� *�� ((q, q′), s) ∈ Q∃
A × Q∃

B × SP �	� ��� �	��	� 
� ?��
G(A/B, P ) ���� �!8��	�� s′ ��� *�� ��� ������%�� 
��� ��� �	��	�� (q, (s, s′))

� G(A, P×R) �� (q′, s′) 
� G(B, R) �	��� 
� ��� �	� (q1, (s, s

′)) = σA(q, (s, s′))
�� (q′1, s

′) = σB(q, s′)� 0�	�� �� ������%� σ 
���� ((q, q′), s) ��� 
!����� ��
((q1, q

′
1), s) ���� hist(s′, (q, s)) = s′�

����	�	�� *�� ((q, q′1), s) ∈ Q∃
A × Q∀

B × SP �	� ��� �	��	� 
� ?��
G(A/B, P ) ���� �!8��	�� s′ ��� *�� �� ������%� 
��� �� �	��	� (q, (s, s′))

� G(A, P × R) ��� 
� �� ���� (q1, (s, s

′)) = σA(q, (s, s′)) �� (q′1, s
′) ��� ���

�	��	� ������(�� ��� �� ������%� σB� 0�	�� �� ������%� σ 
���� ((q, q′1), s)
��� 
!����� �� ((q1, q

′
1), s) ���� hist(s′, (q, s)) = s′�

5����*�	�� 
!�(	�
 *�� D(q1, q
′
1) ��� ��� ��� ��� �	��	�� (q1, (s, s

′)) ��
(q′1, s

′) �	�� %�%������ �� 
	�� σ ��� (�� 
� �� C� hist ��� (�� 
� ��D�
3	���	�� ��������� *�!� �!� � ��� 
!��=�� 
���� ((q, q′1), s) ���� (q⊥, s)


��� G(A/B, P )�
����	�	�� *�� C(q1, q

′
1) ��� ���� �	�� � �6��� a ∈ A ��� *�� →a, ��a∈

δA(q1) ��→a, �a∈ δB(q′1)� :� ��� �	��	�� (q1, (s, s
′)) �� (q′1, s

′) �	�� %�%������
e(s, a) �= s �� e′(s′, a) = s′� "	��� R×P ��� (�� ����8�	���$ �	�� �	�� b ∈
A$ Ce′(s′, b) = s′ 	� e′(s′, b) �!��� ��� 
� ��D �� �	� e× e′((s, s′), b) �!��� ���

� ��$ �	� e× e′((s, s′), b) = (s, s′) 	� �	� e× e′((s, s′), b) = e× e′((s, s′), a)�
�	��$ ���*�� ��� �	��	�� (q1, (s, s

′)) �� (q′1, s
′) �	�� %�%������$ � →a,→b∈

δA(q1) ��	�� �b�a∈ δB(q′1) �� � ��a, ��b∈ δA(q1) ��	�� �a,b∈ δA(q1)� �	��
C1(q1, q

′
1) ��� ����

����	�	�� *�� C(q1, q
′
1) ��� -��6� �	�� �	�� �	�� a ∈ A �→a, ��a∈ δA(q1)

��	�� � a /∈ δB(q′1)� :� ��� �	��	�� (q1, (s, s
′)) �� (q′1, s

′) �	�� %�%������$ 
	��
e(s, a) �= s �� e′(s′, a) �= s′� "	��� R × P ��� (�� ����8�	���$ �	�� �	��
b ∈ A$ �	� e × e′((s, s′), b) �!��� ��� 
� ��$ �	� � e′(s′, a) = e′(s′, b) ��	��
e(s, a) = e(s, b)� �	��$ ���*�� ��� �	��	�� (q1, (s, s

′)) �� (q′1, s
′) �	�� %�7

%������$ 	� ���� ��� �� *�� C2(q1, q
′
1) ��� ����

�	� ((q1, q
′
1), s) ∈ Q/ ×SP ��� �	��	� ������(�� ��� σ ���� �!8��	�� s′�

� � � � ��� ��=�� 
���� ((q1, q
′
1), s) ���� ((q2, q

′
2), s2) ���� q′2 �= q′1� 0�	��

� �6��� a ∈ A ��� *�� (a, q2),→a ∈ δA(q1) �� (a, q′2) →a ∈ δB(q′1) ��
e(s, a) = s2� ���*�� (q′1, s

′) ��� %�%�����$ e′(s′, a) ��� 
� ��$ 
�	�� �%��� �
s′2� �	�� � � � ��� ��=�� 
���� (q1, (s, s

′)) ���� (q2, (s2, s
′
2)) 
��� G(A, P ×

R) �� ��� ��=�� 
���� (q′1, s
′) ���� (q′2, s

′
2) 
��� G(B, R)� :� 
� �� ��	��

hist(s′, ((q1, q
′
1), s)) = s′2�

� � � � ��� ��=�� 
���� ((q1, q
′
1), s) ���� ((q2, q

′
1), s2)� �� ���� � �6���

a ∈ A ��� *�� (a, q2),→a ∈ δA(q1) �� →a �a∈ δB(q′1) �� e(s, a) = s2�
���*�� (q′1, s

′) ��� %�%�����$ e′(s′, a) ��� 
� �� �� �%��� � s′� �	�� � � � ���
��=�� 
���� (q1, (s, s

′)) ���� (q2, (s2, s
′)) 
��� G(A, P × R)� :� 
� �� ��	��



��� "�� 
��
�(���

hist(s′, ((q1, q
′
1), s)) = s′�

�� ����� � ��	���� *�!� �!� � ��� 
!��=�� ���� ⊥ 
���� ((q1, q
′
1), s) 
���

G(A/syn/B, P )�
Y � �a∈ δ/(q1, q

′
1) ��	�� �a∈ δA(q1) �� →a∈ δB(q′1)� ���*�� (q′1, s

′)
��� %�%�����$ e′(s′, a) ��� 
� �� ��$ �	��� (q1, (s, s

′)) ��� ��� �	��	�
%�%�����$ e(s, a) �!��� ��� 
� ���

Y � →a, �a∈ δ/(q1, q
′
1) ��	�� →a, �a∈ δA(q1)� ���*�� (q1, (s, s

′)) ��� ���
�	��	� %�%����� 
��� G(A, P × R)$ eP (s, a) = s�

Y � →a, ��a∈ δ/(q1, q
′
1) ��	�� →a ��a∈ δA(q1) �� �a∈ δB(q′1)� ���*��

(q′1, s
′) ��� %�%�����$ eR(s′, a) = s′� 0�	��$ ���*�� (q1, (s, s

′)) ��� ���
�	��	� %�%����� 
��� G(A, P × R)$ eP (s, a) �= s

Y � →a,→b, �a,b∈ δ/(q1, q
′
1) ��	�� →a,→b, �a,b∈ δA(q1)� 0�	��$ ���*��

(q1, (s, s
′)) ��� ��� �	��	� %�%����� 
��� G(A, P × R)$ eP (s, a) =

eP (s, b)�
Y � →a,→b, ��a,b∈ δ/(q1, q

′
1) ��	�� →a,→b, ��a,b∈ δA(q1) �� C�a, �b∈

δB(q′1) 	� �a,b∈ δB(q′1)D ���*�� (q′1, s
′) ��� %�%�����$ eR(s′, a) = eR(s′, b)�

0�	��$ ���*�� (q1, (s, s
′)) ��� ��� �	��	� %�%����� 
��� G(A, P ×R)$

eP (s, a) �= eP (s, b)�
�

�!�!� $%�
��� / ���������� ���6���

�	� A1
O, A2

O, . . . , An
O ⊆ A 
�� �	�� �����(��� 
!���������� ���� *�� )

A1
O ⊆ A2

O ⊆ . . . ⊆ An
O ⊆ A

���� F5���G$ ����8��� 5�
A�% �	���� *�� �� �	������ 
���������� ���� ���7
������� �	(�����(��� ��� 
��
�(�� �$ �	�� �	�� i$ �� �	�������� Qi �� ����
	(������ *�� ��� ���������� Ai

O$ �!��� � 
�� Qi � A(Ai
O) 
!����� �!�6�����

������

:� ���� 
��� �� �� ��� � �� ��� ��������� 
� �	��������� (�� ����8�	7
�����

�	�$ �	�� �	�� i ∈ ]n]$ B(Ai
O) �� ���	���� ���� ���������� �
����7

��(��� ����� �� ���� ���� �������� q 
� ����� ����� �� �� -	���	� 
� �����7
�	� )

δ(q) = {(a, q) : a ∈ A} ∪ {��x,y, ��x: x ∈ A, y /∈ Ai
O}

5����*�	�� *�� �	�� �	�� ��	������ P $ � �6��� �� ��	������ Q (������
��� *�� Q � B(Ai

O)� <	�	��$ �	�� �	�� i ∈ ]n]$ Ci �!���	���� B(Ai
O)∧A(Ai

O)�



����8�	����	� 
�� ��	������ ��&

*���� �&�&�� �	�$ �	�� �	�� i ∈ ]n]$ 
�� ��	������ Qi = 〈A, Λ, Si, s
′
0,i, e

′
i, λ

′
i〉

���� *�� Qi � Ci� 0�	��$ �	�� �	�� i = 2, 3, . . . n$ Ri−1×Qi ��� (�� ����8�	���
���� Ri−1 = Q1 × · · · × Qi−1�

)�����  �	� Ri−1 = 〈A, Λ, S, s0, eR, λ〉� �	� (si, s) = (si, s1, s2, . . . , si−1) ��
���� 
� Qi × Ri−1� � eRi−1

(s, a) = s ��	��$ ���*�� Qk � A(Ak
O) �� Ak

O ⊆ Ai
O

�	�� �	�� k < i$ 	� � ei(si, a) = si� �	��$ � ei×eRi−1
((s, si), b) ��� 
� � ���

�!��� ��� �%��� � (s, si)$ ��	�� eRi−1
(s, b) �= s� �� ����$ ���*�� Qi � B(Ai

O)$ �
ei(si, b) �� ei(si, a) C���� a �= bD �	�� 
� ��$ ��	�� ei(si, b) �= ei(si, a)� �	�� ��
�	�
�	� C2(ΠRi−1

(s), ΠQi
(si)) ��� ���� �	�� Qi×Ri−1 ��� (�� ����8�	���

C�	� �� ��	� '����D� �

2� �	�	����� '���& ������ 
� �	������ *�� �� �	������ 
���������� ���

��
�(�� ���� �� �	������� ��	�	��� 
��� F5���G�

�!�!� $%�
��� / �� ��������

"	��
��	�� �� ��� 
� ������ C�	�  %��� '��D� �	� A1, A2, . . . , An ⊆ A

�� �	�� �����(��� 
!���������� 
�?	����

· · ·
A0 An−1 An

Q1 Q2 Qn

A1 A2

���� '�� Y ������ 
� n �	���������

2� �	������� Qi$ �	� �� �� ��������� 
��� Ai ���	�� ��� �� �	��������
Qi−1 C	� ��� �!����	������ �	�� Q1D$ �	� ���	� �� ��������� 
��� Ai+1

�� �	�������� Qi+1� �� ����$ � �� �	� ��� ��� ���������� Ak �	�� k < i ��
k > i + 1�

�	�$ �	�� �	�� i ∈ ]n]$ D(Ai−1, Ai) �� ���	���� ���� ���������� �
�7
�����(��� ����� �� ���� �6������� q0 �� 
�� ����� ��������� {qa

i−1, q
a
i : a ∈ A}$

�	�� 
� ����� ������$ �� �� -	���	� 
� ������	� )
Y δ(q0) = {(ε, qa

i−1) : a ∈ Ai−1} ∪ {(ε, qa
i ) : a ∈ Ai}

Y δ(qa
i−1) = {(a, q0)} ∪ {�x: x ∈ Ai}

Y δ(qa
i ) = {(a, q0)} ∪ {�x: x �= a}

<	�	��$ �	�� �	�� i ∈ ]n]$ C′
i �!���	���� )

B(Ai−1 ∪ Ai) ∧ D(Ai−1, Ai) ∧
∧
k<i

A(Ak) ∧
∧

k>i+1

A(Ak)
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��
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J	� �!�6����� 
� �� ����� '���& �	�� �� 
� ��	� 
� B(Ai−1∪Ai) �� �!�6�����
����� �	�� �� 
� ��	� 
� A(Ak)�

*���� �&�&� �	�$ �	�� �	�� i ∈ ]n]$ 
�� ��	������ Qi = 〈A, Λ, Si, s
′
0,i, e

′
i, λ

′
i〉

��� *�� Qi � C′
i� 0�	��$ �	�� �	�� i = 2, 3, . . . n$ Qi×Ri−1 ��� (�� ����8�	���

���� Ri−1 = Q1 × · · · × Qi−1�

)�����  �	� Ri−1 = 〈A, Λ, S, s0, eR, λ〉� �	� (si, s) = (si, s1, s2, . . . , si−1)
�� ���� 
� Ri−1 × Qi�

� eRi−1
(s, a) = s ��	�� a ∈ Ai ∪ Ai+1 ∪ · · · ∪ An ��� Qk � B(Ak−1 ∪ Ak)

�	�� �	�� k < i� � a ∈ Ai+1∪ · · · ∪An ��	�� �	� ei(si, a) = si 	� ei(si, a) �!���
��� 
� �� � a ∈ Ai �� ei(si, a) ��� 
� � ��	��$ �	��� Qi � D(Ai−1, Ai)$
DQi

(si) = {a}� �	�� �� �	�
�	� C1(ΠQi
(si), ΠRi−1

(s)) ��� ����
� a ∈ A ��� *�� eRi−1

(s, a) ��� 
� �$ 	� � eRi−1
(s, a) �= s ��	�� a ∈

A0 ∪A1 ∪ · · · ∪Ai−1� � a ∈ A0 ∪A1 ∪ · · · ∪ Ai−2 �� ei(si, a) ��� 
� � ��	��
ei(si, a) = si� � a, b ∈ Ai−1 �� ei(si, a) �� ei(si, b) �	�� 
� ��$ ��	��$ ���*��
Qi � B(Ai−1∪Ai)$ ei(si, b) �= ei(si, a)� �	�� �� �	�
�	� C2(ΠQi

(si), ΠRi−1
(s))

��� ���� �	�� Qi × Ri−1 ��� (�� ����8�	���� �

2� �	�	����� '���& ������ 
� �	������ *�� �� �	������ 
���������� ���

��
�(�� �	�� �� �������

'�� 7������� �!�� �������� ������ ��� �� ��1
������ 	�����

���� ����� �����$ �	�� �	���	�� �	����� 
� �� �!	�����	� 
� *�	����

!�� ���	���� ����
� ��� �� ���	���� ����� C�� ��� ��������� ��� 
	��
�� *�	���� 
� 
��6 ���	����� ������D�

�!&! +������ ���������

,-�
���� �&�&� �	� ≤A �� 	�
�� �	���� ��� A� �	� A �� ���	���� ����
�
�� C �� ���	���� ����� ����
� ��� ����	�� � ≤A C�	� 
� ��	� ����+D� ��
�6��� �� ���	���� ����
� A/C ��� *�� )

P � A/C � �� ��������� � � �6��� Q̂ � C ��� *�� P × Q � A�

C�	� �� ��	� ����� �	�� �� �	���	� Q̂D�

:� ���� �� 
�
��� ������� *�!� ��� �	��(�� 
� -��� �� *�	���� 
!��7
�	���� ����
� ��� �� ���	���� ����� �	��� �!�S��� �� �	�	����� �������



;�	���� 
!�� ���	���� ����
� ��� �� ���	���� ����� ���

$
�
������ �&�&� �	� A �� ���	���� ����
� �	�
��������� �� B �� ��7
�	���� ������ �� �6��� �� ���	���� ����
� A/B ��� *�� )

P � A/B � �� ��������� � � �6��� Q � B ��� *�� P × Q � A�

)����� �� �
�
������ �&�&� �	� C �!���	���� ����� ��
�� R(B̂) C�	�

� ��	�� ����& �� ������D� �!����� �� �8�	���� ������$ P̂ � R(B̂) � �� �����7
���� � P̂ � B̂� �!����� �� ��	�	��	� ����'$ P̂ � B̂ � �� ��������� � P � B�
�!����� �� �8�	���� '����$ � ��S� 
	�� *�� �!���	���� ����
� A/B �	� �!��7
�	���� A/C = A/(R(B̂))� �

<	�� ���	�� ��������� 
��	����� �� �8�	���� '�����

�!&!� .�#������ �� �(����
��� A/C
�����	�
� �&�&� �	� A = 〈A, QA, QA∃, QA∀, qA0, δA, AccA〉 �� ���	����
����
� �	�
��������� � ������ <	�� ����	�	�� *�� A ��� �	����� ��
�	���������� ���� � C�	� 
� ��	� ��+�9D �� *�� �	�� �	�� a ∈ A ��
q, q1, q2 ∈ QA 	� � )

� (ε, q1) ∈ δA(q) �� (a, q2) ∈ δA(q1) ��	�� q2 �= q C'����D

C�� ��S� �	�� ���� 
� 
���*��� ������� ����� 
� AD

�	� C = 〈A, ΠA, QC, QC∃, QC∀, qC0, δC, AccC〉 �� ���	���� ����� �	�
����7
����� ��
�� � ������ :� ����	�� *�� C ��� ���%�� C�	� 
� ��	� ��+���D
�� *�� �	�� �	�� q ∈ Q∀

C$ π = {N, L, A1, . . . , Ap} ∈ ΠA �� i ∈ ]p] C�	�
�	���	� �����D$

δC(q, π) ∩ (Ai × Q∃
C) �= ∅

C�� ��S� 
!�?	���� 
�� ������	�� 
��� Ai×QC ���� �� �	���� ���� %�%����D�
�� �6��� 
	�� q′ ∈ Q∀ ��� *�� C�	� �	���	� �����D )

δC(q, π) ∩ Ai × QC = (min≤A
{x ∈ Ai}, q′) C'����D

,� �$ 	� ����	�� *�� �	�� �	�� a, b ∈ A �� q, q1, q2 ∈ QC$ 	� � )

� (a, q1), (b, q2) ∈ δC(q, π) ��	�� q1 �= q2 C'����D

C�� ��S� �	�� ���� 
� 
���*��� ������� ����� 
� CD

�	� A/C = 〈A, Q/, Q
∃
/, Q

∀
/, q

0
/, δ/, Acc/〉 �� ���	���� 
� � �	��� ��� )

Q∃
/ = QA∃ × QC∃, Q∀

/ = QA∀ × QC∀ × ΠA �� q0
/ = (qA0, qC0)

Acc/ =
{
(q0, q

′
0)(q1, q

′
1, π1) · · ·

∣∣ q0q1 · · · ∈ AccA �� q′0q
′
1 · · · ∈ AccC

}
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Y �	�� �	�� ���� �6������� (q, q′) ∈ Q∃
/ $ δ/(q, q

′) �	����� (ε, (q1, q
′
1, π))

���� π = {N, L, A1, . . . , Ap} � )
Y (ε, q1) ∈ δA(q)
Y (ε, q′1) ∈ δC(q′, π)
Y L = {a :�a∈ δA(q1)}
Y � →a∈ δA(q1) ��	�� a /∈ N
Y � �a∈ δC(q1, π) ��	�� a ∈ N
Y �	�� �	�� i ∈ ]p] �� a, b ∈ A$ 	� � a, b ∈ Ai � �� ��������� �

�a,b∈ δA(q1)�
Y �	�� �	�� ���� �������� (q1, q

′
1, π) ∈ Q∀

/ ���� π = {N, L, A1, . . . , Ap}$
δ/(q1, q

′
1, π) �	����� )

Y (a, (q2, q
′
2))$ � →a∈ δA(q1)$ (a, q2) ∈ δA(q1) �� (min≤A

{x ∈ Ai}, q′2) ∈
δC(q′1, π)

Y →a$ � →a∈ δA(q1)
Y �a$ � �a∈ δA(q1) �� a /∈ N
Y �a$ � �a∈ δA(q1)
Y �a,b$ � �a,b∈ δA(q1)

�!&!& -����� / '� P � A/C ���� �� �%��� R̂ � C ��� )��

P × R � A!
����	�	�� *�!� �6��� ��� ������%� %�%����� σ/ : (Q∃

/ ×SP )×H → Q∀
/ ×

SP ���� �!8��	�� H 
��� G(A/C, P ) �	�� �� ��	������ P = 〈A, SP , s0
P , eP 〉

���� �� -	���	� 
� ��� � ?	�� hist : H × (Q/ × SP ) → H �

���*�� C ��� ���%��$ �	�� �	�� ���� q′ ∈ QC∀$ � �6��� �� ��	������ Rq′ =
〈A, Sq′, s

0
q′, eq′〉 ��� *�� Rq′ � Cq′ 	Q Cq′ ��� �!���	���� C ���� �!���� ����

�8��%� �� q′�

�����	�
� �&�& �	� R �� ��	������ 〈A, SR, s0
R, eR〉 ��� *��

SR =
⋃

q′∈QC∀
Sq′ ∪

{
(q, q′, s, h) ∈ Q∃

/ × SP × H
∣∣∣σ/((q, q

′), s, h) ��� 
� �
}

���� s0
R = (qA0, qC0, s0

P , h0) �� eR : SR × A → SR ��� 
� � �	��� ��� )

�� �	�� �	�� a ∈ A �� (q, q′, s, h) ∈ SR 	Q σ/((q, q
′), s, h) = ((q1, q

′
1, π), s)

���� π = {N, L, A1, . . . , Ap}$ 	� � )
Y � a ∈ N ��	�� eR((q, q′, s, h), a) �!��� ��� 
� ��
Y � a ∈ L ��	�� eR((q, q′, s, h), a) = (q, q′, s, h)
Y �	�� �	�� i$ � a ∈ Ai �� →a /∈ δA(q1) ��	�� eR((q, q′, s, h), a) = s0

q′2
���� (min≤A

{x ∈ Ai}, q′2) ∈ δC(q′1, π) Cs0
q′2
��� �!���� ���� 
� Rq′2D�



;�	���� 
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Y �	�� �	�� i$ � a ∈ Ai �� →a∈ δA(q1) ��	�� eR((q, q′, s, h), a) =
(q2, q

′
2, s2, h2) ���� )

Y (a, q2) ∈ δA(q1)
Y (min≤A

{x ∈ Ai}, q′2) ∈ δC(q′1, π)
Y eP (s, a) = s2

Y h2 = hist(hist(h, ((q, q′), s)), ((q1, q
′
1), s))

�� �	�� �	�� a ∈ A$ q′ ∈ QC∃ �� r ∈ Sq′ 	� � eR(r, a) = eq′(r, a)�

*���� �&�&! R ��� (�� 
� ��

)�����  �	� π = {N, L, A1, . . . , Ap}�
�!����� �� ��	����� '����$ �	�� �	�� i$ � �6��� q′2 ��� *�� (min≤A

{x ∈
Ai}, q′2) ∈ δC(q′1, π)�

���*�� A ��� �	�����$ � →a∈ δA(q1)$ � �6��� q2 ��� *�� (a, q2) ∈ δA(q1)�
:� ���$ 
� ���� *�� �� �	��	� ((q1, q

′
1, π), s) ��� %�%����� 
��� �� ?��

G(A/C, P ) ��� ���� ��� ������(�� ��� �� ������%� σ/� :� →a∈ δA(q1) ���*��
→a∈ δ/(q1, q

′
1, π)$ 
	�� � �6��� s2 ��� *�� eP (s, a) = s2� �

*���� �&�&� �	�� �	�� (q, q′, s, h) ∈ SR 	Q σ/((q, q
′), s, h) = ((q1, q

′
1, π), s)$

	� � ΠR(q, q′, s, h) = π�

)�����  :� � (ε, (q1, q
′
1, π)) ∈ δ/(q, q

′)� �	� π = {N, L, A1, . . . , Ap}�
�	� a, b ∈ Ai �� →a ∈ δA(q1)� �!����� ��� �	�
�	�� ���������� ���

������	�� 
���� δ/(q, q
′)$ 	� � �a,b∈ δA(q1)� :� A ��� �	���������� ���7

� �$ 
	�� →b ∈ δA(q1)� "	��� A ��� �	�
���������$ � (a, q2) ∈ δA(q1)
�� (b, q3) ∈ δA(q1) ��	�� q2 = q3� �� ����$ �a,b∈ δ/(q1, q

′
1, π)� ���*�� *��

((q1, q
′
1, π), s) ��� ��� �	��	� %�%�����$ 	� � eP (s, a) = eP (s, b)� �	�� eR((q, q′, s, h), a) =

eR((q, q′, s, h), b)
�	� a ∈ Ai �� b ∈ Aj ���� i �= j� 2� �	�
�	� '���� �	�� ������ *��

eR((q, q′, s, h), a) �= eR((q, q′, s, h), b)�
�	� a ∈ Ai �� b ∈ L� 2� �	�
�	� '���� �	�� ������ *�� eR((q, q′, s, h), a) �=

eR((q, q′, s, h), b)� �

*���� �&�&� � P � A/C ��	�� � �6��� ��� ������%� %�%����� 
��� G(C, R̂)

���� (qC0, (qA0, qC0, s0

P , h0))�

)������ <	�� ���	�� ��������� 
����� ��� ������%� %�%����� σC 
���
G(C, R̂)� ����	�	�� *�� (q′, (q, q′, s, h)) ��� ��� �	��	� 
� ?�� G(C, R̂) ���
*�� σ/(((q, q

′), s), h) ��� 
� � �� �%��� � ((q1, q
′
1, π), s)� 0�	�� σC(q′, (q, q′, s, h)) =

(q′1, (q, q
′, s, h))�

0 � 
� ��	���� *�� σC ��� %�%�����$ ����	�	�� 
!�(	�
 *�!� � � ��� ��=�� 
�7
��� (q′1, (q, q

′, s, h)) ���� (q′3, (s
0
q′2

)) 
��� G(C, R̂)� ��� 
� ��	� 
� eR$ q′3 = q′2



��� "�� 
��
�(���

�� (q′2, (s
0
q′2

)) ��� ��� �	��	� %�%����� ���*�� Rq′2 � Cq′2 �

����	�	�� *�� �!	� � ��� ��=�� 
���� (q′1, (q, q
′, s, h)) ���� (q′2, (q2, q

′
3, s2, h2)))


��� G(C, R̂)� �	�� � �6��� a ∈ A ��� *�� (a, q′2) ∈ δC(q′1, π)$ �� eR((q, q′, s, h), a) =
(q2, q

′
3, s2, h2)� ���*�� C ��� ��
��$ 
!����� �� ��	����� '����$ � �6��� i ���

*�� a = min≤A
{x ∈ Ai} ��$ 
!����� �� 
� ��	� 
� eR$ 	� � (a, q2) ∈ δA(q1)$

(min≤A
{x ∈ Ai}, q′3) ∈ δC(q′1, π) �� eP (s, a) = s2� �	��$ ���*�� C ��� �	�
�7

�������� q′2 = q′3 ��$ 
� ����$ � � � ��� ��=�� ((q1, q
′
1, π), s) ���� ((q2, q

′
2), s2)


��� G(A/C, P )� 0��$ ��� �8���� 
!��� ����� �	����(�� ���� σC 
���
G(C, R̂) �	�����	�
��� ��6 �8���� 
!��� ����� �	����(�� ���� σ/ 
���
G(A/C, P )�

�� ����� � ��	���� *�!� �!� � ��� 
!��=�� ���� ⊥ 
���� (q′1, (q, q
′, s, h))�

Y �→a∈ δC(q′1, π) ��	��$ ���*�� C ��� ��
��$ a /∈ N � �	�� eR((q, q′, s, h), a)
��� 
� ��

Y � �a∈ δC(q′1, π) ��	��$ 
!����� ��� �	�
�	�� ���������� ��� ������	��

���� δ/(q, q

′)$ 	� � a ∈ N � �	�� eR((q, q′, s, h), a) �!��� ��� 
� ��
�

*���� �&�&" � P � A/C ��	�� � �6��� ��� ������%� %�%����� 
��� G(A, P×
R) 
���� �� �	��	� (qA0, (s0

P , (qA0, qC0, s0
P , h0)))�

)������ <	�� ���	�� ��������� 
����� ��� ������%� σA 
��� G(A, P ×R)�
����	�	�� *�� (q, (s, (q, q′, s, h))) ��� ��� �	��	� 
� ?�� G(A, P ×R) ��� *��
�� ������%� 
��� �� �	��	� ((q, q′), s) 
� ?�� G(A/C, P ) ���� �!8��	�� h ���

� � �� σ/((q, q

′), s, h) = ((q1, q
′
1, π), s) ���� π = {N, L, A1, . . . , Ap}� 0�	��

�� ������%� σA 
���� (q, (s, (q, q′, s, h))) ��� 
!����� ���� (q1, (s, (q, q
′, s, h)))�

0 � 
� ��	���� *�� σA ��� %�%�����$ �����*�	�� 
!�(	�
 *�!� �� ���� ��	�

!��=�� 
���� (q1, (s, (q, q

′, s, h))) ���� ��� ��=�� 
� �� -	��� (q2, (s2, s
0
q′2

))� ,�
�M��$ � �!���� �� ���$ � �6������ a ∈ A ��� *�� (a, q2) ∈ δA(q1) ��$ ���*��
eR((q, q′, s, h), a) = s0

q′2
$ 	� ����� →a /∈ δA(q1)� �!	Q �a∈ δA(q1) �� ��	��

δA(q1) ∩ ({a} ×QA) = ∅ CA ��� �	���������� ���� �D$ �� *� ����� �	����7

��	�� ���� (a, q2) ∈ δA(q1)�

����	�	�� *�� �!	� ��� ��=�� 
���� (q1, (s, (q, q
′, s, h))) ���� (q2, (s2, (q3, q

′
2, s3, h2)))�

0�	�� � �6��� a ∈ A ��� *�� (a, q2) ∈ δA(q1)$ eP (s, a) = s2 �� eR((q, q′, s, h), a) =
(q3, q

′
2, s3, h2)� ��� 
� ��	� 
� eR$ � �6��� i ∈ ]p] ��� *�� a ∈ Ai$→a∈ δA(q1)$

(a, q3) ∈ δA(q1) $ (min≤A
{x ∈ Ai}, q′2) ∈ δC(q′1, π) �� eP (s, a) = s3� �	��

s2 = s3 ��$ ���*�� A ��� �	�
���������$ q2 = q3� �� ���� ��� ������

� �	������ *�!� � � ��� ��=�� 
���� ((q1, q

′
1), s) ���� ((q2, q

′
2), s2) 
���



;�	���� 
!�� ���	���� ����
� ��� �� ���	���� ����� ���

G(A/C, P )� 0�� ��� ����� �	����(�� ���� σA 
��� G(A, P × R) �	����7
�	�
 � ��� ����� �	����(�� ���� σ/ 
��� G(A/C, P )�

�� ����� � ��	���� *�!� �!� � ��� 
!��=�� ���� ⊥ 
���� ((q1, (s, (q, q
′, s, h))�

Y ����	�	�� *�� →a, �a∈ δA(q1)� �!����� ��� �	�
�	�� ���������� ���
������	�� 
���� δ/(q, q

′)$ a ∈ L� �	�� eR((q, q′, s, h), a) = (q, q′, s, h)�
�� ���� �a,→a∈ δ/(q1, q

′
1, π)� :� ((q1, q

′
1, π), s) ��� ��� �	��	� %�7

%����� 
� ?�� G(A/C, P )$ 
	�� eP (s, a) = s�
Y ����	�	�� *�� →a, ��a∈ δA(q1)� 0�	��$ 
!����� ��� �	�
�	�� ������7
���� ��� ������	�� 
���� δ/(q, q

′)$ a /∈ N ∪L� �	�� � �6��� i ∈ ]p] ���
*�� a ∈ Ai �� eR((q, q′, s, h), a) ��� 
� �� �� ���� →a∈ δA(q1) ���*��
*�� →a∈ δ/(q1, q

′
1, π) �� *�!� �6��� q2, q

′
2, s2, h2 ��� *�� eP (s, a) = s2

�� eR((q, q′, s, h), a) = (q2, q
′
2, s2, h2)� 2� ��	����� '���� �	�� ������ *��

(q, q′, s, h) �= (q2, q
′
2, s2, h2)�

Y ����	�	�� *�� �a,b,→a,→b∈ δA(q1)� �!����� ��� �	�
�	�� ������7
���� ��� ������	�� 
���� δ/(q, q

′)$ � �6��� i ��� *�� a, b ∈ Ai� �	��
eR((q, q′, s, h), a) = eR((q, q′, s, h), b)� �� ���� �a,b∈ δ/(q1, q

′
1, π)� :�

((q1, q
′
1, π), s) ��� ��� �	��	� %�%����� 
� ?�� G(A/C, P )$ 
	�� eP (s, a) =

eP (s, b)�
Y ����	�	�� *�� ��a,b,→a,→b∈ δA(q1)� ���*�� A ��� �	���������� ���7
� �$ �a,b /∈ δA(q1)� �!����� ��� �	�
�	�� _ ���������� ��� ������	��

���� δ/(q, q

′)$ � �6��� i, j ��� *�� i �= j �� �	� Ca ∈ Ai �� b ∈ AjD$
�	� Ca ∈ Ai �� b ∈ LD$ �	� Ca ∈ L �� b ∈ AjD� ���� �	�� ��� ���$
eR((q, q′, s, h), a) �= eR((q, q′, s, h), b)�

Y ����	�	�� *�� �a∈ δA(q1)� � a ∈ N ��	�� eR((q, q′, s, h), a) �!��� ���

� �� � a /∈ N ��	��$ 
!����� �� -	���	� 
� ������	� δ/(q1, q

′
1, π)$

�a∈ δ/(q1, q
′
1, π) 
	�� eP (s, a) �!��� ��� 
� ��

�

�!&!� -����� / '� �� �%��� Q̂ � C ��� )�� P × Q � A ����

P � A/C!
*���� �&�&# � Q̂ � C �� P × Q � A ��	�� � �6��� ��� ������%� %�%�����

��� G(A/C, P ) 
���� ((qA0, qC0), s0)�

)������ �	� P = 〈A, SP , s0
P , eP 〉 �� Q = 〈A, SQ, s0

Q, eQ〉� �	� σA ��� ������7
%� �	��	������ %�%����� 
��� G(A, P × Q)�

�����	�
� �&�&�% �	� R �� ��	������ 〈A, SR, s0
R, eR〉 ��� *�� )

Y SR = (SQ × QA × SP ) ∪ SQ �� s0
R = (s0

Q, q0
A, s0

P )



��� "�� 
��
�(���

Y �	�� �	�� s′ ∈ SQ$ s ∈ SP �� q ∈ QA$ DR(s′, q, s) = DQ(s′) �� DR(s′) =
DQ(s′)�

Y �	�� �	�� s′ ∈ SQ$ s ∈ SP $ q ∈ QA ��� *�� σA(q, (s, s′)) = (q1, (s, s
′))

�� a ∈ DR(s′, q, s)$ 	� � )
Y eR((s′, q, s), a) = (s′2, q2, s2) � →a, ��a, (a, q2) ∈ δA(q1)$ eQ(s′, a) = s′2
�� eP (s, a) = s2�

Y eR((s′, q, s), a) = (s′2, q, s) � →a , �a∈ δA(q1) �� eQ(s′, a) = s′2�
Y eR((s′, q, s), a) = s′2 � �a∈ δA(q1) �� eQ(s′, a) = s′2
Y eR(s′, a) = eQ(s′, a)

*���� �&�&�� R̂ � C

)�����  ,� �M��$ ���*�� DR(s′, q, s) = DQ(s′) �� DR(s′) = DQ(s′)$ R ��
Q 	�� �� �=�� 
����%� �� C ��� �� ���	���� ����� 
	�� C ������� �	�� ���
��	������ �� (������	� ���� �!�� 
� ��� �	
����� �

�	� σC ��� ������%� �	��	������ %�%����� 
��� G(C, R̂)�
<	�� ���	�� ��������� 
����� ��� ������%� σ/ 
��� G(A/C, P )� ���7

�	�	�� *�� ((q, q′), s) �	� ��� �	��	� 
� ?�� G(A/C, P ) ��� *�� ��� ������7
%�� 
��� ��� �	��	�� (q, (s, s′)) 
� G(A, P × Q) �� (q′, (s′, q, s)) 
� G(C, R̂)
�	��� 
� �� �	� (q1, (s, s

′)) = σA(q, (s, s′)) �� (q′1, (s
′, q, s)) = σC(q, (s′, q, s))�

0�	�� �� ������%� σ/ 
���� ((q, q′), s) ��� 
!����� �� ((q1, q
′
1, π), s) 	Q π =

ΠR(s′, q, s) = {NR(s′, q, s), LR(s′, q, s), A1, . . . , Ap}�

3	���	�� �	�� 
!�(	�
 *�� σ/ ��� (�� 
� � W �!��� � 
�� *�� (ε, (q1, q
′
1, π)) ∈

δ/(q, q
′)�

Y :� � (�� (ε, q1) ∈ δA(q) �� (ε, q′1) ∈ δC(q′, ΠR(s′, q, s))�
Y �→a ∈ δA(q1) ��	��$ ���*�� �� �	��	� (q1, (s, s

′)) 
� ?�� G(A, P×Q)
��� %�%�����$ eQ(s′, a) ��� 
� � 
	�� eR(s′, a)$ 
	�� a /∈ NR(s′, q, s)�

Y � �a ∈ δC(q′1, π) ��	��$ ���*�� �� �	��	� (q′1, s
′) 
� ?�� G(C, R̂) ���

%�%�����$ eR(s′, a) �!��� ��� 
� �$ 
	�� a ∈ NR(s′, q, s)�
Y � �a∈ δA(q1) ��	��$ ���*�� (q1, (s, s

′)) ��� ��� �	��	� %�%����� 
�
?�� G(A, P × Q)$ eQ(s′, a) = s′ 
	�� a ∈ LR(s′, q, s)� � �a /∈ δA(q1)
��	��$ ��a∈ δA(q1) ��$ ���*�� (q1, (s, s

′)) ��� ��� �	��	� %�%�����

� ?�� G(A, P × Q)$ �	� eQ(s′, a) �= s′ 	� �	� eP (s, a) �= s� �	��
LR(s′, q, s) = {a :�a∈ δA(q1)}�

Y � �a,b∈ δA(q1) ��	��$ ���*�� (q1, (s, s
′)) ��� ��� �	��	� %�%�����


� ?�� G(A, P × Q)$ eP (s′, a) = eP (s′, b) �� eQ(s′, a) = eQ(s′, b)� ��
����$ �	��� A ��� �	�
��������� �� �	�����$ � (a, q2)(b, q3) ∈ δA(q1)
��	�� q2 = q3� �	�� � �6��� i ��� *�� a, b ∈ Ai� � �a,b /∈ δA(q1) ��	��
��a,b∈ δA(q1) ��$ ���*�� (q1, (s, s

′)) ��� ��� �	��	� %�%����� 
� ?��



"	�����	� ���

G(A, P × Q)$ eP (s′, a) �= eP (s′, b) 	� eQ(s′, a) �= eQ(s′, b)� �	�� �	��
�	�� i$ {a, b} �⊂ Ai�

0 � 
� ��	���� *�� σ/ ��� %�%�����$ ����	�	�� *�� �!	� � ��� ��=�� 
�7
��� ((q1, q

′
1, π), s) ���� ((q2, q

′
2), s2)� �	�� � �6��� i ∈ ]p] ��� *�� a ∈ Ai$

eP (s, a) = s2$ →a, (a, q2) ∈ δA(q1) �� (min≤A
{x ∈ Ai}, q′2) ∈ δC(q′1, π)�

���*�� �� �	��	� (q1, (s, s
′)) 
� G(A, P ×Q) ��� %�%�����$ eQ(s′, a) ���


� �$ 
�	�� s′2 �� 
	�� � � � ��� ��=�� 
���� (q1, (s, s
′)) ���� (q2, (s2, s

′
2))


��� G(A, P × Q)�
�� ����$ ���*�� a ∈ Ai$ �	�� �	�� b ∈ Ai$ 	� � �a,b∈ δA(q1)� "	���

A ��� �	�
��������� �� �	�����$ �	�� �	�� b ∈ Ai$ (b, q2) ∈ δA(q1) �� 
	��
(min≤A

{x ∈ Ai}, q2) ∈ δA(q1)�
���*�� �� �	��	� (q1, (s, s

′)) 
� G(A, P × Q) ��� %�%�����$ 	� � �	��
�	�� b ∈ Ai$ eP (s, b) = eP (s, a) = s2 �� 
	�� eP (s, min≤A

{x ∈ Ai}) = s′2�
�	�� � � � ��� ��=�� 
���� (q′1, (s

′, q, s)) ���� (q′2, (s
′
2, q2, s2)) 
��� G(C, R̂)�

�� ����� � ��	���� *�!� �!� � ��� 
!��=�� ���� ⊥ 
���� ((q1, q
′
1, π), s) 
���

G(A, P × R)�
�→a∈ δ/(q1, q1, π) ��	��→a∈ δA(q1)� ���*�� (q1, (s, s

′)) ��� ��� �	��	�
%�%����� 
��� G(A, P × Q)$ eP (s, a) ��� 
� ��

� �a∈ δ/(q1, q1, π) ��	�� �a∈ δA(q1) �� a /∈ NR(s′, q, s) 
	�� eR(s′, q, s)
��� 
� �� �	��$ ���*�� (q1, (s, s

′)) ��� ��� �	��	� %�%����� 
��� G(A, P ×
Q)$ eP (s, a) �!��� ��� 
� ��

�	�� ��� ��	������ �a,b∈ δ/(q1, q1, π) �� �a∈ δ/(q1, q1, π) ��� ������� �	��
�������� �

'�� "�����	���

<	�� ��	�� �������� 
��� �� �8����� 
��6 ����� 
� �������	�� C������
'�� �� '��D ���������� �� ��	(���� 
� �	������ 
���������� ���� ����������
�
������(��� �� �	(�����(���$ 
!=��� 
��
�(��� C2� ����� '�� ������ �����7
���� 
� �	������ � �� 
��
�(��� � �� ���� 
�� �	��������� � �� ���	����
����
� �	�� ���� ���	��D

2� ������ ���� 
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�� �	���������
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� ������� ���������

2�� �	��������� 
	���� ����-��� 
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� ��� ��� 
�� ��7
�	����� ����
�� 
����������� "�� ���� ���	�� ���������� 
� 
� �� ���
�	�������� 
!	(�����(��� �����*�� C�	� �6����� �����D ��� ���� 
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�
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2�� ���� ���	�� 
� ������� �������� �	�� ���� ����������$ �� �	�� 
��
���	����� ����
�� ������� K�	�*���L� � 	� �� ���� � ��� ��� ��� �	��	�7
������� � ��$ ��� ���	����� �	�*��� �	�� �� �	�?	���	� 
� 
��6 ���� 7
���	��� "���� 
!�� ���%�%� ��*�� C
� � ��� �!���	���� �����D �� �����
���� ��� �� ���%�%� ��%���� ��	� ��� ��� 6���

2� 
��6��� �������	� �	������ �� ���� 
� ������	�� 
� ������� �����7
���� "�����7� �	�� �	�
�	����� ��� ��� ������� ����8�	����	� ����� ���
������	�� 
�� ��	������ -	����� �� ������� ���������

���� �� ��	
�� P ×Q 
� 
��6 ��	������$ � ���� ��	� 
��6 �	��(�����
�	� ��� ���������� *�� 
���%���� P C���6 *� �� �	�� ��� �
������(���D
�	�� ���� 
���%��� ��� Q$ �	�$ � Q �!	(����� ��� �� ��������� a 	(���7
��(�� ��� P $ ��	�� �	�� ��� ���������� 
��� �� �=�� ��� C	(�����(��� ��� P
��� ��� ��� QD 
	���� =��� �
������(����

0��� ����� �������	�$ � ��� �	��(�� 
� 
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� *�	����

� 
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�� *� ������ 
� ��	���� ��� �	���	�� 
� ��	(����
�$)�0 *� 	�� ����� ����8�	����	�� "� ��� 
��
�(�� ������ 
!�6�����
�� ��� 
!�� �	������ 
� ���� K������L C�	� �6����� '���'D�

:� ���� ������ *�!� ��� �	��(�� 
� ��%�	���� ��� 
��6 �������	�� ��
��� ������ ���� ����������$ 	� ���� �����%�� 
� �	������� �� ���	����
K*�	����L 
� 
��6 ���	����� ��� *��$ 
���� �	�� ����$ �	� ��� �	
���� �	�7
�(��� �	�� (�� ����8�	����$ 	� �	� ��� �	��	�������� �	��(��� �	�� ���6

� �� ��� �� ���	���� �	�*��� "�� �������	�� ���(���� �����
��� ����
�	����%������� �� �	����� =��� ���������� 
� �	������ ��� �������	�� ����
������ �����%��� 
��� 
!������ �	���6�� 	Q �� ��	(��� � ��� ���
� C�	� ���
�6����� FI1\��$ 3/��$ 3/��$ 3>��$ ��5	9�GD�



)
��
�*����
�

����� �! ����"� ��� #! �	$	�%	! ��������	 
� μ−������	! &�"�'� �() �*
����	� 	� ��+	, ��� �-� .������	�� �* ���-�'��	,! /"�
	��� 0���!

��11 �! ����"�! 2-� μ3,�",�"� �"������	��3��4�- -	����,-5 	 ��	,� �� 6	3
���5 ����! ����732-���	,�" ��*��'��	, ��� �44"	,��	�� 88�(9�� :
80138(�� �111!

��&;�8 �! ����"�� �! &	�,��� ��� �! ;�"�%	�$	,<! =�'� *�� 5��-�	 �*
,�����""�� $	�- 4���	�" �6��
��	��! 2-�����	,�" ��'4���� �,	��,� 
�"!
8�8��� �0��8� 44! >38(!

���;�8 �! ����"�� ?! ��	��� ��� �! ;�"�%	�$	,<� �5��-�	 �* #�,�����"	<��
������""�� : #�,	��6"� ��� ����,	��6"� ���! @��,! �2@� 3 ;��%3
-�4 �� #	,���� /
��� �5��' ������"� 0(�- ��������	���" ���*����,�
�� �44"	,��	�� 2-���5 �* @���	 ��� ��2@� 0��8�� /	��-�
��� 2-�
���-��"���� 44!�>3>(� A��� 0��8!

����� �! ��B��,<5% ��� 2! ��",�'6��! 2���3$�"%	�+ ����'��� �� ��� ��,�3
+�	<� �"" ��+�"�� "��+��+�! �27�� 4�+� 08(30(8� 0���!

���&�8 C! �B��%"���� �! ����6��+� ��� �! &���65�
! � �	,���� �6��4�����	�"
�"+��	�-' *�� 4��	�5 +�'�! �� �5'4�	�' �� 2-�����	,�" �4�,� �*
��'4���� �,	��,�� �2��� 0��8� 
�"�'� 0)�> �* ����� 4�+� ))83)>(!
�4�	�+��� 0��8!

���,�8 A!�! �D,-	! ����� �����+	� *�� +�'� 	� Fσ,δ∩Gδ,σ! A�����" �* �5'6�"	,
��+	,� (� :��>�3��1�� �1�8!

��/�� /!�! �"��%� ��� /!�! /'����! #�	+� ��� �5��-�	 �* �5�,-��3
�	<��	�� �%�"���� �	�+ ����,-	�+ 2	'� 2�'4���" ��+	,! �� @��,!
;��%-�4 �� ��+	, �* @��+��'� ��,���� ���� 	� ��'4���� �,	��,��
�8� :�03>�� �4�	�+��� ���"	�� �1��!

��#.&�� �! �	�"�%� �! #�,"���� �!�! .�$�<� ��� @! &���	5�! ��4��
	��5
,�����" �* �	,����3�
��� 4��,�� $	�- 4���	�" �6��
��	��! �///
2���! ����'��	, ������" 88 ��1���� 0(130)�!

���1� /! �-�� ��� �! ��*������! #��"	�+ $	�- 6"�,%	�+ 	� �4��
	��5 ,�����"
�* �	,����3�
��� 5��'! �/// 2���! ����'��	, ������"� 8) :>0(3>8��
�11�!

��&



��' 1�12�:I50�U�,

���11 �!=! ������� ��� �! ��*������! ����
�����
� �
 ��	����� ����� ��	�

���	! E"�$�� �,���'	, @�6"	-��� ��4��'6�� �111!

�/C�) /!�! /'���� ��� A!F! C�"4���! G�'��	'�G ��� G��� ��
��G ��
		3
��� : 7� 6���,-	�+ 
��� "	���� �	'� ��'4���" "�+	,! A�����" �* �-�
���� 
�"! 88� 44! ���3�>�� �1�)!

�/A�� /! �! /'����� �! �! A��"�! 2-� ��'4"��	�5 �* 2��� ����'��� ���
��+	, �* @��+��' �/������� �6���,�� .7�� : 80�388>� �1��

�/A1� /! �! /'���� ��� �! �! A��"�! 2��� ����'���� '�3,�",�"� ��� �����3
'	��,5! �� @��,! .7�� 1�� �11�!

�/��1 �!�! ������� ��� /!�! /'����! �� ����'��� �-�����	, ��,		�� 4��,�3
���� *�� �-� 4��4�	�	���" '�3,�",�"�! ��*��'��	�� ��� ��'4����	��
��� ��! 8� 0(130)(� �1�1!

�=�H�( @��" =��	�� ���B�'	� ���'�� ��� ���, H�	����! #	��	6���� =�'�
$	�- ����" ��'��5 ��� #�,	��6"� *�� ���	�3@���""�" �5��'!
.�22��� 4�+� 0>�30�)� 0��(!

�=C�0 F! =���
	,- ��� �! C���	�+���! 2���� ����'��� ��� +�'�! �� �(�-
��� �5'4! �� 2-���5 �* ��'4����	��� 4�+� )�3)�� �1�0!

�=��> �! C! =�"�<�$%	 ��� @! A! ��'��+�! ������" �* �	,���� �
��� 4��3
,�� $	�- *��,�� �
���! @��,! 0)�- �/// ���*! #�,		�� ��� ������"�
�� ��+�"�� ��� 0(>30��� �1�>!

�C1� �! C�5'���! ���,�����,5 ��� �	,���� �
��� ,�����"! �/// ������"
�5��' ��+�<	��! �� :��83��0� �11�!

�A;1) #! A��	�� �! ;�"�%	�$	,<! 7� �-� ��4��	
� ,�'4"����� �* �-� '���"
'�3,�",�"� $!�!�! '����	, �,��� ����� "�+	,! �7����I1)� ��,����
���� 	� ��'4��! �,	!� �11)� ���1 � 44! 0)830>>

�A@H�) �! A���<	�%	!� �! @������ ��� �! H$	,%! � #����'	�	�	, ��6��3
4�����	�" �"+��	�-' *�� ��"
	�+ @��	�5 =�'�! @��,���	�+ �* ���3
���� �5'4�	�' �� #	,���� �"+��	�-'� �7#� 0��)� A�����5 0��)!

�E=1� �! E�'�� ��� &!E!=��+! �
������ �� �
���
� 
� �
���� ��	�����

����� ��	���	! E"�$�� �,���'	, @�6!��11�!

�E�<�8 #! E�<��! ���"� �� �-� @��4�	�	���" μ3,�",�"�! 2��� 0> : 88838�(�
�1�8!

�E�1� �! E�'�� ��� �!�! �-�5'��!

�E�1� �! E�'�� ��� �! �! �-�5'��! ��4��
	��5 ������" �* ��������'	3
�	�	, �5��' $	�- #�	
�� /
��� 
	� @�	��	�	<�� �5�,-���	<��	�� ���
2��B�,���5 ����"� �11�!

��F�0 � =�����" ��,-	��,���� *�� #�,�����"	<�� ��4��
	��5 ������" �*
#	,����3/
��� �5��'� 	�
	��� �� G;7#/�0���G 	�� �* A�����" �*
#	,����3/
��� #5��'	,�" �5��' : 2-���5 ��� �44"	,��	��� 0��0!



1�12�:I50�U�, ���

��;�� .!�	� ��� ;!�! ;��-�'! 7� �6��
�6	"	�5 �* �	,����3�
��� 5��'!
��*��'��	�� �,	��,�� ((�8�� 44! �>83�1�� �1��!

����> #! ��""�� ��� @! �,-�44! �"������	�+ ����'��� �� 	�J�	�� ����! 2-��3
���	,�" ��'4���� �,	��,�� �(�038� :0)>30>)� 7,��6�� �1�>!

���1� #! /! ��""�� ��� @! /! �,-�44! �	'�"��	�+ �"������	�+ ���� ����'���
65 ��������'	�	�	, ����'��� : ��$ ���"� ��� ��$ 4���* �* �-�
�-����' 65 ��6	�� �,���+-��� ��� ��*��! 2-���! ��'4! �,	!� �(� :)13
��>� �11�!

��@10 H! ����� ��� �! @���"	! ��� ����
�� �
��� 
� ������� �� �
�����

���� ��	���	 � ���������
�! �4�	�+��3&��"�+� �110!

������� F! ���	5��
	,- ��� =! ���	<��+��! #�,		�� 4��6"�' *�� �'	32-��
5��' $	�- � *�$ ��"�! 2-���! ��'4! �,	!� 88���� :�(�3�)1� 0���!

��2�� @! ���-����� ��� @! �! 2-	�+���B��! #	��	6���� ,�����""�� 5��-�	
*�� "�,�" 4�,	,��	��! �� ����@ ��� 
�"�'� 0�>) �* ����! �4�	�+���
0���!

��2�0 @! ���-����� ��� @! �! 2-	�+���B��! � ��,	��6"� ,"� �* �5�,-��3
��� �	��	6���� ,�����""��! �� �7���� �0� 
�"�'� 0(0� �* ����!
�4�	�+��� 0��0!

��;�8 �! ��-�"	% ��� �! ;�"�%	�$	,<! #	��	6���� +�'�! �� .�22�� �8�

�"�'� 01�( �* ����� 4�+� 88�38��! �4�	�+��� 0��8!

��1> #! �	$	�%	! .	��� @�	�� �-���,���	<��	�� �* ��J�	�� ��-�
	�� �*
.	�	��3����� �5��'! 2-���! ��'4��! �,	! ��1��30� : �3)1� �11>!

�@�� =! @�	��! 2-� �5��-�	 2��"6�� 3 .��' '���" ����'��� �� ,�����""��
5��-�	! 2�,-�	,�" ��4��� ��3�8(03��� ������ 0���!

�@���1� �! @���"	 ��� �! �����! #	��	6���� ���,�	
� 5��' ��� -��� ��
5��-��	<�! �� 8��- �/// �5'4! .7��� 4�+� >()3>�>� �11�!

�@���6 �! @	�,-	��� ��� �! �	��$�+! 7� �-� ��,-	��,���� 	� #�,�����"	<�� ��3
4��
	��5 ������"! ((�- �/// ���*����,� �� #�,		�� ��� ������" ���
/���4��� ������" ���*����,�� ��
	""�� �4�	�� �03�� #�,�'6�� 0���!

�@��� �! @	�,-	��� ��� �! �	��$�+! F�� ��� �"$�5 ��'4��� ���	'�""5
@��'		
� ������""�� ����� @���	�" 76��
��	�� ;-�� 2-�5 /�	�!
0(�- �'��	,�� ������" ���*����,�� @���"���� 7��+��� �3�� A��� 0���!

�@�@1( �! C! @�4��	'	��	��! �
������
�� �
���� ���! ���	��3;�"�5� �11(!

���1 @!A!��'��+�! ��'� ���,��6"� �4��
	��5 ,�����" 4��6"�' *�� �	,����3
�
��� 5��' '���"�� 65 ��,-	 ����'���! �/// 2���! �� ����'��	,
������"� 8(��� :��3�1� A�����5� �1�1!

��;�> @!��'��+� ��� ;! ;��-�'! ��4��
	��5 ,�����" �* � ,"� �* �	,����
�
��� 4��,��! ���� A! ������" 74�	'! 0�� �� 0�)308�� �1�>!



��+ 1�12�:I50�U�,

��;�� ;!�! ;��-�' ��� @!A! ��'��+�! ����"�� �4��
	��5 ,�����" �* �	3
,���� �
��� 5��'! ���-�'��	, �* ������"� �	+��" ��� �5��'�
���� :�8K8�� �1��!

��;�1 @!A!=! ��'��+� ��� ;!�! ;��-�'! 2-� ,�����" �* �	,���� �
���
5��'� @��,���	�+ �* �-� �///� A�����5� �1�1!

���;�10 E! ���	� ��� ;!�! ;��-�'! 2-	�% ="�6�""5� �,� ��,�""5 : #�,�����3
"	<�� ��4��
	��5 ������"! �/// 2����,�	�� �� ����'��	, ������" �
&�"�'� 8>� ��'6�� ��� 44! �)103�>��� �110!

��	��8 �! �	��$�+! ��+	L�� 4��� "� ,����M"� �I����'��	'� �	,��� �-N� ��
"I��	
��	�� �� ����� �� #�,�'6�� 0��8� �00 4�+�!

�2;1( A!=! 2-	�"� ��� ;!�! ;��-�'! ������" �* ��J�	�� ��-�
	��� �* .	�	��
����'���! ���� A! ������" 74�	'!� 80�(� : � A�"5 �11(!

�2;1(6 A!=! 2-	�"� ��� ;!�! ;��-�'! ��4��
		�� �* 	�J�	�� 6�-�
	��� �*
�	,����3�
��� 5��'! ���� A�����" �� ������" ��� 74�	'	<��	���
80�(� :��1�3���8� �11(!

�2-�1) ;! 2-�'�! 7� �-� 5��-�	 �* �����+	� 	� 	�J�	�� +�'�! ��
�2���I1�� 
�"�'� 1��� 4�+� �3�8� �4�	�+��� �11�!

�2-�1> ;!2-�'�!���+��+�� ����'���� ��� "�+	,! �� =!����6��+ ���
�!��"�'��� ��	���� !�"

# 
� �
��� ������	� 
�"�'� 8! �4�	�+��3
&��"�+� �11>!

�&1� �!F! &���	! �����	�+ �6��� 2-� @�� $	�- 2$�3;�5 ����'���!
����@ �11� : )0�3)(�

�&A�� A! &O+�� �! A���<	�%	! � #	,���� ������+5 �'4��
�'��� �"+��	�-'
*�� ��"
	�+ @��	�5 =�'�! ��& : 0�030��� 0���!

�;�"�� �! ;�"�%	�$	,<! ����'��� ��� "�+	,! ���� *��' //. ��''��
�,-��"I��� 0���!



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /PageByPage
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.6
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /FRA <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




