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0.1 Introduction

Nous étudions dans ce travail certaines questions de décidabilité et d’indé-
cidabilité de la théorie du controle des systéme & événements discrets (SED).
Introduisons d’abord ces systémes et les problémes de controle associés.

Un systéme a événements discrets modélise les changements d’états
d’un systéme réagissant a certains événements. Ces changements sont consi-
dérés a la fois comme discrets et instantanés. L’occurrence d’un événement
est généralement indépendante du systéme. Dans tout ce qui suit, nous nous
intéressons aux comportements qualitatifs, i.e. nous ne prenons pas en compte
le temps et en particulier les dates auxquelles se produisent les changements
d’états du systéme. De plus, les systémes étudiés sont déterministes : nous
considérons que les événements ne peuvent induire qu’'une unique réaction
du systéeme dépendant de I’état dans lequel est celui-ci. Le controle d'un sys-
téeme a événements discrets consiste a modifier les comportements possible
du SED afin qu’il puisse réaliser une spécification donnée.

Ramadge et Wonham ont introduit la théorie du controle des systémes a
événements discrets dans [RW87] en utilisant la théorie des langages formels
(voir aussi [RW89] ainsi que les livres [CLI9| et [KG95]). Dans ce cadre,
les événements auxquels un SED réagit sont symbolisés par un ensemble
fini A appelé, pour simplifier, ’ensemble des événements ou alphabet des
événements. Notons A* I'ensemble des mots finis sur I’alphabet A contenant
le mot vide ¢, et A“ I’ensemble de mots infinis sur A. Un SED étant ici
déterministe, ses comportements finis (qualitatifs) peuvent étre identifiés aux
suites d’événements auxquelles il réagit et donc a un sous-ensemble de A*,
c’est a dire a un langage clos par préfixes sur I’alphabet A.

Comme dans la plupart des travaux, nous allons utiliser les automates
déterministes pour représenter le langage associé aux comportements d’un
SED. Un SED est alors modélisé par un ensemble d’états et de transi-
tions entre ces états, chacunes étiquetées par un événement de I’alphabet
A. Lorsque aucun événement n’a fait évoluer le systéme, celui-ci est dans un
état particulier, appelé état initial.

Poursuivant ici la démarche entreprise dans [AVWO03|, nous associons a
chaque état de 'automate un ensemble de symboles appartenant a un en-
semble fini A, modélisant ainsi certaines propriétés des états du SED. Nous
appelons par la suite ces automates des processus.

Un processus P permet donc de modéliser a la fois un ensemble de com-
portements finis £(P) (un langage clos par préfixe inclus dans A*), un en-
semble de comportements infinis £“(P) (un sous-ensemble de A“) et aussi



des familles de comportements dans A* U A“ dont les suites d’états du SED
auxquelles elles correspondent, satisfont certaines propriétés dans A. Nous
pouvons, en particulier, modéliser les langages “marqués” de ’approche de
Ramadge et Wonham. Sim € A, on peut s’intéresser au langage “marqué” par
m, noté L,,(P), c’est a dire a I'ensemble des comportements finis atteignant
un état satisfaisant la propriété m.

La principale restriction que nous faisons sur ces automates est de consi-
dérer que I’ensemble des états est fini. Nous nous restreignons donc aux
langages réguliers.

La notion de SED présentée plus haut modélise donc un systéme qui en-
gendre des suites d’événements sans qu’il soit possible d’effectuer un controle
sur I’occurrence de ces événements. Afin de contréler un SED, on suppose que
les occurrences des événements, ou au moins certaines d’entre elles, peuvent
étre interdites. Le controle d’'un SED consiste alors & interdire I’occurrence de
certains événements en fonction de ’état du SED afin que celui-ci ne puisse
réaliser que certains comportements souhaités.

Le systéeme controlé, appelé aussi systéme supervisé, est ici le produit
synchrone P x () de deux processus, le SED P et le controleur () réagissant
en méme temps aux mémes événements. Plus précisément, P x () est un
processus dont les états sont les couples formés des états de P et de @,
et dont les transitions sont celles possibles pour P et (). Ainsi, dans un
état donné, le controleur interdit I’occurrence d’un événement si la transition
par cet événement n’existe pas. De plus, nous considérons que chaque état
du systéme supervisé est étiqueté par I'union des étiquettes de 1’état de P
et de I'état de (). En quelque sorte, le systéme supervisé “accumule” les
propriétés locales des états de P et de (). Cette définition permet de ne
pas différencier le SED du controleur (le produit P x @ est commutatif).
On peut, par conséquent, envisager que le controleur fasse lui-méme 'objet
d’un controle. Cependant, nous considérerons souvent, a travers de nombreux
exemples, que les controleurs sont des processus sans propriété locale : leurs
états ne sont pas étiquetés.

Pour formaliser les problémes de controle, nous introduisons, suivant
encore les travaux de [AVWO03|, non seulement la spécification S que doit
réaliser le systéme supervisé mais aussi une spécification C représentant les
contraintes de controlabilité du controleur. Nous détaillerons plus loin ces
spécifications. Le probléme du controle centralisé peut alors s’énoncer ainsi :

Soit S et C des spécifications et P un SED. Existe-t-il un controleur () satis-
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faisant C tel que P x (@) satisfait S7

Le probléme de la synthése de controleur est alors de construire le controleur
Q si il existe.

Ce probléme de controle est qualifié de centralisé car un seul controleur
modifie les comportements possibles du SED. On peut envisager, comme ’'on
fait les premiéres études sur le controle d'un SED (voir [RW88] et [CDEV88]),
que le controle du SED soit modulaire. Dans ce contexte, le blocage ou 1’au-
torisation de 'occurrence d’un événement est la résultante de ’action de plu-
sieurs controleurs. La définition d’un cadre général pour 1’étude du controle
modulaire fait aujourd’hui encore l'objet de différents travaux (voir [LY02]
et [PRO5b]). On peut ici trés naturellement présenter un cadre particulier du
controle modulaire comme suit.

Soit S et Cq,...,C, des spécifications et P un SED. Existe-t-il des controleurs
@1, - .. Q, satisfaisant respectivement Cy,...,C, tels que P x Q1 X --- (@), sa-
tisfait S 7

Ainsi les controleurs suppriment 'occurrence d’un événement si au moins
I'un d’eux la supprime. On parlera alors du probléme de controle décentra-
lisé, le probléme de la synthése étant 1a aussi de construire les controleurs

Qla"'@n-

Nous allons par la suite étudier différents problémes de controle dépen-
dant du type des spécifications pour les controleurs et le systéme supervisé.
Revenons d’abord sur les principales spécifications prises en compte dans
I’approche de Ramadge et Wonham.

Dans les premiers travaux sur la théorie du controéle, la spécification
pour un systéme supervisé P x @ (produit du SED P et du controleur Q) a
consisté a fixer un langage L C L(P) C A* tel que 'ensemble des comporte-
ments finis du systéme supervisé L£(P x @) soit le plus grand possible (pour
la relation d’inclusion) parmi ceux admissibles par L ou alors, inclus entre
un langage minimal “requis” et L.

Une autre exigence a été aussi trés rapidement prise en compte, celle
du non blocage (voir par exemple [CLI1]). Il s’agit de considérer un lan-
gage marqué du SED P par un symbole m € A et de faire en sorte que
les comportements finis £(P x @) du systéme supervisé puissent atteindre
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des états “marqués” par m. Cest a dire L(P x Q) C Pref(L,,(P x Q)) ot
Pref(L,,(P x Q)) est I'ensemble des préfixes des mots de £,,(P x Q) (On
considére ici que les états du controleur n’ont pas la propriété m).

Ces spécifications se sont aussi étendues au cas des comportements infi-
nis du systéme supervisé L£Y(P x @) (voir [R89, TW94, TW94b]). Ceux-ci
doivent, par exemple, réaliser certains des comportements infinis L C £“(P)
du SED, c’est a dire LY(P x Q) = L*.

Dans le cadre proposé par Ramadge et Wonham, deux types de contraintes
pour les controleurs ont été introduites, des contraintes de controlabilité et
des contraintes d’observabilité.

Les premiéres consistent & supposer qu’une partie A,. C A des événe-
ments est incontrolable, c’est a dire que le controleur ne peut interdire 1’oc-
currence des événements de A,.. Dans ce contexte, les problémes de controle
consiste donc a trouver des controleurs qui ne peuvent interdire les transitions
par des événements incontrolables tout en restreignant les comportements du
SED afin de satisfaire une spécification donnée.

Le second type de contraintes, introduit dans [CDFV88| et [LW88|, per-
met de prendre en compte le cas ol le controleur a une information partielle
du comportement antérieur du SED. Le controleur ne “voit” le SED qu’a tra-
vers un masque M : A — AU{e} qui associe & un événement, soit le mot vide
g, soit un symbole dans ’ensemble A. Plus précisément, si M (a) = M(b),
alors le controleur ne peut distinguer les événements a et b : ils sont indiscer-
nables. De plus, une partie des événements M ~'(g) = A,, est inobservable :
le controleur ne peut détecter s’ils se sont produits. Un controleur ayant,
pour contrainte, le masque M doit donc se comporter de facon identique
aprés deux événements indiscernables et avoir le méme comportement si un
événement inobservable s’est produit ou non.

La démarche entreprise avec le formalisme de Ramadge et Wonham
peut se décomposer en trois types de problémes. Tout d’abord, certains tra-
vaux ont permis de définir des conditions nécessaires et suffisantes a l'exis-
tence de solutions pour les différents problémes de controle évoqués plus haut.
D’autres ont recherché les solutions optimales et leurs calculabilités : com-
portement admissible maximum ou solutions maximales et comportement
requis minimum ou solutions minimales. On pourra se référer, entre autres,
aux travaux de synthése [RW89], [CL99| et [KG95| pour plus de détails.
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Dans [AVWO03], Arnold, Vincent et Walukiewicz introduisent un nouveau
cadre pour étudier le controle d'un SED qui permet d’utiliser un méme type
de spécifications pour le systéme supervisé, les controleurs et méme, lors-
qu’elles existent, les solutions aux problémes de controle. C’est cette approche
que nous allons rappeler et poursuivre ici.

Dans [AVWO03], les auteurs proposent d’utiliser une logique, le p-calcul
modal, introduit dans [Koz83| (voir aussi [ANO1]), pour les spécifications qui
permet d’exprimer toutes les spécifications du systéme supervisé ainsi que les
contraintes de controlabilité du controleur déja évoquées, pourvu que celles-
ci soient des langages réguliers. Une formule & du p-calcul modal permet de
spécifier non seulement un ensemble régulier de comportements (un langage
marqué d’un processus) mais aussi une famille réguliére de processus : ce
sont tous les processus P satisfaisant la formule ®, noté P E ®. Nous dé-
taillerons ’expressivité du p-calcul modal et sa décidabilité plus tard. Nous
pouvons remarquer pour l'instant que cette logique n’a pas suffi aux auteurs
de [AVWO03] pour exprimer les contraintes d’observabilité des controleurs que
I’approche de Ramadge et Wonham a permis d’étudier. Ils ont alors introduit
une extension de cette logique, que ’on peut appeler le p-calcul modal avec
événements inobservables, qui permet de spécifier qu’un processus, aprés une
transition par un événement a donné, reste dans le méme état. Le proces-
sus se comporte donc de la méme fagon que I’événement a se produise ou
non : ’événement a est inobservable. Grace a cette extension, les contraintes
d’observabilité classiques peuvent étre exprimées.

La démarche de [AVWO03] n’est pas de déterminer des conditions néces-
saires et suffisantes pour l'existence de solutions aux problémes de controle,
mais d’étudier la décidabilité des problémes de controle. Ils montrent que le
controle centralisé avec des spécifications formulées en p-calcul modal avec
événements inobservables, c¢’est & dire permettant d’exprimer le fait que des
événements sont inobservables, est décidable. Le probléme de la synthése de
controleur est lui aussi décidable. L’ensemble des controleurs qui sont so-
lutions du probléme de controle, est lui-méme exprimable par une formule
du p-calcul modal avec événements inobservables que nous détaillerons plus
loin. Le probléme décentralisé n’est décidable que si un seul des controleurs a
une spécification en p-calcul modal avec événements inobservables, les autres
ayant pour spécifications une formule du p-calcul modal. L’indécidabilité du
controle décentralisé lorsque au moins deux controleurs ont des spécifications
en p-calcul modal avec événements inobservables est aussi démontrée.
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Nous allons poursuivre ce travail en prenant en compte la notion d’éveé-
nements indiscernables. Nous introduisons une extension du p-calcul modal
permettant de spécifier qu’'un processus, aprés une transition par deux évé-
nements a et b donné, atteint le méme état. Ainsi, que a ou b se produisent,
le processus se comporte de la méme maniére : ces événements sont indis-
cernables. Nous appelons p-calcul modal avec événements indiscernables, le
p-calcul modal avec ces nouvelles contraintes et p-calcul modal étendu le
p-calcul modal avec événements inobservables et indiscernables.

Avec le méme type de technique que [AVWO03], nous montrons que le
probléme de controle centralisé et le probléme de la synthése avec des spé-
cifications en p-calcul modal étendu, sont décidables. Le cas décentralisé est
décidable si un seul des controleurs a pour spécification une formule du p-
calcul modal étendu, les autres ayant des spécifications en p-calcul modal.
Nous montrons que si deux controleurs ont des contraintes d’indiscernabi-
lité, c’est a dire que leurs spécifications sont des formules du p-calcul modal
avec événements indiscernables, le probléme du controle décentralisé est in-
décidable. De méme, si un controleur a une formule du p-calcul modal avec
événements indiscernables et un autre a une formule du p-calcul modal avec
événements inobservables, le controle décentralisé est indécidable.

L’indécidabilité du controle décentralisé avec événements inobservables
ou indiscernables nous ont amené naturellement & rechercher un autre cadre
décidable pour les spécifications. Dans les travaux de [CDFV88| et [RuWo092],
les auteurs mettent en évidence des cas de controle décentralisé décidables
avec I'approche de Ramadge et Wonham. [AVWO03] montre que le cas de
[RuWo092| revient a n’admettre qu’un type trés restreint de spécifications en
p-calcul modal pour le systéme supervisé et les controleurs. Nous présentons
ici un cas de controle décentralisé ot les spécifications autorisées sont un peu
plus générales que celles proposées dans [AVWO03|.

Une autre restriction possible pour rendre décidable le probléme du controle
décentralisé consiste a restreindre les transitions possibles du produit de pro-
cessus. Les transitions du produit de processus introduit plus haut ne dé-
pendent que de l'existence de ces transitions pour chacun des processus.
On peut envisager que les transitions autorisées du produit de processus
dépendent aussi des états qu’elles atteignent. Nous définirons pour cela un
produit de processus qualifié de bien synchronisé qui représente en quelque
sorte une communication entre ces processus car ceux-ci échangent implici-
tement de 'information sur leurs états respectifs. Nous prouverons qu’il est
décidable de trouver les controleurs, solutions du controle décentralisé avec
spécifications en p-calcul étendu, si ceux-ci forment un systéme supervisé
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bien synchronisé. Cette approche provient d’'une communication personnelle
d’Igor Walukiewicz, introduisant la notion de bonne synchronisation de pro-
cessus et qui prouve, pour ce type de restrictions, la décidabilité du pro-
bléme de controle décentralisé avec événements inobservables. Cette notion
de bonne synchronisation est ici étendue pour prendre en compte le cas des
événements indiscernables.

La notion d’information partielle du controleur sur le comportement du
SED est réduit, dans ’approche de Ramadge et Wonham ou celle du p-calcul
étendu, aux cas des événements inobservables ou indiscernables. Nous allons
aussi étudier un autre type de contraintes ot le controleur a une information
partielle non pas sur les événements mais sur les comportements du SED.
D’un point de vue formel, on peut considérer une fonction de masque non
pas sur les événements mais sur les comportements M : A* — AU {e}.
Ainsi M~1(g) est ’ensemble des comportements inobservables et, si M (u) =
M (v), alors les comportements u et v sont indiscernables. De plus, il semble
réaliste de considérer que des comportements soient indiscernables bien que
les événements puissent étre discernés. En effet, supposons qu'un controleur
ne détecte pas 'ordre dans lequel se produise les événements a et b et les
événements a et ¢ mais discerne le “paquet” {a, b} du “paquet” {a,c}. Dans
ce cas, le controleur ne discerne pas les comportements ab et ba mais doit
discerner les événements a et b.

Afin de modéliser ces contraintes, nous proposons une extension du u-
calcul modal qui permet de spécifier qu’aprés un comportement donné un
processus revient dans le méme état, ce sont les comportements inobser-
vables. Les comportements indiscernables sont eux modélisés en spécifiant
que deux comportements atteignent le méme état. Nous prouvons que ces ex-
tensions du p-calcul modal rendent cette logique indécidable. Les problémes
de controle avec ces spécifications sont donc indécidables. Dans cette étude,
un cas reste cependant ouvert, celui ou le controleur ne peut pas observer cer-
tains comportements de longueur 2. En d’autre termes, soit on a M(u) = u
pour u € A* ou soit M(u) = ¢ et u € A%

Revenons maintenant plus en détail sur le formalisme et ’expressivité des
spécifications développées ici et tout d’abord, sur le p-calcul modal.

A limage de [AVWO03], nous définissons les spécifications non pas par
des formules du pu-calcul modal mais avec des automates, appelé automates
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simples. On pourra se référer a [Wal01| pour montrer I’équivalence d’expres-
sivité entre automates simples et p-calcul modal sur les processus. Si ’on
ne considére d’un processus que ’arbre représentant ’ensemble de comporte-
ments depuis I’état initial, la notion d’automate simple correspond a la notion
standard d’automate alternant sur les arbres de degré borné (par I’alphabet
des événements A). Un automate simple A définit un ensemble régulier de
processus : ’ensemble des processus P ayant un calcul acceptant, c’est a dire
I’ensemble des processus P satisfaisant la spécification A, encore appelé mo-
déles de A. Un automate simple définit ses modeéles a bisimulation pres, il
ne spécifie que des ensembles possibles de comportements pour un processus
et ne spécifie rien sur la facon dont celui-ci les réalise. Pour plus de compré-
hension, nous nous permettons dans cette introduction de détailler de facon
informelle ces automates.

Un calcul de A sur un processus P est un ensemble de suites de tran-
sitions entre les états de A, associées chacunes & un comportement de P.
Les transitions possibles entre les états de A sont soit internes a A, soit dé-
pendantes des événements formant les comportements de P mais aussi des
propriétés locales des états de P (un sous-ensemble de A). De plus les états
Q de A sont partionnés en états existentiels Q7 et en états universels Q.
Lorsque 'automate A est dans un état existentiel, il choisit une transition
parmi celles possibles et, dans un état universel, il doit continuer son calcul
sur toutes les transitions possibles. Dans chaque état universel, A peut aussi
localement spécifier un ensemble de transitions obligatoires et un autre en-
semble de transitions interdites. Un calcul est acceptant si chaque suite de
transitions soit se termine dans un état universel ou soit est infinie et appar-
tient & un langage w-régulier Accy C Q¥ défini par 'automate A. Ainsi, A
spécifie localement des transitions obligatoires, possibles ou interdites, et glo-
balement des comportements autorisés. Nous utiliserons la plupart du temps,
pour formaliser I’ensemble Accy les conditions de parité. On associe alors a
chaque état de A un entier naturel. Les suites infinies acceptantes sont celles
ot le plus grand entier apparaissant infiniment souvent est pair.

Pour définir formellement la sémantique des automates simples, nous
utilisons la théorie des jeux. Ce sont les résultats de décidabilité de la théorie
des jeux qui nous permettront de prouver la décidabilité de certains pro-
blémes de controle. On associe a P et A, le jeu G(A, P), appelé jeu d’accep-
tation qui représente ’ensemble des calculs possibles de A sur P. C’est un
graphe muni de la condition infinitaire Acc4 qui associe chaque calcul de I’au-
tomate au comportement correspondant du processus. Un calcul est défini
par une stratégie o qui choisit, pour chaque état existentiel, la transition a
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effectuer. Un processus P satisfait ’automate A, noté P E A, si il existe une
stratégie gagnante, c’est a dire si il existe o tel que le sous-graphe engendré
par o correspond & un ensemble de suites de transitions terminant dans Q"
ou appartenant a Accy. La théorie des jeux nous assure qu’il est décidable
de savoir si il existe une stratégie gagnante dans un jeu et que cette stratégie
est calculable (voir, par exemple, [Buc83, GH82, Tho97, EJ91, AN01]). On
peut donc décider si un processus satisfait une spécification définie par un
automate simple.

Ce résultat de la théorie des jeux assure aussi la décidabilité de la satisfia-
bilité des automates simples, c’est a dire savoir si un automate a un modeéle.
En effet, comme le montre les auteurs dans [AVWO03|, on peut associer a un
automate A un jeu G(A) tel que les modéles de A soient en bijection avec
les stratégie gagnantes de G(A). Cependant, la construction du jeu G(A)
n’est possible ici que si A a une forme particuliére, celle d'un automate non-
deterministe. Un résultat fondamental de la théorie des automates, appelé
parfois théoreme de simulation, prouve que tout automate simple alternant
est équivalent & un automate nondéterministe avec condition de parité que
I'on peut construire (voir, par exemple, [ANO1, Tho97, MS95]).

Nous expliciterons avec des automates simples les spécifications clas-
siques réguliéres de la théorie du controle pour le systéme supervisé. En
particulier, nous montrerons que le controle avec événements forcés est pos-
sible. Ce type de controle, introduit dans [GR87|, consiste non pas seulement
a interdire I'occurrence d’événements mais aussi a forcer le SED & effectuer
certaines transitions. (Ce probléme est modélisable car les transitions effec-
tuées par les automates simples peuvent dépendre des propriétés locales des
états du systéme supervisé.)

Nous présentons aussi certaines propriétés des automates simples, no-
tamment le fait que les combinaisons booléennes (union, intersection, com-
plémentation) d’ensembles de processus spécifiés par des automates simples
sont définissables par des automates simples. On peut, par exemple, “accu-
muler” deux spécifications définis par les automates A et B en construisant
un automate A A B, dont les modéles sont les processus satisfaisant A et B.

Nous avons souligné précédemment qu’un automate simple pouvait spéci-
fier que certaines transitions d’un processus doivent exister. C’est principale-
ment cette propriété qui permet de modéliser les contraintes de controlabilité
d’un controleur par un automate simple. Par exemple, un automate simple
B peut spécifier que tous ses modéles ont toujours des transitions pour les
événements A,. C A. Ainsi les controleurs satisfaisant B ne peuvent controler
les événements de A,.. Un automate simple peut aussi définir les événements
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incontrolables de facon dynamique, c’est a dire en fonction du comportement
antérieur. On peut, par exemple, spécifier, qu’aprés une erreur e, un événe-
ment ¢ devienne incontrolable. On peut aussi définir un automate simple B
dont les modeéles sont les processus ayant, dans chaque état, toujours une
transition par a ou par b. Dans ce dernier cas, les événements a et b ne
peuvent étre controlés en méme temps.

La décidabilité du controle centralisé pour des spécifications avec des
automates simples, c’est a dire le controle centralisé avec information totale,
est prouvé dans [AVWO03] par une opération de quotient. Avec un processus
P et un automate A, on peut construire un automate simple “quotient” de
l’automate par le processus, noté A/ P tel que :

Q E A/P si et seulement si P x Q F A

Ainsi, si un automate simple B définit les contraintes du controleur, les mo-
deéles de A/ P AB sont toutes les solutions du probléme de controle centralisé.
Le probléme du controle centralisé est donc réduit a la satisfiabilité d’un au-
tomate simple et donc a l'existence d’une stratégie gagnante dans un jeu
associé. Nous verrons aussi que méme si les automates A et B sont nondéter-
ministes, 'opération de conjonction A rend alternant l’automate A/P A B.
On doit donc utiliser le théoréme de simulation évoqué précédemment pour
décider de la satisfiabilité de 'automate A/P A B.

La décidabilité du probléme du controle décentralisé pour des spécifica-
tions définis par des automates simples, est elle aussi décrite dans [AVWO03)|
grace a un opération de “quotient” de deux automates. Avec deux automates
A et B, on construit un automate simple “quotient” de A et B, noté A/B tel
que :

PE A/Bsiil existe Q E B tel que P x Q F A

Nous rappellerons comment, avec une application successive de cette opé-
ration de quotient, le controle décentralisé est réduit a la satisfiabilité d’un
automate simple.

La question de l'optimalité des solutions aux problémes de controle ne
sera pas traité ici. On pourra se référer aux travaux de [Rie03] et [PRO5]
qui montrent que ces problémes peuvent aussi étre réduits a la satisfiabilité
de formule de p-calcul modal et, dans le cas du controle avec information
partielle, de son extension, le u-calcul modal étendu.

Pour traiter les problémes de controle avec information partielle nous in-
troduisons des automates, les automates étendus, permettant de spécifier les
contraintes d’observabilité du p-calcul étendu.
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Nous avons vu que les automates simples permettaient localement de
spécifier un ensemble de transitions interdites et un ensemble de transitions
obligatoires. Les automates étendus sont des automates simples a qui ’on per-
met, localement, de spécifier deux nouveaux types de contraintes. Le premier
permet de spécifier qu’un processus, dans un état donné et par un événement,
fixé, reste dans le méme état si cette transition existe. C’est ce qu’ont appelé
les auteurs de [AVWO03], les automates a boucles (loop automata). On peut
donc spécifier qu'un controleur pour certains événements reste dans le méme
état et que par conséquent ces événements sont inobservables. Le deuxiéme
type spécifie qu'un processus, dans un état donné et par deux événements
fixés, atteint le méme état si ces transitions existent. En introduisant ici ces
contraintes nous permettons aux automates étendus de spécifier que des évé-
nements sont indiscernables. Nous explicitons, par exemple, comment fixer
un ensemble d’événements inobservables ou une partition des événements
indiscernables. Bien sir, une version dynamique des contraintes d’observa-
bilité est possible. On peut aussi spécifier qu’un événement inobservable est
incontrolable.

Nous montrons que le p-calcul étendu reste un cadre décidable de spé-
cifications. La sémantique et la satisfiabilté des automates étendus est aussi
présentée sous forme de jeux. Pour un processus P et un automate étendu
A, le jeu d’acceptation G(A, P) est un graphe identique a ceux des auto-
mates simples auquel on a simplement ajouté certaines arétes pour vérifier
les propriétés locales d’observabilité. Le jeu G(A), permettant de décider de
la satisfiabilité, est beaucoup plus délicat a construire. Nous avions souligné,
pour le cas des automates simples, que ce jeu n’était défini que pour les auto-
mates sans alternance, appelé nondéterministe. Cette forme particuliére des
automates est possible grace au théoréme de simulation. Nous allons ici in-
troduire une notion d’automate étendu nondéterministe auquel il est plutot
aisé d’associer une jeu de “satisfiabilité” G(.A). Puis nous introduisons une
extension du théoréme de simulation prouvant qu’il est possible d’associer
a tout automate étendu, un automate étendu nondéterministe d’expressivité
équivalente. La démarche principale de cette preuve trés technique est de par-
venir, par une succession de changements d’écriture des automates étendus,
a utiliser le théoréme de simulation classique des automates simples.

La décidabilité du controle centralisé est assurée par ’opération de quo-
tient A/ P d’un automate simple A par un processus P et par la clotiire par
opérations booléennes des automates étendus. On peut en effet construire
un automate étendu A/P A B ou B est un automate étendu spécifiant les
contraintes du controleur, dont les modeéles sont toutes les solutions au pro-
bléeme du controle centralisé avec information partielle. Nous détaillons ce-
pendant 'opération plus générale de quotient .4/P d’un automate étendu A
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par un processus P.

Nous détaillons aussi un peu plus 'expressivité des automates étendus.
[’ensemble des modéles des automates étendus ne sont pas définis & bisimu-
lation prés comme c’est le cas pour les automates simples. En effet, cette
extension permet, pour certaines transitions, de spécifier dans quel état doit
étre un processus. On pourrait envisager de définir les contraintes concer-
nant les événements inobservables non pas en forcant un controleur a rester
dans le méme état, mais simplement & avoir les mémes comportements qu’un
événements inobservable se produisent ou non. Cela reviendrait a considérer
tous les modéles en bisimulation avec ceux définis par un automate a boucles.
Nous montrons que ces ensembles de modéles ne sont pas définissables par
des automates simples. La conclusion est similaire pour le cas des événements
indiscernables.

Nous avons aussi essayé d’étendre le p-calcul modal pour spécifier que
certains comportements sont inobservables ou indiscernables. Il s’agit non
pas seulement d’avoir une information partielle sur les événements mais aussi
sur les comportements.

Nous introduisons les automates k-inobservables et les automates k,p-
indiscernables qui sont de nouvelles extensions des automates simples. Les
automates k-inobservables peuvent spécifier localement qu’aprés un compor-
tement de longueur k, dans A, un processus revient dans le méme état. Les
automates k, p-indiscernables peuvent spécifier localement qu’un processus,
aprés un comportement u de longueur k, (u € AF) et comportement v de
longueur p (v € AP), atteint le méme état. Bien sir, si k = p = 1, ce sont
les automates avec événements inobservables et indiscernables. Nous prou-
vons que si k > 3 alors la satisfiabilité des automates k-inobservables est
indécidable. De méme, si k& > 2 alors la satisfiabilité des automates k, p-
indiscernables est indécidable.

Les preuves d’indécidabilité sont des réductions du probléme de Post.
Nous présentons une étude détaillée du probléme de Post qui présente une
caractérisation en termes de transitions dans un processus. Ce travail permet
d’extraire une propriété telle que si une extension du p-calcul modal permet
de spécifier cette propriété, alors la satisfiabilité de cette extension est indé-
cidable. Il s’agit d'une sorte de propriété de “commutativité” qui permet de
spécifier qu’aprés les comportements ab et ba (a,b € A), un processus atteint
le méme état. Dans cette extension les événements a et b doivent cependant
pouvoir étre discernés. Par exemple, avec les automates 3-inobservables, on
peut spécifier que zab et zba sont inobservables. Ainsi, nécessairement, les
comportements ab et ba atteingnent le méme état.
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Ces résultats nous permettent aussi de prouver certains résultats d’indis-
cernabilité du controle décentralisé avec information partielle que nous allons
maintenant évoqué.

Avec les contraintes d’information partielle définies par des automates éten-
dus, on peut définir le probléme de controle décentralisé suivant.

Soit P un SED, A un automate simple et By, By des automates éten-
dus. Existe-t-il des controleurs Q1 et Q) tel que Q1 F By, Q2 F By et
P x Ql X QQ = A?

Nous montrons que ce probléme est indécidable méme si By et By peuvent,
spécifier uniquement des événements inobservables ou uniquement des évé-
nements indiscernables. Notons que le cas ou By et By sont des automates
a boucle a déja été prouvé dans [AVWO03]. Si I'une des spécifications B; ou
B, est un automate & boucle, I'indécidabilité du controle décentralisé est
prouvée grace a un réduction du probléme de Post avec les travaux déja pré-
sentés. Sans rentrer dans les détails, nous présentons des automates étendus
particuliers By, By avec lesquels on peut spécifier que le processus produit
des controleurs ()1 x Qo satisfait la propriété de “commutativité” rendant
I’extension du p-calcul modal indécidable.

Le cas ou les automates By et By expriment uniquement des contraintes
d’indiscernabilité est traité différement. La preuve d’indécidabilité est une
réduction du probléme de ’arrét d’'une machine de Turing. Expliquons trés
briévement notre démarche. Avec des automates particuliers, nous codons
dans les transitions des controleurs des configurations d’une machine de Tu-
ring. On peut extraire de toutes ces configurations une suite infinie de confi-
guration successives de la machine de Turing depuis 1’état initial. De plus,
ces configurations sont de taille bornée au moins par le nombre d’états des
controleurs. Ceci permet, dans une partie trés technique, de montrer que ce
probléme de controle est la réduction d’un probléme indécidable, celui de
savoir si une machine de Turing effectue ces calculs avec une mémoire finie.

Les spécifications permettant de prouver I'indécidabilité du controle dé-
centralisé sont des restrictions importantes de I’expressivité des automates
étendus. Dans les trois cas, les événements inobservables ou indiscernables
sont des sous-ensembles d’événements fixés. De plus pour les automates a
boucle les spécifications n’autorisent que les comportements finis, les condi-
tions infinitaires sont vide Acc = 0.
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Le contole décentralisé avec information partielle peut cependant étre dé-
cidable dans des cas particuliers que nous allons maintenant détailler un peu
plus.

Nous avons d’abord cherché a restreindre ’expressivité des automates
étendus. Nous introduisons pour cela une notion d’automate étendu déter-
ministe. Ces automates n’ont pas d’états existentiels, il ne peuvent effectuer
qu’un unique calcul sur un processus. En terme de jeu, il n’y a qu’une seule
stratégie possible. Cependant ces automates peuvent avoir plusieurs modéles
car certaines transitions d’un automate étendu ne sont ni obligatoires ni in-
terdites, elles sont juste possibles. Un automate étendu déterministe A a un
modéle minimal M 4 ; c’est a dire le modéle ayant le moins de comportements.
Nous définissons aussi la notion d’automate étendu conique. Un automate
étendu conique A est un automate étendu déterministe tel que, si un proces-
sus P est un modeéle de A, alors tous les processus dont les comportements
sont inclus entre ceux du modéle minimal M 4 et ceux de P, sont des modéles
de A.

Nous montrons que le controle décentralisé est décidable si les spécifica-
tions des controleurs sont des automates étendus déterministes et la spécifi-
cation du systéme supervisé est un automate étendu conique. La preuve de
ce résultat consiste a considérer certains controleurs “spéciaux” tels que si il
existe une solution a ce probléme de controle, alors ces controleurs “spéciaux”
sont des solutions.

Nous pouvons avec les automates étendus déterministes exprimer les
exemples de spécifications classiques pour les controleurs. Les automates
étendus coniques semblent étre une restriction trés grande des spécifications
du systéeme supervisé. Nous montrons qu’il est tout de méme possible d’ex-
primer que les comportements du systéme supervisé sont inclus (pour I'in-
clusion) entre deux langages finis réguliers clos par préfixes.

Nous étudions aussi un autre type de restrictions pour rendre le controle
décentralisé décidable. Il s’agit d’une restricition implicite des communica-
tions entre les processus. Nous définissons une notion de produit de processus
P x ) bien synchronisé ou les transitions possibles dépendent des états que
chacun des processus atteint. Plus présisément, dans le produit P x @) de
deux processus, deux types de transitions sont autorisés. Soit les événements
que distinguent P (ceux qui ne sont pas indiscernables) sont aussi distingués
par @), soit, si () n’observe pas un événement a qui est observable par P
(a n’est pas indiscernable pour P), alors tous les événements dans le méme
cas (observables par P mais pas par )) doivent étre indiscernables. On peut



Plan 21

dire, de facon grossiére, que le processus () doit avoir une information par-
tielle plus grande que le processus P excepté pour un ensemble d’événements
indiscernables.

Nous définissons alors un automate étendu A/syn/B par une opération
de quotient de deux automates étendus A et B tel que :

PE A/syn/B si il existe Q F B tel que PxQ F A et Px(@ bien synchronisé

Nous montrons, par des méthodes similaires a celles employées pour le quo-
tient de deux automates simples, que cette opération de quotient appliquée
plusieurs fois permet de trouver les solutions bien synchronisées d’un pro-
bléme de controle donné. Notons que cette propriété de synchronisation
n’est pas commutative. Lorsqu’on applique plusieurs fois ce quotient afin
de construire, par exemple, un systéme supervisé P X )1 X ()9, le produit
P x )y et le produit (P X Ql) X (o sont bien synchronisés.

Nous montrons que cette opération prend en compte un cas présenté par
S. Riedweg dans sa thése [Rie03], ici appelé observation chainée. Dans ce cas,
nous avons un certain nombre de controleurs @1, Q)s, . .., Q, tels que tous les
événements inobservables pour (); sont inobservables pour ();_;. Nous mon-
trons que cette propriété implique que les controleurs sont bien synchronisés.

Nous présentons aussi le cas du pipeline étudié par de nombreux auteurs
(voir par exemple [PnR0o90, MT01, MWO03|). Dans ce cadre, le controleur Q;
“recoit” les événements autorisés par le controleur ¢);_; et envoie ceux qu’il
autorise au controleur (); 1. Nous montrons que c’est aussi un cas ou les
controleurs sont bien synchronisés.

0.2 Plan

La fin de cette partie I est consacrée a formaliser les notions de processus,
de produit de processus et de bisimulation.

Puis, dans la partie I, nous étudions le cas du contréle avec information
totale, c’est a dire le cas ou les controleurs ont une connaissance exacte du
comportement antérieur du SED. Dans le chapitre 1, nous introduisons des
spécifications avec les automates simples. Les calculs acceptants de ces auto-
mates sont formulés sous forme de stratégie gagnante dans des jeux définis
dans les sections 1.3 et 1.4. Le théoréme 1.3.5 assure la décidabilité de 'exis-
tence de stratégie gagnante dans ces jeux et leurs synthéses. Le théoréme de
simulation 1.5.3 est aussi présenté.

Au chapitre 2, dans la section 2.3, nous présentons différentes contraintes
de controlabilité pour les controleurs. Les sections 2.4, 2.5, 2.6 et 2.7 pré-
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sentent des exemples de spécifications du systéme supervisé exprimables par
des automates simples. La décidabilité des problémes de controle centralisé
et décentralisé avec des spécifications définies par des automates simples est
présentée dans la section 2.2.

Nous allons ensuite étudier dans la partie III les problémes de controle
avec information partielle.

Nous définissons dans le chapitre 3 les automates étendus. Nous montrons
certaines contraintes classiques associées aux problémes d’information (voir
section 3.3). La décidabilité de la satisfiabilité des automates étendus est
obtenue dans la section 3.5 grace a I’extension du théoréme de simulation aux
automates étendus dans la section 3.4. La décidabilité du controle centralisé
avec événements inobservables et indiscernables est présentée dans la section
3.6. Certaines propriétés des automates étendus utiles pour les problémes de
controles et représentant des extensions de celle des automates simples sont,
présentées aux sections 3.7 et 3.8.

Au chapitre 4, nous étudions le cas ou les controleurs ont une information
partielle non plus seulement sur les événements mais sur les comportements.
Ces nouvelles contraintes nous aménent a définir de nouvelles extensions des
automates simples dans la section 4.3 oti 'on prouve que la satisfiabilité pour
ce type d’automate est indécidable. Ce résultat est prouvé grace aux travaux
de décomposition du probléme de Post de la section 4.2.

Dans la partie [V, nous revenons aux problémes de controle avec événe-
ments inobservables et indiscernables. Nous étudions cette fois-ci le probléme
du controle décentralisé.

Nous montrons dans le chapitre 5 que ce probléme est indécidable méme
siil n’y a que deux controleurs. Les sections 5.1, 5.2 et 5.3 présentent les trois
cas possibles ou chaque controleur n’a que des contraintes d’observabilité ou
d’indiscernabilité.

Le chapitre 6 présente deux cas décidables. Celui de la section 6.1, est
obtenu en effectuant des restrictions sur les spécifications. La section 6.2 est
dédiée a I’étude d’une forme plus restreinte de synchronisation des processus
décrite plus haut.

rd rd

0.3 Systémes a événements discrets

Nous formalisons maintenant la notion de processus.

Définition 0.3.1 Soit A un ensemble fini de symboles propositionnels. Un
processus est un tuple P = (A, A, S, sg, e, \) avec S un ensemble fini d’états
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et e une fonction partielle de S x A dans S définissant les transitions du
processus. L’état initial est 'état so € S du processus et A est une fonction
de S dans 2" définissant les propriétés locales des états. On note PROC(A, A)
I’ensemble des processus sur ’alphabet A avec leurs propriétés locales dans
A.

Définition 0.3.2 Soit P = (A, A,S,sp,e,A\) un processus. Nous notons
Dp(s), 'ensemble {a : e(s,a) est défini} et Np(s) = A — Dp(s) son com-
plémentaire. Afin de simplifier les notations, nous étendons la fonction e
a lensemble S x AT comme suit : pour tout s € S, u € AT et a € A,
e(s,ua) = e(e(s,u),a) si e(s,u) et e(e(s,u),a) sont définis. On dit alors
qu'un état s € S est accessible si il existe u € A* tel que e(sp,u) = s. Si
A: S — {0}, nous noterons P = (A, S, s, €).

Remarque 0.3.3 Les comportements finis d'un processus P, c’est a dire les
éléments de ’ensemble :

L(P)={ue A" : e(sp, u) est défini}

définissent donc un langage régulier de mots finis clos par préfixes. P décrit
aussi un langage de mots infinis :

LY(P) ={aiay---a,--- € A” : pour tout n,e(sg,as---a,) est défini}
Pour chaque F C A, on peut aussi définir un langage marqué :
Lp(P)={ue A" : e(sp,u) est défini et A(e(sg,u)) C E} C L(P)

représentant les comportements finis de P finissant dans un état satisfaisant
la propriété E.

0.4 Systéme supervisé et controleur

La supervision d’'un SED consiste & modifier ses comportements car cer-
tains sont considérés comme insatisfaisants. Nous définirons dans le chapitre
suivant un cadre pour spécifier les comportements souhaités d’'un SED.

Dans la plupart des travaux, il s’agit de restreindre les comportements
d’un SED. On consideére en effet qu’il est possible de contraindre I’occurrence
de certains événements, appelés événements contrélables (les autres événe-
ments étant incontrolables). Le systéme supervisé (ou controlé) est alors
un sous-ensemble des comportements d’un SED induit par un controleur
qui supprime l’occurence de certains événements controlables. Comme dans
[AVWO03], le systéme supervisé est ici défini comme le produit de deux pro-
cessus, le SED et le controleur.
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Définition 0.4.1 Soit P = (A, A, S, sp,e, \) et P/ = (A, A, S, s, ¢/, \') deux
processus. Leur produit P x P’ est un processus (A, A, S x S, (s9,5p), € X
e SNy o N'(s,8") = A(s) UN(s) et e x €((s,5),a) est défini et égale a
(e(s,a),€'(s',a)) si et seulement si a € Dp(s) N Dpi(s).

Ainsi, si P est le SED et P’ le contoleur, dans ’état (s,s’) du systéme
supervisé P x P’, le controleur supprime l'occurence d’un événement a € A
si la transition €'(s’,a) n’est pas défini. Notons qu’avec cette définition le
controle peut étre dynamique car les événements supprimés par le controleur
peuvent dépendre du comportement antérieur du SED.

Nous définissons maintenant une relation sur les processus qui va nous
permettre de comparer les comportements des processus par la suite.

Définition 0.4.2 Soit P = (A, A, S, s, e, \) et P/ = (A, A, S, sp, ¢/, \') deux
processus. On note P < P’ si, pour tout état accessible (s, s") depuis (s, s{)
du produit P x P’ (i.e. il existe u € A* tel que e x €/((so, sp),u) = (s,5)), si
e(s,a) est défini alors €'(s', a) est défini et, de plus, A(s) 2 N(s).

Proposition 0.4.3 < est un préordre.

Preuve : Soit P = (A,A,S,sg,e,\), PP = (A A, S5, s5,¢,N) et P =
(AN, 8", s5,€”, \") des processus. < est évidemment réflexive. Montrons
que < est transitive. Supposons que P < P" et P’ < P”. Soit (s, s”) un état
de P x P" accessible depuis (sg, sp) avec le chemin v € A* tel que e(s, a) est
défini. Puisque P < P’, il existe un état s’ tel que €'(sp, u) est défini et égale
a s et € (s, a) est défini. Puisque P’ < P”, ¢”(s"”,a) doit étre aussi défini. De
plus, A(s) 2 N(s') 2 M'(s”). Donc P < P". [

Un outil classique pour comparer des automates est la notion de bisimu-
lation que nous rappelons ici pour les processus.

Définition 0.4.4 Soit P = (A, A, S, sp,e,\) et P/ = (A, A, S, s, ¢/, \') deux
processus. On dit que P et P’ sont en bisimulation ou bisimilaires, et on note
P =, P', si il existe une relation R C S x S’ tel que (s, s;) € R et, pour
tout (s,s') € Reta € A, ona A(s) =N(s) et :
— Si il existe s; tel que e(s,a) = s, alors il existe s} tel que €'(s',a) = s
et (s1,95)) € R.
— Si il existe s} tel que €'(s',a) = &, alors il existe s; tel que e(s,a) = s;
et (s1,5)) € R.

Puisque les processus sont des automates déterministes, on peut aisément
vérifier le lemme 0.4.5.

Lemme 0.4.5 P et P’ sont bisimilaires si et seulement si P < P’ et P’ < P.
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Chapitre 1

Spécifications : p-calcul

Nous allons dans ce chapitre définir un cadre identique a celui défini dans
[AVWO03]| pour les spécifications des systémes supervisés et la controlabilité
des évenements. Il s’agit de définir des ensembles de processus grace au p-
calcul modal introduit par [Koz83| (voir aussi [ANO1]). Le p-calcul modal
nous permet de prendre en compte les comportements infinis des processus
et toutes les spécifications réguliéres. C’est notamment une généralisation
des comportement finis réguliers étudiés dans [RW89] mais aussi des logiques
temporelles CTL [CE81| et CTL* [EH86|. Ces derniéres étant dédiées le plus
souvent a I’étude des systémes réactifs [MP92|, c’est a dire a des systémes
modélisant, par leurs comportements infinis, I'interaction permanente avec
leur environnement.

Comme dans [AVWO03], au lieu de définir la logique du p-calcul modal
et son interprétation sur les processus, nous utilisons le formalisme des au-
tomates, trés souvent utilisé pour construire des procédures de décision des
logiques. Nous définissons dans la partie 1.1 suivante la notion d’automate
simple correspondant a la notion d’automate alternant sur les arbres de degré
borné (par alphabet des événements A). La notion de calcul de ces auto-
mates est étendue aux processus par 'intermédiaire de jeux, introduits dans
la partie 1.3, qui donne ainsi la sémantique des automates simples dans la
partie 1.4. On peut remarquer que ces automates doivent vérifier ’existence
des arétes (ici les transitions) puisque, si I’on interpréte un processus comme
un graphe étiqueté, les noeuds des processus peuvent avoir des degrés diffé-
rents.

L’équivalence d’expressivité entre automates simples et p-calcul modal
sur les processus ne sera pas démontrée ici. On pourra se référer a [Wal01|
ainsi qu’aux travaux [AN01, ES89, Rie03|.
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1.1 Définition d’un automate simple

Définition 1.1.1 Un automate simple sur les processus est un tuple :
A - <Aa Aa Q) QE’ QV’ qo, 55 ACC>

ot Q7 et QY forment une partition de I’ensemble fini des états @) en états
existentiel et universel. Acc C Q¥ est un ensemble de suites infinies d’états
que nous appelons la condition d’acceptation. L’ensemble A des actions est
I’ensemble des directions dans lesquelles 'automate effectue ses calculs. L’état
qo est I’état initial de 'automate et ¢ est la fonction de transition définie
comme suit :

5;@)(2A—>P((A><Q)U({€}XQ)U(AX{—>,—/+}))

On note AUTO(A, A) l'ensemble des automates simples sur I’alphabet A
avec propriétés locales sur A.

Notation 1.1.2 Si pour tout ¢ € @ et pour tout E,E' C A, (¢, E) =
5(q, E'), on notera A = (A, Q, Q°, Q", qo, 5, Acc) et

5:@~P((A><Q)U({e}><@)u(Ax{%ﬂ»}))

C’est le cas, entre autre, lorsque A = ().

Notation 1.1.3 Pour simplifier les écritures, nous noterons —, et -, au
lieu respectivement de (a, — ) et (a, = ).

La sémantique d’un automate simple est décrite dans la partie 1.4 grace a la
notion de jeu défini dans la partie 1.3. Mais nous précisons tout d’abord la
condition d’acceptation ou condition infinitaire Acc.

1.2 Conditions d’acceptation Acc

Nous rappelons ici les principales formes de condition infinitaire Acc dans
la théorie des automates. Nous supposerons par la suite que Acc est I'une de
ces conditions. Nous montrons dans cette partie qu’il est possible de définir
ces conditions d’acceptations par des combinaisons booléennes de conditions
simples.

Définition 1.2.1 Soit p = 595152+ S, -+ € S¥. On note Inf(p) 'ensemble
des états du chemin p qui apparaissent infiniment souvent.
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— Acc C 8% est une condition de Biichi si il existe F' C S tel que :
Acc={pe S¥:Inf(p)NF #0}

— Acc C S est une condition de Co-Biichi si il existe F' C S tel que :
Acc={pe S*:Inf(p)NF =0}

— Acc C SY est une condition de Rabin si il existe des couples (R, Gy),
(R2,Ga),...,(R,,Gp) €S x S tel que :

Acc={pe S*:F.Inf(p)NR;=0et Inf(p)NG; #0}

— Acc C S¥ est une condition de Streett si il existe des couples (R, G1),
(R2,Ga),...,(R,,Gp) €S x S tel que :

Acc={p e S¥ :Viinf(p)NR; =0 ou Inf(p) NG; # 0}

— Acce C 5% est une condition de parité (ou de Mostowski) si il existe une
fonction r : S — N tel que :

Acc ={p € 5 : Maxyernsp)(r(q)) est pair}
— Ace C 8% est une condition de Muller si il existe F C 29 tel que :
Acc={pe S¥:Inf(p) € F}

Définition 1.2.2 On dit qu'un automate simple est un automate simple de
Co-Biichi, de Biichi, de Streett, etc... si Acc est une condition de Co-Biichi,
de Biichi, de Streett, etc...

Si Acc = () on dit que automate est a condition d’accessibilité.

Définition 1.2.3 Soit B(S) I’ensemble des conditions de parité de la forme
r: S — {1,2}, appelé parité de Biichi. Soit C(.S) I’ensemble des conditions
de parité de la forme r : S — {0, 1}, appelé parité de Co-Biichi.

Soit I et J deux ensembles finis et pour tout ¢ € [ et j € J, X;; des
éléments de (B(S)UC(S)). On note Inf(p) F \/; \; Xi; siil existe i € I tel
que pour tout j € J, Maxern ) (Xi,(q)) est pair.

Acc C 5% est une disjonction de conjonctions de parité de Biichi et de
Co-Biichi si il existe un ensemble fini de fonctions {X;;} C (B(S) U C(S))
tel que :

Acc={pe S”:Inf(p)F \//\Xw}
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Proposition 1.2.4

— Acc est une condition de Street avec n paires si et seulement si il existe
b; € B(S) et ¢; € C(S) pour i = 1,2,...,n tel que :

n

Acc={pe S*:Inf(p) F /\(Cz Vb;)}

i=1

— Acc est une condition de Rabin avec n paires si et seulement si il existe
b; € B(S) et ¢; € C(S) pour i = 1,2,...,n tel que :

n

Acc={pe S¥:Inf(p) F \/(Cz Abi)}

i=1

— Acc est une condition de parité dans {0,1,...,2n} si et seulement si il
existe b; € B(S) et ¢; € C(S) pour i = 1,2,...,n tel que :

Acc={pe S®:Inf(p) Eb,V(cu AN(bp_1V(cna A - ANb1Ver)--+)))}

— Acc est une condition de Muller si et seulement si Acc est une disjonc-
tion de conjonctions de parité de Biichi et de Co-Biichi.

Preuve : Dans le cas des conditions de Rabin et de Street, on identifie R;
ac;t(1) et Gy abt(2).

Dans le cas d’une condition de parité r, on identifie 7~*(2i) a Pensemble
des ¢ € b; '(2) tel que, pour tout j >4, ¢ ¢ b;'(2) et on identifie . r~'(2i —1)
a Pensemble des ¢ € ¢; (1) tel que, pour tout j >4, ¢ ¢ ¢;'(1)

Une condition de Muller F C 2% est équivalente & la condition :

Veon Aoresto={ 8 S9€5 wpp={ 2 siaa

sinon 1 sinon
ECF qeE

Si Acc est une disjonction de conjonctions de parité de Biichi et de Co-Biichi
V. /\j X, ; alors on peut l'identifier a la condition de Muller F suivante.
E € F si et seulement si il existe i tel que pour tout j, on a

EcCX;(0) si X;;€C(9)
ENX; 2 #0 si X;;€B(S)
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1.3 Jeu, partie et stratégie

Une des fagons les plus simples de formaliser la notion de calcul et d’ac-
ceptation d’un automate est d’introduire la notion de jeu que nous définissons
dans cette section.

Définition 1.3.1 Un jeu G est un tuple (Vg, V1, Edge, Acc) ou Edge C (VU
Vi)? et Ace C (Vo U V4)“ est 'ensemble définissant la condition de gain.
(Vo U Vi, Edge) est un graphe dont les sommets sont partitionnés entre ceux
du joueur 0 et ceux de joueur 1. On dit qu'un sommet v’ est successeur de v
si (v,v") € Edge.

Définition 1.3.2 Une partie entre les joueur 0 et 1 depuis un sommet v €
V = Vo UVj est définit comme suit : si v € V; alors le joueur ¢ choisi un
successeur et la méme régle s’applique au successeur de v définissant ainsi
une partie qui s’arréte seulement si I'un des deux joueurs ne peut choisir
un successeur. Le joueur qui ne peut pas choisir un successeur a perdu. Le

résultat d’une partie infinie est un chemin infini vgvivy - - - € V¥. Cette partie
est gagnante pour le joueur 0 si vov,v9 - -+ € Acc et gagnante pour le joueur
1 sinon.

Définition 1.3.3 Une stratégie v pour le joueur ¢ est une fonction qui associe
a toute suite finie de sommets vv € V' finissant dans un sommet v € V; un
successeur s(vv). Un stratégie s est dite positionnelle si, pour tout U, € V*
et v € V;, on a s(tv) = s(wv). Une stratégie positionnelle est alors identifiée
a une fonction s: V; — V.

Une partie compatible avec une stratégie s pour le joueur 7 est une suite
VvV - - - tel que, pour tout v; € Vi, vj4 = s(v;). La stratégie s est gagnante
pour le joueur ¢ depuis un sommet v si toutes les parties depuis v compatibles
avec s sont gagnantes pour le joueur 7. Un sommet v est gagnant si il existe
une stratégie gagnante depuis v.

Définition 1.3.4 Une stratégie avec I’histoire H pour le joueur i est un
triplet (o, hist, hg) tel que o : V; x H — V' hist : H xV — H et hg € H.
On note hist* : H x V* — H D'extension de hist tel que, pour tout h € H,
veVietveV,

hist*(h,e) =h et  hist*(h,vv) = hist™(hist(h, V), v)

On dit qu’une statégie avec I’histoire H est a mémoire finie si H est un
ensemble fini.
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Le role de hg et de hist est d’abstraire certaines informations tel qu’a chaque
suite ¥ € V* on associe la mémoire hist*(hg, V). La fonction de choix o définit
alors une stratégie s(vv) = o (v, hist*(ho,v)). Si il n’y a pas d’ambiguité, par
abus de langage, on appellera o la stratégie. Nous récapitulons maintenant
un résultat classique de la théorie des jeux (voir, par exemple, [Buc83, GH82,
Tho97, EJ91, ANO1]).

Théoreme 1.3.5 Soit un jeu G avec la condition de gain Acc.

Si Acc est une condition de Muller (voir définition 1.2.1), alors G est
déterming, i.e., tout sommet est gagnant pour l'un des deux joueurs. De
plus, il est décidable de savoir pour quel joueur un sommet est gagnant.

Si Acc est une condition de parité, alors il existe une stratégie gagnante
positionnelle.

1.4 Jeu d’acceptation d’'un automate simple

Définition 1.4.1 Soit A = (4, A, Q,Q°, Q", q, 0, Acc) un automate simple
et P = (A A, S, sp, e, \) un processus.

Le jeu d’acceptation G(A, P) = (Vy, Vi, Edge, Accg) est un jeu tel que :

— L’ensemble V; de sommets pour le joueur 0 est (Q7 x S)U {L}.

— L’ensemble V; de sommets pour le joueur 1 est (Q¥ x S)U{T}.

— Depuis chaque sommet (g, s), et pour tout (a,q’) € §(¢, A(s)) il y a une
aréte dans Fdge vers (¢',s) si a = ¢ et vers (¢',e(s,a)) si a € A et
e(s,a) est défini.

— Depuis chaque sommet (g, s) et pour tout —,€ (g, A(s)) il y a une
aréte dans Fdge vers L si e(s,a) n’est pas défini et vers T sinon.

— Depuis chaque sommet (g, s) et pour tout -,€ (g, A(s)), il y a une
aréte dans Fdge vers L si e(s,a) est défini et vers T sinon.

— La condition de gain Accg est ’ensemble des suites infinies d’arétes de
la forme (qo, s0)(q1, $1) - - . tel que qoqy - .. est dans Acc, i.e., appartient
a la condition d’acceptation de ’automate.

Intuitivement, le jeu d’acceptation G(A, P) représente tous les calculs
possibles de 'automate A sur le processus P. Il existe par ailleurs, des arétes
spéciales vers la position perdante 1 et vers la position gagnante T, qui
permettent de vérifier ’existence de certaines transitions dans le processus

P.

Définition 1.4.2 On appelle position initiale du jeu G(A, P) la position
(qo, So), noté vy.
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On dit que P est un modele de A s’il existe une stratégie gagnante depuis
la position initiale du jeu G(A, P).

Le langage reconnu par A, noté Mod(A), est 'ensemble des modéles de
A. Par la suite, nous noterons souvent P F A au lieu de P € Mod(A).

1.5 Propriétés des automates simples

Dans cette partie nous rappelons certaines propriétés des automates simples
qui nous seront utiles.

1.5.1 Théoréme de simulation et satisfiabilité

Définition 1.5.1 Un automate simple A = (A, A, Q, Q7 Q", qo, 5, Acc) est
biparti si, pour tout £ C A, on a :

— Pour tout ¢ € Q°, 6(¢q, E) C {e} x Q".

— Pour tout ¢ € Q¥, 6(¢, E) CAX QPUAx {— ,=»}

— De plus, on suppose que 1'état initial est existentiel (i.e. ¢y € Q7).

Définition 1.5.2 Un automate simple A = (A, A, Q, Q7 Q", qo, 5, Acc) est
nondéterministe si il est biparti et pour tout £ C A, on a :

Si (aa q1)7 (aa q2) € 5(q7 E) alors d1 = q2.

Intuitivement, une transition depuis un état existentiel est une disjonction
d’états universels qui représentent les “régles” possibles. Une transition de-
puis un état universel est une conjonction de contraintes locales (qui doivent
étre satisfaites) et de transitions de la forme (a, q) (o ¢ est un état existen-
tiel). Une transition (a,q) revient a spécifier “qu’aprés une a — transition
le processus doit satisfaire I'une des régles contenu dans 6(q)”. Le théo-
réeme suivant, appelé parfois théoreme de simulation, est I'un des résultats
majeurs de la théorie des automates et p-calcul modal (voir, par exemple,
[ANO1, Tho97, MS95]).

Théoreme 1.5.3 Tout automate simple est équivalent & un automate non-
déterministe a parité que l'on peut effectivement construire.

Ce résultat permet, comme il est prouvé dans [AVWO03], d’établir le théo-
reme de simulation suivant :

Théoreme 1.5.4 Pour tout automate simple A, on peut construire un jeu
G(A) avec une position initiale vy tel que :
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— A chaque stratégie gagnante & mémoire finie depuis vy dans G(.A) on
peut faire correspondre un modéle de A.

— De plus, tous les modéles de A, a bisimulation prés (voir définition
0.4.2), peuvent étre obtenus de cette maniére.

La section 3.5.2 propose un théoréme de simulation et une preuve trés
similaire a celle de [AVWO03] mais pour une définition d’automate plus gé-
nérale. Ce théoréme a pour corollaire la décidabilité de la satisfiabilité des
automates simples (définie ci-dessous).

Définition 1.5.5
— Soit A un automate simple. On dit que A est satisfiable si A a un
modéle.
— On appelle probleme de satisfiabilité des automates simples le probléme
suivant : Soit A un automate simple. A est-il satisfiable ?

Corollaire 1.5.6 Le probléme de satisfiabilité des automates simples est
décidable. De plus, si un automate est satisfiable on peut effectivement
construire un modéle de 'automate.

Preuve : Puisque 'existence d’une stratégie gagnante dans un jeu est dé-
cidable (voir théoréme 1.3.5) et que cette stratégie est calculable, il est déci-
dable de savoir si un automate simple nondéterministe A est satisfiable. De
plus, si c’est le cas, on peut effectivement trouver un modéle P de A. [J

1.5.2 Expressivité et opérations des automates simples

Proposition 1.5.7 Les automates simple de Rabin, de Streett, a parité, de
Muller ont les mémes familles de modéles.

Preuve : On peut facilement vérifier que les conditions de parité sont des
cas particuliers de conditions de Rabin et de Streett et que celles-ci sont
elles-méme des conditions particuliéres de Muller. La transformation d’un
automate simple de Muller en un automate simple a parité utilise la technique
LAR (last appearance record) (voir par exemple [Tho96]). OJ

Remarque 1.5.8 On peut identifier les automates d’arbres binaires infinis
Y-étiqueté a la sous-famille d’automates simples A = (A4, A, Q, Q3, QY qo, 6, Acc)
tel que A est nondéterministe, A = {0,1}, ¥ = 2% et pour tout ¢ € Q" et
E CA,ona—y—1€0(q, F).



34 Spécifications : p-calcul

Remarque 1.5.9 On peut aussi identifier les automates de mots infinis sur
’alphabet A & la sous-famille d’automates simples, noté AUTO,,05(A, D),
A= (AN Q,Q% Q% q,d, Acc) tel que A est nondéterministe, A = () et
pour tout ¢ € Q, il existe a € A tel que {-»,: 2 € A— {a}} € §(q).

On peut donc définir les sous-ensembles w-réguliers. Ainsi L C A“ est
w-régulier si il existe un automate simple de Biichi A € AUTO,,,015(A, D) tel
que

L=A{w:L(P)={w}et PF A}

(Un résultat classique est que les automates (nondéterministes) de mots infi-
nis avec condition de Biichi, Rabin, Streett, Mostowski et Muller définissent
les mémes langages, i.e. les langages w-réguliers.)

Définition 1.5.10

— On dit que P'ensemble AUTO(A,A) est clos par union si pour tous
A, B € AUTO(A, A), il existe un automate simple dont 1’ensemble des
modeles est Mod(A) U Mod(B).

— On dit que AUTO(A, A) est clos par intersection si pour tous A, B €
AUTO(A, A), il existe un automate simple dont I'ensemble des modéles
est Mod(A) N Mod(B).

— On dit que AUTO(A,A) est clos par complémentation si pour tout
A € AUTO(A,A), il existe un automate simple dont I’ensemble des
modéles est PROC(A,A) — Mod(A).

Théoreme 1.5.11 L’ensemble des automates simples est clos par union,
intersection et complémentation.

La preuve du théoréme 1.5.11 est trés similaire a celle du théoréme 3.8.13 qui
présentent les mémes propriétés pour une définition d’automate plus générale.

Notation 1.5.12 Soit A, B € AUTO(A, A). On note AV B, AAB et A® des
automates simples quelconques dont les modéles sont respectivement 1’union
des modeles de A et B, leurs intersection et le complément de Mod(.A) dans
PROC(A,A).

Nous finissons cette partie par rappeler un résultat d’expressivité de ces
automates (voir [ANO1] et les références associées).

Lemme 1.5.13 Soit A un automate simple et P et P’ deux processus bisi-
milaires. P E A si et seulement si P’ F A.
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Preuve : Soient P = (A,A,S,s0,e,\), P = (AN, S, sp,€,\) et A =
(AN, Q, Q% Q, q, 9, Acc). Supposons que P F A. Le cas P’ = A est iden-
tique puisque la bisimulation est une propriété symétrique. On suppose (voir
théoréme 1.5.3) que A est nondéterministe a parité. De plus, on suppose que
pour tout ¢ € Q" et £ C Aon a:

(a,q1), (b, q2) € 0(q, E) implique g1 # ¢o.

Il suffit pour cela de dupliquer certains états de A.

Puisque A est a parité, il existe une stratégie positionnelle gagnante o :
Q° x S — Q" x S dans le jeu G(A, P).

Construisons une stratégie gagnante dans le jeu G(.A, P’). Soit la stratégie
(voir définition 1.3.4) o’ : (Q°x S")x H — Q" x S’ ot H = S avec la fonction
d’histoire hist : H x (Q x S") — H et hy = so définit comme suit.

Soit une position (g,s) € Q2 x S ol o(q, s) est défini et égale & (¢1, s) et
tel qu’il existe u € A* tel que s = e(sp, u). Alors, pour s’ = €'(s(,u), on a :

— 0'((q,5),s) est défini et égale & (q1,s') et hist(s, (¢1,5')) = s

— Si il existe une aréte de (qi,s’) vers (gqo,s5) dans G(A, P’), alors

hist(s, (g2, 85)) = e(s,a) ou (a,q2) € 0(qr, A(s")).
Remarquons d’abord que, comme P < P’ (voir lemme 0.4.5), si e(so, u)
est défini, alors €/(sj, u) est défini. De plus, comme P < P, si €/(s',a) =
e(sy, ua) = sy alors e(s,a) = e(sg, ua) est défini. Donc ¢’ est bien défini.

On peut alors vérifier que la projection sur ) d’une partie compatible
(voir définition 1.3.3) avec o’ et hist dans le jeu G(A, P’) coincide avec la
projection sur () d’'une partie compatible avec . Donc P’ F A. [J

1.6 Conclusion

Pour conclure ce chapitre, les automates simples permettent de décrire
de nombreuses classes de processus comme ceux décrits par les automates
de mots finis et infinis ainsi que les automates d’arbres. Ils permettent plus
particuliérement de spécifier, localement, I'existence de certaines transitions
des processus (pouvant dépendre de comportements antérieurs finis) et, glo-
balement, des comportements infinis (sur les mots et les sous-arbres). Le
nondéterminisme de ces automates nous permet, entre autre, de spécifier des
unions de comportements disjoints. Par exemple I'union de I’ensemble des
processus ayant des transitions par un événement a mais pas par un événe-
ment b et son “opposé”, celui ayant des transitions par b mais pas par a.

L’expressivité générale de ces automates dépend de la condition d’ac-
ceptation qui induit une hiérarchie infinie stricte (voir [N97| et aussi [A99],
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[Wal01]). Cependant, dans les exemples présentés dans ce travail, les auto-
mates ne dépasserons pas l'expressivité des automates a condition de parité
dans {0, 1, 2}.

Nous allons fréequemment utiliser le théoréme de simulation 1.5.3. C’est un
outil essentiel pour décider la satisfiabilité des automates simples mais aussi
pour simplifier les constructions d’automates. Un automate alternant ayant n
états peut se transformer en automate nondéterministe ayant 209" états
(Paugmentation du nombre de parités est linéaire) voir [EJ88|, [MS95| et
[Tho97].

C’est le théoréme 1.3.5, permettant de décider s’il existe une stratégie ga-
gnante dans un jeu et, ainsi, de décider la satisfiabilité des automates simples,
qui sera ici I’outil principal pour établir des résultats de décidabilité. Dans le
cas des automates nondéterministes a parité, trouver une stratégie gagnante
est un probléme dans NP Nco — NP. Une borne supérieure est O(n*/2+1)
ou n est le nombre d’états de I'automate et k la plus grande parité (voir
[ANO1] et [VJ00]). Un algorithme probabiliste proposé dans [BSV03] donne

une complexité n®V*/ 8™ Plys récemment, dans [JPZ06] un algorithme
déterministe, basé sur une méthode trés différente, obtient une complexité

sous-exponentielle n®Vm) (La complexité est nPVn/loen) g 1o degré sortant
de tous les sommets du graphe est borné).



Chapitre 2

Décidabilité du controle

Grace aux automates simples décris au chapitre précédent, nous refor-
mulons les problémes de controle définis dans la partie I. Nous rappelons
ici les opérations de quotients introduits dans [AVWO03] qui permettent la
décidabilité du controle avec information totale. Ce chapitre se termine par
I’exposition de certains problémes de controle plus spécifiques.

2.1 Définition des problémes de controle

Nous formulons le probléme de controle décentralisé avec information to-
tale, noté PCD, comme suit :

Soit un processus P et des automates simples By, Bs, ... B, et A. Existe-
t-il des controleurs Qq,...,Q, tels que, Q; E B, et Px Q1 X -+ X Q, F A?
Et le probléme de la synthése est de construire les controleurs, si ils existent.

Le probléme de controle centralisé avec information totale, noté PCC,
est le cas particulier du PCD ou n = 1.

2.2 Deécidabilité : opérations de quotient

Les problémes PCC et PCD sont décidables. Ce sont des conséquences
des deux théoréeme suivants. Nous donnons des preuves de ces théorémes pour
une définition d’automate plus générale dans les parties 3.6 et 6.3.

Théoreme 2.2.1 Soit A un automate simple et P un processus. Il existe un
automate simple A/ P tel que :

Q E A/P si et seulement si P x Q F A.

37
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On appelle quotient d'un automate simple par un processus l'opération qui a
A et P associe 'automate A/ P. Le probléme de controle centralisé est donc
réduit au probléme de la satisfiabilité d’'un automate A/ P A B. De plus, les
modéles de A/P A B sont exactement les solutions du probléme CCP .

Théoreme 2.2.2 Soit A et B deux automates simples. On peut construire
un automate simple A/B tel que :

PE A/B siet seulement si il existe un processus @ F B tel que P x Q F A.

On appelle quotient d’automates simples 'opération qui a A et B associe
l'automate A/B. Comme le démontre les auteurs dans [AVWO03], le probléme
PCD est réduit au probléme de la satisfiabilité d’un automate simple résumé
dans le corollaire suivant, :

Corollaire 2.2.3 Le probléme PCD a une solution si et seulement si [’au-
tomate (.A/Bn/Bn,l/ . ~BQ/P) A By a un modéle.

Preuve : En effet :

QrE A/B,/ [Bri1/(P x Q1 X -+ X Qr_1) et pour tout i < k, Q; E B;
si et seulement si

PxQyx -+ xQpFEA/B,/ /By et pour tout i < k, Q; F B;

si et seulement si il existe Qr4+1 F Biy1 tel que :

PxQix -+ XQrXQri1 EA/B,/ - /Biria et pour tout 1 < k, Q; E B;
si et seulement si il existe Q1 tel que :
Qrir FA/B,/ -+ /Brya/(PXQ1 % -+ XQy) et pour tout i < k+ 1, Q; E B;

On montre alors par induction que @ F (A/Bn/[)’n,l/ . ~BQ/P) A By si et
seulement il existe 02, Qs3,...,Q, tel que QL E Bret Px Q1 X --- xQ,F A
U

2.3 Spécifications de controlabilité

Nous avons vu au chapitre 1 qu’un automate simple peut forcer 1’exis-
tence de transition. C’est le principal point qui nous permet d’exprimer les
contraintes de controlabilité avec des automates simples. Nous illustrons ceci
avec les exemples suivants.

Une trés grande partie des travaux sur le controle stipule que les événe-
ments incontrolables sont fixés comme le traduit la spécification suivante.



Spécifications de controlabilité 39

Exemple 2.3.1 Supposons que I’ensemble des événements A est partitionné
en I'ensemble des événements controlables A- et ’ensemble des événements
incontrolables A, Soit A(Ay) un automate simple qui a seulement un état
universel ¢ de parité nulle et la fonction de transition :

d(q) ={(a,q) :a€ A} U{—,a€ Ay}

Un controleur @ satisfait A(Ay ) si les transitions étiquetées par un événement
incontrolable existent toujours. Donc () ne peut pas interdire les événements
incontrolables.

Nous pouvons considérer aussi le cas ot le controle de certains événements
ne peut pas étre simultané.

Exemple 2.3.2 Soit a,b € A. Soit A, = (A, Q,q0,{%, %}, q,0,Q%) un
automate simple avec :

a 6((]0) = {(57 Qa)v (57 Qb)}

= 0(¢a) = {(c,q0) 1 c € AU {—0}

= o) ={(c,q0) : c € Ay U{—}
Alors un modéle de A,; a toujours soit une a-transition ou soit une b-
transition. Donc le controleur ne peut pas interdire les événements a et b
en méme temps. En d’autres termes, il peut bloquer au plus un événement
parmi a et b.

Le cas ou la controlabilité d’un événement dépend du comportement du
SED est illustré dans I'exemple suivant.

Exemple 2.3.3 Soit f,c€ Aet Q ={qs,q}-
Soit Ar. = (A, Q,0,Q, q,d, Q¥) un automate simple avec :

= 0(q0) = {(a,q) :a # fYU{(f qr)}

= 0(qr) ={(a,qr) :a € A U{—c}
Un controleur est un modeéle de Ay, si il y a toujours une c-transition aprés
I'occurrence de I’événement f. Ainsi, aprés une “erreur” f, ¢ devient incon-
trolable.

Dans 'exemple suivant la controlabilité dépend de critéres infinis sur les
comportements.

Exemple 2.3.4 Soit ¢ € A. Soit A. = (A, Q, 90, {4, Quc}, qo, 6, 7) un auto-
mate simple a parité avec :

o 6(q0) - {(87 qc)a (5, QUC)}

= 0(ge) = {(a,q0) : a € A}

- 5(quc) = {(aa Quc) tac A} U {_>C}
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- T(QO) = T(QC) =1let r(ch) =2
Soit () un controleur. Une partie infinie dans le jeu G(A,, Q) est gagnante si et
seulement si elle atteint I'état ¢,.. De plus, quand une stratégie atteint I'état
Gues le controleur doit toujours avoir une c-transition. En d’autres termes,
I’événement ¢ doit devenir incontrolable sur les comportements infinis du
controleur.

2.4 Comportement admissible et comportement
requis

Exemple 2.4.1 De nombreuses études de la théorie du controle supervisé
ont pour but de réussir a restreindre les comportements du SED a des compor-
tements admissibles. Supposons que ces comportements admissibles soient dé-
crits par un processus Ad = (A, Sy, 3, €4). Soit A(Ad) = (A, S,, 0, S,, s&, 04, 7a)
"automate simple a parité avec, pour tout s € S,, on a r,(s) =0 et :

0a(8) = {(a,eq(s,a)) : eq(s,a) est défini} U {—=,: e,(s,a) est défini}

Intuitivement, la propriété r,(s) = 0 (équivalente & Acc = @Q¥) implique
qu’il n’y a pas de contraintes sur les comportements infinis. La fonction de
transition indique que les modéles de A(Ad) doivent avoir uniquement des
transitions qui existent dans le processus Ad. Ainsi, le systéme supervisé
SV S satisfait A(Ad) si et seulement si SV.S < Ad (voir Définition 0.4.2).

Exemple 2.4.2 On peut aussi vouloir que le SED garde certains comporte-
ments, i.e., le systéme supervisé réalise un comportement requis. Supposons
que le comportement requis soit défini par le processus Re = (A, S,, s(, ;).
Soit A(Re) = (A, S,,0,S,,s;, 0, Q%) un automate simple avec, pour tout
s €S,

da(s) = {(a,e.(s,a)) : e,(s,a) est défini} U {—,: e,.(s,a) n’est pas défini}

La fonction de transition indique que les modéles de A(Re) doivent avoir
toutes les transitions qui existent dans le processus Re. Donc, un systéme
supervisé SV'S est un modeéle de A(Re) si et seulement si Re < SV'S.

2.5 Comportement non bloquant

Soit P = (A, A, S, sg,e, ) un processus et E C A un sous-ensemble de
propriétés d’états. Nous avons vu dans la partie que 'on peut associer a P
un langage marqué Lg(P) (voir Remarque 0.3.3).
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Exemple 2.5.1 Avec les automates simples, on peut spécifier que le langage
marqué d’un systéme supervisé soit exactement un langage marqué donné (ici
L(P)). Soit AL = (A, A, SU{q.},0,SU{qL}, s0,0, Q%) un automate simple
avec, pour tout s € S et pour tout X C A, on a

~ Si A(s)=FE et X # E, alors :

0(s, X) ={(e,q1)} et 0(qr, X) =0 = 6(qu, E)
— Sinon
0(s, X) ={—a, (a,e(s,a)) : e(s,a) est défini}U{—=,: e(s,a) n’est pas défini}

Soit @ = (A, 5, s, €') un controleur sans propriété locale et R un SED. On
peut vérifier que @Q x R E AL si et seulement si Lz(Q X R) = Lg(P).

Exemple 2.5.2 Soit un controleur () sans propriété locale. On peut aussi
vouloir que le systéme supervisé P x () soit nonbloquant par rapport a E i.e.,
tous ses comportements finis peuvent atteindre un état ayant la propriété F
(voir remarque 0.3.3). En d’autres termes :

L(PxQ)C Pref(Lr(P xQ))

Définition 2.5.3 Soit Axp(P, E) = (A, Q, Q7,Q", 50,6, 7) un automate simple
alternant avec :
- Q@ ={g:s€S5}
— Q"=SU{q": e(s,a) est défini} U {qT}
— 7(q) = 0 pour tout ¢ € Q¥ et r(q) = 1 pour tout ¢ € Q3
— Pour tout s € Seta € Aona:
— 0(s) ={(a,e(s,a)) : e(s,a) est défini} U {(e,qs)}
— Si s € Sg, alors §(qs) = {(e,q7)} et 0(qT) =0
— Si s ¢ Sg, alors §(qs) = {(€,4%) : e(s,a) est défini}
o 5((]?) = {_>a} U {(CL, Qe(s,a))}

Proposition 2.5.4 Soit () = (A, 5, s, ¢/) un processus sans propriétés lo-
cales. P x Q F Axp(P, F) si et seulement si

L(PxQ)C Pref(Lr(P xQ))

Preuve : Soit u € A* tel que e x €' ((so, s,), u) est défini et égale & (s, s"). No-
tons que, dans le jeu G(Anp(P, E), P x @), tous les chemins, correspondant
a un mot u et qui peuvent étre perdant, finissent dans la position (gs, (s, s')).

Supposons que L(P x Q) C Pref(Lp(P x Q)). Dans G(Ayxp(P, E), P x
(), on définit la stratégie o comme suit. Soit (gs, (s,s’)) une position ac-
cessible par 0. Si s € Sg alors o(gs,(s,s")) = ¢qr. Si s ¢ Sg, alors il
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existe au moins un mot av de longueur minimal o a € A, v € A* tel que
e x €((s,s"),av) est défini et e(s,av) € Sg. Dans ce cas, o(qgs, (s,5")) = ¢¢.
On peut vérifier que o est une stratégie gagnante. Donc P X () est un modéle
de .ANB(P, E)

Supposons que L(PXxQ) ¢ Pref(Lp(PxQ)). Soit u ¢ Pref(Lrp(PxQ))
tel que e x €'((so, 5,),u) = (s,5"). Notons que tous les chemins infinis depuis
(gs, (s, 8')) sont perdants a cause de la parité des états. Soit v € A* tel que
e x €((s0,50),uv) = (8y,5) et {e x €((sy,5)),a) : a € A} = (). Depuis la
position (gs,, (Sy,5,)), il n’y a pas d’aréte vers (g, (s,s’)) car s, ¢ Sg. De
plus, soit §(gs,) = 0 ou soit, pour tout a tel que e(s,a) est défini, il y a
une aréte depuis (qf , (s.,s,)) vers L car —,€ 6(q5 ). Ainsi, il n’y a pas de
stratégie gagnante depuis (gs, (s,5")). Done, P x @ n’est pas un modéle de
Ang(P.E). O

2.6 SED avec condition infinitaire

Soit P = (A, A, S, sg,e,\) un SED. On peut supposer que les comporte-
ments infinis de P ne sont pas tous souhaitables. Plus formellement, suppo-
sons que soit défini une condition Acc(P) C S*, d’une des formes introduites
dans la partie 1.2, représentant les suites d’états infinis admissibles.

Définissons maintenant une spécification correspondant a cet objectif de
controle. Soit A(P, Acc(P)) = (A, S, 0,5, sg, 0, Ace(P)) Pautomate simple tel
que pour tout s € S, 0(s) = {(a,e(s,a)) : e(s,a) est défini}.

Soit P" un controleur. Dans le jeu G(A(P, Acc(P)), P x P’) tous les che-
mins finis sont gagnants puisque qu’il n’y a pas d’aréte vers L et que toutes
les positions sont universelles. De plus un chemin infini est gagnant si et
seulement si sa projection sur S est dans Acc(P). Donc

P x P'E A(P, Acc(P)) si et seulement si L*(P x P") C Acc(P, A)

ou Acc(P, A) est 'ensemble des comportements infinis ajag---a, -+ € A¥
tel que la suite associée d’états spe(sg, a1)e(so, araz) -« -e(sg, a1+« -ay)- -+ ap-
partient a ’ensemble Acc(P).

2.7 Controle avec événements forcés

On envisage dans cette partie le cas des événements forcés introduit dans
[GR87] (voir aussi [HI0] et [KS95]) ou non seulement le controleur bloque
certaines transitions du SED mais aussi force 'occurrence de certains évé-
nements. Plus précisément, si le SED peut effectuer une transition par un
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événement forcé f, alors le controleur doit n’autoriser qu’une unique transi-
tion par f, les autres événements étant tous bloqués.

Dans ce contexte, le controleur doit donc savoir si le SED peut réaliser
une transition forcée. Généralement, ceci n’est pas possible car le controleur
ne peut préjuger des comportements futurs du SED. On peut tout de méme
répondre a ce type de probléme si 'on permet au SED de communiquer avec
le controleur des informations par les propriétés locales de ses états.

Soit P = (A, A, S, sg, e, A) un SED. Supposons que I’ensemble A contienne
un symbole spécial F' spécifiant que I’événement f peut étre forcé. Plus pré-
cisément, si un état s € S est étiqueté par F' (c’est a dire F' € \(s)), alors il
y a depuis s une f-transition (f € Dp(s)).

On suppose qu’un controleur Q = (A, A, S’, s, €/, \') ne peut étre étiqueté
par F, ce qui peut étre spécifié par I'automate simple Ay ayant un état
universel ¢ et un état perdant existentiel ¢, tous deux de parité nulle et avec
la fonction de transition § définie comme suit. Pour E C A, 6(q., F) =0 et

{(g, J_)} si e F
é(q, B) = { {(a,g) :a € A} sinon

On définit enfin une spécification FORCE(f) pour le systéme supervisé P X
@) qui force la transition f comme suit. FORCE(f) est un automate ayant
un seul état ¢ et une fonction de transition 0 tel que, pour tout £ C A, on a

= (i u{»aa# fisiFel
oa, B) = { {-+;}U{(a,q):a€ A} sinon

Supposons que Q F Anyr, c’est a dire, () n’a pas d’étiquettes contenant le
symbole F. P x Q E FORCE(f) si et seulement si, pour tout état (s,s’) de
P x@Q,on a:

= Soit F' & A X Np, (s, 8") et f & Dpyql(s,s).

— Ousoit F' € A x Ap,o(s,8') et Dpyq(s,s’) = {f}.
Mais F' € A X Ap,o(8,5") = Ap(s) U Ap(s') seulement si F' € Ap(s) puisque
@ n’a pas d’étiquettes contenant le symbole F. C’est a dire, uniquement si
P a une f-transition : f € Dp(s).

Donc P x Q F FORCE(f) si et seulement si, depuis chaque état (s, s’)
du systéme supervisé, si P a une f-transition, alors P x () a une unique
f-transition : Dpyg(s,s’) = {f}.

Donc I'ensemble des controleurs Q) F Anyp tel que P x Q F FORCE(f)
est 'ensemble des controleurs qui ne sont pas étiquetés par F' et qui forcent
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les transitions f du SED P.

On peut bien sir ajouter d’autres contraintes de controlabilité pour le
controleur grace a une spécification que celui-ci doit satisfaire. Par exemple,
on peut spécifier qu’un controleur ne peut que forcer I’événement f, c’est a
dire soit il force f ou soit il ne bloque aucun événements.

Soit I'automate simple FORCABLE(f) avec un état initial existentiel
¢o et deux états universels gy et g,o1, tous de parités nulles, tel que, pour la
fonction de transition 4, on a :

- 5((]0) = {(57 qf)v (57 QHotf)}

= dlay) ={—s (f,00)} U{=aa# [}

- 5(qn0‘ﬁf) - {_)a’ (CL, qo) tac A}
Ainsi, si Q F Ayotr N FORCABLE(f) et P x QQ F FORCE(f), alors non
seulement () force I’événement f si il existe, mais aussi ne bloque aucun
événement si la transition f n’existe pas.

2.8 Conclusion

Le controle centralisé et décentralisé avec observation totale est donc déci-
dable si I'on définit les contraintes de controlabilité ainsi que les spécifications
du systéeme supervisé par des automates simples.

Les opérations de quotient d'un automate par un processus et de quotient
de deux automates, introduit dans [AVWO03|, sont les principaux outils qui
nous permettent de transformer les problémes de controles en problémes de
satisfiabilités d’automates simples. La synthése de controleurs est donc ici
rendu possible par le calcul de stratégie gagnante dans des jeux présentés
aux parties 1.3 et 1.4. Nous essayerons d’étendre ces types d’opérations dans
des chapitres ultérieurs pour le cas du controle avec information partielle.

Le cadre défini dans [AVWO03|, et repris ici, est une extension importante
de la problématique de la synthése de controleurs. Il permet, comme dans la
plupart des travaux, de fixer un ensemble d’événements incontrolables mais
aussi de définir la controlabilité de fagon dynamique, en fonction du compor-
tement passé du SED. Concernant le systéme supervisé, on peut exprimer
des spécifications réguliéres classiques : comportement requis, admissible ou
nonbloquant. Il est aussi possible de prendre en compte les comportements
infinis du SED. Le probléme de permissivité maximale, c’est a dire trouver,
quand ils existent, les controleurs qui autorisent “le plus” de comportements
du SED, est aussi un probléme spécifiable avec des automates simples (voir
[PRO5| et [Rie03]).
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De maniére beaucoup moins formelle, on peut considérer que cette ap-
proche est trés générique puisque elle ne différencie pas les controleurs des
processus (les controleurs peuvent étre eux mémes controlés), et pas non plus
les contraintes de controlabilité des spécifations du systéme supervisé.



Troisiéme partie

Controle centralisé avec
information partielle
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Chapitre 3

Information partielle sur les
évenements

Nous allons dans cette partie étendre le probléme de controle d’'un SED
au cas oul le controleur n’a qu’une connaissance partielle des événements
auxquels le SED réagit. Nous prouvons ici que le controle centralisé reste
décidable dans ce cas.

3.1 Evénements inobservables et indiscernables

La notion d’observation partielle introduite dans [LW88] et dans [CDFV88]
est formalisée par la notion de masque M : A — AU {e} (voir aussi [CL99|)
qui associe & un événement, soit le mot vide €, soit un symbole dans I’ensemble
A. Ainsi, on considére que le controleur observe uniquement les événements
filtré par le masque. Si, pour a € A, M (a) = ¢ on parle alors d’'un événement
inobservable et si pour a,b € A, on a M(a) = M(b), on dit que les événe-
ments a et b sont indiscernables.

Un controleur n’observant que les événements d'un SED filtré par le
masque doit exercer le méme controle sur le SED aprés des événements in-
discernables. De méme, un controleur doit se comporter de la méme facon
avant et aprés un événement inobservable.

Les contraintes d’observabilité peuvent se formaliser, comme dans [AVWO03)|
de la fagon suivante. Soit @@ = (A, A, S, so, e, A) un controleur. Pour tout
s € S, si’événement a € A est inobservable, alors (s, a) = s. Les contraintes
d’indiscernabilité peuvent se formuler de la méme maniére. Si les événements
a,b € A sont indiscernables, alors e(s, a) = e(s, b).

47
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Remarquons que méme si des événements sont indiscernables, le contro-
leur peut détecter que 'un d’eux s’est produit; ce qui n’est pas la cas pour
les événements inobservables. En particulier, un controleur peut se compor-
ter differement avant et aprés des événements indiscernables. Il peut, par
exemple, bloquer un événement a uniquement s’il n’y a pas eu d’occurence
d’un des événements indiscernables f; ou fs.

On peut aussi avoir différentes classes d’événements indiscernables alors
qu’il y a au plus un ensemble d’événements inobservables (voir Figure 3.1).

“ d a,b,c,d

Fic. 3.1 -

Ces contraintes sur les controleurs ne sont pas expressibles par des auto-
mates simples car ceux-ci ne distinguent pas les processus bisimilaires (voir
lemme 1.5.13).

Nous introduisons dans la partie 3.2 suivante, les automates étendus. C’est
une extension des automates simples permettant de tester si une transition
est une boucle ou si deux transitions atteignent le méme état. Des exemples
de spécifications pour les controleurs sont présentés dans la partie 3.3.

Nous verrons dans la partie 3.5 que la satisfiabilité de ces automates est
décidable aprés avoir établi, dans une partie 3.4 trés technique, un théoréme
de simulation pour les automates étendus.

Dans la partie 3.6, nous prouvons que le controle centralisé avec événe-
ments inobservables et indiscernables est décidable.

Nous prouvons ensuite certaines propriétés de ces automates dans la par-
tie 3.8 et les comparons avec les automates simples dans la partie 3.7.

3.2 Extension du pu-calcul : automate étendu

3.2.1 Syntaxe d’un automate étendu

Définition 3.2.1 Un automate étendu A = (A, A, Q, Q3 QY. q, 9, Acc) est
un automate simple dont on modifie la fonction de transition §. En effet,
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celle-ci définit de nouveaux types de transitions comme suit :
§:Qx2 — 'P(((AU{E})XQ)U(AX{H , =, O, FHU(AxAx{|l ,,kf}))

Notation 3.2.2 Pour simplifier les écritures, nous noterons trés souvent O,
Das ap et Map au lieu, respectivement, de (a,O ), (a, &), (a,b, || ) et
(a, b, ).

De fagon informelle, O, spécifie que si un processus, depuis un état, a une
a-transition alors ce doit étre une boucle. La partie suivante formalise cette
idée ainsi que la sémantique pour ¢, [lap €t Waop-

3.2.2 Sémantique d’un automate étendu

La notion de calcul et d’acceptation d’'un automate étendu est aussi dé-
crite par un jeu comme suit.

Définition 3.2.3 Soit A = (A, )\, Q,Q°,Q",qo, 5, Acc) un automate étendu
et P = (A, A, S, sp,e,\) un processus. Le jeu d’acceptation G(A, P) est un
graphe (Vg, V1, vg, Edge, Accg) définit comme pour un automate simple, au-
quel on ajoute de nouvelles arétes :
— Depuis chaque sommet (g, s) et pour tout O,€ (g, A(s)) il y a une
aréte dans Fdge vers L si e(s,a) est défini mais différent de s, et vers
T sinon.
— Depuis chaque sommet (g, s) et pour tout &,€ (g, A(s)) il y a une
aréte dans Fdge vers L si e(s, a) est défini et égale a s, et vers T sinon.
— Depuis chaque sommet (g, s) et pour tout ||,,€ (g, A(s)) il y a une
aréte dans Edge vers L si e(s,a) et e(s,b) sont définis mais pas égaux,
et vers T sinon.
— Depuis chaque sommet (g, s) et pour tout M,,€ d(¢, A(s)) il y a une
aréte dans Fdge vers L si e(s,a) et e(s,b) sont définis et égaux, et vers
T sinon.

Notation 3.2.4 On note AUTO(A,A,O , &, || , 4) Pensemble des auto-
mates étendus sur 'alphabet A avec les propriétés locales A. On appelle
automate avec événements inobservables et indiscernables ces automates.

On note AUTO(A, A, O , %) 'ensemble des automates étendus sur ’al-
phabet A avec les propriétés locales A n’ayant aucune transition vers A x A x
{ll , X}. On appelle automate avec événements inobservables ces automates.
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On note AUTO(A, A, || , 1) Pensemble des automates étendus sur 1’al-
phabet A avec les propriétés locales A n’ayant aucune transition vers A x {O
, I}, On appelle automate avec événements indiscernables ces automates.

Les ensembles AUTO(A, A, O ), AUTO(A,A, ©), AUTO(AA, |l ),
AUTO(A, N, ), AUTO(A, A, F, )), etc... sont définis de fagon similaire.

3.2.3 Automate étendu nondéterministe

Définition 3.2.5 Un automate étendu A = (A, A, Q, Q3 Q", qo, 5, Acc) est
biparti si, pour tout ¢ € QQ et E C A, on a:

— Sige @ alors 6(¢q, E) C {e} x Q.

~ Sige Q" alors 6(q, E)n{e} x Q = 0.

Définition 3.2.6 Un automate étendu A = (A, A, Q, Q> Q", qo, 5, Acc) est
nondéterministe si il est biparti et pour tout a,b € A, q,q1,q2 € Q et E C A,
on a:

Si Oq€ d(q, E), alors 6(¢q, E) N ({a} x Q) = 0.
Si (a’7 ql)a (a'v 92) € 5((]7 E)a alors g1 = q2.
Si (CL, ql)a (b7 q2)7 ~L~Lat,bE 5(% E)a alors q1 = g2.

Nous introduisons maintenant une réécriture des automates étendus qui
nous sera utile dans la section suivante.

Définition 3.2.7 Soit A = (A, A, Q, Q> Q", q,J, Acc) un automate étendu
nondéterministe. On dit que A est complet si pour tout ¢ € Q¥ et E C A, si
+a& 0(q, E) et Oa¢ 0(q, E) alors il existe ¢’ € Q7 tel que (a,q') € §(q, E).

Proposition 3.2.8 Tout automate étendu nondéterministe est équivalent a
un automate étendu nondéterministe complet.

Preuve : Définissons d’abord complet(A) Pautomate suivant (A, A, Q, QU
{g77}, Q" U {q1"}, qo, 9, Acc) avec Acd = Acc U Q*(qtg7")~. Clest lau-
tomate complet identique & A auquel on ajoute, pour tout ¢ et £ C A,
(a,q73) € 0(q, E) si »4¢ 6(q, E), Ot 6(q, E) et (A x Q) Nd(q, E) = 0. De
plus, pour tout £ C A, §(qt°, E) = {(g,q7")} et 5(q7", E) = {(a,qT7) 1 a €
A} On peut vérifier que A et complet(.A) ont les mémes modéles. [J

3.3 Spécifications d’information partielle

Nous présentons ici quelque exemples de contraintes d’observabilité et
d’indiscernabilité.
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De nombreuses études considérent que les événements inobservables sont
fixés comme le traduit la spécification suivante.

Exemple 3.3.1 Supposons que I’ensemble des événements A est partitionné
en l'ensemble des événements observables Ap et I'ensemble des événements
inobservables Ayo. Soit A(Ap) un automate avec événements inobservables
ayant un seul état universel ¢ de parité nulle et la fonction de transition :

dq) ={(a,q) :a € Ay U{O4: a € Ap}

Un controleur @) satisfait A(Ap) si les transitions étiquetées par un évé-
nement inobservable sont des boucles. Donc les comportements de () sont
identiques qu’'un événement inobservable se produisent ou non.

On peut aussi considérer le cas ou les événements indiscernables sont
fixés.

Exemple 3.3.2 Supposons que I’ensemble des événements A est partitionné
en classes d’événements indiscernables noté IT = {Ay, Ay, ..., A, }. Soit A(II)
un automate avec événements indiscernables ayant un seul état universel ¢
de parité nulle et la fonction de transition :

3(q) ={(a,q) :a € Ay U{llap: Fi.a,be A}

Un controleur @ satisfait A(I1) si les transitions appartenant au méme élé-
ment de II atteignent le méme état. Donc les comportements de () sont
identiques aprés deux événements indiscernables.

On peut aussi spécifier un lien entre la controlabilité et ’observabilité,
comme le fait que les événements inobservables sont incontrolable.

Exemple 3.3.3 Soit Ayomue = (A, Q, q0, 24, qo, 9, Q) 'automate simple avec :
— 0(q) ={(e,B), B C A}
- 0(B) ={(a,q) :a € A} U{Oq, —a:a € B} U{Hs: a ¢ B}
Un modéle de cet automate doit avoir une a-transition quand il a une a-
boucle. Donc il ne peut pas interdire les événements inobservables.

Le cas ou l'observabilité d’un événement dépend du comportement du
SED est illustré dans I'exemple suivant. On peut adapter facilement cet
exemple pour exprimer des contraintes dynamiques (dépendant du SED)
pour l'indiscernabilité.

Exemple 3.3.4 Soit f,b € Aet Q = {qs, q}-
Soit Arp = (A, Q,0,Q, g, d, Q¥) un automate simple avec :
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= 6(q0) = {(a,q0) : a # fYU{(f,qr)}

= 0(qr) ={(a,q) : a € A U{Ow}
Un controleur est un modele de Ay, si toute b-transition apres I'occurrence
de I’événement f est une boucle. Ainsi, aprés une “erreur” f, b devient inob-
servable.

3.4 Théoréme de simulation pour les automates
étendus

Dans cette partie, nous montrons qu’il existe un théoréme de simulation
pour les automates étendus comme 'affirme le théoréme 3.4.1.

Théoreme 3.4.1 Tout automate étendu est équivalent 4 un automate étendu
nondéterministe.

3.4.1 Lien entre automates étendus et automates simples

Définition 3.4.2 Soit A un ensemble. On note 114 I’ensemble des partitions
de la forme {N, Ay, A, ..., A,} ol uniquement N et Ay peuvent étre vides.
Soit n un entier. On note [n] I'ensemble {0,1,...n} et |n] 'ensemble

{1,...n}.

Définition 3.4.3 Soit P = (A, A, S, sp, e, A\) un processus sur A. On note,
pour tout s € S, IIp(s) la partition {Np(s), Lp(s), A1,..., Ay} € 14 telle
que :

— a € Np(s) si et seulement si e(s, a) n’est pas défini.

— a € Lp(s) si et seulement si e(s,a) = s.

— Pour tout i € [p] et a,b € A;, on a e(s,a) = e(s,b).

— Pour tout 4,5 € |p| tel que i # j,a € A;et b€ Aj,onae(s,a) # e(s,
On note P le processus (A, A, S, so,e,x> tel que, pour tout s € S, /)\\(s)

(A(s), Ip(s))-

Définition 3.4.4 Soit A = (A, A, Q, Q> Q", qo, J, Acc) un automate étendu.
Soit qc Q, ECcAetm= {N,Ao,Al,AQ,...,AP} € HA.

b).

Si g € Q¥, on note C4(q, m, E) la condition C; A Cy A C3 A Cy ol :
- 1 ={a:0,€6(q, E)} € (NUA)
~Cy={a:,e0(q, E)}NAy=10
— (3 = pour tout a,b tel que ||,,€ d(q, E), il existe ¢ € [p] tel que
{a,b} C N U A4,



Théoréme de simulation pour les automates étendus 53

— C4y = pour tout a,b tel que Y,,€ d(q, E), et pour tout i € [p|, on a
{a,b} ¢ A;
Si g € @7, on note D4(q,m, E) la condition Dy V Dy V D3V Dy ot :
~ Dy ={a:0.€6(q, E)} N (N U Ay) # 0.
~ Dy={a:H€0(q. E)} ¢ Ap.
— D3 = ilexistei € [p] et a,b € Atelque |[,4€ 0(q, E) et {a,b} C NUA,;.
— Dy = ilexiste a, b tel que Y, € 0(q, E) et pour tout i € [p|, {a,b} ¢ A;.

Définition 3.4.5 Soit A = (A, A, Q, Q7 Q, qo, 5, Acc) un automate étendu.
On note A I'automate simple (A, A x 14, Q’, Q°U{qr},Q"U{q.}, qo, 9, Acc)
o1 Q' = QU {gr}UQ"U{q.} et avec, pour tout E € 2, 7 €Il et ¢ € Q,
on a :

~ ~

5(QJ_7 (Eaﬂ-)) = (qT7 (E,ﬂ')) =0
et
. {(e,q7)} si g € Q7 et Dy(q, 7, E) vrai
(g, (E,m)) = ¢ {(e,q1)} siq € Q" et Culg, m, E) faux
6(q, E) = (Ax {0, F}UAx Ax{]], d}) sinon

Théoreme 3.4.6 Soit A un automate étendu sur A et P un processus. P =
A si et seulement si P F A.

Preuve : Soit (g, s) une position des jeux G(A, P) et G(A\, ﬁ) Sige @3, on
peut vérifier qu’il existe une aréte vers T dans G(.A, P) a cause des transitions
dans Ax {0, FJFUAx Ax{|], 4} si et seulement si D 4(q,TIp(s), A(s)) est
vrai. De plus, si ¢ € QV, on peut vérifier qu’il existe une aréte vers L dans

G(A, P) a cause des transitions dans A x {O , F}U A x A x {|], Y} si et
seulement si C'4(q,I1p(s), A(s)) est faux. O

3.4.2 Automate simple réduit

Notation 3.4.7 On suppose qu’il existe un ordre totale, noté <4, sur I’al-
phabet A. Pour tout 7 = {N, Ay, A1,... A,} € Il14, on note Min<,(m) en-
semble

p
U min<,{a € A;}
i=1

et Min€ (m) son complémentaire dans A.

Définition 3.4.8 Soit A = (A, A x 14, Q, Q7 Q% q,d, Acc) un automate
simple. On dit que A est réduit si pour tout g € Q, E C Aet m € Il4 on a:

§(q, (B, m)) N MinS (7) x (QU{—1}) =0
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Définition 3.4.9 Soit P = (A, A x Il4, S, s9,e,A) un processus sur A X
IT4. On appelle réduction du processus P, noté R(P) le processus (A, A x
14,5, so, R(e), A) tel que, pour tout s € S avec A(s) = (F,7) on a :

Drpy(s) = Ming, ()
et pour tout a € Drp)(s), on a R(e)(s,a) = e(s, a)

Proposition 3.4.10 Soit A un automate simple réduit et P un processus.
P E A si et seulement si R(P) F A.

Preuve : On peut vérifier que les jeux G(A, P) et G(A, R(P)) sont iden-
tiques. [

Proposition 3.4.11 Soit A un automate simple réduit. Alors il existe un
automate simple nondéterministe réduit équivalent a A.

Preuve : Soit B = (A, AxIl4, Q, Q7 Q. q, , Acc) un automate nondétermi-
niste équivalent a A. Soit B’ l'automate nondéterministe réduit
(AN, Q,Q°, Q% qo,0', Acc) avec, pour tout ¢ € Q¥, §(¢,7) = d(q,7) —
Min€ (m) x (Q U {— }). On peut vérifier que, pour tout processus P =
(A, A x T14, S, s0,e,A) , les jeux G(B, R(P)) et G(B', R(P)) sont identiques
puisque, pour tout s € S tel que A(s) = (E, ), Drep)(s) N Ming (n) = 0.
Ainsi, avec la proposition 3.4.10, on a P F A si et seulement si R(P) F A
si et seulement si R(P) F B si et seulement si R(P) F B’ si et seulement si
PEB.O

3.4.3 Réduction d’automates simples

Définition 3.4.12 Soit A = (A, A x 114, Q, Q% Q" U{qr}, q,d, Acc) un au-
tomate simple sur A x II4. On appelle réduction de 'automate A, noté
R(A) lautomate réduit (A, A x Il4,Q, Q7 Q, qo, R(5), Acc) tel que pour
tout g € Q, EC Aet m={N, A, Ay,... Ay} €I, 0ona:
— Si g € Q", alors R(6§)(q, (E,n)) contient :
- 8(g.(B.m) — (MinC, ()  (QU{— })
— (g,¢) si il existe a € Ay tel que (a,q') € d(q, (E, 7))
— (a,q) siil existe ¢ € |p] tel que a € A;N Min<,(m) et il existe b € A;
tel que (b,q¢') € 6(q, (E,T)).
— Si g € Q7 alors R(6)(q, (E,)) contient :
= 8lq, (Bom) — (Min€, (7) x (QU{— }))
— (g,¢) si il existe a € Ay tel que (a,q') € d(q, (E, 7))
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— (a,q) siil existe ¢ € |p] tel que a € A; N Min<,(m) et il existe b € A;
tel que (b,¢') € d(q, (E,m)).
~ (1) 81 6(a, (B,m) 0 (Ming, (m) — N) x {— }
= Slgrs (B,m) = b

Théoreme 3.4.13 Soit A un automate simple sur A xII4 et P un processus.
P E A si et seulement si P E R(A).

Preuve : On peut vérifier que les jeux G(A, P) et G(R(A), P) sont identiques
a 'exception de certaines arétes depuis un état existentielle vers T dans le
jeu G(A, P), remplacées par des arétes vers la position gagnante gt dans le

jeu G(R(A), P). O

3.4.4 Lien entre automate simple nondéterministe ré-
duit et automate étendu nondéterministe

Définition 3.4.14 Soit A = (A, A x 114, Q, Q°, Q, qo, d, Acc) un automate
simple nondéterministe réduit sur A x I14. On note A" l'automate étendu
(AN, Q,Q7, QY x 114, qo, 8, Acc”) sur A, avec, pour tout ' € 2%, 7 € 14 et
q€Q,on a:
- Sige @ alors 6¥(q, E) = {(¢, (¢, 7)) : (6,4) € d(q, (E,m))}
~Sige Q" et m={N, A A,... Ay}, alors 6"((¢q, ), E) contient :
= (g (B.m)
~{Ou:a € A} U{Fuia & Ao}
— lap siil existe i € [p] tel que a,b € A;
~ Hapsiac A, be Aj tel quei # j
— Acc” est 'ensemble des suites infinies dans Q7 U (Q" x I14) dont les
projections sur Q7 U Q¥ sont dans Acc.

Lemme 3.4.15 AV est un automate étendu nondéterministe.

Théoreme 3.4.16 Soit A un automate simple nondéterministe réduit sur
A x IT4 et P un processus. P F A si et seulement si P E AV.

Preuve : On peut vérifier que pour tout ¢ € Q7, m, 7’ € Il et E C A, on

Fiem. ) = { Lot ST

Donc, la position (g, s) avec ¢ € Q" et \(s) = (E,7) du jeu G(A, P) a les
mémes arétes sortantes que la position ((¢, 7), s) du jeu G(AY, P).
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De plus, si g € Q7,7 € Iy et E C A, on a Dyv(q, 7, E) est faux car
0"(q, (B, m) N (Ax{O,F}) et 6¥(q, (B, 7)) N (Ax Ax{]l, {}) = 0. Donc

~

oV(q, (B, m)) =0"(q, E) ={(c, (¢, 7)) : (e,¢) € 6(q, (E, "))}

Soit P = (A, A x 114, S, s9,e,\) un processus sur A x II4 et une position
(q,s) du jeu G(;W,P) avec ¢ € Q7 et \(s) = (E, 7). D’aprés (SAV(q, (E,m)), il
y a pour tout 7’ € Il4, une aréte depuis (g, s) vers ((¢,7'),s). Or ((¢,7'), s)
est une position perdante si 7w # 7'. On peut donc restreindre les transitions
de §V(q, (F,m)) comme suit :

A~

0V(q, (E,m)) ={(e, (¢, ™)) : (e,¢) € 6(q, (E, 7))}

Donc, chaque aréte depuis la position (g, s) avec ¢ € Q7 et \(s) = (E, ) vers
la position (¢/,s) du jeu G(A, P) correspond & une aréte depuis la position
((g,m),s) vers la position ((¢',7), s) du jeu G(AY, P). O

3.4.5 Preuve de théoréme de simulation 3.4.1

~

Soit B un automate nondéterministe réduit équivalent & R(A). On a P F
A si et seulement si P F A si et seulement si P F R(A) si et seulement si
P E B si et seulement si P E BY si et seulement si P F BY. O

3.5 Satisfiabilité des automates étendus

Définition 3.5.1 Soit A = (4, )\, Q, Q% Q", q,, Acc) un automate étendu
nondéterministe complet (voir Section 3.2.3).
Soit G(A) le jeu (Vy, Vi, v, Edge, Accg) avec :
~ Vo=Q% et Vi = Q" x A x II4 (voir Notation 3.4.2)
— Pour tout q,¢' € Q, E C Aet m = {N, A, Ay, As, ..., Ay} € 114, on
a une aréte (q, (¢, E,m)) € EdgeN'Vy x Vi si (g,4¢") € 0(q, E) et pour
tout a € A, on a :
~ Si —,€ 6(q, F) alors a ¢ N.
Si »,€ (g, E) alors a € N.
Si O4€ d(q, F) alors a € Ag U N.
Si € 6(q, F) alors a ¢ Ay.
Si [lap€ 6(q, E) alors il existe i € [p] tel que {a,b} C A; UN.
— Si Was€ d(q, E) alors pour tout i € [p], {a,b} ¢ A,.
— Pour tout ¢,¢ € Q, E C Aet m = {N,Ap, A1, As,..., A} €114, on
a une aréte ((¢, E,m),q") € EdgenN Vi x Vj si et seulement si il existe
a¢ N tel que (a,q') € 0(q, E).
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— Accg est Pensemble des éléments de (Vo U V4)“ dont la projection sur
@ est dans Acc.

Théoreme 3.5.2 A chaque stratégie gagnante a mémoire finie dans G(A)
on peut faire correspondre un modéle de A.

De plus, tous les modéles de A, & bisimulation prés, peuvent étre obtenu
de cette maniére.

Corollaire 3.5.3 Soit A un automate étendu nondéterministe complet. A
a un modéle si et seulement si il existe une stratégie gagnante dans G(A).

Preuve du théoréme 3.5.2 : On suppose de plus que pour tout a,b € A
et 4,41, 92 € Qa on a:

si (a,q1), (b,q2) € 6(q) et [lap 0(q) alors g1 # go (3.5.1)

Il suffit pour cela de dupliquer certains états de A

Soit P = (A, S, so,e) un processus. Supposons que P F A. Soit o :
Q7 xS x H — Q" x S avec la fonction d’histoire hist : H x Q x S — H, une
stratégie gagnante dans le jeu G(A, P). Définissons maintenant une stra-
tégie gagnante dans G(A) o' : Q° x H — QY x A x II4 avec la fonc-
tion d’histoire hist’ : H' x (Vo UV}) — H oun H' = @ x S x H. Soit
(g,8,h) € Q% x S x H tel que o(q,s,h) est défini et égale a (qi,s). Alors
o'(q,(q,s,h)) est défini et égale a (q1, A(s), [Ip(s)) (voir définition 3.4.3) et
hist'((q, s, h), (q1, A(s),I1p(s))) = (g1, s, h1) ou hy = hist(h,(q,s)). De plus
si il y a une aréte depuis (g1, A(s),IIp(s)) vers g dans G(A), alors il existe
a ¢ Np(s) tel que (a,q2) € d(q1, A(s)). alors hist'((q1, s, h1),q2) = (g2, S2, ha)
avec sy = e(s,a) et hy = hist(hy, (qe, $2)) (hist’ est bien définit grace a la
propriété 3.5.1).

Donc laréte depuis (g1, A(s), I p(s)) avec Ihistoire (g1, s, hy) vers g avec
I'histoire (gg, $2, he) dans G(A) correspond a l'aréte depuis (qq, s) avec I’his-
toire hy vers (gg, S2) avec 'histoire hy dans le jeu G(A, P).

Réciproquement, supposons qu’il existe une stratégie gagnante o’ : Q7 x
H' — QY x A x Il avec la fonction d’histoire hist’ : H' x (Vo UVy) — H’
et I’histoire initiale h{, dans le jeu G(.A). Soit P = (A, S, so, e, \) le processus
défini comme suit :

= S0 = (qo, hp)

- S={(q,) € @ x H": 0'(q, I') est défini}

- Mg,h)=FEsid(q,l)=(q, E,7)
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— Soit (q,h') € @ x H avec o'(q, 1) = (q1, E,7) et

™ = {N,L,Al,AQ,...,AP}.

— Dp(q,h)={a€A:a¢ N}

—e((g,1),a) = (¢, I') stae L

a e((qa h,)7 a) = (q27 h2) si il existe ¢ tel quea € Aia (aa q2) € 5(Q17 A(Qa hl))

et hg = hiSt/(hl, (ql, E, 7T))

(Le fait que A soit complet nous assure que les transitions de P sont bien
définies.) Soit o : Q2 x (Q7 x H') — Q" une stratégie dans le jeu G(A, P)
telle que o(q, (g, h')) est définit et égale & ¢y si 0'(q, h') est défini et égale a
(¢1, E, 7). On peut aisément vérifier que o est gagnante. [

3.6 Décidabilité du controle centralisé

Nous formulons le probléme de controle centralisé avec événements inob-
servables et indiscernables, noté PCCOI, comme suit :

Soit un processus P, un automate simple A et un automate étendu B.
Existe-t-il un controleur @ tel que Q F Bet Px Q F A?

Le probleme PCCOI est décidable. C’est, comme pour le cas avec ob-
servation totale de la partie 2.2, la conséquence de I’existence d’un quotient
d’automate simple par un processus A/P et de la satisfiabilité des auto-
mates étendus (ainsi que la cloture par intersection pour avoir les modéles
de A/P A B).

Nous avons prouvé que la satisfiabilité des automates étendus est déci-
dable. Dans cette partie, nous prouvons le théoréme 3.6.1 qui montre que
cette opération de quotient existe aussi pour les automates étendus.

Théoreme 3.6.1 Soit A un automate étendu et P un processus. Il existe
un automate étendu A/ P tel que :

Q E A/P si et seulement si P x Q F A.

On appelle quotient d'un automate étendu par un processus 'opération qui
a A et P associe 'automate A/P. Nous allons maintenant démontrer le
théoréme 3.6.1

3.6.1 Définition de A/P

Notation 3.6.2 Soit A = (A, A, Q, Q7 Q%,q,d,r) un automate étendu a
parité et P = (A, A, S, sp, €, \) un processus.
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Siqe Q', EC Aets e S, onnote C(q,E,s) = C; A Cy A Cs la condi-
tion ou :

C) = pour tout a € A, si —, € d(q, EU A(s)) alors e(s,a) est défini.

Cy = pour tout a,b € A, si [|,p€ 0(q, EUA(s)) et e(s,a) et e(s,b) sont
définis, alors e(s,a) = e(s, b)

C3 = pour tout a € A, O, € (g, E U X(s)) et e(s,a) est défini, alors
e(s,a) = s.

Sige @, EC Aets e S,onnote D(q,E,s) = D;V Dy V D3V Dy V
D5V Dg V D7 la condition ou :

D, = il existe a € A tel que e(s,a) n'est pas défini et »,€ d(q, E U A(s)).

D, = il existe a € A tel que e(s,a) n’est pas défini et ||,,€ 6(q, E U A(s)).
D3 = il existe a € A tel que e(s,a) n’est pas défini et [, ,€ d(q, E U A(s)).
Dy = il existe a,b € A tel que e(s,a) et e(s,b) sont définis mais pas égaux

et War€ 0(q, E U A(s)).

D5 = il existe a € A tel que e(s,a) n'est pas défini et O,€ §(q, E U A(s)).
D¢ = il existe a € A tel que e(s,a) n’est pas défini et F,€ d(q, E U A(s)).
D; = il existe a € A tel que e(s,a) est défini mais pas égale a s et

€ 0(q, EUA(s)).

Définition 3.6.3 Soit A/P = (A, A, Q/,Q?,Q\;, (90, $0),0/,7/) Tautomate
étendu défini comme suit :

- Q=@ xSU{q}et Q7 =Q"x SU{gr}.

— Pour tout g € Q et s € S, r/(q,s) =7r(q) et r/(q) =7/(q7) =0

— Pour tout E C A, on a d(q,E) =0d(¢r,E) =10

- Si E C A, (¢,5) € QF et D(q,E,s) est vrai, alors §((q,5), E) =

{‘(67 QT)}

- Si E C A, (gs) € Q\; et C(q, E,s) est faux, alors 6((q,s),F) =
(a0}

~ SiECA,(g,5) € Q] et D(q, E, s) est faux, ou (¢,5) € Q] et C(q, E, s)
est vrai, alors §,((¢, s), E) contient :
— =4 81 —,€ (g, EUX(s)) et e(s,a) est défini.
— 4 81 #,€ 0(q, EUX(s)) et e(s,a) est défini.
— Uap st lap€ 6(q, EUA(s)) et e(s,a) et e(s,b) sont définis et égaux.
— Wap st Map€ 6(q, EUX(s)) et e(s,a) et e(s,b) sont définis et égaux.
— Oa st Og€ 0(q, EUA(s)) et e(s,a) est défini et égale a s.
— K, st F€ 0(q, EUA(s)) et e(s,a) est défini et égale a s.
— (a,(q1,51)) si (a,q1) € 0(q, EUA(s)) et e(s,a) = sq.
~ (e, (a ) 5i (6,1) € 3(g, EUA(5)).
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3.6.2 Preuve : Si QF A/P alors PxQF A

Soit Q = (A, A, 5", 55, €/, \') un processus.

Soit 0/ : @ x S x S — Q¥ x S x S une stratégie positionnelle gagnante
dans le jeu G(A/P, Q). Nous assumons aussi que si il existe une aréte de-
puis ((¢, s), s') avec ¢ € Q2 vers ((gr,s),s’) ou vers T, alors 0/((g, s),s') est
égale & ((gt,s),s’) ou & T. Nous allons maintenant prouver qu’il existe une
stratégie gagnante o dans le jeu G(A, P x Q).
Observons que si il existe une aréte depuis ((q, s),s’) vers (gr,s’) dans
G(A/P,Q), alors D(q, N'(s'),s) est vrai et il y a une aréte depuis (g, (s, "))
vers T dans G(A, P x Q). Supposons qu’il y a aréte depuis ((q, s),s’) vers T
dans G(A/P,Q) et que 0/((q,s),s’) est défini. Alors D(q, N'(s'), s) est faux
et on a 'un des cas suivants :
— Soit —,€ 9/,((q,5), N (s)) et €(s',a) est défini. Donc —,€ d(q, A(s) U
N(s") et e(s,a) est défini.
— Soit »,€ §/((q,5), N (s')) et €'(s',a) n'est pas défini. Donc =,€ 6(g, A(s)U
N(s')) et e(s,a) est défini.
— Soit [|.p€ 0,((q,5), N (s")) et €'(s',a) ou €'(s',b) n’est pas défini. Donc
Las€ 8(g, A(5) U N (57).
— Soit [lap€ 0/((q,5),N(s")) et €'(s',a) et €'(s',b) sont définis et égaux.
(

Donc [|q5€ d(q, A(s ) UNXN(s')) et e(s,a) et e(s,b) sont définis et égaux.
— Soit Wape 6/((q, s ) '(s)) et €'(s',a) ou €(s',b) n'est pas défini. Donc
Jﬁfa,be 6(qa ( ) ( ))

— Soit HMap€ 6,((q,5), N (s")) et €'(s',a) et €'(s',b) sont définis mais pas

égaux. Alors [[,€ (g, A(s) UN(s)).
— Soit Oa€ 6,((q,5), N(s")) et €'(s', a) n’est pas défini. Donc Oq,€ (g, A(s)U
N(s)).

— Soit Oq€ 0,((q,5), N (s")) et €'(s',a) = s'. Donc Oq€ 0(q, A(s) U N (s))
et e(s,a) = s.

— Soit Fa€ 6/((q,5), N (s')) et €'(s', a) n’est pas défini. Donc ¢, € §(q, A(s)U
N(s)).

— Soit (F,€ 6/((q,5),N(s")) et €'(s',a) # s'. Donc F,€ d(q, A(s) UN(s")).
Dans tous ces cas, on a une aréte depuis (g, (s,s")) vers T dans G(A, P x
Q). Donc la stratégie o dans G(A, P x Q) est identique & o, excepté si
0/((q,8),5") = ((qr, 8), ') alors a(q, (s,8')) = T.

Supposons qu’il existe une aréte depuis (g, (s,s’)) avec ¢ € QY vers
(q1, (s1,51)) dans G(A, P x Q) tel que ((g,s),s’) est accessible par o, dans
G(A/P,Q). C(q, N(s'), s) doit étre vrai car autrement, il y a une aréte depuis
((g,s),s") vers la position perdante (qy,s") dans G(A/P, Q). Ainsi il y a deux
cas; soit (a,q1) € 0(q, A(s) UN(s)) et e(s,a) = s1 et €/(s',a) = s} ou soit
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(e,q1) € 6(q, A(s) UN(s')) et s = 51 et s’ = s|. Mais dans les deux cas, il
y a une aréte depuis ((¢, s),s’) vers ((q1, $1), s}) dans G(A/P, Q). 1l reste a
vérifier qu’il n’y a pas d’arétes depuis (g, (s, s')) avec ¢ € Q7 vers L dans
G(A, P x Q).

— Si —,€ d(g, A(s) U N (s')) alors e(s,a) est défini a cause de la partie
Cy de la condition C(q, N'(s),s). Donc —q€ 0,((q,5), ' (s")) et alors
¢'(s',a) doit étre défini car ((q,s),s’) est une position gagnante dans
G(A/P, Q).

— Supposons que »,€ 0(q, A(s)UN(s')). Si e(s, a) n’est pas défini alors e x
¢'((s,s), a) n'est pas définit. Si e(s, a) est défini alors =,€ d,((q, s), N'(s')).
Puisque ((g, s), s’) est une position gagnante dans G(A/P,Q), €'(s, a)
doit étre défini.

— Supposons que [|,,€ d(q, A(s)UN(s")). Soit e(s, a) ou e(s, a) ne sont pas
défini, soit ils sont définis et la partie Cy de la condition C'(g, N'(s'), s)
implique qu’ils sont égaux. dans ce dernier cas, ||,5€ 9/((q, ), N'(s')).
Puisque ((g, s), s') est une position gagnante dans G(A/ P, Q),si€'(s'; a)
et €'(s',b) sont définis, alors ils doivent étre égaux.

— Supposons que M, ,€ 6(q, A(s) UN(s')). Sie(s,a) et e(s,b) sont définis
et égaux, alors M€ 6((q,s),N(s)). Donc si €'(s',a) et €'(s',b) sont
définis, alors ils sont égaux.

— Supposons que O, € d(g, A(s)UN(s")). Soit e(s, a) n’est pas défini ou soit
e(s,a) est défini et la partie C5 de la condition C(q, N'(s'), s) implique
que e(s,a) = s. Dans ce dernier cas, O,€ 0,((q,5), N (s")). Puisque
((q,s),s") est une position gagnante dans G(A/P,Q), si €/(s',a) est
défini alors €/(s',a) = s.

— Supposons que F,€ 5(q, A(s) UN(s')). Si e(s, a) est défini et égale a s,
alors (f,€ 0,((q,5), N'(s")). Donc si €'(s', a) est défini, alors €'(s', a) # s.

U

3.6.3 Preuve: Si Px QF Aalors QF A/P

Soit 0: Q7 x S xS — Q¥ x S x S une stratégie gagnante positionnelle
dans le jeu G(A, P x Q). Nous assumons aussi que si il y a une aréte depuis
(q,(s,8") avec g € Q2 vers T, alors o(q, (s,s")) est égale a T.

Nous allons maintenant prouver qu’il existe une stratégie gagnante o,
dans le jeu G(A/P, Q). Supposons que il y a une aréte depuis (g, (s, s’)) avec
q € Q3 vers T dans G(A, P x Q). Alors on peut prouver que soit il y a une
aréte depuis ((g, s), s’) vers T ou soit il y a aréte depuis ((q, s), s') vers (g, ")
dans G(A/P, Q). Ainsi, nous définissons 0, comme étant égale & o excepté si
il y a une aréte depuis ((q, s), s') vers (¢, s') alors a,((q, s), s') = ((q7, 5), 8).

Supposons qu’il y a une aréte depuis ((g, s), s') avec ¢ € Q" vers ((q1, 51), ;)
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dans G(A/P,Q) tel que (g, (s,s’)) est accessible par o dans G(A, P x Q).
D(q,N(s),s) doit étre faux car autrement il y a une aréte depuis (g, (s, s’))
vers la position perdante L dans G(A, P x ). Ainsi, il y a deux cas. Soit
(a,(q1,51)) € 6/((q,s), N (")) et €(s',a) = s} et alors (a,q1) € d(q) et
e(s,a) = s1. Ou soit (¢, (q1,5)) € 0,((q,5),N(s")) et s = 51, s = s et
alors (e,q1) € 0(q,N'(s") U A(s))) Dans ces deux cas, il y a une aréte depuis
(q,(s,s")) vers (q1, (s1,5))) dans G(A, P x Q).

Il reste a vérifier qu’il n'y a pas d’arétes depuis ((g, s),s’) avec ¢ € Q"
vers | ou vers (q,,s') dans G(A/P, Q).

— Si —4€6/((q,5),N(s")) alors —,€ 0(q, N'(s) UA(s))) et e(s,a) est dé-
fini. Donc la partie C; de la condition C'(g, N'(s'), s) est vrai. Puisque
(q,(s,s")) est une position gagnante dans G(A, P x Q), €'(s,a) doit
étre défini.

— Si»,€0,((q,5),N(s")) alors e(s, a) est défini et =, (g, N'(s")UA(s))),
donc €/(s',a) n’est pas défini.

— Supposons que [|.,€ §/((q,5), N (s)). Alors ||ap€ d(q, N(s") U A(s)),
e(s,a) et e(s,b) sont définis et égaux. Donc la partie Cy de la condition
C(q, N'(s'), s) est vrai. Puisque (g, (s, s)) est une position gagnante dans
G(A,PxQ),sie(s a)ete(sb) sont définis, alors ils sont égaux.

— Supposons que [, € d/((q,5), N(s')). Alors e(s, a) et e(s, b) sont définis
et égaux et f,p€ 0(q, N'(s') U A(s)). Donc si €'(s',a) et €'(s,b) sont
définis, ils ne sont pas égaux.

— Supposons que Oz€ 0,((q,s), N'(s")) alors O,€ 0(q, N'(s") U A(s)) et
e(s,a) = s. Donc la partie C5 de la condition C'(gq, N'(s),s) est vrai.
Puisque (g, (s,s’)) est une position gagnante dans G(A, P x @), si
€'(s',a) est défini, alors il est égale a s.

— Supposons € 6/((q,s), N (s')). Alors e(s,a) = s et H,€ d(q, N(s") U
A(s))). Donc si €/(s', a) est défini alors €'(s', a) # s.

— Puisque les parties C, Cs et Cy de la condition C'(g, N'(s’), s) sont vrais,
C(q, N'(s'),s) est vrai et donc il n’y a pas d’aréte depuis ((g, s), s') vers
(qL,s') dans G(A/P,Q) .

U

3.7 Comparaison des automates simples et éten-
dus
Méme si la définition d’'un automate étendu est plus générale que celle

d’un automate simple, on peut se demander si cette extension permet pour
autant de définir des familles de processus différentes.
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Les automates étendus permettent effectivement de définir des familles
de processus qui ne sont pas définissables par des automates simples. En
effet les automates simples définissent des classes de modéles invariantes par
bisimulation (voir définition 0.4.4 et lemme 1.5.13) alors que ce n’est pas le
cas des automates étendus comme le montre le lemme 3.7.2.

Définition 3.7.1 Soit P = (A, A, S, s, e, \) et P/ = (A, A, S, sp,¢’, \') deux
processus. On dit que P est moins défini que P’ et I'on note P <; P’, si
P < P’ (voir Définition 0.4.2) et, pour tout état (s,s’) du produit P x P,
les propriétés suivantes sont vérifiées :

— Si e(s,a) est défini et égale a s, alors €'(s',a) = §'.

— Sie(s,a) et e(s,b) sont définis et égaux, alors €/(s',a) = €'(s, b).

— Ap(s) 2 Ap(s')
On note P =4 P quand P <4, P’ et P’ <, P.

Lemme 3.7.2 Soit P et P’ deux processus tels que P =; P’ et A un auto-
mate étendu. Alors P F A si et seulement si P’ E A.

Preuve : La relation P <; P’ décrite ci-dessus, stipule que les comporte-
ments de P sont inclus dans ceux de P’ et que les événements inobservables
pour P sont inobservables pour P’ et, de méme, les événements indiscernables
pour P sont indiscernables pour P’. La propriété Ap(s) = A\p:(s’) nous assure
que le processus P’ a les mémes propriétés locales que P. On peut alors véri-
fier que P =4 P’ implique que P et P’ sont des modéles des mémes automates
étendus. [

Remarque 3.7.3 Cependant, méme si les familles de processus spécifiées
par les automates simples et étendus sont différentes, ces familles sont peut-
étre identiques a bisimulation prés. La proposition suivante I'affirme pour les
automates étendus dans AUTO(A, A, ¥ }) (voir notation 3.2.4).

Proposition 3.7.4 Soit A € AUTO(A, A, 5 M) et P un processus. Alors
il existe un automate simple B tel que P E B si et seulement si il existe ()
bisimilaire & P tel que Q F A.

Preuve : Soit A € AUTO(A, A, & W) et A DPautomate simple identique a
A excepté le fait qu'on a enlevé toutes les transitions dans A x {(f} et dans
Ax Ax{f}. PE Asiet seulement si il existe Q bisimilaire & P tel que
QF A

On a, évidement, @ F A implique Q F A. Donc, si P est bisimilaire

a @, alors P F A. Réciproquement, supposons que P F A avec P =
(A, A, S, s0,e,\). Soit Q = (A, A, 5, s0,€, \') avec :
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- S =(SU{Ls:se€ S} xA)U{sp}

— N(s0) = A(s0)

— Pour tout s€ Aetaec Aona N(s,a) =N(Ls,a) = A(s)

— Dq(s0) = Dp(so)

— Pour tout s € Aet a € Aona Dy(s,a) = Dg(Ls,a) = Dp(s)
— Pour tout a € Dp(sp), on a:

/ | (Lsy, @) si e(sg, a) = so
‘ (So’a) B { (6(507(1)’@) si e(SOaa) 7é S0

— Pour tout s € S et a,b € Dp(s)), on a €((Ls,a),b) = (e(s,b),b)
— Pour tout s € S et a,b € Dp(s), on a:

, (Ls,b) sia=bete(s,b)=s
¢((s,0),b) = { (e(s,b),b) sinon

On peut vérifier que (Q est bisimilaire a P et que Q F A. [

La proposition 3.7.4 ne peut étre étendue aux automates dans AUTO(A, A, O
) ou dans AUTO(A, A, || ) comme le montre la proposition 3.7.5.

Proposition 3.7.5 Il existe des automates A € AUTO(A,A,O) et B €
AUTO(A, A, ]] ) tel que les ensembles {P : il existe Q F A tel que P =, Q}
et {P : il existe Q F B tel que P =, @} ne sont pas définissables par des
automates simples.

Preuve : C’est la conséquence de résultats que nous prouverons ultérieure-
ment aux parties 5.1 et 5.3.

Tout d’abord, on peut vérifier que si deux processus R et R’ sont bisimi-
laires, alors, pour tout processus R”, R x R" et R’ x R” sont bisimilaires. Soit
P un processus, A € AUTO(A,A) et By,B, € AUTO(A, A, ). Supposons
qu’il existe des automates simples BY € AUTO(A,A), i = 1,2, tel que :

Mod(BY) = {Q' : il existe Q F B; tel que Q =, Q'}

Si il existe Q; F B; tel que P x Q; x Q2 F A alors, évidement, Q; F B7.
Réciproquement, supposons maintenant qu’il existe Q) F BY tel que P x
Q) x Q4 E A. Alors il existe Q; F B} tel que Q; et Q) sont bisimilaires. Donc
Px Q) xQsF A Lecasou By € AUTO(A,A, || ) est similaire.

Nous prouverons par la suite, que le probléme de trouver des controleurs
Q; E B; tel que P x Q1 X Q2 FE A (i.e. le probléme de controle décentralisé)
est décidable si B; € AUTO(A, A) (voir section 6.3) et indécidable si B; €
AUTO(A, A, ©O) (voir partie 5.1) ousi B; € AUTO(A, A, || ) (voir partie 5.3).
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Or nous venons de prouver que, si la proposition 3.7.5 était fausse, le probléme
de controle décentralisé avec B; € AUTO(A, A, 0) ou B; € AUTO(A,A, ]])
se déduirait au probléme ou B; les sont des automates simples.

Donc, si la proposition 3.7.5 était fausse le probléme de controle décen-
tralisé pour les automates simples serait indécidable. Contradiction. [

3.8 Propriétés des automates étendus

Dans cette partie nous présentons certaines propriétés des automates
étendus qui peuvent étre vues comme des extensions de résultats pour les
automates simples et qui nous serons utiles dans les chapitres ultérieurs.

3.8.1 Automate étendu sans propriétés locales

Définition 3.8.1 Soit A = (A, A, Q, Q7 Q, q, 9, Acc) un automate étendu
tel que, pour tout ¢ € @ et pour tout E, K" C A, i(q, F) = d(q, E'). On dit
alors que A est sans propriétés locales et on note A = (A, Q, Q, Q" qo, 5, Acc)
avec :

6:Q—>P(((AU{5})xQ)U(Ax{—>,—/»,O,@’})U(AXAX{H,J{}))

Dans cette partie, nous présentons un moyen d’identifier les familles de
processus sur 'alphabet A définies par des automates étendus, a des familles
de processus sur [’alphabet A U A définies par des automates étendus sans
propriétés locales.

Définition 3.8.2 Soit P = (A, A, S, so, e, A\) un processus sur 'alphabet A.
On note P, le processus (AU A, S U A, sg,ep) sur 'alphabet A U A avec
en: (SUA) x (AUA) — SUA et, pour tout s € S, a € Aetl €A,

— ep(s,a) est défini et égale a e(s, a) si e(s,a) est défini.

— ea(s,1) est défini et égale & [ sil ¢ \(s)

— Dp, (1) = 0 (voir Définition 0.3.2)

La figure 3.2 illustre la définition 3.8.2 avec A = {p1, p2}.
Proposition 3.8.3 Soit P,Q) € PROC(A, A) (voir Définition 0.3.1). Alors
Py xQpr= (P xQ)a

Preuve : Soit (s,s") un état de P x Q. On a D(pyg),(5,5") = Dpxo)(s,s)U
(A= Apxq(s,8)) = (Dp(s) N Do(s')) U(A = (Ap(s) UAq(s")) = (Dp(s) U (A -
Ap(8))) N (Do(s") U (A = Aq(s'))) = Dpy(s) N Do, (s') U
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Processus P Processus Pa

Fia. 3.2 -

Définition 3.8.4 Soit () un processus sur 'alphabet A U A sans propriété
locale, c’est a dire Q@ € PROC(AU A, ) (voir Définition 0.3.1). On dit que
Q est 2-étiqueté s'il existe un processus P € PROC(A, A) tel que Py = Q.

Définition 3.8.5 Soit LABELy, = (AU A, Q,0,{q0,w}, 0,0, Q%) 'auto-
mate simple sans propriété locale tel que :

d(q0) = {(a,q0) :a € A} U{(l,qp) : L € A} et §(qp) = {=». :x € AUA}

Lemme 3.8.6 Soit Q € PROC(AUA, () un processus. @ est 2*-étiqueté si
et seulement si Q F LABEL,.

Définition 3.8.7 Soit A = (A, A, Q, Q7 Q, qo, 5, Acc) un automate étendu.
Soit Ay = (AU A, 0,Qa, Qra%, Qr7, qo, 94, Accy) Pautomate sans propriété
locale avec :

- QA =QU(Q7xA)

~ QA= (Q"xNU{T) :qe @ et EC A} U{q}

— Pour tout g€ Q et E €2 ona:
0alg) ={(e,T;) : EC A}
WTY) ={=1(lLgw) : 1€ A= E}U{»p 1 € E}U{(e, (¢, E))}
5A(Q7E) - 5((]’ E)

— oa(qp) ={»s :x € AUA}

— Accy est ensemble des suites de la forme goaqia- - - ot v € (Qp — Q)*
tel que qoqy1 - -+ appartient a Acc.

Lemme 3.8.8 Soit Q € PROC(AU A, ) un processus. @ E A, si et seule-
ment si il existe un processus P € PROC(A,A) tel que PE Aet Py = Q.
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Preuve : Soit Q = (AUA, S, sg, e) un processus tel que Q F A, et oy une
stratégie gagnante dans G(Ay, Q).

Soit (g, s) une position du jeu G(A, P) avec ¢ € Q. Soit P le processus
(A, A, S, s0,ep, Ap) tel que, pour tout s € S, Dp(s) = Dg(s) N A et pour
tout a € A, ep(s,a) =e(s,a) et Ap(s) = A — (Dg(s) NA).

Construisons une stratégie gagnante o dans G(.A, P). Soit (¢, s) une posi-
tion du jeu G(A, P) avec ¢ € Q7. Dans le jeu G(A,, Q), pour qu’'une position
de la forme (T7,s) soit gagnante, il est nécessaire que Dg(s) NA = A — E
et que pour tout I € A — E, Dg(e(s,l)) = 0. Donc, il est nécessaire que
Ap(s) = A= (Dg(s) NA) = A— (A — E) = E. Donc si ox(q,s) = (TV, s)
et oa((q, E),s) = (¢',s') on définit o(q,s) = (¢',s"). On peut alors véri-
fier qu'une aréte de (g, s) a (¢, s’) compatible avec o dans G(A, P), corres-
pond & la suite sommets (g, s), (TqE, s), (¢, E,s),(q,s") dans G(Ay, Q) avec
)\p(S) =F.

Réciproquement, soit P = (A, A, S, sg,e, \) un processus tel que P F
A. On fait correspondre a l'aréte de (¢, s) a (¢/,s") dans G(A, P), la suite
sommets (g, s), (Tq)‘(s), s), (g, A(s)), s), (¢, s") dans G(Ap, Py). On peut alors
vérifier que Py E Ay O

3.8.2 Autres écritures des automates étendus

Définition 3.8.9 Soit A = (A, \,Q, Q7 Q", q,d, Acc) un automate étendu
nondéterministe. On dit que A est spécifié si pour tout ¢ € Q¥ et tout £ C A
on a:

~{a:—,€08(q, E)} U{a :=».,€(q, E)} = A,

~ Si (a,q') € 6(q, F) alors —,€ 6(q, F).
On dit que A est complétement spécifié si A est spécifié et si pour tout ¢ € Q"
et tout £ C Aon a:

~{a:0.€6(q, E)yU{a: F.€0(q, E)} = A,

—{(a,b) :lape 0(q, E)} U {(a,b) :On, Ove 6(q, E)} U {(a,b) : HapE

(g, B)} = Ax A,
— Si O4€ 0(q, F) alors —,€ §(q, ),
— Si [lap€ 0(q, E) alors —,, —p€ 0(q, E), O 6(q, E) et Opé d(q, E).

Définition 3.8.10 Soit un automate étendu A = (A4, A, Q, Q>, Q" qo, 6, Acc)
nondéterministe et ¢ € Q.

On note A, Pautomate étendu (A, A, Q,Q7,Q",q, 4, Acc) identique & A ex-
cepté pour I’état initial changé en ¢. On dit que A est élagué si pour tout
q €@, A, aun modéle.
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Théoreme 3.8.11 Tout automate étendu nondéterministe est équivalent a
un automate étendu nondéterministe complet, complétement spécifié et éla-
gué.

Preuve : Soit A = (A, A, Q,Q7, Q, q, 5, Acc) un automate étendu nondé-
terministe.

Soit speci f(A) automate (A, A, specif(Q), Q2, Q" x4, qo, specif (), Acc)
I'automate complétement spécifié définit comme suit (voir notation 3.4.2).
— Pour tout ¢ € Q7 et tout E C A, specif(§)(q, E) contient (g, (¢, 7))
avec
m={N,Ap, Ar,... Ay} €llssi:
— (e.4') €6(q)
Si —,€ d(q) alors a ¢ N
Si »,€ d(q) alors a € N
Si Ou€ 6(q) alors a € L
Si € 6(q) alors a ¢ L
Si [lap€ d(q) alors il existe 7 tel que a,b € A;
— Si Wap€ 0(q) alors pour tout ¢ tel que a,b ¢ A; et a,b ¢ L
~ Pour tout ¢’ € Q¥, E C A et m € Iy, specif(0)((¢, ), F) contient :
- 6(¢)
— —4,€6(q)sia ¢ N
— »,€0(q)siaeN
— 0.€d(q)siae L
- H€6(q)sia¢ L
— llap€ 6(q) siil existe i tel que a,b € A;
— Wap€ 6(q) si pour tout i, a,b ¢ A; et a,b¢ L
On peut alors vérifier que A et specif(A) ont les mémes modéles.

Soit )y 'ensemble des états ¢ tel que A4, n’a pas de modéle. Soit elag(.A)
'automate (A4, A, Q, Q, Q", qo, elag(d), Acc) définit comme suit, :

— Pour tout ¢ € Q% et E C A, elag(d)(q, E) =0(q, E) — {(£,q) : ¢ € Qp}

— Pour tout ¢ € Q" — Qpet E C A

elag(9)(q, E) = 6(q, E)H{~a: {a}xQuNé(q, E) # 0} —{(a,¢') : ¢’ € Qo}
On peut vérifier que A et elag(A) ont les mémes modéles.
On peut alors vérifier que automate elague(specif(complet(A))) est un

automate complet, complétement spécifié et élagué (voir la preuve de la pro-
position 3.2.8 pour la définition de complet(A)). O
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3.8.3 Combinaison booléenne d’automates étendus

Définition 3.8.12

— On dit que I’ensemble des automates étendus est clos par union si
pour tous automates étendus A, B, il existe un automate étendu dont
I'ensemble des modéles est Mod(A) U Mod(B).

— On dit que ’ensemble des automates étendus est clos par intersection
si pour tous automates étendus A, B, il existe un automate étendu dont
I'ensemble des modéles est Mod(A) N Mod(B).

— On dit que ’ensemble des automates étendus est clos par complémen-
tation si pour tout automate étendu A, il existe un automate étendu

dont I’ensemble des modéles est AUTO(A, A) — Mod(A).

Théoreme 3.8.13 L’ensemble des automates étendus est clos par union,
intersection et complémentation.

Notation 3.8.14 Soit A, B deux automates étendus. On note AVB, AAB et
A% des automates étendus quelconques dont les modéles sont respectivement

I'union des modéles de A et 3, leurs intersection et le complément de Mod(.A)
dans AUTO(A,N).

Preuve du théoréme 3.8.13 : Soit A = (A A, Q,Q7 Q, q, 0, Acc) et
B=(ANCQ, Q% Q" q),d, Acc') deux automates étendus. On suppose de
plus que @ et Q' sont distincts.

Soit AV B l'automate (A, A, QUQ', Q°UQ> U{po}, Q"UQ", po, oy, AccU
Acc) un automate étendu tel que oy (po) = {(£,90), (¢, 40)} et

_J g, E) siqe@
ovig B) = { §(q,E) siqgeq

Soit P un processus. On peut vérifier que P F AV B si et seulement si P F A
ou P FE B.

Soit AA B l'automate (A, A, QUQ', Q°UQ”, Q"UQ" U{po}, po, dv, AccU
Acc) un automate étendu tel que d,(po) = {(£,90), (¢, 40)} et

_J g, E) siqe@
onle, B) = { §(q,E) sigeq

Soit P un processus. On peut vérifier que P F AAB si et seulement si P F A
et P E B. (On peut évidement définir A A B par (A v BY)°.)
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Montrons maintenant que A est clos par complémentation. Supposons
d’abord que A est spécifié. Soit A® 'automate (4, A, Q, Q°¢, Q" ¢, qo, dc, Acce)
tel que

Qe =0Q", Q"¢ =Q7 et Acce = Q¥ — Acc
Pour tout ¢ € Q et E C A, dc(q, E) contient :

- (a,q) si (a, )65(61, E)

— —4 Sl #,€ 5(q, E)

— g 81 —,€ (¢, E)

Oa st F.€ (¢, E)
Fa st Oq€ 0(q, E)

o ua,b si /Jia,bE 5(Q7 E)

o »H«/a,b si ~LLa,bE 5(Q7 E)

Soit P = (A, A, S, s0,e,\) un processus tel que P E A. Soit 0: Q> x S — Q
une stratégie gagnante positionnelle dans le jeu G(A, P). Soit ¢ : Q7 x S —
@ une stratégie dans le jeu G(A°, P). Soit p le chemin compatible avec o et
oc (voir définition 1.3.3). Si p est infini, alors la stratégie o¢ est perdante car
p € Acc puisque o est gagnante. Si p est fini, alors, puisque o est gagnante,
il existe une position (g,s) € Q¥ x S du chemin p dans le jeu G(A, P) tel
que 'unique aréte sortante depuis (¢, s) va vers T. Donc, d’apreés la fonction
de transition d¢, il y a depuis (g, s) une aréte vers L. Donc P ¥ A°. La
réciproque se démontre de facon identique car (A°)¢ = A. [

3.9 Conclusion

Le controle centralisé avec événements indiscernables et événements in-
observables est donc décidable si les spécifications sont exprimées par des
automates étendus. Comme 1’a présenté la partie 3.7, 'expressivité de ces
automates est plus grande que celle du p-calcul. Ils permettent de prendre
en compte les spécifications classiques d’information partielle (voir [LW88,
CDFV88|) mais aussi, comme pour la contrdlabilité, une approche dynamique
des contraintes d’observations et d’indiscernabilités.

La décidabilité du controle centralisé est démontrée grace a 'opération
de quotient A/P d’un automate étendu A par un processus P et aussi grace
a l'opération d’intersection A/P A B de deux automates étendus A/ P et B.
Le probléme de controle est transformé en probléme de la satisfiabilité d’un
automate A/P A B dont la décidabilité est prouvé grace a une extension du
théoréme de simulation et de la théorie des jeux.

La difficulté majeure a été d’établir un théoréme de simulation pour les
automates étendus. Ce théoréme a déja été établi pour le cas des automates
avec événements inobservables (“loop automata”) dans [AVWO03].
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La taille de 'automate .4/ P A B (son nombre d’états), noté [ A/ P AB|, est
|A|-| P|4|B| ot | P| est aussi le nombre d’états de P. L’automate quotient .4/ P
présenté dans ce chapitre reste nondéterministe si A est nondéterministe. Ce-
pendant, 'opération d’intersection des automates A/ P et B ne conserve pas
le nondéterminisme. En général, il existe alors un automate nondéterministe
équivalent a A/ P AB de taille 201987 o1 n = | A|-|P|+|B|. Dans [AVWO03],
les auteurs font remarquer cette complexité peut étre réduite a | P|-200mlgm)
oum = |A| + |B|.

Cet algorithme de synthése de controleur est impléménté par G. Point
dans le logiciel “synthesis” (voir [P05]). Ce logiciel traite aussi le cas du
controle décentralisé (voir sections 2.2 et 6.3) avec information totale.



Chapitre 4

Information partielle sur les
comportements

4.1 Comportements inobservables et indiscer-
nables

Nous avons introduit dans la partie 3.1 du chapitre 3 la notion de masque
M : A — AU{e} qui permet a la fois de représenter les événements inobser-
vables et indiscernables.

On peut trés simplement considérer que I'opération de masque ne s’effec-
tue pas sur les événements mais sur les comportements : M : A* — AU {e}.
Ainsi si u € A* et M (u) = ¢ le contrdleur ne peut observer le comportement
u : il doit se comporter de la méme maniére avant et aprés u. De méme, si
u,v € A* et M(u) = M(v) le controleur ne peut distinguer les comportements
u et v. On parle alors de comportements inobservables et indiscernables.

Remarquons d’abord que dire que deux comportements wa, wb € A* avec
a,b € A sont indiscernables revient & considérer qu’aprés le comportement w
les événements a et b sont indiscernables. Dans ce cas, les automates étendus
définis au chapitre 1 suffisent pour spécifier ce type de contraintes.

Mais on peut aussi considérer le cas ot le controleur détecte les événe-
ments a,b € A mais ne peut savoir dans quel ordre ils se sont produits, c¢’est
a dire M(ab) = M (ba) (il existe un déficit de synchronisme). En d’autres
termes, le controleur ne regoit que le “paquet” {a,b}. Le controleur peut ce-
pendant discerner a et b, c¢’est a dire M (a) # M (b). En effet, si de plus, il ne
recoit que le “paquet” {a, c} ou ¢ € A, c’est a dire M (ac) = M (ca), mais diffé-
rencie les deux “paquets” {a, b} et {a, c}, alors nécessairement M (b) # M(c).
Donc, nécessairement M (a) # M(b) ou M(a) # M/(c). 1l existe donc bien

72
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des cas o le controle avec comportements indiscernables ne peut se réduire
au cas des événements indiscernables.

Avec notre formalisme, si Q@ = (A4, A, S, sg,e,\) est un controleur et pour
tout s € S,
— Si le comportement u € A* est inobservable et e(s,u) est défini, alors
e(s,u) = s.
— Si les comportements u,v € A sont indiscernables et e(s,u) et e(s,v)
sont définis, alors e(s,u) = e(s,v).
Nous prouvons dans ce chapitre qu’une extension du p-calcul a ce type de
contraintes rend la satisfiabilité indécidable. La partie 4.2 est dédiée au pro-
bléeme de Post et a sa caractérisation. Il s’agit de décomposer le probléme de
Post en termes de propriétés des automates afin d’identifier celles qui ne sont
pas exprimables par le p-calcul. La partie 4.3 prouve ensuite 'indécidabilité
de ces spécifications méme si nous restreignons le p-calcul aux automates
a condition d’accessibilité (voir définition 1.2.2). Seul le cas des boucles de
longueur 2 reste ouvert.

4.2 Le probléme de POST

4.2.1 Deéfinition

Définition 4.2.1 Soit A un alphabet fini et n un entier. On appelle Probleme
de Post le probléme suivant :

Soit U = {upt1<p<n €t V = {v, }1<p<p, deux familles finies de mots de A*.
Existe-t-il un suite finie d’indices {py }1<r<s tel que :

Upy Upy * = Up, = UpyUpy ** * Up

s

On appelle {(up,v,) : p=1,...n} un systéme de Post sur 'alphabet A.

[’indécidabilité de ce probléme est affiné dans [MaSe05] comme suit.

Théoreme 4.2.2 Le probléme de Post est indécidable méme si on fixen =7
et A={0,1}.

4.2.2 Caractérisation du probléme de Post

Dans cette section, nous présentons a la proposition 4.2.5 une caractéri-
sation du probléme de Post trés similaire a celle présentée dans [AVWO3].
Il s’agit d’'une équivalence entre l’existence d’une solution au probléme de
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Post et 'existence de mots appartenant a deux langages. Nous explicitons a
la fin de cette section et a la section 4.2.3 suivante, la “part” de ces langages
expressible par un automate simple. Seule une propriété de “commutativi-
té” de comportements (la propriété 4.2.5 de la proposition 4.2.9) n’est pas
expressible.

C’est cette derniére propriété qui nous permettra de conclure, dans les
parties 4.3.1 et 4.3.3, a I'indécidabilité de la satisfiabilité des automates pre-
nant en compte des contraintes d’observabilité et d’indiscernabilité sur les
comportements.

Définition 4.2.3 Soit m > 1 un entier. Soit X et Y deux alphabetset Y,, =
{y™:y €Y} Soit € X* et y € Y,:. On note Shuffle,,(z,y) I'ensemble des
mots w de {X UY,,}* tel que mx(w) = z et my(w) = y. On peut représenter
le shuffle comme l'ensemble des chemins d’une grille (voir Figure 4.1). On
note Shuffle(x,y) au lieu de Shuffle, (z,y).

by by by by

-

by by by by

a1 a2 as

FiG. 4.1 — Shuffle de z = ajaqsas et y = b" 0y

Définition 4.2.4 Soit {(u,,v,) : p =1,...n} un systéme de Post sur A et
B T'alphabet {$,}1<p<,. On note, pour m > 0, LY" = {$7'u, :p=1,...n}"
et Ly = {$7 v, i =1,...n}"

Proposition 4.2.5 Pour tout m > 1, le probléme de Post admet une solu-
tion si et seulement si il existe z € A* et y € B* tel que :

Shuffle,, (z,y) N LY # 0 et Shuffle,,(z,y) N Ly # ()
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Preuve :
Soit {ik}1<k<p une solution du probléme de Post. Soit = w; w;, - - u;, =

Viy Uiy« -0, ety = ST - $m Alors 87w, $7 u, - - - 870w, € L'NShuffle,, (x,
et $70v;, ST vy, - - - 8]y, € Ly N Shuffle,,(z,y).

Supposons maintenant qu'il existe z € A* et y € B* tel que Shuffle,,(z,y) N
L # 0 # Shuffle,,(x,y) N L5, Alors il existe 87w, S ug, - - - $7"u;, € LT N
Shuffle,,(x,y) et $mv]1$mvj2- 875, € Ly N Shuffle,, (z,y). Donc, p=q
et pour tout [ = 1,2,...,p, on a 4 = j car §---§ = §7-.-§7. Donc
T = UjyUgy * Uy, = Vg Vg -V, U

Nous finissons cette section, en définissant des automates simples A>(L™)
pour ¢ = 1,2 et m > 0, qui vérifient le lemme 4.2.7 afin de prouver l'indé-
cidabilité de problémes grace a la réduction du probléme de Post (voir la
proposition 4.2.8).

Définition 4.2.6 Notons pour i = 1,2 et pour tout $,u, € L (voir défini-

tion 4.2.4) avec p € |n], u, = a,a’ - - -al? € A%r. Soit Z un alphabet contenant
AU B. Soit A3(L™) = (Z, Q {qo,ql},QV,qo,5, ) 'automate simple défini

comme suit :
sz{q]’;’&;,qf)’:p:1,...,n,k:1,...,metj:1,...,jp}U{q®}

@) ={(e.qp5) :p=1,...,n}
q§$) {—s,, (3p, qkﬂ)} pour k=1,. 1

o
(,
(m

qp7$) {—>$p7 ( P qp)}
=~ 0(q)) ={—, (@), qg™)} pour j=1,....5, — 1

(q}])p) {—>agpa (ap L)}

6((]1) - {(qu;ﬁ) p=1,... ,TL} U {Q(Z)}
— (@) = {»sx€ AUB}

S

>

Lemme 4.2.7 Soit P = (Z, S, sg,€) un processus avec AU B C Z. Alors
P E A3(LM) si et seulement si il existe u € L™ tel que e(sg, u) est défini et
Dp(e(sg,u)) N (AU B)* =1.

Preuve : Si P F A?(L") alors a chaque stratégie gagnante, correspond un
chemin u de P fini (car Acc = () dans L™ atteignant la position (gy, e(so, u))
du jeu G(A3(L™), P). La fonction de transition pour I’état gy nous assure
que Dp(e(sg,u)) N (AU B)* = 0.

Réciproquement, supposons qu’il existe u € L tel que e(sg, u) est défini
et Dp(e(so,u)) N (AU B)* = () alors ont peut faire correspondre au chemin
u € LI" une stratégie gagnante (la stratégie choisi le bon indice dans |n|). O

y)
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Proposition 4.2.8 Le probléme de Post a une solution si et seulement si il
existe un processus P E A3 (L) A AF(L7) et il existe z € A* et y € B* tel
que L(P)N (AU B)* = Pref(Shuffle,,(z,y))

Preuve : Supposons que le probléme de Post a une solution. D’aprés la
proposition 4.2.5, il existe x € A* et y € B* tel que :

Shuffle,, (z,y) N LY # 0 et Shuffle,,(z,y) N Ly # ()

On peut donc construire un processus P = (Z, S, sg, e) a partir des mots x
et y tel que L(P) = Pref(Shuffile,,(z,y)). De plus, la proposition 4.2.5 nous
assure qu’il existe deux chemins u et v de P, tous deux de longueur |z|+ |y],
tel que u € L7 et v € L. Comme L(P) = Pref(Shuffle,,(z,v)), si e(so, w)
est défini et |w| = |x| + |y|, on a Dp(e(sg, w)) = 0. Donc, d’aprés le lemme
4.2.7, P E A3(L7) A A3(LY).

Réciproquement, supposons maintenant qu’il existe un processus P F
ALY AN AP(LY) et il existe z € A* et y € B* tel que L(P)N (AU B)* =
Pref(Shuffle,,(x,y)). D’apres le lemme 4.2.7, il existe u € L" et v € LI tel
que e(sg, u) et e(sg, v) sont définis et Dp(e(sg, u))N(AUB)* = Dp(e(sg,v))N
(AUB)* = (. Mais u € Shuffle,,(x,y) car, sinon, Dp(e(sg,u))N(AUB)* # (.
De méme, v € Shuffle,,(z,y). Donc

Shuffle,, (z,y) N LY # 0 et Shuffle,,(z,y) N Ly # ()

D’aprés la proposition 4.2.5, le probléme de Post a une solution. []

4.2.3 Condition suffisante a ’existence du Shuffle

Afin que 'on puisse utiliser par la suite la caractérisation du probléme de
Post (proposition 4.2.8) présentée dans le paragraphe précédent, nous pré-
sentons ici des conditions suffisantes pour que le langage fini d’un processus
soit le Shuffle de deux mots. Nous discutons aussi si ces conditions peuvent
étre ou non définissables par des automates simples.

Proposition 4.2.9 Soit A et B deux alphabets distincts et B, = {b" : b €
B}. Soit P = (Z, S, sg,e) un processus avec AU B C Z. 1l existe ©z € A*
et y € B* tel que L(P)N (AU B)* = Pref(Shuffie,,(z,y)) si les conditions
suivantes sont vérifiées :
1.
LIP)N(AUB)* C (AUB,)" (4.2.1)

2. Il existe a € A et b € B, tel que :
DP(SQ)Q(AUB) = {a, b} ou Dp(S())ﬂ(AUB) = @ (422)
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3. Pour tout s € S, il existe a € A et b € B tel que :
Dp(s)N(AUB) C {a,b} (4.2.3)
4. Pour tout s € S, si Dp(s)N (AU B) = {a,b}, alors
e(s,ab™) et e(s,b™a) sont définis (4.2.4)
5. Pour tout s € 9, tel que e(s,ab™) et e(s,b™a) sont définis, alors :
e(s,ab™) =e(s,b™a) (4.2.5)
6. Pour tout s € S, si il existe a € A tel que Dp(s)N(AUB) = {a}, alors
Dp(e(s,a))N(AUB) C A (4.2.6)

7. Pour tout s € S,
— Si il existe b,b’ € B tel que e(s,b™b™) est défini et Dp(e(s,b™)) N
(AU B) = {b'}, alors

Dp(e(s,b™0™) N (AUB) C B (4.2.7)

— Siil existe a € A et b € B tel que e(s,a) est défini et Dp(e(s,a)) N
(AU B) = {V'}, alors

Dp(e(s,ad™))N(AUB) C B (4.2.8)

Preuve : Soit X l'ensemble des états s € S tel qu’il existe u € (AU B,,)*
tel que e(sg,u) = s. Pour u,v € (AU B)*, on note u = v si ma(u) = ma(v) et
7mp(u) = mp(v). Nous allons maintenant montrer les lemmes 4.2.10, 4.2.11 et
4.2.12 avant de revenir a la preuve principale.

Lemme 4.2.10 Soit u,v € (AU B,,)* tel que u = v. Alors pour tout
s € X, sie(s,u) est défini, alors e(s, v) est défini et égal a e(s, u).
Preuve du lemme 4.2.10 : Supposons que le lemme est vrai pour
tout u,v € (AU B,,)* tel que |u| = |v] < n.

Soit u,v € (AU B,,)* tel que u = v et |u| = |v| = n.

Supposons que u = au’ et v = v’ avec a € Aet x € AU B. Si
x € A, alors, d’apreés la propriété (4.2.3), = a. Donc d’aprés ’hypo-
thése d’induction, si e(s, au’) = e(e(s, a), u) est défini, alors e(s, av’) =
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e(e(s,a),v) est défini et égale & e(s, au’). Supposons que z = b € B. Si
e(s,b) n'est pas défini, d’aprés la propriété (4.2.6), u € A* ce qui est
contradictoire avec v = v puisque wg(u) = mg(v) = wp(bv') # €. Donc
e(s, b) est défini. D’aprés la propriété (4.2.1), on a e(s, b™) est défini et
v=">bm".

De plus, on a :

TA(V") = mA(0"") = ma(v) = Ta(u) = Ta(a') = ama(u)

u=ars(u)rp(u) = ama(u)b"7p(v") = ab™ma(u)TE(V")

v=0"1A(0") (V") = 0 A(u)mp (V") = b ama(u)mp(v")

Donc, par induction, si e(s, u) = e(s, au’) = e(e(s, a), u’) est défini, alors
e(s,ab"ma(u)mp(v")) = e(e(s,a), b ma(u)mp(v")) est défini et égale a
e(s,u). De méme, d’aprés la propriété (4.2.4), e(s,ab™) = e(s,b™a),
donc si e(s,ab™ma(u)mp(v")) est défini, alors e(s, b™ama(uw)mp(v"))
est défini et égale a e(s,ab™m4(uw)mp(v”)). De méme, on montre que
sie(s,bmama(u')mp(v")) est défini alors e(s,v) est défini et égale a
e(s,bmama(u)mp(v")). Donc e(s,u) = e(s,v).

Supposons maintenant que u = bu’ et v = v’ avec b € B, x € AUB
et e(s,u) est défini. Si x € B, alors, d’aprés la propriété (4.2.3), x =
b. Donc d’aprés I’hypothése d’induction, si e(s,bu’) est défini, alors
e(s, bv') est défini et égale a e(s, bu'). Supposons maintenant que = € A.
Si e(s, a) n’est pas défini, d’aprés la propriété (4.2.2), s # sq et puisque
s € X, il existe u € € (AU B,,)" tel que e(sg,u) = s. D’aprés les
propriétés (4.2.7) et (4.2.8), u € B;;. Ce qui est contradictoire avec
u = v. Donc e(s,a) est défini. On démontre ensuite que e(s,v) est
défini et égale a e(s, u) de fagon similaire. OJ

Lemme 4.2.11 Pour tout s € X et u € A* et v € B}, si e(s,u) et

e(s,v) sont définis alors e(s,uv) et e(s, vu) sont définis et égaux.

Preuve du lemme 4.2.11 : La propriété est vrai si I'un des deux
mots v ou v est vide. Supposons que la propriété est vrai pour tout
u € A* et v € B tel que |u] + |v] < n.
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Soit s € X, u =au' € AT et v ="' € B tel que |u| + [v] = n et
e(s,u) et e(s,v) sont définis. D’aprés les propriétés (4.2.4) et (4.2.5),
e(s,ab™) et e(s,b™a) sont définis et égaux.

Comme e(s, au’) et e(s,ab™) sont définis, d’aprés I’hypothése d’induc-
tion, e(s, ab™u’) est défini. De méme, comme e(s, bv') et e(s, b™a) sont
définis, d’aprés I’hypothése d’induction, e(s, b™av’) est défini.

Puisque e(s, ab™) = e(s, b™a), d’aprés 'hypothése d’induction et comme
e(s,ab™u’) et e(s,b™av’) sont définis, e(s,ab™u'v’) est défini.

Or, puisque uwv = vu = ab™u'v’, d’aprés le lemme 4.2.10, e(s,uv) et
e(s,vu) sont définis et égaux. [

Lemme 4.2.12 Pour tout s € X et u,v € (AU B,,)", si e(s,u) et
e(s,v) sont définis alors il existe u’ et v' tel que e(s,uu’) et e(s,vv’)
sont définis et égaux.

Preuve du lemme 4.2.12 : La propriété est vrai si I'un des deux
mots u ou v est vide. Supposons que la propriété est vrai pour tout
u,v € (AUB,,)* et tel que |u|+|v| < n. Soit s € X et u,v € (AUB,,)"
tel que e(s,u) et e(s,v) sont définis et |u| + |v| = n.

Si u et v ont un préfixe commun w € (AU B,,)*, alors, d’aprés ’hypo-
thése d’induction, la propriété est vrai.

Soit kg = ma(u)mp(u) = apxy et yo = ma(v)mp(v) = Boy). Soit x1 =
mp(u)ma(u) = agx) et y1 = mp(v)ma(v) = Fry;. D’aprés le lemme
4.2.10, e(s, ), e(s, 1), e(s,yo) et e(s,y;) sont définis.

Si ag = [y, alors d’aprés ’hypothése d’induction, il existe v’ et v’ tel que
e(s, zou’) et e(s, yov') sont définis et égaux. Or zou' = uu’ et yov' = vv',
donc, d’aprés le lemme 4.2.10, e(s, uu') et e(s, vv’) sont définis et égaux.
Pour oy = (31 la preuve est similaire.

Supposons maintenant que ag # [y et a; # (1. D’aprés la propriété
4.2.3, soit ag € A et By € B ousoit ag € Bet fy € A. Si ap € A et
Bo € B, alors ma(v) = e. Donc y; = mp(v) # ¢, donc y; = [y, Comme
Bo € B, d’aprés la propriété 4.2.3, a3 € A et donc mp(u) = €. Donc
u€ At et ve BT.Siag € Bet 3y € Aon démontre de facon similaire
que u € Bt etve AT,

Dans les deux cas, d’aprés le lemme 4.2.11, e(s,uv) et e(s,vu) sont
définis et égaux. [

Revenons maintenant a la preuve de la proposition 4.2.9. Soit M 1’en-
semble des éléments maximaux (pour l'ordre préfixe) de 'ensemble £(P) N



80 Information partielle sur les comportements

(AU B)*. Soit uw € L(P)N (AU B)*. Si v = u alors, d’aprés le lemme 4.2.10,
ve L(P)N(AUB)*.

Soit w € M et v =wu. Si v ¢ M alors il existe w # ¢ tel que vw € M. Or
uw = vw donc, d’apreés le lemme 4.2.10, uw € M. Ce qui est contradictoire
avec u € M. Donc v € M.

Soit u,v € M. D’aprés le lemme 4.2.12, il existe u’ et v’ tels que uu’, vv" €
L(P)N (AU B)* et uu' = vv'. Puisque u et v sont maximaux, v’ = v = ¢
donc u =wv. UJ

Lemme 4.2.13 Les conditions de la proposition 4.2.9 sont définissables par
des automates simples excepté la propriété (4.2.5).

Remarque 4.2.14 On peut aussi observer que les conditions de la proposi-
tion 4.2.9 a 'exception de la propriété (4.2.5), sont des conditions nécessaires.

Preuve du lemme 4.2.13 : La propriété (4.2.5) n’est pas définissable par
un automate simple dont les modéles sont définis & bisimulation prés (voir
définition 0.4.4 et lemme 1.5.13) car il existe des modéles ne vérifiant pas la
propriété (4.2.5) mais bisimilaires a ceux-ci. Nous décrivons maintenant des
automates simples correspondant chacun a I'une des conditions de la propo-
sition 4.2.9 excepté la propriété (4.2.5).

Soitr A(4:2.1) = (2,2, 0,Q", 0, ,0) tel que
- Q" ={q}U{qg :ie]m],be B}
= 0(q0) ={(a,q) :a € A} U{(b,q,) : b € B}
— Pour tout i € Jn—1], 8(q}) = {—s, (b, ;") }U{=».: z € AUB—{a,b}}
- 0(g") ={—p, (b,q0)} U{»s2 € AUB —{a,b}}
On a P F A(4.2.1) si et seulement si P vérifie la propriété (4.2.1).

Soit A(4.2.2) = (Z,Q, qo, Q" @, 9, 0) tel que :
~ Q" ={qup:a€Abe B}
o 5(QO) = {(ana,b> tac A7b € B}
= 0(qap) ={—a,—p} U{=»z:2 € AUB — {a,b}}
On a P F A(4.2.2) si et seulement si P vérifie la propriété (4.2.2).

Soit A(4.2.3) = (Z,Q, q0, Q7 qo, 5, D) tel que :
-~ Q"={qup:ac AbeB}U{q v € AUB}U{g}
— 0(q0) ={(&,qap),(6,¢z) ra € A;b € B,x € AU B}
o 5((]@,13) = {_)aa (CL, QO)a b, (ba QO)} U {_/_)J:: S A UBb — {a’ b}}
(¢:) = {—s (2, 90)} U{>s: € AUB — {z}}
(qp) = {»+: € AUB}

S >



Le probléme de POST 81

On a P F A(4.2.3) si et seulement si P vérifie la propriété (4.2.3).

Soit A(4.2.4) = ({Z,Q, q0, Q, qo, 5, D) tel que :
- Q" ={qp:a€AbeB}U{gx: X CAUB—{{a,b} :a€ Ajb e
B}}uU {qb,i,q,‘j’i ca € Abe Byie]m|}
= 0(q0) = {(¢,qup) 1 a € A;b € BYU{(e,qx) : [XNA] # L et [XNB| # 1}
- 0(gx) ={—u (,9) € X}U{»,2€ AUB - X}
o 6(Qa,b) = {_>a7 (aa QO)a (CL, Qb,l)v b (ba qO)v (ba qg,l)} U {—Hxl WS AUB —
{a,b}}
— (i) = {—b, (by@pit1)} pouri=1,....m—1et 6(gm) = {—s}
= 0(qp;) = {0, (bgg;)} pouri=1,....,m —1et (q,,) = {—a}
On a P F A(4.2.4) si et seulement si P vérifie la propriété (4.2.4).

Soit A(4 2. 6) <Za Q7 4o, Qva do, 57 ®> tel que :
- Q"={q.:a€ A} U{gx : X CAUB—{a:a€ A}} U{qa}
—0(q0) ={(5,q0) ra € A} U{(e,qx) : X CAUB,|XNA| #1}
- 0(gx) ={—u (,q) € X}U{»,2€ AUB - X}
= 0(qa) = {—a: (a,qa)} U{»s: 2 € AUB — {a}}
— 0(qa) = {(a,qa) :a € A} U{-»,: x € B}
On a P F A(4.2.6) si et seulement si P vérifie la propriété (4.2.6).

Soit A(4.2.7) = (Z,Q,{q:1}, Q", qo, 6, D) tel que :
- Q" ={a;q,:beBiem+1}U{gp}U{gx: X CAUB —{a:

a€ A}}
~ (q0) = {(b,q,) : b € By U{(2,q) : v € AU B}
~ 0(qy;) = {(b,qp;p1)} poUri =1,...,m
o 6(q11,m (b7 (h)}
= 0(q1) = {(e,9x), (5, 4.)}
- 0(gx) = {—u fL’GX}U{—/—) re AUB - X}
= 0(gi1) = {—=0, (0, g52)} U{=s v € AU B — {b}}
- 6(gt;) = {(b,g3,41)} pour i =2,
= (@) = {0t € A}

On a P F A(4.2.7) si et seulement si P vérifie la propriété (4.2.7).

Soit A(4.2.8) = (Z,Q,{q:1}, Q", qo, 6, D) tel que :
- Q" ={¢w @i a€ Abe Bi€|m+1}U{g}U{gx : X € AUB—{a:
a€ A}}
a 5((]0) = {(aaql) :CLEA}U{(I',(]Q) II'GAUB}
5((]1) - {(57QX)a (5aQb,1)}
- 0(gx) ={—r e X}U{» e AUB - X}
5(@1) = {—, (b, @2)} U {=»s: 2 € AUB — {b}}
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— 3(gi) = {(b, Qb,i+1)} pouri=2,....m
— 0(@pmt1) = {2 w € A}
On a P F A(4.2.8) si et seulement si P vérifie la propriété (4.2.8).

Définition 4.2.15 Soit PreShuffie,, 'automate simple :

A(421) A A(4.2.2) A A(4.2.3) A A(4.2.4) A A(4.2.6) A (A(4.2.7) V A(4.2.8))

Proposition 4.2.16 P F PreShuffie,, si et seulement si P vérifie les proprié-
tés (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3), (4.2.4), (4.2.6), (4.2.7) et (4.2.8) de la proposition
4.2.9.

Preuve : C’est une conséquence directe du lemme 4.2.13. [

4.3 Indécidabilité de la satisfiabilité

4.3.1 Automate avec comportements (k, p)-indiscernables

Définition 4.3.1 Un automate avec comportements (k, p)-indiscernables A =
(AN, Q, Q7 Q, qo, 0, Acc) est un automate simple dont on étend la fonction
de transition J comme suit :

5:Q ><2A—>79(((AU{5}) x Q) U (AF x AP x {| 7%}))

Pour simplifier les écritures, on note, pour tout u € A* et v € AP, ||, et
M au lieu, respectivement, de (u,v, || ) et (u,v, ).

La notion de calcul et d’acceptation de ces automates est aussi décrite
par un jeu comme suit.

Définition 4.3.2 Soit A = (A4, Q, Q> Q", qo, 5, Acc) un automate avec com-
portements (k, p)-indiscernables et P = (A, A, S, sg, €, A\) un processus. Le jeu
d’acceptation G(A, P) est un graphe (Vy, Vi, vg, Edge, Accg) défini comme
pour un automate simple, auquel on ajoute de nouvelles arétes :

— Depuis chaque sommet (g, s) et pour tout ||, ,€ 0(¢g, A(s)) il y a une
aréte dans Edge vers L si e(s,u) et e(s,v) sont définis mais pas égaux,
et vers T sinon.

— Depuis chaque sommet (g, s) et pour tout M, ,€ (g, A(s)) il y a une
aréte dans Fdge vers L sie(s,u) et e(s, v) sont définis et égaux, et vers
T sinon.

Notation 4.3.3 On note AUTO(A, A, (k,p), |l ) les automates avec com-
portements (k, p)-indiscernables.
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4.3.2 Indécidabilité de la satisfiabilité

Théoreme 4.3.4 Sik > 2oup > 2, alors la satisfiabilité des automates avec
comportements (k, p)-indiscernables est indécidable. Ce résultat reste vrai
dans le cas ou les automates sont a condition d’accessibilité (voir définition
1.2.2).

C’est une conséquence directe de la proposition 4.3.8 et du lemme 4.3.9

Notation 4.3.5 On note A, B et Z des alphabets tel que AU B C Z et
z€ Z—(AUB).

Définition 4.3.6 Soit AL = (Z,Q, Q% Q", q, d, Acc) un automate avec com-
portements (k, p)-indiscernables défini comme suit :

— Acc=0,Q7=0et Q" ={q}U{d : i€ ]k|}

B 6((]0) = {_)za uabpfl,zka ubl’*la,zk} U {(l’, QO) v € AU B} U {(27 q;)}

= 0(q)) ={(z, ¢, =, pouri=1,... k-1

z

- 0(qf) = {—:}

Lemme 4.3.7 Soit P = (Z, S, so, €) un processus. Si P F A alors pour tout
s € S accessible, et pour tout a € A et et b € B, si e(s,abP™!) et e(s, P 'a)
sont définis, alors ils sont égaux.

Preuve : Sie(sg,u) = s avec u € (AU BU{z})*, alors il existe un chemin
depuis la position (go, So) vers (qo, s) dans le jeu G(A7, P). Puisque —,€ 0(qo)
et pour tout i € |k],—.€ d(q’) , e(s, 2¥) est défini. Si e(s, ab?1) et e(s, " 'a)
sont définis, puisque || o1 .k, [Lpp-14.4€ d(qo), on a (voir figure 4.2 ) :

e(s,abP™) = e(s, 2F) = e(s, 0P 'a)

U
A pr—1
a /\
/N
/ \
/ \
pp—1 / \ a :>
/ \
7 ok 2N
» A

Fig. 4.2 -
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Proposition 4.3.8 Le probléme de Post a une solution si et seulement si
AP A PreShuf fle, 1 AN AP(LP~") A AY(L5Y) a un modéle.

Preuve : Si P F A}, d’aprés le lemme 4.3.16, alors P vérifie la condition
(4.2.5) de la proposition 4.2.9 avec m = p — 1. Si P F PreShuf fle,
alors, d’aprés les propositions 4.2.16, P vérifie les autres conditions de la
proposition 4.2.9 pour m = p — 1. Donc il existe z € A* et y € B* tel que
L(P)N (AU B)* = Shuffle,_(z,y). Puisque P E A3(LF ') A A3(LE),
d’apres la proposition 4.2.8, le probléme de Post a donc une solution.

Réciproquement, soit {4y, }1<x<; une solution du problémede Post. Soit =
Wiy Wiy +* Uy = VU =+~ Uy, €6 Y = $f1_1$f2_1 . -$fl_1. Alors on peut construire
un processus P = (AU BU{z}, S, sq, €) tel que :

~ L(P)N(AUB)* = Shuf fle,—1(z,y)

~ Pour tout s € S, a € Aet b € B, sie(s,abP™!) et e(s,bP"'a) sont

définis, alors e(s, ab?~!) = e(s, 2¥) = e(s, P a).

On peut vérifier que P = A? A PreShuf fle, N ALY A ALE. O

Lemme 4.3.9 L’automate A2 A PreShuf fle, A AZ(LX~") A AP (L) est
équivalent a un automate avec condition d’accessibilité.

Preuve : On peut vérifier qu'une combinaison booléenne d’automate, sans
opération de complémentation, avec Acc vide est un automate avec Acc vide.
O

4.3.3 Automate avec comportements k-inobservables

Définition 4.3.10 Un automate avec comportements k-inobservables
A= (AN Q,Q% Q% q,d, Acc) est un automate simple dont on étend la
fonction de transition o comme suit :

5:0x2' (AU D x QU A x (0.))

Pour simplifier les écritures, on note, pour tout u € A*, O, et &, au lieu,
respectivement, de (u, O ) et (u, ).

La notion de calcul et d’acceptation de ces automates est aussi décrite
par un jeu comme suit.

Définition 4.3.11 Soit A = (A, Q, Q7 Q, qo, §, Acc) un automate avec com-
portements k-inobservables et P = (A, A, S, sg,e,\) un processus. Le jeu
d’acceptation G(A, P) est un graphe (Vy, Vi, vg, Edge, Accg) défini comme
pour un automate simple, auquel on ajoute de nouvelles arétes :
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— Depuis chaque sommet (g, s) et pour tout O,€ 0(q,A(s)) il y a une
aréte dans Fdge vers L si e(s,u) est défini mais différent de s, et vers
T sinon.

— Depuis chaque sommet (g, s) et pour tout &,€ (g, A(s)) il y a une
aréte dans Fdge vers L si e(s,u) est définit et égale a s, et vers T
sinon.

Notation 4.3.12 On note AUTO(k, © ) les automates avec comportements
k-inobservables.

4.3.4 Indécidabilité de la satisfiabilité pour £ > 3

Théoreme 4.3.13 Si k£ > 3 alors la satisfiabilité des automates avec com-
portements k-inobservables est indécidable. Ce résultat reste vrai si ¢’est un
automate & condition d’accessibilité.

C’est une conséquence directe de la proposition 4.3.17 et du lemme 4.3.18.

Notation 4.3.14 On note A, B et Z des alphabets tel que AU B C Z et
z€ Z—(AUB).

Définition 4.3.15 Soit A, = (Z,Q, Q> Q",qo, 0, Acc) un automate avec
comportements k-inobservables défini comme suit :

— Acc=0,Q7=0et Q" ={q}U{¢ : i€ ]k|}

- 5(Q0) - {_>ZvOzka©abzk*27Obazk’2} U {(xqu) rr € AUBU {Z}} U

{(z.e2)}
= 0(¢2) = {(2,¢f™), =-F pour i =1,... k— 1
- 0(¢f) = {—=}

Lemme 4.3.16 Soit P = (Z, S, sg,e) un processus. Si P E A, alors pour
tout s € S accessible, et pour tout a € A et et b € B, si e(s,ab) et e(s, ba)
sont définis, alors ils sont égaux.

Preuve : Sie(sg,u) = s avec u € (AU BU{z})*, alors il existe un chemin
depuis la position (qo, so) vers (qo,s) dans le jeu G(Ag, P). Puisque —,€
§(qo), et pour tout i € |k],—.€ d(q’) , e(s, 2*) est défini. Si e(s, ab) et e(s, ba)
sont définis, alors e(s, abz*) et e(s,baz*) sont définis. Puisque O.x€ 6(qo),
e(s,ab) = e(s,abz®) et e(s,ba) = e(s,baz"). Puisque Ogpr—2, Opash—2€ 6(qo),
on a (voir figure 4.3)

e(s,ab) = e(e(s,abz"?), 2%) = e(e(s, baz""?), 2%) = e(s, ba)
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Fi1G. 4.3 -

Proposition 4.3.17 Le probléme de Post a une solution si et seulement si
Ay A PreShuf fley N A3(LY) A AP(LL) a un modéle.

Preuve : Si P E A, d’aprés le lemme 4.3.16, alors P vérifie la condition
(4.2.5) de la proposition 4.2.9. Si P E PreShuf fle alors, d’aprés les propo-
sitions 4.2.16, P vérifie les autres conditions de la proposition 4.2.9. Donc il
existe x € A* et y € B* tel que L(P)N (AU B)* = Shuf fley(z,y). Puisque
P E A3(L1) A AZ(LY), d’aprés la proposition 4.2.8, le probléme de Post a
donc une solution.
Réciproquement, soit {i}1<x<, une solution du probléme de Post. Soit
T = Uy Uy -~ Uy = Uy Uiy - -0, €6y = $;,8;, -+ $; . Alors on peut construire
un processus P = (AU BU{z}, S, sq, €) tel que :
~ L(P)N(AUB)* = Shuf fle;(x,y)
— Pour tout s € S, a € Aet b € B, sie(sg,a) et e(sg, b) sont définis, alors
e(so, az) = sg et e(sp, bz) = s
— Pour tout s € S, a € Aet b € B, sie(s,ab) et e(s,ba) sont définis,
alors e(s,ab) = e(s, 22) = e(s, ba) et e(s,abz*2) = s = e(s, bazF~?).

On peut vérifier que P E Ay A PreShuf fley N A(LY) A A3(LY). O

Lemme 4.3.18 L’automate Ay A PreShuf fley A A3 (L) A A3(LY) est équi-
valent & un automate avec condition d’accessibilité vide.

Preuve : On peut vérifier qu'une combinaison booléenne d’automates (sans
complémentation) ayant des conditions d’acceptation Acc vides (i.e. des au-
tomates n’acceptant que des processus ayant des chemins finis) est équivalent
a un automate avec condition d’acceptation vide. []

4.4 Conclusion

Les résultats présentés dans ce chapitre montrent que, de maniére géné-
rale, il n’est pas possible d’étendre la notion d’automate simple aux cas de
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comportements inobservables ou indiscernables sans que la satisfiabilité de
ces automates soit indécidable. Grace a la réduction du probléme de Post pré-
sentée dans ce chapitre, on peut identifier une propriété qui suffit pour rendre
indécidable toute extension du pu-calcul permettant de 'exprimer. Cette pro-
priété est, de facon intuitive, une sorte de “commutativité des événements”,
du type ab et ba sont indiscernables. En d’autres termes, le controleur ne
regoit que le “paquet” {a, b}. On peut supposer que des cas d’asynchronisme
“trés simple” suffisent a rendre indécidable la satisfiabilité de spécifications.

Les cas ou la satisfiabilité des spécifications est indécidable sont de deux
sortes. Soit ce sont des automates qui peuvent spécifier que deux comporte-
ments u,v € A" sont indiscernables avec |u| > 2 ou |v| > 2 (Bien sir, si u et
v sont indiscernables et |u| = |v| = 1 c’est le cas décidable des événements
indiscernables). Ou soit, ce sont des automates qui peuvent spécifier qu'un
comportement u € A* est inobservable avec |u| > 3 (Si u est inobservable et
|u| =1 c’est le cas décidable des événements inobservables).

Dans les deux cas, l'indécidabilité de la satisfiabilité a été prouvée avec
des automates avec conditions d’accessibilité (Acc est vide).

La satisfiabilité des automates avec comportements 2-inobservables reste
un probléme ouvert. On peut cependant remarquer que les automates avec
événements indiscernables sont un cas particulier des automates avec événe-
ments 2-inobservables. En effet, la propriété ||, est équivalente a la conjonc-
tion des propriétés Og., Op. et O,,, z étant un nouveau symbole.

Les automates avec comportements 2-inobservables sont, de plus, une gé-
néralisation des “two way automata” décris dans [V98|. En effet, pour tout
événement a € A, on peut définir un événement ’dual’ a tel que on a tou-
jours Ouz et Og.. Dans ce cas, aprés avoir effectué une transition a, on peut
toujours revenir a l’état précédent en effectuant une transition par I'événe-
ment a; ’événement a joue le role de “modalité arriére” pour a (backward
modality).

Une autre question qui n’est pas étudiée ici est la restriction de I'expres-
sivité des automates pour permettre la satisfiabilité de spécifications avec
information partielle sur les comportements. Nous étudierons ce type de res-
trictions uniquement pour les problémes de controle décentralisé avec événe-
ments indiscernables et inobservables.
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Chapitre 5

Indécidabilité du controle
décentralisé

Le probléme de controle décentralisé avec événements indiscernables et
inobservables (DCPIO) est défini comme suit :

Soit P un processus, A un automate simple et n automates étendus By, ..., B,.
Existe-t-il des controleurs Qq, Qo, ..., R, tels que, pour tout i, Q); F B; et
PXxQixQyx - xQ,FA?

Dans ce chapitre nous démontrons que ce probléme est indécidable dans
chacun des trois cas : By, By € AUTO(A,O) ou By, By, € AUTO(A, || ) ou
By € AUTO(A,0) et By € AUTO(A, |]).

Ce probléme est cependant décidable dans le cas ou toutes les spécifi-
cations pour les controleurs sauf une (i.e. un seul B;) sont des automates
simples (voir partie 6.3).

5.1 Controdle décentralisé avec
Bl, BQ - AUTO(A, O)

Nous rappelons ici un résultat de [AVWO03].

Théoreme 5.1.1 Le probléme suivant est indécidable méme si A, By, By
sont & condition d’accessibilité (voir définition 1.2.2) :

Soit P un processus, A un automate simple et By, By des automates avec
événements inobservables. Existe-t-il des controleurs @)1, Q> tel que, pour

89
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tOlltZ',Qii:BietPXlech':A?

Afin de prouver ce théoréme, nous réduisons le probléme de POST a ce
probléme grace aux outils décrits aux sections 4.2.2 et 4.2.3 de la partie 4.2.

5.1.1 Spécifications B; et B

Définition 5.1.2 Soit A et B deux alphabets. On note LOOP(B) l'auto-
mate & parité avec événements inobservables et avec 'unique état universel
qo de parité 1 avec la fonction de transition 0 tel que :

d(qo0) = {(a,q0) :a € A} U{Oy: b € B}

On note LOOP(A) automate identique & LOOP(B) ot le role des alphabets
A et B sont échangés.

On peut alors aisément vérifier le lemme suivant :

Lemme 5.1.3 Soit P = (AU B, A, S, sp,e,\) un processus et X € {A, B}.
Alors P F LOOP(X) si et seulement si, pour tout s € S, si x € Dp(s) N X
alors e(s,z) = s.

5.1.2 Preuve du théoréme 5.1.1

Proposition 5.1.4 Soit {(u;,v;) : i = 1,...n} un systéme de Post sur I’al-
phabet A (voir définition 4.2.1 ) et B lalphabet {$;}1<;<,. Le probléme
de Post a une solution si et seulement si il existe P F LOOP(A) et Q F
LOOP(B) tel que P x Q E PreShuffle; N A%(L}) A A3(L}) (voir définitions
4.2.15, 4.2.4 et 4.2.6).

Preuve : Soit P = (AU B, A, S,s0,e,\) et Q= (AUB, A5 sp,¢,\) des
processus tels que P F LOOP(A) et Q FE LOOP(B). Si e x €((s,s),ab) et
e x €((s,s'),ba) sont définis, alors e(s,b) et €/(s',a) sont définis. Soit s; =
e(s,b) et s) = €'(s',a). Alors e x €/((s,s"),ab) = e x €((s,s)),b) = (s1,5])
et e X €((s,5),ab) = e x ¢'((s1,5),b) = (s1,5]), donc e x €'((s,s'),ab) et
e x €((s,s'),ba) sont égaux.

D’aprés le lemme 4.3.16, alors P vérifie la condition (4.2.5) de la proposi-
tion 4.2.9 avec m = 1. Si P x Q) F PreShuffle, alors, d’aprés les propositions
4.2.16, P x () vérifie les autres conditions de la proposition 4.2.9 pour m = 1.
Donc il existe x € A* et y € B* tel que L(P) N (AU B)* = Shuffle,(z,y).
Puisque P = A3(LY) A A3(LY), d’aprés la proposition 4.2.8, le probléme de
Post a donc une solution.
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Réciproquement, soit {i;}1<r<; une solution du probléme de Post. Soit
T = Uy Uy ** Uy, = Vyy Uy -V, €6 Yy = $i1$i2 .- -$Z~l. Alors on peut construire
un processus P = (AU BU{z}, S, sg,€) (voir figure 5.1) tel que e(sp, w) est
défini si et seulement si

— Pour tout ua préfixe de w tel que a € A, on a e(sg, ua) = e(sg, u).

- 7TB(”LU) =y

0. @ ______ 0.0

avec y = byby - -

Fi1G. 5.1 — Processus P

On construit aussi un processus @ = (AU BU{z}, 5, s, ¢) (voir figure
5.2) tel que €'(sg, w) est défini si et seulement si

— Pour tout ub préfixe de w tel que b € B, on a e(sg, ub) = e(sq, u).

- 7T,4(w) =z

0. 6 ______ 0.0

avec r = ajas -

F1G. 5.2 — Processus @)

On peut vérifier que P F LOOP(A), Q F LOOP(B) et
P x Q E PreShuffle; A A7 (L}) A AZ(L3)
U

5.2 Controle décentralisé avec

B € AUTO(A, O) et By € AUTO(A, u)

Théoreme 5.2.1 Le probléme suivant est indécidable méme si A, By, B
sont des automates avec condition d’accessibilité (voir définition 1.2.2) :
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Soit. P un processus, A un automate simple et 3; un automate avec
événements inobservables et By un automate avec événements indiscernables.
Existe-t-il des controleurs ()1, Q)5 tels que, pour tout i, Q); F B; et P x ()1 X
QEA?

Nous reprenons ici aussi les travaux sur le probléme de Post de la partie
4.2 et les adaptons afin de prouver le théoréme 5.2.1.

Soit A et B deux alphabets finis. Soit e et # deux nouveaux symboles et
C lalphabet AU B U {e} U {#}.

5.2.1 Spécification B;

Définition 5.2.2 On note B; lautomate avec événements inobservables (C, Q, g0, Q" qo, 6, 0)
défini comme suit :
- Qv - {QQ S A}U{Q#’QQ)}
5((]0) - {(€7Qa) Sa € A} U {(6aQ#)}
Pour tout a € A,
3(qa) = {—a, (a,q0) } U{—=p, Op: b€ BU{e}}U{»,:x ¢ BU{e,a}}
= 0(qg) = {—# F# @)} U{—p Op: b€ BU{e}} U{»,:x ¢ BU{#}}
= 0(qp) = {»2:v€C}

On peut vérifier aisément le lemme suivant illustré par la figure 5.3.

Lemme 5.2.3 Soit Q1 = (C, S, s, €) un processus. Q)1 F B si et seulement
si il existe u = ajas...a,, € A* tel que, en notant u; = ajas---a;, on a :

— Dg,(s0) ={a1} UB U{e} et pour tout b € B, e(so,b) = s¢

— Pour tout i =1,...,m — 1, Dg, (e(so,w;)) = {a;+1} UB

— Pour tout i = 1, ..., m et pour tout b € B, e(sg, u;b) = e(sg, u;)

= Dq,(e(s0,u)) = {#} U B et Dq,(e(so, u#)) =0

BU{e} B U {e} BuU{e} BU{e}
Vo Qo V.0

F1G. 5.3 — Processus ), avec v = aias . ..a,,
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5.2.2 Spécification B,

Définition 5.2.4 On note By l'automate avec événements indiscernables
(C,Q,q0,Q", qo,0,0) défini comme suit :

o QV = {Qb RS B} U {Qe,CI#aQQ)}

~ 0(q0) ={(e,q) : b€ B} U{(g,qe)} U{(e. q)}

— Pour tout ¢ € BU {e},

0(qc) = {—e (€:90)} U{llae: —as (@, q0) 1 a € AU {»,: 2 ¢ AU{c}}
= 0(qx) = {—% (#: @0)} U{=w v # #}
~ (@) ={»rs2zeC}

On peut vérifier aisément le lemme suivant illustré par la figure 5.4.

Lemme 5.2.5 Soit Q2 = (C, 5, s), €') processus. Q2 F By si et seulement si
il existe v = y1y2 ...y € (BU{e})* tel que, en notant v; = yyy2---y;, on a :
— Dg,(s) = {y1} U A et pour tout a € A, €'(s),a) = €'(sg, 1)
— Pour tout j =1,...,k—1, Dg,(¢/(s(,v;)) ={y;+1} UA
— Pour tout j =1,...,k — 1 et pour tout a € A, €'(s), vja) = €'(s(, vj+1)

= Dq,(€'(s5,v)) = {#} et Do, (€e'(sp, v#)) =0

(7 Y2 Yk i

NN

(
(

F1G. 5.4 — Processus Qs avec v = y1ys ... yx € (BU {e})*

5.2.3 Bons chemins dans () X ()

Définition 5.2.6 Soit P = (C, S, sg,e) un processus et u € C* tel que
e(sp, u) est défini. On dit que u est un bon chemin si pour tout préfixe va €
C*A de u, Dp(e(so,v)) N B = 0.

Lemme 5.2.7 Soit Q1 F By et Q2 F By. Alors il existe u € A* et v/ €
(B U {e})* tel que, en notant v = wz(v’), on a :

— Si w# € L(Q1 X Q) est un bon chemin alors m4(w) = u et 7p(w) = v.

~ Si v € el(Bel)* alors pour tout z € Shuffle(u,v) (voir définition

4.2.3), il existe un bon chemin w# dans Q1 x Qs tel que w4 p(w) = 2.
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Preuve : Soit Q1 = (C, S, sp,e) et Q2 = (C, 5, sp,€’) des processus tel que
Ql = Bl et QQ = 82.

Soit u € A* le mot défini au lemme 5.2.3 (voir Figure 5.3). Soit v/ € A*
le mot défini au lemme 5.2.5 (voir Figure 5.4). Soit v = 7 (V).

Soit w# un mot de Q1 X Q2. D’aprés le lemme 5.2.3, pour atteindre #
on doit avoir m4(w) = u.

De plus, de tout état s € S tel que Dg,(s) # 0, on a B C Dg,. Donc w#
est un bon chemin dans )1 x ()2 si c’est un bon chemin dans ). On peut
alors vérifier que nécessairement, mg(w) = (V') = v.

Supposons que |u| =m et v' € e™(Be™)*. Soit z € Shuffle(u,v) tel que

o 1 1 2 2 r r
Z_voal"‘aplvplal"'aI)vaQ.“al."aprvpr
avec
_ Uozbg...bgo EB*
B o B TR
Pour tout ¢ =1,...7 — 1, vy, # ¢ et v,, =07 -0},
. R 7"._. T *
Up, = b7 -+, € B
Soit le mot
f— 1--- 1 2--- 2 DY T‘--- T
W= Wy +* @y Wy, @]+ Uy Wy ==+ A+ * Ay Wy,
avec
_ : _ — .m0, m m70 :
—wg=csivyy=cetwy=ce b@ e bkos'lfuosée
~ Pouri=1,...,7r, w; = " Pibiemby - - - M} € BFi(m+1)+m—p;

On peut vérifier que w# est un bon chemin dans @)1 X Q3. [

Nous illustrons le lemme 5.2.7 par les figures 5.5 et 5.6. Les chemins en
trait plein correspondent aux bons chemins. Dans I'exemple de la figure 5.5,
il n’y a pas de bons chemins atteignant #. Dans I’exemple de la figure 5.6,
pour tout les mots de Shuffle(aiaz, biby), il existe un chemin atteignant #
dont la projection sur A U B est ce mot.

5.2.4 Spécification A : bons chemins dans X{#

Définition 5.2.8 Soit A un alphabet et {(u;,v;) : i« = 1,...n} un systéme
de Post sur A (voir définition 4.2.1). Soit B l'alphabet {$;},<;<,,. Notons
Yi={Swu;:i=1,...n} et Yo ={$v; : i =1,...n}* On note X¢{ 'ensemble
des mots w tel qu’il existe v € Y] et un entier k tel que w = Shuf fle(u, e)
On définit X§ de facon similaire.
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a az
by by bs
aq a9
7
by bs
a1
bs

F1G. 5.5 — Chemins ()1 X Q2 avec u = ajay € A* et v = bibybg € B*

Lemme 5.2.9 Soit P = (C, S, so,e) un processus. Alors, pour i = 1,2, il
existe un automate simple, noté A>(X¢), tel que P F A3(X?) si et seulement
si il existe un bon chemin u € L(P) N X{#

On peut vérifier que les automates de la définition suivante 5.2.10 per-
mettent la preuve du lemme 5.2.9.

Définition 5.2.10 Notons pour tout p € |n|, u, = aya’ - cal? € A, Soit

A3(XE) = (C,Q,03 Q" q, 6,0) Pautomate simple défini comme suit :
Q" ={tps. @), Fl:p=1,....net j=1,...,5,} U{q. qp q}

QH:{QO}U{EI{:pzl,...,netjzl,...,jp}

- 6((]0) = {(57 QP,$) P = 17 cee ,TL} U {(6a Qe)v (57 Q#)}

= 0(ge) ={—e (e,0)}

- 5(q19,$> = {—>$p7‘($paE;‘)}

- 0(E) ={(c, F}), (c,q))}

B 6(F;g) - {_)ea (eaE;J))}

. 5(q13?) = {—>aé, (a%,Eé*l)} U{»pbeB}pourj=1,...,5,—1
= 0(q") = {= (@, @)} U{=p: b € B}

= 0(qy) = {—%, (#. q0)} U{»u v # #}

= 0(qp) = {21z € C}
On définit de fagon similaire I'automate simple A>(X).
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a1 a2
e e by
a )
—— — — — —
€ bl €

_———_—e —

b1 e e
ai as
ai as
—_— e — -
e
b2 e
ai as

—_———_— —

b
2 e e
ai as
e e
ai
—-
e

FiG. 5.6 — Chemins Q1 X Qs avec u = ajay et v = e2bye?bye?
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5.2.5 Preuve du théoréme 5.2.1

Théoreme 5.2.11 Le probléme de Post a un solution si et seulement si il
existe Q, F By et Qg F By tels que Q x Qg F A7(XE) A A3(XY).

Preuve : Soit Q, F By et Qs F By tels que Q; x Qo F A% (X{) A A7 (XF).
D’aprés le lemme 5.2.9, il existe z# € L(Q1 X Q) N X{# et y# € L(Q1 X
Q2) N X54.

Alors il existe $;, u;, Si,w, - -~ $i,u;, € {Siu; 11 =1,...n}" tel que :
7TAUB(~’U) = $i1ui1$i2ui2 e '$z',,uz',,
et $;,v;, 85,05, 8,05, € {Sivy i =1,...n}" tel que :
Taus(Y) = 85,05, 35,0j, - - 8,05,

De plus, d’aprés le lemme 5.2.7, ma(x) = mwa(y) et mp(x) = mwp(y). La
deuxiéme égalité implique que p = g et pour tout [ =1,2,...,p, on a i; = j;.
Donc, puisque ma(z) = Ta(y), Wi, Ui, - - - Ui, = Vi, Vs, - - - Vj4,. Donc le probléme
de Post a une solution.

Soit {i}1<k<p une solution du probléme de Post. Soit u = w;, u;, - - - u;, =
Vi, Uiy - - - 03, € AT avec |u| = n. On construit @, avec le chemin u (voir Figure
5.3). On a bien Q; F B;.

Soit v' = €"$; e"$;,e" - - -e"$; e et v = mp(v). On construit @y avec le
chemin v’ (voir Figure 5.4). On a bien Q3 F Bs.

Soit z = $;, u;, $i,us, - - - $5,u;,. Comme v € ell(Belh* et 2 € Shuffle(u,v),
d’aprés le lemme 5.2.7, il existe un bon chemin w# dans @ x @2 tel que
maup(w) = z. De plus z € {$;u; : i = 1,...n}*. Donc il existe un bon chemin
w# dans X7#.

Soit ¢ = $;,v;, 5,04, - - - $5,v5,. Comme v € ell(Belh et t € Shuffle(u,v),
d’aprés le lemme 5.2.7, il existe un bon chemin w# dans @ x @2 tel que
maup(w) =t. De plus t € {$;v; : i = 1,...n}*. Donc il existe un bon chemin
w# dans X$#.

Donc Q1 x Q2 F A3(X7) A A3(XF). O

5.3 Controle décentralisé avec
By, By € AUTO(A, u>

Théoreme 5.3.1 Le probléme, noté PCDI, suivant est indécidable :
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Soit, P un processus, A un automate simple et B, By des automates avec
événements indiscernables. Existe-t-il des controleurs ()1, Q2 tels que, pour

tOlltZ',Qii:BietPXlech':A?

Nous n’allons pas ici réduire le probléme de POST mais le probléme de ’arrét
d’une machine de Turing. Commencons d’abord par formaliser la notion de
machine de Turing.

5.3.1 Machine de Turing

Définition 5.3.2 Une machine de Turing M est un tuple (K, ko, T, T, 0) tel
que :
— K est un ensemble finit d’états.
— ko € K est ’état initial.
— T C K est un ensemble d’état terminaux.
— I'=3U{U} ou § est un alphabet fini et LI ¢ 3 est le symbole “blanc”.
~0: K xI' -5 K xI'x{—,—,« } est la fonction de transition.
De plus, nous considérons que la machine de Turing effectue des transitions
“bouclées” sur les états terminaux, c’est a dire :

dt,o)=(t,o,—)siteTetoecl

Définition 5.3.3 — Une configuration est un mot dans I'""KT™.
— Une configuration initiale est un mot de la forme kqw ot w € ¥*.
— Une configuration terminale est un mot dans I™7TT™.
~ On note —; la relation suivante : pour tout h,k € K, u e I'*, v e I'*
et a,b,cel,

— ukav —; ubhv si §(k,a) = (h,b,—)
— ukav —p; uhbv si 6(k,a) = (h,b, —)

— uckav —y uhebv si §(k,a) = (h, b, < )
— uka —p ubh U si 0(k,a) = (h,b,—)
— kau —p hUbu si §(k,a) = (h,b,«)

Dans la définition de la relation — j, seuls les deux derniers cas (i.e. uka —
ubhll et kau —p; hUbu) changent la longueur de la configuration en ajoutant
un blanc LI

Définition 5.3.4 Soit Cj et C; deux configurations. On note Cy 5, C
quand Cy —j; C et que ces deux configurations ont la méme longueur. On
note =3, la cloture transitive de la relation Fj;.
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Finissons cette partie en présentant un résultat classique trés utile. En effet,
c’est la propriété principale des machines de Turing pour notre preuve d’indé-
cidabilité. Notons d’abord, pour i = 1,2, 7; : (TUK)? — T'UK la projection
de la iéme composante étendu a Pensemble ((I' U K)?)* par morphisme.

Lemme 5.3.5 L’ensemble des mots u € ((I' U K)?)* ou 7 (u) et m2(u) sont
des configurations tel que 7 (u) Fas m2(u), est un ensemble rationnel.

Preuve : En effet, c’est le sous-ensemble A*RA* ou A = {(z,z) : x € T'} et
R =R; U Ry U R3 avec :

— Ry = {(k,b)(a,h) : h.k € K,a,b €T et 5(k,a) = (h, b =)

— Ry ={(k,h)(a,b): h,k € K,a,b €T et 6(k,a) = (h,b,—)}

— Ry ={(c,h)(k,c)(a,b) : h,k € K,a,b,c €' et o(k, a) (h,b,«— )}
U

5.3.2 Le probléme BTM,

Définition 5.3.6 On note BTM, le probléme suivant :
Soit M une machine de Turing, existe-t-il un entier k tel que les configurations
atteintes par M sur ’entrée vide sont toutes de longueur bornées par k7

Proposition 5.3.7 Le probléme BTM, est indécidable.

Preuve : Le probléme de 'arrét d'une machine de Turing machine sur I’en-
trée vide (qui est indécidable) peut étre réduit au probléme BTM.,. En effet,
si la réponse au probléme BTM, est non, alors M n’atteint pas d’état termi-
naux. Sinon, si la réponse du probléme BTM, est oui, alors M atteint deux
fois la méme configuration. Puisque le nombre de configuration de longueur
k est fini, on peut construire une machine de Turing M’ qui accepte M si M
atteint deux fois une méme configuration terminale et rejette M sinon. [

Proposition 5.3.8 La réponse au probléme BTM, est oui si et seulement
si il existe une configuration C' et deux entiers m et p tel que Co =T C' +* C
et CO = Umkoup.

Nous allons maintenant réduire le probléeme BTM, au probléme PCDI.
Plus précisément, nous allons définir un plant P(M), une spécification pour
le systéme supervisé A(M) et deux spécifications pour les controleurs que
nous notons PATH;(M) A1l; (i = 1,2), dépendant d’'une machine de Turing
M, tel que le théoréme suivant soit vrai.

Théoreme 5.3.9 Le probléeme PCDI avec P(M), A(M), PATH(M) ATy
et PAT Hy(M)AIL, a une solution si et seulement si il existe une configuration
C' et deux entiers m et p tel que Cy =+ C H* C et Cy = UM kgLP.
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5.3.3 Spécifications pour les controéleurs

Définition 5.3.10 On note B l'alphabet contenant (I' U K U {$,#})? et
les symboles spéciaux {«, $}. On étend, pour i = 1,2, les fonctions m; a
I’alphabet B de la facon suivante. m; est la projection sur la i*™ composante
pour tout b € (' U K U {$,#})? et, par convention, m;(a) = m;(3) = v avec

v un nouveau symbole n’appartenant pas a I' U K U {$, #}.

Nous définissons maintenant, pour i = 1,2, 'automate simple PAT H;(M)
et les automates avec événements indiscernables II; sur "alphabet B. Intui-
tivement, notre but est que tous les chemins d'un modeéle ); de I'automate
PATH;(M) A1I; sont tel que leurs projections sont de la forme :

S HCGHCT -

ou C7 sont des configurations et Cf = LU™koL” pour des entiers m et p.
Remarquons que les configurations C7' n’ont pas nécessairement la méme
longueur. De plus, nous allons spécifié que ces chemins existent pour tout
entier n et sont infinis. La Figure 5.7 permet de visualiser la forme des chemins
d’un processus Q);.

@

1 —1
7 (9) (%) 77 H($)
GO e O
B
—1 0 —1 1 I —1 p I
m (#Cp) m (#Cp) m, (#Ch)
I I I
¥ ¥ Q
I N e 0... |
i (#HCT#Cy l#C] ) | ”;1(#05)#6'5"”#0;'“)
I I
Wil(#C%#C!---#C;----)

Fi1G. 5.7 — Controleur Q);

Définition 5.3.11 Soit II; un automate avec un seul état universel gy et la
fonction de transition :

0(q0) = { Mo mi(b) = m(b)} U{(b,qo) : b € B}
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Lemme 5.3.12 ); F II; si et seulement si pour tout u,v € B* tel que
mi(u) = m;(v), si €'(sf, u) et €'(sh,v) sont définis alors ils sont égaux.

Définition 5.3.13 Soit PATH;(M) = (B, Q, Q7 Q"q,, ) 'automate simple
a parité défini comme suit (voir Figures 5.8 et 5.9) :

- QP ={q1, ¢ 43,4}

= Q" = {40, a5, 10 Gho» 20, 4} U P01 @o 0 € T} U {gi 1 k € K}

= 1(q) =r(gs) =7(q1) =7(ar) =r(g) =7(g3) =7r(q) =7(qa) =0

- r(1y) =7r(2y) =7(ps) =7(¢s) = 1 pour tout o € I'

- r(gy) =2

- 5(%) = {( Q$>7 (ﬁ,q$), as _W} U {_Hb: b# O‘aﬁ}

— 0(gs) = {x,q$),—>z: mi(z) = 8} U{(z, 1), =2 mi(z) = #} U {-»u
mi(b) & {8, #}}

= (@) = {(6,ary), (6, 10) }

= 0(10) ={(z, q1) s mi(z) = LU} U{=»p: m(b) # U}

= 0(ary) = {(z,@2), =o: milx) = ko} U {5 mi(b) # Ko}

= 0(q2) = {(e, q4), (e,20)}

= 0(20) = {(z, @) s mi(x) = U} U{=»p:m(b) # U}

= 0(qg) = {(7,q3), —u: mi(x) = #} U {»p: mi(b) # #}

~ 0(gs) ={(e,ps) ;o €T} U{(e,q) 1 k € K}

= 0(po) = {(z,@3), =2t milx) = o} U {4 mi(b) # o}

= Oqr) = {(x7Q4>7 =yt i) = kU {-p m(b) # k}

- 5(Q4) {(67 QU) (OS F} U {(67 Q#)}

= 0(q0) = {(z,qu), = mi(w) = 0} U {4 mi(b) # 0}

Le lemme suivant caractérise les chemins d'un processus @; (voir Figure 5.7).

Lemme 5.3.14 Pouri = 1,2, Q; F PATH;(M) ATI; si et seulement si

— Depuis tout état de @); il existe une transition.

— 1 existe des fonctions f; : N — (XU K U{$,#})“, n : N — N et
gi - N — N tel que :
w € B“ est un chemin infini dans Q); si et seulement si, soit m;(w) =
ou soit il existe n > 0 tel que m;(w) = 8§ L™ ko Lo f, (n) avec
filn) = #CP#---CF -+~ ol les C sont des configurations.

~ Siu,v € B* sont des chemins dans Q; avec 7;(u) = 7;(v) alors €'(s}), u) =
e'(sh,v).

Remarquons que (); est complétement défini par les fonctions f;, k; et g;.
Preuve : Nous allons prouver que Q; E PATH;(M) A 1I; implique les trois

conditions du lemme 5.3.14. Observons que la derniére condition est une
conséquence directe du lemme 5.3.12.
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On peut vérifier que les transitions de 'automate PAT H;(M) sont iden-
tiques pour tout b, 0’ € B tel que m;(b) = m;(b'). C’est pourquoi, par la suite,
nous identifierons les chemins dans (); avec leurs projections par ;.

Observons d’abord que v$"# est un chemin dans ;. De plus, si u est
un chemin dans @; alors soit u = v$“ ou soit il existe un entier n tel que
~$"4# est un préfixe de u. On peut le prouver avec la figure suivante 5.8 qui
représente les premiéres transitions de 'automate PAT H;(M).

(40, V,0)

:z,w#v
(g5,7,0)

;i,:wé?o :jw##

(QIazlaO)

FiG. 5.8 — Chemins v$"# et v$

La position (qo,V,0) représente 1'état de "'automate PAT H;(M) (ici qo),
la nature de I’état (ici gy est un état universel : gy € Q) et la parité de I'état
(ici r(go) = 0). Les autres positions sont définis de fagon similaires. Depuis un
état universel, les symboles de la forme —, exprime le fait que le processus
doit, avoir une z-transition et -, exprime le fait que 'automate interdit les
z-transition.

L’état gy est universel. Ainsi, le processus ); doit avoir une unique tran-
sition par 7 depuis son état initial. Apres la y-transition, (); doit satisfaire
les contraintes de I’état universel gg. Donc, @); doit avoir exactement une
$-transition et une #-transition. De plus, aprés une $-transition, ); doit sa-
tisfaire les contraintes de I’état universel ¢g. Donc @); doit avoir exactement
tous les chemins de la forme v$"# avec n > 0 et le chemin v$“.

Lemme 5.3.15 Pour tout entier n > 0, il existe un chemin infini unique
dans Q; de la forme v§"# U™ ko P #CTHCT# - -+ on les C7} sont des confi-

gurations.

On peut prouver ce lemme a 'aide de le figure 5.9 qui représente les transi-
tions de 'automate PAT H;(M) aprés le chemin v$"#. Comme nous pouvons
le voir sur la figure 5.8, aprés le chemin v$"#, "automate PAT H;(M) est



Controle décentralisé avec
By, By € AUTO(A, J,l) 103

dans I’état existentiel ¢;. Sur la figure 5.9, les transitions de I'automate, de-
puis un état existentiel , étiqueté par €, expriment les choix nondéterministe
de 'automate.

On peut observer sur la figure 5.9 que, dans chaque état universel (i.e.
Ly Gros 20U, Q4 Doy Qi €6 ¢5), Pautomate force le processus a avoir exactement
une transition. Ainsi, pour tout n, il y a un unique chemin avec le préfixe
~$"4 et, de plus, il doit étre infini.

A cause des parité, 'automate ne peut rester dans l'une des quatre
boucles, appelées Loop. Ainsi il visite I’état g» infiniment souvent. De plus,
avant d’atteindre ’état g» pour la premiére fois, il lit un unique mot fini
dans L"koU*. Finalement, entre deux états g4 ’automate doit lire la lettre
# suivit par un mot dans I'"KT™ | c’est a dire une configuration. [

5.3.4 Plant et spécification du systéme supervisé

Nous définissons maintenant le plant P(M) avec la figure 5.10. Le lemme
5.3.5 nous assure que le plant P(M) est bien défini, particuliérement le che-
min depuis I'état 5 vers I’état 6. Définissons la spécification A pour le systéme
supervisé P X ()1 X Q)s.

Définition 5.3.16 Soit A = (B,Q,Q7, Q" q,d,r) un automate a parité
avec Q7 = {qo}, Q" ={as} U{qp} U{ax : X C B, X # 0} et
—1(q0) =0, r(gx) = 1 pour tout X C B et r(gg) = r(qy) =2
= 0(q0) = {(e,q)t U{(e.g5)} U{(€e,qx) : X € B, X # 0}

d(gs) = {((3,9),q0), =9t U{»e 2z # (8,8)}
~ 0(qy) = {((# #), 90), — @t U{=e o # (3, #)}
= 0(ax) ={(z,00), = xEX}U{* x ¢ X}
Proposition 5.3.17 P E A si et seulement si les chemins dans P sont pré-

fixes de chemins infinis contenant une infinité de lettres (#, #) ou une infinité
de lettres ($,$).

Preuve : Dans le jeu G(A, P), depuis toute position universelle, il doit y
avoir une transition donc tous les chemins de P doivent étre préfixes de
chemins infinis. De plus, si il existe dans P un chemin avec une infinité de
transitions par a, alors la partie associé dans G(.A, P) doit passer infiniment
par les positions gg ou g4 pour étre de parité paire. Donc ce chemin doit
contenir une infinité de (#, #) ou de ($,$). O
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Loop,

Loops

Loops

Loopy

(1U7v71) (q17370)
—u
g, F# U €
(kav, O)
—>k0
“rx, L 7é kO
(2\_|,V,1) € (QQ,H,O)
—u
g, £ U ¢
(q#:V,2)
—#
2z, T 75 #
(p0'7v7 1) ¢ (q37370)
4)0'
T F O ¢
€
(Qk7v7 0)
—k
X £k
(g0, ¥, 1) ¢ (g4,3,0)

—N S

S, X FE O

FI1G. 5.9 — Chemins aprés v$"#
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@O(x,x) € BUKU{S, #}}

(%

(3,9) ($,1) ($,1)

F1G. 5.10 — Processus P(M)

5.3.5 Indécidabilité : preuve du théoréme 5.3.1

Théoreme 5.3.18 Soit M une machine de Turing. Supposons qu’il existe
deux processus @1 et Qo tel que, pour i = 1,2, Q; F PATH;(M) N11; et
P(M) x Q1 x Q F A. Alors il existe Cy = LU"koll" pour des entiers m,n > 0
et une configuration C' tel que Cy H* C' = C.

Preuve :. Soit, pour ¢« = 1,2, les fonctions f;, r; et g;, qui caractérisent
complétement les chemins dans le processus @); (voir Lemme 5.3.14). Intui-
tivement, dans un premier temps, nous prouvons que les chemins avec le
préfixe o dans P(M), qui sont composées de lettres avec des composantes
identiques, forcent les controleurs (); a étre caractérisés par les méme fonc-
tions (i.e. fi = fa, g1 = g2 et r1 = ra).

Soit n > 0 un entier. Notons que u = «a($,$)"(#, #) est un chemin dans
P(M) x @1 X Q2. D’aprés le lemme 5.3.14, w est un chemin infini dans Q);
avec le préfixe u si et seulement si m;(w) = y$"# L™ ko L™ f;(n) avec
filn) = #C7#---C7 - - oules C7 sont des configurations. De plus, w est un
chemin infini dans P(M) avec le préfixe u si et seulement si 71 (w) = mo(w) (&
cause du préfixe «). Mais, la spécification A implique que tous les chemins fi-
nis dans P(M) x ()1 X Q2 sont préfixes de chemins infinis. Ainsi fi(n) = fo(n),
g1(n) = g2(n) et 7(n) = ry(n). Puisque n est arbitraire, ces propriétés sont
vrais pour tout n > 0. Donc f; = fo, g1 = g2 et 1|1 = ro.

Soit n > 0 un entier. Observons d’abord que v = 3($, $)"($, #) est un che-
min dans P(M) x Q1 X (3. La spécification 4 implique qu'il existe un chemin
infini w dans P(M)x Q1 X Qs avec le préfixe v. De plus, w doit contenir une in-
finité de (#, #) (En effet, le chemin dans P(M) avec le préfixe v ne contient
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pas d’autres ($,$)). D’aprés la definition de P(M), il existe deux entiers
b,q Z 0 tel que w =v - ($’ U)p($’ kO)($7 l—l)q(#v #)(Ola Dl)(#) #)(027 DQ) T
ou C; et D; sont des configurations et C; = D; pour tout j > 1. En d’autres
termes :

1 (w) = ’Y$n+1+p+q#01#02 T

mo(w) = ¥8"# Do# Dr1# Dy - - -
tel que C; F D; pour tout ¢ > 1 et Dy = UPky LU 2. Le chemin infini w cor-
respond & un chemin dans (); avec la projection sur la premiére composante
défini par fi(n+p+1+¢q), i(n+p+1+q)et g1(n+p+1+4q), c’est a dire :

™ (w) _ ,y$n+p+1+q# |1 (nt+1+p+q) ko [ 91 (n+1+p+q) 4 (n +14p+ q)

De plus, le chemin infini w correspond & un chemin dans (s avec la projection
sur la deuxiéme composante défini par fo(n), r9(n) et ga(n), c’est a dire :

To(w) = 8" L2 ko 11920 4 £y ()

Si 'on compare le w dans P(M) et dans Q2, on a p = r3(n) et ¢ = ga(n).
Soit h la fonction définie par h(n) = n + r2(n) + 1 + ga(n). Alors, on peut
écrire le chemin w dans )7 comme suit :

1 (w) = 78" L D) g Lo W00 s, ()

Comme nous l'avons dit précédemment, f; = fo, g1 = g2 et 71 = r5. Donc
il existe un chemin infini w’ dans Qs tel que my(w') = 7 (w). En d’autres
termes, il existe un chemin infini w’ dans Q5 avec :

ma(w') = M0 L2 iy LoD s ()

Résumons certaines propriétés des chemins du processus ()2 que nous avons
montré. Il existe deux chemins infinis w’ et w dans le processus @), tel que :

= m(w') = 8" IHCI#Cy - -

= ma(w) = $"#Do#D1# D> - - -

— Cj et D; sont configurations, C; = D; pour tout j > 1.

— ¢y = ur2(h(m) o 192(h(n)
Ecrivons C?(") la configuration Cj et C7 la configuration D;. Plus généra-
lement, on écrit C5CT -+ - la succession des configurations dans la seconde
projection du chemin infini dans Q, qui a le préfixe u avec my(u) = y$F4.
Puisque n est arbitraire et avec nos nouvelles notations, on a montré que pour
tout entier n, il existe m = h(n) > n tel que pour tout j > 0, C7" = C7, .
Donc pour tout entier [, on peut construire the suite :

CrO L el O O e PO
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Mais I’ensemble des états de ()5 est fini et donc le nombre de configurations

dans () est aussi fini. Donc, il existe des entiers [,1i,j, avec i # j, tel que
l—1 l—j l
oo - C’]}-L '® Finalement, il existe Cy = C’g O — | r2(A1(0)) fg, o2 (H'(0)) gt

)

C =" tel que Gy CHF €. O

Afin de prouver le théoréme 5.3.9 (i.e. le probléme PCDI est indécidable),
il reste a prouver la réciproque du théoréme 5.3.18. Supposons qu’il existe
Co = U"koU™ pour des entiers m,n > 0 et une configuration C' tel que
Co F* C' T C. Alors il existe des configurations tel que :

CoFC k- Ciu1FCHCjy - FC,EC
Soit (); le processus défini par la figure 5.11, pour ¢ = 1, 2.

L)

g w[l(#c(;)/—\ oD e _y) o N(#0)
~ O—'---O—=0p—0---

B

F1G. 5.11 — Processus @);

On peut aisément vérifier que Q; F PAT H;(M) A 11;. De plus, observons
que les chemins infinis dans P(M) x ()1 X @3 sont d'une des trois formes
suivantes :

— (8, 8)"(#Co, #Co) (#C1, #C1) - --

~ B8, $)*($1#C0l, #Co) (#Co, #C1)(#C, #Cs) - -

- «o($,9)~
Ceci nous permet de conclure que P(M) x Q1 X Q2 F A. O

5.4 Conclusion

Le probléme du controle décentralisé avec événements indiscernables ou
inobservables est donc indécidable si les spécifications, pour au moins deux
controleurs, sont des automates étendus.

Le cas ol un seul des controleurs a pour spécification un automate étendu
est décidable puisqu’il s’agit de la satisfiabilité de 'automate

(A/B,/B 1/ Bs/P) ABy

ou seul I'automate B; est un automate étendu, les autres automates étant
des automates simples (voir la partie 2.2).
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On peut observer aussi que les spécifications pour les controleurs et le
systéme supervisé, présentées dans ce chapitre afin de prouver I'indécidabilité
du probléme DCPIO, sont des cas trés particuliers d’automates étendus.

En effet, dans le cas ou un des controleurs a des contraintes d’observa-
bilité, toutes les spécifications sont des automates étendus avec condition
d’accessibilité (Acc est vide). Dans le cas du controle avec événements in-
discernables, ce sont des automates étendus a parité dans {0, 1,2}. Dans les
trois cas, les événements indiscernables ou inobservables sont fixés, il ne varie
pas en fonction du comportement du SED.



Chapitre 6

Cas décidables

Nous présentons dans ce chapitre deux cas ou le controle décentralisé est
décidable. Dans la partie 6.1, nous prouvons qu’en restreignant fortement les
spécifications des controleurs et du systéme supervisé, le probléme DCPIO
devient décidable. La partie 6.2 est dédiée au cas ou I'on restreint le type de
transitions dans le systéme supervisé.

Nous présentons enfin, a la partie 6.3, 'opération de quotient d’un auto-
mate étendu par un automate simple.

6.1 Restrictions des spécifications

Bien que le controle décentralisé avec événements inobservables ou indis-
cernables est indécidable, il existe des spécifications pour lesquelles la décida-
bilité a été prouvée (voir [CDFV88| et [RuWo092|). Dans [AVWO03], les auteurs
reprennent les travaux de [RuWo92| avec le formalisme des automates comme
suit.

Soit P un DES. On considére, pour 7 = 1, 2, des sous-ensembles d’événe-
ments A’ et A’ représentant, respectivement, les événements controlables et
observables pour un controleur @);. Le langage du systéme supervisé L(P X
()1 X @)2) doit étre un sous-langage K C L(P).

Avec, les exemples 2.3.1 et 3.3.1, cela revient a dire que Q; F A(A%L) A
A(A?). De plus, si K est le langage marqué (par E C A) Lg(R) d’un proces-
sus R, avec Pexemple 2.5.1, on doit avoir P X Q; X Qs F AE.

On peut remarquer que les automates A(A’), A(A?) et AL n’ont pas
d’états existentiels (voir les exemples déja cités). De plus AL n’a qu'un seul
modéle a bisimulation prés. Des restrictions sur les spécifications peuvent
donc permettre la décidabilité du controle décentralisé.

109
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Dans cette partie, nous montrons qu’en restreignant les spécifications
pour le DES et les controleurs, on peut obtenir un cas décidable de controle
décentralisé (qui prend en compte le cas ci-dessus). Plus précisément, nous
allons décrire une sous-classe de spécifications et des modéles “particuliers” de
ces spécifications tel que le probléme DCPIO a une solution si et seulement,
si les modéles particuliers sont une solution.

6.1.1 Préordre sur les processus

Nous rappelons d’abord la définition 3.7.1.

Définition 6.1.1 Soit P = (A, A, S, sp,e, Ay et P' = (A, A, 5, 55, ¢, \') deux
processus. On dit que P est moins défini que P’ et 'on note P <; P, si
P < P’ (voir Définition 0.4.2) et, pour tout état (s,s’) du produit P x P’,
les propriétés suivantes sont vérifiées :

— Si e(s,a) est défini et égale a s, alors €'(s',a) = §'.

— Sie(s,a) et e(s,b) sont définis et égaux, alors €'(s',a) = €'(s', b).

= Ap(s) 2 Ap/(s')
On note P =4 P quand P < ; P’ et P’ <, P.

Proposition 6.1.2 <, est un préordre.

Preuve : Supposons que P <; P’ et P' <; P". Soit (s, s”) un état de P x P"”
accessible depuis (s, sj) avec le chemin u € A* tel que e(s,a) et e(s,a) sont
définis. Comme P < P’, il existe un état s’ tel que €'(s), u) est défini et égale
a s et, de plus, €¢/(s',a) et €(s',b) sont définis. Puisque P < P” €"(s", a)
et €’(s”,a) sont aussi définis. Supposons que e(s,a) = s. alors €/(s',a) = ¢
et P' <, P” implique que €”(s”,a) = s”. Supposons que e(s,a) = e(s,a).
Puisque P <; P, ¢/(s',a) = €'(s',b). Puisque P’ <; P", €"(s",a) = €"(s", a).
De plus, P <; P’' implique que Ap(s) 2 Ap/(s') et P’ <; P” implique que
Ap(s’) D Apr(8”). Donc Ap(s) 2 Apr(s”). Ainsi P <4 P". O

Nous présentons maintenant des propriétés trés utiles.

Lemme 6.1.3 Soit P, P, ()1, ()2 des processus.
= Si P <4 Qq et Py <g @, alors P X Py <g Q1 X Q.
= Si P <4 Q1 X Q, alors P <4 Qq et Py <4 Q.
- Si P, <4 P, alors P, x P, =4 Py.
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Preuve : Soit des processus, pour i = 1,2, P, = (A, A, S;, sh, e, \) et
Qi = <A7A7 Sz{vsga 6;, A;)

Montrons la premiére implication. Supposons que P; <; @Q);. Soit u € A*
tel que, e;(sh, u) et e(sg,u) sont définis et égaux respectivement a s; et .
Soit a,b € A tel que, e; X es((s1,52),a) et e; X es((s1,52),b) sont définis.
Puisque P; < Q;, €}(s;,a) et €i(s,b) sont définis. Alors P; X Py < Q1 X Qs.
Supposons que e; X es((s1,82),a) = (s1,52). Alors P; <; Q; implique que
ei(si,a) = s.. Supposons que e; X e3((s1,82),a) = e1 X ex((s1,82),b). Alors
P, <, Q; implique que €(s},a) et €;(s;,b) sont égaux. De plus, P, <,; Q;
implique que Ap,(s;) 2 Ag,(s;). Donc Ap,(s1) U Ap,(s2) 2 Ag, (1) U Ag,(sh).
Donc P; X P, <4 Q1 X Q>.

La preuve de la deuxiéme propriété (i.e. P <; Q1 X Qg alors P, <; Oy
et Py <4 @Q2) est similaire.

Supposons maintenant que P; <4 P». P, <4 P X P, est une conséquence
de la premiére propriété. Il reste a prouver que P; x P, <; P;. Soit u € A*
tel que e; x ex((sh, s2),u) est défini et égale a (s1,sq). Soit a,b € A tel
que e X es((s1,82),a) et e; X ex((s1,82),b) sont définis. Alors e;(sy,a) et
e1(s1,b) sont définis. Sie; xeq((s1,82),a) = €1 xea((s1,52),b), alors e(s1,a) =
e1(s1,b). De plus, Ap,xp,(S1,52) = Ap,($1) U Ap,(s2) 2 Ap,(s1). O

6.1.2 Modéle minimal d’un automate étendu

Définition 6.1.4 Soit A automate étendu. A a un modéle minimal si il
existe un modéle M4 de A tel que pour tout modeéle P de A, on a My <, P.

Lemme 6.1.5 Soit A un automate étendu avec un modéle minimal M 4.
Soit P un processus. P F A/M 4 si et seulement si My <, P

Preuve : Supposons que P F A/My. Alors M4 x P E A. Alors My <4
My x P. D’aprés le lemme 6.1.3, M4 <; P. Réciproquement, si My <; P
alors, d’aprés le lemme 6.1.3, M4 x P =4 My4. Donc M4 x P E A car M4
est un modéle minimale de A. [J

6.1.3 Un cas décidable

Théoreme 6.1.6 Supposons que A a un modéle minimal M4 et, pour tout
processus P et tout modéle P’ de A, si My <4 P <; P’ alors P F A.
De plus, supposons que pour tout ¢ = 1,...,n, B; A A/M4 a un modéle
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minimal M;. Alors le probléme DCPIO a une solution si et seulement si
Px M x - xM,E A.

Preuve : Puisque M; F B;,si Px My x --- x M, E Aalors M; (i =1,...,n)
est une solution.

Supposons que le probléme a une solution @; (¢ = 1,...,n). Nous allons
maintenant prouver que P x My x --- x M,, E A. D’aprés les propriétés de A,
il est suffisant de prouver que M4 <; PX My x---xX M, <4 PXxXQ1X---xXQ,.

Puisque Px Q1 X -+ xQ,FA,ona M4 <4 PxQ; X ---xQ,. Dapreés
Le Lemme 6.1.3, pour tout s = 1,...,n, M4 <; Q;. D’aprés Le Lemme 6.1.5,
pour tout i = 1,...,n, Q; E A/My4. Mais Q; F B;, donc M; <; Q;. D’aprés
Le Lemme 6.1.3,on a P x My x «-- X M,, <g P X Q1 X -+ X Q,.

Ona My <4 Px@Q X X, Daprés Le Lemme 6.1.3, M4 <, P.
De Plus, d’aprés le lemme 6.1.5, pour tout ¢ = 1,...,n, M4 <4 M, car
M; E A/My. D’aprés Le Lemme 6.1.3, on a My < P x My x -+ x M,. O

6.1.4 Sous-classes d’automates

Dans ce paragraphe, nous allons décrire des sous-classes d’automates éten-
dus qui permettent de satisfaire les hypothéses du théoréme 6.1.6.

Définition 6.1.7 Soit A = (A4, Q, Q% Q",q, 6, Acc) un automate étendu
biparti. On dit que A est déterministe si, pour tout ¢ € @2, on a |6(q)| < 1.

Remarque 6.1.8 Soit P un processus et A un automate étendu détermi-
niste. Dans le jeu d’acceptation G(A, P), il existe seulement une stratégie
qui peut étre gagnante. Néanmoins, A peut avoir plusieurs modéles. En effet,
soit ,A® un automate simple (A4, Q,{q},{¢1},qo,0, Q%) avec §(q) = {€,q1}
et 0(q1) = {(a,q0)} U {-»4: b # a}. Les modeéles de A* sont les processus
ayant uniquement des a-transitions.

Proposition 6.1.9 Si un automate étendu déterministe A a un modéle,
alors il a un modeéle minimal M 4.

Preuve : Ce modéle minimal peut étre effectivement calculé : c’est I'unique
modéle (a la relation =, prés) de automate déterministe A~ obtenu en
ajoutant dans 'automate A, pour tout ¢ € Q%, -,€ d(q) si —.¢ §(q). O

Remarquons que la réciproque n’est pas vrai. En effet, 'automate A*V A°
(voir Remarque 6.1.8) a un modéle minimal (le processus sans transitions),
mais n’est pas équivalent a un automate déterministe.

Proposition 6.1.10 Soit A et B deux automates étendus déterministes et
P un processus. Les automates A A B et A/ P sont eux aussi déterministes.
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Preuve : On peut vérifier que nous avons défini dans la section 3.6.1 de la
partie 3.6 un quotient A/ P qui reste déterministe si A est déterministe. OJ

Définition 6.1.11 Soit A = (A, Q,Q°, Q. qo,d, Acc) un automate étendu.
On dit que A est conique si A est déterministe et pour tout q,q,q¢" € Q et
a € Atel que (a,q') € 0(q) et (¢,4") € 6(¢), st =4 € d(q") alors —, € 6(q).

Proposition 6.1.12 Soit A un automate étendu conique avec un modéle
minimal M 4. Pour tout modéle P de A et tout processus @, si M4 <4 Q <4 P
alors ) est un modeéle de A

Preuve : Soit A = (A,Q, Q> Q",q,J, Acc) un automate étendu conique
avec un modéle minimal My = (A, A, SM sM M AM) Soit P = (A, A, S, s, e, \)
un modeéle de A et Q = (A, A, S, s, ¢/, ') un processus tel que My <; Q <4
P. Soit v un mot dans A* tel que €’(s(, u) est défini et égale a s". Alors e(sg, u)
est défini car Q < P, disons e(sg, u) = s. Puisque A est déterministe, u cor-
respond & une unique suite de transitions de A, disons ¢oq1419245 - - * @G}, qn+1
oil ¢, € Q7 et ¢; € Q". La propriété Q <, P et le fait que (g,,1,5s) est une
position gagnante dans le jeu G(A, P) est suffisant pour prouver qu’il n'y a
pas d’aréte depuis (g, 1, ") vers L dans le jeu G(A, Q) si »,€ §(¢ny1) ou si
Wap€ 0(qns1) ou si Wap€ 6(gny1). Supposons maintenant que —,€ 0(¢ni1)-
Puisque A est conique, si —,€ 0(qxs1) alors —,€ §(gx). Donc, pour tout
k=1,...,n, —.€ §(q). Mais M4 E A, donc eM (s}, ua) doit étre défini.
Comme M4 < @, €'(sf, ua) doit étre défini. Finalement, observons que les
chemins infinis depuis la position initiale dans le jeu G(A, Q) correspondent
a des suites d’états de 'automate qui sont parmi celles du jeu G(A, P). Ainsi,
ces suites satisfont la condition Acc. [

Théoreme 6.1.13 Si A est conique et, si, pour tout i, BB; est déterministe,
alors le probleme DCPIO est décidable.

Preuve : Avec les propositions 6.1.9, 6.1.10 et 6.1.12, on peut facilement
vérifier que les hypothéses du théoréme 6.1.6 sont satisfaites. [

Les automates déterministes permettent d’obtenir des spécifications pour
les controleurs intéressantes. Ils n’empéchent pas de spécifier un ensemble
d’événements incontrolables et un ensemble d’événements inobservables ou
une partition d’événements indiscernables (voir les exemples 2.3.1, 3.3.1 et
3.3.2). En effet, les automates sans état existentiel (i.e. Q7 = ()) sont équi-
valents & des automates déterministes. On peut aussi définir des contraintes
dynamiques comme aux exemples 2.3.3 et 3.3.4. Cependant le cas ou deux
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événements ne peuvent étre controlé en méme temps ne peut étre spécifié
par un automate déterministe (voir exemple 2.3.2).

Les automates coniques peuvent permettre de spécifier que les comporte-
ments finis d’un systéme supervisé P x () réalise un language requis £Lr mais
reste dans un language admissible £ 4 :

LrR<SLPXQ)< Ly

Il faut toutefois que les languages Lr et L4 soit des languages réguliers clos
par préfixes. Pour cela, supposons que les comportements admissibles soient
décris par un processus Ad = (A, S,, si, e,) et que les comportement requis
soit définis par le processus Re = (A, S,., s{, e,). On définit alors A(Re, Ad) =
(A,Q,0, (S, xSa)US,, (8§, 88), 0r.q, @) un automate simple tel que, pour tout
s€ S, et s €8, 0r4(s,5) contient :

— {—, (b, (e,(8,D),e4(8", b))} sie.(s,b) et e,(s,b) sont définis.

— (b, eq(5',b)) sieq(s,b) n'est pas défini et e, (s, b) est défini.

— -y 8i e,(8’,b) n’est pas défini.
Et, pour tout s’ € Sg, 0,.4(s") contient (b, e,(s,b)) si e, (s', b) est défini et =,
sinon. On peut vérifier que A(Re, Ad) est équivalent a un automate conique
(les états existentiels ont juste été supprimés), que les transitions “exigées”
sont celles du processus Re et que les transitions interdites sont celles pour
lesquelles Ad n’est pas défini.

6.2 Synchronisation des processus

Nous avons vu dans le chapitre 5 que le probléme de controle décentra-
lisé avec événements inobservables ou indiscernables est indécidable. I n’est
donc pas possible d’effectuer 'opération de quotient d’automates pour les
automates étendus comme cela a été présenté pour les automates simples au
chapitre 2.

Dans cette partie, nous présentons un cas ot il est possible d’effectuer
cette opération de quotient d’automates étendus. Il s’agit de considérer que
les transitions d’un produit P x () de deux processus ne peuvent s’effectuer
que dans certains cas décrits au paragraphe suivant.

6.2.1 Reésultat principal

Définition 6.2.1 Soitm = {N,L, A;,..., A} €llgetn’ ={N' L' A}, ... AL} €
T4 (voir Notation 3.4.2).
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On note Cy(m, ') la condition :
Il existe ko € ]p] tel que Ag, N L' # 0 et

k p
JAaicnNet |J4,cn
i=1 j=1

J#ko

On note Cy(m, ') la condition :
Pour tout j € |p], A; N L' =0 et pour tout i € |k], il existe j € |p] tel que :

A CAjUNoud,CLUN

Définition 6.2.2 Soit P = (A, A, S, s, e, \) et R = (A, A, 5, s, ¢, \) deux
processus. On dit que le processus P x R est bien synchronisé si pour tout état
accessible (s, s), la condition C; (I1p(s), IIz(s")) ou la condition Cy(I1p(s), IIg(s"))
(voir Définition 3.4.3) est vrai.

Remarque 6.2.3 En d’autres termes, P X R est bien synchronisé (voir aussi
la figure 6.1) si :
— Siil existe a € A tel que a € Dp(s )DDR( ), e (s’ a) =s"et e(s,a) # s
alors, pour tout b € Dp(s)NDg(s), €/(s',b) = s et soit exe’((s, s'),b) =
e x €((s,s'),a) ou soit e x €'((s,s), ):(3 M.
— Si pour tout @ € € Dp(s )ﬂDR( ), (€(s,a) # s ou e(s,a) = s),
alors pour tout b,c¢ € Dp(s) N Dg(s’) tel que €'(s',b) = €'(s',¢), on a

e(s,b) = e(s,c).

~ =

Théoreme 6.2.4 Soit A et B deux automates étendus. Il existe un automate
étendu, noté A/, /B, tel que P E A/, /B si et seulement si il existe R = B
tel que P x RE A et P x R est bien synchronisé.

Corollaire 6.2.5 L’automate ((((A/syn/Bn)/syn/Bn-1) -+ /syn/B2)/P) N\ By
a un modéle si et seulement si le probléme de controle décentralis¢ DCPOI
a une solution Q1,Q,...,Q, tel que, pour tout i = 2,3,...n, Q; x R;_1 est
bien synchronisé avec R;_1 = Q1 X -+ X Q;_1.

Preuve : Soit ¢ < n. D’aprés le théoréme 6.2.4, on a pour tout k& < 1,
Qk E Bk et

PxQux o X Qiy X Qi = (((Afsyn/Bn) /syn/Bn-1) - [ syn/ Bit1)
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(5175/) (Sla3,1> (32,32) T (Sp,S;)
Avec s1 # s Avec s} # s} et s; # &

Et Ay, Ay,..., A, C A
Et AiﬂAj:@

F1G. 6.1 — P X R bien synchronisé

si et seulement si il existe Q; 1 F B;;1 et

PxQpx - XQi X Qi1 F (((A/syn/Bn)/syn/Bn-1) [ syn/Bir2)

et R; X (Q;+1 est bien synchronisé. [

Nous verrons dans les sections 6.2.5 et 6.2.6 deux applications du théo-
réeme 6.2.4.

6.2.2 Définition de automate A/,,/B

Définition 6.2.6 Soit A = <A, QA,QAH,QAV,QAO,éA,ACCA> et
B = (A Qp,Q5°,Q5",q5°, 05, Accg) deux automates étendus nondétermi-
nistes a parité. Nous supposons que A et B sont complets et complétement
spécifiés (voir Définition 3.8.9). On suppose de plus que B est élagué (voir
Définition 3.8.10) et vérifie les condition suivantes : pour tout a € A et

4 q1,q2 € Qs on a:
si (e,q1) € 05(q) et (a,q2) € dp(q1) alors ¢z # ¢ (6.2.1)

et
si (a, ), (b, 43), Hap€ 05(q1) alors gy # g (6.2.2)
(Il suffit pour cela de dupliquer certains états de B)

Soit A/syn/B = (A, Q, Q?, 7, q?, 9/, Acc/) un automate défini comme suit :
Q] =Qu xQp UQA" xQp" U{qL}
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Q7 =Qa" xQs" et q) = (g4’ q5°)

Acey = {(qo, @) (q1.41) -+ | qoqr -+ € Acca et gyq; -+ € Accp}

— Soit (q1,q7) € Q\/’. On note D(qi, ¢}) la conjonction des conditions sui-
vantes :

— Si —,€ d4(qr) alors —,€ 05(q))

— Si Ou€ 04(q1) alors Oy € d5(q))

= Si Uap€ da(qr) alors (Ilap€ d5(q;) ou O, On€ d5(q))-

Pour tout état existentiel (¢, ¢') € Q%4 xQ3, 6,(¢,¢') contient (¢, (¢1,4]))
si(e,q1) € 64(q) et (e,q1) € 05(¢") et D(q1,q)) est vrai.

Pour tout état existentiel (¢, ¢}) € Q3 xQ%, d,(g, ¢;) contient (e, (¢1,q}))
si (e,q1) € 04(q) et D(qi,q)) est vrai.

5/(%) =0

Soit (q1,q1) € Q\;. On note C(q1,4,), Ci(q1,q}) et Ca(q1,qy) les conditions
suivantes :

Clqr,qh) ={a € A=y, Fu€ 0a(q1) et —4, Oo€ 0p(q))} # 0

Cl(qla(ﬁ) = Pour tout a,b € A, si —4, —4€ 5A(Q1)7 alors Og, D€ 5B(qi)
et si H,, e 04(q1), alors||qp€ da(qr).

Cy(q1,q1) = Pour tout a,b € A, si [|,,€ 65(q)) et —4, —p€ da(qr), alors
as€ 0alqr) ou Og, OpE€ da(qr)-

Définissons maintenant les transitions depuis un état universel (¢, q}) € Q\/’.
d/(q1,q;) contient :

- ay Sl —,€ 5.»4((]1)

- Oaa si an 5./4((]1

— aps st lap€ 0a(qr)
— 5, 81, €04(q1) et =4 € 05(q))

B %a,b; si ,eu,/at,bE 5A(Q1) et (l«la,bE 58(%) ou Oaa Obe 53(611))
De plus,
— Si O(qu,qy) est vrai et Cy(q1,q;) est vrai, alors 6,(q1,q7) contient :

gaa (aa (q27 qi)) si (aa QQ), Haa@ae 5.A(Q1) et O,€ 58(611)
— Si O(qi, qq) est faux et Cy(qy,q;) est vrai, alors d,(qi, qy) contient :

(a'v (6127 qg)) si (a'v 92), Haagae 5A(q1) et (aa qg)) —ay gae 5B(qi)
— Sinon, 0,(q1,¢q;) contient {(e,q.)}.
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6.2.3 Preuve : Si P F A/,,,/B alors il existe R = B tel
que P x RE A et R x P est bien synchronisé

Supposons qu'il existe une stratégie gagnante o, : (Q? X Sp)x H — Q\/’ X
Sp avec l'histoire H dans G(A/s,,/B, P) pour le processus P = (A, Sp, s}, ep)
avec la fonction de mise & jour hist : H x (@, x Sp) — H.

Lemme 6.2.7 Soit (¢1,4;,5) € Q7 x Sp une position du jeu G(A/ /B, P)
accessible par la stratégie o/. Si C(q1,q;) est vrai et Cy(q1,q)) est vrai, alors
la position (g1, ¢}, s) a exactement un unique successeur dans Q? x Sp de la
forme (g9, ¢}, $).

Preuve : D’aprés la condition C(qq,q)), il existe a € A tel que —,, &, €
da(q1) et —4, Ou€ 05(qy). Puisque A est complet, il existe go tel que (a, q2) €
dalq).

Si il existe b € A tel que —, € d4(q1), d’aprés la condition C4(q1, q}),
alors ||, € 64(q1). Puisque A est nondéterministe, si (b,q3) € d4(q1) alors
43 = q2. De plusa ay by J,la,bE 5.4(91) lmphque que —q, —bn, Ua,be 5/(917 qi)
Comme (q1,q;,s) est une position gagnante du jeu G(A/syn/B, P), ep(s,a)
et ep(s,b) sont définis et égaux. [J

Sio/((q,q'),s,h) est défini, alors on peut ainsi définir une unique suite que
’on note Seq(q,q’, s, h) :

(q’q/asah) _>U/ (qlaQiaSahl) Ay (Q2a(11752,h2)
—>0‘/ (q37Q17327h3) Ay (q47Q17347h4)

=0, (Gaks1, 41, Sok; hoks1)
(6.2.3)

tel que :
- o/((a,q),s.h) = (1, q1), 5)
- U/((Q%C]i), 526, hai) = ((q2i1,41), 52:)
— Pour tout a,b € Ay, on a —4, =4, lap, (@, q2:), (b, q2i) € d4(q2i-1)-
— Pour tout a ¢ Ay;, on a »,€ J(qi-1)-
— haip1 = hist(ha;, (g2, 41), 52i) et ho; = hist(hoi—1, (q2i—1,4}), 52)

Lemme 6.2.8

— La suite Seq(q, ¢, s, h) est infinie si pour tout k& > 0, C(qak+1, ;) est
vrai et C1(qaxt1,q)) est vrai.
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— La suite Seg(Qaqlasah) fini en (QQkJrlaQiaSQkathJrl) si C(sz+1,qi) est
faux et Ca(qok+1,q;) est vrai.

Preuve : Si, pour tout k, C(qoxr+1,q)) est vrai et Cy(qgogs1, q)) est vrai, alors,
d’aprés le lemme, la suite Seq(q, ¢, s, h) est infinie. Sinon, il existe k£ > 0 tel
que C(qor+1,q)) est faux et Co(qgor+1,q)) est vrai, car, autrement, o, attein-
drait la position perdante (g, so) du jeu G(A/syn/B, P). O

Puisque B est élagué, pour tout état ¢’ € Qg", il existe un processus Ry =
(A, Sq/,sg,,eq/> tel que Ry F By ou By est automate B avec ’état initial
changé en ¢'. Définissons maintenant le processus R.

Définition 6.2.9 Soit R le processus (A, Sg, s%, eg) tel que

Sp = U Sy U {(q,q’, s,h) € Q? x Spx H|o/((q,4), s, h) est déﬁnit}

q€Qp"
avec s% = (q4°% q5°, s%, k%) et ep : S x A — Sy est définit comme suit :

1. Pour tout a € Aet (¢,¢',s,h) € Spono,((¢,¢),s,h) = ((¢1,41),5), on
a:

— Si »,€ 65(q)) alors er((q,q', s, h),a) n’est pas définit.

— Si —,, Ou€ 05(qy) alors er((q,q',s,h),a) = (¢,¢, s, h)

— Si —,, F.€ 05(qy) et lasuite Seq(q, ¢/, s, h) est infinie, alors er((q, ¢, s, h),a) =

Sq, avec (a,q3) € 05(qy).

Si —, Ha.€ 05(qy) et lasuite Seq(q, ¢, s, h) fini en (gag+1, ¢, Soks hokt1)

avec +,€ J4(qars1) et (pour tout b € B, si —,€ Ja(qoxr1) alors

Wan€ 04(qar+1)), alors er((q, ¢, s, h),a) = 32é avec (a,qh) € dp(q))-

— Si —,, F.€ 05(qy) et lasuite Seq(q, ¢, s, h) finien (gari1, G}, S2k, Pok+1)

et (—a€ da(qors1) ou il existe b € A tel que —4,€ d4(qors1) et

J,la,be 63((]1))7 alors eR((Qv q/a S, h)a CL) - (q2k+27 qga S52k+2, h2k3+2) avec

= (b, qar+2) € dalqor+1)

— (b,¢5) € ds(q1)

— ep(Sar, b) = Stz

oy = hist(hopir, ((G2r41,¢1), S2¢))

2. Pour tout a € A, ¢ € Qp” et 7 € Sy on a eg(r,a) = ey (r,a).

Lemme 6.2.10 Si P F A/B alors il existe une stratégie gagnante dans
G(B7 R) depuis (q507 (qAOaQBOwS(P]’) hO))

Preuve. Nous allons maintenant décrire une stratégie gagnante oz dans
G(B, R). Supposons que (¢, (q,q’,s,h)) est une position du jeu G(B, R) tel
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que /(((q,q'),s), h) est définit et égale a ((q1, q;), s). Alors os(q’, (¢, ¢/, 5, h)) =
(41, (g4, s, h)).

Supposons que la suite Seq(q, ¢, s,h) (voir 6.2.3) est infini. Si il existe
a € A tel que —, , .€ I5(q)), comme B est complet et, d’aprés la défini-
tion de eg, alors on a une aréte de (¢}, (q,q’, s, h)) vers la position gagnante
(qé,sgé) ou (a,q,) € d5(q)). De plus, d’aprés la définition de eg, il n’y a
pas d’arétes depuis (qi,(q,q,s,h)) vers L lorsque —+, ,O.€ 05(q;). Donc
(41, (q,q',s,h)) est une position gagnante.

Supposons que la suite Seq(q,q’, s, h) fini en (gag+1, G}, S2k, hor+1). Suppo-
sons qu’il existe une aréte de (q1, (q,¢, s, h)) vers (g5, (qar-+2: @, S2k+2, hort2))-
Alors il existe a € A tel que (a,q¢;) € dp(q;) et il existe b € A tel que
eR((Qv q/Sa h)a b) = (q2k+2a qga S2k+2, h2/€+2) avec Hbud,b 55((]3) Donc (b7 qé)gbe
d5(q}). Donc (a,q)), —a, £a€ 95(q)). Donc ¢, = ¢4 Donc Daréte depuis
(41, (q,q',s,h)) vers (gb, (Gor+2, Gy, Sak+2, hart2)) dans le jeu G(B, R) corres-
pond & l'unique chemin depuis la position ((q1,q;), s) avec I'histoire h vers
la position ((gart2,q5), S2k+2) avec I'histoire hgyio compatible avec o, et hist
dans le jeu G(A/B, P). Les chemins infinis dans le jeu G(B, R) sont donc
gagnant puisque les parités qui apparaissent sont les mémes que celles du jeu

G(A/B, P).

Il reste a prouver qu’il n’y a pas d’aréte vers L depuis (q1, (¢, ¢, s, h)). Les
cas ol —g, Oq, =4 € 05(q)) sont des conséquences directe de la définition de
er. Les cas ot ¥, Wap€ 05(q)) sont des conséquences directe des propriétés
6.2.1 et 6.2.2. Supposons que —, —, [l4s€ 65(q}). Si er((q,¢'s, h),a) = 325
et er((q,q's,h),b) = 325 alors ¢y = ¢4 car B est nondéterministe.

Supposons que eR((Qa qlsv h)v a) = (Q2k+27 QQa S2k+2; h2k+2)' AIOI"S, d’aprés
la définition de eg, soit —,€ d4(q1) ou soit il existe ¢ € A tel que —.€ J4(q1)
et |lo.€ 05(q)). Dans le premier cas eg((q,q's, h),a) = er((q,¢'s, h),b) par
définition de eg et dans le deuxiéme cas eg((q, ¢'s, h),a) = er((q,¢'s, h),c) =

eR((Q7 q,Sa h)a b) O

Lemme 6.2.11 Si P £ A/B alors il existe une stratégie gagnante dans
G(A, P x R) depuis la position (q4° (s%, (¢4° q5°, s%,h%))) et R x P est
bien synchronisé.

Preuve. Nous allons maintenant décrire une stratégie o4 dans G(A, P x R).
Supposons que (q, (s, (q,q’, s,h))) est une position du jeu G(A, P x R) tel
que la stratégie dans la position ((q,¢'), s) du jeu G(A/B, P) avec I'histoire
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h est définit et o/((q.q'),s,h) = ((q1,4q1,s). Alors la stratégie o4 depuis
(q,(s,(q,q',s,h))) est d’aller vers (qq, (s, (¢,¢,s,h))).

Supposons que (gog, (S2x, (¢, ¢, s, h))) est une position du jeu G(A, P x R)
tel que la stratégie dans la position ((¢, ¢'), s) du jeu G(A/B, P) avec 'histoire
h est définit et o/((¢,¢’),s,h) = (a1, 41, s). De plus, on considére que la suite
Seq(q,q', s, h) (voir 6.2.3) atteint (qax, q1, S2k, hor) avec o/ ((qar, ¢1), Sok, Por) =
(G241, 41, Sor) - Alors la stratégie o4 depuis (qok, (Sok, (¢, ¢, s, h))) est d’aller

vers (q2k+1, (SQk, (97 q/a 85 h)))

Soit (g, (s,(q, ¢, s,h))) une position du jeu G(.A, P x R) accessible par g 4.
Supposons que la suite Seq(q,q’, s, h) ne fini pas en (gory1, G}, Sok, hokt1) et
qu’il existe une aréte depuis (gog+1, (S2k, (¢, ¢, s, h))) vers (¢”, (s”,7)). Alors il
existe a € A tel que (a,q") € 04(qor), ep(Sar, a) = s" et er((q,¢'s, h),a) =1r".
Comme A est nondéterministe Ou¢ 64(gox+1). Comme A est complétement
spécifié, —, F.€ Ja(qars1)- Or la condition C(qogs1,q)) est vrai done O, €
05(q;) et donc, d’aprés la définition de eg, on a 7" = (q,q’, s, h). Donc, il y a
une aréte (qog11, (So2k, (¢, ¢, s, h))) vers (¢”, (8", (¢, ¢/, s, h))) dans G(A, Px R)
et une aréte de ((qoxs1,4q), sox) vers ((¢”,¢)),s”)) dans le jen G(A/B, P).
Montrons qu’il n’y a pas d’arétes vers L depuis (goxi1, (Sok, (¢,¢, S, h))).

— Supposons que +,€ da(garr1)- St —a€ dp(qy) alors »,€ 6,(qart1, q1)

Donc ep(sq, a) n’est pas définit.

= Si =4, Fa€ 0a(qory1) alors —4,€ 6/(qort1,q;) et, d’aprés la condition
Ci(q2k+1,q1), Oa€ 08(q}). Donc er((q, ¢, s, h),a) = (q,¢,s,h). De plus
a€ 0/(qar11,q1) car C(qor+1,q1) et Ci(qar+1,q;) sont vrais. Donc,
puisque ((gor+1,41), S2k) est une position gagnante du jeu G(A/B, P),
ep(Sax, a) est définit mais pas égale & sqf.

— Si—q, Oa€ 04(qar+1) alors O € 0,(q2r11,91)N05(q1)- Donc er((q, ¢, s,h),a) =
(q,q',s,h) et puisque ((gar+1,q]), Sox) est une position gagnante du jeu
G(A/B, P), ep(sox, a) = sy

= Si —a, =, ap€ 64(qorg1). Done [lap€ 0a(qors1,qy) et, d’aprés la
condition C1(qak+1,41)s Oas OpE d5(q)) et, puisque ((gars1,q)), Sox) est
une position gagnante du jeu G(A/B, P), ep(sak, a) = ep(Sak, b).

— Si =4, —b, Hap€ 04(gor+1). D’aprés la condition C(qart1, ¢1)y Oa, OpE
05(qy)- Done Wap€ da(qort1,q1), done ep(sax, a) # sox

Soit (g, (s,(q, ¢, s,h))) une position du jeu G(.A, P x R) accessible par g 4.
Supposons que la suite Seq(q, ¢, s, h) (voir 6.2.3) fini en (gog+1, G}, S2k, Pog+1)
et qu’il existe une aréte depuis (qog11, (S2k, (¢, 4’5 s, h))) vers (¢”, (s”,7)). Alors
il existe a € A tel que (a,q"”) € 64(qax), ep(Sak,a) = 5" et er((¢q,q's, h),a) =
r”. Comme A est nondéterministe O, ¢ . 4(gox). Comme A est complétement
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spécifié, —,€ 04(qgor). De plus la condition C(gox, q) est fausse donc O, ¢
05(¢}). Donc il existe ¢ tel que —,, ¢, (a, ¢,) € 05(q;) et, d’apreés la définition
de eg, " = (¢", ¢, ", h") avec b = hist(hogt1, ((q2k+1, q), S2x)). Dong, il y a
une aréte (gog11, (Sox, (¢, ¢, s, h))) vers (¢”, (s”,(q", ¢4, 8", h"))) dans G(A, P x
R) et une aréte de ((gox11,4q)), Sox) vers ((¢”, qb),s”)) dans le jeu G(A/B, P).
Montrons qu’il n’y a pas d’arétes vers L depuis (goxi1, (Sok, (4,4, s, h))).

0

— Supposons que +,€ 64(qar+1). Si —o€ 05(qy) alors =€ 6/(qor+1,q1)

Donc ep(sar, a) n’est pas définit.

Si —q, Fa€ 04(qor+1) alors —4,€ §/(qan+1,97)Nd5(q)). Puisque la condi-

tion C'(qox11,q) est fausse, #,€ d5(q)). La condition 6.2.1 permet de
s’assurer que eR((qa qla = h)? a) 7£ (qa qla S, h) et, puisque ((q2k+17 q;), S2k>

est une position gagnante du jeu G(A/B, P), ep(Sa, a) est définit.

Si =4, Oa€ d4(q2r+1) alors Og€ 6/(qor+1,¢1)N05(q7)- Donc er((q,¢', 5, h),a) =
(q,q, s, h) et puisque ((gari1,4]), S2x) €st une position gagnante du jeu
G(A/B, P), ep(sox, a) = Sap

Si —a, =5, Uap€ 04(qar41). Donc |ap€ da(qar41,q1) et (Llap€ d5(q))

ou O, Op€ 05(q;)). Comme ((gogt1,q)), Sox) st une position gagnante

du jeu G(A/B, P), ep(so,a) = ep(sa,b). De plus, comme A et B
sont complet et nondéterministe, il existe go, ¢ tel que (a,q)(b, q2) €
04(q2x+1) et (a,q5) (b, ¢3) € 05(qy). Doncer((q, 4, s, h), a) = (qo, g3, Sor, ha) =
eR((Qa qla = h)? b)

Si —q, —=b, Map€ 04(qors1) alors —4, —4€ 05(q))-

Si llap€ 08(q1) ou Oa, Ov€ d5(q1) alors Map€ 04(qr+1,q1). Comme
((gar+1,q}), S2) est une position gagnante du jeu G(A/B, P), ep(sax, a) #
€P(82k, b)

Si Waps Fa, € 65(qy) Comme B est complet et complétement spécifié,

la propriété 6.2.2 nous assure eg((q,q', s, h),a) # er((q, ¢, s, h),b).

6.2.4 Preuve : Si il existe R F B tel que P x RF A et

R x P est bien synchronisé alors P F A/,,,/B

Lemme 6.2.12 Si RF Bet Px R E A alors il existe une stratégie gagnante
dans G(A/Ba P) depuis ((q.Aoa QBO>7 SO)'

Preuve. Soit P = (A, Sp, s%, ep) et o4 une stratégie positionnelle gagnante
dans G(A, P x R). Soit R = (A, Sk, s%, er) et op une stratégie positionnelle
gagnante dans G(B, R).

Nous allons maintenant décrire une stratégie o : (Q? X Sp)xSg — Q\/’ xSp

avec la fonction d’histoire hist : Sg x (Q; x Sp) — Sk dans G(A/B, P).
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Supposons que ((q,¢),s) € Q% x Q3 X Sp soit une position du jeu
G(A/B, P) avec I'histoire s tel que les stratégies dans les positions (g, (s, s))
de G(A, PxR)et (¢, ") de G(B, R) soient définit. Soit (¢1, (s,5")) = 0.4(q, (s,5"))
et (q1,5") = og(q,s). Alors la stratégie o depuis ((q,q'),s) est d’aller en
((q1,q)), s) avec hist(s',(q,s)) = s

Supposons que ((q,q}),s) € Q% X Qf x Sp soit une position du jeu
G(A/B, P) avec I'histoire s’ tel que la stratégie dans la position (g, (s,s’))
de G(A, P x R) est définit avec (qi, (s,5")) = o4(q, (s,5)) et (¢}, s") est une
position accessible par la stratégie oz. Alors la stratégie o depuis ((q, q;), s)
est d’aller en ((q1,4q), s) avec hist(s',(q,s)) = 5.

Remarquons d’abord que D(qi, ¢}) est vrai car les positions (¢1, (s, s')) et
(g1, s") sont gagnantes et donc o est bien définit (si hist est bien définit).

Montrons maintenant qu’il n’y a pas d’aréte depuis ((q, q), s) vers (q., )
dans G(A/B, P).

Supposons que C(q1,q)) est vrai. Donc il existe a € A tel que —,, F,€
da(qr) et —4, Ou€ 05(q)). Or les positions (g1, (s, s')) et (¢}, s') sont gagnantes
e(s,a) # sete(s',a) =s. Comme R x P est bien synchronisé, pour tout b €
A, (¢/(s',b) = s ou €/(s',b) n’est pas définit) et soit e x €'((s,s'),b) n’est pas
définit, soit e x €/((s,s"),b) = (s, ") ou soit e x €'((s,5"),b) = e x €'((s,5),a).
Donc, puisque les positions (g1, (s,s)) et (¢, ') sont gagnantes, si —,, —,€
dalqr) alors OyOL€ d5(q)) et si Da, L€ da(q) alors ||4p€ d4(q1). Done
Ci(q1,qy) est vrai.

Supposons que C(qy, q;) est faux. Donc pour tout a € A si —,, F,€ da4(q1)
alors O a ¢ 05(q;). Or les positions (g1, (s,s)) et (q1, s") sont gagnantes, donc
e(s,a) # s et €(s,a) # s'. Comme R x P est bien synchronisé, pour tout
b € A, soit e x €/((s,5'),b) n'est pas définit, soit si €'(s',a) = €'(s,b) alors
e(s,a) = e(s,b). Donc, puisque les positions (g1, (s,s’)) et (¢}, s’) sont ga-
gnantes, on peut vérifier que Cs(qq,q]) est vrai.

Soit ((¢1,4}),s) € @, x Sp une position accessible par o avec 'histoire 5.

Si il y a une aréte depuis ((¢1,q,), s) vers ((g2, ¢), $2) avec ¢4 # ¢;. Alors
il existe a € A tel que (a,q2),—s € 6a(q1) et (a,q3) —a € 08(q¢)) et
e(s,a) = so. Puisque (g}, ') est gagnante, €'(s,a) est définit, disons égale a
sh. Donc il y a une aréte depuis (g1, (s, s")) vers (gq, (S2, 55)) dans G(A, P X
R) et une aréte depuis (¢, s") vers (¢}, sh) dans G(B, R). On définit alors
hist(s', ((q1,¢1), 8)) = s5.

Si il y a une aréte depuis ((q1,q;),s) vers ((ge,q)), $2). De plus il existe
a € A tel que (a,q2), —a € dalq1) et —a Ou€ ds(q)) et e(s,a) = so.
Puisque (g}, ') est gagnante, ¢/(s', a) est définit et égale & s'. Donc il y a une
aréte depuis (g1, (s, ') vers (gq, (s2,5")) dans G(A, P x R). On définit alors
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hist(s', ((q1,4,),s)) = &

Il reste a prouver qu’il n’y a pas d’aréte vers L depuis ((¢1,¢}),s) dans
G A/ oyn/B. P).

— Si »4€ 0/(q1,q) alors =€ da(qi) et —,€ 65(q;). Puisque (qp,s’)
est gagnante, €'(s', a) est définit et, comme (g, (s, s’)) est une position
gagnante, e(s,a) n’est pas définit.

= Si =4, 0a€ 0/(q1,q1) alors —4, Og€ 64(q1). Puisque (g1, (s,5")) est une
position gagnante dans G(A, P X R), ep(s,a) = s.

— Si —q, Da€ 0/(qr,q1) alors —, De€ d4(q1) et O.€ 0p(qy). Puisque
(q1,s") est gagnante, er(s’,a) = s'. Alors, puisque (qi, (s,s’)) est une
position gagnante dans G(A, P x R), ep(s,a) # s

— Si =4, =, Uap€ 9/(q1,4)) alors —4, =4, [lap€ 64(q1). Alors, puisque
(q1,(s,s")) est une position gagnante dans G(A, P x R), ep(s,a) =
ep(s,b).

= Si =g, =y, Map€ 9/(q1,q)) alors —4, =y, Map€ dalq) et (Oa, Op€
d5(q)) ou [lap€ d5(q))) Puisque (¢, s') est gagnante, eg(s’, a) = eg(s', b).
Alors, puisque (q1, (s, ")) est une position gagnante dans G(A, P X R),
ep(s,a) # ep(s,b).

U

6.2.5 Exemple : observation chainée

Soit Ap, A%, ..., A% C A des sous ensembles d’événements tels que :
1 2
Ab CA,C ... CAHCA

Dans [Rie03|, Stéphane Riedweg montre que le controle décentralisé avec éve-
nements inobservables est décidable si, pour tout ¢, le controleur ¢); ne peut
observer que les événements A}, c’est a dire Q; F A(A}) d’aprés Pexemple
3.3.1.

On peut identifier ce cas a un cas particulier de controleurs bien synchro-
nisés.

Soit, pour tout i € |n], B(A,) un automate avec événements indiscer-
nables ayant un seul état universel ¢ de parité nulle et la fonction de transi-
tion :

5(q) ={(a,q) ra € Ay U{Yay, Fo:x € Ay ¢ Ap}

Remarquons que pour tout processus P, il existe un processus () bisimilaire
tel que @ F B(AL). Notons, pour tout i € |n|, C; 'automate B(AL) A A(AL).
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Lemme 6.2.13 Soit, pour tout i € |n|, des processus Q; = (A, A, S;, 54, €;, A})
tels que Q; F C;. Alors, pour tout i = 2,3,...n, R;_1 XQ; est bien synchronlse
avec Ri—l = Q1 X - X Qi—l-

Preuve : Soit R; 1 = (A, A, S, s0,egr, \). Soit (s;,8) = (84, $1, 82, ..., 8_1) un
état de Q; x R;_1. Si eg,_,(s,a) = s alors, puisque Qy, F A(AY) et A%, C AL
pour tout k < 7, on a e;(s;,a) = s;. Donc, si e; xeg, ,((s,s;),b) est défini mais
n’est pas égale & (s, s;), alors eg,_, (s,b) # s. De plus, puisque Q; F B(AL), si
ei(s;,b) et e;(s;,a) (avec a # b) sont définis, alors e;(s;,b) # e;(s;, a). Donc la
condition Cy(Ilg, ,(s),1g,(s;)) est vrai. Donc @); X R;_1 est bien synchronisé
(voir Définition 6.2.2). OJ

Le corollaire 6.2.5 permet de conclure que le controle décentralisé est
décidable avec la contrainte proposée dans [Rie03].

6.2.6 Exemple : le pipeline

Considérons le cas du pipeline (voir figure 6.2). Soit A*, A%,..., A" C A
des sous ensembles d’événements disjoints.

AO Al A2 Anfl An
—_— Q2 E—i —_— Q. —

Y

F1G. 6.2 — Pipeline de n controleurs

Le contoleur ();, soit lit un événement dans A; envoyé par le controleur
Qi1 (ou par lenvironement pour @)1), soit envoie un événement dans A;
au controleur ;1. De plus, il ne voit pas les événements Ay pour k < i et
k>1+1.

Soit, pour tout i € |n], D(A"!, A’) un automate avec événements indis-
cernables ayant un état existentiel g et des états universels {¢!* |, q¢? : a € A},
tous de parité nulles, et la fonction de transition :

-~ 0lg0) ={(e,q81) ra € AT U{(e, gf) s a € AT}

= 0(gi1) = {(a,90)} U{=0t v € Ai}

= 0(g7) = {(a, @)} U{=a: x # a}

Notons, pour tout ¢ € |n], C/ 'automate :

BAT UAYADAT AV A N AA A\ A4

k<i k>i+1
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Voir 'exemple de la partie 6.2.5 pour la défintion de B(A""'UA?) et I'exemple
3.3.1 pour la définition de A(AF).

Lemme 6.2.14 Soit, pour tout i € |n|, des processus Q; = (A, A, S;, 54, €}, \})
tel que Q; E C.. Alors, pour tout ¢ = 2,3,...n, Q; X R;_1 est bien synchronisé
avec Ri—l = Ql X - X Qi—l-

Preuve : Soit Ri—l = <A, A, S, S0, ER, /\> Soit (SZ‘, S) = (SZ', 51,82, .-+, Si—l)
un état de R; 1 x Q;.

Siep, ,(s,a) =salorsa € AAUATLU .- UA" car Qy F B(A*1 U AF)
pour tout k& < i. Sia € AU - - - UA™ alors soit ;(s;, a) = s; ou e;(s;,a) n'est
pas défini. Si a € A’ et e;(s;,a) est défini alors, comme Q; F D(A™! AY),
Dg,(s;) = {a}. Donc la condition C(Ilg,(s;), Ix, ,(s)) est vrai.

Sia € A tel que eg, ,(s,a) est défini, on a ep, ,(s,a) # s alors a €
AUA'U - UA"L. Siae AUAMU - UA2 et ¢(sy,a) est défini alors
ei(si,a) = s;. Sia,b € A et e;(sy,a) et e;(s;,b) sont définis, alors, puisque
Qi E B(ATTUAY), e;(s4,b) # e;(si,a). Donc la condition Cy(Tlg,(s;), g, ()
est vrai. Donc (); X R;_; est bien synchronisé. []

Le corollaire 6.2.5 permet de conclure que le controle décentralisé est
décidable pour le pipeline.

6.3 Quotient d’un automate étendu par un au-
tomate simple

Dans cette partie, nous montrons comment définir 'opération de quotient
d’un automate étendu par un automate simple (un cas particulier est donc
le quotient de deux automates simples).

6.3.1 Résultat principal

Théoreme 6.3.1 Soit <, un ordre totale sur A. Soit A un automate étendu
et C un automate simple réduit par rapport a <, (voir définition 3.4.8). Il
existe un automate étendu A/C tel que :

P E AJ/C si et seulement si il existe @ FC tel que P x Q F A.

(voir Définition 3.4.3 pour la notation @)

On peut en déduire aisément qu’il est possible de faire le quotient d’au-
tomate étendu par un automate simple comme ’affirme le corollaire suivant.
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Corollaire 6.3.2 Soit A un automate étendu nondéterministe et B un au-
tomate simple. Il existe un automate étendu A/B tel que :

P E A/B si et seulement si il existe @ F B tel que P x @ F A.

~

Preuve du corollaire 6.3.2 Soit C l'automate simple réduit R(B) (voir
définitions 3.4.5 et 3.4.12). D’apres le théoreme 3.4.13, P E R(B) si et seule-
ment si P F B. D’apres la proposition 3.4.6, P E Bsi et seulement si P F B.
D’aprés le théoreme 6.%.1, il suffit donc que "automate étendu .4 /8B soit ’au-

tomate A/C = A/(R(B)). O

Nous allons maintenant démontrer le théoréme 6.3.1.

6.3.2 Définition de I’automate A/C

Définition 6.3.3 Soit A = (A, Q4,Q4>,Q4",q4" 64, Acc4) un automate
étendu nondéterministe a parité. Nous supposons que A est complet et
complétement, spécifié (voir définition 3.8.9) et que pour tout a € A et

4,41, 42 € Q.A on a:
si (g,q1) € 04(q) et (a,q2) € da(q) alors go # g (6.3.1)
(I1 suffit pour cela de dupliquer certains états de A)

Soit C = (A, 114, Qc, Qc>, Qc, qc°, d¢, Acce) un automate simple nondéter-
ministe réduit & parité. On suppose que C est élagué (voir définition 3.8.10)
et que pour tout ¢ € QF, m = {N,L,Ay,..., A} € ll4 et i € |p| (voir
notation 3.4.2),

de(g,m) N (A x Qz) # 0
(I1 suffit d’ajouter des transitions dans A; X Q¢ vers un nouvel état gagnant).
Il existe donc ¢’ € Q¥ tel que (voir notation 3.4.7) :

de(q, ™) N A; X Qe = (min<  {x € A;},¢) (6.3.2)
Enfin, on suppose que pour tout a,b € A et q,q1,q2 € Q¢, on a :

si (a,q1), (b, q2) € dc(g, ) alors q1 # qo (6.3.3)
(I1 suffit pour cela de dupliquer certains états de C)

Soit A/C = (A,Q, Q?, 7, q?, 8/, Accy) un automate défini comme suit :
Q) =Qu xQc”, Q) =Qu"xQc" xT4a et ¢)=(qa’ q)

Accy = {(90,616)(611,61177T1) T } qoqr -+ € Acca et qiqy -+ € ACCC}
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— Pour tout état existentiel (q,¢") € Q?, d/(q,q") contient (e, (q1,q;,))
avec m = {N,L, Ay,..., A} si:
a (67 Q1) € 5A(q)
- (67 qi) € 5@((]/,71')
— L={a:0.€4(qn)}
— Si —4,€ 64(qu) alors a ¢ N
— Si »4€ bc(qu,m) alors a € N
— Pour tout i € |p] et a,b € A, on a a,b € A; si et seulement si
J/Jaa,bE 5A(Q1)
— Pour tout état universel (¢, ¢}, 7) € Q\; avec m = {N,L, Ay,..., A},
8/(q1, 4}, ™) contient :
= (a,(q2,43)), st =€ dalq), (a,q2) € da(q) et (min<,{z € Ai}, ¢5) €
dc(qy, )
— —a, S —,€ da(q1)
— a4, 81 #,€04(q1) et a g N
= Og, 81 Oa€ 0a(q1)
B ua,b; si J/J,a,bE 5A(Q1)

6.3.3 Preuve : Si P F A/C alors il existe R F C tel que
P x RE A.

Supposons qu'il existe une stratégie gagnante o, : (Q? x Sp)x H — Q\/’ X
Sp avec Uhistoire H dans G(A/C, P) pour le processus P = (A, Sp, s%, ep)
avec la fonction de mise a jour hist : H x (Q; x Sp) — H.

Puisque C est élagué, pour tout état ¢ € Qc", il existe un processus Ry =
(A, Sy, 50, eq) tel que Ry F Cy olt Cy est 'automate C avec I'état initial
changé en ¢'.

Définition 6.3.4 Soit R le processus (A, Sg, s%, er) tel que

Sgp = U Sy U {(q,q',s,h) € Q? x Spx H 0/((q,q’),s, h) est déﬁni}
7'€Qc”
avec s% = (q4°, qc°, s%, hY) et er : Sgp x A — Sg est défini comme suit :
1. Pour tout a € A et (¢,¢',s,h) € Sg o 0/((q,¢'),s,h) = ((q1,q1,7), 5)
avec m = {N,L, Ay,...,A,},ona:
— Sia€ N alors er((q,¢, s,h),a) n’est pas défini.
— Sia € L alors eg((q,q',s,h),a) = (q,q, s, h)
— Pour tout i, si a € A; et —.& da(q1) alors er((q,q',s,h),a) = 325
avec (min<, {z € A;},¢) € de(q), ™) (32é est 'état initial de Ry).
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~ Pour tout 4, si a € A; et —,€ da(q) alors er((q,q,5,h),a) =
(Go, Gb, 2, ho) avec :
N (aa(h) S 5A(q1)
~ (mine,{z € Ai}, ¢) € de(d), )
B eP(Saa) = 82
— hy = hist(hist(h,((q,q),$)), ((¢1,4]),$))

2. Pour tout a € A, ¢ € Qc” et r € Sy on a eg(r,a) = ey(r,a).
Lemme 6.3.5 R est bien défini.

Preuve : Soit m = {N, L, Ay,..., Ay}

D’aprés la propriété 6.3.2, pour tout 4, il existe ¢} tel que (min<,{z €
Ai}7 qé) € 5C(qiv 7T)'

Puisque A est complet, si —,€ d4(q1), il existe g, tel que (a,q2) € da(q1)-

On sait, de plus que la position ((q1,q],7),s) est gagnante dans le jeu
G(A/C, P) car elle est accessible par la stratégie 0,. Or —,€ §4(¢1) implique
—4€ 0/(q1,q;, ), donc il existe s, tel que ep(s,a) = s. O

Lemme 6.3.6 Pour tout (qa qu S, h) S SR ou 0/((qa q/)v S, h) = ((QIa in 7T), 8)7
on a llg(q, ¢, s,h) = m.

Preuve : On a (¢, (¢1,91, 7)) € 6/(q,¢'). Soit m = {N, L, Ay, ..., A}

Soit a,b € A; et —, € da(q1). D’aprés les conditions permettant les
transitions depuis d,(q,q’), on a |[43€ 64(q1). Or A est complétement spé-
cifie, donc —, € 04(q1). Comme A est nondéterministe, si (a,q2) € da(q1)
et (b,q3) € d4(q1) alors g = g3. De plus, ||os€ d/(q1,q1, 7). Puisque que
((q1, g}, ™), s) est une position gagnante, on a ep(s,a) = ep(s,b). Donc er((q, ¢, s, h),a) =
eR((Qa qlv 5, h)v b)

Soit a € A; et b € A, avec i # j. La condition 6.3.3 nous assure que
eR((qa q,s, h)? a) # eR((Q7 q,s, h)v b)'

Soit a € A; et b € L. La condition 6.3.1 nous assure que eg((q, ¢, s, h),a) #
eR((Qa qlv 5, h)v b) O

Lemme 6.3.7 Si P £ A/C alors il existe une stratégie gagnante dans G(C, R)
depuis (gc; (q4°, ac®, s, h°)).

Preuve. Nous allons maintenant décrire une stratégie gagnante oc dans
G(C, R). Supposons que (¢, (q,4¢',s,h)) est une position du jeu G(C, R) tel
que 0/(((q,4q'),s), h) est défini et égale & ((q1, ¢}, ), s). Alors oc(q', (¢, ¢, s, h)) =
(g1, (¢, 4", 8, h)).

Afin de prouver que o¢ est gagnante, supposons d’abord qu’il y a une aréte de-
puis (¢1, (¢, ¢, s, h)) vers (g5, (525)) dans G(C, R). Par définition de eg, ¢} = ¢}
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et (g5, (sgé)) est une position gagnante puisque Ry F Cy .

Supposons que ’on a une aréte depuis (q1, (¢, ¢, s, h)) vers (g3, (g2, 45, S2, h2)))
dans G(C, R). Donc il existe a € A tel que (a, ¢) € dc(q,, 7), et er((q, ¢, s, h), a) =
(G2, G5, 2, ha). Puisque C est réduit, d’aprés la propriété 6.3.2, il existe i tel
que a = min< ,{x € A;} et, d’aprés la définition de eg, on a (a, g2) € d4(q1),
(min< {x € A}, q}) € de(qi, ™) et ep(s,a) = so. Donc, puisque C est nondé-
terministe ¢, = ¢} et, de plus, il y a une aréte ((q1,q1,7), s) vers ((qa, ¢5), S2)
dans G(A/C, P). Ainsi, les chemins d’une partie compatible avec o dans
G(C,ﬁ) correspondent aux chemins d’une partie compatible avec o, dans

G(A/C, P).

Il reste a prouver qu'’il n’y a pas d’aréte vers L depuis (¢, (¢,¢, s, h)).
— Si—4€ d¢(q), ) alors, puisque C est réduit, a ¢ N. Donc er((q,q, s, h), a)
est défini.
— Si »,€ 0¢(qy, ) alors, d’aprés les conditions permettant les transitions
depuis 0,(¢,¢'), on a a € N. Donc er((q,4¢', s,h),a) n’est pas défini.
[

Lemme 6.3.8 Si P F A/C alors il existe une stratégie gagnante dans G(.A, P X
R) depuis la position (g4°, (sp, (¢4% ac®, sp, h"))).

Preuve. Nous allons maintenant décrire une stratégie o4 dans G(A, P x R).
Supposons que (q, (s, (q,¢, s, h))) est une position du jeu G(A, P x R) tel que
la stratégie dans la position ((¢, q'), s) du jeu G(A/C, P) avec I'histoire h est
défini et 0/((q,q'),s,h) = ((q1,4},7),s) avec m = {N, L, Ay,..., Ay}. Alors
la stratégie o4 depuis (q, (s, (q,q’,s,h))) est d’aller vers (q1, (s,(q, ¢, s, h))).

Afin de prouver que o 4 est gagnante, remarquons d’abord qu’il ne peut avoir
d’aréte depuis (q1, (s, (¢, ¢, s, h))) vers une aréte de la forme (g, (S, 525))- En
effet, si c¢’était le cas, il existerait a € A tel que (a,q2) € da(q1) et, puisque
er((q,q',s,h),a) = sgé, on aurait —,¢ d4(q1). Dot »,€ d4(q1) et alors
dalqr) N ({a} x Q4) =0 (A est complétement spécifié), ce qui serait contra-
dictoire avec (a,qa2) € 04(q1).

Supposons que 1’on une aréte depuis (q1, (s, (q,¢', s, h))) vers (q2, (s2, (g3, G5, S3, ha)))-
Alorsil existe a € A tel que (a, q2) € 04(q1), ep(s,a) = seeter((q,q, s, h),a) =

(g3, ¢4, 83, ho). Par définition de eg, il existe i € |p] tel que a € A;, —,€ da(q1),

(a,q3) € dalqr) , (minc, {z € A;},¢5) € dc(qy,m) et ep(s,a) = s3. Donc

sy = s3 et, puisque A est nondéterministe, ¢go = ¢3. De plus ceci permet

de conclure qu’il y a une aréte depuis ((q1,q}),s) vers ((gz,q5),s2) dans
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G(A/C, P). Ainsi une partie compatible avec o4 dans G(A, P x R) corres-
pond a une partie compatible avec o, dans G(A/C, P).

Il reste a prouver qu’il n’y a pas d’aréte vers L depuis ((q1, (s, (¢,¢, s, h)).

— Supposons que —,, O,€ 64(q1). D’aprés les conditions permettant les
transitions depuis 0,(¢,¢'), a € L. Donc eg((q,¢',s,h),a) = (¢,¢, s, h).
De plus Og, =o€ /(q1,q1,7). Or ((¢1,91,7),s) est une position ga-
gnante du jeu G(A/C, P), donc ep(s,a) = s.

— Supposons que —,, F,€ d4(q1). Alors, d’aprés les conditions permet-
tant les transitions depuis d,(¢,¢’), @ ¢ N U L. Donc il existe i € |p] tel
que a € A; et er((q,q, s, h),a) est défini. De plus —,€ J4(q1) implique
que —,€ 0,(q1,q;,m) et quiil existe go, gy, 52, hy tel que ep(s,a) = s3
et er((q,4¢,s,h),a) = (g, ¢, S2, ho). La propriété 6.3.1 nous assure que
(0,4, s, h) # (g2, @35 S2, ha).

— Supposons que |44, —a, —pE 04(q1). D’apres les conditions permet-
tant les transitions depuis 0,(q,q’), il existe i tel que a,b € A;. Donc
er((q,q,s,h),a) = er((q,q,s,h),b). De plus |[,p€ 6/(qr,q7, 7). Or
((¢1, 4}, ™), s) est une position gagnante du jeu G(.A/C, P), donc ep(s, a)
ep(s,b).

— Supposons que Yo p, —a, =€ d4(q1). Puisque A est complétement spé-
cifié, ||,p¢% 04(q1). D’apreés les conditions § permettant les transitions
depuis 6,(q,q'), il existe i, j tel que i # j et soit (a € A; et b € A;),
soit (a € A; et b € L), soit (a € L et b € A;). Dans tous les cas,
eR((Qa qlv 5, h)v a) 7é eR((Qv q/a S, h)’ b)

— Supposons que »,€ J4(q1). Sia € N alors er((q, ¢, s, h),a) n’est pas
défini. Si @ ¢ N alors, d’aprés la fonction de transition 6,(qi,qj, 7),
+4.€ 0/(q1, 4}, m) donc ep(s,a) n’est pas défini.

]

6.3.4 Preuve : Si il existe Q F C tel que P x Q F A alors
PE AJC.

Lemme 6.3.9 Si @ FCet PxQF A alors il existe une stratégie gagnante
dans G(A/C, P) depuis (g%, gc°), 5°).

Preuve. Soit P = (A, Sp,sp,ep) et Q = (A, Sg, 50, eq). Soit 0.4 une straté-
gie positionnelle gagnante dans G(A, P X Q).

Définition 6.3.10 Soit R le processus (A, Sg, s%, er) tel que :
— Sr=(Sg x Q4 x Sp)USq et s% = (soQ,q&,s(},)
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— Pour tout s € Sg, s € Spet g € Qa, Dr(s',q,5) = Dg(s') et Dg(s') =
Dg(s).

— Pour tout s’ € Sg, s € Sp, ¢ € Q4 tel que g4(q,(s,5")) = (q1,(s,5"))
et a € Dg(s',q,s),on a:
- eR((S/7Q7 S>7a) = (S/27Q27 82) si =4, Ha, (a7 q2) S 5.»4((]1)7 eQ(Slaa) = S5

et ep(s,a) = so.

—er((5,q,8),a) = (s,q,5) si =4 ,0.€ da(qn) et eq(s',a) = s.
—er((s,q,s),a) = sh si »,€ 04(qn) et eq(s',a) =
— egr(s,a) =eq(s,a)

Lemme 6.3.11 }A% EC

Preuve : En effet, puisque Dg(s',q,s) = Dg(s') et Dgr(s’) = Dg(s'), R et
@ ont le méme dépliage et C est un automate simple donc C accepte tous les
processus en bisimulation avec 'un de ses modéles. [

Soit o¢ une stratégie positionnelle gagnante dans G(C, E)

Nous allons maintenant décrire une stratégie o, dans G(A/C, P). Sup-
posons que ((¢,¢’), s) soit une position du jeu G(A/C, P) tel que les straté-
gies dans les positions (g, (s, s')) de G(A, P x Q) et (¢, (s',¢, s)) de G(C, R)
soient défini. Soit (q1, (s, ")) = oga(q, (s,5)) et (q1, (5", q,5)) = oc(q, (5, q,9)).
Alors la stratégie o, depuis ((q,q’),s) est d’aller en ((¢1,¢},7),s) ot ™ =
r(s',q,s) ={Nr(s',q.s), Lr(s',q,s), A1,..., A}

Montrons tout d’abord que o, est bien défini; c’est a dire que (e, (¢1, ¢, 7)) €
d/(q,4")-

— On a bien (e,q1) € d4(q) et (¢,q1) € éc(¢', 1Ir(5, q, 5)).

— Si—, € d4(q1) alors, puisque la position (qq, (s,s")) dujeu G(A, PxQ)
est gagnante, eq(s’, a) est défini donc eg(s’,a), donc a ¢ Ng(s',q,s).

— Si -, € delq),m) alors, puisque la position (¢}, s') du jeu G(C, R) est
gagnante, eg(s’, a) n’est pas défini, donc a € Ng(s, ¢, s).

— Si O4€ da(q1) alors, puisque (g1, (s,s")) est une position gagnante du
jeu G(A, P x Q), eq(s’,a) = " donc a € Lg(s',q,s). Si Oa 0a(q1)
alors, ©,€ da(q1) et, puisque (qi,(s,s’)) est une position gagnante
du jeu G(A, P x Q), soit eg(s’,a) # s ou soit ep(s,a) # s. Donc
LR(Sla q, S) = {a HOPS 5.»4((]1)}

— Si [|ap€ 04(q1) alors, puisque (g, (s,s")) est une position gagnante
du jeu G(A, P x Q), ep(s',a) = ep(s,b) et eg(s’,a) = eq(s',b). De
plus, comme A est nondéterministe et complet, si (a, g2)(b, q3) € 6.4(q1)
alors ¢o = ¢3. Donc il existe i tel que a,b € A;. Si |[,¢ 04(¢1) alors
Mav€ 0a(qr) et, puisque (g1, (s,s")) est une position gagnante du jeu



Conclusion 133

G(A, P x Q), ep(s',a) # ep(s',b) ou eg(s’,a) # eqg(s’,b). Donc pour
tout i, {a,b} ¢ A;.

Afin de prouver que o, est gagnante, supposons que l'on a une aréte de-
puis ((¢1,4¢},m),s) vers ((q2,¢5), s2). Donc il existe i € |p| tel que a € A;,
ep(s,a) = sa, —q, (a,q2) € 04(qr) et (min< {x € A;}, b)) € dclqy, ™).

Puisque la position (g1, (s, ")) de G(A, P x Q) est gagnante, eq(s’, a) est
défini, disons s}, et donc il y a une aréte depuis (qi, (s, ")) vers (g, (s2,55))
dans G(A, P x Q).

De plus, puisque a € A;, pour tout b € A;, on a [[,,€ d4(¢q1). Comme
A est nondéterministe et complet, pour tout b € A;, (b,q2) € d4(q1) et donc
(min< {x € Ai}, q2) € da(qn).

Puisque la position (g1, (s,5’)) de G(A, P x Q) est gagnante, on a pour
tout b € A;, ep(s,b) = ep(s,a) = s9 et donc ep(s, min< , {x € A;}) = 5.

Donc il y a une aréte depuis (¢}, (s, q, s)) vers (¢}, (s, go, 52)) dans G(C, R).

Il reste a prouver qu’il n’y a pas d’aréte vers L depuis ((¢1,q],7),s) dans
G(A, P x R).

Si —4€ 0/(q1,q1,m) alors —,€ 04(q1). Puisque (g1, (s, s")) est une position
gagnante dans G(A, P x Q), ep(s, a) est défini.

Si +#4€ 0/(q1,q1,m) alors =,€ 04(q1) et a & Ng(s',q,s) donc er(s', q, s)
est défini. Donc, puisque (g, (s, s’)) est une position gagnante dans G (A, P x
@), ep(s,a) n’est pas défini.

Pour les propriétés ||, ,€ §/(q1,q1,7) et Og€ 0/(q1, ¢, ) les preuves sont
similaires. []

6.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre deux types de restrictions (parties
6.1 et 6.2) permettant au probléme de controle décentralisé avec événements
indiscernables et inobservables, d’étre décidable. (La partie 6.3 permet seule-
ment de conclure a la décidabilité si un seul des controleurs a un automate
étendu pour spécification.)

Le premier type de restrictions concerne les spécifications des controleurs
et du systéme supervisé.

Les controleurs doivent satisfaire des spécifications définies par des au-
tomates étendus déterministes. Ces spécifications permettent de définir les
contraintes d’observabilité classique (voir exemple 3.3.1) mais aussi des contraintes
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dynamique comme l'exemple 3.3.4 ou encore des contraintes dépendant de
comportements infinis.

Les spécifications du systéme supervisé sont plus restreintes, ce sont des
automates étendus appelés “coniques”. Si on ne spécifie rien sur les compor-
tements infinis, les automates coniques sont la conjonction de deux spécifi-
cations. Celle d'un langage requis (défini par 'automate minimal) et celle
spécifiant un langage régulier clos par préfixes.

La deuxiéme restriction concerne le type de transitions du systéme super-
visé. Celles-ci sont conditionnées par une certaine synchronisation entre les
transitions des processus formant le systéme supervisé.

Dans le produit P x () de deux processus, il peut avoir deux possibilités.
Soit les événements que distinguent P (ceux qui ne sont pas indiscernables)
sont aussi distingués par @, soit, si () n’observe pas un événement a obser-
vable par P, alors tous les événements dans le méme cas (observables par P
mais pas par ) doivent étre indiscernables.

Avec cette restriction, il est possible de définir une opération de quotient
de deux automates étendus qui permet de trouver les solutions du probléme
DCPIO qui ont cette synchronisation. Ce cas décidable permet d’exprimer
le cas d’un controle de type “pipeline” (voir exemple 6.2.6).

On peut penser qu’il est possible de regrouper ces deux restrictions en
une seule. Plus précisément, on peut envisager de construire un automate
“quotient” de deux automates tel que, depuis tout état, soit les modéles pos-
sibles sont bien synchronisés, ou soit les comportements possibles sont ceux
définis par un automate conique. Ces restrictions semblent cependant trés
contraignantes. Il pourrait étre intéressant de comparer ces restrictions avec

celles envisagées dans d’autres contexes ot le probéme a été étudié (voir par
exemple [GBZ04, MT01, MT02, MW03, PnR090).
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