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Modélisation numérique d’écoulements multiphasiques pour des fluides
compressibles, non miscibles et soumis aux effets capillaires.

Résumé

Ce travail porte sur la modélisation numérique d’écoulement faisant intervenir plusieurs
fluides faiblement ou fortement compressibles. Les applications concernent les écoulements
a poches pour lesquels les fluides sont séparés d’interfaces et les écoulements dispersés
pour lesquels les interfaces, trop nombreuses, ne peuvent étre toutes décrites. L’objec-
tif est de développer des méthodes numériques traitant indifféremment ces deux classes
d’écoulement. Dans ce contexte, nous considérons des modeles d’interfaces diffuses. L’in-
terface n’est pas déterminée de maniere explicite, elle est modélisée a 1’aide d’une zone de
mélange artificielle permettant de respecter les échanges qui y ont lieu. En particulier, les
effets capillaires seront reformulés a I’aide d’une force volumique suivant la méthode CSF.
Une difficulté majeure dans ce travail est liée a la nécessité de résoudre des systemes hyper-
boliques non conservatifs. Leur résolution sera approchée et basée sur des solveurs hyper
consistants. Nous exposerons également une technique originale de préconditionnement
pour les régimes faible Mach et une formulation implicite des méthodes. Des expériences
numériques avec des physiques variées seront proposées : des remontées de bulle, des in-
teractions choc bulle et la chute d’une goutte d’eau.

Mots clés : Ecoulement multiphasique, systémes non conservatifs, méthode d’interface
diffuse, tension de surface, solveur équilibre, schéma de relaxation, préconditionnement
faible Mach, calcul parallele, schéma implicite.
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Numerical modelling of compressible multiphasic flows with non-miscible
fluids and capillary effects.

Abstract

This work deals with the numerical modelling of flows involving several weakly or strongly
compressible fluids. We are concerned with interface flows for which fluids are separated
by interfaces and spray where too many interfaces needs to be modelled. Thus, we propose
the development of numerical methods that can deal with both regimes. In this context,
we consider diffuse interface methods : the interface is resolved by an artificial mixture
zone consistent with the physical interface properties. In particular, capillary effects are
formulated as a volumic force according to the CSF method. One of the main difficulty
in this work is related to the necessity to solve hyperbolic non-conservative systems. We
formulate an hyper consistency property and use it to define discrete non-conservative
operators. Then, we exhibit an original preconditioning technique for low Mach flows and
an implicit formulation of our methods. Several numerical experiments are proposed : ri-
sing bubbles, chock bubble interactions and a falling water drop.

Keywords : Multiphasic flow, non-conservative systems, diffuse interface, surface ten-
sion, well balanced solver, low Mach preconditioning, relaxation scheme, implicit scheme,
parallel computing.
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Chapitre 1

Introduction

L’étude des écoulements multiphasiques a fait 'objet de nombreux travaux de re-
cherche au cours de ces dernieres années. L’atomisation d’un jet, I’écoulement autour d’un
avion par temps de brouillard, la dynamique des fluides contenus dans un réservoir sous
leffet du tangage sont des exemples concrets d’écoulements faisant intervenir plusieurs
fluides. La diversité des échelles présentes dans un méme phénomene rend la simulation
numérique difficile et tres cotteuse. Néanmoins, I’évolution des puissances de calcul permet
aujourd’hui d’envisager des résolutions numériques assez fines. Ceci n’est possible qu’au
prix d’efforts plus importants dans la stratégie de résolution. Les points a améliorer sont
de nature :

— physique, les modeles mathématiques doivent étre plus riches et comprendre, par
exemple, les effets de compressibilité, de viscosité, de tension de surface et les chan-
gements de phase.

— numérique, les schémas numériques doivent présenter de bonnes propriétés de consis-
tance, de stabilité et étre précis. La résolution d’expériences évoluant sur des temps
longs nécessite le développement de schémas numériques implicites.

— algorithmique, les techniques de calcul paralléle sont indispensables pour envisager
des simulations numériques dans un contexte industriel. L’utilisation de la mémoire
doit également étre optimisée.

Cette these traite de ces trois points. Le but est de développer une stratégie d’approxima-
tion en maillages non structurés pour la résolution numérique d’écoulements a interfaces
dans des régimes allant des écoulements a poches aux écoulements a phases dispersées.

Nous considérons la simulation numérique d’écoulements faisant intervenir plusieurs
fluides faiblement ou fortement compressibles. Ces fluides sont non miscibles et séparés
par des interfaces pouvant avoir des topologies complexes (éclatement d’une bulle de gaz
a la surface d’un liquide). L’évolution des interfaces et les échanges qui ont lieu dans cette
zone d’interfaces jouent un role trés important dans de tels écoulements. Citons I’exemple
d’une goutte suspendue sur la paroi supérieure d’'un domaine. Dans ce cas, le rapport entre
les effets de gravité et les effets capillaires conditionne la stabilité ou la chute de la goutte
(loi de Tate). Les écoulements multiphasiques & interfaces sont présents dans un grand
nombre d’applications industrielles. A titre d’illustration, nous détaillons deux exemples
concrets :

— écoulement de pétrole dans des conduites

Lors de lextraction de pétrole, non raffiné et encore mélangé a de ’eau, celui-ci est
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transporté a ’aide de conduites souterraines et horizontales sur de longues distances
(40 km). A T'occasion de ce transport, des bouchons peuvent se former et induire des
efforts de grandes amplitudes sur les parois des conduites et causer, dans certains
cas, leur rupture. La problématique sous-jacente est la détermination d’une vitesse
de pompage du pétrole dans les conduites assurant un bon débit mais limitant les
risques de formation de bouchons et de ruptures de conduite.

— tangage d’un réservoir
Le tangage s’observe, par exemple, lorsqu’un pétrolier est soumis aux effets de la
houle. Dans ce cas, les masses liquides contenues dans les réservoirs lorsqu’ils ne
sont pas completement remplis, se déplacent. Suivant les fréquences du tangage,
Iinterface séparant les liquides de l'air peut présenter une dynamique trés com-
plexe incluant des instabilités qui impactent les cloisons transversales du réservoir.
Celles-ci occasionnent un effort ponctuel violent. L’enjeu est ici double. D’une part le
réservoir doit étre dimensionné de maniere a ce que les interfaces des fluides contenus
aient une fréquence de résonance tres éloignée des fréquences d’excitations induites
par la houle. Le second point concerne le calcul de l'inertie des fluides de maniere
a ce que le dispositif de pilotage compense automatiquement 1’énergie apportée par
les fluides sur le navire.
Le probléeme de tangage doit aussi étre pris en compte lors de la construction d’en-
gins spatiaux (fusée, missile). Le combustible qui alimente les moteurs ou réacteurs
est contenu dans des réservoirs dont la masse et la taille sont relativement tres
importantes en regard de I’ensemble de ’engin.

En fonction des régimes considérés et des dynamiques d’interfaces, deux classes de
méthodes numériques sont couramment utilisées pour la résolution d’écoulements multi-
phasiques : les méthodes de suivi d’interface qui reposent sur une définition explicite de la
position de la surface d’interface et les méthodes d’interface diffuse qui, a ’aide d’un pro-
cessus d’homogénéisation, permettent de s’affranchir de cette définition. Nous présentons
maintenant plus en détail ces deux classes de méthodes.

Les méthodes de suivi d’interface sont tres utilisées pour I’étude d’écoulements & poche
(les tailles caractéristiques des phénomenes sont du méme ordre que les dimensions du
domaine). Les modeles mathématiques correspondants sont construits en supposant que
chaque fluide est gouverné, dans le volume qu’il occupe, par les équations de Navier Stokes.
Les méthodes numériques associées sont basées sur une reconstruction explicite de I'in-
terface. Trois stratégies numériques sont couramment utilisées a cet effet. La méthode
front tracking [99] repose sur I’advection de marqueurs : points mobiles appartenant a
I'interface. Notons que cette méthode nécessite 'utilisation d’'un algorithme permettant
de répartir au mieux les marqueurs. La méthode VOF (Volume Of Fluid) [58] utilise une
fonction couleur gouvernée par une équation de transport. Une procédure reconstruit, a
posteriori, 'interface et permet ainsi de controler la diffusion numérique. Pour ces deux
méthodes, les surfaces dont la topologie est relativement complexe en regard de la taille
des éléments du maillage, posent en pratique des problemes de gestion délicats (scission,
coalescence de bulle). La méthode level set [81] est basée sur une fonction caractérisant
la distance a l'interface qui est transportée et régulierement reconstruite. La transmis-
sion d’ondes acoustiques au travers des surfaces d’interfaces est un point difficile pour les
méthodes de suivi d’interfaces : elle peut générer des ondes parasites ou occasionner une
perte de conservation.



Les méthodes d’interfaces diffuses s’appliquent aussi bien aux écoulements a poche
qu’aux écoulements dispersés. Dans ce contexte, la notion d’interface n’est plus définie de
maniere explicite. Un volume élémentaire peut étre occupé par les deux fluides a la fois.
Une fonction couleur (fractions volumiques, fractions massiques) permet de quantifier le
taux de présence de chaque fluide. Dans le cas d’écoulements a poches, les interfaces sont
alors assimilées a des zones de faible épaisseur dans lesquelles les fonctions couleur varient.
Pour les écoulements dispersés, les structures rencontrées sont trop nombreuses et trop
petites. Le taux de présence sur un volume élémentaire sera donc obtenu a ’aide d’une
moyenne. La modélisation des échanges ayant lieu au niveau des interfaces reposera sur une
stratégie d’homogénéisation. Elle devra rendre compte des échanges de masse, d’énergie
ou d’efforts entre les fluides, assurer une transmission correcte des ondes acoustiques et
la conservation globale des fluides. Les méthodes d’interfaces diffuses s’obtiennent a 1’aide
de processus d’homogénéisation soit des équations discretes, soit des équations continues
gouvernant les fluides.

La méthode DEM (discrete element method) a été introduite par Abgrall et Saurel dans
[5] et plus récemment étudiée par Papin [84]. Elle repose sur une homogénéisation des
équations discretes approchant le comportement des fluides. La modélisation de 'interface
repose sur une approche semi probabiliste utilisant des problemes de Riemann entre fluides
purs. Notons que cette méthode ne nécessite pas la connaissance explicite de la vitesse et
de la pression au niveau de 'interface. En pratique, la méthode DEM s’avere tres coliteuse
[5] et son utilisation est donc restreinte & certains phénomenes stationnaires [82] ou dont
les temps caractéristiques sont courts (propagation d’ondes acoustiques).

De nombreux modeles mathématiques sont obtenus en considérant une homogénéisation
des équations de Navier Stokes de chaque fluide au niveau continu [12, 66, 50, 5, 38, 2].
La modélisation des propriétés de l'interface fait intervenir des opérateurs différentiels
non conservatifs et non linéaires et des termes sources. Leurs expressions requierent la
connaissance de la vitesse et de la pression a l'interface. Ces variables sont estimées en
considérant des relations de fermetures spécifiques a la nature de ’écoulement étudié.
L’inconvénient majeur des méthodes d’interface diffuse est dii a 'impossibilité de controler
exactement 1’épaisseur des zones de mélange artificiel.

Dans le cadre de cette these, nous concentrons nos efforts d’une part sur I’approxima-
tion des modeles compressibles, y compris dans les régimes faible Mach, et d’autre part sur
la modélisation numérique de la tension de surface. Les difficultés sont liées au caractere
non conservatif et a la non linéarité des opérateurs mathématiques. Les applications cibles
pour cette these comportent des changements de volumes et des variations importantes de
température. Par conséquent, il est impératif de prendre en compte les effets de compres-
sibilité méme lorsque 1'une des phases en présence est trés faiblement compressible, son
comportement thermodynamique étant modélisé a ’aide de loi a parametres ajustables.
Cette stratégie nous affranchit des problemes de couplage de modeles compressibles et
incompressibles. Nous considérerons des méthodes d’interface diffuse basées sur le modele
mathématique de Baer et Nunziato [12]. Notre étude traitera également les phénomeénes
faisant intervenir des dynamiques de bulles, gouttes ou interfaces. Dans ce contexte, les
effets capillaires ont un role capital et doivent étre pris en compte. Remarquons que, dans
notre cas, la modélisation de la force de tension de surface est & priori délicate car les
méthodes d’interface diffuse ne fournissent pas de localisation explicite de I'interface. En
s’appuyant la méthode CSF (Continuun Surface Force) développée par Brackbill [28], les
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effets capillaires seront reformulés & ’aide d’une force volumique nécessitant des fonctions
Dirac régularisées associées a l'interface.

Les modeles mathématiques considérés sont les modeles de Baer Nunziato [12], de Ka-
pila [66] et de Massoni [75]. Ils sont non conservatifs et de nature hyperbolique. Dans le
cadre d’une approche de type volumes finis, les formulations faibles associées sont mal
posées du fait de la présence d’opérateurs non conservatifs. La recherche de solutions
exactes s’effectue en utilisant un cadre mathématique spécifique [41] reposant sur une
régularisation parabolique effective des systemes. Malheureusement, I'unicité des solutions
ne peut pas, en général, étre prouvée [59, 7).

D’un point de vue pratique, la mise au point de schémas numériques est délicate [59].
Leur construction repose en général sur un critere de consistance prévenant 1’oscillation
de la pression au niveau des interfaces physiques [1, 75, 10]. Elle s’effectue en identifiant
un opérateur conservatif et des opérateurs non conservatifs. Le premier est discrétisé en
utilisant les solveurs HLL [75], Roe [10] ou acoustique [52]. Les opérateurs non conservatifs
discrets sont alors déduits, a posteriori, en s’appuyant sur le critéere de consistance. En
s’inspirant des travaux [1], nous avons, dans un premier temps, généralisé cette méthode
pour tous les solveurs de type Godunov. Cependant ces schémas numériques, de part
leur construction, découplent, dans un certain sens, les effets de 'opérateur conservatif
des effets des opérateurs non conservatifs. De plus, cette technique ne s’applique qu’aux
systemes présentant intrinsequement un critére de consistance aux interfaces.

L’autre type de schéma numérique considéré dans cette these repose sur les solveurs de
relaxation de type Suliciu [96]. Ces solveurs ont initialement été introduits par Jin et Xin
[65] et plus récemment développés pour des applications diverses [14, 16, 20, 21, 23, 32].
Les solveurs de relaxation permettent d’approcher les solutions de systemes fortement
non linéaires et de ce fait difficile a résoudre. Pour cela, un systeme du premier ordre avec
perturbation singuliere est défini de maniére a ce que sa solution approche, dans un sens
a définir, la solution du systeme initial. Nous exigerons, de plus, que cette solution ap-
prochée soit facile a obtenir et s’exprime a ’aide de relations analytiques simples. Dans le
cas de systémes non conservatifs, les solveurs de relaxation que nous avons développés four-
nissent une régularisation visqueuse implicite des opérateurs non conservatifs et donnent
des bonnes approximations des solutions des systémes multifluides considérés.

La modélisation de la tension de surface s’effectue suivant la méthode CSF (conti-
nuum surface force) [28]. Elle reformule les effets capillaires & I’aide d’une force volumique
utilisant une régularisation de la fonction Dirac de l'interface. Les termes modélisant la
tension de surface selon la méthode CSF sont des opérateurs différentiels d’ordre élevés,
non conservatifs et fortement non linéaires. Leur résolution numérique est donc difficile.
Les techniques de décomposition d’opérateurs (splitting) sont tres largement utilisées, bien
que connues pour générer des courants parasites [62]. En particulier, lors de reproduc-
tion d’expériences, les courants parasites génent pour I'obtention de bulles a 1’équilibre,
régies par la loi de Laplace. Nous considérerons donc une résolution ne découplant pas les
termes de tension de surface des opérateurs différentiels du premier ordre présents dans
les systemes. En utilisant la formulation conservative des termes de tension de surface
proposée par Scardovelli et Zaleski [51], Périgaud et Saurel [85] ont récemment construit
un solveur de Roe incluant les effets capillaires. Celui-ci permet une bonne résolution des
interfaces physiques gouvernées par la loi de Laplace. Nous proposerons un solveur de
relaxation pour les systemes de Kapila et de Massoni avec les termes de tension de surface
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sous leur forme non conservative.

Les écoulements multifluides pour lesquels le nombre de Mach est faible seront également
étudiés. Deux régimes d’écoulements peuvent étre identifiés dans ce contexte. Le premier
régime dénommé ’acoustique’ correspond a la limite lorsque la compressibilité des fluides
est dominante si bien que le modele asymptotique est restreint a la caractérisation du
comportement des ondes acoustiques. Le second régime porte sur un écoulement dont
les effets acoustiques sont résiduels. Dans ce cas, bien que les vitesses de convection des
fluides soient tres faibles en regard de la vitesse de propagation des ondes acoustiques,
ils déterminent 1’écoulement. Notre étude porte sur cette limite. Nous montrerons que
les schémas numériques précédemment développés sont mal adaptés pour résoudre ce
type d’écoulement. En effet, les imprécisions liées a I’approximation des ondes acoustiques
alterent grandement la qualité des résultats. L’utilisation des techniques de précondition-
nement de Turkel [98] permet alors de limiter le phénomeéne de bruit et, ainsi, d’obtenir
les solutions adéquates. En découplant les échelles de temps liées a 1’évolution des ondes
acoustiques et celle des ondes matérielles, le formalisme des schémas de relaxation ap-
porte une justification & ces techniques. Le préconditionnement faible Mach apparait alors
comme un filtre sur les petites échelles acoustiques. Le schéma final est similaire a celui
proposé par Guillard et Muronne [53] dans le cas du modele de Kapila [66]. Le formalisme
développé est plus général et ouvre une voie dans la construction de schémas numériques,
consistants avec une limite asymptotique, et pour lesquels la technique proposée par Turkel
n’est pas directement applicable.

Dans le contexte industriel, certaines expériences évoluent sur des temps longs. Afin
d’envisager leur résolution, des schémas numériques implicites seront développés. Ils se-
ront obtenus en considérant une linéarisation des schémas de relaxation écrits sous une
forme intégrale pour laquelle les parties convective et dissipative sont isolées. Dans le cas
de régimes faible Mach, les matrices issues de la linéarisation des schémas numériques
préconditionnés présentent un tres mauvais conditionnement. De ce fait, 'utilisation d’al-
gorithmes itératifs nécessite la mise au point de préconditionneurs tres évolués qui, en
général, sont peu performants pour le calcul parallele par décomposition de domaine. Or
I’approche parallele par échange de messages et par décomposition de domaine est indis-
pensable dans le cadre d’applications industrielles. Nous considérerons donc 1'utilisation
d’un solveur direct paralléle pour matrices creuses [57] et évaluerons ses performances par
rapport aux méthodes itératives.

Plan du document de thése

Le premier chapitre décrit les modeles mathématiques d’interface diffuse utilisés dans
la these. A partir d’'une homogénéisation des équations gouvernant les fluides au niveau
continu, nous retrouvons le modele de Baer et Nunziato [12] comportant sept équations
en dimension un. Ce modele comprend des forces de surface qui sont modélisées en uti-
lisant des opérateurs de régularisation. Ces forces admettent alors une formulation volu-
mique conforme & la méthode CSF [28] et dont 'expression est constituée d’opérateurs
différentiels non conservatifs et fortement non linéaires. Nous aborderons ensuite les re-
lations de fermeture nécessaires au modele de Baer Nunziato. Les premieres concernent
la modélisation des propriétés thermodynamiques des fluides. Pour cela, des lois de type
Stiffened gas seront développées. Les coeflicients qu’elles utilisent seront évaluées en fonc-
tion de la nature tres faiblement ou fortement compressible des fluides et des régimes
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considérés. Le deuxieme type de fermeture est lié a l’estimation des vitesse et pression
interfaciales. Nous présentons une technique qui généralise les travaux de Seguin [36].
Elle est basée sur une caractérisation mathématique spécifique de 'interface permettant
de respecter la loi de Laplace. La derniere fermeture concerne les termes de production
qui seront déterminées de maniere a favoriser 1'existence d’une inégalité de type Clausius
Duhem. Apres avoir défini une stratégie de résolution pour le modele de base, nous met-
trons en évidence le besoin de considérer un modele asymptotique. Celui-ci est obtenu en
dérivant le modele de Baer Nunziato. Il comporte cinq équations en dimension un et est
inconditionnellement hyperbolique et entropique.

Dans le second chapitre, nous considérerons I’étude de schémas numériques en dimen-
sion un d’espace. Notre approche est basée sur une formulation volumes finis. Dans ce
contexte, les schémas numériques ne peuvent étre déduit de la résolution approchée de
problemes de Riemann. Nous considérerons dans un premier temps des solveurs équilibre
[1]. Ces solveurs reposent sur l'identification de relations de consistance entre les opérateurs
conservatifs et non conservatifs. Les opérateurs conservatifs sont d’abord discrétisés en uti-
lisant des solveurs de type Godunov. L’approximation des opérateurs non conservatifs est
déduite, a posteriori, a l'aide des relations de consistance. Nos travaux ont consisté a
généraliser les schémas numériques existants [1, 75, 10] & ensemble des schémas de type
Godunov pour les modeles de Baer Nunziato et asymptotique. Le second type de solveur
est basé sur les schémas de relaxation de type Suliciu [96]. Ils reposent sur la construc-
tion d’un systeme ’dissipatif’ dont les solutions exactes s’expriment de maniere analy-
tique. Elles doivent également étre de bonnes approximations des solutions du systeme
initial. Les schémas numériques associés sont implémentés a 1’aide d’'une méthode de Go-
dunov utilisant la solution exacte du systéme de relaxation. Afin d’assurer des propriétés
de stabilité, une condition sous-caractéristique de Witham est exhibée. Ensuite, en uti-
lisant, le formalisme introduit par Gallice [43], nous effectuerons une comparaison des
solveurs de relaxation et des solveurs équilibre et proposerons leur généralisation a une
classe de modeles mathématiques non conservatifs. Les schémas numériques développés
seront ensuite étendus a l'ordre 2 en espace et en temps. Le dernier point concerne
la résolution d’écoulement dans les régimes faibles Mach. Apres avoir montré que les
schémas numériques précédents sont mal adaptés a ce régime, nous proposerons une in-
terprétation de la technique de préconditionnement de type Turkel a I’aide du schéma
de relaxation. Celui-ci sera obtenu en découplant les échelles de temps liées aux ondes
acoustiques et matérielles et en filtrant les phénomenes associés aux petites échelles. Re-
marquons que, & ’aide du formalisme du solveur de relaxation, la stabilité des schémas
numériques préconditionnés peut étre étudiée.

Le chapitre trois regroupe des simulations numériques d’expériences monodimension-
nelles. Le but est d’effectuer une comparaison des modeles utilisés et de déterminer les
régimes qui leur sont les plus appropriés. Ces expériences permettront, de plus, la vali-
dation des schémas numériques précédemment introduits en s’appuyant sur les travaux
[60, 82]. Les premieres expériences [82] comportent des tubes & choc entre fluides purs et
ensuite entre fluides mélangés. Elles utilisent de la loi de Stiffened gas. Elles permettront
de caractériser la physique la plus adaptée a chaque modele. Les autres expériences, initia-
lement proposées pas Hu et Khoo [60], sont composées de tubes a choc entre fluides purs
obéissant a la loi des gaz parfaits. Les fluides sont soumis a de tres fortes variations de
pression et de densité. Ces expériences, difficiles a reproduire par la simulation numérique,
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montreront la robustesse des schémas numériques développés.

Dans le chapitre quatre, nous aborderons 'approximation d’écoulements multidimen-
sionnels. Apres avoir écrit les équations gouvernant les fluides en dimension trois et
présenté les simplifications relatives aux géométries axisymétriques et 2D plan, les méthodes
de résolution précédemment introduites seront étendues en dimensions supérieures. Pour
cela, nous définirons une décomposition en volumes finis du domaine. Elle nous permettra
de formuler des schémas numériques reposant sur des fluctuations monodimensionnelles.
La discrétisation des termes liés a la modélisation CSFE des effets capillaires sera ensuite
étudiée. Cette méthode nécessite la connaissance d’une fonction couleur. Nous montre-
rons que les variables qui décrivent les fluides ne peuvent étre utilisées a cet effet. La
fonction couleur sera donc évaluée a ’aide d’opérateurs de régularisation afin de controler
exactement la zone dans laquelle agit la force. Des filtres seront également mis en place
pour améliorer 1’évaluation de la normale et de la courbure en fonction de 1’échelle de
la modélisation. Nous développerons ensuite des schémas numériques incluant les effets
capillaires et éliminant les problemes liés aux courants parasites [62]. Notre approche sera
basée sur un solveur de relaxation résolvant ’ensemble des opérateurs différentiels présents
dans les modeles. Des preuves mathématiques et expérimentales montreront que notre sol-
veur résout exactement les discontinuités de contact soumises a la tension de surface. La
précision des schémas numériques sera améliorée en développant une technique de type
MUSCL [71] spécialement adaptée & nos problémes non conservatifs. Nous proposerons
enfin une formulation implicite basée sur une linéarisation des contributions conservatives
et non conservatives.

Dans le chapitre cing, des expériences numériques 2D et 3D illustreront les méthodes
développées dans cette these. La premiere concerne la remontée d’une bulle d’air conte-
nue dans de ’eau. Nous réaliserons cette expérience dans le cas d’une géométrie 2D plan
et axisymétrique. Compte tenu de la taille de cette expérience, les effets capillaires se-
ront négligés. L’expérience est reproduite a ’aide de maillage de plus en plus fin dans
le but de caractériser les moyens qui doivent étre mis en oeuvre en fonction de la taille
caractéristique des phénomeénes étudiés. Le deuxieme type d’expérience consiste en des
interactions choc bulle expérimentalement effectuées par Haas et Sturtevant [54]. Ces
expériences ont pour but de montrer les possibilités de notre logiciel pour traiter des
problemes avec une résolution tres fine. Les calculs sont réalisés avec 11.5 millions d’incon-
nues et reparties sur 64 processeurs a l'aide des techniques de calcul parallele par passage
de message. Nous considérons ensuite une expérience réalisée par Périgaud et Saurel [85].
Une goutte, initialement en contact avec la paroi supérieure d’'un domaine, se rompt et
tombe sous l'effet de la gravité. L’utilisation des techniques de préconditionnement pour
les régimes faible Mach nous permettra de reproduire cette expérience avec une grande
précision et sans en modifier les tailles caractéristiques. La derniere expérience concerne
la remontée d’une bulle en dimension trois.

Nous présenterons enfin les conclusions inspirées par cette these et les perspectives de
recherches futures qu’elle souleve.
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Chapitre 2

Modeles physiques et numériques
pour les écoulements
multiphasiques a interfaces
soumises aux effets capillaires.

Ce chapitre est dédié a la présentation de la modélisation numérique d’écoulements
constitués de plusieurs phases pures. La description de ce mélange peut se faire a plusieurs
échelles :

1. al’échelle microscopique, le mélange est un ensemble de molécules de natures différen-
tes qui interagissent entre elles. On ne peut en général pas séparer les phases en
présence. La notion de discontinuité n’a pas le sens mathématique usuel.

2. al’échelle macroscopique, un volume élémentaire est occupé soit par toutes les phases
dans des proportions différentes : multiphase soit uniquement par une phase a la fois :
multifluide.

3. al’échelle mégascopique, un point de I’espace peut étre assimilé a une homogénéisation
d’un volume de I’échelle macroscopique. Les équations du modele sont alors obtenues

1 échelle microscopique 2 échelle macroscopique 3 échelle mégascopique

F1G. 2.1 — Echelle de modélisation

15
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a partir de moyennes volumiques sur les équations de I’échelle macroscopique. C’est
dans ce cadre que se situe notre étude.

A partir des équations de la mécanique des fluides de chaque espeéce pure, nous dérivons
un modele mésoscopique décrivant les écoulements multiphasiques.

2.1 Modele complet

2.1.1 Dérivation d’un modele mésoscopique

Soit €2 le domaine d’étude de I’écoulement et 2, € €2 le sous domaine contenant ’espece
k. En chaque point x € Qi les équations de la mécanique des fluides qui s’appliquent a la
phase k sont données par :

Or(pr) +V - (prtx) = 0,
O (prt) + V - (prtig @ g,) + Vpr = V- (71) + fr, (2.1)

O(prer) +V - (prHrt) =V - (T - @) = V - (@) + fio - ks
ol les variables notées Z sont des variables de I’échelle macroscopique. pi, est la densité, g
est la vitesse, € est ’énergie volumique, H,=é,+ @ est I'enthalpie et py est la pression

k
du fluide. Au second membre figure le tenseur des contraintes visqueuses :

- - 1
i = 2Dy ot Dy = (Vi + Vi) (2.2)

est le tenseur des vitesses de déformation et fig est le coefficient de viscosité dynamique
du fluide k. Le flux thermique ¢ est défini a ’aide de la loi de Fourier :

Gk = M VT, (2.3)

ou A\ est la conductivité thermique et T; la température. fk est le vecteur des forces
extérieures se décomposant en la somme d’une contribution volumique f;j liée par exemple
aux effets de gravitation, d’'un champ magnétique ou de la force de Coriolis et d’une
contribution surfacique f,f liée a la force de tension de surface.

La structure spatiale de I’écoulement est définie par des fonctions caractéristiques xx(x)
associées a chaque composante du fluide :

1six e Qy,

Xi(@) = (2.4)
0 sinon,

Ces fonctions sont gouvernées par les équations d’évolution :
Oe(Xk) +ug - V(Xx) = 0.

Les équations précédemment introduites décrivent 1’écoulement des fluides a 1’échelle ma-
croscopique. Comme notre étude porte sur I’échelle mégascopique, ces équations font 1’ob-
jet d’'un processus d’homogénéisation. Plusieurs procédés sont présents dans la littérature
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et ceux-ci comportent des simplifications spécifiques a ’écoulement étudié. Citons I’exemple
des moyennes utilisées par Chinnayya [34] et plus récemment Papin [82]. Dans notre cas,
si a chaque point = de I’échelle mégascopique est associé un volume V(:z;, t) de I’échelle ma-
croscopique, nous pouvons définir pour chaque fluide £ des nouvelles variables associées a
cette échelle. Ces variables sont évaluées a ’aide d’un processus d’homogénéisation simple
reposant sur des moyennes volumiques [40, 34] :

( 1
Qg I,t = = / )A(k i,t d.CAU,

1
a(x,t x,t) = = or(x, t) Xk (x, t)dT,
et = o [ pute Osnte
(2.5)
on(@, (e, t) = / Pr(@, )i (3, )3, 1) d,
V(z,t) JV(z)

(. ) Byl t) = V(l) /V PR DL D53, 0

ou oy, jr et Ej sont respectivement la fraction volumique, la quantité de mouvement
et ’énergie totale. Les contraintes de conservation de masses et le respect du volume
conduisent a :

1 1 Vi mp Vi m
Z}Oé ZV Zakl)k: WV:V:'O' (2.6)

Les fractions massiques, vitesses, énergies volumiques et énergies internes des fluides se
déduisent des variables précédentes a 'aide des relations :

QL Pk 1. Ej 1
= apr, Y= ——, Up=—jk, er=—, ex=ex—sup.  (2.7)
P p Pk Pk 2
Au niveau de l'interface entre les fluides, nous définissons, & ’aide de relations intégrales,
les opérateurs mathématiques suivants :

1
us - Vak = A/ uy - V)%k(f,t)di',
V Jy x,t
(2.8)
1 NN
pr - vak - A/A Pk - VXk(.’E,t)d.T,
\%4 x,t

ou uy et pr sont les variables interfaciales. A I’échelle mégascopique, ces variables consti-
tuent de nouvelles inconnues du probléeme qui seront déterminées de maniere a ce que le
systeme respecte certaines propriétés physiques de ’écoulement. En effet, nous exigerons
la continuité de ces variables au niveau de l'interface entre deux fluides [93].

L’intégration du systéme (2.1) & I’échelle mégascopique selon les approximations [12]
conduit aux équations gouvernant le fluide k :
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( 8t(ak) + uIV(ak) = ay,
O(akpr) + V- (agprug) = iy,

Or(axprug) + V - (apprug @ ug) + V(agpr) = prVagr+ (2.9)
Vo (o) + [P+ [+ Uk,

Oi(anprer) + V - (anprHypur) = —pr0s(ar)+
Vo (o - ug) — V- (apqr) + fE - ug + f5 - ur +up - v + G

ou 73, est le tenseur des contraintes visqueuses, g; désigne le flux de chaleur, f; les forces
volumiques et fk,s les forces surfaciques. ¢y, représente les effets de compaction de la fraction
volumique. 7, traduit les effets de transfert de masse entre les phases. ¥y est ’échange de
quantité de mouvement, di aux forces de trainée, qui s’exerce entre les fluides. L’échange
d’énergie est pris en compte par (.

Afin de préserver la contrainte de saturation (2.6) , la conservation de la masse
q

q
<p = Z akpk>, de la quantité de mouvement <pu = Z ozkpkuk> et de I'énergie
k=1
q

pe = Zakl)kek de ’ensemble des fluides, les relations de fermeture suivantes sont

‘ k=1
imposées :

q q q
> ar=0, Y rp=0, Y ix=0, > g =0. (2.10)
k=1 k=1

k=1 k=1

Ainsi les équations de conservation suivantes sont vérifiées :

9 (p) +V - (pu) =0,

8t(pu) + V- (Z apprug @ uk> +V (Z Oékpk> =V. <Z Oszk> +
k=1

q k=1 k=1
A+ 1)
; k k (2.11)

q q q
O(pe) +V - (Z akpkauk> =V (Z QT - uk) -V (Z aké]k) +
k=1 k=1

k=1

(fe - we+ ff ).

M=

e
Il
—

A Tl'issue de ce paragraphe, nous avons obtenu les équations de propagation gouvernant
q fluides. Nous abordons maintenant la modélisation de la tension de surface.
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F1a. 2.2 — Rayons de courbure principaux et normale a l'interface (S) qui sépare deux
fluides

2.1.2 Forces capillaires

Nous considérons la force de tension de surface s’exercant sur un fluide k£ en contact
avec d’autres fluides. A 1’échelle microscopique, cette force s’exerce dans une zone de
faible épaisseur. Dans celle-ci, les molécules de fluides tendent a se mélanger sous 1'effet
de diffusion (agitation thermique). A ce phénomene s’ajoute une répulsion des molécules
de chaque espece due a leur nature physico-chimique. Il en résulte que I'interface est une
zone de mélange et que la transition d’un fluide a 'autre s’effectue continuement.

A Téchelle mégascopique, la zone d’'interface est d’épaisseur nulle et se réduit a une
surface. Pour donner un cadre mathématique rigoureux a ce paragraphe, nous supposons
que la surface d’interface est localement paramétrable a ’aide d’un difféomorphisme de
classe C2.

Soit Sy la surface d’interface délimitant le fluide k£ et xg, un point appartenant a cette
surface. La normale a la surface en ce point sera notée ny(xgs, ). Compte tenu de I’hypothese
de régularité de la surface, la courbure sera définie & partir de la paramétrisation de la
surface. En notant R;(xg,) et Ra(xg,) (voir figure 2.1.2) les deux rayons principaux, la
courbure kj(xg, ) est donnée par la relation :

. (X )_ 1 L 1
MO T Ri(xs,) | Ra(xsy)

(2.12)

Celle-ci sera localement bornée. La force de tension de surface est orientée suivant la
normale nj et son intensité est proportionnelle & la courbure kj, :

Fg, (Xsk) = —OkRkg (Xsk )nk’<xsk) (2'13)

ou o0} est un coefficient de proportionnalité qui dépend de la nature du fluide en contact
avec le fluide k. Le tableau suivant regroupe des valeurs de coefficient de tension de surface
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couramment utilisées :

interface eau/air | pétrole/air | mercure/air | platine/air | hélium liq./vap.
TenC 20 20 175 2000 -270
oen Nm~2 | 0.0725 0.024 0.547 18.02 0.000024

La prise en compte d’une force surfacique est mal adaptée aux méthodes de type volumes
finis. En effet, ces méthodes reposent sur une homogénéisation des phénomenes physiques
sur un volume défini a ’aide du maillage. De plus, la formulation précédente de la force
nécessite la connaissance d’une paramétrisation de la surface.

La méthode CSF (Continuum Surface Force [28]), développée par Brackbill, reformule
les effets de tension de surface en une force volumique. La force de tension de surface revét
alors I'expression suivante :

. (%) = —ok(x) Rk (X)nk(x)ds, (), (2.14)

ou dg, est la fonction Dirac associée a 'interface définie au sens des distribution par :
05, = VHy,
avec H; la fonction Heaviside associée au fluide k :

1 six est dans le fluide k,
Hy(x) = (2.15)

0 sinon.

Les fonctions kj et m; sont des fonctions continues définies dans tout le domaine 2 et
donnent, pour les points au voisinage de la surface, la valeur de la courbure et de la
normale. Plus rigoureusement, ces fonctions doivent vérifier :

lim nk(x) =ng, (ng) VXSk €S,

X—Xgs,

(2.16)
lim ki(x) = kg, (x5,) Vxg, € 5.
X—Xg)
Les méthodes permettant d’évaluer ces fonctions seront présentées dans la section 5.4.
Soient xg, un point de la surface et vy s, un voisinage de ce point. La relation intégrale
suivante est vérifiée :

/ Fg, (xsk)ds(xsk) = _/ OSy (XSk)HSk (Xsk )nSk (Xsk)ds(xsk) =
Sﬂuxsk Sﬁl/xslC

(2.17)
—/ akﬂk(x)nk(x)égk(x)dx:/ g, (x)dx

v
S xSk

La fonction Fg, est définie dans Ll(szk ). Elle permet de traduire les effets de tension de
surface apres intégration sur un volume de faible épaisseur, voisin de 'interface. Dans le
cadre d’une méthode d’interface diffuse, la contribution de cette force ne peut étre définie
de maniere précise. De ce fait, la fonction Dirac de l'interface sera régularisée a ’aide d’une
fonction 65 € C°°(2) vérifiant les propriétés suivantes :
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(S)

interface 2D fonction Heaviside fonction couleur

Fia. 2.3 — Exemple de fonction couleur

Vxg, €5, Vixg ~ voisinage de xg, / |05, () — 05, (z)|dx = O(e),
s (2.18)

) €

Jg, (xs, +2mp(xs,)) =0 si |z] > 7

La premiere condition assure que la fonction 6§ aura pour limite la fonction Dirac au sens
L' lorsque € tend vers 0. La deuxieme condition impose que le support de la fonction
régularisée possede une épaisseur maximale de e.

Ce type de fonction peut étre obtenu en effectuant le produit de convolution de dg, par
des fonctions régularisantes. Ainsi, la force de tension de surface peut étre modélisée a
I’aide d’une force volumique définie par :

5 (%) = =0 (X) Rk (x)n (%) 5 (x). (2.19)

La courbure kj étant localement bornée sur ce voisinage, I’ordre de grandeur de I’erreur
commise est donné par :

| / (FS, (x) — F%, (x))dx| < Sup(|ov))Supss, (i) / 165, (x) — b5, (%) |dx = O(e).

szk
(2.20)
Le passage a la limite lorsque 1’épaisseur de la zone de mélange tend vers 0 permet d’ob-
tenir :

lim Fg, (x)dx = / 3, (x)dx. (2.21)

e—0

szk szk

Dans le cadre de méthodes d’interface diffuse, la position de 'interface n’est pas expli-
citement donnée. Par conséquent, le paramétrage de la surface, la courbure et la normale
restent tous inconnus. Nous introduisons alors la notion de fonction couleur :

Définition 1 On dit que ® : Q — R est une fonction couleur lorsque :
— elle est réguliere
— elle ne varie qu’au voisinage de la surface S délimitant le domaine occupé par le
fluide k. Sa variation doit étre monotone a la traversée de cette interface. Ailleurs,
elle vaut 1 si le point considéré est dans le fluide k et O sinon.
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La zone ou ® varie sera appelée la zone de mélange.

Les fonctions couleur permettent d’obtenir des fonctions de Heavyside régularisées. Un
exemple de fonction couleur est présenté figure (2.3). Divers choix de la fonction couleur
sont possibles et ces choix dépendent du modele utilisé [28, 85]. Ceux-ci peuvent se déduire
des variables de fraction volumique ay, de fraction massique yg, et d’ entropie S a I'aide
d’un opérateur fr = fr(ag,yk,Sk) & valeur dans lintervalle [0, 1]. Deux modélisations
seront considérées dans la suite. La premiere suppose que la fonction couleur est une
variable d’évolution régie par une équation de transport comportant un terme source au
second membre :

0(Pr) +ur - V(Pg) = %(fk(ak,yk, Sk) — Pg). (2.22)

Dans le second cas, nous supposerons que la fonction couleur est un parametre donné par
la relation simple :

(D) = %(fk(akvykask) — ). (2.23)

L’utilisation des relations (2.22) ou (2.23) conduit a deux modélisations différentes des
variables interfaciales et a deux stratégies de résolution spécifiques qui seront présentées
dans la section 2.2. Dans la suite du document, nous supposerons que la fonction couleur
est gouvernée par la relation (2.22) de maniere a proposer une modélisation des variables
interfaciales tenant compte des effets de la tension de surface.

Pour le dernier fluide, nous imposerons la fonction couleur induite par les autres fluides :

En considérant que le gradient de la fonction couleur définit une fonction Heavyside
régularisée, la force de tension de surface présente dans le systeme (2.9) s’écrit :

i = —®rohp(®) VP (2.24)

La méthode CSF [28] nous a permis de prendre en compte la force de tension de surface
a l’aide d’une force volumique. Celle-ci requiére la connaissance de fonction couleur &y
associée a chaque fluide k et conduit a une expression simple de la force.

Le systeme (2.9) n’est pas fermé. Le tableau suivant donne en détail le nombre d’in-
connues et d’équations :

variables Q| Qppg | ORPRUE | ORPRER | Pk | UT | DI
nbe total d’inconnues || ¢ — 1 q q q qg | 1|1
nbe total d’équations || ¢ — 1 q q q 0

Le systeme comporte donc 4qg — 1 équations et 5¢ 4+ 1 inconnues. g + 2 fermetures doivent
donc étre considérées. Pour cela, nous introduisons g équations d’état modélisant les pro-
priétés thermodynamiques des fluides et 2 relations déterminant les variables interfaciales.
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2.1.3 Relations constitutives : loi d’état

Supposons que tous les fluides obéissent a des fonctions d’état monophases et de méme
type. Pour plus de clarté, I'indice k faisant référence au fluide considéré est omis.

La modélisation des fonctions d’état s’effectue en admettant que le systeme est biva-
riant :

T= T(p7 6)7 p= p(ﬂa 6)‘ (225)

Considérons un systeme thermodynamique fermé pour lequel I’énergie libre massique f
s’exprime en fonction de la température T et du volume massique (v = 1/p) qui sont des
variables indépendantes : f(v,T'). Par définition, 1’énergie libre massique est donnée par
la relation :

f(,T)=¢€(w,T)—Ts, (2.26)

ou s est I’entropie. L’énergie libre vérifie la relation de Maxwell :

0% f 0% f
— . 2.27
ovoT  0T0v ( )
Nous considérons les relations fondamentales suivantes
df = —pdv — sdT, de = —pdv + Tds. (2.28)

Celles-ci seront utilisées dans le contexte de la loi gaz parfait et de la loi Stiffened gas.

Loi des gaz parfaits

Les propriétés thermodynamiques d’un gaz parfait peuvent étre décrites a ’aide de
deux équations :
p=pRT, et e¢=C,T (2.29)

ou R est la constante spécifique du gaz et C,, est la capacité de chaleur spécifique. Ainsi,
la pression et I’énergie interne sont liées par la relation :

p = ple, (2.30)
avec : " 5
L v
I'= C. Ve ) v— 1 (2.31)

Loi de type it Stiffened gas

La loi de type it Stiffened gas permet de supposer que, autour d’un état de référence
(po, To, po, €0), le comportement du fluide peut étre assimilé au comportement d’un gaz
parfait. Les coefficients I" et C, restent constants et les variations de densité, pression et
énergie interne du fluide suivent les relations :

Up(v’ T) - ps(v)

L= e(v,T) — es(v)’

€ —es(v) =C,T, (2.32)

ou les fonctions es et ps doivent étre déterminées. Les relations (2.32) permettent de
montrer que :
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p(v,T) = ps(v) + pI'C,T. (2.33)

L’utilisation de I'expression de la différentielle de 1’énergie libre et la relation (2.27) conduit
aux relations :

9p
orT

_os
U_av

T
Par conséquent, en dérivant la relation de Gibbs (2.28), la propriété différentielle suivante
est obtenue :

de| Op
% ——p—i—T—

(2.34)

v
En considérant les relations (2.32,2.33), la forme différentielle précédente se met sous la
forme :

des(v)
dv
Supposons que ’énergie interne soit régie par la loi d’état Stiffened gas :

= —ps(v).

+(T+1 r
€(p,p) = p(rp)poo+K=>ps(v) = oot (es(v)*vpoofK»

ou K et p* sont une énergie et une pression de référence définies en fonction d’'un état
thermodynamique. Alors, la fonction eg(v) vérifie ’équation différentielle ordinaire sui-
vante :

d

7 (es(v) — VPoo — K) = —% (65(1)) — UPoo — K) .

Les solutions de cette équation s’écrivent sous la forme :
€s(V) = Vpoo + K + Oyt

ou C] est une constante et r = p/pp une variable. Lorsque C7 # 0, une difficulté apparait
pour cette modélisation : la non unicité de la densité obtenue par inversion de la loi d’état
a pression et a température données [73]. Nous considérerons donc le cas dégénéré ou
C1 = 0. Le résultat précédant permet alors de déduire 1’équation liant la pression et la
densité a ’énergie interne :

p+ (C+1)p™ =pl'(e — K) (2.35)
et celle liant la pression et la densité a la température :

b ;1{7 =C,T (2.36)

Il reste maintenant a déterminer les constantes I', p>°, K et C;. Pour cela, nous imposons
la valeur de la vitesse du son ¢y du fluide & I’état standard et son coefficient de dilatation

v OT
(ﬁp_Tav

) a pression constante :
P
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2 Do + Poo
=T+1 t = 2.37
pocy = (L' +1)(po+pc) €t fp TpoCoTh (2.37)
I" est alors obtenu comme une racine de I’équation du second degré :
2
¢
r4+r-——-2—=o.
CUTOﬁp

Cette équation admet deux racines réelles (le déterminant est positif) et de signes opposés
(le produit des racines est négatif). Seule la solution positive sera retenue :
4c3

—1+44/1+
CUTO/B]O

=

2

Les relations (2.37, 2.35) permettent de déduire les valeurs de p™ et K :

0o _ poC(Q)
I'+1

po+ (' +1)p™

— Do, K = €0 —
pol’

(2.38)
A titre d’illustration, le calcul de ces constantes est détaillé pour I'eau et I'air. Pour les
régimes considérés, les constantes thermodynamiques et ’état de référence doivent étre
fixés de la maniere suivante :

| | po (kg/m?) [ po (Pa) | e (J/kg") | To (K) | co (m/s) | Cu (J/(kg-K)) | By

|

air 1.126 1.0 10° 2.0 106 298.15 340 1005 0.9778

eau 1002 1.0 10° 617 298.15 1500 4184 12.9

L’utilisation des relations (2.38) conduit aux valeurs de constantes :

| [ p®(Pa) | K(J/kg)]| T |
air 0 1.707 10° | 0.303
eau | 2.010° | —1.81107 | 0.124

Deux fermetures ont été exposées dans ce paragraphe : la loi de gaz parfait et son ex-
tension : la loi Stiffened gaz. Pour cette loi, nous avons adopté une modélisation qui permet
une caractérisation du comportement thermodynamique des fluides adaptés a nos appli-
cations et permettant une inversion de la loi d’état lorsque la pression et la température
sont données [73].

2.1.4 Modele d’interface

Afin de clore la fermeture du systeme (2.9), nous devons déterminer les variables in-
terfaciales. Plusieurs criteres peuvent étre considérés a cet effet [36, 44, 79]. L’'un d’eux
consiste a favoriser l'existence d’une inégalité de type Clausius Duhem pour le mélange
[44]. Dans notre cas, la détermination des variables interfaciales s’effectuera en étudiant
les équations de propagation associées au systeme (2.9). Nous exigerons que 1’onde cor-
respondant aux interfaces entre les fluides soit caractérisée mathématiquement par une
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discontinuité de contact au travers de laquelle le saut de pression vérifiera la loi de La-
place [69]. La démarche proposée généralisera les travaux [44]. L’étude se décompose en
trois étapes. Dans un premier temps, nous examinons les propriétés de la ’jacobienne’ du
systeme. Ensuite, en supposant que u; et p; sont des invariants de Riemann, ’ensemble
des invariants de Riemann associés a 'onde uy est déterminé. Ainsi, de nouvelles relations
de fermeture pour les variables interfaciales pourront étre exhibées.

Dans le cas de q fluides, les équations gouvernant le fluide k& pour k < ¢ sont :

8,:(0%) + U]V(Ckk) =0,
Or(arpr) +V - (arprur) = 0,
O(agprug) + V - (agprur @ ug) + V(owpr) = prVay — ®rokkpV(P4),

Ou(agprer) + V - (apprHyug) = prurdy(ag) — Ppopkrur - V(Py),

O(Pr) +uy - VO = 0.
et pour le fluide ¢, nous avons :

Or(agpq) +V - (agpquq) = 0,
Or(agpquq) + V - (agpqug @ ug) + V(agpy) = prVog + @404kV(Py)

O(agpqaeq) +V - (agpqHquq) = prurds(aq) + ®qoqrqur - V(Py),

avec les relations de fermetures :

q—1 q—1
ag=1- ap, Pg=1-Y &
k=1 k=1

Le systeme d’équations gouvernant les g fluides est mis sous la forme vectorielle :

o,U+ AJ, U =0, (2.39)
ou le vecteur des variables primitives est donné par :
Uk - (ak7pk7uk7pk7q)k)T si k < q
U = (Uy,...,Up)T avec
U, = (pg, uq,pq)T sinon
La matrice A est de la forme :
A, 0 0 0
0 Ay, O 0 0
0 Az O 0 0
A .
0 0o ... ... 0 Ay 0 0
0 0 ... ... ... 0 A1 0
Ajr Ago oo oo o0 Agg2 Aggo1 Ay
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ou les sous-matrices sont données par :

ug 0 0 0 0
A
Pk(au)k w o 0 0
k
A 1 dropk
A, = (a P)k 0w — kOkKE (2.40)
kPk Pk QR PE
pkci,I(Au)k 0 9 L ®@rokrr(Au)g
a PEC, Uk —
k O
0 0 0 0 ur
A
TGO 0
“q ug  pg 0
A d
Ay = B . .. A= 0w E
) aqpq Olqpq Pq
_w 00 0 Ly ®qogriq(Au)q 0 pch Uq
Qq aj

Les quantités cg r sont les vitesses du son des fluides lorsqu’ils suivent la loi Stiffened gaz
et que leurs pressions prennent la valeur de la pression interfaciale p;y :

prcir = (1 + pY°) + (k — pr) (2.41)

et les écarts de vitesse et de pression sont donnés par :
(Au)g = ug —ur, (Ap)x =pr — pI-

La matrice A admet les valeurs propres uy, et ug, ug = cg pour k =1 ... q. Concernant, les
valeurs propres ug, up£cg, les vecteurs propres a droite sont découplés du reste du systeme
si bien que, pour ces ondes, seules les matrices Ay suffisent & I’étude. Leurs expressions,
trés similaires a celles des vecteurs associés aux équations d’Euler, sont données pour
E=1...(¢q—1):

Ry, = (0,...,0,7,,0,...,0)7

Rupie, = (0,...,0,7440,,0,...,0)"

ou :
0 0
1 Pk
Tup, = 0 y Tupde, = *cp
0 pkci
0 0
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Pour le fluide ¢, nous avons :

0 0
Ruq = 0 ) Ruq +cqg = 0

1 Pk

0 ick

0 Pk C%

Les 2(q — 1) derniers vecteurs propres a droite sont associés a 1’onde u;z. Ils s’écrivent sous
la forme :

T
Ro :(o,...,o,rg“k,o,...,o,rghq)

U k

T
R :(O,...,Orb 0,...,0,7) q>

Ur,k »ug,ko »lug,
ou, en introduisant la notation Lj = ci — (Au), les vecteurs ng,k’ Tg[yq, ZM et rﬁl’q sont
donnés par :
0
~ WePrOkEE YqPq0qkq
oLy o »
a Ve Prokrk(Au)y .  74®qg0qkq(Au),
Tuz,k - akPkLk s Tqu - OéqPqu
_ Drorky [Lk + ’yk(Au)i} D 04k [Lq + ’yq(Au)?J
ay L gLy
1
1
szcz,l — (Ap)r — prLy quZ,I — (Ap)g — pqlq
Oszk O‘qu
, (ot — (Ao (A |, (a2 — (Ap)g) (A,
TuI,k = — y ’]”uI.q = —
agpr L ’ agpely
[kt (B — (Ap)ict] (42 1 (B0)2 = (Ap)cl]
oLy o »

0
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Soit P la matrice contenant les vecteurs propres a droite de la matrice A. Afin de
définir le domaine d’hyperbolicité du systeme, les conditions dans lesquelles la matrice P
est inversible doivent étre identifiées. Pour cela, nous évaluons son déterminant :

q—1
-1
det(P) = 2qpch (ang)q H arprCi L (2.42)
k=1

Le systeme est donc hyperbolique si et seulement si :
€93 7& 0,
Vk e {1 . q}, ag # 1, (2.43)

& # (u, —ur)*.

Nous étudions maintenant la nature des ondes uy et uy & ¢ et déterminons leurs
invariants de Riemann. Les variables interfaciales n’interviennent pas dans le calcul.
— L’onde uy, est linéairement dégénérée (r, - Vv, (ui) = 0) et ces invariants de Rie-
mann sont les suivants :
L, CI)k, Uk, Pk- (2.44)

— L’onde wuy % ¢ est vraiment non linéaire (ry, - Vv, (ur) # 0) . Les invariants de
Riemann ne seront conservés que dans les ondes de détente. Ils sont donnés par :

PE+ DR 2¢y,
Sp="5" w+ ;
P e —1

L’onde associée a la vitesse uy doit modéliser I'interface séparant les deux fluides. En
s’inspirant des travaux [44], nous imposons & cette onde d’étre une discontinuité de contact
laissant invariants u; et p; et proposons une méthode plus générale pour déterminer ces
variables. En supposant que u; et p; sont des invariants de Riemann pour ’onde, nous
déterminons 3k invariants de Riemann (ou k désigne le nombre de fluides). Par conséquent,
nous considérerons des modeles d’interface pouvant s’exprimer comme des fonctions de ces
invariants de Riemann. Parmi ces modéles, seuls ceux conduisant a des vitesses et pressions
interfaciales invariants de Riemann seront retenus. Remarquons que, dans notre contexte,
la pression interfaciale doit tenir compte des effets de la tension de surface.

g, Py (2.45)

Proposition 1 Supposons que la vitesse uy et la pression p; soient des invariants de
Riemann pour l'onde uy alors les quantités :

I} = agpr(ur, — ur),

(I>2
Vke{l...q), I} = an(pr — pr) + awpru(ur, — ur) + kafk?k,
2 2
Ck o Yk
12:ﬂ+?_ukuly

sont des invariants de Riemann pour cette onde.
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Démonstration :

Les calculs nécessaires a la preuve ne sont pas completement détaillés. Seules les dérivées
des invariants de Riemann et les étapes importantes sont présentées.

Les invariants I,i :

Soit k € {1...(q —1)}. Les dérivées de I} s’écrivent :

va]i = I,iC’,i - CtkkaVuI,

ou

T 1 1 1 T
Ct=1(0,...,0,ct,0,...,0)", 01:(,,,0,()) .
o= w00 = G R

Comme on suppose que uy est un invariant de Riemann il suffit de montrer que pour tout
Ke{l...(g—1)}:

VvIi-R® ., =1IlCL R et VvIL-R) ., =1 Ci-R) ..

ur,k’ ur,k’

L’invariant [ (} admet la dérivée :

R

C’; - — Z Vvag
Qq
k=1

Vvl =1, — agppVvur,

avec :

Les invariants I,f :
L’invariant 1 ,3 s’écrit sous la forme :

2
P

I} = o(pr — pr) + Liug + oprsy, 5

Ainsi pour k € {1...(qg— 1)}, ses dérivées s’écrivent :

VviIi = C;+u Vvl — o Vvpr,

avec :
C? = (0,...,0,Cz)T, = (O,I,%,ak)T

Pour tout &' € {1...(¢ — 1)}, le calcul des produits scalaires suivants se réduit a :

VvIi Ry w=Ci-RY ., VvIi R, .. =Cp R

uI,k’ UI,k/‘

Concernant le fluide ¢, la dérivée de I'invariant de Riemann s’écrit :

q—1 q—1
VvI; = C2+ugVyI} — apVvpr — (Ap)g Y Vag — 0gkq®q YV,
k=1 k=1

avec

C? = (0,... ,0,¢2,0, ... ,O)T, = ((Ap)k,O,I,i,ak,akkaI’k)T
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Pour terminer la preuve, nous devons calculer pour tout k€ {1...(¢ — 1)} :

2 a _ 2 a a
Vqu Ry = Cq Tupg — 04kq®eVv, Py - Ty ko

Vvl,f - RP = cg . 7“2”1 — (Ap)yVay, - rzl,k.

Les invariants [ g’ :
L’invariant de Riemann I g’ se reformule de la maniére suivante :

(o'e) 2
Yi(p + p°) T S

I =
F Pk 2

Ainsi ces dérivées s’écrivent :
I —_— C
VI urVur + Cj,

avec :

Soit k' € {1...q}, nous avons :

3 a 3 a 3 b _ 3 b
VIk . R’LL],k‘/ =C Tu“k/, VIk . R’U,[,k/ =C - TuI,k‘/'

En supposant que uy et pr sont des invariants de Riemann, 3¢ invariants de Riemann
ont pu étre déterminés. Comme le systeme possede Hqg — 2 équations et 3¢ — 2 vecteurs
propres a droite pour 'onde uy, deux relations de fermeture indépendantes peuvent étre
déterminées. Il existe donc deux fonctions Fy et Fy vérifiant :

F1(1117‘[127I%7'")I]};7I£’I37"‘7I;7Iq27l(§7u17p1) :07

R, 1313, . .. ,I,%,I,f,[,f, e 7[;,[3,[3,’&],1)]) =0.
Dans notre cas, les variables u; et p; n’ont pas encore été déterminées. Les fonctions Fj
et Fy seront donc choisies de maniére a ce que le systéme (2.1.4) soit inversible pour les
variables u; et p;. De nombreuses fonctions peuvent étre considérées puisque beaucoup
d’opérateurs mathématiques conservent les invariants de Riemann. Malgré tout, 1'utili-
sation de telles fonctions conduit & des systémes durs ou impossibles a résoudre, ou ne
possédant pas de solution unique. Seules des fonctions simples seront considérées.

Une condition de consistance supplémentaire sera imposée. Lorsque les vitesses et les
pressions des fluides s’équilibrent vers une vitesse u et une pression p, la vitesse et la
pression interfaciale doivent, en ’absence de tension de surface, tendre vers les valeurs
d’équilibre :

U — U wr — u
{ ! (2.46)

{1ab g pe—p pr—p
o, =0



32 CHAPITRE 2. MODELISATION DES ECOULEMENTS MULTIPHASIQUES

Commengons par déterminer une relation de fermeture permettant de déterminer uy. La
relation simple suivante est considérée :

q Z AR PRUE — ag
Zakl,i =ay) — Uy = k=1 q s (2.47)

k=1
E APk
k=1

ou aj sont des réels a déterminer. En introduisant la notation aap = Zakakpk, les

dérivées de la variable interfaciale s’écrivent :

( pr(Au)y pq(Au)q
8u1 ag ak(Au)k Gq 0 .
—~ = —— QL Pk p— 0 Slk<q’
oV  aap 0 aap 0
0 0
—81” S aqo(zAu)q sinon
oV, aap %p e ’

Un calcul simple montre que le produit scalaire du gradient de u; par les vecteurs propres
Ry et Ry pour k€ {1...(¢— 1)} est nul. Ainsi, cette valeur de us engendre bien une
onde hnealrement dégénérée. La condition de consistance (2.46) impose que ag = 0 et qu’il
existe k € {1...q} tel que a; # 0.
A titre d’illustration, deux autres choix de fermeture sont proposés :
> JRE
QPk + QpPRUL, + ORKE

q 2
Z Ik+uIIk +p[—0 — 'U/% k=1

q
k=1
> arpr
k=1

Cette valeur de u% ne peut conduire & une onde linéairement dégénérée du fait de la
singularité lorsque les vitesses changent de signe. La derniere fermeture proposée est la
suivante :

q Z Ok PEU <2 + M)

Z (I,%UI"‘I]%I]%) +prur=0 = uy=
k=1

o2
Z OkPkCk — OkFk =

Remarquons que la condition de consistance (2.46) ne peut étre vérifiée et il est donc
inutile de prouver que cette variable est un invariant de Riemann. Cette fermeture pourra
étre utilisée dans des contextes physiques différents.



2.1. MODELE COMPLET 33

Concernant la pression interfaciale, beaucoup de relations de fermeture peuvent étre
considérées des lors que uy est connue. La fermeture la plus simple est la suivante :

q @2
> b [akpk + Tpug + Uk/‘ika:| + bo

k=1
q
E b
k=1

9

(I)Z
by, <ak(pk: —pr) + Lhug, + Uk/fk2k> =by = pr=

£
Il <
—

(2.48)
ou by sont des réels. En introduisant les notations :
o q L q
ba = Z brragr,  bapu = Z b ks P g
k=1 k=1
les dérivées de la pression interfaciale s’expriment de la manieére suivante :
(Ap)k + prur(Au)g (Ap)g + pguqg(Au)q
Au)yg 0
Opr by, vk by bapu Our .
—_— == o up + (Au —= 0 —— Lo st k<gq,
V. =] KOk [ur + (Au)y] — OV, q
Qg 0
ok Pk 0qkq®Pr
Opr by aTuq (_'_Azgq o] bapu Our
— == « U u — —— sinon
oV, ba | T “ ba OV,
q

Le produit de la dérivée de cette variable par les vecteurs propres RZ,,k et thk pour
ke {l...(¢—1)} est nul. Ainsi, p; est un invariant de Riemann pour 'onde de contact
ur. La relation de consistance (2.46) impose by = 0 et qu’il existe k € {1...q} tel que
by # 0.

Au cours de ce paragraphe, nous avons développé une technique permettant de dé-
terminer des expressions analytiques de vitesse et de pression interfaciales vérifiant des
criteres importants pour 1’écoulement. Le premier critere impose que l'interface physique
séparant les fluides soit modélisée par une discontinuité de contact c’est a dire que uj
soit un invariant de Riemann. Le second critere concerne la conservation de la pression
interfaciale conduisant au respect de la loi de Laplace [69] lorsque les effets capillaires
sont pris en compte. Nos résultats (2.47, 2.48) généralisent les résultats obtenus dans le
cas bifluide par Baer Nunziato [12] (a1 = 1, ag = 0, by = 0 et by = 1) et Massoni,
Saurel, Nkonga et Abgrall [75] (a1 = 1, aa = 1, b = 1 et by = 1). La derniére remarque
concerne les produits non conservatifs urd, (o) et proz(ay). La fraction volumique n’étant
discontinue qu’au niveau de ’onde u; ou les quantités uy et py sont invariantes, les produits
non conservatifs ne souleveront pas d’ambiguités [72].

2.1.5 Formulation dissipative a I’équilibre de température

L’analyse de la structure dissipative du systeme s’effectue en établissant une inégalité
de type Clausius Duhem pour le systeme (2.9). Pour cela, nous cherchons une entropie de
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mélange et ’équation d’évolution qui lui est associée. Dans ce paragraphe, nous suppose-
rons que les fluides sont a 1’équilibre thermique. Les processus permettant de ramener les
fluides a I’équilibre de température seront donc omis.

L’énergie cinétique de chaque fluide est régie par I’équation :

uj uj
O Pk | + V- rprar + ug - V(agpr) =

(2.49)
prugVag +ug - V- (op7g) + Ozk,f]g -uy + Propripur - Vor + ug - 0 — uzmk.
2
Les équations d’énergies internes des fluides se déduisent de la relation e, = e — 7’“ :
O(arprer) + V- (agprerug) + agprV - uy, =
pI(u[ — uk) -Vai + O'kfik(l)k(uI — uk) Vo, + a7, : Vug, — V(aqu)— (2.50)

prou, — (ex — ud)mg, + o - (ur — ug) + G-

q
L’équation d’énergie interne des fluides pe = E agpreg s'obtient en sommant les équations
k=1
précédentes :

q

O(pe) +V - (Pﬂl + ) apprer(ug — u)> + iV - (ug) =
=1

q
Z [p](u] — uk) -Vaoy, + Ukl-ikq)k(u[ — uk) -V, + a1 : Vug — V(aqu)] — (2.51)
k’?l
[préu, — (e, — ug )y + oy - (ug — u)]
k=1

ouu= Z YUy est la vitesse du centre de masse du volume fluide.
D’apres la théorie cinétique des mélanges gazeux, I’entropie des fluides obéit a I’équation
différentielle [50] :

q
Td(ps) = d(pe) — > _ gud(arpr), (2.52)
k=1
ou T est la température du mélange et g; le potentiel chimique de I'espece :

g =25 4 ey —Ts. (2.53)
Pk

L’équation d’entropie est ainsi obtenue a partir des équations de masse des fluides et de
I’énergie interne de mélange :
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q
O(ps) + V - (psu + Z ay [bk + prsk(ug — u)]) =1 +Ts+T3+ %, (2.54)
k=1
ou nous avons utilisé la loi de Fourier et introduit les notations b, = ;{—k et :
k
12
I = T kz_:l [p[(ll — uk) -Vayi, + O’klikq)k(uI — uk) . V(I)k] ,
1
Iy= > k| VI,
k=1
(2.55)

1 q
Fg = TZaka ‘ Vuk,

q

Q= —Z (G5 - w + 1 (Hy — ug) + cupy] -
k=1

La positivité de I'; ne peut en général pas étre démontrée. Seguin a montré [93] qu'un
choix correct de variables interfaciales pouvait, en I’absence de force de tension de surface,
annuler ces termes sources. B. Graille [50] a montré la positivité de ces termes, sans la
tension de surface, et dans le cas isovolume. Remarquons cependant, que ce terme n’est
non nul qu’au niveau des 'zones de mélange’ puisqu’il s’exprime a ’aide des dérivées en
espace de la fraction volumique et de la fonction couleur. De plus, son amplitude pourra
étre controlée des lors que la fraction volumique sera réguliere et que les vitesses des fluides
seront proches de ’équilibre. Nous considérerons donc des relaxation instantanée de vitesse
[68] puisqu’elles limitent fortement les déséquilibres de vitesses des fluides.

La preuve de la positivité de I's est évidente. La positivité de I's se démontre de la
maniére suivante :

2
1 1 8uk
I's = T Zak,uk (Vuk + Vuk :Vu = T Zak,uk Z Z : >0, (2.56)
k=1 =1 j=1
ou uy; est la "¢ composante du vecteur uy dans le repere utilisé.
Proposition 2 Lorsque pour tout fluide k les conditions :
q
z}k-Z(ul—uk)>0
=1
q
e Y (Hy — Hy — (uf, — uf)) <0, (2.57)

l

q
ar Y (p—
=1

Il
—
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sont vérifiées, le terme Qy, est positif et Uinégalité de Clausius Duhem :

9t(pS) + O(pS) —T1 > 0, (2.58)

est satisfaite.

Démonstration :
La preuve s’effectue en considérant la relation simple :

Z <Z%+Uk Z u; — ug)
k=1 \l=1 . ) (2.59)

—me(Hk—Hz—(Ui—U?)) —%Z(Pz-l%)) 2]% >0
=1

=1

et l'inégalité (2.58) est obtenue aisément puisque tous les termes du second membre sont
positifs.

Les conditions suffisantes pour que le systeme admette une entropie ont été exhibées.
Nous étudions maintenant les termes de production proposés par Baer Nunziato [12]. Dans
ce cas, les transferts d’énergie et de masse sont négligés (g = 0, 1y = 0). Les conditions
nécessaires de la proposition (2.57) deviennent :

(2.60)

q
QO Z (p1 —
=1

Le choix des termes de compaction et d’échange d’énergies proposé par Baer Nunziato [12]
est le suivant :

1 q
*/\72 ul—uk

q

dkz—iZ(pl—pk),

\ Fk =1

(2.61)

ol A\; > 0 sont des réels positifs qui déterminent I'intensité des forces de trainée entre les
fluides. py sont des réels positifs qui controlent ’amplitude des effets liés aux fluctuations
de pressions : transfert d’énergie d’une phase a ’autre et compaction des phases. z est un
parametre qui contréle 'amplitude de la compaction des phases. Ce choix de fermeture
satisfait les propositions (2.57) et (2.10).

Il permet de montrer I'existence d’une inégalité d’entropie pour le systeme.

2.1.6 Résumé du modeéele de base

Le modeéle de Baer Nunziato s’écrit sous la forme suivante :
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MQ

O (Ozk) + uIV Oék i
Hk l:l

O(agpr) + V - (agprug) =0,

Oy(apprur) + V - [ag(prur @ ug + pi)] =

1 q
prVar +V - (aka) + fk (I)kak/ikv (I)k Z ul — uk
k= (2.62)

O(arEg) + V - (akprHpug) =
—p10i(ag) + V- [ (Th - g — qi)] + ug - £ — @poprpurV(9g)+
q

1
)\k;‘ll (w — uy),

| Ou(®r) +ur- V() = % (fr(ak, Yk, Sk) — Pr) -

Il est fermé en considérant que chaque fluide obéit une loi d’état fluide pur Stiffened gaz.
Les vitesses interfaciales sont choisies de maniere a ce que l'interface physique entre les

fluides soit modélisée par une discontinuité de contact se propageant a la vitesse interfa-

ciale. De plus pour cette onde, nous imposons que la pression interfaciale soit un invariant

de Riemann de maniére a ce que les pressions soient égales de part et d’autre de I'interface.

2.2 Stratégie de résolution

Afin de définir la stratégie de résolution, le systéeme de Baer Nunziato (2.9) est écrit
en dimension 1 et pour deux fluides uniquement :

1 1 ,
OW+V-F+B-VV = XRU—i—;Rp—i—H“g—HZ’V(I)l—|—V-F”S,
(2.63)

O(®1) +ur - V(®1) = % (fi(oa,y1,51) — @1),

ol le vecteur des variables conservatives W, le flux F et les termes non conservatifs B0,V
sont donnés par :

a1 0 (05}
101 a1p1ug P1
a1p1ug arp1ui + aipy ug
W = a1 Fq , F= [e%1 (El + p1)u1 , V= P1 , (2.64)
Q202 Q2p2U2 p2
Qg poU2 a2pau3 + aopo uy

s az(Es + p2)us D2
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uy 000 O0O0OTO

0 000 O0O0O

-pr 0 0 0 0 0 O

B=| —puy 0 0 0 0 0 O
0 000 O0O0OTO

DI 000 0O0O

pruy 0 0 0 0 0 0

Les termes de relaxation revétent quant a eux la forme suivante :

0 z
0 0
-1 0
R,=(u—up)| —ur |, Ry=(p1—p2)| —pr
0 0
1 0
uy PI

Les termes sources sont constitués des termes de force volumique et de viscosité :

0 0
0 0
a1p1 a1T1
H=| aipiu; |, F*=| aum-wm
0 0
Q202 Q2T
Q2p2u2 QipToUg

Dans le cas de deux fluides, la formulation de la tension de surface est simplifiée car
01 =09, k1 = —kg et o =1 — Py. Il vient :

0
0
CI)10'1I-€1
Hb = (I)lo'llilll[
0
Pr01k1
(I)QUl/ﬂuI

L’approximation du systeme (2.63) s’effectue suivant une méthode de décomposition
d’opérateurs (’splitting’) dont les étapes sont les suivantes :

2.2.1 Résolution des termes de propagation

L’opérateur de propagation est constitué d’un systeme d’équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre en temps et en espace. Les termes de tension de surface pourront
étre inclus lorsque I’équation (2.22) est utilisée pour la fonction couleur et lorsque la cour-
bure est supposée localement constante. Dans le cas contraire, ces forces seront résolues
(2.2.2). L’opérateur de propagation est donné par :
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W +V-F+B-VV = —H'V¢,
(2.65)
0;®1 +ur- Ve =0

Remarquons que la fraction volumique est gouvernée par une équation de transport a la
vitesse interfaciale uy. Les masses des fluides appir obéissent a des équations de conser-
vation. Les équations de quantités de mouvement aypr et d’énergie aypprer présentent
une partie conservative habituelle et des termes non conservatifs p;Vay et prus - V(ag)
qui traduisent l'interaction des fluides. Lorsque les fractions volumiques sont uniformes en
espace, le systeme devient conservatif.

Le systeme étant hyperbolique, nous utiliserons des méthodes numériques reposant sur
une résolution approchée de problemes de Riemann. Ces méthodes seront détaillées dans
le chapitre 3.

2.2.2 Résolution des termes sources

Les termes sources, par définition, ne font intervenir que les termes ne présentant
aucune dérivée (gravité), ou ceux comportant de fortes non linéarités (viscosité). Lorsque
I’équation (2.23) sera considérée pour la fonction couleur, les effets de la tension de surface
devront étre résolus en tant que termes sources. Nous considérons le systeme :

OW = Hg — H'V®, 4+ V . FVis, (2.66)

Le traitement des effets de la gravité et de la viscosité est courant et ne sera pas détaillé
dans ce document. La résolution de la tension de surface est présentée dans la section 5.4.

2.2.3 Résolution des termes de relaxation

Les processus de relaxation des vitesses et des pressions ne font intervenir aucune
dérivée des variables décrivant les fluides. La relation (2.67) correspond donc a un systeme
d’équations différentielles ordinaires :

_1

oW 3

R, + lRp. (2.67)
1

Dans cette section, nous traitons la résolution des processus de relaxation de vitesses et de

pressions dans le cas bifluide. Les termes présents dans ’expression de ces processus (2.61)

ne font intervenir aucune dérivée spatiale. De ce fait, leur résolution est donc découplée

du traitement des opérateurs de propagation.

D’un point de vue physique, nous supposons que ’échelle de temps liée au proces-
sus d’équilibre des variables de vitesse et pression est petite devant celle associée aux
opérateurs de propagation [68]. En pratique, le processus de relaxation sera supposé ins-
tantané. Ainsi, les pressions et vitesses seront & ’équilibre apres chaque relaxation.

Afin de clarifier la présentation, les variables décrivant les fluides seront annotées 0 et
* respectivement avant et apres les processus de relaxation.
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Relaxation des vitesses

Le systeme traduisant le processus de relaxation des vitesses est le suivant :

( 8t(041) = 0,
Or(a1p1) =0,
1
Or(ar1prur) = X(W —u),
1
Oi(aiprer) = XUI(Uz —uy), (2.68)
Or(azpe) = 0,
1
O(aapaug) = —X(UQ —uy),
1
Or(agpaes) = —X’LL[(UQ —uy).
Il laisse invariantes la masse de chaque fluide agpg, la quantité de mouvement totale
q q
1 1

Z appruy et énergie totale Z agprer. En introduisant la constante 7 = — ,
a1pr QP2

k=1 k=1
I’équation gouvernant 1’écart de vitesse w = u; — uo s’écrit :

-
ow =——w
' )
Cette équation différentielle ordinaire est une équation harmonique. Le signe négatif au se-
cond membre assure la décroissance de I’écart des vitesses et donc ’obtention de I’équilibre.

Il vient en intégrant :

Tt
w(t) =wle A
La combinaison de la relation précédente avec les équations de quantité de mouvement

permet d’obtenir les équations différentielles vérifiées par les vitesses des fluides. Leur
résolution est simple et donne :

( B B Tt
u) —u -~
u(t)=ul + 2—2L1-e A |,
Q1p1T
Tt
0_ .0 Tt
ug —u -
up(t) =uy— 22—+ [1-¢e A
Q2027

Pour déterminer ’évolution des énergies de chaque fluide, il est nécessaire de connaitre
Pexpression de la variable interfaciale u;. Suivant la relation (2.47), cette variable s’écrit
sous la forme u; = kjuq + kouo oul k1 et ko sont fonctions des masses des fluides. Ainsi,
I’équation de uy est la suivante :
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Tt

k k o_ .0 R

1 2 > Uy — Uq 1—e A
a1p1 QP2 T

L’utilisation de cette relation permet d’obtenir les équations qui gouvernent les énergies
de chaque fluide :

( 0( 0+ t ) Lt 0 t @
el(t):e(l)—kw l—e A |- 2% [1-¢ A |,
a1p1T 200017
Tt 27t
0(,,0 o 0 i
62(t):eg_w(uI—i-cte) Lo A w'cte Lo
Qo p2T 20027

At
Lorsque ’équilibre des vitesses sera atteint ()\ — ()), les variables décrivant les fluides
prendront les expressions suivantes :

0 0 0 0
Uy — U Uy — U
a1p1T Qop2T
(2.69)

o o wO2u + cte] ot wO2u? + cte]
1 =€ 2 = €2 .

2000917 200027

Relaxation des pressions avec effet de compaction

Le processus de relaxation est résolu en prenant en compte les effets de compaction de
la fraction volumique (z=1). Pour cela, la connaissance des variables interfaciales uy et py
n’est pas nécessaire. Le systeéme a résoudre est le suivant :
at(Oél) = V(pl —p2)7
Or(c1p1) =0,

Oc(ar1prur) =0,
Oi(a1prer) = vpr(p1 — p2), (2.70)

Or(aap2) =0,

Or(aapausz) =0,

Oi(aapae2) = —vpr(p1 — p2)-

Cette étape conserve les masses, la quantité de mouvement de chaque fluide ainsi que
I’énergie totale du mélange. Ce systéme ne peut pas étre résolu de maniere exacte. Nous
présentons la méthode approchée la plus simple. Pour cela, les énergies internes de chaque
fluide sont exprimées a ’aide de la fraction volumique :
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Or(a1prer) = proy(an),

Oi(azpaes) = —pro(az).
En intégrant ces équations sur [0, +00), il vient :

+o0
(caprer)* — (arprer)? = / p10¢(a)dt,
0

—+o00
(qapoe2)* — (aopoes)? = —/ pro¢(aq)dt.
0

L’intégrale présente aux seconds membres est approchée par la méthode des trapeézes [68] :

+o00 * 0
+ *
/ proy(o)dt = P1 5 P1 (o] — a(l)).
0

En utilisant les lois d’état de chaque fluide et ’égalité des pressions a I’équilibre p] = p3 =
P}, le systéme précédent devient :

I NP PP pi+p)

* 0
= o —af),
1 ,71_1 1 ,71_1 2 ( 1 1)
* P 0 P * 0
a§P1+72 2 _ a0k el Pp +p[(a>{_a9).
12 —1 72 —1 2

Le systéeme obtenu comporte deux équations non linéaires en regard des deux inconnues
p7 et af. Il est résolu en isolant la pression d’équilibre :

m—1

i~ (T30 + ) (o - o

pr= 1 )
04(1)4—71; (ot —a?)

170

Y2 —1
@@+( @+mgy@—ﬁ>

2
(a7 —af)

0‘(1) + 72 5
L’égalité de ces deux relations permet d’obtenir un polynéme du second degré en la variable
(o] —af) :

Ag+ Ar(af — o) + Ay(af —ad)? =0, (2.71)

ou les coeflicients sont donnés par :

1+ 1 aofyl—l —|—C¥0’)/2—1
" agpy - VA0 D 05,00 + o),

" —V2 v2+1 m+1
| A= 9+ 5 71pd + 5 YopY.
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Ce polynome admet toujours deux racines réelles. On peut montrer que celle a retenir est
du signe de —(pg — p(l]) et permet de vérifier : af € [0,1]. Ces derniéres propriétés assurent
I’existence et 'unicité de la fraction volumique relaxée.

Relaxation des pressions sans effet de compaction

Considérons le processus de relaxation des pressions sans les termes de compaction
(z = 0). Dans ce cas, l'atteinte de 1’équilibre des pressions ne s’accompagnera pas de
variations de volume des fluides. Le systeme que nous devons résoudre est le suivant :

( 9y(n) =0,

O(a1p1) =0,

Or(a1prur) =0,

Oi(a1prer) = vpr(p1 — p2), (2.72)
O(azp2) =0,

Or(aapaug) =0,

[ Ot(azpae) = —vpr(p1 — p2).

Comme les variables ag, pr et up sont constantes, seules les équations d’énergie des fluides
sont considérées :

a10y(p1€1) = vpr(p1 — p2),

a0 (pae2) = —vpr(p1 — p2).
Pour résoudre ce systeme, il est nécessaire d’exprimer les énergies internes en fonction

des pressions. Dans le cas d’une fermeture utilisant la loi des gaz raides, les équations des
pressions sont les suivantes :

«

1?15%(2?1) = vpr(p1 — p2),
1

(€3]
T, 0(p2) = —vpi(p1 — p2).
2
Par sommation, nous obtenons une équation liant les pressions des deux fluides :

(65] (5]

—0 + =0, =0.

T, 1 (p1) T, 1 (p2)

L’intégration de cette relation et la prise en compte de 1’égalité des pressions apres relaxa-

tion (p} = p3 = p}) conduit au résultat suivant :

a7 a9
. I‘Tp? + Epg

I Ty
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Les méthodes de résolution présentées supposent que les processus de relaxation s’ef-
fectuent en un temps négligeable devant le temps caractéristique de I'opérateur de pro-
pagation. Les solutions obtenues sont donc treés voisines de solutions d’équilibre. Dans la
suite du document, nous déterminons le systeme les gouvernant.

2.3 Le modele asymptotique

2.3.1 Dérivation du modele

Les fluides que nous considérons sont non miscibles. Pour les modeles d’interface dif-
fuse, il existe une zone artificielle de mélange. Cependant, celle-ci possede une faible
épaisseur et respecte néanmoins la nature physique de ’écoulement. Lorsqu’une phase
est prépondérante, les variables interfaciales sont tres proches des vitesse et pression de
celle-ci et les processus de relaxation ont peu d’influence sur le résultat. Dans ce contexte,
il est d’usage de supposer que I’échelle d’évolution des processus de relaxation est tres pe-
tite de maniere a ce que les vitesses et pressions des fluides restent proches de 1’équilibre.
Ainsi, les pressions et les vitesses des fluides peuvent s’écrire a l’aide des développements
de Chapman Enskog suivants :

Pr=p+upp + O(?),  wp = u+ My, + O(N?), (2.74)

ou pour simplifier les notations, la vitesse interfaciale est notée u = wuj et la pression
interfaciale p = py. L’utilisation des développements asymptotiques permet d’obtenir, a
partir du modele (2.9), un systéme a 'ordre 0 en X et p :

1 1 )
OW +0,F + B0,V = R, + - R, + H'g - H'V®, + V- F**,
(2.75)
1
0i®1 +ur0, ®1 = N (filoa,y1,51) — ®1),

ou les vecteurs et matrices du systeme sont donnés par :

a1 0 a1
a101 a1p1u P1
1 p1u a1pru? + arp u
W=| By |, F=| a(Br+pu |, V=| p [,

Q209 Q202U P2
Qo P2U a2P2u2 + agp U
o By a1(E2 + p)ug P

vw 0 0 0 0 0 O

0O 00 0 O0O0O O

—» 00000 O

B=| —pu 00 0 0 0 0 [,

0 0 0 0 O0O0O0

p 0 0 0000

pu 00 0 0 0 O
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et les vecteurs de relaxation, qui sont au second membre de ’équation, satisfont 1’égalité :

0 z
0 0
-1 0
R, =MNuy—w) | —u |, Ry=pp—p)| —p |,
0 0
1 0
u p

ou le parametre de compaction z a été introduit de maniere a controler I’amplitude de
la variation de volume des fluides sous 'effet de la relaxation des pressions. Les termes
source sont donnés par :

0 0 0
0 0 0
aip1 4 aiT 101k
H® = ajpiua Fv% = a7 a Hb = <I>1Jm1u
0 0 0
azp2 Q9T Poo1k1
o p20 Q27U <I>201/<51u

L’expression du terme p/1 — plz est déduite des équations de pressions des fluides. En utilisant
la loi Stiffened gas, il vient :

! ! P
Ou(p) + udy(p) + p1c30s(u) = —(p; — pQ)Oi(p + zp1e1),
(2.76)
1 1 F
3 (p) + udy(p) + pac3d.(u) = (py —p2>£<p + 2p2ea).

En effectuant la différence entre ces deux relations, le terme de fluctuation de pression s’ex-
prime en fonction de la dérivée spatiale de la vitesse. Nous obtenons ainsi en introduisant
la notation [y :

2 2
p2C3 — p1€7

p1—py = B10x(u) avec By = (2.77)

T
p+ zpier) + P+ zpa€r)

1 2
aq ( a9 (
La prise en compte de cette relation dans les équations (2.76) conduit a 1’équation de la
pression de mélange :

Or(p) + udy(p) + pcdy(u) = 0, (2.78)
ol c est la vitesse du son de mélange. Elle est donnée par la relation :
a1pict 223
2 2
prci + (z— Diprer  pacs + (2 — 1)Tapa2en
pc = ——" " : (2.79)

+
p1ci + (z—1)liprer  pac3 + (2 — 1)apaer
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7 . ez . . / / , . .
Afin de déterminer la différence des fluctuations de vitesse u; —uq, les équations suivantes
sont utilisées :

1 1 ’ ’ 8$(Q1T1) @1(71/431
Or(u) + udg(u) + —90.(p) = — Uy — U +qg— Oz (P1),
() 1005 0) + —-0u(p) = = — ) + T g - DD (g

1 1 ' / O (a2) ook
Or(u) + udy(u) + —0:(p) = Uy — Uy) + ——2 + g — Oz (®1).
t(u) (u) e (p) 042/)2( 1 5) 2P g a2 (®1)

(2.80)
Leur différence donne une expression simple des fluctuations en fonction du gradient de
pression :

/ !

U —Uy = [aay1 — oYo] Oz (p)+y2 [02(a171) — P1o1£102(P1)]—y1 [Ox(2T2) — P202k20,(P2)] -

En notant u = aqp1 + aspg le coefficient de viscosité moyen du fluide, ’équation de la
vitesse moyenne est aisément déduite des calculs précédents :

Oz (at) — 01k10:(P1)

9 (u) + u0y(u) + ;833(1)) =g+ p : (2.81)

q
ou la densité de mélange p = Z agpr est utilisée.
k=1
Le systéme (2.75) possede le méme nombre d’équations que le systéme initial (2.63).

Néanmoins, en sommant les équations de quantité de mouvement et d’énergie, le nombre
de variables peut étre réduit. Pour cette simplification, I’énergie de mélange F est utilisée
et de nouvelles fermetures devront étre considérées. Le modele obtenu sera appelé modele
asymptotique. Il est donné par :

O(aq) + wOyp(ay) — 2610.(u) = 0,
O(a1p1) + Oz(capru) = 0,
Oi(azpa) + Oz(azpau) = 0,
) (2.82)
O(pu)  + 0Ou(pu”+p) = 0u(7) + pg — 01K105(21),
O(E) + O [(E+p)u = 0Oy(Tu) + pgu — o1K1u0(P1),
1
at(¢]_) + uax(@l) = X(fl(al)y1751)_¢l)'
Le modele asymptotique s’écrit sous la forme vectorielle suivante :
0y(W) +V(F) + BV(V) = Hg — H'V®, + V - FVis|
(2.83)

1
0Py + ur0, @1 = X (filoa,y1,51) — ®1),
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o 0 (651
a1p1 a1p1u a1p1
W=| aspo |, F= Qo Pl , V=1 agps |, (2.84)
pu pu2 +p U
E (E+pu D
u 0 0 Zﬁl 0
0 00 0 O
B= 0O oo 0 0|,
0O 00 0 O
000 0 O
0 0 0
0 0 0
H*=| o |, F"=| 0 |, H'= 0
P T O1K1
pu Ta o1k1u

Au cours de ce paragraphe, nous avons dérivé un modele asymptotique a partir du
modele de base (2.9). Celui-ci donne, suivant la valeur de z, les modeles connus suivants :

— Le modele de Kapila [66] s’obtient en fixant le parameétre de compaction z = 1
2

et 1 = (1 — pc2) Guillard et Murrone ont montré dans [52] qu’il dérive du
p1€1

modele de Baer Nunziato [12]. Ce modele admet la vitesse du son suivante :

1 1 oy
e ]; s (2.85)
— Le modele de Massoni [75] se retrouve en négligeant les termes de compaction z = 0.
Cette approximation est valable dans la limite ou les fluides considérés sont incom-
pressibles. Dans ce contexte, les processus qui entrent en jeu pour 1’équilibre des
pressions au niveau des interfaces ont peu d’influence sur le volume occupé par les
fluides. La vitesse du son de ce modele est la suivante :

q
> arprci /T
L S— (2.86)

q
§£:¢xk/Fk
k=1

Remarque :

Ces deux modeles différent de part leur équation de fraction volumique et de part leur
vitesse du son de 'mélange’. Dans les zones ou les fluides sont purs, les vitesses du son
de 'mélange’ spécifique a chaque modele tendent vers la vitesse du son du fluide pur,
conduisant dans les deux cas & une bonne description de I’écoulement. En effet, dans le
cas d’écoulement a poche, la zone de mélange artificielle qui modélise 'interface séparant
les fluides reste de faible épaisseur et 1’utilisation du modele de Kapila ou de Massoni
conduit & des résultats numériques de bonnes qualités [85, 52, 53, 10]. Pour les écoulements
de fluides dispersés, la modélisation de la zone de mélange conditionne la validité de ces
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deux modeles [95]. Des expériences numériques, présentées dans le chapitre 4, montrent la
pertinence de ces deux modeles pour la résolution d’écoulements a poches ou dispersés.

2.3.2 Fermeture thermodynamique a I’équilibre de pression

Supposons que chaque fluide possede sa pression pg et que celle-ci s’exprime a ’aide
du développement asymptotique pr = p+ ,up;g + O(p?). Dans ce cas, les relations qui lient
la pression aux énergies internes de chaque fluide (2.35) donnent au premier ordre :

P+ WPy
——E = (e — ). (2.87)

e — 1
L’énergie interne de mélange a été précédemment définie comme la moyenne des énergies
internes pondérées par les fractions massiques : € = y1€1 + y2€2. La relation qui lie la pres-
sion et ’énergie interne du mélange est obtenue en multipliant les équations précédentes

ak
par — et en les sommant :

p+p™

" o), (2.88)

=ple—e

ol des constantes de mélange dépendantes de la fraction volumique et de la fraction
massique des fluides ont été introduites :

¢ p>° L o ep !
—_1 fz _1 _1 => _’{ L €= ey (2.89)
1k Tk 1

k=1

Les relations de température sont déterminées en considérant les relations (2.36) a 'ordre
0 par rapport au parametre A :

T, T
p+pr = (= 1)ppf Cu (Wl - == 1) (2.90)
Pk Pro

Les relations (2.88) et (2.90) permettent de fermer le systeme (2.82). Nous effectuons
maintenant son étude mathématique.

2.3.3 Etude mathématique du modele asymptotique

Dans cette section, la nature de 'opérateur de propagation du systeme asymptotique
est étudiée. Exprimé a 'aide des variables primitives, il se met sous la forme suivante :

0,U + A9, U = 0, (2.91)

ou le vecteur des variables primitives est donné par :

U = (a1, a1p1, aap2,u, p, &1)7 . (2.92)

La matrice du systéme est, quant a elle, égale a :
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v 0 0 z8 0 0
0 v 0 ajpr O 0
0 0 u agp2 O 0
A= 00 0 u 1 ok |, (2.93)
P p
00 0 p® w 0
0 0 0 0 0 U

ou ¢ est la vitesse du son donnée par (2.79). La matrice A est diagonalisable. Ses valeurs
propres sont réelles : u — ¢, u et u + c. Les vecteurs propres a droite associés sont donnés
par :

zp3 23
a1p1 Q101
(6 [0
T'u_c = 3;6)2 N ’]"u_,’_c = QCPQ 5 (2.94)
pc? pc?
0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
ru,l - O 5 TU,Q = O ) ru,3 = O 7Tu,3 = 0 (295)
0 0 0 —01RK1
0 0 0 1

Soit P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres a droite de la matrice A. Son
déterminant vaut :

Det(P) = 2pc® > 0. (2.96)

L’opérateur de propagation du modele asymptotique est donc inconditionnellement hy-
perbolique. Terminons ce paragraphe par la caractérisation des ondes du systeme :

— L’onde u admet les invariants de Riemann suivant u et p+o01x1®4. Elle est linéairement
dégénérée : elle n’engendrera que des discontinuités de contact pour lesquelles les
invariants de Riemann seront toujours conservés. Notons que lorsque les termes de
tension de surface sont considérés, la loi de Laplace est vérifiée.

— Les ondes u + ¢ sont vraiment non linéaires. Les invariants de Riemann ne seront
conservés que dans les détentes. Ils sont donnés par :

p+p° p+py

ST 72
P1 P2

5 : _
P, JUL, Loge sl 2 =1,

5 : _
(I)l7al7y17y27]u:|:c SL 2_07

ott I'expression de I2, . ne peut étre donnée analytiquement.
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2.3.4 Entropie

Afin de caractériser par la suite une entropie discrete du systéme, nous commencgons
par déterminer ’équation régissant 1’énergie cinétique du modele asymptotique :

2

Cette équation permet, avec I’équation de I’énergie du systeéme, d’obtenir la relation gou-
vernant 1’énergie interne du mélange :

2 2
Oy (pu) + 0, (pu2u> + w0y (p) = u0x(7) + pgu — 11U, (P1).

Ot (pe) + Oz (peu) + pOy(u) = 705 (u).

Supposons que 'entropie de mélange des systemes asymptotiques obéit a la différentielle :

q
Td(ps) = d(pe) = grd(anpr),
k=1
ou le potentiel chimique de I’espeéce k est donné par :

gk:£+ek—Ts.
Pk

L’utilisation de cette différentielle et de I’équation de I’énergie interne permet de déterminer
la relation régissant ’entropie :

1
0i(ps) + Ox(psu) = fuax(T). (2.97)
L’inégalité de type Clausius Duhem suivante est donc vérifiée :

Ot(ps) + 0x(psu) > 0. (2.98)
L’étude du modele asymptotique a permis de montrer que le systeme (2.91) est incon-
ditionnellement hyperbolique. Celui-ci admet deux ondes vraiment non linéaire et une
discontinuité de contact. Une entropie physique a pu étre déterminée conduisant a une
inégalité de type Clausius Duhem.

2.3.5 Résumé du modele asymptotique

Le modele asymptotique s’écrit sous la forme suivante :

( D) + ulg(on) — 2610:(u) = 0,

O(a1pr) + Oz(c1pru) = 0,
Or(azp2) + Oz(aapau) = 0,
, (2.99)
dh(pu)  + Ox(pu” +p) = 0u(7) + pg — 01£10,(P1),
O (E) + 0. ((F+p)u) = Oy(Tu) + pgu — o1£1u0(P1),

o(®1)  + udz(P1) = %(fl(al,yl,sl)*q’l)v
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Ce modele est fermé a ’aide de loi d’état de mélange. Il est non conservatif, incondition-
nellement hyperbolique et entropique.

2.4 Conclusion

Le premier chapitre a permis de décrire les modeles mathématiques d’interface diffuse
utilisés. A partir d’'une homogénéisation des équations gouvernant les fluides au niveau
continu, nous avons obtenu un modele de base [12] comportant sept équations en dimen-
sion un. Les effets capillaires sont modélisés a ’aide d’une formulation volumique faisant
intervenir des opérateurs différentiels non conservatifs et fortement non linéaires (CSF
[28]). Ce modele a nécessité plusieurs relations de fermetures. Les premieres concernent la
modélisation des propriétés thermodynamiques des fluides. Pour cela, des lois type Stiffe-
ned gas ont été présentées. Les deuxiemes sont liées a l'estimation des vitesse et pression
interfaciales. Nous avons présenté une technique qui généralise les travaux de Seguin [93].
Elle est basée sur une caractérisation mathématique spécifique de 'interface permettant
de respecter de la loi de Laplace. Les dernieres fermetures concernent les termes de pro-
duction qui ont été déterminés de maniere a favoriser I'existence d’une inégalité de type
Clausius Duhem. Apres avoir défini une stratégie de résolution pour le modele de base,
nous avons mis en évidence le besoin de considérer un modele asymptotique. En effet, le
modele de base est faiblement hyperbolique et non conservatif. Le modéle asymptotique
a été obtenu en dérivant le modele base lorsque les vitesses et pressions s’équilibrent. Le
modele asymptotique [66, 75| comporte cing équations en dimension un. Il est incondi-
tionnellement hyperbolique et entropique.
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Chapitre 3

Schémas numériques
monodimensionnels pour les
systemes hyperboliques non
conservatifs.

Ce chapitre traite de la résolution numérique de systemes d’équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre régissant les écoulements multifluides. Les systemes considérés sont
hyperboliques ou faiblement hyperboliques, non linéaires et non conservatifs. Ils peuvent
s’écrire, en dimension un d’espace et sans tension de surface, sous la forme vectorielle
condensée :

AW + 8,F + B,V = 0, (3.1)

ol W est le vecteur des variables conservatives, F le flux associé et B0,V la partie non
conservative du systeme.

Le systeme (3.1) sera dit entropique lorsqu’il admet un couple entropie-flux (7, ¢), ou
n: W — n(W) est convexe, et qui vérifient l'inégalité :

(n(W)) + 9:(¢(W)) < 0. (3.2)

Considérons un maillage structuré en temps et en espace composé des cellules I; =

[:z:i_ 1, T, ;} et des intervalles J,, = [t", t"“] ou les variables suivantes sont introduites :
2 2

1
Tip1 = <2+2> Ax.

At est I'incrément en temps et Ax la longueur d’une cellule de calcul. Nous considérons
une approximation constante par morceaux W’ de la solution définie par :

t" = nAt,

Wh(z,t) =W! si zel, et te.J,

avec a l'instant t =0 :
wo— L / W(z,0)
v AZL‘ I; ’ ’

53
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Dans le contexte volumes finis, la résolution numérique s’obtient en intégrant le systeme
(3.1) sur les volumes spatiaux temporels Q" = I; X J, :

/W”“dx—/ W”dw+/ Fi+1/2dt—/ F,-_l/QdH// BO,(V)dzdt = 0.
[i [i Jn Jn Ii n

Ce schéma numérique se réécrit sous la forme suivante :

Wit —Wr Py — P 1
C L BO,(V)dxdt = .
At Az ANiAs /I / Oo(V)dedt =0, (33)

ou
?+1/2:/J F?+1/2dt

sont des approximations des flux aux interfaces * = x;; /5. Nous supposons qu’il est
possible d’exprimer ces flux en fonction de W7, W et WP ;. Par conséquent, la for-
mulation (3.3) repose sur la résolution de problemes de Riemann associés aux interfaces
Ti_1/2 €t T;411/2. Moyennant une translation ces problemes se ramenent a la résolution du
probleme modele :

oW + 9,F(W) + B(W)d,V =0,
Wb si z<0, (3.4)

WE si 2>0,

ot WL et WE sont des états initiaux admissibles.
En introduisant la variable autosimilaire £ = z/t, le probleme de Riemann (3.4) se refor-
mule de la maniére suivante :

—E0¢(W) + 0¢(F) + BOg(V) =0
W (¢ = —00) = WE (3.5)

W( = +o0) = WE

Le terme non conservatif Bd¢(V) n’est pas toujours une distribution. En effet, des lors
que les termes B et V sont discontinus en une méme valeur de &, il n’existe plus de
formulation faible associée au terme non conservatif [41, 72]. La recherche de solution
est donc délicate puisqu’elle demande des définitions d’espaces mathématiques spécifiques
[41] ou DPélaboration de relations cinétiques [56]. Les solutions seront donc dépendantes
de la structure mathématique choisie [59]. La recherche de solutions ’exactes’ ne sera pas
abordée dans ce travail.

La mise au point de solveurs approchés n’est pas aisée puisque les criteres habituels
sont en général basés sur des propriétés de conservation ne pouvant s’adapter directement
au cas non conservatif.

Nous analyserons deux approches de construction de schémas numériques pour les
systemes (3.1). La premiere est basée sur des relations d’équilibre (hyper consistance)
[1], [75], [2]. Elle s’applique aux systémes présentant une forme de redondance entre
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les opérateurs conservatifs et non conservatifs. En effet, sous certaines hypotheses, les
contributions discretes non conservatives / / B0, (V) peuvent étre exprimées a 'aide

des flux discrets ¢. Ces relations permettent de déduire une approximation ’consistante’
du systeme. L’autre approche repose sur les solveurs de relaxation de pression de type
Suliciu ([96], [65]). Elle consiste & trouver un systeme 'dissipatif’ simple & résoudre et qui,
a la limite tend, dans un sens a définir, vers le systéme non conservatif (3.1).

3.1 Solveurs équilibre (hyper consistance)

Le développement de solveurs équilibre demande une bonne connaissance sur la ré-
solution de systeme conservatif. A cet effet, un rappel est donnée dans 'annexe A. Les
solveurs équilibre sont présentés, successivement, pour le modele de base (2.9) et le modele
asymptotique (2.82). Dans cette section, les solveurs seront développés en supposant que
les fluides obéissent a des lois d’états de type Stiffened gas. Pour d’autres lois d’états, la
méthodologie sera identique, seuls les calculs différeront.

3.1.1 Solveurs équilibre pour le modele de base

Afin d’énoncer le critére d’hyper consistance, le systeme (2.9) est réécrit sous une forme
permettant d’identifier les opérateurs conservatifs et non conservatifs :

O¢(a) +ur0z(ag) =0,

(3.6)
O(axwy) + On(arfi) — prS10z(cu) =0,
ou :
Pk Pk UE 0
wie=| ppur |, fi=1{ peui+oe |, Si=| 1 |. (3.7)
E; (Ek + pr)ug ur

Le systeme de propagation posséde deux propriétés importantes permettant de dé-
coupler formellement ’approximation des systemes conservatifs et non conservatifs :

Proposition 3 Quand la fraction volumique oy, est constante, le systéme dégénere en un
systeme conservatif :

8t(oszk) + V- (Oékfk) =0. (38)

De ce fait, Uapproximation numérique de V - (ayfx) doit étre sous forme conservative,
méme lorsque oy, n’est pas constant.

Proposition 4 Lorsque les fluides sont tels que wi, = w, v, = v et pi° = p*>°, le systéme
se réduit a une équation de transport pour oy qui se reformule de la maniére suivante :

wur-V(ag) =V - (apf) —prSiV(ax) = —w 0y (ay). (3.9)

Cette équation rend compte de l’équilibre entre les termes conservatifs et non conservatifs.
D’un point de vue discret, cet équilibre doit toujours étre respecté afin d’assurer la consis-
tance du schéma numérique.
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La prise en considération des propositions précédentes conduit a des schémas numériques
s’écrivant formellement :

n+l n
(ar); (ar); + (ur - 0z)Pey, = 0,

At
(3.10)
(akwk)?“ — (W) ¢i+1/2(CYZ>WZ) - ¢i—1/2(aZaWZ) . h
Az + AL = (S1p10z)} ag,

ou les opérateurs discrets (ur - 6;5)?0% et (S Iplax)?ak seront définis de maniére & respec-
ter au niveau discret la proposition 4. ¢ est un opérateur satisfaisant la proposition 3.
Les propositions 3 et 4 associées au schéma numérique (3.10) conduisent a la définition
suivante :

Définition 2 Pour tout état constant W et tout flur conservatif §;1y2(a, wy), Uopérateur
non conservalif discret est ‘hyper consistant’ lorsqu’il vérifie la relation

_ Gir1p2(a, W) — @iy (o, W)
N Ax ’

et sont consistants a la limite de convergence du maillage (Ax — 0).

(Sfplaa:)?ak + w(ulax)?ak

(3.11)

Cette propriété, formulée comme une préservation de la discontinuité de contact, a été
utilisée pour améliorer 'approximation numérique d’écoulements de fluides compressibles
[1, 5, 75]. Nous proposons dans la section suivante, des expressions pour les flux conservatifs
®i41/2 permettant de déduire, par la suite, un opérateur non conservatif discret ‘hyper
consistant’.

Solveur a 3 états

Le solveur a 3 états approche la solution du probleme de Riemann constitué par
le systeme (3.8) a l'aide d’une solution constante par morceaux (HLL [55]). Les états
constants associés a chaque fluide k£ sont notés :

(arpr)” (okpr)* (cppr)®
(@kwk)L = (Oékpkuk)L , (apwy)* = (arprur)* |, (akwk>R = (akpkuk)R
(arEy)* (o Ex)* (arEy)t

Connaissant les valeurs propres du systeme complet (3.6), nous fixons deux réels A et A®
a l'aide des relations :

M = ming (uﬁ, — cﬁ,jug — cf,),

M= mazg (ul + ek, ull 4 cf).

Supposons que les discontinuités de la solution approchée soient aux valeurs & = A\ et
€ = M. L’état conservatif (apwy)* est défini de maniere & ce que les deux sauts vérifient
les relations de Rankine Hugoniot pour le systéme (3.8) :

(arfi) — (anfe)” = N [(anwi) ™ — (aewie)*] + AP [(cpwie)* — (cpwi) "]
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ou .
af prug affpiuft
(o)t = aépé(uéf + g%pi , (wfe)t = afﬂi(uﬁ}_)j + %ﬁpf
oy (B + py) a (B +py)

En utilisant la relation de saut précédente, un calcul simple montre que I'état (copw)*
s’écrit sous la forme :

(akfk)L — (Oékfk)R + )\R(Oékwk)R — )\L(Ozkwk)L
AR \L :

(apwy)" =

Le flux conservatif associé a cet état se déduit de la relation de compatibilité (9) appliquée
au systeme conservatif (3.8). Il vient :

)\R(Oékfk)L — )\L<Ozkfk)R — )\R)\L [(akwk)R — (akwk)L]
AR —\L ’

(apfy)” =
Le flux a l'interface ¢} = ¢y, [(akwk)L, (akwk)R] prend donc les valeurs suivantes :
(apfr)t si AF >0,
or =13 (apfp)* si A <0< A,
(apfi)f si A <.
Le flux a l'interface s’écrit sous la forme synthétique suivante :
M) (anfe)” — (M) (o) ® — (A TNE) ™ [(arwi) T — (crwi) "]

Pk = TR . (312)

Ce flux discret exprimé sous forme conservative prend en compte la structure non con-
servative de 'opérateur de propagation. En effet, celui-ci est évalué en utilisant la valeur
des ondes du systeme non conservatif (3.1) et des relations de saut prenant en compte la
fraction volumique.

Plus généralement, les flux conservatifs discrets de type Godunov se mettent sous la
forme proposée dans [79]. Remarquons que, comme la fraction volumique doit étre prise
en compte dans I’évaluation de ce flux, une équation supplémentaire doit étre considérée.
Il vient :

0 1 0 0 -1 all ak
(o) =2 (Cagrr )+ Capep ) -moreort [( e )~ (g )]):
(3.13)
ol Pkgp(Ak)Plzl est couramment appelé la matrice de viscosité. Py, est la matrice contenant
les valeurs propres & droite de la matrice de Roe associée au systéme conservatif (3.8).

Elle est donnée en annexe (E.3). ¢(Ag) est une matrice diagonale contrélant la viscosité
du schéma numérique :
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0 0 0 0
0 &€ 0 0

plhr) = go e |
0 0 0 ¢

ou § <, & et f,jc dépendent du solveur utilisé. Le tableau suivant donne leurs valeurs dans
le cas des solveurs de Roe, a 3 états et Rusanov :

( gk—c — |ﬂk - CZ‘
Roe — & = [uxl
R = [+l

20 = [T+ ()] @k — )

glzcz ()\R)+_()\L)—
/ 20 — [T+ (W)@
3 états — &= (A)™( ())\R)Jr[(_ ())\L)( ) ] k

L 2T [0+ O] @+ )
T OW)F = ()

Rusanov = § “=§) = Zc:max(’)\Rlv‘)\LD

En utilisant le schéma de Roe donné en annexe (E.3), nous pouvons facilement déduire
une expression du flux conservatif discret d’un schéma de type Godunov :

* 1 —
¢" = 5 [of 8 + af ] — & Rup—e, — G Ry — § Ry (3.14)
ou :
1 (Tyep® 1
Ruyy—c, = 5753 <mkpk* Alag) + Aarpr) — OékkaZA(uk)) Uy, — cj, :
2(cp)? \up — ¢, — Hy — iy
Aok (pe + 0)] E
k uy /2
1 UrYepoe 1
Ruprer = 5rovg | — i Ae) + A(awpr) + apprcpA(uy) Uy + ¢
2(cp)? \ug + ¢ — H, +

Cette écriture nous permet maintenant d’aborder la discrétisation des opérateurs non
conservatifs.
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opérateurs non conservatifs discrets

En utilisant Pexpression (3.14) lorsque les fluides suivent les hypotheses de la proposi-
tion 3 (pr, = p, up = U, pr, = P, Yk = 7 et pi° = p*°), le flux numérique conservatif s’écrit
sous la forme :

1

= ()i + (ag)i Lo (ayp™ |\, T

Bit1/2 (g, Wi) = f 5 o 12 J_ z +9) (§iy12| w—¢ +
H — uc
1 1
<o _ P> . o
4I'p (g )i+1/2 u + (u T > (§+ )i+1/2 ~’lL +c Aaqy,
u?/2 H + aé

Ces relations permettent alors d’inverser le systéme (3.11) et d’obtenir une formulation des
opérateurs non conservatifs discrets. Afin de simplifier leurs expressions, les contributions
relatives a chaque interface sont isolées :

(Ula:c)? QO = (ufax)?+1/2 ap — (ulaﬂﬁ)?—l/Q A,

(r02); it = (P102);41 /2 W — (P102)i1 o

(prurds); g, = (prurde)y o v — (Prusde)iy o .
ou :

(ar)i + (ar)it1

Iax)z+1/2 k=1 9
w p =y p c
4p02 [( ! >§ + 2I'pE™ + <u7+c >f+ ] (Aak)it1/2;
N i+ i
L N e (7, N ] aun
1B ) e (575 ] houhers

(k)i

(ak)z'-i—l _

(Prur0y )z—i—l/? A —pu

1 i)
@ (p — puc)

o [uyp
(p+pu0)(ﬁ+5

_l’_
) E ¢+ 2Ippe £+

) 5*0} (Aak)iy1)a-

Ces relations d’équilibre permettent de déduire une approximation consistante des opéra-
teurs non conservatifs discrets et convergente a la limite lorsque Az tend vers 0. Nous
proposons la discrétisation suivante :
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(ulax)?—i-l/Q Qi =g (k)i + (an)it1 _

— 00\ * 2 — 00 ) *
! {(W(WD ) +P1> &+ 207p&y + <W +P1> f;rc] (Aag)iti/2,

4p(cp)® [\ ur —¢j ur+¢y

(ok)i + ( H—l

(pla:v)?-ﬂ/Q Q= DPr
1 ﬂf(vp“)* ar(yp™>)*

() A

4c% [( EI—C? uy +cI Pr ) &7°| (Baw)igryz:

)z + (ak’)z—i-l

(prusds)lyy 5 0% = Priis
1 3 B (,Ypoo)* B . B
1p(c)? [(pj puIC]) ( S pr) &+ 207D pe E7 +

_ o [ur(yp™>)*
(pl +£u161) < u(I 4 +p[> ?_C:| (Aak)i+1/27
I

ou nous avons défini, a chaque interface ;1 /9, les opérateurs de moyenne :

VPitl Tit1 + /i Ti _ Pit1 Ti + /Pi Tita
Vol i T VPl P

E:

8

et les constantes :
q g —
Z RWPY)s = = Z < > I (H —u?/2).
k=1 =1

Les coeflicients de viscosité numérique &, ¢, £} et f}rc dépendent du solveur utilisé. Pour
le schéma de Roe, les expressions suivantes doivent étre utilisées :

& ="lar—cil, & =ul, &°=lu+cjl.

Remarque :

Lorsque les fluides considérés obéissent a la loi des gaz parfait et que le solveur de Rusa-
nov est utilisé, les opérateurs non conservatifs discrets sont donnés par les relations tres
simples :

( B (Ozk)i + (OCk)z 1
(w0} o 0 = T SAx = & (Aag) 20k,
h _ ()i + (ar)iv
(plaw)prl/g Qp = Pr AL s
ag )i + (k)i
(ulplax)?+1/2 ap =DPr ﬂI( k) ( k) = .

2Ax

Les propriétés d’hyper consistance 3 et 4 ont permis de construire un schéma numérique
pour lequel la viscosité numérique des opérateurs non conservatifs discrets s’équilibre avec
celle des flux conservatifs. Ce schéma numérique permettra donc de respecter certaines
propriétés de I’écoulement (contacts stationnaires). Nos résultats généralisent les méthodes
proposées dans [79, 1, 5].
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3.1.2 Solveurs équilibre pour le modele asymptotique

Afin de permettre la mise au point de solveurs équilibre, le modele asymptotique est
écrit sous la forme :

O(1) + w0y (ag) + 2610, (u) = 0,

(3.15)
O (w) + 0,(f) = 0.
Les vecteurs w et f regroupent respectivement les variables et le flux conservatifs :
Q101 a1p1uU
_ Q202 o B Q9 PoU
w = o , f=f(a;,w)= wlip | (3.16)
E (E+p)u
Nous considérons des schémas numériques s’écrivant formellement :
)™ — (o)™
(a1); At (a1); —i—(u-@x)?al—i-z(ﬂl '6;3)?71:0
(3.17)
with —wr n Piv1s2(a7, W) — @i _1p2(af, w") 0
At Az N

Afin d’assurer la consistance (voir propositions 3 et 4), 'opérateur discret non conservatif
(u - 9;)ay doit étre défini de la maniére suivante :

Définition 3 Pour tout état W tel que ses variables vérifient : pp, = pp, u =10 et p=7p et

tout flux conservatif ¢;1/5(af, w"), lopérateur non conservatif discret (ur0z) est ‘hyper
consistant’ lorsqu’il vérifie la relation
¢(-X1§12(O‘7117 ﬁ/’) - ¢'Oé_1512(a?v V~V)
(urdy)ar = = / =1/ , (3.17)

Az

a1p1

et est consistant a la limite de convergence du maillage (Ax — 0). ¢Z.i1/2

premiere composante du flux conservatif.

désigne la

Le terme z(310;(u) ne peut étre déduit a partir du principe de consistance classique.
Une approximation pourrait étre obtenue en considérant les discrétisations des opérateurs
non conservatifs du systeme complet a la limite lorsque les vitesses et les pressions des
fluides tendent vers 1’équilibre. Cette approche sera écartée et une méthode de splitting
sera utilisée.

La notion d’hyper consistance a permis d’identifier la relation d’équilibre existant entre
les opérateurs conservatif et non conservatif. Nous devons maintenant déterminer une
discrétisation du flux f. Pour cela, le solveur de Roe est utilisé.

Solveur de Roe

En s’appuyant des travaux de Kokh [10] et plus récemment Caro [30], nous développons
un solveur de Roe pour la partie conservative du systeme (3.15). La matrice de Roe
cherchée doit satisfaire les propriétés de conservation, de diagonalisation et de consistance :
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aewrwh = (g )= ().

A* est diagonalisable et ses valeurs propres sont réelles, (3.18)
. 9 (0 L wQR
A* converge vers A lorsque W+, W* convergent vers W,

ou la notation W a été définie (2.84). Nous introduisons maintenant les opérateurs de

moyenne :
(__ahpl ray/pR
Vol 4R

PR + /T
Vol +

Ax = 2Bt — 2L,

8|
I

La matrice de Roe qui est cherchée est supposée se mettre sous la forme :

0 0 0 0 0
0 (0 —yiu i 0
0 —Y5U yiu Y3 0
A* = r* — 2)u? I — 2)%2 ,
F*—Q 2 F*273
u
M*u < 2“ —H*)u 5 H* —T"a? vy

a *
ou M* = <6p> , Ys, Y, H* et I'" = * — 1 sont des moyennes de Roe qui doivent étre
a1

déterminées. Il est important de noter que pour les modeles réduits, la variable I' doit
aussi étre moyennée puisqu’elle dépend de la variable «;.

A partir des propriétés de conservation (3.18), un calcul simple montre que les moyennes
de Roe des fractions massiques et de I’enthalpie de mélange doivent respecter les relations :

i =71, ys =1, H*=H.

Les autres coefficient ne peuvent étre déterminés de maniére unique car les conditions de
conservation conduisent & une équation possédant les deux inconnues v* et M™* :

I A(pe) + M*A(a1) = Ap. (3.19)

La matrice de Roe doit étre diagonalisable & valeurs propres réelles (3.18). Un calcul simple
montre qu’elle admet les valeurs propres u — ¢*, u et u + ¢* ou la vitesse du son moyenne
c* est définie par :

52

=T+ <H 2). (3.20)
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Du fait de la dépendance de la pression par rapport a la fraction volumique, une relation
de fermeture supplémentaire est nécessaire. Dans notre cadre d’étude, il convient de fixer
la vitesse du son moyenne par la relation [10] :

k

Le coefficient I'* se déduit de (3.20) et M* de (3.19). La matrice de Roe est donc comple-
tement déterminée.

Soit P* la matrice dont les lignes sont les vecteurs propres a droite de A*. Cette
matrice est donnée par :

=2 (C*)Q
0 0 0 0
M*
U1 U1 I 0 U1
P* = U2 U2 0 1 2
u—c* 0 U u u+ c*
) |
H-—cu H- % % % H + c*u

Le déterminant de cette matrice est toujours non nul :
det(P) =2 <H — ;) ¢ (@ — (c*)?) £ 0.

Par conséquent, la matrice de Roe est toujours diagonalisable a valeurs propres réelles.
De plus, par construction, elle vérifie les propriétés de conservation et il est simple de
prouver qu’elle vérifie la propriété de consistance. La matrice de Roe est donc conforme
aux conditions (3.18).

Afin d’expliciter le flux de type Godunov, 'inverse de la matrice P* est calculé :

C*M F*EQ s F*Uz ko * =Tk *
_ﬂ—c* 5 + c*u 5 + c*u —c* —ul’ I
2(c*)2 M
u? — (c*)
(Bt ==
2(c*)? 0 2(c*)? — 1wl —y wT* oyal*  —2yT*
0 —y 2T 2(c*)? — yull*  2qpul™  —2yol*
*M I a2
f v cu v cu c* —ul™ Ir*
U+ c* 2 2
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La matrice diagonale contenant les valeurs propres de A* est donnée par :

*

u—c

A=

coc oo |
oo o oo
O O g OO
oS oo o

*

u—+c

+ ooc oo

Pour le schéma de Roe, le flux numérique conservatif ¢* est donné par I’équation :

( 4? ) :% [( fOL ) + ( f% ) — P p(A")(P*) T (W — W) |, (3.21)

ol la matrice 'opérateur ¢ est, dans le cas particulier du solveur de Roe, la valeur absolue.
Plus généralement, les flux numériques ¢*, donnés par les schémas de type Godunov,
se mettent sous la forme :

¢* == [fF+ X — ¢ Ry — "Ry — EM°Ruye] (3.22)

N

ot les valeurs des viscosités £7¢, €%, £1¢ dépendent du solveur utilisé et les vecteurs ont
pour expressions :

—uM* )
1 Aar) + A(p) — petAu) o
Ry . = uU—c Y2
2(c*)? u—c ’
H —c*u
A(aypr) '
A(azp2) M*Ala) — A U2
R, = uA(p) + (01) (7) u |
P (c*)2
w2 u?
- A(p) -
2 2
ulM* N Y1
o E+C*A(a1)+A(p)+Bc A(u) =
u+-c 2(0*)2 ﬂ“_ C*
H+cu

opérateurs non conservatifs discrets

Nous abordons maintenant I’approximation des opérateurs non conservatifs discrets.
Pour cela, 'expression du flux conservatif (3.21) est étudiée lorsque les fluides sont tels
que pr = pr, u = % et p = p. Dans ce cas, le flux de masse associé au fluide k est donné
par :

§ =
2 2 22(0—¢) p

(a)mM " aM (ap)™ ..
—[1—1— l;) EQ]f T l; §+>A(Oék)].

(1) — Pk [ﬂ (k)i + (ag)it1 N ( Wl ()™
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Cette relation permet de déterminer I'opérateur non conservatif (u;0;);41 /20 & I'équilibre.
Pour un écoulement quelconque, nous proposons une discrétisation pour laquelle les va-
riables de vitesse sont des approximations locales de wu :

_(ag)i + (ag)i 1 uM* L.,
(WD) o = T = +1*2(2<c>f<>2<u_c*>pkg B
{ +p(0*)2] TeP@re) pt ) (a)

L’autre opérateur non conservatif est discrétisé en utilisant une méthode de décomposition
d’opérateur standard :

(Zﬂlaxu)?-yl/Q = (261)iu.

A T’aide de la technique d’hyper consistance, nous avons pu obtenir des solveurs équilibre
pour les modeles (2.63) et (2.82). Ces solveurs sont tels que les opérateurs conservatifs et
non conservatifs possedent des viscosités numériques cohérentes. Ainsi, certains critéres de
I’écoulement sont préservés : les discontinuités de contact sont résolues sans oscillations de
pression. Lorsque la fraction volumique est constante les solveurs deviennent conservatifs
et leurs solutions vérifient les relations de saut de Rankine Hugoniot. Les solveurs présentés
dans cette section généralisent les précédent travaux [1, 2, 5, 75, 79, 30]. Cependant, ces
solveurs sont fortement dépendant de la loi d’état utilisée puisque la discrétisation de
I’ensemble des opérateurs différentiels se déduit de la linéarisation du flux conservatif,
fonction de la loi de pression. Afin de palier cette difficulté, nous abordons maintenant la
présentation des schémas de relaxation.

3.2 Schémas de relaxation

Les schémas de relaxation de type Suliciu [96] sont des outils trés performants pour la

résolution approchée des équations de la mécanique des fluides [32, 21]. Ceux-ci reposent
sur la mise au point d’un systeme 'perturbé’ dont les solutions sont faciles & obtenir et
approchent, dans un certain sens, les solutions du systeme initial.
Ces schémas ont été initialement introduits pour résoudre les systeémes conservatifs [65].
Une analyse du schéma pour les équations d’Euler est donnée en annexe (A). Dans ce cas,
nous pouvons montrer qu’il est identique au solveur HLLC. Cependant, contrairement
au schéma HLLC, la technique de relaxation peut étre utilisée pour résoudre les systemes
non conservatifs [32, 20]. Les systemes de conservation considérés dans ce document seront
écrits sous la forme :

O, W+ 0,Fp + Bros Vg — %RR, (3.24)
ou le vecteur Wg est composé des variables conservatives et les variables nécessaires a
la mise en place du schéma de relaxation, Fgr est le flux conservatif associé et BR0. Vg
constitue 'opérateur non conservatif. L’opérateur Ry impose & la solution de rester dans
un voisinage de 1’équilibre. L’amplitude de ce phénomene est contrélée a l'aide du réel
positif A. La résolution de ce systeme s’effectue en deux étapes : ’évolution et la projection.
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Evolution

L’évolution est ’étape de résolution de 'opérateur de propagation associé au systeme
de relaxation (3.24) :
OWgr + 0, Fr+Bro, Vi =0. (3.25)

Ce systeme est constitué d’équations aux dérivées partielles du premier ordre et de na-
ture hyperbolique. Il sera résolu de maniere exacte et nous noterons Vr sa solution.
L’implémentation s’effectuera a ’aide de méthode de Godunov :

Définition 4 Soit Vr une solution exacte du systéme (3.25). Le schéma

W;Hl:l(

T4 n n Tit1/2 n n
Aw / Vhi_l/Q(ﬂf7 t +1)dx + / Vhi+1/2 (CU, t +1)d$> (326)

Ti—1/2 T

est appelé schéma de Godunow.

Projection

L’étape de projection est constituée d’équations différentielles ordinaires s’écrivant sous
la forme vectorielle suivante :

1
hWr = Rp. (3.27)

Elle consiste en la projection des variables du schéma de relaxation Wg sur la variété
d’équilibre W.

Dans la suite de ce document, des systemes de relaxation sont proposés pour le systeme
de base (3.6) et le systeme asymptotique (3.15). Leurs solutions exactes seront explicitées
et le caractere dissipatif des systeémes de relaxation sera étudié.

3.2.1 Schéma de relaxation pour le modele de base

En s’inspirant de la construction de solveurs de relaxation pour les équations d’Euler
(voir annexe A), un systeme de relaxation est proposé pour le modele de base a deux
phases. Les pressions thermodynamiques p; seront remplacées localement dans le temps
par des pressions de relaxation 7, dont les évolutions sont trés proches des celles de py.
Nous donnerons ensuite la solution exacte de ce systeme et montrerons les conditions de
stabilité suivant Whitham [100].

Pour le modele de base avec deux phases 1 et 2, les équations régissant les pressions
thermodynamiques des fluides sont données par :

(1) + w10z(p1) + p1c10z(u1) = 0,
3.28
p2c3(ug — u) (3.28)

o (93;(051) =0.

Ok (p2) + u205(p2) + p2c30(u2) —
La relaxation des pressions consiste a définir ’évolution de m; et w9 par des équations
dont la partie ’principale’ est trés proche des équations (3.28) et comportant, au second
membre, un terme source. Nous proposons les équations suivantes :
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2

1
O(m1) + u105(m1) + %&;(m) = X(m — ),

b? b%(ug — uy) 1
O¢(m2) + w204 (m2) + Eaz(u2) — Tm&c(al) = X(PQ — ma),

ol a et b sont deux réels positifs qui doivent étre définis de maniére a rendre le systeme
dissipatif.
Le systeme de relaxation, que nous proposons pour approcher les solutions du modele
de base (3.6) avec la fermeture de Baer Nunziato [12], est donné par :
( 6t(a1) + ulax(al) =0,
Or(a1pr) + Op(arprug) = 0,
O (anprur) + Op(crprui + onmy) — w8, () =0,
Or(aiprer) + Oelar(prer + m)ur] — mou1 0y (1) = 0,

a? 1
By (1) + w10, (1) + Eaz(ul) =5 (1 —m), (3.29)

Or(azp2) + O (azpaug) = 0,
8t(a2p2u2) + ax(ozngu% —+ a27T2) + 772836((11) =0,
Ot(agpaes) + Op[an(paes + m2)us] + mou10 () = 0,

b? 1
815(77'2) + ’Lbzax(ﬂ'Q) + g@m(l@) = X(pg — 71'2).

Les propriétés de ce systeme sont données dans la proposition suivante :

Proposition 5 Lorsque a; # 1 et ay # 0, le systéme de relaxation (3.29) est hyperbolique.
Toutes ses ondes sont linéairement dégénérées. Leurs invariants de Riemann sont donnés
par :

H onde H invariants de Riemann H
up uy Uo I, a2p2 aj(Ily —1II;) | e2 4+ IIz/p2
Ui + a/p1 (a1 ‘ P2 | U2 €2 HQ ul + a/p1 H%/Q — a2€1 H1 F auy (3-30)
U o p1 | ur | I €1 U 1T
u9 + b/pg a1 ‘ pP1 | U1 €1 H1 us + b/pg H%/Q — b262 HQ + bUQ

Démonstration :

La matrice Jacobienne du systéme de relaxation pour les variables («q, p1, u1, €1, 71, p2, U2, €2, 2)
s

s’écrit :
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Uy o 0 o o o0 o o0 o
0 up p1 0 0 O 0 0 0
— 1
UES— wy 0 — 0 0 0 0
a1p T P1
0 0 X w 0 0 0 0 0
P1
2
0 0O — 0 wu O 0 0 0
A(U) — _ P1
_M 0 0 0 0 wu po 0 0
(65)] 1
0 0 0 0O 0 0 wuy 0 —
P2
_M 0O 0 0 0 0 T2 uy 0
Q202 P2
b2
0 0 0 0O 0 0 — 0
P2

aq a9 <z
Ces valeurs propres sont uy, ug, up + —, ug + — et les vecteurs propres associés sont
i P1 P2
donnés par :

0 0 109 0
1 0 0 p3
0 0 0 +a
0 1 0 114
raa=| 0 [, rae=] 0], rus=| cla—IL) [, rysa/m=| a* [,

0 0 102 0
0 0 0 0
0 0 Oélng/pg 0
0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

Tus,1 = 0 y o Tug2 = 0 v Tustas/ps = 0

1 0 1%

0 0 +b

0 1 11y

0 0 v?

Le déterminant des vecteurs propres a droite est 4ajaga’b?. Le systeme est donc hyper-
bolique pour les conditions énoncées dans la proposition. Les contraintes d’hyperbolicité
sont moins fortes que pour le systeme de Baer Nunziato. Les problemes liés a la résonance
u1 = ug * co ne sont plus présents. La preuve se termine en vérifiant que les quantités
données dans le tableau (3.30) sont des invariants de Riemann. Ainsi, toutes les ondes du
systeme sont linéairement dégénérées.
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La difficulté majeure pour la résolution du systéme de relaxation (3.29) est la déter-
mination de 'ordre des 6 ondes. Dans la proposition qui suit, une condition suffisante est
spécifiée afin de privilégier le classement des ondes le plus 'naturel’.

Proposition 6 (Solution du systéme de relazation associée au modeéle de base)
Lorsque que les réels positifs a et b vérifient :

(

LA
b> —% +VB; i

>0,

P3 Au2 > p%Aﬂ'g
2

b> — 'OQAUQ

+ By st

<p2 AU2>2 _ §A7T2

L,L R, R L,L R, R
b>p£<u% — ; 1>a b>p§<1 ; ; 1U§>,

ol +aft ol +oft
b b (3.31)
a>pf(u{’—u§—|—L), a>p{%<u§—u{%+3>7
Pa Pa
0
a > b ,
(oz{z—i-alL) <L—u2> —i—alul —i—ozlu{z
1)
)
a > 9

b
(aft + af) <pR + u§> —aful — afuf
2

R L
Ty 4w bAuy L .
avec § = ofinf —alrl — (aft —af) [ -2 5 z2 5 alors il existe une solution exacte

du systeme de relaxation pour laquelle les ondes sont classées de la maniére suivante :

a b b a
U —— <u— — < u <ux+ — <u +—,

P1 P2 P2 P1
(3.32)
b
U — — < up < ug + —.
P2 P2
Dans ce cas, les vitesses des discontinuités matérielles prennent les valeurs :
R R N SN RV SN S S
! al +oft a(ad +aft)’ 2 2b 2

et la solution constante par morceaus est composée de 7 états qui seront notés VI, V51,
V52, VS VS VS5 et VR Leurs expressions sont les suivantes :
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af
L
P1
uy
et
vi=| 7l [, V=
L
P2
L
"2
2
Up)
aff
pi
uy
a*
VS'4 — 7T>1k* , VS5 —
pz**
*
U
€
5
avec :
L
1w
* L )
P1 P1 a
* L
RN R
* L b ’
P2 P2
*\ 2 LN\2
e — (L (m7)* — (m7)
1 1 2a2 )
*\ 2 IN\2
x _ L (7T2) —(772)
2T %2
_ L L
T =71 + a(uy —ul),
L R L R
o T2 + o A
2 2b 2

Lorsque u} < uj, V53

VSS _

avec !

est donné par :

L *
Qa5 Py *ok

*ok
P2 = R

et lorsque u3 < uj, il est donné par :

VSS _

L
ag ag
* *
1 P1
* *
Uy Uyq
* *
€ €
T ) V52 = T
L *
PQL P2
*
*
€2L €
*
o] all%
kk
P1 P}%
*
u] u}%
k%
€ €1
o |, VE=| ot
R R
” P~
2 )
€ €2
75 3
1 1w =
N ) )
P1 P
1 1 ult—ul
*okok "R ’
P2 P2
Kk ) 2
** _ _R (m")* — (m
‘T aT 2a2
*\ 2
sk _ R (7T2) B (’/‘[’2
* __ _R R
7t =+ aluy — uy'),

N *<1 1>
€& =e+m|———],
of T Ty

L x * ok * sk * k¥ « \ T
(041701&1’61,717@ y Ug, €9 77T27) )

R s% % % _xx k% % k% _x \1
(051>,01 y UL, €1, T 5 P2 5 U2, € 77T2>) )
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(3.34)

’ (3.35)
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avec :
R xxx
**_a2p2 **_***_,_* 1 _1
P2 = 7, > € = €& T\ o = |-
(5 P2 P2
Démonstration :

Les ondes ug et us +b/ps laissent invariants toutes les variables décrivant le premier fluide.
Un raisonnement similaire & (A.21) basé sur la positivité des densités montre que les ondes
du premier fluide sont classées de la maniére suivante : u1—a/p1 < u; < ui+a/p1. De méme
comme ug est invariant a travers les ondes u; et u; £a/p; et comme les densités du second
fluide doivent rester positives, il est facile de montrer que : ug —b/pe < us < uz+b/ps. Les
conditions (3.31) donnent ug + b/pa < u; +a/py et uy —a/p1 < ug — b/ps. Le classement
des ondes est donc le suivant :

a b b a
U —— <ug— — <ug<ux+— <uy+ —,
P1 P2 P2 P1

a a
U —— < up <uy +—.
P1 1

Pour la suite de la preuve, nous supposons que l'ordre donné (3.32) est respecté.
Dans ce cas, les solutions seront exhibées et nous veillerons a posteriori que cet ordre est
respecté. L’utilisation des invariants de Riemann du systeme (3.30) permet de montrer
que la solution constante par morceaux admet la structure (3.34). Comme les variables us
et my ne sont discontinues que pour les ondes ug £ b/pa, leurs expressions ne dépendent
pas de 'ordre des ondes u; et us. Un calcul simple permet d’obtenir leurs relations. De
plus, la variable u] se déduit de trois relations qui ne dépendent pas de l'ordre des ondes
uy et us :

L L L
bt aut = a4 aul, oF(rf —7m) = o7 —nb), w —aul =7t — aul.

Les variables p7, €7, II7, p3, €5, p1*, €%, IIT*, p5** et €5** sont déterminées en utilisant les
invariants de Riemann pour les ondes u; —a/p1, uz — b/p2, uz +b/p2 et ui +a/p1. L'état
constant V53 et ses variables p5* et e5* sont déterminés en considérant les cas u; < us et
U < Up.

Le reste de la démonstration consiste a vérifier que l'ordre des valeurs propres (3.32)
est respecté. Les conditions ud — b/pl < u} et uy < ull —b/pL se reformulent ainsi :

1 Aus Ao

—V+——=p-"—"=>0
ok 2
1 Ausg Ay
—b 4+ —=b4+ —=>0.
>

La positivité de ces polynémes conduit aux inégalités (3.31). Ensuite, u¥ — a/p¥ < ul —
b/pk et ult+b/plt < uft4-a/p¥ seront justes lorsque les conditions (3.31) seront satisfaites.
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Les inégalités ul’ — b/pl < u} et ul < ull +b/plf sont équivalentes a :

L.L , ~R, R
a1u1+a1u1> 5
)

b
R L L
alay' + « —uy +
(1 1)<P£J ? of' +af

b oful + afull
a(al + ) (R TP B L )
Pa ay’ +aj
Compte tenu des conditions déja obtenues pour b, ces relations donnent (3.31).

Proposition 7 (Dissipation et stabilité de l’état d’équilibre du systéme de relazation)
Le systéme a ’équilibre associé au systéme de relaxation (3.29) est donné par :

O(W) + 8,(F) + B, (V) = A (9, [C10, W] + a9, [C29, W]) (3.36)

ot W, F, B, V sont explicités (2.64). Les matrices dissipatives de ce systéme prennent
les formes suivantes :

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 —wdy dp O 0 0 0
C, = 0 —uldy wdp O 0 0o 0|,
0 0 0 0 0 0 0
r 0 0 0 —dg’le dz 0
uir 0 0 0 —U1UQd2 U1d2 0
(3.37)
0O 0 0 O 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0
r 0 0 0 u2d2 —dg 0
CQ == rujg 0 00 ’LL1UQd2 —U1d2 0 5
0 0 0 O 0 0 0
r 0 0 0 —U2d2 dQ 0
rug 0 0 O —u%dg U2d2 0
a® b2
ot dy = pe — 2, dy = P —c2 etr = pici(uz —uy).
La conditilon sous—camctzéristique de Whitham s’écrit :
a> picr, b> paco. (3.38)

Démonstration :
Pour chaque parameétre de relaxation 7, un développement asymptotique autour de la
pression thermodynamique py est considéré :

T = pi + Amp + O(\?). (3.39)

Son utilisation dans les équations des parametres de relaxation du systeme (3.29) donne
au premier ordre en A :
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a2
7Ti\ = - [31&(]91) + ulax(pl) + plar(u1>:| s
(3.40)

b2
Ty = — [@(pz) + u20:(p2) + mﬁm(w)] :
A Taide des équations de pression données (3.28), les fluctuations de pressions s’écrivent :
A
™ = —dlaz(ul),

(3.41)
7Té\ = —dg@x(m) —

Oz .
Q202 (1)

Le systeme a I’équilibre associé au systeéme de relaxation (3.29) s’écrit alors sous la forme :

0:(W) + 0,(F) + B0,(V) = AR, (3.42)
ol :
0 0
0 0
—0y (o} + o)) 0:(73)
R=| -0, ([aam} +omd]w1) | + Oz (mou1) . (3.43)
0 0
0 _am(ﬂg\)
0 —0y (T us)

Ces termes réécrits sous la forme dissipative habituelle et a 1’aide des variables conserva-
tives conduisent aux matrices Cy et Cs. Leurs valeurs propres sont 0, di, ds et 0, do. Elles
assurent la stabilité au sens de Whitham [100] des lors qu’elles restent positives (3.38).

3.2.2 Schéma de relaxation pour le modele asymptotique

Pour le modele asymptotique (2.82), certains criteres ont été déterminants pour la mise
au point d’un systeme de relaxation. Le premier critere concerne les différences importantes
qui existent au niveau de la discontinuité de contact qui sépare les fluides. En effet, lorsque
les fluides considérés sont de l'eau (peqy = 1000, Ceqyy = 1500) et de lair (pgir = 1,
cair = 340), le rapport de densité est de 1000 et celui des vitesse du son de 4.4 environ
a l'interface. Le parametre a qui permet de linéariser ’équation de pression devra suivre
une équation de transport [26] afin d’approximer au mieux les propriétés des fluides dans
cette zone, et en particulier, la vitesse de propagation des ondes acoustiques.

Le deuxieme critere est en rapport avec le terme (1 présent dans le modele. Ce terme
est fonction des vitesses du son des fluides et donc dépend de la fermeture utilisée. Il
doit donc faire I’objet d’une relaxation. Nous proposons de chercher une approximation
1 conduisant & un systeme linéairement dégénéré pour lequel le calcul de la solution est
simple.
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Considérons le systeme de relaxation :
Or(an) + u@x(al) + o ( — ppl<b1)2> 6x(u) =0,

Or(a1p1) + Oz(a1pru) =0,
Or(a2p2) + Oz (azpau) = 0,

O (pu) + 0 (pu? + ) = 0,

(3.44)
OUE) + 0, ((E +m)u) =0,
a® 1
6t(7T) + ’U,8$(7T> + ;8I<’U,) = X(p - ﬂ—)v
Oh(a) + udy(a) = 0,
1
Oh(0F) + ud (07) = . (r* = 07) .
avec r = p’% pour le modele de Kapila [66] ou Muronne et Guillard [52] et r = pﬂ
1€1 1

pour le modele de Massoni [75].

Proposition 8 Le systéme de relaxation (3.44) est inconditionnellement hyperbolique et
toutes les ondes simples sont associ€es a des valeurs propres linéairement dégénérées. Les
tmvariants de Riemann sont donnés dans le tableau suivant :

H onde H mvariants de Riemann H
Auta/p || U E Ll Fau | 72 —2d% |y | a| B3| I; (3.45)
p
Au U T
X a1 — biy . : . ‘
ot I = —— pour le modeéle de Kapila et I = oy pour le modéle de Massoni.
Démonstration :

La matrice Jacobienne du systeme pour les variables primitives (al, a1p1, qp2, pu, B m,a, b%)
3 Ly
s’écrit :

[

u 0 0 ozl—ylbl 0 0 0 0
0 v O 101 O 0 00
0 0 wu Qa2p2 0O 0 0 0
0 0 O 0 0 1/p 0 O
A= 000 /p w 0 0 0 (3.46)
000 a®/p 0 u 0 0
0 0 O 0 0 0 « O
0 0 O 0 0 0 0 w
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a
Elle admet les valeurs propres u + — et u. Les vecteurs propres a droite associés sont :
P

031
a1p1p

Q2020

+a
Tuxa/p = y  Twul =
s

a2

Tu2 =

[l elelolNoNoeBol
[l eleleoNeoNel ™

0
0 (3.47)

Tu,3 = Tu,d4 = y Tub = y o Tub =

SO O+ OO OO
O OO O o oo
_ o O O oo oo

(= elelolBoll el

Le déterminant des vecteurs propres a droite vaut :
3
Det(rufa/pa Tu,1s Tu,2y Tu,35 Tu,dy Tu,55 Tu,6y Tu+a/p) = 2a” > 0. (348)

Le systeme (3.44) est donc inconditionnellement hyperbolique. Le reste de la démonstration
s’effectue en vérifiant que les invariants de Riemann (3.45) sont corrects.

En utilisant la conservation des invariants de Riemann (3.45), nous avons le résultat
suivant :

Proposition 9 Sous les hypothéses (A.21), le systéeme de relazation (3.44) admet une
unique solution constante par morceauxr composée des états constants :

af o] o1’ o
yi yi ur yr
y2L Y3 y§ yé:
I u u* u* R u
V& = L LV = o V= o , Vi = R (3.49)
L * * it
L L R R
a a a a
(b1)? (b7)? (b1 (b1')?
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ou :
. afuft + alul + 7l — 7t
B al +all
. alrlt 4 aBrl 4 alalt(ut — ul?)
m =
al +alt
e — 9 + ( *)2 B (TFL)Q e = Ed + (W**>2 B (ﬂ—R>2
(ab)2 2(af)2
(3.50)
] P
af=af —= (1= 2 ) [of - 0 4t]
. p**
ot = aff == (127 ) [of = 0]
11 w—ub 1 _1+uR—u*
p* ,OL aL ’ p** PR aR

ot z =1 pour le modéle de Kapila et z =0 pour le modéle de Massoni. Les discontinuités
sont auzr valeurs u* — a®/p*, u* et uf* 4+ a®f/pft.

La preuve de ce résultat est omise. En effet, comme les équations de masse, quantité
de mouvement, énergie et pression de relaxation de mélange du systeme de relaxation
multifluide (3.44) sont les mémes que pour le systeme de relaxation d’Euler (A.17), la
démonstration de I'unicité et de I'existence de la solution est identique. La détermination
des constantes composant la solution s’effectue a I'aide des invariants de Riemann donnés
dans le tableau (3.45).

Proposition 10 La solution (3.50) du systéme de relazation satisfait les relations de
saut de Rankine Hugoniot associées aux équations de conservation de masse, de quantité
de mouvement et d’énergie du systeme.

Démonstration :

Les relations (3.50) que vérifient les constantes p*, p*™*, u*, 7%, €* et €** sont identiques a
celles de la solution du systeme de relaxation pour les équation d’Euler (A.22). Comme les
équations de conservation du systeme de Kapila (masse, quantité de mouvement, énergie)
sont identiques a celles des équations d’Euler, les relations de saut de Rankine Hugoniot
sont vérifiées (cf. proposition 23).

Remarque :

D’apres le corollaire 2 donné en annexe, les quantités explicitées (3.50) suivent les relations
(A.13), (A.11), (A.16) et (A.14) que vérifie la solution du solveur HLLC pour les équations
d’Euler.

Proposition 11 Le systéme a ['équilibre associé au systéme de relaxation (3.44) est for-
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mellement donné par :

;

O(a1) + udy(a1) + 2010, (u) = z/\alo@(pCQ)3 (72 tl o m+ 1) 8x(u)]2 ,

P1C%,020% 0205 /010%
O¢(a1p1) + 0z (a1pru) =0,

d(azpz) + Oz(azpau) = 0, (3.51)

B (pu) + Ox(pu® + p) = N0y [(f - pc2> &c(U)] 7

2
O(E) + 0 ((E + p)u) = X0y [(C; - ch) u@m(u)] ,
ot z = 1 pour le modeéle de Kapila et z = 0 pour le modele de Massoni.

Démonstration :

Le systeme a 1’équilibre s’obtient en considérant I'asymptotique du systeme de relaxation
lorsque la pression de relaxation et le parametre b; tendent vers I’équilibre. Ces variables
s’écrivent a l'aide de développements de Chapman Enskog :

2
T=p+ ATt + 0N\, b= <p/1)21> + b} + 0(\?). (3.52)

En utilisant I’équation de fraction volumique du systéme (3.44), nous obtenons 1’équation
suivante :

O(a1) + udy(ar) + f10.(u) = z:)\ylbi\((?x(u), (3.53)

et ’équation du terme b? donne & 'ordre 0 vis & vis du parametre A :

by = — [0(r?) + udy(r?)] (3.54)
52 R N 192 s 2 p02a1 1s 2
Afin d’évaluer plus précisément le terme by, l'écriture r* = —— est utilisée. En
p1cy Y1

considérant la loi d’état ’Stiffened gas’, les différentielles des vitesses du son s’expriment
de la maniére suivante :

o) = (o2 | (2585 + 202 ) o) = (g = g e

(p1cd)?  (pac3) pici  pac3

1 "
d - d(p),
(Plﬁ) (p1c3)? ®)

et permettent d’obtenir la différentielle de 72 :

(3.55)

(pc?)? a1 pc? (pc?)onas (M V2
d(T’2) = ﬁd(al) - 5 gd(yl) - 5 o 5 P) d(p). (3'56)
Y1P1€1p2C5 yip1cq Y1p1€1p2C5; \ P1€7 P2C5
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L’évaluation de la forme différentielle donne la valeur de by :

W aras(pc?)? <72 +1 m+1
A= _

O.(u). 3.57
et \ pack mc%> (1) (357

Les termes présents au second membre des équations de quantité de mouvement et d’énergie
du systeme a 1’équilibre s’obtiennent a partir du développement asymptotique de la pres-
sion de relaxation 7. La démarche est la méme que pour les équations d’Euler (A.50) et
n’est pas détaillée ici.

Proposition 12 II existe une matrice Ar diagonalisable a valeurs propres réelles telle
que la solution du systéeme de relazation (3.50) soit la solution du systéme linéaire :

) < W ) + AR, ( W ) —0, (3.58)

\ T . .
ot W = (aq, a1p1, aopa, pu, E)" est le vecteur des variables conservatives.

Démonstration :
Les états constants qui composent la solution se déduisent des formules (3.50) et sont
donnés par :

af o fa% a{%
afpt i ai*pi* af'pfl
W= aélp% , W* = aspy |, W= ' py” | wWh = O‘é{pg
pLuL p*u* p**u* pRuR

EL E* E** ER

(3.59)
Un calcul simple permet de montrer que les sauts de la solution sont colinéaires a des
vecteurs non nuls :

W > - < ‘;YLL ) = (p* = p")r1,

W W+ *k * k% ok * % Kk Kk * % Kk *
« > - < « > = (7" —aj)r2 + (a]"p1" — aip)rs + (a5 p3™ — aspy)ra + (B — E™)rs,

e v
WR W I .
o )—< o )—(p — p**)re,
(3.60)
ol :
A 1 0 0
yr 0 1 0
L
Y 0 0 1
r = /\QL , T9 = E r3 = R Ty = Rk (3.61)
JL 0 0 0
AL 0 0 0
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s =

(3.62)

o O O O
<
)

o
>
=y

aL _ (bL>2yL
ZlL — 5 1 le 1 ,
(3.63)
ZR _ Zal (b{%)Qy{%
1 = pR

Soit P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs r;. Le déterminant de cette matrice
vaut :

|P| = (u* — A)A% + (A —u*)AY > 0. (3.64)

La positivité du déterminant est assurée en considérant les inégalités A < u* < A%, A? > 0
et A9 > (. La matrice P est donc inversible. Les vecteurs ligne qui composent son inverse
s’écrivent :

0 |P| 0
u*A? dou* (A469 — AISY) 4 u*ds
u* Al dou* u*ds
L=| -A? |, b= —ds , l3= —ds
0 0 0
0 0 0
&4 —(Z{69 + Z{57) —(yo? + yi69),
0 0 0
rqu’* dgu* —u*AY
—u*ds + ATAI — NIAD dgu* —u*A9
ly = —dy , s = de , e = A9 ;
0 0 0
0 Ad§9 + A9§? 0
u*(yil —y]) + )\gyg — )\dyg Jas9 — J9sd 54

avec :

(dz = A%y — A%y,
09 =u* — N,
dy = Agyg - Adyga
89 =\ — ¥, et (3.65)
ds = A9v® — Ady9,
dy = Z{N9 — ZfAd,

dg = A9J4 — ALJ9,
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Soit A la matrice diagonale contenant la vitesse de propagation des ondes :

A0 0 0 0 O

0O w* 0 0 0 0
0 0 w* 0 0 0
A= 0 0 0 w 0 0 |- (3.66)
0 0 0 0 w 0
0 0 0 0 0 X

La matrice A = PAP ™! satisfait les critéres énoncés dans la proposition 12.

3.2.3 Limite incompressible

Le comportement des systemes multifluides est étudié lorsque le nombre de Mach tend
vers 0. Ce nombre a été introduit lors de ’adimentionnement des systémes (voir annexe D).
Il met en évidence le rapport entre les échelles de temps liées aux vitesses de la convection
des fluides u et de leur mouvement a 1’échelle microscopique c¢. Le nombre de Mach, qui
sera désormais noté M, est donné par la relation :

vl
c

Deux régimes d’écoulements peuvent étre identifiés lorsque le nombre de Mach est faible.
Le premier régime dénommé ’acoustique’ correspond a la limite lorsque la compressibilité
des fluides est grande si bien que le modele asymptotique est restreint a la caractérisation
du comportement des ondes acoustiques dans I’écoulement. Le second régime porte sur
un écoulement dont les effets acoustiques sont quasi absents. Dans ce cas, bien que les
vitesses de convection des fluides soient tres faibles en regard de la vitesse de propagation
des ondes acoustiques, ils déterminent I’écoulement. Notre étude porte sur cette limite. Ce
régime d’écoulement sera analysé pour les modeles réduits sans les termes de tension de
surface et de viscosité dynamique. Bien que les notations resteront inchangées, le systeme
sera écrit a I’aide de variables adimensionnées (ay, agpk, u, p) :

2
() + udy(aup) + zoug (1 - pc2> By (u) = 0,
PECy,
8t(akpk) + u@m(akpk) + Oékpkar(u) =0,
(3.67)
1
O (u) + udy(u) + max(p) =0,

94(p) + udz(p) + pc?d.(u) = 0.

La jacobienne du systeme s’écrit de la manieére suivante :

pc

u 0 zog(l———) O
PECEk
A 0 u Pk (13
0 u —5
pT
0 0 pc? U
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Cette matrice est toujours diagonalisable. Elle admet les valeurs propres réelles (u—c/Ma,
u, u+ ¢/Ma). Son conditionnement vérifie I'inégalité :

c
A) > 1].
Cond(A) > <|u]Ma + >

Ainsi par passage a la limite lorsque le nombre de Mach tend vers 0, nous obtenons :
lim Cond(A) = +oc.
M—0

Lorsque le nombre de Mach tend vers 0, le conditionnement de la matrice devient mau-
vais. Dans ce cas, les schémas numériques reposant sur une linéarisation de la jacobienne
présentent certains défauts. Les approximations qui interviennent lors de I’approximation
par linéarisation et les erreurs de calculs provenant de 'incertitude des machines de calcul
vont engendrer de larges erreurs lors de ’évaluation de la solution approchée et ainsi faus-
ser le résultat. Afin de pallier ce comportement, 'analyse est poursuivie en considérant les
développements asymptotiques suivants :

ap :ag—i—Ma,lC—i—MQai,
pr = pp + Mpj + M?pf,

u=u"+ Mu' + M?u?,

p=p° + Mp' + M2p2.
L’utilisation de ces développements asymptotiques dans le systéme (3.67) conduit aux
ordres e et % respectivement :
9:(p°) =0, x(p') = 0.
Le systeme asymptotique a 'ordre 1 revét, quand a lui, la forme :
0(.0\2
o(ad) + u8,(al) + af (1 — po(co)2> 9y (u®) =0,
pr(cy)
Ou(aipy) +u0n(aRpR) + aRpR0x(u) =0, (3.68)
0y (u®) + u%0, (u®) + 0, (p?) = 0,

L 0u(p") + p°(c?)? 00 (u”) = 0.

Dans le cas de régimes faible Mach incompressibles, il convient de supposer que la pression
prend la forme p = p°(¢) + M?p?(z,t). De plus, nous supposons qu’il existe un ouvert du
domaine (situé a l'infini) tel que 0;(p) = 0. La prise en considération de ces remarques
conduit au systeme 'incompressible’ :



82 CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES NON CONSERVATIFS 1D

Oi(ad) +uld,(ad) =0,

o (ap?) + ul0, (ap?) =0,
(3.69)
at(uo) + az(p2) =0,

0z (u?) = 0.

Le systeme d’ordre 1 (3.68) ne fait intervenir que les termes d’ordre 0 du développement
asymptotique des variables aj pr et u. En revanche, pour la pression, deux échelles sont
utilisées : les termes d’ordre 0 pour les dérivées en temps et les termes d’ordre 2 pour
les dérivées en espace. Ceci s’explique par le fait que ’échelle d’évolution en temps de la
pression est toujours liée a 1’échelle des ondes acoustiques 7. Dans nos régimes, bien que les
phénomenes acoustiques soient tres faibles, les erreurs qu’ils vont engendrer auront leurs
dérivées spatiales d’ordre 0 et entacheront d’erreurs la solution. Il est donc nécessaire de
construire un filtre afin de préserver la solution. Celui-ci doit controler I'effet des termes
d’ordre 1 et 2 du développement asymptotique de la pression. Ainsi, nous introduisons la
notion de pression préconditionnée. Celle-ci sera notée py; et devra vérifier :

Oi(p) = M?0(pnr),  0x(p) = Oz(pur).

Ces équations permettent d’obtenir le systéme préconditionné suivant :

2

O(ag) + udy(ag) + (1 — p62> 0x(u) =0,
PLCy,

Oy (agpr) + w0z (arpr) + apprz(u) = 0,
(3.70)

Op(u) + udy(u) + dx(par) = 0,

pM?

Or(par) + M?ud, (par) + M?pc0,(u) = 0.

La matrice jacobienne de ce systeme est la suivante :

u 0 ap(l—2y o
PkCk
0 0
A u QK Pk
0 -
pM?
0 0 M?pc? M?u,

Elle est diagonalisable dans R. Ces valeurs propres sont réelles et données par :

(M2 + 1)u — /(M2 — 1)2u2 + 4c2
2 Y

u,

(M? + 1)u+ /(M2 — 1)2u2 + 4c2
5 :
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Son conditionnement suit I'inégalité :

Cond(A) < (.M2 +1)+ \/(M2 —1)2+4+4 (£>2,

u

et donc en passant a la limite lorsque le nombre de Mach tend vers O :

o2
lim Cond(A) <14 4/1+4 (7) .
M—0 U
Le conditionnement de la matrice restera donc borné lorsque le nombre de Mach tend
vers 0 et les défauts du systeme initial (3.67) sont ainsi corrigés. Ecrit & ’aide de variables
non adimensionnées, le systeme préconditionné devient :

2

O(ag) + udy (o) + g (1 — p02> Ox(u) =0
PECK

at(akpk) + u@x(akpk) + Oékpkaz(u) =0
(3.71)

O () + ud(u) + ll)ax(pM) _0

Or(par) + M?udz(par) + M%pc?0,(u) = 0

Avec ces variables, les valeurs propres s’écrivent :

(M? + DuF /(M2 —1)2u? + 4M2c?
5 ,
Afin de construire un solveur de relaxation préconditionné, I’équation de pression va étre
linéarisée. Pour cela, la dérivée totale de la pression sera inchangée et les autres termes de

u.

I’équation seront linéarisés de la maniére suivante :

(IR - CLL (IRCLL

O () + udy(m) + Tax(w) +

0z (u) =0,

ot a” et a’ sont deux réels positifs qui doivent vérifier les égalités

R L R L
aa = M?pc?, L:(Mz—l)u,

p P

et —al et a® sont donc les racines du polynéme du second degrés :

P, = 2® + (M? — 1)uz — M?pc?.

La résolution de ce polynéme conduit aux valeurs :

af = 2 (2 = D+ O =122 + 40P
(3.72)

ak = g (—(M2 — Du+ /(M2 - 1)%u? +4C2M2) :

La proposition suivante explicite le systeme de relaxation préconditionné et la solution du
probleme de Riemann pour des conditions initiales droite et gauche admissibles :
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Proposition 13 Le systéme de relaxation associé au modéle asymptotique préconditionné
pour les régimes dont le nombre de Mach est faible, est le suivant :

( Oy(a) + udp (o) + (an — yi(br)?) Oz (u) =0,
Oy (agpr) + Or(arpru) = 0,
O (pu) + 0z (pu? + ) = 0,

O (E) 4 0,((E 4 m)u) = 0, (3.73)

dy(m) + (u + C”R;“L) () +

0r((br)?) + uda((bi)?) = T (r — (bk)?) ,

ou les réels positifs a* et a® sont tels que :
R

aft = % ((M2 — Dl 4+ /(MZ - 1% 1 4(03)2M2> + o,
) (3.74)
al = % (M2 = 1)ut = /OZ = TPul T 4(T)2M2) + o,

avec 0% et 6L des petits réels positifs. Le systéme est linéairement dégénéré et lorsque les
conditions (A.21) sont vérifiées, la solution de ce systéme est donnée en (3.49).

Démonstration :
La jacobienne du systeme exprimée & ’aide des variables (o, agpg, u, €, 7, b) est la sui-

vante :

u 0 z(ak—yk(bk)Q) 0 0 0
0 wu Qg Pk 0 0 0

1
0 0 U 0 — 0

T P
A= 19 0 T u 0 0

£ R_ L

0 0 aa 0 u+t T "%

p p
0 O 0 0 0 U

Les valeurs propres de la matrice sont u — a”/p, u et v+ a’/p. En considérant les valeurs
(3.74), leurs expressions sont tres proches des valeurs propres du systéme préconditionné
(3.71) :

o [(M2 + Dul + /(M2 + 1)2ult + 4(cR)ZM2}
u + piR = 9 s

)’ [(MQ +1)ul — /(MZ+ 12k + 4(cL)2M2}
p* 2 '
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Les vecteurs propres associés sont donnés par :

pz(ar, — yr(be)?) pz(ag — yr(br)?)
QK PLP QkPEpP
L iy
Tu—al/p = T » TutaR/p = T )
(al? (aFy?
0 0
(3.75)
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
Tu,1l = 0 y  Tu2 = 0 y  Tuld = 1 y o Tud = 0
0 0 0 0
0 0 0 1

Ces derniers permettent de montrer que le systéme est linéairement dégénéré. Les inva-
riants de Riemann associés a chaque onde sont donnés dans le tableau suivant :

H onde H Invariants de Riemann H
el u_aPL m+afu | 7 —2(a)?e |y | yo | b7 al_ﬂbfyl
A u =

A e e e L

Les invariants de Riemann sont identiques a ceux du systéme non préconditionné (3.45).
Il en résulte que l'expression de la solution et les criteres assurant sa positivité restent
inchangés.

Proposition 14 Le systéme de relaxation préconditionné (3.73) admet formellement,
lorsque la pression de relaxation w tend vers la pression p, le systéme a I’équilibre :

(W) + 0,(F) + B9,(V) = N0, (CO, W),
ot W, F, V et B sont définis (2.84). La matrice dissipative du systéme prend la forme :

0 0 0 0
0 0 0 0
R L
c—| _«—a" dp uw(au—"5) —Q2au—b 2a |,
P day,
ol —a® p

o dar u? (au —b) —u(2au —b) 2au

ot les constantes a et b sont données par :




86 CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES NON CONSERVATIFS 1D

La stabilité sous caractéristique de Whitham est atteinte lorsque l'inégalité suivante est
satisfaite :

alal® > p?c2.

Démonstration :
Le développement de Chapman Enskog de la pression de relaxation par rapport a la
pression thermodynamique : 7 = p + A7t + O(A\?) permet d’obtenir :

R L

R, L
w)\:_(aa —62>8wu—a_aam .
P () 5 (p)

Exprimée en variables conservatives, ’expression de ce terme prend la forme :

A\ af* —al Op

= _T@am(ak) + u (au — b) Op(agpr) — (2au — b) Ox(pu) + 2a0,(E).
Ainsi I'utilisation du développement asymptotique dans le systeéme de relaxation précon-
ditionné (3.73) conduit au systeme a I’équilibre défini dans la proposition. Sa stabilité
est assurée en exigeant la positivité des valeurs propres de la matrice dissipative : 0 et
alalt
2

—02.

p
Remarquons que le systeme de relaxation n’est & priori pas stable lorsque les réels a’

et a® sont choisis suivant (3.74). En effet, le filtre mis en place sur ’équation de pression
impose de considérer des données initiales ’bien préparées’ afin que les solutions associées
gardent un nombre de Mach faible. Si cela n’est pas le cas, le schéma numérique ne sera
pas stable.

3.2.4 Généralisation des schémas de relaxation

Cette section porte sur l'extension formelle des solveurs de type relaxation pour les
systemes non conservatifs. A partir de 'implémentation du schéma de relaxation, plusieurs
formulations de ce schéma sont dérivées. En particulier, nous retrouvons le schéma de
relaxation écrit dans le formalisme donné par Gallice [29, 43]. Nous montrerons ensuite
son lien avec les solveurs ’équilibre’. Ce travail est motivé par la détermination d’une
technique plus générale pour la mise au point de solveurs de relaxation.

Soit Vﬁl /2 la solution exacte d’un systéme de relaxation (3.29 ou 3.44) pour les données
initiales gauche W; et droite W, 1. Celle-ci est constante par morceaux et constituée de m
discontinuités. Le saut & la °™¢ discontinuité sera noté (§W);. Commencons par introduire

le schéma numérique de Godunov associé au solveur de relaxation :

0

_ Az /2At R
ALL’WZ = At /0 Vi—1/2 (gifl/z) d§ + /

—Az/2At

Vﬁ.1/2 (§i+1/2) df) .

Cette égalité se reformule de la maniere suivante :

At Az /2At
n+l __ n R _ n
Wi = Wi (/0 (VE (0 Wl)df—i—/

0
—Az/2At (

V(&) = W) d&) .
(3.76)
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Xi_q Xi-1/2 Xi Xi+1/2 Xi+1

Fia. 3.1 — Implémentation d’un solveur de Godunov

Pour chaque interface, il est alors possible de définir les fluctuations :

“+oo
;r_1/2 = Z()\ka)i—m == /5—0 (Vifil/Q - W?) dg,
k

0
12 = Z()‘IQ‘SW’“)“W - _/é (Vﬁl/? B W?) .

=—00

k

Ces derniéres vérifient donc les relations :

"/};trl/2 + '/’i_+1/2 = Z(/\’fdwk)iﬂ/?’
k

"/);‘:_1/2 - i_—|—1/2 = Z(|>\k‘5wk)i+1/2-
k

Le schéma numérique (3.76) se réécrit alors sous la forme :

W?H:W?_g< 12 T ;r—1/2>'
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(3.77)

(3.78)

(3.79)

Nous montrons maintenant que les solveurs de relaxation développés sont 'consistant’ au
sens de Gallice [43]. Ceci nous permettra d’isoler les contributions des opérateurs discrets

conservatifs et non conservatifs induits par les solveurs de relaxation.

Proposition 15 Pour les solveurs de relaxation proposés précédemment (3.29) et (3.44),

il existe une matrice B telle que la relation suivante soit vérifiée :

it12 T T/’f,l/g =Fi1 —Fi+ (BAV); ).

Ces solveurs de relaxation seront dits consistants.

Démonstration :

(3.80)

La preuve n’est effectuée que pour le solveur de relaxation associé au modele asymptotique

(3.44). Pour celui-ci, un calcul simple permet de montrer que :
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( 0 > — <u — a> < 0 ) est invariant pour 'onde u — g,
f p w p

( 0 ) — u( 0 ) est invariant pour 'onde u,
f w

0 a 0 . . a
( > — (u + > < ) est invariant pour 'onde u + —.
f p w P

Ainsi, les équations conservatives du systeme vérifient les conditions de Rankine Hugoniot
et la solution du systeme satisfait :

2o ), = (e )-(0)

De ce fait, ’ensemble des variables de la solution obéit a ’équation :

> MW, = AF + BAV,
k

ou les contributions non conservatives sont données par :

En utilisant (3.50), 'expression de u* conduit aux deux égalités :

* L a”t R L 1 R L
ut = o (Wt ) = (et ),
L
a 1
UR—U*:W(UR— L)“‘m(ﬂ'R—ﬂ'L).

Elles permettent de déduire aisément l’expression de la matrice des contributions non

conservatives : Ll )
y o 7 U — ()%
- alft +al
0 0 0 0 ) (3.81)
0 0 0 0
0 0 0 0

ou Z = oy, — (ka)yk et les opérateurs x — T et  — x sont définis de la maniere suivante :

aftzl + alazl altpht + alal

f:— xTr =
at+al 7 7 aft 4+ al
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La propriété 15 permet, & I'aide de la matrice B, d’isoler les contributions conservative
et non conservative propres a chaque fluctuation. Le flux numérique conservatif sera noté
Fi11/2. Il est peut étre obtenu a I'aide de trois relations différentes :

_ 1 —
Fipip=Fitt - §(BAV)1+1/27

1 —
Fitijp=Fip1 + 1/1;;1/2 + §(BAV>z’+1/2? (3.82)

1
k

Ainsi, le schéma numérique se réécrit :

Wit = Wi — ﬁi ( P12~ ?—1/2) - Qitx ((BAV)?+1/2 + (BAV)?—1/2) - (383)
Cette formulation permet une extension facile des schémas numériques a ’ordre élevé en
espace. Des méthodes d’implicitation basées sur une linéarisation peuvent étre déduites
de (3.83). De plus, une généralisation des schémas de relaxation peut étre considérée. Un
choix de matrice B et de viscosité numérique Z |Ak|0W}, engendre de nouveaux solveurs
[42].

Remarque :

Lorsque les solveurs considérés sont tels qu’il existe une matrice A vérifiant :

> MW = AAW, (3.84)
k=1

(c’est le cas pour le solveur de relaxation lorsque la projection n’est pas considérée, voir
la proposition 12) alors le flux numérique conservatif prend la forme :

1 _
Fi+1/2 = 5 <F’i+1 + FZ - (‘A’AW)2+1/2) .

Remarque :

Lorsqu’il existe une matrice de Roe A* pour la partie conservative des systemes, la matrice

B peut étre calculée a partir de la relation :

(A — A*)AW = BAV.

Nous montrons maintenant que les solveurs de relaxation rejoignent le formalisme de
solveurs équilibre précédemment introduits. Pour cela, les solveurs équilibre peuvent aussi
étre reformulées de maniere a vérifier la définition de solveurs consistants (15). Comme
la méthode d’hyper consistance repose sur une extension des méthodes de type Godunov
pour les systemes conservatifs, le solveur de Riemann sous-jacent n’est pas explicitement
développé. Les matrices présentes dans ’expression du schéma numérique ne peuvent étre
déterminées a partir des remarques précédentes. Dans le cas du solveur équilibre associé
au modele asymptotique, nous avons :
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n _ 1 F. F. —c ricffc u rlo/f +c 703+c
i+12 = 5 |Fit Fin —¢ R, )~ 3 R, )~ 3 Ry )|
o Ry_, Ry et Ry4c sont donnés (3.22) et :

J——— —
o B —uM aq a 1+
7nu—c - ’ Tu -

«

M* al]
()2 p ]’

La matrice B permettant d’exprimer les termes non conservatifs est la suivante :

(3.85)

us)

Il
o o o o gl
co oo o
co oo o
cooc oo
oo oo

Nous venons de montrer que la notion de solveur de relaxation et de solveur ’équilibre’
introduits au cours de ce chapitre vérifient la notion de ’solveur consistant’ proposée par
Gallice [43]. Les schémas numériques ont été formulés de maniere & isoler une partie
conservative comportant I’ensemble des termes de viscosités et une autre partie relative
aux contributions centrées des opérateurs non conservatifs. De plus, la proposition (15)
permet de généraliser la construction de solveur de relaxation.

3.3 Meéthode d’ordre élevée

Dans notre étude, 'approximation numérique des systemes a ’ordre 2 en espace est
basée sur la méthode MUSCL proposée par Van Leer [71] (voir aussi [17]). La difficulté
majeure repose ici sur la non conservation des systémes traités. Ensuite, une approche
d’ordre élevée en temps est exposée incluant les schémas de Runge Kutta et le schéma
prédicteur correcteur.

3.3.1 Ordre 2 en espace

Construction d’une solution approchée affine par morceaux

Le schéma MUSCL repose sur une reconstruction linéaire par morceaux de la solution
approchée. Elle sera notée V"(x,t") et s’écrira sous la forme :

‘/:h(x’ tn) = W? + (VW)?R(LE - J"l) si ze (xi—l/Qa lii)a
) (3.86)
Vi, ") = W2+ (VW) (z —2i) si @ € (i, Tip12),

ou (VW) et (VW) sont une évaluation des gradients respectivement a gauche et a
droite de la cellule I;. La technique MUSCL sera dite conservative lorsque :

Vi, Vn (VW)Y = (VW)T. (3.87)

Afin de déterminer ces gradients, les dérivées des variables sont évaluées aux points d’in-
terface z;, 1/, et au centre z; des cellules :
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Wo . — Wnh
W)? i+1 7
(V )z’+1/2 = Az )

VW) + (VW)?
(VW); = SASVE 5 VW) (3.88)

Pour chaque cellule de calcul I;, les gradients sont donnés par les relations :

(VW)7e = limiteur((VW)?H/? (VW)1),

(3.89)
(VW)L = limiteur((VW)?_l/z, (VW)7),

ou des exemples de fonctions limiteurs sont donnés en annexe C. Les gradients, ainsi définis,
permettent de construire les états qui composent la solution approchée VP & gauche et a
droite de chaque cellule de calcul I; :

Ax
i :W?_T(VW)?D

(3.90)
Ax
in= Wi+ — (VW)
Afin de détailler 'implémentation de la technique MUSCL, chaque cellule de calcul I; doit

étre décomposée en trois sous-cellules qui seront notées I;r,, I;x et I;p. Afin de simplifier
la présentation, les sous-domaines seront supposés de taille égale :

Lip = (xi—12, 16y Lis = (Tim1/6, Tizrsel,  Lir = (Tiv1/6, Tig1/2), (3.91)

1
ou ity =1+ 6> Ax. Ces notations induisent la considération d’une nouvelle solution

approchée VP2 constante par morceaux dont la définition est associée aux sous-cellules :
Wi sioxelp,
VR2(g ") =S W2 si oz € Ly, (3.92)

nosiox€ g,

ou W2, est un état fantome définit de maniere a ce que la propriété de conservation de la
solution approchée soit satisfaite sur chaque cellule :

/ VR (2, ") dx = / Vh2 (3 ) da. (3.93)
L’état fantome se déduit donc de la relation :
W — Wi+ Wi+ Wi,
i .
3

(3.94)

Le reste de cette section porte sur I'implémentation de la technique MUSCL pour les
schémas numériques résolvant des systémes non conservatifs. Pour cela, nous considérons
des schémas numériques s’écrivant sous la forme 3.83. En utilisant la décomposition en
sous cellules, il vient :
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3At 3At /1 —
n+1 n n n
WZL+ =W - Az (Fz 1/6 Fi—1/2) T 9Ax ((BAV)z 1/6 + BAV z 1/2 )
3At 3At
n+l __ n n n
Wi =W - = (Frsye — Fiys) - o (BAV), 6+ BAV)Z ),
3At 3AL
n+1 __ n n n
Wi = Wi = = (B2 o = Flyy ) — 5a (BAV), , + (BAV)

3.95)
La solution approchée VB(z, ") est obtenue en utilisant 'opérateur de projection (3.93) :

z+1/6>
(
3.

At
Wit = W — F?, ., — F»
At ACE( i+1/2 1—1/2> (396)
~oas (BAV, ), + 2BAV)L g+ ABAV)L 5+ (BAV)L ).

Comme dans le cas conservatif, les flux numériques conservatifs aux interfaces x = x;_; /4
et @ = ;116 se sont annulés deux a deux. En revanche, ce n’est pas le cas pour les contri-
butions non conservatives (BAV); /6 €t (BAV),_,; /6 qui se sont ajoutées. En théorie, les
problemes de Riemann en ces interfaces doivent donc étre traités. En pratique, ce ne doit
pas étre le cas car 'implémentation de la solution approchée ne doit pas utiliser le sous-
maillage. Afin de mieux identifier la contribution des termes non conservatifs, I’équation
précédente est rééerite en utilisant des relations intégrales :

Ti—1/3 Tit1/2
Ba(Wit =Wy = [ - Wigde k[ Wi - Wi
Ti—1/2 Tir1/3

+Fir —Fi +Bi16(Vig — Vi) + Bi16(Vi — Vip).

(3.97)

Dans un souci de consistance, le bilan des termes non conservatifs est approché de maniere
a retrouver 'implémentation d’ordre 1 lorsque les gradients sont nuls. Il vient :

At
n+1 n — -
Wit =W, N A it1/2 i—1/2)7 (3.98)
ou :
_ i+1/2 n
Vip1jp = Fip + B(WH Wi + / Vit1/2 = Wig)dz,
Tit1/3
(3.99)

i—1/3
@[’;:1/2 =F}, +B(W)Wj + / (Vic12 — Wig)dz.
i—1/2

Cette relation ne fait plus intervenir ’état fantome’ W, . Lorsque le systeme devient
conservatif, 'implémentation (B.3) est retrouvée.

3.3.2 Ordre 2 en temps

Soit VP une solution approchée constante par morceaux. L’étape d’évolution de la
solution de Iinstant ¢t & linstant t"*!' peut étre amélioré en la décomposant en plu-
sieurs étapes élémentaires. Plusieurs types de méthodes existent. Seules les méthodes de
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type Runge Kutta et prédicteur correcteur du second ordre ont été considérées. Celles-ci

décomposent I’évolution en temps en une étape de prédiction et une étape de correction.
1

La prédiction de la solution sera notée W?+§ et implémentée suivant la relation :
77,Jrl At n,+ n,—
W= W= 0 (B ) (3.100)

ou #; est un réel positif. Les fluctuations peuvent éventuellement étre estimées a ’ordre
deux en espace avec la technique MUSCL présentée précédemment. Ensuite, la solution
approchée a 'instant ¢ = "1 est évaluée :

At _
+1 n+1/2,+ n+1/2, n,+ n,—
Wi =W - Az [92 (¢i+1/2 - 1/’z'—1/2 ) + 03 <¢i+1/2 _¢i—1/2)] ) (3.101)
ou 0y et O3 sont des réels positifs.

Deux schémas numériques peuvent s’écrire a 'aide de ce formalisme. Ils ne différent
que par le choix des réels 01, 05 et 03 :

— Le schéma de Runge Kutta s’obtient en fixant :

61 ==, 6G=1, 63=0, (3.102)

DN | =

— Le schéma prédicteur correcteur de défauts est donné par :

1 1
=1, by=—, 6O3=— 1
1=1 =5 0=, (3.103)

3.4 Conclusion

Les méthodes numériques considérées dans la these sont de type volume finis. Dans ce
contexte, le développement de schémas numériques se ramene a la résolution approchée
de problemes de Riemann monodimensionnels. La difficulté majeure, dans notre contexte,
est liée aux termes non conservatifs présents dans les systéemes et dont la définition est
ambigué [41].

Nous avons proposé deux stratégies de construction de schémas numériques pour des
équations non conservatives modélisant les écoulements compressibles multiphasiques.
La premiere est basée sur des solveurs de type équilibre. Le principe est de construire un
schéma numérique pour lesquels les opérateurs discrets conservatif et non conservatifs sont
isolés et préservent certaines propriétés d’équilibre de I’écoulement [1]. La technique que
nous avons présentée généralise les travaux [1, 75, 10].

La seconde stratégie repose sur les solveurs de relaxation de type Suliciu [96]. Ces solveurs
permettent d’approcher les solutions de systémes fortement non linéaires et non conser-
vatifs. Pour cela, nous avons proposé des systémes du premier ordre avec perturbation
singuliere dont les solutions tendent formellement vers les solutions des systemes initiaux
lorsque les conditions de stabilité sous caractéristique de Whitham sont satisfaites.

Les solveurs équilibre et de relaxation ont finalement été comparés a I’aide de I’écriture pro-
posée par Gallice [43]. Elle permet leur généralisation pour d’autres systémes non conser-
vatifs pour lesquels la construction d’un systeme de relaxation linéairement dégénéré est,
par exemple, impossible.



94 CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES NON CONSERVATIFS 1D

Le comportement des systemes multifluides a ensuite été étudié dans les régimes incom-
pressibles. En tenant compte de la faible valeur du nombre de Mach, nous avons montré
I'importance de caractériser indépendamment les phénomenes liés aux ondes matérielles
et acoustiques a l’aide d’un filtre. Nous avons alors développé un solveur de relaxation
justifiant les techniques de préconditionnement de Turkel [98].



Chapitre 4

Résultats numériques
monodimensionnels.

Nous effectuons ici la validation des schémas numériques définis dans le chapitre
précédent. Un premier ensemble d’expériences numériques [82] est réalisé dans le but de
confronter les schémas numériques et de caractériser le cadre physique le mieux adapté a
chacun des modeles mathématiques (2.9) et (2.82). Les deux tests suivants [60] sont des
tubes a choc entre fluides purs. Bien qu’elles n’utilisent que la loi des gaz parfaits, ces
expériences présentent des difficultés numériques en raison de leurs rapports de densité et
de pression tres élevés.

4.1 Validation élémentaire des schémas numériques et com-
paraison des modeles

4.1.1 Tube a choc entre fluides purs

Nous considérons un domaine 1D de dimension [0, 1] avec des conditions aux bords de
type Neumann. Une membrane est placée en x = 0.5m qui sépare deux domaines. La partie
gauche contient de 'eau de densité peq, = 1000kg.m‘3, de vitesse nulle uX = Om.s~ 1 et
de pression p = 10°Pa. La partie gauche est remplie d’air de densité pui, = 250kg.m =3,
de vitesse nulle u® = 0m.s™! et de pression pf* = 10° Pa. A I'instant t = 0s, la membrane
est rompue et I’évolution des fluides est étudiée.

Les propriétés thermodynamiques des fluides sont approchées a ’aide de la loi de type
Stiffened gaz dont les constantes pour l'air et ’eau sont groupées dans le tableau suivant :

[l air | cau |

y 1.4 4.4
p> 0 6.0 103
00 50 1.0 103
Py [|1.010°] 1.010°
e [ 2.010° || 6.17 102
To 300 220

C, | 1.010° || 4.18 103

(4.1)
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Comme les modeles numériques ne peuvent traiter les fluides purs, les fractions volumiques
des especes minoritaires sont fixées a ozZ”'” = 1 107® et ensuite ai”m =1 1072 afin
de caractériser I'influence de ce parametre. Les figures 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4 présentent les
résultats de fraction volumique, de densité de mélange, de vitesse et de pression a l'instant
t=1410"%s.

Les figures 4.1 et 4.3 montrent les calculs réalisés avec les modeles prenant en compte
les termes de compaction (2.61). Les résultats sont obtenus en utilisant le modele de base
avec le solveur de relaxation (croix bleues) et HLL (carrés rouges) et le modele réduit
avec le solveur de relaxation (carrés bleu). Les courbes montrent un choc (z ~ 0.2), d’une
discontinuité de contact (x &~ 0.5) et d’une détente (x ~ 0.8). Lorsque la fraction volumique
du fluide résiduel est fixée a a}g”m =1 1078. Les courbes sont en trés bon accord avec la
solution exacte (ligne rouge). Lorsque af*™ = 1 1072, les résultats different légérement
de la solution exacte : la vitesse du choc est sensiblement sous estimée et la vitesse du
contact sur estimée. De plus, remarquons que la courbe de fraction volumique présente
une détente et une discontinuité de contact mise en évidence par la présence d’un faible
plateau allant de x ~ 0.2 & x =~ 0.4. En pratique, plus les fractions volumiques résiduelles
seront initialisées proches de 0 plus ce plateau sera faible (voir figure 4.1).

Les figures 4.2 et 4.4 montrent les calculs réalisés avec le modele complet sans terme
de compaction avec le solveur de relaxation (croix vertes) et HLL (cercles jaunes). Pour
le modele réduit simplifié, le solveur de relaxation (triangles rouges) et de Roe (triangles
verts) ont été utilisés. Les résultats obtenus par les différents modeles et schémas sont de
bonnes approximations de la solution exacte (ligne rouge) lorsque les fractions volumiques
résiduelles sont fixées a a?m =1107%. Lorsque aZ”” =1 1072, les résultats présentent des
légeres différences vis a vis de la solution exacte (la vitesse du choc est sensiblement sous
estimée et la vitesse du contact sur estimée). L’absence de terme de compaction influe peu
sur les résultats de calcul puisque les courbes obtenues 4.4 sont tres proches de celles de
la figure 4.3. La principale différence réside dans le fait que sans terme de compaction, la
fraction volumique reste monotone. Plus les fractions volumiques des especes minoritaires
seront faibles, moins les termes de compaction auront d’effet sur les résultats et plus les
résultats seront proches. En effet les courbes 4.1 et 4.2 sont tres similaires.

Dans la suite du document, certaines expériences numériques utilisant des fluides
purs ne pourront étre réalisées avec une fraction volumique résiduelles de l'ordre de
azni” = 1 1078. Les courbes présentées 4.3 et 4.4 montrent que méme si les fractions
volumiques résiduelles ne peuvent étre initialisées tres proches de 0, les résultats obtenus
ne différent que légerement de la solution exacte (vitesse de propagation des ondes sensi-
blement modifiées) et respectent le comportement global du fluide. Les résultats obtenus,
dans ce contexte, permettront de retrouver les caractéristiques physiques de I’écoulement
sans pour autant étre identiques en tout point a la solution.

4.1.2 Tube a choc pour des fluides non purs

Nous réalisons une expérience de tube a choc entre fluides non purs. Le domaine utilisé
est le méme que précédemment. La différence réside dans le fait que de part et d’autre
de la membrane, les fluides sont mélangés. Plusieurs configurations géométriques peuvent
étre considérées. Les fluides peuvent étre repartis en couches horizontales trés minces ou
alors dispersés sous forme de microbulles uniformément reparties.

En faisant I’hypothese que cette expérience se ramene a un probleme monodimension-
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FIG. 4.1 — Tube & choc air/eau & t = 1.4 10~*s avec effet de compaction. Données initiales :
siz>05:p=250,u=0P=10°,y=14et P°=0etsiz<05:p=1000, u=0,
P =10°, v = 4.4 P>® = 6 10%. Pour 'espece minoritaire, nous fixons a; = 1 1078, Les
courbes sont obtenues avec le modeéle de base (croix bleu : solveur de relaxation, carré
rouge : solveur HLL) et le modele réduit (carré bleu : solveur de relaxation). La ligne
rouge indique la solution exacte.
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FIG. 4.2 — Tube & choc air/eau & t = 1.4 10~%s sans effet de compaction. Données initiales :
siz>05:p=250,u=0,P=10°,y=14et P°=0etsiz<05:p=1000, u=0,
P =10°, v = 4.4 P>® = 6 10%. Pour 'espece minoritaire, nous fixons aj = 1 1078, Les
courbes sont obtenues avec le modele de base (croix verte : solveur de relaxation, cercle
jaune : solveur HLL) et le modele réduit (triangle rouge : solveur de relaxation, triangle
vert : solveur de Roe). La ligne rouge indique la solution exacte.
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FIG. 4.3 — Tube & choc air/eau a t = 1.4 10~*s avec effet de compaction. Données initiales :

siz>05:p=250,u

=0,P=10",y=14et P°=0etsiz <05:p=1000, u=0,

P =10°, v = 4.4 P>® = 6 10%. Pour 'espece minoritaire, nous fixons a; = 1 1072, Les

courbes sont obtenues

avec le modele de base (croix bleu : solveur de relaxation, carré

rouge : solveur HLL) et le modele réduit (carré bleu : solveur de relaxation). La ligne
rouge indique la solution exacte.
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FIG. 4.4 — Tube & choc air/eau & t = 1.4 10~%s sans effet de compaction. Données initiales :
siz>05:p=250,u=0,P=10°,y=14et P°=0etsiz<05:p=1000, u=0,
P =10°, v = 4.4 P>® = 6 108. Pour 'espece minoritaire, nous fixons a; = 1 1072, Les
courbes sont obtenues avec le modele de base (croix verte : solveur de relaxation, cercle
jaune : solveur HLL) et le modele réduit (triangle rouge : solveur de relaxation, triangle
vert : solveur de Roe). La ligne rouge indique la solution exacte.
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nel, nous la reproduisons en utilisant les conditions initiales a; = 0.5, p; = 1000kg.m =3,

p2 = lkgm™3, u = 0m.s~! et p = 10°Pa si x < 0.5, p = 108Pa si x > 0.5. Les résultats
obtenus & I'instant ¢ = 3.16 10~%s sont disposés sur les figures 4.5 et 4.6.

La figure 4.5 montre les courbes obtenues en prenant en compte les termes de com-
paction. Le modele de base est utilisé avec le solveur de relaxation (courbe bleue) et HLL
(courbe rouge) et le modele réduit avec le solveur de relaxation (courbe verte). Les densités,
vitesses et pressions obtenues par les différents modeles sont fort semblables. En revanche,
les courbes de fractions volumiques sont toutes différentes. La présence d’un choc et d’une
détente impose une compression de I'air a gauche et une décompaction a droite de la dis-
continuité de contact. Les différences entre les résultats de fraction volumique s’expliquent
par le fait que le modele de base traite les effets de compaction a ’aide d’un terme source
non hyperbolique approché par une technique de splitting. L’évolution de a; étant liée
au différentiel de pression, les résultats obtenus par le solveur de relaxation sont a priori
plus corrects puisque ce dernier traite toutes les ondes du modele de base. Pour le modele
simplifié, le terme de compaction est directement résolu au sein de la partie hyperbolique
du systeme. Ceci explique les différences observées sur la fraction volumique.

La figure 4.6 montre les calculs réalisés avec le modele complet sans terme de com-
paction avec les solveurs de relaxation (courbe bleue) et HLL (rouge). Pour le modele
réduit simplifié, les solveurs de relaxation (orange) et de Roe (violet) sont utilisés. Les
résultats de cette figure sont tous trés proches. Cependant, la fraction volumique reste
égale & 0.5. Les termes de compaction ont ici une importance capitale. Au passage d’une
onde de choc ou de détente, certains fluides doivent se détendre ou se comprimer afin
d’obtenir ’équilibre des pressions. Les termes de compaction sont donc essentiels lorsque
la géométrie ou ’échelle induite par le maillage ne permettent pas d’isoler les fluides.

4.2 Validation pour des tubes a chocs forts

Nous reproduisons les cas tests numériques 1-C et 2-C proposés par Hu et Khoo [60].
Le reste des expériences est présenté dans 'annexe F. Ceux-ci comprennent des tubes a
choc entre fluides purs pour lesquels les rapports de densités et de pression sont tres forts.
En revanche, la seule loi d’état considérée est la loi des gaz parfaits. Comme nos méthodes
numériques ne peuvent traiter des fluides purs, les fractions volumiques des espéces qui
devraient étre absentes seront fixées a 1.0 107%. Le tableau (4.2) regroupe les conditions
initiales et temps finaux des expériences.

- ~ [ (1,0,500, 1.4) si x<08 |,
L=C (pw,p ) _{ (10,0,0.2, 1.667) si z>o08 |17 002 (42)
P (0.384,27.077,100,1.667) st <06 | _ '
PP =0 (100,0, 1, 3.0) si 2>06 |0

Ces expériences sont réalisées dans un domaine de longueur [0,1] discrétisé avec 200 et
2000 points. Les conditions limites sont de type Neumann. Les calculs sont réalisés en
utilisant les modeles réduits avec les solveurs de relaxation et acoustique, le modele réduit
simplifié avec les solveurs de relaxation et de Roe. Concernant le modele de base, nous
utiliserons les solveurs de relaxation et HLL incluant les deux processus de relaxation aux
interfaces donnés dans la sous section 2.2.3.
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FIG. 4.5 — Tube & choc pour un mélange air/eau a t = 3.2 10~*s sans effet de compaction.
Le domaine de longueur 1m est discrétisé avec 1000 points. Les données initiales sont
a; = 0.5 p1 = 1000kg.m™3, py = lkgm™3, u = Om.s"! et p = 10°Pa si z < 0.5,
p=108Pasiz > 0.5. v = 4.4 P® =6 10° v = 1.4 P5° = 0. Les courbes sont obtenues
avec le modele de base (cercle bleu : solveur de relaxation, carré rouge : solveur HLL) et
le modele réduit (diamant vert : solveur de relaxation)
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FIG. 4.6 — Tube & choc pour un mélange air/eau & t = 3.2 10~*s sans effet de compaction.
Le domaine de longueur 1m est discrétisé avec 1000 points. Les données initiales sont
a; = 0.5 p1 = 1000kg.m™3, ps = lkgm™3, u = Om.s™! et p = 10°Pa si = < 0.5,
p=10%Pasiz > 0.5. v =4.4 PP =6 10% 49 = 1.4 P$° = 0. Les courbes sont obtenues
avec le modele de base (cercle bleu : solveur de relaxation, carré rouge : solveur HLL) et
le modele réduit simplifié (plus orange : solveur de relaxation, triangle violet : solveur de

Roe)
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Pour ces deux expériences, nous commentons les résultats :

— Cas 1-C : La solution est composé d’une détente, d’'une discontinuité de contact et
d’un choc. Les courbes obtenues avec les modeles réduits et les schémas numériques
associés donnent des bonnes approximations de la solution exactes. Lorsque 200
points sont utilisés, nous notons un manque de définition de la densité dans la zone
située entre la discontinuité de contact et le choc. Concernant les modeles complets
avec termes de compaction, les résultats sont légerement plus diffusés. En effet, les
termes de compaction semblent apporter beaucoup de viscosité numérique. Cela a
pour effet de lisser le choc (z ~ 0.9) et de le faire interagir avec le ’bord’” du domaine.
Lorsque les effets de compaction sont négligés, les résultats sont de bonne qualité.
Pour le schéma HLL, la diffusion numérique est plus importante que pour le schéma,
de relaxation.

— Cas 2-C : La solution est composé d’un choc, d’une discontinuité de contact et d’un
choc. Les résultats obtenus avec les modeles réduits et les schémas de relaxation
et Roe donnent de bonnes approximations de la solution exacte. Avec un maillage
grossier, la vitesse du choc est légerement surestimée. En revanche, le solveur acous-
tique fournit une solution fausse. Le premier choc ne se propage pas. Pour le modele
complet, les solutions dépendent des procédures de relaxation. Lorsque les effets de
compaction sont pris en compte, les ondes de contact et de chocs ne sont pas bien
résolues. Le processus de relaxation apporte de la diffusion numérique qui altere
les résultats. Lorsque les effets de compaction sont négligés, les résultats sont de
meilleure qualité, en particulier lorsque le solveur de relaxation est utilisés.

4.3 Conclusion

Les termes de compaction ont une importance capitale lors de certaines expériences.
En effet, lorsque ’écoulement est composé d’un mélange le passage d’une onde de choc
ou de détente impose une compaction ou décompaction des phases. De plus, les deux
expériences de Hu et Khoo présentées et celles figurant dans ’annexe F ont montré que
les modeles réduits permettent toujours d’obtenir des résultats de bonne qualité méme
avec des maillages grossiers. Pour certaines applications, le solveur acoustique n’a pas
toujours fourni de bonnes solutions (cas 2-C). Pour les modeles complets, les termes de
compaction posent quant a eux un certain nombre de problemes. En effet, deux comporte-
ments s’opposent, les schémas numériques résolvant la partie de propagation des systemes
tendent a faire évoluer indépendamment les vitesses et pressions des fluides alors que les
termes de relaxation tendent a les équilibrer. Dans certaines applications, ce phénomene
géne a l'obtention de la solution sur des maillages grossiers. De plus, pour le modele de
base, le nombre important d’équations influe sur la durée du calcul.

Le solveur de relaxation associé au modele réduit (2.82) a toujours conduit & des
résultats tres satisfaisants. Il sera utilisé en priorité dans la suite du document.
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Fi1G. 4.10 — Tube a choc 2C, modele de base, t = 0.03s, données initiales :
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Chapitre 5

Approximation numérique multi-D

L’objectif est de développer des méthodes numériques dans un cadre multidimension-
nel. Celles-ci s’appuieront sur une approche volumes finis reposant sur un maillage non
structuré composé de triangles en dimension 2 et de tétraedres en dimension 3. Apres avoir
décrit les outils géométriques et numériques standards, nous aborderons la généralisation
des méthodes de relaxation en dimension d > 2. La principale difficulté repose sur le
caracteére non conservatif des systemes (2.63) et (2.82) car, dans ce contexte, les schémas
numériques ne peuvent se reformuler en terme de bilan de flux. Nous détaillerons ensuite la
mise en oeuvre numérique de la tension de surface en formulation volumique (CSF [28]).
Nous proposerons un solveur de relaxation incluant les effets capillaires permettant de
réduire fortement 'intensité des courants parasites [62]. En s’appuyant sur les techniques
MUSCL, les schémas numériques non conservatifs seront étendus a 'ordre 2 en espace.
Enfin, nous présenterons des schémas numériques implicites obtenus par linéarisation.

5.1 Les opérateurs de propagation en dimension 3

Considérons un domaine © de R3. Afin de clarifier la présentation, seul le modele
asymptotique sera utilisé dans ce chapitre. En tout point x € €2, les équations de propa-
gation sont les suivantes :

Oy, +u-Vag + 2z0,V-u=0,
(5.1)
6tw+Vf:O,

ou les vecteurs sont donnés par :

Pk apprpu
wW = pu , =1 pu®u+pl |,
E (E + p)u

oll u est le champ de vitesse et I est le tenseur unité de R3.

Lorsque le domaine €2 et I’écoulement satisfont certaines propriétés, il est possible
de réduire I’étude a un probleme 2D. La motivation principale est la réduction du cotit
de calcul. Deux cas seront abordés, 'invariance par translation dans la direction e, et
I'invariance par rotation autour de I'axe (O, e,) ol O est l'origine du repere.

109
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Ecoulement plan

Définition 5 Le domaine € est dit 2D plan dans la direction e, lorsqu’il vérifie :

Q= Qplan X €z, avec Qplan = {(xﬁy)’327 (90,3/7 Z) € Q} :

L’écoulement sera dit 2D plan lorsque :

ak(xayazl) = Oék(!l/‘,y, ZQ)a
vxvy € Qplan; v21,22 € R

W(xvyv Zl) = W(ijy) ZQ)-

Dans le cas particulier d’un écoulement 2D plan, toutes les dérivées par rapport a la
variable z sont nulles. Cette variable sera donc ignorée. La vitesse transversale (u-e;) est
constante dans le temps et n’a aucune influence sur les autres variables. Elle ne sera donc
pas calculée.

Ecoulement axisymétrique

Définition 6 Le domaine ) est dit axisymétrique d’axe (0,e,) lorsqu’il vérifie :
v T
Q= r cos(6) ( . ) € Qagi, 0 €10,27) avec  Qazi = {(x,r) € Qp x [0, L]}.
r sin(6)

L’écoulement sera dit azisymétrique si ) est axisymétrique et si pour tout (x,r) € Qaqgi et
pour tous 01,6, € [0,27) :

ag(My) = ai(Ma) T x
, My =1 rcos(01) |, Ma=| 7rcos(62)
w(Mp) = w(Ms) r sin(61) r sin(62)

Lorsque des méthodes aux différences finies sont utilisées, ’écriture des équations en co-
ordonnées cylindriques permet de formuler le systéme sans la variable 6 et sans les contri-
butions suivant le vecteur ey. En revanche, les expressions des divergences apportent des
termes supplémentaires souvent considérés comme des termes source.

Pour les méthodes de type volumes finis, les équations gouvernant les fluides s’ob-
tiennent en utilisant la technique de perturbation de domaine. Cette méthode développée
pour des systémes conservatifs [49, 31] repose sur l'intégration de volumes 3D de faible
épaisseur qui sont des sections de tore (6 € [—J, d]) d’axe (0,e;). Les équations des fluides
sont obtenues en faisant tendre le réel d vers 0. Cette méthode ne peut étre directement
appliquées aux systemes conservatifs et demande certaines adaptations. Dans ce travail,
nous supposerons que les résultats s’étendent naturellement a nos systemes si bien qu’un
écoulement axisymétrique sera gouverné, en tout point (z,y) € R x RT, par le systéme :

8tak+u-Vak+ZBkV-u:25ku'ey,
Yy

o, (5.2)

Y

8tW—|-Vf:
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Dans tous les cas, la partie principale du modele se met sous la forme (5.1) et la contri-
bution liée a la géométrie axisymétrique sera notée sous la forme vectorielle :

u-e
23, Y
Yy

F, .= . (5.3)
f-e,

Y

Ce terme source est singulier lorsque y = 0. Cependant les limites des fonctions u - e, et
f - e, lorsque y tend vers 0 sont nulles :

limu-e, =0, limf- e, =0.
y—0 y—0

L’utilisation de la regle de I’Hopital permet de définir la valeur du terme source lorsque
y = 0 des lors que les fonctions u - e, et f - e, sont dérivables :

. u-e, Ou-ey) . f-e, O(f-e)
z,llli% y Oy (0), ili% y Oy (©).

Les méthodes numériques employées pour la discrétisation de ce terme sont présentées
dans la suite de document (5.5).

5.2 Décomposition en volumes finis et parametres géomé-
triques

Le domaine de calcul © € R? est décomposé en éléments 75, vérifiant Q = Ury.
Ces derniers sont obtenus a ’aide d’un mailleur et nous permettent de construire une
décomposition cell-vertex du domaine (voir figure 5.1). Celle-ci est constituée de cellules
de contréle C; centrées au noeud du maillage, ne se superposant pas et vérifiant :

Ns
U C;=Q etpourtous i,j€{l.N;} telsque i#j, C; mcﬂ =0.
i=1

La cellule C; et son bord sont décomposés en sous-cellules Cj; et en bord partiel 9C;; :

Ci = U Cl'j et 801 = U 802}

jev(d) jev(i)
ou (%) est 'ensemble de noeuds voisins de i. Nous noterons a; le volume de la cellule Cj,
a;j le volume de Cj; et n; ; 'intégrale de la normale unitaire a 0C;; orientée de la cellule

C; vers la cellule Cj :

ai:/ d.SU, ai,j:/ dﬁ, ’I'h',j:/ ndx.
C; (&7 oC

ij
La décomposition en volumes finis, telle qu’elle a été présentée, est utilisée pour définir
une méthode de type Godunov.
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FiG. 5.1 — Cellule cell-vertex C; associée au point 4

5.3 Meéthode de type Godunov

Le résolution approchée du systeme (5.1) s’effectue en utilisant une décomposition
volumes finis (C;) du domaine Q. Le schéma numérique est obtenu en intégrant sur les
volumes spatiaux temporels Q; = C; x Jy. Il vient :

ai(W;L“—W;?H/ / F-ndsdt+/ / BVVdzdt = 0.

Le terme non conservatif ne se reformule pas simplement en intégrale sur le bord. Afin
de clarifier la présentation, le schéma numérique est exprimé suivant la décomposition en
sous-cellules C; ;. Pour cela, nous commencons par introduire une moyenne locale de la
solution approchée :

1

@i

W, = / Wdzx avec aiW?H = g az‘,jw?j_l'
Ci,; ’

Jev(i)

Le schéma numérique associé a I'état W;; s’écrit de la maniere suivante :

ai  WiTH = aig Wi+ ALY i -mij =0,
jev(i)
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ou la fluctuation 4; ; = 1; ; <17m-, Wi, W;L) peut s’exprimer sous les deux formes intégrales :

1
= — // F-nijdsdt—i—// BVV dudt | ,
5] ’ At n 8Ci,j ’ n C’i,j

1
W= a7 [ PP WE )] g do
2,7

ot V(t,x) est la solution exacte. Ces deux formulations de 9;; conduisent & deux classes
de schéma numérique. Les schémas équilibre utilisent la premiere relation. Un solveur

conservatif permet de définir le terme / / F - n dsdt et 'intégrale de 'opérateur
n JOC;

non conservatif / / BVVdzdt se déduit du précédent en utilisant la propriété de
JIn C’L]

consistance 4. Les schémas de relaxation utilisent la deuxieme formulation. La solution
V("1 ) est remplacée par une solution approchée obtenue par résolution d’un probleme
de Riemann non conservatif dans la direction 7;; :

HW =+ 0n(Fij) + (Bij)0n(Vij) =0,

Wisin <0, (5.4)
W(t",n) =
Wi sin >0,
ou les vecteurs et la matrice sont donnés par :
Qy, 0
W — QL Pk o= A PEU - N5
pu ) 2,7 pu - ni,j + pnm )
E (E + p)u ‘N
u-n;; 0 Zﬂk 0
0 0 0 O ok
o 0 0 0 0 o AL Pk
Bij = 0 0 0 o0 |’ Vij = u-n; |’
0 0 0 O P
0 0 0 O
X; + X

. Le systeme (5.4),

apres relaxation de la pression conduit a un systeme dissipatif qui est résolu exactement. En
notant V; (&) la solution réduite aux composantes de W, le flux numérique se reformule :

1 n n(x)
Vi Nij = At/c {Wz —Vij <At )} "N da.
i

La détermination de cette intégrale passe par le calcul d’intersections de polyedres en 3D
ou de polygones en 2D. En pratique, nous utiliserons une évaluation simplifiée :

et n est la coordonnée associée a la direction n; ; d’origine x; ; =

0
niv' n
Vi NG~ |AZ| (W' =V ;(&)] - ni; dE.

—0ij
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En utilisant des calculs similaires au cas monodimensionnel, les fluctuations précédentes
s’expriment de la maniere suivante :

1 - 1
"pi,j Ny = fi,j + 5 (BAV)Z’] ou fi’j = § (Fj + F@' + Z |)\k|(5W)Z7]) Ny, (5.5)

et (BAV)M se déduit de (3.81) et (3.85). Remarquons que lorsque le systeme devient
conservatif (AV = 0), les flux aux interfaces s’annulent deux a deux (¥; ;-0 j+;n;i = 0)
et nous retrouvons un schéma conservatif.

En ce qui concerne les schémas équilibres, ils s’écrivent, comme dans le cas 1-D, sous

la forme :

Vi o Nij = K ¢?j ) + (san)ﬁfjv] :

ou les opérateurs numériques conservatifs et non conservatifs sont déduits des relations
(3.22) et (3.23) en utilisant les états initiaux gauche W;-n; ; et droit W; -n; ;. Notons que
dans ce cas, ¢; ; est conservatif méme lorsque AV = 0. Le schéma explicite s’écrit donc :

CLi(W?—H — Wln) + At Z - Mi; = 0.
jev(i)
Les méthodes de type Godunov en multi-D se raménent donc & une combinaison de fluc-

tuations numériques 1-D. Les solveurs de relaxation et équilibre précédemment développés
seront donc utilisés pour mener notre étude.

5.4 Formulation numérique et approximation de la tension
de surface

La force de tension de surface est modélisée suivant la méthode CSF [28]. Celle-ci
reformule les effets capillaires a 1’aide de la force volumique :

FY(x) = —ox(®)n(®),

ou o est le coefficient de tension de surface caractérisant la nature des fluides de part
et d’autre de l'interface. Nous supposons que ® est la fonction couleur (2.3) associée au
premier fluide. Cette fonction vaut 0 dans le premier fluide, 1 dans I'autre phase et varie
de maniere monotone au niveau de la surface d’interface.

En pratique, la fonction couleur ® peut étre reconstruite directement a 'aide de va-
riables décrivant les fluides et variant a 'interface (v, yx et p par exemple) :

f(ak) Yk, p)

*= [f (ks Yks )]

ot f une fonction de R? & valeur dans l'intervalle [0,1]. Par exemple, ces choix simples
peuvent étre utilisés :

ok + Yk

b=y, =0, P= .
Yk k [ + yr]
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FiG. 5.2 — Fonction couleur ®? et isosurface ®? = &g

Ces expressions de ¢ sont valables tant que les variables utilisées permettent de définir
une zone autour de l'interface dont I’épaisseur varie peu. Malheureusement, dans certaines
configurations 1’épaisseur obtenue, par exemple avec & = qy, varie en fonction de la posi-
tion sur 'interface (figure 5.2). Pour réduire cet effet indésirable, 'interface est assimilée
a une valeur ®g de la fonction ®. Nous définissons alors une fonction Hg, caractéristique

de cette surface :
1 si &> dg,

Hg(®) =

0 sinon.

La fonction couleur modifiée ® est alors obtenue par régularisation de Hg(®) :

O(x,t") :/Hs(m,t")G(m,y)dx,

ou G est un noyau régularisant. Afin de garder un formalisme général dans la suite du
document, nous supposons :
d =P(W).

Kk et m sont respectivement des approximations de la courbure et de la normale dans
la zone d’application de la tension de surface. Ils seront définis par :

Vo

k=V- | =],
IVl

n=Vo. (5.6)

Chacun de ces termes est approché a 'aide d’une constante par morceaux obtenue par
intégration sur chaque volume de controle Cj :

1 1
m:/ V- n dr et ni:/ Vodz.
a; Je; In| a; Je;
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La normale moyenne n; est évaluée en utilisant une approximation P1 du gradient de la
fonction couleur :
o 97 Ol
ni= Y Vel (5.7)

TET(3) t

Comme la courbure s’exprime a l'aide de la divergence de la normale unitaire s, son
intégrale sur chaque cellule C; se reformule, en utilisant la relation de Green, en une
intégrale sur le bord de la cellule. Ainsi la valeur x; est approchée de la maniere suivante :

1 1 1
MZ/ V- (s)dx = — §-ndn ~ — Sij - Mij»
a; Jo, i JoC;; a; —
Jjev(i)
ou s;; est une évaluation de la normale au niveau de I'interface dC;;. Nous supposons que
cette quantité suit la relation :

sij = psi + (1 — p)s;,

ol  est une fonction définie sur chaque segment et a valeur réelle comprise entre 0 et 1.
Lorsque la normale a la surface devient trop faible, la normale unitaire prend des valeurs
comportant beaucoup plus d’incertitude. Dans ce cas, si la frontiére de la zone de mélange
intercepte le segment [x;, ;] et que le point x; est & I'intérieur de cette zone, alors la
valeur de n sera entachée d’erreurs. Il est plus judicieux de choisir i tel que cette valeur
n’intervienne pas dans le calcul :

1si|n(x;)| > d et [n(x;)| <9,
p=1{ 0sifn(x)[ <detn(x;)] >4,
1

3 sinon,

ou § est un petit réel positif. Malgré tout, ’évaluation de la courbure reste mauvaise
lorsque ® est proche de 0 ou 1. De plus, compte tenu de la taille caractéristique h du
maillage, les courbures représentables sont bornées. En pratique, deux filtres sont utilisés.
Ils sont définis par :
1 si ®e€[0.1:0.9],
R(®) =

0 sinon,

Ml(x) = sign(x) min (m, i) ,

avec € petit et § = O(1) donnés. La courbure modifiée est donnée par :
- - 1
R; = Re(q)i)Mg(lﬁi) avec K; = ;Z Zsij *Mij - (5.8)
J

Deux cas particuliers doivent encore étre abordés : I'interface en contact avec une paroi et
I’approximation des effets capillaires pour un écoulement axisymétrique.
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Fia. 5.3 — Angle de mouillage

Interface en contact avec une paroi

Lorsqu’une interface entre deux fluides a 1’équilibre est en contact avec une paroi ri-
gide, la surface se courbe de maniere a présenter un angle de contact d’équilibre appelé
couramment angle de mouillage. Dans un verre, 'interface entre I'eau et ’air n’est pas
totalement plane. En effet, pres du bord du verre, l'interface se courbe vers le haut et
I’angle de contact apparait. Les valeurs de l'angle de contact sont données par des me-
sures expérimentales. Elles dépendent des propriétés des deux fluides et de la rugosité et
de la géométrie de la paroi. Afin de détailler la modélisation utilisée pour approcher le
comportement de I'interface, quelques notations sont introduites et illustrées dans la figure
5.3. Soit x,, un point appartenant a la paroi et a I'interface. En ce point, nous notons n;
la normale unitaire tangente a la paroi et normale a la ligne de contact qui joint la paroi
et 'interface. m,, est la normale unitaire au mur dirigée vers 'extérieur du domaine et 0.,
dénote I’angle de contact a ’équilibre entre I'interface et la paroi [28].

La normale unitaire a l'interface est évaluée suivant la relation 5.6. Le calcul de la
courbure est réalisé en utilisant une normale modifiée qui sera notée n. Soit n; la normale
unitaire dirigée suivant la projection de la normale a la surface n sur la paroi. La nouvelle
normale n est obtenue comme la combinaison linéaire des normales unitaires n, et n;
faisant un angle 6.4 avec n; :

N = NyyC0S(Oeq) + N sin(feq). (5.9)

L’évaluation de la courbure au bord s’effectue en utilisant la relation (5.8) avec la normale
unitaire modifiée § =n/|n|.

Dans le cas d'une interface mobile, I’angle de contact statique 6., doit étre remplacé
par un angle de contact dynamique 6,,, dépendant de la vitesse de l'interface et bien str
de la rugosité de la paroi. En pratique, ce cas ne sera pas pris en compte car il a peu
d’influence sur les résultats.
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Géométrie axisymétrique

Dans le cas d'une géométrie axisymétrique d’axe (0, e,), il est nécessaire de prendre
en compte la contribution liée a I'invariance par rotation autour de cet axe. La force de
tension de surface est évaluée a ’aide d’une courbure qui tient compte de la simplification
géométrique :

h _ h S - ex
Kagi = K + T ’
o k" est la courbure évaluée dans le plan (0, e,, e,) suivant la relation (5.8). La normale
a la surface reste inchangée puisqu’elle est évaluée a partir du gradient de la fonction
couleur.

validation numérique

A titre d’illustration, nous proposons une configuration de ’bulle’ pour laquelle la fonc-
tion couleur est obtenue a partir de la régularisation de l'interface. Pour cela, un domaine
de dimension [—2.5,2.5] x [0, 5] est discrétisé a l'aide de deux maillages structuré et non
structuré. Le domaine contient une interface en forme d’étoile dont le centre est situé en
(0,2.5 1073). La distance de I'interface au centre est R = 1.7 1073 % (1.0 + 0.2 * cos(8  0))
ou 0§ = Atan(y/x). La figure 5.4 montre pour chaque maillage la position de l'interface
(ligne rouge), la fonction couleur et son gradient. La fonction couleur est conforme a la
définition 1 et le gradient est correctement évalué.

La figure 5.5 montre le calcul d’une courbure sur deux maillages structuré et non
structuré discrétisant un domaine [—0.0025,0.0025] x [0, 0.005]. La fraction volumique est
initialisée a 'aide d’une fonction affine par morceaux, fonction de la distance au point
X. =(0,0.0025) :

1 si | X — X2 < R = 0.0006,

o )0 sIX = Xl > R = 0.0021,
|X - XC‘L2 - Rl
L Ry — Ry

L’analyse des résultats s’effectue a I'aide de coupes suivant I'axe y = 0.0025 et en les
comparant a la courbe 1/z. Les valeurs obtenues a l’aide du maillage structuré sont alignées
sur la courbe 1/x. Pour le maillage non structuré, les valeurs contiennent plus d’incertitude,
et restent tout de méme de trés bonnes approximations de la courbure.

sinon.

Formulations des modéles incluant les termes de tension de surface

Les différentes écritures des systéemes incluant les termes de tension de surface sont ici
abordées. Ces écritures présentent un intérét certain pour la mise au point de méthodes
numériques. En effet, beaucoup de schémas numériques engendrent des courants parasites
altérant la qualité de la solution (par exemple le non respect des contacts stationnaires
[85]). Cependant, des schémas numériques construits a partir d’une formulation pertinente
du systeme peuvent remédier a ce comportement. L’écriture la plus commune du systeme
est la suivante :
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Fic. 5.4 — Calcul de la fonction couleur et de la normale & l'interface pour une in-
terface en forme d’étoile dont la distance au centre (0,2.5 1073) est R = 1.7 1073 *
1.0+ 0.2 x cos(8 x 0)) ou 6 = Atan(y/x).
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=2.0 =1.0 0.0 1.0 2.0 =2.0 =-1.0 0.0 1.0 2.0
r (maillage structuré) k (maillage non structuré)
1000 T T 1000 - T T
‘totoStru.dat’' u1:3  + ‘totoStru.dat’' u 1:3  +
'totoNonStru.dat’ u 1:3 ‘totoNonStru.dat’ u 1:/3
. X
900 . N k .
800 | N N . 800 |- ", .
+ Y+ A *
700 + + B +
++ ++ " o
600 | & I R 600 |- T R
+++ +++ o “t'w
500 - E ey
400 B 400 1
300 B
200 B 200 B
100 B
Ry F— " . . " L o L L L L
-0.002 -0.001 0 0.001 0.002 0.001 0.0012 0.0014 0.0016 0.0018 0.002
k(z € [-0.0025,0.0025], y = 0.0025) r(z € [0.001,0.002], y = 0.0025)

Fia. 5.5 — Calcul de la courbure pour des maillages structuré et non structuré. La fraction
volumique vaut 1 dans le cercle de centre X, = (0,0.0025) de rayon R; = 0.0006 et & 0 &
I'extérieur du cercle de rayon Ro = 0.0021. Entre les deux cercles, la fraction volumique
est une fonction linéaire de la distance au centre du domaine.
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Oy, +u-Vag + 2z0.V-u=0,

ow+V-f=S8,

ol le terme source est donné par :

0
Vo

S= o V'(w)”
Ve

A R IR

wol ) Ve

La discrétisation de ce terme est délicate. Il comporte le produit du gradient de la fonction
couleur et de la divergence de la fonction (V¢/|V¢|). Ce terme est completement non
linéaire et non hyperbolique.

Une formulation conservative du systeme existe [85]. Elle est donnée par :

([ Oi(ag) +u-V(ag) + 20V - (u) =0,

&g(&kpk) +V- (akpku) =0,

O(pu) + V - (pu®u~|—pl—a <|V¢|]— w>> =0,

0 (B +0|Ve|) + V- ((E +p+olVe)u—o <|v¢u _ w> . u) 0.

En utilisant une technique de linéarisation adéquate pou les termes de tension de surface,
le systeme peut étre rendu hyperbolique [85]. Il est alors possible de mettre au point
un solveur de Riemann conservatif incluant les effets de tension de surface [85]. Cette
technique permet de réduire notablement les courants parasites, de préserver exactement
les contacts stationnaires, et de reproduire un grand nombre d’expériences. La suite de
cette section porte sur la technique de décomposition d’opérateurs et une résolution basée
sur le systeme de relaxation.

Splitting d’opérateur

Afin d’appliquer la technique de splitting d’opérateur, nous supposons que les phénome-
nes de propagation d’ondes acoustiques et matérielles sont découplés des effets capillaires.
La partie du systeme traitant les effets de tension de surface est donnée par :

_ v (Yo
O(pu) = —oV <| ) Vo,
= _—oV- V¢ .V
O(pe) o <|V |> u-Vo.

L’intégration de ces équations, sur lintervalle de temps [t",#"F!] et sur la cellule C;,
donne :
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A =), / (w)wd
) :“’/ttm/ (rw)“wdx'

Compte tenu de la difficulté de cette formulation, les termes présents dans les intégrales
seront évalués de maniere indépendante. La normale et la courbure sont approchées a
I’aide de fonctions constantes par morceaux dont les valeurs sur chaque cellule C; sont
notées n; et x; et détaillées (5.7, 5.8). La discrétisation des termes de tension de surface
est la suivante :

tn+1

0
SZL = —0 RiN;
R;a-Nn;

ou u est une évaluation de la vitesse au point M;. Dans le cadre d’une formulation explicite
il convient de fixer @ = u?. Un schéma numérique semi-implicite (& = (uf +u}"")/2)
permet d’assurer la positivité de I’énergie interne de mélange.

Stabilité de la discontinuité de contact

Ce paragraphe montre le comportement du schéma numérique incluant le splitting
d’opérateur lors d’une discontinuité de contact stationnaire avec une interface soumise a
la tension de surface. Pour cela, nous considérons que 'interface est située en x; /o et
que les valeurs, de part et d’autre de cette interface, sont données par :

o o
AL Pk (e} k
Pa=Wr= [y, = [ (5.10)
EL ER

ot les énergies EL et ET sont telles que le différentiel de pression est positif et respecte
la loi de Laplace :
p—pl = or(afl — af) > 0. (5.11)

Considérons I'exemple d’un schéma de relaxation pour le modele asymptotique simplifié
(2.82). Les approximations des valeurs des ondes seront notées s; et s3. La solution V? du
probleme de Riemann associé¢ a I'interface x = x;_1/9 est constituée des constantes :

* L 51 *k R 53
(apn)” = (wpr)™ o (awpn)™ = (anpk) p—
R_ L
o oslay —ay) * _ X[ R L %R L
= sy sy T —2[77 + 7l ur(pfss — plsi)],
B —ELs) — n*u* P FFss + W*u*.
u* — 81 ’ S3 — u*

En remarquant que la vitesse u* est strictement positive, la solution & la date t"*!, apres
propagation et prise en compte de la force de tension de surface, s’écrit :
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At
wrtt = wil 4 A, (S—s(W" - wh).

Celle-ci se reformule de la maniere suivante :

—zu* [af —L(bé;)QulL]
At 1 —urayp
wrtl — wik 4 2 kPl
’ * Az u* — 51 —u*s1pl + or(®F — ®F)
—u*(EY + 1) + orul (OF — o)

Les discontinuités de contact stationnaires modélisant une interface soumise a la tension
de surface et respectant la loi de Laplace ne sont pas préservées. De plus, aucun autre
équilibre ne sera jamais atteint puisque deés lors que ¢ et x sont non nuls, il n’existe pas
d’états WL et WE avec uff = vl = 0 et ®F #£ &L tels que la solution du probleme de
Riemann vérifie u* = 0. En pratique, la solution numérique oscille autour de la position
d’équilibre.

Systeme de relaxation incluant la tension de surface

Le systeme incluant les termes liés a la tension de surface (5.4) est approché a l’aide
d’un systeme hyperbolique du premier ordre. Pour cela, la courbure sera supposée lo-
calement constante. La solution exacte sera exhibée et nous montrerons que le schéma
numérique respecte exactement les discontinuités de contact soumises aux effets capil-
laires.

Pour les modeles réduits incluant les termes de tension de surface de la méthode CSF,
nous proposons le systeme de relaxation :

Br(an) + udy(ar) + a <1 — ";(bl)Q) By (u) = 0,

Or(agpr) + Oz(arpru) = 0,

Or(pu) + 0z (pu? + m) + ok (¢) = 0,
(5.12)
O(E) 4+ 0, [(E + m)u] + okudy(¢) =0,

a’ 1
Op() + udy(m) + ?am(u) =5,

( 0:(0) + uds () = 0.

Proposition 16 Le systéme (5.12) est inconditionnellement hyperbolique et toutes ses
ondes sont linéairement dégénérées. Sa solution exacte est constante par morceaux. Elle
s’écrit sous la forme (3.49) avec :
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*

( aPul + alul 7R — 7l 4 ok(R — L)
u
at +aft at + af

)

= 7_‘_L _ CLL(U* _ UL), T — 7.[.R _ CLR(UR _ ’LL*),

(5.13)

Démonstration :

Apres avoir calculé la jacobienne du systeme et en avoir explicité les vecteurs propres, il
est facile de montrer que le systéme est inconditionnellement hyperbolique et linéairement
dégénéré. Les invariants de Riemann associés a chaque onde sont les suivants :

Auta/p u:l:% TFau | wt—2a% |y |y2 |a|b?| I7

(5.14)

A U T+ 0K

Un calcul simple permet de montrer que les constantes données (5.13) constituent la
solution exacte.

Proposition 17 Le schéma numérique (3.26) induit par le systéme de relaxation (5.12)
résout de maniere exacte les discontinuités de contact soumises aux forces capillaires.

Démonstration :
Considérons une discontinuité de contact mobile sous les conditions définies par (5.10).
Les états composant la solution a l'instant " sont :

L R
" e
no_ WP — ap Pk n o _ AL Pk
i1 = W; = T ) i+l = o )
EL ER

ot EL et EX sont tels que le différentiel de pression respecte la loi de Laplace (5.11). La
solution exacte du systéeme de relaxation est, dans ce cas, donnée par :
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FIG. 5.6 — Intensités du champ de vitesse ([, [u|2(x,t)dz) en fonction du temps ¢ € [0, 1].
La courbe M1 est obtenue a 'aide de la méthode de splitting et la courbe M2 a I’aide
du schéma de relaxation. Le domaine est 0.1m x 0.1lm, discrétisé avec 40 x 40 points.
Au temps t = 0s, le centre de la bulle est (0.5,0.5) et son rayon est 0.03m, a U'intérieur
p = 100kg.m™3, p = 10300Pa et & l'extérieur p = 1000kg.m =3, p = 10000Pa. Dans tout
le domaine u = Om.s~! ¢ = 0.09uSI, g = Om.s~2.

u = u,

Tt = ﬂ_L’ T = 7TR,
ap =y, o =af,
Ph=Pks PR = PR

Le schéma numérique préserve donc exactement les discontinuités de contact.

Les méthodes basées sur une décomposition d’opérateurs et sur le solveur de relaxation
sont utilisées pour simuler une bulle au repos soumise au effet de tension de surface. Le but
est de mettre en évidence 'apparition des courants parasites. Le domaine de dimension
[0,0.1] x [0,0.1] est discrétisé avec 40 x 40 points. Une bulle contenant un fluide & la densité
p = 100kg.m ™3 et & la pression p = 10300 Pa est centrée en (0.5,0.5). Son rayon est 0.03m.
Cette bulle est plongée dans un deuxieme fluide de densité p = 1000kg.m =3 et de pression
p = 10000Pa. Le coefficient de tension de surface est fixé & ¢ = 0.09uSI. La gravité est
supposée nulle g = Om.s~2. La bulle décrite est dans une position d’équilibre et vérifie la
loi de Laplace. Nous reproduisons cette expérience avec la méthode de splitting et avec la
méthode de relaxation pendant une durée de 1s. Les courbes 5.6 montrent 1’évolution de
I'intensité champ de vitesse dans le domaine. La méthode basée sur le solveur de relaxation
(M2) génére beaucoup moins de courants parasites que la méthode de splitting (M1).
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5.5 Approximation en formulation axisymétrique

Plusieurs stratégies existent pour la prise en compte des termes axisymétriques. Nous
présentons les deux méthodes les plus courantes. Ces méthodes sont utilisées pour la
résolution du modele (5.2).

La premiere méthode traite les points hors de ’axe de symétrie (O, e, ) indépendamment
de ceux situés sur cette axe. Pour les points de coordonnés (z,y) tels que x # 0, le terme
source suivant est ajouté :

z2Bpul - ey
(Fawi)(xi,t") = F;iT.iex
T

Pour les points y = 0, la regle de 'Hopital est utilisée. La contribution prend donc la

0 (20,1l - ez) )

(Fazi)(xi(y = 0),t") = (?Lx e )
o e

ou les dérivés sont calculés a l'aide des relations de gradient (5.15). Afin d’améliorer
le calcul au niveau de 'axe, des mailles fictives peuvent étre ajoutées. Celles-ci n’ont pas
besoin d’étre définies explicitement dans le code de calcul. L’inconvénient de cette méthode
est qu’elle suppose que le flux est dérivable au niveau de 'axe de symétrie.

forme :

La seconde méthode prend en compte le terme source de la maniere suivante :

20kuy - ex
(Fazi)(xi(y = 0),1") = Fgﬁf e, )
,

ou r est la distance a I’axe du centre gravité G; de la cellule C;. Ainsi, r n’est jamais nul
(voir figure 5.7). En raison de la simplicité de sa mise en oeuvre, cette méthode est utilisée
dans le logiciel Fluidbox.

5.6 Extension MUSCL

Soit W = (W;);=1..ns une solution constante par morceaux définie sur le maillage
(7). L’extension a lordre 2 en espace repose sur une reconstruction affine par morceaux.
Celle-ci peut étre globale avec un gradient moyen évalué sur C; ou locale avec un gradient
local sur la sous-cellule Cj ;. Le gradient global est défini par :

(5.15)

= Y
2 il

T E7(1)

ou VW] est le gradient P1 de W sur I’élément 7 et 7(i) est 'ensemble des éléments
voisins de ¢.
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F1G. 5.7 — Centre de gravité de la cellule C; et distance r a I’axe de symétrie

1 T av

P

FiG. 5.8 — triangles amont et aval au segment [x;,X;]
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Les gradients locaux sont définis par :
VWi,j = QVWi,j + (1 — H)VW‘TM,

ou 7; ; et 7j; sont les triangles amont et aval (figure 5.8) du segment [x;, X;] et le gradient
VW, ; est donné par :
W, -W;

x; — xi

VWiJ = (Xj - XZ').

Ces gradients permettent de définir les états W; ; et W, ;, au voisinage de I'interface, de
la maniere suivante :

-1
Wij = Wi+ VWi 5 (x; —x),

Wii=W; - VW,

ol VVVM et VVNVM sont les gradients limités. Dans le cas de gradient globaux, ils sont
obtenus a l’aide de la relation :

VVVM = Limiteur ((VW)Z . ’I’h‘j, (VW)J . ’l’]z'j)) s

(5.16)
VWji = Limiteur ((VW)Z *Nji, (VW)J : ’l‘]ji)) s
et dans le cas de gradients locaux :
VW, ; = Limiteur (VW)i 055, VW, -nij)
(5.17)

VW]'Z‘ = Limiteur ((VW)Z "N VW’TM : ’I’)j,i) y

ou la fonction Limiteur est définie dans I'annexe C.

Deux méthodes de reconstruction a I'ordre 2 en espace de la solution ont été présentées.
La premiere, basée sur un gradient global n’accroit que modérément la précision en raison
de 'opérateur de moyenne. La seconde remédie a ce probleme en privilégiant la direction
de la normale n;; par le biais du choix des triangles amont et aval.

Nous présentons maintenant I’extension des méthodes volumes finis a ’ordre deux en
espace. Pour cela, considérons une cellule de calcul C; centrée au point de coordonnées x;.
Dans un souci de clarté, la géométrie de cette cellule est simplifiée (voir figure 5.9). Les
cellules élémentaires C; ; seront approchées par des triangles d’aires a;; et de maniére a
ce que les interfaces 0C;; soient planes et aient pour longueurs |7; ;| et pour normales 7; ;.
Ces simplifications n’altérent en aucun cas les méthodes employées et les résultats qui en
découlent.

La cellule C; est décomposée en sous-cellule (voir figure 5.10). Le point de coordonnés
x; sera noté M; et les sommets de la cellule M; ; ou j € v(i). m; j dénotera le point sur le
segment [M;, M; ;] équidistant de M; et M; ;. La cellule intérieure C; sera définie comme
le polygone ayant pour sommets m; ; avec j € v(i). Les cellules périphériques C;; seront
les quadrilateres de sommets m; j, M;j, M;, mix ou k, | € v(i) sont tels que M;, M;,
My, soient dans le sens trigonométriques. Par construction, les cellules qui viennent d’étre
définies sont disjointes deux a deux :

vjewli), Ci(\Crj=0 ct Vikeuv(i), j£k Cr()Cr=0.
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iz

F1G. 5.9 — Cellule cell-vertex simplifiée

F1G. 5.10 — Division de la cellule cell-vertex C;
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et leur union recouvre exactement la cellule C; :

c=crlJl U ¢

jev(i)

*
Pour chaque sous-cellule C; +j» ous noterons respectivement n? ot 771 0T g T nZ J les normales
extérieures aux frontieres [my j, M;;|, [mig, M; |, [M;j, M), [mij, mig]. Les relations
suivantes seront donc vérifiées :

e
771,,] 77, k> 7717] = ni,j7

)
et 07 (= —n; ]) est associée a la normale au segment [m; j, m; ;] dirigée vers 'extérieur de
la cellule C.
Les précisions géométriques considérées s’accompagneront de la définition de la solution
approchée V"2, constante par morceaux :

N,
V@, ") = Wik + Y Wiiker, |
=1 jev(i)

ol Xc¢ est la fonction caractéristique de la cellule C. Les états W', sont définis par la
reconstruction linéaire (5.16) ou (5.17) et I'état W7, est tel que I’état moyen sur la cellule
C; soit préservé :

Ci| W = [CF WL+ > |CF W
Jev(i)
La solution approchée est évaluée & Iinstant ¢t = t"T! en déterminant les états WZ;H

n+1 .
et Wij :

CHIWE = |CF WL — A Y ) -m 5,
jev(i)

1 . .
Cr Wi = (O3 Wy — At (gm0, -l + i iy + w0 md ) i € w(i).
L’état W?H est obtenu en sommant ces relations. Son expression est simplifiée en utilisant

la relation (5.5). Les contributions des parties conservatives s’annulent deux a deux sur
les frontiéres intérieures a la cellule C;. Il vient :

At
|Cil

W = W= = ST my + Il (BAV)] + iyl (BAV).|. (5.8)

jev(i)

ot (BAV)d (BAV)* doivent théoriquement étre obtenus en considérant les problemes

de Riemann aux interfaces 9C7 ; et acdj avec les données initiales (W ;, W, i) et (W;, W7 ).
Cependant, dans le cadre de la technique MUSCL, les problemes de Riemann internes Y
la cellule C; ne doivent pas étre résolus. De ce fait, les contributions non conservatives
seront approchées de la maniere suivante :
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uy - n;‘,j 0 z(Bk)?! O
o 0 0 0 (k)7 (ar)f
N 0 0 0 0 (wpr)i; | | (cwpr)i
(BAV), ; ~ (BIAV);; = 0o 0 0 0 uy; uy, -n;;
o 0 0 0 Py Dix
0 0 0 0
u?'ng]’ 0 Z(ﬁk)? 0
0 0 0 0 (), GO
N 0 0 0 0 (awpr)i | | (ewmn)iy
(BAV)M ~ (BIAV);,; = 0 0 0 0 u;y - ng; u; -nfi,j
0 0 0 0 . Py
0 0 0 0

ou l'indice k est tel que les points M;, M; et M) soient dans le sens trigonométrique.
A Taide de cette simplification, le bilan des opérateurs non conservatifs présents dans la
relation (5.18) devient :

S [|17f]|(BAV) -+ It | (BAY); }

jev(i)
S7 sl BRI BV + kgl (BIVE). + It (BV)Y]
jev(i) jev(i)
(5.19)
ou nous avons introduit les notations :
u? -ny, 0 2(B); 0
0 0 0 0 (ar);
LA A
1, l,m
0 0 0 0 ij
0 0 0 0

En utilisant deux relations de divergence, nous obtenons :

S Inigl (BIVE);, =0,
jev(z)
d d ; ¢ g g
il (Brv )+l (Bviy), o+ sl (Brvig), = gl (B1V)

De ce fait, la relation (5.19) s’écrit sous la forme suivante :

> [Inl BAV)S, + Inil BAV), | ~ 3 il (

jev(i) jev(i)

BTLTL
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L’état W?H, moyennant cette approximation, s’exprime de la maniere suivante :

At
25 o),

jev(i)

Wit = wp

En pratique, nous utiliserons la relation :

At
Wit =wr - == 3 Im,ﬂ< (Wi + (B’n%)iﬁ/

’ Z|]EV() —00

0

(VE(E) — W) -mi, d&) .

(5.20)
ou Vi est la solution du probleme de Riemann pour les conditions initiales W}, et W,
L’approx1mat10n qui a été faite sur les contributions non conservatives n affecte pas la
partie dissipative des schémas numériques. Leur stabilité est donc préservée.

5.7 Schémas implicites

Dans cette section, nous proposons une formulation implicite pour les schémas numé-
riques précédemment développés. Dans un premier temps, nous rappelons 1’écriture des
schémas explicites :

At 1
1
VIt =i - =2 N g avee ¢ =—— [ (W] =V;(n)dn (5.21)
Qi . At Cs
jev(i) *
Ces schémas numériques possedent une limitation CFL, due a ’expression des fluctuations
¢ij. Ces dernieres sont des fonctions explicites des états W' et W et donc ne peuvent
approcher les échanges au niveau des interfaces entre les cellules de calcul que sur des
temps courts. Afin de palier & cette limitation, nous considérons alors un schéma numérique
s’écrivant formellement :

n+l _ xm n+1
VIt =V — E ¢ (5.22)
Z
jev(i)
ou les fluctuations ¢;‘<+ 1 sont désormais des fonctions des inconnues W?H et W;LH. En
raison des expressions complexes intervenant dans les expressions, nous considérons la

linéarisation suivante :

n n ¢ " n n O " n n
Pyt = Z-j+<8wf) (WiH_W%’H(aWj-) (Wit —wW7) (5.23)
i J

L’utilisation de cette linéarisation permet d’obtenir la formulation implicite tres utilisée :

Id+ > <8¢’”> (W — Wi+ ) (g&j)n(wyﬂ Wi =- > ¢
J

jev(i) jev(i) jev(i)

(5.24)
0

OW;
¢;; sont reformulées de la maniere suivante :

n
L’évaluation des matrices ( > est maintenant abordée. Pour cela, les fluctuations

¢’L] =

F(W;) +F(W;) +B;;(V; = Vi) + i )\k|(5w)k] (5.25)
k=1

l\D\H
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En dérivant par rapport a ’état W, il vient :

dpy; OF(W,) - OV, 0By
oW, OW, iow, T aw, Vi~ Vi) +Z\A|

(5.26)

La dérivation des parties convectives et dissipatives est effectuée indépendamment. Remar-
quons que seules les termes non linéaires, nécessaires a la stabilité du schéma, ne seront
pas dérivés du fait de leurs singularités. Les matrices issues de cette linéarisation sont non
symétriques a pattern symétrique.

Le systéeme linéaire issu de la formulation implicite (5.24) est résolu soit, a 'aide de
méthodes itératives classiques : Jacobi, Gauss Seidel, Gmres, soit a l'aide d’un solveur
direct basé sur une factorisation LU [57].

5.8 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons abordé 'approximation d’écoulements multidimen-
sionnels. Apres avoir défini une décomposition en volumes finis du domaine, les schémas
numériques usuels reposant sur une décomposition de flux ont été adaptés aux cas de
systemes non conservatifs. La discrétisation des opérateurs mathématiques, issus de la
modélisation CSF des effets capillaires, a ensuite été étudiée. Pour cela, nous avons mis
au point une stratégie permettant la construction de fonctions couleur et assurant une
bonne évaluation de la courbure et de la normale a la surface d’interface. En utilisant le
formalisme du solveur de relaxation, ces opérateurs ont ensuite été pris en compte sans
étre découplés des opérateurs de propagation des systemes. Cette technique permet une
résolution exacte des interfaces soumises aux effets capillaires et une réduction importante
des courants parasites [62]. La précision des schémas numériques a été améliorée en adap-
tant une technique de type MUSCL [71] & nos systemes non conservatifs. Nous avons enfin
proposé une formulation implicite basée sur une linéarisation.
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Chapitre 6

Résultats numériques
multidimensionnels et calcul
parallele

Dans ce chapitre, nous proposons la réalisation d’expériences multidimensionnelles.
Apres avoir introduit les techniques de calcul parallele par passage de message, nous
réaliserons, en utilisant les caractéristiques données dans [53], la remontée d’une bulle
d’air dans ’eau. Plusieurs maillages seront utilisés et les résultats associés permettront
de caractériser la résolution nécessaire pour l’obtention de simulations numériques de
bonne qualité. Nous aborderons ensuite deux problemes pour lesquels les effets acoustiques
sont dominants : les expériences d’interaction choc bulle expérimentalement réalisées par
Haas et Sturtevant [54]. Les résultats, obtenus a l'aide d’'un calcul utilisant 11.5 mil-
lions d’inconnues et réparti sur 64 processeurs, seront en bon accord avec les données
expérimentales. Dans le contexte de régimes faible Mach, nous considérerons ’expérience
proposée par Périgaud et Saurel dans [85]. Une goutte d’eau initialement accrochée sur
la paroi supérieure du domaine, se rompt et chute sous 'effet de la gravité. Le comporte-
ment de la goutte est conditionné par le rapport entre les effets de tension de surface et
les effets de gravité. En utilisant les techniques de préconditionnement pour les régimes
faible Mach et les techniques d’implicitation, nous montrerons que cette expérience peut
étre reproduite tout en préservant les tailles caractéristiques de ’expérience. La derniere
simulation numérique porte sur une remontée de bulle en dimension trois. Elle montre les
possibilités de résolution dans le contexte industriel.

6.1 Calcul Parallele

La réalisation d’expériences numériques en dimension 2 ou 3 demande une résolution
fine de ’écoulement. La qualité des résultats peut étre améliorée en soit en proposant des
modeles et des schémas numériques plus précis et moins couteux, soit en augmentant le
nombre d’inconnues servant a la résolution du probléme. Nous considérons ici le dernier
point. Des maillages comportant un grand nombre d’éléments sont donc utilisés. Dans ce
cas, des problemes de performance des codes surviennent : la gestion de la mémoire est
plus délicate et peut entrainer une baisse trés importante de la performance du logiciel
(si la mémoire swap n’est pas suffisante), les calculs devant étre réalisés sont trés impor-

135
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FiG. 6.1 — Illustration d’une décomposition de domaine en 2 sous-domaines (jaune et
bleu). Les traits pointillés indiquent les zones d’overlap. Les fleches rouges montrent les
informations échangées entre les processeurs

tants et le critere CFL lié a la taille des éléments est plus contraignant. L’efficacité des
méthodes numériques peut étre amélioré a I'aide de technique de calcul parallele par mes-
sage passing MPIL. Celle-ci repose sur le partitionnement de domaine : une décomposition
du graphe du maillage initial en graphes secondaires équilibrés les uns par rapport aux
autres est réalisée. Des sous-domaines sont alors reconstruits a partir de la décomposition
de graphe. Les calculs sont alors repartis sur plusieurs processeurs suivant la décomposition
de domaine considérée. Ces calculs nécessitent des échanges d’informations entre les pro-
cesseurs. Pour cela, les sous-domaines présentent des zones d’overlap. Les informations
relatives a ces zones seront échangées, assurant ainsi la transmission des données entre
les sous-domaines. Remarquons que les algorithmes de décomposition de domaine tentent
également de minimiser les échanges d’informations entre les processeurs, donc la taille des
zones d’overlap. L’efficacité du code est ainsi améliorée. La figure 6.1 illustre la technique
de décomposition de domaine.

6.2 Validation : convergence en maillage

Considérons un domaine [—0.8 m, 0.8 m] x [0 m,2 m] contenant une bulle d’air (p =
1kgm™3, u=0m.s"!, p=10° Pa,y= 14, p>® =0 Pa) de centre . = 0 m, y. = 0.3 m
et de rayon R = 0.2 m. Le reste du domaine est occupé par de I'eau (p = 1000 kg.m 3,
u=0m.s"t p=10° Pa, v = 4.4, p®° = 6108 Pa). L’ensemble des fluides est supposé
au repos & l'instant initial. La gravité est fixée & g = 9.81 m.s~2. Les forces de tension de
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surface et de viscosités ne sont pas considérées ici.

En raison de la symétrie de cette expérience, les calculs seront effectués sur le demi-
domaine [0 m,0.8 m] x [0 m,2 m]. A l'occasion de la visualisation, les résultats seront
symétrisés. Nous effectuons cette expérience sur les maillages contenant 41 x 101, 81 x 201,
121 x 301, 131 x 401, 201 x 501 et 401 x 1001 points.

Dans le cas d’une géométrie 2-D plan (figure 6.2), la bulle remonte sous 'effet d’une
surpression a sa base. Comme cette surpression agit dans les parties de la bulle ayant une
forte section, le centre de la bulle remonte plus vite que ces extrémités formant ainsi deux
filets de fluide. Une fois que la bulle a acquis une certaine vitesse, les filets sont happés vers
I'intérieur du domaine, tournent sur eux méme et se rompent formant ainsi deux petites
bulles.

Pour la géométrie axisymétrique (figure 6.3), la bulle remonte sous les mémes effets
que précédemment. Cependant, dans ce contexte, la surpression est si forte que la bulle
prend la forme d’un tore.

Ces deux expériences montrent que pour un calcul d’ordre un, il est nécessaire de
considérer un maillage comportant au moins 121 x 301 afin d’obtenir une résolution cor-
recte. Cette analyse nous permet de déterminer les maillages nécessaires a la reproduction
d’expériences.

6.3 Interaction choc bulle

Nous proposons deux simulations numériques d’interaction choc bulle pour lesquelles
les expériences ont préalablement été menées par Hass et Sturtevant [54] et ensuite repro-
duites numériquement par [88].

Le domaine de I'expérience est un rectangle de dimension L, = 0.3 m et Ly, = 0.1 m. Il
comporte en (0.05,0.05) une bulle 2D en équilibre, de rayon est égal & 0.035 m. Le reste du
domaine contient un gaz parfait au repos (p, = 1.0 kg.m =3, v, = 0 m.s~ !, v, = 0 m.s™1,
pr = 1.0 Pa, v = 1.4). Un choc, se déplagant de la gauche vers la droite du domaine, est
situé, a l'instant initial en x = 0 m. Il est caractérisé par le nombre de Mach Mg = 1.22
(Pshock = 3.4 kg.m™3, Ushoek = 2.14 m.s7, Ughoer = 0 m.5"L, Pshock = 7.48 Pa. Deux
simulations sont considérées. Dans la premiere simulation (figure 6.6), la bulle contient
de I'hélium (y = 1.6) avec la densité initiale pg. = 0.138 kg.m 3. Dans la deuxieme
expérience (figure 6.7), la bulle contient le réfrigérant R22 (voir [54]) ayant pour densité
initiale pgos = 3.154 kg.m 3.

L’expérience est reproduite a l'aide d’un schéma numérique d’ordre un, explicite et
non préconditionné pour le faible Mach. Il est basé sur le solveur de relaxation associé au
modele asymptotique [66]. Le domaine est discrétisé avec 2401 x 801 points. Le probleme
comporte donc environ 11.5 millions d’inconnues. Le maillage a été partitionné a ’aide du
logiciel MeTis en 64 sous-domaines (voir figure 6.4). Ces expériences ont étés réalisées sur
la machine decrypthon (cluster power 5 sous AIX) en un temps d’environ ¢t = 9.70 103 s.

Dans les deux cas, les résultats numériques s’accordent avec les résultats expérimentaux
réalisés par Haas et Sturtevant [54]. La figure 6.5 montre une comparaison des résultats
numériques obtenus avec des expériences physiques ayant des caractéristiques physiques si-
milaires. On remarque un comportement tres similaire pour les bulles d’hélium. Rappelons
que comme la bulle d’hélium est plus légere, elle agit comme un milieu convergent pour les
ondes acoustiques. Pour le réfrigérant R22, comme la bulle est plus lourde, elle est un mi-



138 CHAPITRE 6. RESULTATS NUMERIQUES MULTIDIMENSIONNELS

DB: folo-000-004 DB: folo-000-008:
1.5 1.5
Y-Axisl.0 Y-Axisl.0
0.5 0.5
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os os
#5is 5itis

201 x 501 401 x 1001

Fi1a. 6.2 — Montée de bulle a ¢ = 0.4s pour une géométrie 2D plan dans un domaine
[0,0.8] x [0,2] discrétisé avec 41 x 101, 81 x 201, 121 x 301, 131 x 401, 201 x 501 et
401 x 1001. A linstant ¢ = 0 la bulle est en x. = (0,0.3) et a un rayon R = 0.2 m. Elle
contient de l'air p = 1 kg.m™3, v = 1.4 P> = 0, le reste du domaine contient de 1’eau
p = 1000 kg.m™3, v = 4.4 P> = 610%. Dans tout le domaine u = 0 m.s~!, p = 10° Pa
g =9.81.
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Fic. 6.3 — Montée de bulle a t = 0.4s pour une géométrie 2D axisymétrique dans un
domaine [0, 0.8] x [0, 2] discrétisé avec 41 x 101, 81 x 201, 121 x 301, 131 x 401, 201 x 501
et 401 x 1001. A T'instant ¢t = 0 la bulle est en x, = (0,0.3) et a un rayon R = 0.2m. Elle
contient de l'air p = 1 kg.m™3, v = 1.4 P> = 0, le reste du domaine contient de 1’eau
p = 1000 kg.m ™3, v = 4.4 P> = 610%. Dans tout le domaine u = 0 m.s~!, p = 10°> Pa

g =9.81.
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F1G. 6.4 — Décomposition du domaine de I'interaction choc bulle en 64 sous-domaines

lieu divergent. La simulation numérique est comparée a une expérience utilisant une bulle
de Krypton (milieu divergent). Bien que ces deux expériences aient des caractéristiques
physiques assez éloignées, les bulles présentent des comportements similaires. En particu-
lier, elles prennent une forme de croissant de lune. L’ensemble des résultats numériques
est présenté dans les figures 6.6 et 6.7.

6.4 Chute d’une bulle en 2D

Cette expérience reprend sensiblement les mémes caractéristiques physiques données
par [85]. Afin de réduire les temps nécessaires pour la simulation, Périgaud et Saurel
ont effectué un adimentionnement et ont considéré une expérience dont les parametres
physiques sont différents mais qui permettent de préserver les caractéristiques physiques
de I’écoulement. Le but est de s’affranchir des critere CFL tres contraignant et par la méme
occasion de rendre 1’échelle de temps caractéristique des ondes matérielles du méme ordre
que I’échelle de temps caractéristique de 1’évolution de ondes acoustiques. En pratique, les
tailles des bulles sont ramenées a l'ordre de grandeur du metre et les valeurs de gravité et
de tension de surface sont recalculées suivant un adimentionnement.

Dans notre contexte, les techniques de préconditionnement pour les régimes faible
Mach et les techniques d’implicitation vont permettre de traiter cette expérience avec ses
caractéristiques physiques propres. Nous supposons que cette expérience est invariante
par rotation et réalisons cette expérience en dimension deux avec la prise en compte de
la géométrie axisymétrique. Nous considérons donc un domaine [0,0.025m] x [0,0.1m]
discrétisé a ’aide de 101 x 401 points. Une goutte d’eau est initialement positionnée au
niveau de la paroi supérieure du domaine. Elle a une forme de demi-sphere de rayon 0.006m
et son centre est positionnée en (0.0,0.1). La partie inférieure du domaine contient une
couche d’eau de hauteur 0.01m. La gravité est fixée & ¢ = —10 m.s~2 et la tension de
surface & ¢ = 73 1073 N.m~!. Le reste du domaine contient de l'air (p = 1 kg.m™3,
v =14, u=0ms"!, p® = 0Pa, p = 10° Pa). L’angle de contact de mouillage entre
I’eau et 'air est 25. La viscosité pour I'eau est fixée a et a pour ’air

Cette expérience est reproduite en utilisant le modele réduit avec le schéma de re-
laxation sous sa formulation implicite et préconditionnée pour les régimes faible Mach. Le
calcul est réalisé a l'ordre 2 en espace. Le calcul prend en compte les effets de gravité,
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Fic. 6.5 — Comparaison des résultats numériques d’interactions choc bulle avec des
expériences physiques présentant des caractéristiques physiques similaires. Les expériences
physiques ont été réalisées au laboratoire IUSTI et sont présentées sur internet
(http ://iusti.polytech.univ-mrs.fr/ smash/media/tac/).
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FiGc. 6.6 — Fraction volumique pour une interaction choc bulle. Elle est située en
(0.05,0.05), a un rayon de 0.035 m et contient de I’hélium ppr. = 0.138 kg.m ™3, v = 1.6.
Le milieu 'entourant est un gaz parfait p, = 1.0 kg.m ™3, p, = 1.0 Pa, v = 1.4. Un choc
de Mach Mg = 1.22 est positionné en x = 0 m a t = 0 s traverse le domaine.
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Fic. 6.7 — Fraction volumique pour une interaction choc bulle. Elle est située en
(0.05,0.05), a un rayon de 0.035 m et contient le réfrigérant R22 pros = 3.154 kg.m ™3,
v = 1.25. Le milieu I'entourant est un gaz parfait p, = 1.0 kg.m ™3, p, = 1.0 Pa, v = 1.4.
Un choc de Mach Mg = 1.22 qui est positionné en z =0 m a t = 0 s traverse le domaine.
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FiG. 6.8 — Comparaison d’une simulation numérique de chute d’une goutte d’eau avec une
expérience physique ayant des caractéristiques similaires.

de tension de tension de surface et de viscosité et les simplifications liées a la géométrie
axisymétrique. La figure 6.9 montre les résultats obtenus.

Comme les forces de gravité sont supérieures aux forces de tension de surface, la bulle
se détache de la paroi supérieure et forme un jet de liquide. La quantité de liquide qui
tombe dépend de la valeur de la tension de surface. Plus la tension de surface sera grande,
plus la quantité de liquide restant accrochée a la partie supérieure sera importante et
plus le jet de liquide aura une forme proche d’une sphere. Le jet de liquide se scinde en
4 petites bulles qui impactent la surface du liquide contenu a la base du domaine. Nous
observons ensuite la propagation d’ondes de surface qui viennent se réfléchir sur les parois
du domaine et, ensuite, se rejoindre au niveau de ’axe central du domaine formant ainsi
un jet vertical. La figure 6.8 permet de comparer les résultats obtenus avec des photos de
chute de goutte dont les caractéristiques physiques sont du méme ordre de grandeur. Les
résultats obtenus respectent bien la physique de I’écoulement.

6.5 Montée d’une bulle en dimension trois

Les développements effectués permettent de traiter les écoulements tridimensionnels.
A titre d’illustration, nous réalisons une expérience de remontée de bulle. Cette expérience
reprend les caractéristiques données (6.2). Nous les rappelons.
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Fia. 6.9 — Chute d’une goutte d’eau.
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F1G. 6.10 — Montée de bulle en dimension trois

Le domaine est un pavé droit [0 m, 1.6 m] x [0 m, 1.6 m] x [0 m, 2 m] contenant une
bulle d’air (p = 1 kg.m™3, u = 0 m.s™!, p = 10° Pa , v = 1.4, p> = 0 Pa) de centre
e = 0 m, yo. = 0.3 m et de rayon R = 0.2 m. Le reste du domaine est occupé par de
l'eau (p = 1000 kg.m ™3, u = 0 m.s™1, p = 10° Pa, v = 4.4, p™ = 610° Pa). L’ensemble
des fluides est supposé au repos a 'instant initial. La gravité est fixée & g = 9.81 m.s~2.
Le coefficient de tension de surface est o = 0.0073N.m ™2 et la viscosité dynamique est de
1.85 1075 Pa.s pour lair et de 1.0 1072 Pa.s pour I'eau.

Cette expérience est reproduite a I'aide d’un schéma numérique pour le modele asymp-
totique (2.82), basé sur le schéma de relaxation (3.44). Le domaine est discrétisé a l'aide
de 25 x 25 x 50 points.

La figure 6.10 est en bon accord avec les résultats montrés lors de la convergence en
maillage. Cependant, a ’heure actuelle, les possibilités de résolution en dimension reste
encore limitées. La reproduction d’expérience est possible mais cotteuse.
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6.6 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons proposé certaines expériences numériques. Elles
illustrent les régimes et contextes physiques variés pouvant étre traitées : faiblement ou
fortement compressibles, acoustique ou incompressible, avec ou sans effets capillaires. En
particulier, 'utilisation des techniques de calcul parallele par décomposition de domaine
a permis de réaliser des expériences avec une grande précision (11.5 millions d’inconnues
et 64 processeurs). A l'aide des techniques de préconditionnement et d’implicitation, nous
avons reproduit la chute d’'une goutte d’eau sans modifier les tailles caractéristiques de
I’expérience. Notre étude montre que, compte tenu de I’évolution des moyens informatiques
au cours de ces dernieres années, les méthodes d’interfaces diffuses peuvent a présent étre
envisagées pour la résolution de problemes industriels complexes.
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Conclusion et perspectives

Le travail réalisé traite de la simulation numérique d’écoulements multiphasiques pour
des fluides compressibles, non miscibles séparés par des interfaces et soumis aux effets
capillaires. Les fluides considérés peuvent présenter des comportements thermodynamiques
tres différents : fortement ou faiblement compressibles. Cette thése apporte un certain
nombre d’éléments nouveaux sur le développement de méthodes pouvant traiter ce type
d’écoulement.

Nous avons considéré des méthodes d’interfaces diffuses, et plus particulierement celles
basées sur le modele mathématique de Baer Nunziato [12]. Ce dernier a été enrichi en vue
de traiter des écoulements multifluides avec effets capillaires. Notre travail s’est appuyé
sur une formulation volumique de la tension de surface (CSF [28]). Dans ce contexte, de
nouvelles relations de fermeture ont été développées pour les variables interfaciales. Elles
permettent de caractériser mathématiquement la surface d’interface séparant les fluides au
moyen d’une discontinuité de contact au travers de laquelle la loi de Laplace est vérifiée.
Ce modele, trop cotiteux, a fait I'objet d’une dérivation. Le modele asymptotique obtenu
[66, 75] comporte cing équations en une dimension d’espace. Il est inconditionnellement
hyperbolique et entropique.

Les méthodes numériques considérées dans la these sont de type volumes finis, définis
a ’aide de maillages non structurés. Le développement de schémas numériques peut alors
se ramener a la résolution approchée de probleme de Riemann monodimensionnel. La dif-
ficulté majeure, dans notre contexte, est liée aux termes non conservatifs présents dans les
systemes et dont la définition est ambigué [41]. En s’appuyant sur les travaux [1, 75, 10],
nous avons tout d’abord proposé une généralisation des solveurs équilibre pour tout sol-
veur de type Godunov. Le principe est de construire un schéma numérique pour lequel
les opérateurs discrets conservatif et non conservatifs sont isolés et préservent certaines
propriétés d’équilibre de 1’écoulement.

Nous avons ensuite considéré des solveurs de relaxation. Ils permettent de traiter directe-
ment les systemes non conservatifs en fournissant une régularisation implicite des termes
non conservatifs. Ces solveurs nécessitent la définition d’un systéeme du premier ordre avec
perturbation singuliere dont la solution approche, dans un certain sens, la solution du
systeme initial. Nous avons également montré la stabilité des solveurs de relaxation en
exhibant des conditions sous caractéristique de Whitham.

Les solveurs équilibre et de relaxation ont finalement été comparés a 1’aide de ’écriture
proposée par Gallice dans [43]. Celle-ci permet une généralisation de ces solveurs pour
d’autres systéemes non conservatifs ol, par exemple, la construction d’un systeme de re-
laxation linéairement dégénéré est a priori impossible. Les schémas développés ont été
validés a l'aide d’expériences numériques inspirées des travaux de Papin [82] et Hu et
Khoo [60].

149
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Le comportement des systemes multifluides a ensuite été étudié dans les régimes incom-
pressibles. En tenant compte de la faible valeur du nombre de Mach, nous avons montré
I'importance de caractériser indépendamment les phénomenes liés aux ondes matérielles
et acoustiques a l'aide de filtre. A cet effet, nous avons développé un solveur de relaxa-
tion justifiant les techniques de préconditionnement de Turkel. Le formalisme développé
est plus général et ouvre une voie dans la construction de schémas numériques pour des
systemes d’équations ou la technique proposée par Turkel n’est pas directement applicable.

Les effets capillaires ont été modélisés a I’aide de la méthode CSF. Celle-ci reformule les
effets de tension de surface a l’aide d’une force volumique en utilisant une régularisation de
la fonction Dirac de I'interface. Nous avons développé des schémas numériques incluant les
effets capillaires et éliminant les problémes liés aux courants parasites [62]. Notre approche
est basée sur un solveur de relaxation résolvant l’ensemble des opérateurs différentiels
présents dans les modeles. Des preuves mathématiques et expérimentales ont montré que
notre solveur résout exactement les discontinuités de contact soumises a la tension de
surface.

Une formulation implicite des schémas numériques associés aux solveurs de relaxa-
tion a été proposée. Elle est basée sur la linéarisation d’une écriture sous forme intégrale
de schéma pour laquelle les contributions convectives et dissipatives sont isolées. Cette
méthode présente 'avantage de permettre une plus forte prise en compte de la non linéarité
des problemes puisque seules les singularités présentes dans les termes dissipatifs ne seront
pas dérivées.

Quelques simulations numériques ont été menées. Elles ont utilisées, pour la plu-
part, une approche parallele basée sur I’échange de messages et la décomposition. Citons
I'exemple de deux expériences d’interaction choc bulle de Haas et Sturtevant [54] qui ont
été réalisées avec une résolution tres fine (12 millions d’inconnues) et a l’aide de 64 pro-
cesseurs. La chute d’une goutte d’eau a également été considérée. Le comportement de
cette expérience est grandement déterminé par le rapport entre les effets de la tension
de surface et de la gravité. L’utilisation des techniques de préconditionnement pour les
régimes faible Mach a permis de reproduire cette expérience avec une grande précision
et sans en modifier les caractéristiques physiques. Ces expériences numériques montrent
que, compte tenu de la puissance des moyens de calculs actuels, les méthodes d’interface
diffuse peuvent étre utilisées dans un contexte industriel.

A Tissue de ce travail, certaines perspectives peuvent étre envisagées. Elles sont de
natures physique, mathématique et informatique et de difficultés tres diverses.

— Le logiciel, dans sa version actuelle, peut étre utilisé pour résoudre un grand nombre
d’expériences, méme & caractére industriel. A ce jour, seules quelques expériences
ont été reproduites : interaction choc bulle, chute d’une goutte, montée de bulle.
Certaines [39] demandent un grand investissement en temps pour étre réalisées. Des
travaux futurs pourraient étre dédiés a ce sujet.

— Les techniques développées a ’heure actuelle peuvent étre facilement adaptées au
traitement d’une physique plus complexe. En particulier, en utilisant les travaux
de LeMetayer [73], les méthodes permettant les changements de phases pourraient
facilement étre intégrées a nos développements.

— Des justifications mathématiques complémentaires n’ont pu étre apportées en rai-
son d’'un manque de temps. En particulier, nous aurions pu montrer l’existence
d’inégalités d’entropie pour les systemes de relaxation que nous avons développés.
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— Le dernier point concerne les écoulements a faible Mach, ot dans ce domaine, beau-
coup d’efforts doivent encore étre fournis afin d’améliorer I’analyse des méthodes
actuelles. En mettant au point un solveur de relaxation découplant les temps ca-
ractéristiques des ondes acoustiques et matérielles, nous avons pu exhiber la condi-
tion de stabilité des schémas de type Turkel. D’une part, le formalisme du schéma de
relaxation pourrait étre considéré dans d’autres contextes physiques ot deux échelles
cohabitent. D’autre part, un effort doit étre fourni concernant I’étude de la stabilité
des schémas et en particulier vis a vis des conditions initiales. L’objectif est de faci-
liter la réalisation d’expériences numériques en améliorant la stabilité des méthodes.
Citons pour finir la possibilité d'une comparaison avec les méthodes dual time step-
ping. Le but serait de valider nos méthodes et encore une fois, si cela est possible,
d’améliorer leur efficacité.
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Annexe A

Rappels et définitions dans le cas
de systemes conservatifs

Les principales propriétés des solveurs de Riemann conservatifs sont rappelées. Pour
cela, nous considérons des probléemes de Riemann s’écrivant sous la forme :

(W) + 0,(F) =0 —£0¢(W) 4 0¢(F) =0
W(t =0,z <0)=WFE W( = —o0) = WE (A.1)
W(t=0,z>0)=WF W(£ = +o0) = WE

La résolution exacte de ce type de probleme de Riemann conservatif est difficile a cause
de la non linéarité dans le flux F. Comme certaines ondes du systéme sont vraiment non
linéaires, la résolution passera par la recherche de l'intersection de courbes d’Hugoniot
utilisant une méthode du point fixe. En pratique, cette technique est coliteuse et ne sera
pas abordée dans cette these. Seuls des solveurs approchés seront étudiés.

Pour les solveurs approchés du probleme (A.1), les notions de consistance avec les lois
de conservation et avec la loi d’entropie sont définies de la maniere suivante :

Définition 7 Soit V! une solution approchée du probléme de Riemann (A.1). On dit que
VB est consistant avec la forme intégrale de la loi de conservation (A.1) si et seulement
st 1’égalité suivante est vérifie pour T suffisamment petit :

Az/2
/ % (f W, WR) de = S (WL 4 WE) — 7AF (A.2)
—Ax/2 T 2

ot AF = Fff - Fl = F(WF) - F(Wl)

Définition 8 On dit que V® est consistant avec la forme intégrale de linégalité d’entropie
(3.2) si et seulement si 'inégalité suivante est vérifiée pour T suffisamment petit :

/A:; n (vh <§7WL7WR)) dz < % (n(WE) & 5(WH)) — 74 [o(W)] A3)

159
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Dans notre étude, seuls des solveurs de Riemann donnant des solutions constantes
par morceaux seront considérées. Une nouvelle propriété de consistance est définie afin
d’assurer la conservation de la solution. La classe de solveur engendrée est recouverte par
la définition (7).

Définition 9 Soit V! une solution approchée constante par morceauz du probléme de
Riemann (3.5). On dit que V® wvérifie la propriété de consistance continue lorsque pour
tous réels &1 et & tels que & < &a, égalité suivante est vraie :

[ VMO —eVhe) - Vi) - F M)+ F ) (A1)

On notera m le nombre de discontinuité de la solution approchée, \; (k = {1 .. m}) les
valeurs de ¢ ot elle est discontinue et (§V®); son saut.

Proposition 18 Le flux d’une solution approchée satisfaisant la propriété de consistance
continue (9) s’écrit en £ =0 :

1
F [vh(g — 0)} =3 (F(W )+ F(Wy) Z Ak (OVR) ) (A.5)
Démonstration :
La relation de consistance continue appliquée en & = —2XA; et &, = 0 puis en & = 0 et

&o = 2\, conduit aux égalités :

> AV =F [VR(0)] - F(W,)
k

Z AV = F(W,) — [vh(O)]
oll nous avons introduit les opérateurs :

1=l ot

La preuve finale est obtenue en effectuant la demi-somme des deux égalités précédentes.
Afin d’introduire les définitions de solveur et de schéma de type Godunov, la solution

approchée du probleme de Riemann (A.1) pour la variable § = (v — x;41/2)/(t —t") et

pour les conditions initiales gauche WX = W7 et droite W1 = W, | sera notée Ve /2

Définition 10 Si le solveur de Riemann VP est consistant avec la forme intégrale de la
loi de conservation, alors le schéma :

n 1 T n i+1/2 .
W +1 Ax (/ Vhi—l/Q( )dl’ —+ / Vhi+1/2($7 t +1)d$> (AG)
Ti—1/2 i

est appelé schéma de type Godunov. On dira que V* est un solveur de type Godunov.
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Si le solveur de Riemann est consistant avec l'inégalité d’entropie, alors le schéma
(3.2) est appelé schéma de type Godunov entropique. On dira que VB est un solveur de
type Godunov entropique.

Un calcul simple permet de montrer que les schémas de type Godunov s’écrivent sous la
forme :

At
n—+1 n n n
Wi+ = Wi — E( 1,01 _¢i,i—1)
n 1 Ii+l/2 n n n
Litl T Ay /x <Vi+1/2(xvt - w; ) dx (A.7)

hie1 = Ait /x (Vf_l/g(x,t”“) - W?) da

Ti-1/2

Corollaire 1 Pour les solveurs vérifiant la propriété de consistance continue (9), les
schémas de type Godunov s’écrivent :

At

n+1 n n n

Wit = Wi — 2 (B2, — B ) (A.8)
ou Fl  p=F [VhH_l/Q(O)] est donné par la relation (18).

Nous abordons maintenant une comparaison des solveurs acoustique, HLLC et de
relaxation.

Comparaison et propriétés du schéma de relaxation pour les
équations d’Euler

le schéma HLLC

Proposition 19 Soient si, so et s3 trois réels approchant respectivement les wvaleurs
propres u — ¢, u et u+ c. On suppose que ces réels vérifient :

S1 < 82 < S3

A9
pRuR(uR o 83) o pLuL(uL o 51) +pR o pL ( )

P = s3) = pH(uF = 51)

alors il existe une unique solution approchée constante par morceaux :

S1 < < 83

(WLvﬂ-L) = (vapLuLaEL>pL) st 5 E] - 00731]
(W*>7T*) = (p*ap*U*7E*77r*) si & 6]81752]

(W ") = (A.10)
(W**aﬂ-*) = (p**>p**U*7E**a7r*) st g 6]52a$3]

(WH ) = (pf, pPul, ER pR)  si € €]s1, 400

satisfaisant les relations de saut de Rankine Hugoniot.
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Démonstration :

— Nous établissons les conditions nécessaires. Supposons que la solution (Wh,Hh)
existe. La relation de saut pour la densité au niveau de la discontinuité de contact
impose so = u*. Ensuite, la conservation de la masse et de la quantité de mouvement
au travers des trois discontinuités donne :

(=1 + (T =pwt + (PR =)y = pfuf - plu

<p*u* _ ,OLUL)Sl + (p** _ p*)(u*)2 4 (pR’LLR —p**u*)$3 — ,OR(’LLR)2 _ pL(UL)2

La vitesse u* est obtenue en combinant les deux équations précédentes de maniere
a faire disparaitre les inconnues de densités p* et p**. Il vient :

R L L

—s3) — plul(ut —s1) +p" —p
PR — s53) — pL(uk — 51)

La valeur de la pression 7* est déterminée a l’aide des relations de saut a travers
I’onde u + ¢ pour la masse et la quantité de mouvement :

«_ plufi(u

u (A.11)

Sg(pR _ p**) _ pRuR _ ,O**U*
S3(pR'LLR _ p**u*) _ pR('LLR)2 . p**(u*)Q 4 pR —*
La résolution de ce systéeme en la variable 7* donne :

7 = pP 4 pP(uf — u) (uff — s3) (A.12)

Les relations de saut pour la conservation de la masse pour les ondes u — c et u+ ¢
fournissent les densités :

L R

* LU — 35 ok RU "~ — 53 A.13
el i — (A.13)
La méme démarche pour I’équation d’énergie du fluide conduit & :
B EL(UL o 51) +pLUL . 7T*U*7 B ER(UR o 53) +pR’LLR — (A14)
u* — 81 u* — S3

En supposant Iexistence d’une solution (W" II"), toutes les inconnues qui la com-
posent ont pu étre définies de maniére unique.

— Nous montrons que la solution définie précédemment satisfait toutes les conditions
nécessaires : toutes les relations de saut doivent étre vérifiées. Comme la vitesse sy =
u* et la pression sont conservées a la discontinuité de contact, toutes les conditions de
Rankine Hugoniot pour cette onde sont satisfaites. Par construction, les constantes
p*, p™*, E* et E** permettent de vérifier les relations de saut. Il faut montrer que la
valeur de la pression obtenue a partir des relations de saut pour 'onde u — ¢ :

7 = pt + pF(ut — u*)(ut — 1) (A.15)
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est compatible avec la relation (A.12). Le calcul de la différence entre ces deux
expressions de 7* prouve leur égalité. Pour la mise en oeuvre numérique, il sera
préférable d’utiliser une relation centrée pour la pression :

*

7= o (0 ph 4 (R ) (R - s) bk )b~ s1))  (ALL6)

N —

Schéma de relaxation

Proposition 20 Pour les équations d’Euler, on définit le systéme de relaxation :

8t(W) + ax(F(W’ 7T)) =0

O () + udy(m) + f@x(u) =0 (A.17)

O(a) + udz(a) =0

avec : W = (p, pu, E)T et F(W, ) = (pu, pu* + m, (E + W)u)T. Le probléme de Riemann
associé a ce systeme est constitué des conditions initiales :

(W, m,a) = (Wy,pg, pgcg +6%) pourt=0 etz <0
(W, a) = (Wgq,pg, paca + 6%) pourt=0 etz >0
avec § est un petit réel. Toutes les ondes de ce systéeme sont linéairement dégénérées.

Démonstration :
La matrice jacobienne associée au systéme de relaxation exprimée en fonction des variables
non conservatives (p,u, €, T, a) est :

v p 0 0 O
1
v 0 - 0
- p
Ar=1| 0 P u 0 0 (A.18)
CL2
0O — 0 u O
P
0 0 0 0 wu

. a a . .
Cette matrice admet les valeurs propres v — —, u, u + —. Les vecteurs propres a droite
p p

associés sont :

p 1 0 0 p
—a 0 0 0 a
Tu—a/p = 7T2 sTu,1 = 0 yTu,2 = 1 y Tu,3 = 0 s Tuda/p = 772
a 0 0 0 a
0 0 0 1 0

(A.19)
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Les invariants de Riemann associés a chacune des ondes sont donnés dans le tableau qui
suit :

a a
ut+—|lalu+—=|7—au|m®—2a%
p p
u u| w (A.20)
a a 2 2
u——\|la|lu——|m+au| 7 —2a°€
p p

Tous les champs sont linéairement dégénérés. Si il existe une solution & ce systéme, elle
sera constante par morceaux et les invariants de Riemann seront conservés pour chacune
des discontinuités.

Proposition 21 Soient a™*!, a1, a2 et a2 des réels donnés par :
aP*! = max (—pLAu, O)

a™l = max (—pRAu, 0)

a*? = \/maz (0, pL Ap — aB*1(al*! 4 pLAu))

af®*? = \/maz (0, —pRAp — al*1(af*1 + pRAu))

Lorsque :
aL > max(aLH,aL*Q)
(A.21)

al > ma:c(aR*l,aR*2)

Le systéme de relazation (A.17) admet une unique solution constante par morceauz com-
posée des quatre états constants :

pL p* ,0** pR
wWh=| e |, Wr=| & |, W= e |, Whi=| €8 (A.22)
(IL aL (IL aR
ol :
. aftul + atul 7l — 7l
 al+a® al 4+ alt
. aLpR + aRpL aLaR(uL _ uR)
T —
al + aft al +alt
A.23
SN i 1 S S o il (423
2(al)2 2(af)2
1_1+u*—uL 1_1+uR—u*
p* pL al pr* PR al

Les discontinuités de la solution sont aux valeurs ul — a* /p", u* et uf* 4 af*/p".
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Afin de résoudre le probléeme de Riemann, il faut classer les ondes. Le systeme admet
quatre ondes distinctes. Notons par ordre £ croissant les états constants qui composent la
solution : WE, W*, W** W Nous considérons tous les cas de permutation d’onde :

— Supposons Ay_q/p, < Ayta/p < Au, alors :

ISES

L
L
L _ L
W& = ,
L
L

2 3

et donc : A\yyq/p = uft + ol /p < N\, = uff. Cest

positifs.
— Supposons A, yq/, < A
ok
ul
wlk = el
<L
oL

et donc : \yi4/, = ul +a/pt = u* +a”/p* et A

u—a/p

W*

*

D

*

*

|
™

*

L

S 5

< Ay, alors :

p*
u*
6*
7T>k

aL

W** —

u—a/p

p
U

i=vili=y;

=

€

Joviiev

™
a

(A.24)

impossible car a’ et p** sont

Donc, nous avons : u* + a’/p* < u* — a¥/p*. Cas impossible
— Supposons Ay < Ay_q/p < Auga/ps alors :

ok
ul
W= ¢ w*
L
oL
et donc : \, = ul < Au—a/p

*
L
*

7TL
R

p
U

€
a

— Supposons Ay < Ayya/p < Ay—a/p, alors :

P

*
UL
= 6*

7.‘_L

ol

W** —

W** —

k>

hs)

u*

e**
a*
CLR

W =

Q@ 3 A 2D
=V~ vIRR= B~ =+

me D
vl =+

S 3
= W

ISEENY
=Y

Q@ 3 m
=vil~ VY

(A.25)

:u*—aL/p*:uR—aL/p**.

(A.26)

—a'/p*. C’est impossible car a? et p* sont positifs.

(A.27)

et donc : Ayjqyp = ul +af/p* = u* +af'/p™ Ny_o/p = u* —a®/p* = u* +a"/pF et

donc :

C’est impossible.

u*+aR/p**<u*—aR/p*

(A.28)
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— Supposons Ay yq/p < Ay < Ay_q/p, alors :

pL p* p** PR

ul u* u* uft

WL — L , W* — e* ’ W — e ’ W£E = s

mk * * 7k

a” a” a® al
(A.29)

et donc : Ay i,/, = ul 4 a”/pl = u* + af*/p* N\, = u* et donc nous avons :

u* 4 af/p* < u* (A.30)

C’est impossible car a® et p* sont positifs.

Supposons A,_q/, < Ay < Ayta/p- Dans ce cas, il n’y a pas d’incohérence évidente.
Le calcul de la solution, donnée en (A.22), s’effectue en utilisant la conservation des
invariants de Riemann & la traversée de chaque discontinuité.

I1 faut monter que la solution (A.22) est consistante avec I'ordre des ondes supposé.
Leur valeur est donnée par :

)‘u—a/p =Ug — ag/pg

Ry R | oL, L L _ _R
N gt A +a”u +7r -7 (A.31)
e al + af?

\ )‘u—i—a/p = Uq + ad/ﬂd

La condition imposée par 1’ordre des discontinuités conduit aux inégalités suivantes :

L(,R_ L
fi(a®,af*) = a(aiL—i—a) +a®Au—Ap>0
p
(A.32)
R( R L
fao(at,a®) = L;a) +alAu+Ap >0
p
ol Au = uft —ul et Ap = pf* — pP. Afin d’étudier ce probléme, nous calculons les

dérivées partielles des fonctions fi et fo :

8f1 2aL + CLR 8f1 aL
— G0 A
Dak oL >0, dal ~ oL +au
A.33
%—f—FAu 8'}02—QL+2GR>O | |
dal — pR ’ daf — R

Compte tenu de I'inégalité (A.21), toutes les dérivées partielles sont positives. Dans
le but d’obtenir une condition facile & mettre en oeuvre, les fonctions p” fi et pf fo
sont minorées de la maniére suivante :

pol(aL’aR) > (aL)Q + aR*l(aL*l + pLAu) _ pLAp
(A.34)
prl(aL,aR) > (aR)z +aL*1(aR*1 +pRAu) —|—pRAp

Leur positivité est assurée en considérant les inégalités (A.21).
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Proposition 22 Les densités p* et p** de la solution du systéme de relaxation (A.23)
sont positives.

Démonstration :
En utilisant les relations (A.23), on a :

B .
P P a a a

(A.35)
11 uf o @ ) e M=
v pR ol ol ol

Proposition 23 La solution du systéeme de relaxation (A.23) vérifie les relations de Ran-
kine Hugoniot.

Démonstration :
Un calcul simple permet de montrer que

Ta

T F au

u?
7ru:Fa<e—|—2>

sont des invariants de Riemann pour les ondes u + a/p respectivement et

F(W,n)— (uta/p)W =

0
FW,n)—uW =<¢ 7
U

sont des invariants de Riemann pour l'onde de contact u*. Ainsi, toutes les relations de
saut sont respectées.

Corollaire 2 Lorsque les hypothéses (A.21) sont vérifiées, et que

a
Slzug—fg
Pg
R, R L, L L R
s :u*:au +a-u ™ — T (A36)
2 L R L R
a” +a a” +a
Qq
53 = Uuq + —
Pd

la solution du systéme de relaxation est égale a la solution du schéma HLLC.



168 ANNEXE A. RAPPELS ET DEFINITIONS USUELS

Proposition 24 [l existe une matrice Ar diagonalisable & valeurs propres réelles telle
que la solution du schéma HLLC' (ou relazation) soit aussi solution du probléme linéaire
sutvant :

\%\% \%\%
Oy T + AR0O, T =0 (A.37)
a a

Démonstration :
Un calcul simple permet de montrer :

W+ wk

T _ pL — (p* _ PL)I'l

CIL (IL

W+ W

P o * — (p** . p*)r2 + (p**6** _ p*e*)rg 4 (G,R _ (IL)I‘4 (ASS)
R L

a a

WR W

pR _ P — <pL _ p**)l‘5

CLR (IR

Afin de clarifier ’expression des vecteurs (r;), nous introduisons les notations :

JE=HY fur(sy —ul), AV = (u* —s1)(u” — s1)

(A.39)
JE = HE u*(s3 —ult), AR = (u*— s3)(ul — s3)
1l vient :
1 1 0 0 1
51 u* 0 0 53
ri=| JE |,ro=| @W)?/2 |,e3=| 1 |,ra=]| 0 |[,x5=] JF (A.40)
AL 0 0 0 AR
0 0 0 1 0

Ces vecteurs constituent les vecteurs propres a droite de la matrice A g. Ils permettent de
définir la matrice :

P = (ri,ro,r3,1q,15) (A.41)
Cette matrice est inversible. Son déterminant vaut :
det(P) = (u* — s1)Ag + (s3 —u*)Ay >0 (A.42)
L’inverse P~! va contenir les vecteurs propres & gauche de Ap :

_ 1
()" = gy (01110 1) (A.43)
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ou :
u* Ay 530 — 51A¢ —u*A
B —Ay B Ag— Dy B Ay
I, = 0 , b= 0 . — 0 (A.44)
s3 —u* S1 — S3 u* — s
sgu* su*
u* | Ag(Ja — 32 ) —Aa(Jg — 12 )]
(u*)? (u*)?
L Bala— ) = A=) (A.45)
Det(P)
Ja(u* — s1) — Jg(s3 —u*) + (s3 — s1) 5

La matrice A contenant la vitesse de propagation des sauts est définie de la maniere
suivante :

ss 0 0 0 0
0 u* 0 0 0

A=] 0 0 w 0 0 (A.46)
0 0 0 w 0
0 0 0 0 s3

La solution du systeme de relaxation est donc la solution d’un systeme linéaire dont la
matrice est donnée par :

Ap =PAP! (A.47)
Proposition 25 Lorsque les hypothéses de la proposition (A.21) sont vérifiées, la stabilité

sous caractéristique de Whitham est assurée lorsque les réels a’ et a®* satisfont :
al > ptek,  alt > pRel (A.48)
Démonstration :

La preuve s’effectue en considérant un développement de type Chapman Enskog de la
pression de relaxation autour de la pression hydrodynamique :

T =p+ A (A.49)

La prise en considération de ce développement permet d’obtenir, a partir du systeme
(A.17), un systeme a I’équilibre qui se met sous la forme :

( 0u(p) + ulpu) = 0

de(pu) + 0z (pu® + p) = O, <[Cf - pCQ] 3xU> (A.50)

OH(E) + 0:((E+p)u) = 0, <u [“j — ,002} axu>

La stabilité de ce schéma s’effectue en assurant le caractere dissipatif du second membre
(A.50). L’inégalité suivante doit étre satisfaite :

a > pc (A.51)

\
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Solveur acoustique

Les équations d’Euler en variables entropiques (S, u,p) donnent :

8(8) + udy(S) = 0

By(u) + uda(u) + iax(p) —0 (A.52)

0y(p) + udx(p) + pc20,(u) =0

L’analyse mathématique du systeme montre qu’il admet les valeurs propres u —c, u, u+c.
Les vecteurs propres a droite associés sont :

0 1
Ty—e = c , =1 0 |, ruse= c , (A.53)
—pc? 0 pc?

Comme l'onde de contact, linéairement dégénérée, admet les invariants de Riemann u
et p, nous cherchons une solution approchée constante par morceaux pour laquelle ces
quantités seront conservées a la discontinuité de contact. De plus, en prenant en compte
la conservation des entropies au travers les ondes u =+ ¢, les états constants qui composent
la solution approchée sont de la forme :

St St St SR
Vi=| ub |, Vvi=| u |, Vi=| u |, Vi=[ uff (A.54)
pL * T pR

Pour déterminer les deux inconnues u* et p*, le systeéme est linéarisé en figeant les vecteurs
propres a droite du systeme :

Tyu—ec = (07 CLa _IOLCL)T

(A.55)
Fu-f—c = (07 CR7 pRCR>T
Les vecteurs propres a gauche associés a cette linéarisation sont :
- 1 1\’
lu—c = (07 07 07 ﬁ) _2pLCL>
(A.56)
P 11\
u+c — 050707207R72F)TCR
Ainsi, les constantes qui composent la solution sont données par :
Vi =V () (VE = V)] e
(A.57)

Vi = V4= [l (VE = V)] s
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A partir de ces relations, nous obtenons aisément les valeurs de p* et de u™* :

 pReRuR 4 plelyl — pF 4 pb
- pRcR { pLcl

u*

(A.58)
. pRCRpR 4 ,ORCRpR 4 ,OLCLpRCR(uL _ UR)

T
,ORCR + pLCL

Remarquons que ces deux valeurs sont identiques a celles des schémas de relaxation (A.23)
et HLLC (A.11, A.16) lorsque :

51 =ud —cf a” = p-c

(A.59)
s3 = u + ¢ al = pRcR
Les densités sont obtenues en projetant les variables entropiques a ’aide de la loi d’état.
En utilisant la loi des gaz parfaits, il vient :

* A L * sk A R -
_ =N _ all A.60
p p <pL> p p <pR> (A.60)

Nous comparons maintenant les valeurs des densités pour les deux schémas en utilisant
les relations (A.59, A.13, A.16, A.23) et la loi des gaz parfaits. Nous obtenons :

1
* A * L *\ L *

— u” —u u” —u
/)Lp:(l—i_FYL),y_(l—'—*LL)
p & ut —u~+c

(A.61)
1
sk A Kk * RN\ — * R
— u* —u u* —u
pRp:<1+’yR)’Y—<1+RR*)
p c ct+ut—u

\
Remarque :
U
En supposant que le nombre de Mach : Ma = — est faible, un développement limité peut
c

étre considéré :

*A % wx Ak
PP _owe?), L —oma? (A.62)
P P
Le schéma acoustique n’est donc pas totalement identique au schéma de relaxation (HLLC).
Il ne satisfait donc pas les relations de saut de Rankine Hugoniot. En revanche, lorsque le
nombre de Mach tend vers 0, I’écart entre les solutions approchées tend vers 0.
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Annexe B

Rappel sur 'implémentation a
’ordre 2 de schémas conservatifs

Pour les systemes conservatifs, 'implémentation de la solution approchée VP2 est stan-
dard. Elle repose sur une méthode de type de Godunov associée au sous-maillage défini
précédemment. Elle se met sous la forme :

3AL
n+1 n n n
WzEL = Wi - Az (¢i71/6 - ¢171/2)
3At
n+1 __ n n n
Wi =Wi - Ax ( i+1/6 i—1/6> (B.1)
3AL
n+l _ n n n
Wir™ = Wig — Az ( i+1/2 i+1/6)

ou les flux numériques sont évalués en utilisant les conditions initiales :
23 — n n
i—1/2 = ¢(Wilir WiL)
n — n n

¢i71/6 = (Wi, Wi)

¢?+1/6 = (Wi, Wik)

¢?+1/2 = (Wi, W?+1L)

L’utilisation de la projection sur chaque cellule I; (3.93) permet de déduire les états qui
composent la solution constante par morceaux VP. Un calcul simple donne le résultat
suivant :

wrt = wp - 22

(90— 91 10) (B.3)
Cette expression ne demande pas la connaissance des flux numériques ¢ | /6 €t ¢Z”+1 /6°
Les problemes de Riemann aux interfaces * = z;_1/5 et © = x;;1/6 ne seront donc pas
traités. De plus, 'implémentation (B.3) est indépendante du sous-maillage. En revanche,
les criteres CFL resteront liés au sous-maillage.
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Annexe C

Limiteurs de pentes

Les limiteurs sont des fonctions qui permettent de controler la valeur des pentes. En
effet, lors de la résolution de systemes linéaires, les méthodes de type Godunov d’ordre deux
présentent des oscillations si de telles fonctions ne sont pas utilisées. Malgré ’absence de
preuves pour les systemes non linéaires, ces fonctions sont trés employées en pratique. Les
fonctions les plus courantes sont les limiteurs Minmod, Van Albada Van Leer et Superbee :

0 si ab<o

Minmod ¢1(a,b) =

a .
—min(|al, [b])

lal

a(b* +8) + b(a® + 6)
a? + b2 + 20

Van Albada Van Leer $2(a,b) =

Superbee ¢3(a,b) = ¢1(a,2b)

ol  est un petit réel positif.
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Annexe D

Analyse dimensionnelle

L’analyse dimensionnelle de nos systemes est tres importante. Elle va mettre en évidence
différents régimes d’écoulements et pour chacun d’entre eux, les termes qui prédominent le
comportement des fluides seront identifiés. L’analyse sera effectuée sur le modele de base.
Les résultats obtenus pourront facilement étre étendus aux modeles réduits. Le modele
traité s’écrit sous la forme :

( 5,5(0%) + u;&x(ak) =0

O(oupr) + Ox(agprur) =0
(D.1)

O (apprur) + Ou(owprui + arpr) = —0k0z(P) + apprg + O (10ru)

( Or(akprer) + Ou(apprHpug) = —upok0y (@) + agprg + Oz (pugdzuy)

Pour chaque variable X, une grandeur de référence X, s est introduite. Celle-ci permet
de quantifier le domaine de variation la grandeur X & l’aide de la variable sans dimension
X = X/ X, . Pour les variables du systeme, les notations suivantes sont utilisées :

- t - T N p - U
= y X = y P = y U=
tref Lref Pref Uref
(D.2)
~ p ~ K - g - e
b= y k= , 9= y €=
DPref Rref Gref Eref

La fraction volumique et la fonction couleur restent inchangées car elles sont sans dimen-
sion. De part leur nature physique, certaines grandeurs de référence introduites précédemment
sont liées. Ces dernieres sont directement en rapport avec les échelles de temps et d’espace

et par conséquent sont régies par les équations suivantes :

2
x 1 X x
Uref = Tef’ Rref = y  Gref = ;ef, Eref = ;“ef (D3)
Lref Tref tr. 7 t2, f

La constante de tension de surface o et le coefficient de viscosité p sont indépendants des
autres grandeurs physiques. La pression de référence est reliée aux propriétés acoustiques
des fluides si bien qu’elle est régie par la relation :
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Dref = prefcqznef (D4)

ou crep est la vitesse de référence de propagation des ondes acoustiques. Cette vitesse
est indépendante de la vitesse u,.; qui correspond a la vitesse d’évolution des ondes
matérielles. Le systeme précédent peut étre formulé de la maniere suivante :

8£(ak) + ﬁ]@j(ak) =0

Oi(appr) + 0z (o priix) = 0

- - . 1 - 1 . o 1 N
O(oprtig) + Oz (o prtiy) + 17z O (anpr) = _Foﬂai(¢) + o prg + Ea?c(uk)
L. P - 1 o 1 . & o 1 5 .
| ag(akpkek) + 5;(akpkekuk) + Wai(akpkuk) = —Eﬁukaj( ) + o prurg + Eai(ukaiuk)
(D.5)
ou trois nombres sans dimension ont été introduits.
Le premier est le nombre de Mach. Il est donné par la relation :
Ma = 2rel (D.6)
Cref

Il représente le rapport entre les effets des ondes acoustiques (chocs ou détentes) et
matérielles (discontinuités de contact). Lorsque le nombre de Mach est faible, deux com-
portements sont identifiables : le régime acoustique se réduit a la caractérisation de la
propagation d’ondes de pression dans des fluides alors considérés incompressibles, et le
régime faible Mach pour lequel les ondes de pression sont de faible amplitude et les ondes
matérielles, lentes, guident I’écoulement.

Le nombre de Bond est définit de la maniere suivante :

. prefx,?:ef

2
Utref

Ce nombre détermine dans quelle mesure les effets de tension de surface seront importants
pour I’évolution de la solution. Lorsque le nombre de Bond sera petit, le coefficient de
tension de surface o sera grand et les effets de tension de surface seront prédominants.
Avec un nombre de Bond grand, la tension de surface aura peu d’effet sur le calcul et
pourra étre négligée.

Le dernier nombre introduit est le nombre de Reynolds :

Bo (D.7)

_ prefxgef

trefuk

Re (D.8)
Ce nombre est fonction du coefficient de viscosité du fluide pp. C’est ce dernier qui va
déterminer I'importance des effets de viscosité dans I’évolution de la solution. Lorsqu’il
sera élevé, les effets de viscosité seront négligés.



Annexe E

Solveurs pour les systemes
multifluides

E.1 Solveur a 3 états pour le modele asymptotique

Le schéma HLL est utilisé pour permettre la discrétisation de 'opérateur de propaga-
tion conservatif du modele asymptotique. Comme celui-ci a déja été présenté, seules les
modifications vis a vis du paragraphe 3.1.1 sont abordées. Les trois états constants qui
composent la solution sont notés :

L L R L

S . itk

L | ayp; « | (c2p2)” rR_ | a9p;
W= L, L ’ W = %, % 3 W= R, L
pru pu pru

EL E* ER

Les deux valeurs & = A\ et € = AE pour lesquelles la solution est discontinue sont ap-
prochées de la maniere suivante :

M= min(ul — b uft — cB)

M= maz(ul + P ul + )
Ainsi I’état w* et le flux conservatif £* sont donnés par :

fL _ fR + )\RWR _ )\LWL
AE —\L

w* =

COABREL L \LER _ \RAL(wh _ wl)

f* A — \L

Le flux numérique conservatif du schéma HLL s’écrit donc pour les modeles réduits :

L ORHEE (AR (AR AL (wh - wh)
o= (B — (\L)-

(E.1)
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E.2 Solveur acoustique pour le modele asymptotique

Afin de déterminer le flux conservatif associé au schéma acoustique, le modele asymp-
totique est écrit a l'aide des variables entropiques :

( Oi(y1) + udp(y1) =0
8,5(51) + uc‘?x(Sl) =0

01(S2) + u0(S2) = 0 (E.2)

Or(u) + udy(u) + ;am(p) =0

d(p) + udz(p) + pc*0u(u) =0

Ce systeme admet les valeurs propres u—c, u, u+c et les vecteurs propres a droite associés
sont :

Ty—c = ;o Tude =

o O O O

pc?

SO = OO

0
1
y  Tul = 0 y Tyl =
0
0

<
S
=
I
SO OO =

L’onde u est linéairement dégénérée puisqu’elle admet les invariants de Riemann u et p. Ces
variables seront donc constantes au niveau de la discontinuité de contact. Par conséquent,
nous supposons que les états qui constituent la solution approchée s’écrivent sous la forme :

yt yf yit yi
St St Sit Sit
Vi =| sk |, vi=| sk |, vi=]| sF |, vi=]| S§
ul u* u* ul?
pt p* p* ph

Pour déterminer les deux inconnues u* et p*, le systeme est linéarisé en figeant les vecteurs
propres a droite et en effectuant 'approximation suivante :

Tyu—c = (Oa 0,0, CLa _chL)T

Tute = (Oa 0,0, CR: pRCR)T

Les vecteurs propres a gauche associés a cette linéarisation sont les suivants :

- 1 1 \7
lu—c - yWUyYsy S 7 7 5 T T,
(O 0,0 2cl 2chL>

T
- 1 1
lu-i—c == (07 07 07 207]%7 2pRcR>
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Les états constants qui composent la solution sont régis par :
Vi = Vi (o) (VE= V)] e

Vi = VE = [(ure)” - (VE = VE)| Fuse

A partir de ces relations, nous pouvons déduire les valeurs de la pression p* et de la vitesse
u* e
_ pRCRuR 4 chLuL 7pR +pL

pRcR 1 pLel

u*

. pRCRpR +pLCLpL 4 pRcRchL(uL o UR)
pRCR+pLCL

Ces états permettent de déterminer les états constants en variables conservatives w* =
w* (V) et w** = w** (V") en utilisant la loi d’état choisie. Le flux numérique conservatif
est donné par les relations suivantes :

(L si plel >0

f(w*) si pkef <0<

f(w™) si u* <0< plick

51 pRell <0

Ce schéma ne satisfait pas les relations de Rankine Hugoniot et la propriété de consistance
9 n’est donc pas vérifiée.

E.3 Matrice de Roe pour le modele de base

0 0 0 0
0 0 1 0
Ve —3_ _
Ay = —YRPRe 5 u; (3 = k) (v — 1)
_ e —Duz  —\_ = _ _
— VPR g, <(2)k — Hk> U, Hp— (v — VU2 iy

ou :

. (arpr)Pug + v/ (arpr) Fuft
V(o) + /(arpr) P

L=
\/(Ozkpk)L + \/(akpk)R
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vecteurs propres a droites :

2 .2
0 S 0
VePp,
P _ 1 1 1 1
Uy, — ¢, 0 U uy, + c*
—2
— u
Hy, — ciuy, Hk—u% ?k Hy, + ciuy,
avec .
2 7. %
@7 = o= 1) (- %)
gwry  (w-Dw; | -
e 5 TaGu —G-u(w—1)  (w-1)
2 (ee) *\2
2 (%) 0 0 0
_ 1 (C*)Q _ u2
(P) =5 g g
2(c;)?
0 201 —w (e — 1) 2m(m—1) —2(n—1)
gwpy  (w—Vw
_gwpe ) -k g —uk(ve—1)  (w—1)

ug + c* 2

ouI' =+ —1. On note A* la matrice diagonale contenant les valeurs propres de A* :

Up—c¢, 0 0 0
0O 0 0 0
0 0w O
0 0 0 Ttcf

A=

Pour le schéma de Roe, le flux numérique conservatif ¢* est régi par I’équation suivante :

(o) =300 ) (&) -pempmytowa-wy]  ma)

ou p(z) = |z|. Un calcul algébrique permet de montrer que :

(7 4 8% — [ — cF Ruy o, — [05 Ry, — [+ | Ruy (E:5)

DN |

¢ =

ou :

0
1 (meypy? . ) 1
Ry o = i Alog) + A _ A .
e = e <Uk e (ar) + Alowpr) — arprcrAlug) -
Hy — C}Zﬂk
0
A fag(pre + )] 1
Ry, = (A(Oékpk) - )2 k -
k

uy /2
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0
1
ug + CZ
Fk + C}Zﬂk

L (uyepy *
Ruyeee = e (- A) + Al + oupci )
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Annexe F

Validations numériques des
schémas 1D

Nous reproduisons ’ensemble des cas tests numériques proposés dans [60]. Ceux-ci
comprennent des tubes a choc entre fluides purs pour lesquels les rapports de densité et
de pression sont tres forts. En revanche, la seule loi d’état considérée est la loi des gaz
parfaits. Comme nos méthodes numériques ne peuvent traiter des fluides purs, les fractions
volumiques des especes qui devraient étre absentes seront fixées & 1.0e—8. Le tableau (F.1)
regroupe les conditions initiales et temps finaux des expériences.

(1,0,1,1.4) si x<0.5 _
L-4 | (pup7) { 0.125,0,0.1,1.667) si x> 05 t=015
B - (1050014) si 2<05 B
L=B | (pup,7) _{ (1,0,0.2,1.667) si x>05 £=0.015
B ~ [ (1,0,500,1.4) si z<08 B
1=C | (pu,p.) _{ (10,0,0.2,1.667) s o2>08 =002
B ~ [ (1,0,500, 1.4) si z<0.75 B
L=D | (p,w,py _{(3000220) si x> 0.75 £=0.02
[ (3.984,27.355,1000,1.667) si x < 0.2 B
2= A (pu:p) _{ 0.01,0,1,1.4) siz>02 t=001
[ (0.384,27.077,100,1.667)  si x <0.6 B
2-B| (pw.p,7) _{ (10,0,1,1.4) si x> 0.6 =004
(0.384,27.077,100,1.667)  si_ z < 0.6 B
2=C | (pu.pyy {(100 0,1,3.0) si x> 0.6 =003
(1,0, 1000, .4) si <01
2—-D| (p,u,p,v) =1 (1,0,0.01,1.4) si 0.1<x<09 |t=0.038
(1,0, 100, 1.4) siz>009
(F.1)

Toutes ces expériences sont réalisées dans un domaine de longueur [0,1] discrétisé avec
200 et 2000 points (sauf 400 et 2000 points pour le cas 2-D). Les conditions limites sont de
type Neumann a ’exception du dernier cas présentant deux bords réfléchissants. Les calculs
sont réalisés en utilisant les modeles réduits avec les schémas de relaxation et acoustique,
le modele réduit simplifié avec les schémas de relaxation et de Roe. Concernant le modele
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de base, nous utiliserons les schémas de relaxation et HLL avec les deux relaxations de
pression abordées dans le chapitre 1.

Pour chaque expérience, nous commentons les résultats :

— Cas 1-A : Les courbes obtenues par les différents modeles et schémas numériques sont
trés proches. Pour les modeles simplifiés, la solution est de bonne qualité méme avec
trés peu de points. Pour les modeéles complets, les résultats comportent beaucoup
plus d’incertitude en raison de la diffusion numérique apportée par les termes de
relaxation. Lorsque les termes de compaction ne sont pas pris en compte, la solution
est beaucoup moins correcte sur le maillage grossier puisque le processus de relaxa-
tion des pressions force le schéma de relaxation a capter des ondes qui n’existent
pas.

— Cas 1-B : Les résultats donnés par les modeles réduits sont tres bons. Pour le modele
de base, un léger manque de définition est observable. En effet, la valeur de densité
située entre la discontinuité de contact et le choc (entre [0.6,0.8]) n’est pas tres prise
en compte.

— Cas 1-C : Aucun défaut n’est présent pour les courbes obtenues par les modeles
réduits. Concernant les modeles complets avec termes de compaction, les résultats
sont légérement plus diffusés. En effet, les termes de compaction semblent apporter
beaucoup de viscosité numérique. Cela a pour effet de lisser le choc (z =~ 0.9) et le
faire interagir avec le ’bord’ du domaine.

— Cas 1-D : Les résultats obtenus avec le modele de base sont plus diffusés que pour
les modeles réduits. Le schéma de relaxation résolvant le modele de base avec terme
de compaction approche 'onde située en z = 0.85 en une onde composée d’une
détente et d’un choc. Ce phénomene est lié au processus de relaxation de vitesse et
de pression qui impose cet équilibre au schéma.

— Cas 2-A : Tous les résultats obtenus avec la maillage grossier ne reproduisent pas
suffisamment la discontinuité de contact située en z = 0.75. Pour le modele de base
avec terme de compaction, le plateau obtenu avec les schémas HLL et relaxation
surestiment le saut du choc ainsi que sa vitesse. Sans les termes de compaction, la
solution est completement lissée pour le schéma HLL et fausse avec le schéma de
relaxation. La procédure de relaxation associée conduit vers un mauvais équilibre de
pression dans ce cas.

— Cas 2-B : Le schéma acoustique ne donne pas de résultats corrects. Pour le modele
de base, les termes de compaction lissent la solution et pour le schéma de relaxation,
la solution entre en contact avec le bord du domaine.

— Cas 2-C : Le schéma acoustique fournit une solution fausse. Les autres résultats sont
corrects pour les maillages fins.

— Cas 2-D : Ce test ne présente aucune difficulté puisqu’ il est monofluide. Les schémas
numériques mis en place dégénerent en schémas conservatifs et les termes de com-
paction ne joue plus aucun role puisque 1’égalité des pressions est permanente. Les
résultats obtenus sont donc de trés bonne qualité.
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FiGc. F.5 — Tube a choc 1C, modeles réduits, ¢ = 0.02s, données initiales : si z < 0.8 p =1,
u=0,p=500,y=14,sixz>08 p=10.0,u=0,p=0.2, vy =1.667
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Fic. F.7 — Tube a choc 1D, modeles réduits, ¢ = 0.02s, données initiales : si x < 0.75
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ANNEXE F. VALIDATIONS NUMERIQUES DES SCHEMAS 1D

4 T 100 T
'ExactlD’ u 1:4 ‘Exact1D’ u 1:3
35 —
80
25 1
60 [
a0 b
15 3( —
"
1 :x
i ;
x 20 £
P M
0s X 7 ¥ j
Tox
5
o . - o
o 0.2 0.4 06 08 o 0.2 0.4 06 08
u modele de base R1 (hll) odele de base R1 (hll)
4 T 100 T
'Exact1D' u 1:4 'Exact1D’ u 1:3
‘Cas1Do1m2000Rel7MG' u 1:7 'Cas1Dolm2000Rel7MG' u 1:15  +
'Cas1Do1m200Rel7MG' u 1.7 x ‘Cas1Dolm200Rel7TMG' u 1:15  x
35 1
80 [
st Tx 1
3
)
)
;
25 X -
.
.
2r x] 4
:
1 wl
15 —
;
L ;
%
1 x 1
+ %‘( 20 x3
05 N - x4
. ;
.
;
.
o 0.2 0.4 06 08 o 0.2 0.4 06 08
u modele de base R1 (relaxation) p modele de base R1 (relaxation)
4 T T T T 100 T T T T
'Exact1D’ u 1:4 'Exact1D’ u 1:3
'Cas1Do1m2000HLL7T' u 17 + 'Cas1Do1m2000HLL7T u 1:15
35 1
80 [
25 —
60 [
40 b
15 1 —
;
20 X
;
05 g Z
. | ‘ ‘ L .
u modele de base R2 (hll) p modele de base R2 (hll)
4 T T T T 100 T T T T
'Exact1D’ u 1:4 'Exact1D’ u 1:3
'Cas1Do1m2000Rel7T u 1:7 'Cas1Do1m2000Rel7T" u 1:15
35 —
80 [
—
| ‘ - ]
‘ :
.
L 60 [
z
40 b
15 1 —
.
1r 1 x
20 |
. ;
05 1 x
;
. :
0.2 0.4 06 08 1 o 0.2 0.4 06 08

u modele de base R2 (relaxation)

p modele de base R2 (relaxation)

p=1Lu=0,p=500,y=14,sixz>075p=300,u=0,p=0.2,v=2

sixz < 0.75



195

70 T T T — 5

xaCi2A u 1:4 Exact?A'u 13
‘Cas2A0Lm2000ACSMG' u 17 + ‘Cas2A01M2000ACSMG' u 16+
"Cas2A01m200ACSMG' u 17 X “Cas2A0lm200ACSMG' u 16 x

0 02 04 06 08 1 0 02 0.4 06 08 1

u modele réduit (acoustique) p modele réduit (acoustique)
70 T 5 T
'Exact?A’ u 1:4. "Exact2A’u 1:3
'Cas2A01m2000RelSMG' u 1:7 + 'Cas2A01m2000RelSMG' u1:6  +
'Cas2A01m200RelSMG'u 1.7 x 'Cas2A01m200RelSMG' u 1.6 x

20
10
00 D‘Z 0‘.4 0‘6 O‘.B 1 o 0‘2 0‘4 0‘6 08 1
u modele réduit (relaxation) p modele réduit (relaxation)
™ i i i Exati2A' u 14 ° i i i Exaci2A' u1:3
'Cas2A01m2000Roe5T" u 1:7 + 'Cas2A01m2000Roe5T' u 16  +

% oz ot os os 1 % oz ot o5 o8 1
u modele réduit simplifié (Roe) p modele réduit simplifié (Roe)
™ i i i ‘ExatizA' u 14 ° i i i Exaci2A' u1:3
'Cas2A01m2000RelST" u 1:7 + 'Cas2A01m2000RelST' u1:6  +
0 . . . . 0 . . .
o 02 0.4 06 0.8 1 o 0.2 0.4 06 08 1

u modele réduit simplifié (relaxation) p modele réduit simplifié (relaxation)

FiGc. F.9 — Tube & choc 2A, modeles réduits, ¢ = 0.01s, données initiales : si x < 0.2
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u modele réduit simplifié (relaxation) p modele réduit simplifié (relaxation)

Fic. F.11 — Tube a choc 2B, modeles réduits, ¢ = 0.04s, données initiales : si z < 0.6
p=0.384, u=27.077, p=100, vy =1.667,siz > 06 p=10, u=0,p=1,vy=14
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Fic. F.12 — Tube a choc 2B, modele de base, t = 0.04s, données initiales :

ANNEXE F. VALIDATIONS NUMERIQUES DES SCHEMAS 1D
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six < 0.6

p=0.384, u=27.077, p=100, vy =1.667,siz > 06 p=10, u=0,p=1,y=14
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six < 0.6
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ANNEXE F. VALIDATIONS NUMERIQUES DES SCHEMAS 1D

ExaltoC u 14 Exali2C u 13
200 —
25
.
20 150 R
15
100 [
!
.
10
;
3
50 F: 4
o £
.
M, > .ai"pf
o - - o
o 0.2 0.4 0.6 0.8 o 0.2 0.4 06 08
. .
u modele de base R1 (hll) p modele de base R1 (hll)
30 T T
'Exact2C' u 1:4 'Exact2C’ u 1:3
‘Cas2Co1m2000Rel7MG' u 1:7 + 'Cas2Co1m2000Rel7MG’ u 1:15
'Cas2Colm200Rel7MG' u 1.7 x ‘Cas2Colm200Rel7TMG' u 1:15  x
200 —
25
20 150 R
15 1 ¢
100 *
.
10
.
50 | —
\
5F + x
x *
;
. s, . ; ‘
o 02 0.4 0.6 08 o 0.2 0.4 06 08
u modele de base R1 (relaxation) p modele de base R1 (relaxation)
30 T T T — T T T —
'Exact2C’ u 1:4 'Exact2C’ u 1:3
'Cas2Co1lm2000HLL7T u 1.7 + 'Cas2Co1m2000HLL7T u 1:15
— "Cas2Colm200HLLTT u 17  x "Cas2Colm200HLL7T u 115 x
200
25 x
20 | 150 |
15
.
100 [
10 |
s
x 50 - K3 4
. ‘ ‘ i . ‘
el hll el hll
u modele de base R2 (hll) p modele de base R2 (hll)
30 T T T T T T T T
'Exact2C’ u 1:4 'Exact2C’ u 1:3
'Cas2Co1m2000Rel7T" u 1:7 'Cas2Co1m2000Rel7T" u 1:15 +
200 —
25
5
0b  x 150 1
15 5
;
100 [
)
10 | x
.
x x4
.
. ‘ ‘ % . 2 ‘
o 0.2 0.4 0.6 08 o 0.2 0.4 06 08 1
u modele de base R2 (relaxation) p modele de base R2 (relaxation)

Fi1G. F.14 — Tube a choc 2C, modele de base, t = 0.03s, données initiales :
p=0.384, u=27.077, p=100, v = 1.667,si z > 0.6 p=100, u=0,p=1,v=3

six < 0.6
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Fic. F.15 — Tube a choc 2D, modeles réduits, bords réfléchissant, t = 0.038s, données
initiales : sizx < 0.1 p=1,u=0,p=1000, vy =14,51 01 <2 <09 p=1,u=0,
p=0.01,vy=14,etsiz>0901p=1,u=0,p=100,v=14
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Fic. F.16 — Tube a choc 2D, modele de base, bords réfléchissant, ¢ = 0.038s, données
initiales : six < 0.1 p=1,u=0,p =1000, vy =14,51 01 <2 <09 p=1,u=0,
p=001,y=14, etsiz>0901p=1u=0,p=100,v=14





