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/ . )��������� ���� ��� ������� . �� / 3���� ��� ������� � �� 
6         /0

/ � )������ �� ������                                  /.

/ / >����� ������� ���� �� ������������ ��������� 3���������(�� ��������
� ������� ��������6                                 /.

/ 
 ������������ ��������� ��� ������                       /�

/ 	 ���� ��@��� ��� ����������� ��� ����                        //

/ ? !�� ���� ���������� �����(��� ���� �� ����� ����@��� � ������� ��� Γ    //

/ A ,�������� ���� ��������� ��������� ��� � ������ �� �������(�����    /


/ B F�������� ��������� �� ������ �������                     /


/ � F�������� ��������� �� ������(�� X                       /


/ .0 )������ �� ��������                                 /	

/ .. )������ �� �������� ���� �� ����(�� �������                   /?

/ .� )������ �� ������ �� ���������� �� �� ��������� �� ����� ��������     /A

/ ./ C������� ��� ������� ��������� � N(x) = {2, 4, 5, 6, 7}           /�

/ .
 F�������� ��� �������� ��@���                           



/ .	 ;������� ��� ������ u ���� �� ��������                    	.

/ .? ;������� ��� ������ u ���� � ������ v ��� �� ��������� ����D����� ����
��� ��������� �� u ��� ������                             	�

/ .A ;������� ��� �� (����� �� ������������                      	


/ .B 2�� ������� succ(fc) <σ lc                              	


/ .� 2�� ������� fc ≤σ lc                                 		


 . - ������ �� ���������� G[π] ���� �� �� ��� ������������� π =
5 7 2 6 1, 11, 8, 10, 4, 3, 9)                              ?0


 � ,����������� ��� �� ������ �������� �� ������ �� ���������� �� �� 4��
���� 
 .                                        ?.


 / !�� ������� ������������ ������� GA �� GB �� �� 4����� 
 �           ?/


 
 2�� � �� �������� �G u < v �� fA(v) ≤ lA(u)                   ?	


 	 2�� / �� �������� �G u < v �� fA(v) ≤ lA(lB(u))                 ?	


 ? �������� ��� (���� ������� ��� ���������� �� ����� (���� ������� ��&����� ?�


 A �������� ��� (���� ������� ��� ���������� �� ����� (���� ������� ��&����� ?�




 B �������� ��� (���� ������� ���� ���������� �� �������� ���� ����� (����
��&�����                                       ?�


 � )������ �� ������ �� ���������� ����������                   AB


 .0 >����� �� ���������� ���������� ������ ���� &����� � ������ �� ���������� AB

	 . 2��<� E��������� ��� �� ������ �� %������                 B	

	 � >����� ��(������ �� ������ �� %������                      B	

	 / *�������� ������������ ������� ��� ���������� 0� .� �� 	� A� � �� .0 ��� ��������� B?

? . - �������� E �� ��� ��������� ���� �������� �� ��������� ��� ����&������ BB

? � H����� �� ������ ���������� ���������� E                   B�

? / >����� �(��� � ������ ���� ������ ������                  B�

? 
 ;������ �� ��������� ��� ��� ���������� ��� ������� �� ������ E      �0

A . - ������ �� �� ������ ��������� �������                    �.

A � !� L(2, 1)����������� ��� ������ ��������� �� ������������ (2, 1)������ ��
������ �����������                                ��

A / ,��������� ��� �������� ���� � ������ ��#���� ��� �'��� ������ �� ����
������                                         �/

A 
 !���� �� ������ Δ + 1 ��� �������� �����(��� ���� �� ��@�� xy ��� ������ G �


A 	 ,��������� ��� ���������� ��� ������� �� ��� ��@��� ��� �����������       �	

A ? ,��������� ��� ���������� ��� ������� ��� �����������              �A

A A >����� ������� ��������� Δ + 2d− 1 ���������� ���� d = 2          �A

A B ���� ��������� ��D�����                             .0.

A � - �������� v ��D���� � � Δ������� u �� � ������ w ��� ��� d(w) < Δ .0/

A .0 - /������� v ��D���� � ���� /�������� u �� w                .0	

A .. ,����� � �� / �� �� ��������� �� ����������� 3/��������6           ..0

A .� ,����� 
 �� 	 �� �� ��������� �� ����������� 3
�������� �� 	��������6   ..0

B . >����� ���� � L(2, 1)����������� ���� 
 ���������� �� ���� � L(2, 1)�
���������� ��� ���� ���� 	 ����������                       ../

B � )������ �� �����<� �� ������� 	                         ..?

B / )������ �� ���������� ��� ������ H � ������ ��� ������ G ���� p = 2   ..A





����
�����

��#����� �'��� �� ������� 3�� ��������� �� ����������� �� �� ����������������    6 ���
����������� �������� !��� ������������ ��� ��� �������� ���(�� �������� � � ������ ��
������ ��������� � � I�� �� ������ �� �� ��@�� � �� ������ 

�� ��(���� ���(����� ���� ��� ��� ������� ��� ��������� ��� ��� ���������� ��
������ ��� �� ������� �� ������ ��� ��� ��������� � ���� ������ ������������ �

• 1���������� �� �����
� !� ������� ���� ���� ������� ��� �� ������� �� ���� �����
����� ��� ������ "��� ����� �����(��� � ������ ������ ��� ��������� ����� ��� ��
��� ��������� �� ����� ��������� �� ������� a �� b� �� ������� �� �����
� ���
�� ������� ���� a �� b � �������� �������� ��� ���������� 2���� &����� ��� �����
������� ��
����� �� �����
� "���� �(D����& ��� �� �������� �� ������ ��� ���������� 

• 1� L(p, q)(��������� �� ����������� (d, 1)(���� ��� ��� ���� ���� ���� �(D����& ���
�������(��� �� ��������� ������ � ����� ��� ������� ��� �� ����� ���� ��� �������
��� �������� ��� ��@��� �� ����� �� ������ � ��������� ��� ��������� ������� ��� ��
������� ���� ���� ������� ������ ������ ����� ��� ���������� ��� �� ��#����� ��� ��
���� p �� ���� ������� � ������� ���� ������ ����� ��� ���������� ��� �� ��#�����
��� �� ���� q ��� �� ����� ���� ����������� (d, 1)(���� ��� ��� ��� ���� ������� ��
���� ��@��� ��D����� ������ ����� ��� ���������� ��#������� � ������ �� �� ��@��
��� ���� ������� ������ ����� ��� ���������� ��#���� ���� ���� d ��� ��� ����
���� ���(D����& ��� �� �������� �� ��(�� ������������ ��������� 

2� ������� �� ����� �� ������ � ���� �������� �� �������� ������ �������� ��� �������
�� ����������� �� ������ ������� � ����(�� �� ��������� ��� ������������ (d, 1)������ ��
������� �������� �� �� L(p, q)����������� 

��� �� �������� .� ��� �������� �������� ��$����� �� ������� �������� �� ������
��� ��� ��������� ����� ���������� ���� �� ����������� �� ����� 

��� �� �������� �� ��� ���� � ����(�� �� ���������� ������� ��� ������������ ���
������� �� ���������� 2�� ���������� ��������� �� ��������� ��� ����������� ���� ��
����������� �'������ ��� ������� �� ���������� ���� ���� ������ ������������ ��
������� 

��� �� �������� /� ��� ��$����� � ���������� ��������� ������� �� �����������
��� ������� �� ���������� "��� &������� �� ����@�� ���D��� ��� ������ ��� � ������
�� ���������� � �����$�� �� �������� ��� �� ������ 5 ������ �� ��� ����(�� �� ������
��� ����� ��������� �� � �D����� �� ������ �� ������ ����� �� ����������� ������ ���
�� ������ ���� @��� �D���� ��� �� ��������� �� ������ ��� ��������� ��� �������(�� 

��� �� �������� 
� ��� ��$����� � ������ ������������ �� ������� ���� ��� �������

.



� ���������	��

�� ���������� ��� ��� ������ ������ ��� ������� �� ���������� ����������� 

��� �� �������� 	� ��� ���������� �� ������ ������ � ���� � ����(�� �� ��$��
���� �������������� ��� ������������ �� �� �������� ������ 2�� �������� ��$����� ���
����������� ���� ��� ��������� A �� B 

��� �� �������� ?� ��� ��$����� ����������� �� &�������� �� �� ��� ���� ��� ����
(����� �� L(p, q)����������� �� ������������ (d, 1)������ 

��� �� �������� A� ��� ������� � �������� ��������� �� ���� �� ��(�� ������
������� ���������� ���� ��������� (d, 1)���������� ��� ������ �������� ������ ����� ����
������� !��(D����& ��� �� ���� �� ��(�� ������ ������������� �� ��������� ��� ��������
������� d = 2 �� �������� �� � � �� ������������ ������� d = 3 

��� �� �������� B� ��� �#������ �� ����� �� ���������� ��� �� ���(���� �� L(p, q)�
���������� ��� ����� � � ���� ��� ������ &����� � ��������� ��� ��� ���� ����� ��� ����
�������� ��� ������� "��� ������� �� ���������� �� ���(���� ������ � ��� ���� � ������
� ����� �� ��� ������ ������ ���� ������ � L(p, q)����������� ��� ���� 



�������� �

�����������	�

!�� ������� �� ��$����� �������� �� �� ������� ��� ������� J+��B/� +!;��K ��� �����
������ ��� �� ������� �������� !� 2������� 	 � �������� ������ ��������� ��� �������
�������� ���� �� ��������� �� ������������ �� ������� !� ������� ������ ���� ���������� ��
��&���� � �� �������� ������ �������� ��� ������� �� ���������� 

- ����� ������� G = (V,A) ��� � ������ ������� �

. ��� � ����(�� V = {v1, v2, . . . , vn}
� ��� �� &������ A = (u1, u2, . . . , um) ���������� ������� �
�� �� ������� ��������

V × V = {(x, y) | x ∈ V, y ∈ V }

- ������ (u, v) �� V × V ���� ������<��� ��������� &��� ��� �� &������ A� ��� ������
����� ���
 	������� !� ��(�� �� ������� �� ������ G ��� ������ ������� �� G 

- ��� �� G �� �� &���� (u, u) ��� ������ �� ���
�� %��� � ��� (u, v)� �� ���� u ���
�� �����	��� �������� �� ���� v �� �����	��� ���	���� "��� ������� v �� ��

������ �� u
�� u �� �����
������ �� v ���� ������ � ��� �'�� �� ��������� ������� � u �� �� ���������
�������� � v 

!�����(�� ��� ����������� ��� ������ u �� ��� N+(u) �� ������(�� �� ��� �������������
N−(u) !�����(�� ��� ������ �� u ��� ��� N(u) = N+(u) ∪N−(u) 

!������ ����������� �� �� ������� � ��� �������� ���� ��� �������� ��� ������� ��
������� �� �� &���� �� ���� �� ����� (u, v)� ��� ��������� ������(�� &���� ��� ��� ����� u
�� v ��� ��� ���� {u, v} �� ��� ��� ������� �� ���� ���� ������� u �� v ��� �����
���� ��
���� ���������� ��� ������ 3���� ��� �� ��@��6 �� �@�� ���� ��@��� ��� ��D������
�� ����� �� �� ���� �� ��������� ������ !�����(�� ��� ��@��� ��� ������ G ��� ���
E �� �� �������� ��� ������ u� ��� N(u)� ��������� ������(�� ��� ������� ��D����� �
u "��� ����� �� ���� ������� ����D����� ������ &����� �� ���(���� 

;��& �������� ������������� �������� ��� ������� ��������� ������� 3��� (����� �
��@�� ��������6 ��� ������� ��� �� ����� 

!� ����� ��� ������ u ��� �� ������ G ��� ��� dG(v)� ����� �� ��(�� ����@��� �'��
�� ��������� � x "��� �������� d(v) ��������� �' � ��� ����(���L�� ��� �� ������ ������ 
%��� � ������ G �� ����� 	��	�	 ��� � Δ(G) = max {d(v) | v ∈ V }

/




 
��	��� �� ����	�	��	���

"��� ������� �� �� �@�� &�M� ��� ���� �� ������ ���� �� ����� ������� Δ ���������
�' � ��� ����(���L�� ��� �� ������ ������ 

!�����(�� N(v)∪{v} ��� ��� N [v] ;��� S � ����(�� �� ������� �� G� �� �������� ��
S� ��� N(S)� ��� ����� ��� ��������� ��� ������� �� S ����� �� ������(�� S !� ������
N [S] ��������� � N(S) ∪ S 

"���� ���������� �� ���� &������� �� ������� ������������� � � ����� 3�������� �����
������ ����� ��� ��������� ��� ������ ���(�� �� ����	��� ���������� ��� ���#�������
��������6� ���� ��� ������� ��� ����D����� ���� � ���� - ����� 
�	���� �� 
������ ����
��� ������� ��� ��D����� ���� � ���� -� ������ �� ������ 3��(�� �� �������6 p ��� ����
Kp �� ���� ����� @��� ������� p������� 

1� 
�	���	������ ��� ������ �������� G = (V,E) ��� ��� G = (V,E′) ���� E′ =
{{u, v} | {u, v} /∈ E} 34����� . . ����������6 

a

b

c

d

e

f

a

b

c

d

e

f

G G

�	�� . . N )������ ��� ������ G �� �� �� ������������� G

- ������ G′ = (V ′, E′) ��� � ����������� �� G �� V ′ ⊆ V �� E′ ⊆ E ;� E′ =
{(u, v) ∈ E | u, v ∈ V ′}� ����� G′ ��� � ����������� ����� �� G G′ ����� ��� V ′ ��� ���
�������� ��� G[V ′] 

-� ��������� P ��� ���������� �� ���� ��� ����� ���� ���� ����������� ����� �� G ��
�@��� �� &������ �� ������ F ��� ���� ������������ �� ���� ��� ����������� ������ ��� ������
�� F ���������� � F 

"��� ���� (���� �� ��$�� �� ���� �������������� �

��.������ �/� .��� ������ G1 = (V1, E1) �� G2 = (V2, E2) ���� ���������� ���� ������ ���
���
���� ����
���� f �� V1 ��� V2 ����� ��� {u, v} ∈ E1 �� �� �����	��� �� {f(u), f(v)} ∈ E2�

5$ �� ��������� ��� ������������� ��� ��$����� ������� � ����(�� �� &�������
�� ������� �� �� ���������(��� ������������ �� ������� ���������� ��� �� ����� 

��� ������ � ������

!�� ���� ��$����� �������� ��� ������� ��� �� ����� �� ������� �������� ����� �� ��
���<� ��� �� ������� �������� 



���� 
���� 	

��.������ �/ #�� 
�A�� ����� Pk ��� ��� ������
� μ = u1, u2, . . . , uk ������� �� G �����
��� 
���� ���� �� � ������
�  ��� �����	��� �� 
�		�� ��
 ������ ���
������ �� ������
�����	��� �� 
�		�� ��
 ������ ������� B2����� C�D 
�(�������E� 1� ��	��� ������� �� �
������
� ��� � ������� k �� � 
�A�� μ ����� Pk+1� #�� 
�A��� ��� �� ���
����� �� ����
���� �� 	�	� ��		��� ��� ���� ���������� F ��� 
�A��� ��� ��������� �� ���� ���� � 	�	�
����� ��� ���� �������

��.������ �/� #� ����� �� �������� q ��� ��� ������
� μ = u1, u2, . . . , uq ���
� �� G
����� ��� ���� ���� �
 ui Bi < qE �� � ������
�� �������	��� ���	���� �� ���
 ui 
�8�
��� ��

�������	��� ������� �� ���
 ui+1�

c dba

�	�� . � N !� P4 �� ���<� �� ������� 3 

��� � ���

��.������ �/# #� �'��� ��� ��� 
�A�� μ = u1, u2, . . . , uk ����� ��� )

C� � 	�	� ���� �� 9���� �� ���� ���� ��� � ������
��

D� ��� ���� ��		��� �� �����	���� �� � 
�A�� 
�8�
������

!� ������� ��� �'��� ��� �� ��(�� �� ������� 3�� ����@���6 �� �������� - �'��� ��
������� k ��� ��� Ck� �� 4����� . / �������� �� ��� ��� C6 

a

b

c

f

d

e

�	�� . / N )������ �� �'��� � � �'��� �� ������� ? ��� C6 

��! �
���"��#

"#$#" �
���� �������

- ������ ��� 
������ �� ���� ����� ����� u� v �� ������� ��������� �� ������ �� ���<�
������ ��� ���� ����� 



? 
��	��� �� ����	�	��	���

"#$#% &�������� �������

"���� ≡ �� ������� (����� ��$�� ��� �

u ≡ v ⇔

⎧
⎪⎨

⎪⎩

u = v

ou

�� ������ �� ���<� ������ u �� v

2���� ������� ��� �� ������� ������������ �

. u ≡ u 3��O�������6

� u ≡ v ⇒ v ≡ u 3�'������6

/ u ≡ v �� v ≡ w ⇒ u ≡ w 3�����������6

!�� ������� ������������ ��������� �� �������� �� V � ������������ ������ �� G�
�������� 
�	������� 
������� �� G !� 4����� . 
 ��������� � ������ ������� �� ����
���������� ������ 

��$ %���� �� �
�&�

- ���� ��� � ������ ����� ��� �'��� -� &��@� ��� � ������ ��� ������ ������
���� ����� ��� � ��(�� P � �������� ������� ����� � ������ ��� �'��� 34����� . 
6 

�	�� . 
 N )������ �� ���� ���������� ������ � &��@� �������� �� ���� ��(��� 

��' (����� �������

- ������ G = (V,E) ��� (������ �� �� �������� �� ������(�� �� ��� ������� V ���� @���
��������� � ���� ����(��� ��������� V1 �� V2 - ��� ������ ��� ��� G = (V1, V2, E)
34����� . 	6 

;� ���� ���� u ∈ V1 �� ���� ���� v ∈ V2� {u, v} ∈ E� �� ������ G = (V1, V2, E) ��� ���
(������ ������� - ������ (������ ������� ���� | V1 |= p �� | V2 |= q ��� ��� Kp,q 



���� �������� ���	���� A

�	�� . 	 N )������ �� ������ (������

��) �������� �
������

!� ���������(�� S ⊆ V ��� � ����(�� ������ �� G 3����� G6 �� ���� ��� �������
��������� � V \ S �� �� ���� � ����� ��� S� � � N [S] = V  %�� �������� ��� �
������ (������ ������ ����� ��� ���(��� ��� � ����(�� ������ 

���� ������� u �� v ��� ������ G &����� �� ����� ������� �� G �� ������ ��� ���<��
������� u �� v ������ G 



B 
��	��� �� ����	�	��	���



�

�������� ������

������� �� ���� ����!" # $���$�%������!"&
��$!""�����"$� �� %��' ���(� �� �����"$�

��� ����� ������� ��� ������� ��� ������� �� ���������� "���� ������� �� �� �������
� ����� ��������� ��������� � �� ��������������� �� ����������� �'������ �� ������������
�� ������� �� ����� &������ "���� ��� �� �������������� &����� ��� (���� �� ���� ������� 
) �#��� ��� ������ � ������� ��� ���������� ������������� ���������� ��� ������� ��
���������� ������ ���� ��� ������ �������� � ����������� �'������ �� ���������� ��
������� 



.0



�������� )

�������������

"��� ��� ��������� � �� �������������� ��� ������� �� ���������� �$ ���(���� ���
���������� ������� ��������(��� ���� � ���������� �� ������� �� � ���������� �'������ ��
����������� "��� �����M�� ��� ���� ��#������ ��$����� ��� ������� �� ��������
��� %���� ��� �������� �� ������� �������������� �� ����� &������ �� ������� 

��� *#+����
�� �� ����#�������
��

!�� ��$����� �������� ��� ��� (���� �� ���� ������� �������������� ��� �� 4�����
� .� ��� �������� � ������� �� ������ �� ���������� ��� ��� ������� ���� ��������� ���
��#������ ��$������ ������������� �� ���������� 

1 3 2 6 5 9

784

�	�� � . N )������ �� ������ �� ���������� 

%#"#" ��'������ �� 
������ �����

0��
*� �1�����	����

- ������ �� ���������� ��� ���� ���� � ������ ������������ �

��.������  /� -��� S �� ����	��� ��������� G = (V,E) ��� �� ������ ������������ ���
���� ������������� S �� �� �����	��� �� )

C� �� ������ ��� ����
���� φ ����� ��� ��		��� V �� ��� ������ S

D� ���� ���� 
����� s, s′ �� S ) s ∩ s′ �= ∅ ⇔ {φ(s), φ(s′)} ∈ E

!� 4����� � � ������� � ������ ������������ ������������ ��� �� ������ ������ 2� ������
��� � ����� ������������ 

..



.� 
��	��� �� 
�������	���	��

a

b e

c d
b

c

e

a

d

�	�� � � N >����� ������������ ������������ ��� �� ������ ������ �� ������ ������������

��� ���� �������� ����������� b ��������� ��� ���������� c� d �� e� ��� �� ������ ����
���������� �� �������� �� b ��� ��� ������(�� {c, d, e} 

;� ������(�� S �� �� ��$���� ��� ������� ������������ ��� � ����(�� �� �������
�'�� ����� ���������� ��� ���� ������� ����������� ��� �(���� � ������ �� ���������� 
!� 4����� � / �������� ����� ������������ ����������� �� ������ �� ���������� �� ��
4����� � . 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

98 76 543 1 2

�	�� � / N ,����������� �� G ���� &���� �� ������ ������������ �� �������

-� ���	������ �� E ��� ����� (�D����� �� E ��� �����@�� ��� �� ��� �G E = {1, . . . , n}�
��� ����(�� ��� ��� Sn 

-� ���������� π �� E ��� ���� π = π(1) π(2) . . . π(n) !� ���������� ������ �� π
���� π∗ ��� �� ���������� ������� � π∗ = π(n) π(n− 1) . . . π(1) !������ ����� < ��$� ���
�� ���������� π ��� ��� ��� π(1) < π(2) < · · · < π(n) 

"��� ������ ��$�� � ������ �� ���������� �� �� &�M� ������� �

��.������  / G;1 HC�  ;1HDI -����� L1,L2 ���� ������� �������� ��� �� ��� �� n ������
��������� 1, 2, ..., n ��� L1� �� 	�	� ��� � ������ L2� 1� ���	��� Li ����� �� ����� i ��� � ������
L1 ��
 �� ����� i ��� L2�

-��� GL = ({1, 2, ..., n} , EL) ��� ��� {i, j} ∈ EL �� �� �����	��� �� Li �� Lj �� 
�������

#� ����� G ��� �� ����� �� ���	������ ���� ������ �� 	����� L ��� ����� ��� ��
��� ���
� ���	���� 
�������� ��
 G = GL�

2���� ��$���� ��� ���������� � �� ������� �

��.������  /� G0��JKI #� ����� G ��� �� ����� �� ���	������ �� �� �����	��� �� �� ������
��� ���	������ π ����� ��� G ��� ���	����� � G[π] ��
 �� ����� G[π] = (V,E) ��9�� ��
� �L�� ������� ) �� ������ ��� ��	�������� ��� ��		��� �� � ���	������ π ��9��� ���



���� ���	�	�	��� �� ����������	��� ./

V = {1, 2, . . . , n} ��� ����� ��� {i, j} ∈ E �� �� �����	��� �� (i− j)(π−1(i)−π−1(j)) < 0� 6���
������� G[π] 
� ����� ���������

!� ������ ��� � ������� ����������� 34����� � .6 ��� �� ������ G[π] �(��� ����
�� ���������� π = 3 1 4 8 6 2 7 9 5 !� ���������� π �� ������������� &����� 4����� � /
��� ������� ������������� �� ������ !� &������ ��� ������� �� ���������� ��� �� &������
����������� ) �#��� � ������ ��� ������ �� ���������� G� ������ � ������ ������ �
������ � ������ ��� �� ������������� ��� �(���� �� ������� ������������ �� �
��������� � ������ ������ �� ���������� 

,�������� ��� �� ������ ������������� ��� ������ �� ���������� ��� ����������
�(��� � ������� ������� ��� ���������� ��� ������� ��� ���� ��� ������� !� ����������
������ �� π ��� ���� π∗ = 5 9 7 2 6 8 4 1 3 !� ������ G[π∗] � ���� ������������ �� 4�����
� 
 

%�� �� ������ ���� ������� ��� �������� ��� ���������� ���������� ��� ������� �� ����
����������� �� ������ ���� ������� � ���� ��������� ) ��������� ������� ��� ������
��� ���� �������� ��� �������� ����� ���������� 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

6 35 9 147 2 8

�	�� � 
 N ,����������� �� G 

2���� 
������

��.������  /# 1���������� ���� ����� ���(������� G = (V,E) ��� ��9��� �� �� ����	���
���
� T ���� ��� ���� 
�
��� ��� ����� {u, v} ∈ E ���
 (u, v) �� ���
 (v, u) �������� � T �

%�� �(�� �� ������� �� ��������� T ��� ������ G ��� ������(�� ��� ���� ��$�����
����������� �� G 

��.������  /& 1���������� ������ T ′ ����� ���������� T ���� ����� G ��� ��9��� �� �
�L�� ������� ) �� �
 (u, v) �������� � T ′ �� �� �����	��� �� ���
 (v, u) �������� � T �

��.������  /( #� ����� ���(������� G = (V,E) ������� ��� ��������� ��������� T �� ��
�����	��� �� ���� ���� ������� u, v,w �� ��		��� �� G� �� ��� �
� (u, v) �� (v,w) �����������
� ������������ T � ���� (u,w) �������� � T �

��.������  /) G0@MDI #� ����� ��� �� ����� �� 
�	�������� �� �� �����	��� �� �� �	��
��� ���������� ����������

- ������ ��� �� ������������� ��� � ������ �� �������(����� ��� � ������ �� 
�(

�	��������



.
 
��	��� �� 
�������	���	��

!� 4����� � 	 �������� �� ��� ��� ������ �� �������(����� ����� ��� �� ����������(����� 
��� �� �������������� ����������� ���� ��@�� ������ ������������� ����������� ���
������� �� ��� ����� �������(�� ��������� �� ������� 

?

�	�� � 	 N )������ �� ������ �� �������(����� ����� ��� �� ����������(�����

- �������� �������������� �� ������: �� C����� J�C
.K� ��� �� ��������������
��� ������� �� ���������� �������� ��� ���������� ���������� ���� �� ������ �� �� ����
���������� �

3*���4�  /� G.*NCI #� ����� G ��� �� ����� �� ���	������ �� �� �����	��� �� G �� G
���� ��� ������ �� 
�	���������

2���� ��������� ��� ������� �� ������ ������ ���� �� G ��� � ������ �� �����������
����� G �� G �������� �� ��������� ��������� 

;��� G[π] = (V,E)� � ������ �� ����������� ��� ��$����� �� ��������� T �� ��
&�M� ������� � �� {u, v} ∈ E �� u < v ����� (u, v) ∈ T  

C����� ��� ����� ��������� ��� ��������� � ����� u, v,w ∈ V ���� ��� (u, v) ∈ T ��
(v,w) ∈ T ���� {u, v} ∈ E� {v,w} ∈ E �� u < v < w %�� ��������� π−1(v) < π−1(u) ��
π−1(w) < π−1(v) �� ��� �������� u < w �� π−1(w) < π−1(u) ���� {u, v} ∈ E �� (u,w) ∈ T  
2���� ��������� ��� ��� ��������� 

�� ������ ���������� �� ������� ����� ��$� ��� �� ���������� π∗ 3π∗ ���� �� ����������
������ �� π � π(n), π(n − 1), . . . , π(1)6 ��� ������� ���� ��$�� �� ���������� ��� �(����
�� ��������� ��������� 

%��� �(���� �� ��������� ��������� T ′ ���� G� ��� �������� �� �@�� ������� ����
�� ������ �� ���������� G[π∗] ������������� �� G[π] 

����!�  /� "� ��� �
��� �� ���� ��� ���� �� ����� G� ��� ���������� ������� T ′ �����
���������� ��������� T �� G ��� ���� ��� ���������� ��������� �� G�

"��� ������ ������� ��$�� ��� ������ �������� �

��.������  /' -��� (V,�P) �� ����	��� ��������	��� ������� )

O V ��� �����	��� ������� �� ���� ���� u, v ∈ V ���� u �P v �� v �P u�

O #� ����� ���� < ��� V ��� ��� v1 < v2 < · · · < vn ��� ��� ������� ������� �� ≤P ��
���� ���� vi ≤P vj ���� i ≤ j�

��.������  /" -��� (V,�P) �� ����	��� ��������	��� ������� )



���� ���	�	�	��� �� ����������	��� .	

O #�� �	���� ≤P1 , . . . ,≤Pk
�������� ������� ������� P �� a �P b ⇔ a �Pi b ���� ����

i ∈ 1, . . . , k�
O 1 ��	������ dim(≤P) ���� ����� ������ ��� �� ���� ����� ��	��� k ������������ ��������

L1, . . . , Lk �� ≤P ��� �������� ≤P �

��.������  /�5 -��� (V,≤P ) �� ����	��� ��������	��� �������� ���� ) GP = (V,EP ) ��

{u, v} ∈ EP �� u ≤P v �� v ≤P u ��� �� ����� �� 
�	�������� �� ������� ������ ≤P �

G = (V,E) ��� �� ����� �� 
�	�������� ���� ������ �� ����� ������ ≤P ��� ��� G ���
���	����� � GP �

!� �������� ������ ������ �� ���� �� ������� �� ������� ������� ��������� ��� ��
������ �� ���������� � ��� ��� ������ �� �������(����� �

3*���4�  / G+24HCI #� ����� ��� �� ����� �� ���	������ �� �� �����	��� �� 
���� ��
����� �� 
�	�������� ���� ����� ������ �� ��	������ D�

!�� ������� �� ���������� ���� ��� ������� �� �������(����� �������� �������� �� ���
������ �� ��� ������ ��������� ����� ���������� 

3*���4�  /� G.*NCI #� ����� ������  ���� ��	������ � ���� D �� �� �����	��� �� ��
������ ��� ��������� ������� (v1, . . . , vn) �� 
�� ����� ������ ��� ��� �� i < j < k ��
 vi �� vk


�	������� ���� vj ��� 
�	����� � vi �� � vk�

-� ������� ������� �����&����� �� ������� �� 1������� � / ��� ������� ���������
������� ���(������� %�� �� ������ �$ ��������� ��� �������� ������� ��� �������� ��
��������� ������� ��� ������ �� ���������� G� �� ������� �� ��������� ������� �� ������
�� �������(����� G ����������� � � ����� ������� ������� �� ��$���� � .0 

;����� ���� ������ �� ���������� ��� � ������ �� �������(����� ���� ��� �� �������
������� 31������� � .6 ��� ������ � ������� �� ���������� �� ��� ��������� �������� �

���
�������  /� -��� G[π] �� ����� �� ���	������� ���� L1 = (1, 2, . . . , n) �� L2 =
(π(n), π(n − 1), . . . , π(1)) ���� ���� ���������� �������� ���(�������� �� G[π] �� �� G[π]�

���+/ ;���� L1 ������� ����� < ��� ��� ������ �� L2 ������� ����� ��$� ��� �� ����������
π∗ 2�� ���� ������ ��$����� ��� ���������� ���������� 31������� � .6 ���� G �� ���� G
3,������� � .6 

)��� ��� ��� ��� ������ ������ ��$����� �� ��������� ��������� ��� G� ���
�(���� ��� �� u <Li

v <Li
w 3i ∈ {1, 2}6 ���� {u,w} /∈ E� {u, v} /∈ E �� {v,w} /∈ E

��� ��� �(�������� �� ����������� 3�� 4����� � ? �������� ����� ��������� ��Q�� � ��
������������ �� G[π]6 

�� �@��� ��� ������ �������� �� �@�� ������� ��� G[π] �� �(���� � �� u <Li
v <Li

w
���� i ∈ {1, 2} �� ��� {u,w} ∈ E� {u, v} ∈ E �� {v,w} ∈ E 34����� � A6 

2�� ���� ������ ��� ��� ��� �������� �������� ����������� �� G[π] �� �� G[π] �

����!�  / .�� �� ����� �� ���	������ G = (V,E)� �� ������� �� ��		��� u, v,w ∈
V ���	� ��� 
��9������� ��������� ��� �� ��������� ������� ���(������� �� G �� {u,w} ∈
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�	�� � A N %��� ������ ������� �� j ��� �� ������ �&�������� j ���� @��� � ��D���� � ��
���� i �� k 

E �� {u, v} /∈ E �� {v,w} /∈ E �� �� {u,w} /∈ E �� {u, v} ∈ E �� {v,w} ∈ E 
�		� ����������
� 2����� D�J�

i j k< < i j k< <

�	�� � B N 2�$�������� ��������� ��� �� ������� ������� ���������� 3��� ���� �
�������� ��� ��� ����@���6
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!�� ������� �� ���������� ������ @��� ��$�� ��� ������� � ��� ������� �� ����������
��� �� ��� ������� ��������� ������������ 
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!�� &������� �� ������� �� ������������ �� ���������� �� ��� ��$����� �����������
������� "��� ��� ��$����� � ��������� ����� ��� ��� �� �� 4����� � �� � ������ �� �@��
����(�� ������������� ��� �� ������ ������� � �������� ���� ��&����� �� ������ ������������
������� 



���� ���	�	�	��� �� ����������	��� .A

��.������  /�� -��� S �� ����	��� ��������� G = (V,E) ��� �� ������ �� ������������
��� ���� ������������� S �� �� �����	��� �� )

C� �� ������ ��� ����
���� φ ����� ��� ��		��� V �� ��� ������ S

D� ���� ���� 
����� s, s′ �� S )

(s ∩ s′ �= ∅ �� s �⊆ s′ �� s′ �⊆ s) ⇔ (φ(s), φ(s′)) ∈ E

��� ���� �������� ����������� b ��������� ��� ���������� c� d �� e� ���� ����������� e ���
����� ��� ����� �� b ���� ��� �� ������ �� ������������� �� �������� �� b ��� ������(��
{c, d} 

��.������  /� -��� S �� ����	��� ��������� G = (V,E) ��� �� ������ ��������� ���
���� ������������� S �� �� �����	��� �� )

C� �� ������ ��� ����
���� φ ����� ��� ��		��� V �� ��� ������ S

D� ���� ���� 
����� s, s′ �� S )

(s ⊆ s′ �� s′ ⊆ s) ⇔ (φ(s), φ(s′)) ∈ E

)$� ��������� ��� ���� ������� ����������� b� �� �� ���� ����� ��� �� ������ e� ��
���� ����� ��� ����� �� b �� ���� ��������� ������ ����� �� b 
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�	�� � � N )������ �� ������ ������������� �� ������������ �� ��������� � ������ �� ��
�@�� ������������

!�� ������� �� ���������� ������ @��� ���������� ��#������� � ����$�� ���������
������ ���� ������������ ���� &���� ������������ �� ������� !�� ���� ������� ����������
�� ����� ������������ ��� R��������S D������ ������������ �� ��� ������� - ������ ��
������������ ������������ ��� �� ������ ������ ��� ���� �(��� 3�& 4������ � .0 �� � ..6 
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�	�� � .. N >����� �� ������������ �(��� ����� ��������� �� ������ ������������ �� ��
4����� � �

;� ���� ������� �� ������ ��� �� ������������ ���� &���� �� ������ �������������
����� ���� ������ � ��� ���������� � ������� a ��� �� �������� ������ �� a′ ��� ��
������ �� �� ����� ������ � ������� b > a ��� �� �������� ������ �� b′ < a′ ��� �� ������ 
) R������S �� ������������� ��� �(���� ���� ���������� [a, a′] �� [b, b′] ���� ��� b < a
3������� �� ����� ����������� ��� ������� ������6 �� b′ < a′ ��� ��� ����������� a < b′� ���
���������� �� ���������� ��� �� ����� � �������� �� �@�� �������� ��� ������ �������
��� �� ���� ������� � ��� ��� ��D����� ��� �� �������� ������������ ����� ��� &�����
���� ���������� ����� ��� ��� ������� ��� �� ������ ������������ !� ������� ����D�����
����� ��� ������� ��� ����� �������� 

�����: �� C����� J�C
.K �� ������ �� �������� ������ �

3*���4�  /# G.*NCI G ��� �� ����� ����
������ ������������ �� �� �����	��� �� G ��� ��
����� �� ���	�������

- ����� �������� ���� ����� �� C 2 >����(�� J>��B
K ������ ���(���� �� �@�� ��������
� ������ �� �� ������������ ��� ������� �� ���������� � ��� ��� ������� ���������
���(D��� ������������ 3��� ���� ��� ��� ����������6 �

3*���4�  /& G0��JNI G ��� �� ����� ����
������ �� ��A��� �� ��	������ k �� �� �����	���
�� G ��� �� ����� �� 
�	�������� ���� ����� ������ �� ��	������ 2k�

�� �@�� ��� ���� ��� ������� �� ������������� � ����$�� �� ������������ ���
�������� ����&�������� ������� ��� �(���� ������������ �� �� �������� %��� ���������
�� ������������ ���� &���� �� ������ �� ������������� ��� ���� R������S �� ����������
��� �� ������ ���� �� &���� ������������ �� ������� "��� R������S �� ������������� ��



���� ��� ���� ��������	���	�� ��� ������ �� �������	�� .�

������ ���� �(���� �� ������������ �� �� 4����� � .� "��� ������� � �������� ��� �@���
�������� ��� ���� ��� ������� �� ������������� ������ ��� �� ������� ����D����� �����
������� ��� ��� ����&�������� ��� ��� ��������� 
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�	�� � .� N >����� ��������� �(��� ����� ��������� �� ������ ������������ �� �������
������� �� ������ �� �� 4����� � �
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*� � 	����

- ������ �� ����� ��� �� ������ ������������ �� ������ ��� � ������ !� &������ ���
������� �� ���������� ��� ����� ��� ����� &������ ) �#��� ��� ������� ���������� �� ��
������������ ���� &���� �� ������ ������������ �� ������� ������ @��� ���� ����� ��
�������� �� ��������� ��� ������ � ���$� !� ����� �������� ��� ����� ���� @��� �����(��
���D����� � �������� 3�� ����� ������ ������ ��� ������ ���� @��� ������ ��� �� ������ � ��
����� � �������� 4����� � ./6 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

98 76 543 1 2

�	�� � ./ N ,����������� ���� �� ������ ��� ������� ������������ �� ������ ���� � �����
���� � �������� 

��� ,
�-���� ������#������
� ��� ������� �� ���������
�

��� ����� ������� ��������������� ��� �������� � �(���� ��� ���������� ������ ����
������������ �� ������� �� �� ����������� �'������ %��� ����� ��� ������ ��� ���������
�� T % ;������ 5 +�����U�� �� ! ;��7��� J;+;BAK ��� ��� ������� �� ���������� (������� 
2���� ������� ��� (���� ��� ����������� ��������� �� ������ �� ������� ��� �� ��������� ��
��������� ������� ���������� 
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T % ;������ 5 +�����U�� �� ! ;��7��� J;+;BAK �� ��� �� �������������� ���
������� �� ���������� (������� � �������� ��� ������ ��� ��� ���(��� �������� �� ������
(������ *�� ���� ����� ��$����� ��������� �� ������������ ��� ������� �� ���������� �



�0 
��	��� �� 
�������	���	��

��.������  /�� #� ����� ��� ������	��� ��� ��		��� �� S ��� �� ����� ������ G =
(S, T,E)  � ��������� ����D����� �� ���� ���� ��		�� �� T � N(x) ��� �� ����	��� ��
��		��� 
����
����� ��� ������� �� S�

��.������  /�# #� ����� ��� ������	��� ��� ��		��� �� S ��� �� ����� ������ G =
(S, T,E)  � ��������� �� &�������� �� ���� ����� ���� �� ��		��� v� w �� T ���� ��� N(v)
��� �� ����(����	��� �� N(w)� ��� ��		��� �� N(w) \ N(v) ��� �� ����	��� 
����
���� ��
��		��� ��� ������� �� S�

��.������  /�& #� ����� &��� ��� ��		��� ���� ����� ������ G = (S, T,E) 
������� ��
�� ����� ��� ������	��� S �� �� ����� ��� T ���� ��� ���� ���� {s, t} , {s′, t′} ∈ E �P s� s′

����������� � S �� t� t′ ����������� � T � s < s′ �� t > t′ �	������ ��� {s, t′} , {s′, t} ∈ E�

T % ;������ 5 +�����U�� �� ! ;��7��� J;+;BAK ���� ������ �� �������� �� ������
��������� �

3*���4�  /( ;��� �� ����� ������ G = (S ∪ T,E)� ��� 
��������� �������� ���� �����(
������ )

C� G ��� �� ����� �� ���	�������

D� �� ������ �� ����� ���� ��9�� ��� ��� ��		��� S ∪ T �

Q� �� ������ �� ����� ��9�� ��� S ��� � ��������� ����
��
� �� �� ���	������

"��� ����� ����� ���(���� ��� ���������� ���������� ��� �� ��� ��� ������� �� ������
������ ���������� %��� ����� ��� ����� ���� �� �������� ��� ������� �� ������ �
���(��� �� ������ �(���� ��� ���������� ����������� (����� ��� ��� ������ ��� ��� ���(��� 
"���� ��� ��� ������ �'�� ��� ���������� ��� ��� ������� �� ���������� (������� ��� ���
�������� �������� ����������� �� ������ 3������ �� �������(�����6 
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���(��� ��������� �� �������� ��$����� �

��.������  /�( -����� G = (V,E) �� ����� �� σ �� ����� ���� ��� ������	��� V � 1������(
����� T �� G ������� �� σ ��� ��9��� �� � �L�� ������� ) ���� ����� ���� �� ��		���
u, v ∈ V � (u, v) ∈ T �� �� �����	��� �� {u, v} ∈ E �� u <σ v�

5 ������ �� ����� ��$���� �� ����������� ��� ������ ������ ��� � ����� ������ ���
��$����� �� ���� ������� �

��.������  /�) -��� G = (V,E) �� ������ �� ����� ���� σ ��� ������	��� V ��� �� �����
�������& �� �� �����	��� �� ������������ ��� ����� ������� �� Tσ ��� ����������

%�� ��$����� �� ������� ������� � �������� ��� ������ �� ���������� ��$��
�� ��������� ��������� ���� �� ������ "��� �(���� ��� �� �������� ������� �
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����!�  /� $���� ��������� ������� ���(������� ���� ����� �� ���	������ ��� ��
����� ���������

"��� ������ ������� ��$�� �� ������� �� ������������ �� ������� ���� ��������
��� ������� ���� ��� ���������� ���������� �� ��V����� ������������ ��� ������� ��
���������� 

6�������  /� -����� G = (V,E) �� ����� �� σ �� ����� ���� ��� V � ���� ���� ��		��
u ∈ V � ���� ������ h(u) � ���
���� ��� �������� � �������� �� ���� ���� 
��	�� �� ���	����
�� u ��� G 	��� �� ������������ ������� �� σ�

6�������  / -����� G = (V,E) �� ����� �� σ �� ����� ���� ��� V � ������ Xi =
{u | h(u) = i} ���� i �� / � β �P β = max {h(u) | u ∈ V }�

7��  /� -����� G = (V,E) �� ����� �� σ �� ����� �������� ��� V � ��� ����	���� Xi

���� ��� ������ B i ∈ [1, β]E�

���+/ ;������� ��� ���� ������� u, v ∈ Xi ����� ��D����� ;�� ����� �� ����������
����� u <σ v� ��� ����������� T ������ ��� σ� ��� �(���� ����� (u, v) �� � �����
����� h(v) ��� �� ���� h(u) + 1 2� ��� �������� ���� �'������� � u �� v ���������� �
������(�� Xi ) ���������� ���� ������� ��D����� � ������ ��� ��������� �� �@��
����(�� Xi� ��� ����(��� ��� ��� ��� ���(��� �

!� 4����� � .
 �������� �� ������������ ��� ������ � ���(��� � ������ �� �� ��$����
� � 

X1

X2

X3

X4

�	�� � .
 N )������ �� ������ ��������� � ���(���

7��  / -� G = (V,E) ��� �� ����� �� σ �� ����� �������� ��� V � ���� ���� ��		��
u ∈ V ������� ��� ������� ��� 
�
�� ��� ������ Xi ��
 0 ≤ i ≤ h(u)�

���+/ 2�������� � ������ vi ��������� �� ���(�� Xi� �� i ≥ 1� �� ������ � ���� ���
����� P = v0, . . . , vi �� ������� i %�� ����������� �� σ� ���� ������ vj ���� 0 ≤ j < i ���
��D���� � vi 



�� 
��	��� �� 
�������	���	��

�� ����� � ������ vj �� P 30 ≤ j ≤ i6 ��������� �� ���(�� Xj  ) �#��� h(vj) ≥ j
3�� ������ �� ���� �� ���������� v0, . . . , vj �� ������� � vj6 �� �� h(vj) = k > j� �����
����� ������ � ����� P ′ �� ������� k �� ������� � vj  F�� ��� �� ���� ��� ������
�������� � ����� P ′′ = P ′, vj+1, . . . , vi ���� ��� ��� P �� ������� � vi �� ��� ��� �
����������� ���� �� �'�������� ��� vj ∈ Xj � � ���������� ���� ������ u �������
��� ������ ��� ����� ��� ���(��� Xi ���� 0 ≤ i ≤ h(u) �

��.������  /�' -����� G = (V,E) �� ����� �� σ �� ����� ���� ��� V � ���� ���� ��		��
u ∈ V �� i ∈ [1, β]� ������ )

Ni(u) = N(u) ∩Xi

fi(u) = min
<σ
{v ∈ Xi | {u, v} ∈ E}

li(u) = max
<σ

{v ∈ Xi | {u, v} ∈ E}

"��� ������� ������������� fi(u) �� li(u) �� ������� �� �� ������ ����� �� ������ u
��� �� ���(�� Xi 

"���� ��� ���� �#������ �� ������� ��� ���������� ��$��� ��� T % ;������ 5 +����
��U�� �� ! ;��7��� J;+;BAK� ��� ����$����� ��� ����� ����D����� �� �� &�������� 

���.������ �� 
��
������ �1��8�	�	 � � ������

��.������  /�" -��� G = (V,E) �� ������ �� ����� ���� σ ��9�� ��� V ����9� � ���������
����D����� �� �� �����	��� �� ���� ���� ��		�� u ∈ V �� i ∈ [1, β]� �� Ni(u) �= ∅� �� ��������
�� v ∈ Xi ��� ��� {u, v} /∈ E �� ��� fi(u) <σ v <σ li(u) B2����� D�CRE�

��.������  / 5 -��� G = (V,E) �� ������ �� ����� ���� σ ��9�� ��� V ����9� � ���������
����D����� &���� �� �� �����	��� �� ���� ���� ��		�� u ∈ V �� ���� ����� X �� G� �������
N(u)∩X �= ∅� �� �������� �� �� ������� �� ��		��� v,w, z ∈ X ��� ��� {u, v} ∈ E� {u,w} /∈ E�
{u, z} ∈ E ��
 v <σ w <σ z�

7��  /� $���� ��������� ������� ���(������� σ ���� ����� �� ���	������ G = (V,E)
����9� � ��������� ����
��
� ������

���+/ ;���� G = (V,E) � ������ �� ���������� �� σ �� ������� ������� ��
�������� �� G ;������� ��� �� �������� ��� ������ u ∈ V � ���� ��� ��������& ���
� ���(�� X� ����� v,w, z ∈ X ���� ��� {u, v} ∈ E� {u,w} /∈ E� {u, z} ∈ E �� v <σ w <σ z

"���� ��� �� ������� �� u ���� ��� ���������� ��� ���� u <σ v �� z <σ u ;�
v <σ u <σ z� ��� �� ��������� �� ����������� �� ��������� ������� ���������� 3,�������
� /6� ��� ������ {v, z} ∈ E ��� ��� �'�������� X ��� � ���(�� 

"��� �(���� ��� ���� ��� �

N u <σ v ���G u <σ v <σ w <σ z !�� ������� u� w �� z &����� �� ��$�������
�������� 3,������� � �6� � �#��� {u, z} ∈ E� {u,w} /∈ E �� {v, z} /∈ E 

N z <σ u ���G v <σ w <σ z <σ u �� ������ ��������� �� ��� ��������� ��� ������� v�
w �� u &����� �� ��$������� �������� � {v, u} ∈ E� {v,w} /∈ E �� {w, u} /∈ E 



���� ��� ���� ��������	���	�� ��� ������ �� �������	�� �/

) ��������� u ��� ������������ ��D���� � w �� ��� �(���� (�� �� ���������
���������� �

"��� ������ � ������� �� ���������� ������ �

���������  /� $���� ��������� ������� ���(������� ���� ����� �� ���	������ ����9� �
��������� ����
��
��

!� 4����� � .	 �������� �� ��� ��� ���(�� ��� ��� ������� ����� ��� ��� ������� ����$� ��
��������� ����D����� 

X

vu w

�	�� � .	 N )������ �� ���(�� ����� ��� � ����� ����$�� �� ��������� ����D�����

��.������  / � -��� G = (V,E) �� ������ �� ����� ���� σ ��9�� ��� V ����9� � ���������
�� &�������� �� �� �����	��� �� ���� ����� ���� �� ��		��� u, v ∈ V � ����� ��� {u, v} /∈ E ��
���� i ∈ [1, β]� Ni(u) �= ∅ �� Ni(v) �= ∅� �� u <σ v ���� fi(u) ≤σ fi(v) �� li(u) ≤σ li(v)�

!� 4����� � .	 � �������� ��� ����� ��������� �� &�������� 3������� u �� v6 %��� ���������
����� ���������� ��� ����� ������� �� ������� �� ��� ���� ������� �$ ���(���� �� 4�����
� .? 

X

wv u

�	�� � .? N )������ �� ���(��� �������� ��� �� ������������ ��������� (���� ��� � �����
�'�� �� ��������� �� &��������

��.������  /  -��� G = (V,E) �� ������ �� ����� ���� σ ��9�� ��� V ����9� � ���������
�� ���	����� ����� �� �� �����	��� �� ) ���� ����� ���� �� ��		��� ���(��
���� u, v ∈ V
���� ��� u <σ v �� X �� ����� �� G ��� ������ u �� v ��� �� ��������� f(u) ≤σ f(v) ��
l(u) ≤σ l(v) ��
 f(u) �� l(u) �������� �� ���	��� �� �� ������� ������ �� u ��� X�

7��  /# $���� ��������� ������� ���(������� σ ���� ����� �� ���	������ G = (V,E)
����9� � ��������� �� ���	����� ������
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��	��� �� 
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���+/ ;���� G = (V,E) � ������ �� ���������� �� σ �� ������� ������� ��
�������� �� G ;������� ��� �� ����� � ���� ��� ����$� ;���� u, v ∈ V ���� ��� {u, v} /∈ E
�� u <σ v� ������� ���� �������� ��� �� ���(�� X � ������ ��� �'�������� ��� ���� ������
��� ��� �� ���(�� ��� ������ �� �@�� ��� ���� �� ������ �� �� ��������� ����D������ ��
������ v ������� �� �������� ��� X �� �� ��� ������� ��� ������� �� ��������� �������
���������� 

���� ��� �� ����� �

N v < f(v) �

N ;� f(v) < f(u)� ��� ���� u <σ v <σ f(v) <σ f(u) �� ��� ������� u� f(u) �� f(v)
&����� �� ��$������� �������� 3,������� � �6 � {u, f(u)} ∈ E� {u, f(v)} �∈ E
�� {f(v), f(u)} �∈ E 

N ;� l(v) < l(u)� ��� ���� u <σ v <σ l(v) <σ l(u) �� ��� ������� u� v �� l(u)
&����� �� ��$������� �������� � {u, l(u)} ∈ E� {u, v} �∈ E �� {v, l(u)} �∈ E 

N l(v) < v � ��� �(���� ��#����� �������� ������ ������� ����������� ��� ��#�����
������� ��� σ ��� ����� ����� ��� ����� ���� ��� ������� ��� ��� � ������
������ ���� �� ��������� �� ��������� ������� ���������� 

N ;� l(u) < u �

N �� f(v) <σ f(u) <σ u <σ v� ��� ������� f(v)� u �� v &����� �� ��$�������
�������� � {f(v), v} ∈ E� {f(v), u} /∈ E �� {u, v} /∈ E 

N �� l(v) <σ l(u) <σ u <σ v� ��� ������� l(v)� l(u) �� v &����� �� ��$�������
�������� � {l(v), v} ∈ E� {l(v), l(u)} /∈ E �� {l(u), v} /∈ E 

N ;� u < f(u) �

N �� f(v) <σ u <σ f(u) <σ v� ��� ������� f(v)� u �� v &����� �� ��$�������
�������� � {f(v), v} ∈ E� {f(v), u} /∈ E �� {u, v} /∈ E 

N �� u <σ f(v) <σ f(u) <σ v� ��� ������� u� f(v) �� f(u) &����� �� ��$���
����� �������� � {u, f(u)} ∈ E� {u, f(v)} /∈ E �� {f(v), f(u)} /∈ E 

N �� l(v) <σ u <σ l(u) <σ v �� u <σ l(v) <σ l(u) <σ v� ��� ������� l(v)� l(u)
�� v &����� �� ��$������� �������� � {l(v), v} ∈ E� {l(v), l(u)} /∈ E ��
{l(u), v} /∈ E 

N �� u <σ l(v) <σ v <σ l(u) �� l(v) <σ u <σ v <σ l(u)� ��� ������� u� v �� l(u)
&����� �� ��$������� �������� � {u, l(u)} ∈ E� {u, v} /∈ E �� {v, l(u)} /∈ E 

) ���������� ��� �(���� (�� �� ��������� ���������� �

"��� �(���� �� ���������� ������ �

���������  / $���� ��������� ������� ���(������� ���� ����� �� ���	������ ����9� �
��������� �� ���	������

"��� ������ ������� ���� ���� �������� �� �������������� ��� ������� �� ����
������� �



���� ��� ���� ��������	���	�� ��� ������ �� �������	�� �	

3*���4� � 	���	����������

3*���4�  /) G = (V,E) ��� �� ����� �� ���	������ �� �� �����	��� �� �� ������ �� �����
���� σ ��� V ��� ��� )

C� σ ��� �� ����� �������� F

D� σ ����9� ��� ���������� ����
��
� �� �� ���	������

���+/

⇒ ������� �� ,������� � / �� ��� 2���������� � . �� � � �� ������� ������� ����������
σ ��� ������ �� ���������� G = (V,E) ��� � ����� �������& ����$�� ��� ����������
����D����� �� �� &�������� 

⇐ ;��� G = (V,E) � ������ �� σ � ����� ����� ��� V ���� � ����� �������& �� ����$��
��� ���������� ����D����� �� �� &�������� %��� ������� ��� �� ������ ��� � ������ ��
����������� ��� ������ �� ��������� ��������� �� ������������� �� ������ 
) �#��� ���� �� ������ ��� �@�� ���� ��� ���������� σ ��� � ����� �������& 

���� �� ��������� T ′ �� ������������� � ���� ���� u, v ∈ V � ���� u ∈ Xi�
v ∈ Xj � {u, v} /∈ E �� 1 ≤ i � j ≤ β

N �� i = j �� u <σ v� ����� (u, v) ∈ T ′ P

N �� i < j �� u <σ fi(v) ����� (u, v) ∈ T ′ ��� (v, u) ∈ T ′ 

!��(D����& ��� ������� �� ����$�� �� T ′ ��� �� ��������� ��������� �� ���������
����� �� ������ %��� ���� u, v,w ∈ V � u ∈ Xi� v ∈ Xj �� w ∈ Xl ���� i, j, l ∈ [1, β] 
"��� ���� (u, v) ∈ T ′ �� (v,w) ∈ T ′� ��� ������ �(���� {u,w} /∈ E �� (u,w) ∈ T ′ 

N i = j = l� {u,w} /∈ E ��� ������� �� !���� � . ��� ���� ������� ��� ��� ��
�@�� ���(�� ����� ���������� �� 4����� � .A (u, v) ∈ T ′ ⇒ u <σ v �� (v,w) ∈
T ′ ⇒ v <σ w �� <σ ��� � ����� ����� ��� u <σ w �� (u,w) ∈ T ′ 

u v w

?

Xi=j=l

�	�� � .A N 2�� i = j = l

N ;� i = j �= l� ����� (v,w) ∈ T ′ �������� v <σ fj(w) �� u <σ v �� u ∈ Xj ���G
u <σ fj(w) �� � ��������� {u,w} /∈ E �� (u,w) ∈ T ′ "��� � ������� �� ���
��� ������� l > i �������� 4����� � .B� �� ��� ������� ��� w � ��� ������ ���
Xi ������� �� !���� � � !� ������ �� �������� l < i ��� ��������� � �������� ��
�������� �� v ����� ��&����� 
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w

u v

?

Xi=j

Xl

�	�� � .B N 2�� i = j < l

N ;� i �= j = l� �� ��� ��� �'�������� �� ��������� ����� (u, v) ∈ T ′ �������� li(u) <σ v
�� v <σ w �� w ∈ Xj ���G li(u) <σ w �� � ��������� {u,w} /∈ E �� (u,w) ∈ T ′ 
�� �@�� ��� ���� �� ��� ��������� ��� � ������� ��� �� �������� i > j� �� ���
��� ������� ��� u � ��� ������ ��� Xj ������� �� !���� � �� �� ��� i < j ���
�������� $���� � .� 
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��������
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v

u

w

?

Xi

Xj=l

�	�� � .� N 2�� i < j = l

N i = l �= j 34����� � �06� ��� �'������� ��� ���� {u,w} /∈ E� �������� ��
i < j� ������� �� !���� � � Ni(v) �= ∅� ���G (u, v) ∈ T ′ �������� u <σ fi(v) ��
(v,w) ∈ T ′ �������� li(v) <σ w �� � ��������� u <σ w ���� (u,w) ∈ T ′ ;� j < i�
��� �(���� u <σ w ���� �� ���������� �� �� ��������� �� &�������� 3��$����
� �.6 �� ��� (u,w) ∈ T ′ 
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u

v

w?

Xj

Xi=l

�	�� � �0 N %������ ��� �� i = l �= j

N i �= j �� j �= l �� i �= l



���� ��� ���� ��������	���	�� ��� ������ �� �������	�� �A

N i < j < l ⇔ l < j < i� ��� ���� ��� ��� �'���������� ��� ���������
���������� �� ��������� �� &�������� 3���� v �� w ��� �� ������� ��� ��
���� u �� v ��� �� ������ ������� �� !���� � � ��� ������ ������� ������
�� ��� ������ ��� ��� ���(��� ������� �&������6 �� � ��������� (u,w) ∈ T ′

34����� � �.6 
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�	�� � �. N 2�� i < j < l

N i < l < j ⇔ l < i < j 34����� � ��6� ������������ �� ��� ��������� ���
��������� ���������� �� ��������� �� &�������� 3���� v �� w ��� �� �������
��� �� ���� u �� v ��� �� �����6 ���� �(���� (u,w) ∈ T ′ 
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�	�� � �� N %������ ��� �� i < l < j

N j < l < i⇔ j < i < l� ��� ��� ���� ���� ��� ���� lj(u) <σ v <σ fj(w) �� �
�������� �� ���������� �� �� ��������� �� &��������� ��� �(���� lj(u) <σ w
��� �� ������� ��� �� u <σ fi(w) ��� �� ������ � ��������� (u,w) ∈ T ′

34����� � �/6 
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�	�� � �/ N %������ ��� �� j < l < i

4������� ��� �(���� ������������ ���� � ������ �� ���������� �� � ������
�'�� � ����� �������& ��� ��� ������� ����$�� ��� ���������� ����D����� �� �� &�������� �

��! �
������
�

2���� �������������� &����� � ����(�� �� ���������� ��������� �� �������� ��� ������� 
2���� �������������� � ��� ��$�� �$ �� ��������� �� ������������ ��� ���������� ��
����������� �'������ ��� ������� �� ���������� ���� ��� ��� ���������� �� �������
�� ����� �@�� &������ "��� ����������� �� �������� �� �������� �� �� �������� ��� ���
���(����� ��� ��� 2�������� / �� 
 



�������� *

�	�����������	 
�������	

"���� �(D����& ��� �� ������� � �� ������� ������� � � ������ ��� ������ �� ����������
G = (V,E)� �� �� ����@�� ���D��� ��� ������ x ��� �#������ ���� |N(x)| = d �� N(x) ⊆
V (G) ������ ��� �� ������ ����� �� ���������� W ��� �� ��� �G �� ������ ��� ��������� �������
��� ��� ����� � D��� ��� ��� ����� �#������ W

"��� ������� �� ��������� �� �� ���(���� � �������� �� �������������� ��$�� ������
������ %��� ����� ��� ���� � ����(�� ������������� ��������� �� ����$����� ���
���������� �� ������������ ����D����� �� �� &�������� 5��� �� �������� ��� ���������� ���
��$����� �� ������������ ��������� �� �� ��� ���� ��� ������� �� ���������� � ��������
��� ��������� ���� ��� �� &������ ��� ��������� 

!�� .���
�����
�

!� ������� ��� ���������� �'������ ��� �� ��������� ���#������ ��� ����$������ ���
� ������ ���� � ������� � ������ ��(�� �� ���������� ��� D����� &���� �� ������
���(�� ��� �� ������ 2����� �������� ��� � ������� ����� ��� �������� ��������� �� ��
���������� �� �������� � ����� ��� �� ����� ��� ������� ������� !�����@� ��D��� ���
�� ���������� � ����� �� ��� ��������� !������ ��� ��������� �� ����� ����$������ ��
���� �� ����$�� �� ��� ���������� ��� �������� ��� �� ������ � �������� � ����������
���(��� ��� �������� � ���������� ����� � �� ������ ����$�� !� ���������� D��� ����� �
�X�� �������� ) �#��� ��� ����� �������� ������������ ����� � ������������ ���(�� !�
���������� �� ������������ ����� ���� @��� �&������� ���� ��� �� ������ ���� ��������� ��
��������(�� 

!�� ����������� �'������� �� ����������� ��� ��(���������� ������� � ��������
������� J)>*�AK �

. ����������� �'������� 
�	����� �� ����� �� ��� ����������� �� ��� �������� ����@���
��� �����(��� 

� ����������� �'������� ������� ��
��	����� �� �������� ��� �������� ����@��� ���
���������� 

/ ����������� �'������� ������� ��
��	����� �� �������� ��� ��������� �� ����������
����@��� ��� ���������� 

��



/0 
��	��� !� "������	������ �����	#��

��� ���� ���� ��� ��� ��������� � ���D��� �� ������� �� � ����@��� ��� ��� �������
�� ���������� "��� ���������� � ���������� �� ����������� ��� ������� �� ��������
��� �'������ ������� ��������� ���� ��� ������� "���� ��� �� ��� ������ ����(���
���D����� �� �� ��������� ��� ������� ��� � ������� ��� ������ ����(��� ���D����� ��
�� ��������� ��� ��@��� ��� � ������ %���� ��������� �� ���D��� ���� ��@�� ���� ����
������� u �� v ��� ������� ��� ��������� u �� �� ��D����� ���� �� �������� ����$�
��� ���D��� �� ����@�� {u, v} 

!� ���(���� ���� ����� ������� ��� ��� ��� ����� �������� �� ���������� �� �������
������ ���(�� ��� ������ �� ����$�� �� ���������� �� ����� �� ���� ����������� ������ ��������
���� ��������� �� ������ �� ��D����� �� ������ 2���� ������� ���� ����� ���������� ���
�� �� ���������� �� ������������ ���(�� ����� ���������� � ����� ��� ���� ��������� 

!�� *#�
��
����
� �
�������

!�� ������� �� ���������� �������� �� ��(������ ������������� �� ��$����� !�
�������� ���(���� ��� ��� ���� � ������ �� ���������� G� ��������� ������������� ���
�����(��� %���� �� ������ 4����� / .� ��� ������� . �� / ��� ����������(��� �� �@�� ���
��� ������� � �� 
 "��� ���������� ��� ������ ���� ���������� ��� ������� ��� ��������
���(��� ���� ����� ��������� �� ����� ��������� �� ��������� ������ ��� �������������
����������� � � ������ ��� 

1 2

43

1 4 2 3

4132

Représentation de GGraphe G=(V, E)

�	�� / . N )��������� ���� ��� ������� . �� / 3���� ��� ������� � �� 
6 

) &���� �� ��(�� �� ������������� ��#������ ��� ��� � �� ������� �� ������� "���
��$����� ��� ����� ���� �� �������� ��� ��������� ���� ��� �� ������������ ��������� 

$#%#" ��'������

!� ��
�	�������� 	������� 3����� ������� ��
�	�������� �� ������������6 ��� ��������
�������� ���� ��� �������� ��� ������ ��������� ��� �'���������� �� �������� �'��� �� ����������
JC,B
� CY�B	� CY�B�K 

��.������ �/� -��� G = (V,E) �� ������ 1� ����(����	��� M ⊆ V ��� �� ������ �� G ��
���� ���� ������� �� ��		��� u, v ∈M � �� w ∈ V \M � �� {u,w} ∈ E ���� {v,w} ∈ E B2�����
Q�DE�



!��� �������	�	�� ������	�� /.

;� ��� ������� ��������� �� C4 4����� / .� ��� ������� � �� 
 3. �� /6 ��� ��������
���(��� ��� ��� ���������� �� �@�� ������ 

M

�	�� / � N )������ �� ������

"���� �� ������� �� ������� ������������ �

��.������ �/ -��� G = (V,E) �� ����� )

C� M ⊆ V ��� �� ������ ������� �� G �� M = V � M = ∅� �� |M | = 1� M ��� �� ������
������ �� M �= V �

D� M ��� �� ������ �������� �� M 
������� �����	��� ��� 	������ ������� B�� ����� ��
��
�	������E�

Q� .��� 	������ M,M ′ �� 
����
���� �� ��� ����	���� M ∩M ′� M \M ′� �� M ′ \M ����
��� ������

N� #� 	����� M ��� ��� ������ &��� �� ���� ���� 	����� M ′� ��� 	������ M �� M ′ �� ��

����
���� ��� ���� M ∩M ′ = ∅� �� M ⊆M ′� �� M ′ ⊆M �

"��� ������ ������� ��$�� �� ���� �� ������ ������� - ������ ��� ������� ��
�� �������� �� �� � ���� ��� @��� ��������� � ������� � ��������� �� 4����� / / ���
��������� ��� ��� ������ 

�	�� / / N >����� ������� ���� �� ������������ ��������� 3���������(�� �������� �
������� ��������6

Z������� ���������� ����������� ��������� ���#������ ��� ��������� ���� ��� ������� �

���
������� �/� -��� G = (V,E) �� ����� �� ������ A �� B ���� 	������ �� G� :���� ���
��������� �������� ������� ���� ��������� )



/� 
��	��� !� "������	������ �����	#��

C� A ∩B ��� �� 	������

D� -� B �⊆ A� ���� A \B ��� �� 	������

Q� -� A ∩B �= ∅� ���� A ∪B ��� �� 	������

N� ;��� U ⊆ V � ������	��� A ∩ U ��� �� 	����� �� G(U)�

$#%#% *���
��� 	� 	����������� ��	����
�

!�����(�� �� ��� ���������� ��� � �������� �� ������������ �������� � ��(�� ��
������������ ����� ����������� � ������ ������ �

3*���4� �/� G0�MH� @�JC� @*HS� -�	HCI -��� G = (V,E) �� ����� ��
 � 	����
���� ��		���� :���� ��� ����� �� 
�� 
��������� ��� ����� )

C� G ��� ��� 
������ �� ���� ���� ��
�	���� �� ��� 
�	������� 
������� B��
�	��������
�������E�

D� G ��� ��� 
������� G ���� ���� ��
�	���� �� ��� 
�	������� 
������� �� G B��
�	(
�������� �����E�

Q� G �� G ���� 
�������� "� ������ U ⊆ V �� ��� ������ �������� P �� V ����� ��� )

BE |U | > 3

B�E G(U) ��� �� ����(����� ���	��� 	��	� �� G

B
E ;��� ����� 
���� S �� � �������� P � S ��� �� 	����� �� |S ∩ U | = 1�

��� ����������� �� ������������ ��������� ���'������ ������� � ������ �� ����� ���
$���� JC;��K !���(�� �� ������������ �(��� ������ ����� �'��� �� I��� � ��� I���
����������� ��� I��� ������ �� ��� I��� �������� ����� ���������� �� 4����� / 
 

!� ���� �� I�� ��� �������� � ����� �� ����� ��������  !� ������ ������� G′ ���
������ G ��� �� ������ �(��� ��� ��������� �� ���� ��� ������� �� G 

9

86

1 2 3 4 Parallèle

Premier

Série1 3

2 5

7

Série

Parallèle

Série6

8 9

Arbre de décomposition de GGraphe G

5

7 4

�	�� / 
 N ������������ ��������� ��� ������ 



!��� �������	�	�� ������	�� //

$#%#$ +��� ���� ���
��������� �
�������

!� ������������ ��������� ��� &������� ���� � ����������� ��������� ��� ������� %���
�� � ������ G = (V,E) �� �������� �� ������ &�M� ��� ������ ��� �����(��� �� �����
����� ��������� �� ���� ��� �� ��� ���� �� ������������ ��������� %��� ���� ��� ��������
�� ������� �� >����� J>��?AK � ��$����� ���� ������� Γ �� Γ∗ �� �� &�M� ������� �

a

b

c

�	�� / 	 N ���� ��@��� ��� ����������� ��� ����

2��������� �� ������� ������� � {a, b}Γ {c, d} �� �� �������� �� b = c �� {a, d} �∈ E 
2���� ��$���� ��� ����� ����� ��@��� �� &��� �������� &���� ����������� ��� ��@��� ����
���������� ���� ��� � ������� 34����� / 	6 !� 4����� / ? �������� ��� ��#������ ����������
�����(��� ���� ����� ����� ����@��� 

a

b

c a

b

c

�	�� / ? N !�� ���� ���������� �����(��� ���� �� ����� ����@��� � ������� ��� Γ

"��� ������ ��$�� �� ������� Γ∗ �� �� &�M� ������� � {a, b}Γ∗ {c, d} �� �� �������� �� ��
������ �� ����� ����@��� {u1, u

′
1} , {u2, u

′
2} , . . . , {uk, u

′
k} ���� k ≥ 2 ����� ��� {a, b} = {u1, u

′
1}

�� {uk, u
′
k} = {c, d} �� {ui, u

′
i}Γ

{
ui+1, u

′
i+1

}
���� 1 ≤ i ≤ k − 1 

!� ������� Γ∗ ��� �� ������� ������������� ���� ��� ��O������ �'�������� �� ��������� 
"��� ������ ��� �������� ��� ������� ������������ �(����� 

"��� ������ �����$�� �� ��� ���� ��� ������� �� �� ������� Γ∗ � ��� ��@��� ������ ��
������ M � ������ ��� @��� &������ ��� ����������� $��� �������� ��� �� ������ ) �#���
� ������ u ��������� � V \M ��� ��D���� ���� � ���� ������ �� M ���� � ���� ���
������� �� M  ��� �� ������ ���� u ��� ��D���� ��� ���� ���������� �� ������ ��� ��@���
������ �� M 3��� ��� ���� ���������� ���������� � M6 !�� ��@��� �'�� �� ���������
��� M �� �� ��������� ��� V \M � ������ ��� ��� &����� ����������� ����@��� ������
� M  !���������� �� M ��� ��� ��������� �� ����� �� G �G C ��� �������� 

;� ��� ��������� �� ��� ��� ������� ��������� � ������ ��� ������� �� ������ ��� ��@���
���������� � �� �@�� ������ ������������ ������� ����� 
���� �� ���L�� ��� �� �������
Γ∗ 2� �������� �������� ����������� �� 1������� / � ) ���������� � ��� ������ �
������ ��� ���� ���������� ���������� ������� ���� �� ������� 

3*���4� �/ G0��JKI #� ����� �� 
�	�������� ���	���  ��
��	��� ���� �����������
����������� ���� 
�
��� ��� ��������� �� �������
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����!� �/� ;��� �� ����� �� ���	������ ���	���� ��� ���� ������ ����������� �����(
����� �� ����� ���� �������� �� � 	������ ����� �� � ;���������� D�C ��� CR�

"��� �(���� ���������� �� ��� ���� �� ������������ ��������� �� ����������� ����
������ ��� ������ ;�� � ������� �� ������������ ��������� �� ������� ��� ������� ��
������ &�M� �� ��������� ��������� ��� �(���� 

1 2 k−2 k−1 k+1 k+2 n−1 n

X

k1

k2

km−1

km

�	�� / A N ,�������� ���� ��������� ��������� ��� � ������ �� �������(����� 

2�������� �� ������ �� �������(����� �� �� 4����� / A� ��� ���������� �� ���������
��������� �� �� ������ � ������ �� �� ������������ ��������� !�������� ��� ��� ����
������ � ������ ���� ���� ������� ���� �� ������� ��� �������� ���� � ������ ��������� 

%��� ������� �� ������� ��� �������� ��� ������ ������ ��� ���� ����������� �������
��� ������(�� X� �� ����� �� ����������� ���� ����������� � ����� ��� �� ����� �������
���� �� ������ ������� 3�� &��� ������(�� X ��������6 

X1 2 k−2 k−1 k+1 k+2 n−1 n

�	�� / B N F�������� ��������� �� ������ ������� 

)������ �� ��V� �� �������� �� ��������� ��� ������(�� X ���� ���<��� �����������
��������� �� ������(�� �� ������ Z��� ��� ���� �� ����� ����������� �� X� �� �����������
���� ����������� ��� ��������� 

X

k1 k2 km−1 km

�	�� / � N F�������� ��������� �� ������(�� X 

"��� �������� ������� �� &������ ��� ��������� �$ ��������� ��� ���� ���� �����
������ �� ������� �� ����� ��� ������� �� ���������� ) �#��� �� &������ ��� ��������� ������
�����'�� ������������ �� �� ������������ ��������� �� ���#������ � ��������� �����������
��� �� ��� ��� I��� �������� 
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2������ %��� �� ;��7��� �� ��� � ���������� ������� ��������� �� ����������� ���
��������� J2%;B	K ������ ���� ��������� ��� ;����� �� ;����� � ���������� �'������
����� J;;0
K ��� ��� ���� ���� � ��(�� �� ������������ ��������� ��� ������ 

��.������ �/� #� ����� ��� �� 
������ �� �� �����	��� �� ������ �� � ��
�	��������
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������� ��� ��� �T��� �������� �� �������

!� 4����� / .0 �������� �� ��� ��� �������� 
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�	�� / .0 N )������ �� ��������

�� ������ ���������� � �������� �� ;���� ��$� ��� ��������� �

3*���4� �/� G-�	HQ� -�	HCI -� G ��� �� ����� ���	���� ���� G 
������� �� P4 �������

- ������ ���������(�� � I��� ���������� �� ������ ��� � ������ �������� �� �����
����� ��������� �� ��� �������� ��� �� ������������� ����� �� ��������� ��������� 3��
�'�� ��� I��� ��� ������6 ) �#��� � ������ �� (�� �� ����(�� ��� ��$����� �� �����
����� ��������� T �� �������� G = (V,E) � �� ���� ������� ��� � ���������� ����������
�� �' � ��� ����@�� � ������� 

;��� ����� ��� I�� ������ �'�� ���� $�� k ������� M1, . . . ,Mk� �� ��� ��������� ��
������ ������� ����� ��� ��� �������� ��� �(���� �� ������ "��� ������� ������ ��@��
��� ������ ��� ������ Mi ���� � ������ �� ������ Mj �� i < j "���� ��� ��� �������
Mi �� Mj ������� � ������ (������ ������� ��� �� �������� �� ��� ��� ��@��� ������ ���
������� ��� ��D� �������� ������������ 

;� ��� ���� ����� ������� u ∈ Mi� v ∈ Mj �� w ∈ Ml ���� ��� ��� ����������� T �
�(���� ��� ����� �������� ��� ���� ��� ���� (u, v) ∈ T �� (v,w) ∈ T  ;� i = j = l� ���
�'�������� ��� ���� �� ��������� ��������� ��� �� ������ �� � ��������� (u,w) ∈ T  
;� i < j = l 3�� i = j < l� ��� ���� ��� ��� �'���������6 ��� ���� (�� � ��� �� u ����
w� � �#�� Mi �� Mj &����� � (������ �������� ��� ���� ��� ����@�� {u,w} ∈ E �� i
���� �&������ � j� ��� ���� ����� (u,w) ∈ T  )$� �� i < j < l� ��� ������� ������� ��
������� ��� ���� ����@�� {u,w} ∈ E �� i ���� �&������ � l� ��� �(���� ��� (u,w) ∈ T  
) ���������� ��� ���� (�� �(��� �� ��������� ��������� �� G ��� ����� ������� 
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!����������� ���� ������� ��������� ��� �� ������ ������������� ������ �� ������
���� �������� ��� � ������ �� �������(����� �� �� ����������(����� �� � ��������� �
������ �� ���������� 

!�! /��
���������� ��� �
�������

-� ����� �� ��������� ���� �� ����������� �'������ ��� ������� �� ����������
������ �������� ��� ������� �� 2������ %��� �� ;��7��� J2%;B	K ��� �������� �� ������������
��������� ��� � ���������� �'������ ������� ��������� �� ����������� ��� ���������
3��$���� / / ���� ���������6 2�� ������� �� ��� ������ ��� ;����� �� ;���� J;;0
K
��� �� ��� � ���������� �'������ ������ �D����� ���� � ���������� ���� ���D��� ��
�� ���������� ��� ��@��� "���� �������� ������� ����� �� ����� �� ��� �������� �� ����� �
���� �� ����� ����� �� ��������� �� ����(�� �� ������������ ) �#��� ��� &��������
�� ����������� �'������ ��� ������� �� ���������� �������� %�� �� ������ ������ ������
��������� �� �����(����� �� ������� ��� ��������� ��� ��� I��� �������� ���� ��� ������� ���
��� ��������� ���� �(���� �� ����������� �� �� &������ ��� ������� �� ���������� 

%����������� ��� ���� ����� ��� ��� ��������� � ������� ��� �� I�� �������
�� ��� ��� �� P4 ����� 31������� / / ���� ���������6 �� ����� � ��(�� �� ������������
����� ��������� � ������ �������� 3
������ 4����� / ..6 
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) ���������� �� ������� �� ������������ �� ����������� ��� �� ������ � ���� �
�������� G = (V,E)� �� ����@�� ���� �D����� � ������ x ��� �#������ ���� N(x) ⊆ V (G)
�� |N(x)| = d 5 ������ �� ������(�� N(x)� �� ����(�� ����������� �� ������ ��� ������ 
-� &��� ����� ����� �� �������� �������� �� ����� �� ����$����� ��� ����� ) �#��� ���
��$�������� ������� �� �������� ������� �� ������� �� P4 �� � ��������� ��� ��
������ � ���� ��� @��� �D���� ��� ��� �� ������ � ���� ���� � �������� 

)$� �� ������� ����� ��� �� ���� � D��� �� ������(�� �� ����(�� 2�� ���������� &�����
��� �� ����������� �'������ ��������� ���������� ��� ��������� ���� �� ����������
� ����� O(d) ���� ���D��� ��� ������ �� ����� d 

!� &������ ��� ��������� ��� �� &������ ����������� 3��$���� . ���� 
6� �� &��� ��������
��$�� �� ���� � D��� �� ����(�� ���� ���� ���������� !� ���(���� ������ ��� �� ���������
��� �D���� �� ����������� ����@��� ;����� �� ;���� �� ��$� ��� ������ ��������������
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���������� ���� ������� ��� ��� ���� ���� ����(�� ������������� �� ����������� ���� ���
������������ ��� ��������� J;;0
K 

!�$ /��
���������� ��� ������� �� ���������
� ��������

2� �'�� �� ���� � D��� �� ����(�� �� ������������ �������� �� (��� ������ ���� &�����
� ���������� ���� ��� ������� �� ���������� ���������� ��� ����� �������� �� ������
�������� ��������� ���D����� ��� ������ �� �������� �����$���� ��� I��� �������� %���
����� �� ��� ��������� �� ������ ������� ��� I��� �������� ����� "���� ������� ������� ���
� �� ��$���� ��� ���������� ������� ��������� ���� �� ����������� ��� ������� ��
���������� �������� 

%��� ������� ��� ������� �� ���������� ��� ���� ����(��� ��� �������� ��� �����
(����� �� (��� ��V���� � �D������ ��� ��� ������� &������ ��� ������ �� �������� ��
����(�� �� ������������ ��������� 3�� �� �@�� ������ ��� J2%;B	K6 

"��� �������� �� ��������� �� ����� �������� ��� ����� �������& σ �� ��� ����(��
�� β ���(��� S = {X1, . . . ,Xβ} ���� ��� Xi = {u ∈ V | h(u) = i} �� σ ����$� ��� ����������
����D����� �� �� &�������� !� 4����� / .� ��� ��������� ��� ������ ��� �� ���������
���� ��$�� 

!�� ����������� �������� ��� &������ ���� �� ������� �� �� ������ ����� ��� ������
u ��� ������ ���(�� Xi � fi(u) �� li(u) C���� �� ��� ����� ��������� ��������� �� ����������
�� �� ������������ ��� ������ ��� � ���(�� ��� ���� ����� ����� ��� ������ ������ �
� ���(�� ����������� 
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u ∈ X �� � �L�� ������� )

succ(u) = min
<σ

{v ∈ X | u <σ v}

pred(u) = max
<σ

{v ∈ X | v <σ u}

1� ����� ���� ��		�� ��� �� ����� ���� i ∈ [1, β] )

di(u) =| N(u) ∩Xi |

1� �������� ���� ��		�� u ���� ���� ���������� �� ���� ����(����	���� )

N+(u) = {v ∈ N(u) | h(v) > h(u)}

N−(u) = {v ∈ N(u) | h(v) < h(u)}

"��� �������� ��� ����� � �#������� ��� � ������� ������ � �������� ��� �������
������ �� ������ ������ x� ���� �� ������(�� N(x)� ��� � ����� ������ ��� ����$������
����������� ���� ������ ��� ���������� ��� ��� ����� ������� ��� �� ������ 

������� �� 1������� � A ���� �	� � ������ ��� � ������ �� ���������� ���� ������ �
����� �������& σ ����$�� ��� ���������� ����D����� �� �� &�������� 

!������ �� ����@�� ���D��� �� ������ x �� ����� d ��� �#������� ��� ������ ����$�� ����
��� �����(�� �� ���D����� ��� ������� σ ���� ��� ��� ����� ����� �������& �� ����� �������� ���
���������� ����D����� �� �� &�������� 

!����������� �������� �� ��������� �� �� &�M� ������� �

��%����*� �� ,����������
������ � - ������ �� ���������� ����� G ���� n ������� ��������� � β

���(���� � ����� ����� σ ��$� ��� V �� �� �������� N(x) ��� ������
������ x

�������� � !� ������ ������ �� ���������� ������� ���� �� �����

� C������� �� N(x) 
� "��� ����$�� �� �� �������� �� x �������� �� ��������� ����D����� 
� "��� ����$�� �� x ���� @��� �D���� ��� σ �� ������ � ��������� �� ���������

�� ����������� 
� "��� ����$�� �� �� �������� �� x �������� �� ��������� �� &�������� 
� -� &��� ��� ������ ��������� �� ������� �� x ��� ��������� �� ��� ��������

�� ������ $����� � �� ������� 
� "��� ����$�� �� ��� ������� �� ������ ����$�� ���D���� �� ��������� ����D��

���� ������ ���D��� �� x 
� "��� ����$�� �� ��� ������� �� ������ ����$�� ���D���� �� ��������� �� &�����

���� ������ ���D��� �� x 
� "��� ������ ��������� �� ������ � �� ������� ��������� ����������� 

"��� ���� ������� �� ������������ �� ������ �� ��� ������ 
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"��� ������� ������(�� ��� ������ �� ������ ������ x 3����� . �� ������������
4�
�������
�6 ���� ��� ��� ���(��� ��� ������ "��� ��$����� ��� &������ �������� �

��.������ �/& 1�� ���
����� M(u) �� MS(X) ��
 u �� ��		�� �� X �� ����� )

M(u) =

{
1 �� �� ��		�� u ��� 	����

0 �� �� ��		�� u ��� ���(	����

MS(X) =
∑

u∈X

M(u)

5 ������ �� �� ��������� ��� ������ ����$�� ��� ��#������ ���������� �� ������� ��������
����� �� ������ � �� &������ ��� ������� �� ���������� 

2�������� �� ������ �� �� 4����� / .�� ��� ����������� ������(�� ��� ����������� �
�������� �� ������ ���� ������(�� N(x) = {2, 4, 5, 6, 7} !� 4����� / ./ �������� �� ��������
��� ������� ��������� � N(x) 

3 4

21 5

8

7 9
6

X1

X2

X3

MS(X2) = 3MS(X1) = 2 MS(X3) = 0

�	�� / ./ N C������� ��� ������� ��������� � N(x) = {2, 4, 5, 6, 7} 

$#,#% .
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%��� ����$�� �� ��������� ����D����� 3����� � �� ������������ 4�
�������
�6� �� ��� ��
�������� �� ����$�� ��� ��� ������� ������ �� x 3������� �������6 &����� � ��������� ���
����� ��� ���(��� 
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��%����*�  � 5�D�����
������ � - ������ �� ���������� ����� G ���� n ������� ��������� � β

���(���� � ����� ����� σ ��$� ��� V �� �� �������� N(x) ��� ������
������ x

�������� � ;� �� ��������� ����D����� ��� ��������� ��� �� �������� �� x

� 
��� 	*�!� i ∈ [1, β] ��� ��� MS(Xi) > 0 ����

Adj[i]← 0
.�

� 
��� 	*�!� u ∈ N(x) ����
�� pred(u) �������� �� �� M(pred(u)) = 0 �����

Adj[h(u)] ← Adj[h(u)] + 1
.�

�� succ(u) �������� �� �� M(succ(u)) = 0 �����

Adj[h(u)] ← Adj[h(u)] + 1
.�

.�

� 
��� 	*�!� i ∈ [1, β] ��� ��� MS(Xi) > 0 ����

�� Adj[i] �= 2 �����

����� "�������� "	��������

.�
.�

!� ���������� �� ��� ���������� ��� � ����� O(d)� ��� � ��������� ��� ������(��
��� ������� ������� 

2�� ���������� �� ��������� � ����� ������ �

N !� (����� . ��������� � ��(���� � 9���� ���� � �������� ��� ��� ���(��� ������� )���
������� � �������� ��� ���(�� Xi ������ ��� ��� ��� �� ����� �� ��(�� �� �������
(���� � ��������� ������ ��� Xi "��� ��������� �� ���� d ���(��� 

N !� (����� � ������ �� ��(�� �� ������� ��� ��� � ����������� ��� ��������� ��
������� ������� "���� ���� ������ ����� ������ ���� &���� &���� � ��������� �
� ������ "��� ��������� ��� ��������� d ������� 

N !� (����� / ��� ������� �� ����$����� � ���� ����� ��� ���(��� �������� �� � ��������
��� ��#���� �� � ����� ��� ���� ��� ��������� ��� ������ ��� �� ���(�� "��� ���������
�� ���� d ���(��� ���� �� ����� ����$����� 

�� ����� &�M�� ��� �(���� ��� ������� &����� ��� (���� ��� ���������� �� �������
������� ��� ����� ��� ���(��� ���� � ������ �� ����� ������ ��� ������ �������� ���
&������ fi(x) �� li(x) ������ ��� �� ������� �� �� ������ ������ ������ �� ���(�� Xi ����
i ∈ [1, β] 

��� ���� �������� �� �������� �������� 4����� / ./ �������� (�� �� ��������� ����D����� 
;� D����� �� ������ ? ������ ��� ��� ������ ��� ������ �(��� Adj[2] = 4 �� ��� ��� ��
��������� ����D����� ������ ��� ��������� 
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%��� ����$�� �� ��������� �� ����������� 3����� / �� ������������ 4�
�������
�6� ���
������� ���D��� �� x �� ��� ������� ������(�� ��� ��@��� Ex ��� ���� �������� 

7�� �/� -��� G = (V,E) �� ����� �� ���	������ ���	��� ��� ������ �� x ��� ���
���������� ��������� T � ��� ���������� ��������� �� G′ = (V ∪ {x} , E ∪ Ex) �� ��
������
������ ���������� ��� ����� �� Ex ��� 	���9�� ������������ T �

���+/ ;� G′ ��� � ������ �� �������(������ �� ������� �� ��������� ��������� T ′ ���
����� �� ��������� ��������� ��� G F�� �� G = (V,E) ��� � ������ �� ����������
�������� ������� �� 1������� / �� �� � ������� ��� ���� ���������� ���������� �������
���� �� ������� ���� ���� ���� �� ��������� ��������� �� G′� ��� ������ ������
����������� ��������� �� G � ���� �������� ����������� ��� ��@��� �� Ex �

%��� ������ ����������� �� G � ������� ��� ��@��� ������ �� x� ��� �������� ��� �������
�� &��M��� �������� ����������� 3����������� / � /6 ���� � >����� J>��?AK 

��%����*� �� F�������� � %����� .
������ � - ������ �� ���������� ������� G� �� ��������� T ������ ��� �

����� �������& σ �� �� �������� N(x) ��� ������ ������ x

�������� � -� ��������� ��� ��@��� �������� � x �D����� ��� T

(a) 
��� 	*�!� u ∈ N(x) ����
(b) 
��� 	*�!� v ∈ N(u) ����

�� {v, x} /∈ E �����

�� (u, v) ∈ T �����

� �� (x, u) ∈ T �����

������� "�������� "	��������

�����

T ← T ∪ {(u, x)}
.�

�����

� �� (u, x) ∈ T �����

������� "�������� "	��������

�����
T ← T ∪ {(x, u)}

.�
.�

.�
.�

.�

��� ��� ���������� /��������� ) ;���� C� ���� ������ ��� ��@��� �������� � x �

N ;� ���� ��� ��D� �������� ��� �������� �� ���� � ���� ��� @��� &����� ��� ������� ��� 
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N ;� ���� ���� ��� �������� ��� ����$�� �������� ��@�� ��� ���� ��D����� � &���� ��
��������� 

5 �� ����� �� ��� ����������� ��� ���� �� ��������� ��� ��@��� &������ ��� ��� �������
����D����� � x "��� ����� ����� ����$�� ��� ��� ��@��� �������� � x � �� &����� ���
���� ����� 

��%����*� #� F�������� � %����� �
������ � - ������ �� ���������� ������� G� �� ��������� T ������ ��� �

����� �������& σ ���� ��� ���� �D����� ��� ������������ /��������� ) ;���� C
�� �� �������� N(x) ��� ������ ������ x

�������� � ;� ����������� T ����$�� ��� ������������ /��������� ) ;���� C ��� ��
��������� ���������

(c) 
��� 	*�!� u ∈ N(x) ����
(d) 
��� 	*�!� v ∈ N(x) \N(u) ����
� �� (v, x) ∈ T �� (x, u) ∈ T �����

������� "�������� "	��������

.�

� �� (x, v) ∈ T �� (u, x) ∈ T �����

������� "�������� "	��������

.�
.�

� �� (u, x) /∈ T �� (x, u) /∈ T �����

������� *����� ����� 
���
.�

.�

!����������� /��������� ) ;���� C ��� � ����� O(dΔ) ) �#��� �� (����� (a) ��� ������
���� ������ ����� �� x ���� d &��� �� �� (����� (b) ��� ������ Δ &��� %��� ������ ����� �� x�
��� ��������� �� �������� ��� ��� �� ���� �� ������ Δ 

!� ���������� �� ������������ /��������� ) ;���� D ��� � ����� O(d2)� �� (����� (c) ���
������ d &���� �� �� (����� (d) ��� ������ �� ���� d &��� 

C����� ������� ��� ����������� �(���� ��� �� ��������� ��������� �

7�� �/ ;��� ���� ��		�� u ∈ V ������ �� x� �� ���  �� �� ���� �� ��		��� v,w ∈ V
����� ��� (u, v), (w, u) ∈ T ��
 {x,w} /∈ E �� {x, v} /∈ E ��� <"�������� "	��������= ��������
�� ���������	��

���+/ ;� ���� ���� ������� v �� w �������� ��� ����������� T � ����� (u, v) ∈ T &����
����� (u, x) ∈ T �� ����� (w, u) ∈ T &���� ����� (x, u) ∈ T �� ��� ��� ������������� 2����
�������� ��� �������� ����� . �� � �� ������������ /��������� ) ;���� C� ��� ������� �����
��� ��������� ��� �������(�� �

7�� �/� "� �������� �� �� ���� �� ��		��� u, v ∈ V ���� ��� (u, x) ∈ T �� (x, v) ∈ T
��
 {u, v} /∈ E ��� <"�������� "	��������= �������� �� ���������	��
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���+/ ;� ���� ���� ������� u �� v �������� ��� ����������� T � ����� (u, x) ∈ T &����
����������� �� ����� (v, x) ∈ T �� �������������� ����� (x, v) ∈ T &���� ����������� �� �����
(x, u) ∈ T  2���� ��������� ��� ������������� �� ��� �������� ����� / �� 
 ��� ������������
/��������� ) ;���� D ����� ��������� ��� ��������� ��� �������(�� �

7�� �/# 6���� �������	� ������������ ��� ��� ����� ���  �� �� 
��
��� ������ �� T �

���+/ ;� � ������� ��� ���� ��� ���D��� �� x� ����� ��� ��� ���� � ����� �� u � v ���
�� ������ G ��� ��� ��� �(���� ��� �� ����������� ��� ���� (x, u) ∈ T �� (v, x) ∈ T  

;������� ��� ��� ��'�� ��� ����� ��������� ��� ����������� �� T ��� G� ��� ����
����� (u, v) ∈ T  ;� (x, u) ∈ T � ����� ����� ������ u′ ∈ V ��� ��� {u, u′} /∈ E �� (u′, u) ∈ T �� ���
����������� (u′, v) ∈ T  

%�� ��������� ��� ���� {u′, x} /∈ E� {x, v} ∈ E �� (u′, v) ∈ T �� ��� �������� ���
��� �'�� (x, v) ∈ T �� ��� �(���� �� ����������� ���� �� ������� ��� ������� �

7�� �/& "� �������� �� �� 	����� ����� ��� �� ����� G ��
 x ����� ��� <*����� �����

���= �������� �� ���������	��

���+/ ;��� ������ � ������ ����� ��� �� ������ � �� ����� �� ��������� �� x� ����� �����
������ � ������ u ����� �� x ��� ��� N [x] = N [u] ��� �� ���� ����������� &����� ������
�� x �� ����������� � ����������� ��� ��@��� ������ �� u !�����(�� ��� ��@��� �� @��� ���
�� �@�� ������ �� &��M��� 

C������ �������� ����������� �� ����@�� {u, x} ∈ E )��� ���� ��� &����� � �#���
���� ���� v ��������� � N(x)� ��� ���� v ∈ N(u) 2� ��� ��� ������� ���� 	 ��
������������ /��������� ) ;���� D �� ������ RC����� ����� ����S ������ u �� x �

3*���4� �/# 1����������� T ������� �� ��� �������	�� F�������� � %����� . �� F����
����� � %����� � ��� ��� ���������� ����������

���+/ 5��� ��������� �� x� ����������� �� G ��� ���������� ��� ����� ��� ����$��
��� ���D��� �� x �� ����������� ��� ��@��� ������ �� x ��&���� ��� �� ����������� F��

. ������ ��� ��@��� ��� �������� ������� �� !���� / 	 P

� ��� �� ������� ��� ���� ���� ��������&� (u, v), (v, x) ∈ T �� (x, u), (u, v) ∈ T ��
(u, x), (x, v) ∈ T ��� �� ��������� �� ����������� ������� ��� !����� / �� / / �� / 
 

) ���������� ����������� T �(���� � ������ ��� ����������� /��������� ) ;���� C ��
/��������� ) ;���� D ��� �� ��������� ��������� �

5 �� ����� �� ����� ��������� ��������� ��� ��@���� ��������� �������� ���������� ����
������� ��� �� ������ 

���
����� �/� : � ����� �� 
�� �������	��� ���� ���� ����� X� ���� ���� ��� ��		��� ��
X ∩N(x) ���
����� x ���� ��� ��� ��

����� ��� ������������ ����������
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���+/ ������� �� !���� / /� ��� � ������ ��� ����� ���� ������� u, v ∈ V ���� ���
(u, x) ∈ T �� (x, v) ∈ T ���� {u, v} /∈ E ��� �� u �� v ���������� �� �@�� ���(��� ���
���� {u, v} /∈ E �� � ��������� ���� (u, x), (v, x) ∈ T ���� (x, u), (x, v) ∈ T  �

��.������ �/( 1������ ���� ��� ��		��� ���� ����� X� ������� ���� ��		�� x� ���
�����
x B����� ��

����� � xE ��� ��� ���������� T � ���� ������ ��� 
� ����� ���
��� x B�����
��

��� � xE�

6������� �/� 6����� p �� ���� ���� ����
� �� ����� ��� ��� Xp ���
��� x�

7�� �/( .�� ��� ���������� ��������� T � ���� ���� ����� Xj � �� j ≤ p ���� Xj ���
���
x �� �� j > p ��
 Xj ∩N(x) �= ∅ ���� Xj ��

��� � x�

���+/ ;� � ���(�� Xj ���� j ≤ p ��� ��� ��� Xj ∩N(x) = ∅� �� ������ � ������ u �� Xp

�'�� � ������������ v ��� Xj "��� �(���� ����� ��� ���� (v, u) ∈ T �� (u, x) ∈ T � ��
{u, x} /∈ E� ��� ����� ��� ��� ����������� ��������� �� ��� ��� �� ����������� 

;� � ���(�� Xj ���� j ≤ p ��� ��� ��� Xj ������� � x� ���� ������ u ������ �� Xp � �
������������ v ��� Xj � �� ������ ��� ����� ������ 3�� �� ������ ��� �� ���� ���� �����������
�� ����� ������ ��� ��� ������� ���� ���� ��� ������ �(��� �� ��$������� �������� ��
!���� / �6 "��� �(���� ����� ��� ���� (v, u) ∈ T � (u, x) ∈ T �� {x, v} /∈ E� ��� �����
��� ��� �� ��������� ��������� �� ��� ��� �� ����������� 

�� ������ �'��������� ��� �(���� �� ����������� ���� �� &��� ��� T ��� ��
��������� ��������� �� � ���(�� Xl ������� x ���� l > p �

3 4

21 5

8

7 9
6

X1

X2

X3

MS(X2) = 3MS(X1) = 2 MS(X3) = 0

x

�	�� / .
 N F�������� ��� �������� ��@���

!���������� ��� ���� ������ �� ��������� �G ���� @��� ����� �� ������ x ) �#��� �� ����
@��� ����� ��� �� ���(�� p + 1 ���� ��������� ����� ������� �� !���� � � "��� �(�������
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��� �� ����� ��������� ������@��� ��� �� �� ���(�� p + 1 ��� ������� ��#������ ��������� ���
���������� ���� ������� �� ����������� 

��� ���� �������� ��� �(�������� ����������� ��� ��@��� ���� ��� ������� �� N(x)
�� x ����� �������� 4����� / .
 "���� ��� �� ������ x ����� ��� @��� ����� ��� �� ���(��
������� � ;��� ����� ����� ��� � ���(�� ������� ��#���� ��� ������ �� ����������� ����
�� ��$���� ��� ���(��� 1��� ������ u ��� ���(�� ������� i ��� ��� ����� ������ � ���� ���
����� �� ������� i �� ������� � u ��� ��� ���� ���� �� ������� �� ���� ��� ����� ��
������� � x ��� � 

$#,#, .
��
���� 	� 0�
����
�

��� ��� ����������� ��� ����� ����$�� ��� �� �������� �� x ����$� (�� �� ��������� ��
&�������� 3����� 
 �� ������������ 4�
�������
�6 ) �������� ������� ������� ������ w
� ����� �� x � ������� �� �������� ����� ��� ����� �� x �� ��������� ��� x ���� ���
�� �������� ����� ��� ����� �� w �� ���� ��� (��� ������ �� ��� ���� ���(�� )
������� ����� ����$�� ������� ������ � ������� �� �������� ����� �� ����� &�M� ���
����� �� x� �� ����� ��� ����� ��� ���(��� "��� �������� ���� ���� � ������ u� di(u) ���
�� ����� ��� �� ���(�� Xi ���� 1 ≤ i ≤ β 

��%����*� &� 4��������
������ � - ������ �� ���������� ����� G� ���� n �������� ��������� � β

���(��� �� �� �������� N(x) ��� ������ ������ x

�������� � ;� �� ��������� �� &�������� ��� ������������ ���������

� 
��� 	*�!� i ∈ [1, β] ��� ��� MS(Xi) > 0 ����

c← fi(x)
� ���� !� c �= li(x) ����

c← succ(c)
� 
��� 	*�!� u ∈ N(c) \N(x) ����

di(u)← di(u)− 1
� �� di(u) = 0 �����

������� "�������� "	��������

.�
.�

.�
.�

2������ �� ���������� �� ��� ����������� ��� (������ . �� � ��������� �� ���������
������(�� ��� ������ �� x !� (����� / ������ �� ��������� ��� ������� ��D����� ��� ������
�� x �� �� ����$�� �� ���� �������� ��� ����� �� ��� ��� ����� �� x !� ���������� ���(��� ��
��� ���������� ��� ��� � O(dΔ) 

"��� �������� ��� �� ��(�� ��� di(u) ���� ��� ������� �� ������(�� N(N(x)) ��� ����
�������� ���� ����� �������� ���� ��������� 

7�� �/) : � ����� �� ���������	� 4��������� �� ���  �� �� ��		�� u ��� �� �����




? 
��	��� !� "������	������ �����	#��

��� ��� �������� ��
��� ��� 
���� �� x� ��� ����� 
�		��� ��� �� ������ ��� ��� �
������ �� ���������	� �� ������� �� <"�������� "	��������=�

���+/ ;������� ���� ��� ������ u ������ 2� ������ � �� �������� ����� ��� (���
������ ��� ����� �� x ��� �� ���(�� Xi ��� ��� ���� fi(x) <σ fi(u) <σ li(u) <σ li(x) 
"��� ��������� ������(�� ��� ������� �� Xi ���� ��� ������� succ(fi(x)) �� pred(li(x)) 
"��� ���������� di(u) ���� ����� �� ��� ������ �������� ��� ���� fi(u) �� li(u)� ��
������ �� @��� ��������� di(u) &��� �� ������������ 2��	����� ������ ��� ��������� ���
�������(�� 3���� 
6 �

��� ���� �������� �������� ����� �� ��������� 4����� / ./� �� ��������� �� &�������� ���
��������� ;� �� ������ � ����� ��� ������� ��� ������ �� �������� ��� ������� 	 �� B ���
������ ��� ������ ��� �� ���(�� X2� ��� �� �������� �� x �� ������ �&���� �� ��������� ��
&�������� 

�� ������ ���������� ��� ������ ����$�� �� �� �������� �� x ��� ����� �� ��� (���
������� ��� ����� ��� ����� ������� ��� � ���(�� 

��%����*� (� 4�������� ;����
������ � - ������ �� ���������� ����� G� ���� n �������� ��������� � β

���(��� �� �� �������� N(x) ��� ������ ������ x

�������� � ;� �� ��������� �� &�������� ��� ������������ ���������


��� 	*�!� u ∈ N(x) ����

��� 	*�!� v ∈ N(u) ����

d′(v)← d(v)
.�

.�


��� 	*�!� u ∈ N(x) ����

��� 	*�!� v ∈ N(u) ����

d(v)← d(v)− 1
� �� fi(v) <σ fi(x) �� li(x) <σ li(v) �����

������� "�������� "	��������

.�
.�

.�


��� 	*�!� u ∈ N(x) ����

��� 	*�!� v ∈ N(u) ����

� �� d(v) = 0 �� d′(v) = d(x) �����
������� *����� ������� 
���

.�
.�

.�

7�� �/' : � ����� �� ���������	� 4�������� ;����� �� ���  �� �� ��		�� u ��� ��
����� ��� ��� x  ��� �������� ��
��� ��� 
���� �� u� ��� ����� 
�		��� ��� �� ������



!�$� "������	������ ��� ������ �� �������	�� ���	��� 
A

��� ��� � ������ �� ���������	� �� ������� �� <"�������� "	��������=�

���+/ ;������� ���� ��� ������ u ������ "��� �������� ���������� �� �������
!��� . �� ������������ �

3*���4� �/& : � ����� ��� �������	�� 4�������� �� 4�������� ;����� �� �������� �� x
����9� � ��������� �� ���	������

���+/ "��� �������� ���������� �� �������� � ������ ��� !����� / A �� / B 

�

7�� �/" "� �������� �� �� 	����� ������� ��� �� ����� G ��
 x ����� ��� <*�����
������� 
���= �������� �� ���������	��

���+/ ;��� ������ � ������ ��������� ��� �� ������ � �� ����� �� ��������� �� x� �����
����� ������ � ������ u � ������� � �� x ��� ��� N(x) = N(u) ��� �� ���� ������� ���
���������� �� . �� ����� �� ���� ��� ������� ������ ��� ������� ��D����� � x� ���
����� �(���� d(u) = 0 F�� ���� ���������� �� ������������� d(u) = d(x) �� d′(u) ����
�� ���������� �� d(u) ���� ��� ���������� ��� �������� �� ������� �� ������� ����������
!��� � �� ������������ 2��	����� -���� �

��� ���� �������� �������� ����� �� ��������� 4����� / ./� ����� ������ ������ �� ��
��������� �� &�������� ��� ��������� ;� ��� ������� 
 �� ? ������� ��� ��� �������� ��
�������� �� x ��� �� ���(�� X2 ������ ��� ����� ��� ����� �� 	 �� ������ �&���� �����
������ ������ �� �� ��������� �� &�������� 

!� ���������� �� ��� ���������� ��� O(dΔ)� ��� ��������� ������(�� ��� ������� �
������� � �� x 

$#,#1 ���
���� 	� ������� �����

6������� �/ 1� ����� 
������� x� �����	��� ���� �� ������ �� ����9
���� �� ������������
���������� ��� ���� ) h(x) = p + 1�

"��� ����� ������� �������� ������ ���#����� ����� ������� !�� ����������� ���
�������� ����� ������� ��������� ��� ������ 	� ? �� A �� ������������ 4�
�������
� 

"��� ����� ��������� � ������ ������� ���� @��� ����� x ��� �� ���(�� Xh(x) "���
���������� ��� �� ������� ��� �� ���(�� ��� �������� ��� ���������� ����D����� �� �� &���
������ 

"��� ����� ������� ����� ��� �

. ;��� �' � ��� �� ���(�� Xh(x)� � ������ ���(�� ������ �������� �� ������ x
��� ���������� ���� "��� � ������ �&������ ����� ����� ���� �� ����� �������� ��
�������� �������� ��� ���������� �� &�������� �� ����D����� 




B 
��	��� !� "������	������ �����	#��

� ;� MS(Xh(x)) > 0� ��� ����� ������ ��� ������� �� ���(���� ��� ��������� �� ���
��� �� ���������� ������ 

/ ;� MS(Xh(x)) = 0� ��� ������ �#������ ��������� ���������� ��� �� ���(�� ���
�� ���� ��� ����� ����$�� � ������ ����D����� �� �� &�������� ����� ��������� �� x
��� �� ���(�� "��� ������� �� ��� ������������� 

��� ���� �������� �������� ����� �� ��������� 4����� / ./� ��� ������ ��� �� ��� / 

5��� �� ��������� ��� ��� � �� /� ��� ����� ��������� �� ������� ������ �

6������� �/� ;��� ���� ��		�� u ∈ V � ���� ������ )

f ′
i(u) =

{
pred(fi(u)) �� Ni(u) �= ∅

max<σ

{
w ∈ N(v) | v ∈ Xh(u) �� v <σ u

}
�����

6��� ������ v1 �� ������ �� f ′
i(u) ��� Xh(u)�

l′i(u) =

{
succ(li(u)) �� Ni(u) �= ∅

min<σ

{
w ∈ N(v) | v ∈ Xh(u) �� u <σ v

}
�����

6��� ������ v2 �� ������ �� l′i(u) ��� Xh(u)�

,�������� ��� �� &����� f ′
i(u) 3���� l′i(u)6 ���� � ��� @��� ��$�� ��� �� ��� �G u

�� ��� �� ������������ 3���� �� ����������6 �� �� ��� ������������� 3���� ��� �����������6 ��
u ��� ��� �� ����� ��� Xi 

��� �9 �� ������ ���+�� 	*��%� � ����� � MS(Xh(x)) > 0

"��� ������� ����� ��������� � ���� ������ �

N "��� ��������� ��� ������� ��� ������ @��� �������� ��� ���(�� � � ����� 

N "��� ���� ������ �� ������� ��������� �� �������� ��� ������� 

%��� ����� ��� ���� (���� ��� ������� �������� �

6������� �/# 1� ���� ����� ����
� �� ����� ��� 	���� ������
� ��������� � h(x) ��� ����
p′ )

p′ = min {Xi | Xi ∩N(x) �= ∅ �� h(x) < i < β}

1�����	��� ��� ��		��� u� ���� ��� h(u) ��� ��	���� �� �� �� ����������� �� x� ��� ����
Nd(x)�

%��� ��������� ��� ������� ��������� � Nd(x)� ��� �#������ � �������� � ����
&����� ���� ��� ���(��� Xh(x) �� Xp′ � � ������� ��� ��� ������� ������� 



!�$� "������	������ ��� ������ �� �������	�� ���	��� 
�

��%����*� )� �������� � ;������ �������
������ � - ������ �� ���������� ����� G ���� n ������� ��������� � β

���(���� � ����� ����� σ ��$� ��� V � �� �������� N(x) ��� ������
������ x ���� ��� ��� ������ h(x) �� p′

�������� � �������� Nd(x)� ��� ������� ������ �� x ��� ������ ������ �� ���(��

Nd(x)← Nh(x)(x)

��� i �� h(x) + 1 � p′ − 1 ����


��� 	*�!� u ∈ Ni(x) ����
�� Ni−1(u) ∩Nd(x) �= ∅ �����

Nd(x)← Nd(x) ∪ {u}
.�

.�
.�

2�� ����������� �� �@�� ��� ������������ ��� � O(dΔ)� ��� � ��������� ��� ���
������� � ������� ���� �� x ���� �� ���� dΔ ������� 

2�� ���������� �������� ��� ������� ��� ������ @��� ������� �� �� &�M� ������� � ���
������� �� Nh(x)(x) ��� ��� ����� ��� ������ �(������������ �� ���(��� ���� ��� ��� x
��� �D���� ��� �� ���(�� 3��� �'�������� ��� ����(�� ���� ��� ����6 )������ �� � ������
��� ��� � ���(�� Xi �� ���� �� ��� ����� ��� �� ���(�� Xi−1 ����� ��� �� ���(�� Xi� ��
������ ����� ��� ����� ������ �� ���(�� 

!� ��������� ��� �#����� ��������� �� �������� ��� ������� ��� �� ������� �

��%����*� '� �������� �� Nd(x)
������ � - ������ �� ���������� ����� G ���� n ������� ��������� � β

���(���� � ����� ����� σ ��$� ��� V � ������(�� ��� ������� � �������
��� �� ������ Nd(x) ���� ��� ��� ������ h(x) �� p′

�������� � ������ ��� ������� ������ �� x ��� ������ ������ �� ���(��

���� !� Nd(x) �= ∅ ����

i← max {j ∈ [1, β] | Xj ∩Nd(x) �= ∅}

��� 	*�!� u ∈ Nd(x) ∩Xi ����

�� ������� ��������� �� u ��� ���� f ′
i+1(u) �� l′i+1(u)

.�

���� !� Nd(x) ∩Xi �= ∅ ����

u← min<σ {v ∈ V | v ∈ Xj ∩Nd(x)}
*����� u �� ��� ������� �'�� �� �@�� f ′

h(u)+1(u) �� l′h(u)+1(u) ���
�� �@�� ����� ���� f ′

h(u)+1(u) �� l′h(u)+1(u)
"��� ��������� ��� ������� ������ �� Nd(x)

.�
.�



	0 
��	��� !� "������	������ �����	#��

"��� ��������� ������� ��� ��������� �� ����$�� ��� �� ������ �(��� �������� ����
D���� ��� ���������� ����D����� �� �� &�������� ;�� ����� �� ���������� ��� ��������� ��
������ u �� ���� ��� ��� ������� � �@�� ����� ��� ��� ����� � ���� ������� � $���
��� ��� ������� �� Nd(x) ��� �� ��D� ��� ������� ��������� ��� ���������� ����D����� �� ��
&�������� ) �#��� �� �� ��� ���������� ��� �&����� ��� �� �������� ��� ������ v� �����
��� ����� ��������� ����� �������� ���� v �� � ������ � ������� 3��� ������� �������
��� ��������&�6 

*� �' � ��� �� ������ v ∈ Nd(x) ��� ��� �

N h(u) < h(v) ��

N h(u) = h(v) �� v <σ u 

) �#��� �� � ��� ������ v ������� ������� ���� ���������� .�
��� �� Nd(x)� �� ��� ������
� ������� �� ����� �� Nd(x) 

"��� ����� ������� �������� �� ��� �� �������� �� ������ u �� ��������� ��������
�� ������� ���� ��� ������������ ��� �� ������� ��������� ��� ���������� ����D����� ��
�� &�������� 

:��� �/� 1� ��		�� u �� �� �� ������ v ��� �� ����� Xh(u)+1�

���+/ ;� ��� ����� �� ���� x ���� ����� ��� � ���(�� ������� �&������� ��� ������������
x ������ ����� �� v F�� ��� �� ��� �G v ��� ������ �� ������� � ����� ��� �� ���(��
���������� �&������ ��� ��� ������� v ��������� � Nd(x) ��� �� ���� v ��� ��D� ������ ���
���� ���������� �� ��������� ������� �� ���(�� Xh(u)+2 �

7�� �/�5 1� ��		�� u ��� ��� ��� �� f ′
h(u)+1(u) �� pred(l′h(u)+1(u)) ���� ��9���� ����

f ′
h(u)+1(u) = pred(l′h(u)+1(u)) B2����� Q�CRE�

���+/ C����� ��� �� f ′
h(u)+1(u) �= pred(l′h(u)+1(u))� ��� �(���� �� ����������� 

N ;� l′h(u)+1(u) ≤σ f ′
h(u)+1(u)� ��� ���������� v1 <σ v2 ��� ������� �� ��������� �� &�����

����� ��� �(���� �

N fh(u)+1(v1) ≤σ fh(u)+1(v2) = l′h(u)+1(u)

N f ′
h(u)+1(u) = lh(u)+1(v1) ≤σ lh(u)+1(v2)

) ���������� �� ������ �� ���� � ������ v ��� ����������� [l′h(u)+1(u), f ′
h(u)+1(u)]

�� Xh(u)+1 ��D���� � v1 �� v2 

F�� �� ������ v ���� ��� ����� �� u 3!���� / .6 � ���������� �� �������� �
�������� ��� �� ��������� ����D����� ��� f ′

h(u)+1(u) <σ l′h(u)+1(u) 

N ;� f ′
h(u)+1(u) <σ pred(l′h(u)+1(u))� ���� w = pred(l′h(u)+1(u)) 2� ������ w � �� ����

� ����� ��� �� ���(�� Xh(u) �� ��� ���������� �� f ′ �� �� l′� w �� ���� ����� �
�&������ � u � ��������� � u ��� ������� σ ��� Xh(u) �� ��� ��� �� ����������� 

���� f ′
h(u)+1(u) ≥σ pred(l′h(u)+1(u)) 

) ���������� f ′
h(u)+1(u) =σ pred(l′h(u)+1(u))

�



!�$� "������	������ ��� ������ �� �������	�� ���	��� 	.

v1 u v2

l′h(u)+1(u) = fh(u)+1(v2)f ′h(u)+1(u) = lh(u)+1(v1)

�	�� / .	 N ;������� ��� ������ u ���� �� ��������

7�� �/�� 1� ��		�� u ��� �� ��
��� ��� ��� ��� )

C� �� f ′
h(u)+1(u) ��� ��9�� �� l′h(u)+1(u) �� ����� ��� �� �������� �� �� ��		�� v ∈ Xh(u)+1

��� ��� f ′
h(u)+1(u) <σ v�

D� .� 	�	�� �� l′h(u)+1(u) ��� ��9�� �� f ′
h(u)+1(u) �� ����� ��� �� �������� �� �� ��		��

v ∈ Xh(u)+1 ��� ��� v <σ l′h(u)+1(u)�

���+/ "��� � ������� ��� �� ������ �� ��� .� �� ������ ���� �� ����� ��� ���� �'�������� 

;������� ���� ��� ������ v ������� ��� �� ���� �� ������� � ����� ��� Xh(u)

3!���� � �6 %�� ��$���� �� f ′� �� ����� � ���� ��� �������� u �� ����� ��� ��� �����
u ��� ������� σ �� ��� �� ���(�� Xh(u) F�� ��� ����������� �� u ��� ��� �� ����� ���
Xh(u)+1 ���� ��� ��� l′h(u)+1(u) ���� ��� ��$� "��� ���� ��� �� ����������� �� ��
������ v � ���� ������� �

7�� �/� -����� u1, u2 ∈ V ���� ��� {u1, u2} /∈ E� �� N(u1)∩Xh(u2) �= ∅ �� lh(u2)(u1) <σ

u2 ���� u1 <σ u2� .� 	�	�� �� N(u1) ∩Xh(u2) �= ∅ �� u2 <σ fh(u2)(u1) ���� u2 <σ u1�

���+/ ;� h(u1) < h(u2) ����� ������ ��� �������� ��� ��� ������������ ��� �(����
u1 <σ lh(u2)(u1) <σ u2 ;������� h(u1) > h(u2) �� u2 <σ lh(u2)(u1)� ���� �������� ���
u2 <σ fh(u2)(u1) 3u2 /∈ N(u1)6 �� ��� ����������� ��� u2 <σ u1� �� ��� ��� � �����������
���� �� �'�������� ��� u1 <σ u2 !������ u2 <σ fh(u2)(u1)� ��� ������ �������� ��
������ ��������� ���� �(���� u2 <σ u1 �

7�� �/�� #�� ���� �� ��		�� u ����
�� � ��������� ����
��
� ��� �������� �����
����

���+/ ;��� � �������� ��� �� ��������� ����D������ ��� ���� ���� �����(������ � (i) u
����� �� �������� ��� ������ � ���� ����������� (ii) � ����� �� u � �� �������� ������
� ���� ���������� 

(i) ;� u ������ �� �������� ��� ������ v ��� ��� ��� ����D����� ����� ��� v ��� ����� ��
f ′

h(u)+1(u) �� �� l′h(u)+1(u) ) ��������� h(v) ≤ h(u)� ��� ��� ����������� v ������
����� �� v1 �� �� v2 ���� ��� �� u �� ��� ��� �������(�� ������� �� ��������� ����D����� 
F�� v � ���� ��� @��� ��� �� ���(�� �� u ��� ��$���� �� f ′ �� �� l′ ��� h(v) < h(u) 
������� �� !���� / .� �������� ��� ������� f ′

h(u)+1(u) �� u� ��� �(����
f ′

h(u)+1(u) <σ u 3��� ���� lh(u)(f ′
h(u)+1(u)) <σ u6 %�� �� ��������� �� ������������
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������� �� !���� � �� u ������� � ����� ��� �� ���(�� Xh(v) ,������� �� ����������
�� �������� �� u ��� �� ���(�� Xh(v) 

������� �� ��������� �� &��������� ��� �(���� lh(v)(f ′
h(u)+1(u)) ≤σ lh(v)(u)� � �����

����� �� �������� �� u ��� Xh(v) � ���� ��� �������� v ) ��������� �� �@��
������� ���� ��� ������� u �� l′h(u)+1(u)� ��� �(���� ��� �� �������� �� u � ����
��� @��� ����� v ��� σ *� ��� ��� �������(�� ���� ��� ������ v ������ 

(ii) ;� � ����� �� u ��� v � �� �������� ������ ����� �� ���������� �� ������ u� �������
��� !����� / .0 �� / ..� ����� ����� ��� ��D���� � � ������ w ���� ���� w <σ f ′

h(u)+1(u)
�� v ��� ����D���� � f ′

h(u)+1(u) 34����� / .?6� ���� w >σ l′h(u)+1(u) �� v ��� ��
��D���� � l′h(u)+1(u) 

u

l′h(u)+1(u)

v

v2v1

w

f ′h(u)+1(u)

�	�� / .? N ;������� ��� ������ u ���� � ������ v ��� �� ��������� ����D����� ����
��� ��������� �� u ��� ������

1������ �� ��� �� ������ w <σ f ′
h(u)+1(u) �� �G v ��� ����D���� � f ′

h(u)+1(u)� ��
����� ��� ��� �'�������� ������� �� ���������� �� �� ��������� �� &�������� 3��$��
��� � �.6� v <σ v1 ��� lh(u)+1(v) <σ f ′

h(u)+1(u) = lh(u)+1(v1) �� ������� �� !���� / .��
v1 <σ v ��� v1 <σ fh(u)(v) ) ���������� � ��� ������ w � ���� ��� ������� 

!������ ��� ���� �'��������� ��� �(���� �� ����������� �� �� ������ v � ����
��� ������� 

�

7�� �/�# 1� ��		�� u ���� ����
� �����
�� � ��������� �� ���	������

���+/ !������ σ �������� ��� ������ �� u ����� ������ ��� �� �������� �� u 

)$� ������� ���� u �� ��� ������� ��� � ��� ��� ��� ��D����� ���� ��� ����$� )
�#��� ��� ����� �������� ���� �������� u �������� @��� ������� ��� ���� �� ���(�� Xh(u)+1 F��
�� !���� / .�� �������� � u ���� �� �������� �� f ′

h(u)+1(u)� �������� ��� f ′
h(u)+1(u) <σ u ��

�'������������ u <σ l′h(u)+1(u) ��� ���� �� �������� �� �� ��������� �� u ���� ��� ����
�������� ������� ��� �� ���(�� Xh(u)+1 ���� ��� ����$� 



!�$� "������	������ ��� ������ �� �������	�� ���	��� 	/

!������ σ ����� ��� ����$� ��� ����� �������� �� ��������� �� ��������� �� &��������
���� ������ ���� �� ��������� ���� �� ����� ����� �

3*���4� �/( 1� ��
��� ���� ��		�� u ����� ��� ��		��� f ′
h(u)+1(u) �� l′h(u)+1(u) �����

��
���� ������� σ �� 	������� � ��������� ����
��
� �� �� ���	������

���+/ 2� �������� �� ������ ���������� ��� !����� / ./ �� / .
 �

C������� ��� ������ ���������� �D����� �� ������ x ��� �� ������ ����� ��
����� ������� ������� 

����	���� � �� 
������� �1�������� � x � +���.��� �� 
��
������ � ������

� �1��8�	�	

"��� �#������ ��������� ��� �� ���(�� Xh(x) �������� ������������ �� ������ �
������ ���� ������ ��D���� � x ;� ������� �� ���� ��� ������ ������ ��� ������� � ����
����� ��� ����������� .�
��� ) -�		��� ��
��� �� .�
��� �� Nd(x) �� �� ������ ��������� 

��%����*� "� 5�D����� = *������ � %����� .
������ � - ������ �� ���������� ����� G ���� n ������� ��������� � β

���(��� �� �� �������� N(x) ��� ������ ������ x

�������� � !���������� ��� ������ ��� ������ �#������ ���������

m← max {i |MS(Xi) > 0}
lc ← fh(x)(lm(x))
fc ← lh(x)(fm(x))

��� 	*�!� i �= m ��� ��� MS(Xi) > 0 ����

�� fh(x)(li(x)) >σ lc �����
lc ← fh(x)(li(x))

.�

�� lh(x)(fi(x)) <σ fc �����

fc ← lh(x)(fi(x))

.�
.�

�� succ(lc) <σ fc �����

������� "�������� "	��������

�����

�� lc ≤ fc �����

������� [min
{
fh(x)(succ(l1(x))), fc

}
,max

{
lh(x)(succ(f1(x))), lc

}
]

�����

������� ]fc, lc[
.�

.�
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����� �� ����� �� ������������� �� �������� ��� ����� �� �� 4����� / .A 

lm(x)fm(x)

Xh(x)

Xm

lcfc

�	�� / .A N ;������� ��� �� (����� �� ������������

%��� ��������� �� ������� ��������� ����$�� �� ��������� ����D������ ��� �#������
������������ �� �������� �� ���� ��� ������� �� N(x) ��� �� ���(�� Xh(x) 

%��� �#������ ����� ����������� ��� ����� ��� ������� (���� ����������� �� ������
�� ��� �������� ���� �������� ��� �� ���(�� Xh(x) 2�� ������� ��� ��� ���� �����������
����� � �������� ��� �� ������ ��� �� ���(�� Xh(x)� ����� ��� ���D��� � ���� ��� @��� &���
��� ��� ��� ��� ������� ��&����� �� ��������� ����D����� 

7�� �/�& 1���������� �������� �������� �� 
�� �������	� ��� �� ���� �������� ���� ����(
������� �� x�

���+/ "��� �#������ ������������ �� �������� �� ����� ��� ������� ��D����� � x
��� �� ���(�� Xh(x) 3����� �� ��� ������ ��� Xh(x) ��� ��� �(�������� ������(�� ����6 
;����� ����������� �(���� ��� ������ ����$�� �� ��������� �� x ��� �����(�� 

N ;� succ(lc) <σ fc� ����� ����� ������ ���� ������� u, v ∈ N(x) �� � ������ w ∈
Xh(x) \N(x) ���� ��� lh(x)(u) <σ w <σ fh(x)(v) 34����� / .B6 

Xh(x)

u v

w

lc fc

�	�� / .B N 2�� ������� succ(fc) <σ lc

!� ������ x ���� @��� ����� ���� �� ����� w ��� �� ��� �G � ����� x ���� w�
�� �������� �� v � �������� ���� �� ��������� ����D����� ;� x ��� ����� ����� w� ��
�������� �� u � �������� ���� �� ��������� ����D����� ��� �� ������ x � ���� ���
@��� ����� 

N ��� �� ��� �G succ(lc) = fc� �� ����� ������� ��������� �����(�� ��� ���� ��� ����
������� ) �#��� ��� ������ ��� ��&���� � �� 4����� / .B � ��������� �� ������



!�$� "������	������ ��� ������ �� �������	�� ���	��� 		

w ��� �� ���� �� ��� ������ � �� ����� �������� ��� ��� ������� ���� u �� v ����
�� �������� ����������& 

N ;� fc ≤σ lc� ���� ��� �� �������� �

N 1��� ��� ���(��� ������� �� � ����� ��� Xh(x) ;������� �� ��������� ���
��$���� �� fc �� �� lc� ���� ��� ������� �� [fc, lc] ��� ������ �� ���� ��� �������
������� ��� �� �������� �� ���� ������ �� ��� ��������� ��� ���� �� ����� �����
�� x ��� �� ��� �G �� �������� ��� ����� ��� �(���� � ������ ��������� �� ��
��� ��� ��D� ������ 3!���� / �6 

1��� ��� ������� �� ��� ��������� � ������ ��� ������ �� �������� �� x ���
���� ��� ���(��� �������� ��� �&�������� �� ��������� �� &�������� ��� ��� ��D�
����$�� ������� �� 1������� / 	 

��� �� ���� ���D��� ��� ��� �������(�� 

N 5� ���� � ���(�� ������ �� ���� ����� ��� Xh(x) *� ������ ��� � ���(��
Xs� ��� ��� ������������ �� Xh �� �� �������� ��� ������� ������� �� Xs ���
���� 

!������ s ��� �&������ � h(x) ��� � ������ �� �� ��������� �� ����������� �� �������
σ �� ������� �� !���� � � ���� ��� ������� �� Xs �� ��� ������ ��� ��� ���(���
������� �&������ � s F�� ���� ��� ������� �� Xh(x) �� �� ���� � ����� ���
��� ���(��� �&������� �� � ��������� ��� Xs 

���� ���� ������ �� [lc, fc] ������� �� ������� �� �������� �� x ��� Xs �������
�� !���� / .� (��� ��� �� ��������� �� &�������� 

!� ��������� �� &�������� ���� ��������� ���� ���D��� �� x� �� ������ � ������
v �� [lc, fc] ��� ��� ���� ���� ������ v′ ∈ [lc, fc] ���� v <σ v′� ���� ���� ������
w ∈ N(x) ∩Xs� ��� ���� v <σ w <σ v′ 34����� / .�6 

Xh(x)

Xs

fc lc

ls(x)fs(x)

�	�� / .� N 2�� ������� fc ≤σ lc

!� ������� ��������� �� x ��� ��� � ��� ��� ���������� �� v ���� � ���
�&������ �� ��������� ����D����� 

�

!� ���������� �� ��� ���������� ��� � ����� O(dΔ)� ��� ��� �� ���� ��� ���� �������
����������� [lc, fc] ��� ����� ��� ������ ��������� �� ���� Δ ������� 

"��� �(���� �� ����� ������� �����(�� ��� �������� ��� ������ ������ x� ����
������� �� ����$�� �� ��������� ����D������ ��� ����$�� ��� ����� ������� � ������ ���



	? 
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� ���� ���������� �� �������� ��� ������ ����D���� � x "��� ���� �������������
px �� sx �� ������������ �� �� ���������� �� x 

��%����*� �5� 5�D����� = *������ � %����� �
������ � - ������ �� ���������� ����� G ���� n ������� ��������� � β

���(���� � ����� �������& σ� �� �������� N(x) ��� ������ ������ x
���� ��� ��� �������� px �� sx

�������� � ;� ��������� ��� �����(�� �� ���

�� N(px) ∩N(sx) ⊆ N(x) �����
������� "�������� ;�������

�����

������� "�������� "	��������

.�

7�� �/�( -� ���������	� 5�D����� = *������ � %����� � �������� <"�������� ;�������=
���� ��� ��		��� ���(��
���� � x ��� ���� �������� 
����
���� ��� Xh(x)�

���+/ ������� �� !���� / .	� ���� ��� ������ �� x �� ���� �������� ��� �������� ��
��������� ����D����� ����� ���D��� �� x ;������� ���� ������ v ����D���� � x ��� ��
�������� ������ � ���� ���������� ��� ��������� �� x 5����� v ��� ����� �� px �� �� sx 3��
��������� ����D����� ��� ��������� ���� ���������6 �� ��� N(px) ∩N(sx) �⊆ N(x) �

"��� ������ � ������� ���������� �

��������� �/� 1���������� �� ������ ��		�� x ����� px �� sx ��� ����� ��� � ���������
����
��
� ��� �������� �����
����

!� ���������� �� ��� ���������� O(Δ)� ��� ����$�� ��� ������ ��� ������� px �� sx 

"��� ����� ������� ����$�� �� ��������� �� &��������� ����� � ���� ��� ���� ��� �������
�������� �� x ���� ���� �������� ��� ��������� ����������� ����� �� x 3��� ������� �
������� σ6 

%��� ��������� ��� ����� ��������� �� ������� �� x ��� ������� ����� σ 

"��� ��������� x ���� ��� ������� max {px} ∪N−(x) �� min {sx} ∪N+(x) ��� ��
���� ��� ��������� ��� �������� ��� �� ���(�� �� ��� ������� �������& 

C������ ��� x ��� �������� ��� ������� σ� ��� ����� ����$�� ��� �� ��������� ��
&�������� ��� (�� ��������� 

;���� v1 �� v2 ���� ������� �� V ���� ��� v1 = max {u ∈ V | u <σ x �� {u, x} /∈ E} ��
v2 = min {u ∈ V | x <σ u �� {u, x} /∈ E} 

7�� �/�) -� � ��������� �� ���	����� ��� ����9�� ����� x �� ��� ��		��� v1 �� v2� ����
σ ����9� � ��������� �� ���	������

���+/ "��� � ����$�� �� ����� ��� ���� v1� �� ������ ���� �'�������� ���� v2 



!�%� 
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x �� v1 ����$�� �� ��������� �� &�������� �� �� �������� �� fi(v1) ≤σ fi(x) �� li(v1) ≤σ li(x)
���� ���� ���(�� i ������ 

2�������� � ������ w <σ v1 ��� ��� {w, x} /∈ E� ���� ��� �� �������� �

N {v1, w} ∈ E� ��� �� ���� ��� ������������ ��� �(���� fi(w) ≤σ fi(v1) ≤σ fi(x) ��
li(v1) ≤σ li(w) F� li(w) ≤σ li(x) ��� ��� �� �������� �� x ������ ����� ��� ����� ��
w �� ��� ������ ��D� ������� �� ��� ��� ������������ 2��	����� ��� �� ��������� ��
&�������� ��� ����$�� 

N {v1, w} /∈ E� �� ��������� �� &�������� ���� v1 �� w ���� ����$�� ���� ��������� �� x�
���� ����� ����� ���� v1 �� x 

!� ��������� �� &�������� ��� ��� ����$�� ��� �� ������ �

"��� ������ ��������� ������� σ � ������ �� x ���� ������� v1 �� v2� �� ���� ��� �������
��� d ������� ���� ��� ��� �������� )������ ��� �#������ �� ���� d ����� ���� ����$��
�� ��������� �� &�������� ���� v1 �� x ��� ���� �� v2 �� x ������ 

!�� ���������� ����D����� �� �� &�������� ���� ����$��� ����� ���D��� ������ �� x� ���
������ �D����� ��������� x �� ��� �(���� (�� � ������ �� ���������� ������� 

3*���4� �/) -��� G �� ����� �� ���	������ ���	��� ���
3� ��� ����� ����
���� �� ���(
����� ������ �� x �� �������� ���������	� ,���������� �� ���'�
��� ��� �� �� ����� �����
�� ����� �� ���	������ ���	����

���+/ ������� ��� 1�������� / 
� / 	 �� / ?� �� 2��������� / . �� �� !���� / .A� �� ���D���
�� x ��� �#������ �� ������ �(��� ��� ��� ��� ������� σ ��� ���D���� � ����� �������& ��
�� �������� ��� ���������� ����D����� �� �� &�������� ) ��������� �� ������ �(��� ���
���D���� � ������ �� ���������� �� ����� �� ������ ��� � ������ �� ���������� �������
���� ��� ��� �� ������� ��� ������ ����� �� ��������� ��� ������� �� �������� 3!����� / 	
�� / �6 �

!�' �
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�

��� �� ��������� ��� ���� &���� � ���������� ������� ��������� �� ����������� ���
������� �� ���������� �������� ;���� �� ����������� ���������� ���� �� ����������
� ����� � O(dΔ + d2) 

*� ���(�� ������� ���V���� ��� ����� �� ����� ���� �� ����������� ��� ������� ��
���������� ���������� ) �#��� ������� �� �� ���� � D��� �� ����(�� �� ������������ ��
����� &������ � �������� ��� ��������� ��� ��� ��������� ����������� ���(����� � ����� �����
������� 

!�� ��V������ ������� ��� �� ���������� � ����� �� �� ����������� 5���������� ����
����������� ��� � O(dΔ+d2) ����� ��� ��� ����������� �� ����������� � �'�������
��������� �� ��������� ����� &������ � ����� ������� � O(n + m) �G n ��� �� ��(�� ��
������� �� m �� ��(�� ����@��� �� ������ JC;�AK )����� �����(�� � ������ ���� (��� ����
�������������� 32������� �6 ���(���� � ����(�� ������������� ��� ��� ���� �� ����������
��� ������ ��� �'�� �� ���������� ��������� ����� �� ������������ � �'������ W ;�



	B 
��	��� !� "������	������ �����	#��

���� ������� �������(��� ������� � ������� ��� ������� ����������� ������ ���� ������������
��� � �D����� �������� ���������� ������ ��� ������� �� ����������� ������� �������
�� ������������� W 2� ������ �������� �������� ��� ��� ���(����� �������������� ��
����� ����������� �'������ ) �#��� ���� �� ���D��� ��� ������� �� ��� ��������� ��
&���� ��� ����$����� ��� ��� ������� ����D����� �� ������ ������ %��������� ���
������ �� ��� ����$������ ���� ������� �� ��V������ ������ ��� �� ����$����� �� �� ���������
�� &�������� W
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��� �� ��������� ��� ������� � ������ ���(����� ������������ �� ������� !��(D����&
��� ����������� ������(�� ��� ������� ��� ������ �� &�M� � �� ��� ������� ���� �� �����
�� ������� �������� ��� ��'�� ����(�� �� ���� �� ������� ���� ��� ������� � ��������
�������� ��� �&�������� ����:��� ��� ���� ��������� !�� ��������� ���(����� ��� ���
��� ���������� ��������� ������ @��� ��� ���� ������� �����(��� �� �� ������ �� ���������� ���� ��� ��
�������� �� �������� ������ @��� �� ���� ��[���� �����(�� ���� �� ���������� � ����� 5$
���(���� ��� ���������� �� �������� ��� �������� ��� ���������� ����D����� �� �� &��������
3��$����� � .� �� � �. ����� �� �� �/6 ��� ��� ����(��� ������������ 

$�� 0
��-���
��

��� ����� ������ ��� ������� ��� ���������� ������� ��� ������� �� ���������� � �
������� ������� �� ����@�� ��� �#������ ��� � ����(�� �� ����� ��� � ������ 3��������
��D������ ����������� ���   6� � ����� ���(�� � �� ��������� �� ����� ��� ��������� %���
��� ���� � ����� ����� ���� �#������ �� ������� ��� �� ����:�� �� ������� ���&�������� ���
����������� ��� ������� �� ���� �� �������� ��� ���������� �� ������ 

6������� #/� 6����� dG(x, y) � �������� �� ���� 
���� 
��	�� 
����
��� x �� y ��� G
������ � �����
� ����� 
�� ���� ��		����

-� ����@�� �� ������� ���#����� ������� ��� ��������� ������� �� ������� ����
���� ������� � �������� �������� ����������� �� ��� ������� "��� ��� ��������� ��
���(���� ������������ �� ������� J%����K � �� ��$���� ���� ��������� �� ����� ���������
������(��� ��������� ��� ����@��� �� ������� ��� ��� ������� �� ���������� 

"���� ���(���� ��� �� ������ � ������ ��������� ��� ������� ��� ������ �� ����������
G ���� �������� �� ������� ���� ���� ������� x �� y � �������� �������� ���&�������
����:�� ��� ��� ���������� �� x �� �� y W �� ���� ������ �����(�� �� ��������� ��� ���������� ����
�� ���������� � ����� ������� ����� �� ����� �� ���������� ���� ��������� ��� ����@���
�� ������� � ����� ������ W

�� &��� �� ����������� ��� �'������ ������(��� 3������������ �������� �� %2�� �'������
����������������� ������� ��� $��    6� ��� ������� ������������ �� ������� ��� ��������
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������� ������ �������� ���� C 5 +����� � �������� ������������ ����D����� J+��??� +4?A�
\",��� 5+,0/K �� ��� �� ����� �������� ������� �� ��� ���������� ������������ �� �������
J%����� 2�H0/K �� �� ������� ������� J>��0.� 1]0.K !� ��D����� ��� ������ ��� ������������
�� ������� �� &������� ��� ��� &������� �� ������� �����$���� � ������� ������������� �������
������ ����������� �� ������� �� ���������� J\\%00� >\\+0.� >%0/(� >%0/�K 2�� ������
������ � ���� ��� ���������� ������������� �� ��� &������� �� ������� ������ ��� ��� �������
R(�� �������S !� ������������ ��� ��� �� ����� �� �� �������������� � �#��� �� ���
������ ����(�� �� R(�� �������S �� ������� �������� ��� �� �� ���������� � ������� ���
���� �� ������ � ������ ������ ��� �(���� � ��(�� ��� ������ ��� ������ ����(��� ��
���� ��� ���������� �� ������ O(log2 n) ��� ���� ���� ��� ��� ��������� �������� �
�� &������ ��� ������� �� ���������� � �������� ��� ���������� ��� ��� ���� �������� ����
�� �� �������������� �� ����� &������ 32������� �6 

$�� /���#�������
� ��� ������� �� ���������
� ���� �� ���1��
����#����

"���� ��� ��� �� ����� ��� � ����������� ��� ��� ������� �� ���������� ������ 5
������ �� �� ��$���� ��� ������� �� ���������� � / ���� .�� ��� ���������� �� �������
������������ ��� ������� �� ���������� ��� ��������� �� ���������� ���� ���������
�������� ���������� 
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 . N - ������ �� ���������� G[π] ���� �� �� ��� ������������� π =
5 7 2 6 1, 11, 8, 10, 4, 3, 9) 

�� ������ �(������ ���� ��� ��� V = {1, . . . , n}� ������� ��� ������� v ∈ V � ���
�������� v � ��� ��� ������ �� v � ��� �������� 3���� �� ������� ��������� �� ��#�������
��� ���6 "��� ���������� �� ������ ��� � ������ �������� � ������ �� ����� ����������
π "��� �������� ���������� �� ���������� ��� ������� ���� ��� �� ���������� ��������
� ��� ��� ��������� ��� � ������ �������� 2����� ������ v ��� ��������� ��� �
���� Pv �� ��� �������� �� ��������� (v, π−1(v)) ����� �������� ��� �� 4����� 
 � 3v ���
��� ��$���� � ������ ��� �������� �� ��������� ����� �(������6 

;��� ��� ������ ����D������ � ������ u ��� ����� ��� ������ v �� �� �������� ��
(u − v)(π−1(u) − π−1(v)) < 0 )� ��� �� ������ ��������� �� ��� ����� Pu = (xu, yu) ��
Pv = (xv, yv) ��� ���� ��� (xu − xv)(yu − yv) < 0� � �������� ������ ������� Pu ���������
�� ����� �� ��� ;���)�� �� �� ����� �� ��� "����F���� �� Pv 34����� 
 �6 
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 � N ,����������� ��� �� ������ �������� �� ������ �� ���������� �� �� 4����� 
 . 

)��� ��� G[π] � ������ �� ����������� ��� �������� ������� ������ ���� ��� ������
����� ����� ����� ���� ��� ������� "��� �������� ��� ��� ����� ��� �� ������� �������
���������� �� ������ 3%��������� � .6 �� ��$�� � ��������� �� ��������� ���������
�� ������ 

"��� ���������� ������(�� ��� ������ ��� ������ u � ���� ���������(��� N+(u)
�� N−(u) �� �� &�M� ������� �

��.������ #/� ;��� ���� ��		�� u ���� ����� �� ���	������ G� ���� ������� �����������
N(u) �� ���� ����	���� N+(u) �� N−(u) )

N+(u) = {v ∈ N(u) | u < v}
N−(u) = {v ∈ N(u) | v < u}

"��� ��������� ���� ���������(��� ������������ �� V � A �� B �� �� &�M� ������� �

A =
{
u ∈ V | N−(u) = ∅

}
�� B =

{
u ∈ V | N+(u) = ∅

}

"���� ��� A �� B ��� ��� ���(���� ���� ������� u �� v �� A �� �� B � ������ ��� @���
������ ��� ��������� ����������� ���� �� ��$���� �� ��� ���� ���������(��� �� �����
�� G ��� ����� �� ������� �� ���� �� ��@��� ��� ���� A ∩B = ∅ 2�� ���� ����(���
A �� B ��� ���� ���� ��� ����� ������������� ���� �� ���� ��� �� 4����� 
 � 

$�! ��������� �� �������� ��� ������� �� ���������
�

%��� ���� ��� ���������� ��� ��� ���(��� A �� B� ��� ����� �������� ��� !����� � / ��
� 
 ��� ����� �� �� �/ 
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������� �� %��������� � . �� �� !���� � /� �� ���������� ��� ������� ��� ����� ���
������� < ��� V ��� �� ������� ������� ���������� ����$�� �� ��������� ����D�����
&���� 3��$���� � �0 ���� ��6 

"��� ���� ��� fA(u) �� lA(u) 3���� fB(u) �� lB(u)6 �� ������� �� �� ������ ����� ���
������ u ��� �� ���(�� A 3��� �� ���(�� B6 "���� �� ��#����� ��D���� ��� ������� ���
&������ ���������� �� �� �������������� ) �#��� �� u ��������� � A� fA(u) = lA(u) = u� ��
�@�� ���� �� ���(�� B 

�� ����� ��� ������� �� A �� �� B ��� ������������� ��� ������� �� ��� ����� 3���������
����� ������� ��� ������������ �� ��� ���������� ��� � ������ ������6 �� �����������
��������� "��� �(���� ��� � ������ �� �� ��������� ����D����� &���� �

��������� #/� ;��� ���� u ∈ V � �� ������ fA(u)� lA(u) ∈ A ���� ��� fA(u) ≤ lA(u) ��
N [u] ∩A = [fA(u), lA(u)] ∩A� .� �L�� ��	������ �� ������ fB(u), lB(u) ∈ B ���� ��� fB(u) ≤
lB(u) �� N [u] ∩B = [fB(u), lB(u)] ∩B�

N [u]∩A �� N [u]∩B � ��� D����� ����� �� ��� ������������� ��� ������� ��������&�
��� A �� B ���� fA(u) = min {N [u] ∩A} �� lA(u) = max {N [u] ∩A}� �� �@�� ���� fB(u)
�� lB(u) 

������� �� !���� � 
� ������� < ���� ��� ������� ����$� �� ��������� �� &�������� &�����
��� �(���� ��� �

��������� #/ -����� u < v ���� ��		��� ���(��
����� ���� fA(u) ≤ fA(v)� lA(u) ≤
lA(v)� fB(u) ≤ fB(v) �� lB(u) ≤ lB(v)�

7�� #/� -����� u < v ���� ��		��� ���(��
����� ���� �� ������ �� ���� 
���� 
��	��
u,w1, . . . , wk−1, v ��� ��� w1 ∈ {lA(u), lB(u)} �� �� dG(u, v) ≥ 3 ���� wk−1 ∈ {fA(v), fB(v)}�

���+/ ;��� P = p0, p1, . . . , pk−1, pk � ���� ����� ����� ���� u = p0 �� v = pk ����
k = dG(u, v) ≥ 2 �� u < v 

"���� ��� �� u < v� Pv ��������� �� ������� "����)�� �� P0� ��� u �� v �������
��D����� 

2�������� ��� ���� ��������� ��@��� �� P �� ������ ��� p1 ���� @��� �������� ��� �
������ �����&����� ��� �������� �� �� ����� %����������� ������ ��� p0 < p2 

;� p2 < p0� ������� �� ������������ ��������� ��� �(���� ��� Pp2 ��������� ��
������� ;���F���� �� Pp0 � �� �� �' � ��� ����@�� D����� �� ������� ;���F���� �� �������
"����)�� �� Pp0  ) ���������� ��� ������� �� R

2� ���� ����� �� Pp0 � Ppk
������ ���

Pp2 ���� ������ � ���� ������������ Pw �������� ���� ��� �� ������� "����F���� ����
��� �� ������� ;���)�� �� Pp0  2��� ��� �� ����������� ���� ��� ��� w ������ ��D����
� p0 �� � ����� ���� ����� ��� P ������ �(��� 

F(������ ���� ���� ��� ��� {p0, p2} /∈ E� ��� �(���� p1 ∈ N−(p0) ∩ N−(p2) ��
p1 ∈ N+(p0) ∩N+(p2) 

;������� ��� p1 ∈ N−(p0)∩N−(p2)� �� ��V� �� ������ ��� lA(p0) ��� ��D���� � p2 3��
��� lA(p0) = w16 "��� ���� lA(p1) ∈ N(p0)∩A ���� ��� lA(p1) ∈ N(p2)∩A ) ��������
������� lA(p1) ∈ [fA(p0), lA(p0)]∩[fA(p2), lA(p2)] �� ��� �������� ��� fA(p2) ≤ lA(p0) �������
�� 2��������� 
 � 3��������� �� &��������6 �������� ��� ��� ������� ����D����� p0 < p2�



$�!� ��	#������ �� �	������ ��� ������ �� �������	�� ?/

��� �(���� lA(p0) ≤ lA(p2) �� ��� fA(p2) ≤ lA(p0) ≤ lA(p2) "��� � �������� ���
lA(p0) ∈ [fA(p2), lA(p2)] �� � ���������� lA(p0) ��� ��D���� � p2 

!� ������ �� ��� p1 ∈ N+(p0)∩N+(p2) ��� ��������� � �������� ��� lB(p0) ��� ��D����
� p2 

4�������� �� u �� v ��� � ������� ≥ 3� � � k ≥ 3� ��� ������ ��������� ��� ����
�������� ��@��� �� P ���� ��� ������� pk−2, pk−1, pk �$ �� ������ ��� pk−1 �= p1 ����
@��� �������� ��� � ������ �����&����� ��� �������� �� ����� !� ������ ��� �'��������
� �������� ��� �X��� �� pk ���� p0� �� pk−1 ���� p1� �� pk−2 ���� p2 �� � ����� �
������ �� &��� ��� pk > pk−2 �

6������� #/ ;��� ���� ��		�� u� ������ IB(u) = [fA(u), lA(u)] �� IA(u) = [fB(u), lB(u)]�
.� ����� ���� ������ GA = (A,EA) �� ����� ���������
���� �� � �	���� {IA(u) | u ∈ A}�
;��� ���� ��		��� u, v �� A� ���� ���� ���
 {u, v} ∈ EA �� �� �����	��� �� IA(u)∩IA(v) �=
∅�  � ��	�����	���� ���� ��9������� GB = (B,EB) �� ����� ���������
���� �� � �	����
{IB(u) | u ∈ B}�

%�� ��$����� GA �� GB ��� ��� ������� ������������ 34����� 
 /6 ���� ��� �������
������������� ��� �� !���� 
 	� ��� GA �� GB ��� ��� ������� ������������ ������� 
"��� ��@����� �� ������� ������������ � ��� ������� ������ ��@��� � ��&���� � �� ���
����� �� ������ GA� ��� ������� ��� ��� A �� ��� ���������� ��� �������� ��� ������
�� A ��� B !�� ���������� ��������� ���� ��� ��� ��� B ������ �� �� �� ������ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

GB

IB(11)
IB(7)
IB(5)

4 5 6 7 8 9 10 11

IA(9)

GA

IA(1)
IA(3)

�	�� 
 / N !�� ������� ������������ ������� GA �� GB �� �� 4����� 
 �

7�� #/ 1� ����� �� ���	������ G ���� 
������� ��� ������ GA �� GB ���� 
��������

���+/ %����������� A �� B �� ��� ��$�� ����� ��� ����� �� ������� �� �����������
��������� ;� G ��� ����� �� ��� GA ������� ���� ���������� ������ C1 �� C2� �����
��� ���� ���� ������ �� ������� (u, v) ∈ C1 ×C2� �� ������� ��� �� ������ w �� B ����� �
�� &��� �� u �� �� v %�� ������������ �� ������� ��� �� ������ w′ �� V ����� � �� &��� �� u ��
�� v F�� A ���� � ���(��� ���� �������� ��� G ��� � ������ �� ��� ��� � �����������
���� �� �'��������� ��� GA ��� ����� 

�� ������ ���������� ��� ������ ������� ��� GB ��� ����� �



?
 
��	��� $� ��	#������ �� �	������

!� ������ �� ���������� G �� ��� ������� ������������ ������� GA �� GB ��� ���� �� ��
&�M� ������� �

7�� #/� ;��� ���� u, v ∈ A� dG(u, v) = 2dGA
(IA(u),IA(v))� .� 	�	�� ���� ���� u, v ∈

B� dG(u, v) = 2dGB
(IB(u),IB(v))�

���+/ 2� ����� ��� ���� �� u = v� ��� �������� ��� u �= v ;���� u, v ���� �������
�������� �� A 3{u, v} /∈ E6 ������� �� !���� 
 .� � ���� ����� ����� ���� u �� v ���
������� �������� �� ������� �� A ∪ B 3���� ��� ��� u �� v ���������� � A6 !�
������� ��� G ���� u �� v ���� ��� � �������� �� � ��� A �� B ��� ��� ���(��� 

dGA
(IA(u),IA(v)) = 1� �� �� �������� �� IA(u) ∩ IA(v) �= ∅ ���� �� �� �������� ��

[fB(u), lB(u)] ∩ [fB(v), lB(v)] ∩B �= ∅ �� ��� N(u) ∩N(v) �= ∅ ���G dG(u, v) = 2 

2�������� ��� ���� ������� u, v ∈ A ����� � ������� k ��� GA ��� �� ���� ����
p0, p1, . . . , pk � ���� ����� ����� �� u � v ��� GA ���� u = p0 �� v = pk F�� ���� ����� ��
pi � pi+1 ���� 0 ≤ i < k� ��� ����� ������ ��� � ����� �� ������� � ) ����������
�� ������ � ����� �� ������� �� ���� 2k �� u � v ��� G 

C������� ��������� ��� ���� ������� u, v ∈ A ����� � ������� 2k ��� G ��� ��
���� ���� p0, p1, . . . , p2k � ���� ����� ����� �� u � v ��� G ���� u = p0 �� v = p2k ���
��� pi ∈ A �� i ��� ���� �� pi ∈ B �� i ��� ������ ���� 0 ≤ i ≤ k 3� ��� ����� ������ �������
�� !���� 
 .6 F�� ��� ������� p2j �� p2j+2 ���� 0 ≤ j < k ��� ���� ��� ���� �������� ��
��������� ��� B � p2j+1 ) ��������� {p2j , p2j+2} ��� �� ��@�� �� GA ��� �� ������
� ����� p0, p2, . . . , p2k �� ������ k ��� GA 

���� ���� ���� u, v ∈ A� dG(u, v) = 2dGA
(IA(u),IA(v)) 

"��� ������ �#������ ��� ������� ���������� �� ��� ������� u �� v ���������� � B ��
�(���� ��� ���� ���� u, v ∈ B� dG(u, v) = 2dGB

(IB(u),IB(v)) �

������� �� !���� 
 �� GA �� GB ��� ������ 3��� � ��������� ��� �� ��� �G G
��� �����6 "��� ������� ������� ���� �������� �������� ��� ������� �� (��� � ����
���������� �� ������� 

3*���4� #/� -����� u, v ���� ��		��� ���� ��� u < v� :�����

C� �� π−1(u) > π−1(v) ���� dG(u, v) = 1 F
D� ������ �� fA(v) ≤ lA(u) �� fB(v) ≤ lB(u)� ���� dG(u, v) = 2 F
Q� ������ �� fA(v) ≤ lA(lB(u)) �� fB(v) ≤ lB(lA(u)) ���� dG(u, v) = 3 F
N� ������ dG(u, v) ��� �� 	���	�	 ����� )

O 2 + 2dGA
(IA(lB(u)),IA(fB(v)))

O 2 + 2dGB
(IB(lA(u)),IB(fA(v)))

O 3 + 2dGB
(IB(lA(lB(u))),IB(fA(v)))

O 3 + 2dGA
(IA(lB(lA(u))),IA(fB(v)))

���+/ ;���� u < v ���� �������� �� π−1(u) > π−1(v)� ����� ��� ��$����� u �� v ���
��D������ ������� ���� �� ��� . 

)������ �������� ��� π−1(u) < π−1(v)� ����� ��� ��$����� {u, v} /∈ E )� ��� �(����
�� �������� �� �� 4����� 
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A

u

v

fA(v)

lA(u)

�	�� 
 
 N 2�� � �� �������� �G u < v �� fA(v) ≤ lA(u)

)��� ��� ��� u < v� ������� �� 2��������� 
 �� fA(u) ≤ fA(v) �� fB(u) ≤ fB(v) 
��� ��� �� ��� �� �� fA(v) ≤ lA(u) ����� fA(v) ∈ [fA(u), lA(u)] ∩ A 3!���� 
 .6 )
���������� fA(v) ∈ N(u) 3���� ��� fA(v) �= u� ��� dG(u, v) ≤ 1 �� ��� ��� �������(��6 
) ���������� u, fA(v), v ��� � ����� ��� G �� dG(u, v) = 2 �� �@��� �� fB(v) ≤ lB(u)�
u, fB(v), v ��� � ����� ��� G ��� dG(u, v) = 2 ��� ��� ���� ���� �� ��� � ��� ���� ������ 

;������� ������� ��� ��� � ������ � ��� �� ������� � ��� �� ����� ��� 
C����� ���� ���(��� ��� dG(u, v) > 2 ) �#��� ������� �� !���� 
 .� �� dG(u, v) = 2 �����
�� ������ � ���� ����� ����� u,w, v ���� w ∈ A∪B �� ����� ���� ��� ��� lA(u) < fA(v)
�� lB(u) < fB(v)� ��� �(���� IA(u) ∩ IA(v) = ∅ �� IB(u) ∩ IB(v) = ∅ �� ��� ��������
N [u]∩N [v]∩A = ∅ ;������������ ��� �(���� N [u]∩N [v]∩B = ∅ ) ���������� �
��� w ������� ��� �� dG(u, v) > 2 "��� ������ ����� ��� �� ��$������� �� �� 4����� 
 	 

v

fA(v)

A

lB(u)

lA(lB(u))

A

u

�	�� 
 	 N 2�� / �� �������� �G u < v �� fA(v) ≤ lA(lB(u))

%������ ������� ��� �� fA(v) ≤ lA(lB(u)) ����� dG(u, v) = 3 "��� ���� u ≤ v ��
{u, lB(u)} ∈ E ;� v ≤ lB(u) ����� ������� �� %��������� � . ���� .	� v ��� ����� �� u �� ��
lB(u) 2� ��� ��� �������(�� ��� dG(u, v) > 2 ��� ��� ���� lB(u) ≤ v ���� ��� v �� lB(u)
��� � ��� ��� ������ "��� ������ ��� ���� ��� �'�������� �� ��� � ���������� � lB(u)
�� v� ���� ��� �(���� dG(lB(u), v) = 2 *� ' � ��� � ����� �� ������� �� ���� �����
���� u �� v� �� dG(u, v) > 2� �� ��� �(���� dG(u, v) = 3 !� ��� fB(v) ≤ lB(lA(u)) ����
@��� ������ �� ������ ��������� 2� ��� ������ �� ������ �� ��� / 
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2�������� ��� ��� � ������ ��� ���� ��� ����� �������� ��� "��� ���� v ��
��D���� � lB(u) �� ��� ����� �� �@�� ��� ������������ lB(u) ≤ v "��� ���� �������
��� ������� u ≤ v �� ��� u �� v � ��� ��� ��� ��� ���� �������� ���� dG(u, v) > 2 "���
������ ��� ��������� �� �@�� ������� ���� lB(u) �� v ���� �(���� dG(lB(u), v) > 2 ��
� ��������� dG(u, v) > 3 

������� �� !���� 
 .� ���� P = u,w1, . . . , wk−1, v � ���� ����� ����� ���� w1 ∈
{lA(u), lB(u)} �� wk−1 ∈ {fA(v), fB(v)} ;� w1, wk−1 ∈ A �� w1, wk−1 ∈ B ����� �������
�� !���� 
 /�

dG(u, v) = 2 + 2dGA
(IA(lA(u)),IA(fA(v))) �� 3.6

dG(u, v) = 2 + 2dGB
(IB(lB(u)),IB(fB(v))) 3�6

;������� ��� w1 ∈ B �� ��� wk−1 ∈ A� � � w1 = lB(u) �� wk−1 = fA(v) 3�� ������
��� ��������� �� w1 ∈ A �� wk−1 ∈ B6 F� dG(lB(u), v) ≥ 3� ��� ������ ��� ���������
�� !���� 
 . ���� w1 �� v ;��� P ′ = w′

1, . . . , w
′
k−2, w

′
k−1, v �� ���� ����� ����� �� w′

1 =
w1 = lB(u) � v "���� ���� ������������� w′

2 ∈ A 3���� ��� ��� w′
1 ∈ B6 �� ���

w′
2 = lA(lB(u)) 

;� w′
k−1 ∈ B ����� u, lB(u), w′

2, . . . , w
′
k−2, w

′
k−1, v ��� � ���� ����� ����� �� ������� ��

!���� 
 /�

dG(u, v) = 2 + 2dGB
(IB(lB(u)),IB(fB(v))) 3/6

;� w′
k−1 ∈ A ����� ���� ��� ��� w′

2 ∈ A� ������� �� !���� 
 /�

dG(u, v) = 3 + 2dGA
(IA(lA(lB(u))),IA(fA(v))) 3
6

�� ������ ���������� �� wk−1 ∈ B �� �� w1 ���������� � B �� � A �� ������� ��� �

dG(u, v) = 2 + 2dGA
(IA(lA(u)),IA(fA(v))) �� 3	6

dG(u, v) = 3 + 2dGB
(IB(lB(lA(u))),IB(fB(v))) 3?6

;��� di �� ������ �������� ��� ����������� 3i6 %��� ������ ��������� ��� ������ �� u < v
�� �� dG(u, v) ≥ 4� ��� �� ���� �� ' � � ����� �� u � v �������� ��� ������� ����� ��� ��
&������ ������������ ) �#��� �� ������ ���D���� � ����� �� u � v ��������� ��� ��������
lB(u) �� fB(v) 3�� dG(u, v) ≥ 46 �� �� �@�� ���� ��� ������ ���(������ �����(��� ���� ��
������� �� �� ������ ������ ����� �� ����� ���� u �� v ��� dG(u, v) = mini {di} 

4�������� �(������ ��� ��� ���������� 3.6 �� 3	6 ���� ���� �� ��� ���������� 3�6 �� 3/6
������� ���� ��� ��� �@��� ) ����������

dG(u, v) = min {d1, d2, d4, d6}
�

$�$ .���#�������
�

,#,#" ���������� 	� 	������ 	� �
���� 	�����
����� �
��
�

- ������ ������������ ��� �� ������ ������������ ���� &������ ������������ ��� �� ������
������ !� ������������� ��� ������ ����������� ��� ��� ��$���� ������(�� ��� ���������� 
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-� ������������ ��� �� ������������� ������ �� ���� ��������� ���� ����� ��� � ������
� � �� �' � ��� ����������� [a, b] ��� ���� ����� ��������� [c, d] ���� a < c < d < b ������
3��� ����� ��� ���������� ���� ��� a = c �� b = d ��� �����(���6 !�� ������� �'�� �� �����
������������ ��� ������� ������� ������������ ������� -� ������������ ��� ���	�����
�� ��� (����� �� ���� ��� ����������� ��� ��������� ���� � ���� 

��� �� ������������ ���������� ������(�� ��� (���� ��� ���������� ��� ��� �����
����� ������(�� {1, . . . , 2n} �G n ��� �� ��(�� �� ������� �� ������ 5 ������ ����
������������ � ���������� �� ��� (���� ��� ���������� ��� ������� �� ��� �������
����� 3���� ��� ��� ������������� ��������� ��� ��� ����������� �� ����������� �������
�� J2\"+�	� �4EC%�C�	K �������� ����� ���������6� �� ������������ ���� @��� ���������
� ����� O(n) 

"���� ����� ����� ��������� �� ����������� ����� �� ��������� �� �������� �� �� ������
������� 

2�������� � ������ ������������ ������� ����� H �'�� n ������� ���� �� ������
������� ������ ��������� L = {[�(u),�(u)] | u ∈ V (H)} ��� J>%0/(K� �� ��� ������ ����
����� O(n) �� ��� �����(�� �� �������� ���� &������ λ, σ : V (H) → {0, . . . , n− 1} ������ ���
�� ������� ���� ���� ������� u �� v ���� @��� �������� � ������ ��� ������ λ(u), σ(u) ��
λ(v), σ(v) ) �������� ������� �� &������ ��� ������� ������������ ������� ����� � �������
���� �� ������� ���� ��� ���������� �� ������ 2 �log n� (��� J>%0/(K !�� &������ λ �� σ ���
������������� (����� ��� � �������� � ������� �� � �������� � ���&����� � ������ ��
������ u0 �� H ��� ����������� ����������� Iu0 � �� (��� ������ �� ���� ������ ��� �� ���
���������� �� H ) �������� ������� ���� � ������ v �� H� λ(v) = dH(u0, v) ��$�����
�� ������� (����� ������� ���� ����D����� ���� ���� ������� �� H � adj(u, v) ∈ {0, 1}
���� adj(u, v) = 1 �� �� �������� �� λ(u) < λ(v) �� σ(u) > σ(v) J>%0/(K 2�� &������ ��
��� ���������� �������� �

7�� #/# G0;KQ�I;��� ���� 
����� �� ��		��� ������
�� u �� v �� H ��
 λH(u) ≤ λH(v) )

C� dG(u, v) = λH(v)− λH(u) + 1− adjH(u, v)�

D� λH(u) = dH(u0, u)�

Q� σH ��� ����
�����

N� -� λH(u) = λH(v)� ���� �H(u) < �H(v) �� �� �����	��� �� σH(u) < σH(v)�

7�� #/& 1�� �	����� IA = {[fB(u), lB(u)] | u ∈ A} �� IB = {[fA(u), lA(u)] | u ∈ B} ����
�����
����	��� ��� �������������� ������� ��� ������ GA �� GB�

���+/ ;���� u, v ∈ A ���� u < v "��� ������ �������� �� ��������� �� &��������� �������
�� 2��������� 
 � �������� � u �� v� ���� ��� ��� u �� v � ������ ��� @��� ��D�����
3A ��� � ���(��6 "��� � �������� ��� fB(u) ≤ fB(v) �� lB(u) ≤ lB(v) ) ����������
fB(u) < fB(v) < lB(v) < lB(u) ��� �������(��� �� �@�� ��� fB(v) < fB(u) < lB(u) < lB(v) 
��� [fB(u), lB(u)] ���� ��� ���������� ����� ��� [fB(v), lB(v)]� �� �@�� ��� [fB(v), lB(v)]
���� ��� ���������� ����� ��� [fB(u), lB(u)] 4�������� IA ��� �� ������������ ������
�� GA �� IB ��� �� ������������ ������ �� GB  �



?B 
��	��� $� ��	#������ �� �	������

,#,#% ����	��
 	� 	������

"��� ���� ��������� ������ ��� ����� ���������� ���� ������� ���� ������ ���������
���� �� ������� ���� @��� �������� ���� ��� ������� �� ���������� ���� ��� ���������� �
O(log n) (��� ) �#��� �� 1������� 
 . ���� @��� &�������� ��������� ���� ��� ���������� 
2����� ������ u ����:� �

. ��� ������ u �� π−1(u) ���� �������� ����D����� P

� ���(������ ��� ��� ������� fA(u), lA(u), fB(u), lB(u), lA(lB(u)), lB(lA(u)) ���� ��� ����
����� � �� / P

/ ��� ���������� �� ������� 3���� ������ ��� ���������6 ���� ��� ���������� ������� ���
GA �� GB �� ��� ��� ������� ���� ��� �������� ����������� � 
 

!���������� �(���� ��� �������� �� �0 ������ � O(n)� � � �� ������� 20 log n +O(1) (��� 
C��� ��� ������ ������� �� &�M� ����$������ �� ������ �� ��� ���������� 

%��� ������� ��������� ��� ��������� �� J>%0/(K 3!���� 
 	6� ��� ����� ����&�����
��� ������������� ��������� IA �� IB � ������������� ���������� "���� ����� ���� ���
��������� ��� �� ������ ���� ������� ��������� �� ��V� ���� ���� � ����� ���� ��� ����������
���� ��� (���� ������� ��������� 

"��� ����� ���� �� �@��� �� ������� �� ����������� �������� �� �� ����������
��� %��� ��������� ��� (���� ��� ���������� �� ��������� �� ������������� ��� ������
��������� ��� (���� ��� ���������� ���� �(���� �� ������� ������������ ��� ��� ��
������ LA = {[�A(u),�A(u)] | u ∈ A} ���� GA �� LB = {[�B(u),�B(u)] | u ∈ B} ���� GB  
%��� ����� ��� ������� ��� (���� ��� ���������� ����� ��� ������� ������� ��� ����� ���� ��
��� ��� (���'�� ��� ������� �������� !������ k (���� ��� �������� �� ��&������ ���
$��� ��� ������ �� �������� �������� �

. �� fB(u) = fB(v) �� u < v� ����� ��� ������ �A(u) < �A(v)� ��� ��� �����
��� (���� �A ��� �� �@�� ����� ��� ��� ������� ���� ��� ��� ������� ������ 3���
������� ���� ��� ������6 P

� �� lB(u) = lB(v) �� u < v� ����� ��� ������ �A(u) < �A(v) P

/ �� lB(u) = fB(v) 3u < v6� ��� ������ � �������� ��� (���� ������� �� ������ ���
(���� ������� ���� ��� ���� ��� �A(v) < �A(u) 

"��� �#������ ������ �� �@�� ����������� ���� �� ������ GB  

2�� ����� ������ �� �������� ����������� �� �� &�M� ������� �

. !������ ��� ���������� �� ����� (���� ������� ��&������ ��� � ��������� ���
��������� ��� ��������� ��� � ����� ) �#��� ������� ��� ���������� I1,I2, . . . ,Ik
�� ���� (��� ������ ������ ��� ����� � ������� �� (��� ������ �� ���� �����
��������� 3����� ��� ��� ����� ��� ��� ������� � � �� ������ �'�� ���(������ �� ���� ������6
D������� ���� ���� ��������� 5���� ��� �� ������������ ��������� ��� ���������� ��
���������� 34����� 
 ?6 



$�$� ����������	�� ?�

I1

I3 I3

I1

I2I2

�	�� 
 ? N �������� ��� (���� ������� ��� ���������� �� ����� (���� ������� ��&�����

� !������ ��� ���������� �� ����� (���� ������� ��&������ ��� �������� �� �� �@��
������ � ����� ��� (���� ������� ��� ������� � ������� �� ������� ��� ����������
���� ����� &��� �� ���� ���� �� ���� ����� 34����� 
 A6 

I2

I1

I3

I2

I3

I1

�	�� 
 A N �������� ��� (���� ������� ��� ���������� �� ����� (���� ������� ��&�����

/ )$� � ����� ���� ���������� I1 �� I2� �������� ��� �� (��� ������ �� I1 ���
��&���� ���� �� (��� ������ �� I2 "��� ����� � ������� �� (��� ������ �� I2
�� ������ �� (��� ������ �� I1 �� ������ � ������ ���� ������������ 34����� 
 B6 
;� � ���� ���� ��(�� ������������ ��� � D��� ��� ������� � �������� ��� (����
������� �� ������ ��� (���� �������� ��� �������� ��� ������ $��� ����������� 

I1

I2

I1

I2

�	�� 
 B N �������� ��� (���� ������� ���� ���������� �� �������� ���� ����� (���� ��&��
����

3*���4� #/ 1 �������� ������������� ������� �� 
���� 	������ ��� ��� �������������
���	������

���+/ "��� �(���� ��� �� ������������ ������ ��������� ����������� � �� ������
������� �������� �

N !� ������� ����D����� ���� ��� ����$�� ��� ����� ����������� � ����� ���� �������
u, v ∈ A ���� ��� ��� ���������� [fB(u), lB(u)] �� [fB(v), lB(v)] �� ���������� �� u < v 
!��� �� �� ������������ ��� (���� ��� ���������� ��� �������� ��� ������� �������� 
������� �� ��������� �� &��������� fB(u) ≤ fB(v) �� lB(u) ≤ lB(v) ���� �@�� �� ���
(���� ������� ��� ������� ��� ���� �A(u) < �A(v) !�� (���� ������� ��� ��������
���� ��� ���� (���� ������� 2������ ��� (���� ������� ��� ���� ����������� ���
���� � ������ ��� ������ $���� �A(u) < �A(v) ��� �� ����� ������ ��� �(���� �
�A(u) < �A(v) < �A(u) < �A(v) �� ��� ���������� �� ���������� (�� 



A0 
��	��� $� ��	#������ �� �	������

N �� �� �@�� &�M�� ��� (���� ���� �������� ��� ������� ��������� ��� � ������
��������� ��������� ��� ��������� ��� � ����� ;� � �� $ ��� ���������� ���
���� � ��������� ����� ��� � ������ ����� ��� ������� ���� ��� (���� ��� �� ������
�A(u) < �A(v) < �A(v) < �A(u) %��� �(���� �A(u) < �A(v)� ��� ����� �����
fB(u) ≤ fB(v) �� � ��������� u < v� �� �@�� ���� �(���� �A(v) < �A(u)� ���
����� ����� v < u �� ��� ��� �������������� ��� � ������ ��� ��� ����� �����������
����� ���������� ��� � ����� 

N "��� ���� ��� � ����� ����� ��� ������(�� ��� (���� ��� ����������� ��� (����
��� ��� ������ ��������� 

N "��� ���� � ����� ����� ��� 2n (����� ��� ������ ��� ��� �������� �� . � 2n 

�

"���� ���� ������ �� ����� ������������ �A(u) < �A(v) �� �� �������� �� fB(u) ≤ fB(v)�
�� ���� �B(u) < �B(v) �� �� �������� �� fA(u) ≤ fA(v) 

"��� �(���� ��� ���������� �������� ��� ��� ������������� ���������� LA �� LB �

7�� #/( ;��� ����� ���� �� ��		��� ������
�� u, v ∈ A� u < v �� �� �����	��� �� �A(u) <
�A(v)� .� 	�	�� ���� ����� ���� �� ��		��� ������
�� u, v ∈ B� u < v �� �� �����	��� ��
�B(u) < �B(v)�

���+/ "��� ������� �������� �� ����� ���� u, v ∈ A� �� ������ ��� �'�������� ����
u, v ∈ B 

⇒ ;������� ��� ��� �'�� u < v� ������ ��� ���� �������� ��� �A(u) < �A(v) 5
������ �� �� ������������ �� ��V� �� ������ ��� fB(u) ≤ fB(v) F�� {u, v} /∈ E� ��
������� �� 2��������� 
 � u < v �������� fB(u) ≤ fB(v) 

⇐ ;������� ��� ��� �'�� �A(u) < �A(v)� ������ ��� ���� �������� u < v "���� ���
�� �A(u) < �A(v) ����� fB(u) ≤ fB(v) 5 ������ �� �� ������������ ������������ ��
fB(u) = fB(v) �� ��� �A(u) < �A(v)� ����� ��� �(���� u < v ��� ��� ������ �� ��������
$���� ���� �� �� ����������� �� LB ;� fB(u) < fB(v)� � �������� �� ���������� �� ��
��������� �� &�������� 32��������� 
 �6 ��� �(���� ���������� u ≤ v �� u �= v ���
u < v 

�

;���� λA, σA �� λB , σB ��� &������ �(����� ����� ���������� �� !���� 
 	 ���� ��� �������
GA �� GB ���� ��� ������������� ���������� LA �� LB 

"��� ������ ������� ��$�� ����������� ��� ������ u� �������� ��� .
 ������
������� �

label(u) = 〈u, π−1(u), {λA(a), σA(a) | a ∈ {fA(u), lA(u), lA(lB(u))}} ,
{λB(b), σB(b) | b ∈ {fB(u), lB(u), lB(lA(u))}} 〉

!�� �&�������� ��� ��� ��� ������� ���������� ���� �������� ��� ������ �������� ���������
�� ��� 
 �� 1������� 
 . ��� ��� ����������� ���� ������� ��� ���������� �� ���������
�� �������� �� �������� ������� ���(���� ������ ��� ��� ����������� ��� ��� �(������� ���
�������� �� ��� ��� ��������� ��� ��� ��� � �� / �� 1������� 
 . %��� ��� ���� ���� ���



$�$� ����������	�� A.

����� �#������ ��� ����������� ���� ��� ������� �� A �� ���� ��� ������� �� B ���
�� ��� �� ��� �������� ��� ����� ������ �� fA(u) ≤ fA(v) 2� ���(���� ��� ������ ��Q�� ��
����� ������ 

7�� #/)

O ;��� ���� u, v ∈ A� u ≤ v �� �� �����	��� �� )

• σA(u) = σA(v) ��

• λA(u) < λA(v) ��

• λA(u) = λA(v) �� σA(u) < σA(v)�

O .� 	�	� ���� ��� ��		��� �� B� ���� ���� u, v ∈ B� u ≤ v �� �� �����	��� �� )

• σB(u) = σB(v) ��

• λB(u) < λB(v) ��

• λB(u) = λB(v) �� σB(u) < σB(v)�

���+/ "��� ������� �� �������� �������� ���� u, v ∈ A� �� ������ ��� �'�������� ����
u, v ∈ B 

%����������� u = v ���� @��� ����� � �������� �� (�D�������� �� �� &����� σA 3%�������� /
�� !���� 
 	6 !� ����� ��� ��� ���� �� u = v %���� ��� u �= v 

������� �� !���� 
 ?� u < v ⇔ �A(u) < �A(v) ���� ���� u, v ∈ A *� ����� � ������� �

�A(u) < �A(v)⇔ λA(u) < λA(v) �� 3λA(u) = λA(v) �� σA(u) < σA(v)6 3A6

C����� ���(��� ��� �

:��� #/� ;��� u �= v�

λA(u) < λA(v) ⇒ �A(u) < �A(v) ⇒ λA(u) ≤ λA(v) . 3B6

���+/ ;��� a0 �� ������ �� A ���� �� (��� ������ ������� ��� LA 2�������� �
���� ����� ����� ��������� P = u0, u1, . . . , uk �� a0 = u0 � v = uk ��� GA %��� ���� i�
�A(ui) < �A(ui+1) ) �#��� �� �A(u0) < · · · < �A(ui−1) < �A(ui) �� �A(ui) > �A(ui+1)� �����
ui−1 ���� @��� ��D���� � ui+1 

%���� λA(u) < λA(v)� � � dGA
(a0, u) < dGA

(a0, v) 3λ ��� ������� ��� �������� � �������
� ������ �� a06 *� ��� ����� ��� J>%0/(K� ��� ���� ����(�� Vi = {u | dGA

(a0, u) = i}
����� �� ������ ��� �� ������ ����������� ������ GA ���� u ��� ��D���� � ui ∈ Vi ����
i = dGA

(a0, u) < k ;� {u, ui+1} ∈ E� ����� ��� ������ ������� �� ���� ����� ����� P �� a0

� v ������ ��� u 

2���� ��� ������ ������ ������������ ���� �������� �A(u) < �A(v) ;������� ���
{u, ui+1} /∈ E� �A(ui) < �A(u) 3���� ��� ��� �A(ui) < �A(v)6� ���� ����� �A(u) ≤ �A(ui)
3��� ui ����������� ���� u6� �A(u) < �A(ui+1) 3��� {u, ui+1} /∈ E6 �� �A(ui+1) ≤ �A(ui) 3���
ui ����������� ���� ui+16 *� ������� ��� �A(ui) < �A(u) ≤ �A(u) < �A(ui)� � � LA ���� ���
�� ������������ ������ �� ��� ��� �� ����������� ) ���������� ��� ���� ������ ��
�������� ���������� �� ����������� 3B6� ��� ��� ��� λA(u) < λA(v) �������� �A(u) < �A(v) 

%������ �� ������ ���������� �� ����� �A(u) < �A(v) ;��� i ��� ���
�A(ui−1) < �A(u) ≤ �A(ui) )��� ��� ��� ��� ���������� �� ui−1 �� ui ������������� u ���



A� 
��	��� $� ��	#������ �� �	������

����� �� ui−1 ��� dGA
(a0, u) ≤ dGA

(a0, ui−1) + 1 = i "��� ���� ���� ��� �A(u) < �A(v)
��� i < k ) ���������� dGA

(a0, u) < k = dGA
(a0, v)� � � λA(u) ≤ λA(v)� ������� ����

����������� 3B6 �

*� ����� � ������� ����������� 3A6 

⇒ ������� ����������� 3B6� �A(au) < �A(av) �������� λA(au) ≤ λA(av)� � � ���� λA(au) <
λA(av)� ���� λA(au) = λA(av) 2������� ������� �� %�������� 
 �� !���� 
 	� ��
λA(au) = λA(av)� ����� �A(au) < �A(av)⇔ σA(au) < σA(av) ) ���������� �A(au) <
�A(av) �������� λA(au) < λA(av) �� λA(au) = λA(av) �� σA(au) < σA(av) 

⇐ ������� ����������� 3B6� λA(au) < λA(av) �������� �A(au) < �A(av) )�� ������� ��
%�������� 
 �� !���� 
 	� λA(au) = λA(av) �� σA(au) < σA(av) �������� �A(au) <
�A(av)� ������� ���� �� !���� 
 A 

�

�� ����� ������� ��� !����� 
 	� 
 A �� �� 1������� 
 .� �� ������ �� ������� �#����� �
��(�� ������ ���������� �� �� ����������� ���� ��� ������ 

,#,#$ *����� 	� ���������

)��� ��� ��� ������ ������ �� label(u) ��� �O(n)� �� ������ ���� ��������� ���  ������
�� 14 log n +O(1) (��� 2������� ����� ������ ���� @��� ������� � �������� ��� �����������
���� �������� ������� ������� ��� label(u) ���� ������� �� ������ � 9 log n +O(1) (��� !��
��� ������� �� λ ��������� � label(u) ��� &������� ����� 

7�� #/' -��� u ∈ V � ;��� ���� a ∈ N [u] ∩A �� b ∈ N [u] ∩B� |λA(a)− λB(b)| ≤ 1�

���+/ ;��� a0 = min {u ∈ A} �� b0 = min {u ∈ B} "���� ��� a0 � �� (��� ������
������� ��� LA ���� ��� ��� fB(a0) = a0 = min {u ∈ A} �� �@��� ���� ��� ���
fA(b0) = b0 = min {u ∈ B}� b0 � �� (��� ������ ������� ��� LB ) ���������� �������
�� %�������� � �� !���� 
 	� λA(a) = dGA

(a0, a) ���� ���� a ∈ A �� λB(b) = dGB
(b0, b) ����

���� b ∈ B *� ��� ����� � �������� ��� |dGA
(a0, a)−dGB

(b0, b)| ≤ 1 ���� ���� a ∈ N [u]∩A
�� b ∈ N [u] ∩B 

"���� ��� {a0, b0} ∈ E� ��� G ������ � ����� ;���� k = dGA
(a0, a) �� k′ =

dGB
(b0, b) "��� ����� ������ ��� |k′ − k| ≤ 1 %�� �������� ������������ 3���� ��� a ��

b ��� ������6�

dG(b0, b) ≤ dG(b0, a0) + dG(a0, a) + dG(a, b) = dG(a0, a) + 2 .

������� �� !���� 
 /� dG(b0, b) = 2dGB
((b0), b) = 2k′ �� dG(a0, a) = 2dGA

(a0, a) = 2k ���
2k′ ≤ 2k + 2 �������� k′ − k ≤ 1 �� �@��� dG(a0, a) ≤ dG(b0, b) + 2 �������� k− k′ ≤ 1 )
���������� |k′ − k| ≤ 1 �

7�� #/" 1�� ���������� ���� � ���� �� ����� 9 �log n� + 6 ���� �� � �����
� ����� ����
��		��� ���� ���� ��
���� � ����� �� ���� ��������� �� ��	�� 
�������



$�$� ����������	�� A/

���+/ 2�������� � ������ ��������� u 

)��� ��� ��� �A(fA(u)) ≤ �A(lA(u))� ��� �(���� ��� λA(fA(u)) ≤ λA(lA(u))
3������� ����������� 3B6 ��� �� ������ �� !���� 
 A � �������� �� &��� ��� fA(u) ≤ lA(u)6 
*� ������� ��� dG(fA(u), lA(u)) = 0 �� � ��� ������� �� !���� 
 /� dGA

(fA(u), lA(u)) = 0
�� . ���� λA(lA(u)) − λA(fA(u)) ≤ 1 

�� �@��� λA(lA(u)) ≤ λA(lA(lB(u))) !�� ������� lA(u) �� lB(u) ��� ������ ��� �� u /∈
A∪B� lA(u) ∈ N−(u) �� lB(u) ∈ N+(u) "��� �(���� ������ ��� dG(lA(u), lA(lB(u))) = 2
�� dGA

(lA(u), lA(lB(u))) = 1 ������� �� !���� 
 / ���� λA(lA(lB(u)))− λA(lA(u)) ≤ 1 

�� ������ ���������� ��� �(���� λB(lB(u)) − λB(fB(u)) ≤ 1 �� λB(lB(lA(u))) −
λB(lB(u)) ≤ 1 

%��� ���� u ∈ V � ��� ��$����� δ(u) = min {λA(fA(u)), λB(fB(u))} �� ���� Ψ(u) ��
��(���� ��� ��� ��� ������ ��$��� ����� ���� �

Ψ(u)[1] = λA(fA(u))− δ(u)
Ψ(u)[2] = λA(lA(u)) − λA(fA(u))
Ψ(u)[3] = λA(lA(lB(u))) − λA(lA(u))
Ψ(u)[4] = λB(fB(u))− δ(u)
Ψ(u)[5] = λB(lB(u))− λB(fB(u))
Ψ(u)[6] = λB(lB(lA(u))) − λB(lB(u))

5 ������ �� δ(u) �� �� ��(���� Ψ(u)� ���� ��� λ ������ @��� ��������� %�� ��������
λB(lA(lB(u))) = δ(u) + Ψ(u)[1] + Ψ(u)[2] + Ψ(u)[3] 

5 ������ �� !���� 
 B� ��� �������� �� ��������� ������ �� Ψ(u) ��� 0 �� . �� � ������ ��
�� (��� ���������� ���������� ��� ������ ������ ������ ��� �������� 0 �� . ) ����������
label(u) ���� @��� ��������� ����

〈
u, π−1(u), δ(u),Ψ(u), σA(a), σB(b), . . .

〉
���� ���� a ∈

{fA(u), lA(u), lA(lB(u))} �� b ∈ {fB(u), lB(u), lB(lA(u))} 
;��� s = max {|A|, |B|} "���� ��� ���� ��� λ �� σ ��� ��� {0, . . . , s− 1} ) �����

������ �� ������� �� ����� ��������� ��� �� ���� 2 �log n�+7 �log s�+6 ≤ 9 �log n�+6 (��� �

,#,#, &���
������ 	� ���������

�������� ��� ������ ���������� ��� ���� ��������� �� ������ �� ������ ��� ����������
��$��� ����������� "���� fA �� ��(�� ������ ��� ������� fA(u) ���� ���� u ∈ V  %���
����������� fA[u] = fA(u) "��� ��$����� �������� ��� ��(��� lA� fB �� lB �� ������
��������� F(������ ��� ������� �� ���� ��������� ���� @��� �(���� � ����� O(n + m) ��
�� ������ ��� ��� ��� �� ����� ����D����� JC;�A� \CC;0/K� m ���� �� ��(�� ����@��� 
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��%����*� ��� 2��������� ����������
������ � � ������ �� ���������� ����� G ���� n ������� �� �� ������������ π

�������� � label(u) ���� ���� u ∈ V

� 2������� π−1

� 2������� ��� ����(��� A �� B
� 2������� ��� ��(��� fA, lA, fB , lB
� 2������� ��� ������������� IA �� IB � ������ �� fA, lA, fB , lB
� "��������� IA �� IB � LA �� LB

� 2������� ��� &������ λA(w), σA(w) ���� ���� w ∈ A �� λB(w), σB(w) ���� ����
w ∈ B

� 2������� δ(u) �� �$ label(u) ���� ���� u ∈ V

*� ��� &����� �� ������ �� �������� �� ����� ��������� � ������ ��� ��������� ����������� 
!�� ������ .�
 �� 	 ��� ��������� � ����� O(n) !������ ? ��� � ����� O(n) � ������
�� J>%0/(K �� ������� A ���� @��� �#������ � ����� O(n) ��� �� ������ �� ������ δ(u) ����
� ����� O(1) 3�� ������ � ����� ������ ��� GA �� GB ���� @��� �������6 "��� �����������
�������� ��� ������ � �� / ���� ������ �������� ��� �������� � ����� O(n) 

%�� ��$���� u ∈ A �� �� �������� �� N−(u) = ∅ ���� � ������ �� �� ������������
���������� ��� ������ &�������� ��������� A � ����� O(n) �

��%����*� � � 2��������� A

������ � � ������ �� ���������� ����� G ���� n ������� �� �� ������������ π

�������� � label(u) ���� ���� u ∈ V

A = {1}
a0 = 1

(∗) 
��� u = 2 � n ����

�� π−1(u) > π−1(a0) �����
a0 = u
A = A ∪ {u}

.�
.�

"��� ������� �� ������ ������� ������ a0 ����� � �������� 3������� �� �����
�� ��������� � � π−16 �� ����� &�M�� ���� ���� ������ u ��� ��� u < a0� ��� ����
π−1(u) < π−1(a0)� �������� ��� �� �� ���� Pa0 �� D����� �� ���� ��� �� ����� �� ���
"����F���� ) ���������� � ���� ����� a0 ��� � ������ �� A �� �@��� B ���� @���
������� � ������� �� ������ ������ ������ b0 3���� ���������� B = {n} �� b0 = n6
�� � ������ �������������� ���� u �� n − 1 � 1� �� ������ π−1(u) < π−1(b0) 2�� ����
����������� ��� ��� � ����� O(n)� �� (����� (∗) ��#����� ��� n ��������� 

%��� ���� u� �� ������ �� lA(u) �� �� fB(u) ���� ���#������ �� �� &�M� ������� �



$�$� ����������	�� A	

��%����*� ��� 2��������� lA

(+) 
��� u = 1 � n ����
�� u ∈ A �����

lA(u) = u
a0 = u

�����

lA(u) = a0

.�
.�

��%����*� �#� 2��������� fB

(+) 
��� u = n � 1 ����
�� u ∈ B �����

fB(u) = u
b0 = u

�����

fB(u) = b0

.�
.�

2�� ����������� �� �� ���������� ������� ��� ��� (������ (+) ��� ������� n &��� 2����
����� �� ��� �� ������������ �� ���������� ��� lA "��� ���� ������� �� �@�� �'�� �� (�����
���� �� ���������� �� ������(�� A� �� ������ a0 ��� ���D���� � ������ �� A 3�� �������
������ ��� ���D���� � ������ �� A� �� � ���� ��� ����� �� ����� �� ��������6 2��������
�� ������ u� �� ��� ��� ��� �� ������ ����� ��� A ��� (�� a0� �� � ���� ��� @��� �������
��� � ������ ��������� ��� � ���� �������� ���� ����� ���� ��� ��� a0 ��� �� ����
��� ��� �� ���� ����������� ��� �������� ������� ) ���������� a0 ��������� ��
������ lA(u) 

C������� � ������ ��� ����� ������������ ��� ������� �� V ����� ���� ���� ������
3���� ���� @��� �#����� � ����� ������� � ������ �� �� ���������� π6 "��� ������ ��������
��� ���������� ���������� ���� fA(u) �� lB(u) ���� ���� u ������� ���� ������� / �

��%����*� �&� 2��������� fA


��� π−1(u) = n � 1 ����

�� u ∈ A �����

fA(u) = u
a0 = u

�����

fA(u) = a0

.�
.�

��%����*� �(� 2��������� lB


��� π−1(u) = 1 � n ����

�� u ∈ B �����

lB(u) = u
b0 = u

�����

lB(u) = b0

.�
.�

) ���(��� ��� ����������� ��������� ���� �� !���� 
 �� ��� �(���� �

3*���4� #/� 1�� ������ �� ���	������ ��
 n ��		��� ��������� �� �
��	 �����������
�� �����
� �������� ��� ���������� �� ����� 9 �log n�+ 6 ����� 1� 
�
�� �� � �����
� � �����
�� 
�� ���������� ��� �� ��	�� 
������� .� ����� � ����� �� � ������������� �� ������ ���
���	������ �� {1, . . . , n}� ������ ��� ���������� ������� ���� 
�
����� �� ��	�� O(n)�



A? 
��	��� $� ��	#������ �� �	������

$�' �"�����
��

,#1#" ���
������ 	� ��� ���
� ������

!� 1������� 
 . ��� ������ �� ������� ���� ���� ������� u �� v ���� u < v� ����
����� �� �������� ��@�� ������� � u ��� �� ���� ����� ����� �� u � v 

2���� �������� ��@�� ��� � {u, v} �� �� ������� ��� . �� {u, lA(u)} �� {u, lB(u)} ������ ���
��� ������ ��� �� ��������� %���� � �������� ������� �� ��� � �� �� !���� 
 .� ����@��
�������� ��� {u, lA(u)} �� fA(v) ≤ fA(u) 

���� � �D����� ��� ��� ���������� ��� �������� ���� ��� ��� ������� �������� lA(u)
�� lB(u)� �� �������� ��@�� � ������ ���� @��� ��� � ���� ����� ����� ���� u �� v ����
@��� ������� 3�� u < v6 *� ��� ������ ��� ��� ������ ��������� �� ��������� �� �����
��������� ���� ��������� �� ������� ��� ���� ������ ������ �� v � u ���� u < v !�� ��� /
�� 
 �� 1������� 
 . ������ @��� ������� � ���������� � ���������� ��� �������� ���
������� fA(fB(v)) �� fB(fA(v)) � �� ����� �� lA(lB(v)) �� lB(lA(v)) 

) &���� �� &��� ���(��� �� ��������� �� ����� ���� ��������� �� ���� �� �������� ��@��
���� � ���� ����� ����� ���� ����� ����� �� ������� � ����� ������ "��� �(����
��� ���� ����� �� ������� d ���� @��� ��� � ����� O(d) 3� ������ �� �������� ��@��
�� ���� ����� ����� � ������ �����6 �� ���� ��� ���� �

3*���4� #/# : ����� �� � ������������� ���� ����� �� ���	������ ��� n ��		����
���� ������� 
��������� �� ��	�� O(n) ��� ����
���� �� ����� O(n) ���	����� ���'�
����
������
���� �� ���� 
����� 
��	��� ����� ����� ���� �� ��		��� �� ��	�� ������� B������� ��
� �������� �� ���� 
���� 
��	�� ��������E�

,#1#% ������ 	� 
������ �������

-� ����� ���������� �� ���� ��������� �� ����� ��� �� ������� ������� !��(D����&
��� �� ���� �� ������� �������� �� ��(��� �� �������� ���� ������ ������ �$ ��� �������
���� �� ������ �� ������ u, v� �� �������� ��@�� ��� ���� ����� ����� ������ �� u ������
@��� ��������� ���� ��� �&�������� ������� �� u �� ��������� �� v 2������� �� ����� � ������
����$� ��� ������������ �� ������� ��� ������� ��� u �� ������� �� ����� �� ���� 3����@��6
����������� � � ���� ����� ����� ���� u �� v 3��� ��@��� ������ ��� ������ ��� ����
������� �� ���� ��� ��� � ����� �� {1, . . . ,deg(u)}6 -� ������� ������ � �� ���(���� ���
�� ��(�� �� ������� ������� � ������ ������ u ����:� �� &����� &����� �� �����������
���� � ������ v �� �� ���� �� �� �������� ��@�� ��� ���� ����� ����� ����� �� u � v 2�
�'�� �� ������ ������� O(n log deg(u)) (��� ���� �� ������ u 

"��� ������ �������� ���� ������ ���� &����� �� ��������� ������� � �� ��(�� ������
���� u ��� �������� �� ����������� �� ������ ������������ �� ������� �� ���� &����� &�����
����������� � ����� �� ���� � ������ ����� �� u� �� ��� ��������� O(deg(u) log n) (��� 
!�� �������� ��� �������� ����������� ��� ��� ���������� �� ������������ �� �������� ����
O(log n) (��� 2� ������ ������� �� ����������� ��� ������� �� ������� ������� J�!0
K
��� ����� � � &������ ������& . ���� 

3*���4� #/& 1�� ������ �� ���	������� ��������� �� �
��	 �� ������ �� ���� 
�����

��	��� ��
 �� �����
��� �� ��	�� 
������ 
�������� ��
 ��� ������� �� ����� O(log n)



$�%� �&����	��� AA

����� ;��� ���� ��		�� u� � ���� �� ������ �� u ��� �� ����� O(deg(u) log n) �����

���+/ ) �������� ������������ �� �������� �� ������� ���� ���� ������� ����D����� u
�� v ���� @��� �#����� ���� �������� O(log n) (��� ��� ������ ) �#��� ������� �� !���� 
 .�
��� ������ ������ ������ ��� lA(u) �� lB(u) 3fA(u) �� fB(u) �� u > v6� �� ��V� ��� ����
� ������ u �� ����:�� ��� 
 ����� ������������ � ��� ������ ) ���������� �� ��V�����
������� ��� �� ������ ���� ��� ������� ������ 

%��� ����� ��� ������ �������� �� ��(�� �� ������������ �� O(deg(u) log n) (��� ����
��� ������� �� N(u) �� ��� ������ �� ����� {1, . . . ,deg(u)} �

%�� ������ ��� � ������ �� ���������� (������� �� ������� ���� @��� ������$� �� ���
������ �� ����� ������ @��� �������� ���� ��� �� ������� ��������� ���� � ������ ����
�������� �� O(log n) (��� �

3*���4� #/( 1�� ������ �� ���	������ ������� ��������� �� �
��	 �� ������ �� ����

����� 
��	��� ��
 �� �����
��� �� ��	�� 
������ 
�������� ��
 ��� ������� �� �����
O(log n) ����� ;��� ���� ��		�� u� � ���� �� ������ �� u ��� �� ����� O(log n) �����

���+/ ��� �� ���� V = A∪B ���� ��� ��@��� ���� A �� B "��� ����������� ��������
�� ���������� �� ���� ���� � ������ u ∈ A ���� � ������ v ∈ B 3�� ��� u ∈ B ��
v ∈ A ��� �'��������6 !� ����� �� ���� ���� ��@�� {u, v} ��� p �� �� �������� �� v ���
�� p���� ����� �� u ;��� r(b) = | {w ∈ B | w ≤ b} | �� ��� �� ������ b ∈ B !� ������ u
����:� r(fB(u)) �� r(lB(u))� ����� ��� v � ���� ������� �� ������ ��� ��� B � r(v) ;�
r(v) ∈ [r(fB(u)), r(lB(u))]� ����� v ��� ��D���� � u �� �� ����� �� ���� �� ����� ��@�� ���
r(v) − r(fB(u)) + 1 !� ������� ���� ��� @��� �#����� ��� �� ���� ;��� �� ������� �� &���
��� �� ���� . �� deg(u) 3� � ��� �� ����� fB(u) �� lB(u)6 ������ ��� ��� �'�� v < u
�� ��� !�������� ��� ������ v ���� @��� ������� � �� ����� (r, t) �� �log n� + 1 (���� �G
r ��� �� ��� �� v ��� �� ���(�� 3A �� B6 �� t ��� � (����� ������� �� v ∈ A �� �� v ∈ B �

,#1#$ �
���� 	� ��
�������� ��
�����
�

!� ������ ������������ �� ������� ���� ��� ������� �� ���������� ���� @��� �����
����������� ��� ������� �� ���������� ����������� - ������ �� ���������� ����������
��� �� ������ ������������ �� ����(�� ���� ���� ������� ����������� ���� ��� ���� ����(��
� ������ ��� �� ������ � ���� ��� ���� 34����� 
 �6 

) �������� �� ������� ��������� � J>%0/(K �� J2!;;�BK� ��� ������� ������ @��� R������
���S ���� &��� ���� �������� � ������ �� ���������� H �'�� ���� &��� �� ������ �� ������
�� ���������� ���������� G � ����� %���� �� ������ �� ���������� ���������� G ������
��� �� ������ �� ���� ��������� �� ������ H "��� �#������ ����������� ���� ��� �������
h �� a �� ������ �������� "��� ������� �� ������ ������������ ��� ������� ������ ��� ��
����� 34����� 
 �6 *��� ��� ������� ������� ��� a� f �� h !��� �� ������������ ��� ����
��#������� ��� ������� ��� ������� 3��� � ��� ��� ��������� ��� �� ������ �� ������
�����6 �$ �� ������ �� ��D����� �������� ���� �� �������� R����������S !���D����� ���
�������� �� �� �������� ��� ������ ����� ������ ����� ���������� "��� �(���� ���� ��
������ �� ���������� �� �� 4����� 
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 .0 N >����� �� ���������� ���������� ������ ���� &����� � ������ �� ����������

2�������� ������� �� ���� ����� ����� ���� ���� ������� ���������� u �� v ��
G �

N ;� u ��������� � S 3���� v ��������� � S6� ����� �� ���� ����� ����� ���� ���� dH(v1, u)
���� dH(u, v2) 3���� dH(u1, v) ���� dH(v, u2)6 

N ;� u �� v ���������� � �� ������ �� ���� ����� ����� ��� dH(u, v) 
N ;� u �� v � ��� ��� ��� S� ��� �(���� ���� �����(������� ���� �� ����� � �����

��� ��� ������(�� S ���� �� ' ����� ��� �� ������� ���� �� ����� ��� ���� u1 �� v1

�� ���� u2 �� v2 3�� ��� ��������� �� �@�� ������ �� ������ �� �� ������ ���������6 !�
������� ��� ��� dH(u1, v1) ��� �� ����� ���� �� �� ����� ����� ��� S� �� &��� ��������
�� ������ ���� dH(u1, v2) �� dH(v1, u2) 

;� ��� ������� �� ���������� �� � ������ ������������ �� ������� �� �(n) (���� ����� ���
������� �� ���������� ����������� �� � ������ ������������ �� ������� ���� 2�(2n) (����
���� � ������ ������������ �� O(log n) (��� ������� �� 1������� 
 / 

3*���4� #/) 1�� ������ �� ���	������ 
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 	 ������ @��� ������ � ������ �� 1������� 
 A ���� �(���� ��
��������� �� ����� ������ �� �������� ���� ����������� �� ���� ������ ������ �� �� �������
���� ��� ������� �� ���������� ����������� 

$�) �
������
�

��� ����� ������� ��� ���� ������� � ���� �� ���� ����� ���� �� &������� �� �������
���� ���������� � ������ ������������ �� ������� �������� ��� ���������� �� ������ O(log n)
(��� ���� @��� ��$� %��� ����������� ��� ���������� ��� ������� ���� ��� ���������� ��
������ O(f(d) log n) (��� �G d ������ � ������� �� �� &������ �� ������ ��� ���� �������
��� ���� ��� � ������� ����������� ��� �������� �������� � ��� ����'�� ��� �� &���
���� ������ �� ���������� ��� �� ������ �� �������(����� ��� ����� ������� �� ������� � 
"��� ���� ��� ����� �� ��������� ������� � �� ������ �� �������(����� ��� ����� �������
�� ������� d �������� � ������ �� ������� ���� ��� ���������� �� ������ O(log n) (��� ����
d ≤ 2 F�� ��� ��� �� ������� d �� ������� ������� ��� ���������� �� ����� � /� � ������
������������ �� ������� �������� �� ���� ��� ���������� �� ������ Ω(n1/3) (��� 

) �#��� ;��'��� J;��B�K � ����� ��� ���� ������ �� ������� ������� ��������� ����
����=��@��� ��� ������ ������� G ��� �� ������ �� �������(����� ��� ����� ������� ��
������� �� ���� / ������� J>%%,0
K� ���� ���� ���������� �� ������� ���� &������ ��
������� ������� ���� ���� n �������� �� ������ � ������ ������� G0 = (V0, E0) ���� ��
��������� �� ������ �(n) = Ω(n1/3) 

*� �����@��� ��������� �� �� �������� ��� ��� &������� �� ������� ������������ 3�������
������������ �� �����9��6 �$ �� ������� �� �������������� ��������� �� �� &����� � ������
������������ �� ����� &������ %�� �� ������ � ����� ���(���� ��� ��� �������� ������� ���
����� �� ������������ �� �� ������ ��� ���������� �� ���� ������ 
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L(p, q),%��' ���(� �� %��' ���(� (d, 1),�!��-

��� ����� ������� ��� ��� ��������� � � ���(���� ����������� �� &��������
�������� ���� �� &���� �� ���(����� ������������� %��� ���������������� ��� ��� &��������
��� �� ���(���� �� L(p, q)����������� �� ������� ���������� �� ������������ (d, 1)������ ��
������� �������� "��� ������� �� ������ &�M� ��� ������� �� ��������� ��� � ��� ���
��������� �� ��D������� ��������� �� ��� ������ ������ ��� ���������� ��� ��������� ��D�
��������� ) �������� ������� ��� ���� � ����(�� �� ��$����� ������ ���� �� �������
�� ������ �� �� ��������� �� ������� "��� ��$����� ������ �� ������ ����������� ��
&������� ���� � ���� �� ���(���� ����� ��� ��� ��� ����� - ������� ����(�� ��
�������� ��� ��� ������� �� L(p, q)����������� �� ���� ���������� �� L(p, q)�����������
��� ���� )$� � ����(�� �� ��������� ��� ���� ��� ������������ (d, 1)������ ����� ��
������������ �� �� ��������� ��� ��� ���� �'��� ������������ 
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��� �� �������� ��� ���� �������� ������� �� ��$����� �������������� � ������
����� ��� �� �������� ������ 

'�� ,
����
��

- ������ �� ����� k ��� ��� k�������� �� ���� ������� k = 1� ��� ������� � ���
������ � ������ ����� 

6������� &/� 1� ��	��� �� ��		��� �� ����� i ��� �� ����� ��� ���� ni�

��.������ &/� 1� ����� ��'� ������� ���� Mad(G)� ��� �� 	��	�	 ��� ������ 	�����
�� ���� ��� ����(������ )

Mad(G) = max
{

2 | E(H) |
| V (H) | ,H � G

}

��.������ &/ 1 ������ ���� ������ ����� g� ��� � ����� �� 
�
�� �� ���� ������ ���������

"��� ������ ������� ��������� ��� ������� �������� �

��.������ &/� #� ����� ��� ������� ���� ���� ���� ���������� ��� �� ��� �� ��� � ������
�� �L�� ����� ��� ��� ����� �� �� 
������ �� B�� ������ �� ����� �����	����E�

��.������ &/# #�� &��� ��� ��� ������ 
������ �� ��� ����	���� �� ��� ������

"��� ���� F ������(�� ��� &���� ��� ������ !� ��(�� ����@��� ��������� �� &���
f ∈ F ��� ��� r(f) 3������ �� �� &���6 %��� �� &��� �� ������ k� ��� ������ ����� �� k(�
� 

��.������ &/& #� ����� ��� ������� ��������� ���� ��� ������ �� ���� ���� ���������� ��
�L�� ����� ��� ���� ��� ��		��� ������ ��� � �
� ���������� B�
� ��9��� ��� �� ���E�

B/
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��	��� %� ����	�	��	���

1#"#" &���
�����

;��� G = (V,E) � ������� ������� ��� ������ �� 
�������� �� ��		���� ��� ������
� &��� �� 
�������� ������ ��� ��		��� ��� ������� � �� &����� c : V → {1, 2, . . .} �����
��� c(u) �= c(v) ���� ����� ��@�� {u, v} ∈ E 

-� ��������� ������ �������� k �������� ��� ������� �� k���������� !� ��	��� 
���(
	������ ��� χ(G)� ��� �� ���� ����� ����� k ��� ��� G ����� �� ��������� ������ 

�� �@��� ���� �� 
�������� ��� ������ �� 
�������� ������ ��� ����� ��� �� &�����
c′ : E → {1, 2, . . .} ����� ��� c(e1) �= c(e2) �� e1 �� e2 ��� ��D������ 3�������� � � �@��
������6 

-� ��������� ������ ��� ��@��� �������� k �������� ��� ������� �� k���@�� ��������� 
!������ 
���	������ ��� χ′(G)� ��� �� ���� ����� ����� k ��� ��� G ����� �� k���@�� �����
����� 

!� 
�������� ����� ��� �� ��������� ������ ��� ������� �� ��� ��@��� ���� �� ��������
������������� � �� ������� ��� ������ ���� @��� ��#����� �� �� ������� ��� ��@��� ��� ���
��� �������� %��� � ������ G� �� ��(�� ������ �� �������� ���� �� ����� ���������
��� �� ��	��� 
���	����� ���� ��� � χT (G) 

"��� ������ ������� ��������� �� 
�������� �� ������ �������� ����� ����� L(u)
�� �������� ���������� ��� ������� � ������ ������ u - ������ G ��� k������ �������(�� ��
k ���������(�� �� �������� ����� ��� ������ �� ������ k �������� ��� ������� �� G� �� ������
�� ��������� ������ ��� ������� c 3��� ��@��� �� ������6 ����� ��� ���� ���� ������ u�
c(u) ∈ L(u) 

%��� � ������ G� �� ������ �� ����� ������� k ��� ���� χl(G) �� ������� ��	��� 
���(
	����� �� ����� 3���� χl(G) ������� 
���	����� �� ����� �� χT

l (G) �� ��	��� 
���	�����
���� �� �����6 

1#"#% &��2�� 3������������

;��� G = (V,E) � ������ ���������� �� ���<� E��������� ��� � ����������� H
�� G ��� ��� H ��� �� ���<� ������ �� �� �� ����� &��� ��� ������ ������ 34����� 	 .6 



%��� �����	��� B	

�	�� 	 . N 2��<� E��������� ��� �� ������ �� %������

1#"#$ &��� 	� �
����

"��� �������� �� ����� �� ������� �� ������� ����� ���������� ������������� 

0��
* �1��	���	

2� ���� ��� �� ������ �� ������ � ��������� ������ ���� �� ������ ��������� ����
@��� ��$�� � ��� ��� ��� ;��� G = (V,E) � ������ ���������� �� ������ ���������
G = (V ∪ E,E′) ��� ��� ��� {u, e} ∈ E′ �� �� �������� �� u ��� �� ��������� �� e ��� G 

2���� ���������� ������� ��� �� ��� ��� ������ ������� � ������ �� ������ �(��� �
��(������� ����� ��� ��@��� �� &��� ) �������� ������� ������ ��� ��@��� ��� ���������� ���
�� ���<� �� ������� � 34����� 	 �6 

�	�� 	 � N >����� ��(������ �� ������ �� %������



B? 
��	��� %� ����	�	��	���

0��
* ;���%�����

��.������ &/( #� ����� ��� k�������� �� ���� ����(����� ������ 
������� � 	���� ��
��		�� �� ����� ��������� �� ��� � k�

!�� ��(��� ��� ������� ��� ��� ������� .���������� ��� ������� �������� ���������� ���
���������� �� ��� ������� �������� ��� 	��������� 

'�� ,
����
� ��#��+��

"��� �������� �������� �� ��� ��� ���������� ������������ ) �#�� ��� �� ����� ���
�������� �� ����� ��������� ������������ �@�� ������� ��� ���������� ��������� � ��� ���
����������� %���� ��������� �G ������������ ��� ������ �������� ������������ ��� ����
������� 0� .� �� 	� A� � �� .0 ��� �� ���� ����������� ������������ ���� ����������� [0, 10]
34����� 	 /6 
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�	�� 	 / N *�������� ������������ ������� ��� ���������� 0� .� �� 	� A� � �� .0 ��� ���������



�������� /

���������� 
	 �����	��	�

!���������� �� &�������� ������� � �#����� �� &������� ��������� ��� ���������
�������� � ������ ��� $� 2���� �#������� ���� �� &���� ������ � ������ ��(�� ��
��������� � ��� ����&������� ��� ������ �� ��������� �� ��� ���&������ ��� ������������ �� ���
������� ��� ����� ������� ��� ������� ���� ����� ������� �� ����������� �� &��������
�� �� ����������� 

)�� 2�
��#������

!� ���(���� �� ����������� �� &�������� �� ���� ��#������� ���� �� �'�� �� ������
��� $� �������� 3������ ���������� ��������� �����(���� ����������� ��� ���������� ������� ��
���������    6 2����� �'�� �� ������ � ��� ��������� �����$���� 2� ���(���� �����������
�� &�������� �� ���� ��� ��� ��� ������� ��� � ������ ������������ � ���� �� ��
����� �� ������������ ������ @��� ���(���� ) �������� ������� �� ���� ��������� �������
����������� ��� ������ ��������� �#������ ���� ������ ��� �� &������� ������������ �
���� ������ ��� ��������� ��������� �� ������ ��� �� ��������� ���� �� ������ ����
���� ���������� ���� &�������� ��� ��������� � �� ���� ������ �������� 2�� &��������
��� �������� ����� � ����(�� �� &�������� ���������� ��� ���������� ���� ��� ���&������
������������� $����� ��� ������ �� ���������� ��� ���������������� ��'������ ��� ���������
�� ��� ����&������ ������ �� �������� �� ����� �� ����� ���(��� �� ������� �� &�������� ���
�� ��������� �������� �� ������ ���� ��� �������� �� ���� ������ (��� �� &�������� �����(��
3��� �������� ��� �� ����� ����������� �� &��������6 "��� ��� &�������� ��� �� ���(����
����������� �� &�������� ������� ��� ���(����� ������&������ �� ��������� ��� ��� ������
���� �������� �

N ���������	 
� ;� ���� ��������� ��� ���� ������� ���������������� ��� ������ ��������
��� &�������� �������� ���� �#������ ����� ����������� P

N ���������	 �� ;� ���� ��������� ��� � ��� ���� �������� ��� ������ �������� ���
&�������� ��#������ 

!� $���� ? . �������� ��� ��#����� ��� ��� �������� �� ��������� ��� ���� �'��� ����
���&������ � ����� ���� ��&����� � ���� �������� 3���������� ����� @��� ������� ����

BA



BB 
��	��� �� '��	����	�� �� ���#������

������(�� ��� ���������6 - ����(�� ����������� ��� ������� ��� �� ��� �� ���� � �����
���� ��� E� ������� ��������� ��� ��� ������� 2���� ��������� ��� $��� ��� �� �������
������ �� ���� �� �������� ����� ����&����� � �� ������� �� ��� ��������� �������� ��� &���
������ ������� �� ����� �� E ) ���������� ���� ��� ������� ������ ��� �� ������ ����
�� �� 4����� ? . ������ �������� ��� &�������� �������� �� ����� �� E 3���������	 
 6 

!�� ��������� ���� �������� �� ' � ��� ����&������ ����� �������� ��������� �� �@��
&������� ��� E 3���������	 � 6 ��� ������ ��� �� ������ � �������� 34����� ? .6 

E

������������	 	
 �� �������� ��
�
	�� �	� ������ �� ����� �� E ����������� 	
�

������������	 	
 �� ���� �������� �� E �	� ��
�
	�� ����������� �
��

�	�� ? . N - �������� E �� ��� ��������� ���� �������� �� ��������� ��� ����&������ 

*� ������ ��� �� �������� �� ��(�� �� &�������� ��������� ���� ��������� ��� ����
��������� %��� �������� �� ���(����� ��� ���������� �� ������ �� C��9��� JC��A0K ���
��� �����M�� ���������� ��� �� ������� ��� ���������� ������ ��� �� ��D�� 

)�� 0
�#������
� ��� ��� #���������

+ E C��9��� JC��A0K �� ��� �� ����� 8 \ E��� JE��B0K �� ��� ��������� �� ���(����
���� ��� �� ���������	 
 � ���� ��������� ������� ������ ������� ��� ��� &�������� ��V�
������ �������� 2��� ��� ��������� � � ���(���� ������������� �� ������� � ��� �������
���������� ��� ��������� �� ��� ��@��� ���� ��� ������� ���� �������� ��� ����&������ ���
��������(��� �� �� �������� 34����� ? � ���� �� ������ E� 4����� ? / ���� �� ������ �������6 

��� ���� ���� ��� ������ �#������ � ���������� ��������� ��� ���������	 
 	�

�  "��� �������� ��� �� �@�� ��$���� ��� C��9��� JC��A0K ���� �� ������� ���� ���
��������� ��#������� �������� !� ������ ��� �������� � ������ ��������� �� ����� &�M� ���
���� ������� � ������� ���� ���� ��� ���������� ��#������ �� ���� ������� ������ ����
��� ���������� �������� ���� ���� ���� 2� �'�� ������������ ��� ������ L(2, 1)����������� 
"��� �������� � ����(�� �������� ����� ��� � ��������� �����M�� ��� 9���� ���� ���
������ ������ ��������� ��� ��� &�������� �$ �� �������� �� ���(���� ������ J>^��K 
!� L(2, 1)����������� � ��� �������� ��� >����� �� �̂�� J>^��K� ��� ���������� � ��� �� �����

���� �� ����	 
��� ������	��
� �	 ���
 �������	
�	 �	� �	��	� ����	��� �����	��	 �� 	
��	�



���� (����	���	�� �� ��� ��	#������� B�

E

�	�� ? � N H����� �� ������ ���������� ���������� E 

E

�	�� ? / N >����� �(��� � ������ ���� ������ ������ 

����� ���� ������ J>!�
� 2\�?� T";+00� T��00� 2%0.K %�� �� ������ ��� ���������� � ��� ���
������� � � L(p, q) ����������� ��� ����� �������� ������ ���� ��#������ ������� �� �������
J;�:�
� 8>C�	� +%100� +\1�!00� 2\\+0�� C;0�� +%10�� 4,0/�K !�� ������� �� p ��
�� q ��� $���� � ������ ��� ��#������ �� &�������� ��� ��������� ��� ����&������ 2��
������� ��� ���������� ��������� �� �'�� �� ������ %�� �� ������ ��� ��� �����������
������������� � �� ���(���� ���� q = 1 

��.������ (/� 1� L(p, q)(��������� ���� ������ �������� ��� �� ���	��� 2����� M�N� ��� ���
��� )

O ���� ��		��� ������� ������� ���� ����� ���������� �������� ��� 	���� p F

O ���� ��		��� � �����
� ���� ������� ���� ����� ���������� � �����
� � 	���� q B��
������ p � qE�

2���� ��� ������ ��� ������������ �� (��� �� &�������� ��� �� ��������� ��������
���� ��� ������� � ���������� �� ���� ������ ����� ������������ �����(�� )��� ��� ���� λp,q(G)
�� ��������� � �� ��#����� ���� �� ���� ����� �� �� ���� ������ &������� = ��������� ������� 
"���� ��������� ������������ �����M�� ��� 9���� λp,q(G) ��� ���� � �� ������ �� �� ���� �����
��������� �������� 3������� ����� ������ �� ����������� ��� �� �����6 



�0 
��	��� �� '��	����	�� �� ���#������

E

�	

�� �	�� �� ��������� �	����� ���� � ������� p �� ����� �� E

�	

�� �	�� �� ��������� �	����� ���� � ������� q �� ����� �� E

�	�� ? 
 N ;������ �� ��������� ��� ��� ���������� ��� ������� �� ������ E 



�������� 0

����	��	 (d, 1) ��� 
	 ���!"	�
!������	�

��� �� ��������� ��� ���� � � ����(�� �� ��$����� ������� ������������ (d, 1)�
����� �� �� ������ &�M� �� ��� �(��� � ������ �� L(p, q)����������� )������ ��� ��������� ���
�� ������ ��� ���� 4������� ��� ������� �� ��������� ������ �� ���� ������ �� ��
�� ������������ ��� �� ������ 

3�� *#+����
�

"��� ���� �� ��$�� �� L(p, q)����������� ��� ��� ������� ����������� ��������
��� ��� ��������� ���� ��������������� �� L(d, 1)����������� �� ������� ���������
J8>C�	K "���� ������������ ��� d � �� ����� �� p ������� q = 1 ���� ������$�� �� ����
���� � ������������ (d, 1)������ !� ������ ��������� G′ ��� ������ G ��� �� ������ �(���
� ������M�� ����� ��@�� �� G ��� �� ���<� �� ������� ���� 3�& 4����� A .6 

�	�� A . N - ������ �� �� ������ ��������� ������� 

!� L(d, 1)����������� �� ������ ��������� ��� ������ G ��������� � � ����������
����� ����������� �� G � ������������ (d, 1)������ �������� ��� E���� �� �̂ JE^0�� E��0/K 3�& 
4����� A �6 

�.



�� 
��	��� )� ��	#������ (d, 1)*����� �� ������ ����	���
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�	�� A � N !� L(2, 1)����������� ��� ������ ��������� �� ������������ (2, 1)������ �� ������
����������� 

%��� &����������� ������������ (d, 1)������ ��� ������ G = (V,E) ��� �� ����������
c : V ∪E → N ����$�� �

3�6 ∀(u, v) ∈ V 2 : uv ∈ E ⇒ c(u) �= c(v)

3��6 ∀(u, v,w) ∈ V 3 : uv ∈ E, uw ∈ E ⇒ c(uv) �= c(uw)

3���6 ∀(u, v) ∈ V 2 : uv ∈ E ⇒ |c(u) − c(uv)| � d

;��� L ������(�� ��� ���������� �����(���� �� ������ G� ����������� ������������ ��� ����
�������� �������� [minL,maxL] 3� ������ minL = 06 "���� �(D����& ��� �� �������� ��
����� �� ��� ��������� � �������� �� ��#����� ���� �� ���� ����� �� �� ���� ������ ���������
�������� !������ ����� ��������� ��� �(����� �� ������ �� ����������� ��� ����� ������� ��	���
(d, 1)(���� � ��� λT

d (G) 

5 ������ �� �� ��� ���� ������������ (d, 1)������ �� �� L(d, 1)����������� ��� �(���� �
����(�� �� ��D������� �� �� ��������� ���� λT

d (G) 3��(�� (d, 1)������6 -� �������
������������ ���� @��� ��@��� �� &��� ��� �� ��(�� ������������ ��� ���� �� ��(�� (d, 1)������
���� � 

3�� /#������� �"�������

��� �� ������ ���������� ��� ���� �����$� ��� ������������ (d, 1)������ ��� � L(d, 1)�
���������� �� ������� ��������� �� ����� ���� ��� ������� d ��� ���� � �� ��� �(����
�� ��������� ������ !� ���(���� �� �� ��������� ������ � ������ ��� ������ JH�DA.� ,��A.�
+\8�?� +\8�A� +\8�B� *]"0.K 

4#%#" &���
����� ������

%��� ��������� ���� � ����(�� �� ��������� ��� �� ��������� ������ 3�& ��$����
	 . . ���� B
6� �� ����� &�M�� ��� �(���� � ����(�� �� (���� ���� ������������ (d, 1)�
����� ���� d = 1 2�������� ��� �������� � ������ ��(�� �� ��&������ ��� ��� ������� ���
��� ������� ������ �(���� � &����� ������ �� ������ �� d 

��(���� ��� �� ��D������ �� +��9��=H�9�� ��� �� ��(�� ����������� ����� �



)��� "�������� �&	������ �/

���8	��� )/� G+��MR� 7�5MJI ;��� ���� ����� G �� ����� 	��	�	 Δ )

χT (G) ≤ Δ + 2

2���� ��D������ � ��� ������� ��� ,���&��� J,��A.K �� H�D�'����'� JH�DA.K ���� Δ ≤ 3�
��� \������:� J\��AA� \��AB� \���?K ���� Δ ≤ 5� ��� +����� J+��B�K ���� ��� �������
�������� ���� Δ ≥ 9� ��� *��(�� ]��� �� "����9�:� J*]"0.K ���� ��� ������� s��������� ����
Δ ≥ 4s + 3 �� ��� +�D������� ���� ��� ������� ������������ J+�D0.K 

%�� �� ������ +������ \������:� �� 8������ �� ����� �� �������� ������ �

3*���4� )/� G+UVSJI -��� G �� ����� ������ �� ����� 	��	�	 Δ �� �� 	���� g� 1�
��	��� ���� 
���	����� χT (G) = Δ + 1 ��� 
�
�� ��� 
� ������� )

C� Δ ≥ 11 F

D� Δ ≥ 7 �� g ≥ 4 F

Q� Δ ≥ 5 �� g ≥ 5 F

N� Δ ≥ 4 �� g ≥ 6 F

R� Δ ≥ 3 �� g ≥ 10�

>�Q�� � ��� �������� ���(�(�������� ���� ��D������� �� ��� ����� ���� ��� �������
���������� �

3*���4� )/ G@*4SJI -� �� ����� ��	��� G  ���� ����� 	��	�	 Δ ��W�		���
����� ���� χT (G) ≤ Δ + 8 ln8 Δ�

3*���4� )/� G*4SJI -� �� ����� ��	��� G  ���� ����� 	��	�	 Δ ��W�		��� �����
���� χT (G) ≤ Δ + C� ��
 C = 1026�

2���� ������� ��D������ ��� ����������� �� ��������� ���� ��� �� ��(�� �����������
����� �� ������� ���������� 

-� ��D������ ������ ��� �(���� �� �� &�M� ������� 3�� �@�� ������� ��� ��������
���� �(���� � ��D������ �� ������������ (d, 1)������6 � χ(G) ≤ Δ(G) 31������� �� +���:�
J+��
.K6 ���& �� G ��� ������� �� � �'��� ������ �� χ′(G) ≤ Δ(G) + 1 31������� �� H�9��
JH�9?
K6 %�� ��������� ���� � ������ ��#���� ��� �'��� ������ �� ���� ������� χT (G) ≤
2Δ(G) + 1 34����� A /6 %��� ���� ������ G� �� ��D������ ������ � χT (G) ≤ 2Δ(G) + 2 

���������
���������
���������
���������

χ(G) χ′(G) + 1

�	�� A / N ,��������� ��� �������� ���� � ������ ��#���� ��� �'��� ������ �� ���� ������ 

2���+����� )/� -� � 
����
���� �� � 
�������� �� ����� χ′
l(G) = χ′(G) ��� ����9�� ����

χT (G) ≤ Δ + 3 
��������

���+/ "��� ������ �������� ��������� � ������ G ;��� � ����(�� �� Δ + 3 ���������
�������� ��������� ��� ������� � ������ �� Δ + 3 �������� 3χ(G) ≤ Δ + 1 J+��
.K6 5



�
 
��	��� )� ��	#������ (d, 1)*����� �� ������ ����	���

������ ��@��� ��� �������� �� ����� �(���� � ����� ��� Δ + 3 �������� ���� ������ ���
���� ������� ������� %��� ������ ��@��� ��� ���� ��� ������ �� ������ Δ+1 %�� �'��������
χ′ = χ′

l� �� χ′ ≤ Δ + 1 JH�9?
K "��� ������ ��� �������� ������ ��@�� ��� �� ������� ��
�� ����� �� &�M� � �(���� �� ��������� ������ ��� ��@��� 

%�� ���������� ��� ������� ��� ���� ��� �� ��������� ������ �� ������ �

Δ + 3

x y

������� �� (x) ������� �� (y)

�	�� A 
 N !���� �� ������ Δ + 1 ��� �������� �����(��� ���� �� ��@�� xy ��� ������ G 

F�� χ′
l(G) = χ′(G) ��� ��� ������� �������� ���������� ���� Δ ≥ 5 JE\0.K� ��� ���

������� ������ ���������� ���� Δ ≥ 5 JTC1��K �� ��� ��� ������� �������� ���� Δ ≥ 12
J+\8�AK 

4#%#% -�/�
����� ��� 	� L(d, 1) ����������

2���� ��$� ��� �� �������� �������� 32������� ?6� �� L(d, 1)����������� ��� ������
��������� G′ ��� ������ G ��� � ���������� (d, 1)������ �� G "��� ������ � ������� �

2���+����� )/ -��� G �� ������ λT
d (G) = λd,1(G′) �P G′ ��� �� ����� ����
����
� �� G�

2���� �(�������� ��� ��� ��D������� ��� �� ��� �G d = 2 � �������� ��� (���� ������
�� L(2, 1)����������� ) ��������� ��� �� G ��� �������� �� ������ ��������� G′ �����
����� ���G �

7�� )/� -��� G �� ����� ������ �� G′ ��� ����� ����
����
�� ����
B�E λT

2 (G) � λ2,1(G′) � 2Δ + 25 G��@*KQI

B��E λT
2 (G) � λ2,1(G′) � 5

3Δ + 90 G*-KDI

2�� ��D�������� ����� � ����� �������&� ��� �������� ��� ��������� ��� ��� ���������
������������� JE^0�� +C,0/K ) �#��� ��� J��EC0/K �� JC;0�K� ��� ��D������� ��
!���� A . ��� �(����� ��� ��� ������� �������� ���������� ��� ���� ���� ��� ������
��� ��������� ��� ������� �������� ��� ��� ��� ������� ��������� 2������ ��� (������� 
) ��� ������� � ����� ������ �� ������� ��������� ��� ������ � �@�� ���(���� ��� (����
���� $�� 2�� ��������� ��� ��� �� � ����� �������& �� ���� ��� ��D������� �������� 

4#%#$ -�/�
����� �� ����
�����

��� ����� ������� ��� ���� ��� ��������� ��������� ���� ���� �� �'�� ������������ 



)��� "�������� �&	������ �	

���
������� )/� G@�KQI -��� G �� ����� �� ����� 	��	�	 Δ� ����

B�E λT
d (G) � Δ + d− 1 F

B��E �� G ��� Δ(��������� λT
d (G) � Δ + d F

B���E �� d � Δ� λT
d (G) � Δ + d�

���+/ ;��� G � ������ ��������� �� ����� ������� Δ 2�������� ��=� ������ u ��
����� Δ ��� G ;������� ����� ���� �������� 0 ��� �� ���� ��� ���������� ��� ��@��� ��������
� u � ������ ��� @��� ��������� ��� ����������� [0, d− 1] �� ������ @��� ��#������ ���� �
���� ) ���������� � ��������� �� ������ �� ���� Δ+d−1+1 ���� @��� ������� ;� D�����
�� ������ u ��� �������� ���� �� ������ ��#����� �� 0 �� �� Δ + d− 1 ����� ���� ����������
������������ �� ������ d− 1� ������ �� ����������� �� u� ������ @��� ������� ���������� ���� ���
��@��� �������� "��� ������� ����� �������� � ��������� ���� ���� ���� ������������ �� G
�� ��� �������� (i) 

;� G ����� � ���������� ���� Δ + d ����������� ����� ��� ������� ������ ���� @���
��������� ���� 0 �� Δ + d − 1 %���� � ������ � ������ u �� G �� �������� ����� ���
�������� ��� 0 2���� ��� ������ �� ������������ ��� ��@��� �������� � �� ������ ���
���������� ��� ����������� [d,Δ + d − 1] ��������� ����@�� uv ��������� Δ + d − 1 %��� ��
������ v � �� ������ 0 � �� ������ Δ + d− 1 � ������ @��� ��������� ����� ���������� 2�
��� ��� � ����������� �� �������� (ii) 

;������������ �� ��� ��������� ����@�� uw ��������� d �� ��� d ≥ Δ� �� ������ w ����
����� �� ��������� �� ���� ���������� �� ����� � 2d �� ��� ���������� � Δ + d − 1 �� ���
�������� (iii) �

F(������ ��� ���� ��������� ��� ������� ���� � ��������� Iv �� χ(G) ���������� �� ���
��@��� ���� � ��������� Ie �� ������ χ′(G) Iv �� Ie ��� ������� ��� � ��������� �� ������ d−1
34����� A 	6 

�� ����� �(��������� ��� �������� �� ��D������ ������� �

���
������� )/ G@�KQI -��� G �� ������ ���� )

B�E λT
d (G) � χ(G) + χ′(G) + d− 2 B
�� 2����� H�RE�

B��E λT
d (G) � 2Δ + d− 1�

��������
��������
��������
��������

χ(G) d− 1 χ′(G)

�	�� A 	 N ,��������� ��� ���������� ��� ������� �� ��� ��@��� ��� ����������� 

5 ������ �� ����� ����������� ��� ����������� ������� ��� @��� ������� � ������ �� �������
������������� ���� χ �� χ′ ��������� � �������� &������� �� ������� 

%��� � ������ (������� χ′(G) = Δ J\Y.?K P ��� �� ���������� A �� ��� �(���� �

��������� )/� <0��
*� ��
�����= -��� G �� ����� ������� ���� )

Δ + d− 1 � λT
d (G) � Δ + d



�? 
��	��� )� ��	#������ (d, 1)*����� �� ������ ����	���

;� � ������ (������ G ��� �������� �� �� d � Δ� ����� λT
d (G) = Δ + d ��� �� ��� ���

������� ��������� � �������� �� �������� ��� ������ �������� J5EB�K !� ���������� ������
��� �(��� �

��������� )/ <0��
*� 
�������= -��� G �� ����� ������ ��	���� ���� )

λT
d (G) � Δ + d + 3

%��� � ������ �������� �� Δ � 8� ����� χ′(G) = Δ JH�9?
K �� �� g � 4� ����� χ(G) = 3
J>�Y	�K � ��� ��D������� ������� Δ + d + 1 %��� � ������ ������� ��������� ��#����
��� �'��� ������� χ′(G) = Δ �� χ(G) = 3 %��� ��� �'���� ������� ��� �(���� �� �@��
��D������ ������� �

��������� )/� <0��
*� 
������� -�������= -��� G �� ����� ������ ����������
����

λT
d (G) � Δ + d + 1

%��� � ������ s��������� χ(G) = s + 1 

��������� )/# <0��
*� s���%������= -��� G �� ����� s(��������� ����

λT
d (G) � Δ + d + s

���� �� Δ � 2s� ����� χ′(G) = Δ JH�9?	K !� ��D������ ������ Δ + d + s− 1 

4#%#, &��/����
� �� 
������ �
��������
�

4������� E���� �� C��!� �̂ JE^0�K �� ������� �� ��D������ ������� �

���8	��� )/ G@?KDI -��� G �� ������ ���� λT
d (G) � min{Δ + 2d− 1, 2Δ + d− 1}�

2���+����� )/� -��� G �� ����� �����

C� -� d � Δ� ���� Δ + 2d− 1 � 2Δ + d− 1�

D� -� d � Δ� � ;���������� H�D (ii) �	������ � ,����
���� H�D�

Q� -� G ��� ������ �� ��� g � 3 �� Δ � 8� ������������ ���
������ �	������ � ,����
����
H�D�

%��� �� ��������� ��� �(���� �

7�� )/ ;��� ���� ����� G� �� ����� 	��	�	 Δ �� �� ��	��� 
���	����� χ(G) � 2d�
���� ������� 
��������� �� ����� G′ �� ����� 	��	�	 δ′ � Δ �� �� ��	��� 
���	�����

χ(G′) = χ(G) ��� ��� λT
d (G′) �

⌈
χ(G′)

2

⌉
+ d− 2 + Δ′�



)��� "�������� �&	������ �A

���+/ ;��� G � ������ �� ����� ������� Δ �� �� ��(�� ����������� χ(G) %��� ����
������ u �� G� ��� ��� �D����� ��� ������� ������ D������ �� ��� ��� �(����� �
d(u) = k � Δ 5������ G′ �� ������ �(���� �� ���� �� ����� ������� Δ′ = k *�
��� ����� ��� χ(G′) = χ(G)� �� G′ ��� �������� (d, 1)����������� �� ������ � ������ v ���
��� �� ��������� ��� � ������� �� ���� �χ(G′)/2� �� ���� ��� ���������� �� �����������
������������ %��� ��������� ��� ��@��� �������� �� v� �� ���� �χ(G′)/2� + d − 1 + Δ′

���������� ��� ��������� 34����� A ?6 �

�����
�����
�����

�����
�����
�����

���
���
���
���

����
����
����
����

����
����
����

����
����
����

�χ(G)/2�d− 1

�χ(G)/2�

�χ(G)/2��χ(G)/2�

�	����� �� 	

�� v

�	����� ���	���� �	�� �� ����� ��������� � v

�	�� A ? N ,��������� ��� ���������� ��� ������� ��� ����������� 

��� �� ������ ���������� �� χ(G) = 2d − 1 �� χ(G) = 2d� �� ��� �����(�� �� ���������
� ������ G′ ��� �������� �� ���� Δ + 2d− 1 ���������� ���� � ���������� (d, 1)������ !�
4����� A A ����� � ������ ������� ��������� Δ + 2d− 1 ���������� ���� d = 2 

�	�� A A N >����� ������� ��������� Δ + 2d− 1 ���������� ���� d = 2 

5 ������ �� ����� ��������� �� χ(G) = 2d − 1 �� χ(G) = 2d� �� ��� �����(�� �� ���������
� ������ G′ ��������� �� ���� Δ + 2d − 1 ���������� ���� � ���������� (d, 1)������ )



�B 
��	��� )� ��	#������ (d, 1)*����� �� ������ ����	���

.�?
=.�?	� +�9��� J+��?	K �� H�9�� JH�9?
K �� ��D������ ����������� ��� �� ��(��
����������� ����� ��� Δ + 1 �� Δ + 2 !� 2�D������ A � ���� @��� ��������� ����� ��
������� �� �� ��D������ �� +��9�� �� �� H�9�� 2���� ��D������ ��� ��&����� ��� ���
��������� �(���� ��� E���� �� �̂ JE^0�K ���� ��� ������� �������� 

%��� ������� ����� ������� ��� �������� �� ��D������ �� E���� 32�D������ A /6 ���
������� �� ��D������ �� �� ������ �� ��(�� (d, 1)������ ���� ��� ������� ��(����� �� ��(�
��(����� �

���8	��� )/� G@?KDI -��� G �� ����� ��
 Δ � 3� G �= K4� ���� λT
2 (G) � 5�

3�! /#�������

��� ����� ������� ��� ������ �� ��������� �(���� ��� ������������ (d, 1)������ ��
������� �������� �

3*���4� )/# -��� G �� ����� ������ �� ����� 	��	�	 Δ �� �� 	���� g� :����� �������
d ≥ 2� λT

d (G) � Δ + 2d− 2 ��� ��� 
� ������� )

B�E Δ � 2d + 1 �� g � 11 F

B��E Δ � 2d + 2 �� g � 6 F

B���E Δ � 2d + 3 �� g � 5 F

B��E Δ � 8d + 2�

��� ������ ��� �� �������� A 
� �� G ��� ������� �� ��� �������� ����� χ(G) � 3 P ����
�� Δ � 8� ����� χ′(G) = Δ JH�9?
K !� ��D������ �� 1������� A 
 ���� @��� �������� � ��
��D������ Δ+d+1 �� Δ+d+2 �(���� ��� �� 2��������� A � "���� ��D������ ��� ���������
���� d = 2 ��� ���� ��� ��� �� ���� d = 3 ��� ��� ��� (i) �� (iv) �� ����� ������� �� !����
A �� ��� ��������� ��� �������� ���� d = 2� � �#��� �� ��� �����(�� �� ��������� ��� �������
��������� Δ + 3 ���������� %��� d = 3� �� ������ � ����� �� � ���� �� �������� �� ��
��D������ �� 1������� A 
 

3�$ 2���-� �� 4�#
�1��

"��� ������� �� 1������� A 
 ��� ����������� ;��� α � ����� �� H = (V,E) � ������
������������� ������ �� 1������� A 
 ���� Δ � α� �� ������ g �'�� � ��(�� ������
�� ������� n �� ����@��� m 3��� �� ��� (i)� α = 2d+1 �� g � 11 P ��� �� ��� (ii)� α = 2d+2
�� g � 6 P ��� �� ��� (iii)� α = 2d+ 3 �� g � 5 �� ��� �� ������ ���� α = 8d+ 2 �� g � 36 2�
������ ��� ������ �� ����� �� ��(�� �� ������� �� ����@��� ��� �� ��� �G �� � ������
3�� �� ��@��6 ��� �������� ��� �� ������� ����� �� ���� ���� � ������������� �� � ����
��(�� (d, 1)������ �� ������ ��������� ��� �� �������� 



)�$� ���� � �� +����,�� ��

4#,#" .
��������
�

) ������� ����� ��� ����� ������� ��� ����� ��������� �� ��� ������� ������ ���
������� �� ��� ��� � ������������� ������ ������ �� ������ �� �� ����� ������� %���
����� ��� �������� ��� ����� ������ ������� �

7�� )/� -� Δ > α� ���� H �� �� �� ��		�� �������

���+/ ;������� ��� H ������ � ������ ����� v ��D���� �� ������ w P �� ������
H ′ = H \{v} � � ����� ������� Δ(H ′) � α �� ��� ��������� �� H� �� ����� � ����������
(d, 1)������ ���� Δ(H ′) + 2d− 1 ���������� "���� ��� dH′(w) � Δ(H)− 1 "��� ���������
��� ������� �� ��� ��@��� �� H ���� ��� ���������� ������������� ��� �� ������ H ′ � �� �
������ �� �� ��@�� x ������� ����������� a ��� H ′ ��� ����� �������� �� ������ �� ����@��
x ��� a ��� H "��� ������ ����� ���������� ���� �� ������ �� ����@�� ������� %���
��������� wv� ��� ���� Δ(H) + 2d− 1 ���������� �� �

N �� ������� Δ(H)− 1 ���������� ��� ��������� ��� ��� ���������� ��� ��@��� ��������
� w �� ��#������ �� vw 

N �� ������� 2d− 1 ���������� ��� ��������� ��� ����� �� w 

��� �� ���� ��� ���� �� ����� �� ��������� � �������� ���� vw 4�������� � �#������ ��
�@�� ���������� ��� ���� �� ���� Δ(H) − 1 �����(������ ���� ��������� �� ������ v
3Δ(H) + 2d − 1 − (2d − 1) − 16 2��� �������� ��� H ����� � ���������� (d, 1)������ ����
Δ + 2d− 1 ���������� 2� �������� �������� �� �'�������� �� ������ �

7�� )/# -� Δ = α �� ��� H 
������� ��� ��		��� �������� ���� ��� ���� ��
���� �
�������� Δ(��		�� �� H�

���+/ ;������� ��� H ������ ��� ������� ������ ��� �� &��� ������ � ����$��
��� �� ����� ������� ��� �� ��� �� $����� �� ������ H ′ ��� ���� � H ��� ��� �������
������ 3� �� ������ � �� ����� ������� � ��� ����$��6 %�� ��������� �� H� �� ������
�������� �� H ′ ���� @��� �������� (d, 1)���������� � ������ �� Δ + 2d − 1 ���������� ��
�@�� ��� ������������ ��� ��������� ��� ������� �� ��� ��@��� �� H ���� ��� ����������
������������� ��� �� ������ H ′ ) ���������� �� � ������ ����� � ����$� ��� ��
����� �������� ��� ������ ��������� �� ������ � ������ �� Δ + 2d− 1 ���������� F�� ����
�������� ��� ��� � ������������� ������� �� ��� ������� ������ ��� ���� � ���������
Δ��������� ��������� ��� ����� � ����$� ��� �� ����� ������� ) ���������� ���
������� ������ ��� ���� � � Δ������� �� �������� ��� ����� 

2�������� � ������ x ��� ��� dH(x) − dH′(x) = a > 0 "��� ��������� ��� H ���
������� ������ ���� � x � ��� � ;��� vi �� i����� ������ ����� ��� � x 3i ∈ [1, a]6 
%��� ��������� ����@�� xvi� ��� ���� Δ + 2d− 1 ���������� �����(��� ���� �

N �� ���� Δ− (a− i+1) ���������� ��������� ��� ��� ���������� ��� ��@��� ��D� ���������� P

N �� 2d− 1 ���������� ��������� ��� ����������� �� ������ x 

*� ����� ��� ���D���� �� ���� a − i + 1 ���������� �� ��(��� ���� ���D���� �� ���� ��
�����(����� ��� ��@�� %��� ��������� �� ������ vi� ��� ���� Δ + 2d− 1 ���������� ���� �

N �� ��������� �������� ��� ����� �� ������ x P



.00 
��	��� )� ��	#������ (d, 1)*����� �� ������ ����	���

N �� 2d− 1 ���������� ��������� ��� ����������� �� ����@�� xvi 

) ���������� ��� ���� Δ − 1 ���������� ��(��� ��� ������ vi "��� ������ ���
��������� ������(�� �� ������ H ��� �D����� �� ������� ��������� �

7�� )/& -� Δ = α �� ��� g � 4 �� Δ ≥ 10� ���� H 
������� � ���� �� ���� ��		��
�������

���+/ ;������� ��� H ������ ���� ������� ������ v �� v′ ��D����� �� ������ w 
"��� ������� �� ������ � ���� ��� �

. �� -��� �� ����� w′ � �%�� α− 1 ���� H/ 2�������� �� ������ H ′ ��������
� ������ �� H �� �� &�M� ������� �

N �� ������ ����� v ��� ��������

N �� ������ ����� v′ ��� ��������

N � ������ ����� v′′ ��D���� � w′ ��� �D����

!� ������ H ′ ���� �(��� � ���� ����� ������� Δ(H ′) = α = Δ(H) �� ������� ����
�� ������� ��� H %�� ��������� �� H� H ′ ����� ��� � ���������� (d, 1)������ �
������ �� Δ(H) + 2d− 1 ���������� �� �@�� ��� ���� ��� !����� A / �� A 
� ��� ����
���� � ������ �� ������������ �� H ′� ��������� ������������ H �� ������ ��� ����������
��� ������� ������ v �� v′ ���� ����� ��@��� ��D������ ��� �D����� ����������� 

� �� �1-��� 
�� � ����� � �%�� α−1 ���� H/ !� ������ H ′ ��� �������� �� ��
&�M� ������� � H ′ = H \ {v, v′} "��� �(���� ��� Δ(H ′) ≤ α− 2 2� ������ �����
� ���������� (d, 1)������ ���� �� ���� χ(H ′) + χ′(H ′) + d − 1 ���������� 3%���������
A �6 "��� ���� ���� ��� �������� �������� �

N ;� H ′ ��� �������� χ(H ′) ≤ 4 J5EB�K� �� ����� �� H ′ ��� ��� ������� 3g ≥ 46 �����
χ(H ′) ≤ 3 J>�Y	�K P

N ;� Δ(H ′) ≥ 8 ����� χ′(H ′) = Δ(H ′) ≤ α− 2 JH�9?
K 

!����������� ���� χ(H ′) + χ′(H ′) + d − 1 ���������� ������ ��� 3 + α − 1 + d − 1 =
α + d + 1 � α + 2d − 1 ���������� ;� d � 2� ��� ��������� ��� H ���� �� ����
Δ(H) + 2d− 1 ���������� 

�

%�� �� ������ ��� �������� �� �������� ��� ������ �

7�� )/( G64-SHI -��� G �� ����� ������ �� ����� 	���	�	 D �� �� 	���� g � 5d+1�
���� G 
������� ��� 
�A�� �� d D(��		��� ��
�����

���+/ %��� � ������ ������� ��������� G = (V,E)� ����� V ′ ������(�� ��� �������
�� ����� ��������� �� ���� � ����� 2��������� �� ������ G′ = (V ′, E′) ��� ��� G ���� ��
��(������� �� ������ G′ "���� ��� G′ ��� ������� �� �� ����� ������ �� ���� ����� 
)��� ��� ��� ��� �� ���� ��� ������ ������� �� ����� ������ �� ���� ������ �� ������
�� ���� � ������ �� ����� �� ���� ���� �� ������ � �'��� �� ������� ��� ��� G F�� �� ��
������ �� G ��� ���������� � 5d+1� ���� ����$� ��� ��� �� �'��� �� ������� ���� 5(d− 1)+1



)�$� ���� � �� +����,�� .0.

������� �� ����� ���� �� ��� ��������� ;� ��� ������� ��� �������� ��� �� �'���� �� ����
�� ��@�� �� G′ ���� �� �������� �� �� ��������� �� d+1 ������� ��������&� �� ����� ���� �

2� ����� ��� ���������� ���� ������� ��� ��#������ ��$�������� �������� ��� ���
�������������� ������� *� ��� ������ ��������� � ������ ��(�� �� ����&� 3!�����
A A� A �� A .. �� A .�6 

4#,#% .
���� 	� (i)

%��� ������� �� ��� �� 1������� A 
� ��� ����� ������ ��� ��� � �������������
������� ���� ��������� � ������ ��� @��� ��D����� ) �#��� ������� �� !���� A ?� ��
�� ������ ��� �� ������ �9�� ����� �� ���� �������� ���� ��������� ������ ) ������ ���
����� ��$������� ��� ��������� ����� ��� ������� ��������� (d, 1)���������� ���� ������
�� ������ �9� � ������ �� Δ + 2d− 1 ���������� 

7�� )/) -� Δ � 2d + 1 �� d � 2� ���� H �� ���� �� 
������� ���� D(��		��� ��
����
B2����� H�JE�

u wv z

�	�� A B N ���� ��������� ��D����� 

���+/ ;������� ��� H ������ �� ��$������� ������� 4����� A B � ���� uvwz ��
���<� P ����� ��� d(v) = d(w) = 2 �� 2 � d(u) � Δ� 2 � d(z) � Δ 

2�������� �� ������ H ′ ���� � �

N H ���� ����@�� vw ��������� �� vw ��� � ������

N �� H ��� ����@�� vw� ��� 

F(������ ��� Δ(H ′) = Δ(H) 3��� ���������� �� ������ Δ ��� �� �����6 �� g(H ′) � g(H) 
%�� ��������� �� H� �� ������ H ′ ����� � ���������� (d, 1)������ ���� Δ(H ′) + 2d − 1 
"��� ��������� ��� ������� �� ��� ��@��� �� H ���� ��� ���������� ������������� ��� ��
������ H ′ 3�� ������ ��������� ��� ������ ���������6 )������ ��� ���������� ��� �����
�$ ����������� (d, 1)���������� �� ������ H � �������� Δ(H) + 2d− 1 ���������� 

"��� ������������ ��� ������� v �� w ���� ��������� ������������ �� ����@�� vw %���
��� ������� v �� w� 1 + 2d − 1 ���������� ��� ��������� 3���� �� ������ v� ��� �������� 1
��������� ��� �������� ��� ����� �� u �� 2d − 1 ��� ��������� ��� ����������� �� ����@�� uv ��
�������� ��� ����� @��� ������ ���� ���� d6 Δ − 1 ���������� ��� ��� �����(��� ����
��� ������� v �� w )��� ��� ��� Δ ≥ 3� ��� ������ ��������� ��� ������� ���� ����
���������� ��#������ 

%��� ����@�� vw� �� ���� 2+2(2d−1) ���������� ��� ��������� 3� ���� ��� ���������� �� uv
�� wz �� 2(2d−1) ���� ��� ���������� � ������� d �� ������ �� v �� �� w6 *� ����� ��� Δ−2d−1



.0� 
��	��� )� ��	#������ (d, 1)*����� �� ������ ����	���

���������� ���� vw ;������� ��� Δ = 2d + 1� � �#��� �� Δ � 2d + 2� �� ����� �� ���� ��
��������� �� ��(�� !���������� ������������ ������(��� ��� ����� �� ������ 2d + 1 + 2d− 1 = 4d�
��� ������ ��� v �� w ������ @��� ��������� � ������ ������������ �����_�� ;� �� ������
���������� ������ @��� ��������� ��� ������� ����� ��������� ����@�� vw ��� ��� ���������
���� ������������ ���� ������ �� v �� �� w 

��$����� Sv ����� ������(�� ��� ���������� �����(��� ���� �� ������ v �� Sw ������ ��
w !���������� ����� ������������ ��� �� ������ 4d �� ��� ���������� Sv �� Sw ��� �� ���� ��
������ 2d 

N ;� |Sv ∩ Sw| = 0� �� ������ �� ���� �� ��������� �� Sv ������ ���� ��������� �� Sw

��� ����������� ������������ 

N ;� |Sv ∩ Sw| = i 31 � i < 2d6� ��� ������ ��$�� ������ �'��� ������������ ���
����������� ������������ 

N ��� ���������� ��������� �������� � Sv P

N ������ ��������� �������� � Sw P

N ������ ��������� � Sv ∩ Sw P

N ������ ���������� � ���� ��� ���� ����(��� 

;������� ����� �' � ��� ����������� �� Sv ������ ���� ��������� �� Sw ��� �� ����
����� ��������� �� ������������ ���� @��� � ������� � �� ������ ��� ���������� �� Sv∪Sw 
) ���������� �� ��(�� ����� ������������ ���� @���� �� ������� �� |Sv| − i + 2i +
1 + |Sw| − i = 4d + 1 �� ��� ��� ��������� � �� ������ 4d �� ���� ��������� "��� ����
��� ������������ �� ��������� �� Sv ������ ���� ��������� �� Sw 

N )$� �������� ��� Sv = Sw� Sv ��� ����� ���� ���� ����� ���������� ������������
3����������� �� 4d ���������� ��� ��� �������� ��������� ��� ����@�� uv �� ��� ������
��������� ��� u ���� 2d − 1 ���������� �����������6 ���� ���� ��� ��� |Sv| � 4
3d � 26� �� ������ ���� ���������� ����������� ���� v �� w 

) ���������� ������� v �� w ��� ��������� ���� ��� ���������� ������������ ����@�� vw
���� @��� ��������� *� ������ �� ������� � ���������� ��������� ��� uv �� wz �� 2d ����������
��������� ��� ��� ������� v �� w ;���� �� ������ 2d + 2 ���������� ��� ��������� ��� �
��������� �� ������ Δ + 2d− 1 ���� Δ ≥ 2d + 1� �� ����� ��� �� ���� 2d− 2 ���� � ����������
���� ����@�� vw 3d ≥ 26 �

!� !���� A A �������� �� ��� (i) �� 1������� A 
 ) �#��� �������� ��� H ���� �
������������� ������ ���� Δ ≥ 2d+1 �� g ≥ 11 ;� H ������� � ������ ����� v ������
�� ��� ��� � ������� ������ �� ����� Δ �� ������ 3!���� A 	6 ������� �� !���� A ?� H \{v}
������ �� ���� ���� ��������� ��D����� �� ��� ��� �������(�� ������� �� !���� A A 

4#,#$ .
���� 	� (ii)

�� �@�� ��� ��� �� ��� ��������� � ������� ����� ��� ������ � ���� ��� ��$�
�������� ��������� ��� � ������������� ������ "��� ������� ������ ��� ��� �������
�� ������ ?� ������� �� ����� ������� ��� ���� � 2d + 2� ��� ��������(��� ���� Δ + 2d − 1
���������� 



)�$� ���� � �� +����,�� .0/

7�� )/' 1 ���	��� �� ���� ���� ���� ���
���� )

B�E
∑

v∈V ((t− 2)d(v) − 2t) < 0 �� 0 < t � g

B��E
∑

v∈V (d(v) − 4) +
∑

f∈F (r(f)− 4) < 0

B���E
∑

v∈V (d(v) − 6) +
∑

f∈F (2r(f)− 6) < 0

���+/ "��� ������ �������� �� &������ ��)���� �

n−m + r = 2
⇒ (2m− 4n) + (2m− 4r) = −8 3�6

⇒ (2m− 6n) + (4m− 6f) = −12 3.06

⇒ ((2t− 4)m− 2tn) + (4m− 2tr) = −4t 3..6

5 ������ �� ��������� �� ���� ��� ���
∑

v∈V d(v) = 2m =
∑

f∈F r(f)� ��� ���� ��
������ �� (ii) �� �� �@�� &�M�� ��������� .0 ������ ���������� �� ���� (iii) )$� � ����
��� �� ��������� ..� ��� �(����

∑
v∈V ((t−2)d(v)−2t) < 0 �� 0 < t � g �G g ��� �� ������ �

!�� !����� A �� A .. �� A .� ��� ��� �������� ��������� ��� !����� � �� / �� J+\8�BK
�� �� !���� . �� J+\8�?K 

7�� )/" -� Δ � 2d + 2� ����

B�E ���� D(��		�� ��� ��
��� � ���� Δ(��		���

B��E n2 < nΔ

���+/

3�6 ;������� ��� v ���� � �������� ��D���� � u �� w� ���� ��� d(w) < Δ 34����� A �6 

u wv
< ΔΔ

�	�� A � N - �������� v ��D���� � � Δ������� u �� � ������ w ��� ��� d(w) < Δ 

�� �@�� ��� ��� �� ������ ���������� ��� ��������� � ������ H ′ ���� � �

N H ���� ����@�� vw ���������� �� vw ��� � ������

N H ��� ����@�� vw� ��� 

F(������ ��� Δ(H ′) = Δ(H) �� g(H ′) � g(H) %�� ��������� �� H� �� ������ H ′

����� � ���������� (d, 1)������ ���� Δ(H ′) + 2d − 1 ���������� "��� ��������� ���
������� �� ��� ��@��� �� ������ H ���� ��� ���������� ������������� �� ������ H ′ 
"��� ������ ��� ���������� �$ ����������� ����������� H ���� Δ+2d−1 ���������� 
"��� ��������� ��� ���������� �� v �� �� uv �� ��� ����� ��������� uv� vw �� v 



.0
 
��	��� )� ��	#������ (d, 1)*����� �� ������ ����	���

%��� uv� ��� ���� Δ + 2d − 1 ����������� ���� 2d − 1 ���������� ��� ��������� ���
������ �� u� �� �� ���� Δ − 1 ��� ��������� ��� ��� ���������� ��� ��@��� �������� � u
��#������ �� uv ���� �� ���� �� ��������� ��� ��(�� ���� ����@�� uv 

�� �� �@�� &�M�� ��� ���� �� ���� � ���������� �� ��(��� ���� vw 3�� ' �� ����
�� ��@�� �� ���� ������� � w6 "��� ������ ��� ��������� ��������� ������ ���
��@��� 

;��� �� ������ v ���� ����� @��� �������� %��� ��������� ��� ���� �� ����� �����
Δ+2d− 1 ���������� F�� 4d− 2 ���������� ��� ��������� ��� ������ ��� ��@��� uv �� vw
���� ��� �� ��������� ��� ������ ��� ������� u �� w "��� ���� ��� �� ����� �����
Δ − 2d − 1 ���� �� ���� �� ��������� ������� Δ � 2d + 2 ��� � �������������
������� �� � �������� ��� ������ ����� �� ���� ��D���� � ���� Δ�������� 

3��6 5 ������ �� �������� �� ������� ���� �� �� ������ ��� ������� ��� �� ��(�� ��
������� �� ����� � ��� �&������ �� �%�� �� ��(�� �� ������� �� ����� Δ !� �����
�����(����� ���� ��� �� ��(�� �� ��������� ���� ���� �� ��(�� �� Δ�������� ��� ���
�� ������������� ������ ������ ��� �'���� ������� �� ��������� �� �� Δ�������� 
;������� ���� ��� ������������� ������ �� ����� ������� � ��� �'��� ������ �'���
�������� �� ��� C = v1v2 . . . v2kv1 !�� ������ ��� ��� � d(v1) = d(v3) = · · · =
d(v2k−1) = 2 �� ��� ������ ������� ��� �� ����� Δ 2�������� �� ������ H ′ �������
�� ������ H ����� �� ������(�� ��� ��������� %�� ��������� �� H� H ′ ����� �
���������� (d, 1)������ ���� Δ+2d−1 ���������� "��� ��������� ��� ������� �� ��@��� ��
������ H ���� ���� ��������� ������������ ��� �� ������ H ′ "��� �����M�� ���
��������� ��� ��@���� ���� ������ ��� ���� Δ+2d−1 ���������� ���� Δ−2 ����������
��������� ��� ��� ���������� ��� ��@��� �������� �� Δ������� 3��� � ������� ��� ���
��@��� ���� ��� ���� ��������� �� �'��� ��������6 ���� ��� 2d− 1 ���������� ���������
��� ����������� �� Δ������� !� �������� ��� ��� ���� ������ ��@�� ��� ���� �� �����
����� ���� ���������� �����(��� 2� ���(���� ��� ��������� � �� ��������� ��� �������
��� �'��� ���� ���� ��� ������ �� ������ � 2� ���(���� ��� (�� ��� �� ������� ���
������ ��� ��������� ��� ��@��� �� C ��������� J),1A�K )$� ���� ��������� ���
��������� �� C� ��� ���� Δ + 2d − 1 ���� 2(2d − 1) ���������� ��������� ��� ������
��� ��@��� �������� �� � ���������� ��������� ��� ������ ��� ������� ��D����� ;��� ��
����� Δ − 2d − 1 ���������� ��� �����(��� ���� ������ ������� ��� �� Δ � 2d + 2�
�� ���� �� ��������� ��� �����(�� !� �'��� �������� ��� ���� �������� � ������ ��
Δ + 2d − 1 ����������� �� � ���� ��� ' ����� �� ������������� ������ �'�� �
��(�� �� ��������� ���� �� ��(�� �� Δ��������� ��� �(���� ��� n2 < nΔ

�

7�� )/�5 #� 
�����(���	��� 	���	� H �� 	���� g ≥ 6 �� �� ����� 	��	�	 Δ � 2d+2
�� 
������� �� �� ��		�� �������

���+/ ;������� ���� ������������� H �� ������ g ≥ 6 �� �� ����� ������� Δ � 2d+2
������� � ������ ����� v 2� ������ ����� v ��� ����� ��D���� � ������� Δ�������
3!���� A 
6 ) ��������� H � ������ ��� �� �������� 3!���� A �� � �������� ���
����� �� ���� Δ��������6 ������� ����� ������� �� !���� A ?� H \{v} ������ � ��������
w 



)�$� ���� � �� +����,�� .0	

!� ������ v ��� ��� ������������ ��D���� �� ������ w� ���G Δ = d(w) = 3 2�
�������� �������� ���� �'������� Δ � 2d + 2 �

!� !���� A .0 �������� ���� ������������� ������ � ���� ��� ������ �� ������
����� �� �� ������ ��� ���������� �� ����� � ? )������ �� !���� A B (i)� ������� t = 6 ���
��� �� ������� ������� � n2 � n4 +2n5+ . . .  ������� ����� � ������ �� �� &������ ��)����� ��
���� (ii) �� !���� A � �������� n2 < nΔ "��� �(���� ��� �� ������������ �� �������
��� ��� �� ������������� ������ �� ������ g ≥ 6 �� �� ����� Δ ≥ 2d + 2 � ��������(��
���� Δ + 2d− 1 ����������� �� ��� ������ �� 1������� A 
 (ii) 

4#,#, .
���� 	� (iii)

�� �@�� ��� ��� ��� ��� ���������� ��� ��������� ��� ��$�������� ��� � ������
������� ������ �� ��� ������ ��� �� ����� ����� ��� �������(�� �� ��������� � ������
������� ������ ��� �&������ �� &������ ��)���� 

7�� )/�� .�� �� 
�����(���	��� 	���	� H� �� Δ � 2d+3� �� �������� �� �� Q(��		��
��
��� � ���� Q(��		����

���+/ %�� ������������ �������� ���� ������������� ������ H ������ � /�
������ ��D���� � ���� /�������� ;���� r� s� t� u� v� w� x� y ∈ V �� ru� su� uv� vw�
tu� xw� yw ∈ E &����� �� ����& �� �� 4����� A .0 

r

s

t

u wv

x

y

�	�� A .0 N - /������� v ��D���� � ���� /�������� u �� w 

"��� ��������� H ′ ���� � �

N H ���� ����@�� uv ���������� �� uv ��� � ������

N H ��� ����@�� uv� ��� 

"���� ��� Δ(H ′) = Δ(H) �� g(H ′) � g(H) %�� ��������� �� H� �� ������ H ′ ���
��� � ���������� (d, 1)������ ���� Δ(H ′) + 2d − 1 ���������� "��� ��������� H ���� ���
���������� ������������� ��� �� ������ H ′ "��� ������ ��� ���������� ���� ���������
(d, 1)���������� �� ������ H ���� Δ(H) + 2d− 1 ���������� 

"��� ��������� ��� ���������� �� u �� �� v� ���� ������������ �� ������ ������ "���
���� �� ���� � ���������� �����(��� ���� u 3�� ���� v6 � ��� ��@��� ru �� su ���������
������ 2d− 1 ���������� �� ��� ������� r �� s ��������� ����� �� ��������� *� ����� ���
Δ + 2d− 1− 2(2d − 1)− 2 = Δ− 2d− 1 ���������� ���� �� ���� ���� 3Δ � 2d + 36 ���� u
3�� v6 "��� ��������� ��������� ��� ������� 



.0? 
��	��� )� ��	#������ (d, 1)*����� �� ������ ����	���

C������� ��� ����� ��������� ����@�� uv ���� ��� �������� ��� �����$�� �

N ;� Δ � 2d + 4� �� ���� �� ��������� ��� ������(�� 3Δ + 2d− 1 − 2(2d − 1) − 4 � 16
���� uv 

N ;� Δ = 2d+3� ��� � ������ ��� ������� �� �� ��������� �������� ���� ������������
�� uv ��� �� ���� ����������� ������ 4d + 2 ����������� ���� Su 3���� Sv6 �����
���� �� ������ ������������ �����(��� ���� u 3���� ���� v6 ;��� For(z) z ∈ V 3���� 
z ∈ E6 ������(�� ��� ���������� ��������� ��� z ���� � ������ 3���� �� ��@��6
��D���� 3���� �������6 � z ;��� ������ x ∈ Su �� y ∈ Sv� ��� ��� |For(x) ∪ For(y)| <
2(2d − 1)� ��� ���������� ���������� �� ����� �� ���� �� ��������� �� ��(�� ���� uv 
%���� |For(x) ∪ For(y)| = 2(2d − 1)� ���� (x1, y1) ∈ Su × Sv� �� ��� � ������ ���
��������� uv� ���� ����$� ��� ��� ������ ��@��� ru� su� tv �� vw �������� ��� ������ ������
���������� ��(��� �������� ��� ����������� �� ������ 4d + 2 )��� ��� ����� ������ ��
����� ����� (x2, y2) �= (x1, y1)� ��� ����� ����� x2 = y1 �� y2 = x1 �� ��� �������� ���
Su = Sv 

"��� ��������� ��� ����������� �� vw �$ ���(���� ��� ����� ��#����� ���� ���
���������� �����(��� ���� v 5� ���� 2d−1 ���������� ��#������ �� �� ���������� ���
�����(��� ���� ������������ vw 34d+2−(2d−1)−3 � 2d6 ) ������� ����������� �� vw�
���� ���������� ��#������ ��� �(����� ���� Sv� ��� ������ ��� �� ��� �������� ��
��� ������ ��� ��������� uv 

�

%��� ������� �� ������ �� 1������� A 
 (iii)� ��� ���� (���� �� ���(�������� ������� �

2���+����� )/# -��� G �� ����� ������ �� 	���� g ��� m ������ ����

m � g(n − 2)
g − 2

���+/ 5 ������ �� �� &������ ��)���� n − m + f = 2 �� �� ���������� 2m � gf ���
�(���� ���������� 2− n + m = f ≤ 2m

g  �

"��� ��������� �� ������ �� ���� (iii) �� 1������� A 
 � �������� ��� ���������� ��
����������� %��� ���� ��� ��������� ���� ��� �������� � �� �� ������������� ������
H ������ � ������ ����� �� �� ������ ��� 

H � 	������ 
�� � ����� 
�����

;��� V2 ������(�� ��� ��������� �� VΔ ������(�� ��� Δ�������� ��� �������������
������ H "��� ��������� �� ������ T ��� ��� V (T ) = V2 ∪ VΔ �� E(T ) ��� ������(��
��� ��@��� ���� � ������ �� V2 � � ������ �� VΔ %�� �� !���� A �� T ��� �� &��@� 
"��� �������� � �������� � ��������� � Δ������� �� �� &�M� ������� � ���� ������
��(��� ����� � Δ������� ����� ������ ������ �������� v ��� ������ ������� ���� ��
$�� w ��� ����(�� 3������ ��� &������� ��� ��� Δ��������6 "��� ������� w 3�� Δ�������6
�� 	A��� �� v 3�� ��������6 �� v ��� ����
��� �� w 
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!��(D����& �� �� ��������� �� ����������� ��� ���(���� �� ����������� � ��� ������
�������� ���� ������ ��� ������ � ������ ��� � ������ ��(�� �� ����&�� ��� $�����
��� �(���� ��� ������������ ���� ���� �� &������ ��)���� ���� ���� ��� �'�������� $���� ��
������ !� ��������� �� ����������� �� ��������� � ����� ����� �

N -� ����� �������������� � �� ������ ��� ������� ��� �������� ��� ��@��� �� ��� &����
�� ������ !��� �� ����� ������ �� ��������� ��� �� ����� ��� ������� ���� ������� 

N -� ������ ����� � ���� ������(�� ��� ������ �� ��������(���� ��� ������� 3�� �����
��� ������� ������ �������6 2�� ������ ��� ������ ���������� �� ������� ����� ��
��������� �� ����������� ��������� ���� 

N -� ������� ����� �� ��������� � ���� �� ��������� ������� ��� �� �������� ����� ��
������ &����� ����� �� ��������(���� ��� ������� 3����� ��� �� ����� ��� ������� �����
������� ����� ����� ��������6� ���� ����� ��������(���� ��� �������� ���� ��� ���
��� ����&� ��� ������ �� ������ �� ������� ��� �(���� �� ����������� ���� ��
&������ ��)���� 

>�Q�� � ����� �������� ��� ������ ����� &��� ������� ����&� ��������� �� ��� �������(��
�� ��������� ��� ������������� ������� �� �������� A 
 ��� �&������ �� &������ ��)���� 

��� �� ��������� �� ������������ ��� ���� w(x) ����� ���� �� ������ ������� ��
x 3x ���� ���� � ������ ���� �� &���6 �� w∗(x) �� ������ �� x ����� �� ��������� 

%��� ������ ������ v� �� ������ w(v) = d(v)− 10
3 ��� �����(��� ) ��������� �� ������

������ �� ������(�� ��� ������� �� ������ H ��� �� �

∑

v∈V

w(v) =
∑

v∈V

(

d(v) − 10
3

)

=
∑

v∈V

d(v) − 10
3

n = 2m− 10
3

n

;� g � 5� ��� ��F(�������� A 
� ��� �(���� m � 5(n−2)
3  

4������� ���� �������� �
∑

v∈V

w(v) � −20
3

< 0

!�� ������ �� ��������(���� ��� ������� ��� ��� �������� �

4���� C� 2����� 	A��� ��� 4
3 � ��� ��
���� 

4���� D� 2����� k�������� 4 � k � Δ ��� 1
6 ��� /�������� ��� ��� ��� ��D����� 

2������� �� ������� ������ w∗(v) �� ������ k������� v 

N ;� k = 2� ����� v � �� ������ w(v) = 2 − 10
3 �� ���� 4

3  ;� ������� ������ ��� ���
w∗(v) = 2− 10

3 + 4
3 = 0 

N ;� k = 3� ����� v � �� ������ w(v) = 3 − 10
3 �� ���� �� ���� 21

6  ;� ������� ������
��� ��� w∗(v) � 3− 10

3 + 21
6 = 0 

N ;� 4 � k < Δ� ����� v � �� ������ w(v) = k − 10
3 �� � ��� �� ���� k 1

6  ;� �������
������ ��� ��� w∗(v) � 5k

6 − 10
3 � 0 

N ;� k = Δ� ����� v � �� ������ w(v) = Δ− 10
3 �� ��� �� ���� 4

3 + (Δ− 1)1
6 = Δ+7

6  ;�
������� ������ ��� ��� w∗(v) � 4

3 �� Δ � 2d + 3 �� d � 2 
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�� �� ��� �������� ��� �������� ���
∑

v∈V w ∗ (v) ≥ 0 ��
∑

v∈V w(v) =
∑

v∈V w∗(v) < 0 
2� �������� ����$� ��� �� ���������� �� ������������� ������ �� ������ g ≥ 5 �� �� �����
������� Δ ≥ 2d + 3 � �������� ��� �� ������ ����� ��� �������(�� 

H 	������ �� ����� 
�����

!� !���� A 	 �������� ��� �� � ������������� ������ H ������� � ������ ������
����� �� ��� ��D���� � ������� ������ �� ����� Δ 2� �������� �������� ��� H � ����
��� ������ �� �������� 3� �������� ��� ��D���� � ���� Δ�������� ������� �� !����
A �6 "��� �������� �� �@�� �'�� �� ��������� ��� ����������� ���� ���� ��� ������ ��
����������� ��#������ !� ������ ������� ��� ������ ��� ���D���� �� �@�� ��� �������
� �� ������ ��������� ���� ������ ������ v � �� ������ ������� �� w(v) = d(v) − 10

3  !�
����� ��� ������� ��� ��� ���D���� �

∑

v∈V

w(v) � −20
3

< 0

!�� �������� ������ �� ����������� ��� ��� �������� �

4���� C� !� Δ������� ��� 7
3 � ������� ������ ����� 

4���� D� 2����� k�������� 4 � k � Δ ��� 1
6 � ������ /������� ��� ���� ��D���� 

%��� � k������� v� �� ������ ������� ��� �(���� ����� �� ��������� �� ����������� �

N ;� k = 1� ����� w(v) = 1− 10
3 = −7

3 �� �� ������� ������ ��� w∗(v) = 0 34���� C 6 

N ;� k = 3� ����� w(v) = 3− 10
3 �� �� ������� ������ ��� w∗(v) � 3− 10

3 +21
6 = 0 34���� D 6�

� �#�� �� !���� A .. �������� ��� v ��� ��D���� � �� ���� ���� ������� �� �����
��������� �� ���� � 
 

N ;� 4 � k < Δ� ����� w(v) = k − 10
3 �� �� ������� ������ ��� w∗(v) � 5k

6 − 10
3 � 0

N ;� k = Δ� ����� w(v) = Δ− 10
3 �� �� ������� ������ ��� w∗(v) � Δ− 10

3 − 7
3−(Δ−1)1

6 � 1
3

�� Δ � 2d + 3 �� d � 2 

"��� �(�������� � �� ������������
∑

v∈V w(v) =
∑

v∈V w∗(v)� ��
∑

v∈V w(v) < 0 ��
∑

v∈V w∗(v) ≥ 0 !� ���������� ��� ������������� ������ �� ������ g ≥ 5 �� �� �����
������� Δ ≥ 2d + 3 �������� � ������ ����� ��� �������(�� 

*� ������� ��� �� ������������� ������ �� ������ g ≥ 5 �� �� ����� ������� Δ ≥ 2d+3
� ��������(�� � ������ �� Δ + 2d− 1 ���������� 

4#,#1 .
���� 	� (iv)

%�� �� !���� A /� �� Δ(H) � 8d + 3� ����� H � ������ ��� �� ������ ����� �� ��
Δ(H) = 8d+ 2 ������ ��� ��� !����� A 
 �� A 	� H � ������ ���� ����� ������ �����
�� �������� ��� ��D���� � ������� Δ������� �� H 

7�� )/� ;����� Δ ≥ 8d + 2 �� d � 2� ���� xy ��� ���� �� H ��
 2 ≤ d(x) ≤ 5� ����
d(x) + d(y) ≥ Δ + 2�

���+/ ;������� ��� H ������ �� ��@�� xy ���� d(x) ≤ 5 �� d(x) + d(y) � Δ + 1 

2�������� ������� �� ������ H ′ ���� � �



)�$� ���� � �� +����,�� .0�

N H ���� ����@�� xy ���������� �� xy ��� � ������ 

N H ��� ����@�� xy� ��� 

"���� ��� Δ(H ′) = Δ(H) �� g(H ′) � g(H) %�� ��������� �� H� �� ������ H ′ ����� � ����
������� (d, 1)������ ���� Δ(H ′)+2d−1 ���������� "��� ��������� ��� ������� �� ��� ��@��� ��
H ���� ���� ��������� ��� H ′ "��� ����� ������ ��� ���������� (d, 1)������ � ����@�� xy ���
�D����� �� ������� ��������� ;�������� ����������� �� ������ x %��� ����@�� xy� �� ��(��
������������ ��������� ��� �� ������ � d(x)−1+d(y)−1+2d−1 = d(x)+d(y)+2d−3 � Δ+2d−2 
*� ����� ��� �� ���� �� ��������� ���� ����@�� xy *� � ����� ���� ���� ��������� �� ������
x %��� ����� �� ����� �� ���� �� ������� �� Δ+2d−1−(5(2d−1)+5) � 1� ���� Δ � 8d+2 �

%�� �� ����� ��� ��������� �� ������ H ′ �(��� � ������ �� H � ��������� �� ������
����� ���� ������ Δ(H ′) = Δ(H) − 1 ���� ' � � ������ ����� �� Δ(H ′) = Δ(H) ��� 
;��� xy �� ��@�� �� H ′ ���� 2 ≤ d(x) ≤ 5� ��� �(���� d(x) + d(y) � Δ(H ′) + 2 ������� ��
!���� A .� 3x ���� ��� � Δ�������6 ;��� V ′ ������(�� ��� ������� �� H ′� E′ ������(��
�� ��� ��@���� F ′ ������(�� �� ��� &���� �� Δ′ �� ����� ������� !� !���� A .� ��������

��� ���� �� &��� f � �� ����
⌈

r(f)
2

⌉
������� �� �� &������� ��� �� ����� k ≥ 6 �� �@��

��� ���� �� ������ �� ��� ��������� ��� �������� �� ��������� �� ����������� 

"��� ���� ����� ������ ������� �

w(x) =

{
d(x)− 6 �� x ∈ V ′

2r(x)− 6 �� x ∈ F ′

������� �� !���� A B (iii)� �� ������ �� �� ����� ��� ������� ��� ���������� ������� !��
������ �� ����������� �������� ��� ��$��� �

4���� C� 2����� 	A��� ��� / � ��� ��
���� 3���� �� ������ �� 1������� A 
 (iii)6 

4���� D� 2����� &��� f ���� r(f) � 4 ��� . � ����� ��� ��������� �� /�������� ��
�� &������� 

4���� Q� ;��� v � /������� ;� v ��� ��D���� � ��������� �� /�&��� avb� ����� v ��M���
1
2 �� a �� �� b ;� v ��� ��D���� � ��������� ���� /�&���� avb �� bvc� ����� v ��M��� 1

2
�� a �� �� c� �� . �� b )$� �� v ��� ��D���� � ��������� ����� /�&����� ����� v ��M���
. �� ����� �� ��� ������ 

4���� N� ;��� v � 
�������� ����� v ��M��� 1
2 �� ����� �� ��� ������ 

4���� R� ;��� v � 	�������� ����� v ��M��� 1
5 �� ����� �� ��� ������ 

;��� w∗(x) ���� x ∈ V ′ ∪ F ′ �� ������� ������ ����� �� ��������� �� ����������� ���
������ �� ���� &��� "��� ����

∑
x∈V ′∪F ′ w∗(x) =

∑
x∈V ′∪F ′ w(x) < 0 �� ��� ������

�(���� �� ����������� � �(�������� � w∗(x) � 0 ���� ���� x ∈ V ′ ∪ F ′ 

;� x ��� �� &���� ����� w(x) = 2r(x) − 6 �� x ��� �� ����
⌊

r(x)
2

⌋
��� ��������� ��

/�������� 34���� D 6 ������� �� !���� A .� ���� w∗(x) � 2r(x)−6−
⌊

r(x)
2

⌋
≥ 0 �� r(x) � 4 



..0 
��	��� )� ��	#������ (d, 1)*����� �� ������ ����	���

1

1

1 1

1

1/2

1/2

1/2

1/2

1

1

1

1

1

� Δ− 1

� Δ− 1

� Δ− 1

� Δ− 1

� Δ− 1

� Δ− 1

� Δ− 1

� Δ− 1

� Δ− 1

� Δ− 1

� Δ− 1

� Δ− 1

�	�� A .. N ,����� � �� / �� �� ��������� �� ����������� 3/��������6 

1/2

1/2
1/2

1/2
1/5

1/5

1/5

1/5

1/5

� Δ− 2

� Δ− 2

� Δ− 2

� Δ− 3

� Δ− 3

� Δ− 3� Δ− 3

� Δ− 2

� Δ− 3

�	�� A .� N ,����� 
 �� 	 �� �� ��������� �� ����������� 3
�������� �� 	��������6 

C������ �� x ��� � k�������� ���� k ≤ 5 �

N ;� k = 2� ����� w(x) = −4 x ��M��� �� ���� . ��� ��� &���� ��D������ ��Q�� � �� 4����
D� 3�� ������ ��� ������� �� ��� ��� ��D���� � �� ���� �� &��� f ���� ���� r(f) ≥ 46 
�� ���� �� ������ ��M��� / ��� �� 	A��� 34���� C 6 ) ��������� w∗(x) ≥ 0 

N ;� k = 3� ����� w(x) = −3 ;� x ���� ��� ��D���� � �� /�&���� ����� x ��M��� . �� ������
��� &���� ��D������ 34���� D 6 C������� �� x ��� ��D���� � �� ���� �� /�&���� �
������ ������ ���� ������������ ��� 4����� D �� Q ����� ��� x ��M��� / w∗(x) = 0 ���
��� �(��� 

N ;� k = 4� ����� w(x) = −2 �� �� 4���� N �������� w∗(x) = 0 

N ;� k = 5� ����� w(x) = −1 �� �� 4���� R �������� w∗(x) = 0 

%�� �� !���� A .�� ��� ����� ���� �������� ��� ��D���� � � ���� Δ′�������� P �
/������� ��� ��D���� � ����� ������� �� ����� �� ���� Δ′ − 1 P � 
������� ��� ��D����
� ������ ������� �� ����� �� ���� Δ′ − 2 �� � 	������� ��� ��D���� � ��� ������� ��
����� �� ���� Δ′ − 3 �� ����� ���� k������� ���� 6 � k � Δ′ − 4 � ��� ����� ������



)�%� 
������	�� ...

�� � ��� �� ������ w∗(x) = w(x) = d(x)− 6 ≥ 0 

!�� 4����� Q� N �� R ��������� ���� k������� ���� Δ′ − 3 ≤ k ≤ Δ′ ��� �� ���� k 1
2  

;��� x � k������� ���� Δ′ − 3 ≤ k ≤ Δ′ �� Δ′ � 8d + 1� d � 2 �

N ;� k = Δ′ − 3� ����� w(x) = Δ′ − 9 �� w∗(x) ≥ Δ′ − 9− (Δ′ − 3)1
2 � Δ′−15

2 ≥ 0 

N ;� k = Δ′ − 2� ����� w(x) = Δ′ − 8 �� w∗(x) ≥ Δ′ − 8− (Δ′ − 2)1
2 ≥ Δ′−14

2 ≥ 0 

N ;� k = Δ′ − 1� ����� w(x) = Δ′ − 7 �� w∗(x) ≥ Δ′ − 7− (Δ′ − 1)1
2 ≥ Δ′−13

2 ≥ 0 

N ;� k = Δ′� ����� w(x) = Δ′ − 6 �� w∗(x) ≥ Δ′ − 6− 3− (Δ′ − 1)1
2 ≥ Δ′−17

2 ≥ 0 

��� w∗(x) ≥ 0 ���� ���� x ∈ V ′∪F ′ 2� �������� �������� �� !���� A B (iii) �� ��������
�� ������ �� 1������� A 
 (iv) 

��� ����� ������� ��� ���� �� �������� �� 1������� A 
 ��� ������ ����������� (d, 1)�
��������� � ������ ������� ������ �� ������ �� �� ����� ������� "��� ����� �������
���� ������� ��� ��� ������������ �� ��� ��������� �� ��� ������� 

3�' �
������
�

��� �� ��������� ��� ���� �(���� ��� ��������� �������� ���� d = 2 �� �������� ��
� � �� ������������ ���� d = 3� ������� �� ��������� (d, 1)������� �� ������� �������� ��
�� ���� ����� ������� 



..� 
��	��� )� ��	#������ (d, 1)*����� �� ������ ����	���



�������� 1

������� ��� �	 L(p, q) ����	��	

��� �� ��������� ��� ��� ��������� �� L(p, q)����������� ��$� ����������� ����
���� �� �������� ������������� � ��� ���������� ���� @��� ��� ���� "��� ��$���� �����
���� ���� �� ���� � ����(�� �� ��&������ ����� � �� �'�� ������������ 

5�� *#+����
�

�� �@�� ��� ���� ������������ (d, 1)������� �� L(p, q)����������� ��� ���������� ��� � �����
������� �� &�������� "��� ������ ���� �� L(p, q)����������� �� ������� ���� ��� ������
���� �� ���� @��� ��� ���� �� ������ !����������� ��� ������ G ��� ��� ����� �� ������ ���
&�������� �� ����������� ��� ��������� 3�������� � �� ���� � ������6 �� �� ��� ������ ��
� ���������� ��� ���� �� G � ���� ��� @��� �#����� ���� ���� �� &�������� 3������������6 
"���� ��� ��� ������� ����������� ������� � 9���� �� D����� ��� �������� � ���������
[i, j]� ��� ������ ��������� i � ������ ��������� ���� �(���� � ��������� �����M�� �
9��� 

!� ������ ����� � L(p, q)����������� ���� λp,q ���������� �� ������ ��� ���������� ��
����������� [0, λp,q] ������ ��� @��� �������� � � ������ 

0

2 4

4 2

0

0

5 4

3 2

1

�	�� B . N >����� ���� � L(2, 1)����������� ���� 
 ���������� �� ���� � L(2, 1)�����������
��� ���� ���� 	 ���������� 

../
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��	��� -� "�������� ��� �� L(p, q)*��	#������

5�� /#������� �"�������

"��� ������ (�������� ��� ��� ��������� ���� ��� �� ������ �� L(p, q)�����������
���� ������� ��� ��� ���������� ���� ��� ������ ����������� �� ���������� �������� !� L(p, q)�
���������� ��� ������ ��� � ���������� ��� ������� ���� ��� ������ ������ @��� ��������
����� �� ��������� ��� ������� !� L(1, 0)����������� ��� �� ��������� ��� ������� �����
��� ���� ������� ������ ������ ����� ��� �������� ��#������ %��� ���� ������ G� λ1,0(G) =
χ(G) 

5 ��������� �� L(p, q)����������� ��� �� ������� �� �� T ���������� ��������� ���
E���JE��B0K T ���� � ����(�� �� ������� ��������� ��� ��� ���� ������ ����� �� ����
���� x �� y �� G� �� x �� y ��� ��D������ �� ��#����� ���� �� ������ �� ����� ����������
� ���� ��� ��������� � ������(�� T  �� �@�� ��� ���� �� L(p, q)������������ ���(D����& ���
���������� � ������ ������������ 2� ���(���� �� T ���������� � ��� ���� �������� ������
J2!]��� 2,B�� 2,�.� >!�
� !����� !���
� !���?� ,%B	� ,�'�
� 1��B�K �� ���� ���� ���
������� ������������� �� T � ��� ������ ����� �������� ������ &����� ���� �������� ��� �

N ;� T = {0, 1} 3��������� �� L(2, 0)�����������6 �� T ���������� ��� ���� ��� �������
N ���������� J,�(�/K 

N ;� T = {0, 1, 2, . . . , r} 3��������� �� L(r + 1, 0)�����������6 �� T ���������� ��� ����
��� ������� Nr���������� J;8�/K 

��� ��� ���� ��������� ,�(����� ;�:�L �� 8�� J,�(�/� ;8�/K �� ��� ��������� � �������
���� ���� N ���������� �� ���� Nr���������� ��� ��� ������� ������������ � ���<��� �'�����
������� (������� �� ������� ������������ �� ������� �������� !������ ����� ��������� ��� ����
��(��� ��� ������� �� ��� ��� (���� �&�������� �� ����������� ���� �� ������ �� �����������
��������� 

%�� �� ������ !�� �� �̂� J!^��K �� ��� ��������� � ��� ������� ������� ���� �� ������
�� ��� ��������� � ���������� ��� ���������� ��� T  2���� T�� �� !�� �� ��� ���
������� ������� ���� ��� ������� ������������ ������� J2T!0.(K �� ���� ��� ������� (�������
J2T!0.�K %��� ��������� 4����� ,������ �� ;':��� J4,;0
K �� ��� ��� (���� ���� ��
L(p, 0)����������� ��� ���� 3����������� � �� Np−1����������6 �� �'����� ���'�����(�� ��
������� d �� �� ������� �� ������� � �� / %��� �� L(2, 1)������������ ��� ��� �� ���� �������
4���(�� �� ,�(����J4,0/(K ������ ��� ���� ������� ���� ��� ������� ������������ ���� ��
L(2, 1)����������� ���� �� ��� ���� 

*� ��� ������ ��� J2,B�K ��� ������� ����� T � ����(�� �������� ������&� �� G �
������� �� ������ �� T ���������� �� G 2� ���� ��� �� ��� ������� �� N ����������� ��
K2 ��� ������� � ���� ��� @��� ������ ���� ���� �������� ����������� 3�� ��#����� �����
@��� ���������� �� ����� � �6 "��� ��� ��������� � �� ���(���� ���������� �� ��� ��
��������� = ������������ ���� � ������ ��� %��� ������������ ��� ������ ���������
�� ���������� �� ���(���� ������ ������� p ≥ q �

�����4� � �1$��!���% >��� 3��� 6?7�<p@q6 �

"����
� ) - ������ G 
X������� ) )����� ��� G ����� � L(p, q)����������� ��� ���� W

F�� ��� �� ��� �G q = 0� ��� ������� ���������� ��� ��������� ��� �� N ���������� ��



-�!� L(p, q)*��	#������ ���� ���� ..	

�� Nr���������� "��� ����� ��� ���� ������� �� ������ �� �������� = ������������ ����
�� ��������� �� ������� �� ���� �� L(p, q)����������� �� ���(���� ��� NP �������� C���
��� ������ ������ ��� ��������� �� ,�(���� J,�(�/K� ;�:�L �� 8�� J;8�/K �� ������ ���
�� ���(���� ��� NP �������� ���� �������� ������� �� q 3q = 0 �� q = 16 %��� �(���� ��
NP ����������� �� �� ���(����� ��� �� �������� � ����� �� �� ���<� E��������� 

5�! L(p, q)6#�������� ���� ��
�

%��� p � q ���� ������ $���� ��� ��� ��������� �� ���(���� NHLP (p, q) 
NHLP (1, 1) �� NHLP (1, 0) ��� ���'������� � �#��� �� ��V� ����������� ��� ������� ����
��� ������ �� . � n 3���� ������� ������ �� � ������� ���� ����� (�� ��� ����������
��#������6 ) ���������� ���� ������ ����� � L(1, 1)����������� ��� ����� ��� ��� �����
� L(1, 0)����������� ��� ���� 

���8	��� '/� -��� p � q � 0 ���� �������� -� (p, q) /∈ {(0, 0), (1, 0), (1, 1)} ����
NHLP (p, q) ��� 6;(
�	�����

%�� �� ������ ��� ����� (���� �� �� ���� ������������ ����
��� � � L(p, q)����������� ���
����
��� �� ������ ��� ���������� ��� ������� ��� ��#������ ,�������� ��� �� � ������ G
������� n ������� � L(p, q)����������� �D����& ��� ����� ��� ���������� ��� ��� �����������
[0, n − 1] 

7�� '/� -��� G �� ������ G ������� �� L(p, q)(��������� ��� ���� �� �� �����	��� �� ��
 �� L(p, q)(��������� ����
��� ��� �����

���+/ 2�������� �� L(p, q)����������� f � �������� �� ��(�� ������� �������� ����
������ ;��� v1, v2, . . . , vn � ����� ��� ��� ������� �� G� ��� ��� f(vi) � f(vi+1) ���� ����
1 � i < n 

;������� ��� ���� ������� ���� �� �@�� ���������� ����� �� ������ � k ���� ������
f(vk) = f(vk+1) ;��� g ��$� ����� ���� � g(vi) = f(vi) �� 1 ≤ i ≤ k �� g(vi) = f(vi) + 1
�� k < i � n g ��� ����� � L(p, q)����������� ��� ���� ���� � ����� �������������
��� ����������� 3f(vn) + 16 5 ������ ��� L(p, q)����������� ��� ����� ��� ������ ���
������� �� ��(�� ������������ ��������� ��������� &��� D������ �(���� � L(p, q)�����������
�D����& ��� ���� �� ��� ��V� � �������� �� ����� �

)��� ��� ���� L(p, 0)����������� �D����& ��� ���� ��� � L(p, 1)����������� �D����&
��� ����� ��� �(���� �� ���������� ������ �

��������� '/� -����� p �� ������ �� G �� ������ G  �� L(p, 0)(��������� ��� ���� �� ��
�����	��� �� G  �� L(p, 1)(��������� ��� �����  � ����
������ NHLP (p, 0) �� NHLP (p, 1)
���� �����������

3*���4� '/� G �	�� �� L(2, 0)(��������� �� �� �����	��� �� G �	�� ��� 
�A�� @	��(
���������



..? 
��	��� -� "�������� ��� �� L(p, q)*��	#������

���+/ ;������� ��� G ������� �� ���<� E��������� (v1, v2, . . . , vn) ;��� f ���������
���� ������ � f(vi) = i *� ��� &����� �� ���� ��� ��� ���������� f ��� (�� � L(2, 0)�����������
�D����& ��� ���� �� G 3��� ����������� ���� ������� ������ � ������ ��� ����� ���
���������� �����������6 

;������� ������� ��� G ������� � L(2, 0)����������� ��� ���� ������� ��
!���� B .� G ����� � L(2, 0)����������� �D����& ��� ���� f ��� [1, n] ;��� vi �� ������
�������� i� ����� (v1, v2, . . . , vn) ��� �� ���<� E��������� �� G �

)��� ��� ��� �� ���(���� �� �� ���<� E��������� ��� "%��������� ��� �(����
�� �������� ������ �

3*���4� '/ NHLP (2, 0) �� NHLP (2, 1) ���� 6;(
�	������

��.������ '/� -��� p ≥ 1 �� ������� #�� p����<� P = (V,E) ��� �� ����� ���(���� �� �
���	� )

V = {vi | 1 � i � n} �� {vi, vj} ∈ E ⇔ |i− j| � p

�P ���� ��� vi ���� ������
��� 1�� ��		��� v1 �� vn ���� �����
����	��� ������ ��� ����������
�� P � #�� p(
�A�� 
��������� � ��� 
�A�� � � ������
� p� �� ����
����� ��� 1(
�A�� ���
��� 
�A���

6��� ���� �������� � ��� p(
�A�� �� � ������
� �� ��� ��		���� �
���� ) P = v1, . . . , vn

�� ���� �������� ���<� ������ ����� p(
�A��� � 
�A�� ��9��� �� � 	�	� ������
� P �

v1

v2

v3

v4

v5

v6

�	�� B � N )������ �� �����<� �� ������� 	 

��.������ '/ -��� G = (V,E) �� ������ ��� p(
�A�� @	���������� �� G ��� �� ����(
����� G′ = (V,E′ ⊆ E) �� G ��� ��� G′ ��� ��� p(
�A�� �� �������� n− 1�

3*���4� '/� -��� p ≥ 2 �� ������� G �	�� �� L(p, 0)(��������� ��� ���� �� �� �����	���
�� G ������� ��� (p− 1)(
�A�� @	�����������

���+/ ;��� G � ������ �'�� � L(p, 0)����������� ��� ���� �� ��� � L(p, 0)�����������
�D����& ��� ���� f  ;��� (v0, v1, . . . , vn) ��� ������� ��� ������� �� ���� ��������� 3���� �����
����� �� ������� vi� vj � i < j �� �� �������� �� f(vi) < f(vj)6 ��� �� ���� ��� ���� (��
�� (p − 1)����<� E��������� ��$�� ��� �� ������� v0, v1, . . . , vn ��� G ) �#��� ����
i ∈ [1, n] ����� vi � ���� ��� @��� ����� ��� ������ vj ���� j ∈ [i− p + 1, i + p− 1] 

;������� ��� �� ������������� �� ������ G ������� �� (p− 1)����<� E����������
��� �� ���� ��� ������ ��������� ��� ������� �� ������ ��� ���� ����� ����������� ���
�� ������� ���� � �� (p − 1)����<� E��������� �� ����� � L(p, 0)����������� ��� ���� 
) �#��� ��� �� �������������� � ������ ��� ��D���� � ���� ��� ������� � �������



-�!� L(p, q)*��	#������ ���� ���� ..A

p − 1 ��� �� ���<� ������ �� �� (p − 1)����<� E��������� ) ���������� �� ���
��������� ��� ������� ��� ������� �� �� ������� �� �� ���<� ������ �� �� (p − 1)����<�
E���������� ���� ��� ������� ��� �� ���� ������� �� ��� ���������� �������� ���� ����
p − 1� ��� � ��� ��� ������ ��� G� �� ��� ��� (�� � L(p, 0)����������� *� ��� ��� ����
�� �D����& ���� ��� ��� ��� ������� ��� ��������� ��� ��� ������ �������� ��� ��������� �

�� ����� ���� ������� �� NHLP (p, 0)� ��� ������� �� ���(���� ������ ��� ��� ��� �����
����� �

�����4� � �� p�	*�A� ?���������� �

"����
� ) - ������ G 
X������� ) )����� ��� G ������� �� p����<� E��������� W

3*���4� '/# ;��� ���� ������ p ≥ 1� �� ������	� �� � p(
�A�� @	���������� ��� 6;(

�	�����

���+/ "��� ������� ��� �� ���(���� �� �� p����<� E��������� ��� ��������� ��
���(���� "%�������� ������ �

�����4� � �� 	*�A� ?���������� �+	 $-�������� :�-�� �

"����
� ) - ������ G �� ���� ������� �������� a �� b �� G
X������� ) )����� ��� G ������� �� ���<� E��������� ���� ���� ���������� a �� b W

;���� G = (V,E) � ������� a �� b ���� ������� �������� �� G ;��� H �� ������
�������� ����� ���� � ����� |V | ������� �������� ���D���� K(v), v ∈ V ���� ��� |K(v)| = 2p
�� v ∈ V \ {a, b} �� |K(a)| = |K(b)| = p P ���� ����� ��@�� {u, v} ∈ E� �D����� �� ��@�� ����
���� ������ �� K(u) � ���� ������ �� K(v) P $������� ���� ���� ������ v ∈ V � �D�����
� ������ ������ x(v) ������ � ���� ��� ������� �� K(v) 34����� B /6 

v3v4

v1

a

b

v2

x(a)

x(v2)

x(v3)

x(b)

x(v1)

x(v2)

�	�� B / N )������ �� ���������� ��� ������ H � ������ ��� ������ G ���� p = 2



..B 
��	��� -� "�������� ��� �� L(p, q)*��	#������

C������� ������� ��� G ������� �� ���<� E��������� �'�� ���� ���������� a
�� b �� �� �������� �� H ������� �� p����<� E��������� 

) ������� ����� �������� ��� G ������� �� ���<� E��������� ��$�� ���
�� ������� P = v1, v2, v3, . . . , vn−1, vn ���� a = v1 �� b = vn %��� i ∈ [1, n] ��
��� y1(vi), y2(vi), . . . , y|K(vi)|(vi) ��� ������� �� K(vi) 5����� �� ��� &����� �� ���� ��� P ′ =
x(a), y1(a), . . . , yp(a), y1(v2), . . . , yp(v2), x(v2), yp+1(v2), . . . y2p(v2), . . . , y1(vn−1), . . . , yp(vn−1),
x(vn−1), yp+1(vn−1), . . . y2p(vn−1), y1(b), . . . , yp(b), x(b) ��� �� p����<� E��������� �� H 

;������� ������� ��� H ������� �� p����<� E��������� ��$�� ��� �� �������
P  )��� ��� ��� x(a) �� x(b) ��� �� ����� p ��� H ��� ������ @��� ��� ���������� ��
����� p����<� E��������� 

��� H� ���� ���� ������ v� ������� �� a �� �� b� �� ������ x(v) ����������� � 2p
������ 3��� ������� �� K(v)6 ��� ��� �� ���<� ������ �� �� p����<� E����������
������(�� ��� ������� �� K(v) ������ ��� @��� � ������� �� ���� p �� v ��� P ��� �� ��
&���� � (x(a), y1(a), . . . , yp(a), y1(v2), . . . , yp(v2), x(v2), yp+1(v2), . . . y2p(v2), . . . , y1(vn−1), . . . ,
yp(vn−1), x(vn−1), yp+1(vn−1), . . . y2p(vn−1), y1(b), . . . , yp(b), x(b)) ���� yi(u) � ������ ��
K(u) %��� ���� 2 � i � n − 2� {vi, vi+1} ��� �� ��@�� �� G ���� ��� ��� y2p(vi) ��
y1(vi+1) ��� ��D����� �� ���� �� ����� �������� {a, v2} �� {vn−1, b} ��� ��� ��@��� �� G 
��� (a, v2, v3, . . . , vn−1, b) ��� �� ���<� E��������� �� G �

��������� '/ -��� p � 2 �� ������� ���� NHLP (p, 0) �� NHLP (p, 1) ���� 6;(
�	������

�� �@�� ��� ���� �� L(p, 0)������������ ��� �(���� �� �������� ������ �

3*���4� '/& -����� p ≥ q ≥ 1 ��� �������� G �	�� �� L(p, q)(��������� ��� ���� �� ��
�����	��� �� �� ������ ��� ������
� P = v1, v2, . . . , vn ����� ��� P ��9��� ��� (p − 1)(
�A��
@	���������� ��� G �� ��� (q − 1)(
�A�� @	���������� ��� G2�

���+/ )��� ��� ��� p ≥ q� �� ���(���� �� L(p, q)����������� ��� ������ G ������� �
�������� �� ���(���� �� L(p, 0)����������� �� G �� �� L(q, 0)����������� �� ����� �� ������
3��� ������� �� G � ������� � ��� G �� ��������� ������ ��� G26 ) ����������
� ��������� �� 1������� B /� ��� �(���� ��� �� ���(���� ��� ��������� � ����� �� ��
(p− 1)����<� ��� G �� �� �� (q − 1)����<� ��� G2 �

!������ �� ���������� ��� �� ���(���� ���(�� ��V����� �� &��� ������� �� &�M� ��
��������� �� ����� ��� ������ ��� �� ������������� ������ ��� ���������� ���������� ��
������ ��$� ��� �� ������ �� 1������� B / *� ���(�� ������(�� �� ����� ��� �� ����
(���� ��� NP �������� ���� p ≥ 2 �� q ≥ 2 ���� ��� ��������� ����� ����� ���� ���
������������ �� ��� ������� �(������ ��� �� ��������� 

5�$ �
������
�

"��� ���� �(��� �� NP ����������� �� ���(���� �� L(p, q)����������� ��� ���� �������
q = 0 �� q = 1 �� �#����� ��� �������� ��� ������ �� ���������� ��� �� N ���������� �� ���
�� Nr���������� !� ����������� ��������� ��� ��� �� ������� �� ���������� �� �� ���(���� �



-�$� 
������	�� ..�

�����4� � �� p�	*�A� ?���������� �� ���
�������� �1�� ����� �

"����
� ) - ������ G 
X������� ) )����� ��� G2 ������� �� p����<� E��������� W
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���������� 	 !	��!	��#	�

��� �� ������� �� ������ ��� ��� ������ �������� � ������� ��� ����������� ��� �������
���� ���� ��������� � ������������ �� ������� �� ����� � ������ �� ������ �� ������������
� ��� ��� ��������� 

!� ������� ����� �� ����� ����� �������� ����� ������ � �� ��������������� �� �����������
�� �� ��$���� ��� ������ ������������ �� ������� ���� ��� ������� �� ���������� "����
�������������� &����� � ����(�� �� ���������� ��������� �� �������� ��� ������� 2����
�������� ��� ���������� ���� �� ����������� �'������ �� ������������ �� ������� ��� ������
�� ��������� �(D����&� %��� �� ����������� �'������� �� �������� ��� ��� ���������
��� �� �������� �� ������ ��� ��� ��������� �D����� ��� �� ������ %��� ������������
�� �������� ���� ������ �� ��$�� �� ������ ���� �� ������� ��� ���� ������ ������ �� ��
��������� ��� ������� �� ���������� 

5 ������ �� ���� ��������������� ��� ���� ���(��� � ���������� ������� �����
����� �� ����������� ��� ������� �� ���������� �������� �'�� �� ���������� �
O(max

{
dΔ, d2

}
) 5 ���� ���������� � ��� ���������� ��������� ��� ���� ��� ������� ��

���������� (������� J;+;BAK "��� ����� ��� ����� ����� ��� ��� ������� �� ����������
�������� ��� �� ����� ��������� ���� �� ����������� �'������ �� �� &������ ��� �������
�� ���������� !�� ������������ �� �� ������� ��� �� ��$�� �� ����������� �� ����(�� ��
������������ ���� ��� ����� � D��� �� ������� �������$�� �� ������ &�M� ���D��� ��� ������
����$� �� ��������� �� ������� �� ������� �� ���������� �������� ���� � ��� ���(���� "����
�������������� ��� ������� �� ���������� ��� � ������� ������ �������� ��� ����������
������������� ��� ������� �� ���������� (������� ��� ������� �� ���������� ���������� 
) �#��� ��� ���������� ����D����� �� �� &�������� ��$��� � �������� ���� ��� ������� (�������
��� ��� ���������� ���� &����� �� �����(����� � �� ��$���� �� ������� ����������� 

��� �������� ������ ������� � ������ � �� ������� �� ��� ���������� ��������
��������� �$ ���(���� �� ��������� ���������� ��� �� ���(���� �� �� ����������� W )�����
�����(�� ����� ��������� �� ��$�� �� ����� ������������ �$ �� ������� ���� &��������
�� ������������� �� ������ W ) �#��� ����������� �� ��V����� ��� ������ ��� �� �������
�� �������������� �� ������������ ���������� ��� �������� ������ ��������� �� ������
�� � �� ���������� �� ��V� ��������� �� �'�� ��� I��� %��� ��������� �� �'�� �������
�� �������������� �� ��� ��������� �������� ���� ��������� �� &�������� �� �� ���� ������
��� ��� ���������� ��� �� ������������� "���� �������������� ��� ������� ������� ���
�&�������� ���������� ��� �� ��������� ��� ������� �� ���������� �� � ������ �� ��$����
��� ���������� �� ������� ��������� 

%��� ��� ����������� ��� ���� ������� ��� ���������� ���� �������� ��� ������ ��������� ����
�� �� �������������� "���� ������ ������������ ������� ��� ���������� �� ������ O(log n) 2��

.�.
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���������� ��� �������(��� � ����� ������� �� �� �������� �� ������� &������ � �����
������ "��� ���� ���� �������� ��� ��������� �������� ��� &������ log n J\\%00K ��
����� ��� ���� &���� � ���������� ����������� �� ���� ������ ������ �� � ����������
�� ������� !�����(�� �� ��� ��������� ��� �������(�� � �� &������ ��� ������� �� ����������
����������� 

-� �������� ���������� ���� ��� ���������� &������ ������ ��������� ������� ��� ��� &��
������ �� ������� ��� ������������� � ���������� �� ������� ���� ��� ���������� �� ������ ���
�'������������� � &����� �� ��(�� �� ������� �� ������ 5���������� ����� ��� �������
������������ �� �� ����������� ���� ��� ��� �������� ��������� ������ ��� ��� ������� ������
�� �� ���������� ����������� �� ��� ������� ������������ �� ������� ���� ��� ����������
�� ������ O(log n) (��� ;�������� (������� �� &������ �� ������� ������������ �������
��� ������� �������� 2������ ������ ����� ��� ���������� ����9 ������� ���� �� ���(����
�� ������������ ����D����� � 3 log n + O(log∗ n) (��� ��� ������ J5,0�K C���� �� ��� �����
���� ������ ������������ �� ������� ���� ����� &������ �������� ��� ���������� �� ������
Ω(n1/3) (��� J>%%,0
K %���� ��� �������� �� ������������ ��� ������� ������������ �
��� ������� �� /����������� 3������� ������������ �� ����� �� / ����������6 �� ��� �������
������������ �� ������� �������� �� / ���������� ������� ���� ��� ���� ��� ������� ����
����� J;8B/� 1��B?K !�� ���(����� �� ��$���� ��� ������� ������������ �� ������� � ������
������������ �� ������ � O(log n) (��� 3�� ��� ���(����� ���� ����� ����������� �� ���� ������
������ �� �� ������� �������6 ������ ������� ���� ��� ������������� ���� �� (������� �
�� ���� ��� ������������ 

!� ����� ����� �� ���� ����� ������� ������������ � ����� ��� ��������� ��� ������
���� ���� ��������� � ������������ (d, 1)������ �� ������� �� �� ����� �� ���������� ��� ��
L(p, q)����������� ��� ���� 

��� �� ����� �� ������������ (d, 1)������� ��� ���� ��������� ��� ������� ��� �� ���������
������ J+\8�?� +\8�BK� ��� ��� ��������� �������� ���� d = 2 �� �������� �� � � ��
������������ ���� d = 3 %��� ����� ��� ���� $�� ��� �������� ��� �� ����� ������� �� ��
������ ��� ������� 

"��� ��D������� � ������ �� �� ��������� ��� ���� �� ������ d = 2 �

���8	��� '/ ;��� ���� ����� ������ ��� ������� G ��
 Δ � 3� λT
d (G) � Δ + d�

�� ����� C�������� �� ,������ JC,0/K �� ������ ��� ���� ���� ������������ (d, 1)������
�� �� ����� ��'� ������� !���� ������� �� �������� �� ������� ��� �� ���� �������� �
�(������ �� . �� ������ ��������� 

-� ������� �� ���� ������������ ������ ��� ��� �������� ��� �� ������ ��� ��������� W

!�����(�� �� ��� ������� � ��� ������ ��� �� ��D������ �� E���� �� �̂ ��� ������������
(d, 1)������ ��� ������� ��(����� �� ��(���(����� �

���8	��� '/� G@?KDI -��� G �� ����� ��
 Δ � 3� G �= K4� ���� λT
2 (G) � 5�

�� �������� �������� ��������� � ���������� ������������� ������������ �� ����� � �����
������������� ������ �����(�� ����������� (d, 1)���������� � ������ W Z����� ������ �� ����
������� �� ��� ����������� ������ ��� ������� �� ������� W

%��� ������� � ��� ��������� ��� �������� ��������� ��� ��������� �� 2�������� ��



.�/

%�������� J2%0.K ��� �� L(2, 1)����������� �� ������� �������� ) �#��� ���� �������� ��������
��� (��� ��� � ���������� �� �������� ����������� �� ������� �������� ��� ������ ������ �
L(2, 1)����������� 

"���� ������ �������� ��� ������������� �� ����� �� ���������� ��� �� ����� �� ����
������� �� ���(���� �� L(p, q)����������� ��� ���� �� ������� ���������� 

"��� ���� �(��� �� NP ����������� �� ���(���� �� L(p, q)����������� ��� ���� �������
q = 0 �� q = 1 �� �#����� ��� �������� ��� ������ �� ���������� ��� �� N ���������� �� ���
�� Nr���������� 5$ �� ��������� ����� ������ �� ��� ��������� �� ������� �� ���������� ��
���(���� �� �� p����<� ���������� �� ������������� ��� ����� 

*� ���(�� ������(�� �� ����� ��� �� ���(���� ��� NP �������� ���� p ≥ 2 �� q ≥ 2 
C��� ��� �������� �������� �������� �� ����� ����� �� ���������� � �� �� ���(���� ��� NP �
�������� ������ �����(�� �� ������������ ��� &������� �� ������� ���� ����������� ������� � �����
E�������� ��� �� ������������� �� ����� �� ��� ������� ��� � ���(���� ���'����� W
;��� � ����� ���� ������ �����(�� �� ���� � ���������� ���� �#������ ��� ���������� W 2��
�������� &�� ����������� ���(D�� �� ������� � �����(������ ���� > 4����� 4 E���� �� 5 
T���' 

)$� �� ���� �� ��������� ������ ���������� �� �������������� ��� ������� �� ����������
���� ���� ��� ������� ��������� �� ��� ����������� ���� ������������ (d, 1)������ �� �� L(p, q)
���������� ��� ���� �� ����� &������ 
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J5+,0/K ; 5������� % +����� �� 1 ,���� !�(���� ������� &�� ����� �������� �
����� * ;��
������� �� ��� 14th -�	�����	 �� .��
���� :�������	� B-/.:E�
����� ?B�N?�B 52C�;*5C� T����' �00/ 

J5EB�K \ 5���� �� 8 E�:�  ���� ���� 	� �� ����(
������� %��������� ,* �
5������ C����������� ;�����'� .�B� 

J5,0�K ; 5������ �� 1 ,���� ;���� ��������������� ������ �� ������� ������
��� ����� ������������� * ;��
������� �� ��� 43rd :���� "   -�	�����	
�� 2��������� �� ,�	����� -
���
� B2/,-E� ����� 	/N?� *))) 2�������
;�����' %����� "����(�� �00� 

J+��?	K C +��9�� 0���� �� ����� 
���	��
 ��	���� %�� ������� C������ ;����
-�������'� .�?	 

J+��B/K 2 +���� 0����� >��������H������� /��� ������� .�B/ 

J+4?AK C 5 +����� �� T 4��:�� 5 ��������� ������ � ����� ��� ��������
�& � ����� ������ �� *���	��
� :������ �� :����
������ �0 �	B/N?00�
.�?A 

J+4,A.K \ 5 +�:��� % 2 4���(��� �� 4 ; ,�(���� %������ ������ �& ������� 2 
6��>��3�� � �..N�B� .�A. 

J+\1�!00K E ! +��������� 1 \��:�� , + 1�� �� T �� !���7� λ�������� �&
������ * ;��
������� �� -$:,- DKKK ) 17th :���� -�	�����	 �� $�����(
��
� :���
� �� ,�	����� -
���
�� ������ .AA0� ����� /�	N
0? !������ "����
2������� ;������ ;�������H����� +����� �000 

J+\8�?K F H +������ 5 H \������:�� �� � , 8������ 1���� �������� �& �����
������ 7��� ����� ������� ������ ������ �� ���� ������� �? �	/N	�� .��? 

J+\8�AK F H +������ 5 H \������:�� �� � , 8������ !��� ���� �� ���� ���
��� ��������� �& ����������� ������ �� ,�	�������� $������ -����� +�
A. �.B
N�0
� .��A 

J+\8�BK F H +������ 5 H \������:�� �� � , 8������ 1���� ��������� �& �����
������ 7��� ����� �����  ������ ������ �� ,�	�������
�� .� �.�N�
� .��B 

J+!;��K 5 +�����U��� H + !�� �� T % ;����� 0��� ,�����  -����� ;*5C�
.��� 

J+C,0/K 4 +�99���� C C��������� �� 5 ,������ (d, 1)������ ��(����� �& �����
������ 7��� ����� ����� �� ���� ������� ������ 1������� ,����� ./0A�0/�
!�+,*� �00/ 

.�	



.�? ��������	
���

J+�D0.K H 5 +�D������� )��� �� ����� ������� �& ������� ������ .��
���� :������
*���	��
�� ..
 ��/N�B� �00. 

J+��B�K F H +����� F ��� ����� ������� �& ����� ������ ������ �Y� ��� 4����
��� :���>���� *���	��3� /�
 �.B0N.B	� .�B� 

J+%100K 5 5 +�������� 2 C %������ �� , + 1� )V���� ��� �& ����� �������� �
7������� ��7��:� 7��� ����� ��������� (��7�� ����� ������� * ;��
��(
����� �� ��� 4th .":1 * ��� *�������� �000 

J+%10�K 5 5 +�������� 2 C %������ �� , + 1� 2���� �������� 7��� �������
��� &�� ������� ������� �& 7������� ��7��:� � ����� �� ���� * ;��
�������
�� ";.;-�KD� ����� �BN// *))) 2������� ;�����'� �00� 

J+��??K C 5 +����� 2���� ��� �������� �& � ����� "   $���
���� �� "����	(
���� $������ .� �.
BN.	/� .�?? 

J+��
.K , ! +���:� F �������� ��� ���� �& � ��7��: * ;��
������� �� ��� ,	(
������ ;���������
� -�
����� *���	��
� �� ;����
� -
���
��� ������ /A�
����� .�
N.�A� .�
. 

J2�H0/K H 2������ 4 ������ �� ^ H���� ������� �� ������ ��(���� �������
&�� �����������' ������ ���� ������ 1������� ,����� ./��00/� !*4� �00/ 

J2T!0.�K > T 2���� ; T��� �� � � �4 !�� C����� ��� �& ������ (r + 1)�
������ ������� -":* ������ �� .��
���� *���	��
�� .
 �/A0N/B0� �00. 

J2T!0.(K > T 2���� ; T��� �� � � �4 !�� "������ �������� ������� &�� ���
������� ������ :�� ,�	�������� ?. ��//N�

� �00. 

J2\�?K > T 2��� �� � \�� 1�� L(2, 1)���(���� � ������ -":* ������ ��
.��
���� *���	��
�� � �/0�N/.?� .��? 

J2\\+0�K > T 2���� 8 �1 \�� � \��� � � �4 !'�� �� , \ �̂� F L(d, 1)
��(����� �& ������ .��
���� *���	��
�� ��0 �	AN??� �00� 

J2\"+�	K � > 2������ E \��� ; "�����D�� ; F������ �� 5 % ;������ ;�����
����� ���� ��������� �& ��� ������� ������ "����	���� ;��
������ 1�������
		3�6 ���N.0
� .��	 

J2!;;�BK � ] 2��� � 1 !��� , ;������� �� 2 " ;�:���� ;����� ��� ��������
�������� ���� ����' ���(��� � ������� �� ������������ ������ 6��>��3��
/.3
6 ��
�N�	A� .��B 

J2!]��K > T 2���� � � �4 !'�� �� ` ]�� ������� ������ �� t�������� ������
�� ,�	�������� $������ -����� +� A	 ��	�N�?�� .��� 

J2%0.K 1 2�������� �� , %�������� L(2, 1)���(���� �& ����� ������ * ;��
��(
����� �� ��� 5th .":1 * ��� *�������� ����� �BN//� �00. 

J2%;B	K � > 2������ ^ %���� �� ! \ ;��7��� 5 ����� ��������� &�� �������� 
-":* ������ �� ,�	������� .
3
6 ���?N�/
� .�B	 

J2,B�K C + 2�99�� �� 4 ; ,�(���� t��������� �& ������ �� ��� ����� �����
���� ���(��� ,��������� 6�	������	� /	 �.�.N�0B� .�B� 

J2,�.K C + 2�99�� �� 4 ; ,�(���� >����' ���������� &�� t��������� �& ����
����� ������ �� ��� �����&����� �& ��������� �(��� ���� ������ ��
,�	�������
� "����	���� �� -����	 -
���
�� .? ��B?N���� .��. 



��������	
��� .�A

J�4EC%�C�	K 2 C �� 4��������� E������� T C������� �� 2 %���� �� C���� 5 ������
���� ��������� &�� ������ ������� ��������� "����	���� ;��
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