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Etiquetage de graphes : codage et coloration

Résumé : Dans ce mémoire de thése, nous nous intéressons & deux variantes d’étiquetage de
graphes : I'étiquetage de distance et I’étiquetage avec contraintes tel que le L(p, q)-étiquetage
et I’étiquetage (d, 1)-total.

L’étiquetage de distance est un codage du graphe permettant de calculer des distances.
Nous nous sommes efforcés d’en définir un schéma pour les graphes de permutation. Pour cela,
une étude sur la structure de cette famille a été effectuée.

Dans cette optique, nous avons proposé une caractérisation de cette famille et défini un
algorithme de reconnaissance dynamique.

La seconde partie de notre travail s’est portée sur I'étiquetage (d,1)-total et le L(p,q)-
étiquetage qui sont des problémes liés a I'assignation de fréquences dans des réseaux d’émet-
teurs.

Pour I'étiquetage (d, 1)-total, nous obtenons des résultats optimaux sur la largeur de la
bande de fréquence utilisée dans le cas des topologies planaires de grande maille et de grand
degré maximum.

Enfin, pour le L(p, q)-étiquetage une étude de complexité sur des étiquetages sans trou a
été effectuée. Nous donnons la complexité de la décidabilité sur cet étiquetage dans les graphes
quelconques suivant les valeurs des paramétres p et ¢q. En effet, tous les graphes n’admettent
pas de L(p, q)-étiquetage sans trou, le probléme de décidabilité est donc primordial.
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Labeling of graphs : coding and coloration

Abstract : In this thesis, we focus on two ways of labeling of graphs : distance labeling and
labeling with constraints such as the L(p, g)-labeling and the (d, 1)-total labeling.

The distance labeling is a coding of the graph. We have defined a distance labeling scheme
for the permutation graphs which implies a study on the structure of this family.

In this way, we have proposed a caracterization and a dynamic recognition algorithm for
the permutation graphs.

In the second part of this thesis, our work is focused on the (d,1)-total labeling and
the L(p, q)-labeling which are linked with problems on frequency assignation in transmitter
networks.

For the (d, 1)-total labeling, we have obtained tight results on the span of the frequency
spectrum for planar topologies with large girth and high maximum degree.

Finally, we have studied the complexity of the no-hole L(p, g)-labeling. We give the com-
plexity of de decidability problem on this labeling for any graph depend on the parameters
p and ¢. Indeed, all the graphs do not have a no-hole L(p,q)-labeling, so, the decidability
problem has an important place.
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Introduction

Différents types de réseaux (de capteurs, de processeurs ou de télécommunication, ...) sont
actuellement utilisés. Leur modélisation, par des graphes, semble naturelle : un sommet du
graphe correspond a un nceud du réseau et une aréte a une liaison.

De nombreux problémes connus dans les réseaux sont modélisés par des étiquetages de
graphes. Dans ce mémoire de thése, nous nous intéressons & deux sortes d’étiquetage :

o [’¢tiquetage de distance. La distance entre deux sommets est la longueur du plus court
chemin les reliant. Nous devons attribuer a chaque sommet une étiquette telle que si
nous considérons une paire quelconque de sommets a et b, une requéte de distance donne
la distance entre a et b en utilisant seulement ces étiquettes. Cette fonction est aussi
appelée décodeur de distance. Notre objectif est de minimiser la taille des étiquettes.

e Le L(p,q)-étiquetage et l’étiquetage (d,1)-total. Dans les deux cas, notre objectif est
d’attribuer une étiquette entiére a chacun des sommets. Dans le second cas, nous étique-
tons également les arétes et cela, de maniére a respecter des contraintes locales. Dans le
premier cas, deux sommets voisins doivent avoir des étiquettes dont la différence est au
moins p et deux sommets a distance deux doivent avoir des étiquettes dont la différence
est au moins ¢. Dans le second cas, [’étiquetage (d, 1)-total est tel que deux sommets ou
deux arétes adjacents doivent avoir des étiquettes différentes, un sommet et une aréte
lui étant incidente doivent avoir des étiquettes différant d’au moins d. Dans ces deux
cas, l'objectif est de minimiser le nombre d’étiquettes utilisées.

Ce mémoire de thése se divise en deux parties, la premiére concerne uniquement les graphes
de permutation, la seconde présente un ensemble de résultats sur I'étiquetage (d, 1)-total de
graphes planaires et le L(p, q)-étiquetage.

Dans le chapitre 1, nous présentons quelques définitions et notations usuelles du domaine
que nous considérons comme importantes pour la compréhension du texte.

Dans le chapitre 2, nous donnons un ensemble de propriétés locales qui caractérisent les
graphes de permutation. Ces propriétés permettent de construire des algorithmes pour la
reconnaissance dynamique des graphes de permutation ainsi qu'un schéma d’étiquetage de
distance.

Dans le chapitre 3, nous définissons un algorithme incrémental partiel de reconnaissance
des graphes de permutation. Nous formulons une requéte d’ajout d’un sommet dans un graphe
de permutation en spécifiant son voisinage dans ce graphe. A partir de cet ensemble de voisins
nous devons déterminer si en ajoutant ce sommet le graphe reste de permutation, auquel cas
le sommet doit étre ajouté dans la structure de données, sinon l'insertion est impossible.

Dans le chapitre 4, nous définissons un schéma d’étiquetage de distance pour les graphes



2 INTRODUCTION

de permutation que nous étendons ensuite aux graphes de permutation circulaires.

Dans le chapitre 5, nous introduisons la seconde partie en donnant un ensemble de défini-
tions complémentaires aux préliminaires de la premiére partie. Ces nouvelles définitions sont
essentielles pour les chapitres 7 et 8.

Dans le chapitre 6, nous définissons 1’assignation de fréquences et son lien avec les pro-
blemes de L(p, q)-étiquetage et d’étiquetage (d, 1)-total.

Dans le chapitre 7, nous prouvons un théoréme permettant de donner le nombre d’éti-
quettes nécessaires pour étiqueter (d,1)-totalement les graphe planaires suivant leurs pro-
priétés. L’objectif est de donner le nombre minimal d’étiquettes, nos résultats sont optimaux
lorsque d = 2 et optimaux ou a un de "optimalité lorsque d = 3.

Dans le chapitre 8, nous effectuons une étude de complexité sur le probléme du L(p, q)-
étiquetage sans trou, i.e. avec des entiers formant un intervalle tel que tout entier dans I'in-
tervalle est utilisé. Nous étudions la complexité du probléme suivant : nous avons un graphe
en entrée et nous voulons savoir s'il contient un L(p, ¢)-étiquetage sans trou.



Chapitre 1
Préliminaires

Les notations et définitions usuelles de la théorie des graphes [Ber83, BLS99| sont intro-
duites dans ce premier chapitre. Le Chapitre 5 en deuxiéme partie présentera les notations
usuelles pour la coloration et 1’étiquetage de graphes. Le lecteur averti peut directement se
référer & la premiére partie consacrée aux graphes de permutation.

Un graphe orienté G = (V, A) est un couple consitué :
1. par un ensemble V' = {vy,v9,...,v,}

2. par une famille A = (uqy,us, ..., uy) d’éléments, appelés arcs, du produit cartésien

VxV={(z,y) |lzeV,yeV}

Un élément (u,v) de V x V peut apparaitre plusieurs fois dans la famille A, nous parlons
alors d’arc multiple. Le nombre de sommets du graphe G est appelé 'ordre de G.

Un arc de G de la forme (u,u) est appelé une boucle. Pour un arc (u,v), le point u est
son extrémité initiale, le point v son extrémité terminale. Nous appelons v le successeur de u

.....

terminale en v.

L’ensemble des successeurs d'un sommet u se note N7 (u) et 'ensemble de ses prédécesseurs
N~ (u). L’ensemble des voisins de u est noté N(u) = N*(u) U N~ (u).

Lorsque l'orientation de la relation ne nous intéresse pas, nous utilisons les graphes non-
orientés. De ce fait, au lieu de l'arc (u,v), nous considérons I’ensemble formé par les points u
et v que nous notons {u,v} et que nous appelons une aréte. Deux sommets u et v sont aussi
dits adjacents lorsqu’ils sont voisins (liés par une aréte). De méme deux arétes sont adjacentes
si elles ont au moins une extrémité commune. L’ensemble des arétes d’un graphe GG est noté
E et le voisinage d'un sommet u, noté N(u), représente ’ensemble des sommets adjacents a
u. Nous disons de deux sommets non-adjacents qu’ils forment une non-aréte.

Sauf indication particuliére, seulement des graphes non-orientés simples (sans boucle ni
aréte multiple) sont étudiés par la suite.

Le degré d’un sommet u dans le graphe G est noté dg(v), c’est le nombre d’arétes ayant
une extrémité en z. Nous utilisons d(v) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le graphe concerné.
Pour un graphe G son degré mazimum est : A(G) = max{d(v) |v eV}

3
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Nous pouvons, de la méme facon que pour le degré, noter le degré maximum A lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité sur le graphe concerné.

L’ensemble N (v)U{v} est noté N[v]. Soit S un ensemble de sommets de G, le voisinage de
S, noté N(S), est 'union des voisinages des sommets de S privé de ’ensemble S. La notation
N[S] correspond a N(S) U S.

Notons l'existence de deux familles de graphes particuliéres : un stable (lorsqu’un sous-
graphe induit est considéré, les termes stable et ensemble indépendant sont indifféremment
utilisés), tous les sommets sont non-adjacents deux a deux. Un graphe complet ou clique, tous
les sommets sont adjacents deux & deux. Une clique de taille (nombre de sommets) p est notée
K, et peut aussi étre appelée p-clique.

Le complémentaire d'un graphe non-orienté G = (V, E) est noté G = (V, E') avec E' =
{{u,v} | {u,v} ¢ E} (Figure 1.1 ci-dessous).

Q)

F1G. 1.1 — Exemple d’un graphe G et de son complémentaire G

Un graphe G’ = (V' E’) est un sous-graphe de G si V! C Vet B/ C E. Si F' =
{(u,v) € E|u,v € V'}, alors G’ est un sous-graphe induit de G. G’ induit par V' est gé-
néralement noté G[V'].

Une propriété P est héréditaire si elle est vraie pour tout sous-graphe induit de G. De
méme, une famille de graphe F est dite héréditaire, si tous les sous-graphe induits d’un graphe
de F appartiennent a F.

Nous avons besoin de définir la notion d’isomorphisme :

Définition 1.1 Deuz graphes G1 = (Vi, Eq) et Gy = (Va, E3) sont isomorphes s’il existe une
fonction bijective f de Vi dans Vs telle que {u,v} € E) si et seulement si {f(u), f(v)} € Es.

Afin de compléter ces préliminaires, nous définissons maintenant un ensemble de familles
de graphes et de sous-ensembles particuliers de graphes nécessaires par la suite.

1.1 Chaine / Chemin

Les deux définitions suivantes sont valides dans le cadre de graphes orientés, celle de la
chaine dans le contexte non-orienté.
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Définition 1.2 Une chaine notée Py est une séquence p = uy,us,...,ur d’arétes de G telle
que chaque aréte de la séquence a une extrémité en commun avec l’aréte précédente et [’autre
extrémité en commun avec l'aréte suivante (Figure 1.2 ci-dessous). Le nombre d’arétes de la
séquence est la longueur k de la chaine p notée Priq. Une chaine, qui ne rencontre pas deux
fois le méme sommet, est dite élémentaire ; une chaine, qui n’utilise pas deuz fois la méme
aréte, est dite simple.

Définition 1.3 Un chemin de longueur q est une séquence p = wuy,ua,...,uqy d’arcs de G
telle que pour tout arc u; (i < q) de la séquence, l'extrémité terminale de ’arc u; coincide avec
DVextrémité initiale de ’arc w;iq.

a b c d
@ o o o

FiG. 1.2 — Le P, ou chaine de longueur 3.

1.2 Cycle

Définition 1.4 Un cycle est une chaine p = uy,us, ..., ux telle que :
1. la méme aréte ne figure pas deux fois dans la séquence,

2. les deur sommets aux extrémités de la chaine coincident.

La longueur d'un cycle est le nombre de sommets (ou d’arétes) le composant. Un cycle de
longueur k est noté C, la Figure 1.3 illustre le cas d'un Cj.

a

Fia. 1.3 — Exemple de cycle : un cycle de longueur 6 noté Cj.

1.3 Connexité

1.3.1 Graphe connexe

Un graphe est conneze si pour toute paire u, v de sommets distincts, il existe une chaine
reliant ces deux points.
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1.3.2 Composante connexe

Notons = la relation binaire définie par :

uU="v
U=0< 4§ ou

il existe une chaine reliant w et v

Cette relation est une relation d’équivalence :
1. u = u (réflexivité)

2. u=v = v =u (Symétrie)

3. u=vetv=w= u=w (transitivité)

Les classes d’équivalence constituent une partition de V' en sous-graphes connexes de G,
appelées composantes connezes de G. La Figure 1.4 représente un graphe composé de deux
composantes connexes.

1.4 Arbre et forét

Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Une forét est un graphe dont chaque compo-
sante connexe est un arbre; en d’autres termes, c’est un graphe sans cycle (Figure 1.4).

FiG. 1.4 — Exemple de deux composantes connexes : forét composée de deux arbres.

1.5 Graphe biparti

Un graphe G = (V, E) est biparti si et seulement si ’ensemble de ses sommets V' peut étre
partitionné en deux ensembles indépendants Vj et V5. Un tel graphe est notée G = (V1, Vs, E)
(Figure 1.5).

Si pour tout u € Vi et pour tout v € Vo, {u,v} € E, le graphe G = (V1, V5, E) est dit
biparti complet. Un graphe biparti complet avec | Vi |=p et | V5 |= ¢ est noté K ,.



1.6. ENSEMBLE DOMINANT

Fia. 1.5 — Exemple de graphe biparti

1.6 Ensemble dominant

Le sous-ensemble S C V' est un ensemble dominant de G (domine G) si tous les sommets
appartenant & V' \ .S ont au moins un voisin dans S, i.e. N[S] = V. Par exemple, dans un
graphe biparti connexe, chacun des stables est un ensemble dominant.

Deux sommets u et v d’'un graphe G forment une paire dominante de G si toutes les chaines

connectant u et v dominent G.
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Premiére partie

Graphes de permutation : caractérisation,
reconnaissance et étiquetage de distance

Dans cette partie, nous étudions les graphes de permutation. Notre travail va se diviser
en trois chapitres principaux : la caractérisation, la reconnaissance dynamique et I'étiquetage
de distance de cette famille. Notons que la caractérisation fournit les bases de notre travail.
En effet, nous mettons en évidence des propriétés structurelles importantes des graphes de
permutation utiles pour les études suivantes : reconnaissance dynamique et étiquetage de
distance.
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Chapitre 2

Caractérisation

Nous nous intéressons a la caractérisation des graphes de permutation afin d’obtenir des
propriétés locales exploitables pour un étiquetage de distance et un algorithme dynamique de
reconnaissance. Nous commengons par donner différentes définitions des graphes de permuta-
tion. Puis, nous présentons une nouvelle caractérisation de cette famille de graphes.

2.1 Définitions et représentations

Les définitions suivantes sont les bases de notre nouvelle caractérisation. Dans la Figure
2.1, nous présentons un exemple de graphe de permutation qui nous servira pour illustrer les
différentes définitions, représentations et propriétés.

1 3 2 6 5 9
e ® ®

FiGc. 2.1 — Exemple de graphe de permutation.

2.1.1 Définitions et résultats connus
Graphes d’intersection
Un graphe de permutation est avant tout un graphe d’intersection :

Définition 2.1 Soit S un ensemble d’objets, G = (V, E) est un graphe d’intersection ayant
pour représentation S si et seulement si :

1. il existe une bijection ¢ entre les sommets V et les objets S
2. pour tout couple s,s' de S : sNs' #3 < {¢(s),6(s")} € E

La Figure 2.2 présente un graphe d’intersection d’intervalles sur la droite réelle. Ce graphe
est un graphe d’intervalles.

11
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FiG. 2.2 — Graphe d’intersection d’intervalles sur la droite réelle ou graphe d’intervalles

Dans notre exemple, l'intervalle b intersecte les intervalles ¢, d et e, dans le graphe d’in-
tersection, le voisinage de b est donc ’ensemble {c,d,e}.

Si ’ensemble S de la définition des graphes d’intersection est un ensemble de segments
ayant leurs extrémités sur deux droites paralléles, nous obtenons un graphe de permutation.
La Figure 2.3 illustre cette représentation correspondant au graphe de permutation de la
Figure 2.1.

F1G. 2.3 — Représentation de G sous forme de graphe d’intersection de segments

Une permutation de E est toute bijection de E sur lui-méme. Dansle casou E = {1,...,n},
cet ensemble est noté S,,.

Une permutation 7 de E est notée m = 7w(1) 7(2) ... 7(n). La permutation miroir de 7
notée 7 est la permutation suivante : 7% = 7(n) m(n—1) ... 7(1). L’ordre total < défini par

une permutation 7 est tel que 7(1) < m(2) < --- < 7(n).

Nous pouvons définir un graphe de permutation de la fagon suivante :

Définition 2.2 [PLE71, EPL72] Soient L1, Lo deuz droites paralléles dans le plan et n points
étiquetés 1,2, ...,n sur L1, de méme sur la droite Lo. Le segment L; relie le point i sur la droite
L1 avec le point i sur Lo.
Soit G, = ({1,2,...,n}, Ey) tel que {i,j} € Er, si et seulement si L; et L; se coupent.
Un graphe G est un graphe de permutation s’il existe un modéle L tel qu’il est décrit dans
la premiére condition avec G = Gp,.

Cette définition est équivalente a la suivante :

Définition 2.3 [Gol80] Un graphe G est un graphe de permutation si et seulement si il exriste
une permutation 7 telle que G est isomorphe & G[r] avec le graphe Glr] = (V, E) defini de
la fagon suivante : il existe une numérotation des sommets et la permutation ™ définie sur



2.1. DEFINITIONS ET REPRESENTATIONS 13

V ={1,2,...,n} est telle que {i,j} € E si et seulement si (i — j)(7~1(i) — 7~ 1(4)) < 0. Nous
appelons G[r| ce graphe étiqueté.

Le graphe donné en exemple précédemment (Figure 2.1) est le graphe G|[r| obtenu avec
la permutation 71 =314 86 279 5. La permutation 7w ou l'illustration fournie Figure 2.3
est appelée représentation du graphe. La famille des graphes de permutation est une famille
héréditaire. En effet, & partir d’'un graphe de permutation G, enlever un sommet revient a
enlever un segment dans sa représentation, nous obtenons une nouvelle représentation et en
conséquence un nouveau graphe de permutation.

Remarquons que le graphe complémentaire d’un graphe de permutation est directement
obtenu en inversant 'ordre des extrémités des segments sur 'une des droites. La permutation
miroir de 7 est notée 7 =59 726 84 13. Le graphe G[7*] a pour représentation la Figure
24.

Par la suite, pour alléger les notations, nous utiliserons directement les sommets au lieu
d’introduire une notation pour accéder a leur étiquette. En conséquence lorsque nous compa-
rons deux sommets, nous comparons leurs étiquettes.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

FIG. 2.4 — Représentation de G.

Ordres partiels

Définition 2.4 L’orientation d’un graphe non-orienté G = (V, E) est définie par un ensemble
d’arcs T tels que pour chacune des arétes {u,v} € E l'arc (u,v) ou l’arc (v,u) appartient a T.

Par abus de langage, une orientation 7" d’'un graphe G est ’ensemble des arcs définissant
I'orientation de G.

Définition 2.5 L orientation inverse T d’une orientation T d’un graphe G est définie de la
fagon suivante : un arc (u,v) appartient a T' si et seulement si l'arc (v,u) appartient a T.

Définition 2.6 Un graphe non-orienté G = (V, E) posséde une orientation transitive T si et
seulement si pour tout triplet u,v,w de sommets de G, siles arcs (u,v) et (v,w) appartiennent
a lorientation T, alors (u,w) appartient a T.

Définition 2.7 [GH62] Un graphe est un graphe de comparabilité si et seulement si il admet
une orientation transitive.

Un graphe dont le complémentaire est un graphe de comparabilité est un graphe de co-
comparabilité
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La Figure 2.5 illustre le cas d’un graphe de comparabilité n’étant pas de co-comparabilité.
Dans le complémentaire, 'orientation d’une aréte impose successivement l'orientation des
autres, il est alors impossible d’orienter la derniére.

Fic. 2.5 — Exemple de graphe de comparabilité n’étant pas de co-comparabilité

Un théoréme complémentaire, de Duschnik et Miller [DM41], donne une caractérisation
des graphes de permutation utilisant les orientations transitives pour le graphe et son com-
plémentaire :

Théoréme 2.1 [DM}1] Un graphe G est un graphe de permutation si et seulement si G et G
sont des graphes de comparabilité.

Comme approche, nous prouvons de maniére simple que, si G est un graphe de permutation,
alors G et GG possédent une orientation transitive.

Soit G[r] = (V, E), un graphe de permutation, nous définissons une orientation 7" de la
facon suivante : si {u,v} € E et u < v alors (u,v) € T

Montrons que cette orientation est transitive : soient w,v,w € V tels que (u,v) € T et
(v,w) € T soit {u,v} € E, {v,w} € E et u < v < w. Par conséquent, 7~ *(v) < 7 L(u) et
7 (w) < 7 (v) ce qui implique u < w et 71 (w) < 7 (u) soit {u,v} € E et (u,w) € T.
Cette orientation est donc transitive.

De maniére similaire, si 'ordre total défini par la permutation 7* (7* étant la permutation
miroir de 7 : w(n), 7(n —1),...,7(1)) est utilisé pour définir une orientation, nous obtenons
une orientation transitive.

Pour obtenir une orientation transitive 7" pour G, nous utilisons la méme méthode avec
le graphe de permutation G[r*] complémentaire de G[r].

Remarque 2.1 1] est facile de voir que pour un graphe G, une orientation inverse T' d’une
orientation transitive T de G est aussi une orientation transitive de G.

Nous pouvons maintenant définir les ordres partiels :

Définition 2.8 Soit (V,<p) un ensemble partiellement ordonné :
— V est totalement ordonné si pour tout u,v € V alors u <p v ou v <p u.

— Un ordre total < sur V tel que vi < vg < --- < v, est une extension linéaire de <p si
pour tout v; <p v; alors i < j.

Définition 2.9 Soit (V,<p) un ensemble partiellement ordonné :
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— Une famille <p,,...,<p, d’ordres partiels réalise P si a <p b < a <p, b pour tout
iel, ... k.

— La dimension dim(<p) d’un ordre partiel est le plus petit nombre k d’extensions linéaires
Ly,...,L; de <p qui réalisent <p.

Définition 2.10 Soit (V, <p) un ensemble partiellement ordonné, alors : Gp = (V, Ep) avec
{u,v} € Ep siu<pv ouv <pu est le graphe de comparabilité de l’ordre partiel <p.

G = (V,E) est un graphe de comparabilité s’il existe un ordre partiel <p tel que G est
isomorphe a Gp.

Le théoréeme suivant permet de donner la dimension de ’ordre partiel représenté par le
graphe de permutation en tant que graphe de comparabilité :

Théoréme 2.2 [BFR71] Un graphe est un graphe de permutation si et seulement si c’est le
graphe de comparabilité d’un ordre partiel de dimension 2.

Les graphes de permutation étant des graphes de comparabilité d’ordres partiels de di-
menstion 2, nous pouvons exploiter leurs propriétés.

Théoréme 2.3 [DM/1] Un ordre partiel a pour dimension au plus 2 si et seulement si il
existe une extension linéaire (v1,...,v,) de cet ordre partiel tel que si i < j < k avec v; et vy
comparables, alors v; est comparable a v; ou a vy.

Une extension linéaire satisfaisant la condition du Théoréme 2.3 est appelée extension
linéaire non-séparante. Par la suite, afin d’alléger les notations, lorsque nous parlerons de
I’extension linéaire d’un graphe de permutation G, il s’agira de I’extension linéaire du graphe
de comparabilité GG correspondant & un ordre partiel d’apres la définition 2.10.

Sachant qu'un graphe de permutation est un graphe de comparabilité ainsi que son complé-
mentaire (Théoréme 2.1) nous pouvons en déduire la proposition et les remarques suivantes :

Proposition 2.1 Soit G[r] un graphe de permutation, alors L1 = (1,2,...,n) et Ly =

(m(n),m(n —1),...,7(1)) sont deuzx extensions linéaires non-séparantes de G[r] et de G[r].

Preuve. Soient L; 'ordre total < sur les entiers et Lo I'ordre total défini par la permutation
7*. Ces deux ordres définissent des orientations transitives (Théoréme 2.1) pour G et pour G
(Remarque 2.1).

Etant donné que ces ordres totaux définissent une orientation transitive dans G, nous
obtenons que si u <g, v <g, w (i € {1,2}) avec {u,w} ¢ E, {u,v} ¢ E ou {v,w} ¢ E
sinon nous obtiendrions une contradiction (la Figure 2.6 illustre cette propriété grace a la
représentation de G[rl).

De méme, nous pouvons utiliser la méme méthode dans G[r] et obtenir : si u <g, v <g, w
avec i € {1,2} et que {u,w} € E, {u,v} € E ou {v,w} € E (Figure 2.7).

Ces deux ordres sont donc des extensions linéaires non-séparantes de G[r| et de G[rx]. O

Remarque 2.2 Dans un graphe de permutation G = (V, E), un triplet de sommets u,v,w €
V' forme une configuration interdite dans un extension linéaire non-séparante de G si {u,w} €



16 CHAPITRE 2. CARACTERISATION

F1G. 2.6 — Pour chaque position de j sur la droite inférieure, j doit étre adjacent & au moins
70U j.

Fi1Ga. 2.7 — Pour chaque position de j sur la droite inférieure, j doit étre non adjacent a au
moins i ou k.

E et {u,v} ¢ E et {v,w} ¢ E ou si {u,w} ¢ E et {u,v} € E et {v,w} € E comme lillustre
la Figure 2.8.

Fi1G. 2.8 — Configurations interdites dans une extension linéaire non-séparante (les liens en
pointillé sont des non-arétes)

2.1.2 Graphes de permutation et représentations

Les graphes de permutation peuvent étre définis par rapport & des graphes de chevauche-
ment et des graphes d’inclusion d’intervalles.

Graphes de chevauchement et d’inclusion

Les familles de graphes de chevauchement et d’inclusion, ont des définitions relativement
proches. Nous les définissons en illustrant chacun des cas de la Figure 2.9, & partir du méme
ensemble d’intervalles, sur la droite réelle, en utilisant pour référence le graphe d’intersection
associé.
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Définition 2.11 Soit S un ensemble d’objets, G = (V, E) est un graphe de chevauchement
ayant pour représentation S si et seulement si :

1. il existe une bijection ¢ entre les sommets V et les objets S

2. pour tout couple s,s' de S :
(sNs'#£a et sZs et s ¢Ls) & ((s),06(s)) € E

Dans notre exemple, 'intervalle b intersecte les intervalles ¢, d et e, mais l'intervalle e est
inclus dans celui de b donc, dans le graphe de chevauchement, le voisinage de b est I’ensemble

{c,d}.

Définition 2.12 Soit S un ensemble d’objets, G = (V,E) est un graphe d’inclusion ayant
pour représentation S si et seulement si :

1. il existe une bijection ¢ entre les sommets V et les objets S

2. pour tout couple s,s" de S :
(sCs ou §Cs) & (6(s),0() €E

Enfin, considérons dans notre exemple 'intervalle b, il n’a pour voisin que le sommet e, le
seul inclus dans celui de b et aucun intervalle n’inclut celui de b.

a
d e b e
C
a b
c d
Repr ésentation Graphed’inter section
a a
[ ]
b e be——— e ¢
c d c® 4
Graphe de chevauchement Graphed’inclusion

FiGc. 2.9 — Exemple de graphe d’intersection, de chevauchement et d’inclusion a partir de la
méme représentation

Les graphes de permutation peuvent étre représentés différemment en modifiant géométri-
quement leur représentation sous forme d’intersection de segments. Les deux droites paralléles
de cette représentation sont “ouvertes” jusqu’a superposition de ces droites. Un modeéle de
chevauchement d’intervalles sur la droite réelle est ainsi obtenu (cf. Figures 2.10 et 2.11).
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Fia. 2.10 — Ouverture du modeéle de graphe d’intersection.

Fia. 2.11 — Graphe de chevauchement obtenu aprés ouverture du graphe d’intersection de la
Figure 2.9

Si deux segments se coupent dans la représentation sous forme de graphe d’intersection,
c’est qu'un segment a ses extrémités en position a sur une premiére droite et a’ sur une
seconde et le second segment en position b > a sur la premiére droite et b’ < a’ sur la seconde.
En “ouvrant” la représentation, nous obtenons deux intervalles [a,d’] et [b,b] tels que b < a
(Pordre de cette demi-droite est maintenant inversé) et b’ < @’ et, par construction, a < V', les
intervalles se chevauchent donc. De plus, en utilisant la méme méthode, nous pouvons prouver
que si deux segments ne sont pas adjacents dans la premiére représentation alors ils forment
deux intervalles inclus I'un dans 'autre dans la seconde représentation. La relation d’adjacence
reste donc inchangée par cette opération.

Dushnik et Miller [DM41] ont prouvé le résultat suivant :

Théoréme 2.4 [DM}1] G est un graphe d’inclusion d’intervalles si et seulement si G est un
graphe de permutation.

Un autre théoréme plus récent de M.C. Golumbic [Gol84] permet d’obtenir le méme résultat
a partir de la représentation des graphes de permutation en tant que graphes d’inclusion
d’objets géométriques (dans notre cas des intervalles) :

Théoréme 2.5 [Gol8}] G est un graphe d’inclusion de boites de dimension k si et seulement
si G est le graphe de comparabilité d’un ordre partiel de dimension 2k.

De méme que pour les graphes de chevauchement, en modifiant la représentation par
quelques transformations simples nous obtenons I'implication de ce théoréme. Pour construire
la représentation sous forme de graphe de chevauchement, nous avons “ouvert” la représenta-
tion du graphe sous sa forme d’intersection de segments. Nous “ouvrons” le complémentaire du
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graphe pour obtenir la représentation de la Figure 2.12. Nous pouvons, en utilisant les mémes
méthodes que pour les graphes de chevauchement, montrer que la relation d’adjacence reste
inchangée par les transformations que nous appliquons.

Fia. 2.12 — Graphe d’inclusion obtenu aprés ouverture du graphe d’intersection du complé-
mentaire du graphe de la Figure 2.9

Graphes de cordes

Un graphe de corde est le graphe d’intersection de cordes dans un cercle. La famille des
graphes de permutation est inclue dans cette famille. En effet, les droites paralléles de la
représentation sous forme de graphe d’intersection de segments peuvent étre vues comme le
résultat de ’extension d’un cercle & l’infini. La seule contrainte est qu’il doit étre possible
d’ajouter un équateur (une corde coupant toutes les autres peut étre placée sur le cercle : la
corde en pointillé Figure 2.13).

FiG. 2.13 — Représentation avec le modeéle des graphes d’intersection de cordes avec un équa-
teur en pointillé.

2.2 Nouvelle caractérisation des graphes de permutation

Dans cette nouvelle caractérisation, nous cherchons & obtenir des propriétés utiles pour
I’étiquetage de distance et la reconnaissance dynamique. Pour cela, nous étendons les résultats
de J.P. Spinrad, A. Brandstadt et L. Stewart [SBS87] sur les graphes de permutation bipartis.
Cette extension est basée sur l'orientation transitive du graphe et surtout sur la propriété de
I’extension linéaire non-séparante.

2.2.1 Reésultats connus sur les graphes de permutation bipartis

J.P. Spinrad, A. Brandstddt et L. Stewart [SBS87] ont donné une caractérisation des
graphes de permutation bipartis en utilisant des ordres sur les stables composant le graphe
biparti. Ils donnent trois définitions permettant de caractériser les graphes de permutation :
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Définition 2.13 Un ordre sur l’ensemble des sommets de S dans un graphe biparti G =
(S,T,E) a la propriété d’adjacence si pour tout sommet de T, N(x) est un ensemble de
sommets consécutifs dans ['ordre de S.

Définition 2.14 Un ordre sur l’ensemble des sommets de S dans un graphe biparti G =
(S,T,E) a la propriété de fermeture si pour toute paire de sommets v, w de T tels que N (v)
est un sous-ensemble de N(w), les sommets de N(w) \ N(v) est un ensemble consécutif de
sommets dans l'ordre de S.

Définition 2.15 Un ordre fort des sommets d’un graphe biparti G = (S,T,E) consiste en
un ordre sur l’ensemble S et un ordre sur T tels que pout tout {s,t},{s',t'} € E ou s, s
appartiennent o S et t, t' appartiennent a T, s < s' et t >t implique que {s,t'},{s',t} € E.

J.P. Spinrad, A. Brandstadt et L. Stewart [SBS87| donnent ensuite le théoréme de carac-
térisation :

Théoréme 2.6 Pour un graphe biparti G = (SUT, E), les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. G est un graphe de permutation.
2. il existe un ordre fort défini sur les sommets S UT.

3. il existe un ordre défini sur S ayant la propriété d’adjacence et de fermeture.

Nous allons tenter d’obtenir des propriétés similaires dans le cas des graphes de permu-
tations quelconques. Pour cela, nous devons donner une partition des sommets du graphe en
stables et ensuite obtenir des propriétés équivalentes basées sur des ordres dans ces stables.
Notons que les ordres ayant ces propriétés dans les graphes de permutation bipartis sont les
extensions linéaires non-séparantes du graphe (graphe de comparabilité).

2.2.2 Généralisation
Définitions et propriétés

Pour obtenir une nouvelle caractérisation des graphes de permutation, nous devons tout
d’abord introduire de nouvelles définitions :

Définition 2.16 Soient G = (V, E) un graphe et o un ordre total sur l’ensemble V. L’ orien-
tation T' de G induite par o est définie de la facon swivante : pour toute paire de sommels
u,v €V, (u,v) € T si et seulement si {u,v} € E et u <, v.

A partir de cette définition de l'orientation d’un graphe induite par un ordre total, nous
définissons la notion suivante :

Définition 2.17 Soit G = (V, E) un graphe, un ordre total o sur l’ensemble V est un ordre
transitif si et seulement si l'orientation des arétes induite par T, est transitive.

Par définition, une extension linéaire non séparante d’un graphe de permutation définit
une orientation transitive pour ce dernier. Nous obtenons donc la remarque suivante :
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Remarque 2.3 Toute extension linéaire non-séparante d’un graphe de permutation est un
ordre transitif.

Nous voulons maintenant définir une méthode de décomposition de graphes pour laquelle
nous pourrons donner des propriétés nécessaires et suffisantes caractérisant les graphes de
permutation.

Notation 2.1 Soient G = (V,E) un graphe et o un ordre total sur V, pour tout sommet
u € V', nous notons h(u) la fonction qui retourne la longueur du plus long chemin se terminant
en u dans G muni de lorientation induite par o.

Notation 2.2 Soient G = (V,E) un graphe et o un ordre total sur V, notons X; =
{u | h(u) =i} pouri de O a B ou f=max{h(u)|ueV}.

Lemme 2.1 Soient G = (V,E) un graphe et o un ordre transitif sur V', les ensembles X
sont des stables (i € [1,[3]).

Preuve. Supposons que deux sommets u,v € X; soient adjacents. Sans perte de généralité,
posons u <, v, dans lorientation 7' induite par o, nous obtenons l'arc (u,v) et en consé-
quence h(v) est au moins h(u) + 1. Ce qui contredit notre hypothése : u et v appartiennent a

I’ensemble X;. En conséquence, deux sommets adjacents ne peuvent pas appartenir au méme
ensemble X;, ces ensembles sont donc des stables. |

La Figure 2.14 illustre la décomposition d’un graphe en stables a partir de la Définition

/f\ D i
LI
(K{\/\ e

X1

Fic. 2.14 — Exemple de graphe décomposé en stables

Lemme 2.2 Si G = (V, E) est un graphe et o un ordre transitif sur V, alors tout sommet
u € V posséde des voisins dans chacun des stables X; avec 0 < i < h(u).

Preuve. Considérons un sommet v; appartenant au stable X;, si ¢ > 1, il existe un plus long
chemin P = vy, ...,v; de longueur 7. Par transitivité de o, tout sommet v; avec 0 < j < ¢ est
adjacent & v;.
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De plus, un sommet v; de P (0 < j < i) appartient au stable X;. En effet, h(v;) > j
(il existe au moins le sous-chemin vy,...,v; se terminant en v;) et si h(v;) = k > j, c’est
qu’il existe un chemin P’ de longueur k se terminant en v;. Or, dans ce cas, nous pouvons
composer un chemin P” = P’ v 1,...,v; plus long que P se terminant en v; ce qui est en
contradiction avec nos hypothéses. Donc v; € X, en conséquence, tout sommet u posséde
des voisins dans chacun des stables X; avec 0 <14 < h(u). O

Définition 2.18 Soient G = (V, E) un graphe et o un ordre total sur V', pour tout sommet
u€eV etiell,p], notons :
N;(u) = N(u) N X;

fi(u) = H<l{7n {veX|{uv}ekFE}

li(u) = nizix{v € X; | {u,v} € E}

Nous appelons respectivement f;(u) et [;(u) le premier et le dernier voisin du sommet u
dans le stable Xj.

Notons que pour effectuer une extension des propriétés définies par J.P. Spinrad, A. Brand-
stadt et L. Stewart [SBS87], nous redéfinissons les notions d’adjacence et de fermeture.

Redéfinition des propriétés d’adjacence et de fermeture

Définition 2.19 Soit G = (V, E) un graphe, un ordre total o défini sur V wvérifie la propriété
d’adjacence si et seulement si pour tout sommet w € V et i € [1, 3], si Nj(u) # &, il n'existe
pas v € X; tel que {u,v} ¢ E et que fi(u) <, v <, lj(u) (Figure 2.15).

Définition 2.20 Soit G = (V, E) un graphe, un ordre total o défini sur V vérifie la propriété
d’adjacence forte si et seulement si pour tout sommet uw € V et tout stable X de G, lorsque
N(u)NX # @, il n’existe pas de triplet de sommets v, w,z € X tel que {u,v} € E, {u,w} ¢ E,
{u,2} € E avec v <5 w <, 2.

Lemme 2.3 Toute extension linéaire non-séparante o d’un graphe de permutation G = (V, E)
vérifie la propriété d’adjacence forte.

Preuve. Soient G = (V,E) un graphe de permutation et o une extension linéaire non-
séparante de G. Supposons que le voisinage d’un sommet u € V ne soit pas consécutif dans
un stable X, posons v,w, z € X tels que {u,v} € E, {u,w} ¢ E, {u,z} € Eet v <, w <, 2

Notons que la position de u n’est pas quelconque, nous avons u <, v ou z <, u. Si
v <, u <, z, par la propriété de transitivité de Pextension linéaire non-séparante (Remarque
2.3), nous aurions {v, z} € F or, par hypothése, X est un stable.

Nous obtenons donc deux cas :

—u <, vdouu <, v <, w <y z Les sommets u, w et z forment une configuration
interdite (Remarque 2.2), en effet, {u,z} € E, {u,w} ¢ E et {v,2} ¢ E.

- z<,udonv <, w <, 2z <, u. De maniére similaire au cas précédent, les sommets v,
w et u forment une configuration interdite : {v,u} € E, {v,w} ¢ E et {w,u} ¢ E.
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En conséquence u est nécessairement adjacent & w et nous obtenons bien la propriété
recherchée. O

Nous pouvons en déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 Toute extension linéaire non-séparante d’un graphe de permutation vérifie la
propriété d’adjacence.

La Figure 2.15 illustre le cas d’un stable tel que 'ordre total sur les sommets vérifie la
propriété d’adjacence.

EXANSFIEE S

Fia. 2.15 — Exemple de stable ordonné par un ordre vérifiant la propriété d’adjacence

Définition 2.21 Soit G = (V, E) un graphe, un ordre total o défini sur V vérifie la propriété
de fermeture si et seulement si pour toute paire de sommets u,v € V, telle que {u,v} ¢ E et
pour i € [1, 3], Ni(u) # @ et N;(v) # &, siu <, v alors fi(u) <, fi(v) et l;(u) <, l;(v).

La Figure 2.15 ne respecte pas cette propriété de fermeture (sommets u et v). Pour respecter
cette propriété, nous devons inverser la position de ces deux sommets afin d’obtenir la Figure
2.16.

CEENEEERET AR

Fi1c. 2.16 — Exemple de stables produits par la décomposition précédente basée sur un ordre
ayant la propriété de fermeture

Définition 2.22 Soit G = (V, E) un graphe, un ordre total o défini sur V vérifie la propriété
de fermeture forte si et seulement si : pour toute paire de sommets non-adjacents u,v € V
tels que u <, v et X un stable de G dans lequel u et v ont un voisinage, f(u) <, f(v) et
l(u) <g l(v) avec f(u) et l(u) désignant le premier et le dernier voisin de u dans X.

Lemme 2.4 Toute extension linéaire non-séparante o d’un graphe de permutation G = (V, E)
vérifie la propriété de fermeture forte.
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Preuve. Soient G = (V,E) un graphe de permutation et o une extension linéaire non-
séparante de G. Supposons que le lemme ne soit pas vérifié. Soient u,v € V tels que {u,v} ¢ E
et u <, v, étudions leur voisinage dans le stable X en prenant, par hypothése, que leur voisi-
nage dans ce stable est non-vide. De méme que pour la preuve de la propriété d’adjacence, le
sommet v précéde son voisinage dans X ou il lui succéde dans ’ordre de I'extension linéaire
non-séparante.

Deux cas se posent :
v < f(v):

~ Si f(v) < f(u), nous avons u <, v <, f(v) <, f(u) et les sommets u, f(u) et f(v)
forment une configuration interdite (Remarque 2.2) : {u, f(u)} € E, {u, f(v)} € E

et {f(v), f(u)} & E.
— Si l(v) < I(u), nous avons u <, v <, l[(v) <, l(u) et les sommets u, v et I(u)

forment une configuration interdite : {u,l(u)} € E, {u,v} & E et {v,l(u)} € E.

— I(v) < v : nous obtenons différents sous-cas suivant 'ordre d’apparition des différents
sommets dans . Dans chacun d’eux nous allons donner les sommets qui sont en contra-
diction avec la propriété de I’extension linéaire non-séparante.

- Sil(u) <w:
—si f(v) <o f(u) <o u <5 v, les sommets f(v), u et v forment une configuration
interdite : {f(v),v} € E, {f(v),u} ¢ E et {u,v} ¢ E.
—- sil(v) <5 l(u) <5 u <5 v, les sommets [(v), [(u) et v forment une configuration
interdite : {l(v),v} € E, {l(v),l(u)} ¢ E et {l(u),v} ¢ E.
- Siu< f(u):
—si f(v) <o u <, f(u) <5 v, les sommets f(v), u et v forment une configuration
interdite : {f(v),v} € E, {f(v),u} ¢ E et {u,v} ¢ E.
—siu <, f(v) <¢ f(u) <y v, les sommets u, f(v) et f(u) forment une configu-

ration interdite : {u, f(u)} € E, {u, f(v)} ¢ E et {f(v), f(u)} ¢ E.

- sil(v) <o u <, l(u) <g vouu <, l(v) <, l(u) <; v, les sommets [(v), I(u)
et v forment une configuration interdite : {l(v),v} € E, {l(v),l(u)} ¢ E et
{l(u),v} ¢ E.

—siu <, U(v) <o v < l(u) oul(v) <, u <, v <y l(u), les sommets u, v et I(u)
forment une configuration interdite : {u,l(u)} € E, {u,v} ¢ Eet {v,l(u)} ¢ E.

En conséquence, nous obtenons bien la propriété recherchée. O

Nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 2.2 Toute extension linéaire non-séparante d’un graphe de permutation vérifie la
propriété de fermeture.

Nous pouvons maintenant donner notre théoréme de caractérisation des graphes de per-
mutation :
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Théoréme de caractérisation

Théoréme 2.7 G = (V, E) est un graphe de permutation si et seulement si il existe un ordre
total o sur 'V tel que :

1. o est un ordre transitif ;

2. o vérifie les propriétés d’adjacence et de fermeture.

Preuve.

= D’aprés la Remarque 2.3 et les Corollaires 2.1 et 2.2 une extension linéaire non-séparante
o d'un graphe de permutation G = (V, E) est un ordre transitif vérifiant les propriétés
d’adjacence et de fermeture.

< Soit G = (V, E) un graphe et o un ordre total sur V' étant un ordre transitif et vérifiant
les propriétés d’adjacence et de fermeture. Pour prouver que ce graphe est un graphe de
permutation, nous donnerons une orientation transitive du complémentaire du graphe.
En effet, pour le graphe lui méme cela est implicite, o est un ordre transitif.

Donnons une orientation 77 du complémentaire : pour tout u,v € V, avec u € X;,
eXj{uwpé¢Eet1<i<j<p

—sii=jetu<,w, alors (u,v) € T;
—sii<jetu<, fi(v)alors (u,v) € T sinon (v,u) € T".

L’objectif est maintenant de vérifier si T” est une orientation transitive du complémen-
taire du graphe. Pour tout u,v,w € V, v € X;, v € Xj et w € X avec 4,5, € [1,0].
Nous avons (u,v) € T" et (v,w) € T”, nous voulons obtenir {u,w} ¢ E et (u,w) € T".

—i=7j =1, {u,w} ¢ E car d’aprés le Lemme 2.1 ces deux sommets sont dans le
méme stable comme l'illustre la Figure 2.17. (u,v) € 7" = u <, v et (v,w) €
T = v <, wor <, est un ordre total donc u <, w et (u,w) € T".

?

{ u/ % \b --- 0 }Xi:j:l

u w

Fig. 2.17-Cast=j=1

—Sii=j#I Tarc (v,w) € T" implique v <, fj(w) or u <, v et u € X; d’on
u <o fj(w) et en conséquence {u,w} ¢ E et (u,w) € T'. Nous ne traitons ce cas
que lorsque [ > 1 illustré Figure 2.18, ce qui garantit que w a des voisins dans
X; d’aprés le Lemme 2.2. La preuve du sous-cas [ < 7 est similaire en utilisant le
voisinage de v comme référence.
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E Y X,

FIG. 2.18 - Cas i = j < |

— Sii # j =1, ce cas est symétrique au précédent, 'arc (u,v) € T" implique ;(u) <, v
or v <, w et we X; d’ou l;(u) <, w et en conséquence {u,w} ¢ E et (u,w) € T".
De méme que pour le cas précédent, nous ne traitons que le sous-cas 7 > 7, ce qui
nous garantit que u a des voisins dans X, d’aprés le Lemme 2.2, le cas i < j est
illustré figure 2.19.

Fig. 219 -Cast < j =1

— i =1 # j (Figure 2.20), par hypothése nous avons {u,w} ¢ FE, maintenant, si
i < j, d’apres le Lemme 2.2 N;(v) # @, d’ou (u,v) € T" implique u <, f;(v) et
(v,w) € T" implique [;(v) <, w et en conséquence u <, w soit (u,w) € T". Si j < 1,
nous obtenons u <, w avec la contraposée de la propriété de fermeture (Définition
2.21) et donc (u,w) € T".

E y: } i

{ %/ z > \?v }Xi:z

4 9

F1G. 2.20 — Premier cas de i =1 # j

—i#£j et j£I et i£I
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-1 < jJ <l<& 1l < j <1 ces deux cas sont symétriques, nous appliquons
directement la propriété de fermeture (entre v et w dans le premier cas et
entre u et v dans le second, d’aprés le Lemme 2.2 nous sommes certains qu’ils

ont des voisins dans les stables d’indice inférieur) et en conséquence (u,w) € T’
(Figure 2.21).

ea
A

Fic. 221 - Casi<j <l

—i<l<j&l<i<j(Figure 2.22), similairement au cas précédent, nous
appliquons directement la propriété de fermeture (entre v et w dans le permier
cas et entre u et v dans le second) pour obtenir (u,w) € T".

Vv
E y }Xﬂ'

F1G. 2.22 — Premier cas de i <[ < j

- j<l<i<% j<i<l, dans ces deux cas, nous avons [j(u) <, v <, fj(w) et en
utilisant la contraposée de la propriété de fermeture, nous obtenons ;(u) <, w

dans le premier cas et u <, f;(w) dans le second, en conséquence (u,w) € T”
(Figure 2.23).
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F1G. 2.23 — Premier cas de j <[ <1

Finalement nous obtenons 1’équivalence entre un graphe de permutation et un graphe
ayant un ordre transitif sur ces sommets vérifiant les propriétés d’adjacence et de fermeture. O

2.3 Conclusion

Cette caractérisation fournit un ensemble de propriétés relatives au voisinage des sommets.
Cette caractérisation a été définie afin de permettre le développement d'un algorithme de
reconnaissance dynamique des graphes de permutation ainsi que d’un étiquetage de distance
de cette méme famille. Nous appliquerons et montrerons la pertinence de ce résultat sur ces
problémes dans les Chapitres 3 et 4.



Chapitre 3

Reconnaissance dynamique

Notre objectif est de répondre a la question suivante : & partir d’'un graphe de permutation
G = (V, E), si une requéte d’ajout d'un sommet x est effectuée avec |N(z)| = d et N(z) C
V(@) est-ce que le graphe reste de permutation ? Dans la cas ou la réponse est positive, quelles
sont les mises a jour que nous devons effectuer ?

Nous étudions la résolution de ce probléme en utilisant la caractérisation définie précé-
demment. Pour cela, nous donnons un ensemble d’algorithmes permettant la vérification des
propriétés de transitivité, d’adjacence et de fermeture. Avant de présenter ces résultats, nous
définissons la décomposition modulaire et son lien aves les graphes de permutation en utilisant
les résultats connus sur la famille des cographes.

3.1 Introduction

Le principe d’un algorithme dynamique est de permettre d’effectuer des modifications sur
un graphe tout en maintenant un certain nombre de propriétés sans jamais faire de calcul
global sur le graphe. Chaque opération sur un graphe, comme par exemple, I'insertion ou la
suppression de sommets, ne dépend que du degré des sommets concernés. L’intérét majeur est
la complexité en temps de ces opérations. Lorsque nous considérons une telle modification, au
lieu de vérifier si des propriétés sont maintenues dans le graphe en exécutant un algorithme
global, nous exécutons un algorithme local & la partie modifiée. La complexité joue alors un
role important. En effet, nous devons comparer ’algorithme local & I’algorithme global. La
complexité de 'algorithme local doit étre inférieure pour que ce dernier soit intéressant et
exploitable.

Les algorithmes dynamiques de reconnaissance sont habituellement divisés en diverses
classes [EGI9T7] :

1. algorithmes dynamiques complets ou totaux si les suppressions et les insertions d’arétes
sont possibles.

2. algorithmes dynamiques partiels incrémentauz si seulement les insertions d’arétes sont
autorisées.

3. algorithmes dynamiques partiels décrémentauz si seulement les opérations de suppression
d’arétes sont autorisées.

29
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Dans notre cas, nous nous intéressons a l'ajout de sommets et non d’arétes dans les graphes
de permutation. Nous construisons un algorithme de reconnaissance des graphes de permuta-
tion dynamique partiel incrémental pour les sommets. Notons que si nous sommes capables
d’ajouter et de supprimer des sommets dans un graphe, nous sommes capables d’ajouter et
de supprimer des arétes dans un graphe. Prenons ’exemple de ’ajout d’une aréte entre deux
sommets u et v d’'un graphe, nous supprimons u et le rajoutons avec son voisinage modifié
par I'ajout de l'aréte {u,v}.

Le probléme d’une telle méthode est que nous devons comparer la complexité de 1’algo-
rithme global qui permet de vérifier nos propriétés et celle de deux algorithmes locaux utilisés
pour supprimer le sommet et rajouter le sommet. Cette méthode n’est alors intéressante que
si la complexité de 'algorithme global reste supérieure & celle des deux opérations.

3.2 Décomposition modulaire

Les graphes de permutation admettent de nombreuses représentations et définitions. Le
principal probléme est que pour un graphe de permutation G, plusieurs représentations sont
possibles. Prenons le graphe Figure 3.1, les sommets 1 et 3 sont interchangeables de méme que
les sommets 2 et 4. Nous présenterons les raisons pour lesquelles ces sommets sont interchan-
geables ainsi qu’une structure de données permettant de retrouver toutes les représentations
correspondant a un graphe donné.

1 5 1 4 2 3
3 4

2 3 1 4
Graphe G=(V, E) Représentation de G

F1a. 3.1 — Equivalence entre les sommets 1 et 3 (entre les sommets 2 et 4).

En fait, le nombre de représentations différentes est lié a la présence de modules. Nous
définissons donc cette notion et présentons les résultats connus sur la décomposition modulaire.

3.2.1 Définitions

La décomposition modulaire (aussi appelée décomposition par substitution) est largement
utilisée pour des graphes, des ordres partiels, des hypergraphes ou d’autres types de structures
[MR84, M5h85, M5h89.

Définition 3.1 Soit G = (V, E) un graphe. Le sous-ensemble M CV est un module de G si
pour tout triplet de sommets u,v € M, et w € V\ M, si {u,w} € E alors {v,w} € E (Figure
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Si nous reprenons I'exemple du Cy Figure 3.1, les sommets 2 et 4 (1 et 3) sont interchan-
geables car ils appartiennent au méme module.

M

Fia. 3.2 — Exemple de module

Notons la présence de modules particuliers :

Définition 3.2 Soit G = (V, E) un graphe :

1. M CV est un module trivial de G si M =V, M =&, ou |[M|=1. M est un module
propre si M # V.
2. M est un module premier, si M contient seulement des modules triviauz (il n’est pas

décomposable).

3. Deuz modules M, M' se chevauchent si les ensembles M N M', M\ M', et M'\ M sont
non vides.

4. Un module M est dit module fort si pour tout module M', les modules M et M’ ne se
chevauchent pas, i.e. MNM' =@, ou M C M', ou M' C M.

Nous pouvons maintenant définir la notion de graphe premier. Un graphe est premier si
et seulement si il ne peut pas étre décomposé en modules non triviaux, la Figure 3.3 donne
I’exemple d’un tel graphe.

_/

Fia. 3.3 — Graphe premier pour la décomposition modulaire (décomposable seulement en
modules triviaux)

Quelques propriétés intéressantes permettent d’effectuer des opérations entre les modules :

Proposition 3.1 Soit G = (V, E) un graphe et soient A et B deur modules de G. Alors les
opérations suivantes peuvent étre appliquées :
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1. AN B est un module.

2. Si BEZ A, alors A\ B est un module.

3. S1t AN B # &, alors AU B est un module.

4. Pour U CV, l’ensemble ANU est un module de G(U).

3.2.2 Théoréme de décomposition modulaire

L’ensemble de ces propriétés donne un théoréme de décomposition canonique, un arbre de
décomposition unique correspondant & chaque graphe :

Théoréme 3.1 [Gal67, Hab81, HM79, Sum71] Soit G = (V,E) un graphe avec au moins
deur sommets. Alors une seule de ces conditions est valide :

1. G est non conneze et peut étre décomposé en ses composantes connexes (décomposition
paralléle).

2. G est non connexe, G peut étre décomposé via les composantes connexes de G (décom-
position série).

3. G et G sont connezes. Il existe U CV et une unique partition P de V telle que :
(a) |U| >3
(b) G(U) est un sous-graphe premier mazimal de G
(¢) Pour toute classe S de la partition P, S est un module et |[SNU| = 1.

Des algorithmes de décomposition modulaire polynomiaux existent & partir de cette dé-
finition [MS99]. L’arbre de décomposition obtenu contient trois types de noeuds : des noeuds
paralléles, des nceuds séries et des noeuds premiers comme l'illustre la Figure 3.4.

La notion de nceud est attachée a celle de graphe quotient. Le graphe quotient G’ d’un
graphe G est le graphe obtenu par contraction de tous les modules de G.

Paralléle

1 2 3 4
I 5 Premier Série
6 7 8
I 9

1 Série 3 4 7 Parallele
2 5 6 Série
8 9
Graphe G Arbre de décomposition de G

FiG. 3.4 — Décomposition modulaire d’un graphe.
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3.2.3 Liens avec D’orientation transitive

La décomposition modulaire est fortement liée a ’orientation transitive des graphes. Pre-
nons un graphe G = (V, E) et regardons de quelle facon nous pouvons lui attribuer une orien-
tation transitive et quel est le lien avec la décomposition modulaire. Pour cela nous utilisons
la méthode de Gallai [Gal67] en définissant deux relation I' et T'* de la fagon suivante :

F1G. 3.5 — Deux arétes dont l'orientation est liée

Construisons la relation suivante : {a,b}I'{c,d} si et seulement si b = c et {a,d} ¢ E.
Cette définition est telle qu'une aréte, une fois orientée, force ’orientation des arétes avec
lesquelles elle est en relation (Figure 3.5). La Figure 3.6 illustre les différentes orientations
possibles pour cette paire d’arétes.

F1c¢. 3.6 — Les deux orientations possibles pour une paire d’arétes en relation par I'

Nous pouvons définir la relation I'* de la fagon suivante : {a,b} I'* {¢, d} si et seulement si il
existe une suite d’arétes {u1, ]}, {ua, u5}, ..., {ug, ul} avec k > 2 telle que {a,b} = {u1,u}}
et {u, )} = {c,d} et {w;, uf} T {ujp1,uf, ) avec 1 <i <k —1.

La relation I'* est une relation d’équivalence, elle est réflexive, symétrique et transitive.
Nous pouvons donc regarder les classes d’équivalence obtenues.

Nous pouvons identifier le lien entre les modules et la relation I'* : les arétes internes au
module M ne peuvent pas étre forcées par l'orientation fixée ailleurs dans le graphe. En effet,
un sommet u appartenant a V' \ M est adjacent soit & aucun sommet de M soit & tous les
sommets de M. Dans ce dernier cas, u est adjacent aux deux extrémités de chacune des arétes
internes de M (dont les deux extrémités appartiennent a M). Les arétes ayant une extrémité
dans M et une extrémité dans V'\ M ne peuvent donc pas forcer 'orientation d’arétes internes
a M. L’orientation de M est donc indépendante de celle de G o M est quotienté.

Si nous considérons le cas des graphes premiers, un graphe est premier si toutes ses arétes
appartiennent & la méme classe d’équivalence appelée aussi classe de forcage par la relation
I'*. Ce résultat implique naturellement le Théoréme 3.2. En conséquence, un tel graphe ne
contient que deux orientations transitives inverses 1’'une de ’autre.

Théoréme 3.2 [Gol80] Un graphe de comparabilité premier a exactement deuz orientations
transitives, dont chacune est l'inverse de l’autre.

Notons qu’a partir du Théoréme 3.2 nous pouvons en déduire :
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Remarque 3.1 Pour un graphe de permutation premier, les deux seules orientations transi-
tives du graphe sont obtenues par la méthode issue de la Proposition 2.1 page 15.

Nous obtenons directement le lien entre la décomposition modulaire et ’orientation tran-
sitive d’un graphe. Sur un exemple de décomposition modulaire de graphe, nous étudions de
quelle facon une orientation transitive est obtenue.

ECEmNE

F1G. 3.7 — Recherche d’une orientation transitive dans un graphe de comparabilité.

Considérons le graphe de comparabilité de la Figure 3.7, nous recherchons une orientation
transitive de ce dernier a partir de sa décomposition modulaire. [.’exemple que nous avons
choisi ne contient qu'un seul module, mais la méthode est identique §’il en contient plusieurs.

Pour orienter ce graphe, nous procédons par étape, quelle que soit l'orientation choisie
dans I’ensemble X, le choix de l'orientation vers ’extérieur ne dépend que de celle choisie
pour le graphe quotient (une fois ’ensemble X contracté).

1 2 k-2 k-1 X k+#1 k+2 n-1 n

Fia. 3.8 — Orientation transitive du graphe quotient.

Ensuite, il suffit de chercher une orientation dans I’ensemble X pour connaitre ’orientation
transitive de ’ensemble du graphe. Quel que soit le choix d’orientation de X, la transitivité
vers lextérieur est respectée.

kl k? km—l km

<[00 o]

F1G. 3.9 — Orientation transitive de ’ensemble X.

Nous présentons maintenant la famille des cographes afin d’étudier les liens entre cette
classe de graphes et celle des graphes de permutation. En effet, la famille des cographes permet
d’étayer l'utilisation de la décomposition modulaire et d’effectuer un traitement particulier
dans le cas des nceuds premiers.
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3.2.4 Cas des cographes

Corneil, Perl et Stewart ont donné un algorithme linéaire incrémental de reconnaissance des
cographes [CPS85] étendu, plus récemment, par Shamir et Sharan, en algorithme dynamique
total [SS04]. Dans les deux cas, un arbre de décomposition modulaire est maintenu.

Définition 3.3 Un graphe est un cographe si et seulement si ['arbre de sa décomposition
modulaire (coarbre) ne contient que des neeuds paralléles ou séries.

La Figure 3.10 illustre le cas d’un cographe.

a

Fic. 3.10 — Exemple de cographe
De maniére similaire, un théoréme de Sumner défini les cographes :
Théoréme 3.3 [Sum73, Sum71] Si G est un graphe premier, alors G contient un Py induit.

Un graphe décomposable en nceuds paralléles et séries est un graphe admettant une orien-
tation transitive et par conséquent dont le complémentaire admet une orientation transitive (le
type des nceuds est inversé). En effet, en partant du bas de ’arbre nous définissons une orien-
tation transitive 7' au cographe G' = (V, E) : si deux modules sont en composition paralléle,
il n’y a pas d’aréte a orienter.

S’il sagit d’un neceud série, ayant pour fils k modules Mj,..., M}, si nous considérons le
graphe quotient induit par ces modules, nous obtenons une clique. Nous orientons chaque aréte
d’un sommet d’un module M; vers un sommet du module M si ¢ < j. Notons que les modules
M; et M; induisent un graphe biparti complet dans le cographe et que les arétes internes aux
modules sont déja orientées transitivement.

Si nous avons trois sommets v € M;, v € M; et w € M tels que dans l'orientation T,
obtenue par cette méthode, nous avons les arcs (u,v) € T et (v,w) € T. Si i = j = [, par
hypothése, nous avons une orientation transitive dans le module et en conséquence (u,w) € T.
Sii<j=1(oui=j <l ces deux cas sont symétriques) nous avons bien un arc de u vers
w, en effet M; et M; forment un biparti complet, nous avons donc I'aréte {u,w} € E et ¢
étant inférieur & j, nous avons l'arc (u,w) € T. Enfin, si i < j <[, les modules induisant une
clique, nous avons l'aréte {u,w} € E et i étant inférieur a [, nous obtenons que (u,w) € T.
En conséquence, nous avons bien obtenu une orientation transitive de G par cette méthode.
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L’utilisation d’une méthode similaire dans le graphe complémentaire permet de montrer
qu'un cographe est un graphe de comparabilité et de co-comparabilité et en conséquence un
graphe de permutation.

3.3 Reconnaissance des cographes

Une piste de recherche pour la reconnaissance dynamique des graphes de permutation
serait d’étendre les travaux de Corneil, Perl et Stewart [CPS85] qui utilisent la décomposition
modulaire dans un algorithme dynamique partiel incrémental de reconnaissance des cographes
(Définition 3.3 page précédente). Ces travaux ont été étendus par Shamir et Sharan [SS04|
qui ont donné un algorithme dynamique total, ajoutant ainsi un algorithme pour I’ajout et
la suppression des arétes. Notre travail, réalisé apres une étude de ces travaux, se place en
amont de cette étape de traitement de 'arbre de décomposition. En effet, nous fournissons
une reconnaissance dynamique des graphes de permutation premiers. Par la suite, l'idée serait
d’étudier la possibilité de cumuler les résultats sur les nceuds premiers avec ces travaux sur
les cographes pour obtenir une reconnaissance de la famille des graphes de permutation.

Précédemment, nous avons conclu que les cographes ne contiennent pas de noeud premier
et donc pas de Pj induit (Théoréme 3.3 page précédente). De plus, un arbre de décomposition
unique correspond & chaque cographe (coarbre, Figure 3.11).

a Serie(S)

Parailde (P) P

c G
- IN
7N

FiG. 3.11 — Exemple de cographe avec son coarbre associé.

En conséquence, le principe de l'algorithme de reconnaissance est le suivant : soit un
cographe G = (V, E), une requéte pour ajouter un sommet z est effectuée avec N(z) C V(G)
et |N(z)| = d. A partir de I’ensemble N (x), le coarbre correspondant au graphe est marqué.
Une fois cette étape de marquage terminée, une étape de vérification est lancée. En effet, des
configurations concernant le marquage induisent la création de P, et en conséquence que le
sommet ne peut pas étre ajouté sans que le graphe ne soit plus un cographe.

Enfin, la derniére étape est une mise a jour de ’ensemble du coarbre. Cet algorithme fournit
donc une reconnaissance dynamique partielle incrémentale des cographes avec une complexité
en temps O(d) pour I'ajout d'un sommet de degré d.

La famille des cographes est une famille héréditaire (Définition 1 page 4), il faut uniquement
définir la mise & jour du coarbre lors d’une suppression. Le probléme restant est le traitement
des ajouts et suppressions d’arétes. Shamir et Sharan ont défini des régles supplémentaires
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nécessaires pour traiter ces cas ainsi qu’un ensemble d’algorithmes de reconnaissance pour des
sous-classes des cographes [SS04].

3.4 Reconnaissance des graphes de permutation premiers

Ce type de mise & jour de I’arbre de décomposition constitue une base solide pour fournir
un algorithme pour les graphes de permutation quelconques. Dans cette optique, il serait
seulement nécessaire d’ajouter des régles de marquage spécifiques aux nceuds premiers. Pour
cela, il est nécessaire de savoir traiter les noeuds premiers seuls. Notre travail consiste donc
en la définition d’un algorithme partiel incrémental pour la reconnaissance des graphes de
permutation premiers.

Pour traiter les graphes de permutation dans leur ensemble, nous supposons que cette
brique de base suffirait en ajoutant, dans des travaux futurs, des régles de maintenance de
l'arbre de décomposition modulaire (de la méme maniére que [CPS85]).

Nous utilisons une structure de données composée d’un ordre transitif o et d’'un ensemble
de [ stables 8 = {X1,..., Xg} tels que X; = {u € V | h(u) =i} et o vérifie les propriétés
d’adjacence et de fermeture. Le Figure 3.12 donne l'exemple d’un graphe dans la structure
ainsi définie.

Les algorithmes utilisent les fonctions donnant le premier et le dernier voisin d’'un sommet
u dans chaque stable X; : f;(u) et [;(u). Mais, il est aussi nécessaire d’accéder au successeur
et au prédécesseur d’un sommet dans un stable donné ainsi qu’au degré d’un sommet limité a
un stable particulier.

1 3 2 6 5 9
e ® ®
4 8 7
8

~ .
/I

AT Fs
YV,

1

Fia. 3.12 — Exemple de graphe de permutation et sa structure de données associée.

Définition 3.4 Dans un stable X, sont définis le successeur et le prédécesseur d’un sommet
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u € X de la fagon suivante :

succ(u) = néin {ve X |u<q,v}

pred(u) = max {ve X |v<,u}
Le degré d’un sommet dans un stable pour i € [1,[] :
di(u) =] N(u) N X; |
Le voisinage d’un sommet u peut étre partitionné en deur sous-ensembles :
N*(u) = {v € N(u) | h(v) > h(u)}
N7 (u) = {v € N(u) | h(v) < h(u)}

Nous procédons par étape en effectuant, dans un premier temps, un marquage des sommets
voisins du nouveau sommet z, soit de 'ensemble N (x), dans un second temps, des vérifications
successives pour chacune des propriétés que nous devons maintenir dans le graphe.

D’apres le Théoréme 2.7 page 25, un graphe est un graphe de permutation s’il existe un
ordre transitif o vérifiant les propriétés d’adjacence et de fermeture.

Lorsque la requéte d’ajout du sommet = de degré d est effectuée, nous voulons vérifier s’il
est possible de I'ajouter dans 'ordre o pour que cet ordre reste transitif et qu’il respecte les
propriétés d’adjacence et de fermeture.

L’algorithme principal se décompose de la facon suivante :

Algorithme 1: Reconnaissance
Données : Un graphe de permutation connexe G avec n sommets décomposé en [3
stables, un ordre total o défini sur V' et le voisinage N(x) d’un nouveau

sommet x
Résultat : Le nouveau graphe de permutation premier s’il le reste

Marquage de N(z).

Nous vérifions si le voisinage de x respecte la propriété d’adjacence.

Nous vérifions si z peut étre ajouté dans o de maniére & respecter la propriété
de transitivité.

Nous vérifions si le voisinage de x respecte la propriété de fermeture.

5 Une fois ces étapes terminées, la position de z est déterminée et nous I'insérons
de maniére fictive & sa position.

6 Nous vérifions si les sommets du graphe vérifient toujours la propriété d’adja-
cence malgré I'ajout de x.

7 Nous vérifions si les sommets du graphe vérifient toujours la propriété de ferme-
ture malgré I'ajout de x.

8 Nous insérons réellement le sommet a la position déterminée précédemment.

Nous donnons maintenant le développement de chacune de ces étapes.
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3.4.1 Marquage

Nous marquons ’ensemble des voising du nouveau sommet z (étape 1 de 'algorithme
Reconnaissance) ainsi que les stables les contenant. Nous définissons les fonctions suivantes :

Définition 3.5 Les fonctions M(u) et Mg(X) avec u un sommet et X un stable :

M(u) =

1 sile sommet u est marqué
0 sile sommet u est non-marqué

Mg(X) =Y M(u)

ueX

A partir de ce marquage, nous pouvons vérifier les différentes propriétés et valider I’appar-
tenance du graphe a la famille des graphes de permutation.

Considérons le graphe de la Figure 3.12, nous illustrerons ’ensemble des algorithmes en
utilisant ce graphe avec I’ensemble N(x) = {2,4,5,6,7}. La Figure 3.13 illustre le marquage
des sommets appartenant a N (x).

A
Ai A
S/ N4 WV

1 2 5

9

e

X1

Mg(X1)=2  Ms(X2)=3  Ms(X;3)=0

F1a. 3.13 — Marquage des sommets appartenant a N(x) = {2,4,5,6,7}.

3.4.2 Propriété d’adjacence

Pour vérifier la propriété d’adjacence (étape 2 de lalgorithme Reconnaissance), il est né-
cessaire de vérifier que les sommets voising de x (sommets marqués) forment un intervalle dans
chacun des stables.
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Algorithme 2: Adjacence
Données : Un graphe de permutation connexe G avec n sommets décomposé en [3
stables, un ordre total o défini sur V' et le voisinage N(x) d’un nouveau

sommet x
Reésultat : Si la propriété d’adjacence est respectée par le voisinage de x

1 pour chaque i € [1, 5] tel que Mg(X;) > 0 faire
‘ Adjli] < 0
fin
2 pour chaque u € N(z) faire

si pred(u) n’existe pas ou M (pred(u)) = 0 alors
| Adjlh(u)] < Adj[h(u)] + 1
fin

si succ(u) n’existe pas ou M (succ(u)) =0 alors
| Adj[h(w)] — Adjlh(u)] +1

fin
fin
3 pour chaque i € [1, 5] tel que Mg(X;) > 0 faire
si Adj[i] # 2 alors
| return Insertion Impossible
fin
fin

La complexité de cet algorithme est en temps O(d), nous ne parcourons que l'ensemble
des sommets marqués.

Cet algorithme se décompose en trois étapes :

— La boucle 1 initialise un tableau a zéro, elle ne parcourt que les stables marqués. Elle
prépare un compteur par stable X; marqué qui donne par la suite le nombre de sommets
bornant un intervalle marqué dans X;. Nous parcourons au plus d stables.

— La boucle 2 compte le nombre de sommets qui sont & l'extrémité d’un intervalle de
sommets marqués. Notons qu’un sommet seul, compté deux fois, forme un intervalle a
un élément. Nous parcourons ici exactement d sommets.

— La boucle 3 est ’étape de vérification : pour chacun des stables marqués, si un compteur
est différent de 2 c’est que plus d’un intervalle est présent dans ce stable. Nous parcourons
au plus d stables lors de cette vérification.

De cette fagon, nous obtenons les sommets formant les bornes des intervalles de sommets
marqués dans chacun des stables. Donc, a partir de cette étape, nous pouvons utiliser les
fonctions f;(z) et [;(x) pointant sur le premier et le dernier sommet marqué du stable X; avec
iell,pl.

Dans notre exemple, le marquage illustré Figure 3.13 respecte bien la propriété d’adjacence.
Si jamais le sommet 6 n’avait pas été marqué nous aurions obtenu Adj[2] = 4 et donc que la
propriété d’adjacence n’était pas respectée.
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3.4.3 Propriété de transitivité

Pour vérifier la propriété de transitivitée (étape 3 de I'algorithme Reconnaissance), nous
simulons 'ajout de x et nous orientons ’ensemble des arétes E, lui étant incidentes.

Lemme 3.1 Soit G = (V, E) le graphe de permutation premier avant l'ajout de x ayant une
orientation transitive T, une orientation transitive de G' = (V U {z},E U E,) ne nécessite
qu’une orientation des arétes de E, sans modifier ['orientation T .

Preuve. Si G’ est un graphe de comparabilité, il posséde une orientation transitive 7" qui
induit une orientation transitive dans G. Or, si G = (V, E) est un graphe de permutation
premier, d’aprés le Théoréme 3.2, il ne posséde que deux orientations transitives inverses
I'une de l'autre. Donc, pour donner une orientation transitive de G’, nous pouvons étendre
l'orientation transitive de G' en donnant uniquement ’orientation des arétes de E,. O

Pour étendre I'orientation de GG en orientant les arétes autour de x, nous utilisons les classes
de forgage décrites précédemment (sous-section 3.2.3) dues a Gallai [Gal67].

Algorithme 3: Orientation : Partie 1
Données : Un graphe de permutation premier (G, une orientation 7" induite par un
ordre transitif o et le voisinage N(z) d’un nouveau sommet z

Résultat : Une orientation des arétes incidentes & x ajoutée dans T'

(a) pour chaque u € N(z) faire
(b) pour chaque v € N(u) faire
si {v,z} ¢ E alors
si (u,v) € T alors
1 si (z,u) € T alors
‘ retourner Insertion Impossible
sinon
T TU{(w )
fin
sinon
2 si (u,z) € T alors
’ retourner Insertion Impossible
sinon
’ T —TU{(z,u)}
fin

fin

fin
fin

Dans cet algorithme Orientation : Partie 1, pour chacune des arétes incidentes a x :

— Si elle est déja orientée, nous regardons si elle ne peut pas étre forcée dans l'autre sens.
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— Si elle n’est pas orientée, nous vérifions qu’aucune aréte lui étant adjacente ne force son
orientation.
A la suite de cet algorithme, nous avons une orientation des arétes forcées par les sommets
non-adjacents & x. Nous devons encore vérifier que les arétes incidentes a x ne se forcent pas
entre elles.

Algorithme 4: Orientation : Partie 2
Données : Un graphe de permutation premier (G, une orientation 7" induite par un
ordre transitif o avec les arcs ajoutés par I’algorithme Orientation : Partie 1
et le voisinage N (z) d’un nouveau sommet z

Reésultat : Si Uorientation 7" modifiée par l'algorithme Orientation : Partie 1 est une
orientation transitive

(c) pour chaque u € N(z) faire
(d) pour chaque v € N(z) \ N(u) faire
3 si (v,z) €T et (x,u) €T alors
| retourner Insertion Impossible
fin
4 si (z,v) €T et (u,x) € T alors
| retourner Insertion I'mpossible
fin
fin
5 si(u,z) ¢ T et (x,u) ¢ T alors
| retourner Module série créé
fin

fin

L’algorithme Orientation : Partie 1 est en temps O(dA). En effet, la boucle (a) est itérée
pour chaque voisin de x soit d fois et la boucle (b) est itérée A fois. Pour chaque voisin de z,
nous parcourons son voisinage qui est au plus de taille A.

La complexité de I’algorithme Orientation : Partie 2 est en temps O(d?), la boucle (c) est
itérée d fois, et la boucle (d) est itérée au plus d fois.

Montrons maintenant que l’orientation obtenue est une orientation transitive :

Lemme 3.2 Pour tout sommet uw € V wvoisin de x, il n’y a pas de paire de sommets v,w € V
telle que (u,v), (w,u) € T avec {x,w} ¢ E et {x,v} ¢ E sans “Insertion Impossible” retourné
par 'algorithme.

Preuve. Si deux tels sommets v et w existent, dans Uorientation T', 'arc (u,v) € T force
larc (u,xz) € T et larc (w,u) € T force l'arc (x,u) € T ce qui est contradictoire. Cette
situation est détectée lignes 1 et 2 de ’algorithme Orientation : Partie 1, qui retourne alors
que l'insertion est impossible. O

Lemme 3.3 [l n’existe pas de paire de sommets u,v € V tels que (u,z) € T et (z,v) € T
avec {u,v} ¢ E sans “Insertion Impossible” retourné par l’algorithme.
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Preuve. Si deux tels sommets u et v existent, dans l'orientation T', 'arc (u,z) € T force
lorientation de l'arc (v,x) € T et réciproquement, l’arc (z,v) € T force l'orientation de l'arc
(z,u) € T. Cette orientation est contradictoire et est détectée lignes 3 et 4 dans 'algorithme
Orientation : Partie 2 comme impliquant que l'insertion est impossible. O

Lemme 3.4 Notre algorithme d’orientation est tel qu’il n’y a pas de circuit induit par T .

Preuve. Si un circuit est créé par 'ajout de x, c’est que nous avons un chemin de u & v dans
le graphe G tel que nous obtenons par nos algorithmes les arcs (z,u) € T et (v,z) € T.

Supposons que nous soyons dans cette situation, par transitivité de T' dans G, nous avons
larc (u,v) € T. Si (z,u) € T, c’est qu'il existe v’ € V tel que {u,u'} ¢ E et (v',u) € T et par
transitivité (u/,v) € T'.

Par conséquent, nous avons {u',z} ¢ E, {z,v} € E et («/,v) € T ce qui implique que
nous ayons (x,v) € T' et nous obtenons une contradiction avec la création d'un circuit. O

Lemme 3.5 [l n’existe pas de module série dans le graphe G avec x ajouté sans “Module série
créé” retourné par 'algorithme.

Preuve. S’il existe un module série dans le graphe a la suite de I'insertion de z, c’est qu’il
existe un sommet u voisin de z tel que N|[x] = N|u|. Dans ce cas, l'orientation forcée autour
de x va correspondre & 'orientation des arétes autour de u. I’ensemble des arétes va étre dans
la méme classe de forgage.

Maintenant regardons 'orientation de l'aréte {u,z} € E. Elle n’est pas forcée en effet,
pour tout v appartenant a N(z), nous avons v € N(u). Ce cas est détecté ligne 5 de
Palgorithme Orientation : Partie 2 et renvoie “Module série créé” contenant u et x. O

Théoréme 3.4 L’orientation T' obtenue par les algorithmes Orientation : Partie 1 et Orien-
tation : Partie 2 est une orientation transitive.

Preuve. Avant l'insertion de x, 'orientation de G est transitive, nous devons donc vérifier
) )
que I'ajout de = et 'orientation des arétes autour de x n’enfreint pas la transitivité. Or,

1. toutes les arétes sont orientées d’aprés le Lemme 3.5 ;

2. et, il n’existe pas deux arcs consécutifs (u,v),(v,z) € T ou (z,u),(u,v) € T ou
(u,x), (x,v) € T sans la propriété de transitivité d’apres les Lemmes 3.2, 3.3 et 3.4.

En conséquence, 'orientation T' obtenue & partir des algorithmes Orientation : Partie 1 et
Orientation : Partie 2 est une orientation transitive. O

A la suite de cette orientation transitive des arétes, remarquons quelques propriétés res-
pectées par le graphe.

Propriété 3.1 A la suite de ces algorithmes, pour tout stable X, soit tous les sommets de
X N N(x) précedent x soit ils lui succédent dans ['orientation transitive.
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Preuve. D’aprés le Lemme 3.3, nous ne pouvons pas avoir deux sommets u,v € V tels que
(u,z) € T et (z,v) € T avec {u,v} ¢ E donc si u et v appartiennent au méme stable, nous
avons {u,v} ¢ E et en conséquence soit (u,z), (v,z) € T soit (z,u), (z,v) € T. O

Définition 3.6 Lorsque tous les sommets d’un stable X, voisins d’un sommel x, précédent
x (resp. succédent a x) dans une orientation T, nous dirons que ce stable précéde x (resp.
succéde a x).

Notation 3.1 Notons p le plus grand indice de stable tel que X, précéde x.

Lemme 3.6 Dans une orientation transitive T', pour tout stable X, si j < p alors X; précede
x et sij>p avec X;NN(x)# D alors X succéde a x.

Preuve. Si un stable X; avec j < p est tel que X; N N(x) = @, il existe un sommet v de X,
ayant un prédécesseur v dans X;. Nous obtenons alors les arcs (v,u) € T et (u,z) € T, or
{u,x} ¢ E, nous n’avons donc pas d’orientation transitive ce qui est une contradiction.

Si un stable X; avec j < p est tel que X; succede a x, tout sommet u marqué de X, a un
prédécesseur v dans X, ce sommet est alors marqué (si ce n’était pas le cas, soit I'orientation
de l'arc aurait été dans l'autre sens, soit nous aurions obtenu la configuration interdite du
Lemme 3.2). Nous obtenons alors les arcs (v,u) € T, (u,z) € T et {z,v} ¢ E, nous n’avons
donc pas une orientation transitive ce qui est une contradiction.

De maniére symétrique, nous obtenons une contradiction avec le fait que T est une

orientation transitive si un stable X; précéde x avec [ > p. O
X
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Mg(X1) =2  Mg(X5)=3  Ms(X3)=0

F1G. 3.14 — Orientation des nouvelles arétes

L’orientation des arcs permet de déterminer ou doit étre inséré le sommet x. En effet, il doit
étre inséré dans le stable p + 1 pour respecter aprés insertion le Lemme 2.2. Nous aborderons
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par la suite 'insertion elle-méme, car si le stable p + 1 est marqué, différentes opérations sont
nécessaires pour garantir la transitivité.

Dans notre exemple, nous obtiendrions l'orientation des arétes entre les sommets de N(x)
et x comme illustré Figure 3.14. Notons que le sommet = devra donc étre inséré dans le stable
d’indice 2. S’il était inséré dans un stable d’indice différent nous aurions une contradiction avec
la définition des stables. Tout sommet u d’un stable d’indice ¢ est tel qu’il existe un plus long
chemin de longueur ¢ se terminant en u et, dans notre cas, la longueur du plus long chemin se
terminant en x est 2.

3.4.4 Propriété de fermeture

Dans cet algorithme, nous devons vérifier que le voisinage de z vérifie bien la propriété de
fermeture (étape 4 de I'algorithme Reconnaissance). En d’autres termes, qu’aucun sommet w
non voisin de x ne posséde son voisinage inclus dans celui de x et inversement que x n’ait pas
son voisinage inclus dans celui de w et cela sans borne commune et dans aucun stable. En
premier lieu, vérifions qu’aucun sommet ne posséde son voisinage inclus de cette fagon dans
celui de z, et cela, dans chacun des stables. Nous rappelons que, pour un sommet u, d;(u) est
son degré dans le stable X; avec 1 < i < f.

Algorithme 5: Fermeture

Données : Un graphe de permutation connexe G, avec n sommets, décomposé en [3
stables et le voisinage N(z) d’un nouveau sommet z

Résultat : Si la propriété de fermeture est partiellement respectée

1 pour chaque i € [1, 5] tel que Mg(X;) > 0 faire
c— fi(z)
2 tant que c # [;(z) faire
¢ « succ(c)
3 pour chaque u € N(c) \ N(x) faire
di(u) «— dj(u) — 1
4 si d;(u) = 0 alors

‘ retourner Insertion Impossible
fin

fin
fin

fin

Concernant la complexité de cet algorithme, les boucles 1 et 2 permettent de parcourir
I’ensemble des voisins de . La boucle 3 permet de parcourir les sommets adjacents aux voisins
de z et de vérifier si leur voisinage est inclus ou pas dans celui de x. La complexité globale de
cet algorithme est donc en O(dA).

Nous supposons que la table des d;(u) pour les sommets de I'ensemble N(N(z)) est sau-
vegardée avant cette opération puis restaurée.

Lemme 3.7 A la suite de [’algorithme Fermeture, il n’y a pas de sommet u dans le graphe
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ayant son wvoisinage inclus dans celui de x, sans borne commune dans un stable, tel que la
sortie de l’algorithme ne remvoie pas “Insertion Impossible”.

Preuve. Supposons qu’'un tel sommet u existe. Ce sommet a son voisinage inclus sans borne
commune dans celui de x dans le stable X; donc nous avons f;(z) <, fi(u) <, li(u) <g l;(x).
Nous parcourons l'ensemble des sommets de X; entre les sommets succ(f;(z)) et pred(l;(z)).
Nous décrémentons d;(u) pour chacun de ses voisins rencontrés. Donc entre f;(u) et [;(u), le
sommet va étre décrémenté d;(u) fois et l'algorithme Fermeture renvoie que linsertion est
impossible (ligne 4). O

Dans notre exemple, illustré aprés le marquage, Figure 3.13, la propriété de fermeture est
respectée. Si le sommet 9 avait été marqué, nous aurions le voisinage des sommets 5 et 8 qui
aurait été inclus, dans le stable X5, dans le voisinage de = et aurait enfreint la propriété de
fermeture.

De maniére similaire, nous pouvons vérifier si le voisinage de = est inclus et sans borne
commune, dans celui d’'un autre sommet, dans un stable.

Algorithme 6: Fermeture Suite
Données : Un graphe de permutation connexe G, avec n sommets, décomposé en [3
stables et le voisinage N(z) d’un nouveau sommet x

Reésultat : Si la propriété de fermeture est partiellement respectée

pour chaque u € N(z) faire
pour chaque v € N(u) faire
| dW) — dw)
fin
fin
pour chaque u € N(z) faire
pour chaque v € N(u) faire
d(v) «—d(v) =1
1 si fi(v) <o fi(z) et li(z) <o l;(v) alors
’ retourner Insertion I'mpossible
fin
fin
fin
pour chaque u € N(z) faire
pour chaque v € N(u) faire
2 sid(v) =0 et d'(v) = d(z) alors
’ retourner Module paralléle créé
fin
fin

fin

Lemme 3.8 A la suite de l’algorithme Fermeture Suite, il n’y a pas de sommet u dans le
graphe tel que x a son voisinage inclus dans celui de u, sans borne commune dans un stable,
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tel que la sortie de l’algorithme ne renvoie pas “Insertion Impossible”.

Preuve. Supposons qu’un tel sommet u existe. Nous détectons directement sa présence
Ligne 1 de 'algorithme. O

Théoréme 3.5 A la suite des algorithmes Fermeture et Fermeture Suite, le voisinage de x
vérifie la propriété de fermeture.

Preuve. Nous déduisons directement ce théoréme & partir des Lemmes 3.7 et 3.8.

Lemme 3.9 [l n’existe pas de module paralléle dans le graphe G avec x ajouté sans “Module
paralléle créé” retourné par [’algorithme.

Preuve. S’il existe un module parallele dans le graphe & la suite de l'insertion de x, c’est
qu’il existe un sommet u a distance 2 de x tel que N(z) = N(u). Dans ce cas, lorsque nous
décrémentons de 1 le degré de tous les sommets voisins des sommets adjacents a x, nous
devons obtenir d(u) = 0. Or, avant l'exécution de 'algorithme, d(u) = d(x) et d'(u) étant
une sauvegarde de d(u) avant les opérations, nous détectons la création de modules paralléles
Ligne 2 de ’algorithme Fermeture Suite. O

Dans notre exemple, illustré aprés le marquage, Figure 3.13, cette seconde partie de la
propriété de fermeture est respectée. Si les sommets 4 et 6 n’avaient pas été marqués, le
voisinage de = dans le stable Xy aurait été inclus dans celui de 5 et aurait enfreint cette
seconde partie de la propriété de fermeture.

La complexité de cet algorithme est O(dA), nous parcourons ’ensemble des sommets &
distance 2 de z.

3.4.5 Insertion du nouveau sommet

Notation 3.2 Le stable contenant x, déterminé lors de [’étape de vérification de [’orientation
transitive, est noté : h(x) =p+ 1.

Nous devons maintenant envisager comment s’effectue cette insertion. Les algorithmes qui
composent cette partie, regroupent les étapes 5, 6 et 7 de l'algorithme Reconnaissance.

Nous devons déterminer a quelle position doit étre inséré x dans le stable Xj,(,). Nous
recherchons donc la position dans le stable qui respecte les propriétés d’adjacence et de fer-
meture.

Nous devons examiner trois cas :

1. S’il n’y a pas de stable X},(,), un nouveau stable contenant uniquement le sommet z
est directement créé. Nous ne pouvons enfreindre aucune régle lors de cette insertion, le
voisinage respecte les propriétés de fermeture et d’adjacence.
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2. Si Ms(Xp(z)) > 0, nous devons changer des sommets de stables, nous traiterons ce cas
dans le paragraphe suivant.

3. Si Ms(Xp(»)) = 0, nous pouvons effectuer 'insertion directement dans ce stable. Dans
ce cas, nous devons vérifier & nouveau ’adjacence et la fermeture aprés 'insertion de x
dans son stable. Nous traitons ce cas ultérieurement.

Dans notre exemple, illustré aprés le marquage, Figure 3.13, nous sommes dans le cas 3.

Avant de détailler les cas 2 et 3, nous devons introduire une nouvelle notation :

Notation 3.3 Pour tout sommet u € V, nous notons :

) = {pred(fi(U)) si. Ni(u) # 2

' maz<, {w € N(v) |ve Xnw) €t v<g u}  sinon

Nous notons vy un voisin de fi(u) dans Xp(y)-

Li(w) =4 .
min<, {w e N(v) |v e Xy et u<,v} sinon

(u) = {succ(li(u)) si Nij(u) # @

Nous notons vy un voisin de lj(u) dans Xp(y)-

Remarquons que la fonction f/(u) (resp. I}(u)) peut ne pas étre définie dans le cas ou u
n’a pas de prédécesseur (resp. de succésseur) ou si les prédécesseurs (resp. les successeurs) de
u n’ont pas de voisin dans Xj.

Cas ot des sommets doivent changer de stable : Mg(Xj,,)) >0

Nous divisons cette procédure en deux étapes :
— Nous déterminons les sommets qui doivent étre déplacés d’un stable & un autre.
— Nous donnons ensuite une méthode permettant de déplacer ces sommets.

Pour cela, nous avons besoin des notations suivantes :

Notation 3.4 Le plus petit indice du stable non marqué d’indice supérieur a h(zx) est noté
/

p -
P =min{X; | X;"N(z)#2 et h(z)<i<f}

L’ensemble des sommets u, tels que h(u) est augmenté de un par linsertion de x, est noté
Ny(x).

Pour déterminer les sommets appartenant a Ng(x), nous effectuons un parcours en pro-
fondeur entre les stables X,y et X}y en ne traitant que les sommets marqués.
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Algorithme 7: Décalage : Sommets décalés
Données : Un graphe de permutation connexe G avec n sommets décomposé en [3
stables, un ordre total o défini sur V, le voisinage N(z) d’'un nouveau
sommet z ainsi que les indices h(x) et p

Résultat : Détermine Ny(z), les sommets voisins de z qui doivent changer de stable

Ni(z) < Np(z)(x)
pour i de h(z)+1 a p’ — 1 faire
pour chaque u € N;(z) faire
si N;—1(u) N Ny(z) # @ alors
| Naw) — Na(e) U {u)
fin
fin
fin

Cet algorithme, de méme que précédemment, est en O(dA), nous ne parcourons que les
sommets a distance deux de x soit au plus dA sommets.

Cet algorithme détermine les sommets qui doivent étre décalés de la fagon suivante : les
sommets de Nj(y) (x) sont les seuls qui changent obligatoirement de stable, étant donné que x
est ajouté dans ce stable (par hypotheése, cet ensemble n’est pas vide). Ensuite, si un sommet
est dans un stable X; et qu'un de ses voisin dans le stable X; 1 passe dans le stable X;, ce
sommet devra lui aussi changer de stable.

La procédure qui effectue réellement le décalage des sommets est la suivante :

Algorithme 8: Décalage de Ny(x)
Données : Un graphe de permutation connexe G avec n sommets décomposé en [3
stables, un ordre total o défini sur V, I'ensemble des sommets & décaler
dans le graphe Ny(z) ainsi que les indices h(x) et p/
Reésultat : Décale les sommets voisins de « qui doivent changer de stable

tant que Ny(z) # @ faire

i —max{j € [1,0] | X; N Ng(z) # &}

pour chaque u € Ny(x) N X; faire

‘ la position d’insertion de w est entre f; (u) et I (u)

fin

tant que Ny(x) N X; # @ faire
u—mine, {v eV ]veX;NNy(z)}
Insérer u et les sommets ayant le méme f}’L(u)H(u) et l;L(u)H(u) dans
le méme ordre entre f}’L(u)H(u) et l;L(u)H(u)
Nous supprimons les sommets insérés de Ny(x)

fin
fin
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Nous détaillons maintenant ces opérations et vérifions que le graphe obtenu respecte tou-
jours les propriétés d’adjacence et de fermeture. Sans perte de généralité, nous considérons le
sommet u et ceux qui sont décalés en méme temps que lui comme un seul sommet, en fixant
que les sommets de Ng(z) qui ont déja été décalés respectent les propriétés d’adjacence et de
fermeture. En effet, si une des propriétés est enfreinte par le décalage d’'un sommet v, c’est
que cette propriété l'est également entre v et un sommet non décalés (les sommets décalés
sont consécutifs).

Il n’y a pas de sommet v € Ny(x) tel que :

— h(u) < h(v) ou

— h(u) = h(v) et v <, u.
En effet, si un tel sommet v existe, d’aprés notre algorithme Décalage de Ny(x), il est traité
en premier et enlevé de Ny(x).

Nous devons maintenant envisager le cas du décalage du sommet u et déterminer pourquoi
la position donnée par 1’algorithme est une position respectant les propriétés d’adjacence et
de fermeture.

Fait 3.1 Le sommet u n’a pas de voisin v dans le stable Xj,(,)41-

Preuve. Si tel était le cas, x étant inséré dans un stable d’indice inférieur, par transitivité,
x serait voisin de v. Or, dans le cas ol v est marqué et posséde un voisin dans le stable
directement inférieur qui est décalé, v appartient & Ny(x). Dans ce cas, v est déja traité par
notre algorithme et appartient maintenant au stable Xj, () o. O

Lemme 3.10 Le sommet u est tel que si f;L(u)ﬂ(u) et pred(l;L(u)H(u)) sont définis, alors
filz(u)+1(u) = pred( ;L(U)H(u)) (Figure 3.15).

Preuve. Montrons que si fé(u)+1(u) + pred(lﬁl(u)ﬂ(u)), nous obtenons une contradiction.
- Si Z;L(U)H(u) <s f}’L(u)H(u), par construction vy <, ve et, d’apres la propriété de ferme-
ture, nous obtenons :
- fh(u)+1 (vl) <s fh(u)+1(v2) = Z;L(u)Jrl (u)
- fi/z(u)-l—l ('LL) = lh(u)+1(v1) <o lh(u)Jrl(UZ)
En conséquence, il existe au moins un sommet v dans l'intervalle [lﬁl(u) 11 (w), f,’t(u) 1 ()]
de Xp(u)41 adjacent & vy et vs.
Or, ce sommet v n’est pas voisin de u (Lemme 3.1) en conséquence, son voisinage ne
respecte pas la propriété d’adjacence. Donc f}’L(u)H(u) <s l;L(u)H(u).
- Si f}’L(u)H(u) <5 pred(lg(u)ﬂ(u)), notons w = pred(l;L(u)H(u)). Ce sommet w a au moins

un voisin dans le stable Xj,(,y or par construction de f’ et de I, w n’a aucun voisin ni
inférieur & w ni supérieur a u dans l'ordre o dans Xj,(,,) ce qui est une contradiction.

Donc, f;z(u)ﬂ(u) > pred(lﬁl(u)_i_l(u)).

En conséquence, f;L(u)+1(u) =4 pred(lﬁl(u)ﬂ(u))
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fi/L(u)+1(“) = lh(u)+1(”1) l;L(u)H(U) = fh(u)+1(”02)
E /' \\ \

A

(%1 U V9

FiG. 3.15 — Situation d'un sommet u avant son décalage

Lemme 3.11 Le sommet u avant le décalage est tel que :
1. si f}’L(u)H(u) est défini et l;l(u)ﬂ(u) ne l'est pas, il n'eziste pas de sommet v € Xp ()11
tel que f}’L(u)H(u) <5 .
2. De méme, si l;l(u)ﬂ(u) est défini et f;t(u)ﬂ(u) ne l’est pas, il n'existe pas de sommet
v € Xpuy11 tel que v <, lﬁl(u)ﬂ(u).

Preuve. Nous ne traitons que la preuve du cas 1, la preuve pour le second cas étant symétrique.

Supposons qu'un tel sommet v existe, dans ce cas, il posséde un voisin dans Xj,)
(Lemme 2.2). Par définition de f’, ce voisin ne peut pas précéder u ce voisin est donc apres
u dans Pordre o et dans le stable Xj,(,). Or, les successeurs de u n’ont pas de voisin dans
Xh(uy+1 €tant donné que Z;L(u) +1(u) n’est pas défini. Nous avons donc une contradiction et le
sommet v ne peut exister. O

Lemme 3.12 Soient uy,uz € V tels que {ur,uz} ¢ E, s N(u1) N Xp(uy) 7 D et Iy(uy) (1) <o
ug alors uy < uz. De méme, si N(u1) N Xpuy) # D et u2 <o fruy)(u1) alors ug <, up.

Preuve. Si h(u1) < h(uz) cette preuve est évidente, car par transitivité, nous obtenons
U1 <o lp(uy)(u1) <o uz. Supposons h(u1) > h(uz) et ug <y lp(u,)(u1), cela implique que
u2 <o fn(u)(u1) (u2 & N(up)) et par transitivité que uz <, u1, ce qui est en contradiction
avec nos hypothéses donc u; <, ug. Lorsque us <, fh(uz)(ul), nous pouvons utiliser une
preuve similaire pour obtenir us <, uq. O

Lemme 3.13 Une fois le sommet u déplacé, la propriété d’adjacence est toujours respectée.

Preuve. S’il ne respecte pas la propriété d’adjacence, nous avons deux possibilités : (i) u
coupe le voisinage d’un sommet en deux intervalles, (i) un voisin de u a son voisinage séparé
en deux intervalles.

(1) Si u sépare le voisinage d’un sommet v qui lui est non-adjacent, c’est que v est voisin de
f}’L(u)H(u) et de l;L(u)H(u). En conséquence h(v) < h(u), sinon par transitivité v serait
voisin de v; et de v mais pas de u ce qui est impossible d’aprés la propriété d’adjacence.
Or, v ne peut pas étre dans le stable de u par définition de [’ et de I’. Donc h(v) < h(u).
D’apres le Lemme 3.12 appliqué aux sommets f;L(u) le(u) et u, nous obtenons
f;L(u)H(u) <, u (nous avons lh(u)(f}/L(u)+1(u)) <, u). Par la propriété de transitivité,
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d’apres le Lemme 2.2, u possede un voisin dans le stable Xj,,). Regardons la disposition
du voisinage de u dans le stable Xj,).

D’apreés la propriété de fermeture, nous obtenons I, ( f,’t(u) +1(1) <o lp)(u), en consé-
quence le voisinage de u dans Xp(v) ne peut pas précéder v. En appliquant la méme
méthode entre les sommets u et Z;L(u) Jrl(u), nous obtenons que le voisinage de u ne peut
pas étre aprés v dans o. Il est donc impossible qu'un tel sommet v existe.

Si un voisin de u noté v a son voisinage séparé aprés le déplacement du sommet u, d’apres
les Lemmes 3.10 et 3.11, c’est qu'il est adjacent & un sommet w avec soit w <, f;L(u)H(u)
et v est non-adjacent & f;t(u)ﬂ(u) (Figure 3.16), soit w >, Z;L(U)H(u) et v est non-
adjacent a l;L(u)H(u).

ff/L(u)+1(u) Z(u)+1(u)

s 8

Fia. 3.16 — Situation d’un sommet u avec un sommet v dont la propriété d’adjacence n’est

pas respectée si u est décalé

Traitons le cas du sommet w <, f,’z(u)ﬂ(u) et ou v est non-adjacent a f}’L(u)H(u), le
second cas est symétrique. D’apres la contraposée de la propriété de fermeture (Défini-
tion 2.21), v <5 v1 car l11(v) <o f}’L(u)H(u) = lp(u)+1(v1) or d’apres le Lemme 3.12,
v1 <o v car v1 <g fh(u)(v). En conséquence, un tel sommet w ne peut pas exister.
L’autre cas étant symétrique, nous obtenons une contradiction et le sommet v ne peut
pas exister.

|

Lemme 3.14 Le sommet u ainsi déplacé respecte la propriété de fermeture.

Preuve. L’ordre o restreint aux voisins de u reste inchangé par le décalage de wu.

Enfin, l'ordre entre u et les sommets qui ne lui sont pas adjacents n’est pas modifié. En

effet,

les seuls sommets, avec lesquels u pourrait étre inversé, sont ceux du stable Xj,(,)41. Or,

le Lemme 3.12, appliqué a u avant le décalage et f}’L(u)H(u), implique que f}’L(u)H(u) <5, u et

symétriquement, u <, l;L(u) +1(u). Donc lors du décalage et de I'insertion de u entre ces deux
sommets, 'ordre dans le stable Xj,(,);1 n’est pas modifié.
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L’ordre o n’étant pas modifié par cette opération de décalage, la propriété de fermeture
étant valide avant le décalage, elle le reste apres. O

Théoréme 3.6 Le décalage d’un sommet u entre les sommets fflz(u)—f—l(u) et lh( n 1(u) laisse
imchangé ordre o et maintient la propriété d’adjacence et de fermeture.

Preuve. Ce théoréme se déduit directement des Lemmes 3.13 et 3.14. O

Maintenant, nous pouvons directement ajouter le sommet x dans le graphe comme le
montre ’étape suivante.

Déduction de la position d’insertion de x en vérifiant les propriétés de fermeture
et d’adjacence

Nous effectuons l'insertion dans le stable Xj,(,) déterminé précédemment, ce dernier ne
contient aucun sommet adjacent & x. Si c¢’était le cas, nous aurions décalé ces sommets en uti-
lisant les algorithmes Décalage : Sommets décalés et Décalage de Ny(z) de la partie précédente.

Algorithme 9: Adjacence / Insertion : Partie 1

Données : Un graphe de permutation connexe G avec n sommets décomposé en [3
stables et le voisinage N (z) d'un nouveau sommet x

Résultat : L'intervalle dans lequel nous pouvons effectuer 'insertion

m «— max{i | MS(X@) > O}

fc — Iz (fm( )
pour chaque i #m tel que Mg(X;) > 0 faire

si fu(z)(li(z)) >5[ alors

fin

si U (fi(w )) <, f. alors
| fe i (fil2))
fin

fin
si succe(l,) <, f. alors
‘ retourner Insertion Impossible
sinon
sil. < f. alors
‘ retourner [min {fh(m (succ(ly(x fc} max{lh (suce(fi(x))),le }

sinon
| retourner |f., [ [

fin

fin




54 CHAPITRE 3. RECONNAISSANCE DYNAMIQUE

Durant une étape de I’algorithme, la situation est celle de la Figure 3.17.

oA A
KA IE?

Je le

F1G. 3.17 — Situation dans la boucle de I’algorithme

Pour déterminer la position d’insertion vérifiant la propriété d’adjacence, nous effectuons
Iintersection du voisinage de tous les sommets de N(z) dans le stable X, .

Pour effectuer cette intersection, nous prenons les sommets bornant l'intervalle de voisins
et nous regardons leur voisinage dans le stable Xj,(,). Ces sommets sont les plus contraignants,
s’ils ne partagent pas de sommet dans le stable Xj,(,), ¢’est que l’ajout ne peut pas étre fait
sans que 'un des sommets n’enfreigne la propriété d’adjacence.

Lemme 3.15 L’intervalle solution retourné par cet algorithme est le seul possible pour l’in-
sertion de x.

Preuve. Nous effectuons l'intersection du voisinage de chacun des sommets adjacents a x
dans le stable X}, (s'ils ont des voisins dans Xj,(,) sinon nous obtiendrions I'ensemble vide).
Suivant l'intervalle obtenu, nous pouvons vérifier si I'insertion de = est possible.

— Si suce(l.) <, fe, c’est qu'il existe deux sommets u,v € N(z) et un sommet w €
Xnz) \ N(z) tels que ) (u) <¢ w <5 frm)(v) (Figure 3.18).

ANRAN
(a— e —

lC Cc

w
[ ]

Fia. 3.18 — Cas lorsque succ(f.) <, l¢

Le sommet x doit étre inséré avant ou aprés w. Dans le cas ol on insére x avant w,
le voisinage de v ne respecte plus la propriété d’adjacence. Si x est inséré aprés w, le
voisinage de u ne respecte plus la propriété d’adjacence. Donc le sommet z ne peut pas
étre inséré.

Dans le cas ou succ(l.) = f., la seule solution d’insertion possible est entre ces deux
sommets. En effet, nous pouvons nous référer a la Figure 3.18 en supprimant le sommet
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w. Dans ce cas, si nous insérons & une autre position, I'un des sommets entre u et v aura
son voisinage non-consécutif.

- Si f. <5 l., deux cas se présentent :

— Tous les stables marqués ont un voisin dans Xj(,). Supposons le contraire, par

définition de f. et de [, tous les sommets de [f., l.] sont voisins de tous les sommets
marqués. Donc le voisinage de tout sommet de cet intervalle est égal ou inclue celui
de x. Dans le cas ou le voisinage est égal, nous obtenons un module paralléle et ce
cas est déja traité (Lemme 3.9).

Tous les sommets de cet intervalle ne peuvent pas inclure le voisinage de = dans
tous les stables marqués, nous enfreindrions la propriété de fermeture qui est déja
vérifiee d’aprés le Théoréme 3.5.

Dans ce cas, I'ajout est donc impossible.

Au moins un stable marqué n’a aucun voisin dans Xj,(;). Il existe donc un stable
X, tel que lintersection de Xj et du voisinage des sommets marqués de X est
vide.

L’indice s est inférieur & h(x) car a partir de la propriété de transitivité de 'ordre
o et d’aprés le Lemme 2.2 tous les sommets de X ont des voisins dans les stables
d’indice inférieur a s. Or, tous les sommets de Xj(,) ont au moins un voisin dans
les stables inférieurs et en conséquence dans Xj.

Donc, tout sommet de [l., f.] précéde ou succéde le voisinage de x dans X, d’aprés
le Lemme 3.12 basé sur la propriété de fermeture.

La propriété de fermeture étant respectée avant l'ajout de z, il existe un sommet
v de [le, fe] tel que pour tout sommet v' € [l., f.] avec v <, v/, pour tout sommet
w € N(z) N X, nous avons v <, w <, v' (Figure 3.19).

Je le

[OOO///&OOOW Xh(z)

FiG. 3.19 — Cas lorsque f. <, I,

La position d’insertion de x est donc en tant que successeur de v pour ne pas
enfreindre la propriété d’adjacence.

|

La complexité de cet algorithme est en temps O(dA), car dans le pire des cas, lorsque

Iintervalle [l., f.] est grand, nous pouvons parcourir au plus A sommets.

Nous obtenons une seule position possible dans laquelle nous pouvons insérer x, pour

terminer de vérifier la propriété d’adjacence, nous vérifions que cette position ne sépare pas
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en deux intervalles le voisinage d’'un sommet non-adjacent & . Nous notons respectivement
Pz et s, le prédécesseur et le succésseur de x.

Algorithme 10: Adjacence / Insertion : Partie 2

Données : Un graphe de permutation connexe G avec n sommets décomposé en [3
stables, un ordre transitif o, le voisinage N(z) d'un nouveau sommet x
ainsi que les positions p; et s,

Résultat : Si I'insertion est possible ou pas

si N(pz) N N(sz) € N(z) alors

| retourner Insertion Possible
sinon

‘ retourner Insertion Impossible

fin

”

Lemme 3.16 Si l'algorithme Adjacence / Insertion : Partie 2 retourne “Insertion Possible
tous les sommets non-adjacents a x ont leur voisinage consécutif dans Xp ().

Preuve. D’aprés le Lemme 3.15, tous les voisins de x ont leur voisinage qui respecte la
propriété d’adjacence aprés 'ajout de x. Supposons qu’un sommet v non-adjacent & x ait son
voisinage séparé en deux intervalles par U'insertion de x. Alors, v est voisin de p, et de s, (la
propriété d’adjacence est respectée avant l'insertion) et donc N (p,) N N(sz) € N(x). O

Nous pouvons en déduire directement :

Corollaire 3.1 L’nsertion du nouveau sommet x entre p, et s, est telle que la propriété
d’adjacence est toujours respectée.

La complexité de cet algorithme O(A), nous vérifions les voisins des sommets p, et s,.

Nous devons maintenant vérifier la propriété de fermeture, c’est a dire que tous les sommets
non-voising de z aient leur voisinage qui chevauche correctement celui de = (par rapport a
lordre o).

Pour commencer, nous devons déterminer la position de x dans 'ordre total o.

Nous positionnons x entre les sommets max {p,} U N~ (z) et min {s,} U N*(z). Dans ce
cas, nous respectons les positions dans le stable et dans I'ordre transitif.

Maintenant que x est positionné dans l'ordre o, nous devons vérifier que la propriété de
fermeture est bien respectée.

Soient v; et vg deux sommets de V tels que vy = max{u €V |u <, z et {u,z} ¢ E} et
vp=min{fu eV |z <,u et {u,x}¢ E}.

Lemme 3.17 Si la propriété de fermeture est vérifiée entre x et les sommels vy et va, alors
o vérifie la propriété de fermeture.

Preuve. Nous ne vérifions ce lemme que pour vy, la preuve étant symétrique pour vs.
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x et vy vérifient la propriété de fermeture si et seulement si f;(v1) <, fi(x) et l;(v1) <, l;(x)
pour tout stable ¢ marqué.

Considérons un sommet w <, v tel que {w,z} ¢ F, deux cas se présentent :

— {v1,w} € E, dans ce cas, par transitivité, nous obtenons f;(w) <, fi(v1) <, fi(z) et
li(v1) <o li(w). Or l;(w) <, l;(x) car sinon le voisinage de x serait inclus dans celui de
w et nous aurions déja détecté ce cas dans l'algorithme Fermeture. Donc la propriété de
fermeture est vérifiée.

— {v1,w} ¢ E, la propriété de fermeture entre vy et w étant vérifiée avant 'insertion de x,
elle I'est aussi entre vy et x.

La propriété de fermeture est donc vérifiée dans le graphe. O

Nous pouvons parcourir ’ordre ¢ & partir de x pour trouver vy et vy, au pire nous parcou-
rons d sommets avant des les atteindre. Ensuite, nous effectuons au plus d tests pour vérifier
la propriété de fermeture entre v; et x d’'un coté et vy et x ensuite.

Les propriétés d’adjacence et de fermeture étant vérifiées aprés I'ajout simulé de x, nous
pouvons ajouter réellement = et nous obtenons bien un graphe de permutation premier.

Théoréme 3.7 Soit G un graphe de permutation premier stocké dans notre structure de don-
nées, l'ajout de x en utilisant [’algorithme Reconnaissance ne s’effectue que si le graphe reste
un graphe de permutation premier.

Preuve. D’aprés les Théorémes 3.4, 3.5 et 3.6, le Corollaire 3.1 et le Lemme 3.17, si I’'ajout
de x est effectué, le graphe obtenu est tel que l'ordre o est toujours un ordre transitif et
il respecte les propriétés d’adjacence et de fermeture. En conséquence le graphe obtenu est
toujours un graphe de permutation. De plus, ce graphe est un graphe de permutation premier
étant donné que la création d’'un module série ou paralléle est traitée et interdite (Lemmes 3.5
et 3.9). O

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fourni un algorithme partiel incrémental de reconnaissance des
graphes de permutation premiers. Soit, une reconnaissance incrémentale avec une complexité

en temps en O(dA + d?).

Il semble pertinent d’affirmer que c’est une étape vers une reconnaissance des graphes de
permutation quelconques. En effet, ’étude de la mise a jour de I'arbre de décomposition de
cette famille en utilisant les résultats sur les cographes permettrait d’aboutir & cette recon-
naissance.

Les difficultés résident dans la complexité en temps de nos algorithmes. Actuellement notre
reconnaissance est en O(dA +d?) alors que des algorithmes de reconnaissance non dynamiques
permettent de reconnaitre cette famille en temps linéaire : O(n + m) ou n est le nombre de
sommets et m le nombre d’arétes du graphe [MS97]. Est-il possible en gardant pour base notre
caractérisation (Chapitre 2) d’obtenir un ensemble d’algorithmes tel que pour la construction
d’un graphe nous ayons une complexité approchant celle de 1’algorithme non dynamique? Si
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cela s’avére impossible, quelles en seraient les raisons, devrions-nous étendre notre caractérisa-
tion en ajoutant d’autres propriétés issues des graphes de permutation, notamment concernant
le complémentaire ? Ce dernier intervient grandement dans les problémes algorithmiques de
cette reconnaissance dynamique. En effet, lors de I'ajout d’un sommet, il est nécessaire de
faire des vérification sur les sommets non-adjacents au nouveau sommet. Pouvons-nous nous
passer de ces vérifications pour pallier au difficultés posées par la vérification de la propriété
de fermeture?



Chapitre 4

Etiquetage de distance

Dans ce chapitre, nous traitons un nouveau probléme, I’étiquetage de distance. L’objectif
est d’étiqueter I’ensemble des sommets d’un graphe de fagon & ce que quelque soit la paire
de sommets choisie, nous soyons capable de donner la distance entre ces sommets en utilisant
uniquement les informations stockées dans leur étiquette. Les principaux problémes sont que
les étiquettes utilisées doivent étre les plus petites possibles et le calcul de celles-ci, ainsi que le
décodage de distance, doivent étre le moins cotiteux possible pour la complexité en temps. Afin
d’obtenir cet étiquetage de distance, nous utilisons les propriétés d’adjacence et de fermeture
(Définitions 2.19 et 2.21 pages 22 et 23) dans des ensembles particuliers.

4.1 Motivations

Dans cette étude, nous traitons des propriétés locales des graphes de permutation : en
général, lorsque une requéte est effectuée sur un ensemble de noeuds dans un réseau (distance,
adjacence, connectivité, etc...), un acceés global a la structure de données est nécessaire. Pour
que seul un acceés local soit effectué, la solution est de stocker le maximum d’informations dans
I’étiquette des sommets et ainsi de répartir les connaissances du réseau.

Notation 4.1 Notons dg(x,y) la longueur du plus court chemin connectant x et y dans G
appelée la distance entre ces deuxr sommets.

Une requéte de distance s’effectue lorsque nous souhaitons connaitre la distance entre
deux sommets en utilisant uniquement ’étiquette de ces sommets. Nous nous intéressons au
probléme d’étiquetage de distance [Pel99] : la définition d’une structure de données totalement
distribuée supportant des requétes de distance dans les graphes de permutation.

Notre probléme est le suivant : comment étiqueter les sommets d’un graphe de permutation
G pour calculer la distance entre deux sommets x et y en utilisant seulement I’information
stockée dans les étiquettes de = et de y 7 De plus est-il possible de construire ces étiquettes avec
une complexité en temps linéaire durant une étape de précalcul, pour permettre des requétes
de distance en temps constant ?

Du fait de I'importance des systémes distribués (pair-a-pair, clusters de PCs, systémes
multiprocesseurs, réseaux sans fil, ...), les schémas d’étiquetage de distance sont largement

29
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étudiés depuis quelques années. M.A. Breuer a introduit I’étiquetage d’adjacence [Bre66, BF67,
KNR92, ABRO3] et par la suite d’autres schémas ont été introduits, 1'étiquetage de distance
[Pel99, CDV03] et de routage compact [Gav01l, TZ01]. La majorité des études sur 'étiquetage
de distance se focalise sur des familles de graphes spécifiques : graphes d’intervalles, graphes
d’arcs circulaires et graphes de permutation [KKP00, GKK*01, GP03b, GP03a]. Ces études
mettent en avant des propriétés structurelles de ces familles de graphes telles que les graphes
“bien séparés”. La décomposition est donc au centre de nos préoccupations, en effet, si nous
sommes capable de “bien séparer” le graphe, autrement dit de le décomposer en divisant par
deux sa taille a chaque étape, nous obtenons un arbre dans lequel nous sommes capables de
donner des étiquettes de taille O(log2 n). Dans notre cas, nous nous intéressons uniquement a
la famille des graphes de permutation en utilisant les propriétés que nous avons dégagées lors
de la caractérisation de cette famille (Chapitre 2).

4.2 Représentation des graphes de permutation dans un repére
cartésien

Notons que par la suite nous ne considérerons que des graphes de permutation connexes. A
partir de la définition des graphes de permutation 2.3 page 12, nous construisons une nouvelle
représentation des graphes de permutation nous permettant de visualiser plus simplement
certaines propriétés.

Fic. 41 - Un graphe de permutation G[r] avec une de ses représentations 7 =
5726 1,11,8,10,4,3,9).
De maniére abusive, étant donné que V' = {1,...,n}, lorsque nous écrivons v € V, nous

utilisons v en tant que sommet ou v en tant qu’entier (seul le contexte permettra de différencier
ces cas). Nous représentons le graphe dans un repére cartésien a partir de cette permutation
7. Nous utilisons directement la numérotation des sommets ainsi que la permutation associée
en tant que coordonnées dans un repére cartésien. Chaque sommet v est représenté par un
point P, du plan cartésien de coordonnées (v, 7! (v)) comme illustré dans la Figure 4.2 (v est
par définition un entier, nous utilisons son étiquette comme abscisse).

Selon les régles d’adjacence, un sommet u est voisin d’un sommet v si et seulement si
(u — v)(m H(u) — 71 (v)) < 0. Et dans le repére cartésien, si les points P, = (2, ¥,) et
P, = (xy,yy) sont tels que (zy, — xy)(yy — y») < 0, en d’autres termes lorsque P, appartient
au quart de plan Sud-Est ou au quart de plan Nord-Ouest de P, (Figure 4.2).
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FiG. 4.2 — Représentation dans le repére cartésien du graphe de permutation de la Figure 4.1.

Etant donné G[r] un graphe de permutation, nous utilisons l'ordre naturel entre les entiers
comme ordre total entre les sommets. Nous rappelons que cet ordre est une extension linéaire
non-séparante du graphe (Proposition 2.1) et définit en conséquence une orientation transitive
du graphe.

Nous partitionnons I’ensemble des voisins d’un sommet u en deux sous-ensembles N (u)
et N~ (u) de la fagon suivante :

Définition 4.1 Pour tout sommet u d’un graphe de permutation G, nous pouvons partitionner
N(u) en deux ensembles NT(u) et N~ (u) :

Nt(u)={ve N(u)|u<v}
N (u)={ve N(u)|v<u}
Nous distinguons deux sous-ensembles particuliers de V', A et B de la fagon suivante :
A={ueV|N (uy=02} et B = {ueV]|N(uv=0}

Notons que A et B sont des stables, deux sommets u et v de A ou de B ne peuvent pas étre
voisins sans provoquer d’incohérence avec la définition de ces deux sous-ensembles. De plus,
si G est connexe et posséde au moins une aréte, nous avons A N B = &. Ces deux ensembles
A et B sont notés avec des points respectivement noirs et gris dans la Figure 4.2.

4.3 Etiquetage de distance des graphes de permutation

Pour donner des propriétés sur les stables A et B, nous allons utiliser les Lemmes 2.3 et
2.4 des pages 22 et 23.
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D’apres la Proposition 2.1 et le Lemme 2.3, la numérotation des sommets est telle que
lordre < sur V est une extension linéaire non-séparante vérifiant la propriété d’adjacence
forte (Définition 2.20 page 22).

Nous notons donc f4(u) et l4(u) (resp. fp(u) et Ig(u)) le premier et le dernier voisin d’un
sommet u dans le stable A (dans le stable B). Notons une différence majeure par rapport aux
fonctions similaires de la caractérisation. En effet, si u appartient a A, fa(u) =la(u) = u, de
méme pour le stable B.

De plus, les sommets de A et de B sont respectivement les sources et les puits (respecti-
vement sommets sans prédécesseur et sans successeur dans un graphe orienté) de l'orientation
transitive. Nous obtenons donc a partir de la propriété d’adjacence forte :

Corollaire 4.1 Pour tout uw € V, il existe fa(u), la(u) € A tels que fa(u) < la(u) et
NulMA = [fa(u),la(uw)]NA. De fagon similaire, il existe fp(u),lp(u) € B tels que fp(u) <
Ip(u) et Nju|N B = [fg(u),lp(u)] N B.

Nlu]NA et N[u] N B ne sont jamais vides et sont respectivement des sommets consécutifs
dans A et B avec fa(u) = min{N[u] N A} et [4(u) = max {N[u] N A}, de méme pour fp(u)
et Ip(u).

D’aprés le Lemme 2.4, 'ordre < entre les sommets vérifie la propriété de fermeture forte,
nous obtenons donc :

Corollaire 4.2 Soient u < v deuz sommets non-adjacents, alors fa(u) < fa(v), la(u) <
la(v), fB(u) < fB(v) et lp(u) <Ip(v).

Lemme 4.1 Soient u < v deuz sommets non-adjacents, alors il existe un plus court chemin
Uy W, ..., Wi—1,0 tel que wy € {la(u),lp(u)} et si dg(u,v) >3 alors wp_1 € {fa(v), f(v)}.

Preuve. Soit P = pg,p1,...,pr_1,Pk un plus court chemin entre u = pg et v = pp avec
k=dg(u,v) >2et u<wv.

Notons que si u < v, P, appartient au quadrant Nord-Est de Py, sinon u et v seraient
adjacents.

Considérons les deux premiéres arétes de P et montrons que p; peut étre remplacé par un
sommet satisfaisant les conditions de ce lemme. Premiérement, montrons que pg < ps.

Si pa < po, d’aprés la représentation graphique nous obtenons que F,, appartient au
quadrant Sud-Ouest de P, or il n’y a pas d’aréte joignant le quadrant Sud-Ouest au quadrant
Nord-Est de P,,. En conséquence, par connexité de R?, tout chemin de P,, a P,, passant par
P,, doit contenir un point intermédiaire P,, positionné soit dans le quadrant Nord-Ouest soit
dans le quadrant Sud-Est de P,;. Ceci est une contradiction étant donné que w serait adjacent
a po et un chemin plus court que P serait obtenu.

Observons que, étant donné que {pg,p2} ¢ E, nous obtenons p; € N~ (pg) N N~ (ps2) ou
p1 € N (po) N N (p2).

Supposons que p; € N~ (po) N N~ (p2), il suffit de montrer que l4(pg) est adjacent & po (et
donc l4(pg) = wy). Nous avons l4(p1) € N(po) N A ainsi que l4(p1) € N(p2) N A. En d’autres

termes, L4 (p1) € [fa(po),la(po)lN[fa(p2),la(p2)] ce qui implique que fa(p2) < la(po). D’apres
le Corollaire 4.2 (propriété de fermeture) appliqué sur les sommets non-adjacents pg < po,
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nous obtenons l4(pg) < la(p2) et donc fa(p2) < la(po) < la(p2). Nous en déduisons que
la(po) € [fa(p2),la(p2)] et en conséquence, [4(pp) est adjacent & pa.

La preuve du cas p; € NT(pg)N N (p2) est similaire en démontrant que Ig(pg) est adjacent
a pP2-

Finalement, si u et v sont & distance > 3, i.e. k > 3, nous pouvons considérer les deux
derniéres arétes de P entre les sommets pr_o,pr_1,pr afin de montrer que pp_1 # p1 peut
étre remplacé par un sommet satisfaisant les conditions du lemme. La preuve est symétrique
en échangeant les roles de pi avec pg, de pr_1 avec pi, de pr_o avec po et en prenant en
compte le fait que py > prp_o. O

Notation 4.2 Pour tout sommet u, soient Zp(u) = [fa(u),la(u)] et Za(u) = [fp(u),lp(u)].
De plus, nous notons G4 = (A, Ea) le graphe d’intersection de la famille {Z4(u) | u € A}.
Pour deuz sommets u,v de A, nous avons donc {u,v} € E4 si et seulement si To(u)NZa(v) #
@. Et similairement, nous définissons Gp = (B, Ep) le graphe d’intersection de la famille

(Zp(u) | u € BY.

Par définition, G4 et Gp sont des graphes d’intervalles (Figure 4.3) mais nous verrons,
ultérieurement dans le Lemme 4.5, que G4 et Gp sont des graphes d’intervalles propres.
Nous préterons une attention particuliére a ces notations pouvant préter a confusion : si nous
prenons le graphe G4, ces sommets sont dans A et les intervalles sont composés des voisins
de A dans B. Les intervalles proprement dits sont donc dans B malgré le nom du graphe.

Ga / Gp _—0

4567 89 1011 123456789 10
F1G. 4.3 — Les graphes d’intervalles propres G4 et Gp de la Figure 4.2

Lemme 4.2 Le graphe de permutation G étant connexe, les graphes G 4 et Gp sont connexes.

Preuve. Précédemment, A et B ont été définis comme les puits et sources de l'orientation
transitive. Si G est connexe et que G4 posséde deux composantes connexes C7 et Cy, c'est
que pour tout couple de sommets (u,v) € Cy x Cy, il n’existe pas de sommet w de B voisin a
la fois de u et de v. Par transitivité, il n’existe pas de sommet w’ de V voisin a la fois de u et
de v. Or, A étant un stable, cela implique que G est non connexe, ce qui est en contradiction
avec nos hypothéses, donc G4 est connexe.

De maniére similaire, nous pouvons prouver que G'p est connexe. O
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Le graphe de permutation G et les graphes d’intervalles propres G4 et G sont liés de la
facon suivante :

Lemme 4.3 Pour tout u,v € A, dg(u,v) = 2dg,(Za(u),Za(v)). De méme, pour tout u,v €
B, dg(u,v) = 2dg,(Ip(u),Zp(v)).

Preuve. Ce lemme est vrai si u = v, donc supposons que u # v. Soient u,v deux sommets
distincts de A ({u,v} ¢ E). D’aprés le Lemme 4.1, un plus court chemin entre u et v est
composé uniquement de sommets de AU B (étant donné que u et v appartiennent & A). La
distance dans GG entre u et v sera donc un multiple de 2 car A et B sont des stables.

da,(Za(u),Za(v)) = 1, si et seulement si Zg(u) N Za(v) # & soit si et seulement si
[fB(u),lp(w)] N[fe(v),lp(v)]N B # @ et donc N(u) N N(v) # @ dou dg(u,v) = 2.

Considérons que deux sommets u,v € A soient & distance k dans G 4. Dans ce cas, notons
Do, P1, - -+, P un plus court chemin de u & v dans G 4 avec u = py et v = pg. Or, pour aller de

p; en p;y1 avec 0 < ¢ < k, nous devons passer par un chemin de longueur 2. En conséquence,
il existe un chemin de longueur au plus 2k de u & v dans G.

Maintenant, considérons que deux sommets u,v € A soient & distance 2k dans G. Dans ce
cas, notons pg, p1,- .., P2k uUn plus court chemin de u & v dans G avec u = py et v = poy, tel
que p; € A si i est pair et p; € B si i est impair avec 0 < ¢ < k (un tel chemin existe d’apres
le Lemme 4.1). Or, les sommets pa; et pajio avec 0 < j < k sont tels que leur voisinage se
chevauche dans B en pyji1. En conséquence {pa;, paji2} est une aréte de G 4. Donc il existe
un chemin pg, po, ..., por de longeur k dans G 4.

Donc, pour tout u,v € A, dg(u,v) = 2dg,(Za(u),Za(v)).

Nous pouvons effectuer des preuves similaires si les sommets u et v appartiennent & B et
obtenir que pour tout w,v € B, dg(u,v) = 2dg,(Ip(u),Zp(v)). O

D’apres le Lemme 4.2, G4 et Gp sont connexes (nous ne considérons que le cas ou G
est connexe). Nous prouvons maintenant notre résultat principal qui servira de base a notre
étiquetage de distance.

Théoréme 4.1 Soient u,v deuzr sommets tels que u < v. Alors,
1. si mYu) > 71 (v) alors dg(u,v) =1;
2. sinon, si fa(v) <la(u) ou fp(v) <lg(u), alors dg(u,v) =2;
3. sinon, si fa(v) <la(lp(u)) ou fp(v) <lp(la(w)) alors dg(u,v) =3;
4. sinon, dg(u,v) est le minimum entre :
- 2+2dg, (Za(lp(u)), Za(fB(v)))
= 2+ 2de,(Zp(la(u)), Ip(fa(v)))
= 3+ 2dg,(T(la(ls(w)), Zp(fa(v)))
= 3+2dg, (Za(lp(la(u))), Za(fB(v)))

Preuve. Soient u < v deux sommets, si 7~ 1(u) > 77 1(v), alors par définition, u et v sont
adjacents, prouvant ainsi le cas 1.

Ensuite, supposons que 7! (u) < 771 (v), alors par définition, {u,v} ¢ E.Et nous obtenons
la situation de la Figure 4.4.
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Fi1G. 4.4 — Cas 2 du théoréme ot u < v et fa(v) <la(u)

Etant donné que u < v, d’aprés le Corollaire 4.2, fa(u) < fa(v) et fp(u) < fp(v).
Donc dans le cas 2, si fa(v) < la(u) alors fa(v) € [fa(u),la(u)] N A (Lemme 4.1). En
conséquence, f4(v) € N(u) (notons que fa(v) # u, sinon dg(u,v) <1 ce qui est impossible).
En conséquence, u, f4(v), v est un chemin dans G et dg(u,v) = 2. De méme, si fp(v) < lp(u),
u, fp(v), v est un chemin dans G. Donc dg(u, v) = 2 dans les deux cas, le cas 2 est ainsi prouvé.

Supposons maintenant que nous ne sommes ni dans le premier ni dans le second cas.
Montrons tout d’abord que dg(u,v) > 2. En effet, d’aprés le Lemme 4.1, si dg(u,v) = 2 alors
il existe un plus court chemin u, w,v avec w € AU B. De plus, étant donné que l4(u) < fa(v)
et Ip(u) < fp(v), nous obtenons Z4(u) NZg(v) = & et Ip(u) NZp(v) = & ce qui implique
Nu]NN[v]N A = @. Similairement, nous obtenons N[u]N N[v]N B = &. En conséquence, un
tel w n’existe pas et dg(u,v) > 2. Nous sommes alors dans la configuration de la Figure 4.5.

Fia. 4.5 — Cas 3 du théoréme ot u < v et fa(v) < la(lp(u))

Prouvons maintenant que si fa(v) < la(ip(u)) alors dg(u,v) = 3. Nous avons u < v et
{u,lg(u)} € E. Si v <lp(u) alors d’aprés la Proposition 2.1 page 15, v est voisin de u ou de
[p(u). Ce qui est impossible car dg(u,v) > 2. Donc nous avons [g(u) < v ainsi que v et Ig(u)
qui ne sont pas voisins. Nous sommes donc sous les hypothéses du cas 2 appliquées a Ip(u)
et v, ainsi nous obtenons dg(lg(u),v) = 2. Il y a donc un chemin de longueur au plus trois
entre u et v, or dg(u,v) > 2, et nous obtenons dg(u,v) = 3. Le cas fp(v) < Ip(la(u)) peut
étre traité de maniére similaire. Ce qui termine la preuve du cas 3.
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Considérons que nous ne sommes dans aucun des trois premiers cas. Nous avons v non-
adjacent a [p(u) et nous avons, de méme que précédemment, [p(u) < v. Nous avons constaté
que lorsque u < v et que u et v ne sont pas dans les deux premiers cas, dg(u,v) > 2. Nous
pouvons donc appliquer le méme argument entre Ip(u) et v pour obtenir dg(Ip(u),v) > 2 et
en conséquence dg(u,v) > 3.

D’aprés le Lemme 4.1, soit P = wu,wy,...,wip_1,v un plus court chemin avec w; €
{la(u),lp(u)} et wr—1 € {fa(v), fp(v)}. Si wi,wr—1 € A ou wy, w1 € B alors d’apres
le Lemme 4.3,

da(u,v) = 2+ 2dg,(Za(la(u)),Za(fa(v))) ou (1)
da(u,v) = 2+ 2dg,(Ip(ls(u)),Ip(f8(v))) (2)

Supposons que wy € B et que wi_1 € A, i.e. wy = lp(u) et wp_1 = fa(v) (la preuve
est similaire si wy € A et w1 € B). Or dg(lg(u),v) > 3, nous pouvons donc appliquer
le Lemme 4.1 entre w; et v. Soit P’ = w),...,w}_,,w}_,v le plus court chemin de w} =
w; = lg(u) & v. Notons que, nécessairement, wh € A (étant donné que wj € B) et donc

wy = La(lp(w)).

Si wy,_, € B alors u,lp(u),w), ..., wj_o,wj_;,v est un plus court chemin et d’apres le
Lemme 4.3,
da(u,v) = 24 2dg,(Zp(ls(u)), Ip(fB(v))) (3)
Si wj_, € A alors étant donné que wh € A, d’aprés le Lemme 4.3,
da(u,v) = 3+ 2dag,(Za(la(lz(w))),Za(fa(v))) (4)
De maniére similaire, si wy_1 € B et si wy appartiennent & B ou & A la distance est :
da(u,v) = 24 2dg,(Za(la(u)),Za(fa(v))) ou (5)
da(u,v) = 34 2day(Ta(B(la(u))), Zs(fB(v))) (6)

Soit d; la valeur produite par 'expression (7). Pour chaque expression nous testons si u < v
et si dg(u,v) > 4, dans ce cas, il y a un chemin de u a v utilisant les sommets énoncés dans la
formule correspondante. En effet, il existe toujours un chemin de u a v utilisant, par exemple,
Ig(u) et fp(v) (si dg(u,v) > 4) et de méme pour les autres combinaisons possibles pour le
premier et le dernier sommet interne du chemin entre u et v. Donc dg(u,v) = min; {d;}.

Finalement, observons que les expressions (1) et (5) d’'une part et les expressions (2) et (3)
d’autre part sont les mémes. En conséquence,

dG(U, U) = min {dla d27 d4a d6}

4.4 Implémentation

4.4.1 Etiquetage de distance des graphes d’intervalles propres

Un graphe d’intervalles est le graphe d’intersection d’une famille d’intervalles sur la droite
réelle. La représentation d’un graphe d’intervalle est par définition I’ensemble des intervalles.
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Une représentation est une représentation propre si aucun intervalle n’est inclus dans un autre,
i.e. il n’y a pas d’intervalle [a,b] tel qu'un autre intervalle [c,d] avec a < ¢ < d < b existe
(par contre des intervalles tels que a = ¢ ou b = d sont possibles). Les graphes ayant une telle
représentation sont appelés graphes d’intervalles propres. Une représentation est normalisée
si les bornes, de tous les intervalles, sont distinctes deux a deux.

Dans une représentation normalisée, I’ensemble des bornes des intervalles est donc exac-
tement l’ensemble {1,...,2n} ou n est le nombre de sommets du graphe. A partir d’une
représentation non normalisée, si les bornes des intervalles sont entiéres et sont consécu-
tives (notons que les représentations produites par les algorithmes de reconnaissance linéaire
de [CKNT195, dFHMPAM95] possédent cette propriété), la représentation peut étre normalisée
en temps O(n).

Notons qu’une telle procédure de normalisation garde la propriété de propreté de la repré-
sentation.

Considérons un graphe d’intervalles propres connexe H ayant n sommets avec sa repré-
sentation propre normalisée £ = {[L(u),R(u)] | v € V(H)}. Dans [GP03b], il est prouvé qu’en
temps O(n) il est possible de calculer deux fonctions A\, o : V(H) — {0,...,n — 1} telles que
la distance entre deux sommets u et v peut étre calculée a partir des paires A(u),o(u) et
A(v),o(v). En d’autres termes, la famille des graphes d’intervalles propres admet un étique-
tage de distance avec des étiquettes de taille 2 [logn] bits [GP03b]. Les fonctions A et o sont
respectivement basées sur un parcours en largeur et un parcours en profondeur a partir du
sommet ug de H dont 'intervalle correspondant Z,,, a la borne gauche la plus petite dans la re-
présentation de H. En d’autres termes, pour un sommet v de H, A(v) = dg(ug, v). Définissons
la relation binaire suivante donnant 1’adjacence entre deux sommets de H : adj(u,v) € {0,1}
avec adj(u,v) = 1 si et seulement si A(u) < A(v) et o(u) > o(v) [GP03b|. Ces fonctions ont
les propriétés suivantes :

Lemme 4.4 [GP03b]/Pour tout couple de sommets distincts u et v de H avec A (u) < Ap(v) :
1. dg(u,v) = Ag(v) — Ag(u) + 1 —adjg (u,v).
2. Mg (u) = dp(up,u).
3. op est bijective.

4. St Ag(u) = Ag(v), alors Lg(u) < Ly (v) si et seulement si op(u) < op(v).

Lemme 4.5 Les familles I = {[fp(u),lp(u)] | u € A} et Ip = {[fa(u),la(u)] | u € B} sont
respectivement des représentations propres des graphes G4 et Gp.

Preuve. Soient u,v € A avec u < v. Nous pouvons utiliser la propriété de fermeture, d’aprées
le Corollaire 4.2 appliqué a w et v, étant donné que u et v ne peuvent pas étre adjacents
(A est un stable). Nous en déduisons que fp(u) < fp(v) et Ig(u) < lp(v). En conséquence,
fe(u) < fp(v) <lp(v) < lp(u) est impossible, de méme que fp(v) < fp(u) < lp(u) < lp(v).
Donc [fp(u),lp(u)] n’est pas strictement inclus dans [fg(v), 5 (v)], de méme que [f5(v),5(v)]
n’est pas strictement inclus dans [fp(u),l5(u)]. Finalement, J4 est une représentation propre
de G 4 et Jp est une représentation propre de Gp. O
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4.4.2 Décodeur de distance

Nous avons désormais toutes les données nécessaires pour prouver qu’un schéma d’étique-
tage de distance peut étre construit pour les graphes de permutation avec des étiquettes en
O(logn) bits. En effet, le Théoréme 4.1 peut étre facilement implémenté avec des étiquettes.
Chaque sommet u stocke :

1. les entiers u et m!(u) pour calculer I'adjacence;

2. Pabscisse des six sommets f4(u),la(u), fe(u),lp(u),la(lp(u)),lg(la(u)) pour les dis-
tances 2 et 3;

3. les étiquettes de distance (deux entiers par étiquette) pour les intervalles propres dans
G4 et Gp de ces six sommets pour les distances supérieures a 4.

L’étiquette obtenue est composée de 20 entiers en O(n), i.e. de longueur 20logn + O(1) bits.
Mais nous pouvons réduire de facon significative la taille de ces étiquettes.

Pour pouvoir appliquer les résultats de [GP03b] (Lemme 4.5), nous devons transformer
les représentations originales 74 et Zp en représentations normalisées. Notons qu’il n’est pas
nécessaire que le graphe soit vraiment normalisé, il suffit que, deux & deux, tous les intervalles
aient des bornes gauches distinctes.

Nous donnons, tout de méme, une méthode de normalisation compléte de la représenta-
tion. Pour distinguer les bornes des intervalles et normaliser la représentation, nous ordonnons
totalement les bornes des intervalles pour obtenir une nouvelle représentation que nous no-
terons, L4 = {[La(u),Ra(u)] | u € A} pour G4 et Lp = {[Lp(u),Rp(u)] | u € B} pour Gp.
Pour cela, nous traitons les bornes des intervalles comme des valeurs entiéres sur ’axe réel et
nous les balayons dans I'ordre croissant. Lorsque k£ bornes sont minimales et confondues, nous
fixons les régles de priorité suivantes :

1. si fp(u) = fp(v) et u < v, alors nous ordonnons La(u) < La(v), donc nous trions
les bornes L4 dans le méme ordre que les sommets entre eux dans l'ordre naturel (les
sommets étant des entiers) ;

2. silp(u) =lp(v) et u < v, alors nous ordonnons R4(u) < Ra(v);

3. si lp(u) = fp(v) (u < v), nous ordonnons en priorité les bornes droites et ensuite les
bornes gauches soit dans notre cas La(v) < Ra(u).

Nous effectuons ensuite la méme normalisation pour le graphe Gp.

Ces trois régles de priorité s’illustrent de la fagon suivante :

1. Lorsque des intervalles ont leurs bornes gauches confondues, nous ne provoquons pas
I'inclusion d’un intervalle dans un autre. En effet, lorsque des intervalles Z1,Zs,...,Zs
ont leur borne gauche égale, nous prenons en premier la borne gauche du plus petit
intervalle (celui qui est inclus dans les autres, i.e. le sommet ayant ’abscisse la plus petite)
jusqu’au plus grand intervalle. Ainsi, dans la représentation normalisée les intervalles se
chevauchent (Figure 4.6).
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F1a. 4.6 — Décalage des bornes lorsque des intervalles ont leurs bornes gauches confondues

2. Lorsque des intervalles ont leurs bornes droites confondues, nous procédons de la méme
maniére en triant les bornes droites par rapport a l'ordre de grandeur des intervalles
mais cette fois du plus grand au plus petit (Figure 4.7).

Ig ! Ig
IQ 1 I2

_—

v ! 7
F1G. 4.7 — Décalage des bornes lorsque des intervalles ont leurs bornes droites confondues

3. Enfin, en prenant deux intervalles 7Z; et Zo, supposons que la borne droite de 7; est
confondue avec la borne gauche de Z,. Nous prenons en premier la borne gauche de 7o
et ensuite la borne droite de Z; de maniére a garder leur chevauchement (Figure 4.8).
Si un plus grand nombre d’intervalles sont en jeu, nous prendrons en priorité les bornes
gauches et ensuite les bornes droites, par rapport, aux ordres fixés précédemment.

IQ IZ

Il Il

F1G. 4.8 — Décalage des bornes lorsque deux intervalles se succédent avec leurs bornes confon-
dues

Théoréme 4.2 La nouvelle représentation obtenue par cette méthode est une représentation
normalisée.

Preuve. Nous obtenons donc une représentation propre normalisée correspondant & la repré-
sentation originale :

— La relation d’adjacence n’est pas modifiée par cette normalisation : soient deux sommets
u,v € A tels que les intervalles [fp(u),lp(u)] et [fp(v),l5(v)] se chevauchent et u < v.
Lors de la normalisation, les bornes des intervalles sont traitées dans l'ordre croissant.
D’apres la propriété de fermeture, fp(u) < fp(v) et Ip(u) < Ip(v) donc, méme si les
bornes gauches sont égales, nous avons L4 (u) < La(v). Les bornes gauches sont traitées
avant les deux bornes droites. Concernant les bornes droites des deux intervalles, nous
avons a partir des régles fixées Ra(u) < Ra(v). Dans ce nouvel ordre, nous obtenons :
La(u) < La(v) < Ra(u) < Ra(v) et les intervalles se chevauchent bien.
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— De la méme facon, les bornes étant traitées dans 'ordre croissant, nous ne pouvons
provoquer l'inclusion d’un intervalle dans un autre. Si a la fin des opérations, nous
avons un intervalle inclus dans un autre, c’est que 'ordre entre les bornes est le suivant
La(u) < La(v) < Ra(v) < Ra(u). Pour obtenir La(u) < La(v), nous devons avoir
fB(u) < fp(v) et en conséquence u < v, de méme pour obtenir R4(v) < Ra(u), nous
devons avoir v < u ce qui est contradictoire, nous ne pouvons donc pas avoir d’intervalle
inclus strictement dans un autre.

— Nous avons donné un ordre total sur 'ensemble des bornes des intervalles, les bornes
sont donc toutes distinctes.

— Nous avons un ordre total sur 2n bornes, nous pouvons donc les numéroter de 1 a 2n.
O

Notons qu’a partir de cette normalisation, L4(u) < La(v) si et seulement si fp(u) < fp(v),
de plus Lp(u) < Lp(v) si et seulement si fa(u) < fa(v).

Nous obtenons les propriétés suivantes dans les représentations normalisées L4 et Lp :

Lemme 4.6 Pour toute paire de sommets distincts u,v € A, u < v si et seulement si La(u) <
La(v). De méme, pour toute paire de sommets distincts u,v € B, u < v si et seulement si

LB(’LL) < LB(’U).

Preuve. Nous prouvons seulement ce lemme pour u,v € A, la preuve est symétrique pour
u,v € B.

= Supposons que nous ayons u < v, montrons que cela implique que Lg(u) < La(v). A
partir de la normalisation, il suffit de montrer que fp(u) < fp(v). Or, {u,v} ¢ E, et
d’apres le Corollaire 4.2 u < v implique fp(u) < fg(v).

< Supposons que nous ayons L4 (u) < Ly (v), montrons que cela implique u < v. Notons que
si La(u) < La(v) alors fp(u) < fp(v). A partir de la représentation non-normalisée, si
fB(u) = fp(v) et que La(u) < L4(v), alors nous obtenons u < v par les régles de priorité
fixées lors de la normalisation de Lp. Si fp(u) < fg(v), en utilisant la contraposée de la
propriété de fermeture (Corollaire 4.2) nous obtenons directement u < v or u # v donc
u <.

O
Soient A4, 04 et Ap, op les fonctions obtenues aprés application du Lemme 4.5 pour les graphes
G 4 et G avec les représentations normalisées L4 et Lp.

Nous pouvons maintenant définir 1’étiquette d’un sommet u, composée des 14 champs
suivants :

label(u) = (u, 7' (u), {Xa(a),0a(a) | a € {fa(u),la(u),la(lp(u))}},
{AB(b),08(b) | b€ {fp(u),lp(u),lp(la(u))}} )

Les informations sur les six sommets nécessaires pour calculer les quatre distances relatives
au cas 4 du Théoréme 4.1 sont dans I’étiquette. Donc, lorsque nous implémentons la procédure
de décodage de distance, I'unique probléme réside dans les comparaisons sur les abscisses des
sommets, ce qui est nécessaire dans les cas 2 et 3 du Théoréme 4.1. Pour ces deux cas, nous
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devons effectuer des comparaisons entre des sommets de A ou entre des sommets de B. Dans
le cas 2, par exemple, nous devons tester si f4(u) < fa(v). Ce probléme est résolu grace au
lemme suivant.

Lemme 4.7
— Pour tout u,v € A, u < v si et seulement si :
e o4(u) =04(v) ou
e Ma(u) < Aa(v) ou
e Ma(u) =Aa(v) et oa(u) <oa(v).
— De méme pour les sommets de B, pour tout u,v € B, u < v si et seulement si :
e op(u) =op(v) ou
e \p(u) < Ap(v) ou
e \p(u) = Ap(v) et op(u) < op(v).

Preuve. Nous prouvons ce résultat seulement pour u,v € A, la preuve est symétrique pour
u,v € B.

Premiérement, u = v peut étre testé en utilisant la bijectivité de la fonction o4 (Propriété 3
du Lemme 4.5). Le lemme est donc vrai si u = v. Posons donc u # v.

D’aprés le Lemme 4.6, u < v < La(u) < La(v) pour tout u,v € A. Il reste & prouver :
La(u) <La(v) € Aa(u) < Aa(v) ou (Aa(u) = Aa(v) et oa(u) < oa(v)) (7)
Montrons d’abord que :

Fait 4.1 Pour u # v,

A(u) < Aa(v) = La(u) <La(v) = Aa(u) < Aav) . (8)

Preuve. Soit ag le sommet de A avec la borne gauche minimale dans £ 4. Considerons un
plus court chemin quelconque P = ug,uq,...,u, de ag = ug & v = u dans G 4. Pour tout i,
LA(U,,’) < LA(uH_l). En effet, si LA(U()) << LA(ui_l) < LA(ui) et LA(ui) > LA(U,,’_H), alors
u;—1 doit étre adjacent a ;1.

Posons Aa(u) < Aa(v), i.e. dg,(ap,u) < dg,(ao,v) (X est Pordre d’un parcours en largeur
a partir de ap). Il est montré dans [GP03b|, que tout ensemble V; = {u | dg,(ap,u) =i}
induit une clique dans le graphe d’intervalle propre G 4. Donc, u est adjacent a u; € V; avec
i =dg,(ap,u) < k. Si {u,ujt1} € E, alors nous pouvons choisir le plus court chemin P de ag
a v passant par u.

Comme nous l'avons étudié précédemment, cela implique L4(u) < La(v). Supposons que
{u,uit1} ¢ E, La(u;) < La(u) (étant donné que L4(u;) < La(v)), mais aussi La(u) < Ra(u;)
(car u; s'intersecte avec u), Ra(u) < La(uiy1) (car {u,uir1} ¢ F) et La(uit1) < Ra(u;) (car
u; s'intersecte avec wu;y1). Il s’ensuit que La(u;) < La(u) < Ra(u) < Ra(u;), i.e. L4 n’est pas
une représentation propre ce qui est une contradiction. En conséquence, nous avons prouvé la
premiére implication de I'expression (8), qui est que Ag(u) < Aa(v) implique La(u) < La(v).

Prouvons la seconde implication et posons La(u) < La(v). Soit ¢ tel que
La(ui—1) < La(u) < La(u;). Etant donné que les intervalles de u;—1 et u; s’intersectent, u est
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voisin de u;_1. Donc dg , (ap,u) < dg ,(ag,ui—1) + 1 =i. Nous avons posé que La(u) < La(v)
donc i < k. En conséquence, dg , (ap,u) < k = dg ,(ap,v), i.e. Aa(u) < Aag(v), prouvant ainsi
lexpression (8). O

Il reste & prouver l'expression (7).

= D’aprés l'expression (8), La(ay,) < La(ay) implique Aa(ay) < Aa(ay), i.e. soit Aa(ay) <
Aal(ay), soit Aa(ay) = Aa(ay). Cependant, d’aprés la Propriété 4 du Lemme 4.5, si
Aa(ay) = Aa(ay), alors La(ay) < La(ay) < ca(ay) < 0a(ay). En conséquence, La(a,) <
La(ay) implique Aa(aqy) < Aa(ay) ou Aa(ay) = Aa(ay) et oa(ay) < oa(ay).

< D’aprés l'expression (8), Aa(a,) < Aa(ay) implique La(ay,) < La(ay). Et, d’aprés la
Propriété 4 du Lemme 4.5, Aa(ay) = Aa(ay) et 0a(ay) < oa(ay,) implique La(a,) <
La(ay), prouvant ainsi le Lemme 4.7.

|

De plus, d’apres les Lemmes 4.5, 4.7 et le Théoréme 4.1, le calcul de distance effectue un
nombre constant d’additions et de comparaisons entre des entiers.

4.4.3 Taille des étiquettes

Etant donné que chaque champs de label(u) est en O(n), la taille d’une étiquette est a priori
de 14logn + O(1) bits. Cependant, cette taille peut étre réduite en utilisant des corrélations
entre certaines valeurs contenues dans label(u) pour réduire la taille a 9logn + O(1) bits. Les
six valeurs de A appartenant a label(u) sont fortement liées.

Lemme 4.8 Soit u € V. Pour tout a € Nju|N A et b€ N[u]|N B, |[Aa(a) — Ag(b)| < 1.

Preuve. Soit ap = min{u € A} et by = min{u € B}. Notons que ag a la borne gauche
minimale dans £4 étant donné que fp(ap) = ap = min{u € A}. De méme, étant donné que
fa(bo) = by = min{u € B}, by a la borne gauche minimale dans £p. En conséquence, d’aprés
la Propriété 2 du Lemme 4.5, A4 (a) = dg , (ap, a) pour tout a € A et Ag(b) = dg, (bo, b) pour
tout b € B. Il nous reste a démontrer que |dg , (ag,a) —da (bo,b)| < 1 pour tout a € N[u]N A
et b € Nu|N B.

Notons que {ag,bp} € E, sinon G serait non connexe. Soient k = dg,(ag,a) et k' =
dcp(bo,b). Nous devons montrer que |k" — k| < 1. Par inégalité triangulaire, (notons que a et
b sont voisins),

dg(bo,b) < dg(bo,ao) + da(ag,a) + da(a,b) = dg(ag,a)+2 .

D’apres le Lemme 4.3, dg/(bo, b) = 2dg,((bo),b) = 2k et dg(ag,a) = 2dg, (ap,a) = 2k. Donc
2k" < 2k 4 2 implique k' — k < 1. De méme, dg(ag,a) < dg(bo,b) + 2 implique k — k' < 1. En
conséquence, |k’ — k| <1. O

Lemme 4.9 Les étiquettes sont au plus de taille 9 [logn]| + 6 bits et la distance entre deux
sommets peut étre décodée a partir de leur étiquette en temps constant.
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Preuve. Considérons un sommet quelconque u.

(d’apres l'expression (8) dans la preuve du Lemme 4.7 en utilisant le fait que fa(u) < .
Il s’ensuit que dg(fa(u),la(u)) =0 ou 2. Donc d’aprés le Lemme 4.3, dg, (fa(u),la(u)) =0
ou 1. Donc, Ag(la(w)) — Aa(fa(u)) < 1.

Etant donné que La(fa(u)) < La(la(w)), nous obtenons que Aa(fa(u)) < Aa(la(uw))
La(u))

)
et da,(la(u),la(lp(u))) =1 d’apres le Lemme 4.3. Donc, Aa(la(lp(u))) — Aa(la(u)) < 1.
De maniére similaire, nous obtenons Ag(Ip(u)) — Ap(fp(u)) < 1 et Ap(lp(la(u))) —
)\B(ZB(U)) <1.

Pour tout u € V, nous définissons §(u) = min{As(fa(u)), \g(fp(u))} et soit ¥(u) le
tableau muni des six entrées définies comme suit :

U(w)1] = Aa(fa(w)) —0(u)

U(w)2] = Aa(la(u)) = Aa(fa(w))
U(w)8] = Aa(lalp(u))) — Aa(la(u))
V()] = Ap(fp(u)) —d(u)
U(w)5] = Ag(ls(w) = Ap(fp(w))
U(w)[6] = Ap(ls(la(u))) = Ap(ls(u))

A partir de §(u) et du tableau W(u), tous les A peuvent étre retrouvés. Par exemple,
Ap(la(lp(u))) = 6(u) + W (u)[1] + ¥ (uw)[2] + ¥ (u)[3].

A partir du Lemme 4.8, les premiére et quatriéme entrées de W(u) sont 0 ou 1 et & partir de
la borne supérieure ci-dessus, les quatre autres entrées sont également 0 ou 1. En conséquence,
label(u) peut étre implémenté avec (u, 7 !(u),d(u), ¥(u),04(a),op(b),...) pour tout a €
{fa(u), la(u), la(lp(u))} et b e {fp(u),lp(u), Ip(la(u))}.

Soit s = max {|A|,|B|}. Notons que tous les A et o sont dans {0,...,s —1}. En consé-
quence, la longueur de cette étiquette est au plus 2 [logn|+7 [logs]+6 < 9 [logn]|+6 bits. O

4.4.4 Construction des étiquettes

Décrivons les étapes principales dans notre procédure de calcul de toutes les étiquettes
définies précédemment. Notons f4 la table contenant les valeurs f4(u) pour tout w € V. Plus
précisément, fa[u] = fa(u). Nous définissons également les tables 14, fp et Ip de maniére
similaire. Observons que l'entrée de notre procédure peut étre obtenue en temps O(n + m) si
le graphe est donné par sa liste d’adjacence [MS97, KMMS03], m étant le nombre d’arétes.
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Algorithme 11: Construction étiquettes
Données : un graphe de permutation connexe G avec n sommets et sa représentation 7
Résultat : label(u) pour tout u € V

Calculer 71

Calculer les ensembles A et B

Calculer les tables fa,l4, fB,(B

Calculer les représentations Z4 et Zp a partir de fa,l4, fB,(B

Normaliser 74 et Zg en L4 et Lp

Calculer les fonctions A4 (w), 04 (w) pour tout w € A et Ag(w), op(w) pour tout
w e B

7 Calculer 6(u) et enfin label(u) pour tout u € V'

[~ N A VI

Il est facile de montrer la validité de cette procédure & partir des précédents paragraphes.
Les étapes 1,4 et 5 sont clairement en temps O(n). L’étape 6 est en temps O(n) a partir
de [GPO03Db] et I’étape 7 peut étre effectuée en temps O(n) car le calcul de chaque é(u) prend
un temps O(1) (le calcul en temps constant sur G4 et Gp peut étre utilisé). Nous détaillerons
uniquement les étapes 2 et 3 pour montrer qu’elles sont également en temps O(n).

Par définition u € A si et seulement si N~ (u) = @. Donc, a partir de la représentation
graphique, nous pouvons facilement construire A en temps O(n) :

Algorithme 12: Construction A
Données : un graphe de permutation connexe G avec n sommets et sa représentation 7
Résultat : label(u) pour tout u € V

A={1}
apg = 1
(%) pour u = 2 a n faire
si 71 (u) > 77 1(ap) alors
apg —=Uu
A=AU{u}
fin
fin

Nous maintenons le sommet maximum courant ag durant un parcours (maximum au niveau
de T'ordonnée, i.e. m~1). De cette facon, pour tout sommet u tel que u < ag, nous avons
7 (u) < 771 (ag), autrement dit il le point P,, n’a jamais de point dans son quart de plan
Nord-Ouest. En conséquence, a tout moment ag est un élément de A. De méme, B peut étre
calculé en maintenant le sommet minimum courant by (avec initialement B = {n} et by = n)
et en testant successivement, pour u de n — 1 a 1, la valeur 771 (u) < 7 1(bg). Ces deux
algorithmes sont donc en temps O(n), la boucle (x) n’effectue que n itérations.

Pour tout u, le calcul de l4(u) et de fp(u) peut s’effectuer de la fagon suivante :



4.4. IMPLEMENTATION 75

Algorithme 13: Construction l4 Algorithme 14: Construction fp
(+) pour u =1 ¢ n faire (+) pour u =n a 1 faire
si u € A alors si u € B alors
la(u) =u feu) =u
apg=1u bo =u
sinon sinon
| la(u) = ag ‘ fe(u) = by
fin fin
fin fin

Ces algorithmes ont une complexité linéaire car les boucles (+) sont itérées n fois. Consi-
dérons le cas de I'algorithme de construction des [4. Nous avons utilisé le méme type de boucle
pour la construction de I’ensemble A, le sommet ag est toujours un sommet de A (le premier
sommet est toujours un sommet de A, il ne peut pas avoir de voisin le précédant). Considérons
le sommet wu, il est tel que son dernier voisin dans A est bien ag, il ne peut pas étre précédé
par un sommet représenté par un point d’ordonnée plus grande étant donné que ag est le som-
met dont le point correspondant est d’ordonnée maximum. En conséquence, ag correspond au
sommet [4(u).

Maintenant, & partir des points correspondants aux sommets de V' triés selon leur ordonnée
(cela peut étre effectué en temps linéaire a partir de la permutation 7). Nous pouvons utiliser
des procédures similaires pour f4(u) et [p(u) pour tout w terminant ainsi I’étape 3 :

Algorithme 15: Construction f4 Algorithme 16: Construction Ip
pour 7 1(u) =n a1 faire pour 7 ' (u) =1 a n faire
si u € A alors si u € B alors
falu) =u lp(u) =u
ap = u bo = u
sinon sinon
| fa(u) =agp ‘ Ip(u) = by
fin fin
fin fin

En combinant les algorithmes précédents avec le Lemme 4.9, nous obtenons :

Théoréme 4.3 Les graphes de permutation avec n sommets possédent un schéma d’étiquetage
de distance utilisant des étiquettes de taille 9 [logn]| + 6 bits. Le calcul de la distance & partir
de ces étiquettes est en temps constant. De plus, a partir de la représentation du graphe, une
permutation de {1,...,n}, toutes les étiquettes peuvent étre calculées en temps O(n).
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4.5 Extensions

4.5.1 Extraction de plus courts chemins

Le Théoréme 4.1 nous indique la distance entre deux sommets u et v avec u < v, mais
aussi la premiére aréte incidente a u sur le plus court chemin de u a v.

Cette premiére aréte est : {u, v} sila distance est 1 et {u,l4(u)} ou {u,lp(u)} suivant I'un
des autres cas se produisant. Prenons un exemple, d’apres le cas 2 et le Lemme 4.1, I'aréte
utilisée est {u,la(u)} si fa(v) < fa(u).

Donc, en ajoutant dans les étiquettes des pointeurs vers I'un des sommets suivants, /4 (u)
ou Ip(u), la premiére aréte a suivre pour étre sur un plus court chemin entre u et v peut
étre déduite (si w < v). Il est certain que nous pouvons construire une structure de données
similaire pour permettre de traiter les plus courts chemins de v & u avec u < v. Les cas 3
et 4 du Théoréme 4.1 doivent étre adaptés en conséquence, en considérant, par exemple, les
sommets f4(fB(v)) et fe(fa(v)) & la place de l4(lp(v)) et Ip(la(v)).

En fait, il faut doubler la structure de données pour permettre de donner la premiére aréte
pour un plus court chemin entre toute paire de sommets en temps constant. Nous obtenons
donc qu’un chemin de longueur d peut étre donné en temps O(d) (en suivant la premiére aréte
du plus court chemin & chaque étape). De plus nous avons :

Théoréme 4.4 A partir de la représentation d’un graphe de permutation ayant n sommets,
nous pouvons construire en temps O(n) une structure de taille O(n) permettant d’effectuer
Uextraction de plus courts chemins entre toute paire de sommets en temps linéaire (linéaire en
la longueur du plus court chemin retourné).

4.5.2 Schéma de routage compact

Une autre application de notre structure de données est le routage compact. L’objectif
est de donner de petites adresses et tables de routages pour chaque sommet afin que quelque
soit le couple de sommet wu, v, la premiére aréte d’'un plus court chemin partant de u puisse
étre déterminée avec les informations locales de u et ’adresse de v. Calculer la route & suivre
signifie que l'algorithme de routage est exécuté par u et retourne le numéro de port (Paréte)
correspondant & un plus court chemin entre u et v (les arétes autour d’un sommet sont numé-
rotées, le port est donc un entier de {1,...,deg(u)}). Une solution simple a ce probléme est
une table de routage standard : chaque sommet u stocke une fonction faisant la correpondance
entre un sommet v et le port de la premiére aréte d’un plus court chemin allant de u & v. Ce
type de schéma utilise O(nlogdeg(u)) bits pour le sommet u.

Nous pouvons utiliser notre schéma pour fournir une meilleure solution : une table locale
pour u est composée de I'étiquette du schéma d’étiquetage de distance et d’une fonction faisant
correspondre un numéro de port a chaque voisin de u, ce qui représente O(deg(u)logn) bits.
Les adresses sont seulement représentées par les étiquettes de 1’étiquetage de distance, soit
O(logn) bits. Ce schéma apporte une amélioration par rapport au routage existant [DLO04|
qui était & un facteur additif 1 prés.

Théoréme 4.5 Les graphes de permutations possédent un schéma de routage de plus courts
chemins avec un protocole en temps constant construit avec des adresses de taille O(logn)
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bits. Pour tout sommet u, la table de routage de u est de taille O(deg(u)logn) bits.

Preuve. En utilisant I'étiquetage de distance, le routage entre deux sommets non-adjacents u
et v peut étre effectué avec seulement O(logn) bits par sommet. En effet, d’aprés le Lemme 4.1,
les routes passent toutes par l4(u) ou lg(u) (fa(u) ou fp(u) si u > v), il suffit donc pour
un sommet u de stocker les 4 ports correspondants & ces voisins. En conséquence, la difficulté
restante est de router vers les sommets voisins.

Pour cela, nous pouvons utiliser une table de correspondance de O(deg(u)logn) bits entre
les sommets de N(u) et les numéros de ports {1,...,deg(u)}. O

Par contre, dans un graphe de permutation biparti, le routage peut étre simplifié et les
numéros de ports peuvent étre permutés pour que la mémoire nécessaire pour un sommet soit
seulement de O(logn) bits :

Théoréme 4.6 Les graphes de permutation bipartis possédent un schéma de routage de plus
courts chemins avec un protocole en temps constant construit avec des adresses de taille
O(logn) bits. Pour tout sommet u, la table de routage de w est de taille O(logn) bits.

Preuve. Dans ce cas, V = AU B avec des arétes entre A et B. Nous détaillerons uniquement
la numérotation de port pour un sommet u € A vers un sommet v € B (le cas u € B et
v € A est symétrique). Le numéro de port d’une aréte {u,v} est p si et seulement si v est
le p'*™€ voisin de u. Soit r(b) = |{w € B | w < b} | le rang du sommet b € B. Le sommet u
stocke r(fp(u)) et r(ip(u)), alors que v a pour adresse son propre rang dans B : r(v). Si
r(v) € [r(fe(u)),r(lp(u))], alors v est adjacent & u et le numéro de port de cette aréte est
r(v) — r(fp(u)) + 1. Le routage peut donc étre effectué via ce port. Sinon, le routage se fera
par le port 1 ou deg(u) (i.e. par le voisin fp(u) ou Ip(u)) suivant que nous ayons v < u
ou pas. L’adresse d’un sommet v peut étre réduite & une paire (r,t) de [logn| + 1 bits, ou
r est le rang de v dans son stable (A ou B) et ¢ est un booléen indiquant siv € Aousiv € B. O

4.5.3 Graphes de permutation circulaires

Le schéma d’étiquetage de distance pour les graphes de permutation peut étre étendu
naturellement aux graphes de permutation circulaires. Un graphe de permutation circulaire
est le graphe d’intersection de courbes entre deux cercles concentriques tels que deux courbes
ne peuvent pas se couper en plus d’un point (Figure 4.9).

En utilisant une méthode similaire & [GP03b] et [CLSS98], les cercles peuvent étre “dérou-
1és” deux fois pour produire un graphe de permutation H ayant deux fois la taille du graphe
de permutation circulaire G en entrée. Prenons le graphe de permutation circulaire G précé-
dent et ouvrons le pour construire le graphe H. Nous effectuons 'ouverture entre les sommets
h et a du cercle intérieur. Nous traitons de maniére particuliére les segments passant par la
coupe (Figure 4.9). Ici, les segments concernés sont a, f et h. Lors de 'ouverture, nous lions
differemment les segments les concernant (ils ne sont pas dupliqués dans le graphe de permu-
tation) afin de garder une adjacence correcte lors du deuxiéme “déroulement”. I’adjacence est
correcte si le voisinage d’'un sommet reste inchangé durant 'opération. Nous obtenons ainsi le
graphe de permutation de la Figure 4.10.
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F1G. 4.10 — Graphe de permutation circulaire ouvert pour former un graphe de permutation

Considérons maintenant le plus court chemin entre deux sommets quelconques u et v de
G :
— Si w appartient & S (resp. v appartient & S), alors le plus court chemin sera soit dg (v1, u)
soit dg(u,ve) (resp. dg(uy,v) soit dg(v,uz)).
— Si u et v appartiennent a la coupe, le plus court chemin est dg(u,v).

— Si u et v ne sont pas dans S, nous obtenons deux possibilités, soit le chemin ne passe
pas par ’ensemble S soit il y passe. Dans le premier cas, ce chemin est entre uy et vy
ou entre uy et ve (ce qui représente le méme chemin, il s’agit de la partie dupliquée). La
distance est donc dgy(u1,v1). Dans le second cas, si le chemin passe par S, il faut utiliser
le minimum entre dg(u1,v2) et dg(vy,us).

Si les graphes de permutation ont un schéma d’étiquetage de distance de £(n) bits, alors les
graphes de permutation circulaires ont un schéma d’étiquetage de distance avec 2¢(2n) bits,
soit un schéma d’étiquetage de O(logn) bits d’apres le Théoréme 4.3.

Théoréme 4.7 Les graphes de permutation circulaires avec n sommets ont un schéma d’éti-
quetage de distance avec O(logn) bits par étiquette et le calcul de distance est en temps
constant.
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Les Théorémes 4.4 et 4.5 peuvent étre étendus a partir du Théoréme 4.7 pour obtenir une
structure de données locale et compacte pour I’extraction de plus courts chemins et de routage
pour les graphes de permutation circulaires.

4.6 Conclusion

Dans cette partie, nous avons cherché & donner le plus large panel de familles de graphes
pour lesquelles un schéma d’étiquetage de distance utilisant des étiquettes de taille O(logn)
bits peut étre défini. Plus précisément, nous recherchons des schémas avec des étiquettes de
taille O(f(d)logn) bits ou d serait un invariant de la famille de graphe. Dans notre schéma,
nous avons mis en évidence I'importance des extensions linéaires en nous appuyant sur le fait
qu’un graphe de permutation est le graphe de comparabilité d’un ordre partiel de dimension 2.
Nous avons donc montré la propriété suivante : le graphe de comparabilité d’un ordre partiel
de dimension d supporte un schéma de distance avec des étiquettes de taille O(logn) bits avec
d < 2. Or, dés que la dimension d de l'ordre partiel est supérieure ou égale & 3, un schéma
d’étiquetage de distance requiére au moins des étiquettes de taille Q(nl/ 3) bits.

En effet, Schnyder [Sch89] a montré que tout graphe de I'ordre partiel d’inclusion som-
mets/arétes d'un graphe planaire G est le graphe de comparabilité d'un ordre partiel de
dimension au plus 3. D’aprés [GPPRO4], pour tout étiquetage de distance d'une famille de
graphes planaire d’au plus n sommets, il existe un graphe planaire Gy = (Vp, Ep) avec une
étiquette de taille £(n) = Q(n'/3).

Il peut-étre intéressant de se concentrer sur les familles de graphes d’intersection (graphes
d’intersection de trapézes) afin de trouver une caractérisation similaire et de fournir un schéma
d’étiquetage de cette famille. Par la suite, un autre probléme que nous pourrions étudier est
celui de 'optimalité de la taille des étiquettes de notre schéma.
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Seconde partie
L(p, q)-étiquetage et étiquetage (d, 1)-total

Dans cette partie, nous nous intéressons a un probléme d’assignation de fréquences
modélisé sous la forme de problémes d’étiquetages. Plus particuliérement, nous nous focalisons
sur le probléme de L(p, q)-étiquetage de graphes quelconques et d’étiquetage (d,1)-total de
graphes planaires. Nous étudions de quelle facon ces travaux se positionnent vis a vis des
résultats et conjectures actuelles et dans quelle mesure ils généralisent des approches déja
existantes. En premiére partie, nous donnons un ensemble de définitions issues pour la plupart
du domaine de la coloration de graphes. Nous définissons ensuite ce qu’est ’assignation de
fréquence pour en venir au probléme exact que nous nous posons. Un premier ensemble de
résultat est donné concernant le L(p, q)-étiquetage et plus précisément le L(p, q)-étiquetage
sans trou. Enfin, un ensemble de résultats est énoncé sur l'étiquetage (d,1)-total suivi de
perspectives et de conclusions sur ces deux types d’étiquetage.
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Chapitre 5
Préliminaires

Dans ce chapitre nous donnons diverses notations et définitions complémentaires a celles
données dans la premiére partie.

5.1 Notations

Un sommet de degré k est noté k-sommet, de plus lorsque k£ = 1, nous appelons un tel
sommet un sommet pendant.

Notation 5.1 Le nombre de sommets de degré i dans le graphe est noté n;.

Définition 5.1 Le degré moyen maximum noté Mad(G), est le mazimum des degrés moyens
de tous ses sous-graphes :

2| E(H) |

Mad(G) = max { TV |

Hea)

Définition 5.2 La maille d’un graphe, notée g, est la taille du cycle de plus petite longueur.
Nous pouvons maintenant introduire les graphes planaires :

Définition 5.3 Un graphe est planaire s’il peut étre représenté dans le plan ou sur la sphére
de fagon telle que ses arétes ne se coupent pas (en dehors de leurs extrémités).

Définition 5.4 Une face est une région connezxe du plan délimitée par des arétes.

Nous notons F' I'ensemble des faces d’un graphe. Le nombre d’arétes délimitant une face
f € F est noté r(f) (taille de la face). Pour une face de taille k, nous parlons aussi de k-face.

Définition 5.5 Un graphe est planaire extérieur s’il est planaire et peut étre représenté de
facon telle que tous ses sommets soient sur la face extérieure (face infinie dans le plan).
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5.1.1 Colorations

Soit G = (V, E) un graphe, lorsque nous parlons de coloration de sommets, nous voulons
en fait une coloration propre des sommets qui consiste en une fonction ¢ : V — {1,2,...} telle
que c(u) # ¢(v) pour toute aréte {u,v} € E.

Une coloration propre utilisant k couleurs est appelée une k-coloration. Le nombre chro-
matique, noté x(G), est le plus petit entier k tel que G admet une coloration propre.

De méme, pour la coloration des arétes, une coloration propre des arétes est une fonction
d:E —{1,2,...} telle que c(e1) # c(eq) si ey et ey sont adjacentes (incidentes & un méme
sommet).

Une coloration propre des arétes utilisant k couleurs est appelée une k-aréte coloration.
L’index chromatique, noté x'(G), est le plus petit entier k tel que G admet une k-aréte colo-
ration.

La coloration totale est une coloration propre des sommets et des arétes avec une contrainte
supplémentaire : la couleur d’'un sommet doit étre différente de la couleur des arétes qui lui
sont incidentes. Pour un graphe G, le nombre minimal de couleurs pour une telle coloration
est le nombre chromatique total noté : x* (G).

Nous pouvons maintenant introduire la coloration par liste, supposons qu'une liste L(u)
de couleurs autorisées est assignée a chaque sommet u. Un graphe G est k-liste coloriable ou
k choisissable si quelques soient les listes de taille k assignées aux sommets de G, il existe
une coloration propre des sommets ¢ (des arétes ou totale) telle que pour tout sommet w,
c(u) € L(u).

Pour un graphe G, la taille de liste minimale & est notée x;(G) et appelée nombre chro-
matique par liste (resp. x;(G) 'index chromatique par liste et xI (G) le nombre chromatique
total par liste).

5.1.2 Chaine Hamiltonienne

Soit G = (V, E) un graphe quelconque, une chaine Hamiltonienne est un sous-graphe H
de G tel que H est une chaine passant une et une seule fois par chaque sommet (Figure 5.1).
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F1G. 5.1 — Chaine Hamiltonienne dans le graphe de Petersen

5.1.3 Classes de graphes

Nous présentons une série de classes de graphes connues nécessaires ultérieurement.

Graphe d’incidence

Ce n’est pas une classe de graphe & proprement parlé, mais une graphe d’incidence peut
étre définie en tant que tel. Soit G = (V, E) un graphe quelconque, son graphe d’incidence
G = (VUE,FE') est tel que {u,e} € E' si et seulement si u est une extrémité de e dans G.

Cette construction revient, dans le cas d’un graphe simple, & prendre le graphe obtenu en
subdivisant toute les arétes une fois. En d’autres termes, toutes les arétes sont remplacées par
une chaine de longueur 2 (Figure 5.2).

F1a. 5.2 — Graphe subdivisé du graphe de Petersen
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Graphe k-dégénéré

Définition 5.6 Un graphe est k-dégénéré si tout sous-graphe induwit contient au moins un
sommet de degré inférieur ou égal a k.

Les arbres par exemple sont des graphes 1-dégénérés, les graphes planaires extérieurs sont
2-dégénérés et les graphes planaires sont 5-dégénérés.

5.2 Notation spécifique

Nous présentons uniquement le cas des intervalles d’étiquettes. En effet par la suite nous
recourons au terme intervalle d’étiquettes méme lorsque les étiquettes utilisées ne sont pas
consécutives. Prenons ’exemple ou ’étiquetage d’un graphe nécessite 1'utilisation des éti-
quettes 0, 1, 2, 5, 7, 9 et 10. Dans ce cas, 'intervalle d’étiquettes sera l'intervalle [0,10]
(Figure 5.3).

CLLTTEET i

Fi1a. 5.3 — Intervalle d’étiquettes lorsque les étiquettes 0, 1, 2, 5, 7, 9 et 10 sont utilisées




Chapitre 6

Assignation de fréquences

L’assignation de fréquences consiste & affecter une fréquence d’émission aux émetteurs
composant un réseau sans fil. Cette affectation doit se faire suivant un certain nombre de
contraintes : les interférences, les régles de régulation ou les préférences des utilisateurs de ces
réseaux. Dans cette partie, nous poserons notre cadre d’étude de I'assignation de fréquences
et sa modélisation.

6.1 Problématique

Le probléme de I’assignation de fréquences se pose différemment selon le type de réseau
sans fil considéré (radio, télévision, téléphones portables, cellulaires par satellite, réseaux de
capteurs, ...). Chaque type de réseau a des contraintes spécifiques. Ce probléme d’assignation
de fréquences se pose dés que des connexions dans un réseau d’émetteurs, en amont de la
phase de communication, doivent étre établies. En d’autres termes, si deux émetteurs désirent
communiquer, ils doivent auparavant effectuer leur connexion sur une fréquence particuliére en
tenant compte des contraintes relatives au réseau. Dans la pratique, pour une connexion entre
deux émetteurs, deux fréquences sont utilisées : une pour chaque émetteur. Ces fréquences
sont choisies parmi un ensemble de fréquences autorisées par I’émetteur selon des préférences
potentiellement fixées, des régles de régulation, des caractéristiques physiques des émetteurs
et des interférences pouvant se produire. De plus, au niveau global, le spectre de fréquences est
une ressource limitée, le réseau doit donc utiliser la plus petite bande de fréquences possible
(nous parlerons par la suite d’intervalle de fréquences). Nous nous focalisons sur le probléme
d’assignation de fréquences lorsque des problémes d’interférences se produisent dans les situa-
tions suivantes :

— Contrainte 1. Si deux émetteurs sont trés proches géographiquement, ils doivent utiliser
des fréquences éloignées pour effectuer leurs transmissions ;

— Contrainte 2. Si deux émetteurs sont un peu plus éloignés, ils doivent utiliser des
fréquences différentes.

La figure 6.1 illustre les différents cas dans lesquels se produisent ces deux types d’in-
terférences en prenant pour référence un seul émetteur (opération devra étre répétée pour
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I’ensemble des émetteurs). Un ensemble d’émetteurs est disposé dans le plan et pour un émet-
teur donné F/, certains émetteurs lui sont proches. Cette proximité est fixée par une distance
limite au dela de laquelle aucune interférence ne se produit si les émetteurs utilisent des fré-
quences proches de celle de E. En conséquence, tous les sommets contenus dans le cercle plein
de la Figure 6.1 doivent utiliser des fréquences éloignées de celle de E' (Contrainte 1).

Les émetteurs avec lesquels il y a des interférences s’ils utilisent exactement la méme
fréequence que E (Contrainte 2) sont contenus dans le cercle en pointillée (Figure 6.1).

4 \
/ \
° [ / \ @
j ) \
1 \
1 \
) \
1 5} 1
1 1
1 1
1 @ I
L4 1 1
\ 1
\ ] °
\ 1
\ /
™ . @ ,
O Interférences si la fréquence utilisée est proche de celle de E (Contrainte 1.)
@ Interférences si la méme fréquence que F est utilisée (Contrainte 2.).

Fi1Ga. 6.1 — Un émetteur F et les émetteurs pour lesquels se produisent des interférences.

Il s’agit donc de minimiser le nombre de fréquences utilisées pour respecter ces deux
contraintes. Pour résoudre ce probléme, nous introduisons le modeéle de Metzger [Met70] que
nous replacons succintement dans le contexte des précédentes études sur ce sujet.

6.2 Modélisation par des étiquetages

B.H. Metzger [Met70] et par la suite W.K. Hale [Hal80] se sont intéressés au probléme
posé par la Contrainte 1 : deux émetteurs proches doivent émettre sur des fréquences suffi-
semment éloignées. Ceci est équivalent & un probléme d’étiquettage de graphes : les sommets
représentent les émetteurs et les arétes lient les sommets entre lesquels des interférences sont
susceptibles de se produire (Figure 6.2 pour le sommet E, Figure 6.3 pour le réseau complet).

Dans notre cas, nous voulons effectuer un étiquetage respectant les Contraintes 1 et
2. Nous utilisons donc la méme définition que Metzger [Met70] pour le graphe, mais nous
étiquetons différemment celui-ci. Le graphe est étiqueté a 1'aide d’entiers! de telle facon que
deux sommets & distance deux aient des étiquettes différentes et deux sommets voisins aient
des étiquettes distantes d’au moins deux. Ce type d’étiquetage est appelé L(2,1)-étiquetage.
Nous utilisons un ensemble d’entiers inclus dans un intervalle commencant par zéro, ainsi nous
pouvons revenir simplement sur des fréquences afin de résoudre le probléme initial [GY92].
Le L(2,1)-étiquetage a été introduit par Griggs et Yeah [GY92], cet étiquetage a été et reste

Lpar la suite nous utiliserons de facon équivalente les termes couleur, étiquette ou entier
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F1aG. 6.2 — Voisins du sommet représentant I’émetteur E.

F1G. 6.3 — Graphe obtenu en itérant pour chaque sommet.

encore trés étudie [GLI4, CK96, INST00, Jha00, CP01]. Par la suite, cet étiquetage a été gé-
néralisé en un L(p, q) étiquetage, lui aussi largement étudié pour différentes classes de graphes
[Sak94, WGM95, BPT00, BKTvL00, CKKT02, MS02, BPT02, FR03a]. Les valeurs de p et
de ¢ sont fixées a partir des différences de fréquences qui produisent des interférences. Ces
valeurs sont directement dépendantes du type de réseau. Par la suite, nous nous intéresserons
essentiellement & ce probléme avec g = 1.

Définition 6.1 Le L(p,q)-étiquetage d’un graphe, illustré sur un exemple Figure 6.4, est tel
que :

— deuxr sommets voisins doiwent avoir leurs étiquettes distantes d’au moins p ;

— deur sommets a distance deux doivent avoir leurs étiquettes a distance au moins q (en
général p > q).

Comme nous 'avons noté précédemment, la bande de fréquences est une ressource limitée,
cela nous contraint a rechercher la plus petite plage d’étiquettes possible. Elle est notée A, 4(G)
et correspond a la différence entre la plus grande et la plus petite fréquence / étiquette assignée.
Notre intervalle d’étiquettes commencant par zéro, \p ,(G) est égal a la valeur de la plus grande
étiquette utilisée (appelée aussi taille de I'intervalle par la suite).
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O Sommets dont les étiquettes doivent étre a distance g de celle de F

O Sommets dont les étiquettes doivent étre a distance p de celle de F

F1G. 6.4 — Sommets et contraintes sur les étiquettes par rapport au sommet E.



Chapitre 7

Etiquetage (d, 1)-total de graphes
planaires

Dans ce chapitre, nous donnons : un ensemble de définitions concernant I’étiquetage (d, 1)-
total et de quelle facon il est obtenu & partir du L(p, ¢)-étiquetage. Ensuite, les résultats dans
ce domaine sont donnés. Finalement nous exposons nos résultats suivis de leur preuve et de
nos perspectives dans ce domaine.

7.1 Définition

Nous venons de définir le L(p, ¢)-étiquetage dans des graphes quelconques, maintenant,
nous nous intéressons plus particulierement au L(d, 1)-étiquetage de graphes d’incidence
[WGM95]. Notons l'utilisation d’un d a la place du p lorsque ¢ = 1 pour simplifier le pas-
sage a I’étiquetage (d,1)-total. Le graphe d’incidence G’ d’un graphe G est le graphe obtenu
en remplagant toute aréte de G par une chaine de longueur deux (cf. Figure 7.1).

FiG. 7.1 — Un graphe et son graphe d’incidence associé.
Le L(d,1)-étiquetage du graphe d’incidence d’un graphe G correspond & un étiquetage
total particulier de G : I'étiquetage (d, 1)-total introduit par Havet et Yu [HY02, Hav03] (cf.
Figure 7.2).
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Fia. 7.2 — Le L(2,1)-étiquetage d'un graphe d’incidence et I’étiquetage (2, 1)-total du graphe
correspondant.

Plus formellement, Pétiquetage (d,1)-total d’'un graphe G = (V, E) est une application
c:V UFE — N vérifiant :

(i) Y(u,v) € VZ:uv € E = c(u) # c(v)
(i) Y(u,v,w) € V3 :uv € E,uw € E = c(uv) # c(uw)
(iii) V(u,v) € VZ:uv € E = |c(u) — c(uv)| > d

Soit. £ ’ensemble des étiquettes attribuées au graphe G, l'intervalle d’étiquettes est 'in-
tervalle d’entiers [min £, max £] (en général min £ = 0). Notre objectif est de minimiser la
taille de cet intervalle : minimiser la différence entre la plus grande et la plus petite étiquette
utilisée. Lorsque cette minimalité est obtenue, la taille de I'intervalle est alors appelée nombre
(d,1)-total, noté N\I(G).

A partir de ce lien entre I’étiquetage (d, 1)-total et le L(d, 1)-étiquetage nous obtenons un
ensemble de majorations et de minorations pour A2 (G) (nombre (d,1)-total). Une attention
particuliére doit étre prétée au fait que le nombre d’étiquettes est égal au nombre (d, 1)-total
plus un.

7.2 Reésultats existants

Dans la section précédente, nous avons identifié que I’étiquetage (d, 1)-total est un L(d,1)-
étiquetage de graphes d’incidence. De plus, notons que lorsque d est égal & un, nous obtenons
une coloration totale. Le probléme de la coloration totale a souvent été étudié [Vij71, Ros71,
BKW96, BKW97, BKW98, IZN01].

7.2.1 Coloration totale

Pour commencer, donnons un ensemble de résultats sur la coloration totale (cf. Definition
5.1.1 page 84), de cette facon, nous obtenons un ensemble de bornes pour 'étiquetage (d, 1)-
total avec d = 1. Celles-ci nous apportent un certain nombre de références sur les valeurs que
nous devrions ensuite obtenir en faisant varier la valeur de d.

Débutons par la conjecture de Behzad/Vizing sur le nombre chromatique total :
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Conjecture 7.1 [Beh65, Viz68] Pour tout graphe G de degré mazimum A :

x'(G)<A+2

Cette conjecture a été prouvée par Rosenfeld [Ros71] et Vijayaditya [Vij71] pour A < 3,
par Kostochka [Kos77, Kos78, Kos96] pour A < 5, par Borodin [Bor89] pour les graphes
planaires avec A > 9, par Isobe, Zhou et Nishizeki [IZN01] pour les graphes s-dégénérés avec
A > 4s + 3 et par Bojarshinov pour les graphes d’intervalles [Boj01].

Par la suite, Borodin, Kostochka et Woodall ont montré le théoréme suivant :

Théoréme 7.1 [BKW98] Soit G un graphe planaire de degré mazimum A et de maille g. Le
nombre total chromatique xT(G) = A + 1 dans chacun des cas suivants :

1. A>11;

A>Tetg>4;
A>betg>5h;
A>4etg>6;
A>3 et g>10.

Grace a des méthodes probabilistes, deux majorations ont été données pour des graphes
quelconques :

Théoréme 7.2 [HMRI8] Si un graphe simple G a pour degré mazimum A suffisamment
grand, alors x'(G) < A+ 8In® A.

Théoréme 7.3 [MRI8] Si un graphe simple G a pour degré mazimum A suffisamment grand,
alors xT(G) < A+ C, avec C = 10%.

Cette derniére majoration est actuellement la meilleure connue sur le nombre chromatique
total de graphes quelconques.

Une majoration simple est obtenue de la fagon suivante (la méme méthode est utilisée
pour obtenir un majoration de I’étiquetage (d, 1)-total) : x(G) < A(G) (Théoréme de Brooks
[Bro41]) sauf si G est complet ou un cycle impair et x'(G) < A(G) + 1 (Théoréme de Vizing
[Viz64]). Par conséquent, pour un graphe différent d’un cycle impair ou d’une clique, x* (G) <
2A(G) 4 1 (Figure 7.3). Pour tout graphe G, la majoration devient : X7 (G) < 2A(G) + 2.

X(G) X'(G) +1

N

F1G. 7.3 — Répartition des couleurs pour un graphe différent d’un cycle impair ou d’une clique.

Observation 7.1 Si la conjecture de la coloration par liste x;(G) = X'(G) est vérifiée alors
XT(G) < A+ 3 couleurs.

Preuve. Nous voulons colorier totalement un graphe G. Soit un ensemble de A + 3 couleurs,
colorions proprement ses sommets a 'aide de A + 3 couleurs (x(G) < A + 1 [Bro4l]). A
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chaque aréte, nous associons la liste obtenue en prenant les A + 3 couleurs moins celles des
deux sommets incidents. Pour chaque aréte, nous avons des listes de taille A+1. Par hypothese,
X' = x}, et X' < A+ 1 [Viz64]. Nous pouvons donc colorier chaque aréte par une couleur de
sa liste de facon & obtenir une coloration propre des arétes.

Par construction des listes, nous avons donc une coloration totale du graphe. O

- AN+ —mm
\ /

XTTTITTIX

7\
Couleur de (z) Couleur de (y)

Fia. 7.4 — Liste de taille A + 1 des couleurs possibles pour une aréte zy d’un graphe G.

Or, x;(G) = X/(G) dans les graphes planaires extérieurs avec A > 5 [HKO1], dans les
graphes séries paralleles avec A > 5 [JMT99] et dans les graphes planaires avec A > 12
[BKW97].

7.2.2 Majorations issues du L(d, 1)-étiquetage

Comme défini dans le chapitre précédent (Chapitre 6), le L(d, 1)-étiquetage d’un graphe
d’incidence G’ d’un graphe G est un étiquetage (d, 1)-total de G. Nous pouvons en déduire :

Observation 7.2 Soit G un graphe, \J(G) = Mg 1(G") ot G’ est le graphe d’incidence de G.

Cette observation donne des majorations dans le cas ou d = 2 en utilisant les bornes issues
du L(2,1)-étiquetage. En remarquant que si G est planaire, son graphe d’incidence G’ lest
aussi d’out :

Lemme 7.1 Soit G un graphe planaire et G' son graphe d’incidence, alors

(i) M(G) < X1 (G") < 2A + 25 [odHMOS]
(ii) M(G) < A1 (G') < 3A +90 [MS02]

Ces majorations, données & titre indicatif, sont éloignées des résultats que nous détaillons
ultérieurement [HY02, BMRO3]. En effet, dans [vdHMO03] et [MS02], les majorations du
Lemme 7.1 sont obtenues sur des graphes planaires quelconques. Dans notre cas, sont unique-
ment considérés les graphes planaires qui sont des graphes d’incidence. Ceux-ci sont bipartis.
En nous limitant a cette classe de graphes planaires, nous sommes a méme d’obtenir des bornes
plus fines. Ces résultats sont donc 1a a titre indicatif et donnent des majorations générales.

7.2.3 Majorations et minorations

Dans cette section, nous donnons les principaux résultats connus pour ce type d’étiquetage.
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Proposition 7.1 [Hav03] Soit G un graphe de degré mazimum A, alors
(i) N[(G) = A+d—1;
(ii) si G est A-régulier, NI (G) > A +d;

(i) sid> A, A(G) > A+d.

Preuve. Soit G un graphe quelconque de degré maximum A. Considérons le/un sommet u de
degré A dans G. Supposons qu’il soit étiqueté 0. Dans ce cas, les étiquettes des arétes incidentes
4 u ne peuvent pas étre comprises dans l'intervalle [0,d — 1] et doivent étre différentes deux a
deux. En conséquence, un intervalle de taille au moins A +d — 1+ 1 doit étre utilisé. Si jamais
le sommet u est étiqueté avec une valeur différente de 0 ou de A 4+ d — 1 alors deux intervalles
d’étiquettes de taille d — 1, autour de I’étiquette de u, doivent étre laissés inutilisées pour les
arétes incidentes. Nous devrions alors utiliser un intervalle plus grand pour I'étiquetage de G
ce qui implique (7).

Si G admet un étiquetage avec A + d étiquettes, alors les sommets doivent tous étre
étiquetés avec 0 ou A + d — 1. Prenons a nouveau un sommet u de G et supposons qu’il est
étiqueté par 0. Comme nous ’avons vu précédemment, les arétes incidentes a ce sommet sont
étiquetées dans l'intervalle [d, A + d — 1] considérons l'aréte uv étiquetée A + d — 1. Pour le
sommet v ni la valeur 0 ni la valeur A 4+ d — 1 ne peuvent étre utilisées comme étiquettes. Ce
qui est un contradiction et implique (7).

Similairement, si nous considérons l'aréte uw étiquetée d et que d > A, le sommet w doit
avoir une étiquette au moins supérieure ou égale a 2d et donc supérieure & A +d — 1 ce qui
implique (ii7). O

Observons que pour étiqueter les sommets avec un intervalle I,, de x(G) étiquettes et les
arétes avec un intervalle I, de taille x'(G). I, et I, sont séparés par un intervalle de taille d — 1
(Figure 7.5).

De cette observation, nous déduisons la majoration suivante :

Proposition 7.2 [Hav03] Soit G un graphe, alors :
(i) \I(G) < x(G) + X'(G) +d — 2 (cf. Figure 7.5).

<
(i) \E(G) <2A +d—1.

Fia. 7.5 — Répartition des étiquettes des sommets et des arétes sur I'intervalle.

A partir de cette proposition, les corollaires suivants vont étre déduits a partir de valeurs
particuliéres pour y et X’ associées a diverses familles de graphes.

Pour un graphe biparti, ¥/(G) = A [K6n16]; par la proposition 7.2, nous obtenons :

Corollaire 7.1 (Graphes bipartis) Soit G un graphe biparti, alors :

A+d—-1<\(G)<A+d
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Si un graphe biparti G est régulier ou si d > A, alors AL (G) = A + d. Dans le cas des
graphes planaires, en utilisant le théoréme des quatre couleurs [AH89]. Le corollaire suivant
est obtenu :

Corollaire 7.2 (Graphes planaires) Soit G un graphe planaire simple, alors :

MG <A+d+3

Pour un graphe planaire, si A > 8, alors \/(G) = A [Viz64] et si g > 4, alors x(G) = 3
[Gro59] : les majorations deviennent A + d + 1. Pour un graphe planaire extérieur différent
d’un cycle impair, x’(G) = A et x(G) = 3. Pour les cycles impairs nous obtenons la méme
majoration suivante :

Corollaire 7.3 (Graphes planaires extérieurs) Soit G wun graphe planaire extérieur,
alors

M@ <A+d+1

Pour un graphe s-dégénére, x(G) = s+ 1.
Corollaire 7.4 (Graphes s-dégénérés) Soit G un graphe s-dégénéré, alors

M@ <A+d+s

Donc, si A > 2s, alors X'(G) = A [Viz65]. La majoration devient A +d+ s — 1.

7.2.4 Conjectures et résultats préliminaires
Fredéric Havet et Min-Li Yu [HY02] ont proposé la conjecture suivante :
Conjecture 7.2 [HY02] Soit G un graphe, alors \}(G) < min{A +2d — 1,2A +d — 1}.

Observation 7.3 Soit G un graphe alors,
1. Sid< A, alors A+2d—1<2A+d—1.
2. Sid> A, la Proposition 7.2 (ii) implique la Conjecture 7.2.

3. Si G est planaire et que g > 3 et A > 8, l'observation précédente implique la Conjecture
7.2.

Pour la minoration, nous obtenons :

Lemme 7.2 Pour tout graphe G, de degré mazimum A et de nombre chromatique x(G) < 2d,
nous pouvons construire un graphe G' de degré mazimum &' > A et de nombre chromatique

(@) = X(G) tel que NJ(G) > | X2 | +d =2+ A,



7.2. RESULTATS EXISTANTS 97

Preuve. Soit G un graphe de degré maximum A et de nombre chromatique x(G). Pour tout
sommet v de G, nous lui ajoutons des sommets pendants jusqu’a ce que nous obtenions :
d(u) = k > A. Appelons G’ le graphe obtenu, et notons son degré maximum A’ = k. Tl
est clair que x(G') = x(G), si G’ est étiqueté (d,1)-totalement, il existe un sommet v tel
que son étiquette est a distance au moins [x(G’)/2] de I'une des extrémités de l'intervalle
d’étiquettes. Pour étiqueter les arétes incidentes de v, au moins [x(G")/2] +d — 1 + A/

étiquettes sont utilisées (Figure 7.6). O
x(G)/2] x(G)/2]
\\INNNENNEEEE

Couleurs autorisées pour les arétes incidentes a v

F1a. 7.6 — Répartition des étiquettes des sommets sur l'intervalle.

Dans la preuve précédente, si x(G) = 2d — 1 ou x(G) = 2d, il est possible de construire
un graphe G’ qui nécessite au moins A + 2d — 1 étiquettes pour un étiquetage (d, 1)-total. La
Figure 7.7 montre un graphe planaire nécessitant A + 2d — 1 étiquettes avec d = 2.

F1a. 7.7 — Graphe planaire nécessitant A + 2d — 1 étiquettes avec d = 2.

A partir du lemme précédent, si x(G) = 2d — 1 ou x(G) = 2d, il est possible de construire
un graphe G’ nécessitant au moins A + 2d — 1 étiquettes pour un étiquetage (d, 1)-total. En
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1964/1965, Bezhad [Beh65] et Vizing [Viz64] ont conjecturé indépendamment que le nombre
chromatique total est A + 1 ou A + 2. La Conjecture 7.2 peut étre considérée comme une
extension de la conjecture de Behzad et de Vizing. Cette conjecture est confortée par les
résultats obtenus par Havet et Yu [HY02] pour les graphes complets.

Pour conclure cette section, nous rappelons la conjecture de Havet (Conjecture 7.3) qui
propose une majoration de la valeur du nombre (d, 1)-total pour les graphes cubiques et sub-
cubiques :

Conjecture 7.3 [HY02] Soit G un graphe avec A < 3, G # Ky, alors \Y(G) < 5.

7.3 Reésultats

Dans cette partie, nous montrons nos résultats obtenus sur l'étiquetage (d,1)-total de
graphes planaires :

Théoréme 7.4 Soit G un graphe planaire de degré mazimum A et de maille g. Alors, lorsque

d>2, \I(G) < A+2d — 2 dans les cas suivants :

(i) A>2d+1etg>11;

(i) A > >6;

(111) A >2d+3etg>5h
2

(iv) A > 8d+ 2.

2d+2 ety

7

Dans chaque cas du théoréme 7.4, si G est planaire et sans triangle, alors x(G) < 3; sinon,
si A > 8, alors }/(G) = A [Viz64]. La majoration du Théoréme 7.4 doit étre comparée a la
majoration A+d+1 et A+d—+2 obtenue par le Corollaire 7.2. Notre majoration est meilleure
pour d = 2 dans tous les cas et pour d = 3 dans les cas (¢) et (iv). De plus, d’apreés le Lemme
7.2, ces résultats sont optimaux pour d = 2, en effet, il est possible de construire des graphes
nécessitant A + 3 étiquettes. Pour d = 3, il existe un écart de un entre la minoration et la
majoration du Théoréme 7.4.

7.4 Preuve du Théoréme

Nous prouvons le Théoréme 7.4 par contradiction. Soit o un entier et H = (V, ') un graphe
contre-exemple minimal au Théoréme 7.4 avec A > «, de maille g ayant un nombre minimal
de sommets n et d’arétes m (dans le cas (i), « = 2d+1 et g > 11; dans le cas (i1), a = 2d+2
et g > 6; dans le cas (iii), « = 2d+ 3 et g > 5 et dans le dernier cas, « = 8d+2 et g > 3). Ce
graphe est minimal au niveau du nombre de sommets et d’arétes dans le sens ot si un sommet
(ou une aréte) est supprimé dans le graphe, alors il n’est plus un contre-exemple et a pour
nombre (d, 1)-total la valeur déterminée par le théoréme.
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7.4.1 Préliminaires

En premier lieu, dans cette preuve, nous devons déterminer si des sommets pendants sont
présents ou pas dans un contre-exemple minimal suivant la maille ou le degré maximum. Pour
cela, nous utilisons les trois lemmes suivants :

Lemme 7.3 Si A > «, alors H n’a pas de sommet pendant.

Preuve. Supposons que H contienne un sommet pendant v adjacent au sommet w ; le graphe
H' = H\{v} aun degré maximum A(H') > a et par minimalité de H, il admet un étiquetage
(d,1)-total avec A(H') + 2d — 1 étiquettes. Notons que dys(w) < A(H) — 1. Nous étiquetons
les sommets et les arétes de H avec les étiquettes correspondantes dans le graphe H' : si un
sommet ou une aréte z posséde I’étiquette a dans H’ nous allons étiqueté le sommet ou l’aréte
x par a dans H. Nous étendons cette étiquetage pour le sommet et 'aréte restante. Pour
étiqueter wv, nous avons A(H) + 2d — 1 étiquettes et :

— au maximum A(H) — 1 étiquettes sont interdites par les étiquettes des arétes incidentes
a w et différentes de vw.

— au maximum 2d — 1 étiquettes sont interdites par celle de w.

Dans le pire des cas, il reste une étiquette non utilisée pour vw. Finalement, en effectuant le
meéme raisonnement, nous avons au moins A(H) — 1 possibilités pour étiqueter le sommet v
(A(H)4+2d —1—(2d — 1) — 1). Cela implique que H admet un étiquetage (d,1)-total avec
A + 2d — 1 étiquettes. Ce résultat contredit nos hypothéses de départ. O

Lemme 7.4 Si A = « et que H contient des sommets pendants, alors ils sont adjacents a
lunique A-sommet de H.

Preuve. Supposons que H contienne des sommets pendants qui une fois enlevés ne modifient
pas le degré maximum. Dans ce cas de figure, le graphe H' est égal & H sans les sommets
pendants (ni la maille ni le degré maximum ne sont modifiés). Par minimalité de H, le graphe
résultant de H' peut étre étiqueté (d,1)-totalement a l'aide de A + 2d — 1 étiquettes. De
méme que précédemment, nous étiquetons les sommets et les arétes de H avec les étiquettes
correspondantes dans le graphe H’'. En conséquence, si un sommet pendant ne modifie pas le
degré maximum, nous pouvons étiqueter le graphe a 'aide de A + 2d — 1 étiquettes. Or, cela
implique que dans un contre-exemple minimal, si les sommets pendants sont liés a plusieurs
A-sommets, supprimer 'un d’eux ne modifie pas le degré maximum. En conséquence, les
sommets pendants sont liés & un A-sommet et celui-ci est unique.

Considérons un sommet z tel que dy(x) — dg/(x) = a > 0. Nous étiquetons dans H les
sommets pendants liés & z un par un. Soit v; le iupéme sommet pendant lié & = (i € [1,a]).
Pour étiqueter ’aréte xv;, nous avons A + 2d — 1 étiquettes possibles avec :

— au plus A — (a — i+ 1) étiquettes interdites par les étiquettes des arétes déja étiquetées ;
— et 2d — 1 étiquettes interdites par I’étiquette du sommet x.

Il reste donc toujours au moins a — 7 + 1 étiquettes de libres soit toujours au moins une
possibilité par aréte. Pour étiqueter le sommet v;, nous avons A + 2d — 1 étiquettes avec :

— une étiquette interdite par celle du sommet x ;
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— et 2d — 1 étiquettes interdites par ’étiquette de 'aréte zv;.

En conséquence, nous avons A — 1 étiquettes libres par sommet v;. Nous pouvons donc
étiqueter 'ensemble du graphe H sans ajouter de nouvelle étiquette. O

Lemme 7.5 Si A = « et que g > 4 ou A > 10, alors H contient au plus un seul sommet
pendant.

Preuve. Supposons que H contienne deux sommets pendants v et v’ adjacents au sommet w.
Nous divisons la preuve en deux cas :

1. il existe un sommet v’ de degré o — 1 dans H. Considérons le graphe H' construit
a partir de H de la fagon suivante :

— le sommet pendant v est supprimé
— le sommet pendant v’ est supprimé
— un sommet pendant v” adjacent a w’ est ajouté

Le graphe H' ainsi obtenu a pour degré maximum A(H') = o« = A(H) et posséde moins
de sommets que H. Par minimalité de H, H' admet donc un étiquetage (d, 1)-total a
laide de A(H) + 2d — 1 étiquettes. De méme que pour les Lemmes 7.3 et 7.4, nous pou-
vons, a partir de I'étiquetage de H', étiqueter partiellement H et étendre cet étiquetage
aux sommets pendants v et v’ avec leurs arétes adjacentes sans ajouter d’étiquette.

2. Il n’existe pas de sommet de degré o —1 dans H. Le graphe H' est construit de la
facon suivante : H' = H \ {v,v'}. Nous obtenons que A(H') < a — 2. Ce graphe admet
un étiquetage (d,1)-total avec au plus x(H') + x'(H') + d — 1 étiquettes (Proposition
7.2). Nous avons l'une des conditions suivantes :

~ Si H' est planaire, x(H') < 4 [AH89], de plus, si H' est sans triangle (g > 4) alors
X(H") < 3 [Gro59];
- Si A(H') > 8 alors X' (H") = A(H') < o — 2 [Viz64].
L étiquetage avec x(H') + x'(H') + d — 1 étiquettes devient donc 3 +a —1+d—1 =
a+d+1 < a+ 2d — 1 étiquettes. Si d > 2, nous étiquetons donc H avec au plus
A(H) + 2d — 1 étiquettes.
O

Par la suite, nous utilisons le résultat connu suivant :

Lemme 7.6 [NRS97] Soit G un graphe planaire de degré minimum 2 et de maille g > 5d+1,
alors G' contient une chaine de d 2-sommets adjacents.

Preuve. Pour un graphe planaire quelconque G = (V, E), notons, V' I’ensemble des sommets
de degré supérieur ou égal a trois. Construisons le graphe G = (V'  E’) tel que G soit une
subdivision du graphe G’. Notons que G’ est planaire et de degré minimum au moins trois.
Etant donné que dans le dual d’un graphe planaire de degré minimum au moins trois, il existe
au moins un sommet de degré au plus cing, il existe un cycle de longueur cinq dans G. Or, si la
maille de G est supérieure a 5d + 1, cela signifie que sur ce cycle de longueur cing, 5(d —1) +1
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sommets de degré deux ont été contractés. Si ces sommets sont répartis sur le cycle, au moins
une aréte de G’ sera le résultat de la contraction de d+1 sommets consécutifs de degré deux. O

Ce lemme est primordial pour étudier les différentes configurations présentes dans des
contre-exemples minimaux. Il nous permet d’exclure un certain nombre de motifs (Lemmes

7.7,7.9, 7.11 et 7.12).

7.4.2 Preuve de (i)

Pour prouver ce cas du Théoréme 7.4, nous devons montrer que dans un contre-exemple
minimal, deux 2-sommets ne peuvent pas étre adjacents. En effet, d’aprés le Lemme 7.6, si
le graphe est de maille onze, alors il doit posséder deux 2-sommets voisins. En montrant que
cette configuration est interdite, alors nous pourrons étiqueter (d, 1)-totalement tout graphe
de maille onze a I'aide de A + 2d — 1 étiquettes.

Lemme 7.7 Si A >2d+1 et d > 2, alors H ne peut pas contenir deux 2-sommets adjacents
(Figure 7.8).

Fia. 7.8 — Deux 2-sommets adjacents.

Preuve. Supposons que H contienne la configuration décrite Figure 7.8 : notons wvwz la
chaine P telle que d(v) = d(w) =2 et 2 < d(u) < A, 2 <d(z) <A.

Considérons le graphe H' égal a :
— H avec l'aréte vw contractée si vw est un isthme
— ou H sans ’aréte vw, sinon.

Observons que A(H') = A(H) (nous utiliserons la notation A par la suite) et g(H') > g(H).
Par minimalité de H, le graphe H' admet un étiquetage (d,1)-total avec A(H') + 2d — 1.
Nous étiquetons les sommets et les arétes de H avec les étiquettes correspondantes dans le
graphe H’ (de maniére similaire aux lemmes précédents). Ensuite, cet étiquetage est étendu
afin d’étiqueter (d, 1)-totalement le graphe H en utilisant A(H) + 2d — 1 étiquettes.

Nous ré-étiquetons les sommets v et w pour permettre I’étiquetage de ’aréte vw. Pour
les sommets v et w, 1 4+ 2d — 1 étiquettes sont interdites (pour le sommet v, par exemple, 1
étiquette est interdite par celle de u et 2d — 1 sont interdites par ’étiquette de 'aréte uv de
laquelle nous devons étre distant d’au moins d). A — 1 étiquettes sont donc possibles pour
les sommets v et w. Etant donné que A > 3, nous pouvons étiqueter les sommets avec deux
étiquettes différentes.

Pour laréte vw, au plus 2+ 2(2d — 1) étiquettes sont interdites (2 pour les étiquettes de uv
et wz et 2(2d—1) pour les étiquettes a distance d de celles de v et de w). Il reste donc A—2d—1



102 CHAPITRE 7. ETIQUETAGE (d,1)-TOTAL DE GRAPHES PLANAIRES

étiquettes pour vw. Supposons que A = 2d + 1, en effet, si A > 2d + 2, il reste au moins une
étiquette de libre. L’intervalle d’étiquettes disponibles est alors de taille 2d + 1 + 2d — 1 = 4d,
nous montrons que v et w peuvent étre étiquetés a 'aide d’étiquettes contigiies. Si de telles
étiquettes peuvent étre trouvées, nous pourrons alors étiqueter ’aréte vw car nous interdirons
moins d’étiquettes avec celles de v et de w.

Définissons S, comme ’ensemble des étiquettes possibles pour le sommet v et S, celles de
w. L’intervalle total d’étiquettes est de taille 4d et les intervalles S, et S, sont au moins de
taille 2d.

— Si |S, N Sy| = 0, il existe au moins une étiquette de S, voisine d’une étiquette de Sy,
dans l'intervalle d’étiquettes.

- Si [Sy NSy =i (1 < i < 2d), nous pouvons définir quatre types d’étiquettes dans
I'intervalle d’étiquettes.

— les étiquettes appartenant uniquement & S, ;

— celles appartenant uniquement a Sy, ;

— celles appartenant a S, N .Sy ;

— celles n’appartenant & aucun des deux ensembles.

Supposons qu’il n’y a pas d’étiquette de S, voisine d’une étiquette de S,,. Dans ce cas,
toute étiquette de I'intersection doit étre & distance 2 de toutes les étiquettes de S, U.S,,.
En conséquence, le nombre total d’étiquettes doit étre, au minimum, de |S,| — i + 2 +
1+ |Sy| —i=4d+ 1 ce qui est supérieur a la taille 4d de notre intervalle. Nous avons
donc nécessairement une étiquette de S, voisine d’une étiquette de .S,,.

— Enfin, supposons que S, = Sy, S, est I'union d’au plus trois intervalles d’étiquettes
(I'intervalle de 4d étiquettes sans les couleurs interdites par laréte uv et sans celles
interdites par u soit 2d — 1 étiquettes consécutives). Donc, étant donné que |S,| > 4
(d > 2), il existe deux étiquettes consécutives pour v et w.

En conséquence, lorsque v et w sont étiquetés avec des étiquettes consécutives, 'aréte vw
peut étre étiquetée. Il existe au maximum 2 étiquettes interdites par uv et wz et 2d étiquettes
interdites par les sommets v et w. Soit, au total, 2d + 2 étiquettes sont interdites sur un
intervalle de taille A +2d — 1 avec A > 2d + 1, il reste donc au moins 2d — 2 soit 2 étiquettes
pour Paréte vw (d > 2). O

Le Lemme 7.7 implique le cas (i) du Théoréme 7.4. En effet, supposons que H soit un
contre-exemple minimal avec A > 2d+ 1 et g > 11. Si H posséde un sommet pendant v alors,
il est lié & I'unique sommet de degré A du graphe (Lemme 7.5). D’aprés le Lemme 7.6, H \ {v}
contient au moins deux 2-sommets adjacents ce qui est impossible d’aprés le Lemme 7.7.

7.4.3 Preuve de (ii)

De méme que dans le cas précédent, en premier lieu, nous mettons en avant des confi-
gurations interdites dans un contre-exemple minimal. Nous prouvons ensuite que les graphes
de maille 6, lorsque le degré maximum est égal & 2d + 2, sont étiquetables avec A + 2d — 1
étiquettes.
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Lemme 7.8 La formule d’Euler peut étre réécrite :
(i) > e ((t —2)d(v) —2t) <0si0<t<yg
(1) ey (d(v) —4) + X pep(r(f) —4) <0

(1) 3 pey (d(v) = 6) + > pcp(2r(f) —6) <0

Preuve. Nous pouvons réécrire la formule d’Euler :

n—m+r=2

= (2m —4n) + (2m —4r) = -8 9)
= (2m —6n) + (4m —6f) = —12 (10)
= ((2t —4)m —2tn) + (4dm — 2tr) = —4t (11)

A partir de I'équation 9, étant donné que .y d(v) = 2m = 3, pr(f), nous avons la
preuve du (ii). De la méme fagon, I’équation 10 prouve directement le point (ii7). Enfin, & par-
tir de I’équation 11, nous obtenons )  ((t—2)d(v)—2t) < 0si 0 <t < g ol g est la maille. O

Les Lemmes 7.9, 7.11 et 7.12 sont des extensions naturelles aux Lemmes 2 et 3 de [BKW98]
et du Lemme 1 de [BKW96].

Lemme 7.9 Si A > 2d+ 2, alors

(i) tout 2-sommet est adjacent a deur A-sommets

(11) ny < na

Preuve.

(i) Supposons que v soit un 2-sommet adjacent a u et w, tels que d(w) < A (Figure 7.9).

Fia. 7.9 — Un 2-sommet v adjacent & un A-sommet u et un sommet w tel que d(w) < A.

De méme que dans la preuve précédente, nous considérons un graphe H’ égal a :
— H avec aréte vw contractée, si vw est un isthme
— H sans l'aréte vw, sinon.

Observons que A(H') = A(H) et g(H') > g(H). Par minimalité de H, le graphe H’
admet un étiquetage (d,1)-total avec A(H') + 2d — 1 étiquettes. Nous étiquetons les
sommets et les arétes du graphe H avec les étiquettes correspondantes du graphe H'.
Nous étendons cet étiquetage afin d’étiqueter complétement H avec A+42d—1 étiquettes.
Nous supprimons les étiquettes de v et de uv et nous devons étiqueter uv, vw et v.
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Pour uw, nous avons A + 2d — 1 étiquettes, mais 2d — 1 étiquettes sont interdites par
celles de u, et au plus A — 1 sont interdites par les étiquettes des arétes incidentes & u
différentes de uv. Donc, au moins une étiquette est libre pour 'aréte uwv.

De la méme fagon, nous avons au moins 2 étiquettes de libres pour vw (il y au moins
une aréte de moins incidente & w). Nous pouvons donc étiqueter proprement toutes les
arétes.

Seul le sommet v doit encore étre étiqueté. Pour celui-ci, nous avons le choix parmi
A +2d — 1 étiquettes. Or, 4d — 2 étiquettes sont interdites par celles des arétes uv et vw
ainsi que 2, interdites par celles des sommets u et w. Nous avons donc le choix parmi
A — 2d — 1 soit au moins une étiquette lorsque A > 2d + 2. Dans un contre-exemple
minimal, si un 2-sommet est présent alors il sera adjacent a deux A-sommets.

(ii) A partir du résultat du premier point de ce lemme, nous concluons que le nombre de
sommets de degré 2 est inférieur ou égal au nombre de sommets de degré A. La seule
possibilité pour que le nombre de 2-sommets soit égal au nombre de A-sommets est que
le contre-exemple minimal contienne des cycles alternés de 2-sommets et de A-sommets.
Supposons qu’un tel contre-exemple existe et qu’il posséde un tel cycle appelé cycle
2-alterné et noté C' = vjvy...v9,v1. Les degrés sont donc : d(vy) = d(vs) = -+ =
d(ver—1) = 2 et les autres sommets sont de degré A. Considérons le graphe H' composé
du graphe H privé de I’ensemble des 2-sommets. Par minimalité de H, H' admet un
étiquetage (d, 1)-total avec A+2d—1 étiquettes. Nous étiquetons les sommets et arétes du
graphe H avec leur étiquette correspondante dans le graphe H'. Nous commengons par
étiqueter les arétes, pour chacune nous avons A+ 2d — 1 étiquettes avec A — 2 étiquettes
interdites par les étiquettes des arétes incidentes au A-sommet (nous ne comptons pas les
arétes liant les deux 2-sommets du cycle 2-alterné) ainsi que 2d — 1 étiquettes interdites
par I’étiquette du A-sommet. Le résultat est que pour chaque aréte nous avons le choix
parmi deux étiquettes possibles. Ce probléme est équivalent & la coloration des sommets
d’un cycle pair avec des listes de taille 2. Ce probléme est bien connu et résolu, nous
pouvons donc étiqueter les arétes de C' proprement [ERT79]. Enfin, pour étiqueter les
2-sommets de C, nous avons A + 2d — 1 avec 2(2d — 1) étiquettes interdites par celles
des arétes incidentes et 2 étiquettes interdites par celles des sommets adjacents. Soit au
total A — 2d — 1 étiquettes sont possibles pour chaque sommet, donc si A > 2d + 2,
au moins une étiquette est possible. Le cycle 2-alterné est ainsi étiqueté a 1’aide de
A + 2d — 1 étiquettes, il ne peut donc y avoir de contre-exemple minimal ayant un
nombre de 2-sommets égal au nombre de A-sommets, nous obtenons donc ny < na

|

Lemme 7.10 Un contre-ezemple minimal H de maille g > 6 et de degré mazimum A > 2d+2
ne contient pas de sommet pendant.

Preuve. Supposons qu’un contre-exemple H de maille g > 6 et de degré maximum A > 2d+2
posséde un sommet pendant v. Ce sommet pendant v est alors adjacent & 'unique A-sommet
(Lemme 7.4). En conséquence H ne contient pas de 2-sommet (Lemme 7.9, un 2-sommet est
voisin de deux A-sommets). D’autre part, d’aprés le Lemme 7.6, H \ {v} contient un 2-sommet
w.
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Le sommet v est donc nécessairement adjacent au sommet w, d’ou A = d(w) = 3. Ce
résultat contredit notre hypotheése A > 2d + 2. O

Le Lemme 7.10 implique qu'un contre-exemple minimal ne peut pas contenir de sommet
pendant si sa maille est supérieure ou égale a 6. Ensuite, le Lemme 7.8 (i), lorsque ¢ = 6 nous
donne la relation suivante : no > ng+2ns+. ... D’autre part, a partir de la formule d’Euler, le
point (i) du Lemme 7.9 implique ny < na. Nous obtenons donc une contradiction, il n’existe
donc pas de contre-exemple minimal de maille g > 6 et de degré A > 2d + 2 non étiquetable
avec A + 2d — 1 étiquettes, ce qui prouve le Théoréme 7.4 (i7).

7.4.4 Preuve de (iii)

De méme que dans les cas précédents, nous interdisons des configurations dans un contre-
exemple minimal et nous montrons par la suite qu’il est impossible de construire un contre-
exemple minimal sans enfreindre la formule d’Euler.

Lemme 7.11 Dans un contre-ezemple minimal H, si A > 2d+ 3, il n’existe pas de 3-sommet
adjacent o deuzr 3-sommets.

Preuve. Par contradiction, supposons qu'un contre-exemple minimal H contienne un 3-
sommet adjacent a deux 3-sommets. Soient r, s, t, u, v, w, x, y € V et ru, su, uv, vw,
tu, xw, yw € F formant le motif de la Figure 7.10.

FiG. 7.10 — Un 3-sommet v adjacent a deux 3-sommets u et w.

Nous constuisons H' égal a :

— H avec aréte uv contractée, si uv est un isthme

— H sans l'aréte uv, sinon.

Notons que A(H') = A(H) et g(H') > ¢g(H). Par minimalité de H, le graphe H' ad-
met un étiquetage (d,1)-total avec A(H') + 2d — 1 étiquettes. Nous étiquetons H avec les

étiquettes correspondantes dans le graphe H’. Nous étendons cet étiquetage pour étiqueter
(d,1)-totalement le graphe H avec A(H) 4 2d — 1 étiquettes.

Nous supprimons les étiquettes de u et de v, pour ré-étiqueter le graphe ensuite. Nous
avons au moins 2 étiquettes possibles pour u (et pour v) : les arétes ru et su interdisent
chacune 2d — 1 étiquettes et les sommets r et s interdisent chacun une étiquette. Il reste donc
A+2d—1-22d—-1)—2=A—2d— 1 étiquettes soit au moins deux (A > 2d + 3) pour u
(et v). Nous étiquetons proprement les sommets.
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Maintenant, nous devons étiqueter 'aréte uv. Deux cas distincts sont identifiés :

— Si A > 2d + 4, au moins une étiquette est disponible (A +2d —1—-2(2d —1) —4 > 1)
pour uv.

— Si A = 2d+ 3, nous ne pouvons rien déduire de la précédente inégalité pour I'étiquetage

de wv. Dans ce cas, 'intervalle contient 4d + 2 étiquettes, notons S, (resp. S,) comme
étant le couple d’étiquettes possibles pour u (resp. pour v). Soit For(z) z € V (resp.
z € E) l'ensemble des étiquettes interdites par z pour un sommet (resp. une aréte)
adjacent (resp. incidente) a z. S’il existe x € S, et y € Sy, tel que |For(z) U For(y)| <
2(2d — 1), par 'inégalité précédente, il reste au moins une étiquette de libre pour uw.
Posons |For(x) U For(y)| = 2(2d — 1), soit (x1,y1) € Sy X Sy, si nous ne pouvons pas
étiqueter uw, cela signifie que les quatre arétes ru, su, tv et vw utilisent les quatre seules
étiquettes libres restantes dans l'intervalle de taille 4d + 2. Etant donné qu’il existe une
autre paire (z2,y2) # (x1,y1), nous devons avoir x5 = y; et yo = x1 ce qui implique que
Sy = Sy.
Nous supprimons donc 'étiquette de vw afin d’obtenir des choix différents pour les
étiquettes possibles pour v. Au moins 2d — 1 étiquettes différentes de la précédentes sont
possibles pour ré-étiqueter vw (4d+2—(2d—1)—3 > 2d). En changeant I’étiquette de vw,
deux étiquettes différentes sont obtenues pour S, nous sommes dans le cas précédent et
nous pouvons donc étiqueter uwv.

|

Pour terminer la preuve du Théoréme 7.4 (i), nous avons besoin de l'observation suivante :

Observation 7.4 Soit G un graphe planaire de maille g ayant m arétes, alors

<9n=2)
qg—2
Preuve. A partir de la formule d’Euler n — m + f = 2 et de l'inégalité 2m > ¢gf nous
obtenons directement 2 —n+m = f < 27’”. O

Nous complétons la preuve du point (i7i) du Théoréme 7.4 en utilisant des procédures de
déchargement. Pour cela nous considérons deux cas distincts : si le contre-exemple minimal
H contient un sommet pendant ou n’en contient pas.

H ne contient pas de sommet pendant

Soit V5 l'ensemble des 2-sommets et Va l'ensemble des A-sommets d’'un contre-exemple
minimal H. Nous considérons le graphe T tel que V(T) = Vo, U VA et E(T) est I’ensemble
des arétes liant un sommet de V5 & un sommet de Va. Par le Lemme 7.9, T' est une forét.
Nous associons un 2-sommet a exactement un A-sommet de la fagon suivante : pour chaque
arbre, prenons un A-sommet comme racine, chaque 2-sommet v est ensuite associé avec son
fils w dans arbre (toutes les feuilles sont des A-sommets). Nous appelons w (le A-sommet)
le maitre de v (le 2-sommet) et v est 'esclave de w.
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L’objectif de la procédure de déchargement est d’obtenir une contradiction : nous voulons
démontrer qu’a partir d’un graphe ne contenant pas un certain nombre de motifs, nous finissons
par obtenir des contradictions soit avec la formule d’Euler soit avec les hypothéses fixées au
départ. La procédure de déchargement se décompose en trois temps :

— Une phase d’initialisation : une charge est assignée aux sommets, aux arétes ou aux faces
du graphe. Lors de cette phase, une propriété sur la somme des charges sera relevée.

— Une seconde phase : donner I’ensemble des régles de redistribution des charges (la somme
des charges restant constante). Ces régles sont ensuite appliquées au graphe, c’est la
procédure de déchargement proprement dite.

— Une derniére phase de validation : soit la propriété relevée dans la premiére phase se
révele fausse aprés la redistribution des charges (alors que la somme des charges reste
constante durant cette opération), soit aprés redistribution des charges, étant donné que
des motifs sont exclus du graphe de départ, nous obtenons une contradiction avec la
formule d’Euler.

Grace a cette méthode, nous montrons qu’une fois certains motifs interdits, il est impossible
de construire des contre-exemple minimaux au théoréme 7.4 sans enfreindre la formule d’Euler.

Dans la procédure de déchargement, nous notons w(z) comme étant la charge initiale de
x (x étant soit un sommet soit une face) et w*(z) la charge de x apres la procédure.

Pour chaque sommet v, la charge w(v) = d(v) — 13—0 est attribuée. En conséquent, la charge
totale de I’ensemble des sommets du graphe H est de :

10 10 10
Zw(v) = Z <d(v) —?> = Zd(v) —gn:2m— 3"

veV veV

Si g = 5, par ’Observation 7.4, nous obtenons m < ==

Finalement cela implique :

20
Zw(v) < -3 <0

Les régles de redistribution des charges sont les suivantes :

Regle 1. Chaque maitre donne % a ses esclaves.

Reégle 2. Chaque k-sommet, 4 < k < A donne % aux 3-sommets qui lui sont adjacents.

Calculons la nouvelle charge w*(v) de chaque k-sommet v.

— Si k = 2, alors v a une charge w(v) = 2 — 13—0 et gagne %. Sa nouvelle charge est donc

w*(v)zZ—%%—%:O.
— Si k = 3, alors v a une charge w(v) = 3 — % et gagne au moins 2%. Sa nouvelle charge
* 10 1 _
est donc w*(v) >3 — 3 +25 =0.
10

— Si4 < k<A, alors v aune charge w(v) = k — % et a donné au plus kg. Sa nouvelle

charge est donc w*(v) > 2 — 10 > 0.

~ Si k= A, alors v a une charge w(v) = A — 1 et donne au plus 3 + (A —1)§ = %. Sa

nouvelle charge est donc w*(v) > % siA>2d+3etd> 2.
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De ce qui précede, nous déduisons que Y, .y w* (v) > 0o0r Yo o, w(v) =3 oy w*(v) <O0.
Ce résultat signifie que la construction de contre-exemple minimal de maille g > 5 et de degré
maximal A > 2d + 3 ne possédant pas de sommet pendant est impossible.

H contient un sommet pendant

Le Lemme 7.5 implique que si un contre-exemple minimal H posséde un sommet pendant,
alors il est adjacent & l'unique sommet de degré A. Ce résultat implique que H ne peut
pas contenir de 2-sommet (un 2-sommet est adjacent & deux A-sommets d’aprés le Lemme
7.9). Nous utilisons le méme type de procédure que précédemment mais avec des régles de
déchargement différentes. La charge initiale d’'un sommet est toujours la méme par rapport
a la preuve précédente soit chaque sommet v a une charge initiale de w(v) = d(v) — 13—0. La
somme des charges est donc toujours :

veV

Les nouvelles régles de déchargement sont les suivantes :

Regle 1. Le A-sommet donne % & 'unique sommet pendant.

Reégle 2. Chaque k-sommet, 4 < k < A donne % a chaque 3-sommet lui étant adjacent.
Pour un k-sommet v, la charge suivante est obtenue aprés la procédure de déchargement :
- Sik=1,alors w(v) =1-— % = —% et la nouvelle charge est w*(v) =0 (Régle 1).

— Sik =3, alors w(v) = 3— 1 et la nouvelle charge est w*(v) > 3— 1 +21 =0 (Regle 2),
en effet le Lemme 7.11 implique que v est adjacent a au moins deux sommets de degré
supérieur ou égal a 4.

- Sid<k<A, alors w(v) =k— % et la nouvelle charge est w*(v) > 22 — %+ >0

— Sik = A, alors w(v) = A—1 et la nouvelle charge est w*(v) > A—L -2 —(A-1)F > 1
siA>2d+3etd> 2.

Nous aboutissons a une contradiction, Y v w(v) = 3 oy w*(v), or > -y, w(v) < 0 et
> wey W (v) > 0. La construction d'un contre-exemple minimal de maille g > 5 et de degré
maximal A > 2d 4+ 3 possédant un sommet pendant est impossible.

Il n’existe pas de contre-exemple minimal de maille g > 5 et de degré maximal A > 2d+ 3
non étiquetable & I'aide de A 4 2d — 1 étiquettes.

7.4.5 Preuve de (iv)

Par le Lemme 7.3, si A(H) > 8d + 3, alors H ne contient pas de sommet pendant et si
A(H) = 8d+ 2 alors, par les Lemmes 7.4 et 7.5, H ne contient qu’un unique sommet pendant
et celui-ci est adjacent a 'unique A-sommet de H.

Lemme 7.12 Posons A > 8d+ 2 et d > 2, soit xy une aréte de H avec 2 < d(z) <5, alors
d(z) +d(y) = A +2.

Preuve. Supposons que H contienne une aréte zy avec d(x) <5 et d(z) +d(y) < A+ 1.

Considérons maintenant le graphe H' égal & :
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— H avec 'aréte xy contractée, si xy est un isthme.
— H sans laréte zy, sinon.

Notons que A(H') = A(H) et g(H') > g(H). Par minimalité de H, le graphe H' admet un éti-
quetage (d, 1)-total avec A(H')+2d—1 étiquettes. Nous étiquetons les sommets et les arétes de
H avec leur étiquette dans H'. Nous allons étendre cet étiquetage (d, 1)-total a aréte xy sans
ajouter de nouvelle étiquette. Supprimons I’étiquette du sommet x. Pour I’aréte xy, le nombre
d’étiquettes interdites est le suivant : d(z)—14+d(y) —1+2d—1 = d(z)+d(y)+2d—3 < A+2d—2.
Il reste donc au moins une étiquette pour 'aréte xy. Il ne reste plus qu’a étiqueter le sommet
x. Pour cela, il reste au moins une couleur si A+2d—1—(5(2d—1)+5) > 1, soit A > 8d+2. O

Par la suite nous considérons le graphe H' obtenu & partir de H en supprimant le sommet
pendant s’il existe. A(H') = A(H) — 1 ¢’il y a un sommet pendant et A(H') = A(H) sinon.
Soit xy une aréte de H' avec 2 < d(x) < 5, nous obtenons d(z) + d(y) > A(H') +2 d’aprés le
Lemme 7.12 (z n’est pas un A-sommet). Soit V/ I’ensemble des sommets de H', E’ ’ensemble
de ses arétes, F’ ’ensemble de ses faces et A’ son degré maximum. Le Lemme 7.12 implique

que pour une face f, au moins [@-‘ sommets de sa frontiére sont de degré k > 6. De méme

que pour la preuve du cas précédent, nous utilisons une procédure de déchargement.

Nous donnons comme charge initiale :

d(z)—6 sizeV’
w(z) = : ,
2r(z) —6 sizeF

D’aprés le Lemme 7.8 (iii), la valeur de la somme des charges est strictement négative. Les
régles de déchargement suivantes sont définies :

Régle 1. Chaque maitre donne 3 a ses esclaves (voir la preuve du Théoréeme 7.4 (iii)).

Regle 2. Chaque face f avec r(f) = 4 donne 1 a chacun des 2-sommets ou 3-sommets de
sa frontiére.

Regle 3. Soit v un 3-sommet. Si v est adjacent & exactement une 3-face avb, alors v regoit
% de a et de b. Si v est adjacent a exactement deux 3-faces avb et bvc, alors v regoit %
de a et de ¢, et 1 de b. Enfin, si v est adjacent & exactement trois 3-faces, alors v regoit
1 de chacun de ses voisins.

Regle 4. Soit v un 4-sommet, alors v recoit 5 de chacun de ses voisins.

D=

Regle 5. Soit v un 5-sommet, alors v recoit % de chacun de ses voisins.

Soit w*(x) avec x € V' U F’ la nouvelle charge aprés la procédure de déchargement d’un
sommet ou dune face. Nous avons Y, v m w*(z) = Y ey w'z) < 0 et nous voulons
obtenir une contradiction en aboutissant & w*(x) > 0 pour tout z € V' U F".

Si x est une face, alors w(z) = 2r(z) — 6 et x donne au plus V(;)J aux 2-sommets et

3-sommets (Regle 2) d’apres le Lemme 7.12. Done, w*(z) > 2r(z) —6— V;)J >0sir(x) > 4.
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>A-1 >A-1
12
1
A ,’// \\i)/{
1 >A—1 >A—1
112
fl fl
>A—1 >A-1
>A—-1 >A-1
1/2
)}/ :
1 >A-1 1 >A-1
1/2 1
>A-1 >A-1

FiG. 7.11 — Regles 2 et 3 de la procédure de déchargement (3-sommets).

>A-2 >A-3

>A -2

Fi1G. 7.12 — Regles 4 et 5 de la procédure de déchargement (4-sommets et 5-sommets).

Maintenant si x est un k-sommet, avec k <5 :

Si k =2, alors w(x) = —4. x regoit au moins 1 par les faces adjacentes grace a la Reégle
2, (le graphe est simple, il est donc adjacent & au moins une face f avec avec r(f) > 4).
De plus ce sommet regoit 3 par son maitre (Régle 1). En conséquent, w*(x) > 0.

Si k = 3, alors w(x) = —3. Si x n’est pas adjacent a une 3-face, alors x regoit 1 de chacune
des faces adjacentes (Régle 2). Maintenant, si x est adjacent & au moins une 3-face, un
simple calcul avec 'utilisation des Régles 2 et 3 montre que x regoit 3. w*(z) = 0 est
donc obtenu.

Si k =4, alors w(z) = —2 et la Régle 4 implique w*(z) = 0.
Si k=5, alors w(x) = —1 et la Régle 5 implique w*(x) = 0.

Par le Lemme 7.12, nous savons qu'un 2-sommet est adjacent & un deux A’-sommets; un
3-sommet est adjacent & trois sommets de degré au moins A’ — 1; un 4-sommet est adjacent
a quatre sommets de degré au moins A’ — 2 et un 5-sommet est adjacent & cinq sommets de
degré au moins A’ — 3. De plus, tout k-sommet avec 6 < k < A’ — 4 ne donne aucune charge
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et a donc une charge w*(z) = w(x) = d(x) — 6 > 0.

Les Regles 3, 4 et 5 impliquent qu’un k-sommet avec A’ — 3 < k < A’ donne au plus k%

Soit z un k-sommet avec A’ —3 < k< A’et A'>8d+1,d > 2

~ Sik=A"-3, alors w(z) = A’ —9et wH(x) > A —9— (A - 3)1 > 471 >
- Sik=A"—2 alors w(z) = A’ — 8 et w*(z) > A’ -8 — (A’ —2)1 > 71 >0,
- Sik=A"—1,alors w(z) = A — T et w*(z) > A —7— (A= 1)1 > £513 >0,
- Sik=A alors w(z) = A" —6 et w'(x) > A —6-3— (A —1)1 > 47T >0,

Donc w*(x) > 0 pour tout x € V'UF’. Ce résultat contredit le Lemme 7.8 (4ii) et compléte
la preuve du Théoreme 7.4 (iv).

Dans cette partie, nous venons de démontrer le Théoréme 7.4 qui permet d’étiqueter (d, 1)-
totalement un graphe planaire suivant sa maille et son degré maximum. Nous allons maintenant
voir quelles sont les perspectives et les conclusions de ces travaux.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons obtenus des résultats optimaux pour d = 2 et optimaux ou
a un de l'optimalité pour d = 3, concernant le coloration (d,1)-totale de graphes planaires ou
de grand degré maximum.
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Chapitre 8

Résultats sur le L(p, q)-étiquetage

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au L(p, q)-étiquetage défini précédemment mais
avec une contrainte supplémentaire : cet étiquetage doit étre sans trou. Nous définirons cette
notion avant de donner un ensemble de références liées & ce type d’étiquetage.

8.1 Définition

De méme que pour I'étiquetage (d, 1)-total, le L(p, q)-étiquetage est directement lié & 1'as-
signation de fréquences. Nous voulons donner le L(p, q)-étiquetage de graphes mais pas seule-
ment, il doit étre sans trou et minimal. L’étiquetage d’un graphe G est sans trou, si toutes les
frequences de l'intervalle sont utilisées (assignées & au moins un sommet) et il est minimal si
un étiquetage sans trou de G ne peut pas étre effectué avec moins de fréquences (d’étiquettes).
Notons que par convention 'intervalle commence en zéro, si jamais nous utilisons un intervalle
[i, 7], nous pouvons retrancher i & chaque étiquette pour obtenir un intervalle commengant en
7éro.

Le graphe admet un L(p, ¢)-étiquetage avec \,, étiquettes et toutes les étiquettes de
I'intervalle [0, A, 4] doivent donc étre assignées & un sommet.

0 0

1 0

F1a. 8.1 — Graphe avec un L(2, 1)-étiquetage avec 4 étiquettes et avec un L(2,1)-étiquetage
sans trou avec 5 étiquettes.

113
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8.2 Reésultats existants

Nous revenons briévement sur les résultats connus dans le domaine du L(p, q)-étiquetage
mais surtout sur ses interactions avec les divers étiquetages et colorations existants. Le L(p, q)-
étiquetage d’un graphe est un étiquetage des sommets avec des entiers peuvent étre considéré
comme une coloration des sommets. Le L(1,0)-étiquetage est la coloration des sommets telle
que deux sommets voisins doivent avoir des couleurs différentes. Pour tout graphe G, A1 o(G) =
x(G).

A VTorigine, le L(p,q)-étiquetage est une extension de la T-coloration introduite par
Hale[Hal80]. T' étant un ensemble de valeurs interdites tel que pour chaque paire de som-
mets x et y de G, si x et y sont adjacents, la différence entre la valeur de leurs étiquettes
ne doit pas appartenir & I’ensemble 7. De méme que pour le L(p, q)-étiquetage, 'objectif est
d’utiliser un minimum d’étiquettes. Ce probléme de T-coloration a été tres largement étudié
[CLZ99, CR82, CRI1, GL94, Liu92, Liu94, Liu96, RP85, Ray94, Tes89|. De plus pour des
valeurs particulieres de 7', nous pouvons citer d’autres études faites sous d’autres noms :

- Si T ={0,1} (équivalent au L(2,0)-étiquetage) une T-coloration sans trou est appelée
N-coloration [Rob93|.

- SiT={0,1,2,...,7} (équivalent au L(r + 1,0)-étiquetage) une T-coloration sans trou
est appelée N,-coloration [SW93].

Dans ces deux articles, Roberts, Sakai et Wang [Rob93, SW93] se sont intéressés a l'exis-
tence d'une N-coloration et d’une N,.-coloration dans des graphes particuliers : chaines, cycles,
graphes bipartis et graphes d’intersection de sphéres unitaires. Lorsque cette coloration est pos-
sible, les auteurs ont donné des bornes inférieures et supérieures pour la taille de I'intervalle
nécessaire.

Par la suite, Liu et Yeh [LY99| se sont intéressés a des valeurs exactes pour la taille
de cet intervalle en introduisant des paramétres sur 7. Chang, Juan et Liu ont donné des
valeurs exactes pour les graphes d’intervalles propres [CJLO1b| et pour les graphes bipartis
[CJLO1a]. Plus récemment, Fertin, Raspaud et Sykora [FRS04]| ont donné des bornes pour le
L(p, 0)-étiquetage sans trou (correspondant a une N,_j-coloration) de cycles, d’hypercubes de
dimension d et de grilles de dimension 2 et 3. Pour le L(2,1)-étiquetage, qui est le plus étudié,
Fishburn et Roberts|FR03b| montrent des liens existant entre les tailles d’intervalles pour le
L(2,1)-étiquetage avec et sans trou.

Il est prouvé dans [CR82] que quelque soient 7" un ensemble d’entiers positifs et G un
graphe, il existe une T-coloration de G. Ce n’est pas le cas concernant une N-coloration, le
K5 par exemple ne peut pas étre coloré avec deux couleurs consécutives (la différence devant
étre supérieure ou égale a 2). Nous nous intéressons a ce probléme d’existence ou pas de
coloration / d’étiquetage pour un graphe donné. Plus précisémment, nous voulons déterminer
la complexité du probléme suivant lorsque p > q :

Probléme de I’Etiquetage Sans Trou NHLP(p,q) :

Instance : Un graphe G.
Question : Est-ce que G admet un L(p, q)-étiquetage sans trou ?

Or, dans le cas ot ¢ = 0, nous étendrons directement les résultats sur la N-coloration et
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la N,-coloration. Nous savons que pour trouver le minimum de couleurs / d’étiquettes pour
la coloration de sommets ou pour le L(p,q)-étiquetage le probléme est N P-complet. Mais
nous voulons étendre les résultats de Roberts [Rob93], Sakai et Wang [SW93| et montrer que
ce probléme est N P-complet pour certaines valeurs de ¢ (¢ = 0 et ¢ = 1). Pour obtenir la
N P-complétude de ce probléme, nous le réduisons & celui de la chaine Hamiltonienne.

8.3 L(p, q)-étiquetage sans trou

Pour p > ¢ deux entiers fixés, nous nous intéressons au probléeme NHLP(p,q).
NHLP(1,1) et NHLP(1,0) sont polynomiaux, en effet, il suffit d’étiqueter les sommets avec
des entiers de 1 a n (deux sommets voisins ou a distance deux auront bien des étiquettes
différentes). En conséquence, tout graphe admet un L(1, 1)-étiquetage sans trou, qui est aussi
un L(1,0)-étiquetage sans trou.

Conjecture 8.1 Soit p > ¢ > 0 deuzr entiers. Si (p,q) ¢ {(0,0),(1,0),(1,1)} alors
NHLP(p,q) est NP-complet.

Par la suite, nous aurons besoin de la notion d’étiquetage injectif : un L(p, q)-étiquetage est
imnjectif si toutes les étiquettes des sommets sont différentes. Remarquons que si un graphe G
d’ordre n posséde un L(p, q)-étiquetage injectif sans trou, les étiquettes sont dans 'intervalle
[0,n —1].

Lemme 8.1 Soit G un graphe, G posséde un L(p, q)-étiquetage sans trou si et seulement si il
a un L(p, q)-étiquetage injectif sans trou.

Preuve. Considérons le L(p, q)-étiquetage f, possédant le nombre maximum d’images dis-
tinctes. Soit v1,vs,...,v, un ordre sur les sommets de G, tel que f(v;) < f(v;y+1) pour tout
1< <n.

Supposons que deux sommets aient la méme étiquette, alors il existe un k pour lequel
f(vg) = f(vks1). Soit g défini comme suit : g(v;) = f(v;) si 1 < i < ket g(v;) = f(v;) +1
si k < ¢ < n. g est alors un L(p, q)-étiquetage sans trou avec un entier supplémentaire
dans Vintervalle (f(vy,) 4+ 1). A partir d’'un L(p, q)-étiquetage sans trou, nous pouvons donc
diminuer le nombre d’étiquettes utilisées plusieurs fois jusqu’a obtenir un L(p, ¢)-étiquetage
injectif sans trou ce qui suffit & démontrer ce lemme. O

Etant donné qu'un L(p,0)-étiquetage injectif sans trou est un L(p, 1)-étiquetage injectif
sans trou, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 8.1 Soient p un entier et G un graphe. G a un L(p,0)-étiquetage sans trou si et
seulement si G a un L(p,1)-étiquetage sans trou. En particulier, NHLP(p,0) et NHLP(p,1)
sont équivalents.

Théoréme 8.1 G admet un L(2,0)-étiquetage si et seulement si G admet une chaine Hamil-
tonienne.
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Preuve. Supposons que G posséde une chaine Hamiltonienne (v, vs, . ..,v,). Soit f I'étique-
tage suivant : f(v;) = 4. Il est facile de voir que cet étiquetage f est bien un L(2,0)-étiquetage
injectif sans trou de G (par construction, deux sommets voisins ne peuvent pas avoir des
étiquettes consécutives).

Supposons maintenant que G admette un L(2,0)-étiquetage sans trou. D’aprés le
Lemme 8.1, G admet un L(2,0)-étiquetage injectif sans trou f dans [1,n]. Soit v; le sommet
étiqueté i, alors (vy,vs,...,v,) est une chaine Hamiltonienne de G. O

Etant donné que le probléme de la chaine Hamiltonienne est NP-complet, nous obtenons
le théoréme suivant :

Théoréme 8.2 NHLP(2,0) et NHLP(2,1) sont NP-complets.

Définition 8.1 Soit p > 1 un entier. Une p-chaine P = (V, E) est un graphe non-vide de la
forme :
V=A{v|1<i<n} et {vi,v}eEs|i—j<p

ot tous les v; sont distincts. Les sommels vy et v, sont respectivement appelés les extrémités
de P. Une p-chaine correspond a une chaine a la puissance p, en particulier une 1-chaine est
une chaine.

Nous nous référons a une p-chaine par la séquence de ses sommets, écrite : P = v1,...,0,
et nous appellons chaine origine d’une p-chaine, la chaine définie par la méme séquence P.

(%1 U3 Us

(%) V4 Ve

FiG. 8.2 — Exemple de 2-chaine de longueur 5.

Définition 8.2 Soit G = (V, E) un graphe, une p-chaine Hamiltonienne de G est un sous-
graphe G' = (V,E' C E) de G tel que G’ est une p-chaine de longueur n — 1.

Théoréme 8.3 Soit p > 2 un entier. G admet un L(p, 0)-étiquetage sans trou si et seulement
si G posséde une (p — 1)-chaine Hamiltonienne.

Preuve. Soit G un graphe ayant un L(p, 0)-étiquetage sans trou et donc un L(p, 0)-étiquetage
injectif sans trou f. Soit (vg,v1,...,v,) les sommets dans ordre de leur étiquette (pour toute
paire de sommets v;, v;, ¢ < j si et seulement si f(v;) < f(v;)). Dans ce cas, nous avons bien
une (p — 1)-chaine Hamiltonienne définie par la séquence vg, vy, ..., v, dans G. En effet, soit
i € [1,n] alors v; ne peut pas étre voisin d'un sommet v; avec j € [i —p+1,i+p—1].

Supposons que le complémentaire du graphe G posséde une (p — 1)-chaine Hamiltonienne,
dans ce cas, nous pouvons étiqueter les sommets du graphe dans leur ordre d’apparition dans
la séquence liée & la (p — 1)-chaine Hamiltonienne et avoir un L(p,0)-étiquetage sans trou.
En effet, dans le complémentaire, un sommet est adjacent & tous les sommets a distance
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p — 1 dans la chaine origine de la (p — 1)-chaine Hamiltonienne. En conséquence, si nous
étiquetons les sommets dans I'ordre de la séquence de la chaine origine de la (p — 1)-chaine
Hamiltonienne, cela nous garantit que si deux sommets ont des étiquettes distantes d’au plus
p — 1, ils ne sont pas voisins dans G, ce qui est bien un L(p,0)-étiquetage. Il est sans trou
et injectif étant donné que les sommets sont étiquetés par les entiers distincts d’un intervalle. O

De plus, pour étudier le NHLP(p,0), nous étudions le probléme suivant qui lui est équi-
valent :

Probléme de la p-chaine Hamiltonienne :

Instance : Un graphe G.
Question : Est-ce que G posséde une p-chaine Hamiltonienne ?

Théoréme 8.4 Pour tout entier p > 1, le probléme de la p-chaine Hamiltonienne est NP-
complet.

Preuve. Nous prouvons que le probléme de la p-chaine Hamiltonienne est équivalent au
probléme NP-complet suivant :

Probléme de la chaine Hamiltonienne avec Extrémités Fixées :

Instance : Un graphe G et deux sommets distincts a et b de G
Question : Est-ce que G posséde une chaine Hamiltonienne avec pour extrémités a et b7

Soient G = (V,E) un graphe, a et b deux sommets distincts de G. Soit H le graphe
construit comme suit : prenons |V| graphes complets disjoints K (v),v € V tels que | K (v)| = 2p
siveV\{a,b} et |K(a)|=|K()| = p; pour toute aréte {u,v} € E, ajoutons une aréte pour
tout sommet de K (u) a tout sommet de K (v); finalement, pour tout sommet v € V', ajoutons
un nouveau sommet z(v) connecté a tous les sommets de K (v) (Figure 8.3).

V2
U1

V4 V3

Fia. 8.3 — Exemple de construction d’un graphe H & partir d’un graphe G avec p = 2
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Maintenant, prouvons que G posséde une chaine Hamiltonnienne ayant pour extrémités a
et b si et seulement si H posséde une p-chaine Hamiltonienne.

En premier lieu, supposons que G posséde une chaine Hamiltonienne définie par
la séquence P = wy,v9,v3,...,0p-1,0, avec a = v; et b = wv,. Pour i € [1,n] no-
tons y1(vi),y2(vi), - -, Y|k (v (Vi) les sommets de K (v;). Alors, il est facile de voir que P’ =
z(a),yi(a), ..., yp(a),y1(va), -, Yp(v2), #(v2), Yp41(v2), - y2p(v2), - W1 (V1) - - Yp(Vn—1),
(Vn-1), Yp+1(Vn-1), - - Y2p(n-1),y1(b), ..., yp(b), x(b) est une p-chaine Hamiltonienne de H.

Supposons maintenant que H posséde une p-chaine Hamiltonienne définie par une séquence
P. Etant donné que x(a) et x(b) sont de degré p dans H ils doivent étre les extrémités de
cette p-chaine Hamiltonienne.

Dans H, pour tout sommet v, distinct de a et de b, le sommet z(v) correspondant a 2p
voisins (les sommets de K (v)) donc dans la chaine origine de la p-chaine Hamiltonienne,
I’ensemble des sommets de K (v) doivent donc étre & distance au plus p de v. Donc P est de la
forme : (z(a),y1(a), ..., yp(a),y1(v2), .-, Yp(v2), T (v2), Yp+1(v2), . .- Y2p(v2), ..., Y1 (Vn-1),- .,
Yp(Un—1), (Vn—1), Yp+1(Vn-1), - - - Y2p(n-1),y1(b), ..., yp(b),x(b)) avec y;(u) un sommet de
K(u). Pour tout 2 < i < n — 2, {v;,v;41} est une aréte de G étant donné que yo,(v;) et
y1(viy1) sont adjacents et pour une raison analogue, {a,va2} et {v,_1,b} sont des arétes de G.
Donc (a,ve,vs,...,0,-1,b) est une chaine Hamiltonienne de G. O

Corollaire 8.2 Soit p > 2 un entier, alors NHLP(p,0) et NHLP(p,1) sont NP-complets.
De méme que pour le L(p,0)-étiquetage, nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 8.5 Soient p > q > 1 des entiers. G admet un L(p, q)-étiquetage sans trou si et
seulement si il existe une séquence P = vy, va, ..., v, telle que P _définit une (p — 1)-chaine
Hamiltonienne dans G et une (¢ — 1)-chaine Hamiltonienne dans G?.

Preuve. Etant donné que p > ¢, le probléme du L(p, q)-étiquetage d’un graphe G consiste a
résoudre le probléeme du L(p, 0)-étiquetage de G et du L(g,0)-étiquetage du carré du graphe
(les sommets de G & distance 2 dans G se retrouvent voisins dans G2). En conséquence,
en appliquant le Théoréme 8.3, nous obtenons que ce probléme est équivalent & celui de la
(p — 1)-chaine dans G et de la (¢ — 1)-chaine dans G2. O

L’étude de complexité sur ce probleme semble difficile, il faut étudier une facon de
construire le carré d’'un graphe dont le complémentaire aurait des propriétés similaires au
graphe défini dans la preuve du Théoréme 8.3. Il semble raisonnable de penser que ce pro-
bléme est N P-complet pour p > 2 et ¢ > 2 mais nous concluerons cette étude avec les
perspectives de ces travaux abordées dans nos conclusions.

8.4 Conclusion

Nous avons obtenu la N P-complétude du probléme du L(p, ¢)-étiquetage sans trou lorsque
q=0et g=1 et effectué des extensions des études de complexité sur la N-coloration et sur
la. N,.-coloration. La perspective principale est donc de trouver la complexité de ce probléme :
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Probléme de la p-chaine Hamiltonienne du Complémentaire d’un Carré :

Instance : Un graphe G.
Question : Est-ce que G2 posseéde une p-chaine Hamiltonienne ?
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire de thése, nous nous sommes attachés a étudier les étiquetages des graphes
selon deux directions : I’étiquetage de distance vu comme un codage du graphe et I'étiquetage
en tant que coloration.

Le premier volet de cette étude comporte trois étapes : la caractérisation, la reconnaissance
et la définition d’un schéma d’étiquetage de distance pour les graphes de permutation. Notre
caractérisation fournit un ensemble de propriétés relatives au voisinage des sommets. Cette
localité est recherchée pour la reconnaissance dynamique et I’étiquetage de distance qui étaient
nos principaux objectifs. Pour la reconnaissance dynamique, la localité donne des contraintes
sur le voisinage du sommet que nous souhaitons ajouter dans le graphe. Pour 'étiquetage
de distance, elle permet de définir la liaison entre la position des plus courts chemins et la
structure des graphes de permutation.

A partir de notre caractérisation, nous avons élaboré un algorithme partiel incré-
mental de reconnaissance des graphes de permutation premiers ayant une complexité en
O(max {dA, dZ}). A notre connaissance, un tel algorithme n’existait que pour les graphes de
permutation bipartis [SBS87]. Nous pensons que cette étude sur les graphes de permutation
premiers est une étape importante pour la reconnaissance dynamique de la famille des graphes
de permutation. Les perspectives de ce travail sont de définir le comportement de 'arbre de
décomposition lors des mises & jour du graphe, d’identifier de quelle fagon I'ajout d’un sommet
modifie sa structure et surtout de mesurer la complexité optimale pour un tel probléme. Notre
caractérisation des graphes de permutation nous a notamment permis d’étendre des propriétés
structurelles des graphes de permutation bipartis aux graphes de permutation quelconques.
En effet, les propriétés d’adjacence et de fermeture définies a ’origine pour les graphes bipartis
sont des propriétés trés fortes et contribueront & la définition de nouveaux algorithmes.

Des questions restent cependant en suspend : une extension de ces propriétés est-elle
nécessaire afin d’obtenir une meilleure complexité sur le probléme de la reconnaissance ? Est-il
possible voire nécessaire de définir une autre décomposition afin de traiter plus facilement
le complémentaire du graphe? En effet, actuellement la difficulté est centrée sur le passage
au complémentaire, la décomposition modulaire, par exemple, permet d’accéder au graphe
et & son complément, il suffit d’inverser le type des noeuds. Pour permettre ce type d’acces
au complémentaire, il est nécessaire d’étendre notre propriété de fermeture et de voir quelle
sont ses propriétés dans le complémentaire. Notre caractérisation nous apporte néammoins des
informations importantes sur la structure des graphes de permutation et a permis la définition
d’un étiquetage de distance intéressant.

Pour cet étiquetage, nous avons utilisé des propriétés plus générales que celles utilisées lors
de la caractérisation. Notre schéma d’étiquetage utilise des étiquettes de taille O(logn). Ces
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étiquettes sont calculables en temps linéaire et le décodeur de distance fonctionne en temps
constant. Nous avons ainsi amélioré les résultats existants d'un facteur logn [KKPO00|. De
plus, nous avons fourni un algorithme d’extraction de plus courts chemins et un algorithme
de routage. L’ensemble de ces résultats est applicable a la famille des graphes de permutation
circulaires.

Une direction intéressante pour des recherches futures serait d’étudier quelles sont les fa-
milles de graphes qui supporteraient un étiquetage de distance avec des étiquettes de taille po-
lylogarithmique en fonction du nombre de sommets du graphe. Actuellement seuls les graphes
d’intervalles et de permutation, ainsi que les extensions directes, telles que les graphes d’arcs
et de permutation circulaires ont des schémas d’étiquetage de distance avec des étiquettes
de taille O(logn) bits. Seulement, beaucoup de famille de graphes d’intersection contiennent
les graphes planaires. Ceux-ci peuvent avoir des étiquettes assez petites pour le probléme
de létiquetage d’adjacence : 3logn + O(log™ n) bits par sommet [AR02]. Mais, il est admis
qu'un schéma d’étiquetage de distance pour cette famille nécessite des étiquettes de taille
Q(n'/?3) bits [GPPR04]. Prenons par exemple, une généralisation des graphes d’intervalles :
les graphes de 3-intervalles (graphes d’intersection de I'union de 3 intervalles) et les graphes
d’intersection du produit cartésien de 3 intervalles contiennent tout les deux les graphes pla-
naires [SW83, Tho86]. Les problémes de définition des schémas d’étiquetage de distance a ’aide
d’étiquettes de taille en O(logn) bits (ou les problémes liés comme 'extraction de plus courts
chemins ou le routage compact) restent ouverts pour ces généralisations avec une boxicité 2
et pour les 2-intervalles.

Le second volet de notre étude concernant 1’étiquetage en temps que coloration est divisé
selon deux directions : I'étiquetage (d, 1)-total de graphes et une étude de complexité sur le
L(p, q)-étiquetage sans trou.

Dans le cadre de I’étiquetage (d, 1)-total, nous avons généralisé des travaux sur la coloration
totale [BKW96, BKW98|, donné des résultats optimaux pour d = 2 et optimaux ou a un de
I'optimalité pour d = 3. Pour cela, nous avons fixé des conditions sur le degré maximum et la
maille des graphes.

Nous conjecturons & partir de nos résultats que pour une valeur d = 2 :
Conjecture 8.2 Pour tout graphe planaire sans triangle G avec A > 3, )\dT(G) <A +d.

De plus, Montassier et Raspaud [MRO03] ont étudié les liens entre 1’étiquetage (d, 1)-total
et le degré moyen maximum. Leurs travaux ont amélioré le premier cas de notre théoréme en
abaissant de 1 la maille nécessaire.

Une question se pose naturellement, est-ce que les conditions sur la maille sont optimales ?

L’ensemble de ces travaux a été motivé par la conjecture de Havet et Yu sur 'étiquetage
(d, 1)-total des graphes cubiques et sub-cubiques :

Conjecture 8.3 [HY02] Soit G un graphe avec A < 3, G # Ky, alors \}(G) < 5.

De nouvelles questions relatives & l'existence d’algorithmes d’étiquetage se posent : algo-
rithmiquement, est-il possible d’étiqueter (d,1)-totalement un graphe? Quelle serait la com-
plexité de ces algorithmes suivant les classes de graphes?

Pour répondre & ces questions, nous pourrions exploiter les résultats de Calamoneri et
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Petreschi [CP01] sur le L(2, 1)-étiquetage de graphes planaires. En effet, leur principal résultat
est basé sur un algorithme de parcours particulier de graphes planaires qui permet ensuite un
L(2,1)-étiquetage.

Notre seconde direction sur 1’étiquetage, vu comme une coloration, est une étude de com-
plexité du probleme de L(p, q)-étiquetage sans trou de graphes quelconques.

Nous avons obtenu la N P-complétude du probléme du L(p, q)-étiquetage sans trou lorsque
q=0cet g=1 et effectué des extensions des études de complexité sur la N-coloration et sur
la N,-coloration. Afin de compléter cette étude, il est nécessaire de trouver la complexité du
probléme de la p-chaine hamiltonienne du complémentaire d’un carré.

Il semble raisonnable de penser que ce probléeme est N P-complet pour p > 2 et ¢ > 2.
Mais les questions suivantes résultent de cette étude de complexité : si le probléme est N P-
complet, est-il possible de caractériser les familles de graphes pour lesquelles, trouver un chemin
Hamiltonnien dans le complémentaire du carré de ces graphes est un probléme polynomial ?
S’il ne l'est pas, est-il possible de donner un algorithme pour effectuer cet étiquetage ? Ces
questions font actuellement 'objet de travaux en collaboration avec G. Fertin, F. Havet et A.
Jarry.

Enfin, une voie de recherche serait d’utiliser la caractérisation des graphes de permutation
pour donner des valeurs optimales et des algorithmes pour I'étiquetage (d, 1)-total ou le L(p, q)
étiquetage sans trou de cette famille.
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Etiquetage de graphes : codage et coloration

Résumé : Dans ce mémoire de thése, nous nous intéressons & deux variantes d’étiquetage de
graphes : l'étiquetage de distance et l'étiquetage avec contraintes tel que le L(p, q)-étiquetage et
I'étiquetage (d, 1)-total.

L’étiquetage de distance est un codage du graphe permettant de calculer des distances. Nous
nous sommes efforcés d’en définir un schéma pour les graphes de permutation. Pour cela, une étude
sur la structure de cette famille a été effectuée.

Dans cette optique, nous avons proposé une caractérisation de cette famille et défini un algo-
rithme de reconnaissance dynamique.

La seconde partie de notre travail s’est portée sur I'étiquetage (d, 1)-total et le L(p, ¢)-étiquetage
qui sont des problémes liés a I'assignation de fréquences dans des réseaux d’émetteurs.

Pour 'étiquetage (d, 1)-total, nous obtenons des résultats optimaux sur la largeur de la bande de
fréquence utilisée dans le cas des topologies planaires de grande maille et de grand degré maximum.

Enfin, pour le L(p, q)-étiquetage une étude de complexité sur des étiquetages sans trou a été
effectuée. Nous donnons la complexité de la décidabilité sur cet étiquetage dans les graphes quel-
conques suivant les valeurs des paramétres p et ¢. En effet, tous les graphes n’admettent pas de
L(p, q)-étiquetage sans trou, le probléme de décidabilité est donc primordial.

Discipline : Informatique

Mots-Clefs : Etiquetage de distance, graphes de permutation, caractérisation, algorithme dyna-
mique de reconnaissance, coloration, L(p, q)-étiquetage, étiquetage (d, 1)-total.

Labeling of graphs : coding and coloration

Abstract : In this thesis, we focus on two ways of labeling of graphs : distance labeling and labeling
with constraints such as the L(p, ¢)-labeling and the (d, 1)-total labeling.

The distance labeling is a coding of the graph. We have defined a distance labeling scheme for
the permutation graphs which implies a study on the structure of this family.

In this way, we have proposed a caracterization and a dynamic recognition algorithm for the
permutation graphs.

In the second part of this thesis, our work is focused on the (d, 1)-total labeling and the L(p, q)-
labeling which are linked with problems on frequency assignation in transmitter networks.

For the (d, 1)-total labeling, we have obtained tight results on the span of the frequency spectrum
for planar topologies with large girth and high maximum degree.

Finally, we have studied the complexity of the no-hole L(p, g)-labeling. We give the complexity
of de decidability problem on this labeling for any graph depend on the parameters p and ¢. Indeed,
all the graphs do not have a no-hole L(p, ¢)-labeling, so, the decidability problem has an important
place.

Discipline : Computer-Science

Keywords : Distance labeling, permutation graphs, caracterization, dynamic recognition algorithm,
coloration, L(p, q)-labeling, (d,1)-total labeling.

LaBRI,
Université Bordeaux 1,

351 cours de la Libération,
33405 Talence Cedex (FRANCE).
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