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ÉCOLE DOCTORALE DE MATHÉMATIQUES ET INFORMATIQUE

par Cyril AGRAFEUIL

POUR OBTENIR LE GRADE DE

DOCTEUR
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BEURLING ET APPLICATION AUX OPÉRATEURS
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- 2004 -

1
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ω (T) lorsque ω ∈ Ω 56
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Introduction

Nous allons commencer par exposer les thèmes abordés durant la thèse et donner le
plan de ce mémoire. Nous allons ensuite détailler chaque partie, en présentant les travaux
déjà effectués dans les domaines abordés et qui ont motivé ce travail, et en énonçant de
façon plus précise les résultats que nous avons obtenus.

De façon générale, ce travail touche aux domaines de l’analyse fonctionnelle et harmo-
nique, et de la théorie des opérateurs. On peut le diviser en deux parties.

Dans une première partie, nous nous intéressons à des opérateurs inversibles dont le
spectre est inclus dans le cercle unité T. Nous obtenons des résultats concernant certaines
propriétés de croissance des normes ‖T−n‖ (n ≥ 0) pour des opérateurs T dont le spectre
est dénombrable ou vérifie certaines conditions géométriques. Pour obtenir ces résultats,
nous sommes amenés à travailler dans les espaces de fonctions

Aω(T) =
{
f continue sur T :

∥∥f∥∥
ω

=
+∞∑

n=−∞
|f̂(n)|ω(n) < +∞

}
,

où ω =
(
ω(n)

)
n∈Z est une suite de réels positifs, et f̂(n) désigne le nième coefficient de

Fourier de f . Si la suite ω =
(
ω(n)

)
n∈Z est un poids (c’est-à-dire si elle vérifie ω(n) ≥ 1

et ω(m + n) ≤ ω(m)ω(n) pour tout m,n dans Z), Aω(T) muni de la norme ‖ ‖ω est une
algèbre de Banach. Nous obtenons la caractérisation de certains idéaux fermés de Aω(T)
pour une famille de poids.

Dans une deuxième partie, nous nous intéressons à certains fermés de T qui seront (ou
non) des ensembles d’unicité pour les espaces

A+
ω (T) =

{
f ∈ Aω(T) : f̂(n) = 0 (n < 0)

}
,

où ω =
(
ω(n)

)
n∈Z est une suite de réels strictement positifs. Un fermé E de T étant d’uni-

cité pour un espace X de fonctions continues sur T, si la seule fonction dans X s’annulant
sur E est la fonction nulle. Plus précisément, nous étudions le lien qu’il y a entre le fait
que des fermés de T satisfont une condition géométrique donnée et le fait qu’ils soient ou
non des ensembles d’unicité pour A+

ω (T).



iv Introduction

Introduction à la première partie

M. Zarrabi a montré (théorème 3.1 de [40]) que toute contraction T (c’est-à-dire un
opérateur tel que

∥∥T∥∥ ≤ 1) à spectre dénombrable inclus dans T et vérifiant la condition

lim sup
n→+∞

log
∥∥T−n

∥∥
√
n

= 0, (1)

était en réalité une isométrie, c’est-à-dire vérifiait
∥∥T∥∥ =

∥∥T−1
∥∥ = 1. Il a montré également

que l’hypothèse de dénombrabilité était indispensable. En effet, si E est un fermé de T non
dénombrable, on peut construire une contraction T dont le spectre est inclus dans E, qui
vérifie (1), mais telle que lim

n→+∞

∥∥T−n
∥∥ = +∞. Ces résultats découlent de l’étude de la

structure des idéaux fermés des algèbres Aω(T) introduites plus haut. En effet, si T est
une contraction sur un espace de Banach X vérifiant (1), on peut définir le morphisme
d’algèbre Φ de Aω(T) dans L(X), l’algèbre des opérateurs continus sur X, par

Φ(f) =
+∞∑

n=−∞
f̂(n)Tn,

pour le poids ω défini par ω(n) =
∥∥Tn

∥∥ (n ∈ Z). Soit E un fermé dénombrable de T et ω

un poids tel que ω(n) = 1 (n ≥ 0) et lim sup
n→+∞

logω(n)√
n

= 0. Le seul idéal fermé I de A(T)

dont l’ensemble des zéros communs à tous ses éléments est E, est précisément l’idéal de
toutes les fonctions qui s’annulent sur E (voir [39]). Ces deux résultats ont été à la base de
cette thèse. En effet, on s’est alors demandé si on pouvait obtenir des résultats similaires
pour des opérateurs qui ne sont plus seulement des contractions, mais des opérateurs ”à
croissance polynômiale”, c’est-à-dire vérifiant

∥∥Tn
∥∥ = O(ns) (n ≥ 0) pour un réel s positif.

Pour cela, nous avons eu besoin d’étudier les idéaux fermés des algèbres Aω(T) introduites
plus haut, pour une famille de poids ω plus large. Soit s un réel positif, on note [s] sa partie
entière. Soit ω un poids qui vérifie les conditions de régularité suivantes : ω(n) = (1 + n)s (n ≥ 0)

la suite
( ω(−n)

(1 + n)s

)
n≥0

est croissante,
(Ws)

et

lim sup
n→+∞

logω(n)√
n

= 0. (A)

Dans ce cas, nous avons Aω(T) ⊂ C[s](T), où C[s](T) désigne l’espace des fonctions [s] fois
continûment dérivables sur T. Si I est un idéal fermé de Aω(T), on note

hk(I) =
{
z ∈ T : f(z) = . . . = f (k)(z) = 0 (f ∈ I)

} (
k ∈ {0, . . . , [s]}

)
,

Nous montrons alors le résultat suivant :
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Théorème A : Soit ω =
(
ω(n)

)
n∈Z un poids vérifiant les conditions (Ws) et (A). Soit I

un idéal fermé de Aω(T) tel que h0(I) est au plus dénombrable. Alors

I =
{
f ∈ Aω(T) : f (j) = 0 sur hj(I) (0 ≤ j ≤ [s])

}
.

Dans le cas s = 0, nous retrouvons ainsi le résultat mentionné plus haut. Avant d’énoncer le
résultat que nous obtenons alors concernant les opérateurs, nous avons besoin de quelques
notations. Soit E un fermé de T et t, s deux réels positifs. On désignera par P (s, t, E) la
propriété suivante : tout opérateur T sur un espace de Banach dont le spectre est inclus
dans E et qui vérifie les conditions :∥∥Tn

∥∥ = O(ns) (n→ +∞)

et lim sup
n→+∞

log ‖T−n‖√
n

= 0,

vérifie également la propriété plus forte∥∥T−n
∥∥ = O(nt) (n→ +∞).

Le résultat de M. Zarrabi que nous avons mentionné plus haut et concernant les contractions
peut s’énoncer ainsi : un fermé E de T vérifie la propriété P (0, 0, E) si et seulement si E
est dénombrable. On dira qu’un fermé E de T vérifie la condition de Carleson si∫ 2π

0
log+ 1

d(eit, E)
dt < +∞, (C)

et qu’il vérifie la condition (ATW) s’il existe des constantes C1, C2 > 0 telles que

1
|L|

∫
L

log+ 1
d(eit, E)

dt ≤ C1 log
1
|L|

+ C2 , pour tout arc L de T, (ATW )

où |L| désigne la longueur de l’arc L, et d(eit, E) la distance de eit à E. Nous reviendrons
plus tard sur les conditions (C) et (ATW). Nous montrons

Théorème B : Soit E un fermé dénombrable de T, alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) E vérifie la condition (ATW).
(ii) E vérifie la condition (C) et pour tout réel s ≥ 0, il existe un réel t tel que la propriété

P (s, t, E) est vérifiée.

Nous montrons ensuite que si E n’est pas dénombrable, alors la propriété P (0, t, E) n’est
vérifiée pour aucun réel t ≥ 0. Dans le cas particulier où le poids ω est défini par ω(n) = (1+
n)s (n ∈ Z), pour un certain réel positif s, l’algèbre

(
Aω(T), ‖ ‖ω

)
sera notée

(
As(T), ‖ ‖s

)
.
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On remarque que A0(T) = A(T) n’est rien d’autre que l’algèbre de Wiener. On posera
également

A+
s (T) =

{
f ∈ As(T) : f̂(n) = 0 (n < 0)

}
.

Nous déduisons également du théorème A une caractérisation de certains idéaux fermés de
A+

s (T). Pour f ∈ A+
s (T), on note S(f) son facteur intérieur et on pose

Zk
+(f) =

{
z ∈ D : f(z) = . . . = f (k)(z) = 0

} (
k ∈ {0, . . . , [s]}

)
.

Si I est un idéal fermé de A+
s (T), on note SI son facteur intérieur, c’est-à-dire le plus grand

diviseur intérieur commun à tous les éléments de I non nuls (voir [21] p.85), et on pose
hk

+(I) =
⋂
f∈I

Zk
+(f). On notera H∞(D) l’algèbre des fonctions analytiques et bornées dans

D et si E[s] ⊂ . . . ⊂ E0 sont des fermés de T et S une fonction intérieure, on définit

I
(
S; E0, . . . , E[s]

)
=

{
f ∈ A+

s (T) : S
∣∣S(f), E0 ⊂ Z0

+(f) ∩ T, . . . , E[s] ⊂ Z
[s]
+ (f) ∩ T

}
,

où S
∣∣S(f) signifie que S divise S(f), c’est-à-dire que

S(f)
S

est dans H∞(D). Nous montrons

Théorème C : Soit I un idéal fermé de A+
s (T) sans facteur intérieur (c’est-à-dire SI = 1)

tel que h0
+(I) est au plus dénombrable, alors

I = I
(
1; h0

+(I) ∩ T, . . . , h[s]
+ (I) ∩ T

)
.

Notons que les idéaux fermés I de A+(T) =
(
A0(T)

)+ ont déjà été étudiés par le passé,
même si, contrairement à d’autres algèbres de fonctions que nous verrons plus tard, on
n’a pas de caractérisation complète. J. P. Kahane dans [23] a étudié le cas où h0

+(I) est
fini, et C. Bennett et J. E. Gilbert dans [6] le cas où h0

+(I) est dénombrable. Ils ont
montré que si I est un idéal fermé de A+(T) tel que h0

+(I) est au plus dénombrable, alors
I = I

(
SI ; h0

+(I) ∩ T
)
. C. Bennett et J. E. Gilbert ont également conjecturé dans [6] que

tout idéal fermé I de A+(T) pouvait s’écrire

I = IA ∩ SIH∞(D), (2)

où IA est l’idéal fermé engendré par I dans A(T). Mais J. Esterle a construit dans [14] un
idéal fermé I de A+(T) tel que I 6= IA ∩ SIH∞(D), démontrant ainsi que la conjecture de
C. Bennett et J. E. Gilbert est fausse.

Soit ω un poids, on définit l’idéal fermé

Iω(E) =
{
f ∈ Aω(T) : f|E = 0

}
,

et l’idéal Jω(E) comme la fermeture dans Aω(T) pour la norme ‖ ‖ω de l’ensemble{
f ∈ Aω(T) : Supp f ∩ E = ∅

}
,
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où Supp f est le support de la fonction f . On dit qu’une fonction f est de synthèse spectrale
pour E dans Aω(T) si f ∈ Jω(E), et que E de synthèse spectrale dans Aω(T) si

Jω(E) = Iω(E).

Soit ξ ∈
(
0,

1
2

)
, on note Eξ le parfait symétrique associé à ξ, défini par

Eξ =
{

exp
(
2iπ(1− ξ)

+∞∑
n=1

εnξ
n−1

)
: εn = 0 ou 1 (n ≥ 1)

}
,

Lorsque ξ =
1
3
, il s’agit du Cantor triadique. J. Esterle, E. Strouse et F. Zouakia dans

[18] ont montré que si I est un idéal fermé de A+(T) tel que h0
+(I) ⊂ E 1

q
pour q ≥ 3

un entier, alors on avait (2). D’autre part, C. S. Herz a donné dans [19] un critère qui
permet de montrer que E 1

q
est de synthèse spectrale dans A(T) (voir aussi [22]). J. Esterle

a utilisé ces résultats et montré dans [14] que E 1
q

est de synthèse spectrale dans Aω(T)

pour tous les poids ω tels que ω(n) = 1 (n ≥ 0) et logω(−n) = O
(
nβ

)
pour un certain

β <
log q − log 2

2 log q − log 2
. Il en a déduit le résultat suivant concernant les contractions à spectre

inclus dans E 1
q

([14]) : Soit T une contraction sur un espace de Banach dont le spectre est

inclus dans E 1
q

et telle que sup
n≥1

log
∥∥T−n

∥∥
nβ

< +∞ pour un certain β <
log q − log 2

2 log q − log 2
, alors

T satisfait sup
n∈Z

∥∥Tn
∥∥ < +∞. Là encore, nous avons essayé de généraliser ces résultats pour

obtenir des résultats concernant des opérateurs ”à croissance polynômiale” et à spectre
inclus dans E 1

q
(pour q ≥ 3 un entier). Nous généralisons le critère de C. S. Herz et

montrons que

Théorème D : Soit q ≥ 3 un entier et s un réel positif. Alors E 1
q

est de synthèse spectrale

dans As(T).

Malheureusement, nous n’avons pas réussi à montrer que tout idéal fermé I de A+
s (T)

pouvait s’écrire I = IAs ∩ SIH∞(D), où IAs est l’idéal fermé engendré par I dans As(T).
Ce résultat aurait permis de caractériser les idéaux fermés I de A+

s (T) tels que h0
+(I) = E 1

q

et de généraliser le résultat de J. Esterle cité ci-dessus aux opérateurs T tels que SpT ⊂ E 1
q

et
∥∥Tn

∥∥ = O(ns), pour un certain s ≥ 0. Cependant, nous avons utilisé d’autres résultats
existant sur la structure des idéaux fermés d’autres algèbres de fonctions continues sur
T pour obtenir des résultats concernant certaines propriétés de croissance des normes
‖T−n‖ (n ≥ 0) pour des opérateurs T dont le spectre est un K-ensemble. On dira qu’un
fermé E de T est un K-ensemble s’il existe une constante C positive telle que

sup
z∈L

d(z,E) ≥ c|L|, pour tout arc L de T, (K)
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où |L| désigne la longueur de l’arc L. Soit E un K-ensemble, on pose

δ(E) = sup
{
δ ≥ 0 :

∫ 2π

0

1
d(eit, E)δ

dt < +∞
}
.

Nous montrons alors le résultat suivant :

Théorème E : Soit E un K-ensemble et s un entier positif. Alors, tout opérateur T sur
un espace de Banach dont le spectre est inclus dans E et qui satisfait∥∥Tn

∥∥ = O
(
ns

)
, n→ +∞

et
∥∥T−n

∥∥ = O
(
en

β)
, n→ +∞ pour un certain β <

δ(E)
1 + δ(E)

,

satisfait également la propriété plus forte∥∥T−n
∥∥ = O

(
ns+ 1

2
+ε

)
, n→ +∞, (3)

pour tout ε > 0.

Pour ξ ∈
(
0,

1
2

)
, on pose b(ξ) =

log 1
ξ − log 2

2 log 1
ξ − log 2

. On obtient (comme conséquence du

théorème E) que si le spectre de T est inclus dans Eξ,
∥∥Tn

∥∥ = O
(
ns

)
, n → +∞ et∥∥T−n

∥∥ = O
(
en

β)
, n → +∞ pour un certain β < b(ξ), alors T satisfait (3). Enfin, nous

déduisons également du théorème D et du théorème E un résultat de synthèse spectrale
dans les algèbres Aω(T). Soit s un réel positif et ω un poids tel que ω(n) = (1+n)s (n ≥ 0)

et logω(−n) = O
(
nβ

)
pour un certain β < b

(1
q

)
. On ne sait pas si E 1

q
est de synthèse

spectrale dans Aω(T). Cependant, on montre

Théorème F : Soit s un réel positif et q ≥ 3 un entier. Soit ω un poids tel que ω(n) =

(1 + n)s (n ≥ 0) et logω(−n) = O
(
nβ

)
pour un certain β < b

(1
q

)
. Si f ∈ Aω(T) ∩ As̃(T),

pour un certain s̃ > s +
1
2

et si f = 0 sur E 1
q
, alors f est de synthèse spectrale pour E 1

q

dans Aω(T).

Introduction à la seconde partie

On note a(D) l’espace des fonctions analytiques dans D et continues sur D. Soit p ∈
N ∪ {+∞}, on note

ap(D) = a(D) ∩ Cp(T).

Soit X un sous-espace de a(D). On dira qu’un fermé E de T est ZX s’il existe une fonction
f dans X non nulle et qui s’annule sur E. Lorsque E n’est pas ZX, on dira que E est un
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ensemble d’unicité pour X (voir [9]). Si ω =
(
ω(n)

)
n≥0

est une suite de réels strictement
positifs, on notera

A+
ω (T) =

{
f ∈ a(D) :

∥∥f∥∥
ω

=
+∞∑
n=0

|f̂(n)|ω(n) < +∞
}
.

Dans le chapitre 1 de cette section, nous nous intéressons à des ensembles de Carleson qui
sont d’unicité pour A+

ω (T) pour une famille de poids particulière. On rappelle qu’un fermé
E de T vérifie la condition de Carleson si∫ 2π

0
log+ 1

d(eit, E)
dt < +∞. (C)

Depuis L. Carleson ([9]), les ensembles d’unicité de nombreux espaces de fonctions ont été
étudiés. Notamment, L. Carleson a montré dans [9] que E vérifie la condition de Carleson
si et seulement si E est Zap(D), ceci pour n’importe quel entier p strictement positif. B.
A. Taylor et D. L. Williams ont amélioré ce résultat et montré dans [35] que si E est un
ensemble de Carleson, il existe une fonction extérieure dans a∞(D) qui s’annule avec toutes
ses dérivées sur E. On notera Ω l’ensemble des suites ω =

(
ω(n)

)
n≥0

de réels strictement

positifs telles que pour tout k ≥ 0, lim
n→+∞

ω(n)
nk

= +∞. On a a∞ =
⋃

ω∈Ω

A+
ω (T). A. Atzmon

s’est alors légitimement demandé dans [5] s’il existait une suite ω dans Ω telle que chaque
ensemble de Carleson soit ZA+

ω (T). On répond négativement à cette interrogation. Plus
précisément, on montre

Théorème G : Soit ω dans Ω. Alors, il existe un ensemble de Carleson qui est d’unicité
pour A+

ω (T).

Enfin, dans le chapitre 6, nous regardons le lien qui peut exister entre les ensembles d’unicité
pour certaines algèbres A+

ω (T) et la dimension de Hausdorff de ces ensembles. Soit α ∈ (0, 1]
et E un fermé de T. Soit r > 0. On considère des recouvrements au plus dénombrables de
E par des arcs

(
∆j

)
j≥0

de longueur inférieure ou égale à r. Et on note Kr(E) la borne
inférieure sur ces recouvrements

(
∆j

)
j≥0

, des quantités
∑
j≥0

|∆j |α. Kr(E) crôıt lorsque r

décrôıt. On définit alors la α-mesure (de Hausdorff) de E, que l’on note Hα(E), par

Hα(E) = lim
r→0

Kr(E).

Il existe un unique réel dimH(E) tel que Hα(E) = 0 si α > dimH(E), et Hα(E) = +∞
si α < dimH(E). dimH(E) s’appelle la dimension de Hausdorff de E. Soit ξ ∈

(
0,

1
2
)
. Par

exemple, le parfait symétrique Eξ est de dimension de Hausdorff dimH(Eξ) = α(ξ) =
log 2
log 1

ξ

,

et 0 < dimH(Eξ) < +∞. On pourra consulter [24] pour plus de détails concernant ces
notions. Soit α ∈

(
0, 1

)
et C > 0 une constante. On note ωα,C la suite définie par

ωα,C(n) = eCn
1−α
2−α (n ≥ 0).



x Introduction

Les ensembles d’unicité pour A+
ωα,C

(T) ont été beaucoup étudiés par le passé. Les résultats
sont souvent énoncés dans les classes de Gevrey AM,Q(α), où M et Q sont des constantes
positives et AM,Q(α) l’espace des fonctions F dans a∞(D) telles que, pour tout n ≥ 0,∣∣F (n)(z)

∣∣ ≤MQnn!n
1
α

n (z ∈ D).

Grâce au lemme 6.2.1, les résultats évoqués ci-dessus se transposent dans les algèbres de
fonctions A+

ωα,C
(T). Soit E un fermé de T, on note (Cα) la condition∫ 2π

0
d(eit, E)−αdt = +∞ (Cα)

pour un certain α ∈ (0, 1). L. Carleson a montré dans [9] (théorème 2) que si E vérifie la
condition (C1−α), alors E est un ensemble d’unicité pour A+

ωα,C
(T) (pour n’importe quelle

constante C > 0). D’autres résultats sur ce sujet ont été établis par A. M. Chollet dans
[10], par S. V. Khruschev dans [27] et par E. M. Dyn’kin et S. V. Khruschev dans [11].

Nous donnons une condition suffisante pour qu’un fermé E de T soit d’unicité pour
A+

ωα,C
(T) (pour une certaine constante C > 0), en terme de α-mesure. Nous montrons

Théorème H : Soit α ∈ (0, 1) et E un fermé de T tel que Hα(E) > 0. Soit C > 0 et ωα,C

la suite définie par

ωα,C(n) = eCn
1−α
2−α (n ≥ 0).

Alors E est un ensemble d’unicité pour A+
ωα,C

(T).

Puis, nous montrons que la réciproque n’est pas vraie et que la α-mesure ne mesure pas
convenablement le fait qu’un fermé E soit ou non un ensemble d’unicité pour A+

ωα,C
(T).

Nous avons en effet le résultat suivant :

Théorème I : Soit α ∈ (0, 1) et 0 < β < α. Pour C > 0, on définit ωα,C par

ωα,C(n) = eCn
1−α
2−α (n ≥ 0).

1) Il existe C > 0 et un fermé E1 de T qui n’est pas d’unicité pour A+
ωα,C

(T) et tel que
Hβ(E1) > 0.
2) Il existe un fermé E2 de T tel que Hβ(E2) > 0 et tel que pour tout C > 0, E2 est un
ensemble d’unicité pour A+

ωα,C
(T). De plus, E2 satisfait Hα(E2) = 0.
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Chapitre 1

Idéaux fermés I de Aω(T) tels que
h0(I) est dénombrable

Nous allons dans ce chapitre caractériser les idéaux fermés I de Aω(T) tels que
h0(I) est dénombrable, dans le cas où le poids ω satisfait les conditions (Ws) et (A).

1.1 Notations et rappels

On note T le cercle unité et D le disque unité. Pour un entier p ≥ 0, on note Cp(T)
l’algèbre des fonctions p fois continûment dérivables sur T, et on pose C∞(T) =

⋂
p≥0

Cp(T).

Si ω =
(
ω(n)

)
n∈Z est une suite de réels strictement positifs, on définit Aω(T) par

Aω(T) =
{
f ∈ C0(T) :

∥∥f∥∥
ω

=
+∞∑

n=−∞
|f̂(n)|ω(n) < +∞

}
,

où f̂(n) désigne le nième coefficient de Fourier de f . On rappelle que pour toute fonction f
intégrable sur T, ses coefficients de Fourier sont donnés par la formule

f̂(n) =
1
2π

∫ 2π

0
f(eit)e−intdt (n ∈ Z).

Aω(T) muni de la norme ‖ ‖ω est un espace de Banach.

Définition 1.1.1. On dit qu’une suite ω =
(
ω(n)

)
n∈Z de réels est un poids si

(i) ω(n) ≥ 1 pour tout n dans Z.
(ii) ω(m+ n) ≤ ω(m)ω(n) pour tout m,n dans Z.

Si ω est un poids, Aω(T) muni de la norme ‖ ‖ω est une algèbre de Banach. L’algèbre
Aω(T) est régulière (au sens de [25]) si et seulement si

+∞∑
n=−∞

logω(n)
1 + n2

< +∞ ([25], ex.7 p.118). (1.1)
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Lorsque l’algèbre Aω(T) est régulière, elle est normale (voir [25] p.224), ce qui se traduit
par la propriété suivante :

Proposition 1.1.1. Soit ω un poids satisfaisant la condition (1.1). Soient E et F deux
fermés disjoints de T. Alors il existe une fonction f dans Aω(T) telle que f = 0 sur E et
f = 1 sur F .

Nous nous intéresserons dorénavant qu’à des poids satisfaisant la condition (1.1). Soit
ω un poids. Soit E un fermé de T, on définit l’idéal fermé

Iω(E) =
{
f ∈ Aω(T) : f|E = 0

}
,

et l’idéal Jω(E) comme la fermeture dans Aω(T) pour la norme ‖ ‖ω de l’ensemble{
f ∈ Aω(T) : Supp f ∩ E = ∅

}
,

où f|E désigne la restriction de f à E et Supp f le support de la fonction f . On rappelle
que le support d’une fonction est la fermeture de l’ensemble des points où elle ne s’annule
pas. Si I est un idéal fermé de Aω(T), on pose h(I) =

{
z ∈ T : f(z) = 0 (f ∈ I)

}
. Pour

tout fermé E de T, on a h
(
Jω(E)

)
= h

(
Iω(E)

)
= E. De plus on a le résultat suivant :

Proposition 1.1.2. ([25], p.224) Soit ω un poids qui vérifie la condition (1.1). Soit I
un idéal fermé tel que h(I) = E. On a l’inclusion

Jω(E) ⊂ I ⊂ Iω(E).

Définition 1.1.2. Soit ω un poids et E un fermé de T. On dit qu’une fonction f est de
synthèse spectrale pour E dans Aω(T) si f ∈ Jω(E), et que E de synthèse spectrale dans
Aω(T) si

Jω(E) = Iω(E).

Ainsi on voit qu’un fermé E de T est de synthèse spectrale dans Aω(T) si et seulement
si il existe un unique idéal fermé I de Aω(T) tel que h(I) = E. Soit ω un poids et p un
entier positif tel que Aω(T) ⊂ Cp(T). Si I est un idéal fermé de Aω(T), on pose

hk(I) =
{
z ∈ T : f(z) = . . . = f (k)(z) = 0 (f ∈ I)

} (
k ∈ {0, . . . , p}

)
,

où, pour tout z ∈ T, f ′(z) =
+∞∑

n=−∞
nf̂(n)zn−1 si f(z) =

+∞∑
n=−∞

f̂(n)zn. Notons que(
hk(I)

)
k≥0

est une suite décroissante de fermés de T et que h0(I) = h(I). Soit s un réel
positif, on note [s] sa partie entière, c’est-à-dire l’unique entier vérifiant [s] ≤ s < [s] + 1.
On dira qu’une suite ω =

(
ω(n)

)
n∈Z vérifie la condition (Ws) si ω(n) = (1 + n)s (n ≥ 0)

la suite
( ω(−n)

(1 + n)s

)
n≥0

est croissante,
(Ws)
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et qu’il vérifie la condition (A) si

ω(−n) = O
(
eε
√

n
)

(n→ +∞), pour tout ε > 0. (A)

Soit ω =
(
ω(n)

)
n∈Z un poids vérifiant les conditions (Ws) et (A). On a alors l’inclusion

Aω(T) ⊂ C[s](T), et Aω(T) est une algèbre de Banach régulière. Lorsque s = 0, les fermés
dénombrables de T sont de synthèse spectrale dans Aω(T) (voir [39]). Ainsi, dans ce cas, si
I est un idéal fermé de Aω(T) tel que E = h0(I) est dénombrable, alors I =

{
f ∈ Aω(T) :

f = 0 sur E
}
. D’autre part, pour s quelconque, A. Atzmon a caractérisé dans [4] les idéaux

fermés I de Aω(T) tels que h0(I) est réduit à un singleton. Le but de ce chapitre est de
caractériser les idéaux fermés I de Aω(T) tels que h0(I) est dénombrable.

1.2 Idéaux fermés I de Aω(T) tels que h0(I) est dénombrable

On définit une suite de fonctions
(
en

)
n≥1

, déjà introduite dans [39], par

en =
α− 1

α− 1− 1
n

(n ≥ 1), (1.2)

où α est la fonction z 7→ z.

Lemme 1.2.1. Soient β un réel tel que 0 ≤ β < 1 et j un entier positif. Alors pour tout
réel x tel que 0 ≤ x < 1, nous avons l’inégalité suivante :

+∞∑
k=j

(1 + k)βxk ≤ (j + 1)βxj

1− x
+

xj+1

(1− x)β+1
.

Démonstration. Soit x un réel tel que 0 ≤ x < 1, posons

f(x) =
+∞∑
k=j

(1 + k)βxk − (j + 1)βxj

1− x
− xj+1

(1− x)β+1
.

En développant en série les fonctions x 7→ 1
1− x

et x 7→ 1
(1− x)β+1

, on montre que

f(x) =
+∞∑
k=1

akx
k+j ,

avec a1 = (j + 2)β − (j + 1)β − 1 et pour k ≥ 2,

ak = (k + j + 1)β − (j + 1)β − (β + 1) . . . (β + k − 1)
(k − 1)!

.

Il est facile de voir que a1 ≤ 0. Pour démontrer ce lemme, il suffit donc de montrer que
pour tout k ≥ 2, ak ≤ 0. On commence par remarquer que, pour tout k ≥ 2, la fonction
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t 7→ (k + t + 1)β − (t + 1)β − (β + 1) . . . (β + k − 1)
(k − 1)!

est décroissante sur [−1,+∞). Par

conséquent, pour tout k ≥ 2, on a

ak ≤ kβ − (β + 1) . . . (β + k − 1)
(k − 1)!

. (1.3)

Puisque β < 1, on a (1 + t)β ≤ 1 + βt, pour tout réel t positif. En utilisant cette inégalité,
on obtient

(β + 1) . . . (β + k − 1)
(k − 1)!

= (1 + β)
(
1 +

β

2

)
. . .

(
1 +

β

k − 1

)
≥ (1 + 1)β

(
1 +

1
2

)β
. . .

(
1 +

1
k − 1

)β
= kβ .

On déduit alors de cette inégalité et de (1.3) que pour tout k ≥ 2, ak ≤ 0, ce qu’il s’agissait
de démontrer.

Lemme 1.2.2. Soient 0 ≤ β < 1 un réel et ω =
(
ω(n)

)
n∈Z une suite vérifiant la condition

(Wβ). Alors pour toute fonction f dans Aω(T) telle que f(1) = 0, on a∥∥(en − 1)f
∥∥

ω
≤ 3

∥∥f∥∥
ω

(1.4)

et lim
n→+∞

∥∥(en − 1)f
∥∥

ω
= 0. (1.5)

Démonstration. Soit f dans Aω(T) telle que f(1) = 0. En écrivant f = f − f(1) =
+∞∑

j=−∞
f̂(j)(αj − 1), on voit que (1.4) sera démontré si on vérifie que

∥∥(en − 1)(αj − 1)
∥∥

ω
≤ 3ω(j) (j ∈ Z).

Soit n ≥ 1. Un simple calcul montre que

en = 1− 1
n+ 1

+∞∑
k=0

( n

n+ 1

)k
αk,

et

(en − 1)(αj − 1) = − 1
n+ 1

+∞∑
k=0

( n

n+ 1

)k
αj+k +

1
n+ 1

+∞∑
k=0

( n

n+ 1

)k
αk.

Supposons que j ≥ 0. On a

(en − 1)(αj − 1) =
1

n+ 1

j−1∑
k=0

( n

n+ 1

)k
αk +

(n+1
n )j − 1
n+ 1

+∞∑
k=j

( n

n+ 1

)k
αk

et
∥∥(en − 1)(αj − 1)

∥∥
ω

=
1

n+ 1

j−1∑
k=0

( n

n+ 1

)k
(1 + k)β +

(n+1
n )j − 1
n+ 1

+∞∑
k=j

( n

n+ 1

)k
(1 + k)β.
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On déduit alors des inégalités
(n+ 1

n

)j
− 1 ≤ min

(
1,
j

n

)(n+ 1
n

)j
et du lemme 1.2.1

appliqué pour x =
n

n+ 1
, la majoration suivante :

∥∥(en − 1)(αj − 1)
∥∥

ω
≤ 1
n+ 1

j−1∑
k=0

( n

n+ 1

)k
(1 + k)β + min

(
1,
j

n

)(
(j + 1)β + (n+ 1)β

)
.(1.6)

En observant maintenant que
1

n+ 1

j−1∑
k=0

( n

n+ 1

)k
(1 + k)β ≤ (1 + j)β, et en distinguant les

cas j ≤ n et j ≥ n+ 1, on obtient∥∥(en − 1)(αj − 1)
∥∥

ω
≤ 3 (1 + j)β = 3ω(j).

Supposons maintenant que j ≤ −1. On a

(en − 1)(αj − 1) =
1

n+ 1

−1∑
k=j

( n

n+ 1

)k−j
αk +

1− ( n
n+1)−j

n+ 1

+∞∑
k=0

( n

n+ 1

)k
αk

et
∥∥(en − 1)(αj − 1)

∥∥
ω

=
1

n+ 1

−1∑
k=j

( n

n+ 1

)k−j
ω(k) +

1− ( n
n+1)−j

n+ 1

+∞∑
k=0

( n

n+ 1

)k
(1 + k)β .

Avec les mêmes arguments que ceux utilisés précédemment, on obtient

∥∥(en − 1)(αj − 1)
∥∥

ω
≤ 1

n+ 1

−1∑
k=j

( n

n+ 1

)k−j
ω(k) + 2 min

(
1,− j

n

)
(n+ 1)β (1.7)

Grâce aux hypothèses faites sur le poids ω, on a (1 + |j|)β ≤ ω(j) et ω(k) ≤ ω(j) si
j ≤ k ≤ −1. On en déduit alors que∥∥(en − 1)(αj − 1)

∥∥
ω

≤ ω(j) + 2(1 + |j|)β

≤ 3ω(j).

On vient donc de démontrer que pour tout j ∈ Z,∥∥(en − 1)(αj − 1)
∥∥

ω
≤ 3ω(j),

ce qui entrâıne (1.4). Pour (1.5), on pose fm =
+m∑

j=−m
f̂(j)(αj−1), de sorte que lim

m→+∞

∥∥f −
fm

∥∥
ω

= 0. On a alors en utilisant (1.4)∥∥(en − 1)f
∥∥

ω
≤

∥∥(en − 1)fm

∥∥
ω

+
∥∥(en − 1)(f − fm)

∥∥
ω

≤
∥∥(en − 1)fm

∥∥
ω

+ 3
∥∥f − fm

∥∥
ω
.

De (1.6) et (1.7), on déduit que pour j ∈ Z, lim
n→+∞

∥∥(en− 1)(αj − 1)
∥∥

ω
= 0, ce qui entrâıne

que lim
n→+∞

∥∥(en − 1)fm

∥∥
ω

= 0. Il est maintenant facile de voir que lim
n→+∞

∥∥(en − 1)f
∥∥

ω
=

0.
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Le lemme suivant va nous permettre d’étendre ce résultat à des suites vérifiant la
condition (Ws), pour n’importe quel réel s positif.

Lemme 1.2.3. Soit ω =
(
ω(n)

)
n∈Z une suite de réels positifs telle que :

(i) les suites
(ω(−n)

1 + n

)
n∈N

et
( ω(n)

1 + n

)
n∈N

sont croissantes.

(ii) 0 < inf
n∈Z

ω(n+ 1)
ω(n)

< sup
n∈Z

ω(n+ 1)
ω(n)

< +∞.

On note A = inf
n∈Z

ω(n+ 1)
ω(n)

et B = sup
n∈Z

ω(n+ 1)
ω(n)

, et on définit la suite ω1 =
(
ω1(n)

)
n∈Z

par

ω1(n) =
ω(n)

1 + |n|
(n ∈ Z).

Alors on a les deux propriétés suivantes :
1) On a la double inégalité A

∥∥f ′∥∥
ω1
≤

∥∥f∥∥
ω
≤

∣∣f̂(0)
∣∣ω(0) + 3B

∥∥f ′∥∥
ω1

.

2) Soit f dans Aω(T) qui s’annule au point 1, alors
f

α− 1
est dans Aω1(T), où α : z 7→ z.

Démonstration. 1) Cela découle immédiatement de la relation f̂ ′(n) = (n+1)f̂(n+1) (n ∈
Z).

2) Soit f dans Aω(T) qui s’annule au point 1, on écrit f =
+∞∑

n=−∞
f̂(n)(αn − 1), d’où

f

α− 1
= −

−1∑
n=−∞

f̂(n)
(
αn + . . .+ α−1

)
+

+∞∑
n=1

f̂(n)
(
1 + . . .+ αn−1

)
.

Ainsi

∥∥∥ f

α− 1

∥∥∥
ω1

=
−1∑

n=−∞

∣∣f̂(n)
∣∣(ω1(n) + . . .+ ω1(−1)

)
+

+∞∑
n=1

∣∣f̂(n)
∣∣(ω1(0) + . . .+ ω1(n− 1)

)
. (1.8)

Comme les suites
(
ω1(−n)

)
n∈N et

(
ω1(n)

)
n∈N sont croissantes, on déduit de (1.8) que

∥∥∥ f

α− 1

∥∥∥
ω1

≤
−1∑

n=−∞

∣∣f̂(n)
∣∣ |n|ω1(n) +

+∞∑
n=1

∣∣f̂(n)
∣∣nω1(n)

≤
+∞∑

n=−∞

∣∣f̂(n)
∣∣ω(n) < +∞.

La proposition suivante montre que si le poids ω satisfait la condition (Ws), alors
l’algèbre Aω(T) vérifie la condition de Ditkin analytique forte au sens de [6].
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Proposition 1.2.4. Soit z0 ∈ T et ω un poids satisfaisant (Ws). On pose

un,z0 =
( α− z0

α−
(
1 + 1

n

)
z0

)[s]+1
(n ≥ 1), (1.9)

Alors pour toute fonction f dans Aω(T) telle que f (k)(z0) = 0 pour 0 ≤ k ≤ [s], on a

lim
n→+∞

∥∥(un,z0 − 1)f
∥∥

ω
= 0.

Démonstration. Dans cette démonstration on posera p = [s] et on notera, pour 0 ≤ k ≤ p,
ωk =

(
ωk(n)

)
n∈Z la suite définie par

ωk(n) =
ω(n)

(1 + |n|)k
.

On remarque que un,z0(z) = un,1(z0z) (z ∈ T) et que si on pose g(z) = f(z0z) (z ∈ T), alors
g(k)(1) = 0, 0 ≤ k ≤ [s] est équivalent à f (k)(z0) = 0, 0 ≤ k ≤ [s]. De plus on a l’égalité∥∥(un,z0 − 1)f

∥∥
ω

=
∥∥(un,1 − 1)g

∥∥
ω
.

Donc, sans perte de généralité, on va supposer que z0 = 1. Pour simplifier les notations,
on notera un,1 par un. On a un = ep+1

n (n ≥ 1), où en est la fonction définie en (1.2). En
utilisant les relations en = n(α−1)(en−1) et (α−1)e′n = −(en−1)en (n ≥ 1), on montre
facilement par récurrence que pour tout k dans {0, . . . , p}, on a

(un − 1)(k) =
(en − 1)
(α− 1)k

Pk(en) (n ≥ 1), (1.10)

où Pk est un polynôme ne dépendant pas de n et de degré inférieur ou égal à k + p. Soit
maintenant f dans Aω(T) telle que f (k)(1) = 0 pour 0 ≤ k ≤ [s]. D’après le lemme 1.2.3,
il s’agit de montrer que

lim
n→+∞

∥∥∥[
(un − 1)f

](p)
∥∥∥

ωp

= 0 (1.11)

lim
n→+∞

̂[
(un − 1)f

]
(k) = 0

(
0 ≤ k ≤ p− 1

)
. (1.12)

Les conditions (1.12) se montrent facilement à l’aide du théorème de convergence dominée,
il reste donc à montrer (1.11). En utilisant la formule de Leibnitz et l’identité (1.10), on
obtient

[
(un − 1)f

](p) =
p∑

k=0

(
p

k

)
(un − 1)(k)f (p−k)

=
p∑

k=0

(
p

k

)
(en − 1)

f (p−k)

(α− 1)k
Pk(en). (1.13)
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Or les hypothèses sur le poids ω nous permettent d’utiliser le lemme 1.2.3 qui nous assure
que

f (p−k)

(α− 1)k
∈ Aωp(T) (0 ≤ k ≤ p).

De plus, ωp vérifie la condition (Wβ) avec β = s − p. On déduit alors du lemme 1.2.2
que si g ∈ Aωp(T) et g(1) = 0, alors

∥∥eng∥∥ωp
≤ 4

∥∥g∥∥
ωp

(n ≥ 1). Et comme pour tout

k ∈ {0, . . . , p}, la fonction
f (p−k)

(α− 1)k
s’annule en 1, on peut alors trouver une constante

C > 0 indépendante de n et de k telle que∥∥∥(en − 1)
f (p−k)

(α− 1)k
Pk(en)

∥∥∥
ωp

≤ C
∥∥∥(en − 1)

f (p−k)

(α− 1)k

∥∥∥
ωp

. (1.14)

De plus, toujours d’après le lemme 1.2.2,

lim
n→+∞

∥∥∥(en − 1)
f (p−k)

(α− 1)k

∥∥∥
ωp

= 0 (0 ≤ k ≤ p).

Par conséquent, on déduit alors de (1.13) et (1.14) que

lim
n→+∞

∥∥∥[
(un − 1)f

](p)
∥∥∥

ωp

= 0.

Nous faisons une remarque élémentaire qui fait l’objet du lemme suivant :

Lemme 1.2.5. Soit s un réel positif et ω un poids vérifiant la condition (Ws). Soit z0 ∈ T, p
un entier tel que 0 ≤ p ≤ [s], et f ∈ Aω(T). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f(z0) = . . . = f (p)(z0) = 0.

(ii) f ∈ (α− z0)p+1Aω(T)
‖ ‖ω .

Démonstration. (i) ⇒ (ii). Soit f ∈ Aω(T) telle que f(z0) = . . . = f (p)(z0) = 0. On peut
écrire

f = f − f(z0)− f ′(z0)(α− z0)− . . .− f (p)(z0)
p!

(α− z0)p

=
+∞∑

n=−∞
f̂(n)

(
αn − zn

0 − nzn−1
0 (α− z0)− . . .− n(n− 1) . . . (n− (p− 1))

p!
zn−p
0 (α− z0)p

)
.

On pose alors

fm =
+m∑

n=−m

f̂(n)
(
αn− zn

0 −nzn−1
0 (α− z0)− . . .−

n(n− 1) . . . (n− (p− 1))
p!

zn−p
0 (α− z0)p

)
.

Pour chaque n, αn − zn
0 − nzn−1

0 (α− z0)− . . .− n(n− 1) . . . (n− (p− 1))
p!

zn−p
0 (α− z0)p ∈

(α − z0)p+1Aω(T), ce qui entrâıne que fm ∈ (α − z0)p+1Aω(T). D’autre part, il est facile
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de voir que
(
fm

)
m≥1

converge pour la norme ‖ ‖ω vers f − f(z0) − f ′(z0)(α − z0) − . . . −
f (p)(z0)
p!

(α− z0)p = f .

L’implication (ii) ⇒ (i) découle immédiatement du fait qu’une fonction f ∈ (α−z0)p+1Aω(T)
satisfait f(z0) = . . . = f (p)(z0) = 0, et du fait que pour 0 ≤ k ≤ p, les fonctionnelles
f 7→ f (k)(z0) sont continues de Aω(T) dans C.

Nous avons le résultat suivant qui est dû à A. Atzmon (deuxième partie de la proposition
6 de [4]) et que l’on peut énoncer sous la forme suivante :

Proposition 1.2.6. ([4]) Soit ω un poids vérifiant les conditions (Ws) et (A). Soit I
un idéal fermé de Aω(T) tel que h0(I) = {z0}. Alors il existe j dans {0, . . . , [s]} tel que
I =

{
f ∈ Aω(T) : f(z0) = · · · = f (j)(z0) = 0

}
.

Démonstration. Soit I un idéal fermé de Aω(T) tel que h0(I) = {z0}. Pour simplifier les
écritures, on suppose que z0 = 1. On note

πω : Aω(T) −→ Aω(T)/I

la surjection canonique. Soit T l’opérateur défini sur Aω(T)/I par

T : πω(f) 7−→ πω(α)πω(f),

où α : z 7→ z. Pour tout n dans Z, on a
∥∥Tn

∥∥ ≤ ω(n). On a donc∥∥Tn
∥∥ = o

(
(1 + n)[s]+1

)
(n→ +∞)∥∥T−n

∥∥ = O
(
eε
√

n
)

(n→ +∞), pour tout ε > 0.

De plus, le spectre de T est égal à {1}. D’après le théorème 1 de [4] (voir aussi le théorème
5.1 de [41]), on a (T −Id)[s]+1 = 0, où Id désigne l’opérateur identité sur Aω(T)/I. Soit j le
plus petit entier positif tel que (T − Id)j+1 = 0. On pose Ij =

{
f ∈ Aω(T) : f(z0) = · · · =

f (j)(z0) = 0
}
. Nous allons montrer que I = Ij . On a (πω(α)−1)j+1 = 0 et (πω(α)−1)j 6= 0.

Ceci montre que (α − 1)j+1 ∈ I et que les (πω(α) − 1)k (0 ≤ k ≤ j) sont linéairement
indépendants. En effet, supposons que

a0 + a1(πω(α)− 1) + . . .+ aj(πω(α)− 1)j = 0. (1.15)

On multiplie cette égalité par (πω(α)− 1)j et on obtient a0(πω(α)− 1)j = 0, puis a0 = 0.
L’égalité (1.15) devient alors

a1(πω(α)− 1) + . . .+ aj(πω(α)− 1)j = 0.

On multiplie cette dernière par (πω(α) − 1)j−1 et on obtient a1 = 0. On réitère alors le
procédé pour montrer finalement que a0 = a1 = . . . = aj = 0. On a vu que (α− 1)j+1 ∈ I.
Par conséquent on a (α− 1)j+1Aω(T)

‖ ‖ω ⊂ I, et donc Ij ⊂ I d’après le lemme 1.2.5. Soit
maintenant f ∈ I, on pose

g = f − f(1)− f ′(1)
1!

(α− 1)− . . .− f (j)(1)
j!

(α− 1)j . (1.16)
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Il est facile de voir que g ∈ Ij , et donc que g ∈ I. Ainsi πω(g) = 0. Comme f ∈ I, et donc
πω(f) = 0, on déduit de (1.16) que

f(1) +
f ′(1)

1!
(πω(α)− 1) + . . .+

f (j)(1)
j!

(πω(α)− 1)j = 0.

Les (πω(α)− 1)k (0 ≤ k ≤ j) étant linéairement indépendants, on en déduit que

f(1) = f ′(1) = . . . = f (j)(1) = 0,

ce qui prouve que f ∈ Ij . Finalement on a I = Ij , ce qu’il fallait démontrer.

Les propositions 1.2.4 et 1.2.6 permettent de montrer que Aω(T) vérifie la condition
de Ditkin forte. Rappelons d’abord cette notion, introduite dans [6] dans un cadre plus
général. Soit ω un poids vérifiant la condition (Ws). On dit que Aω(T) vérifie la condition
de Ditkin si pour toute fonction f dans Aω(T) telle que f(1) = . . . = f ([s])(1) = 0, il existe
une suite

(
τn

)
n≥1

d’éléments de Aω(T) telle que
(i) Pour tout n ≥ 1, τn = 0 sur un voisinage de 1.
(ii) lim

n→+∞

∥∥(τn − 1)f
∥∥

ω
= 0.

Et on dira que Aω(T) vérifie la condition de Ditkin forte si la suite
(
τn

)
n≥1

peut être choisie
indépendamment de f . Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 1.2.7. Soit s un réel positif, et ω un poids vérifiant les conditions (Ws) et
(A). Alors l’algèbre Aω(T) vérifie la condition de Ditkin forte.

Démonstration. On déduit de la proposition 1.2.6 et de la proposition 1.1.2 que

Jω({1}) =
{
f ∈ Aω(T) : f(1) = · · · = f ([s])(1) = 0

}
. (1.17)

Considérons la suite
(
un

)
n≥1

définie en (1.9). Pour tout n ≥ 1, un ∈
{
f ∈ Aω(T) : f(1) =

· · · = f ([s])(1) = 0
}
. Compte-tenu de (1.17), il existe donc une suite

(
τn

)
n≥1

déléments de
Aω(T) telle que

(i) Pour tout n ≥ 1, τn = 0 sur un voisinage de 1.

(ii)
∥∥un − τn

∥∥
ω
≤ 1
n

.

Il est alors clair que pour toute fonction f ∈ Aω(T), on a lim
n→+∞

∥∥(τn − 1)f
∥∥

ω
= 0, ce qui

prouve, avec (i), que Aω(T) vérifie la condition de Ditkin forte.

Avant d’établir le résultat principal de ce chapitre, nous avons encore besoin d’un lemme
et de la notation suivante : si f est dans Aω(T), et I un idéal fermé de Aω(T), on pose

I(f) =
{
g ∈ Aω(T) : fg ∈ I

}
.

Observons que I(f) est un idéal fermé de Aω(T) tel que I ⊂ I(f), et par conséquent
satisfait h0(I(f)) ⊂ h0(I). On a le résultat suivant :
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Lemme 1.2.8. Soit ω un poids vérifiant (Ws) et (A), et I un idéal fermé de Aω(T) tel
que h0(I) possède un point isolé z0. Soit k = max

{
j ∈ {0, . . . , [s]} : z0 ∈ hj(I)

}
. Alors il

existe g dans I de la forme g = (α− z0)k+1ψ, avec ψ ∈ Aω(T) et ψ(z0) 6= 0.

Démonstration. Le point z0 étant isolé dans h0(I) et l’algèbre Aω(T) étant régulière, il
existe ψ ∈ Aω(T) telle que

ψ =
{

1 sur un voisinage de z0
0 sur un voisinage de h0(I)\{z0}

.

La fonction (1− ψ)ψ s’annule sur un voisinage de h0(I). L’algèbre Aω(T) étant régulière,
on déduit de la proposition 1.1.2 que 1 − ψ ∈ I(ψ). Ceci prouve que h0

(
I(ψ)

)
⊂ {z0}.

Puisque ψ /∈ I, on a I(ψ) 6= Aω(T), et donc h0
(
I(ψ)

)
= {z0}. Par conséquent, comme ω

vérifie les conditions (Ws) et (A), on déduit de la proposition 1.2.6 qu’il existe un entier γ,
0 ≤ γ ≤ [s], tel que

I(ψ) =
{
f ∈ Aω(T) : f(z0) = · · · = f (γ)(z0) = 0

}
.

Comme I ⊂ I(ψ), on a γ ≤ k. D’autre part (α − z0)γ+1 appartient à I(ψ), et donc la
fonction g = (α − z0)γ+1ψ appartient à I. Comme, par définition de k, on a g(i)(z0) = 0
pour tout i ∈ {0, . . . , k} et que ψ(z0) 6= 0, on a γ ≥ k. Donc γ = k, et la fonction g ainsi
définie convient.

Théorème 1.2.9. Soit ω un poids vérifiant (Ws) et (A), et I un idéal fermé de Aω(T) tel
que h0(I) est dénombrable. Alors

I =
{
f ∈ Aω(T) : f (j) = 0 sur hj(I) (0 ≤ j ≤ [s])

}
.

Démonstration. Soit I un idéal fermé de Aω(T) tel que h0(I) est dénombrable, notons
J =

{
f ∈ Aω(T) : f (j) = 0 sur hj(I) (0 ≤ j ≤ [s])

}
. L’inclusion I ⊂ J étant évidente,

il reste à montrer l’autre. Soit f ∈ J , nous allons montrer que I(f) = Aω(T). Soit z0 ∈
h0(I)\h[s](I) et k ∈ {0, . . . , [s]− 1} tel que z0 ∈ hk(I)\hk+1(I). On déduit du lemme 1.2.5

que J ⊂ (α− z0)k+1Aω(T)
‖ ‖ω

, et donc il existe une suite (fm)m≥0 de fonctions de la forme
fm = (α − z0)k+1φm, avec φm ∈ Aω(T), telle que lim

m→+∞

∥∥f − fm

∥∥
ω

= 0. De plus, comme

z0 /∈ h[s](I), le point z0 est nécessairement isolé dans h0(I). Donc d’après le lemme 1.2.8,
il existe g dans I qui s’écrit g = (α− z0)k+1ψ avec ψ ∈ Aω(T) et ψ(z0) 6= 0. Posons alors

Ψm = φmg = fmψ (m ≥ 0).

On a pour tout entier m ≥ 0, Ψm ∈ I et lim
m→+∞

∥∥Ψm − fψ
∥∥

ω
= 0. Comme I est fermé,

on a donc fψ ∈ I, c’est-à-dire ψ ∈ I(f). Par conséquent, z0 /∈ h0
(
I(f)

)
(car ψ(z0) 6= 0).

Finalement, on en déduit dans un premier temps que

h0
(
I(f)

)
⊂ h[s](I). (1.18)
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Supposons que h0
(
I(f)

)
6= ∅, alors h0

(
I(f)

)
admet un point isolé ξ0. L’algèbre Aω(T) étant

régulière, il existe une fonction Φ telle que

Φ =
{

1 sur un voisinage de ξ0
0 sur un voisinage de h0

(
I(f)

)
\{ξ0}

.

On pose LΦ =
{
h ∈ Aω(T) : hΦ ∈ I(f)

}
, l’idéal de division de I(f) par Φ. On a 1−Φ ∈ LΦ,

et donc h0
(
LΦ

)
⊂ {ξ0}. Comme ω vérifie les conditions (A) et (Ws), on déduit de la

proposition 1.2.6 qu’il existe γ dans {0, . . . , [s]} tel que
{
f ∈ Aω(T) : f(ξ0) = · · · =

f (γ)(ξ0) = 0
}
⊂ LΦ. Par conséquent la suite

(
un,ξ0

)
n≥1

définie en (1.9) appartient à LΦ.

Donc, pour tout n ≥ 1, un,ξ0Φ ∈ I(f), soit un,ξ0Φf ∈ I. D’après l’inclusion h0
(
I(f)

)
⊂

h[s](I) établie en (1.18), on a f (k)(ξ0) = 0 pour 0 ≤ k ≤ [s]. Et comme le poids ω vérifie la
condition (Ws), on déduit de la proposition 1.2.4 que lim

n→+∞

∥∥(un,ξ0 − 1)f
∥∥

ω
= 0. Puisque

un,ξ0Φf ∈ I (n ≥ 1) et lim
n→+∞

∥∥un,ξ0Φf − Φf
∥∥

ω
= 0, on a Φf ∈ I, ce qui contredit le fait

que ξ0 ∈ h0
(
I(f)

)
. Finalement on a montré que h0

(
I(f)

)
= ∅, et donc I(f) = Aω(T), ce

qui signifie exactement que f ∈ I.

Remarques :
1) Soit ω un poids vérifiant (Ws) et (A). Le théorème 1.2.9 montre en particulier que

si E est un fermé dénombrable de T, on a

Jω(E) =
{
f ∈ Aω(T) : f(E) = 0, . . . , f ([s])(E) = 0

}
.

En d’autres termes, une fonction f est de synthèse spectrale dans Aω(T) pour E si et
seulement si f (k)

|E = 0 (0 ≤ k ≤ [s]).
2) Notons que dans certaines algèbres de Banach, la structure des idéaux fermés est

semblable à celle des idéaux dans le théorème 1.2.9. Considérons, pour un entier p positif,
Cp([0, 1]) l’algèbre des fonctions p continûment dérivables sur [0, 1]. H . Whitney a montré
dans [38] que I est un idéal fermé de Cp([0, 1]) si et seulement si il existe des fermés
Ep ⊂ . . . ⊂ E0 tels que

I =
{
f ∈ Cp([0, 1]) : f (k) = 0 sur Ek (0 ≤ k ≤ p)

}
.



Chapitre 2

Le Cantor triadique est de
synthèse spectrale dans As(T)

2.1 Introduction

Dans le cas particulier où le poids ω est défini par ω(n) = (1 + |n|)s pour tout n ∈
Z, avec s un réel positif, on note

(
As(T), ‖ ‖s

)
l’algèbre

(
Aω(T), ‖ ‖ω

)
. On remarque que

A0(T) = A(T) n’est rien d’autre que l’algèbre de Wiener. Soit E un fermé de T. On note
également Is(E) et Js(E) les idéaux Iω(E) et Jω(E) définis au chapitre précédent. Soit

ξ ∈
(
0,

1
2

)
. On définit le parfait symétrique associé à ξ, noté Eξ, par

Eξ =
{

exp
(
2iπ(1− ξ)

+∞∑
n=1

εnξ
n−1

)
: εn = 0 ou 1 (n ≥ 1)

}
.

Pour ξ =
1
3
, c’est le Cantor triadique. Soit q ≥ 3 un entier. C. S. Herz donne ([19]) un critère

qui permet de montrer que E 1
q

est de synthèse spectrale (definition 1.1.2) dans l’algèbre de

Wiener A(T) (voir aussi [22]). On montre, en étendant ce critère, que E 1
q

est de synthèse

spectrale dans As(T), pour tout entier positif s. Comme on l’a vu au chapitre 1, ce résultat
signifie que si I est un idéal fermé de As(T) tel que h(I) = E 1

q
, alors I = Is(E 1

q
). Notons

que l’on obtient dans le chapitre 4 un résultat sur les fonctions qui vérifient la synthèse
spectrale pour E 1

q
dans les algèbres Aω(T) pour des poids plus généraux. On rappelle que

[s] désigne la partie entière de s. On montre que l’on peut approcher n’importe quelle
fonction f de As(T) par une suite de fonctions (fN )N≥2 dans As(T) qui sont polynômiales
par morceaux et telles que f (j)

N interpole f (j) aux points e
2ikπ

N , pour tout k ∈ {0, . . . , N−1}
et j ∈ {0, . . . , [s]}. Les fonctions fN sont de la forme

fN (eit) =
[s]∑

j=0

N−1∑
k=0

Pj, 2π
N

(
t− 2kπ

N

)
f (j)

(
e

2ikπ
N

)
, (2.1)
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où Pj,ε (pour j ∈ {0, . . . , [s]} et 0 < ε ≤ π) est une fonction 2π-périodique donnée sur
[−π, π] par la formule

Pj,ε(t) =


(ε− t)[s]+1

j! ε[s]+1
tj

[s]−j∑
k=0

(
[s] + k

k

)
ε−ktk pour t ∈ [0, ε]

0 pour t ∈ [ε, π]

,

et Pj,ε(t) = (−1)jPj,ε(−t), for t ∈ [−π, 0].

2.2 Quelques lemmes préliminaires

Nous aurons besoin de formules de combinatoire qui font l’objet des trois lemmes sui-

vants. Soient n et k des entiers, on rappelle que
(
n

k

)
=

n!
(n− k)! k!

si 0 ≤ k ≤ n et que,

par convention,
(
n

k

)
= 0 sinon. On conviendra également qu’une somme ”

m∑
k=n

” est nulle

si m < n.

Lemme 2.2.1. Nous avons les formules suivantes :
1) Pour tous entiers positifs p, J et k tels que 0 ≤ k ≤ p,

p∑
j=k

(−1)p+j

(
p− k

p− j

)(
j + p− J

p

)
=

(
k + p− J

k

)
. (2.2)

2) Pour tous entiers positifs p, A et j tels que 0 ≤ j ≤ p,

p∑
k=0

(
k

A

)(
p− k

p− j

)
=

(
p+ 1
j −A

)
. (2.3)

3) Soient p, k et J des entiers positifs, et posons

S(p, k, J) =
J∑

j=0

(−1)j

(
J

j

)(
k + p− j

p

)
.

Alors

S(p, k, J) =



(
k + p− J

k

)
si 0 ≤ J ≤ p

0 si p+ 1 ≤ J ≤ p+ k

(−1)p+1
J∑

j=k+p+1

(−1)j

(
J

j

)(
j − k − 1

p

)
si p+ k + 1 ≤ J

. (2.4)
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Démonstration. 1) Posons f(k, J) =
p∑

j=k

(−1)p+j

(
p− k

p− j

)(
j + p− J

p

)
. En utilisant le fait

que
(
p− k − 1
p− j

)
=

(
p− k

p− j + 1

)
−

(
p− k − 1
p− j + 1

)
pour j ≥ k + 1, on obtient

f(k + 1, J + 1) = f(k + 1, J)− f(k, J)
(
k ∈ {0, . . . , p− 1}

)
. (2.5)

On voit facilement que (2.2) est vérifiée pour k = p, et on montre, en utilisant (2.5) et une
récurrence sur k, qu’elle est vérifiée pour tout k ∈ {0, . . . , p} et tout J .

2) Posons g(j, p) =
p∑

k=0

(
k

A

)(
p− k

p− j

)
. On vérifie facilement que


g(0, p) =

(
0
A

)
=

(
p+ 1
−A

)
g(p, p) =

p∑
k=0

(
k

A

)
=

(
p+ 1
p−A

)
g(j, p) = g(j − 1, p− 1) + g(j, p− 1),

(
p ≥ 1, j ∈ {1, . . . , p− 1}

)
. (2.6)

Le résultat découle alors de (2.6) en faisant une récurrence sur p.
3) Soient p, k et J des entiers positifs, on pose

Q(x) =
J∑

j=0

(−1)j

(
J

j

)
xk+p−j .

D’une part, un calcul direct montre que

Q(p)(1)
p!

=
k∑

j=0

(−1)j

(
J

j

)(
k + p− j

p

)
+ (−1)p

J∑
j=k+p+1

(−1)j

(
J

j

)(
j − k − 1

p

)

=
J∑

j=0

(−1)j

(
J

j

)(
k + p− j

p

)
+ (−1)p

J∑
j=k+p+1

(−1)j

(
J

j

)(
j − k − 1

p

)
,(2.7)

en tenant compte des conventions faites plus haut. D’autre part, on a

Q(x) = (−1)Jxk+p−J
J∑

j=0

(−1)J−j

(
J

j

)
xJ−j

= (−1)J
(
1− x

)J
xk+p−J ,

et on montre facilement, en utilisant la formule de Leibnitz, que

Q(p)(1)
p!

=
(
k + p− J

k

)
. (2.8)
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On déduit de (2.7) et de (2.8) que

S(p, k, J) =
(
k + p− J

k

)
− (−1)p

J∑
j=k+p+1

(−1)j

(
J

j

)(
j − k − 1

p

)
. (2.9)

Le résultat découle alors de cette égalité, en tenant compte des conventions faites avant le
lemme 2.2.1.

Lemme 2.2.2. Soient p, j et J des entiers positifs tels que 0 ≤ J ≤ 2p+ 1 et 0 ≤ j ≤ p.
Posons

c(j, J) =
J∑

ν=0

(−1)ν

(
J

ν

)
(2p+ 1− ν)! ν!

p∑
k=p−ν

(
p+ k − j

p

)(
k

p− ν

)
.

Alors

c(j, J) = (−1)p J ! (2p+ 1− J)!
p∑

k=p−J

(−1)k

(
p+ k − j

p

)(
p+ 1

2p+ 1− J − k

)
. (2.10)

De plus, si p+ 1 ≤ J ≤ 2p− j, alors c(j, J) = 0.

Démonstration. Un calcul immédiat montre que, pour tout k ≥ max (0, p− J) et 0 ≤ ν ≤
2p+ 1,

(2p+ 1− ν)! ν!
(
J

ν

)(
k

p− ν

)
=
J ! k! (p+ 1)!
(J + k − p)!

(
2p+ 1− ν

p+ 1

)(
k + J − p

ν + k − p

)
,

de sorte que

c(j, J) = J ! (p+1)!
p∑

k=max (0,p−J)

(
p+ k − j

p

)
k!

(J + k − p)!

J∑
ν=p−k

(−1)ν

(
2p+ 1− ν

p+ 1

)(
k + J − p

ν + k − p

)
.

En effectuant le changement de variable ν 7→ k− p+ ν dans la seconde somme, on obtient

c(j, J) = J ! (p+ 1)!
p∑

k=max (0,p−J)

(
p+ k − j

p

)
k!

(J + k − p)!
(−1)k−pS(p+ 1, k, k + J − p),

où S(p + 1, k, k + J − p) est définie dans le lemme 2.2.1. Et toujours d’après ce lemme,

comme 0 ≤ J ≤ 2p+ 1, on a S(p+ 1, k, k + J − p) =
(

2p+ 1− J

k

)
. Donc

c(j, J) = (−1)pJ ! (p+ 1)!
p∑

k=max (0,p−J)

(−1)k

(
p+ k − j

p

)(
2p+ 1− J

k

)
k!

(J + k − p)!
,
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Puis, pour tout k ≥ max (0, p− J), on a l’identité suivante :

(p+ 1)!
(

2p+ 1− J

k

)
k!

(J + k − p)!
= (2p+ 1− J)!

(
p+ 1

2p+ 1− J − k

)
,

de sorte que

c(j, J) = (−1)p J ! (2p+ 1− J)!
p∑

k=p−J

(−1)k

(
p+ k − j

p

)(
p+ 1

2p+ 1− J − k

)
,

ce qui prouve la première partie du lemme. Maintenant si p + 1 ≤ J ≤ 2p − j, un calcul
immédiat montre que(

p+ k − j

p

)(
p+ 1

2p+ 1− k − J

)
=

p+ 1
2p+ 1− j − J

(
p+ k − j

2p− j − J

)(
2p+ 1− j − J

2p+ 1− J − k

)
,

de sorte que pour p+ 1 ≤ J ≤ 2p− j,

c(j, J) = (−1)p (p+ 1) J ! (2p+ 1− J)!
2p+ 1− j − J

p∑
k=p−J

(−1)k

(
p+ k − j

2p− j − J

)(
2p+ 1− j − J

2p+ 1− J − k

)
.

En effectuant le changement de variable k 7→ 2p+ 1− J − k, on obtient, pour p+ 1 ≤ J ≤
2p− j,

c(j, J) = (−1)p+1+J (p+ 1) J ! (2p+ 1− J)!
2p+ 1− j − J

S(2p− j − J, p+ 1, 2p+ 1− j − J).

Et d’après le lemme 2.2.1, S(2p− j − J, p+ 1, 2p+ 1− j − J) = 0.

Lemme 2.2.3. Soient p, A et J des entiers positifs. Posons

T (p,A, J) =
p∑

k=0

(
k

A

) J∑
j=0

(−1)j

(
J

j

)(
k + p− j

p

)
.

Alors

T (p,A, J) =



(−1)p
p∑

j=0

(−1)j

(
p+ 1
j −A

)(
j + p− J

p

)
si 0 ≤ J ≤ p

0 si p+ 1 ≤ J ≤ p+A

(−1)p+1
p∑

k=0

(
k

A

) J∑
j=k+p+1

(−1)j

(
J

j

)(
j − k − 1

p

)
si p+A+ 1 ≤ J

.

Démonstration. Soient p, A et J des entiers positifs. On déduit du lemme 2.2.1 (plus
précisèment de la formule (2.9) obtenue au cours de la preuve) que

T (p,A, J) =
p∑

k=0

(
k

A

)(
k + p− J

k

)
+ (−1)p+1

p∑
k=0

(
k

A

) J∑
j=k+p+1

(−1)j

(
J

j

)(
j − k − 1

p

)
. (2.11)
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Maintenant, la formule (2.2) du lemme 2.2.1 montre que

p∑
k=0

(
k

A

)(
k + p− J

k

)
=

p∑
k=0

(
k

A

) p∑
j=k

(−1)p+j

(
p− k

p− j

)(
j + p− J

p

)
.

On intervertit alors les deux sommes et on uitilise la formule (2.3) du lemme 2.2.1 pour
obtenir

p∑
k=0

(
k

A

)(
k + p− J

k

)
= (−1)p

p∑
j=0

(−1)j

(
p+ 1
j −A

)(
j + p− J

p

)
.

On reporte cette expression dans (2.11) et le résultat en découle immédiatement, en tenant
compte une fois de plus des conventions faites.

Lemme 2.2.4. Soient p, j et ν des entiers positifs tels que ν ≥ p+1 et j ≤ p. Soit z ∈ C.
On pose

Aj,ν(z) =
p∑

k=ν−p−1

(
p+ k − j

p

)
×

×
[
(−1)ν−p−1+k

(
1 + (−1)j+ν+1

)(p+ 1
ν − k

)
−

(
k

ν − p− 1

)(
e−z + (−1)j+ν+1ez

)]
,

puis on définit les deux fonctions suivantes :

Ψν(z) =
p∑

j=0

zj

j!
Aj,ν(z) (z ∈ C)

et Γj(z) =
2p+1∑

ν=p+1

ν! z−ν−1Aj,ν(z) (z ∈ C∗).

1) La fonction x 7→ Aj,ν(ix) est bornée sur R.
2) La fonction z 7→ z−ν−1Ψν(z) est bornée sur tout voisinage borné de 0.
3) La fonction z 7→ zjΓj(z) est bornée sur tout voisinage borné de 0.

Démonstration. 1) C’est immédiat.

2) Puisque Ψν est entière, il suffit de montrer que ses coefficients de Taylor
Ψ(J)

ν (0)
J !

sont
nuls si 0 ≤ J ≤ ν. Pour cela, on écrit

Ψν(z) =
p∑

j=0

zj

j!

p∑
k=ν−p−1

(−1)ν−p−1+k
(
1 + (−1)j+ν+1

)(p+ k − j

p

)(
p+ 1
ν − k

)

−
p∑

j=0

zj

j!

p∑
k=ν−p−1

(
p+ k − j

p

)(
k

ν − p− 1

)(
e−z + (−1)j+ν+1ez

)
.
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On obtient alors facilement

Ψ(J)
ν (0) =

p∑
k=ν−p−1

(−1)ν−p−1+k
(
1 + (−1)J+ν+1

)(p+ k − J

p

)(
p+ 1
ν − k

)
−

(
(−1)J + (−1)ν+1

)
T (p, ν − p− 1, J), (2.12)

où T (p, ν − p− 1, J) est défini dans le lemme 2.2.3. D’après ce lemme, si 0 ≤ J ≤ p, on a

p∑
k=ν−p−1

(
p+ k − J

p

)
(−1)p+k

(
p+ 1
ν − k

)
= T (p, ν − p− 1, J).

On déduit donc de (2.12) que si 0 ≤ J ≤ p, alors Ψ(J)
ν (0) = 0. Puis, on remarque que si

p+ 1 ≤ J , on a alors
(
p+ k − J

p

)
= 0 pour tout k ≤ p. De plus si p+ 1 ≤ J ≤ ν − 1, on

a T (p, ν − p − 1, J) = 0 d’après le lemme 2.2.3. On déduit donc de ces observations et de
(2.12) que

Ψ(J)
ν (0) =

{
0 si 0 ≤ J ≤ ν − 1

−
(
(−1)J + (−1)ν+1

)
T (p, ν − p− 1, J) si ν ≤ J

. (2.13)

En particulier, si J ≤ ν, alors Ψ(J)
ν (0) = 0.

3) Posons γj(z) = z2p+2Γj(z). La fonction γj est entière. Pour montrer 3), il suffit donc de

montrer que ses coefficients de Taylor
γ

(J)
j (0)
J !

sont nuls si 0 ≤ J ≤ 2p + 1 − j. Pour cela,
on écrit

γj(z) =
2p+1∑

ν=p+1

ν! z2p+1−ν
p∑

k=ν−p−1

(−1)ν−p−1+k
(
1 + (−1)j+ν+1

)(p+ k − j

p

)(
p+ 1
ν − k

)

−
2p+1∑

ν=p+1

ν! z2p+1−ν
p∑

k=ν−p−1

(
p+ k − j

p

)(
k

ν − p− 1

)(
e−z + (−1)j+ν+1ez

)
.

=
p∑

ν=0

(2p+ 1− ν)! zν
p∑

k=p−ν

(−1)p−ν+k
(
1 + (−1)j−ν

)(p+ k − j

p

)(
p+ 1

2p+ 1− ν − k

)

−
p∑

ν=0

(2p+ 1− ν)! zν
p∑

k=p−ν

(
p+ k − j

p

)(
k

p− ν

)(
e−z + (−1)j−νez

)
.

Si 0 ≤ J ≤ p, on a

γ
(J)
j (0) = J ! (2p+ 1− J)!

p∑
k=p−J

(−1)p−J+k
(
1 + (−1)j−J

)(p+ k − j

p

)(
p+ 1

2p+ 1− J − k

)
−

(
(−1)J + (−1)j

)
c(j, J),
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et si J ≥ p+ 1, on a seulement

γ
(J)
j (0) = −

(
(−1)J + (−1)j

)
c(j, J), (2.14)

où c(j, J) est défini dans le lemme 2.2.2. Puis on déduit de ce lemme que γ(J)
j (0) = 0 pour

tout 0 ≤ J ≤ 2p− j. Pour achever la preuve, il suffit de remarquer que (−1)J + (−1)j = 0
quand J = 2p+ 1− j, de sorte que γ(2p+1−j)

j (0) = 0.

2.3 E 1
q

est de synthèse spectrale dans As(T)

Lemme 2.3.1. Il existe une constante positive K telle que pour tout entier N ≥ 2,

‖fN‖s ≤ K‖f‖s,
(
f ∈ As(T)

)
.

Démonstration. Il est facile de voir qu’il suffit de montrer cette inégalité pour f(eit) =
eint (n ∈ Z). Dans un premier temps, calculons les coefficients de Fourier de chaque Pj,ε.
Pour cela, posons

gr(t) =
{

(t− ε)[s]+1tr si t ∈ [0, ε]
0 if t ∈ [−π, π]\[0, ε]

(
r ∈ {0, . . . , [s]}

)
, (2.15)

de sorte que

Pj,ε(t) =
(−1)[s]+1

j! ε[s]+1

[s]−j∑
k=0

(
[s] + k

k

)
ε−kgj+k(t)

(
t ∈ [0, ε]

)
. (2.16)

Une intégration par parties montre que pour tout m dans Z\{0},

ĝr(m) =
1
2π

∫ ε

0
gr(t)e−imtdt

=
1
2π

2[s]+1∑
ν=0

1
(im)ν+1

(
g(ν)
r (0)− g(ν)

r (ε)e−imε
)
.

Et un calcul immédiat montre que

g(ν)
r (0) =

(
[s] + 1
ν − r

)
ν! (−ε)r−(ν−[s]−1)

et g(ν)
r (ε) =

(
r

ν − [s]− 1

)
ν! εr−(ν−[s]−1).

Soit m dans Z\{0}. On a

ĝr(m) =
1
2π

[s]+1+r∑
ν=r

ν!
(im)ν+1

εr−(ν−[s]−1)

[
(−1)ν−[s]−1+r

(
[s] + 1
ν − r

)
−

(
r

ν − [s]− 1

)
e−imε

]
.
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Comme Pj,ε(−t) = (−1)jPj,ε(t)
(
t ∈ [0, ε]

)
, on a

P̂j,ε(m) =
(−1)[s]+1

j! ε[s]+1

[s]−j∑
k=0

(
[s] + k

k

)
ε−k

(
ĝj+k(m) + (−1)j ĝj+k(−m)

)

=
(−1)[s]+1

2πj! ε[s]+1

[s]−j∑
k=0

(
[s] + k

k

)
ε−k

[s]+1+j+k∑
ν=j+k

ν!
(im)ν+1

εj+k−(ν−[s]−1) ×

×
[
(−1)ν−[s]−1+j+k

(
1 + (−1)j+ν+1

)(
[s] + 1
ν − j − k

)
−

(
j + k

ν − [s]− 1

)(
e−imε + (−1)j+ν+1eimε

)]
.

En intervertissant les deux sommes et en effectuant le changement de variable k 7→ k − j,
on obtient

P̂j,ε(m) =
(−1)[s]+1

2πj!

2[s]+1∑
ν=j

ν!
(im)ν+1

εj−ν

min([s],ν)∑
k=ν−[s]−1

(
[s] + k − j

[s]

)
×

×
[
(−1)ν−[s]−1+k

(
1 + (−1)j+ν+1

)(
[s] + 1
ν − k

)
−

(
k

ν − [s]− 1

)(
e−imε + (−1)j+ν+1eimε

)]
.

On remarque alors que chaque terme de la première somme est nul si ν ∈ {j, . . . , [s]}. En

effet, si j ≤ ν ≤ [s], alors
(

k

ν − [s]− 1

)
= 0. De plus, pour ν = j,

(
1 + (−1)j+ν+1

)
= 0.

Et si j + 1 ≤ ν ≤ [s], on montre, en effectuant le changement de variable k 7→ ν − k et

en utilisant la formule (2.4) du lemme 2.2.1, que
ν∑

k=ν−[s]−1

(−1)k

(
[s] + 1
ν − k

)(
[s] + k − j

[s]

)
=

(−1)νS([s], ν − j, [s] + 1) = 0. Donc, si m ∈ Z\{0},

P̂j,ε(m) =
(−1)[s]+1

2πj!

2[s]+1∑
ν=[s]+1

ν!
(im)ν+1

εj−ν

[s]∑
k=ν−[s]−1

(
[s] + k − j

[s]

)
×

×
[
(−1)ν−[s]−1+k

(
1 + (−1)j+ν+1

)(
[s] + 1
ν − k

)
−

(
k

ν − [s]− 1

)(
e−imε + (−1)j+ν+1eimε

)]

(on aurait pu également invoquer le fait que Pj,ε est C[s]+1 par morceaux pour justifier qu’il
n’y ait pas de terme en m−ν−1 dans P̂j,ε(m)) quand ν ≤ [s]).

Pour N ≥ 2 et j ∈ {0, . . . , [s]}, on pose D(j)
N =

N−1∑
k=0

f (j)
(
e

2ikπ
N

)
δ 2kπ

N
, où δa désigne la masse

de Dirac au point a. Pour f(eit) = eint, nous avons donc

D̂
(j)
N (m) =

{ N

2π
(in)j if m = n+ βN (β ∈ Z)

0 otherwise
.



24 Le Cantor triadique est de synthèse spectrale dans As(T)

Donc si m = n+ βN (β ∈ Z) et m 6= 0, on déduit de (2.1) que

f̂N (m) = 2π
[s]∑

j=0

D̂
(j)
N (m)P̂j, 2π

N
(m)

= (−1)[s]+1

[s]∑
j=0

1
j!

(2inπ
N

)j
2[s]+1∑

ν=[s]+1

ν!
(2imπ

N

)−ν−1
Aj,ν

(2imπ
N

)
, (2.17)

où Aj,ν est la fonction associée à p = [s] définie dans le lemme 2.2.4. Nous allons distinguer
deux cas :

1er cas : N ≥ 2|n|.
En intervertissant les deux sommes dans (2.17) et en observant que e

2imπ
N = e

2inπ
N , on

obtient

f̂N (m) = (−1)[s]+1

2[s]+1∑
ν=[s]+1

ν!
(2imπ

N

)−ν−1
Ψν

(2inπ
N

)
, (2.18)

où Ψν est la fonction associée à p = [s] définie dans le lemme 2.2.4. On déduit de ce lemme
qu’il existe une constante positive K0(ν) (indépendante de n et de N) telle que∣∣∣Ψν

(2inπ
N

)∣∣∣ ≤ K0(ν)
∣∣∣∣(2inπ

N

)ν+1
∣∣∣∣ (N ≥ 2).

On déduit donc de (2.18) que

∣∣f̂N (m)
∣∣ ≤ K0

2[s]+1∑
ν=[s]+1

ν!
( |n|
|m|

)ν+1
, (2.19)

où K0 = max
[s]+1≤ν≤2[s]+1

K0(ν). Si m = n + βN (β ∈ Z), on a |m| ≥
∣∣2|β| − 1

∣∣|n|. Il existe

donc une constante positive K1 (indépendante de n et de N) telle que

∣∣f̂N (m)
∣∣(1 + |m|)s ≤ K1

2[s]+1∑
ν=[s]+1

1∣∣2|β| − 1
∣∣ν+1−s |n|

s

≤ ([s] + 1)K1
1∣∣2|β| − 1
∣∣[s]+2−s

|n|s. (2.20)

2ème cas : N ≤ 2|n|.
Dans ce cas, on écrit

f̂N (m) = (−1)[s]+1

[s]∑
j=0

1
j!

(2inπ
N

)j
Γj

(2imπ
N

)
, (2.21)
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où Γj est la fonction associée à p = [s] définie dans le lemme 2.2.4.
Si |m| < N , on déduit de ce lemme qu’il existe une constante positive K2(j) (indépendante
de n et de N) telle que∣∣∣Γj

(2imπ
N

)∣∣∣ ≤ K2(j)
∣∣∣∣(2imπ

N

)−j
∣∣∣∣ (N ≥ 2).

On déduit donc de (2.21) que

∣∣f̂N (m)
∣∣ ≤ K2

[s]∑
j=0

1
j!

( |n|
|m|

)j
,

oùK2 = max
0≤j≤[s]

K2(j). Comme |m| ≤ 2|n|, il existe une constante positiveK3 (indépendante

de n et de N) telle que, si m = n+ βN (β ∈ Z) et m 6= 0, on a∣∣f̂N (m)
∣∣(1 + |m|)s ≤ K3|n|s. (2.22)

Il sera utile pour la suite de remarquer qu’il n’existe au plus que deux entiers m de la forme
m = n+ βN avec |m| < N .
Si |m| ≥ N , il est facile de voir (en utilisant 1) du lemme 2.2.4) qu’il existe une constante
positive K ′

2(j) (indépendante de n et de N) telle que∣∣∣Γj

(2imπ
N

)∣∣∣ ≤ K ′
2(j)

∣∣∣∣(2imπ
N

)−[s]−2
∣∣∣∣ (N ≥ 2).

En utilisant des arguments similaires et le fait que N ≤ 2|n|, on montre qu’il existe une
constante positive K ′

3 (indépendante de n et de N) telle que∣∣f̂N (m)
∣∣(1 + |m|)s ≤ K ′

3

( N

|m|

)[s]+2−s
|n|s = K ′

3

1∣∣ n
N + β

∣∣[s]+2−s
|n|s.

En remarquant que dans ce cas
∣∣ n
N

+β
∣∣ =

|m|
N

≥ 1, la somme
∑
β

1∣∣ n
N + β

∣∣[s]+2−s
peut être

majorée indépendamment de n et de N . Nous avons plus précisèment

∑
β: |n+βN |≥N

f̂N (n+ βN)
∣∣(1 + |n+ βN |)s ≤ 2K ′

3

( +∞∑
k=1

1
k[s]+2−s

)
|n|s (2.23)

Considérons maintenant le cas m = 0. On a

ĝr(0) =
1
2π

∫ ε

0
(t− ε)[s]+1trdt,

où la fonction gr est définie en (2.15). Par intégration par parties, on obtient

ĝr(0) =
(−1)[s]+1

2π([s] + 2)

(
[s] + r + 2

[s] + 2

)−1

ε[s]+r+2.
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Comme Pj,ε(−t) = (−1)jPj,ε(t)
(
t ∈ [0, ε]

)
, on a, grâce à (2.16),

P̂j,ε(m) =
(−1)[s]+1

j! ε[s]+1

[s]−j∑
k=0

(
[s] + k

k

)
ε−k

(
1 + (−1)j

)
ĝj+k(0)

=

(
1 + (−1)j

)
εj+1

2π([s] + 2)j!

[s]−j∑
k=0

(
[s] + k

k

)(
[s] + j + k + 2

[s] + 2

)−1

.

Comme dans le cas m 6= 0, on a

f̂N (0) = 2π
[s]∑

j=0

D̂
(j)
N (0)P̂j, 2π

N
(0)

=
1

[s] + 2

[s]∑
j=0

(
1 + (−1)j

)
j!

(2inπ
N

)j
[s]−j∑
k=0

(
[s] + k

k

)(
[s] + j + k + 2

[s] + 2

)−1

(2.24)

Par conséquent, il existe une constante positive K4 (indépendante de n et de N) telle que∣∣f̂N (0)
∣∣ ≤ K4(1 + |n|)[s]. (2.25)

Finalement, on déduit de (2.20), (2.22), (2.23) et (2.25) qu’il existe une constante positive
K (indépendante de n) telle que pour tout entier N ≥ 2,

∥∥fN

∥∥
s

=
+∞∑

β=−∞

∣∣f̂N (n+ βN)
∣∣(1 + |n+ βN |)s

≤ K(1 + |n|)s = K
∥∥f∥∥

s
,

pour f(eit) = eint. Cette inégalité est encore vraie pour n’importe quel polynôme trigo-
nométrique, puis par densité, pour toute fonction f dans As(T).

Proposition 2.3.2. Soit f dans As(T), on a

lim
N→+∞

∥∥f − fN

∥∥
s

= 0,

où la suite
(
fN

)
N≥2

est définie en (2.1).

Démonstration. Dans un premier temps, on montre ce résultat pour f(eit) = eint (n ∈ Z).
Si n = 0, on déduit de (2.19) et (2.24) que pour tout entier N ≥ 2, fN = 1, de sorte que
fN = f . Nous supposerons dorénavant que n 6= 0. Soit N ≥ 2|n| fixé et m = n + βN

(β ∈ Z). Si β 6= 0, alors |m| ≥
(
|β| − 1

2
)
N (grâce au fait que N ≥ 2|n|). On déduit donc de

(2.19) qu’il existe une constante positive C1 (indépendante de N) telle que∣∣f̂N (m)
∣∣(1 + |m|)s ≤ C1

|m|[s]+2−s

≤ C1(
|β| − 1

2

)[s]+2−s
N [s]+2−s

. (2.26)
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Et si β = 0, alors m = n, et par (2.18), on a

f̂N (n) = (−1)[s]+1

2[s]+1∑
ν=[s]+1

ν!
(2inπ
N

)−ν−1
Ψν

(2inπ
N

)
. (2.27)

D’après la formule (2.13) démontrée dans le lemme 2.2.4, la série de Taylor de Ψν est
donnée par

Ψν

(2inπ
N

)
=

+∞∑
J=ν+1

j+ν impair

2(−1)ν

J !
T ([s], ν − [s]− 1, J)

(2inπ
N

)J
,

En distinguant le terme J = ν + 1 dans cette expression de Ψν , on obtient(2inπ
N

)−ν−1
Ψν

(2inπ
N

)
=

2(−1)ν

(ν + 1)!
T ([s], ν − [s]− 1, ν + 1) + Θν

(2inπ
N

)
, (2.28)

en posant

Θν(z) =
+∞∑

J=ν+3
j+ν impair

2(−1)ν

J !
T ([s], ν − [s]− 1, J)zJ−ν−1.

D’après le lemme 2.2.3, on a

T ([s], ν − [s]− 1, ν + 1) = (−1)[s]+1

[s]∑
k=0

(
k

ν − [s]− 1

) ν+1∑
j=k+[s]+1

(−1)j

(
ν + 1
j

)(
j − k − 1

[s]

)

= (−1)[s]+1

min ([s],ν−[s])∑
k=ν−[s]−1

(
k

ν − [s]− 1

) ν+1∑
j=k+[s]+1

(−1)j

(
ν + 1
j

)(
j − k − 1

[s]

)
.

En observant que la somme ”
min ([s],ν−[s])∑

k=ν−[s]−1

” devient ”
ν−[s]∑

k=ν−[s]−1

” si [s] + 1 ≤ ν ≤ 2[s], on

obtient, après un calcul immédiat,

T ([s], ν − [s]− 1, ν + 1) =
{

0 if [s] + 1 ≤ ν ≤ 2[s]
(−1)[s]([s] + 1) if ν = 2[s] + 1

. (2.29)

Compte-tenu de (2.28) and (2.29), on déduit de (2.27) que

f̂N (n) = 1 + (−1)[s]+1

2[s]+1∑
ν=[s]+1

ν! Θν

(2inπ
N

)
.

Maintenant, la fonction z 7→ θν(z)
z2

est bornée dans
{
z ∈ C : |z| ≤ π

}
. Il existe donc une

constante positive C2 (indépendante de N) telle que∣∣f̂N (n)− 1
∣∣(1 + |n|)s ≤ C2

N2
. (2.30)
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Comme f̂(m) = 1 si m = n et f̂(m) = 0 sinon, on déduit de (2.26) et de (2.30) qu’il existe
une constante positive C telle que∥∥fN − f

∥∥
s
≤ C

N [s]+2−s
,

et donc
lim

N→+∞

∥∥fN − f
∥∥

s
= 0.

Considérons maintenant le cas général : soit f dans As(T) et ε > 0. Il existe M0 > 0 tel

que
∥∥f − g∥∥

s
≤ ε, où g =

M0∑
m=−M0

f̂(m)eimt. En utilisant ce qui précède, il existe N0 > 0 tel

que pour tout N ≥ N0,
∥∥g − gN

∥∥
s
≤ ε. Pour N ≥ N0, on déduit du lemme 2.3.1 que∥∥f − fN

∥∥
s
≤

∥∥f − g
∥∥

s
+

∥∥g − gN

∥∥
s
+

∥∥gN − fN

∥∥
s

≤ (1 +K)
∥∥f − g

∥∥
s
+

∥∥g − gN

∥∥
s

≤ (2 +K)ε,

ce qui prouve que

lim
N→+∞

∥∥f − fN

∥∥
s

= 0.

Lemme 2.3.3. Soit s un réel positif, et ω un poids vérifiant les conditions (Ws) et (A).
Soit E un fermé de T qui est réunion finie d’arcs fermés non réduits à un point. Alors E
est de synthèse spectrale dans Aω(T).

Démonstration. Supposons d’abord que E est un arc fermé de T non réduit à un point et
d’extrémités ξ1 et ξ2. Soit f ∈ Aω(T) une fonction qui s’annule sur E. Il s’agit de montrer
que f est de synthèse spectrale pour E dans Aω(T). Comme E n’est pas réduit à un point,
f s’annule avec toutes ses dérivées sur E, et donc en paticulier aux points ξ1 et ξ2. D’après
la proposition 1.2.7, Aω(T) vérifie la condition de Ditkin forte. Il existe donc deux suites(
σn

)
n≥1

et
(
τn

)
n≥1

d’éléments de Aω(T) telles que
(i) Pour tout n ≥ 1, σn = 0 sur un voisinage de ξ1 et τn = 0 sur un voisinage de ξ2.
(ii) lim

n→+∞

∥∥(σn − 1)f
∥∥

ω
= lim

n→+∞

∥∥(τn − 1)f
∥∥

ω
= 0.

Soit χ une fonction de Aω(T) qui vaut 1 sur un voisinage de ξ1 et qui est nulle sur un
voisinage de ξ2 (une telle fonction existe puisque l’algèbre As(T) est régulière et que ξ1 6=
ξ2). Pour tout n ≥ 1, posons fn = σnχf + τn(1− χ)f . Alors pour tout n ≥ 1, fn s’annule
sur un voisinage de E et lim

n→+∞

∥∥fn−f
∥∥

ω
= 0, ce qui prouve que f est de synthèse spectrale

pour E dans Aω(T).

Supposons maintenant que E =
k⋃

i=1
Ei, où les Ei sont des arcs fermés de T non réduits à

un point et deux à deux disjoints. Soit
(
Ui

)
1≤i≤k

un recouvrement de T par des ouverts
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tel que pour chaque i, Ei ⊂ Ui et Ei ∩ Uj = ∅ pour i 6= j. Puisque l’algèbre Aω(T) est
régulière, il existe une partition de l’unité

(
φi

)
1≤i≤k

subordonnée à
(
Ui

)
1≤i≤k

(voir [25],
p.221). Autrement dit, chaque φi est une fonction de Aω(T) à support dans Ui, et on a
1 = φ1 + . . . + φk. Soit f une fonction dans Aω(T) qui s’annule sur E. D’après ce qui
précède, pour chaque i ∈ {1, . . . , k}, il existe une suite de fonctions

(
fi,n

)
n≥0

dans Aω(T)
qui s’annulent sur un voisinage de Ei et telles que

lim
n→+∞

∥∥fi,n − f
∥∥

ω
= 0.

Pour tout n ≥ 0, on pose fn = φ1f1,n + . . . + φkfk,n. Les fonctions fn s’annulent sur un
voisinage de E et la suite

(
fn

)
n≥0

converge vers φ1f + . . .+ φkf = f pour la norme
∥∥∥∥

ω
.

Par conséquent, f est de synthèse spectrale pour E dans As(T).

Voici le principal résultat de cette section :

Théorème 2.3.4. Soit s un réel positif et q ≥ 3 un entier. Le parfait symétrique E 1
q

est

de synthèse spectrale dans As(T).

Démonstration. Soit f ∈ Is(E 1
q
), on doit montrer que f ∈ Js(E 1

q
). Comme E 1

q
est parfait,

on observe que f s’annule, ainsi que toutes ses dérivées d’ordre inférieur à [s], sur E 1
q
. Pour

n ≥ 1, on pose
Fn =

⋃
ε1,...,εn∈{0,1}n

Lε1,...,εn ,

où Lε1,...,εn est l’arc fermé
{
e2iπt : t ∈

[
(q − 1)

n∑
k=1

εkq
−k, (q − 1)

n∑
k=1

εkq
−k + q−n

]}
. On a

E 1
q

=
⋂
n≥1

Fn (voir chapitre I de [24] pour plus de détails). Pour n ≥ 1, les fonctions fqn

et f cöıcident, ainsi que toutes leurs dérivées d’ordre inférieur à [s], sur les extrémités des
arcs Lε1,...,εn de Fn. Puis, comme E 1

q
est parfait, pour tout 0 ≤ k ≤ [s], f (k) s’annule sur ces

extrémités. Donc par construction, les fonctions fqn s’annulent sur les arcs Lε1,...,εn , et donc
sur Fn. D’après le lemme 2.3.3, Fn est de synthèse spectrale dans As(T). Par conséquent,
chaque fonction fqn est dans Js(E 1

q
). Comme Js(E 1

q
) est fermé dans As(T), on déduit de

la proposition 2.3.2 que f ∈ Js(E 1
q
).
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Chapitre 3

Idéaux fermés de A+
s (T) et de Λ+

s (T)

3.1 Notations et rappels

On note H∞(D) l’algèbre des fonctions holomorphes et bornées dans D. On rappelle que
toute fonction f de H∞(D) se factorise de façon unique sous la forme f = S(f)E(f), où
S(f) est une fonction intérieure et E(f) une fonction extérieure. S(f) s’écrit S(f) = cBJ ,
où c est un complexe de module 1, B un produit de Blaschke formé avec les zéros de f à
l’intérieur du disque, et J une fonction singulière associée à une mesure positive singulière
µ :

J(z) = exp
{
− 1

2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
dµ(t)

}
(z ∈ D).

La fonction extérieure E(f) associée à f s’écrit E(f) = exp
{ 1

2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
log

∣∣f(eit)
∣∣dt}.

Soit X un espace de fonctions tel que X ⊂ C0(T), on pose

X+ =
{
f ∈ X : f̂(n) = 0 (n < 0)

}
,

qui est donc l’ensemble des fonctions de X qui admettent un prolongement holomorphe à
l’intérieur du disque. Soit p un entier positif tel que X ⊂ Cp(T). Pour f ∈ X+, on pose

Zk
+(f) =

{
z ∈ D : f(z) = . . . = f (k)(z) = 0

} (
k ∈ {0, . . . , p}

)
.

Si I est une partie non vide de X+, on note SI son facteur intérieur, c’est-à-dire le plus
grand diviseur intérieur commun à tous les éléments de I non nuls (voir [21] p.85), et on
pose hk

+(I) =
⋂
f∈I

Zk
+(f). Si Ep ⊂ . . . ⊂ E0 sont des fermés de T et S une fonction intérieure,

on définit

I
(
S; E0, . . . , Ep

)
=

{
f ∈ X+ : S

∣∣S(f), f(E0) = 0, . . . , f (p)(Ep) = 0
}
,

où S
∣∣S(f) signifie que S divise S(f), c’est-à-dire que

S(f)
S

est dans H∞(D).
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Pour plusieurs algèbres de Banach X, les idéaux fermés de X+ sont de la forme I =
I
(
SI ; E0, . . . , Ep

)
(voir [33], [28] et [34]). Dans la section 3.2, nous rappelons ces résultats

bien connus, dont on se servira dans le chapitre suivant. Dans la section 3.3, on s’intéresse
aux idéaux fermés de A+

s (T) =
(
As(T)

)+, où As(T) est l’algèbre de Banach définie dans le
chapitre 2. On a peu de résultats à ce sujet. On citera le résultat énoncé dans [6] qui permet
de caractériser les idéaux fermés I de A+

s (T) tels que h0
+(I) est fini. On obtient ensuite un

résultat partiel qui donne la structure des idéaux fermés I de A+
s (T) sans facteur intérieur

et tels que h0
+(I) est dénombrable.

3.2 Idéaux fermés de λ+
s (T)

Comme nous le verrons dans la section 3.3, on ne connâıt pas la caractérisation des
idéaux fermés I de A+

s (T) lorsque h0
+(I) est inclus dans un parfait symétrique Eξ, pour

ξ ∈
(
0,

1
2

)
. Pour avoir les résultats que nous obtenons dans le chapitre 4 concernant les

opérateurs à spectre inclus dans Eξ (notamment), nous utilisons des résultats déjà connus
et concernant les idéaux fermés des algèbres Λ+

s (T) définies ci-dessous.

On note a0(D) = a(D) l’espace des fonctions analytiques dans D et continues sur D.
Soit p ∈ N ∪ {+∞}, on note

ap(D) = a(D) ∩ Cp(T).

Autrement dit pour tout p ∈ N ∪ {+∞}, on a ap(D) =
(
Cp(T)

)+. Soit s un réel positif.
On définit

Λs(T) =
{
f ∈ C[s](T) : sup

z,z′∈T

∣∣f ([s])(z)− f ([s])(z′)
∣∣

|z − z′|s−[s]
< +∞

}
.

Λs(T) muni de la norme
∥∥f∥∥

Λs
=

∥∥f∥∥
C[s](T)

+ sup
z,z′∈T

∣∣f ([s])(z)− f ([s])(z′)
∣∣

|z − z′|s−[s]
est une algèbre

de Banach. On définit également la sous-algèbre

λs(T) =
{
f ∈ C[s](T) :

∣∣f ([s])(z)− f ([s])(z′)
∣∣ = o

(
|z − z′|s−[s]

)
, |z − z′| → 0

}
,

que l’on munit de la même norme. On notera également Λ+
s (T) =

(
Λs(T)

)+ et λ+
s (T) =(

λs(T)
)+. On remarque que si s est un entier positif, Λs(T) = λs(T) = Cs(T) et Λ+

s (T) =
λ+

s (T) = as(D). Pour des commodités d’écriture, on posera également Λ∞(T) = λ∞(T) =
C∞(T) et Λ+

∞(T) = λ+
∞(T) = a∞(D)

Tous les idéaux fermés de λ+
s (T) (pour s ∈ [0,+∞]) ont déjà été caractérisés. Quand

s = 0, la caractérisation a été obtenue par W. Rudin dans [33], quand s est un entier
strictement positif, par B. I. Korenblyum dans [28], et quand s = +∞ par B. A. Taylor et
D. L. Williams dans [35]. Enfin, quand 0 < s < 1, elle est due à A. L. Matheson dans [30],
et dans tous les autres cas, à F. A. Shamoyan dans [34]. Ils ont montré le résultat suivant :
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Proposition 3.2.1. ([33], [28], [30], [34] et [35]) Soient s ∈ [0,+∞] et I un idéal
fermé de λ+

s (T). Si s ∈ [0,+∞), alors

I = I
(
SI ; h0

+(I) ∩ T, . . . , h[s]
+ (I) ∩ T

)
.

Et si s = +∞,

I =
{
f ∈ a∞(D) : SI

∣∣S(f), Ek ⊂ Zk
+(f) ∩ T (k ≥ 0)

}
.

3.3 Idéaux fermés de A+
s (T)

Dans le cas où s = 0, les idéaux fermés de A+(T) =
(
A0(T)

)+ ont déjà été étudiés par
le passé, même si leur caractérisation n’est pas complète, contrairement au cas d’autres
algèbres de fonctions vues ci-dessus. J. P. Kahane dans [23] a étudié le cas où h0

+(I) est
fini, et C. Bennett et J. E. Gilbert dans [6] le cas où h0

+(I) est dénombrable. Ils ont montré
que si I est un idéal fermé de A+(T) tel que h0

+(I) est au plus dénombrable, alors

I = I
(
SI ; h0

+(I) ∩ T
)

C. Bennett et J. E. Gilbert ont également conjecturé dans [6] que tout idéal fermé I de
A+(T) pouvait s’écrire

I = IA ∩ SIH∞(D), (3.1)

où IA est l’idéal fermé engendré par I dans A(T). Mais J. Esterle a construit un idéal fermé
I de A+(T) tel que I 6= IA ∩ SIH∞(D), démontrant ainsi que la conjecture de C. Bennett
et J. E. Gilbert est fausse. D’autre part, J. Esterle, E. Strouse et F. Zouakia dans [18] ont
montré que si I est un idéal fermé de A+(T) tel que h0

+(I) ⊂ E 1
q

pour q ≥ 3 un entier,

alors on avait (3.1). Nous nous intéressons maintenant aux idéaux fermés de A+
s (T) pour

s un réel positif quelconque. Le résultat que nous connaissons à ce sujet est le théorème B
énoncé dans [6], et qui nous permet de caractériser les idéaux fermés I de A+

s (T) tels que
h0

+(I) est fini.

Proposition 3.3.1. Soient s un réel positif et I un idéal fermé de A+
s (T) tel que h0

+(I)
est fini. Alors on a

I = I
(
SI ; h0

+(I) ∩ T, . . . , h[s]
+ (I) ∩ T

)
.

Démonstration. Puisque l’algèbre As(T) vérifie la condition de Ditkin analytique forte
(proposition 1.2.4), le théorème B de [6] nous assure que tout idéal fermé I de A+

s (T) tel
que h0

+(I) est fini, est de la forme

I = IAs ∩ SIH∞(D),

où IAs est l’idéal fermé de As(T) engendré par I. On a IAs =
⋃

n≥0
α−nI

As(T)
et hk(IAs) =

hk
+(I) ∩ T, 0 ≤ k ≤ [s]. Par conséquent, compte-tenu du théorème 1.2.9, I est de la forme

I = I
(
SI ; h0

+(I) ∩ T, . . . , h[s]
+ (I) ∩ T

)
.
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Soit I un idéal fermé non réduit à {0} de A+
s (T), on note

π+
s : A+

s (T) −→ A+
s (T)/I

la surjection canonique. On rappelle que SI désigne le facteur intérieur de I. On notera
également µI la mesure singulière associée à SI . Nous nous intéressons maintenant au cas
dénombrable.

On dit qu’un fermé E de T vérifie la condition de Carleson si∫ 2π

0
log+ 1

d(eit, E)
dt < +∞. (C)

Pour E un fermé de T, on notera souvent
(
In

)
n≥0

la suite des arcs complémentaires de E.
Cela signifie que T\E =

⋃
n≥0

In, avec In des arcs ouverts deux à deux disjoints. Il est bien

connu (voir [9]) qu’un ensemble E vérifie la condition de Carleson (C) si et seulement si

|E| = 0 et
+∞∑
n=0

|In| log
1
|In|

< +∞,

où |E| est la mesure de Lebesgue de E et
(
In

)
n≥0

la suite des arcs complémentaires de E.
L. Carleson a montré dans [9] le résultat suivant :

Proposition 3.3.2. [9] Soit s > 0 et E un fermé de T. E vérifie la condition de Carleson
(C) si et seulement s’il existe une fonction f dans Λ+

s (T)\{0} qui s’annule sur E.

Plus précisèment, lorsque E vérifie la condition (C), L. Carleson construit une fonction
extérieure non nulle dans ap(D) et qui s’annule exactement sur E. B. A. Taylor et D. L.
Williams ont amélioré ce résultat et montré dans [35] le résultat suivant :

Proposition 3.3.3. ([35]) Si E est un ensemble de Carleson, il existe une fonction
extérieure non nulle dans a∞(D) qui s’annule avec toutes ses dérivées sur E.

Si I est un idéal fermé de A+
s (T) (respectivement f ∈ A+

s (T)), on note µI (respective-
ment µ(f)) la mesure singulière associée à SI (respectivement à S(f)). Le lemme suivant
a été établi dans [18] (lemme 1.3) dans le cas s = 0. Le cas s > 0 s’obtient exactement de
la même façon.

Lemme 3.3.4. ([18]) Soit I un idéal fermé non nul de A+
s (T). Il existe une suite (fn)n≥1

d’élements de I telle que
lim

n→+∞

∥∥µ(fn)− µI

∥∥ = 0.

Le lemme suivant a été établi par A. Atzmon dans la preuve de la proposition 8 de [4]
dans le cas où I =

{
f ∈ A+

s (T) : f|E = 0
}

. Nous l’établissons ici pour tout idéal fermé I
sans facteur intérieur.
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Lemme 3.3.5. Soient s un réel positif et I un idéal fermé non réduit à {0} de A+
s (T) tel

que SI = 1. Alors ∥∥π+
s (α)−n

∥∥ = O
(
eε
√

n
)

(n→ +∞), pour tout ε > 0.

Démonstration. Soit T l’opérateur défini sur A+
s (T)/I par

T : π+
s (f) 7−→ π+

s (α)π+
s (f),

où α : z 7→ z. Il s’agit de montrer que
∥∥T−n

∥∥ = O
(
eε
√

n
)
(n → +∞), pour tout ε > 0. T

est un opérateur continu dont le spectre SpT est égal à h+
0 (I). On notera Φ la résolvante

de T , qui est la fonction analytique dans C\SpT définie par Φ(z) = (z − T )−1. D’après le
lemme 2 de [4], il suffit de montrer que

∥∥Φ(z)
∥∥ = O

(
e

ε
1−|z|

)
(|z| → 1−), pour tout ε > 0. Il

existe une constante C > 0 telle que pour tout z ∈ D, (α− z)−1 ∈ As(T) et∥∥(α− z)−1
∥∥

s
≤ C(1− |z|)−([s]+2). (3.2)

Soit f ∈ I non nulle. La fonction Ψz =
f − f(z)
α− z

est dans A+
s (T) et on a

∥∥Ψz

∥∥
s
≤

∥∥f − f(z)
∥∥

s

∥∥(α− z)−1
∥∥

s

≤ 2C
∥∥f∥∥

s
(1− |z|)−([s]+2)

Comme f ∈ I, on a f(T ) = 0 et par conséquent, −f(z)Φ(z) = Ψz(T ). D’où∥∥f(z)Φ(z)
∥∥ =

∥∥Ψz(T )
∥∥

≤
∥∥Ψz

∥∥
s
≤ 2C

∥∥f∥∥
s
(1− |z|)−([s]+2) (3.3)

Notons ν(f) la partie discrète de la mesure singulière associée à la partie singulière de f .
On déduit alors de (3.3) et du lemme 5 de [4] que pour tout ε > 0,∥∥f(z)Φ(z)

∥∥ = O
(
e
‖ν(f)‖+ε

1−|z|
)

(|z| → 1−),

où ‖ν(f)‖ désigne la variation totale de la mesure ν(f). On déduit alors du lemme 3.3.4
qu’il existe une fonction f dans I non nulle telle que ‖ν(f)‖ ≤ ε, ce qui achève cette
démonstration.

Nous n’avons pas réussi à prouver que tout idéal fermé I de A+
s (T) tel que h0

+(I) est
au plus dénombrable peut s’écrire

I = IAs ∩ SIH∞(D), (3.4)

où IAs est l’idéal fermé deAs(T) engendré par I. L’égalité (3.4) aurait permis de caractériser
tous les idéaux fermés I de A+

s (T) tels que h0
+(I) est au plus dénombrable. Cependant,

nous obtenons le résultat suivant concernant les idéaux fermés sans facteur intérieur :
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Théorème 3.3.6. Soit s un réel positif. Soit I un idéal fermé de A+
s (T) sans facteur

intérieur (c’est-à-dire tel que SI = 1) et tel que h0
+(I) est au plus dénombrable. Alors

I = I
(
1;h0

+(I) ∩ T, . . . , h[s]
+ (I) ∩ T

)
. (3.5)

Démonstration. Soit I un idéal fermé sans facteur intérieur de A+
s (T) tel que h0

+(I) est au
plus dénombrable. On déduit du lemme 3.3.5 que∥∥π+

s (α)−n
∥∥ = O

(
eε
√

n
)
(n→ +∞), pour tout ε > 0.

On considère alors le poids ω défini par{
ω(n) = (1 + n)s (n ≥ 0)
ω(−n) = (1 + n)s sup

0<k≤n

∥∥π+
s (α)−k

∥∥ (n > 0),

et on définit l’application continue θ : Aω(T) −→ A+
s (T)/I par

θ(f) =
+∞∑

n=−∞
f̂(n)π+

s (α)n.

On a θ|
A+

s (T)
= π+

s , et donc

Ker θ ∩A+
s (T) = I.

Si IAω désigne l’idéal fermé de Aω(T) engendré par I, on a IAω =
⋃

n≥0
α−nI

Aω(T)
. Or il est

facile de voir que pour tout n ≥ 0, α−nI ⊂ Ker θ, et donc

IAω ∩A+
s (T) ⊂ Ker θ ∩A+

s (T) = I.

L’autre inclusion étant évidente, on a donc

I = IAω ∩A+
s (T). (3.6)

Puisque SI = 1, on a pour tout 0 ≤ k ≤ [s], hk
+(I) ⊂ T. Il est également facile de voir que

pour tout 0 ≤ k ≤ [s], hk
(
IAω

)
= hk

+(I). Par conséquent, on déduit du théorème 1.2.9 et
de (3.6) que

I = I
(
1;h0

+(I), . . . , h[s]
+ (I)

)
,

ce qu’il fallait démontrer.

Nous ne savons pas non plus si tout idéal fermé I de A+
s (T) tel que h0

+(I) est inclus
dans le Cantor triadique vérifie (3.4), et n’avons pas obtenu la caractérisation des idéaux
fermés I de A+

s (T) dans le cas où h0
+(I) est inclus dans le Cantor triadique.



Chapitre 4

Opérateurs

Soit T un opérateur continu sur un espace de Banach complexe X. On note SpT son
spectre, c’est-à-dire l’ensemble des nombres complexes c tels que T−cI n’est pas inversible,
I désignant l’opérateur identité sur X. On note également r(T ) son rayon spectral, il est
donné par la formule r(T ) = lim sup

n→+∞

∥∥Tn
∥∥1/n. On rappelle que SpT est un compact non

vide inclus dans le disque fermé D(0, r(T )). Si T est inversible, on notera T−1 son inverse,
qui est lui aussi un opérateur continu. Le spectre de T est dans ce cas inclus dans la
couronne {

z ∈ C : r(T−1)−1 ≤ |z| ≤ r(T )
}
.

Ce chapitre regroupe les résultats que nous avons obtenus concernant certaines pro-
priétés de croissance des normes ‖T−n‖ (n ≥ 0) pour des opérateurs T à spectre inclus
dans T. La première section est dédiée aux opérateurs à spectre dénombrable et utilise
largement le chapitre 1 et l’étude des algèbres Aω(T). Dans la section 5.2, nous étudions le
cas des opérateurs dont le spectre est un K-ensemble.

4.1 Opérateurs à spectre dénombrable

4.1.1 Notations

On munit C∞(T) de sa topologie d’espace de Fréchet usuelle définie par les normes(
ρν

)
ν∈R+ définies par

ρν(f) =
+∞∑

n=−∞

∣∣f̂(n)
∣∣(1 + |n|)ν .

Soit E un fermé du cercle unité, on définit

I∞(E) =
{
f ∈ C∞(T) : f (i)

|E = 0 (i ≥ 0)
}
,

et on pose I+
∞(E) = I∞(E) ∩a∞.

Le dual de C∞(T) est D′(T), l’ensemble des distributions sur T. On associe à chaque
distribution T ∈ D′(T) une suite de coefficients de Fourier

(
T̂ (n)

)
n∈Z, où pour tout entier
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n, T̂ (n) =
〈
α−n, T

〉
(avec α : z 7→ z), qui vérifient

∣∣T̂ (n)
∣∣ = O(|n|m) pour un certain entier

m ≥ 0. La dualité entre C∞(T) et D′(T) est donnée par la formule

〈
f, T

〉
=

+∞∑
n=−∞

f̂(n)T̂ (−n)
(
f ∈ C∞(T), T ∈ D′(T)

)
.

I∞(E)⊥
(
resp. I+

∞(E)⊥
)

désigne l’ensemble des distributions s’annulant sur I∞(E)
(
resp.

sur I+
∞(E)

)
. De même

(
a∞(D)

)⊥ est l’ensemble des distributions s’annulant sur a∞(D),
c’est-à-dire les distributions à coefficients négatifs nuls.

Dans le cas particulier où le poids ω est défini par ω(n) = (1 +n)s et ω(−n) = (1 +n)t

pour tout n ≥ 0, avec t et s deux réels, on notera
(
As,t(T), ‖ ‖s,t

)
l’algèbre

(
Aω(T), ‖ ‖ω

)
.

Nous supposerons dorénavant que t ≥ s, de sorte que As,t(T) satisfait les conditions (Ws)
et (A), définies dans le chapitre 1. Si E est un fermé de T, on notera

Is,t(E) =
{
f ∈ As,t(T) : f|E = . . . = f

([s])
|E = 0

}
,

et I+
s (E) = Is,t(E) ∩ A+

s (T). On remarque que I+
s (E) = I

(
1;E, . . . , E

)
avec les notations

introduites dans le chapitre précédent. On identifiera le dual de As,t(T) (que l’on note(
As,t(T)

)′) au sous-espace de D′(T) formé des distributions T telles que sup
n≤0

|T̂ (n)|
(1 + |n|)s

+

sup
n>0

|T̂ (n)|
(1 + n)t

< +∞. Is,t(E)⊥
(
resp. I+

s (E)⊥
)

désigne l’ensemble des éléments de
(
As,t(T)

)′
s’annulant sur Is,t(E)

(
resp. sur I+

s (E)
)
. De même A+

s (T)⊥ est l’ensemble des éléments
de

(
As,t(T)

)′ s’annulant sur A+
s (T), c’est-à-dire les éléments de

(
As,t(T)

)′ à coefficients
négatifs nuls.

Définition 4.1.1. Soit X un espace de fonctions tel que X ⊂ C0(T). Soit p le plus grand
élément de N ∪ {+∞} tel que X ⊂ Cp(T). On dira qu’un fermé E de T est un ensemble
d’interpolation pour X si pour toute fonction f dans X, il existe une fonction g dans X+

telle que
f (k)(z) = g(k)(z)

(
z ∈ E, 0 ≤ k ≤ p

)
.

On rappelle également qu’un fermé E de T vérifie la condition de Carleson (C) si∫ 2π

0
log+ 1

d(eit, E)
dt < +∞, (C)

et qu’il vérifie la condition (ATW) s’il existe des constantes C1, C2 > 0 telles que

1
|L|

∫
L

log+ 1
d(eit, E)

dt ≤ C1 log
1
|L|

+ C2 , pour tout arc L de T, (ATW )

où |L| désigne la longueur de l’arc L, et d(eit, E) la distance de eit à E. Cette condition
géométrique (ATW) caractérise les ensembles d’interpolation pour C∞(T). C’est un résultat
établi par H. Alexander, B. A. Taylor et D. L. Williams dans [3] et que nous énonçons sous
forme de proposition :
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Proposition 4.1.1. ([3]) Un fermé E de T vérifie la condition (ATW) si et seulement
si E est un ensemble d’interpolation pour C∞(T).

Soit E un fermé de T et t, s deux réels positifs. On désignera par P (s, t, E) la propriété
suivante : tout opérateur T sur un espace de Banach tel que Sp T ⊂ E et qui vérifie les
conditions : ∥∥Tn

∥∥ = O(ns) (n→ +∞) (4.1)∥∥T−n
∥∥ = O(eε

√
n) (n→ +∞), pour tout ε > 0, (4.2)

vérifie également la propriété plus forte∥∥T−n
∥∥ = O(nt) (n→ +∞). (4.3)

M. Zarrabi a montré dans [40] (théorème 3.1 et remarque 2.a) qu’un fermé E de T
vérifie la propriété P (0, 0, E) si et seulement si E est dénombrable. Le but de cette section
est d’étudier la propriété P (s, t, E) pour n’importe quel réel s ≥ 0. Plus précisèment, nous
obtenons le résultat suivant :
Soit E un fermé dénombrable du cercle unité T, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E vérifie la condition (ATW).
(ii) E vérifie la condition (C) et pour tout s ≥ 0, il existe t ≥ s tel que la propriété

P (s, t, E) soit vérifiée.
Celui-ci sera démontré dans la sous-section 4.1.3. Au préalable, nous aurons besoin de
résultats concernant les ensembles d’interpolation et qui font l’objet de la sous-section
4.1.2. Nous y donnons des caractésations à l’aide des espaces duaux des ensembles d’inter-
polation pour C∞(T), puis des ensembles d’interpolation pour As,t(T), pour s ≤ t des réels
positifs. Puis nous faisons le lien entre ces ensembles d’interpolation.

4.1.2 Ensemble d’interpolation pour C∞(T) et pour As,t(T)

Nous commençons par la caractérisation suivante des ensembles d’interpolation pour
C∞(T) :

Proposition 4.1.2. Soit E un fermé du cercle unité, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) E est un ensemble d’interpolation pour C∞(T).
(ii) I+

∞(E)⊥ = I∞(E)⊥ +
(
a∞)⊥.

(iii) Pour tout s ≥ 0, il existe une constante C > 0 et t ≥ 0 tels que

sup
n∈Z

|T̂ (n)|
(1 + |n|)t

≤ C sup
n≤0

|T̂ (n)|
(1 + |n|)s

(
T ∈ I∞(E)⊥

)
.

Démonstration. L’équivalence (i) ⇐⇒ (ii) a été établie dans [3] (proposition 2.1). On va
achever la preuve en prouvant que (i) ⇐⇒ (iii). On sait que E est d’interpolation pour
C∞(T) si et seulement si l’injection canonique

i : a∞(D)/I+
∞(E) −→ C∞(T)/I∞(E)
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est surjective. Puis en utilisant la proposition 4, IV.30 de [7] qui caractérise les surjections
entre espaces de Fréchet, on déduit que E est d’interpolation pour C∞(T) si et seulement si
pour tout s ≥ 0, il existe une constante C > 0 et t ≥ 0 tels que pour tout T dans I∞(E)⊥(∣∣〈f, T〉∣∣ ≤ ρs(f) , f ∈ a∞(D)/I+

∞(E)
)

=⇒
(∣∣〈f, T〉∣∣ ≤ Cρt(f) , f ∈ C∞(T)/I∞(E)

)
,

c’est-à-dire si et seulement si pour tout s ≥ 0, il existe une constante C > 0 et t ≥ 0 tels
que (

sup
n≤0

|T̂ (n)|
(1 + |n|)s

≤ 1 , T ∈ I∞(E)⊥
)

=⇒ sup
n∈Z

|T̂ (n)|
(1 + |n|)t

≤ C,

ce qui est clairement équivalent à (iii).

On a également un résultat analogue concernant les ensembles d’interpolation pour
As,t(T) (t ≥ s). La démonstration est similaire à celle de la proposition 4.1.2.

Proposition 4.1.3. Soit E un fermé du cercle unité et s, t deux réels positifs tels que
t ≥ s. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) E est un ensemble d’interpolation pour As,t(T).
(ii) I+

s (E)⊥ = Is,t(E)⊥ +A+
s (T)⊥.

(iii) Il existe une constante C > 0 telle que

sup
n>0

|T̂ (n)|
(1 + |n|)t

+ sup
n≤0

|T̂ (n)|
(1 + |n|)s

≤ C sup
n≤0

|T̂ (n)|
(1 + |n|)s

(
T ∈ Is,t(E)⊥

)
.

On est maintenant en mesure d’énoncer un résultat qui fait le lien entre les ensembles
d’interpolation pour C∞(T) et les ensembles d’interpolation pour As,t(T) (t ≥ s).

Théorème 4.1.4. Soit E un fermé du cercle unité T.
1) On suppose que E est d’interpolation pour C∞(T). Alors pour tout s ≥ 0, il existe

t ≥ s tel que E soit d’interpolation pour As,t(T).
2) Réciproquement, on suppose que E est dénombrable et que pour tout s ≥ 0, il existe

t ≥ s tel que E soit d’interpolation pour As,t(T). Alors E est d’interpolation pour C∞(T).

Démonstration. 1) Cette assertion découle directement des caractérisations (iii) des pro-
positions 4.1.2 et 4.1.3 puisque Is,t(E)⊥ s’injecte dans I∞(E)⊥.
2) Supposons que E vérifie les hypothèses de l’assertion 2), on va montrer que E satisfait
la propriété (iii) de la proposition 4.1.2. Soit s un réel strictement positif, il existe t ≥ s
tel que E soit d’interpolation pour As,t(T). Donc d’après la proposition 4.1.3, il existe une
constante C > 0 telle que pour tout élément de Is,t(E)⊥,

sup
n>0

|T̂ (n)|
(1 + |n|)t

≤ C sup
n≤0

|T̂ (n)|
(1 + |n|)s

. (4.4)

Soit alors T un élément de I∞(E)⊥. Si sup
n≤0

|T̂ (n)|
(1 + |n|)s

= +∞, alors T vérifie trivialement

(4.4). Supposons donc que sup
n≤0

|T̂ (n)|
(1 + |n|)s

< +∞. Il existe alors t′ ≥ t tel que T soit
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dans
(
As,t′(T)

)′. Notons K la fermeture de I∞(E) dans As,t′(T). On vérifie facilement que
K est un idéal fermé de As,t′(T) tel que h(K) ⊂ E, et ainsi d’après le théorème 1.2.9,
Is,t′(E) ⊂ K. L’inclusion inverse étant acquise, on a finalement K = Is,t′(E). Et comme T
est dans I∞(E)⊥, T appartient à Is,t′(E)⊥ par continuité de T sur As,t′(T). Mais puisque
E est d’interpolation pour As,t(T), les inclusions naturelles

A+
s (T)/I+

s (E) ⊂ As,t′(T)/Is,t′(E) ⊂ As,t(T)/Is,t(E),

sont en réalité des égalités. Par conséquent leurs duaux sont égaux et donc T ∈ Is,t(E)⊥.
Ainsi T vérifie la propriété (4.4), ce qui achève la démonstration.

4.1.3 Opérateurs dont le spectre est dénombrable

Nous avons la proposition suivante qui fait le lien entre les ensembles d’interpolation
pour As,t(T) et la propriété P (s, t, E).

Proposition 4.1.5. Soit E un fermé du cercle unité, s et t deux réels positifs tels que
t ≥ s.

1) On suppose que E est dénombrable et d’interpolation pour As,t(T), alors E vérifie la
propriété P (s, t, E).

2) Réciproquement, si E vérifie la condition de Carleson (C) et la propriété P (s, t, E),
alors E est d’interpolation pour As,t(T).

Démonstration. 1) Soit E un fermé dénombrable et d’interpolation pour As,t(T). Soit T
un opérateur inversible sur un espace de Banach X vérifiant les conditions (4.1) et (4.2) et
tel que SpT ⊂ E. On définit alors le poids ω par{

ω(n) = (1 + n)s (n ≥ 0)
ω(−n) = (1 + n)s sup

0<k≤n

∥∥T−k
∥∥ (n > 0).

Notons que le poids ω satisfait les conditions (Ws) et (A). On peut définir un homomor-
phisme borné Φ de Aω(T) dans L(X) par

Φ(f) = f(T ) =
+∞∑

n=−∞
f̂(n)Tn

(
f ∈ Aω(T)

)
.

kerΦ est un idéal fermé de Aω(T). Puisque Aω(T) est régulière, on a h(kerΦ) = SpT ⊂ E

(voir [17], théorème 2.5), et donc
{
f ∈ Aω(T) : f|E = · · · = f

([s])
|E = 0

}
⊂ kerΦ d’après le

théorème 1.2.9. On utilise alors des méthodes similaires à celles utilisées dans [40] pour la
preuve du théorème 2.6. On pose Ψ = Φ|

A+
s (T)

, on a

I+
s (E) ⊂ kerΦ ∩A+

s (T) = kerΨ.
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Par conséquent Ψ se factorise en un homomorphisme Ψ̃ de A+
s /I

+
s (E) dans L(X). On a

alors le diagramme commutatif suivant :

As,t(T) A+
s (T)

As,t(T)/Is,t(E) A+
s (T)/I+

s (E)

L(X)

πs,t π+
s

i

ı̃

Ψ

Ψ̃

où πs,t ( resp. π+
s ) est la surjection canonique de As,t(T) sur As,t(T)/Is,t(E)

(
resp. de A+

s (T)
sur A+

s (T)/I+
s (E)

)
, et i (resp. ı̃ ) est l’injection canonique de A+

s (T) dans As,t(T)
(
resp.

de A+
s (T)/I+

s (E) dans As,t(T)/Is,t(E)
)
. Mais puisque E est d’interpolation pour As,t(T),

ı̃ est en réalité une bijection et on a, pour tout n ≥ 0,

T−n = Ψ̃
([
π+

s (αn)
]−1

)
= Ψ̃ ◦ ı̃ −1

(
πs,t(α−n)

)
.

Comme Ψ est bornée, Ψ̃ est aussi bornée. Par ailleurs ı̃ est un isomorphisme bicontinu et
par conséquent on a, pour tout n ≥ 0,∥∥T−n

∥∥ =
∥∥Ψ̃ ◦ ı̃ −1

(
πs,t(α−n)

)∥∥
≤

∥∥Ψ̃ ◦ ı̃ −1
∥∥∥∥πs,t(α−n)

∥∥
≤

∥∥Ψ̃ ◦ ı̃ −1
∥∥(1 + n)t,

ce qui prouve que T vérifie la propriété (4.3).
2) Pour la réciproque, on considère l’opérateur T défini sur A+

s (T)/I+
s (E) par

T : π+
s (f) 7−→ π+

s (αf)
(
f ∈ A+

s (T)
)
,

où π+
s est la surjection canonique de A+

s (T) sur A+
s (T)/I+

s (E). On a
∥∥Tn

∥∥ = O
(
ns

)
(n → +∞). Or, puisque E est de Carleson, I+

s (E) est non réduit à {0} (voir [9] ou [35]).
De plus, I+

s (E) est sans facteur intérieur, donc en utilisant le lemme 3.3.5, on obtient
l’évaluation ∥∥T−n

∥∥ = O
(
eε
√

n
)

(n→ +∞), pour tout ε > 0. (4.5)

Et puisque SpT = Spπ+
s (α) = E, on a∥∥T−n

∥∥ =
∥∥π+

s (α)−n
∥∥ = O

(
nt

)
(n→ +∞).

Soit f ∈ As,t(T). La série
+∞∑

n=−∞
f̂(n)π+

s (α)n converge et définit un élément π+
s (g) de

A+
s (T)/I+

s (E). On a f (k)
|E = g

(k)
|E , pour 0 ≤ k ≤ [s], ce qui montre que E est un ensemble

d’interpolation pour As,t(T).
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Le résultat suivant, annoncé dans l’introduction, est alors une conséquence directe du
théorème 4.1.4 et de la proposition 4.1.5.

Théorème 4.1.6. Soit E un fermé dénombrable du cercle unité T, alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) E vérifie la condition (ATW).
(ii) E vérifie la condition (C) et pour tout s ≥ 0, il existe t ≥ s tel que la propriété

P (s, t, E) soit vérifiée.

Nous allons conclure en montrant que les hypothèses du théorème sont optimales. Soit
E un ensemble fermé du cercle unité et µ une mesure à support dans E. Soit Jµ la fonction
singulière associée à µ, à savoir

Jµ(z) = exp
{
− 1

2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
dµ(t)

}
(|z| < 1).

On pose H0 = H2(D)	 JµH2(D), où H2(D) désigne l’espace de Hardy usuel. On note PH0

la projection orthogonale sur H0 et α : z 7→ z. On définit alors l’opérateur Tµ sur H0 par

Tµ(f) = PH0(αf) (f ∈ H0). (4.6)

D’après la proposition 5.1 p.117 de [31], on a SpTµ = Suppµ ⊂ E.
Si on remplace la condition ”pour tout ε > 0” dans la propriété P (s, t, E) par une condition
à ε fixé, alors la propriété P (0, t, {1}) n’est vérifiée pour aucun réel t ≥ 0. En effet, soient
ε0 > 0, µ = 2πε20 δ1 (où δ1 est la mesure de Dirac en 1) et T1 = Tµ l’opérateur défini en
(4.6). T1 est un opérateur non unitaire tel que SpT1 = {1} qui vérifie (ATW) et (C), et∥∥T−n

1

∥∥ = O(e4ε0
√

n) (n→ +∞)

(voir [40] pour plus de détails). Le théorème 6.4 de [15] nous montre alors que T−n
1 =

O(nt) (n→ +∞) n’est satisfait pour aucun réel t ≥ 0.
Nous allons maintenant montrer que l’hypothèse de dénombrabilité de E dans le théorème
4.1.6 est essentielle. Pour cela, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1.7. Tout fermé non dénombrable et de mesure nulle du cercle unité contient
un ensemble parfait qui vérifie la condition de Carleson (C).

Démonstration. Soit S un fermé non dénombrable et de mesure nulle du cercle unité. Sans
perte de géneralité, on peut supposer que 1 /∈ S. On écrit alors S =

{
eit : t ∈ E

}
, où E est

un fermé de R inclus dans ]0, 2π[, et on se ramène ainsi à la droite réelle. Soit P la partie
parfaite de E. On pose

P0 =
{
x ∈ P : ∃ ε > 0 tel que ]x− ε, x[∩P = ∅ ou ]x, x+ ε[∩P = ∅

}
,

c’est-à-dire l’ensemble des points de P qui sont limites d’un seul côté d’une suite de points
de P . Montrons dans un premier temps que P0 est au plus dénombrable. On pose pour cela

Qn =
{
x ∈ P0 :

]
x− 1

n
, x

[
∩ P = ∅ ou

]
x, x+

1
n

[
∩ P = ∅

}
(n ≥ 1).
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Il est clair que P0 =
+∞⋃
n=1

Qn et que chaque Qn est fini. Par conséquent P0 est au plus

dénombrable.
Soient a0 et b0 deux points de P\P0 tels que a0 < b0 et

∣∣a0− b0
∣∣ ≤ 1, on pose I0 = [a0, b0].

A la première étape, on retire de I0 un intervalle ouvert J (1)
1 dont les extrémités sont dans

P\P0, de sorte qu’il reste deux intervalles fermés I(1)
1 et I(1)

2 qui soient non vides, non

réduits à un singleton et de longueur inférieure à
1
3
(b0 − a0) (un tel choix est possible car

P0 est au plus dénombrable). On note F1 l’ensemble constitué des deux intervalles fermés
I

(1)
1 et I(1)

2 . Le fait que les extrémités de ces deux intervalles soient dans P\P0 permet de
réitérer le procédé sur chacun d’eux.
Ainsi à l’issu de la nième étape, on obtient un ensemble fermé Fn constitué de 2n intervalles

fermés de longueur inférieure à
1
3n

(b0 − a0), en ayant retiré de nouveau 2n−1 intervalles

ouverts J (n)
k (1 ≤ k ≤ 2n−1) à extrémités dans P\P0. On pose alors

F =
+∞⋂
n=1

Fn.

F est clairement un ensemble parfait contenu dans P . Il reste à vérifier que F satisfait la

condition de Carleson (C). On a I0\F =
+∞⋃
n=1

2n−1⋃
k=1

J
(n)
k . Comme F est de mesure nulle, il

satisfait la condition de Carleson si et seulement si :

+∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

∣∣J (n)
k

∣∣ log
1∣∣J (n)
k

∣∣ < +∞. (4.7)

Or chaque intervalle J (n)
k est de longueur inférieure à

1
3n−1

(b0 − a0). Comme la fonction

x 7→ x log
1
x

est croissante sur [0, e−1], pour n assez grand, on a

2n−1∑
k=1

|J (n)
k | log

1

|J (n)
k |

≤ 2n−1 b0 − a0

3n−1
log

3n−1

b0 − a0

≤ (b0 − a0)
(
(n− 1) log 3− log(b0 − a0)

)(2
3

)n−1
,

et par conséquent (4.7) a bien lieu.

Proposition 4.1.8. Soit E un ensemble fermé non dénombrable du cercle unité, alors la
propriété P (0, t, E) n’est vérifiée pour aucun réel t ≥ 0.

Démonstration. Soit E un ensemble fermé non dénombrable du cercle unité. D’après le
lemme 4.7, E contient un ensemble parfait F qui vérifie la condition de Carleson. Soit
alors µ une mesure continue à support inclu dans F et Tµ l’opérateur défini en (4.6). Tµ
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est une contraction dont le spectre est inclus dans F , et on montre en utilisant le lemme 2
de [4] que ∥∥T−n

µ

∥∥ = O
(
eε
√

n
)
(n→ +∞), pour tout ε > 0.

Maintenant on conclut par des arguments bien connus (voir [40]) que lim
n→+∞

∥∥T−n
µ

∥∥ = +∞,

et donc que Tµ n’est pas unitaire. Puis on déduit du théorème 6.4 de [15] que T−n
µ =

O(nt) (n→ +∞) n’est satisfait pour aucun réel t ≥ 0.

4.2 Opérateurs dont le spectre est un K-ensemble

4.2.1 Introduction

On rappelle que, si s est un réel positif,

Λs(T) =
{
f ∈ C[s](T) : sup

z,z′∈T

∣∣f ([s])(z)− f ([s])(z′)
∣∣

|z − z′|s−[s]
< +∞

}
.

Λs(T) muni de la norme
∥∥f∥∥

Λs
=

∥∥f∥∥
C[s](T)

+ sup
z,z′∈T

∣∣f ([s])(z)− f ([s])(z′)
∣∣

|z − z′|s−[s]
est une algèbre

de Banach. On définit également la sous-algèbre

λs(T) =
{
f ∈ C[s](T) :

∣∣f ([s])(z)− f ([s])(z′)
∣∣ = o

(
|z − z′|s−[s]

)
, |z − z′| → 0

}
,

que l’on munit de la même norme.

Nous aurons besoin dans la sous-section 4.2.2 de la caractérisation des ensembles d’inter-
polation pour Λs(T). Ces caractérisations sont déjà connues et différentes selon les valeurs
de s. W. Rudin a montré dans [32] qu’un fermé E de T est d’interpolation pour a(D) si
et seulement si E est de mesure de Lebesgue nulle. Dans le cas s > 0, le fait que E est de
mesure nulle n’est plus suffisant. Comme nous allons le voir, l’ensemble E doit également
vérifier certaines conditions géométriques.

Définition 4.2.1. On dira qu’un fermé E de T est un K-ensemble (ou qu’il vérifie la
condition (K)) s’il existe une constante c positive telle que

sup
z∈L

d(z,E) ≥ c|L|, pour tout arc L de T, (K)

où |L| désigne la longueur de l’arc L.

Cette condition apparâıt dans un article de A. M. Kotocigov ([29]). Nous avons le
résultat suivant, qui a été prouvé par E. M. Dyn’kin dans [12].

Lemme 4.2.1. Soit E un fermé T. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) E est un K-ensemble.
(ii) Il existe δ ∈ (0, 1) et une constante positive Cδ telle que pour tout arc L de T,∫

L

1
d(eit, E)δ

dt ≤ Cδ|L|1−δ.
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Démonstration. L’implication (i) =⇒ (ii) a été prouvée par E. M. Dyn’kin dans [12]
(section 5, corollary). Et l’implication (ii) =⇒ (i) est triviale.

Grâce à ce lemme, il est facile de voir que si E est un K-ensemble alors il existe une
constante C > 0 telle que, pour tout arc L de T,

1
|L|

∫
L

log+ 1
d(eit, E)

dt ≤ log
1
|L|

+ C.

Cette dernière condition correspond à la condition (ATW) avec C1 = 1. Ceci montre en
particulier que la condition (ATW) est plus faible que la condition (K).

La condition (K) caractérise les ensembles d’interpolations pour les espaces Λs(T) (s >
0). Ce résultat est du à J. Bruna dans [8] dans le cas où s est un entier strictement positif,
et à E. M. Dyn’kin dans [12] dans le cas où s est un réel strictement positif non entier.
Nous aurons besoin de cette caractérisation dans la sous-section 4.2.2, et nous l’énonçons
ci-dessous sous forme de théorème.

Théorème 4.2.2. ([8], [12]) Un fermé E de T est un K-ensemble si et seulement si,
pour tout s > 0, c’est un ensemble d’interpolation pour Λs(T).

Notons dans le cas où s = +∞, la condition (ATW) caractérise les ensembles d’inter-
polation pour C∞(T) (voir [3] et proposition 4.1.1).

Soit E un K-ensemble, on pose

δ(E) = sup
{
δ ≥ 0 :

∫ 2π

0

1
d(eit, E)δ

dt < +∞
}
.

On a δ(E) ≥
log 1

1−c

log 2
1−c

(voir [12] section 5, preuve du lemme 2 et corollaire), où c est la

constante qui apparâıt dans la définition d’un K-ensemble. Le principal résultat de cette
section est le suivant (théorème 4.2.5) :
Soit E un K-ensemble et s un entier positif. Le résultat principal de cette section montre
que tout opérateur T sur un espace de Banach dont le spectre est inclus dans E et qui
satisfait ∥∥Tn

∥∥ = O
(
ns

)
, n→ +∞

et
∥∥T−n

∥∥ = O
(
en

β)
, n→ +∞ pour un certain β <

δ(E)
1 + δ(E)

,

satisfait également la propriété plus forte∥∥T−n
∥∥ = O

(
ns+ 1

2
+ε

)
, n→ +∞, (4.8)

pour tout ε > 0. Pour ξ ∈
(
0,

1
2

)
, on note Eξ le parfait symétrique associé ξ. On pose

également b(ξ) =
log 1

ξ − log 2

2 log 1
ξ − log 2

. On obtient (comme conséquence du théorème 4.2.5) que si
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le spectre de T est inclus dans Eξ,
∥∥Tn

∥∥ = O
(
ns

)
, n→ +∞ et

∥∥T−n
∥∥ = O

(
en

β)
, n→ +∞

pour un certain β < b(ξ), alors T satisfait (4.8).
Ces résultats ont été motivés par des résultats obtenus par J. Esterle dans [14]. Il a montré
que si T est une contraction sur un espace de Banach (respectivement sur un espace de
Hilbert) dont le spectre est inclus dans E 1

q
(respectivement dans Eξ) et tel que

∥∥T−n
∥∥ =

O
(
en

β)
, n→ +∞ pour un certain β < b

(1
q

)
(respectivement β < b(ξ)), alors sup

n≥0

∥∥T−n
∥∥ <

+∞ (respectivement T est une isométrie). Ici q est un entier supérieur ou égal à 3.
Enfin, nous déduisons également du théorème 4.2.5 et du théorème 2.3.4 un résultat de
synthèse spectrale dans les algèbres Aω(T). Soit s un réel positif et q ≥ 0 un entier. Soit ω

un poids tel que ω(n) = (1 + n)s (n ≥ 0) et logω(−n) = O
(
nβ

)
pour un certain β < b

(1
q

)
.

On ne sait pas si E 1
q

est de synthèse spectrale dans Aω(T). Cependant, on montre que si

f ∈ Aω(T) ∩ As̃(T), pour un certain s̃ > s+
1
2

et si f = 0 sur E 1
q
, alors f est de synthèse

spectrale pour E 1
q

dans Aω(T).

4.2.2 Opérateurs dont le spectre est un K-ensemble

Nous avons le résultat suivant, dont la preuve est basée sur l’inégalité de Bernstein
(voir [22], p.13).

Lemme 4.2.3. Soit s un réel positif. Alors pour tout ε > 0, nous avons l’injection continue
suivante :

Λs+ 1
2
+ε(T) ↪→ As(T).

Démonstration. Pour s = 0, c’est un résultat dû à Bernstein (voir [22], p.13). Le cas général
est obtenu avec les mêmes arguments. Soit ε > 0, on pose s̃ = s + 1

2 + ε. Soit f ∈ Λs̃(T).
Pour h > 0, on pose

P (h) =
∫ 2π

0

∣∣f ([s̃])(ei(t−h))− f ([s̃])(ei(t+h))
∣∣2dt.

On déduit de la formule de Parseval que

P (h) = 8π
+∞∑

n=−∞

∣∣f̂ ([s̃])(n)
∣∣2 sin2 (nh). (4.9)

Soit j0 le plus petit entier tel que [s̃] < 2j0 et soit j ≥ j0. Il découle de la relation

f̂ ([s̃])(n) =
( [s̃]∏

k=1

(n + k)
)
f̂(n + [s̃]) (n ∈ Z) et de (4.9) qu’il existe une constante C1 > 0

indépendante de f telle que

P (h) ≥ 4
C2

1

2j+1−1∑
|n|=2j

∣∣f̂(n+ [s̃])
∣∣2(1 + |n|)2[s̃] sin2 (nh). (4.10)
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On déduit de l’inégalité de Cauchy-Schwarz que

2j+1−1∑
|n|=2j

∣∣f̂(n+ [s̃])
∣∣(1 + |n|)s ≤

( 2j+1−1∑
|n|=2j

∣∣f̂(n+ [s̃])
∣∣2(1 + |n|)2[s̃]

) 1
2
( 2j+1−1∑

n=2j

(1 + |n|)2s−2[s̃]
) 1

2
. (4.11)

On pose h =
π

3.2j
. Pour tout entier n tel que 2j ≤ |n| ≤ 2j+1 − 1, on a

π

3
≤ |nh| ≤ 2π

3
, et

donc sin2 (nh) ≥ 1
4
. On déduit donc de (4.10) que

( 2j+1−1∑
|n|=2j

∣∣f̂(n+ [s̃])
∣∣2(1 + |n|)2[s̃]

) 1
2 ≤ C1P

( π

3.2j

) 1
2 .

Puis, comme f ∈ Λs̃(T), on a

P
( π

3 2j

) 1
2 ≤ (2π)

1
2

∥∥f∥∥
Λs̃

( 2π
3.2j

)s̃−[s̃]
,

de sorte que

( 2j+1−1∑
|n|=2j

∣∣f̂(n+ [s̃])
∣∣2(1 + |n|)2[s̃]

) 1
2 ≤ C1(2π)

1
2

∥∥f∥∥
Λs̃

( 2π
3.2j

)s̃−[s̃]
. (4.12)

De plus, il existe une constante C2 > 0 telle que

( 2j+1−1∑
|n|=2j

(1 + |n|)2s−2[s̃]
) 1

2 ≤ C22j
(
s−[s̃]+ 1

2

)
. (4.13)

Finalement, on déduit de (4.11) et des inégalités (4.12) et (4.13) qu’il existe une constante
C3 > 0 indépendante de f telle que pour tout j ≥ j0,

2j+1−1∑
|n|=2j

∣∣f̂(n+ [s̃])
∣∣(1 + |n|)s ≤ 2j

(
s−s̃+ 1

2

)
C3

∥∥f∥∥
Λs̃

= 2−εjC3

∥∥f∥∥
Λs̃
.

En sommant sur j ≥ 0 ces inégalités, on obtient∑
|n|≥2j0

∣∣f̂(n+ [s̃])
∣∣(1 + |n|)s ≤ C3

1− 2−ε

∥∥f∥∥
Λs̃
.

D’autre part, on a
∣∣f̂(n)

∣∣ ≤ ∥∥f∥∥
Λs̃

pour tout n ∈ Z. Donc, puisque j0 est indépendant de
f , il existe une constante K > 0 (indépendante de f) telle que∥∥f∥∥

s
≤ K

∥∥f∥∥
Λs̃
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Avant de donner le résultat principal de cette section, nous avons besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.2.4. Soit E un fermé de T pour lequel il existe δ > 0 tel que∫ 2π

0

1
d(eit, E)δ

dt < +∞.

Soit β <
δ

1 + δ
et T un opérateur inversible sur un espace de Banach dont le spectre est

inclus dans E et qui satisfait∥∥Tn
∥∥ = O

(
ns

)
, n→ +∞ ( pour un certain réel positif s)

et
∥∥T−n

∥∥ = O
(
en

β)
, n→ +∞,

Alors il existe une fonction extérieure f ∈ a∞(D) qui s’annule exactement sur E et telle

que
+∞∑
n=0

f̂(n)Tn = 0.

Démonstration. Soit ω le poids défini par ω(n) =
∥∥Tn

∥∥ (n ∈ Z). Soit Φ le morphisme
continu de Aω(T) dans L(X) défini par

Φ(f) = f(T ) =
+∞∑

n=−∞
f̂(n)Tn

(
f ∈ Aω(T)

)
.

Puisque l’algèbre Aω(T) est régulière, on a
{
z ∈ T : f(z) = 0 (f ∈ kerΦ)

}
⊂ E (voir

[17], Theorem 2.5), et donc Jω(E) ⊂ Ker Φ. Le résultat découle alors des lemmes 7.1 et
7.2 de [14].

Théorème 4.2.5. Soit E un K-ensemble et s un entier positif. Alors, tout opérateur T
sur un espace de Banach dont le spectre est inclus dans E et qui satisfait∥∥Tn

∥∥ = O
(
ns

)
, n→ +∞

et
∥∥T−n

∥∥ = O
(
en

β)
, n→ +∞ pour un certain β <

δ(E)
1 + δ(E)

,

satisfait également la propriété plus forte∥∥T−n
∥∥ = O

(
ns+ 1

2
+ε

)
, n→ +∞,

pour tout ε > 0.

Démonstration. Soit ε > 0 et s̃ = s + 1
2 + ε. Sans perte de généralité, on peut supposer

que s̃ n’est pas un entier. Soit t un réel tel que s+ 1
2 < t < s̃ et [t] = [s̃]. D’après le lemme

4.2.3, on peut définir un homomorphisme continu Φ de λ+
t (T) =

(
λt(T)

)+ dans L(X) par

Φ(f) = f(T ) =
+∞∑
n=0

f̂(n)Tn
(
f ∈ λ+

t (T)
)
.
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Soit I = kerΦ, I est un idéal fermé de λ+
t (T) tel que h0

+(I) ⊂ E. On déduit alors de la
proposition 3.2.1 que

I = I
(
SI ; h0

+(I) ∩ T, . . . , h[t]
+ (I) ∩ T

)
.

Comme β <
δ(E)

1 + δ(E)
, il existe 0 < δ < δ(E) tel que β <

δ

1 + δ
. On a, par définition de

δ(E),
∫ 2π

0

1
d(eit, E)δ

dt < +∞. Donc on déduit du lemme 4.2.4 qu’il existe une fonction

extérieure f ∈ a∞(D) qui s’annule exactement sur E et telle que f ∈ I. Ainsi SI = 1. Si
on note

Nt(E) =
{
f ∈ Λt(T) : f|E = . . . = f

([t])
|E = 0

}
,

et N+
t (E) = Nt(E) ∩ Λ+

t (T), on a finalement N+
t (E) ∩ λt(T) ⊂ I. Maintenant, comme

Λ+
s̃ (T) ⊂ λ+

t (T), on peut définir un homomorphisme continu Ψ de Λ+
s̃ (T) dans L(X) par

Ψ = Φ|
Λ+

s̃
(T)

. En utilisant ce qui précède, on a

N+
s̃ (E) ⊂ Ker Ψ.

Il existe donc un homomorphisme continu Ψ̃ de Λ+
s̃ (T)/N+

s̃ (E) dans L(X) tel que Ψ =
Ψ̃ ◦ π+

s̃ , où π+
s̃ désigne la surjection canonique de Λ+

s̃ (T) sur Λ+
s̃ (T)/N+

s̃ (E). Comme E est
un K-ensemble, c’est un ensemble d’interpolation pour Λ+

s̃ (T) (théorème 4.2.2), de sorte
que l’injection canonique i de Λ+

s̃ (T)/N+
s̃ (E) dans Λs̃(T)/Ns̃(E) est surjective. On a, pour

n ≥ 0,
T−n = Ψ̃ ◦ i−1 ◦ πs̃(α−n),

où πs̃ désigne la surjection canonique de Λs̃(T) sur Λs̃(T)/Ns̃(E) et α : z → z. On a donc,
pour n ≥ 0, ∥∥T−n

∥∥ ≤
∥∥Ψ̃ ◦ i−1

∥∥∥∥πs̃(α−n)
∥∥

Λs̃

≤
∥∥Ψ̃ ◦ i−1

∥∥(1 + n)s̃,

ce qui achève cette démonstration.

On donne alors deux corollaires immédiats de ce théorème. Le premier concerne les
opérateurs dont le spectre est inclus dans le parfait symétrique Eξ, ξ ∈

(
0, 1

2

)
. On pose

b(ξ) =
log 1

ξ − log 2

2 log 1
ξ − log 2

.

Corollaire 4.2.6. Soit ξ ∈
(
0, 1

2

)
et s un entier positif. Alors, tout opérateur T sur un

espace de Banach dont le spectre est inclus dans Eξ et qui satisfait∥∥Tn
∥∥ = O

(
ns

)
, n→ +∞

et
∥∥T−n

∥∥ = O
(
en

β)
, n→ +∞ pour un certain β < b(ξ),
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satisfait également la propriété plus forte∥∥T−n
∥∥ = O

(
ns+ 1

2
+ε

)
, n→ +∞,

pour tout ε > 0.

Démonstration. On note α(ξ) =
log 2
log 1

ξ

. Il est bien connu que le parfait symétrique Eξ

satisfait la propriété suivante : pour tout δ < 1−α(ξ), il existe une constante Kδ > 0 telle

que, pour tout arc L de T,
∫

L
d(eit, Eξ)−δdt < Kδ|L|1−δ (une démontration de ce résultat

sera donnée dans le chapitre 6, lemme 6.2.6). Par conséquent, on déduit du lemme 4.2.1 que
Eξ est un K-ensemble. Le résultat découle alors immédiatement du théorème 4.2.5.

Nous obtenons également un autre résultat, qui généralise le théorème 4.1 de [13]. En
effet, la condition ”

∥∥T−n
∥∥ = O

(
en

β)
, n→ +∞” qui apparâıt dans le corollaire suivant est

plus faible que celle dont les auteurs de [13] ont besoin pour montrer leur résultat.

Corollaire 4.2.7. Soit E un K-ensemble et s un entier positif. Alors, il existe une constante
β > 0 telle que tout opérateur T sur un espace de Banach dont le spectre est inclus dans
E et qui satisfait ∥∥Tn

∥∥ = O
(
ns

)
, n→ +∞

et
∥∥T−n

∥∥ = O
(
en

β)
, n→ +∞,

satisfait également la propriété plus forte∥∥T−n
∥∥ = O

(
ns+ 1

2
+ε

)
, n→ +∞,

pour tout ε > 0.

Démonstration. Comme E est un K-ensemble, on déduit du lemme 4.2.1 que δ(E) > 0. Le

résultat découle alors immédiatement du théorème 4.2.5, en prenant β <
δ(E)

1 + δ(E)
.

Pour finir, on donne un résultat de synthèse spectrale qui est une conséquence du
corollaire 4.2.6 et du théorème 2.3.4.

Théorème 4.2.8. Soit s un réel positif et q ≥ 3 un entier. Soit ω un poids tel que

ω(n) = (1 + n)s (n ≥ 0) et logω(−n) = O
(
nβ

)
pour un certain β < b

(1
q

)
. Soit s̃ > s+

1
2
.

Si f ∈ Aω(T) ∩ As̃(T) et si f = 0 sur E 1
q
, alors f est de synthèse spectrale pour E 1

q
dans

Aω(T).

Démonstration. On note πω la surjection canonique de Aω(T) sur Aω(T)/Jω(E 1
q
), et par

T l’opérateur de multiplication par πω(α) sur Aω(T)/Jω(E 1
q
). Il est facile de voir que T

satisfait les hypothèses du corollaire 4.2.6, et donc on déduit de celui-ci que
∥∥T−n

∥∥ =
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∥∥πω(α)−n
∥∥ = O

(
ns̃

)
, n → +∞. On peut alors définir un homomorphisme continu Θ de

As̃(T) dans Aω(T)/Jω(E 1
q
) par

Θ(f) =
+∞∑

n=−∞
f̂(n)πω(α)n

(
f ∈ As̃(T)

)
.

kerΘ est un idéal fermé As̃(T) qui contient Js̃(E 1
q
). De plus, on déduit du théorème 2.3.4

que E 1
q

est de synthèse spectrale dans As̃(T). On a donc Is̃(E 1
q
) = Js̃(E 1

q
) ⊂ kerΘ.

Maintenant si f ∈ Aω(T) ∩ Is̃(E 1
q
), on a πω(f) = Θ(f) = 0, ce qui prouve que f ∈ Jω(E 1

q
)

et achève cette démonstration.

Notons que J. Esterle a montré dans [14] que E 1
q

est de synthèse spectrale dans Aω(T)

pour tous les poids ω tels que ω(n) = 1 (n ≥ 0) et logω(−n) = O
(
nβ

)
pour un certain

β < b
(1
q

)
.

Remarques :
1) D’autres résultats concernant des opérateurs à spectre satsifaisant la condition de Car-
leson sont obtenus dans [26].

2) Quand ξ =
1
q
, la constante b(ξ) =

log 2 + log ξ
log 2 + 2 log ξ

dans le corollaire 4.2.6 est la meilleure

aux vues de [16] où les auteurs construisent une contraction T telle que lim
n→+∞

log
∥∥T−n

∥∥ =

+∞, SpT ⊂ E 1
q

et log
∥∥T−n

∥∥ = O
(
nb(q)

)
. D’après le théorème 6.4 de [15], T ne satisfait∥∥T−n

∥∥ = O
(
ns

)
pour aucun réel s ≥ 0.



Deuxième partie

Ensembles d’unicité





Chapitre 5

Un ensemble de Carleson d’unicité
pour A+

ω (T) lorsque ω ∈ Ω

5.1 Définitions

On rappelle que a(D) désigne l’espace des fonctions analytiques dans D et continues sur
D. Nous commençons par définir la notion d’ensemble d’unicité pour un espace, introduite
par L. Carleson dans [9].

Définition 5.1.1. Soit X un sous-espace de a(D). On dira qu’un fermé E de T est ZX
s’il existe une fonction f dans X non nulle et qui s’annule sur E. Lorsque E n’est pas ZX,
on dira que E est un ensemble d’unicité pour X.

On rappelle qu’un fermé E de T vérifie la condition de Carleson si∫ 2π

0
log+ 1

d(eit, E)
dt < +∞. (C)

Soit 0 < s < 1, nous avons vu dans le chapitre 3 que les assertions suivantes sont
équivalentes ([9], [35]) :

(i) E vérifie la condition de Carleson (C).
(ii) E est ZΛ+

s (T).
(iii) E est Za∞(D).

On notera Ω l’ensemble des suites ω =
(
ω(n)

)
n≥0

de réels strictement positifs telles que

pour tout k ≥ 0, lim
n→+∞

ω(n)
nk

= +∞. On notera

A+
ω (T) =

{
f ∈ a(D) :

∥∥f∥∥
ω

=
+∞∑
n=0

|f̂(n)|ω(n) < +∞
}
.

Avec les notations introduites dans le chapitre 3, A+
ω (T) est l’espace

(
Aω̃(T)

)+, où ω̃ =(
ω̃(n)

)
n∈Z est n’importe quelle suite de réels telle que ω̃(n) = ω(n) si n ≥ 0. On commence

par la remarque élémentaire suivante :
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Remarque 5.1.1. On a a∞(D) =
⋃

ω∈Ω

A+
ω (T).

Démonstration. Soit f ∈ a∞(D), alors la suite ω définie par

ω(n) =
1

max
(∣∣f̂(n)

∣∣, e−n
)
(|n|+ 1)2

(n ∈ Z)

appartient à Ω et f ∈ A+
ω (T). Cela prouve que a∞(D) ⊂

⋃
ω∈Ω

A+
ω (T). L’autre inclusion est

claire.

A. Atzmon s’est alors légitimement demandé dans [5] s’il existe une suite ω dans Ω
telle que chaque ensemble de Carleson soit ZA+

ω (T). On répond négativement à cette
interrogation. Plus précisément, étant donnée une suite ω dans Ω, on exhibe un ensemble
de Carleson E tel que la seule fonction dans A+

ω (T) qui s’annule sur E, est la fonction nulle.

5.2 Un ensemble de Carleson qui est d’unicité pour A+
ω (T)

lorsque ω ∈ Ω

Définition 5.2.1. Soit E un fermé non vide de T et λ une fonction positive sur [0,+∞).
On dit que E est un ensemble λ-Carleson si∫ 2π

0
λ
(

log+ 1
d(eit, E)

)
dt < +∞.

Si λ(x) = x (x ≥ 0), on reconnâıt les ensembles de Carleson déjà définis.

Nous aurons besoin de la proposition suivante. Sa démonstration utilise un argument
utilisé par L. Carleson dans [9], et par B. A. Taylor et D. L. Williams dans [37].

Proposition 5.2.1. Soit λ une fonction positive sur [0,+∞) qui est deux fois dérivable

avec λ′′ > 0 sur [0,+∞) et telle que lim
x→+∞

λ(x)
x

= +∞. On définit une suite ω par ω(0) = 1

et ω(n) = eλ(log n) pour n ≥ 1. Soit E un fermé de T. On suppose qu’il existe une fonction
F dans A+

ω (T) non nulle et qui s’annule avec toutes ses dérivées sur E. Alors E est un
ensemble λ-Carleson.

Démonstration. Soit F une fonction dans A+
ω (T) non nulle et qui s’annule avec toutes ses

dérivées sur E. En utilisant la formule de Taylor, on obtient, pour tout n ≥ 0,∣∣F (z)
∣∣ ≤ d(z,E)n

n!

∥∥F (n)
∥∥
∞ (z ∈ D),

où, pour g ∈ C(T),
∥∥g∥∥∞ = sup

z∈T
|g(z)|. Maintenant, un simple calcul (voir preuve du lemme

6.2.1 1) pour plus de détails) montre que∥∥F (n)
∥∥
∞ ≤ sup

k≥n

k!
(k − n)!ω(k)

∥∥F∥∥
ω
,
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Sans perte de généralité, on peut supposer que
∥∥F∥∥

ω
= 1, de sorte que pour tout n ≥ 1,

∣∣F (z)
∣∣ ≤ d(z,E)n

n!
sup
k≥n

k!
(k − n)!ω(k)

≤ d(z, E)n sup
k≥n

kn

ω(k)

≤ d(z, E)n exp
{

sup
t≥0

(
nt− λ(t)

)}
(z ∈ D). (5.1)

Les conditions satisfaites par λ impliquent que λ′ crôıt strictement et que lim
x→+∞

λ′(x) =

+∞. Ainsi λ′ admet une fonction inverse λ′−1 définie sur [λ′(0),+∞). Il est alors facile de
voir que, pour tout n ≥ λ′(0), on a

sup
t≥0

(
nt− λ(t)

)
= nλ′−1(n)− λ

(
λ′−1(n)

)
.

On déduit donc de (5.1) que pour tout n ≥ max
(
λ′(0), 1

)
,

− log
∣∣F (eiθ)

∣∣ ≥ n log
1

d(eiθ, E)
− nλ′−1(n) + λ

(
λ′−1(n)

)
. (5.2)

Puisque lim
x→+∞

λ′(x) = +∞ et lim
x→+∞

λ(x)
x

= +∞, il existe δ > 0 tel que pour tout x ≥ δ, on

a λ′(x) ≥ 1 + max
(
λ′(0), 1

)
et λ(x)− x ≥ 1

2
λ(x). Soit eiθ tel que d(eiθ, E) ≤ e−δ. On pose

n =
[
λ′

(
log

1
d(eiθ, E)

)]
, où, pour tout réel x, [x] désigne sa partie entière. En remarquant

que la fonction x 7→ −xλ′−1(x)+λ
(
λ′−1(x)

)
est décroissante et que n ≤ λ′

(
log

1
d(eiθ, E)

)
,

on obtient

−nλ′−1(n) + λ
(
λ′−1(n)

)
≥ − log

1
d(eiθ, E)

λ′
(

log
1

d(eiθ, E)

)
+ λ

(
log

1
d(eiθ, E)

)
≥ −(n+ 1) log

1
d(eiθ, E)

+ λ
(

log
1

d(eiθ, E)

)
.

On déduit donc de (5.2) que si d(eiθ, E) ≤ e−δ, alors

− log
∣∣F (eiθ)

∣∣ ≥ λ
(

log
1

d(eiθ, E)

)
− log

1
d(eiθ, E)

≥ 1
2
λ
(

log
1

d(eiθ, E)

)
.

Comme z 7→ − log
∣∣F (z)

∣∣ est intégrable sur T, E est un ensemble λ-Carleson.

Nous avons besoin des trois lemmes suivants :
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Lemme 5.2.2. Soit λ une fonction positive sur [0,+∞) et croissante sur [A,+∞) pour
un certain A ≥ 0. Soit E un fermé de T. Soit

(
In

)
n≥0

la suite des arcs complémentaires

de E, et notons |In| la longueur de l’arc In. Si
+∞∑
n=0

|In|λ
(

log+ 1
|In|

)
= +∞, alors E n’est

pas un ensemble λ-Carleson.

Démonstration. Il existe n0 ≥ 0 tel que pour tout n ≥ n0, |In| ≤ e−A. Soit n ≥ n0, pour
tout eit ∈ In, on a d(eit, E) ≤ |In|. Et puisque λ est croissante sur [A,+∞), on a

λ
(

log
1

d(eit, E)

)
≥ λ

(
log

1
|In|

)
.

Donc, pour tout n ≥ n0,∫
In

λ
(

log+ 1
d(eit, E)

)
dt =

∫
In

λ
(

log
1

d(eit, E)

)
dt

≥ |In|λ
(

log
1
|In|

)
. (5.3)

Pour conclure, il suffit alors d’utiliser (5.3) et de remarquer que∫ 2π

0
λ
(

log+ 1
d(eit, E)

)
dt ≥

+∞∑
n=n0

∫
In

λ
(

log+ 1
d(eit, E)

)
dt,

et que
+∞∑

n=n0

|In|λ
(

log
1
|In|

)
= +∞.

Lemme 5.2.3. Soit F une fonction positive sur [0,+∞) telle que lim
x→+∞

F (x)
x

= +∞ et

inf
x≥0

F (x) > 0. Alors, il existe une fonction positive λ sur [0,+∞) telle que :

(i) λ est indéfiniment dérivable sur [0,+∞) et λ′′ > 0.

(ii) lim
x→+∞

λ(x)
x

= +∞.

(iii) λ ≤ F sur [0,+∞).

Démonstration. Pour x ≥ 0, on pose G(x) = inf
t≥x

F (t). G est une fonction positive et

croissante telle que G ≤ F et lim
x→+∞

G(x)
x

= +∞. On peut donc supposer, sans perte

de généralité, que F est croissante. Soit m le plus grand minorant convexe de F . Il est

clair que m est une fonction positive et croissante. Puisque lim
x→+∞

F (x)
x

= +∞, pour tout

M > 0, il existe a > 0 tel que F (x) ≥ M(x− a) pour tout x ≥ 0. Par définition de m, on

a m(x) ≥ M(x − a) pour tout x ≥ 0. Cela prouve que lim
x→+∞

m(x)
x

= +∞. Maintenant,

soit χ une fonction positive et indéfiniment dérivable sur R, dont le support est inclus dans
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[0, 1] et telle que
∫ 1

0
χ(t)dt = 1. On prolonge m en une fonction croissante et convexe sur

R en posant m(x) = m(0) si x ≤ 0. Et on définit une fonction µ sur R par

µ(x) =
∫ 1

0
m(x− t)χ(t)dt.

Il est clair que µ est une fonction positive et indéfiniment dérivable sur R. Puisque m est
croissante, on a, pour tout x ≥ 0,

µ(x) ≤ m(x)
∫ 1

0
χ(t)dt = m(x)

et µ(x) ≥ m(x− 1)
∫ 1

0
χ(t)dt = m(x− 1),

de sorte que µ ≤ m ≤ F sur [0,+∞) et lim
x→+∞

µ(x)
x

= +∞. De plus, m est convexe, et

donc µ aussi. En particulier, on a µ′′ ≥ 0. Notons c = inf
x≥0

F (x), et posons, pour x ≥ 0,

λ(x) =
1
2
µ(x) +

c

2
e−x. Il est alors clair que λ satisfait les conditions(i)-(iii) du lemme.

Lemme 5.2.4. Soit λ une fonction positive et convexe sur [0,+∞) telle que lim
x→+∞

λ(x)
x

=

+∞. Alors, il existe un ensemble parfait inclus dans T qui est un ensemble de Carleson,
mais pas un ensemble λ-Carleson.

Démonstration. Puisque lim
x→+∞

λ(x)
x

= +∞, on peut trouver une suite
(
a′k

)
k≥1

de réels

dans l’intervalle (0, e−1) telle que pour tout k ≥ 1,

a′k log
1
a′k

≤ 1
k2

et λ
(

log
1
a′k

)
≥ k log

1
a′k
. (5.4)

Pour tout k ≥ 1, soit nk un entier positif tel que
1
k2
≤ nk a

′
k log

1
a′k

≤ 2
k2
. (5.5)

On définit
(
an

)
n≥1

par

an = a′k si 1 ≤ n ≤ n1

et an = a′k si n1 + . . .+ nk−1 + 1 ≤ n ≤ n1 + . . .+ nk (k ≥ 2).

Grâce à (5.4) et (5.5), la suite
(
an

)
n≥1

satisfait

+∞∑
n=1

an log
1
an

< +∞

et
+∞∑
n=1

anλ
(

log
1
an

)
= +∞. (5.6)
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Maintenant, puisque la fonction x 7→ x log
1
x

est bijective sur (0, e−1), il existe, pour tout

n ≥ 1, un réel positif bn ∈ (0, e−1) tel que

an log
1
an

= 2n−1bn log
1
bn
.

Ainsi, on a

+∞∑
n=1

2n−1bn log
1
bn

< +∞. (5.7)

De plus, on a

2n−1bnλ
(

log
1
bn

)
= an log

1
an

(
log

1
bn

)−1
λ
(

log
1
bn

)
(5.8)

Puisque λ est convexe, la fonction x 7→ λ(x)− λ(0)
x

est croissante. Ainsi, puisque pour
tout n ≥ 1, bn ≤ an, on a(

log
1
bn

)−1
λ
(

log
1
bn

)
≥

(
log

1
an

)−1(
λ
(

log
1
an

)
− λ(0)

)
+

(
log

1
bn

)−1
λ(0)

≥
(

log
1
an

)−1(
λ
(

log
1
an

)
− λ(0)

)
On déduit donc de (5.8) que

2n−1bnλ
(

log
1
bn

)
≥ anλ

(
log

1
an

)
− anλ(0)

≥ anλ
(

log
1
an

)
− λ(0)an log

1
an
.

On déduit de cette inégalité et de (5.6) que

+∞∑
n=1

2n−1bnλ
(

log
1
bn

)
= +∞. (5.9)

La condition (5.7) implique que la série
∑
n≥1

2n−1bn converge. On peut alors changer un

nombre fini de termes de la suite
(
bn

)
n≥1

pour que

+∞∑
n=1

2n−1bn = 2π. (5.10)

Nous allons construire un parfait symétrique à rapport non constant comme ceci. On pose
F0 = [0, 2π]. On retire du milieu de F0 un intervalle ouvert de longueur b1. Il reste alors
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deux intervalles fermés de longueur
1
2
(2π − b1). Puis, on enlève, au milieu de ces deux

intervalles restant, un intervalle ouvert de longueur b2. Et ainsi de suite. Après la nème

étape, il reste un intervalle fermé Fn, qui est l’union de 2n intervalles fermés de longueur
1
2n

(2π −
n∑

k=1

2k−1bk). On pose alors F =
⋂

n≥0
Fn. F est un parfait symétrique à rapport

non constant, et les arcs complémentaires de F consistent en une union sur n ≥ 1 de 2n−1

intervalles ouverts de longueur bn (voir [24] pour d’autres détails). On pose

E =
{
eit ∈ T : t ∈ F

}
.

Il découle de (5.10) que E est de mesure de Lebesgue nulle et puis de (5.7) que E est un
ensemble de Carleson. De plus, comme λ convexe et que lim

x→+∞
λ(x) = +∞, λ est croissante

sur [A,+∞), pour A suffisamment grand. Donc d’après le lemme 5.2.2 et l’égalité (5.9), E
n’est pas un ensemble λ-Carleson.

On peut alors donner le principal résultat de ce chapitre.

Théorème 5.2.5. Soit ω dans Ω. Alors, il existe un ensemble de Carleson qui est d’unicité
pour A+

ω (T).

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que ω(n) > 1 pour tout n ≥
0. On prolonge ω en une fonction continue sur [0,+∞), linéaire sur chaque intervalle
[n, n+ 1] (n ≥ 0), et on pose F (x) = log

(
ω(ex)

)
. On a inf

x≥0
F (x) > 0, et puisque ω ∈ Ω, F

satisfait lim
x→+∞

F (x)
x

= +∞. Donc d’après le lemme 5.2.3, il existe une fonction λ positive

sur [0,+∞) et qui satisfait les conditions (i)-(iii) du lemme 5.2.3. On applique alors le
lemme 5.2.4 qui nous fournit un parfait E de T qui est un ensemble de Carleson, mais pas
un ensemble λ-Carleson. Comme eλ(log n) ≤ ω(n) pour tout n ≥ 1, on a

A+
ω (T) ⊂ A+

ω′(T),

où ω′(0) = 1 et ω′(n) = eλ(log n) si n ≥ 1. Maintenant, soit F une fonction de A+
ω (T) qui

s’annule sur E. Alors F ∈ A+
ω′(T), et puisque E est parfait, elle s’annule avec toutes ses

dérivées sur E. Comme E n’est pas un ensemble λ-Carleson, il découle de la proposition
5.2.1 que F identiquement nulle. Cela signifie exactement que E n’est pas ZA+

ω (T).

Soit c > 0, on définit ωc =
(
ωc(n)

)
n∈Z par

ωc(n) = ec|n|
1
2 (n ∈ Z).

Soit E un fermé de T. Soit ω une suite de réels. On note Aωc(E), A+
ω (E) et a∞(E) les

espaces constitués des restrictions à E des fonctions respectivement dans Aωc(T), A+
ω (T) et

a∞(D). A. Atzmon a montré dans [5] (Theorem 2) que si E est un ensemble de Carleson,
alors il existe une constante c > 0 telle que Aωc(E) ⊂ a∞(E). Il découle de la proposition
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5.2.6 établie ci-dessous que ce résultat ne peut pas être amélioré dans le sens suivant : pour
tout ω ∈ Ω, il existe un ensemble de Carleson E tel que pour tout c > 0, on a

Aωc(E) 6⊂ A+
ω (E).

Proposition 5.2.6. Soit ω ∈ Ω, il existe un ensemble de Carleson E tel que

z−1
|E /∈ A+

ω (E). (5.11)

Démonstration. Soit ω ∈ Ω. On prétend que l’on peut construire une suite τ dans Ω telle
que pour tout n ≥ 0, τ(n) ≤ ω(n) et

sup
n≥0

τ(n+ 1)
τ(n)

≤ 2. (5.12)

On peut construire une telle suite comme suit. Soit ω̃ la suite définie par ω̃(n) = inf
m≥n

ω(m).

Il est facile de voir que ω̃ est une suite croissante de Ω telle que ω̃ ≤ ω. On définit la suite
τ par

τ(0) = ω̃(0)
τ(n) = min

(
2τ(n− 1), ω̃(n)

)
(n ≥ 1).

Il est clair que pour tout n ≥ 0, τ(n) ≤ ω̃(n) ≤ ω(n), et que τ satisfait (5.12). Puis, une
récurrence sur n montre que

τ(n) = min
{
2kω̃(n− k) : 0 ≤ k ≤ n

}
.

Ainsi, pour tout n ≥ 0, il existe un entier kn, 0 ≤ kn ≤ n, tel que

τ(n) = 2knω̃(n− kn).

En distinguant le cas kn ≤
[n
2

]
du cas kn >

[n
2

]
, on obtient

τ(n) ≥ min
(
ω̃
([n

2

])
, 2[n

2
]ω̃(0)

)
.

On déduit alors de cette inégalité que τ ∈ Ω. D’après le théorème 5.2.5, il existe un
ensemble de Carleson E qui est d’unicité pour A+

τ (T). Comme A+
ω (T) ⊂ A+

τ (T), il suffit
de montrer que z−1

|E /∈ A+
τ (E) pour montrer (5.11). Supposons que z−1

|E ∈ A+
τ (E). Alors, il

existe F ∈ A+
τ (T) telle que

1
z

= F (z) pour tout z ∈ E. Par conséquent, z 7→ 1− zF (z) est

une fonction non nulle et qui s’annule sur E, et grâce à (5.12), elle appartient à A+
τ (T).

Ceci est alors en contradiction avec le fait que E est un ensemble d’unicité pour A+
τ (T), et

achève cette démonstration.



Chapitre 6

Ensembles d’unicité pour certaines
algèbres A+

ω (T)

6.1 Introduction

Soit α ∈ [0, 1] et E un fermé de T. Soit r > 0. On considère des recouvrements au plus
dénombrables de E par des arcs

(
∆j

)
j≥0

de longueur inférieure ou égale à r. Et on note
Kr(E) la borne inférieure sur ces recouvrements

(
∆j

)
j≥0

, des quantités
∑
j≥0

|∆j |α. Kr(E)

crôıt lorsque r décrôıt. On définit alors la α-mesure (de Hausdorff) de E, que l’on note
Hα(E), par

Hα(E) = lim
r→0

Kr(E).

Il existe un réel dimH(E) tel que Hα(E) = 0 si α > dimH(E), et Hα(E) = +∞ si

α < dimH(E). dimH(E) s’appelle la dimension de Hausdorff de E. Soit ξ ∈
(
0,

1
2
)
. Le

parfait symétrique Eξ est de dimension de Hausdorff dimH(Eξ) =
log 2
log 1

ξ

, et on a 0 <

dimH(Eξ) < +∞ (voir [24] p.26). On pourra consulter [24] pour plus de détails concernant
ceci. Soit α ∈

(
0, 1

)
et C > 0 une constante. On note ωα,C la suite définie par

ωα,C(n) = eCn
1−α
2−α

.

Nous montrons que si E est un fermé de T tel que Hα(E) > 0 (pour α ∈
(
0, 1

)
), alors E

est un ensemble d’unicité pour A+
ωα,C

(T). Puis, nous montrons que ce résultat est optimal
et que la α-mesure ne mesure pas convenablement le fait qu’un fermé E soit ou non un
ensemble d’unicité pour A+

ωα,C
(T).

Les ensembles d’unicité pour A+
ωα,C

(T) ont été beaucoup étudiés par le passé. Les
résultats sont souvent énoncés dans les classes de Gevrey AM,Q(α), où M et Q sont des
constantes positives et AM,Q(α) l’espace des fonctions F dans a∞(D) telles que pour tout
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n ≥ 0, ∣∣F (n)(z)
∣∣ ≤MQnn!n

1
α

n (z ∈ D).

Grâce au lemme 6.2.1, les résultats évoqués ci-dessus se transposent dans les algèbres de
fonctions A+

ω (T). Soit E un fermé de T et α ∈ (0, 1), on note (Cα) la condition∫ 2π

0
d(eit, E)−αdt = +∞ (Cα).

L. Carleson a montré dans [9] (théorème 2) que si E est parfait et vérifie la condition
(C1−α), alors E est un ensemble d’unicité pour A+

ωα,C
(T) (pour n’importe quelle constante

C > 0). D’autres auteurs se sont alors intéressés à la réciproque. A.-M. Chollet a montré
dans [10] que s’il existe une constante C > 0 telle que E est un ensemble d’unicité pour
A+

ω 2α
1+α ,C

(T), alors E vérifie la condition (C1−α). D’autres résultats sur ce sujet ont été

établis par S. V. Khruschev dans [27] et par E. M. Dyn’kin et S. V. Khruschev dans [11].

6.2 Ensembles d’unicité pour certaines algèbres A+
ω (T)

Nous avons le lemme suivant qui fait le lien entre les algèbres A+
ω (T) et les classes de

Gevrey AM,Q(α).

Lemme 6.2.1. Soit α ∈
(
0, 1

2

]
.

1) Soit C > 0. On définit ω par

ω(n) = eCnα
(n ≥ 0).

Si F ∈ A+
ω (T), alors F ∈ AM,Q

( α

1− α

)
pour une certaine constante M > 0 et Q =

e
1
α

(
log 1

Cα
−(1−α)

)
.

2) Soient M et Q des constantes positives et F ∈ AM,Q

( α

1− α

)
. Alors F ∈ A+

ω (T), où ω

est défini par
ω(n) = eCnα

(n ≥ 0),

avec C <
1

αQαe1−α
.

Démonstration. Il existe des constantes K1,K2 > 0 telles que pour tout n ≥ 1,

K1

√
ne−nnn ≤ n! ≤ K2

√
ne−nnn. (6.1)

1) Pour tout n ≥ 1, on a F (n)(z) =
+∞∑
k=n

k!
(k − n)!

F̂ (k)zk−n (z ∈ D). Par conséquent, on a

∥∥F (n)
∥∥
∞ ≤

+∞∑
k=n

k!
(k − n)!ω(k)

∣∣F̂ (k)
∣∣ω(k)

≤
∥∥F∥∥

ω
sup
k≥n

k!
(k − n)!ω(k)

≤ n!
∥∥F∥∥

ω
sup
k≥n

k!
(k − n)!n!ω(k)

.
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On déduit alors de (6.1) qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tout n ≥ 1,∥∥F (n)
∥∥
∞ ≤ Kn!

∥∥F∥∥
ω

sup
k≥n

efn(k) = Kn!
∥∥F∥∥

ω
esupk≥n fn(k), (6.2)

où, pour x ≥ n, fn(x) = x log x− (x−n) log(x−n)−n log n−Cxα. On a, pour tout x > n,

fn(x) =
∫ x

x−n

(
log t+ 1− log n− C

xα

n

)
dt

≤
∫ x

x−n
hn(t)dt

≤ n sup
t>0

hn(t), (6.3)

où, pour t > 0, hn(t) = log t+1− log n−C t
α

n
. On a, pour tout t > 0, h′n(t) =

1
t
− αC

n
tα−1

et

h′n(t) = 0 ⇐⇒ t =
( n

αC

) 1
α
.

De plus,

sup
t>0

hn(t) = hn

(( n

αC

) 1
α

)
=

1
α

log
n

αC
+ 1− log n− 1

α
. (6.4)

On déduit alors de (6.2), (6.3) et (6.4) qu’il existe une constante M > 0 telle que∥∥F (n)
∥∥
∞ ≤ M

(
e

1
α

(
log 1

Cα
−(1−α)

))n
n!n

1−α
α

n,

ce qui prouve 1).
2) Soit n ≥ 1. Pour tout 0 ≤ k ≤ n, on a

n!
(n− k)!

F̂ (n) =
1
2π

∫ 2π

0
F (k)(eiθ)e−i(n−k)θdθ.

Donc pour tout 0 ≤ k ≤ n, on a

∣∣F̂ (n)
∣∣ ≤M

(n− k)! k!
n!

Qkk
1−α

α
k

On déduit de (6.1) qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tout n ≥ 1,∣∣F̂ (n)
∣∣ ≤ K

√
n inf

0≤k≤n
efn(k) = K

√
n einf0≤k≤n fn(k), (6.5)

où, pour 0 ≤ x ≤ n, fn(x) = x log x + (n − x) log(n − x) − n log n + x logQ + 1−α
α x log x.

On a, pour tout 0 < x < n, f ′n(x) =
1
α

log x− log(n−x)+ logQ+
1− α

α
. Une simple étude
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de fonction permet de montrer que f ′n est strictement croissante sur l’intervalle ]0, n[ et
qu’elle s’y annule une seule fois en un point xn. On a, pour tout n ≥ 1,

f ′n(xn) = 0 ⇐⇒ 1
α

log xn − log
(
n− xn

)
+ logQ+

1− α

α
= 0

⇐⇒ xn =
(n− xn

Qe
1−α

α

)α
, (6.6)

De plus, pour tout n ≥ 1, inf
0≤x≤n

fn(x) = fn(xn). Comme α < 1, on déduit de (6.6) que

lim
n→+∞

xn

n
= 0. En observant que (1−x)α = 1−O(x) (x→ 0), on déduit de (6.6) que, pour

tout n ≥ 1,

xn =
( n

Qe
1−α

α

)α(
1 +O

(xn

n

))
.

On en déduit d’abord que xn ∼
( n

Qe
1−α

α

)α
(n→ +∞), puis, comme α ∈

(
0, 1

2

]
, que

xn =
( n

Qe
1−α

α

)α
+O(n2α−1), n→ +∞

=
( n

Qe
1−α

α

)α
+O(1), n→ +∞. (6.7)

Pour tout n ≥ 1, on note alors kn = [xn], [xn] désignant la partie entière de xn. On a
inf

0≤k≤n
fn(k) ≤ fn(kn). On a également

fn(kn) = kn

( 1
α

log kn − log(n− kn) + logQ
)

+ n log(n− kn)− n log n (6.8)

Comme la fonction x→ 1
α log x− log(n− x) + logQ est croissante sur ]0, n[, on déduit de

(6.8) et de (6.6)que

fn(kn) ≤ kn

( 1
α

log xn − log(n− xn) + logQ
)

+ n log(n− kn)− n log n

= −1− α

α
kn + n log(n− kn)− n log n

= − 1
α
kn + kn + n log

(
1− kn

n

)
= − 1

α
kn +O

(k2
n

n

)
, n→ +∞ (6.9)

Comme lim
n→+∞

xn = +∞ et que kn = [x(n)], on a kn ∼ xn, n → +∞. Par conséquent, on

déduit de (6.9) et de (6.7) que

fn(kn) ≤ − 1
α

( n

Qe
1−α

α

)α
+O(1), n→ +∞ (6.10)
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On déduit donc de (6.5) et de (6.10) qu’il existe une constante M > 0 such that

∣∣F̂ (n)
∣∣ ≤ M

√
ne

− 1
αQαe1−α nα

ce qui prouve 2).

Pour E un fermé de T, on notera souvent
(
In

)
n≥0

la suite des arcs complémentaires
de E. Cela signifie que T\E =

⋃
n≥0

In, avec In des arcs ouverts deux à deux disjoints. La

proposition suivante donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un fermé E
vérifie la condition (Cα). Elle s’inspire des résultats obtenus par L. Carleson dans [9] dans
le cas des ensembles vérifiant la condition de Carleson.

Proposition 6.2.2. Soit α ∈ (0, 1) et E un fermé de T de mesure de Lebesgue |E| nulle.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i)
∫ 2π

0
d(eit, E)−αdt < +∞.

(ii)
+∞∑
n=0

|In|1−α < +∞, où |In| désigne la longueur de l’arc In.

(iii)
∫ 1

0

φ(t)
tα+1

dt < +∞, où φ(t) =
∑

|In|≤t

|In| pour t ≥ 0.

(iv)
∫ 1

0

|Et|
tα+1

dt < +∞, où Et =
{
z ∈ T : d(z,E) ≤ t

}
et |Et| désigne la mesure de

Lebesgue de Et.

Démonstration. (i) ⇐⇒ (ii) Pour chaque n ≥ 0, on note eian et eibn les extrémités de
l’arc In (avec 0 ≤ an ≤ bn < 2π). Comme |E| = 0, on a

∫ 2π

0
d(eit, E)−αdt =

+∞∑
n=0

( ∫ an+bn
2

an

(t− an)−αdt+
∫ bn

an+bn
2

(bn − t)−αdt
)

=
2α

1− α

+∞∑
n=0

|In|1−α.

Ceci montre que (i) ⇐⇒ (ii).
(ii) ⇐⇒ (iii) Enumérons les longueurs prises par les arcs In en une suite strictement
décroissante

(
tj

)
j≥0

. La fonction φ est une fonction en escalier constante sur chaque in-
tervalle [tj+1, tj [ (j ≥ 0). Lorsque (ii) ou (iii) sont vérifiées, on montre facilement que
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lim
n→+∞

t−α
n φ(tn) = 0. On a alors∫ t0

0

φ(t)
tα+1

dt =
+∞∑
j=0

∫ tj

tj+1

φ(t)
tα+1

dt

=
+∞∑
j=0

φ(tj+1)
∫ tj

tj+1

t−α−1dt

=
1
α

+∞∑
j=0

(
t−α
j+1 − t−α

j

)
φ(tj+1)

=
1
α

+∞∑
j=0

(
φ(tj)− φ(tj+1)

)
t−α
j − 1

α
t−α
0 φ(t0).

Or pour tout j ≥ 0, φ(tj)− φ(tj+1) =
∑

In: |In|=tj

tj et φ(t0) = 2π. On a donc

∫ t0

0

φ(t)
tα+1

dt =
1
α

+∞∑
n=0

|In|1−α − 2π
α
t−α
0 .

Ceci montre que (ii) ⇐⇒ (iii).
(iii) ⇐⇒ (iv) On a clairement φ(t) ≤ |Et|, pour tout t ≥ 0, ce qui prouve que (iv) ⇒ (iii).
D’autre part, pour tout t ∈ [0, 2π], on a

|Et| = φ(2t) +
∑
n≥2

∑
Iν : 2n−1t<|Iν |≤2nt

2t

≤ φ(2t) +
∑
n≥2

∑
Iν : 2n−1t<|Iν |≤2nt

|Iν |
2n−2

≤
∑

n≥1: 2n−1t≤2π

φ(2nt)
2n−2

≤
+∞∑
n=1

φ(2nt)
2n−2

χ[0, π
2n−2 ],

où χ[a,b] désigne la fonction caractéristique de l’intervalle [a, b]. On a donc∫ 1

0

|Et|
tα+1

dt ≤
+∞∑
n=1

∫ π
2n−2

0

φ(2nt)
2n−2tα+1

dt

On effectue alors le changement de variable t 7→ 2−nt dans le nième terme de la somme. On
obtient ∫ 1

0

|Et|
tα+1

dt ≤ 4
( +∞∑

n=1

2−n(1−α)
) ∫ 4π

0

φ(t)
tα+1

dt,

ce qui prouve que (iii) ⇒ (iv).
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Proposition 6.2.3. Soit α ∈ (0, 1) et E un fermé de T tel que Hα(E) > 0. Alors E vérifie
la condition (C1−α).

Démonstration. D’après la proposition précédente, il s’agit de montrer que∫ 2π

0

|Et|
t2−α

dt = +∞. (6.11)

Puisque Hα(E) > 0, on déduit du lemme p.27 de [24] que inf
∑
j≥0

|∆j |α = m > 0, où

l’infimum porte sur les recouvrements au plus dénombrables
(
∆j

)
j≥0

de E par des arcs.
Soit t > 0, Et est une réunion finie d’arcs

(
∆j

)
0≤j≤n(t)

tels que |∆j | ≥ 2t. On a alors

|Et| =
n(t)∑
j=0

|∆j | =
n(t)∑
j=0

|∆j |1−α|∆j |α

≥ (2t)1−α

n(t)∑
j=0

|∆j |α

≥ m(2t)1−α. (6.12)

On déduit alors de (6.12) que la condition (6.11) est réalisée, ce qui achève cette démonstration.

Nous rappelons le théorème 2 de [9] que nous énonçons sous la forme suivante :

Théorème 6.2.4. ([9]) Soit α ∈ (0, 1) et E un parfait de T qui vérifie la condition
(C1−α). Alors, pour toute constante C > 0, E est un ensemble d’unicité pour A+

ωα,C
(T).

Nous avons alors le théorème suivant, qui est une conséquence de ce résultat et de la
proposition 6.2.3 :

Théorème 6.2.5. Soit α ∈ (0, 1) et E un fermé de T tel que Hα(E) > 0. Alors, pour toute
constante C > 0, E est un ensemble d’unicité pour A+

ωα,C
(T), où ωα,C est la suite définie

par

ωα,C(n) = eCn
1−α
2−α

.

Démonstration. E est un fermé de T, donc peut s’écrire comme union disjointe E = E1∪E2,
avec E1 un ensemble parfait et E2 un ensemble dénombrable (voir [20], theorem 6.66 p.72).
On a alors

Hα(E) ≤ Hα(E1) +Hα(E2).

Or E2 étant au plus dénombrable, Hα(E2) = 0, et donc Hα(E1) > 0. D’après la proposition
6.2.3, E1 vérifie la condition (C1−α). Le théorème 6.2.4 montre alors que E1 est un ensemble
d’unicité pour A+

ωα,C
(T). Par conséquent, E est un ensemble d’unicité pour A+

ωα,C
(T).
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Nous allons maintenant montrer que la condition Hα(E) > 0 n’est pas nécessaire pour
que E soit un ensemble d’unicité pour A+

ωα,C
(T). Nous allons voir en effet que lorsque

Hβ(E) > 0 pour un certain β < α, alors E peut être ou non un ensemble d’unicité pour
A+

ωα,C
(T), et les deux éventualités sont possibles.

Soit ξ ∈
(
0, 1

2

)
. Le parfait symétrique Eξ est de dimension de Hausdorff dimH(Eξ) =

log 2
log 1

ξ

(voir [24] p.27).

Lemme 6.2.6. Soit ξ ∈
(
0, 1

2

)
. Soit α ≥ 0. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) α < 1− log 2
log 1

ξ

.

(ii) Il existe une constante Kα > 0 telle que∫
I
d(eit, Eξ)−αdt ≤ Kα|I|1−α (6.13)

pour tout arc I de T.

Démonstration. En utilisant les mêmes arguments que ceux utilisés dans la preuve de la
proposition 6.2.2 pour montrer (i) ⇐⇒ (ii), on montre que l’assertion (ii) de ce lemme
est équivalente à la suivante :
(ii’) Il existe une constante Kα > 0 telle que∑

In⊂I

|In|1−α ≤ Kα|I|1−α (6.14)

pour tout arc I de T, où (In)n≥0 désigne la suite des arcs complémentaires de E. Il s’agit
donc de montrer que (ii′) ⇐⇒ (i).

(i) ⇒ (ii′) Soit α < 1 − log 2
log 1

ξ

. Comme on va le voir au cours de cette démonstration, on

a
+∞∑
n=0

|In|1−α < +∞. Il suffit donc de montrer (6.14) pour tout arc I de T tel que |I| <

2π(1−2ξ). Soit I un arc de T et p un entier positif tel que |I| ∈
[
2π(1−2ξ)ξp+1, 2π(1−2ξ)ξp

[
.

Soit n ≥ p+ 1, nous allons montrer que, compte-tenu de la construction de Eξ, I contient
au plus 2n−(p+1) arcs complémentaires de longueur 2π(1 − 2ξ)ξn. Nous rappelons cette
construction. On pose F0 = [0, 1]. On retire au milieu de F0 un intervalle ouvert de longueur
1−2ξ. Il reste alors deux intervalles fermés de longueur ξ. Puis, on enlève, au milieu de ces
deux intervalles restant, un intervalle ouvert de longueur (1−2ξ)ξ. Et ainsi de suite. Après
la mème étape, il reste un intervalle fermé Fm qui est obtenu en ayant retiré au milieu de
chacun des 2m−1 intervalles constituant Fm−1 un intervalle ouvert de longueur (1−2ξ)ξm−1.
Fm est l’union de 2m intervalles fermés de longueur ξm. On pose alors F =

⋂
m≥0

Fm et les

intervalles ouverts retiré à F0 lors de l’une des étapes de la construction sont appelés les
intervalles complémentaires de F . On pose alors Eξ = e2iπF et les arcs complémentaires de
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Eξ sont alors les arcs ouverts de la forme e2iπJ , où J est un intervalle complémentaire de
F . En particulier, Fp+1 est l’union de 2p+1 intervalles fermés de longueur ξp+1 distants au
minimum d’une longueur égale à (1− 2ξ)ξp (longueur minimale des intervalles ouverts qui
les séparent et qui sont les intervalles retirés aux étapes précédentes). De plus, chacun de
ces intervalles fermés contient exactement 2n−(p+1) intervalles complémentaires de longueur
(1 − 2ξ)ξn. Ainsi, si J est un intervalle de [0, 1] qui contient strictement plus de 2n−(p+1)

intervalles complémentaires, alors J contient également un intervalle complémentaire de
longueur supérieure ou égale à (1 − 2ξ)ξp. Comme |I| ∈

[
2π(1 − 2ξ)ξp+1, 2π(1 − 2ξ)ξp

[
,

il découle de ceci que, si n ≥ p + 1, I contient au plus 2n−(p+1) arcs complémentaires de
longueur 2π(1− 2ξ)ξn. De plus, pour tout n ≤ p, I ne contient aucun arc complémentaire
de longueur (1− 2ξ)ξn. On a donc

∑
In⊂I

|In|1−α ≤
+∞∑

n=p+1

2n−(p+1)
[
2π(1− 2ξ)ξn

]1−α

≤
[
2π(1− 2ξ)ξp+1

]1−α
+∞∑
n=0

2nξn(1−α) (6.15)

≤ 1
1− (2ξ)1−α

|I|1−α. (6.16)

Ainsi on déduit de (6.16) que (6.14) est satisfait.
(ii′) ⇒ (i) La famille (In)n≥0 des arcs complémentaires de E est constituée des arcs ouverts
que l’on retire à chaque étape de la construction que l’on a explicitée plus haut. (In)n≥0 est
donc une réunion sur n ≥ 0 de 2n arcs ouverts de longueur 2π(1− 2ξ)ξn. Par conséquent,
on déduit de (ii’) que

+∞∑
n=0

|In|1−α =
(
2π(1− 2ξ)

)1−α
+∞∑
n=0

2nξ(1−α)n ≤ Kα(2π)1−α,

ce qui entrâıne que 2ξ1−α < 1, soit α < 1− dimH(Eξ).

On a le résultat suivant, qui découle aisément d’un résultat de E. M. Dyn’kin et S. V.
Khrushchev.

Théorème 6.2.7. ([11]) Soit α ∈ (0, 1). Soit E un fermé de T tel qu’il existe Cα > 0
satisfaisant ∫

I
d(eit, E)−αdt ≤ Cα|I|1−α pour tout arc I de T. (6.17)

Alors il existe une constante C > 0 et une fonction F non nulle dans A+
ω1−α,C

(T) qui
s’annule sur E.

Démonstration. D’après le théorème 7 de [11], il existe des constantes M,Q > 0, un entier
k > 0 et une fonction F dans a∞(D) telles que, pour tout n ≥ 0,∣∣F (n)(z)

∣∣ ≤MQnn!Mn+k (z ∈ D),
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où
Mn = sup

r>0
e−r−α

r−n =
(
e−

1
α

1

α
1
α

)n
n

n
α (n ≥ 0).

Il est alors facile de voir qu’il existe des constantes M ′, Q′ > 0 telles que, pour tout n ≥ 0,∣∣F (n)(z)
∣∣ ≤M ′Q′nn!n

1
α

n (z ∈ D).

On conclut alors en utilisant le lemme 6.2.1.

Nous avons alors le résultat suivant, qui montre que la dimension de Hausdorff d’un
ensemble ne suffit pas à décider si cet ensemble est ou n’est pas un ensemble d’unicité pour
A+

ωα,C
(T).

Proposition 6.2.8. Soit α ∈ (0, 1) et 0 < β < α. Pour C > 0, on définit ωα,C par

ωα,C(n) = eCn
1−α
2−α

.

1) Il existe C > 0 et un fermé E1 de T tel que Hβ(E1) > 0 et pour lequel on peut trouver
une fonction F dans A+

ωα,C
(T) (pour une certaine constante C > 0) qui s’annule, avec

toutes ses dérivées, sur E1.
2) Il existe un fermé E2 de T tel que Hβ(E2) > 0 et tel que E2 est un ensemble d’unicité
pour A+

ωα,C
(T), pour tout C > 0. De plus, E2 satisfait Hα(E2) = 0.

Démonstration. 1) Soit ξ ∈
(
0,

1
2
)

tel que dimH(Eξ) = β. Posons E1 = Eξ. Alors Hβ(E1) >

0 (voir [24] p.26). De plus, on déduit du lemme 6.2.6 et du théorème 6.2.7 qu’il existe une
constante C > 0 et une fonction F dans A+

ωα,C
(T) non nulle qui s’annule sur E1.

2) On pose δ = 2−
1
α et on définit la suite

(
bn

)
n≥1

par

bn = C
1
n
δn (n ≥ 1),

où C > 0 est choisie de telle sorte que
+∞∑
n=1

2n−1bn = 2π. On considère alors le parfait

symétrique à rapport non constant G obtenu comme dans la preuve du lemme 5.2.4 à
partir de la suite

(
bn

)
n≥1

. On reprend alors les mêmes notations que dans la preuve de
ce lemme. F0 = [0, 2π] et Fn est l’union de 2n intervalles fermés de longueur ln avec ln =
1
2n

(2π−
n∑

k=1

2k−1bk). Si F =
⋂

n≥0
Fn, alors G = eiF et la famille de ses arcs complémentaires

est une réunion sur n ≥ 1 de 2n−1 arcs ouverts de longueur bn. On a alors

+∞∑
n=1

2n−1bαn = Cα
+∞∑
n=1

2n−1
( 1
n
δn

)α

=
Cα

2

+∞∑
n=1

( 1
n

)α
= +∞.
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Par conséquent, grâce à la proposition 6.2.2, G vérifie la condition (C1−α). Le théorème
6.2.4 montre alors que G est un ensemble d’unicité pour A+

ωα,C
(T). Par conséquent, si on

pose E2 = Eξ∪G, avec
log 2
log 1

ξ

= β, E2 est un ensemble d’unicité pour A+
ωα,C

(T). On a d’une

part Hβ(E2) ≥ Hβ(E1) > 0 et d’autre part

Hα(E2) ≤ Hα(E1) +Hα(G) = Hα(G). (6.18)

Pour tout n ≥ 0, on pose Gn = eiFn . Gn est donc l’union de 2n arcs fermés de longueur ln

avec ln =
1
2n

(2π −
n∑

k=1

2k−1bk). Comme pour tout n ≥ 1, G ⊂ Gn, on a

Kr(G) ≤ Kr(Gn),

ceci pour n’importe quel r > 0. En particulier, on a

Kln(G) ≤ Kln(Gn)
≤ 2nlαn . (6.19)

Or, pour tout n ≥ 1,

ln =
1
2n

(2π −
n∑

k=1

2k−1bk) =
1
2n

+∞∑
k=n+1

2k−1bk

=
C

2n

+∞∑
k=n+1

2k−1 δ
k

k

=
C

2n

∫ δ

0

+∞∑
k=n+1

2k−1tk−1dt

=
C

2n

∫ δ

0

(2t)n

1− 2t
dt = C

∫ δ

0

tn

1− 2t
dt.

Ainsi, pour tout n ≥ 1,

ln ≤ C

1− 2δ

∫ δ

0
tndt

=
C

1− 2δ
.
δn

n+ 1
.

Par conséquent, on déduit de 6.19 que, pour tout n ≥ 1,

Kln(G) ≤ 2n
( C

1− 2δ
.
δn

n+ 1

)α

=
( C

1− 2δ

)α 1
(n+ 1)α

. (6.20)
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Comme lim
n→+∞

ln = 0 et que lim
n→+∞

1
(n+ 1)α

= 0, on déduit de (6.20) que Hα(G) = 0.

Finalement, on déduit de (6.18) que Hα(E2) = 0.

Nous avons enfin la proposition suivante qui découle immédiatement du théorème 6.2.5
et de la proposition 6.2.8.

Proposition 6.2.9. Soit α ∈ (0, 1). On a les propriétés suivantes :
1) Soit E un fermé de T tel que dimH(E) > α. Alors E est un ensemble d’unicité pour
A+

ωα,C
(T), où ωα,C est défini dans le théorème 6.2.5.

2) Pour tout 0 < β < α, il existe une constante C > 0 et un fermé E1 tel que dimH(E1) = β
et tel que E1 n’est pas d’unicité pour A+

ωα,C
(T).

Démonstration. 1) Si dimH(E) > α, alors, par définition de la dimension de Hausdorff, on
a Hα(E) = +∞. On conclut alors grâce au théorème 6.2.5.
2) Comme pour la preuve du 1) de la proposition 6.2.8, on prend E1 = Eξ avec ξ = 2−

1
β .

On conclut alors de la même façon à l’aide du théorème 6.2.7 et du lemme 6.2.6.
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Résumé: Dans la première partie, nous nous intéressons à des opérateurs dont le spectre
est inclus dans le cercle unité T. Nous obtenons des résultats concernant certaines pro-
priétés de croissance des normes ‖T−n‖ (n ≥ 0) pour des opérateurs T dont le spectre est
dénombrable ou vérifie certaines conditions géométriques. Pour obtenir ces résultats, nous
sommes amenés à travailler dans les espaces de fonctions

Aω(T) =
{

f continue sur T :
∥∥f

∥∥
ω

=
+∞∑

n=−∞
|f̂(n)|ω(n) < +∞

}
,

où ω =
(
ω(n)

)
n∈Z est une suite de réels strictement positifs, et f̂(n) désigne le nième coefficient

de Fourier de f . Lorsque la suite ω =
(
ω(n)

)
n∈Z est un poids,

(
Aω(T), ‖ ‖ω

)
est une algèbre

de Banach. Nous obtenons alors la caractérisation de certains idéaux fermés de Aω(T) pour
une famille de poids.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons à des fermés de T qui sont (ou non) des
ensembles d’unicité pour des espaces A+

ω (T) =
{

f ∈ Aω(T) : f̂(n) = 0 (n < 0)
}

, où

ω =
(
ω(n)

)
n∈Z est une suite de réels strictement positifs. Un fermé E de T étant d’unicité

pour un espace X de fonctions continues sur T, si la seule fonction dans X s’annulant sur
E est la fonction nulle. Plus précisément, nous étudions le lien qu’il y a entre le fait qu’un
fermé de T satisfait une condition géométrique donnée et le fait qu’il soit ou non un ensemble
d’unicité pour A+

ω (T).

Abstract: In the first part, we study operators with spectrum included in the unit circle
T. We obtain results concerning growth of ‖T−n‖ (n ≥ 0) for operators T with countable
spectrum or spectrum satisfying geometric conditions. For this, we need to work in the spaces

Aω(T) =
{

f continuous on T :
∥∥f

∥∥
ω

=
+∞∑

n=−∞
|f̂(n)|ω(n) < +∞

}
,

where ω =
(
ω(n)

)
n∈Z is a sequence of non-negative real numbers, and f̂(n) denotes the nth

Fourier coefficient of f . When ω =
(
ω(n)

)
n∈Z is a weight,

(
Aω(T), ‖ ‖ω

)
is a Banach algebra.

We obtain the characterisation of some closed ideals of Aω(T) for a family of weight.
In the second part, we are interested in closed subset of T which are (or not) sets of

uniqueness for A+
ω (T) =

{
f ∈ Aω(T) : f̂(n) = 0 (n < 0)

}
, where ω =

(
ω(n)

)
n∈Z is a se-

quence of non-negative real numbers. A closed subset E of T is said to be a set of uniqueness
for X, a space of continuous functions on T, if the zero function is the only function in X
that vanishes on X. More precesely, we study the link between the fact that a closed subset
of T satisfies a given geometric condition, and the fact that it is or not a set of uniqueness
for A+

ω (T).

Mots-clefs: Algèbres de Beurling, opérateurs, idéaux fermés, ensembles d’unicité, en-
sembles dénombrables, synthèse spectrale, ensembles d’interpolation.
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