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Introduction

Nous allons commencer par exposer les themes abordés durant la these et donner le
plan de ce mémoire. Nous allons ensuite détailler chaque partie, en présentant les travaux
déja effectués dans les domaines abordés et qui ont motivé ce travail, et en énongant de
fagon plus précise les résultats que nous avons obtenus.

De fagon générale, ce travail touche aux domaines de ’analyse fonctionnelle et harmo-
nique, et de la théorie des opérateurs. On peut le diviser en deux parties.

Dans une premiere partie, nous nous intéressons a des opérateurs inversibles dont le
spectre est inclus dans le cercle unité T. Nous obtenons des résultats concernant certaines
propriétés de croissance des normes ||T"|| (n > 0) pour des opérateurs 7" dont le spectre
est dénombrable ou vérifie certaines conditions géométriques. Pour obtenir ces résultats,
nous sommes amenés a travailler dans les espaces de fonctions

—+00

Ay (T) = {f continue sur T : Hwa = Z |F(n)|w(n) < —i—oo},

n=—oo

~

est une suite de réels positifs, et f(n) désigne le pieme

ol w = (w(n)) coefficient de

neZ
Fourier de f. Si la suite w = (w(n))neZ est un poids (c’est-a-dire si elle vérifie w(n) > 1
et wim + n) < w(m)w(n) pour tout m,n dans Z), A,(T) muni de la norme ||||,, est une
algebre de Banach. Nous obtenons la caractérisation de certains idéaux fermés de A, (T)

pour une famille de poids.

Dans une deuxiéme partie, nous nous intéressons & certains fermés de T qui seront (ou
non) des ensembles d’unicité pour les espaces

-~

AL = {f € A(D): F) =0 (n<0)},

ol w = (w(n))n ¢z, €st une suite de réels strictement positifs. Un fermé £ de T étant d’uni-
cité pour un espace X de fonctions continues sur T, si la seule fonction dans X s’annulant
sur F est la fonction nulle. Plus précisément, nous étudions le lien qu’il y a entre le fait
que des fermés de T satisfont une condition géométrique donnée et le fait qu’ils soient ou
non des ensembles d’unicité pour A} (T).



iv INTRODUCTION

Introduction a la premiere partie

M. Zarrabi a montré (théoreme 3.1 de [40]) que toute contraction 7' (c’est-a-dire un
opérateur tel que HTH < 1) a spectre dénombrable inclus dans T et vérifiant la condition

. log |||
1 —— =0 1
était en réalité une isométrie, c’est-a-dire vérifiait HT H = HT‘1| = 1. Il a montré également

que ’hypothese de dénombrabilité était indispensable. En effet, si F est un fermé de T non

dénombrable, on peut construire une contraction 7' dont le spectre est inclus dans F, qui

vérifie (1), mais telle que lirf HT‘"H = +00. Ces résultats découlent de ’étude de la
n—-1+oo

structure des idéaux fermés des algebres A, (T) introduites plus haut. En effet, si T est
une contraction sur un espace de Banach X vérifiant (1), on peut définir le morphisme
d’algebre ® de A, (T) dans £(X), l'algebre des opérateurs continus sur X, par

“+oo
o(f)= 3 Fmyrm,

n=—oo

pour le poids w défini par w(n) = ||T"|| (n € Z). Soit E un fermé dénombrable de T et w
1
un poids tel que w(n) = 1(n > 0) et limsup logw(n) = 0. Le seul idéal fermé I de A(T)

n—+o0o \/ﬁ

dont I'ensemble des zéros communs a tous ses éléments est E, est précisément 1’idéal de
toutes les fonctions qui s’annulent sur £ (voir [39]). Ces deux résultats ont été a la base de
cette these. En effet, on s’est alors demandé si on pouvait obtenir des résultats similaires
pour des opérateurs qui ne sont plus seulement des contractions, mais des opérateurs ”a
croissance polyndmiale”, c¢’est-a-dire vérifiant HT"H = O(n®) (n > 0) pour un réel s positif.
Pour cela, nous avons eu besoin d’étudier les idéaux fermés des algebres A, (T) introduites
plus haut, pour une famille de poids w plus large. Soit s un réel positif, on note [s] sa partie
entiere. Soit w un poids qui vérifie les conditions de régularité suivantes :

wn) =(1+n)*  (n=0)

la suite <M> est croissante, (Ws)
(1+n)s/n>0
et |
lim sup logw(n) =0. (A)

n—-+o0o \/ﬁ

Dans ce cas, nous avons A, (T) C ClI(T), ou Cl*(T) désigne I’espace des fonctions [s] fois
contintiment dérivables sur T. Si I est un idéal fermé de A, (T), on note

hk(I):{zeT:f(z):...:f(k)(z)zo (fef)} (k€ {0,....[s]}),

Nous montrons alors le résultat suivant :



Théoréeme A : Soit w = (u}(n))nGZ un poids vérifiant les conditions (Ws) et (A). Soit I
un idéal fermé de A, (T) tel que h°(I) est au plus dénombrable. Alors

I= {f € A(T): f9 =0 sur Wi(I) (0<j< [s])}.

Dans le cas s = 0, nous retrouvons ainsi le résultat mentionné plus haut. Avant d’énoncer le
résultat que nous obtenons alors concernant les opérateurs, nous avons besoin de quelques
notations. Soit E un fermé de T et ¢, s deux réels positifs. On désignera par P(s,t, F) la
propriété suivante : tout opérateur T' sur un espace de Banach dont le spectre est inclus
dans FE et qui vérifie les conditions :

HT”H =0(n®) (n — 4o00)

1 7"
et limsup 7ogH I =

n—-+4o0o \/ﬁ

vérifie également la propriété plus forte

0,

|T7"|| = O(n") (n — +o0).

Le résultat de M. Zarrabi que nous avons mentionné plus haut et concernant les contractions
peut s’énoncer ainsi : un fermé E de T vérifie la propriété P(0,0, F) si et seulement si E
est dénombrable. On dira qu’un fermé E de T vérifie la condition de Carleson si

27 1
logt ———dt
/0 og TN < 400, ()

et qu’il vérifie la condition (ATW) s'il existe des constantes C7,Cy > 0 telles que

1 +_ 1 1
m /L log mdt < Cilog m + C2, pour tout arc L de T, (ATW)

oil |L| désigne la longueur de I'arc L, et d(e¥, E) la distance de e & E. Nous reviendrons
plus tard sur les conditions (C) et (ATW). Nous montrons

Théoreme B : Soit E un fermé dénombrable de T, alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) E vérifie la condition (ATW).

(ii) E vérifie la condition (C) et pour tout réel s > 0, il existe un réel t tel que la propriété
P(s,t, E) est vérifiée.

Nous montrons ensuite que si E n’est pas dénombrable, alors la propriété P(0,t, E) n’est
vérifiée pour aucun réel ¢ > 0. Dans le cas particulier ou le poids w est défini par w(n) = (1+
n)* (n € Z), pour un certain réel positif s, Ialgebre (A, (T), || [|l) sera notée (As(T), || [|s)-
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On remarque que Ay(T) = A(T) n’est rien d’autre que 'algebre de Wiener. On posera
également

AL ={f e A(T): fin) =0 (n<0)}.

Nous déduisons également du théoréme A une caractérisation de certains idéaux fermés de
AT (T). Pour f € AF(T), on note S(f) son facteur intérieur et on pose

Zk(f) = {zeﬁz f(z):...:f(k)(z):o} (k€ {0,....[s]}).

Si I est un idéal fermé de AT (T), on note Sy son facteur intérieur, c’est-a-dire le plus grand
diviseur intérieur commun a tous les éléments de I non nuls (voir [21] p.85), et on pose

h{‘; (I) = ﬂ Z _]ﬁ( f)- On notera H>°(D) 'algebre des fonctions analytiques et bornées dans

fel
D et si Ejy) C ... C Ep sont des fermés de T et .S une fonction intérieure, on définit

I(S; Eo, ..., By) = {f € AF(T): S|S(f), EoC Z2f)NT,...,Eyy C Z¥(f) mr},

S(f)
S

Théoréme C : Soit I un idéal fermé de Af(T) sans facteur intérieur (c’est-a-dire Sy = 1)
tel que h9.(I) est au plus dénombrable, alors

ol S’S(f) signifie que S divise S(f), c’est-a-dire que

est dans H*°(ID). Nous montrons

I=1(1; () NT,..., K1) NT).

Notons que les idéaux fermés I de AT(T) = (A()(’JI‘))Jr ont déja été étudiés par le passé,
méme si, contrairement a d’autres algebres de fonctions que nous verrons plus tard, on
n’a pas de caractérisation complete. J. P. Kahane dans [23] a étudié le cas ot h9 (1) est
fini, et C. Bennett et J. E. Gilbert dans [6] le cas ot hY (I) est dénombrable. Ils ont
montré que si I est un idéal fermé de AT (T) tel que h9 (I) est au plus dénombrable, alors
I =1(S;; K% (I)NT). C. Bennett et J. E. Gilbert ont également conjecturé dans [6] que
tout idéal fermé I de AT (T) pouvait s’écrire

I =1%NSH®(D), (2)

ot I* est I'idéal fermé engendré par I dans A(T). Mais J. Esterle a construit dans [14] un
idéal fermé I de AT(T) tel que I # I4 N SyH™(ID), démontrant ainsi que la conjecture de
C. Bennett et J. E. Gilbert est fausse.

Soit w un poids, on définit 'idéal fermé
L(E) = {f € Au(T): fi,, =0},
et I'idéal J,(F) comme la fermeture dans A, (T) pour la norme || ||, de 'ensemble

{fEAw(']T): SuppfﬁE:@},
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ou Supp f est le support de la fonction f. On dit qu’une fonction f est de synthese spectrale
pour E dans A,(T) si f € J,(F), et que E de synthese spectrale dans A, (T) si

Ju(E) = 1,(E).
Soit ¢ € (0, 5), on note E¢ le parfait symétrique associé a £, défini par

“+00

B = {exp 2ir(1-6)Y e ) :eu=00ul (n=> 1)},

n=1

1
Lorsque ¢ = 3’ il s’agit du Cantor triadique. J. Esterle, E. Strouse et F. Zouakia dans
[18] ont montré que si I est un idéal fermé de AT(T) tel que hY (1) C E% pour ¢ > 3
un entier, alors on avait (2). D’autre part, C. S. Herz a donné dans [19] un critére qui
permet de montrer que E1 est de synthese spectrale dans A(T) (voir aussi [22]). J. Esterle
q
a utilisé ces résultats et montré dans [14] que E1 est de syntheése spectrale dans A, (T)
q
pour tous les poids w tels que w(n) = 1(n > 0) et logw(—n) = O(n?) pour un certain

logq — log 2
g < 9897982 ) on a déduit le résultat suivant concernant les contractions & spectre

2logq — log?2
inclus dans E1 ([14]) : Soit T une contraction sur un espace de Banach dont le spectre est
q
T log g —log 2
inclus dans F L et telle que sup M < 400 pour un certain § < M, alors
n>1  nf 2log q — log 2

T satisfait sup HT H < 400. La encore, nous avons essayé de généraliser ces résultats pour

obtenir des resultats concernant des opérateurs ”a croissance polynomiale” et a spectre
inclus dans F1 (pour ¢ > 3 un entier). Nous généralisons le critere de C. S. Herz et
q

montrons que

Théoreme D : Soit ¢ > 3 un entier et s un réel positif. Alors E1 est de synthése spectrale
q
dans Ag(T).

Malheureusement, nous n’avons pas réussi & montrer que tout idéal fermé I de A (T)
pouvait s’écrire I = I N S;H® (D), out T4 est I'idéal fermé engendré par I dans Ay (T).
Ce résultat aurait permis de caractériser les idéaux fermés I de AJ(T) tels que h9.(I) = E1
et de généraliser le résultat de J. Esterle cité ci-dessus aux opérateurs T tels que SpT C E:1

q

et HT "|| = O(n®), pour un certain s > 0. Cependant, nous avons utilisé d’autres résultats
existant sur la structure des idéaux fermés d’autres algebres de fonctions continues sur
T pour obtenir des résultats concernant certaines propriétés de croissance des normes
IT~™|| (n > 0) pour des opérateurs 7' dont le spectre est un K-ensemble. On dira qu'un
fermé E de T est un K-ensemble s’il existe une constante C positive telle que

supd(z, FE) > c|L|, pour tout arc L de T, (K)
zeL
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ou |L| désigne la longueur de I’arc L. Soit E un K-ensemble, on pose
2 1
d(E) = sup {(5 >0: /0 Wdt < —i—oo}.
Nous montrons alors le résultat suivant :

Théoréme E : Soit E un K-ensemble et s un entier positif. Alors, tout opérateur T sur
un espace de Banach dont le spectre est inclus dans E et qui satisfait

|77 = O(n). n — +oc

et HT_"H = O(e”ﬁ), n — +00o pour un certain 3 < 11(5E()E),
satisfait également la propriété plus forte
||| = O(ns+%+€)7 n — +oo, (3)

pour tout € > 0.

1 log% —log 2
Pour ¢ € (0, 7>, on pose b(§) = ——1———- On obtient (comme conséquence du
2 2log - log 2

théoreme E) que si le spectre de T' est inclus dans F,

‘T”H = O(ns), n — —+o0o et
HT*”H = O(e”ﬁ), n — 400 pour un certain § < b(¢), alors T satisfait (3). Enfin, nous
déduisons également du théoreme D et du théoreme E un résultat de syntheése spectrale
dans les algebres A, (T). Soit s un réel positif et w un poids tel que w(n) = (1+n)* (n > 0)

1
et logw(—n) = O(nﬁ) pour un certain § < b(f). On ne sait pas si F1 est de synthese
q q

spectrale dans A, (T). Cependant, on montre

Théoréme F : Soit s un réel positif et ¢ > 3 un entier. Soit w un poids tel que w(n) =
1

(1+n)*(n>0) etlogw(—n) = O(n?) pour un certain B < b(=). Si f € A,(T) N As(T),
q

1
pour un certain § > s + 3 et si f =0 sur E1, alors f est de synthése spectrale pour E1
q q

dans A, (T).

Introduction a la seconde partie

On note (D) I'espace des fonctions analytiques dans D et continues sur D. Soit p €
N U {400}, on note
a?(D) = a(D) N CP(T).

Soit X un sous-espace de (D). On dira qu'un fermé F de T est ZX s'il existe une fonction
f dans X non nulle et qui s’annule sur F. Lorsque E n’est pas ZX, on dira que E est un
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ensemble d’unicité pour X (voir [9]). Si w = (w(n)), ., est une suite de réels strictement
positifs, on notera B
abm ={ream: |||, z|f w(n) < +oo}.

Dans le chapitre 1 de cette section, nous nous intéressons a des ensembles de Carleson qui
sont d’unicité pour A} (T) pour une famille de poids particuliere. On rappelle qu'un fermé
E de T vérifie la condition de Carleson si

2w 1
/0 log™ Tt E)dt< +00. ()

Depuis L. Carleson ([9]), les ensembles d’unicité de nombreux espaces de fonctions ont été
étudiés. Notamment, L. Carleson a montré dans [9] que E vérifie la condition de Carleson
si et seulement si F est ZAP(D), ceci pour n’importe quel entier p strictement positif. B.
A. Taylor et D. L. Williams ont amélioré ce résultat et montré dans [35] que si E est un
ensemble de Carleson, il existe une fonction extérieure dans A°°(ID) qui s’annule avec toutes
ses dérivées sur E. On notera 2 'ensemble des suites w = (w(n))n>0 de réels strictement
positifs telles que pour tout k£ > 0, lim @ =+00.Ona @™ = |J AF(T). A. Atzmon
n—+oo N we
s’est alors légitimement demandé dans [5] s’il existait une suite w dans 2 telle que chaque
ensemble de Carleson soit ZA} (T). On répond négativement a cette interrogation. Plus
précisément, on montre

Théoreme G : Soit w dans 2. Alors, il existe un ensemble de Carleson qui est d’unicité
pour A} (T).

Enfin, dans le chapitre 6, nous regardons le lien qui peut exister entre les ensembles d’unicité
pour certaines algebres A7 (T) et la dimension de Hausdorff de ces ensembles. Soit o € (0, 1]
et E un fermé de T. Soit r > 0. On considere des recouvrements au plus dénombrables de
E par des arcs (Aj)j>0 de longueur inférieure ou égale a r. Et on note K,(F) la borne

inférieure sur ces recouvrements (A;) des quantités Z |A;|*. K,(E) croit lorsque r

§>0°
décroit. On définit alors la a-mesure (de Hausdorff) de E que I'on note H,(F), par
H,(E)= lin% K. (E).
T—

Il existe un unique réel dimpg(E) tel que Ho(F) = 0 si a > dimg(E), et Hy(E) = +o0
si @ < dimp (E). dimp(E) s’appelle la dimension de Hausdorff de E. Soit £ € (0, %) Par
log2
log E
et 0 < dimp(E¢) < 4o00. On pourra consulter [24] pour plus de détails concernant ces
notions. Soit o € (0, 1) et C > 0 une constante. On note w,, ¢ la suite définie par

exemple, le parfait symétrique E¢ est de dimension de Hausdorff dimpy (E¢) = a(§) =

l—«
wa,c(n) = M (0> 0).
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Les ensembles d’unicité pour Aja c(']I") ont été beaucoup étudiés par le passé. Les résultats
sont souvent énoncés dans les classes de Gevrey Ay g(a), ou M et @ sont des constantes
positives et Apr () 'espace des fonctions F' dans (D) telles que, pour tout n > 0,

’F(”)(z)’ < MQ”n!né" (z e D).

Grace au lemme 6.2.1, les résultats évoqués ci-dessus se transposent dans les algebres de
fonctions A _(T). Soit £ un fermé de T, on note (C,) la condition

27 )
/ d(et, B)=*dt = +oo ()
0

pour un certain a € (0,1). L. Carleson a montré dans [9] (théoreme 2) que si E vérifie la
condition (Ci_4), alors E est un ensemble d’unicité pour A}, _(T) (pour n’importe quelle
constante C' > 0). D’autres résultats sur ce sujet ont été établis par A. M. Chollet dans
[10], par S. V. Khruschev dans [27] et par E. M. Dyn’kin et S. V. Khruschev dans [11].

Nous donnons une condition suffisante pour qu’'un fermé E de T soit d’unicité pour
Aj,’m C(T) (pour une certaine constante C' > 0), en terme de a-mesure. Nous montrons
Théoreme H : Soit o € (0,1) et E un fermé de T tel que Ho(E) > 0. Soit C > 0 et wq,c
la suite définie par

1-a
wac(n) =% (n>0).
Alors E est un ensemble d’unicité pour Af _(T).

Puis, nous montrons que la réciproque n’est pas vraie et que la a-mesure ne mesure pas
convenablement le fait qu'un fermé E soit ou non un ensemble d’unicité pour AF _(T).
Nous avons en effet le résultat suivant :

Théoreme I : Soit a € (0,1) et 0 < f < . Pour C > 0, on définit wa c par

Wa,c(n) =% (n>0).

1) 1l existe C > 0 et un fermé E; de T qui n’est pas d’unicité pour A(:ta,c (T) et tel que
Hg(El) > 0.

2) Il existe un fermé Ey de T tel que Hg(Es) > 0 et tel que pour tout C > 0, Ey est un
ensemble d’unicité pour A;ra’c(']l‘). De plus, Fy satisfait Hy(E2) = 0.
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Chapitre 1

Idéaux fermés I de A,(T) tels que
h(I) est dénombrable

Nous allons dans ce chapitre caractériser les idéaux fermés I de A, (T) tels que
hO(I) est dénombrable, dans le cas ot le poids w satisfait les conditions (W) et (A).

1.1 Notations et rappels

On note T le cercle unité et D le disque unité. Pour un entier p > 0, on note CP(T)

'algebre des fonctions p fois contintiment dérivables sur T, et on pose C*°(T) = (] CP(T).
p>0

Siw = (w(n)) est une suite de réels strictement positifs, on définit A, (T) par

nel

+00
a,m) ={fecm: |fll,= 3 Ifm)wn) < +oo},

o~

ot f(n) désigne le n'®™¢ coefficient de Fourier de f. On rappelle que pour toute fonction f
intégrable sur T, ses coefficients de Fourier sont donnés par la formule

Fn) = % [ petemtar ez,

A, (T) muni de la norme || ||, est un espace de Banach.

Définition 1.1.1. On dit qu’une suite w = (w(n))nez de réels est un poids si
(i) w(n) > 1 pour tout n dans Z.
(i1) w(m +n) < w(m)w(n) pour tout m,n dans 7Z.

Si w est un poids, A, (T) muni de la norme || ||, est une algebre de Banach. L’algebre
A, (T) est réguliere (au sens de [25]) si et seulement si

+o0

Z l(ig—:u;r;) < 400 ([25], ex.7 p.118). (1.1)

n=—oo
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Lorsque 'algebre A, (T) est réguliere, elle est normale (voir [25] p.224), ce qui se traduit
par la propriété suivante :

Proposition 1.1.1. Soit w un poids satisfaisant la condition (1.1). Soient E et F deux
fermés disjoints de T. Alors il existe une fonction f dans A,(T) telle que f =0 sur E et
f=1surkF.

Nous nous intéresserons dorénavant qu’a des poids satisfaisant la condition (1.1). Soit
w un poids. Soit £ un fermé de T, on définit 1’idéal fermé

L(E) = {f € Au(T): fi, =0},

et I'idéal J,(F) comme la fermeture dans A, (T) pour la norme || ||, de 'ensemble

{feAw(’]I‘): suppmezm},

ou f|, désigne la restriction de f a E et Supp f le support de la fonction f. On rappelle
que le support d’une fonction est la fermeture de ’ensemble des points ou elle ne s’annule
pas. Si I est un idéal fermé de A, (T), on pose h(I) ={z€T: f(z) =0 (f €I)}. Pour
tout fermé E de T, on a h(J,(E)) = h(I,(E)) = E. De plus on a le résultat suivant :

Proposition 1.1.2. ([25], p.224) Soit w un poids qui vérifie la condition (1.1). Soit I
un idéal fermé tel que h(I) = E. On a Uinclusion

Ju(E)CIcCI,(FE).

Définition 1.1.2. Soit w un poids et E un fermé de T. On dit qu’une fonction f est de
synthese spectrale pour E dans Ay, (T) si f € J,(E), et que E de synthése spectrale dans
A, (T) si
Jo(E) =1,(E).
Ainsi on voit qu'un fermé E de T est de syntheése spectrale dans A, (T) si et seulement

si il existe un unique idéal fermé I de A, (T) tel que hA(l) = E. Soit w un poids et p un
entier positif tel que A, (T) C CP(T). Si I est un idéal fermé de A, (T), on pose

hk(I):{ze’]I‘:f(z):...:f(k)(z):o (fel)} (k € {0,...,p}),
+0o0 N +0o0 N
oll, pour tout z € T, f'(z) = Z nf(n)z""t si f(z) = Z f(n)z". Notons que

(R*(1 ))k>0 est une suite décroissante de fermés de T et que h°(I) = h(I). Soit s un réel
positif, on note [s] sa partie entiere, ¢’est-a-dire 'unique entier vérifiant [s] < s < [s] + 1.

On dira qu’une suite w = (w(n))nez vérifie la condition (W) si

w(n)=(1+n)* (n>0)
w(—n)
(T4 n)

(W)

la suite ( ) est croissante,
n>0
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et qu’il vérifie la condition (A) si
w(—n) = O(ea\/ﬁ) (n — +00), pour tout € > 0. (A)

Soit w = (w(n))n ¢z un poids vérifiant les conditions (Ws) et (A). On a alors I'inclusion
A, (T) C ClN(T), et A, (T) est une algebre de Banach réguliere. Lorsque s = 0, les fermés
dénombrables de T sont de synthese spectrale dans A, (T) (voir [39]). Ainsi, dans ce cas, si
I est un idéal fermé de A, (T) tel que E = h%(I) est dénombrable, alors I = {f € A,(T) :
f=0sur £ } D’autre part, pour s quelconque, A. Atzmon a caractérisé dans [4] les idéaux
fermés I de A, (T) tels que h?(I) est réduit & un singleton. Le but de ce chapitre est de

caractériser les idéaux fermés I de A, (T) tels que hY(I) est dénombrable.

1.2 Idéaux fermés I de A,(T) tels que h°(I) est dénombrable

On définit une suite de fonctions (en) déja introduite dans [39], par

n>1’
a—1

a—1-1
n

(n>1), (1.2)

€n =

ou « est la fonction 2z — z.

Lemme 1.2.1. Soient B un réel tel que 0 < B < 1 et j un entier positif. Alors pour tout
réel x tel que 0 < x < 1, nous avons l'inégalité suivante :

400 . ; ;
+1)B$J e’
1+ k)Pt < U .
St U
=J

Démonstration. Soit x un réel tel que 0 < x < 1, posons

Ix (j + 1)Pai i+l

_ Bk _ _
f($)—kz:(1+k)$ 1— 2 (1—z2)ftL
=j
En développant en série les fonctions x — 1 et T — W, on montre que
—x —x

+00 '

f(.’L‘) _ Zak$k+]7
k=1

avec a; = (7 +2)% — (j +1)% — 1 et pour k > 2,

(6+1)...(ﬂ+k—1)'

ap=(k+j+1)° —(j+1)° - oD

Il est facile de voir que a1 < 0. Pour démontrer ce lemme, il suffit donc de montrer que
pour tout k > 2, ar < 0. On commence par remarquer que, pour tout k£ > 2, la fonction
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B+1)...(B+k—-1)

t (k+t+1)°% —(t+1)° - 1)

est décroissante sur [—1,+00). Par

conséquent, pour tout k£ > 2, on a

(B+1)..(B+k=1)

<k —
W= (k—1)!

(1.3)

Puisque f < 1,0n a (1 + t)ﬂ < 1+ fBt, pour tout réel ¢ positif. En utilisant cette inégalité,
on obtient

(ﬁ+1)(,]%._(ﬁ1)—|!-kf_1) - (1+ﬂ)(1+§)...(1+%)

(1+1)5(1+%)6...(1+ﬁ)ﬁ:kﬁ.

Vv

On déduit alors de cette inégalité et de (1.3) que pour tout k > 2, a < 0, ce qu'il s’agissait
de démontrer. O

Lemme 1.2.2. Soient 0 < 3 <1 un réel et w = (w(n))neZ une suite vérifiant la condition
(Wg). Alors pour toute fonction f dans A, (T) telle que f(1) =0, on a

Iten =1 f]l,, < 311711, (1.4)
et ngrfoo |(en = 1) 1|, =0.

Démonstration. Soit f dans A, (T) telle que f(1) = 0. En écrivant f = f — f(1) =

+oo )
> f(H)(a? —1), on voit que (1.4) sera démontré si on vérifie que
j=—o00

[(en = D(@ = 1)||, <3w(l) (j €2)
Soit n > 1. Un simple calcul montre que

—+00

1 n \k
B )
en n—i—lz n+1 @
k=0
et . N
: 1 Sy n \k 1 Sy n \k
R 1 3{ L0 L S
(en (e ) n—i—lz n+1 « +n+1z n+1 “
k=0 k=0
Supposons que j > 0. On a
j—1 i +oo
, 1 2 n \k (ntlyi 1 n \k
-1 J_1 — (7) k \n / - ( ) k
(en (o ) n+1 n+1 ot n+1 Z n+1 @
k=0 k=j
-1

et oo 00 -0, = Y () e+ B S () ey
k=j
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1\J ] 1N\J
On déduit alors des inégalités (i> —1 < min (1,1)(n+ ) et du lemme 1.2.1
n n n
appliqué pour = = L, la majoration suivante :
n+1
j Lo~ (n 5 4 min (L2 (0 +1)° 8
J(en = e = D], < ’;0 (n+ 1) (1+ k)? + min (1,5)((3 +1)% + (n+1) )(1.6)
Jj—1 n &
En observant maintenant que . kz_:o (n n 1) (1+ k)ﬁ <(1 +j)5, et en distinguant les

cas j <netj>n+1, on obtient
[(en — D)(o? = 1)]|, < 3(1+4)7 = 3w(j).

Supposons maintenant que j < —1. On a

—1 . n —3 400
N I > () et . (g) o
el =1 = o> (yg) @ 2 ) e
k=j k=0
—1 . n —97 400
, 1 n \k-J 1— (7)™ no\k
en - D@ - 1), = (N LS vl o L LT
e H(e )« )Hw n+1ij n+1 w(k) + n+1 kzo n+1 (1+k)

Avec les mémes arguments que ceux utilisés précédemment, on obtient

—1 i .
H(en—l)(aj—l)Hw < nilkzg(nilyc w(k)—i—Qmin(l,—%)(n—l-l)ﬂ (1.7)

Grace aux hypotheses faites sur le poids w, on a (1 + [1])? < w(j) et w(k) < w(j) si
j <k < —1. On en déduit alors que

[(en — (@ = D), w(j) +2(1 + 15)°
3w(j).
On vient donc de démontrer que pour tout j € Z,

[(en — 1)(a? = 1)[|, < 3w(j),

IN A

Tm )
ce qui entraine (1.4). Pour (1.5), on pose fr, = >, f(j)(a? —1), de sorte que liI}rl | f-
. m—-0Q0

j=-m

mew = 0. On a alors en utilisant (1.4)

lten =Df]l, < llen =D, + llen =D& = fn),
ten = D finll,, +3[1F = Fmll,.

De (1.6) et (1.7), on déduit que pour j € Z, lir_sr_l H(en —1)(a’ - l)Hw = 0, ce qui entraine
n—-+0oo

VANVAN

que nEToo | (en — l)mew = 0. Il est maintenant facile de voir que HEIEOO | (en — l)wa =

0. g
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Le lemme suivant va nous permettre d’étendre ce résultat & des suites vérifiant la
condition (Wy), pour n’importe quel réel s positif.

Lemme 1.2.3. Soit w = (w(n)) une suite de réels positifs telle que :

ne”

(i) les suites (w(—n)) et (w(n) > sont croissantes.
1+4+n /neN 14+ n/nen
(i) 0 < mf LOFD e ED
neZ w(n) nez w(n)
. cwin+1) wn+1) , ,
0 te A= inf ——= et B = —, et définit | t =
n note inf () e Zlelg o) et on définit la suite wy (wl(n))nez
par
=200 e
wi(n) = n .
' 1+ [n]

Alors on a les deux propriétés suivantes : R
1) On a la double inégalité AHf’le < Hwa < |f(0)‘ w(0) + SBHf’le

2) Soit f dans A, (T) qui s’annule au point 1, alors

est dans Ay, (T), ot a: 2z — 2.
a_

~

Démonstration. 1) Cela découle immédiatement de la relation f/(n) = (n+1)f(n+1) (n €
7).

2) Soit f dans A, (T) qui s’annule au point 1, on écrit f = > f(n)(a™ —1), d’ou

-1 +o0
‘il:— Yo fm)et+. e )+ Y f)(1+ . e ).
n=1

n=—0oo

Ainsi

H

Comme les suites (wl(—n))neN et (w (n))neN sont croissantes, on déduit de (1.8) que

H

i \f(n)\(w1(n)+ At wi(— ) Z\f ( .—l—wl(n—l)), (1.8)

-1

< Y [fm)]Inlen) +Z|f )| nwi(n)

n=—oo

“+oo

Z‘ ‘w < +00.

n=—oo

IA

O

La proposition suivante montre que si le poids w satisfait la condition (Wjs), alors
lalgebre A, (T) vérifie la condition de Ditkin analytique forte au sens de [6].
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Proposition 1.2.4. Soit zo € T et w un poids satisfaisant (Ws). On pose

a— 2o

[s]+1
Up,zg = (O‘_(:H“}I)ZO) (n>1), (1.9)

Alors pour toute fonction f dans A, (T) telle que f*) () =0 pour 0 < k < [s], on a

lim || (up,z —1)f||, = 0.

n—-+00
Démonstration. Dans cette démonstration on posera p = [s] et on notera, pour 0 < k < p,

wp = ((,uk(n))nEZ la suite définie par

e
) = e

On remarque que uy, »,(2) = un,1(Z02) (¢ € T) et que si on pose g(z) = f(z02) (z € T), alors
g®) (1) =0, 0 < k < [s] est équivalent & f*)(29) =0, 0 < k < [s]. De plus on a 1'égalité

ICunzo = D, = [[(wns = Dgll,.

Donc, sans perte de généralité, on va supposer que zg = 1. Pour simplifier les notations,

on notera u, 1 par u,. On a u, = e%“ (n > 1), ou e, est la fonction définie en (1.2). En
utilisant les relations e, = n(a—1)(e, —1) et (a—1)el, = —(e, —1)e,  (n > 1), on montre
facilement par récurrence que pour tout k dans {0,...,p}, on a
en — 1
(1t — 1)) = ka<en) (n>1), (1.10)

ol Py est un polyndéme ne dépendant pas de n et de degré inférieur ou égal a k + p. Soit
maintenant f dans A, (T) telle que f*)(1) = 0 pour 0 < k < [s]. D’apreés le lemme 1.2.3,
il s’agit de montrer que

i [ -1, o By
lim [(un/—\l)f] (k)=0 (0<k<p-1). (1.12)

n—-4oo

Les conditions (1.12) se montrent facilement & 1’aide du théoreme de convergence dominée,
il reste donc & montrer (1.11). En utilisant la formule de Leibnitz et I'identité (1.10), on
obtient

> (Z) (en — 1)mpk(en). (1.13)
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Or les hypotheses sur le poids w nous permettent d’utiliser le lemme 1.2.3 qui nous assure
que
fo=k)
(o —1)%
De plus, w, vérifie la condition (Wg) avec § = s — p. On déduit alors du lemme 1.2.2
que si g € A,,(T) et g(1) = 0, alors HengHw < 4HgHw (n > 1). Et comme pour tout
p p

€A, (T) (0<k<p).

k € {0,...,p}, la fonction (if)  S’annule en 1, on peut alors trouver une constante
C > 0 indépendante de n et de k telle que
f=F) Fr=k)

|(en - Dy Baten)]|, = Clen 0=, (1.14)

De plus, toujours d’apres le lemme 1.2.2,
lim H f(p 0 <o (0 <k <p).
n—+o00 (a—1)Fllw, -
Par conséquent, on déduit alors de (1.13) et (1.14) que
S| L0
O

Nous faisons une remarque élémentaire qui fait I’objet du lemme suivant :

Lemme 1.2.5. Soit s un réel positif et w un poids vérifiant la condition (Wg). Soit zo € T, p
un entier tel que 0 < p < [s], et f € A, (T). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(7’) f(ZO) =...= f(p)(ZO) =0.
(ii) | € (a@ — 2P L A,(T) .

Démonstration. (i) = (). Soit f € A, (T) telle que f(z0) = ... = f)(29) = 0. On peut
écrire
(p)
f o= TG - a2 — .- L2y
“+oo
= Z fn) (a — 2 = a—2) — ... — n(n—l)...p('n— (p_l))zg p(a—zo)p>.

n=—oo

On pose alors

fm— Z f ( . _nzg l(a_ZO)_”'_n(n_l)"'(n_(p_l))zg p( _ZO)P)‘

|
n=-m p:
-1)...(n—(p—1
Pour chaque n, o™ — 2 —nzd o — 2) — ... — n(n—1) ('n (p ))Zo Pla—2z)P e
p!

(o — 29)PT A, (T), ce qui entraine que f,,, € (a — 20)PT' A, (T). D’autre part, il est facile
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de voir que (fm), -, converge pour la norme | [, vers f — f(z0) — f'(20)(cx — 20) — ... —
P ()
1 =/
p!
L’implication (ii) = (i) découle immédiatement du fait qu'une fonction f € (a—zg)P*1 A, (T)
satisfait f(z0) = ... = f®)(z) = 0, et du fait que pour 0 < k < p, les fonctionnelles
f— f®)(2) sont continues de A, (T) dans C. O

(= 20)P

Nous avons le résultat suivant qui est di & A. Atzmon (deuxiéme partie de la proposition
6 de [4]) et que I'on peut énoncer sous la forme suivante :

Proposition 1.2.6. ([4]) Soit w un poids vérifiant les conditions (W) et (A). Soit I
un idéal fermé de A,(T) tel que hO(I) = {z0}. Alors il existe j dans {0,...,[s]} tel que
I={fe€Au(T): flz0) == fW(z) =0}

Démonstration. Soit I un idéal fermé de A, (T) tel que h%(I) = {zp}. Pour simplifier les
écritures, on suppose que zg = 1. On note

T+ Aw(T) — A, (T)/I
la surjection canonique. Soit 7' opérateur défini sur A, (T)/I par

T: 7,(f) — mu(a)m,(f),

ol a: z — z. Pour tout n dans Z, on a ||T"|| < w(n). On a donc

17" = o((1 +n)**1) (n — +o0)

HTan = O(ee‘/ﬁ) (n — +00), pour tout ¢ > 0.
De plus, le spectre de T est égal a {1}. D’apres le théoreme 1 de [4] (voir aussi le théoreme
5.1 de [41]), on a (T — Id)I*1 = 0, ott Id désigne I'opérateur identité sur A,,(T)/I. Soit j le
plus petit entier positif tel que (T — Id)’*! = 0. On pose I; = {f € A,(T) : f(z0) =+ =
9 (z0) = 0}. Nous allons montrer que I = I;. On a (m, (o) — 1)1 = 0 et (m, () —1)7 # 0.
Ceci montre que (o — 1)7*t € I et que les (m,(a) — 1)¥ (0 < k < j) sont linéairement
indépendants. En effet, supposons que

ap + a1 (mu(a) — 1) + ... + aj(my(a) — 1) = 0. (1.15)

On multiplie cette égalité par (m,(a) — 1)7 et on obtient ag(m, () — 1)/ = 0, puis ag = 0.
L’égalité (1.15) devient alors

a1 (Tu(@) — 1) + ...+ aj(my(a) — 1)7 = 0.

On multiplie cette derniere par (m,(a) — 1)’~! et on obtient a; = 0. On réitere alors le
procédé pour montrer finalement que ap =a; =... =a; = 0. On a vu que (a — 1)l er

Par conséquent on a (o — 1)7T1 A, (T) Il C I, et donc I; C I d’apres le lemme 1.2.5. Soit
maintenant f € I, on pose
f()

QZf—f(l)—T(a—l)—

f(j)(l)
_ i

(o — 1), (1.16)
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Il est facile de voir que g € I, et donc que g € I. Ainsi 7,,(g) = 0. Comme f € I, et donc
7w (f) = 0, on déduit de (1.16) que

f()
1

() ,
(mp(a) = 1)+ ...+ fjj!(l)(ﬂw(a) -1y =0.

S+
Les (mu(a) — 1)¥ (0 < k < j) étant linéairement indépendants, on en déduit que

fO=rm=...=190=0o
ce qui prouve que f € I;. Finalement on a I = I;, ce qu’il fallait démontrer. O

Les propositions 1.2.4 et 1.2.6 permettent de montrer que A, (T) vérifie la condition
de Ditkin forte. Rappelons d’abord cette notion, introduite dans [6] dans un cadre plus
général. Soit w un poids vérifiant la condition (Ws). On dit que A, (T) vérifie la condition
de Ditkin si pour toute fonction f dans A, (T) telle que f(1) =... = fED(1) = 0, il existe
une suite (7,) _, d’éléments de A, (T) telle que

(i) Pour tout n > 1, 7,, = 0 sur un voisinage de 1.

(i) lim |[(m —1)f|, = 0.
Et on dira que A, (T) vérifie la condition de Ditkin forte si la suite (Tn)n>1 peut étre choisie
indépendamment de f. Nous avons alors la proposition suivante : B

Proposition 1.2.7. Soit s un réel positif, et w un poids vérifiant les conditions (W) et
(A). Alors Ualgebre A, (T) vérifie la condition de Ditkin forte.

Démonstration. On déduit de la proposition 1.2.6 et de la proposition 1.1.2 que
Jo(1h) = {f € Au(m) s f(1) =+ = FED (1) = 0}, (1.17)

Considérons la suite (un)n>1 définie en (1.9). Pour tout n > 1, u, € {f € A,(T) : f(1) =
o= fDa) = 0}. Compte-tenu de (1.17), il existe donc une suite (Tn)n>1 déléments de
A, (T) telle que

(i) Pour tout n > 1, 7, = 0 sur un voisinage de 1.

(i) Hun - TnHw < o
Il est alors clair que pour toute fonction f € A,(T), on a ngrfoo H(Tn — l)wa =0, ce qui
prouve, avec (i), que A, (T) vérifie la condition de Ditkin forte. O

Avant d’établir le résultat principal de ce chapitre, nous avons encore besoin d’un lemme
et de la notation suivante : si f est dans A, (T), et I un idéal fermé de A, (T), on pose

1(f) = {g € AuT): fge T},

Observons que I(f) est un idéal fermé de A, (T) tel que I C I(f), et par conséquent
satisfait hY(I(f)) C h°(I). On a le résultat suivant :
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Lemme 1.2.8. Soit w un poids vérifiant (W) et (A), et I un idéal fermé de A,(T) tel
que hO(I) posséde un point isolé zo. Soit k = max {j € {0,...,[s]} : 20 € hI(I)}. Alors il
existe g dans I de la forme g = (a — 20)* 14, avec 1 € A, (T) et 1(z) # O.

Démonstration. Le point zy étant isolé dans h°(I) et 'algebre A, (T) étant réguliere, il
existe ¢ € A, (T) telle que

b= 1 sur un voisinage de zg
1 0 sur un voisinage de h°(I)\{z0} °

La fonction (1 — 1))t s’annule sur un voisinage de h°(I). L’algebre A, (T) étant régulicre,
on déduit de la proposition 1.1.2 que 1 — ¢ € I(¢). Ceci prouve que h(I(¢)) C {z}.
Puisque ¢ ¢ I, on a I(¢)) # Ay (T), et donc h°(I(v)) = {z0}. Par conséquent, comme w
vérifie les conditions (Wy) et (A), on déduit de la proposition 1.2.6 qu’il existe un entier -,
0 <~ <[s], tel que

1Y) = {f € Au(T): fz) =+ = fD(z0) = o}.

Comme I C I(¢)), on a v < k. D’autre part (o — 20)?*! appartient & I(3), et donc la
fonction g = (o — 29)Y+ appartient & I. Comme, par définition de k, on a ¢ (z) = 0
pour tout ¢ € {0,...,k} et que ¥(29) # 0, on a v > k. Donc v = k, et la fonction g ainsi
définie convient. O

Théoréme 1.2.9. Soit w un poids vérifiant (Ws) et (A), et I un idéal fermé de A, (T) tel
que h°(I) est dénombrable. Alors

I= {f € Au(T): f9 =0 surhi(I) (0<j< [s])}.

Démonstration. Soit I un idéal fermé de A, (T) tel que h°(I) est dénombrable, notons
J = {f € A,(T) : fU) =0sur hI(I) (0<j< [s])} L’inclusion I C J étant évidente,
il reste & montrer l'autre. Soit f € J, nous allons montrer que I(f) = A, (T). Soit 2y €
hO(I)\REN(I) et k € {0,...,[s] — 1} tel que zg € K*(I)\R**1(I). On déduit du lemme 1.2.5

que J C (o — 2z)F+1A,(T) | ”W, et donc il existe une suite (fy,)m>0 de fonctions de la forme
fm = (a0 — 20)** 1oy, avec ¢, € AL(T), telle que liIE Hf - mew = 0. De plus, comme
m—-+00

20 ¢ hIEN(I), le point zy est nécessairement isolé dans h°(I). Donc d’aprés le lemme 1.2.8,
il existe g dans I qui s’écrit g = (o — 20)* 19 avec ¢ € A, (T) et ¢(z) # 0. Posons alors

Uy = omg = fm  (m > 0).

On a pour tout entier m > 0, ¥,,, € I et hIJIrl H\I/m — waw = 0. Comme [ est fermé,
m—-+00

on a donc fy € I, cest-a-dire ¢ € I(f). Par conséquent, zo ¢ h°(I(f)) (car 1(z) # 0).
Finalement, on en déduit dans un premier temps que

WO(I(f)) c hE(D). (1.18)
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Supposons que h° (I(f)) # 0, alors h°(I(f)) admet un point isolé &. L’algebre A, (T) étant
réguliere, il existe une fonction ® telle que

o 1 sur un voisinage de &,
~ | 0 sur un voisinage de h°(I(f))\{&} °

On pose Ly = {h € A,(T) : h® € I(f)}, 'idéal de division de I(f) par ®. Ona 1—® € Lg,
et donc h%(Lg) C {&}. Comme w vérifie les conditions (A) et (Wy), on déduit de la

proposition 1.2.6 qu’il existe v dans {0,...,[s]} tel que {f € Ay(T) : f(&) = - =

fO (&) = 0} C Lg. Par conséquent la suite (“m&o)n>1 définie en (1.9) appartient & L.
Donc, pour tout n > 1, upe,® € I(f), soit upe,®f € I. D’apres l'inclusion h°(I(f)) C
RISI(I) établie en (1.18), on a f¥)(&y) = 0 pour 0 < k < [s]. Et comme le poids w vérifie la
condition (Ws), on déduit de la proposition 1.2.4 que lif}rl H(unf0 — 1)wa = 0. Puisque
n—-roo
Uneo®f €I(n>1) et lirf Hun@@f - CIJwa =0,ona ®f € I, ce qui contredit le fait
n—-roo

que & € hO(I(f)). Finalement on a montré que ho(l(f)) = (), et donc I(f) = A,(T), ce
qui signifie exactement que f € I. O

Remarques :
1) Soit w un poids vérifiant (Ws) et (A). Le théoreme 1.2.9 montre en particulier que
si F/ est un fermé dénombrable de T, on a

LUD:{feAJD:f@D:Q”wﬂmuﬁzo}

En d’autres termes, une fonction f est de synthese spectrale dans A, (T) pour E si et
seulement si fg) =0(0<k<[s]).

2) Notons que dans certaines algebres de Banach, la structure des idéaux fermés est
semblable a celle des idéaux dans le théoreme 1.2.9. Considérons, pour un entier p positif,
CP([0,1]) lalgebre des fonctions p contintiment dérivables sur [0,1]. H . Whitney a montré
dans [38] que I est un idéal fermé de CP([0,1]) si et seulement si il existe des fermés
E, C...C Ey tels que

1={rec’(o.1): fY=0sw B (0<k<p}



Chapitre 2

Le Cantor triadique est de
synthese spectrale dans A(T)

2.1 Introduction

Dans le cas particulier ou le poids w est défini par w(n) = (1 4 |n|)® pour tout n €
Z, avec s un réel positif, on note (A4(T), || |s) lalgebre (Ay(T), | |lw). On remarque que
Ap(T) = A(T) n’est rien d’autre que I’algebre de Wiener. Soit E un fermé de T. On note
également I5(F) et Js(E) les idéaux I,(E) et J,(E) définis au chapitre précédent. Soit

c sy = - n dennit le parralt symetrique assocle a ¢, note , par
¢ <02)Od’ﬁ'tl fait symétri ié & €, noté Ee

“+o00

Ee = {exp (2im(1—¢) Zenfnfl) tep=0o0ul (n> 1)}

n=1

1
Pour £ = =, c’est le Cantor triadique. Soit ¢ > 3 un entier. C. S. Herz donne ([19]) un critere
qui permet de montrer que E'1 est de synthese spectrale (definition 1.1.2) dans l’algebre de
q
Wiener A(T) (voir aussi [22]). On montre, en étendant ce critere, que E1 est de syntheése

q
spectrale dans A4(T), pour tout entier positif s. Comme on I’a vu au chapitre 1, ce résultat
signifie que si I est un idéal fermé de A4(T) tel que h(I) = El, alors I = I (El) Notons

que 'on obtient dans le chapitre 4 un résultat sur les fonctlons qui vérifient la synthese
spectrale pour F1 dans les algebres A, (T) pour des poids plus généraux. On rappelle que

q
[s] désigne la partie entiere de s. On montre que l'on peut approcher n’importe quelle

fonction f de A4(T) par une sulte de fonctlons (fn)n>2 dans Ag(T) qui sont polyndmiales
2tk

par morceaux et telles que f interpole f(4) aux points e N , pour tout k € {0,...,N—1}
et j € {0,...,[s]}. Les fonctions fx sont de la forme
[s] N—1
; 2k7r 2'Lk7'r
MCOE Py ox (t = =) fP (e), (2.1)
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ou Pj. (pour j € {0,...,[s]} et 0 < &€ < m) est une fonction 27-périodique donnée sur
[—m, 7| par la formule

[s]—3
(e =P, [s]+F\ ki
Po(t) =4 jreren ! kZO o )e Tt pouwrte0e]
0 pour ¢ € [e, 7]

et Pj.(t) = (=1)Pj.(—t), for t € [-,0].

2.2  Quelques lemmes préliminaires

Nous aurons besoin de formules de combinatoire qui font ’objet des trois lemmes sui-

n n!
vants. Soient n et k des entiers, on rappelle que = ——— 510 <k <n et que,
k (n— k) k!
n m
par convention, < k> = 0 sinon. On conviendra également qu’une somme ” » 7 est nulle
k=n

sim < n.

Lemme 2.2.1. Nous avons les formules suivantes :
1) Pour tous entiers positifs p, J et k tels que 0 < k < p,

jé(—l)pﬂ‘ (i:i‘:) (j +1;— J> _ <k +Z— J) 02

2) Pour tous entiers positifs p, A et j tels que 0 < j < p,

(0000

3) Soient p, k et J des entiers positifs, et posons

J .
N T
S(p,hJ):Z(—l)J(.)( p 9>.
g j p
Alors
<k+Z_J> si 0<J<p

S(p.k,J) =14 " si prlsJ<ptk gy

(—1)P+t EJ: (—1)]’(‘7)(‘7'_]{_1) si ptk+1<J

j=k+p+1 J p
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P .
p—k _
Démonstration. 1) Posons f(k,J) = g (—1)Pt (p > <] tP J). En utilisant le fait
=k

p—1J p
—k—-1 —k —k—-1
que(p . ):( p- )_(p ) )pourjzk—i—l,onobtient
p—J p—j+1 p—j+1
flk+1,J+1) = fk+1,J)—f(k,J) (ke{0,...,p—1}). (2.5)
On voit facilement que (2.2) est vérifiée pour k = p, et on montre, en utilisant (2.5) et une
récurrence sur k, qu’elle est vérifiée pour tout k € {0,...,p} et tout J.
P
k —k
2) Posons ¢(j,p) = Z ( > (p ) On vérifie facilement que
= \A/\p—J

9(0,p) = (;1): (p_+A1>
g(p,p) = Z<A> = (;)jil) . (26)
0Gip) = 9G-Lo-D+glp-1, (217l ...p—1)

Le résultat découle alors de (2.6) en faisant une récurrence sur p.
3) Soient p, k et J des entiers positifs, on pose

QP)(1) _ i(_l)j<J><k+§—j>+(_1)P i (—1)J<‘;>(j—§—1>

P =\ jop1
_ ji%(_”j ()Y« (_1)pj§+1(_1)j (07 e

en tenant compte des conventions faites plus haut. D’autre part, on a

J
(T .
Q T — -1 Jmk-i—p—J -1 J—]( ‘>xJ—]
(x) (1) Z_:( ) j
7=0
= (=) (1 —z) 2t
et on montre facilement, en utilisant la formule de Leibnitz, que

Q(I;(l) _ (k +§—J>' 2.8)




18 LE CANTOR TRIADIQUE EST DE SYNTHESE SPECTRALE DANS A4 (T)

On déduit de (2.7) et de (2.8) que
S(p,k,J) = (k +i_ J) - (—1)pj:§+l<—1)j (‘;) (j a ]Ij - 1). (2.9)

Le résultat découle alors de cette égalité, en tenant compte des conventions faites avant le
lemme 2.2.1. O

Lemme 2.2.2. Soient p, j et J des entiers positifs tels que 0 < J <2p+1 et 0<j <p.
Posons

c(j, J) = ;H)V(i) (2p+1— )10 kz:; <p+]; _j> (p:).
Alors
(G, J) = (—1)P J1 (2p+ 1 — J)! zp: (_1)k<p+’; - j) <2p +]’1+_1J ) k) (2.10)

k=p—J
De plus, sip+1<J <2p—j, alors c(j,J) = 0.

Démonstration. Un calcul immédiat montre que, pour tout k£ > max (0,p — J) et 0 < v <

2p+ 1,
J k JE (p+1)! (2p+1—v\[k+J—p
2p+1—v)lv! = 7
@+ VW(V)(}?—V) (J+k‘—p)!< p+1 vitk—p)

de sorte que
p . J
. p+k—j k! (2p+1—u><k—|—J—p)
,J) = J (p+1)! E —_— g 1) .
(3 J) (p+1) ( D )(J+k—p)! (=1) p+1 v+k—p
k=max (0,p—J) v=p—k

En effectuant le changement de variable v — k — p + v dans la seconde somme, on obtient

D .

,J)=J(p+1)! ——(-1)*PS(p+ 1k, k+ J —p),

i =neen > (TR ) s )
k=max (0,p—J)

ou S(p+ 1,k k+ J — p) est définie dans le lemme 2.2.1. Et toujours d’apres ce lemme,

2 1-—
comme 0 < J<2p+1,onaSp+1,kk+J—p) = ( p+k J).Donc

i ) — (1) - w(PHE=g\(2p+1-J k!
Go=craesn S ) )
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Puis, pour tout k£ > max (0,p — J), on a l'identité suivante :

wr1-J\ R p+1
1! —— = (2 1—-J)!
(p+ )< k )(J+k—p)! (2p+ )<2p+1—J—k>’

de sorte que
P .
N Y k(P Thk—J p+1
o) = (1P R 1= 3 ("N, )

ce qui prouve la premiere partie du lemme. Maintenant si p 4+ 1 < J < 2p — j, un calcul
immédiat montre que

p+k—j p+1 . p+1  Ip+k—jg\(2p+1—-j—J
p 2p+1—k—=J) 2p+1-j—J\2p—j—J)\2p+1-J k)
de sorte que pour p+1 < J < 2p —j,

L+ 1) 2p+1—J z”: p+k—j\[(2p+1—j—J
2p+1—j5—J 2p—j—J 2p+1—-J—-k/)

c(j, J) = (=1)°

k=p—J

En effectuant le changement de variable k — 2p+ 1 — J — k, on obtient, pour p+1 < J <
2p - ja

, +1)J'2p+1—-J)!
1p+1+.](p
(G, J) = (1) RE—

Et d’apres le lemme 2.2.1, S2p—j—J,p+1,2p+1—j—J)=0. O

S2p—j—Jp+1,2p+1—75—J).

Lemme 2.2.3. Soient p, A et J des entiers positifs. Posons

=32 () 5 () ()

Alors
P .
pz <p+1)<J+p—J) G 0<J<p
= p
T(p,A,J)=¢ 0 si p+1<J<p+A .
. k-1
P+1Z<> Z —1)3('J,><J K > si prA+1<J
. J P
J=k+p+1

Démonstration. Soient p, A et J des entiers positifs. On déduit du lemme 2.2.1 (plus
précisement de la formule (2.9) obtenue au cours de la preuve) que

£ ) S £ (0 e

=0 Jj=k+p+1
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Maintenant, la formule (2.2) du lemme 2.2.1 montre que
p P p .
k+p— J> (kz) ~<p—k>(j+p—]>
— —1)ptJ ‘ )
50 = 5l nem G

On intervertit alors les deux sommes et on uitilise la formule (2.3) du lemme 2.2.1 pour

obtenir
EOCT) - ergr()e )

Jj=

On reporte cette expression dans (2.11) et le résultat en découle immédiatement, en tenant
compte une fois de plus des conventions faites. ]

Lemme 2.2.4. Soient p, j et v des entiers positifs tels que v > p+1 et j < p. Soit z € C.
On pose

p .

ptk—y

ICIEND S G
k=v—p—1

p

; +1 k -
_qywp-ltk (1 4y (P _ —z  (_1)tvtlge
< et o (P S () e e
puis on définit les deux fonctions suivantes :

p zj

U,(z) = f'Aj,,,(z) (z€C)
=0
2p+1

et Tj(z) = Z vz VLA, (2) (2 €CF).

v=p+1

1) La fonction x — A;,(iz) est bornée sur R.
2) La fonction z — 277~1W,(2) est bornée sur tout voisinage borné de 0.
3) La fonction z — 2'T'j(z) est bornée sur tout voisinage borné de 0.

Démonstration. 1) C’est immédiat.
(J)(

2) Puisque ¥, est entiere, il suffit de montrer que ses coefficients de Taylor VJ'

sont

nuls si 0 < J < v. Pour cela, on écrit

we) = 588 o e () (00

k=v—p—1 p

B ij‘ i 1<p+k_j><y_i_1>(6_Z+(_1)j+y+lez)'

k=v—p— p
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On obtient alors facilement

v(0) = zp: (1) PR (1 4 (<) <p +k— J) (;: 4__ ]i)

k=v—p—1 p
- (( 1 J+ V+1)T(p7y—p—1’J)7 (212)

ou T(p,v —p—1,J) est défini dans le lemme 2.2.3. D’apres ce lemme, si 0 < J < p, on a

zp: <p+k—J)(1)p+k(1;jli> =T(p,v—p—1,J).

k=v—p—1 p

On déduit donc de (2.12) que si 0 < J < p, alors o) (0) = 0. Puis, on remarque que si

k—J
p+1<J, on aalors (p—i— =0 pour tout k < p. Deplussip+1<J<rv—1,on
p

aT(p,v—p—1,J) =0 d’apres le lemme 2.2.3. On déduit donc de ces observations et de
(2.12) que

0 si 0<J<v—1
\I/,(,J)(O)Z{ (1) 4 () T w —p— 1,0 si V<) . (213)

En particulier, si J < v, alors \1,1(;7)(0) =0.

3) Posons v;(z) = 2?P*2T';(z). La fonction ~; est entiere. Pour montrer 3), il suffit donc de
()

montrer que ses coefficients de Taylor jT sont nuls si 0 < J < 2p+ 1 —j. Pour cela,

on écrit
2p+1 p .
j - 1
V() = Z P Z (=1)77PTIR (1 4 (—1)F T <p +k J> <p + k>
v=p+1 k=v—p—1 p v—=
2p+1 D g . ‘
- X 3 (p J)( e e
v=p+1 k=v—p—1 p v=p-—
- g & p 2p+1—-v—k
v=0 k=p—v
p P
+ k- k - .
MDICEIEVIEDS (p J)( )<e b e,
v=0 k=p—v b—v
Sio<J<p,ona
p .
(J) = 1(2 1—-J pJ+k;1 17 p+k—3j p+1
;0 (0) JI(2p + EP:J (14 (=1)77) ) o

— (D7 + (1Y) e(5 ),
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et si J > p+1, on a seulement
J i .
1(0) = =((=1) + (=1) (3, 1), (2.14)

ou ¢(j,J) est défini dans le lemme 2.2.2. Puis on déduit de ce lemme que 7§J) (0) = 0 pour

tout 0 < J < 2p — j. Pour achever la preuve, il suffit de remarquer que (—1)7 + (=1)9 =0

quand J = 2p + 1 — 4, de sorte que ’yj(?p“_j)(O) =0. O

2.3 F: est de synthese spectrale dans A,(T)

Lemme 2.3.1. Il existe une constante positive K telle que pour tout entier N > 2,

Ifnlls < Kllflls,  (f € As(T)).

Démonstration. 11 est facile de voir qu’il suffit de montrer cette inégalité pour f(e') =
e (n € Z). Dans un premier temps, calculons les coefficients de Fourier de chaque Pj..
Pour cela, posons

—g)sH1gr g
w={ T S e, e

de sorte que

_yls g
Pj.(t) = (thm ([ ];k>e—kgj+k(t) (t € ]0,e]). (2.16)

k=0

Une intégration par parties montre que pour tout m dans Z\{0},

~ 1 [ i
gr<m) = Py ) gr(t)e g

1 2[s]+1

1 v v —im.
= 5 Z W(gﬁ)(o)—gﬁ)(@@ €>'
v=0
Et un calcul immédiat montre que

97(»11)(0) _ <[S] + 1) ol (_6)1”—(11—[5]—1)

v—r
(v) - " 1 er—(v=I[s]-1)
et g/ () = v ls]—1 vlie .

Soit m dans Z\{0}. On a

D | (G GOt B N
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q

Comme Pj.(—t) = (1) P;.(t) (t € [0,¢]), on a

— —)E I s ek -
Pje(m) = (jvg%s}ﬂ (Hk £ k<9j+k(m>+(_1>]9j+k(_m)>
’ k=0
g1 b8l (sl Lk
_ (—1)[ 1+1 Z:] <[S] + k> 57]6 z:] v! €j+k7(1/7[s]71) %
27Tj!8[s}+1 prt k Nt (Z'm)wrl
_1\v—[s]-14j+k _1\jt+v+1 [S]+1 N Jt+Ek —ime _1\JH+v+1 jime
(= (1 o) (B Y (TR ) (e ciprtem) |

En intervertissant les deux sommes et en effectuant le changement de variable k +— k — j,
on obtient

2[s|+1 min([s],v .
5 G i IR §’<[s1+k—J>X

Pjc(m) = : i €
) | v+1
27! o (im) b1 [s]
X +1 k X . X
1 v—[s]—1+k (1 1 j+V+1) [8] - ( —ime _1)Jitv+l zms) )

<[ ) (WD () e o

On remarque alors que chaque terme de la premiére somme est nul si v € {j,...,[s]}. En
k .

effet, si j < v < [s], alors <1/ - 1) = 0. De plus, pour v = j, (1 + (—1)””“) = 0.

Et si j+ 1 < v < [s], on montre, en effectuant le changement de variable k — v — k et

en utilisant la formule (2.4) du lemme 2.2.1, que g (—1)* <[S] +l<:1> <[S] +{? B ‘7> =
v— s
k=v—[s]—1

(—1)"S([s],v — j,[s] + 1) = 0. Donc, si m € Z\{0},

- Cq\[s]1 20slHL Ul . [s] s .
Pjg(m) _ ( 1) Z ! j—v Z ([ ]+k .7) «

&
’ d . v+1
27(‘7' v=[s]+1 (Zm) k=v—[s]—1 [8]

. [(_1),,[8}1%(1 + (D) <[j]+kl> _ (V ) [’;] B 1) (7 + (—1)7+v+1eims>:|

(on aurait pu également invoquer le fait que Pj. est C [s1+1 par morceaux pour justifier qu’il

n’y ait pas de terme en m Y"1 dans ]SJ;(m)) quand v < [¢]).
N-1
Pour N > 2 et j € {0,...,[s]}, on pose Dg\j,) = Z f(j)(e%ﬁ)ém, ol 4, désigne la masse
N
k=0
, nous avons donc

de Dirac au point a. Pour f(e®) = et

D) (m) =

/\ N .
—(in)’ if m=n+pN (B€Z)
0 otherwise
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Donc sim=n-+ N (B €Z)et m+#0, on déduit de (2.1) que

[s] —

fn(m) = 2m ) DR (m)P; z (m)
=0
[s]+1 o 1 /2inmN\7 2L | 2immy —v—1 2imm
= (=1 Z%]'( N) %:IV'( N ) AJ?”(T)’ (2.17)
J= v=|[s|+

ot A, est la fonction associée a p = [s] définie dans le lemme 2.2.4. Nous allons distinguer
deux cas :
ler cas : N > 2|n|.

En intervertissant les deux sommes dans (2.17) et en observant que I = emfrvm, on
obtient
2[s]+1 . .
— 2emmy —v—1 2inm
_ +1
o = (0 50 W (TT) el (2.18)
vV=|s

ou U, est la fonction associée & p = [s| définie dans le lemme 2.2.4. On déduit de ce lemme
qu’il existe une constante positive Ky(v) (indépendante de n et de N) telle que

2inm 2inm\ v+l
< > 2).
()| <20 (F7) | W=
On déduit donc de (2.18) que
2[s]+1
— |n| l/+1
‘fN(m)‘ < Ko Z vl (W) ; (2.19)
v=[s]+1
ou Ky = max  Ko(v). Sim =n+ BN (8 € Z), on a [m| > [2|8] — 1||n|. I existe

[s]+1<v<2[s]+1
donc une constante positive K (indépendante de n et de N) telle que

2[s]+1

rN S 1 S
|[n(m)|(1+|m])* < K Z —— = nl
v=[s]+1 ‘QW - 1’
1 S
< ([s]+ 1)K,y [SH%SW. (2.20)
1216 - 1]
2¢me cas : N < 2|n|.
Dans ce cas, on écrit
e L 2inmyd i .
Flm) = (0SS ) T (), (2:21)

J=0
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ou I'; est la fonction associée a p = [s] définie dans le lemme 2.2.4.
Si|m| < N, on déduit de ce lemme qu'il existe une constante positive Ks(j) (indépendante
de n et de N) telle que

’Fj(Qi]TVnﬂ)’ < K()) ‘(22‘}7\)[177)—1'

On déduit donc de (2.21) que

(N >2).

[s] ,
— 1/ n|\J
‘fN(m)l < K2J§],(|m’) )

ou Ky = rna>[< | K5(j). Comme |m| < 2|n/, il existe une constante positive K3 (indépendante
0<j<[s
de n et de N) telle que, sim =n+ BN (8 € Z) et m # 0, on a

[Fn(m)|(1+ m))® < Kzlnl. (2.22)

Il sera utile pour la suite de remarquer qu’il n’existe au plus que deux entiers m de la forme
m =n+ SN avec |m| < N.

Si m| > N, il est facile de voir (en utilisant 1) du lemme 2.2.4) qu’il existe une constante
positive K(j) (indépendante de n et de N) telle que

‘I‘ ' (2im7r 2im7r> —[s]-2

0| < | (2 (v >2)

En utilisant des arguments similaires et le fait que N < 2|n|, on montre qu’il existe une
constante positive K% (indépendante de n et de N) telle que

— N \ [s]+2-s 1
Ixem| 0+ ml)y < K5 ()T el = Kyl
‘m| ’%+ﬁ‘[8]+2 s
1
En remarquant que dans ce cas ‘% + ﬂ‘ = |T7N”L| > 1, la somme Z W peut étre
B IN
majorée indépendamment de n et de N. Nous avons plus précisement
+00
S Inmr M|+t aNY < 285 (Y )l (223)
N n — 3 kls]+2—s n :
B: In+BN|>N k=1

Considérons maintenant le cas m = 0. On a
1 €
50 = o [ (=) irar
0

:271'

ou la fonction g, est définie en (2.15). Par intégration par parties, on obtient

o (=D)EH s 42 ‘1€[s}+r+2
gr( _2ﬂ([s]+2)< [s] + 2 > '
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Comme Pj.(—t) = (—=1)7P;.(t) (t € [0,¢]), on a, grace a (2.16),

_ (—)ls [ <[s] +k

Pje(m) = Wk—o i >€k(1+(_1)j)97§c(0)

(et H ([s] + k) ([3] +i+k+ 2) -1

27 ([s] + 2)5! k [s] + 2

k=0

Comme dans le cas m # 0, on a

[s] —

TV = QWZDJ) P; 22 (0)

’'N

1 2;; 1+§!— (22n7r> ,:Z< )( H[sj]igﬂ>1<2‘24)

Par conséquent, il existe une constante positive K4 (indépendante de n et de N) telle que

| (0)] < Ka(1+ |n|)l. (2.25)

Finalement, on déduit de (2.20), (2.22), (2.23) et (2.25) qu'il existe une constante positive
K (indépendante de n) telle que pour tout entier N > 2,

+oo

> |in(n+BN)|(1+|n+ BN|)*
B=—00

< K(1+|n|)®

171l

pour f(e) = ™. Cette inégalité est encore vraie pour n’importe quel polynéme trigo-
nométrique, puis par densité, pour toute fonction f dans A4(T). O

Proposition 2.3.2. Soit f dans As(T), on a
=gl =

ot la suite (fn) est définie en (2.1).

N>2
Démonstration. Dans un premier temps, on montre ce résultat pour f(e't) = e (n € Z).
Sin =0, on déduit de (2.19) et (2.24) que pour tout entier N > 2, fy = 1, de sorte que
fn = f. Nous supposerons dorénavant que n # 0. Soit N > 2|n| fixé et m = n + BN
1
(Be€Z).SiB+#0,alors m| > (8] — 5)]\7 (grace au fait que N > 2|n|). On déduit donc de
(2.19) qu’il existe une constante positive Cy (indépendante de N) telle que
C1
‘m’[s]—l—Q—s
Cy
(161 — 3)EF e Nl

IN

[ (m)| (1 + m])?

(2.26)
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Et si § =0, alors m = n, et par (2.18), on a

2[s]+1

Fxtm) = ()BT ST (), (20T, (2.27)
v=|[s]+1

D’apres la formule (2.13) démontrée dans le lemme 2.2.4, la série de Taylor de ¥, est
donnée par

; = —1)¥ nm
IS S 2 () — 15 - 1) (22T,

J4v impair

En distinguant le terme J = v + 1 dans cette expression de ¥,,, on obtient

en posant

+o00 v
O T S R R

J=v+3
J4v impair

D’apres le lemme 2.2.3, on a

T((sv—[s] - Lv+1) = <‘1)[5H1§<u—[§]—1) > (70

j=k+[s]+1

- (1>[s]+1mm%y[Sp<u—[i]—1) > “V(V;l)(j_[]:]_l

k=v—[s]—1 j=k+[s]+1
min ([s],v—[s]) v—|s]
En observant que la somme ” Z ” devient ” Z 7si[s]+1 < v < 2[s], on
k=v—[s]—1 k=v—|[s]—1

obtient, apres un calcul immédiat,

0 if [s] +1 < v < 2][s]
(=D)EI([s] +1) ifv=2[s]+1

Compte-tenu de (2.28) and (2.29), on déduit de (2.27) que

T([s],v—[s]—1,v+1)= { (2.29)

2[s]+1 .
— s Z 2inm
Tn(n) = L4 (=) 0 ]+1U!@V( N )

0,(z)

2
constante positive Cs (indépendante de N) telle que

Maintenant, la fonction z — est bornée dans {z eC: |z| < 77}. Il existe donc une

Co

e (2.30)

|fv(n) = 1|1+ [n])* <

)
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o~ o~

Comme f(m) =1sim=net f(m) =0 sinon, on déduit de (2.26) et de (2.30) qu’il existe
une constante positive C telle que

C
15 =11, < e

et donc

Jim o - s, =0

Considérons maintenant le cas général : soit f dans A4(T) et £ > 0. Il existe My > 0 tel
My
que Hf — gHS <eg oug= Z f(m)e™?*. En utilisant ce qui précede, il existe Ny > 0 tel

m:—Mo
que pour tout N > Np, Hg — gNHS <e. Pour N > Ny, on déduit du lemme 2.3.1 que

I = swlly < 1 =gl +llg = gwll, + llon = 7l

< QA+E)|f-gll,+llg—anl.
< (2+K)e,

ce qui prouve que
N1—1>I4I-loo Hf - fNHs =0.

O

Lemme 2.3.3. Soit s un réel positif, et w un poids vérifiant les conditions (Ws) et (A).
Soit E un fermé de T qui est réunion finie d’arcs fermés non réduits a un point. Alors E
est de synthese spectrale dans A, (T).

Démonstration. Supposons d’abord que E est un arc fermé de T non réduit & un point et
d’extrémités &1 et . Soit f € A, (T) une fonction qui s’annule sur E. 1l s’agit de montrer
que f est de synthese spectrale pour E dans A, (T). Comme E n’est pas réduit & un point,
f s’annule avec toutes ses dérivées sur F, et donc en paticulier aux points &1 et £&. D’apres
la proposition 1.2.7, A, (T) vérifie la condition de Ditkin forte. Il existe donc deux suites
(U”)n>1 et (Tn)n>1 d’éléments de A, (T) telles que

(i) Pour tout n > 1, o, = 0 sur un voisinage de &; et 7, = 0 sur un voisinage de &.
(i) lim |[(on—Df]|, = lim |[(z—Df], =0

n—-+00
Soit x une fonction de A, (T) qui vaut 1 sur un voisinage de & et qui est nulle sur un

voisinage de & (une telle fonction existe puisque l'algebre A4(T) est réguliere et que & #

&). Pour tout n > 1, posons f, = o, Xxf + (1 — x)f. Alors pour tout n > 1, f,, s’annule

sur un voisinage de F et lilll H fn—1f Hw = 0, ce qui prouve que f est de synthese spectrale
n—-+0oo

pour E dans A, (T).

Supposons maintenant que E = |J Ej;, ou les E; sont des arcs fermés de T non réduits a
i=1

un point et deux a deux disjoints. Soit (Ui)1 <;<, un recouvrement de T par des ouverts
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tel que pour chaque i, E; C U; et E; NU; = () pour i # j. Puisque 'algebre A, (T) est
réguliere, il existe une partition de l'unité (¢i)1<i<k subordonnée a (Ui)1<i<k (voir [25],
p.221). Autrement dit, chaque ¢; est une fonction de A, (T) & support dans U;, et on a
1 =¢1+ ...+ ¢ Soit f une fonction dans A,(T) qui s’annule sur E. D’apres ce qui
précede, pour chaque i € {1,...,k}, il existe une suite de fonctions (fi,n)n>0 dans A, (T)
qui s’annulent sur un voisinage de FE; et telles que

im_[[fin 7], =0

n—-+0o00

Pour tout n > 0, on pose f, = ¢1fi,n + ... + ¢ frn. Les fonctions f,, s’annulent sur un
voisinage de E et la suite (f")n>0 converge vers ¢1f + ...+ ¢rf = f pour la norme H Hw
Par conséquent, f est de synthese spectrale pour E dans A,(T). O

Voici le principal résultat de cette section :

Théoreme 2.3.4. Soit s un réel positif et ¢ > 3 un entier. Le parfait symétrique E1 est
q

de synthese spectrale dans Ag4(T).

Démonstration. Soit f € Is(E1), on doit montrer que f € Js(F1). Comme E:1 est parfait,
q q q
on observe que f s’annule, ainsi que toutes ses dérivées d’ordre inférieur a [s], sur E1. Pour
q

n > 1, on pose

Fn - U Lel,...,ena
€1,....en€{0,1}™

n n
olt Le, . e, est Parc fermé {ezm ctellg—1) Zekq_k, (g—1) Zekq_k +q7"] } On a
k=1 k=1
E. = ﬂ F,, (voir chapitre I de [24] pour plus de détails). Pour n > 1, les fonctions fyn
q

n>1
et f colcident, ainsi que toutes leurs dérivées d’ordre inférieur a [s], sur les extrémités des
arcs Le, ., de F;,. Puis, comme F1 est parfait, pour tout 0 < & < [s], f(k) s’annule sur ces

q
extrémités. Donc par construction, les fonctions fg» s’annulent sur les arcs L, .., , et donc
sur F,,. D’apres le lemme 2.3.3, F,, est de synthese spectrale dans A4(T). Par conséquent,
chaque fonction fgn est dans Js(E1). Comme Jg(E1) est fermé dans A4(T), on déduit de
q q

la proposition 2.3.2 que f € Js(E1). O
q
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Chapitre 3

Idéaux fermés de A (T) et de AT (T)

3.1 Notations et rappels

On note H>° (D) l’algebre des fonctions holomorphes et bornées dans D. On rappelle que
toute fonction f de H*°(D) se factorise de facon unique sous la forme f = S(f)E(f), ou
S(f) est une fonction intérieure et E(f) une fonction extérieure. S(f) s’écrit S(f) = cBJ,
ou ¢ est un complexe de module 1, B un produit de Blaschke formé avec les zéros de f a
I'intérieur du disque, et J une fonction singuliere associée a une mesure positive singuliere

%
1 2m eit + z
—exp{ - o= [ S duw)} D).
16 =eo{ -5 [ SGEaun} (zep)
1 2m eit + z .
La fonction extérieure E( f) associée a f s’écrit E(f) = exp {2/ o log |f(e’t)‘dt}.
TJo €t—z

Soit X un espace de fonctions tel que X C C%(T), on pose

~

X+:{feX:f(n):0 (n<0)},

qui est donc ’ensemble des fonctions de X qui admettent un prolongement holomorphe a
'intérieur du disque. Soit p un entier positif tel que X C CP(T). Pour f € X, on pose

Zﬂ“r(f):{zeﬁ: f(z):...:f<k>(z):o} (k € {0,....p}).

Si I est une partie non vide de X, on note S; son facteur intérieur, c’est-a-dire le plus

grand diviseur intérieur commun & tous les éléments de I non nuls (voir [21] p.85), et on

pose h¥ (I) = ﬂ Z_]i(f) Si E, C ... C Ejsont des fermés de T et S une fonction intérieure,
fel

on définit

1(S; Eo, ..., Ey,) = {f € XT: S|S(f), f(Bo) =0,..., fP(E,) = o},

S(f)
S

olt S|S(f) signifie que S divise S(f), c’est-a-dire que est dans H>(D).
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Pour plusieurs algébres de Banach X, les idéaux fermés de X sont de la forme I =
I(Sr; Eo, - - ., Ep) (voir [33], [28] et [34]). Dans la section 3.2, nous rappelons ces résultats
bien connus, dont on se servira dans le chapitre suivant. Dans la section 3.3, on s’intéresse
aux idéaux fermés de AF(T) = (AS(']I‘))+, ou A,(T) est I'algebre de Banach définie dans le
chapitre 2. On a peu de résultats a ce sujet. On citera le résultat énoncé dans [6] qui permet
de caractériser les idéaux fermés I de A (T) tels que h%.(I) est fini. On obtient ensuite un
résultat partiel qui donne la structure des idéaux fermés I de A (T) sans facteur intérieur
et tels que h9 (I) est dénombrable.

3.2 Idéaux fermés de A\ (T)

Comme nous le verrons dans la section 3.3, on ne connait pas la caractérisation des

idéaux fermés I de A (T) lorsque h(_)F (I) est inclus dans un parfait symétrique E¢, pour
1

£ e (0, 5) Pour avoir les résultats que nous obtenons dans le chapitre 4 concernant les

opérateurs a spectre inclus dans E¢ (notamment), nous utilisons des résultats déja connus
et concernant les idéaux fermés des algébres AT (T) définies ci-dessous.

On note @°(D) = A(D) I'espace des fonctions analytiques dans I et continues sur D.
Soit p € NU {400}, on note

ar(D) = a(b) N CP(T).

Autrement dit pour tout p € NU {+o0}, on a AP(D) = (CP(T))+. Soit s un réel positif.
On définit

(D (2) — £UsD (2
Ay (T) = {f e cl(T) : sup F) fﬁ )| < +oo}.
2,2'€T |Z - Z/|8 [s]
(D () — £UsD (5
Ag(T) muni de la norme A, = /] claimy T ;;gr ‘f ‘izj Z,{_[ | (2 )‘ est une algebre
de Banach. On définit également la sous-algebre
(M) = {f € Py : [£1D(z) = fED ()] = o)z — #|71), |2 - 2| - 0},

que 'on munit de la méme norme. On notera également A (T) = (AS(’IF))+ et \J(T) =
()\S(T))+. On remarque que si s est un entier positif, A;(T) = As(T) = C*(T) et A*(']I‘)
AH(T) = @*(D). Pour des commodités d’écriture, on posera également Ao (T) = Ao (T) =
C(T) et AL(T) = AL(T) = A (D)

Tous les idéaux fermés de A\ (T) (pour s € [0, +oc]) ont déja été caractérisés. Quand
s = 0, la caractérisation a été obtenue par W. Rudin dans [33], quand s est un entier
strictement positif, par B. I. Korenblyum dans [28], et quand s = 400 par B. A. Taylor et
D. L. Williams dans [35]. Enfin, quand 0 < s < 1, elle est due a A. L. Matheson dans [30],
et dans tous les autres cas, a F. A. Shamoyan dans [34]. Ils ont montré le résultat suivant :
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Proposition 3.2.1. ([33], [28], [30], [34] et [35]) Soient s € [0,400] et I un idéal
fermé de A} (T). Si s € [0,+00), alors
I=1(S; k(N NT,.... 61 nT).
Et si s = 400,
I= {f € a®(): Si|S(f), By c ZX(H)NT (k> 0)}.

3.3 Idéaux fermés de A (T)

Dans le cas ou s = 0, les idéaux fermés de AT (T) = (AO(T))+ ont déja été étudiés par
le passé, méme si leur caractérisation n’est pas complete, contrairement au cas d’autres
algebres de fonctions vues ci-dessus. J. P. Kahane dans [23] a étudié le cas ot hY (I) est
fini, et C. Bennett et J. E. Gilbert dans [6] le cas ott h%.(I) est dénombrable. Ils ont montré
que si I est un idéal fermé de AT (T) tel que k9 (I) est au plus dénombrable, alors

I=1(S; h5.(I)NT)
C. Bennett et J. E. Gilbert ont également conjecturé dans [6] que tout idéal fermé I de
AT(T) pouvait s’écrire
I =TI%NSH®D), (3.1)
otl T4 est I'idéal fermé engendré par I dans A(T). Mais J. Esterle a construit un idéal fermé
I de AT(T) tel que I # I N SyH™(D), démontrant ainsi que la conjecture de C. Bennett

et J. E. Gilbert est fausse. D’autre part, J. Esterle, E. Strouse et F. Zouakia dans [18] ont
montré que si I est un idéal fermé de AT(T) tel que h% (1) C E1 pour ¢ > 3 un entier,
q

alors on avait (3.1). Nous nous intéressons maintenant aux idéaux fermés de A7 (T) pour
s un réel positif quelconque. Le résultat que nous connaissons a ce sujet est le théoreme B
énoncé dans [6], et qui nous permet de caractériser les idéaux fermés I de AT (T) tels que
hY.(I) est fini.

Proposition 3.3.1. Soient s un réel positif et I un idéal fermé de A} (T) tel que h.(I)
est fini. Alors on a

[=1(S; hO(I)NT,...,. A1) AT).

Démonstration. Puisque 'algebre Ag(T) vérifie la condition de Ditkin analytique forte
(proposition 1.2.4), le théoréme B de [6] nous assure que tout idéal fermé I de AS(T) tel
que h9.(I) est fini, est de la forme

I =T1% N SH®(D),

o I est I'idéal fermé de A4(T) engendré par I. On a [4s = |J a1 ™ o RF(145) =
n>0

RE(I)NT, 0 <k < [s]. Par conséquent, compte-tenu du théoreme 1.2.9, I est de la forme

I=1(S; k(D) NT,.... B 1) nT).
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Soit I un idéal fermé non réduit & {0} de A (T), on note
F AN(T) — AN(T)/I

la surjection canonique. On rappelle que S; désigne le facteur intérieur de I. On notera
également p; la mesure singuliere associée a Sy. Nous nous intéressons maintenant au cas
dénombrable.

On dit qu'un fermé E de T vérifie la condition de Carleson si

2 1
logt ————dt .
/0 og A B) < 40 (C)

Pour F un fermé de T, on notera souvent (I")n>0 la suite des arcs complémentaires de E.

Cela signifie que T\E = |J I,,, avec I,, des arcs ouverts deux & deux disjoints. Il est bien
n>0
connu (voir [9]) qu'un ensemble E vérifie la condition de Carleson (C) si et seulement si

+o0 1
El=0 et I,| log — < 400,

ou |E| est la mesure de Lebesgue de E et (In)n>0 la suite des arcs complémentaires de E.
L. Carleson a montré dans [9] le résultat suivant :

Proposition 3.3.2. [9] Soit s > 0 et E un fermé de T. E vérifie la condition de Carleson
(C) si et seulement 8’1l existe une fonction f dans AJ(T)\{0} qui s’annule sur F.

Plus précisement, lorsque E' vérifie la condition (C), L. Carleson construit une fonction
extérieure non nulle dans AP(D) et qui s’annule exactement sur E. B. A. Taylor et D. L.
Williams ont amélioré ce résultat et montré dans [35] le résultat suivant :

Proposition 3.3.3. ([35]) Si E est un ensemble de Carleson, il existe une fonction
extérieure non nulle dans Q> (D) qui s’annule avec toutes ses dérivées sur E.

Si I est un idéal fermé de A (T) (respectivement f € AF(T)), on note u; (respective-
ment u(f)) la mesure singuliere associée a Sy (respectivement & S(f)). Le lemme suivant
a été établi dans [18] (lemme 1.3) dans le cas s = 0. Le cas s > 0 s’obtient exactement de
la méme facon.

Lemme 3.3.4. ([18]) Soit I un idéal fermé non nul de A} (T). Il existe une suite (fn)n>1
d’élements de I telle que

lim || p(fn) = || = 0.

n—-+o0o

Le lemme suivant a été établi par A. Atzmon dans la preuve de la proposition 8 de [4]
dans le cas ou I = {f € AN(T) : fiz = 0}. Nous I’établissons ici pour tout idéal fermé I

sans facteur intérieur.
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Lemme 3.3.5. Soient s un réel positif et I un idéal fermé non réduit a {0} de AF(T) tel
que St = 1. Alors

HW;(O‘)_HH = 0(66\/%) (n — 4+00), pour tout € > 0.
Démonstration. Soit T I'opérateur défini sur AF(T)/I par

Ty (f) — ml ()7 (f),
ol av: z — z. Il s’agit de montrer que HT‘”H = O(es\/ﬁ) (n — +00), pour tout € > 0. T
est un opérateur continu dont le spectre SpT est égal a ha“ (I). On notera ® la résolvante
de T, qui est la fonction analytique dans C\Sp T définie par ®(z) = (z — T)~!. D’apres le

lemme 2 de [4], il suffit de montrer que ||®(z)|| = O(eT~ |z|) (|z] = 17), pour tout € > 0. Il
existe une constante C' > 0 telle que pour tout z € D, (a — 2)~! € A4(T) et
(= 2)7H], < C(1 = |2))~EI+2) (3.2)
Soit f € I non nulle. La fonction ¥, = f f( ) est dans AT (T) et on a
le=ll, = 7= 7@|,ll(a-2) 1Hs
< 20|, = 12D

Comme f € I, on a f(T') = 0 et par conséquent, —f(z)®(z) = ¥,(T'). D’ou
HOMO! I el
< e, < 20| f]],0 - |z)" U2 (3.3)

Notons v(f) la partie discreéte de la mesure singuliere associée a la partie singuliere de f.
On déduit alors de (3.3) et du lemme 5 de [4] que pour tout € > 0,

[ = 0(e ) (e - 1),

ou ||v(f)| désigne la variation totale de la mesure v(f). On déduit alors du lemme 3.3.4
qu’il existe une fonction f dans I non nulle telle que |v(f)]| < €, ce qui acheéve cette
démonstration. d

Nous n’avons pas réussi & prouver que tout idéal fermé I de AT (T) tel que h% (1) est
au plus dénombrable peut s’écrire

I =14 N SrH®(D), (3.4)

ol I est I'idéal fermé de A4(T) engendré par I. L’égalité (3.4) aurait permis de caractériser
tous les idéaux fermés I de A} (T) tels que h%(I) est au plus dénombrable. Cependant,
nous obtenons le résultat suivant concernant les idéaux fermés sans facteur intérieur :
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Théoréme 3.3.6. Soit s un réel positif. Soit I un idéal fermé de AY(T) sans facteur
intérieur (c’est-a-dire tel que S; = 1) et tel que hS.(I) est au plus dénombrable. Alors

I=1(1;h0()NT,..., K1) NT). (3.5)

Démonstration. Soit I un idéal fermé sans facteur intérieur de AJ(T) tel que hY (I) est au
plus dénombrable. On déduit du lemme 3.3.5 que

Hﬂj(a)inH = O(eeﬁ) (n — +00), pour tout € > 0.
On considere alors le poids w défini par

w(n) = (1+n)® (n>0)
w(—n) = (1+n)* sup |t ( 7kH (n>0),
0<k<n
et on définit application continue 6 : A, (T) — AF(T)/I par
foo
> fyrd

On a 9|A+( = 7r , et donc

Kerd N AF(T) =1.

Si I« désigne I'idéal fermé de A, (T) engendré par I, on a [4« = WAM(T). Or il est
facile de voir que pour tout n > 0, = "I C Ker#, et donc "
I N AF(T) c Ker6 N AF(T) = I.
L’autre inclusion étant évidente, on a donc
I=T1%nAHT). (3.6)

Puisque S; = 1, on a pour tout 0 < k < [s], k% (I) C T. Il est également facile de voir que
pour tout 0 < k < [s], h*(I Aw) = hk (I). Par conséquent, on déduit du théoreme 1.2.9 et
de (3.6) que

1=1(1;0%(D), ..., h%(1)),
ce qu’il fallait démontrer. O

Nous ne savons pas non plus si tout idéal fermé I de A (T) tel que h9 (1) est inclus
dans le Cantor triadique vérifie (3.4), et n’avons pas obtenu la caractérisation des idéaux
fermés I de A (T) dans le cas ot h9.(I) est inclus dans le Cantor triadique.



Chapitre 4

Opérateurs

Soit T un opérateur continu sur un espace de Banach complexe X. On note SpT son
spectre, c’est-a-dire I’ensemble des nombres complexes ¢ tels que T'— ¢l n’est pas inversible,
I désignant l'opérateur identité sur X. On note également r(7") son rayon spectral, il est

Hl/n

donné par la formule r(7T") = limsup HT " . On rappelle que SpT est un compact non
n——+00

vide inclus dans le disque fermé D(0,r(T)). Si T est inversible, on notera T~! son inverse,
qui est lui aussi un opérateur continu. Le spectre de T est dans ce cas inclus dans la
couronne

{zeC:r(T ) <|z| <r(D)}.

Ce chapitre regroupe les résultats que nous avons obtenus concernant certaines pro-
priétés de croissance des normes [|[T~"| (n > 0) pour des opérateurs T & spectre inclus
dans T. La premiere section est dédiée aux opérateurs & spectre dénombrable et utilise
largement le chapitre 1 et I’étude des algebres A, (T). Dans la section 5.2, nous étudions le
cas des opérateurs dont le spectre est un K-ensemble.

4.1 Opérateurs a spectre dénombrable

4.1.1 Notations

On munit C*(T) de sa topologie d’espace de Fréchet usuelle définie par les normes

(pv) ser+ définies par
+o00

po(f) =Y [f@)]1+n))".

n=—oo

Soit E un fermé du cercle unité, on définit
Lo(E) = {f ec(M: f=0 (i> 0)},

et on pose I1(F) = Io(F) Nna®.
Le dual de C*(T) est D'(T), 'ensemble des distributions sur T. On associe & chaque

distribution T' € D'(T) une suite de coefficients de Fourier (f (n))n ¢z Ol pour tout entier
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n, T(n) = (a™",T) (avec v : z — 2), qui vérifient }T )| = O(|n|™) pour un certain entier
m > 0. La dualité entre C*>°(T) et D'(T) est donnée par la formule

+oo
Y. f)T(=n)  (fe€C>(T),TeD(T).
Io(E)* (resp. IZ(E)") désigne I'ensemble des distributions s’annulant sur Ioo(E) (resp.

sur I (E)). De méme (CLOO(]D)))L est 'ensemble des distributions s’annulant sur G°°(D),
c’est-a-dire les distributions a coefficients négatifs nuls.

Dans le cas particulier ot le poids w est défini par w(n) = (1 +n)® et w(—n) = (1 +n)?
pour tout n > 0, avec ¢ et s deux réels, on notera (As,t(T), ‘5775) Palgebre (Aw(T), I Hw)
Nous supposerons dorénavant que t > s, de sorte que A, ;(T) satisfait les conditions (W)
et (A), définies dans le chapitre 1. Si F est un fermé de T, on notera

LB) = {f € Au(T) s i, = ... = 109 =0},

et If(E) = I,4(E) N AF(T). On remarque que I (E) = I(1; E, ..., E) avec les notations
introduites dans le chapitre précédent. On identifiera le dual de A;:(T) (que 'on note

[7(n)|

(As,t(']T))/) au sous-espace de D'(T) formé des distributions T telles que sup ————— +
n<o (14 [n[)®

~

T
sup (’1 _i(_n))|t < +00. Igy(E)* (resp. I (E)*) désigne ensemble des éléments de (A&t(']T))/
n>0 n
s’annulant sur I,;(E) (resp. sur I (E)). De méme Af(T)* est I'ensemble des éléments
de (A&t('ﬂ‘))/ s’annulant sur A7 (T), c’est-a-dire les éléments de (As,t(']T))’ a coefficients
négatifs nuls.

Définition 4.1.1. Soit X un espace de fonctions tel que X C C°(T). Soit p le plus grand
élément de N U {+oo} tel que X C CP(T). On dira qu’un fermé E de T est un ensemble
d’interpolation pour X si pour toute fonction f dans X, il existe une fonction g dans X+
telle que

FR(2) = g (2) (€ E,0<k <p).

On rappelle également qu'un fermé E de T vérifie la condition de Carleson (C) si
2 N 1
1 ———dt < , C
[, 1or" gyt <+ )
et qu’il vérifie la condition (ATW) s’il existe des constantes Cp,Cy > 0 telles que
1 1 1
+
m /Llog mdt < Cilog m 4+ Cs, pour tout arc L de T, (ATW)

ot |L| désigne la longueur de Parc L, et d(e®, E) la distance de e & E. Cette condition
géométrique (ATW) caractérise les ensembles d’interpolation pour C*°(T). C’est un résultat
établi par H. Alexander, B. A. Taylor et D. L. Williams dans [3] et que nous énongons sous
forme de proposition :
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Proposition 4.1.1. ([3]) Un fermé E de T vérifie la condition (ATW) si et seulement
si B est un ensemble d’interpolation pour C*°(T).

Soit F un fermé de T et ¢, s deux réels positifs. On désignera par P(s,t, E') la propriété
suivante : tout opérateur 7' sur un espace de Banach tel que SpT C E et qui vérifie les
conditions :

|77 = O(n*) (n — +o0) (4.1)

||| = O(e*™) (n — +00), pour tout & > 0, (4.2)
vérifie également la propriété plus forte

|77 = 0(n) (n — +00). (4.3)

M. Zarrabi a montré dans [40] (théoréme 3.1 et remarque 2.a) qu'un fermé E de T
vérifie la propriété P(0,0, E) si et seulement si E est dénombrable. Le but de cette section
est d’étudier la propriété P(s,t, E') pour n’importe quel réel s > 0. Plus précisement, nous
obtenons le résultat suivant :

Soit F un fermé dénombrable du cercle unité T, alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) E vérifie la condition (ATW).
(ii) E vérifie la condition (C) et pour tout s > 0, il existe ¢t > s tel que la propriété
P(s,t, F) soit vérifiée.
Celui-ci sera démontré dans la sous-section 4.1.3. Au préalable, nous aurons besoin de
résultats concernant les ensembles d’interpolation et qui font 1'objet de la sous-section
4.1.2. Nous y donnons des caractésations a ’aide des espaces duaux des ensembles d’inter-
polation pour C*°(T), puis des ensembles d’interpolation pour A, ;(T), pour s <t des réels
positifs. Puis nous faisons le lien entre ces ensembles d’interpolation.

4.1.2 Ensemble d’interpolation pour C*(T) et pour A,,(T)

Nous commencons par la caractérisation suivante des ensembles d’interpolation pour

C>(T) :

Proposition 4.1.2. Soit E un fermé du cercle unité, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) E est un ensemble d’interpolation pour C*(T).
(i) IL(E)* = Lo(E)* + (@)™
(#ii) Pour tout s > 0, il existe une constante C' > 0 et t > 0 tels que

wp IO o T

U o S OSR Trpe (L€ T=(B)),

Démonstration. L’équivalence (i) <= (ii) a été établie dans [3] (proposition 2.1). On va
achever la preuve en prouvant que (i) <= (iii). On sait que E est d’interpolation pour
C>(T) si et seulement si I'injection canonique

i 0 Q%(D)/IL(E) — C*(T)/Ix(E)



40 OPERATEURS

est surjective. Puis en utilisant la proposition 4, IV.30 de [7] qui caractérise les surjections
entre espaces de Fréchet, on déduit que E est d’interpolation pour C*>°(T) si et seulement si
pour tout s > 0, il existe une constante C' > 0 et ¢ > 0 tels que pour tout 7' dans I, (E)*

(KT <o), fea=mILB) = (LT <Cnlf), feC=(T)/1u(B)),

c’est-a-dire si et seulement si pour tout s > 0, il existe une constante C' > 0 et t > 0 tels
que

() . F(n)
sup ————— <1, Tel(F — sup——— < C,
(52 5 e < (") SID T [l

ce qui est clairement équivalent & (ii7). O

On a également un résultat analogue concernant les ensembles d’interpolation pour
Ag4(T) (t > s). La démonstration est similaire & celle de la proposition 4.1.2.

Proposition 4.1.3. Soit E un fermé du cercle unité et s,t deux réels positifs tels que
t > s. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) E est un ensemble d’interpolation pour As+(T).
(ii) I} (B)L = L, (E)* + A$(T)*.
(7i) 1l existe une constante C > 0 telle que

p T T ()

n>0 (L+ ()" <o (T+[n)* = <o (14 [n))®

On est maintenant en mesure d’énoncer un résultat qui fait le lien entre les ensembles
d’interpolation pour C*°(T) et les ensembles d’interpolation pour A, 4(T) (¢t > s).

(T € Isﬁt(E)l).

Théoréme 4.1.4. Soit E un fermé du cercle unité T.

1) On suppose que E est d’interpolation pour C*°(T). Alors pour tout s > 0, il existe
t > s tel que E soit d’interpolation pour Ag(T).

2) Réciproquement, on suppose que E est dénombrable et que pour tout s > 0, il existe
t > s tel que E soit d’interpolation pour Ag(T). Alors E est d’interpolation pour C*°(T).

Démonstration. 1) Cette assertion découle directement des caractérisations (iii) des pro-
positions 4.1.2 et 4.1.3 puisque I5;(E)* s’injecte dans I (E)= .

2) Supposons que E vérifie les hypotheses de I'assertion 2), on va montrer que E satisfait
la propriété (iii) de la proposition 4.1.2. Soit s un réel strictement positif, il existe t > s
tel que E soit d’interpolation pour A (T). Donc d’apres la proposition 4.1.3, il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout élément de I, 57t(E)J—,

1T(n))| 1T (n)|
S At ) = O ) 44
1T(n)|

Soit alors 7' un élément de Ioo(E)*. Si sup - = +o0, alors T' vérifie trivialement

n<o (1+|n])
T
(4.4). Supposons donc que sup [ T(n)]

A+ n)r < +o0. Il existe alors ¢ > t tel que T soit
n<0 n



4.1 OPERATEURS A SPECTRE DENOMBRABLE 41

dans (A&t/(']T))/. Notons K la fermeture de I (F) dans Ag(T). On vérifie facilement que
K est un idéal fermé de A (T) tel que h(K) C E, et ainsi d’apres le théoreme 1.2.9,
I,y (F) C K. L'inclusion inverse étant acquise, on a finalement K = I »(F). Et comme T
est dans I (E)*, T appartient & I, »(E)* par continuité de T sur A, 4 (T). Mais puisque
E est d’interpolation pour Ag(T), les inclusions naturelles

AX(T)/IH(E) C Ay (T)/Is o (E) C Ast(T)/ s 1(E),

sont en réalité des égalités. Par conséquent leurs duaux sont égaux et donc T € I54(E)*.
Ainsi T vérifie la propriété (4.4), ce qui acheve la démonstration. O

4.1.3 Opérateurs dont le spectre est dénombrable

Nous avons la proposition suivante qui fait le lien entre les ensembles d’interpolation
pour Ag:(T) et la propriété P(s,t, E).

Proposition 4.1.5. Soit E un fermé du cercle unité, s et t deux réels positifs tels que
t>s.

1) On suppose que E est dénombrable et d’interpolation pour As.(T), alors E vérifie la
propriété P(s,t, F).

2) Réciproquement, si E vérifie la condition de Carleson (C) et la propriété P(s,t,E),
alors E est d’interpolation pour Ag4(T).

Démonstration. 1) Soit E un fermé dénombrable et d’interpolation pour Ag(T). Soit T
un opérateur inversible sur un espace de Banach X vérifiant les conditions (4.1) et (4.2) et
tel que SpT C E. On définit alors le poids w par

w(—n)=(14n)* sup HT_kH (n>0).
0<k<n

{ w(n) - (1+n)* (n>0)

Notons que le poids w satisfait les conditions (Ws) et (A). On peut définir un homomor-
phisme borné ® de A, (T) dans £(X) par

+oo
O(f)=f(M) = > fmT"  (f € AuT)).
ker @ est un idéal fermé de A, (T). Puisque A, (T) est réguliere, on a h(ker ®) = SpT C E
(voir [17], théoreme 2.5), et donc {f €ALT): flp="= f&sh = O} C ker ® d’apres le

théoreme 1.2.9. On utilise alors des méthodes similaires & celles utilisées dans [40] pour la
preuve du théoreme 2.6. On pose ¥ = <I>‘A+(T), on a

IF(E) C ker® N AY(T) = ker V.
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Par conséquent W se factorise en un homomorphisme ¥ de AF/I}(E) dans £(X). On a
alors le diagramme commutatif suivant :

At(T) < ‘ AF(T) v s L(X)
7
Tst 71';," |
Au(D)/Lo(B) ———— A$(T)/I}(E)

ot e (resp. m) est la surjection canonique de A4 (T) sur Ag¢(T) /I (E) (resp. de Af(T)
sur AF(T)/IS(E)), et i (resp. i ) est linjection canonique de AF(T) dans A,(T) (resp.
de Af(T)/I}(E) dans Ag4(T)/Is+(E) ). Mais puisque E est d’interpolation pour A (T),
7 est en réalité une bijection et on a, pour tout n > 0,

T = f‘p([ﬂ;(an)rl)
= To *1(7r57t(of”)).

Comme WV est bornée, ¥ est aussi bornée. Par ailleurs 7 est un isomorphisme bicontinu et
par conséquent on a, pour tout n > 0,

=2

177 = [ e i (moala™™)|
1o ||| (™)
|oi !|(1+n),

IA N

ce qui prouve que T vérifie la propriété (4.3).
2) Pour la réciproque, on considere 'opérateur T' défini sur AF(T)/I}(F) par

T:al(f)—ai(af)  (f € AN(T),

ol 7 est la surjection canonique de AF(T) sur Af(T)/IJ(E). On a ||T"|| = O(n*)
(n — +00). Or, puisque F est de Carleson, I (E) est non réduit & {0} (voir [9] ou [35]).
De plus, I](E) est sans facteur intérieur, donc en utilisant le lemme 3.3.5, on obtient
I’évaluation

HT_nH = O(ea\/ﬁ) (n — +00), pour tout € > 0. (4.5)
Et puisque SpT = Sprf(a) = E, on a
|77 = [|73 (@) 7"]] = O(n') (n — +00).

oo
Soit f € Agy(T). La série Y. f(n)mS ()™ converge et définit un élément 7 (g) de
AF(T)/If(E). On a f‘(]if) = g‘(?, pour 0 < k < [s], ce qui montre que E est un ensemble

d’interpolation pour A (T). O
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Le résultat suivant, annoncé dans l'introduction, est alors une conséquence directe du
théoreme 4.1.4 et de la proposition 4.1.5.

Théoréme 4.1.6. Soit E un fermé dénombrable du cercle unité T, alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) E vérifie la condition (ATW).

(ii) E vérifie la condition (C) et pour tout s > 0, il existe t > s tel que la propriété
P(s,t, E) soit vérifice.

Nous allons conclure en montrant que les hypotheses du théoréeme sont optimales. Soit
E un ensemble fermé du cercle unité et p une mesure a support dans . Soit J,, la fonction
singuliere associée a p, a savoir

e =eo{ -5 [ G Zaun) <)

o et — 2

On pose Hy = H?(D) & J,H?*(D), o H*(D) désigne l'espace de Hardy usuel. On note Py,
la, projection orthogonale sur Hg et o : 2z — 2. On définit alors 'opérateur 7T}, sur Hg par

Tu(f) = Pry(af)  (f € Ho). (4.6)

D’apres la proposition 5.1 p.117 de [31], on a SpT,, = Suppu C E.

Si on remplace la condition ”pour tout € > 0” dans la propriété P(s,t, E') par une condition
a e fixé, alors la propriété P(0,t,{1}) n’est vérifiée pour aucun réel ¢ > 0. En effet, soient
g0 > 0, u = 2med 61 (ou 1 est la mesure de Dirac en 1) et Ty = T, Popérateur défini en
(4.6). T} est un opérateur non unitaire tel que SpT; = {1} qui vérifie (ATW) et (C), et

177" = O(e™Y™) (n — +o0)

(voir [40] pour plus de détails). Le théoreme 6.4 de [15] nous montre alors que 7] " =
O(n') (n — +00) n’est satisfait pour aucun réel ¢ > 0.

Nous allons maintenant montrer que 'hypothese de dénombrabilité de E dans le théoreme
4.1.6 est essentielle. Pour cela, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1.7. Tout fermé non dénombrable et de mesure nulle du cercle unité contient
un ensemble parfait qui vérifie la condition de Carleson (C).

Démonstration. Soit S un fermé non dénombrable et de mesure nulle du cercle unité. Sans
perte de géneralité, on peut supposer que 1 ¢ S. On écrit alors S = {eit tte E}, ol E est
un fermé de R inclus dans |0, 27|, et on se ramene ainsi a la droite réelle. Soit P la partie
parfaite de E£. On pose

Py = {xEP: de >0 tel que ]x—e,x[ﬂP:@0u]:1:,ac+5[ﬂP:(D},

c’est-a-dire ’ensemble des points de P qui sont limites d’un seul c6té d’une suite de points
de P. Montrons dans un premier temps que Py est au plus dénombrable. On pose pour cela

Qn:{xePo: ]m—%,m[ﬁPz@ou}m,x—i—%[ﬁP:@} (n>1).
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—+00
Il est clair que Py = |J @n et que chaque @, est fini. Par conséquent Py est au plus
n=1
dénombrable.
Soient ag et by deux points de P\ Py tels que ag < by et ‘ao — bo‘ <1, on pose Iy = [ag, bo].
A la premiere étape, on retire de Iy un intervalle ouvert Jl(l) dont les extrémités sont dans

(1)

P\ Py, de sorte qu'il reste deux intervalles fermés I M) ot I qui soient non vides, non

réduits a un singleton et de longueur inférieure a (b() — ap) (un tel choix est possible car
Py est au plus dénombrable). On note F; 1’ensemble constitué des deux intervalles fermés

1 fl) et Iél). Le fait que les extrémités de ces deux intervalles soient dans P\ Py permet de
réitérer le procédé sur chacun d’eux.
Ainsi & I'issu de la n'®™¢ étape, on obtient un ensemble fermé F), constitué de 2" intervalles

fermés de longueur inférieure a 3—(b0 — ap), en ayant retiré de nouveau 2"~ ! intervalles

ouverts J,gn) (1 <k <277 1) & extrémités dans P\ Py. On pose alors

+oo
F=)Fn.
n=1
F est clairement un ensemble parfait contenu dans P. Il reste & vérifier que F' satisfait la
+00 on— 1
condition de Carleson (C). On a Ip\FF = |J U J . Comme F' est de mesure nulle, il
n=1 k=1

satisfait la condition de Carleson si et seulement si :

+OO2” 1

ZZ‘J ‘log‘ n)‘ . (4.7)

n=1 k=1

(n)

1
Or chaque intervalle J, ' est de longueur inférieure a F(bo — ap). Comme la fonction

1 .
x +— xlog — est croissante sur [0, e~!], pour n assez grand, on a
x

CA (n) bo — ag g1
I 1o < on! 1
2\n—1
< (b —ao)((n—1)log3 — log(bo —a0)) (5) -
et par conséquent (4.7) a bien lieu. O

Proposition 4.1.8. Soit E un ensemble fermé non dénombrable du cercle unité, alors la
propriété P(0,t, E) n’est vérifiée pour aucun réel t > 0.

Démonstration. Soit E un ensemble fermé non dénombrable du cercle unité. D’apres le
lemme 4.7, E contient un ensemble parfait F' qui vérifie la condition de Carleson. Soit
alors p1 une mesure continue a support inclu dans F' et T}, I'opérateur défini en (4.6). T},
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est une contraction dont le spectre est inclus dans F', et on montre en utilisant le lemme 2
de [4] que

HTM_"H = O(eg\/ﬁ) (n — 400), pour tout € > 0.
Maintenant on conclut par des arguments bien connus (voir [40]) que lirf HTM_ "H = 400,
n—-+0oo

et donc que T, n’est pas unitaire. Puis on déduit du théoreme 6.4 de [15] que 7" =
O(nt) (n — 4o00) n’est satisfait pour aucun réel ¢ > 0.
4.2 Opérateurs dont le spectre est un K-ensemble

4.2.1 Introduction

On rappelle que, si s est un réel positif,

(D (2) — £UsD
Ay (T) = {f ecl(T): sup ’f (2) f_ C )‘ < —I—oo}.
z,2'€T |2 — 2|5l
| £ () = F(2) |
Ag(T) muni de la norme Hf‘ A= HfHC[S](T) + Z?;gT ‘ PEyr=r ‘ est une algebre

de Banach. On définit également la sous-algebre

M) = {f € () [£1D(z) - fED ()] = o)z — 2|=71), |2 — 2| — 0},

que 'on munit de la méme norme.

Nous aurons besoin dans la sous-section 4.2.2 de la caractérisation des ensembles d’inter-
polation pour A4(T). Ces caractérisations sont déja connues et différentes selon les valeurs
de s. W. Rudin a montré dans [32] qu'un fermé E de T est d’interpolation pour (D) si
et seulement si F est de mesure de Lebesgue nulle. Dans le cas s > 0, le fait que F est de
mesure nulle n’est plus suffisant. Comme nous allons le voir, I’ensemble E doit également
vérifier certaines conditions géométriques.

Définition 4.2.1. On dira qu'un fermé E de T est un K-ensemble (ou qu’il vérifie la
condition (K)) s’il existe une constante ¢ positive telle que

supd(z, E) > c|L|, pour tout arc L de T, (K)
zeL

ot |L| désigne la longueur de l’arc L.

Cette condition apparait dans un article de A. M. Kotocigov ([29]). Nous avons le
résultat suivant, qui a été prouvé par E. M. Dyn’kin dans [12].

Lemme 4.2.1. Soit E un fermé T. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) E est un K-ensemble.
(i) 1l existe 6 € (0,1) et une constante positive Cs telle que pour tout arc L de T,

1
— At < Cs|LIM0.
/Ld(e“,Eﬁ < Colt
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Démonstration. L’implication (i) = (ii) a été prouvée par E. M. Dyn’kin dans [12]
(section 5, corollary). Et I'implication (ii) == (i) est triviale. O

Grace a ce lemme, il est facile de voir que si E est un K-ensemble alors il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout arc L de T,

1 L1 1
|L|/Llog mdt < logm +C.

Cette derniere condition correspond a la condition (ATW) avec C; = 1. Ceci montre en
particulier que la condition (ATW) est plus faible que la condition (K).

La condition (K) caractérise les ensembles d’interpolations pour les espaces A4(T) (s >
0). Ce résultat est du a J. Bruna dans [8] dans le cas ou s est un entier strictement positif,
et a E. M. Dyn’kin dans [12] dans le cas ou s est un réel strictement positif non entier.
Nous aurons besoin de cette caractérisation dans la sous-section 4.2.2, et nous ’énoncons
ci-dessous sous forme de théoreme.

Théoréme 4.2.2. ([8], [12]) Un fermé E de T est un K-ensemble si et seulement si,
pour tout s > 0, c’est un ensemble d’interpolation pour Ag(T).

Notons dans le cas oul s = +00, la condition (ATW) caractérise les ensembles d’inter-
polation pour C>°(T) (voir [3] et proposition 4.1.1).
Soit £ un K-ensemble, on pose

2m 1

1
On a 0(F) > log 1;0
log 1=
constante qui apparait dans la définition d’'un K-ensemble. Le principal résultat de cette
section est le suivant (théoreme 4.2.5) :
Soit F un K-ensemble et s un entier positif. Le résultat principal de cette section montre
que tout opérateur T sur un espace de Banach dont le spectre est inclus dans E et qui

satisfait

(voir [12] section 5, preuve du lemme 2 et corollaire), ou ¢ est la

|17} = O(n®), n — +oo

_ 5 : o(E)
et HT ”H = O(e" ), n — 400 pour un certain g < TﬂE)’
satisfait également la propriété plus forte
|77 = O(n+27%%), n — +oo, (4.8)

1
pour tout € > 0. Pour £ € (O, 5), on note E¢ le parfait symétrique associé {. On pose

log + — log 2
. 0g¢ — 08 . . — .
également b(§) = ——————— On obtient (comme conséquence du théoreme 4.2.5) que si

210g% —log2
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le spectre de T est inclus dans E, HT"H = O(ns), n — +o0o et HT‘”H = O(e”ﬁ), n — 400
pour un certain 3 < b(§), alors T satisfait (4.8).

Ces résultats ont été motivés par des résultats obtenus par J. Esterle dans [14]. Il a montré
que si T est une contraction sur un espace de Banach (respectivement sur un espace de
Hilbert) dont le spectre est inclus dans E1 (respectivement dans E¢) et tel que HT‘"H =

q

O(e"ﬁ), n — 400 pour un certain § < b(;) (respectivement 5 < b(€)), alors sup HT_”H <
n>0

+oo (respectivement 7' est une isométrie). Ici g est un entier supérieur ou égal a 3.
Enfin, nous déduisons également du théoreme 4.2.5 et du théoreme 2.3.4 un résultat de
synthese spectrale dans les algebres A, (T). Soit s un réel positif et ¢ > 0 un entier. Soit w

1
un poids tel que w(n) = (1+n)*(n > 0) et logw(—n) = O(n?) pour un certain 3 < b(-).
q
On ne sait pas si E1 est de synthese spectrale dans A, (T). Cependant, on montre que si
q

1
f € A,(T) N As(T), pour un certain § > s + 3 et si f =0 sur E1, alors f est de synthese
q
spectrale pour F1 dans A, (T).
q

4.2.2 Opérateurs dont le spectre est un K-ensemble

Nous avons le résultat suivant, dont la preuve est basée sur l'inégalité de Bernstein
(voir [22], p.13).

Lemme 4.2.3. Soit s un réel positif. Alors pour tout e > 0, nous avons l’injection continue
sutvante :

AS+%+E(’]I‘) — AS(T).

Démonstration. Pour s = 0, ¢’est un résultat da a Bernstein (voir [22], p.13). Le cas général
est obtenu avec les mémes arguments. Soit € > 0, on pose § = s + % +e. Soit f € Az(T).
Pour h > 0, on pose

21
P(h) = /0 | FOD iy _ D) (i) Py,

On déduit de la formule de Parseval que

+oo
P(h)y=8r Y [fED(n)[*sin (nh). (4.9)

Soit jo le plus petit entier tel que [3] < 2/0 et soit j > jo. Il découle de la relation

— (3] —~

fED(n) = ( I1(n+ k))f(n +[3]) (n € Z) et de (4.9) qu’il existe une constante C; > 0
k=1

indépendante de f telle que

21+l

P(h) > c? ST Fn+ D)2+ [n)? sin? (nh). (4.10)
|n|=27
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On déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

27411 27+l 1 27+l 1

I

S [Fe+ DI+ < (X o+ BN+ (X () ()

|n|=27 |n|=27 n=27
T . : 1 T 27
On pose h = 35 Pour tout entier n tel que 27 < |n| <2771 — 1, on a 3 < |nh| < 5 et
1

donc sin? (nh) > T On déduit donc de (4.10) que

21 ) N o1

(3 1o+ BDFa+mp*)* < o5

n|=27 '

Puis, comme f € A3(T), on a
P < emp ()
(32]) — ( 7T) HfHA‘;(ﬁ) )
de sorte que
2711 1 9
= N 3\ 2 1 T\ 53
(X [Fo+BPa+mn?) <aen:|f,, G5 (4.12)
In|=27 '
De plus, il existe une constante Co > 0 telle que
27+11 1
(3 (1 jnly»29)* < oo (s-+), (4.13)
n|=27

Finalement, on déduit de (4.11) et des inégalités (4.12) et (4.13) qu’il existe une constante
Cs > 0 indépendante de f telle que pour tout j > jo,

2i+1_1

S o+ )]+ Inl) < 27 ey g, = 277 Cu| )

As®

FEn sommant sur j > 0 ces inégalités, on obtient

C3
—€&

S° [Fn+ B+l <

In|>2%0

171

As®

D’autre part, on a }f(n)‘ < HfHA pour tout n € Z. Donc, puisque jg est indépendant de
f, il existe une constante K > 0 (indépendante de f) telle que

£, < &1 /]

As
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Avant de donner le résultat principal de cette section, nous avons besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.2.4. Soit E un fermé de T pour lequel il existe § > 0 tel que

2 1
——dt .
/0 d(et, By = T

et T un opérateur inversible sur un espace de Banach dont le spectre est

Soit 0 < 1 j 5
inclus dans E et qui satisfait
HT"H = O(ns), n — 400 ( pour un certain réel positif s)
et T = 0(e). 0 — -+,
Alors il existe une fonction extérieure f € A*°(D) qui s’annule exactement sur E et telle

foo
que Y f(n)T™ = 0.
n=0

Démonstration. Soit w le poids défini par w(n) = HT”H (n € Z). Soit ® le morphisme
continu de A, (T) dans £(X) défini par

+oo
O(f)=f(T)= Y fT"  (f€A(T)).

n=—0oo

Puisque l'algebre A, (T) est régulitre, on a {z € T: f(z) =0 (f € ker®)} C E (voir
[17], Theorem 2.5), et donc J,(E) C Ker ®. Le résultat découle alors des lemmes 7.1 et
7.2 de [14]. O

Théoréme 4.2.5. Soit E un K-ensemble et s un entier positif. Alors, tout opérateur T
sur un espace de Banach dont le spectre est inclus dans E et qui satisfait

T[] = O(n%), n — +o0
et HT*”H = O(enﬁ), n — 400 pour un certain B < 1—?—(5E()E)’
satisfait également la propriété plus forte
177 = O(n**2%%), n — 4oc,
pour tout € > 0.

Démonstration. Soit € > 0 et § = s+ % + . Sans perte de généralité, on peut supposer
que § n’est pas un entier. Soit ¢ un réel tel que s+ 1 <t < § et [t] = [5]. D’apres le lemme

4.2.3, on peut définir un homomorphisme continu ® de A (T) = ()\t(T))+ dans £(X) par

O(f) = f(T) = f)T"  (f €A (T)).
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Soit I = ker ®, I est un idéal fermé de A (T) tel que hS (I) C E. On déduit alors de la
proposition 3.2.1 que

1=1(8; 1.0 NT,....wl0 1) NT).

5(E)

)
T(S(E)’ il existe 0 < 0 < §(F) tel que f < ——. On a, par définition de

Comme [ < s

2w
1
I(E), / mdt < 4o00. Donc on déduit du lemme 4.2.4 qu’il existe une fonction
0 e’ 3

extérieure f € A*°(D) qui s’annule exactement sur E et telle que f € I. Ainsi Sy = 1. Si
on note

Ni(E) = {f € AT : fi, = ... = [0 =0},

et N, (E) = Ny(E) N Af(T), on a finalement N;"(E) N M\(T) C I. Maintenant, comme
AZ(T) C A/ (T), on peut définir un homomorphisme continu ¥ de A (T) dans £(X) par
V= <I>‘A oy’ En utilisant ce qui précede, on a

NI (E) C Ker W.

Il existe donc un homomorphisme continu ¥ de A} (T)/N (E) dans £(X) tel que ¥ =
ort, ot 7 désigne la surjection canonique de A7 (T) sur AF(T)/N; (E). Comme F est
un K-ensemble, c’est un ensemble d’interpolation pour AT;(T) (théoreme 4.2.2), de sorte
que l'injection canonique i de AL (T)/NZ (E) dans A;(T)/N;(E) est surjective. On a, pour
n >0,

T"=Voiloms(a™),

ou 7z désigne la surjection canonique de Az(T) sur Az(T)/N;(E) et @ : z — z. On a donc,
pour n > 0,

(s

IN

|9 0 i~ ||||ms(a™)|
|9 oi (1 +n)s,

Az

IN

ce qui acheve cette démonstration. ]

On donne alors deux corollaires immédiats de ce théoreme. Le premier concerne les
opérateurs dont le spectre est inclus dans le parfait symétrique E¢, § € (O, %) On pose
log % —log2

- Zlog% —log?2’

Corollaire 4.2.6. Soit £ € (0, %) et s un entier positif. Alors, tout opérateur T sur un

espace de Banach dont le spectre est inclus dans E¢ et qui satisfait

77 = O(), = +o0
et HTan = O(e"ﬁ), n — 400 pour un certain 3 < b(§),
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satisfait également la propriété plus forte
HT_”H = O(ns+%+€), n — +00,
pour tout € > 0.

log 2
log %
satisfait la propriété suivante : pour tout § < 1 — (&), il existe une constante K5 > 0 telle

Démonstration. On note «a(§) = . II est bien connu que le parfait symétrique E;

que, pour tout arc L de T, / d(e®, EE)_‘Sdt < K(;\L|1_‘S (une démontration de ce résultat

L
sera donnée dans le chapitre 6, lemme 6.2.6). Par conséquent, on déduit du lemme 4.2.1 que
E¢ est un K-ensemble. Le résultat découle alors immédiatement du théoréme 4.2.5. O

Nous obtenons également un autre résultat, qui généralise le théoreme 4.1 de [13]. En
effet, la condition ” HT‘”H = O(e"ﬁ), n — +o0” qui apparait dans le corollaire suivant est
plus faible que celle dont les auteurs de [13] ont besoin pour montrer leur résultat.

Corollaire 4.2.7. Soit E un K-ensemble et s un entier positif. Alors, il existe une constante
B > 0 telle que tout opérateur T sur un espace de Banach dont le spectre est inclus dans
E et qui satisfait
|7 = O(n), n — +o0
et HT_”H = O(e”ﬁ), n — 400,

satisfait également la propriété plus forte
HT*”H = O(nSJr%“), n — o0,
pour tout € > 0.

Démonstration. Comme E est un K-ensemble, on déduit du lemme 4.2.1 que §(E) > 0. Le
()
O

résultat découle alors immédiatement du théoreme 4.2.5, en prenant 5 < T(S(E)

Pour finir, on donne un résultat de synthese spectrale qui est une conséquence du
corollaire 4.2.6 et du théoreme 2.3.4.
Théoréeme 4.2.8. Soit s un réel positif et ¢ > 3 un entier. Soit w un poids tel que
w(n) = (14 n)*(n > 0) et logw(—n) = O(n?) pour un certain B < b(;) Soit 5 > s+ %
Si f e Ay(T)N Az(T) et si f =0 sur E1, alors f est de synthése spectrale pour E1 dans
Au(T). ' ’
Démonstration. On note m,, la surjection canonique de A, (T) sur A, (T)/J,(E1), et par
T Topérateur de multiplication par m,(«) sur A,(T)/J,(FE %) 1l est facile de voir que T

satisfait les hypotheses du corollaire 4.2.6, et donc on déduit de celui-ci que HT‘”H =
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wa(a)_”H = (ng), n — 4o00. On peut alors définir un homomorphisme continu © de
A;(T) dans A, (T)/Ju(E1) par

+o0o
O(f)= > Fmm(@)"  (f € A5(T)).
ker © est un idéal fermé Az(T) qui contient J5(E1). De plus, on déduit du théoréme 2.3.4

q
que E1 est de synthese spectrale dans A3(T). On a donc I3(E1) = Js(E1) C ker©.
q q q

Maintenant si f € A, (T) N I3(E1), on a m,(f) = O(f) = 0, ce qui prouve que f € J,(E1)
q q

et acheéve cette démonstration. O

Notons que J. Esterle a montré dans [14] que E1 est de synthese spectrale dans A, (T)

q
pour tous les poids w tels que w(n) = 1(n > 0) et logw(—n) = O(n”) pour un certain
1

B <b(-).

)
Remarques :
1) D’autres résultats concernant des opérateurs a spectre satsifaisant la condition de Car-
leson sont obtenus dans [26].

1 log2 +1
2) Quand & = 7 la constante b(§) = m

aux vues de [16] o les auteurs construisent une contraction 7 telle que lirf log HT_
n—-—+0oo

+o00, SpT C F1 et log HT*”H = O(nb(Q)). D’apres le théoreme 6.4 de [15], T' ne satisfait
q

dans le corollaire 4.2.6 est la meilleure

"l =

HT‘"H = O(ns) pour aucun réel s > 0.
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Chapitre 5

Un ensemble de Carleson d’unicité
pour A7 (T) lorsque w € ()

5.1 Définitions

On rappelle que (D) désigne I’espace des fonctions analytiques dans D et continues sur
D. Nous commencons par définir la notion d’ensemble d’unicité pour un espace, introduite
par L. Carleson dans [9)].

Définition 5.1.1. Soit X un sous-espace de A(D). On dira qu’un fermé E de T est ZX
s’il existe une fonction f dans X non nulle et qui s’annule sur E. Lorsque E n’est pas ZX,
on dira que E est un ensemble d’unicité pour X.

On rappelle qu'un fermé E de T vérifie la condition de Carleson si

27 1
logt ———dt )
/0 og TN < 400 (C)

Soit 0 < s < 1, nous avons vu dans le chapitre 3 que les assertions suivantes sont
équivalentes ([9], [35]) :
(i) E vérifie la condition de Carleson (C).
(i) E est ZAF(T).
(iii) £ est ZA> (D).
On notera (2 I'ensemble des suites w = (w(n))n>0 de réels strictement positifs telles que

w(n
pour tout £ >0, lim % = +00. On notera
n—+oo N

+oo
azmy ={ream: |f, =3 IFmlwn) < +oc}.
n=0

Avec les notations introduites dans le chapitre 3, A} (T) est I'espace (A@(T))+, onw =
(&J(n))neZ est n’importe quelle suite de réels telle que w(n) = w(n) si n > 0. On commence
par la remarque élémentaire suivante :
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Remarque 5.1.1. On a @*(D) = |J AL (T).
we

Démonstration. Soit f € A% (D), alors la suite w définie par

1
n) = — (neZ)
ma (|7)], ) (] + 12
appartient & Q et f € Af(T). Cela prouve que A>°(D) C |J AJ(T). L’autre inclusion est
weld
claire. O

A. Atzmon s’est alors légitimement demandé dans [5] s’il existe une suite w dans 2
telle que chaque ensemble de Carleson soit ZAZ(T). On répond négativement a cette
interrogation. Plus précisément, étant donnée une suite w dans €2, on exhibe un ensemble
de Carleson F tel que la seule fonction dans A} (T) qui s’annule sur E, est la fonction nulle.

5.2 Un ensemble de Carleson qui est d’unicité pour A} (T)
lorsque w € ()

Définition 5.2.1. Soit E un fermé non vide de T et \ une fonction positive sur [0, +00).
On dit que E est un ensemble \-Carleson si

2T 1
A logm™ —— )dt .
/0 ( 8 d(e”,E)) < +eo

Si A(z) = z (z > 0), on reconnait les ensembles de Carleson déja définis.

Nous aurons besoin de la proposition suivante. Sa démonstration utilise un argument
utilisé par L. Carleson dans [9], et par B. A. Taylor et D. L. Williams dans [37].
Proposition 5.2.1. Soit A\ une fonction positive sur [0,4+00) qui est deuz fois dérivable

Az
avec " > 0 sur [0, +00) et telle que hr}rl Alz) = 400. On définit une suite w par w(0) =1
r—+o00 I

et w(n) = erMogn) pour n > 1. Soit E un fermé de T. On suppose qu’il existe une fonction
F dans A} (T) non nulle et qui s’annule avec toutes ses dérivées sur E. Alors E est un
ensemble \-Carleson.

Démonstration. Soit F' une fonction dans A} (T) non nulle et qui s’annule avec toutes ses
dérivées sur E. En utilisant la formule de Taylor, on obtient, pour tout n > 0,

) < L2 e,

ou, pour g € C(T),

gHOO = sup |g(z)|. Maintenant, un simple calcul (voir preuve du lemme
zeT

6.2.1 1) pour plus de détails) montre que

w’

K
17 < sup s 1)
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Sans perte de généralité, on peut supposer que HF Hw =1, de sorte que pour tout n > 1,

d(z, E)" k!
rel < P e g
< B o
< d(z,E)"exp { igg (nt — A1) } (z € D). (5.1)

Les conditions satisfaites par A impliquent que X\ croit strictement et que lirjrrl N(z) =
T—T 00

+00. Ainsi ) admet une fonction inverse N'~! définie sur [\ (0), +o00). Il est alors facile de
voir que, pour tout n > N (0), on a

il>l]0) (nt — A()) = nA"H(n) = A(N 71 (n)).

On déduit donc de (5.1) que pour tout n > max (X' (0),1),

. 1
—log ‘F(e’a)‘ > nlog A )~ n\N"Hn) + )x()\'_l(n)). (5.2)
) . , . Ax) A
Puisque lim X (z) =+ooet lim ——= = 400, il existe § > 0 tel que pour tout x > §, on
Tr—-+0c0 r—4oco I

1 ) .
a N(z) > 1+max (N(0),1) et AN(z) —z > 5)\(1‘) Soit €' tel que d(e?, E) < e~°. On pose
1
n = [)\' < log 7” , oli, pour tout réel x, [z] désigne sa partie entiére. En remarquant
d(e?? )

1
que la fonction z — —z X~ (z) + A(XN'"!(z)) est décroissante et que n < )\’(log m),
€ 9
on obtient

-1 -1 1 / 1 L
— > = _— _— _—
nXTH () £ AT () 2 ~log d(e?, E) A (IOg d(ele,E)) * A(log d(eze,E)>
1 1
> - 1)log ——— log ——>— ).
= —(n+Dlos 7 +A(log d(e“’,E))

On déduit donc de (5.2) que si d(e?, E) < e~°, alors

. 1 1
_ i0 > )\ _ -
log {F(e )‘ > A(log d(e“’,E)) log PTN)
1 1
> - 1 Y — .
= 2)\( ©8 d(ew,E))
Comme z +— — log |F (z)’ est intégrable sur T, E est un ensemble A-Carleson. O

Nous avons besoin des trois lemmes suivants :
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Lemme 5.2.2. Soit A une fonction positive sur [0,+00) et croissante sur [A,+00) pour
un certain A > 0. Soit E un fermé de T. Soit ( ) o la suite des arcs complémentaires

de E, et notons |I| la longueur de Uarc I,. Si Z |1, |)\(log A ‘) = +00, alors E n’est
pas un ensemble \-Carleson.

Démonstration. 11 existe ng > 0 tel que pour tout n > ng, |I,| < e™4. Soit n > ng, pour
tout e € I, on a d(e, E) < |I,,|. Et puisque \ est croissante sur [A, +00), on a

A(lOgd(ei,EQ )\(log A |>

Donc, pour tout n > ny,

/In)\(log+d(ei1’E)>dt = /In)\(logd( i E))dt
2 M(log 7 |) (5.3)

Pour conclure, il suffit alors d’utiliser (5.3) et de remarquer que

2m L1 = L1
/0 A(log w)dtzngo/ln)\(log m)dt,

1
et que Z |1, |)\<log T ) +00. O
= 1|
. ‘ - - F(z)
Lemme 5.2.3. Soit F' une fonction positive sur [0,400) telle que hr+n = 400 et
rz—+oo I

II;%F(I') > 0. Alors, il existe une fonction positive A sur [0, 4+00) telle que :
x>

(i) X est indéfiniment dérivable sur [0, +o0) et X' > 0.

. Ax)

(ZZ) xl{r—l{loo T T

(i1i) A < F sur [0, +00).
Démonstration. Pour x > 0, on pose G(z) = inf F(t). G est une fonction positive et

t>x

croissante telle que G < F et lim Glx)

Tr——400 €T
de généralité, que F est croissante. Soit m le plus grand minorant convexe de F'. Il est

clair que m est une fonction positive et croissante. Puisque hrf L
Tr——+00 X

M >0, il existe a > 0 tel que F(z) > M(x — a) pour tout x > 0. Par définition de m, on

a m(z) > M(z — a) pour tout z > 0. Cela prouve que lim (z)

r——+400 €T
soit x une fonction positive et indéfiniment dérivable sur R, dont le support est inclus dans

= +o00. On peut donc supposer, sans perte

= 400, pour tout

= +o00. Maintenant,
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1
[0,1] et telle que x(t)dt = 1. On prolonge m en une fonction croissante et convexe sur

0
R en posant m(x) = m(0) si z < 0. Et on définit une fonction p sur R par

1
_ / m(z — )y ()L
0

Il est clair que p est une fonction positive et indéfiniment dérivable sur R. Puisque m est
croissante, on a, pour tout z > 0,

1
wlz) < mlz) /0 \()dt = m()

1
et plx) > m(x— 1)/0 x(t)dt = m(z — 1),

()

de sorte que p < m < F sur [0,+00) et lim

T——400
donc p aussi. En particulier, on a pu” > 0. Notons ¢ = ir>1% F(z), et posons, pour = > 0,
=z

1
AMz) = —p(x) + %e*x. Il est alors clair que A satisfait les conditions(i)-(iii) du lemme. [

2
A(z)
Lemme 5.2.4. Soit A une fonction positive et convezxe sur [0, 400) telle que hm — =
+oo
+o00. Alors, il existe un ensemble parfait inclus dans T qui est un ensemble de Carleson,

mais pas un ensemble A\-Carleson.

= +400. De plus, m est convexe, et

A
Démonstration. Puisque lim ﬁ = +o00, on peut trouver une suite (agg)k>1 de réels
r—+oco I =
dans l'intervalle (0,e~!) telle que pour tout k > 1,
1 1
!/
log — < —
@ 208 aj, ~ k2
1 1
et )\(log —,) > klog —. (5.4)
aj, aj,

— < nyaylog (5.5)

On définit (an)n>1 par
an:afy€ si 1<n<mn
et ap=a) si mit+...+tnp 1 +1<n<ni+...+n; (k>2).

Grace a (5.4) et (5.5), la suite (ay) satisfait

n>1
“+o0o
1
Z an log — < ~+00

n=1

et Zan (log—) +00. (5.6)
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1
Maintenant, puisque la fonction z — zlog — est bijective sur (0,e1), il existe, pour tout
x

n > 1, un réel positif b, € (0,e7!) tel que

1 1
ay log = 2"~ 1p,. log o
n n

Ainsi, on a

—+00

1
> 2v 1, log .~ < +o0. (5.7)
n=1 n
De plus, on a
1 1 1y-1 1
M (logg-) = anlos o-(1ong-) (107 ) -
bpA ogbn a ogan ogbn A ogbn (5.8)

M) — A(0)

Puisque A est convexe, la fonction z — est croissante. Ainsi, puisque pour

tout n > 1, b, < ay, on a

(log bln) _1)\(10g bln> > (log a1n> - ()\(log c;) - A(O)) + <Iog bln)_l)\(())

On déduit donc de (5.8) que

2"_1bn)\(log bi) > an)\<log ai) — an\(0)

> an)\<log i) — A(0)ay, log i

Gn Qn

On déduit de cette inégalité et de (5.6) que

= 1
3 2”*1bnA(1og E> — +o0. (5.9)

n=1

La condition (5.7) implique que la série ZQ”flbn converge. On peut alors changer un
n>1
nombre fini de termes de la suite (bn)n>1 pour que

+oo
> 2, =2 (5.10)

n=1

Nous allons construire un parfait symétrique a rapport non constant comme ceci. On pose
Fy = [0,27]. On retire du milieu de Fy un intervalle ouvert de longueur b;. Il reste alors
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1
deux intervalles fermés de longueur 5(27? — b1). Puis, on enleve, au milieu de ces deux
intervalles restant, un intervalle ouvert de longueur by. Et ainsi de suite. Apres la n®™e

étape, il reste un intervalle fermé F;,, qui est 'union de 2" intervalles fermés de longueur

1 n

27(277 — Z2k*1bk). On pose alors F' = [ F,. F est un parfait symétrique a rapport
k=1 n20

non constant, et les arcs complémentaires de F' consistent en une union sur n > 1 de 2"~1

intervalles ouverts de longueur b,, (voir [24] pour d’autres détails). On pose

E={c"eT:teF}.
I1 découle de (5.10) que E est de mesure de Lebesgue nulle et puis de (5.7) que E est un
ensemble de Carleson. De plus, comme A convexe et que lirJ]rn A(z) = +00, X est croissante
T—1T00
sur [A, +00), pour A suffisamment grand. Donc d’apres le lemme 5.2.2 et P'égalité (5.9), E
n’est pas un ensemble A-Carleson. O

On peut alors donner le principal résultat de ce chapitre.

Théoréme 5.2.5. Soit w dans Q. Alors, il existe un ensemble de Carleson qui est d’unicité
pour A} (T).

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que w(n) > 1 pour tout n >

0. On prolonge w en une fonction continue sur [0,400), linéaire sur chaque intervalle

[n,n+ 1] (n > 0), et on pose F(z) = log (w(e”)). On a 11;{5F(x) > 0, et puisque w € Q, F
x>

satisfait lim
xr——+00

sur [0,400) et qui satisfait les conditions (i)-(iii) du lemme 5.2.3. On applique alors le
lemme 5.2.4 qui nous fournit un parfait £ de T qui est un ensemble de Carleson, mais pas
un ensemble \-Carleson. Comme e*1°8™) < w)(n) pour tout n > 1, on a

= +00. Donc d’apres le lemme 5.2.3, il existe une fonction A positive

AI (T) C A:’(T)’

ol W'(0) =1 et '(n) = e*°8™) &i n > 1. Maintenant, soit F' une fonction de A} (T) qui
s’annule sur E. Alors F' € AI/(']T), et puisque E est parfait, elle s’annule avec toutes ses
dérivées sur E. Comme F n’est pas un ensemble A-Carleson, il découle de la proposition
5.2.1 que F identiquement nulle. Cela signifie exactement que E n’est pas ZAJ (T). O

Soit ¢ > 0, on définit w, = (wc(n))nez par

we(n) = ec|"|% (neZ).

Soit F un fermé de T. Soit w une suite de réels. On note A, (E), Al (E) et Q*(F) les
espaces constitués des restrictions & E des fonctions respectivement dans A, (T), A (T) et
a>=(D). A. Atzmon a montré dans [5] (Theorem 2) que si E est un ensemble de Carleson,
alors il existe une constante ¢ > 0 telle que A, (E) C Q% (E). Il découle de la proposition
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5.2.6 établie ci-dessous que ce résultat ne peut pas étre amélioré dans le sens suivant : pour
tout w € €, il existe un ensemble de Carleson E tel que pour tout ¢ > 0, on a

A (E) ¢ AL(E).

Proposition 5.2.6. Soit w € €, il existe un ensemble de Carleson E tel que

z|;1 ¢ AN(E). (5.11)

Démonstration. Soit w € . On prétend que 'on peut construire une suite 7 dans €2 telle
que pour tout n > 0, 7(n) < w(n) et

T(n+1)
sup ————
n>0 T(n)

<2 (5.12)

On peut construire une telle suite comme suit. Soit @ la suite définie par w(n) = ir;f w(m).
m-n

1l est facile de voir que @ est une suite croissante de  telle que @ < w. On définit la suite
T par

7(n) = min(2r(n—1),0(n)) (n>1).

Il est clair que pour tout n > 0, 7(n) < @w(n) < w(n), et que 7 satisfait (5.12). Puis, une
récurrence sur n montre que

7(n) = min {dej(n —k): 0<k<n}.
Ainsi, pour tout n > 0, il existe un entier k,, 0 < k,, < n, tel que
7(n) = 26&(n — ky).

En distinguant le cas k,, < [g} du cas k, > [g], on obtient

7(n) > min (@([%D,Q[%b(o)>.

On déduit alors de cette inégalité que 7 € Q. D’apres le théoréme 5.2.5, il existe un
ensemble de Carleson E qui est d’unicité pour AF(T). Comme A} (T) C A}(T), il suffit
de montrer que zl;l ¢ A (E) pour montrer (5.11). Supposons que z|_E1 € Af(E). Alors, il

1
existe ' € AT (T) telle que — = F(z) pour tout z € E. Par conséquent, z — 1 — 2F(z) est
z

une fonction non nulle et qui s’annule sur E, et grace a (5.12), elle appartient & Af(T).
Ceci est alors en contradiction avec le fait que F est un ensemble d’unicité pour A} (T), et
acheve cette démonstration. O



Chapitre 6

Ensembles d’unicité pour certaines
algébres A7 (T)

6.1 Introduction

Soit a € [0, 1] et E un fermé de T. Soit » > 0. On considere des recouvrements au plus
dénombrables de F par des arcs (Aj)j>0 de longueur inférieure ou égale a r. Et on note
des quantités Y |A;|%. K, (F)

Jj=0
croit lorsque 7 décroit. On définit alors la a-mesure (de Hausdorff) de F, que 'on note

Ho(E), par

K,(E) la borne inférieure sur ces recouvrements (Aj)j>0,

H,(E) = lim K, (E).

r—0

Il existe un réel dimg(FE) tel que Hy(E) = 0 si a > dimyg(FE), et Ho(F) = +oo si

1
a < dimy(E). dimy(E) s’appelle la dimension de Hausdorff de E. Soit & € (0, 5) Le
log 2
parfait symétrique E¢ est de dimension de Hausdorff dimpy(E¢) = loil, et on a 0 <
og £

dimpy(E¢) < +oo (voir [24] p.26). On pourra consulter [24] pour plus de détails concernant
ceci. Soit o € (0, 1) et C' > 0 une constante. On note wy, ¢ la suite définie par

Wa,c(n) =e

Nous montrons que si E est un fermé de T tel que Hy(E) > 0 (pour o € (0,1)), alors E
est un ensemble d’unicité pour Ajga’ o (T). Puis, nous montrons que ce résultat est optimal
et que la a-mesure ne mesure pas convenablement le fait qu'un fermé F soit ou non un
ensemble d'unicité pour AF (T).

Les ensembles d’unicité pour Aja o(T) ont été beaucoup étudiés par le passé. Les
résultats sont souvent énoncés dans les classes de Gevrey Ay (), o M et @ sont des
constantes positives et Ajr () 'espace des fonctions ' dans °°(D) telles que pour tout
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n >0,
’F(")(z)‘ < Man'né” (z e D).

Grace au lemme 6.2.1, les résultats évoqués ci-dessus se transposent dans les algebres de
fonctions A} (T). Soit E un fermé de T et a € (0, 1), on note (C,) la condition

2T
/ d(e, B)~“dt = 400 (Cy).
0

L. Carleson a montré dans [9] (théoréeme 2) que si F est parfait et vérifie la condition
(Ci—q), alors E est un ensemble d’unicité pour Af _(T) (pour n’importe quelle constante
C > 0). D’autres auteurs se sont alors intéressés a la réciproque. A.-M. Chollet a montré
dans [10] que s’il existe une constante C' > 0 telle que E est un ensemble d’unicité pour

& 5o (T), alors E vérifie la condition (Ci—q). D’autres résultats sur ce sujet ont été

I+a

établis par S. V. Khruschev dans [27] et par E. M. Dyn’kin et S. V. Khruschev dans [11].

6.2 Ensembles d’unicité pour certaines algébres A7 (T)
Nous avons le lemme suivant qui fait le lien entre les algebres AT (T) et les classes de
Gevrey Aprg(a).

Lemme 6.2.1. Soit o € (0, %]
1) Soit C > 0. On définit w par

w(n) =" (n>0).
Si F e AS(T), alors F € Ay
et (g s —(1-a)) N
2) Soient M et QQ des constantes positives et F € AM’Q(li)' Alors F € AZ(T), ot w
-«
est défini par

1 ) pour une certaine constante M > 0 et QQ =
—

w(n) =" (n>0),

1
avec C < W
Démonstration. 11 existe des constantes K1, Ko > 0 telles que pour tout n > 1,
Kivne "n™ < n! < Koy/ne "n". (6.1)
1) Pour tout n > 1, on a F™(2) = 3 ﬁF(k)z " (z € D). Par conséquent, on a
k=n -—n):
I k! ~
FM < | F(k)|w(k
Pl £ Y G POl
k!
< ||F|| sup ————~
< Pl G—em
k!
<

HIFl s e
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On déduit alors de (6.1) qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tout n > 1,

HF(”)HOO < Knl! HFstup efn(k) — Kl HFHwesup’“Z” Fuk), (6.2)
k>n

ou, pour > n, f,(z) = xlogx — (z —n)log(x —n) —nlogn—Cz®. On a, pour tout z > n,

Fulz) :/ (logt + 1 —logn — C=—)dt
r—n n

< / hn (t)dt
< nsuphy(t), (6.3)
>0
t 1 C
ou, pour t > 0, hy(t) =logt+1 —logn—C’;. On a, pour tout ¢t > 0, h),(t) = i % a-l
et
n o\ L
hl(t)=0 <= t—(—»“
() o
De plus,
n\a 1 n 1
ha(t) = hy, <7>“ = “log—= +1—logn— —. 6.4
sup ) = o (25)") = Ltow 41— togn - 1 (6.4)

On déduit alors de (6.2), (6.3) et (6.4) qu'il existe une constante M > 0 telle que

|FO|. < M(eé(‘()g C) )nn! nan,

ce qui prouve 1).
2) Soit n > 1. Pour tout 0 < k < n, on a

[ 2 . .
n! F(n) _ i / F(k;)<619)€—z(n—k)9d9_
27'(' 0

Donc pour tout 0 < k <n, on a

(n— k) k!

ki l=2k
n! Qk =

|F(n)| < M

On déduit de (6.1) qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tout n > 1,

|F(n)] < Kyn inf e® =k /nenfosksnfalk) (6.5)

0<k<n

olt, pour 0 < z < n, fu(z) = zlogz + (n — z)log(n — ) — nlogn + zlog @ + =2z log .
1—

On a, pour tout 0 < z < n, f}(z) = —logz —log(n —x) +log Q + 272 Une simple étude
e «
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de fonction permet de montrer que f), est strictement croissante sur l'intervalle ]0,n[ et
qu’elle s’y annule une seule fois en un point z,,. On a, pour tout n > 1,

1_
a:0

1
fi(xy) =0 < —logz, —log (n = a:n) +log Q +
a
n—:cn)a
(Qelig ’

De plus, pour tout n > 1, 0<in£ fa(x) = fo(zy). Comme a < 1, on déduit de (6.6) que
<z<n

— o= ( (6.6)

lim 2™ = 0. En observant que (1—2)*=1-0(z) (z — 0), on déduit de (6.6) que, pour

n—+oo n
o= () (o)
n

tout n > 1,
On en déduit d’abord que x,, ~ (

(0%
> (n — +00), puis, comme « € (0, %], que

Qelig
= ( Tf,a)a+0<n2°‘*1),nﬁ+oo

Qe o

- ( ”;) +O(1), n — +oo. (6.7)
e «

Pour tout n > 1, on note alors k, = [z,], [z,] désignant la partie entiere de z,. On a

. < . .
ogn;clin fn(k) < fu(ky). On a également
1
Fulkn) = kn<a log kn — log(n — ky) + log Q) +nlog(n — ky) — nlogn (6.8)

Comme la fonction z — L logz — log(n — z) + log @ est croissante sur ]0, n[, on déduit de
(6.8) et de (6.6)que

1
kn<— log z,, — log(n — x,,) + log Q) + nlog(n — k) —nlogn
a

1—
= —70[1% + nlog(n — ky) —nlogn
o

fn(kn)

IN

1 kn
= Ky +ky+nlog (1 . 7)
(6% n

= —ékzn + O(kf), n — 400 (6.9)

Comme lirJrrl xn = +oo et que k, = [z(n)], on a k, ~ x,, n — +o0. Par conséquent, on
n—roo

déduit de (6.9) et de (6.7) que

Falkn) < —1(%)(1 FO(1), n — +oo (6.10)
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On déduit donc de (6.5) et de (6.10) qu'il existe une constante M > 0 such that

[F)| < Myne waea=""

ce qui prouve 2). O

Pour E un fermé de T, on notera souvent (I")n>0 la suite des arcs complémentaires

de E. Cela signifie que T\E = |J I, avec I,, des arcs ouverts deux & deux disjoints. La
n>0

proposition suivante donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un fermé F

vérifie la condition (C,). Elle s’inspire des résultats obtenus par L. Carleson dans [9] dans

le cas des ensembles vérifiant la condition de Carleson.

Proposition 6.2.2. Soit a € (0,1) et E un fermé de T de mesure de Lebesgue |E| nulle.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

2
(i) / d(e, B)™“dt < 4oo0.
0
(i1) Z || < 400, ot |I,,| désigne la longueur de Uarc I,,.

=0
e
(iii) / ) 4t < +oo, 0u 6(t) = 3 |Inl pourt > 0.
ot <t
1
E
(iv) / t’aﬂdt < o0, ot By = {z € T : d(z,E) < t} et |Ey| désigne la mesure de
0

Lebesgue de Fy.

Démonstration. (i) <= (ii) Pour chaque n > 0, on note e et e les extrémités de
larc I,, (avec 0 < a,, < by, < 27). Comme |E| =0, on a

_— foo | enthn b
/ d(ezt’ E)_adt = Z </ (t — an)—adt + / , (bn — t)_adt)
0 n=0 an W
20 X

= Z |1, |1
n=0

Ceci montre que (i) < (i1).
(i1) <= (4¢i7) Enumérons les longueurs prises par les arcs I,, en une suite strictement
décroissante (tj)j>0. La fonction ¢ est une fonction en escalier constante sur chaque in-

tervalle [tj11,t;[ (j > 0). Lorsque (ii) ou (iii) sont vérifiées, on montre facilement que
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lim ¢, “¢(t,) = 0. On a alors

n—-+00
0 ¢(t) — [ ()
o totl dt = Z \ ta+1dt
j—o 41
’ 1
— Z¢> tiv1) / t—old
tj+1
1 <X
= I3 (5 - ) oltie)
7=0
= 1
= az o(tjt1)) — to"o(to)-
7=0
Or pour tout j > 0, ¢(t;) — ¢(tj+1) = Y, tj et ¢(tg) = 2m. On a donc
In:|fn‘:tj
o g (t) 1% o
it = = It — =@
0 ta+l a;| "| a ©

Ceci montre que (i) <= (ii1).
(7i1) <= (iv) On a clairement ¢(t) < |Ey|, pour tout ¢t > 0, ce qui prouve que (iv) = (7).
D’autre part, pour tout ¢t € [0, 27], on a

IS SEED DR

n>2  I,:2n=1i<|, | <27

620+ > 2|£’2

n>2 [, 2n-lt<|L,|<ont

2™
Z ¢2(n—2)

n>1:2n—1¢<27

X p(2)
< Z on— Ton—2 X[Oin 7D

ol X[q5 désigne la fonction caractéristique de I'intervalle [a, b]. On a donc
LB = $(2"t)
t
/0 ta-‘rl = Z/ 271 2ta+1 Sn—27ar1dt
On effectue alors le changement de variable t — 27"t dans le ni®™® terme de la somme. On

obtient
! 1B 4 ()
/0 ta+1 < Z 2 ) 0 ta-i—l dt’

ce qui prouve que (ii) = (iv). O

IN

IA
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Proposition 6.2.3. Soit a € (0,1) et E un fermé de T tel que H,(E) > 0. Alors E vérifie
la condition (Ci1_q).

Démonstration. D’apres la proposition précédente, il s’agit de montrer que

2w ‘Et‘
/0 i3 At = +oo. (6.11)

Puisque H,(E) > 0, on déduit du lemme p.27 de [24] que infz |A;|% = m > 0, ou
Jj=0
I'infimum porte sur les recouvrements au plus dénombrables (Aj)j>0 de E par des arcs.

Soit ¢ > 0, Ej est une réunion finie d’arcs (A;) tels que |Aj|_2 2t. On a alors

0<5<n(t)
n(t) n(t)
Bl = ) 1A =D 1A A
=0 =0

n(t)
> (@27 |Ae
§=0

> m(2t)l, (6.12)

On déduit alors de (6.12) que la condition (6.11) est réalisée, ce qui achéve cette démonstration.
O

Nous rappelons le théoreme 2 de [9] que nous énongons sous la forme suivante :

Théoréme 6.2.4. ([9]) Soit o € (0,1) et E un parfait de T qui vérifie la condition
(Ci—a ). Alors, pour toute constante C > 0, E est un ensemble d’unicité pour Aja C(']I‘).

Nous avons alors le théoreme suivant, qui est une conséquence de ce résultat et de la
proposition 6.2.3 :

Théoréme 6.2.5. Soit a € (0,1) et E un fermé de T tel que Hy(E) > 0. Alors, pour toute
constante C > 0, E est un ensemble d’unicité pour A} _(T), ot wa,c est la suite définie
par

l—a
wa,c(n) = O
Démonstration. E est un fermé de T, donc peut s’écrire comme union disjointe £ = F1UFs,
avec E7 un ensemble parfait et Fy un ensemble dénombrable (voir [20], theorem 6.66 p.72).

On a alors

H,(E) < Hy(E1)+ Hy(E2).

Or Ej étant au plus dénombrable, H,(E2) = 0, et donc H,(E7) > 0. D’apres la proposition
6.2.3, E vérifie la condition (C;_,). Le théoréme 6.2.4 montre alors que E; est un ensemble
d’unicité pour Af _(T). Par conséquent, E est un ensemble d’unicité pour Af _(T). O



70 ENSEMBLES D’UNICITE POUR CERTAINES ALGEBRES A (T)

Nous allons maintenant montrer que la condition H,(E) > 0 n’est pas nécessaire pour
que F soit un ensemble d’unicité pour Ajga C(’]T). Nous allons voir en effet que lorsque
Hg(E) > 0 pour un certain § < «, alors £ f)eut étre ou non un ensemble d’unicité pour
A:Cm o(T), et les deux éventualités sont possibles.

Soit & € (0, %) Le parfait symétrique E¢ est de dimension de Hausdorff dimpy(E¢) =

log 2
982 (voir [24] p.27).
log

1
€
Lemme 6.2.6. Soit £ € (0, %) Soit o > 0. Les propositions suivantes sont équivalentes :

log 2
(i) o <1— 52
log 3
(i) Il existe une constante K, > 0 telle que

/d(eit,Eg)_adt < KT« (6.13)
I

pour tout arc I de T.

Démonstration. En utilisant les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve de la
proposition 6.2.2 pour montrer (i) <= (ii), on montre que l'assertion (ii) de ce lemme
est équivalente a la suivante :

(ii") Il existe une constante K, > 0 telle que

SLITY < Ko (6.14)
I,CI

pour tout arc I de T, ou (I,)n>0 désigne la suite des arcs complémentaires de E. Il s’agit
donc de montrer que (it') <= (7).

log 2
1

£

(i) = (i7) Soit @ < 1 — . Comme on va le voir au cours de cette démonstration, on

+00
a Z 1,17 < +oo. 1l suffit donc de montrer (6.14) pour tout arc I de T tel que |I| <
n=0
2m(1—2¢). Soit I un arc de T et p un entier positif tel que |I| € [2m(1—2£)&PT, 2 (1-2€)€P (.
Soit n > p 4+ 1, nous allons montrer que, compte-tenu de la construction de E¢, I contient
au plus 2"~ P+ arcs complémentaires de longueur 27(1 — 2£)&™. Nous rappelons cette
construction. On pose Fy = [0, 1]. On retire au milieu de Fy un intervalle ouvert de longueur
1—2¢. Il reste alors deux intervalles fermés de longueur £. Puis, on enléve, au milieu de ces
deux intervalles restant, un intervalle ouvert de longueur (1 —2¢)¢. Et ainsi de suite. Apres
la m®™ étape, il reste un intervalle fermé F), qui est obtenu en ayant retiré au milieu de
chacun des 2™~ ! intervalles constituant F},, _; un intervalle ouvert de longueur (1—2¢£)¢m1,

F,,, est 'union de 2™ intervalles fermés de longueur £”. On pose alors F' = [\ F,, et les
m>0
intervalles ouverts retiré a Fy lors de I'une des étapes de la construction sont appelés les

intervalles complémentaires de F'. On pose alors ¢ = e?™F ot les arcs complémentaires de
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E¢ sont alors les arcs ouverts de la forme €2 ol J est un intervalle complémentaire de

F'. En particulier, Fj, 41 est 'union de 2P+1 intervalles fermés de longueur P11 distants au
minimum d’une longueur égale a (1 —2£)&P (longueur minimale des intervalles ouverts qui
les séparent et qui sont les intervalles retirés aux étapes précédentes). De plus, chacun de
ces intervalles fermés contient exactement 27~ (P+1) intervalles complémentaires de longueur
(1 — 26)&™. Ainsi, si J est un intervalle de [0, 1] qui contient strictement plus de 27~ (®+1)
intervalles complémentaires, alors J contient également un intervalle complémentaire de
longueur supérieure ou égale a (1 — 2£)¢P. Comme |I| € [27r(1 —26)¢Pt o2m(1 - 2{)57’[,
il découle de ceci que, si n > p + 1, I contient au plus 2~ @+ arcs complémentaires de
longueur 27 (1 — 2£)£™. De plus, pour tout n < p, I ne contient aucun arc complémentaire
de longueur (1 —2£)¢™. On a donc

“+o00
ST < ST e ar(1 - 26)¢n)

I,ClI n=p+1
+o0
< [277(1 _ 25)51)-1-1] l-a Z gngn(l-a) (6.15)
n=0
1 l1—a
S T (6.16)

Ainsi on déduit de (6.16) que (6.14) est satisfait.

(i7") = (4) La famille (I,,),>0 des arcs complémentaires de E est constituée des arcs ouverts
que l'on retire & chaque étape de la construction que I'on a explicitée plus haut. (I,)n>0 est
donc une réunion sur n > 0 de 2™ arcs ouverts de longueur 27(1 — 2£)£™. Par conséquent,
on déduit de (ii’) que

iofnr” = (2w<1—2§>)1_”§2"5<1a>" < Ka(2m)',
n=0

n=0
ce qui entraine que 2617 < 1, soit a < 1 — dimp (Eg). O

On a le résultat suivant, qui découle aisément d’un résultat de E. M. Dyn’kin et S. V.
Khrushchev.

Théoréme 6.2.7. ([11]) Soit o € (0,1). Soit E un fermé de T tel qu’il existe Co > 0

satisfaisant

/d(eit, E)~“dt < Co|I|'™ pour tout arc I de T. (6.17)
I

Alors il existe une constante C > 0 et une fonction F non nulle dans A}, _(T) qui
s’annule sur E.

Démonstration. D’apres le théoreme 7 de [11], il existe des constantes M, Q > 0, un entier
k > 0 et une fonction F' dans A°°(D) telles que, pour tout n > 0,

|[FW(2)| < MQ™n!M,,1; (2 € D),
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—a 1\" n
M, =supe™" r "= (e_é T) ne (n>0).
r>0 o a

Il est alors facile de voir qu’il existe des constantes M’, Q" > 0 telles que, pour tout n > 0,
‘F(")(z)‘ < M'Qnlna" (z € D).
On conclut alors en utilisant le lemme 6.2.1. O

Nous avons alors le résultat suivant, qui montre que la dimension de Hausdorff d’un
ensemble ne suffit pas a décider si cet ensemble est ou n’est pas un ensemble d’unicité pour
Ab - (T).

Wao,C
Proposition 6.2.8. Soit o € (0,1) et 0 < f < . Pour C > 0, on définit wa,c par

l-a
Wa,c(n) = e

1) Il existe C' > 0 et un fermé Ey de T tel que Hzg(E1) > 0 et pour lequel on peut trouver
une fonction F dans A:SQ’C(']I‘) (pour une certaine constante C > 0) qui s’annule, avec
toutes ses dérivées, sur Ej.

2) 1l existe un fermé Eo de T tel que Hg(E2) > 0 et tel que Ey est un ensemble d’unicité
pour Aja’c(']l‘), pour tout C > 0. De plus, Ey satisfait Hy(F2) = 0.

1
Démonstration. 1) Soit & € (0, 5) tel que dimp (E¢) = (. Posons Ey = E¢. Alors Hg(E) >
0 (voir [24] p.26). De plus, on déduit du lemme 6.2.6 et du théoreme 6.2.7 qu'il existe une
constante C' > 0 et une fonction F' dans A} _(T) non nulle qui s’annule sur E.

2) On pose § = 2=« et on définit la suite (b")n>1 par
1
b,y =C=6" (n>1),
n

“+oo
ot C > 0 est choisie de telle sorte que Y. 2"~ !'b, = 27. On consideére alors le parfait
n=1
symétrique a rapport non constant G obtenu comme dans la preuve du lemme 5.2.4 a
partir de la suite (b”)n>1' On reprend alors les mémes notations que dans la preuve de
ce lemme. Fy = [0,27] et F,, est I'union de 2" intervalles fermés de longueur ,, avec I, =
1 - .
2—71(27r - Z 281p,). Si F = Do F,, alors G = ¢'F et la famille de ses arcs complémentaires
k=1 nz
est une réunion sur n > 1 de 21

+00 . +00 . 1 a
nzlz e = anlz (;5)

o +o00

arcs ouverts de longueur b,. On a alors
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Par conséquent, grace & la proposition 6.2.2, G vérifie la condition (Ci_,). Le théoreme
6.2.4 montre alors que G est un ensemble d’unicité pour Ajg (’]I‘) Par conséquent, si on

lo 2

pose Fy = B UG, avec —— 1 o8 = (3, E5 est un ensemble d’unicité pour A o(T). On a d’une
og E

part Hg(E>) > Hg(E,) > 0 et d’autre part
Ho(Ey) < Huo(Ey)+ Ho(G) = Ha(G). (6.18)

iFn

Pour tout n > 0, on pose Gy, = e*"". G, est donc 'union de 2" arcs fermés de longueur [,
n

1
avec [, = 2—71(27r — g 2k*1bk). Comme pour tout n > 1, G C G, on a
k=1

K. (G) < K (Gn),
ceci pour n’importe quel r > 0. En particulier, on a

Kln (G) < Kln (Gn)

< 2™, (6.19)
Or, pour tout n > 1,
1 n 1 =
l, = 27(2#—22k_1bk)22—n o 2y,
k=1 k=n+1
C +oo k,16k
= w22y
k=n+1
§ +oo
0 k=n+1

C
o / 1—2tdt_

1—2t

Ainsi, pour tout n > 1,

C d
< n
ln_1 25/Otdt

C on
1—-26n+1"

Par conséquent, on déduit de 6.19 que, pour tout n > 1,
C 0" o
K, (G) < 2"<7. )
n(G) < 1-25n+1

- (1 —025)a(n+11)a- (6.20)
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1
Comme lim [, = 0 et que lim ———— = 0, on déduit de (6.20) que H,(G) = 0.

n——+00 n——+00 (n + 1)04

Finalement, on déduit de (6.18) que H,(F2) = 0.
0

Nous avons enfin la proposition suivante qui découle immédiatement du théoreme 6.2.5
et de la proposition 6.2.8.

Proposition 6.2.9. Soit a € (0,1). On a les propriétés suivantes :

1) Soit E un fermé de T tel que dimg(E) > «. Alors E est un ensemble d’unicité pour
Au—ta,c(T% 0l wo,c est défini dans le théoréme 6.2.5.

2) Pour tout 0 < 3 < a, il existe une constante C' > 0 et un fermé Fy tel que dimpg(E1) = 3
et tel que By n'est pas d’unicité pour A% (T).

Démonstration. 1) Si dimg(E) > «, alors, par définition de la dimension de Hausdorff, on
a Hy(E) = +00. On conclut alors grace au théoreme 6.2.5.

1
2) Comme pour la preuve du 1) de la proposition 6.2.8, on prend E; = E¢ avec £ =2 7.

On conclut alors de la méme fagon a ’aide du théoreme 6.2.7 et du lemme 6.2.6.
O
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Résumé: Dans la premiere partie, nous nous intéressons a des opérateurs dont le spectre
est inclus dans le cercle unité T. Nous obtenons des résultats concernant certaines pro-
priétés de croissance des normes ||T"| (n > 0) pour des opérateurs 7" dont le spectre est
dénombrable ou vérifie certaines conditions géométriques. Pour obtenir ces résultats, nous
sommes amenés a travailler dans les espaces de fonctions

+0o0
Ay(T) = {f continue sur T : Hwa = Z 1F(n)|w(n) < +oo},

~

est une suite de réels strictement positifs, et f(n) désigne le ni®™e

olw = (w(n))nEZ coefficient
de Fourier de f. Lorsque la suite w = (w(n))nGZ est un poids, (A, (T), || ||lw) est une algebre
de Banach. Nous obtenons alors la caractérisation de certains idéaux fermés de A, (T) pour
une famille de poids.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons a des fermés de T qui sont (ou non) des
ensembles d'unicité pour des espaces A (T) = {f € A,(T) : f(n) =0 (n < 0)}, ol

w = (w(n))n ¢z, st une suite de réels strictement positifs. Un fermé £ de T étant d’unicité
pour un espace X de fonctions continues sur T, si la seule fonction dans X s’annulant sur
E est la fonction nulle. Plus précisément, nous étudions le lien qu’il y a entre le fait qu’un
fermé de T satisfait une condition géométrique donnée et le fait qu’il soit ou non un ensemble
d’unicité pour AJ(T).

Abstract: In the first part, we study operators with spectrum included in the unit circle
T. We obtain results concerning growth of ||77"|| (n > 0) for operators T" with countable
spectrum or spectrum satisfying geometric conditions. For this, we need to work in the spaces

+oo

A,(T) = {f continuous on T : Hwa = Z |f(n)\w(n) < —I—oo},

n=—oo

where w = (w(n)) is a sequence of non-negative real numbers, and f(n) denotes the n

nez
Fourier coefficient of f. When w = (w(n))nEZ is a weight, (A, (T), || ||lo) is a Banach algebra.
We obtain the characterisation of some closed ideals of A, (T) for a family of weight.

In the second part, we are interested in closed subset of T which are (or not) sets of
uniqueness for A (T) = {f € A,(T) : ]?(n) =0 (n< 0)}, where w = (w(n))nEZ
quence of non-negative real numbers. A closed subset E of T is said to be a set of uniqueness
for X, a space of continuous functions on T, if the zero function is the only function in X
that vanishes on X. More precesely, we study the link between the fact that a closed subset

of T satisfies a given geometric condition, and the fact that it is or not a set of uniqueness
for Af(T).

is a se-

Mots-clefs: Algebres de Beurling, opérateurs, idéaux fermés, ensembles d’unicité, en-
sembles dénombrables, synthese spectrale, ensembles d’interpolation.
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