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Introduction

L’objet de ce travail est I’étude de deux invariants des germes de courbes planes a
I’aide des diagrammes de Newton de ces germes.

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. On considére 'anneau
K|[[z,y]] des séries formelles & deux indéterminées sur K. Soit f(z,y) = > Aupzx®y’ €
K{[z,y]] telle que f(0,0) = 0. Alors C': f(z,y) = 0 définit un germe de courbe plane en
lorigine de K2. On s’intéresse aux germes de courbes planes admettant une singularité
en 'origine de K?2.

Les diagrammes de Newton sont des arbres décorés qui permettent d’étudier le germe
auquel ils sont associés et d’en calculer les invariants. Ils sont quasiment identiques aux
diagrammes d’Eisenbud et Neumann introduits dans [EN| par D. Eisenbud et W.D.
Neumann et en sont inspirés, mais ils font appel & une construction différente : dans notre
cas, on utilise la décomposition de Newton qui est une décomposition algébrique, alors
que dans le cas des diagrammes d’Eisenbud et Neumann, il s’agit d’'une décomposition
topologique en variétés de Seifert. Il existe plusieurs autres maniéres de représenter les
caractéristiques d’une singularité de courbe plane : les diagrammes d’Eggers, les graphes
de résolution, les tables de Hamburger-Noether définies par Russel, etc. Nous orientons
notre choix vers les diagrammes de Newton car ce sont ceux qui nous paraissent le plus
appropriés et le plus efficaces pour effectuer les calculs d’invariants qui nous intéressent.

Dans la premiére partie de ce travail, nous rappelons tout d’abord quelques notions
qui seront utiles par la suite. En particulier, nous définissons une addition sur ’ensemble
des polygones de Newton des germes de courbe plane (qui est par exemple décrite dans
[P]), et nous démontrons une propriété de cette addition qui sera indispensable & notre
étude. Nous rappelons également la notion de poids et expliquons comment utiliser cette
notion pour étudier le polygone de Newton d'un germe.

Nous expliquons ensuite 'algorithme de construction du diagramme de Newton D( f)
d’un germe f. Il est constitué d’étapes successives : des étapes correspondant & un po-
lygone de Newton a 1'aide duquel on construit un axe vertical de D(f), et les étapes ou
I'on effectue une transformation appelée transformation de Duval-Newton et qui per-
mettent de passer d'un axe vertical a l'autre. La construction est basée sur I'algorithme
de Newton-Puiseux ([BK], p.371). A partir de ce diagramme, en introduisant la notion de
déterminant Ay, d’'une aréte [v,v'] du diagramme, nous expliquons ensuite comment
construire le diagramme minimal D,,(f) et le diagramme maximal Dy (f) de Newton
associés a 1’équation ce germe. Les résultats que 'on énonce dans les deux parties sui-
vantes concernent le diagramme minimal de Newton d'un germe. La principale propriété
de ce diagramme est la suivante :
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Théoréme 0.0.1 ([EN]). Le diagramme minimal de Newton D,,(f) du germe f est
un tnvariant du type topologique de f.

Les diagrammes de Newton, qu’ils soient simples, minimaux ou maximaux, pré-
sentent également un intérét majeur : ils permettent de calculer de facon trés simple
des multiplicités d’intersection. Nous énoncons les propriétés de calcul de multiplicités
d’intersection a partir des diagrammes de Newton.

Puis nous rappelons briévement ce qu’est le graphe de résolution minimal d’un germe
et expliquons comment obtenir le diagramme minimal de Newton d’un germe a partir
de son graphe de résolution minimal et vice et versa.

Enfin, puisque l'on utilisera plus tard une propriété démontrée sur les diagrammes
d’Eisenbud et Neumann, nous expliquons le lien existant entre le diagramme minimal
d’Eisenbud et Neumann d’un germe et son diagramme minimal de Newton.

Dans le second chapitre de cette thése, nous étudions un premier invariant des germes
de courbes planes qui est ’ensemble des quotients jacobiens d’un germe d’application.
Il est défini de la facon suivante : soit ¢ le germe d’application :

¢: K*20 — K20
(z,y) — (f(z,9),9(x,y))

ou f et g sont deux germes non identiquement nuls admettant une singularité a ’origine.
On définit le déterminant de la matrice jacobienne de ¢ par J(f,g) = (0f/0x)(0g/dy) —
(0f /0y)(0g/0x). Le germe jacobien [J du couple (f,g) est alors le produit des com-
posantes irréductibles de J qui ne divisent pas fg. Enfin, le lieu jacobien de (f,g),
noté J , est le lieu réduit des zéros du germe jacobien, et la courbe discriminante de
(f,q) est A= ¢(J). Si (u,v) sont les coordonnées de ¢(K?), alors par définition, {u =
0} = ¢({f = 0}) n’est pas une branche de A; donc si 0 est une branche de A, on peut
trouver une paramétrisation de Puiseux de § de la forme u = v%/P5(a + Y, o bkvﬁ).

Définition 0.0.2. L’ensemble des quotients jacobiens de (f,g) est l’ensemble des

nombres rationnels bs pour les branches § de A.
ds
H. Maugendre a démontré le résultat suivant ([M1] ou [M2]) qui permet d’évaluer
les quotients jacobiens du couple (f, g) sur le graphe dual de résolution minimal de fg.

Théoréme 0.0.3. Soient f,g € C{z,y} deux germes réduits et sans composante com-
mune. Alors l'ensemble des quotients jacobiens du couple (f, g) est le sous-ensemble des
rationnels composé des

(ga pv)O

(fa pv)O

ol p, est une curvette issue du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de
rupture du graphe dual de résolution minimal de fg.

Elle démontre donc en particulier que I'ensemble des quotients jacobiens de (f,g)
est un invariant du type topologique de (f, g). Pour démontrer ce théoréme, elle utilise
des outils topologiques (décomposition de Waldhausen en variétés de Seifert). Nous
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voulons donner une démonstration algébrique de ce théoréme afin, en particulier, de le
généraliser & un corps K algébriquement clos de caractéristique 0 et & des germes non
réduits. Pour démontrer ce théoréme, nous étudions les polygones de Newton successifs
rencontrés lors de la construction du diagramme de Newton de fg en utilisant les notions
de poids développées dans le premier chapitre. Soit w un poids. On dit que l'on est dans
la sitution d’Abhyankar pour (f,g) par rapport au poids w si les parties initiales de
f et g verifient in,(f)"9 = in,(g)*Y). Soit v un sommet de rupture de D,,(fg).
Alors v est obtenu aprés k transformations de Newton successives (on peut avoir k =
0 si v est sur le premier axe vertical). Il existe une face S du polygone de Newton
N (y,iv’“’l‘f fky,iv’“’l’g g*) correspondant & ce sommet. Soit (o, —3) un vecteur directeur de
cette face, avec «, § € N* et pged(a, 3) = 1. Soit w le poids défini par w(x) = fet w(y) =
a. On dit qu’on est dans la situation d’Abhyankar pour ( f, g) par rapport au sommet v si
I’on est dans la situation d’Abhyankar pour (y,iv’“_l’f f*, y,iv'“_l’g g*) par rapport au poids
w. Nous ne traitons pas cette situation. Nous comparons les diagrammes minimaux
de Newton D,,(fg) et D,,(fgJ) afin de savoir dans quelles "zones" de D,,(fg) les
composantes de J apparaissent sur D,,(fgJ ). Nous démontrons finalement le théoréme
suivant :

Théoréme 0.0.4. Soient f,g € K|[x,y]] deux germes de fonctions non nuls admettant
une singularité a lorigine et n’ayant pas de composante commune. Soit D,,(fg) le dia-
gramme minimal de Newton de fg. On suppose que pour chaque sommet de rupture v
de Dy, (fg), on n'est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f,g) par rapport au som-
met v. Alors ’ensemble des quotients jacobiens du couple (f, g) est le sous-ensemble des
rationnels composé des

(97 pv)O

(f7 pv)O

ou p, est une curvette issue du sommet v et v parcourt ’ensemble des sommets de
rupture du diagramme minimal de Newton D,,(fg).

En particulier, on retrouve le fait que sous ces hypothéses, I’ensemble des quotients
jacobiens de (f,g) est un invariant du type topologique de (f,g). On déduit de ce
théoréme les deux corollaires suivants :

Corollaire 0.0.5. Soient f,g € K|z, y|] deuzx germes de fonctions transverses admet-
tant une singularité en (0,0) € K?. Soit D,,(fg) le diagramme minimal de Newton
de fg. Alors l'ensemble des quotients jacobiens de (f,g) est égal au sous-ensemble des

rationnels
{ (9, pv)O}
(f7 pv)() v 7

ou p, est une curvette du sommet v et v parcourt [’ensemble des sommets de rupture de
Din(f9).

Corollaire 0.0.6. Soit g € K|[[z,y]] un germe admettant une singularité en (0,0) €
K2. Soit D,,(g) le diagramme minimal de Newton de g. Alors l’ensemble des quotients
polaires de g est égal au sous-ensemble des rationnels

G|
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ou p, est une curvette du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de rupture de
Din(g).

On déduit ensuite de ce théoréme des résultats sur la croissance des quotients ja-
cobiens. Pour cela, nous avons précédement introduit un diagramme minimal coloré
de Newton de fg qui permet de différencier les portions du diagramme représentant f
(portions rouges) de celles représentant g (portions bleues).

Théoréme 0.0.7. Sous les mémes hypothéses que dans le théoreme 0.0.4, si l'on par-
court les géodésiques de f et de g sur D,,(fg) dans le sens positif, il y a

a) décroissance (resp. croissance) stricte des quotients jacobiens de D,,(fg) le long des
géodésiques strictement rouges (resp. bleues) de D.,,(fg),

b) constance des quotients jacobiens de (f,g) le long des arétes noires de Dy, (fg),

c) décroissance (resp. croissance) non stricte des quotients jacobiens de (f, g) le long des
arétes par lesquelles passent toutes les géodésiques rouges (resp. bleues) de D,,(fg).

Enfin, on conclut ce chapitre par des questions ouvertes sur le polygone de Newton
de la courbe discriminante A.

Dans le troisieme chapitre, le second invariant topologique des germes de courbes
planes auquel nous nous intéressons est la fonction zéta-topologique locale. Elle a été
introduite par Denef et Loeser [DL1] en dimension n, mais nous 1’étudions ici pour n = 2 :
soit f € C{z, y} un germe de fonction analytique en 0 et soit i : X — C? une résolution
de f~'{0}. On note E;,i € T les composantes irréductibles de h=1(f~1{0}), et N; et
v;—1 les multiplicités de F; dans le diviseur de respectivement foh et h*(dxiA. .. Adzy,).
Enfin, pour I C T'soient E; := NicrE; et E} = Ep \ Ujer E;.

Définition 0.0.8. La fonction zéta-topologique locale associée a f est définie par

Zropo D) = 3 viop(ED) [ —

Vi + N;s
IcT i€l i+ Vi
0l Xiop(.) est la caractéristique complexe d’Euler-Poincare.

Nous restreignons notre étude au cas des courbes, car dans ce cas, la fonction zéta-
topologique locale est un invariant topologique du germe, ce qui est faux pour les dimen-
sions supérieures [ACLM]. Cependant, nous verrons sur un exemple qu’elle ne détermine
pas, en géneral, la topologie du germe. Nous nous proposons donc d’étudier une fonction
zéta-topologique locale a plusieurs variables qui a été introduite par E. Looijenga ([Loo]
prop.4.2 et cor.4.3), et qui contient plus d’informations que la fonction zéta-topologique
locale classique. Soit f € C{z,y} un germe de fonction analytique tel que f(0,0) = 0.
On décompose f en produit de r paquets, pas forcément irréductibles

f=hf=115
j=1

Pour i € T, soit v; la multiplicité de E; sur le diviseur de h*(dz A dy) et pour j €
{1,...,r}, soit N;; la multiplicité de E; dans le diviseur de f; o m. On appelle les
(Viy Nity ... Niy)ier les données numériques de la résolution.



Définition 0.0.9. La fonction zéta-topologique multi-variables locale associée a f est
définie par

Ziopo( )51, 150 = 3 xuonED [ :

ot i Vit Nigsy+ -+ Nigsy

0l Xtop(.) est la caractéristique complexe d’Euler-Poincaré.
On a Ziopo(f)(s1,.-.,8:) € Q(s1,...,5).

Nous voulons dans ce chapitre étudier la fonction zéta-topologique multi-variables
locale Ziop0(f)(s1,- .., sr) associée & un germe f a'aide du diagramme minimal de New-
ton D,,(f) de f. En utilisant le lien existant entre le diagramme minimal de Newton
et le graphe dual de la résolution minimale d'un germe, nous démontrons des proprié-
tés permettant de calculer les données numeériques de la résolution sur D,,(f), puis
nous énoncons un théoréme permettant de calculer la fonction zéta-topologique multi-
variables locale de f en utilisant seulement les décorations de son diagramme minimal
de Newton.

Alors on montre que Zipp0(f)(0,...,0) = 1.

La fonction zéta-topologique multi-variables locale de f s’exprime a 1’aide du premier
théoréme comme un élément de Q(sy,...,s,) dont le dénominateur est composé de
formes affines de Q[sy, ..., s,|. Nous nous demandons si les hyperplans définis par ces
formes sont des "poles" de la fonction zéta-topologique locale multi-variables. Nous
démontrons alors un théoréme décrivant de fagcon exhaustive les hyperplans au voisinage
desquels Z,p,0(f) n'est pas holomorphe.

Nous nous posons alors la question qui a motivé notre étude : la fonction zéta-to-
pologique locale détermine-t-elle la topologie du germe auquel elle est associée ? Nous
commencons par montrer sur un exemple que la fonction zéta-topologique locale & une
variable associée & un germe ne détermine pas, en général, la topologie de ce germe. En
revanche, nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 0.0.10. Soient f,g € C{x,y} deux germes de courbes planes. Soient f =
[, f etg= H;zl g;nj les décompositions de f et g en produit de composantes ir-
reductibles. Enfin, soit Zopo(f)(S1,--.,5) (resp. Ziopo(g)(S1,...,5t)) la fonction zéta-
topologique multi-variables locale associée a f (resp. g) pour la décomposition de f (resp.
g) en lesr (resp. s) paquets fi"™, ..., fr (resp. gi", ..., g/"). Alors les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

(Z) Ztopao(f)(sla S 73?") - Ztop,O(g)(Sl, s 73t):
(i4) Dm(f) = Dm(9g)-

Puisqu’on a vu que le diagramme minimal de Newton d’un germe est un invariant du
type topologique de ce germe, on obtient donc le fait que la fonction zéta-topologique
multi-variables locale associée a un germe pour sa décomposition en composantes ir-
réductibles avec multiplicités détermine la topologie de ce germe. Pour démontrer ce
théoréme, nous donnons un algorithme permettant de reconstruire le diagramme D, (f)
a partir de la donnée de Zipo(f)(51,- -, 5r).

La conjecture de la monodromie a été énoncée par Denef et Loeser (|[DL1], (3.3.2))
et établit un lien entre la fonction zéta-topologique locale classique d’'un germe f et les
valeurs propres de la monodromie de f :
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Conjecture 0.0.11. Si sq est un pole de Zipo(f,s), alors e*™° est une valeur propre
de la monodromie locale de f a un point de f~1{0}.

F. Loeser |Loe| et W. Veys [V3] ont montré que cette conjecture était vraie dans le
cas de la dimension 2. Nous nous demandons s’il existe un théoréme similaire pour la
fonction zéta-topologique multi-variables locale associée a un germe pour sa décomposi-
tion en composantes irréductibles. En faisant appel a la notion de polynéme d’Alexander
multivariable d’un germe, nous démontrons un premier “théoréme généralisé de la mo-
nodromie” .

Dans [Li], 'auteur introduit une procédure algébrique permettant de calculer le po-
lytope de quasiadjonction d’'un germe qui est un objet généralisant la notion de spectre
d’un germe au cas r > 1. Nous donnons une nouvelle caractérisation du polytope de
quasiadjonction permettant de le calculer a partir du diagramme minimal de Newton
du germe. Nous démontrons alors un autre “théoréme généralisé de la monodromie”
pour la fonction zéta-topologique locale multi-variables associée a un germe pour sa
décomposition en composantes irréductibles.



Chapitre 1

Diagrammes de Newton.

Dans cette premiére partie, nous rappelons tout d’abord les notions élémentaires
qui seront utiles & ’étude des invariants des germes de courbes planes que nous allons
aborder. Dans un second temps, nous expliquons la construction et nous donnons les
propriétés du principal outil de notre étude : les diagrammes de Newton. En particulier,
nous décrivons le lien existant entre ces diagrammes et les graphes duaux de la résolution.

Dans tout le chapitre 1, K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique
0.

1.1 Notions préliminaires.

1.1.1 Polygone de Newton.

Soit K[[z,y]] 'anneau des séries formelles & deux indéterminées sur K et soit f(z,y) =
S Aupr®y® € K[z, y]] telle que £(0,0) = 0. Alors C' : f(x,y) = 0 définit un germe de
courbe plane en origine de K?2.

On définit le support de f par Supp(f) = {(a,b) € N?/A,, # 0}. Soit A(f) 'enve-
loppe convexe de {(a,b) + R%, (a,b) € Supp(f)} dans R?.

Définition 1.1.1. Le polygone de Newton de f, noté N(f), est la réunion des faces
compactes de A(f).

Définition 1.1.2. (i) Si(a,b) et (a',V') sont les extrémités d’une face S de N(f) avec
a>a etb<V, on définit lalargeur de la face S par |S|; = a—a’ et sa hauteur
par |S|e = b —b.

(ii) La largeur de N(f), notée w(N(f)), est le mazimum des abscisses des points de
N(f). La hauteur de N(f), notée h(N(f)), est le maximum des ordonnées des
points de N(f).

On note Sy, ..., S, les faces de N(f), ordonnées par pentes décroissantes —q; /p; >
<o > —Qm/DPm, OU piyqi € N et pged(pi,q;) = 1. Pour chaque face S;, soit r; l'entier
égal au nombre de points a coordonnées entiéres sur S; moins un. Soit ¢;a + p;b = N;
I'équation de la droite portant S;, avec pged(p;, ¢;, N;) = 1. En particulier, si f est

1



2 CHAPITRE 1. DIAGRAMMES DE NEWTON.

commode (i.e. N(f) admet un point sur I'axe des abscisses et un point sur 'axe des
ordonnées), on a alors

Ni=pi(riqr + - +riq) + ¢(rizapiss + -+ + Tmbm).

h(N(f))

Sn

TUS2

S1

w(N(f))

N(f)
gja +pib=N;

Définition 1.1.3. Soit S une face de N(f). On définit le polynéme face associé a S
par fs(z,y) = > Aapr®y.

(a,b)esS

Définition 1.1.4. Soit S une face de N(f). Soit gqz+py = N, oup,q € N et pged(p, q) =
1, ’équation de la droite portant S. Alors S est une face exceptionnelle de N(f)
si et seulement si ¢ = 1, S est la premiére face de N(f) et Ja,C € K*/fs(x,y) =
Cxlo(xP — ay)' ou bien p =1, S est la derniere face de N(f) et Ja,C € K*/fs(x,y) =
Cyl"(x—ay?)!. On note N(f)* le polygone de Newton de f privé des faces exceptionnelles.

Définition 1.1.5. On dit qu’un polygone N est un polygone de Newton s’il existe f €
K{x,y} tel que N = N(f) comme défini ci-dessus.

1.1.2 Eventail dual.

Soient f(z,y) € K|[x,y]] 'équation d'un germe et N(f) le polygone de Newton de f.
Pour S € N(f), soit gsx 4+ psy = Ng I'équation de la droite portant S, avec pg,qs € N

et pged(ps, qs) = 1.

Définition 1.1.6. L’éventail dual de f, noté N(f), est la partition de R? induite par
les droites Lg d’équation qsx — psy = 0 pour S € N(f) et les cones ouverts engendrés
par ces droites.
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s/’

Ls
Ag gt

N(£)

1.1.3 Notion de poids.

Les notions de poids et de polynémes homogénes sont par exemple abordées dans
[A]. Dans [H|, R.C.Heitmann utilise ces notions pour faire une approche algébrique de la
conjecture du jacobien. Nous allons faire de méme notion pour aborder notre probléme.

Définition 1.1.7. Un poids w est une application w : Kl[z,y]]\{0} — N vérifiant
la propriété suivante : si f = > A.px®y® € K|[z,y]]\{0}, alors w(f) = inf{aw(x) +
bw(y), (a,b) € Supp(f)}. On définit alors la partie initiale de f par rapport au poids
w par

ing(f) == Z Agpr®y.

aw(z)+bw(y)=w(f)

Remarque 1.1.8. La donnée de deux entiers p,q € N* détermine completement un
poids w en posant w(x) = q et w(y) = p.

On obtient facilement la proposition suivante :

Proposition 1.1.9. Soient f et g deux germes, et w un poids. Alors

inw(fg) = inw(f)ine(g) et w(fg) =w(f)+w(g).

Nous allons maintenant appliquer la notion de poids au polygone de Newton d’un
germe. Ces outils sont par exemple développés dans [LP]. On considére un germe
f(z,y) € K[[x,y]]\{0} et son polygone de Newton N(f). A une face S de N(f), on
associe le poids wg défini par

_ 512
pgcd(] S, S|z

ws(z) y ws(y) = Sy

~ pged(|S],|S]2)”
Alors aws(z) +bws(y) = ws(f) est 'équation de la droite portant la face S. De la méme
fagon, soit L : gr — py = 0 une droite de N(f) avec p,q € N? et pgcd(p, q) = 1. Alors on
lui associe le poids w défini par w(z) = ¢ et w(y) = p.

On obtient aisément la proposition suivante :

Proposition 1.1.10. (i) Si pour un certain poids w, in,(f) est constitué d’au moins
deux monomes, alors il existe une face S de N(f) telle que aw(zx) + bw(y) = w(f)
est [’équation de la droite portant S.
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(11) VS € N(f), Y(a,b) € Supp(f), on a awg(x) + bws(y) > ws(f).

(i11) (a,b) € N(f) < il existe p,q € N avec pged(p, q) = 1, il existe un poids w défini
par w(x) = q et w(y) = p tels que aq + pb = w(f).

Remarque 1.1.11. St wg est le poids associé a la face S, les notions de partie initiale
et de polynome face sont identiques, i. e. in,,(f)(z,y) = fs(x,y).

1.1.4 Addition de deux polygones de Newton.

Il existe une addition sur ’ensemble des polygones de Newton qui est par exemple
utilisée dans [P].

Définition 1.1.12. Soient Ny et Ny deux polygones de Newton. Alors, on définit le
polygone N1 + Ny de la maniére suivante : N1 + No est l'unique polygone de Newton
vérifiant les deux conditions suivantes :

1. S € Ny + Ny si et seulement si l’ensemble I = {i € {1,2} : S est paralléle & une
face de N; notée S;} est non vide,

2. 1S = > ier 1Sil (ce qui équivaut a S| =, c; [Si]2).
On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.1.13. Soient f,g € K[[z,y]]. On a N(fg) = N(f)+N(g) pour l'addition
définie précédement.

Remarque 1.1.14. Cette proposition nous permet d’affirmer que la définition précé-
dente est cohérente : en effet, d’apres cette proposition, il est clair que N1+ Ny est bien
un polygone de Newton.

Démonstration. Soit S € N(fg). On a clairement

(1.1) Supp(fg) C Supp(f) + Supp(g)

au sens (ay,by) + (az, ba) = (a1 + ag, by + by). Soient (a,b) et (a',) les extrémités de S.
Soit w le poids défini par w(z) = q et w(y) = p, afin que ga+ pb = w(fg) soit ’équation
de la droite portant S.

Pour tout (z,y) € Supp(fg), on a gxr + py > w(fg). De plus, ga + pb = w(fg)
et qa’ + pb' = w(fg). D’aprés Uinclusion (1.1), il existe (a1, b1), (a],b]) € Supp(f) et
(ag,b2), (ay, by) € Supp(g) tels que a = ay + ag, o’ = a} + ay, b =0y + by et b’ = b} + by,.
Donc (qay + pb1) + (qaz + pb2) = w(fg) = w(f) + w(g) et (gay + pby) + (qay + pby) =
w(fg) =w(f)+w(g). Or par définition de w, on a qa; + pby > w(f), ga} + pby > w(f),
qaz + pby = w(g) et qay + pby = w(g). Donc gar + pby = w(f), qay + pby = w(f),
qas + pby = w(g) et gay + pb, = w(g). D’autre part, si (a1,b1) = (a}, b)) et (az,be) =
(af, bh), alors (a,b) = (a’,V'), ce qui est faux. Nous avons donc exhibé une face S; =
[(a1,b1), (a),0))] € N(f) et/ou une face Sy = [(az,be), (a),b,)] € N(g) avec S paralléle
a Sy et/ou Ss. De plus,

|S’1 =a — a’ = (a1 + CLQ) — (CL/1 + (IIQ) = (CLl — a’l) + (CLQ — CL/2) = ’Sl|1 + |SQ|1.
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Donc S € N(f) + N(g). Finalement, N(fg) C N(f) + N(g).

Soit maintenant S € N(f) 4+ N(g). Soient (a,b) et (a’,b") ses extrémités et w un
poids défini par w(z) = ¢ et w(y) = p de telle sorte que gz + py = r(S) soit I’équation
de la droite portant S avec p,q,7(S) € N et pged(p,q) = 1. On sait qu’il existe une
face S; € N(f) et/ou une face Sy € N(g) telles que S soit paralléle a Sy et/ou Sy et
S|y = [S1]1 + |S2]1. On peut supposer qu'’il existe au moins S;. Soient (ay,by) et (a}, b))
ses extrémités. Soit (ag, by) € Supp(g) tel que gas + pby = w(g).

Si iny(g) est monomiale, alors |S|; = |Sy|1, i.e. a —a’ = a3 — a}. Définissons o =
a;+ag, o =aj+ag, =by+byetd = +by. On a qou+pp=w(f)+w(g) =w(fg)
et go/ + pf' = w(f) +w(g) = w(fg) donc S" = [(a, B), (¢, F)] est une face de N(fg).
De plus, |S|; = |S’|;. Enfin, on a déja montré que N(fg) C N(f)+ N(g). Donc S’ €
N(f)+ N(g) et S" a la méme pente et la méme taille que S, d’ou 5" = S.

Si in,(g) n’est pas mondmiale, alors il existe Sy € N(g) telle que S est paralléle a
Sy. Soient (ag, be) et (ah, by) ses extrémités. On retrouve le méme résultat en posant a =
ar+ag, o =a)+ay, B =0b+0by et f/ =) +0b,. Finalement, N(fg) = N(f)+N(g). O

1.1.5 Multiplicité d’intersection.

Définition 1.1.15. Soit f € K|[x,y]] un germe a lorigine de K?. La multiplicité de
f, notée mo(f), est le degré de la partie homogéne de plus bas degré de f.

Définition 1.1.16. Soient f,g € K|[z,y]| deuz germes a l'origine de K?. La multi-
plicité d’intersection des deux germes de courbe f~(0) et g=1(0), notée (f,g)o, est

€gale a
K[z, y]]
(f.9)

ot (f,q) est lidéal engendré par f et g dans K[[z,y]]. Si f et g ont une branche com-
mune, alors (f,g)o = +o0.

dimK

Grace a la proposition suivante, on obtient un autre moyen d’évaluer la multiplicité
d’intersection de deux germes :

Proposition 1.1.17. Soient f,g € K|[x,y]] deux germes a l'origine de K? sans com-
posante commune, et supposons que f est irreductible et n’est pas divisible par x. Soit

{ r =t",n mmimum

y = o(t)

une paramétrisation de f au voisinage de l’origine, ot n “minimum” signifie que le pgcd
entre n et les exposants des mondmes de ¢(t) est égal a 1. Alors

(f7 g)O = Ordtg(tna ¢(t))
Démonstration. Voir [F|, p.74. O

Remarque 1.1.18. 5i f = ﬁff et g = f[g;nj, alors (f, g) ZZZ m;(fi, 9i)o

i=1 j=1 i=1 j=1
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1.2 Construction des diagrammes de Newton.

On considére f € K[z, y]] un germe de courbe. Le diagramme de Newton de f est
un arbre décoré qui permet d’étudier ce germe et d’en calculer les invariants. Il existe
plusieurs maniéeres de représenter les caractéristiques d’une singularité de courbe plane :

— les diagrammes d’Eggers ([E]),

— les graphes de résolution que nous décrirons plus tard,

— les tables de Hamburger-Noether définies par Russel,

— les diagrammes d’Eisenbud et Neumann...

Nous orientons notre choix vers les diagrammes de Newton car ce sont ceux qui nous
paraissent les plus appropriés et les plus efficaces pour effectuer les calculs d’invariants
qui nous intéressent. Dans [EN], les auteurs introduisent les diagrammes d’Eisenbud et
Neumann sous le nom de "splice diagrams" ; nous les décrirons dans le paragraphe 1.8.
Les diagrammes de Newton sont quasiment identiques aux diagrammes d’Eisenbud et
Neumann et en sont inspirés, mais ils font appel & une construction différente. Cette
construction et les propriétés qui en découlent sont entiérement expliquées dans [CNP).

Définition 1.2.1. Un diagramme de Newton est un arbre composé de sommets,
d’arétes et de fleches, chaque aréte se terminant soit par un sommet soit par une fléeche.
Les arétes portent des nombres entiers naturels a leurs extrémités appelés décorations.
D’autres décorations entiéres figurent également entre parenthéses a coté de certains
sommets.

De plus, les diagrammes de Newton d’un germe de courbe plane vérifient I’assertion
suivante : si I’on considére un sommet et les arétes reliées a ce sommet, alors parmi les
décorations situées sur les extrémités attenantes a ce sommet, au plus deux d’entre elles
sont différentes de 1 et sont alors premiéres entre elles.

Dans la pratique, quand une décoration est égale a 1, on ne la fait pas figurer.

Définition 1.2.2. Si v est un sommet d’un diagramme, la valence de v, notée ¢,, est
le nombre d’arétes reliées a v. Un sommet v est un sommet de rupture si 6, > 3.

Le diagramme de Newton de f, noté D(f), se construit a ’aide d’étapes successives.
Il y a deux types d’étapes : les étapes correspondant a un polygone de Newton a l'aide
duquel on construit un axe vertical de D(f), et les étapes ou l'on effectue une transfor-
mation appelée transformation de Duval-Newton et qui permettent de passer d’un axe
vertical & I'autre. La consruction est basée sur ’algorithme de Newton-Puiseux dont on
trouve une déscription détaillée dans [BK], p.371.

1.2.1 Premiére étape : construction d’un axe correspondant &
un polygone de Newton.

On construit le polygone de Newton N(f) de f. On note Si,...,S,, les faces de
N(f) ordonnées par pentes décroissantes —q;/p; > -+ > —qm/Pm, o pgcd(p;, q;) = 1.
Soit ¢;a + p;b = N; I’équation de la droite portant .S;.

On trace d’abord une droite verticale. On lit N(f) de droite a gauche et pour chaque
face S; de N(f), on fait figurer un sommet v; sur la droite parcourue de haut en bas.
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On fait apparaitre ¢; sur 'aréte au dessus du sommet , p; sur l'aréte en dessous et (NNV;)
a coté du sommet. On noircit le sommet correspondant a la face de pente —1. Si cette
face n’existe pas, on peut quand méme faire figurer ce sommet.

Si N(f) a un point sur l’axe des abscisses (resp. de ordonnées), le diagramme se
termine en haut (resp. en bas) par un sommet blanc. Sinon, on a f(z,y) = 3" f(x, %)
(resp. f(z,y) = 27 f(x,y)) ot y (resp. x) ne divise pas f(z,y) : on termine le diagramme
par une fleche qui représente la racine y = 0 (resp. = 0) et on fait figurer (y) a coté
de la fleche.

Définition 1.2.3. Le sommet noirci correspondant a la face de pente —1 est la racine
du diagramme D(f).

Le sommet blanc ou la fleche située en haut du premier axe vertical est le point de
départ du diagramme D(f).

Les sommets du premier axe vertical de D(f) et les faces du polygone de Newton
N(f) sont en bijection. De plus, les décorations attenantes aux sommets correspondent
aux pentes des faces de N(f). De la méme fagon, les sommets du premier axe vertical de
D(f) et les droites de I'éventail dual N(f) sont en bijection et les décorations attenantes
aux sommets correspondent aux pentes des droites de N(f).

1.2.2 Deuxiéme étape : transformation de Duval-Newton.

Soit S une face de N(f) de pente —q/p et soit gz + py = N I’équation de la droite
portant S. On calcule le polynéme face de S :

f5($ay) = Z Aa,bzayb'

(a,b)esS

Si l'on considére le poids w associé a la face S, c’est a dire défini par w(x) = ¢ et
w(y) = p, le polynoéme face de S est un polynome quasi-homogéne de poids w(f) que
I’'on peut donc écrire comme un produit de formes quasi-homogénes :

r—1

fs(a,y) = Cay" | [(a” — aiy®)",
i=1

ou C € K, a; € K* pour i = 1,...,7 et a; # a; pour tout i # j. On a w(f) =
r—1

qlo + pl, + 321~ pgl;. On définit alors le polynome pg € K[t] par pg(t) = H(t — a;)".
i=1
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> qni +ny

no no + 3 png

r—1
Sur N(f), les deux points extrémités de la face S sont Py = (lo + Zpli,lT) et
i=1

r—1 r—1
P, = (ly, qui +1,), donc N = gly + pl, + quli =w(f).
i=1 i=1
A partir du sommet v de D(f) correspondant & S, on trace vers la droite r — 1 arétes
correspondant aux r — 1 racines a; pour i = 1,...,r — 1 de pg(t).
Pour chaque ig € {1,...,7 — 1}, on effectue la transformation de Duval-Newton (|D]) :
ol K? — K?

(rrn) = (yilal +20),alyl)
ou p',q € N? sont tels que pp’ —q¢’ = 1. On a
fla,y) = fs(,y) + > Agpr®y.
(a,b)/qa+pb>w(f)=N
Pour 7,

) pql; (p—1 L. )
(2P — azyy?)lo o d(xy,y1) = yi (paf;’o(p )21 + termes d’ordre supérieur en )",

et pour i # ig,

pal; (p—1)

(2P —a;y?) i od (z1,91) = o ((affl—aiagf/)—i-paf; x1+termes d’ordre supérieur en )",

Donc
fso® (z1,91) = Cy{v(xlfo + termes d’ordre supérieur en ).

De plus,

Z Aa’bl'ayb @) (I)l(l'l, y1> = Z Aa,baggy‘fﬁpb(af; + :1:1)“.

(a,b)/qa+pb>w(f)=N (a,b)/qa+pb>N

Donc
fo q)l(wlayl) = y{Vfl(l’byl) ou f! e K{z,y}.
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Définition 1.2.4. On dit que f est non-dégénéré pour son polygone de Newton
si pour toute face S de N(f) et pour toute racine a;, de ps(t), aprés la transformation
de Duval-Newton, f o ®(z1,y1) est de la forme

fo®'(zi,y1) =y (azy +--- ) (ut--+), ona,uec K*
Si aprés la transformation de Duval-Newton, f o ®!(xy,y;) est de la forme
fod'(z,y) =y (azy +--- ) (u+---)

avec a,u € K*, alors on termine l'aréte correspondant a a;, par une fleche et on fait
figurer la décoration () a coté de la fleche.

Si f est dégénéré pour son polygone de Newton, on obtient un diagramme incomplet,
comportant des arétes qui n’ont ni fléche ni sommet & leur extrémité. Pour toute aréte
partant d’un sommet v; portant les décorations p;, ¢; et (N;) du premier axe vertical
et ne se terminant pas par une fléche, aprés avoir effectué la transformation de Duval-
Newton expliquée ci-dessus, on a un nouveau germe yi¥ f1(x1, ;). A Pextrémité de I'aréte
considérée, on trace un sommet blanc et un axe vertical qui part de ce sommet blanc
vers le bas. On recommence la premiére étape de l'algorithme pour f!(zy,y;), le sommet
blanc situé en haut de 'aréte considérée jouant le role du sommet de rupture le plus
haut de 'axe vertical de la premiére étape. Par construction, y; ne divise pas f1(x1,91),
donc il n’y a pas de fleche "en haut" de ce nouvel axe vertical. Sur cet axe vertical, les
sommets portent les décorations p;; (en dessous, ¢;; (au dessus) et (N;;) & coté. On
remplace les ¢;; par p;qipi; + ¢;; et les (N;;) par (p;jN; + N; ;). Les décorations p; ;
restent inchangées. Enfin, on dit que v; est le sommet précédant tous les sommets
de ce nouvel axe vertical (tous les sommets d’un axe vertical ont donc le méme sommet
précédent).

Remarque 1.2.5. Pour construire D(f), on fait le choiz d’un systéme de coordonnées.
Les notions d’aze vertical et celle de sommet précédent ne sont pas intrinséques, elles
dépendent du systeme de coordonnées choisi.

On obtient un nouveau diagramme complet ou non et on recommence 1’algorithme
pour chaque aréte du nouveau diagramme qui ne se termine ni par un sommet ni par une
fléche. L’algorithme est fini quand toutes les arétes des diagrammes obtenus se terminent
par un sommet ou une fleche. On sait que ’algorithme se termine au bout d’un nombre
fini d’étapes (c.f. par exemple [BK] p.384).

Remarque 1.2.6. D’aprés ce qui précéde, on peut remarquer que si ['on effectue une
transformation de Duval-Newton ®' & f, ou ®' est associée au poids w défini par w(zx) =
q et w(y) = p et a une racine a, alors que f n'a pas de branche pour la direction associée
au poids w et a la racine a, alors

fHr,y)=u+-- otue K*

En effet, si f n’a pas de branche pour cette direction, on a

r—1
fay) = Caly [ —ay) + Y Aapz®y’

i=1 (e.8)/qo+pB>N
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avec qlo + pl, + > pgli = N, C € K, a; € K* pour i = 1,...,7 et a; # a pour tout i.
Alors on effectue la transformation de Duval-Newton :

ol K2 K2
(z1,1) — (i@ +21),a%y))

ou p',q¢ € N? sont tels que pp’ —q¢’ = 1. On a

r—1
Jo®t @) = Cyf a0 + o) [T ™ (@ = aa™) + pa* Dy 4 )
i=1
Y Ay )
qa+pﬁ>N( / / /
— y{V(C’ap lo+q'lr H’f—ll (a?’" — a;a% )li )
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1.3 Diagrammes minimaux, diagrammes maximaux.

1.3.1 Diagramme minimal.

On rend un diagramme de Newton D(f) minimal en faisant les deux opérations
sulvantes :

1. on supprime les arétes dont une extrémité est un sommet de valence 1 et 'autre
porte la décoration 1, ainsi que le sommet de valence 1 attenant :

/ \
\
\

1/
o—0c— | — o—

AN N\

2. on supprime les sommets de valence 2

On note D,,(f) le diagramme minimal de Newton de f.

Remarque 1.3.1. Le diagramme minimal de Newton D,,(f) est un sous diagramme de
D(f). On peut noter qu’il y a une correspondance bijective entre les faces de N(f)* et
les sommets du diagramme minimal de Newton de f qui sont des sommets du premier
aze vertical de D(f) : en effet, les faces exceptionnelles de N(f) sont représentées par
un sommet v apparaissant en haut (resp. en bas) du premier axe vertical de D(f) et
portant la décoration 1 au-dessus (resp. en dessous). De plus, une seule aréte part de v
vers la droite. D’apres la premiere opération, [’aréte portant la décoration 1 disparait et
d’apres la seconde opération, le sommet v disparait.

Le théoréme suivante sera essentiel :

Théoréme 1.3.2. Lorsque K = C et [ € C{x,y}, le diagramme minimal de Newton
du germe f est un invariant topologique de ce germe.

Démonstration. Ce résultat est démontré dans [EN]. O

1.3.2 Diagramme maximal.

Nous allons définir la notion de déterminant sur un diagramme de Newton (qui
peut étre le diagramme de Newton, le diagramme minimal de Newton ou le diagramme
maximal de Newton).

Définition 1.3.3. Soient v et v’ deux sommets d’un diagramme de Newton reliés par
une aréte [v,v']. Soient a (resp. ) la décoration proche de v (resp. v') située sur l’aréte
[v,0'] et B (resp. ') le produit des décorations proches de v (resp. v') autres que o (resp.

o).
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Alors le déterminant de Uaréte [v,v'] est noté Ay, et vaut Ap, ) = ad’ — G, Si
0y =1 ou si v est une fleche, alors Ay, = a.

Soient maintenant deux sommets v et v d’un diagramme de Newton reliés par une
chaine [v,v'] (i.e. les sommets situés entre v et v’ sont de valence 2). Les nombres «,
o, B et B sont définis comme ci-dessus.

Alors le déterminant de la chaine [v,v'] est noté Ay, et vaut Ap ) = aa’ — 33
Si 0y =1 ou si v est une fleche, alors Ay, = .

On obtient un diagramme maximal Dy (f) a partir du diagramme de Newton D(f)

en procédant de la fagon suivante :

— si v et v sont deux sommets consécutifs de D(f) tels que Ay, > 1, on rajoute
entre v et v autant de sommets vy,...,v, de valence 2 qu’il est nécessaire pour
que Apv] = Aprwe] = -+ = Ap,w) = 1. Plus précisement, soient o (resp. o) la
décoration proche de v (resp. v') située sur laréte [v,v'] et § (resp. 3’) le produit
des décorations proches de v (resp. v') autres que « (resp. o). Pour chaque sommet
v;, solent a; la décoration située sur aréte [v;_1,v;] (a1 sur 'aréte [v,v1]) et p; la
décoration située sur l'aréte [v;, v; 1] (p, sur Paréte [v,, v']). On rajoute suffisament
de sommets v; pour que

aay — Bpy = agpr — 1Py =+ = ApPpu1 — Ap_1Pn = &'pp — ay,f =1

— le diagramme obtenu est minimal pour cette propriété, c’est a dire que si 'on
supprime un sommet du diagramme, il existe une aréte de déterminant strictement
supérieur a 1.

— on supprime les éventuels sommets de valence 1 ne portant pas de décoration, ainsi
que les arétes attenantes a ces sommets.

Proposition 1.3.4. Soit f un germe de courbe et soit D.(f) un diagramme de f

Alors quels que soient v,v" € {sommets} U {fleches de D.(f)}, on a Apn > 0.

Démonstration. C’est la construction des diagrammes qui I'impose. O

1.3.3 Un exemple.

Pour le germe de courbe
flay) = (v +ay? + 2*)(y° + 2y’ + 2%),

on obtient les diagrammes suivants.
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Diagramme de Newton.

(16) (1)

2
6 (1)

(17)
(1)

Diagramme minimal.

-

(15) —*(1)

5 6 _(17)
(11) T —O—O—» (1)

7

1
8

il
1
— 1)

(21)"1

Diagramme maximal.

13

On constate que chaque branche du germe correspond & une fléche du diagramme et

vice et versa.
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1.4 Définitions.

Dans tout le paragraphe, D,(f) désigne I'un des trois diagrammes D(f), D,,(f) ou
D (f).

Définition 1.4.1. Soit f un germe et v un sommet d’un diagramme de Newton D,(f)
de f. On rajoute & D,(f) une aréte partant de v et terminée par une fleche ; cette fleche
représente un germe que [’on note p, et que ['on appelle curvette p, du sommet v.
Le diagramme obtenu est alors celui de fp,.

Définition 1.4.2. Soient f et g deur germes et D.(fg) un diagramme de Newton de
fg. Soient v un sommet de D.(fg) et p, une curvette de v. On appelle quotient de
contact associé au sommet v la quantité

_ (97,01;)0
QU B (f7 pv)O.

La définition est une généralisation de la notion de quotient de contact définie par
Hironaka ([Hi] p.5).

Définition 1.4.3. Soient f un germe de courbe et D,(f) un diagramme de Newton de
f. On appelle géodésique de D, (f) toute partie connexe de D.(f).

On peut introduire une relation d’ordre sur I’ensemble des sommets d’une géodésique
d’un diagramme :

Définition 1.4.4. Soient v et v' deux sommets d’une géodésique d’un diagramme de
Newton. On dit que v est plus petit que v’ par rapport a la racine du diagramme,
noté v < V', si la géodésique allant de la racine a v’ passe par v.

On dit que v est plus petit que v par rapport au point de départ du dia-
gramme, noté v < v, si la géodésique allant du point de départ du diagramme a v’
passe par v.

Remarque 1.4.5. Le point de départ et la racine du diagramme sont des sommets qui
ont été définis sur le diagramme de Newton D(f) d’un germe tel qu’il est obtenu aprés la
construction décrite dans le paragraphe 1.2. Cependant, le diagramme maximal Dy (f)
contient le diagramme D(f). On peut donc définir la notion de point de départ et de
racine de fagon identique sur Dy(f). Enfin, en regardant le diagramme minimal de
Newton D,,(f) comme un sous-arbre de D(f), on peut aussi définir les notions v < v’
et v <v" sur Dp,(f).

Soient f un germe de courbe et D,(f) un diagramme de Newton de f.

On appelle géodésique de f le chemin parcouru pour aller de la racine de D,(f) a
une fléche représentant une composante irréductible de f.

On oriente les géodésiques de f de la fagon suivante : la géodésique est parcourue
dans le sens positif si 'on va de la racine du diagramme vers la fleche.

Soient v,v" € {sommets de rupture de D.(f)} U {fleches de D.(f)}. On note G,
la géodésique reliant v a v'.

Lorsqu’on considére le produit de deux germes f et g, on peut introduire le dia-
gramme de Newton coloré de fg (voir [M2], p.71 pour un arbre de résolution coloré) :
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Définition 1.4.6. Le diagramme de Newton coloré de fg est le diagramme de Newton

D.(fg) dans lequel on trace les géodésiques de f en rouge et celles de g en bleu, les
branches restantes étant tracées en noir.

Les géodésiques restant en noir seront appelées branches mortes de D, (fg).
Sur le diagramme de fg coloré, on pourra avoir des portions noires, strictement
bleues, strictement rouges ou bicolores (i.e. rouges et bleues).

Définition 1.4.7. On dira que deux germes irréductibles f et g se séparent au som-
met v de D.(fg) si la géodésique allant de la racine du diagramme & ce sommet est
bicolore et si la géodésique partant de ce sommet vers la fleche représentant f est stric-
tement rouge et celle partant de ce sommet vers la fleche représentant g est strictement
bleue.

e
b WT\\

O
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1.5 Calcul des multiplicités d’intersection.

Un des premiers intéréts des diagrammes de Newton est de pouvoir calculer simple-
ment la multiplicité d’intersection de deux germes. On a la proposition suivante :

Proposition 1.5.1. La multiplicité d’intersection de deux branches est égale au produit
des nombres adjacents a la géodésique qui joint les deux fleches représentant ces branches
sur un diagramme quelconque ot elles sont représentées.

Démonstration. Une preuve topologique est dans [EN|, paragraphe I11.10 et une preuve
algébrique dans [CNP). O

Corollaire 1.5.2. Soient f,g € K|[[z,y]]. La multiplicité d’intersection de f et g est
€gale a la somme sur toutes les fleches représentant f et g du produit des mombres
adjacents a la géodésique joignant une fleche représentant f a une fleche représentant g
sur un diagramme quelconque ou f et g sont représentés.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le fait que si f = H ff et g = Hg;nj, alors (f,g)o =
i=1 j=1

Zzlimj<fiagj)0- ]

i=1 j=1

Corollaire 1.5.3. La multiplicité d’un germe est la somme sur toutes les fleches re-
présentant le germe des produits des nombres adjacents au chemin allant de la racine a
chaque fléeche représentant ce germe sur un diagramme quelconque ot il est représenté.

Démonstration. Soit f € Kl[x,y]]. Alors mo(f) = (f,t)o ou t(z,y) = ax + by est une
droite transverse a f. Sur D(ft), cette droite ¢ est représentée par une fléche reliée par
une aréte a la racine. Le corollaire est alors immeédiat. O

Soient f € K]l[z,y]] 'équation d’'un germe et D.(f) un diagramme de Newton de
f (D.(f) = D(f), Dimn(f) ou Dp(f)). Soit v, un sommet de D,(f) obtenu apres les k
transformations de Duval-Newton successives : pour 1 <1 < k,
o - K? — K?

(xz, y/[/) N (y?i_l(a};li_l + x/[/)’ agli—lyzpi—l>
ot p/"1, ¢! € N sont tels que p"~1p~! — ¢~1¢"~! = 1. A chaque transformation de
Duval-Newton ®° correspond une face d'un polygone de Newton d’équation ¢z + p'y =

— ?

N;. Enfin, soit w; le poids défini par w;(x;) = ¢' et w;(y;) = p
D’aprés la construction décrite dans le paragraphe 1.2, on a

fo Cpl(ﬂﬂl,yl) = y{\fofl(wljyl)

et on a vu que Ny = wy(f). Lorsqu’on applique ®2, on obtient

(?Jivofl(xh y1)) o ‘I)2($27y2) = yévlfa(xz, Ya),
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c’est a dire
fodlo (I)2<I2, Y2) = yglNOfl o (I)2<$2, Y2)
= Moy U 120 )
= y5 " [ (22, 12)
donc
Ny = piNo +wi(f') = prwe(f) + wi(f') = wi(y f1).

En itérant ce procédé, on obtient

Lemme 1.5.4. Pour1 <i<k-1
fod® o 0@ (i, yin1) = uiys f T (i1, Yivn)
i Ni—1 i
et Ny =piNiy +wi(f*) = wi(y; " f*).
La proposition suivante nous sera trés utile par la suite :

Proposition 1.5.5. Soient f € K[[x,y]] un germe de courbe et D.(f) un diagramme
de Newton de f. Soient v un sommet de D.(f), p, une curvette du sommet v et (IN,)
la décoration figurant a coté de v. Alors

Nv = (fa pv)O-

Remarque 1.5.6. Sur les diagrammes de Newton, les décorations (N,) figurant a coté
des sommets de rupture v sont redondantes par rapport aux décorations a et p portées
par les arétes attenantes a ces sommets.

Démonstration. Supposons que v est obtenu aprés les k transformations de Duval-
Newton : pour 1 <1 < k,
O G A— K?

i—1 1i—1 /i—1 i—1

(wy) — (v (&  +x)af ) )
ou p~! ¢! € N sont tels que p'~tp'"~t — ¢i~1¢/""! = 1. Supposons que v correspond
a une face de N(y,iv’“’lf’“) d’équation gz + py = N, avec pged(p,q) = 1. On a une

paramétrisation de pF :
g =11
pv' yk:Atp+...

Nk—LP'U

ppo® o0 ® (zy,yp) =y, 5 (T, Yk )-

De plus,

Donc ®lo---0®¥(t? AtP+- - -) est une paramétrisation de p,. Alors d’aprés la proposition
1.1.17, on a

(f, pv)o = ord, fod'o- - -o@k(tqk, At .. )= ordty,ivk’l‘ffk(xk,yk) = wk(ylivk’l’ffk) =N,.

0
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1.6 Graphe dual de la résolution.

Nous rappelons dans ce paragraphe quelques propriétés des résolutions de courbes
planes. Les détails et les preuves se trouvent dans [BK].

Soit f =[], fi" : K*,0 — K, 0 un germe de courbe non identiquement nul. Soient
U un voisinage de l'origine dans K2 et

T7: X —U

une suite d’éclatements de points. Soit E = 771(0) le diviseur exceptionnel de la ré-
solution. La transformée totale de f est f = (f o m)*(0). La transformée stricte de f
est f: f —mo(f)E. Un point de contact est un point d’intersection de la transformée
stricte avec le diviseur exceptionnel.

La suite d’éclatements m : X — U est une résolution de f si elle vérifie les conditions
suivantes :

(i) les points de contact sont des points lisses de E,

(ii) en chaque point de contact il ne passe qu’une seule transformée stricte des branches
de f =0,

(iii) la transformée stricte de chaque branche de f = 0 est lisse, transverse a E et le
coupe en un seul point.

On dispose du théoréme suivant :

Théoréme 1.6.1. Soit f : K2,0 — K,0 un germe non identiquement nul. Alors il
existe une résolution de f.

Soient E; les composantes irréductibles de E. L’intersection de deux de ces compo-
santes est soit vide soit égale & un point. Un point lisse de E est un point qui n’appartient
qu’a une seule composante irreductible £; de E. Une curvette p; de E; est un germe de
courbe lisse transverse a £; en un point lisse. Enfin, la multiplicité M; de £} est I'ordre

de (f o 7)(py)-

Remarque 1.6.2. Si f : C2,0 — C,0 est un germe de fonction analytique complexe,
les composantes irréductibles de E sont isomorphes a P! et celles de la transformée
stricte a U ou U est un voisinage de 0 dans C.

Une résolution de f est dite minimale si aucune contraction de 7 n’est une résolution
de f.

Pour chaque résolution de f, on peut construire un graphe appelé graphe dual de la
résolution.

Définition 1.6.3. Un graphe dual de la résolution est un arbre composé de sommets,
d’arétes et de fleches, chaque aréte se terminant soit par un sommet soit par une fléeche.
Les sommets et les fleches portent des nombres a leurs cotés appelés décorations.

On construit le graphe de résolution minimal R(f) de f de la maniére suivante : si
7 : X — U est une résolution minimale de f, on représente chaque composante F; du
diviseur exceptionnel FE par un sommet, chaque composante de la transformée stricte
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f par une fléche. On relie deux sommets ou un sommet et une fleche par une aréte
si les composantes correspondantes s’intersectent. A coté du sommet v; correspondant
a Ej;, on fait figurer la décoration (M;). Enfin, a c6té de la fleche correspondant a la
composante f;, on fait figurer la décoration (r;).

Il existe une autre maniére de décorer les graphes duaux de la résolution : & coté de
chaque sommet v; représentant la composante F; on fait figurer le nombre —x; égal a la
self-intersection du diviseur E; (k; € N). Le lemme suivant ([EN] ou [Loe|, lemme II.2)
nous permet de retrouver les nombres «; a partir des (1/;).

Lemme 1.6.4. Soit E; une composante irreductible du diviseur exceptionnel E. Soient
E;; pour j € {1,...,k} les composantes irreductibles de E qui s’intersectent avec E;.
Alors on a

k
KJZ’MZ': E M%]
=1

Enfin, on donne une derniére définiton :

Définition 1.6.5. Soit R un sous-graphe de R(f) ne comportant pas de fleches de R(f).

Sotent vy, ...,v, les sommets de R et E1, ..., E, les composantes de E associées aux v;.
La matrice d’intersection de R est la matrice carrée A(R) = (a;;)1<i<n 00 a;; = —K;
1<5<n

et pour i # j, a;j = 1 st E; et E; s’intersectent et a; ; = 0 sinon. Si R est exactement
égal a R(f) privé de ses fleches, alors A(R) = A(R(f)) est la matrice d’intersection de

R(f).
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1.7 Relation entre diagramme de Newton et graphe
dual de la résolution.

1.7.1 Pour obtenir le diagramme minimal de Newton a partir
du graphe dual de résolution minimal.

Les résultats suivants sont détaillés dans [EN], chap. 5 ou [N].

On construit le diagramme minimal de Newton D,,(f) du germe f & partir de son

graphe dual de résolution minimal R(f) de la fagon suivante :

— on supprime tous les sommets de valence 2.

— Pour l'extrémité d’une aréte de R(f) donnée, on définit le sous-graphe R;(f) de
R(f) comme suit : on coupe I'aréte concernée en deux et 'on conserve celui des
deux sous-graphes ainsi obtenus ne contenant pas ’extrémité choisie.

— La décoration située a la fin d'une aréte de D,,(f) est alors égale a det(—A(R1(f))),
ot A(R;(f)) est la matrice d’intersection de Ry (f).

— La décoration située a co6té d’'un sommet de D,,(f) entre parenthéses est celle qui
figure a coté de ce sommet sur le graphe dual de la résolution.

— Enfin, les sommets de valence 1 ne portent pas de décoration.

1.7.2 Pour obtenir le graphe dual de résolution minimal & partir
du diagramme minimal de Newton.

On obtient le graphe dual de résolution minimal R(f) du germe f & partir d'un
diagramme de Newton minimal D,,(f) de la maniére suivante (|[CNP]) : on transforme
D,,(f) en un diagramme maximal Dj/(f). Puis pour obtenir les décorations de R(f),
on utilise la propriété suivante :

Proposition 1.7.1. Soient E; une composante du diviseur exceptionnel de la résolution,
et vj le sommet de R(f) associé a E;. Alors M; = N; ou (N;) est la décoration figurant
a coté du sommet v; sur le diagramme maximal de Newton de f.

En effet, chaque sommet du diagramme maximal de Newton de f correspond & une
composante irréductible du diviseur exceptionnel de la résolution minimale de f. La
notion de curvette est identique pour les diagrammes de Newton et pour la résolution.

On a alors clairement N; = (f, py,)o = M;.

Remarque 1.7.2. Il y a bijection entre les sommets de rupture d’un diagramme de
Newton de f (en particulier son diagramme minimal de Newton) et ceuzr du graphe dual
de résolution minimal de f.

1.7.3 Exemple.

Pour le germe de fonction analytique d’équation

flzy) = (= 2°) + ") (v + 2°),

on obtient les diagrammes suivants :
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Graphe dual de resolution minimal

avec multiplicites d’intersection.
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1.8 Diagrammes d’Eisenbud et Neumann.

Dans |[EN], les auteurs introduisent les diagrammes d’Eisenbud et Neumann. Ils ne
sont pas construits de la méme fagon que les diagrammes de Newton que nous décrivons
ici : dans notre cas, la décomposition est la décomposition de Newton alors que dans le
cas des diagrammes d’Eisenbud et Neumann, il s’agit d’'une décomposition topologique
en variétés de Seifert.

Nous allons expliquer le lien entre le diagramme minimal d’Eisenbud et Neumann
D(f) de f et le diagramme minimal de Newton D,,(f) de f. Les deux arbres sont
identiques et les décorations portées par les arétes et les sommets également, a ’exception
des sommets de valence 1. Pour D,,(f), les sommets de valence 1 ne portent pas de
décoration (voir paragraphe 1.2). Pour D(f), les sommets de valence 1 sont les sommets
de valence 1 du diagramme maximal Dy, (f) de Newton de f. Ils portent une décoration
non nulle sur 'aréte et la décoration 1 a I'extérieur. En fait, le sommet de valence 1
apparaissant sur le diagramme d’Eisenbud et Neumann représente le dernier diviseur de
la résolution minimale de f figurant sur cette branche morte. En revanche, le sommet
de valence 1 apparaissant sur le diagramme de Newton de f est un sommet qui ne
représente pas de diviseur de la résolution minimale. Cependant, on verra par la suite que
I'introduction de ce diviseur artificiel permet d’obtenir des résultats plus harmonieux.

— —
— _—
T~ T~

q
1

Diagramme d’Eisenbud et Neumann Diagramme de Newton



Chapitre 2

Quotients jacobiens.

Nous nous proposons dans ce chapitre d’étudier un invariant des germes de courbes
planes qui est ’ensemble des quotients jacobiens d'un germe d’application.

Soit A un corps algébriquement clos de caractéristique 0. On considére deux germes
non identiquement nuls f, g € K|[z,y]] admettant une singularité a 'origine. Soit ¢ le
germe d’application défini par :

o K20 — K20
(z,y) — (f(z,9),9(z,y))

Le déterminant de la matrice jacobienne de ¢ est égal a

J(f,g9) = (0f/0x)(0g/0y) — (0f/dy)(dg/dx).

On définit le germe jacobien J du couple (f, g) comme étant le produit des compo-
santes irréductibles de J qui ne divisent pas fg. Enfin, le lieu jacobien de (f,g), noté

J , est le lieu réduit des zéros du germe jacobien. La courbe discriminante de (f,g)
est définie par A = ¢(J). Si (u,v) sont les coordonnées de ¢(K?), alors par définition,
{u=0} =¢({f =0}) n’est pas une branche de A; donc si J est une branche de A, on

peut trouver une paramétrisation de Puiseux de § de la forme

u = U%/pé(a + Zbkv%)

keN

Définition 2.0.1. L’ensemble des quotients jacobiens de (f,g) est I'ensemble des

nombres rationnels b pour les branches 6 de A.
as

Remarque 2.0.2. Lorsque f est une forme linéaire, on retrouve la notion de quotient
polaire du germe g.

Lorsque le corps considéré est C et que les germes f et g sont réduits et sans com-
posante commune, H. Maugendre démontre le résultat suivant ([M1] ou [M2]) :

Théoréme 2.0.3. L’ensemble des quotients jacobiens de (f, g) est un invariant de type
topologique de (f,g).

23



24 CHAPITRE 2. QUOTIENTS JACOBIENS.

Elle démontre également un second théoréme qui permet d’évaluer les quotients
jacobiens du couple (f, g) sur le graphe dual de résolution minimal de fg.

Théoréme 2.0.4. L’ensemble des quotients jacobiens du couple (f, g) est le sous-ensemble
des rationnels composé des

(ga pv)O

(fa pU)O
ou p, est une curvette issue du sommet v et v parcourt ’ensemble des sommets de
rupture du graphe dual de résolution minimal de fg.

Nous voulons donner une démonstration algébrique du théoréme 2.0.4 qui a été
démontré avec des outils topologiques (décomposition de Waldhausen en variétés de
Seifert) afin, en particulier, de généraliser les résultats d’H. Maugendre & un corps K
algébriquement clos de caractéristique 0 et & des germes non réduits. Pour cela, nous
étudions dans ce chapitre le comportement du germe jacobien de I'application (f, g) en
fonction de celui de fg en utilisant les notions de poids développées au chapitre 1. Grace a
cette étude, nous comparons les diagrammes minimaux de Newton D,,(fg) et D,,(fgJ)
afin de savoir dans quelles "zones" de D,,(fg) les composantes de J apparaissent sur
D, (fgJ). Soit w un poids. On dit que l'on est dans la sitution d’Abhyankar pour (f, g)
par rapport au poids w si les parties initiales de f et g vérifient in,,(f)*9) = in,(g)*).
Soit v un sommet de rupture de D,,(fg). Alors v est obtenu aprés k transformations de
Newton successives (on peut avoir £ = 0 si v est sur le premier axe vertical). Il existe une
face S du polygone de Newton N (y,iv'“’l’f fky,iv'“’l’g g*) correspondant & ce sommet. Soit
(o, —3) un vecteur directeur de cette face, avec «, € N* et pged(a, ) = 1. Soit w le
poids défini par w(z) = § et w(y) = a. On dit qu’on est dans la situation d’Abhyankar
pour (f,g) par rapport au sommet v si 'on est dans la situation d’Abhyankar pour
(y,]cv"'_l’f f*, y,ivk_l’g gk) par rapport au poids w. Dans cette situation, nous ne savons pas
controler le comportement de [J. Dans [KP|, les auteurs soulévent le méme probléme :
ils utilisent un arbre T'(f, g) pour étudier le comportement de J et exhibent des points
particuliers qu’ils nomment "points colinéaires" (qui correspondent pour notre étude
aux sommets pour lesquels on est dans la situation d’Abhyankar). Pour ces points,
ils concluent que la fagon dont les branches de J se séparent de T'(f,g) n’est pas un
invariant de ’arbre. Nous démontrons finalement le théoréme suivant :

Théoréme 2.0.5. Soient f,g € K[[z,y]] deuzx germes non nuls admettant une sin-
gularité a origine et n’ayant pas de composante commune. Soit D,,(fg) le diagramme
minimal de Newton de fg. On suppose que pour chaque sommet de rupture v de D,,(fg),
on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f,g) par rapport au sommet v. Alors
Uensemble des quotients jacobiens du couple (f,g) est le sous-ensemble des rationnels
composé des

(ga pv)()

(fa pU)O
ou p, est une curvette issue du sommet v et v parcourt ’ensemble des sommets de
rupture du diagramme minimal de Newton D,,(fqg).

En particulier, on retrouve le fait que sous ces hypothéses, si f,g € C{z,y}, l'en-
semble des quotients jacobiens de (f, g) est un invariant du type topologique de (f, g).
On déduit de ce théoréme les deux corollaires suivants :
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Corollaire 2.0.6. Soient f,g € K|[x,y]] deuz germes transverses admettant une sin-
gularité en (0,0) € K2. Soit D,,(fg) le diagramme minimal de Newton de fg. Alors
lensemble des quotients jacobiens de (f,g) est égal au sous-ensemble des rationnels

{ (g7 pv)O }
<f7 pv)() v 7
ou p, est une curvette du sommet v et v parcourt ’ensemble des sommets de rupture de

Dy (fg)-

Corollaire 2.0.7. Soit g € K[[z,y]|] un germe admettant une singularité en (0,0) €
K?. Soit D,,(g) le diagramme minimal de Newton de g. Alors I’ensemble des quotients
polaires de g est égal au sous-ensemble des rationnels

(ga pv)O
mult(py,) |’
ou p, est une curvette du sommet v et v parcourt [’ensemble des sommets de rupture de
Dyn(9).

Du théoréme 2.0.5, on déduit ensuite des résultats sur la croissance des quotients
jacobiens.

Théoréme 2.0.8. Sous les mémes hypothéses que dans le théoreme 2.0.5, si 'on par-
court les géodésiques de f et de g sur D,,(fg) dans le sens positif, il y a

a) décroissance (resp. croissance) stricte des quotients jacobiens de D,,(fg) le long des
géodésiques strictement rouges (resp. bleues) de Dy, (fg),

b) constance des quotients jacobiens de (f,g) le long des arétes noires de D,,(fg),

c) décroissance (resp. croissance) non stricte des quotients jacobiens de (f, g) le long des
arétes par lesquelles passent toutes les géodésiques rouges (resp. bleues) de D, (fg).

Enfin, on conclut ce chapitre par des questions concernant le polygone de Newton
de la courbe discriminante A qui pourront faire I'objet d’un futur travail.
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2.1 Une remarque.

Nous voulons tout d’abord donner une nouvelle caractérisation de 1’ensemble des
quotients jacobiens.

Lemme 2.1.1. L’ensemble des quotients jacobiens du couple (f,g) est égal a [’ensemble

constitué des
(97 7)0

(f7 ’7)0

ot vy parcourt l’ensemble des composantes irreductibles du lieu jacobien J.

Démonstration. On a

O : K2 — K2
(z,y) — (f(z,y),9(z,y))
T = {(z,y) € K*, J(z,y) =0}
et
A =¢(T) = {(f(z,y), g(x,y)) pour les (z,y) tels que J(z,y) = 0}.

Soit ¢ une composante irréductible de la courbe discriminante A. Alors, par définition
de A, il existe une composante irréductible v du lieu jacobien J telle que 0 = ¢(7y). Soit
©(t) = (p1(t), p2(t)) une paramétrisation injective de . On obtient alors

u= f(p1(t), p2(t)) = atordefler)e2®) 10— qp(fo L.
V= g(gpl (t)’ 902(1:)) — btordtg(wl(t)rch(t)) + o= bt(977)0 _|_ e

ou a,b € K*. On a donc pour d une expression de la forme

(£:7)0

U =cv@o 4 ...

avec c € K™.
Le quotient jacobien de (f, g) associé a § est donc égal a

(9,7)
(f,7)o

=]

o
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2.2 Zones de stabilité.

Soit D,,(fg) le diagramme minimal de Newton de fg. Soient v et v' deux sommets
de D,,(fg) reliés entre eux par une aréte [v,v'] et tels que A, > 1. Soient « (resp.
') la décoration proche de v (resp. v') située sur aréte [v,v'] et B (resp. (3') le produit
des décorations proches de v (resp. v') autres que « (resp. o).

Définition 2.2.1. Le sommet v” est interposable entre v et v’ s’il existe des décora-
tions a”,p" € N telles que

Ap ) = aad” — p" >0 et Ay ) = o'p" — F'd” > 0.

Nous allons maintenant définir les zones de stabilité. On utilise la notion de quotients
de contact définie au paragraphe 1.4.

Définition 2.2.2. Une zone de stabilité de D,,(fg) est une partie connere Z de
D.,.(fg) contenant au moins un sommet de rupture v, et ayant les propriétés sui-
vantes :

(i) siVz := {sommets de la zone} U {sommets interposables dans la zone}, alors tous
les sommets de Vz ont le méme quotient de contact, i.e.

Vo, v € Vz, Q, = Qu;

(ii) Z est mazimale pour ces propriétés.
Si v est un sommet de rupture de la zone Z, on note Z, = Z. Si v et v sont deux
sommets de rupture de la zone Z, on a Z, = Z,.

Remarque 2.2.3. Par abus de notation, on pourra noter v € Z au lieu de v € Vz.

Comme le montre 'exemple suivant, les zones de stabilité ne recouvrent pas, en
général, tout le diagramme de fg.

Exemple 2.2.4. On considére

{ (z,y) = (1* — 2*)((y° — 2%)? + 2°y) (y" + 2?)
g(z,y) = (v* — 2*)((y° — 2%)* + 22%y) (3° — 2?)

On obtient le diagramme minimal de Newton suivant. Il y a trois zones de stabilité Z,
8
2y et Z3 (représentées en gras) qui correspondent aux trois quotients de contact 9’ 1 et

13
15
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2.3 Notations.

Nous allons ici introduire les notations que nous utiliserons dans 1’étude du germe
jacobien, et citer des résultats qui nous seront utiles par la suite.

Soient f,g € K|[z,y]] et J = f,g, — f,9:- On construit le polygone de Newton N(f)
de f et celui de g, N(g), puis on considére un poids w donné par w(z) = f et w(y) = «
avec a, f € N* et pged(a, 5) = 1.

On factorise in,,(f) et in,(g) en produit de formes quasi-homogenes :

r—1 s—1
ing f(z,y) = Caoy' [[ (2% — aiy®)" et inyg(x,y) = C'amoy™ [[(=* — ajy®)™.
i=1 j=1

r—1

r—1 s—1
Onpose Y i =1L, —1, > mif=M—mg > Lo=Lo—Iet
i=1 j=1 i=1

s—1
ija = My — my. On définit les points suivants de N(f) et N(g) : Py = (Lo, 1),

j=1

PT = (lO7LT>7 PO, = (Mo,ms) et Ps, = (mo,Ms).

lo mo Lo My

On a alors le résultat bien connu ([A], prop. 17.4, p. 122) :

Proposition 2.3.1. Pour un poids w donné, on a

J(inw(f), inw(9)) = 0 & iny ()" = iny(g)"P.
Ceci équivaut au fait que
iny f(z,y) = Caloy T2 (v — ay®)" et
inyg(w,y) = C'amoy™ [T} (2 — agy®)™
(g

avec — = ——L pour tout ¢ =0,...,7.

L w(f)
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Définition 2.3.2. Si pour un poids w défini par w(z) = et w(y) = a avec a, f € N*
et pged(a, B) =1, on a

inwf(w,y) = Cay [T, (* — aig”)"
inwg(xv y) (Z )C”mmoymT H;'":l (Ia - alyﬁ)ml
m;  w(g .
— = —= pour tout 1 =0,...,7,
li w(f)
alors on dit qu’on est dans la situation d’Abhyankar pour (f,g) par rapport au poids
w.

Définition 2.3.3. Soit v un sommet de rupture de D,,(fg). Alors v est obtenu aprés
k transformations de Newton successives (on peut avoir k = 0 si v est sur le premier
aze vertical). 1l existe une face S du polygone de Newton N(y,ivk’l’ffky,ivk’l’ggk) corres-
pondant a ce sommet. Soit (o, —(3) un vecteur directeur de cette face, avec a, 3 € N*
et pged(a, ) = 1. Soit w le poids défini par w(x) = § et w(y) = a. On dit qu’on est
dans la situation d’Abhyankar pour (f,g) par rapport au sommet v si l'on est dans la

situation d’Abhyankar pour (y,iv’“_l’ffk, y,iv’“_l’ggk) par rapport au poids w.

Lemme 2.3.4. Si l’on n'est pas dans la situation d’Abhyankar, alors

inwJ(f,9) = J(ing(f), inw(g)).

Démonstration. On écrit
f=inu(f)+ f et g=1inu,(g)+37
avec w(f) < w(f) et w(g) < w(g).

On a alors
J(f,9) = J(inu(f),inw(g)) + h
w(J(inw (), inw(g))) = w(f) +w(g) — w(z) —w(y)
et

w(h) > w(f) +w(g) —w(z) —w(y).
Donc si J(in,(f),in,(g)) # 0, on a

ingJ(f,9) = J(inw(f), inw(g))-
L]
Définition 2.3.5. Si pour un poids w défini par w(z) = et w(y) = a avec a, f € N*
et pged(a, ) =1, on a les deux assertions suivantes :
1. il existe ig € {1,...,r — 1} et jo € {1,...,s — 1} tels que

o
Qig = Qo>

My, w(g)

Lig B w(f)’
alors on dit qu’on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f,g) par rapport
au poids w et a la racine a;,.
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2.4 Nouvelle formulation du théoréme 2.0.5.

Avant de pouvoir reformuler le théoréme 2.0.5, on doit démontrer la proposition
suivante :

Proposition 2.4.1. Soient v un sommet de D,,(fgJ) et Q, le quotient de contact du
sommet v. Soit v, une branche du germe jacobien J se séparant de fg au sommet v.

Alors on a
(97 ’YU)O

(fa 711)0 B

Démonstration. Soit p, une curvette du sommet v. On utilise la proposition 1.5.1 pour
calculer les multiplicités d’intersection. Soit C' € N* le produit des nombres adjacents a
la géodésique joignant la fléche représentant v, au sommet v. Alors on a

(f, 7)o = C(f, pv)o et (g,7)0 = C(g, pv)o-

Q.

Donc
(9o (9,pv)0 0

(f7 711)0 B (fa pU)O

0

Enfin, on a déja vu au paragraphe 1.7 la relation existant entre diagramme minimal
de Newton et graphe de résolution minimal. En particulier, on sait que les sommets de
rupture du diagramme minimal de Newton et ceux du graphe minimal de résolution
sont en bijection.

On utilisera par la suite la terminologie suivante :

Définition 2.4.2. On appelle paquet de J issu du sommet v le produit des branches
de J qui se séparent de fg au sommet v du diagramme minimal D,,(fgJ) de Newton

de fgJ.

Evelia Garcia Barroso utilise la méme terminologie sur les diagrammes d’Eggers dans
|[GB].

Le théoréme 2.0.5 peut maintenant s’énoncer de la fagon qui suit. Il s’agit en fait d'un
énoncé légérement plus fort que le théoréme 2.0.5, puisqu’il n’exclut pas les sommets
pour lesquels on est dans la situation d’Abhyankar du diagramme, mais dit que ’on ne
sait pas conclure pour les zones contenant ces sommets.

Théoréme 2.4.3. Soient f,g € K[[z,y]] deux germes non nuls admettant une singu-
larité o lorigine et n’ayant pas de composante commune. Soit D,,(fg) le diagramme
minimal de Newton de fg : c’est un sous-diagramme de D,,(fgJ), et les zones de sta-
bilités de D,,(fg) découpent D,,(fgJ) en plusieurs zones.

Il n’y a aucun paquet de J sortant sur D,,(fgJ) en dehors des zones de stabilité
de Dp(fg). De plus, dans chaque zone de stabilité Z de D,,(fg) ne contenant pas de
sommet de rupture de D,,(fg) pour lequel on est dans la situation d’Abhyankar pour
(f,9), on peut trouver un sommet v € Vz tel qu’un paquet de J se sépare de fg en ce
sommet sur D,,(fgJ).
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2.5 Etude des zones de stabilité.

On considére deux germes f,g € K][[x,y]] et le diagramme minimal de Newton
D, (fg) de fg. Nous voulons dans ce paragraphe étudier les zones de stabilité de D,,(fg).
Soit v un sommet de rupture de D,,(fg) et soit v' un sommet de rupture, un sommet
de valence 1 ou une fleche connecté & v par une aréte et tel que v < v’. On suppose
que le sommet v est sur un axe vertical obtenu apreés les £ transformations de Newton
suivantes (on peut avoir k = 0 si v est sur le premier axe vertical de D,,(fg)) : pour
1<i<k,

o K2 — K?
(i) (@ a)al )

1i—1 i—1,/i—1 i—1_/1i—1

ou "1, ¢"! € N sont tels que p*~'p/i~! — ¢ 1¢"~! = 1. D’aprés le lemme 1.5.4, on a

fodlo-..0 (I)k<xk>yk) = y;in_l’ffk(xka Yi)

et go®lo- 0@ (xy, yp) = y,ivk’l’ggk(xk,yk).
Si laréte [v, v'] est horizontale et si v’ est un sommet de rupture, v’ est obtenu aprés un
certain nombre de transformations de Newton &/, j =k +1,...,1[.

Soient « la décoration proche de v située sur I'aréte [v, v'] et [ le produit des décora-
tions proches de v autres que «. Si v’ est un sommet de rupture, soient o la décoration
proche de v’ située sur l'aréte [v,v'] et 5’ le produit des décorations proches de v’ autres
que «o'.

Définition 2.5.1. Soit f; (resp. g1) le produit des branches de f (resp. g) représentées
par les fleches telles que la géodésique joignant v a une de ces fleches ne passe pas par v'.
Soit fy (resp. g2) le produit des branches de f (resp. g) représentées par les fleches telles
que la géodésique joignant v' a une de ces fleches ne passe pas par v. On a f = fifs et

g =0g192.

Puisque v est un sommet de rupture de D,,(fg), il existe une face S du polygone
de Newton N (y,ivk_l’f f’“y,iv’“_l’ggk) correspondant & ce sommet. Soit (p, —¢) un vecteur
directeur de cette face, avec p,q € N* et pged(p, q) = 1. Alors il existe une face Spr de
N(y,ivk_l’ffk) et/ou une face Sy de N(y,ivk_l’ggk) de vecteur directeur (p, —q). Soit wy, le
poids défini par wg(zg) = q et wi(yx) = p.

Si v' est un sommet de rupture et si I'aréte [v,v'] est verticale, alors il existe une
face 5%, de N(y,ivk’l’ffk) et/ou une face S}, de N(y,ivk’l’ggk) de direction (p’, —¢’) avec
p',q € N* et pged(p',q') = 1, correspondant au sommet v’. Soit wj, le poids défini par
wy(xr) = ¢ et wi(yx) = p'. De plus, puisque v < v, on a ¢/p < ¢'/p'.
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Soient D s, D}k,, D et D; . les droites suivantes :
Do - _ Nk—1,f ¢k
foqT+py = wk(ykN f*);
Dl g+ p'y = whlyy ).
Ny
Dy qu +py = wi(y, "~ g"),

Ny, —
Dy ' +ply = wi(y,""9%).

On remarque que par construction, D« est la droite de direction donnée par (p,q) qui
intersecte N (yp " f¥) soit en un point soit en une face de N(y, " " f¥).

Enfin, soient les deux points @ et Q' définis par
{Q} = Dpp N Dy et {Q'} = Dgr N Dl

Si v’ est une fleche ou un sommet de valence 1, soit Q) le point d’ordonnée maximale
de Ny, = ¥} et soit @' le point d’ordonnée maximale de N (y, " 9 g*).

Lemme 2.5.2. Q est un sommet de N(y,ivk_l’ffk) et Q' est un sommet de N(y,iv’“_l’ggk).

Démonstration. Si v’ est une fléche ou un sommet de valence 1, c’est évident par défi-

nition de @ et Q'. Supposons donc que v’ est un sommet de rupture. Posons @ = (z,v).
Ni_ Ny

On a alors gz + py = wi(y, "7 f*) et ¢z +p'y = wi(y, ' f*).

Si ing, (yp ' f*) est constitué d’un seul monéme, on définit Qy = (z1,) par
{@i1} = Dy N(y,ivk’l’ffk). Considérons la face S, de N(y,iv’“’l’ffk) de pente —q'/p!
telle que ¢'/p' < q/p et telle qu’il n’existe pas de face " de N(y,ivk’l’ffk) de pente
—q" [p" telle que ¢ /p' < ¢"/p" < q/p. La face S}k est portée par la droite D}k d’équation
D}k cqta+ply = w,i(y,ivk_l’ffk), ol w} est le poids donné par wj(z) = ¢' et wi(y) = p'.
Soit Q" = (2”,y") le point défini par {Q"} = D}k N Dy Si Q" # @1, alors on a

. . Ni. Ny
deux points @Q; et Q" vérifiant gzy + pyr = wi(y, " fF) et q2” + py” = wi(y, T fF)
et 1y, (y,iv’“_l’f f’“) admet alors au moins deux mondmes, ce qui est contraire a notre
hypothése. Donc D}k N D = {Q1}. En particulier, @, € S}, € N(y,]fk’l’ffk).

St iny, (y,ivk’l’f f*) a au moins deux monodmes, alors par construction, on a D N
N (yp e fhy = S et on définit @ = (x1,41) par I'extrémité de Sy« d’abscisse mini-
male. On a x; > x car sinon on aurait un point (), de N(y,ivk_l’ffk) en dessous de D}k,
ce qui est impossible par construction de D}k.

De méme, si in,, (y,iv’“_l’f f*) est constitué d’un seul mondme, on définit Qs = (12, )
par {Qy} = D}kﬂN(y,iv’“’l’ffk). Considérons la face S2, de N(y, " f¥) de pente —q?/p
telle que ¢*/p* > ¢'/p’ et telle qu’il n’existe pas de face S, de N(y,iv'“’l’ff’“) de pente
—q"/p" telle que ¢*/p* > ¢"/p" > q/p. S]%k est portée par la droite DJ%,c d’équation
D?k L Pr+ply = w,%(y,ivk_l’ffk), ol w} est le poids donné par wi(z) = ¢* et wi(y) = p*.
Alors avec le méme raisonnement que ci-dessus, D2, N D = {Q2}. En particulier,
Qo € 5% € N(y,* ™ f*).
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Si inwlrc(y,ivk’l’f /%) a au moins deux monomes, alors par construction, on a D, N
N(y,ivk’l’ffk) = S}k et on définit Qo = (2,99) par extrémité de S’,, d’abscisse maxi-
male. On a x5 < x car sinon on aurait un point ()5 de N(y,iv’“’l’ffk) en dessous de D g,
ce qui est impossible par construction de D .

Enfin, on a Q; = Q» = @ car sinon, il existerait une ou plusieurs faces de N (y,ivk_l’f ")
entre ()1 et Qo de pente —¢”/p” telle que q/p < ¢"/p" < ¢'/p’, ce qui est impossible car
v et v’ sont consécutifs sur D,,(fg).

Dans tous les cas, () est 'intersection de deux faces de N (y,ivk’l’f f*) donc c’est un

sommet de N(y, * 7 f+).
La démonstration est identique pour ()'. O

On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.5.3. Soient v un sommet de rupture de D,,(fg) et v' un sommet de
rupture, un sommet de valence 1 ou une fleche connecté a v par une aréte et tel que
v < v'. Alors avec les notations précédentes, on a les résultats suivants.

(1) Siv' est un sommet de rupture,

(i) si laréte [v,v'] est verticale,
Q, = Quy & Q et Q sont homothétiques par rapport a lorigine,

(i) si l'aréte [v,v'] est horizontale, alors

Ni_ Npy—
0, — 0, o W) ey gy)

Ny Ny _
wi(y, T fE) w(y, AR

(i1i) De plus, si Q, = Q., alors
[0,V C 2, = Z,.

(iv) Enfin, si Q, # Q., alors l'aréte |v,v'[ est en dehors des zones de stabilité de
Din(f9)-
(2) Siv' est un sommet de valence 1, alors Q et Q' sont homothétiques par rapport a
Uorigine et [v,v'[C Z,.
(3) Siv' est une fléche,
(i) silaréte [v,v'] est verticale, si Q et Q' sont homothétiques par rapport a ori-
gine, alors [v,v'[C Z,. Sinon, Uaréte |v,v'[ est en dehors des zones de stabilité
de Dn(f9).

(1) si laréte [v,0'] est horizontale, si

Ny _ N
wi(y, 9" wely, % 5)

Np_ = Np_ ]
wk(ykk SR wk(ykk Lfof)

alors [v,v'[C Z,. Sinon, laréte Jv,v'[ est en dehors des zones de stabilité de

Din(f9g).
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On a alors une déscription exhaustive des zones de stabilité de D,,(fg). En particu-
lier, il est clair que les zones de stabilité ne recouvrent pas tout le diagramme minimal
de Newton de fg.

Remarque 2.5.4. Si le sommet v est sur le premier aze vertical de D,,(fg) et si l'aréte
[v,0'] est horizontale et correspond a une racine a, soient p la décoration figurant en

dessous de v, q celle figurant au dessus et w le poids défini par w(zx) = q et w(y) = p.
Alors

On est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f,g) par
rapport au poids w et a la racine a.

Qv = Qv’ <

Remarque 2.5.5. Puisque l’on suppose ici que f et g n’ont pas de composantes com-
munes, dans les cas (3) (i) et (i1) de la proposition, l'aréte |v,v'| est toujours en dehors
des zones de stabilité de D,,(fg).

Démonstration de la proposition 2.5.3. Soient p, et p, des curvettes des sommets v et
v’. Remarquons que

(f,po)o = (f1,pv)o + (f2, pv)o

(9, Pv)o = (91, Pv)o + (92, Po)o / /

(fs por)o = (f1, por)o + (f2, pur)o = %(flu Pu)o + %(fQ; Po)0
(9: pv)o = (91, )0 + (92, pr)o = Z(g1, u)o + % (92, oo

Donc

QU = Q’U' ~ (fa pv)O(gapv’)O = (gapv)o(fv pu’)O
~ (040/ - 55,)(f1, pv)O(g% Pv)o = (040/ - 56,)(f2, Pu)o(gl, Pv)o

Or ad — 33" = A, > 0, donc

Qv = Qv & (f1,00)0(92, Puv)o = (f2, Pv)o(g15 Pu)o-
(1) Supposons que v" est un sommet de rupture.

(i) Sil'aréte [v,v'] est verticale, v et v' ont été obtenus aprés k transformations
de Newton successives. Soit vy le sommet précédant v et v’, et soient «aq et [
les décorations attenantes & vy. Avec les notations précédentes, on a a = p,

B=afop+q, B =p et =aybop +¢.

i
=)
[~
(=)
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On a les équations suivantes :

Dyx i qu + py = Ny y, D}k : ¢z +p'y= Ny,
Dgr:qu+py = Nog, Dip:qx+py= Ny,

ott Ny s = (f, puv)os Nurg = (fspor)o, Nug = (9, pu)o et Ny g = (g, pur )o-
Posons

Q= (:131,372) et Q/ = (x/17x,2)

Par définition de @ et Q', on a qx1+pry = N, f, ¢'v1+p'v0 = Ny 5, 2 +prh =
Nyg et ¢xf + p'zhy = Ny 4. Alors

Q _ Q RPN (Q,Pv)o _ (g;pv’>0 N Nv,g _ Nv’,g
(f,po)o (fipo)o Nuy  Nuy

qr| +prhy ¢y + p'ry

qri +pra T+ Py
& (qry + pry)(¢'w1 + p're) = (g1 + pr2)(¢'T) + P'asy)
& (pd — qp') (w2 — x92)) =0

Or
pq —qp' = ol — aBf) — (B — afoa) 3’ = ad’ — B = Ay > 0.
Donc

Qv = Qv/ = xlljg = wall
< Q et Q' sont homothétiques par rapport a 'origine.

(ii) Supposons que l'aréte [v, v'] est horizontale. On a

Qy = Qv & (f1,00)0(92, pu)o = (f2; pv)o(91, pv)o
< ((f1, p0)0 + (f2, 00)0) (92, Pu)o = (f2, pu)o((g1, Pv)o + (92, Pu)o)

< (f, pu)o(92, po)o = (f2, pv)o(gs po)o
p=— Nv,va,gg = Nv,f2Nv7g

Or d’aprés le lemme 1.5.4, on a N, ; = wi(yp " f¥). Donc

Ny _ Ni_ Ny N
Qv _ Qu/ = wk(ykk Lffk)'wk(ykk 1,92915) — wk(ykk 1,f2f§>wk(ykk 1,gg )

(iii) On suppose que Q, = Q.. On doit montrer que pour tout sommet v” inter-
posable entre v et v/, on a Q, = Q, = Q.
Soit v” un tel sommet. Soient o la décoration proche de v” située sur l'aréte
[v,v"] et 5" la décoration proche de v située sur I'aréte [v”,v']. On a alors

/! "

(f, por)o = %(fhpv)o + %(fmpy)o,

" "
(0%

(g, pv)o = 3(91, Pv)o + J(gz, Pw)o-
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Donc

Qv (Z(g1.po)o + % (92, p0)0) (f1. po)o + B f2, pu)o)

B8’
- Of/ 77 - 1
QU (%(flu pU)O + ?;_/(f% pv)O)((glu Pv)O + ﬁ(g% pv)O)

car
(f15P0)0(g2, Pu)o = (f2, pu)o (915 Pv)o-

(iv) On suppose que Q, # Q.. Soit v” €]v,v'[ un sommet interposable tel que
Qv// = QU. Alors

g, Po’ )0 _ (g7pv)0
f> )0 (.f pv)

Qv” - Qv ®E

N

% gl7pv)0 + = a’ (927pv) (917,0v)0 + (92a pU)O

(
%(]ﬁ po)o + U (farpo)o (frspo)o+ (f2 p0)o
& (aa” ﬁﬁ”)(fl,pv) (92: po)o = (= BB")(f2: po)o(g1: po)o

Or aa” — 33" = Ap,»m > 0, donc

Qy = Qv & (f1,P0)0(92: pv)o = (f2, pv)o(91, Pv)o & Qv = Qu,

ce qui est contraire a I'hypothése de départ. Donc l'aréte v, v'[ est en dehors
des zones de stabilité de D,,(fg).

(2) Si v est un sommet de valence 1, on doit montrer que pour tout sommet v” inter-
posable entre v et v/, on a Q, = Q,». Puisque v’ est un sommet de valence 1, on a
fo = g2 = 1. Soient o la décoration proche de v" située sur aréte [v,v"] et 3" la
décoration proche de v” située sur 'aréte [v”,v']. On a alors

/! /!
(f, por)o = —(f1,pv)o €t (g, por)o = — (g1, pu)o-
(e} e}
Donc

=1.

ON% %(Qlapv)O(flan)O
Q Z

- “(f1, p0)o(g1, oo

(3) Supposons que v’ est une fleche.

(i) Silaréte [v, '] est verticale, soit v” un sommet interposable entre v et v'. Alors
d’aprés la démonstration de (1) (i), (iii) et (iv) et la démonstration du lemme
2.5.2, 81 Q et @' sont homothétiques par rapport a l'origine, alors Q,» = Q,,.
Sinon, Q,» # Q,. Donc si Q et @’ sont homothétiques par rapport a l'origine,
[v,v'|C Z,. Sinon, l'aréte Jv, v'[ est en dehors des zones de stabilité de D,,(fg).

(ii) Si laréte [v,v'] est horizontale, soit v” un sommet interposable entre v et v'.

Alors d’aprés la démonstration de (1) (ii), (iii) et (iv), si

Ne—1,9 K Ne—1,95 k

wi (), ) _ w (Y, 95)
wk:(ykk Lffk> wk(Q;in_l’fzfQ)
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alors Q,» = Q,. Sinon, Q,» # Q,. Donc si

Ny _ Np_
wi(y, ") wily, " g8)

Ni_ Ni_ 7
we(ye SR wily )

alors [v,v'[C Z,. Sinon, l'aréte Jv,v'[ est en dehors des zones de stabilité de
Din(f9).

0J
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2.6 Etude du germe jacobien.

Solent f,g € K|[x,y]] les équations de deux germes non nuls admettant une singu-
larité a l'origine et n’ayant pas de composantes communes. Soit D,,(fg) le diagramme
minimal de Newton de fg. Nous voulons dans cette partie étudier le comportement du
germe jacobien J de ces deux germes afin de montrer qu’il y a au moins un paquet de J
qui sort dans chaque zone de stabilité de D,,(fg) ne contenant pas de sommet de rup-
ture de D,,(fg) pour lequel on est dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) et qu’aucun
paquet de J ne sort en dehors des zones de stabilité de D,,(fg). Dans la démonstration,
nous allons étudier le déterminant de la matrice jacobienne J(f,g). On rappelle que J
est le produit des composantes de J qui ne divisent pas fg. Nous allons d’abord étudier
les zones de stabilité du premier axe vertical de D,,(fg), puis nous montrerons que les
résultats obtenus pour le premier axe vertical peuvent se transmettre aux axes verticaux
suivants.

2.6.1 Etude du premier axe vertical de D,,(fg) : principe.

Remarquons tout d’abord que la notion de premier axe vertical n’est pas définie
sur D,,(fg) mais sur D(fg) : en effet, on fait le choix d'un systéme de coordonnées
pour construire D(fg) et 'on obtient un diagramme admettant plusieurs axes verticaux
successifs. La notion d’axe vertical dépend du choix du systéme de coordonnées que 'on
a fait. Le diagramme minimal de Newton D,,(fg) est un sous-arbre du diagramme de
Newton D(fg). On définit donc la notion de premier axe vertical sur D,,(f) de la fagon
suivante :

Définition 2.6.1. On dit qu’un sommet v de D,,(fg) C D(fg) est sur le premier aze
vertical de Dy, (fg) si c’est un sommet du premier axe vertical de D(fg).

Nous voulons étudier les zones de stabilité du premier axe vertical de D,,(fg). Consi-
dérons 'union des deux polygones de Newton N(f)U N(g) et I'union des deux éventails

duaux N(f)U N(g).

\\Lf

Sy

N(f) U N(g) N(f)U N(9)

On considére «, f € N* avec pged(a, f) = 1. On leur associe le poids w défini par
w(z) = f et w(y) = . On définit les droites Dy : fr+ay = w(f) et D, : fr+ay = w(g),
et la droite L d’équation Sz — ay = 0. Le principe est d’examiner s’il y a des faces de



40 CHAPITRE 2. QUOTIENTS JACOBIENS.

N(f)U N(g) portées par les droites Dy et Dy et si la droite L est ou non une droite de
N(f)UN(g). On reprend les notations du paragraphe 2.3. Il y a trois cas possibles :

Cas1:
i, f(z,y) = Cxloy" et in,g(z,y) = C'a™y™.

Alors lintersection de N(f) et Dy est un point et l'intersection de N(g) et D, est un
point. D’autre part, la droite L n’est pas une droite de N(f)U N(g).

Cas 2 :
inwf(z,y) = Caly" H —ay”)" et inyg(z,y) = C'a™0y™,

(on a une situation symétrique si in,, f(x,y) = Czloy' et in,g(z,y) = C'amoy™: Hj;i(ma—
afy?)™). Alors l'intersection de N(f) et Dy est une face Sy de N(f) mais 'intersection
de N(g) et D, est un point. De plus, L est une droite de N(f) UN(g).

Cas 3
r—1 s—1

inef(z,y) = Caloy' | [(z* — aiy®) et inyg(z,y) = C'z™y™ | [(2* — agyﬁ)mJ
i=1 j=1

Alors P'intersection de N(f) et Dy est une face Sy de N(f) et I'intersection de N(g) et
D, est une face S, de N(g). De plus, L est une droite de N(f) U N(g).

Grace a la proposition 2.5.3, nous savons localiser les zones de stabilité du premier axe
vertical de D,,(fg) et les parties du premier axe vertical de D,,(fg) situées a I'extérieur
des zones de stabilité. Nous les représentons en grisant N(f)UN(g) de la facon suivante :

Zones de type 1 : Si v, est un sommet de rupture du premier axe vertical de
Dy, (fg) portant les décorations a en dessous et 3 au dessus, et tel que 2, ;, = {va,3},
alors la droite L d’équation 3z — oy = 0 est une droite de N(f) U N(g). On la trace
normalement et les cones situés au dessus et en dessous de v, 3 sont laissés en blanc. La
zone Z, . est représentée sur N(f)U N(g) par la droite L.

Zones de type 2 : Si v, et vg,ﬁ, sont deux sommets de rupture du premier axe
vertical de D,,(fg) portant les décorations a en dessous, [ au dessus, o’ en dessous et
(" au dessus, et tels que les deux points @ et ) définis au paragraphe 2.5 sont homo-
thétiques par rapport a l'origine sur N(f) U N(g), alors [v,v'] C 2, , = 2y o Les
droite L d’équation Bx — ay = 0 et L' d’équation 'z — o'y = 0 sont des droites de
N(f) U N(g). On les trace normalement et on grise le cone engendré par L et L'. La

partie de la zone 2, , = Zy, o considérée est représentée sur N(f) U N(g) par le cone

grisé et les deux droites L et L.

Zones de type 3 : Soit v, g le sommet de rupture le plus bas (resp. haut) du premier
axe vertical de D,,(fg). Il est connecté a une fleche ou un sommet de valence 1 v'. Si le
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sommet v porte les décorations a en dessous et (5 au dessus, et s’il est tel que les deux
points ) et @' définis au paragraphe 2.5 sont homothétiques par rapport a 'origine sur
N(f)U N(g), alors [v,v'[C 2, ,. La droite L d’équation Sz — ay = 0 est une droite
de N(f) U N(g). De plus, L est la droite la plus proche de l'axe des ordonnées (resp.
abscisses) de N(f) U N(g). Dans ce cas, on grise le cone engendré par L et I'axe des
ordonnées (resp. abscisses). La partie de la zone Z,_ , considérée est représentée par le
cone grisé et la droite L.

Zones de type 4 : Soit S une face exceptionnelle de N(fg) de pente —1/p (resp.
—q). Soit w le poids défini par w(x) = 1 et w(y) = p (ou w(z) = q et w(y) = 1).
Alors d’apreés les régles de minimalisation des diagrammes, il n’y a pas de sommet sur
le premier axe vertical de D,,(fg) correspondant a la face S. La droite L d’équation
z — py = O(resp. gz — y = 0) appartient & N(f) U N(g) et on la représente en pointillés.
De plus, on est a 'extérieur des zones de stabilité du premier axe vertical de D,,(fg).

Zones de type 5 : Si v,p est un sommet de rupture du premier axe vertical
de D,,(fg) portant les décorations o en dessous et § au dessus, et tel que v, g est
I’extrémité d’une ou plusieurs arétes horizontales pour lesquelles on est dans la situation
d’Abhyankar faible pour (f, g) par rapport au poids w défini par w(z) = et w(y) = a et
a une racine a, alors la droite L d’équation Sz —ay = 0 est une droite de N(]f) UN(g) et

on la trace en gras. La partie de la zone Z,_ , considérée est représentée sur N(f)U N(g)
par la droite L tracée en gras.

type 3

type 5

N(f) U N(g) grisé.

Nous allons étudier le déterminant de la matrice jacobienne J plutot que le germe
jacobien J. Lorsque la face S que 'on étudie est clairement définie, on note py(t), py(t)
et py(t) pour désigner les polyndmes associés a S et aux germes f, g et J (paragraphe
1.2). Nous allons étudier les différents types de zones. Dans chaque cas de figure, on
veut montrer que J ne sort pas en dehors des zones de stabilité du premier axe vertical
de D,,(fg), quil y a au moins un paquet de J qui sort dans chaque zone de stabilité,
que J suit f et/ou g le long des arétes horizontales ne se terminant pas par une fleche
et que J suit f ou g le long d’'une aréte horizontale se terminant par une fléche si et
seulement si J a une composante commune avec f ou g représentée par cette fléche.
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2.6.2 Extérieur des zones du premier axe vertical de D,,(fg),
zones de type 4.

Soit («, 8) € R, avec o, 3 € N* et pged(a, 3) = 1. Soit w le poids défini par
w(z) = et w(y) = a. On se place a 'extérieur des zones de stabilité de D,,(fg) : on
est dans un cone blanc A de N(f)UN(g) ou bien sur une droite L d’équation fx—ay =0
représenté en pointillés et on est dans une zone de type 4.

Soient les trois droites Dy : fx+ay = w(f), D, : fr+ay =w(g) et Dy : fr+ay =
w(J). Alors soit Dy N N(f) = {Q} et D, N N(g) = {Q'} (cas du cone blanc), soit il
existe une face exceptionnelle S € N(fg), donc Dy N N(f) = Sy et/ou D,NN(g) =5,
et Sy et S, correspondent & une méme racine a (droite en pointillés).

Proposition 2.6.2. [l n’y a pas de paquet de J se séparant de fg en dehors des zones
de stabilité du premier axe vertical de D,,(fg) sur D,,(fgJ). De plus, s’il existe une
face exceptionnelle Sy = N(f) N Dy et/ou une face exceptionnelle S, = N(g) N D, et
si l'on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f,g) par rapport au poids w, alors
J suit f et/ou g le long de 'aréte correspondant a la racine a si elle ne se termine pas
par une fléche.

Démontrons cette proposition.
On remarque d’abord que 'on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f,g)
par rapport poids w. Donc d’aprés la proposition 2.3.1, on a

inwJ (f,9) = J(inw(f), inw(g))-

Cone blanc.

Si 'on est dans un cone blanc A de N(f) U N(g), on a in,f(x,y) = Caloy et
ingg(x,y) = C'z™y™s. Alors

inwJ(f, g)(z,y) = CC'(lymy — mgly )xlotmo—tylrtm—1

et lomy; — moly # 0 car sinon, @) et @)’ seraient homothétiques par rapport a l'origine
et on serait dans un cone grisé. Donc l'intersection de N(J) et de D, est un point. Par
conséquent, il n’y a pas de droite L d’équation Sz — ay = 0 sur N(f) U N(g) U N(J).
En conclusion, aucun paquet de J ne sort en dehors des zones de stabilité du premier
axe vertical de D,,(fg) pour ce cas de figure sur D,,(fgJ).

Zones de type 4.

Soit S une face exceptionnelle de N(fg) de pente —1/p. On a ps(t) = (t — a)™
Soit w le poids défini par w(z) = 1 et w(y) = p. La droite L d’équation z — py = 0
appartient & N(f) U N(g) et est représentée en pointillés. Mais d’aprés les régles de
minimalisation des diagrammes, il n’y a pas de sommet sur le premier axe vertical de
D, (fg) correspondant a la face S. Soit v" le sommet le plus haut du premier axe vertical
de D,,,(fg). Soient p’ et ¢’ les décorations situées en dessous et au dessus de v'. Alors
aprés minimalisation, ’aréte correspondant a la racine a est reliée a v'.
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1]
v
3
P

/
v 7 . o
P | 1

N(fg) N(f) U N(g) Do (o)
m g

Cas 2.
Si I'on est dans le cas 2, on a in,(f) = Cz' (2P — ay)' et in,(g) = C'z™. Alors

inwJ(f, 9)(x,y) = almoCC'zoFmo= (P — qy) =1,

On a py(t) = (t —a)'~'. La seule racine éventuelle de J est a. Si Paréte horizontale cor-
respondant & la racine a ne se termine pas par une fleche, alors [ > 1 donc[—1 > 0. Par
conséquent, a est racine de py et J suit f le long de cette aréte. De plus, N(J) n’admet
ni face pour la direction donnée par w, ni face de pente —3/« telle que 5/a > ¢'/p'.
Donc aucun paquet de J ne sort & un sommet v, g portant les décorations « en dessous
et 3 au dessus et vérifiant f/a < ¢'/p’, c’est & dire en dehors des zones de stabilité du
premier axe vertical de D,,(fg) pour ce cas de figure.

Cas 3.
Si 'on est dans le cas 3, on a in,(f) = Czl (2P — ay)! et in,(g) = C'z™ (2P — ay)'.
Alors on a

inwJ(f,9)(x,y) = aCC'zlormo=t(xP — qy)Hm=2((mol — lgm)a? — a(moel — lym)y)
= a(mgl — lym)CC'glotmo=1(gP — qy)itm=1,

Donc p;(t) = (t—a)*™~1. Si l'aréte horizontale correspondant a la racine a ne se termine
pas par une fleche, alors soit [ > 2, soit m > 2, soit [ = m = 1. Dans les trois cas, on a
[+m —1 > 0 donc a est racine de p; et J suit f et g le long de cette aréte. De plus,
N(J) n’admet ni face pour la direction donnée par w, ni face de pente —f3/« telle que
B/a > ¢'/p'. Donc aucun paquet de J ne sort & un sommet v, 3 portant les décorations
a en dessous et [ au dessus et vérifiant §/a < ¢'/p’, c’est a dire en dehors des zones de
stabilité du premier axe vertical de D,,(fg) pour ce cas de figure.

2.6.3 Zones de type 1.

Soient «, f € N* avec pged(a, ) = 1. Soit w le poids défini par w(z) = [ et w(y) = .
On reprend les notations du paragraphe 2.3. Soient les trois droites Dy : fx+ay = w(f),
D, : Bx+ay=w(g) et D;: Bz + ay =w(J). Enfin, soit L : fz — ay = 0. On suppose
qu’il existe un sommet de rupture v, g du premier axe vertical de D,,(fg) portant les
décorations « en dessous et 3 au dessus.

Proposition 2.6.3. Si l'on est sous les hypothéses suivantes :
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1. Py et P} ne sont pas homothétiques par rapport a l’origine,
2. P. et P! ne sont pas homothétiques par rapport a l'origine,

3. pour toute aréte partant de v vers la droite, on n’est pas dans la situation d’Abhyan-
kar faible pour (f,g) par rapport au poids w,

alors on a Z,, , = {Va,g}. D’autre part, il y a un paquet de J de multiplicité comprise
entre min{c, f} max{r —1,s — 1} et min{c, 5}((r— 1)+ (s — 1)) qui se sépare de fg au
sommet vy 5 sur Dy, (fgJ), et J suit f et/ou g le long des arétes horizontales partant
de ce sommet et dont l'autre extrémité n’est pas une fleche.

Démonstration. On supposons que 1'on n’est pas dans la situation d’Abhyankar (f, g)
par rapport au poids w. Alors, d’aprés la proposition 2.3.1, nous avons

inwJ (f,9) = J(ing(f), inw(g)).

Cas 2.

La droite L : fz —ay = 0 appartient & N(f)UN(g). Elle n’est ni frontiére d’un cone
grisé, ni tracée en gras, ni tracée en pointillés.

&\.Dg

Dy

N(f) U N(g) N(f)u N(g)

On a ps(t) = [[/=; (t — a;)% et py(t) = 1. Les a;, pour i = 1,...,7 — 1, sont racines
de ps(t) d’ordre /;, donc il y a un sommet de rupture v, s sur le premier axe vertical de
D, (fg) duquel partent r — 1 arétes pour f. On a

r—1 r—1
inwJ(f,9)(x,y) = CCalormotylerm=t [T (a% a1 3 (432~ Ady?) [ [ (2 ~ary?)
i=1 =1 k#i

ou
{ At = L (lomy — mol, + mali(r — 1)a)
Al2 = ﬁ(l0m1 — mol, — moli(r — 1)ﬂ)ai

Le coefficient du terme de plus haut degré en = dans in,J(f,g) est

r—1

ZAII = L0m1 — molr.
i=1

Il est non nul car I'extrémité la plus basse P, de la face de f et le point P de g ne sont
pas homothétiques par rapport a l'origine.
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Le coefficient du terme de plus haut degré en y est

r—1 r—1
(—1)7171 Z A; H A = (—1)1“71([07711 — moLr) H a;.
i=1 k#i i=1

Il est non nul car 'extrémité la plus haute P, de la face de f et le point Pj de g ne sont
pas homothétiques par rapport a l’origine.

On a donc ) )
pat) = [t —an) =t (At — Ay Tt — ax).
i=1 i=1 ki
Posons . »
paa(t) =[]t — @) " et pa(t) =D (Ajt — A [t — aw).
i=1 i=1 ki

Lemme 2.6.4. Si l'on n’est pas dans la situation d’Abhyankar faible pour (f,g) par
rapport au poids w, alors J suit f le long des arétes horizontales de D,,(fgJ) partant
de vop et ne se terminant pas par une fléche.

Démonstration. Soit iy € {1,...,r — 1}. On considére I’aréte correspondant a la racine
a;, : si elle ne se termine pas par une fleche, alors [;, > 1. Donc a;, est racine de pj(t)
d’ordre ;, — 1 et J suit I'aréte correspondant a la racine a;, sur D,,(fgJ). O

Lemme 2.6.5. On suppose que Py et Py ne sont pas homothétiques par rapport & l’ori-

gine et que P, et P! ne sont pas homothétiques par rapport a lorigine. Alors il y a un

paquet de J de multiplicité min{c, B}(r — 1) qui se sépare de fg au sommet v, 5.
Démonstration. Soit ip € {1,...,r —1}. On a
Pa2(aiy) = ailig(mioc+ moB) | [ (ai, — ax) # 0.
kio
Le polynome p;o(t) est de degré r —3+1 admet donc r — 1 racines (éventuellement
multiples) différentes des a; pour i = 1;-=,r — 1. Par conséquent, il y a un paquet de
J de multiplicité min{«, ﬁ}(g — 1) qui sort au sommet v, de D,,(fgJ). O
\
Cas 3.

La droite L : Sz —ay = Ofappartient a N(f)UN(g). Elle n’est ni frontiére d’un cone
grisé, ni tracée en gras, ni tracée en pointillés.
o—

(f) U N(g) N(f)u N(g)
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On a
r—1 s—1
ian(f, g)(l_’y) _ Cclxl0+moflylr+msfl H(xa _ aiyﬁ)lifl H(xa o a;yﬁ)mjfl
i=1 j=1

i LAY Ay + A ) [T (0 — any?) T (e — ajy?)

ou
( AV = muoms — mol, +msli(r — 1o — [,mja(s — 1))
Al = m(moh — loms + lejoi(s — 1) +mol;(r—1)p
+lim] (T )( 1)aﬂ)ai + m(mglr — lom
—lomj(s — 1) — myli(r — Da — lym;(r — 1)(s — 1)af)a}
\ Aé:j — m(loms — mol, — mol;(r —1)3 + nom;(s — 1)6aia;
On a

ps(t) = [ 1t = a) et py(t) = [ [t = aj)™
i j
Les a; pour i € {1,...,r — 1}, sont racines de p;(t) d’ordre I;, et les a} pour j €
{1,...,s— 1}, sont racines de p,(t) d’ordre m;. Donc sur D,,(fg), il y a un sommet de
rupture v, g duquel partent vers la droite des arétes qui sont chacune de I'un des trois
types suivants : pour ig € {1,...,r — 1} et jo € {1,...,s — 1},
— des arétes correspondant uniquement a une racine a;, de f si pour tout j €
{1, s =1}, ay, # @,
— des arétes correspondant uniquement a une racine a;O de g si pour tout i €
{1, ,r =1}, a; # af,
— des arétes correspondant a la fois & une racine a;, de f et une racine o de g si
Ay = CL
Dans in,,J( f g) le coefficient du terme de plus haut degré en y est

r—1 s—1 1 s-1
(—1)r2+s 2ZZAMHMHC” )RR ([0 M, — moLT)HaiHa;.
=1 j=1 k#i I#j =1 j=1

I est non nul car les points P, et P. ne sont pas homothétiques par rapport a 'origine
sur N(f) U N(g).
Le coefficient du terme de plus haut degré en x est

r—1 s—1
A’j = Loms Molr).

i=1 j=1

Il est également non nul car les points Py et PJ ne sont pas homothétiques par rapport
a lorigine sur N(f) U N(g). Donc

—_
)_l

r—1 s—1 r—1 s—

ps(t) = [t —a) s [t —df)m" (AVE + A7t + AP [t — aw) T (¢ = ap).

1 j=1 ki 1]

i=1 j=1 i
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Posons ) .
pa(t) =[]t —a) ][t —ap)™!

i=1 j=1

et
pua(t) = (AYE + A7+ A9 [T = an) [T (2 — ap).
i=1 j=1 ki I#]

Lemme 2.6.6. On suppose que l'on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f,g)
par rapport au poids w. Alors pour iy € {1,...,r—1}, on apya(a;,) =0 si et seulement

s’il existe jo € {1,...,s — 1} tel que ), = a;, (idem pour jo € {1,...,s —1}) et alors
Plalai,) = 0 si et seulement si l'on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g)
par rapport au poids w et a la racine a;, = a;O.

Démonstration. Soit ig € {1,...,7—1}. On a

r—1 s—1
Praltiy) = igliy(MoB +mya) [ ] (@i, — ax) [ [ (@i — a)).
k=1 j=1
k+£io
Si pour tout j € {1,...,s — 1}, on a a} # a,, alors a;, n’est pas racine de ps.
En revanche, s’il existe jo € {1,...,s — 1} tel que aj, = a;,, alors a;, est racine de p;a

(et de fait, a} aussi). On a alors
Pa(aiy) = aiy(lomyo3 — moliy B + Limjoer — Milig) T (@i — ai) ] ] (a0 — a7)
k#ig I#30
qui s’annule si et seulement si

M jo _ moﬁ + Msa _ w(g)
lio ZOB + Lra w(f)’

c’est a dire si 'on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f,g) par rapport au

. . . o
poids w et a la racine a;, = aj. O

Lemme 2.6.7. On suppose que l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f,g)
par rapport au poids w. Alors J suit f et/ou g le long des arétes horizontales partant de
Vo, €t ne se terminant pas par une fléche.

Démonstration. Soit ig € {1,...,r—1} tel que 'aréte correspondant & a;, ne se termine
pas par une fléche.
Si cette aréte est une aréte du premier type, ¢’est a dire si quel que soit j € {1,...,s—

1}, a;, # aj, alors l;, > 1. a;, est racine d’ordre I, — 1 > 0 de py:(t) donc J suit f le
long de cette aréte sur D,,(fgJ).
On a le méme résultat pour une aréte du second type.
Si I’aréte correspondant & a;, est une aréte du troisieme type, c’est a dire s’il existe
jo € {1,...,5— 1} tel que a;, = aj,, alors
— soit l;, > 1 ou mj, > 1, et alors a;, est racine de p;; et J suit f et g le long de
l'aréte correspondante sur D,,(fgJ),
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— soit l;, = 1 et mj, = 1, et alors d’aprés le lemme 2.6.6, a;, est racine de p;2 donc
J suit f et g le long de l'aréte correspondante sur D,,(fg.J).
O

Lemme 2.6.8. On suppose que pour toute aréte partant de v vers la droite, on n’est
pas dans la situation d’Abhyankar faible pour (f,g) par rapport au poids w, que Py
et Py ne sont pas homothétiques par rapport a lorigine et que P, et P! ne sont pas
homothétiques par rapport a lorigine. Alors il y a un paquet de J de multiplicité comprise
entre min(c, §) max{r —1,s — 1} et min(a, B)((r — 1) + (s — 1)) qui se sépare de fg au
sommet Vo 3.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.6.6, on a au plus min{r — 1, s — 1} racines a;, = a,
de pyo parmi les {a;,i = 1,...,r —1,a},j = 1,...,s — 1} et ces racines sont racines
simples. Or

degpjo=(r—1)+(s—1) >min{r — 1,s — 1}.

Par conséquent, p;, admet au moins une racine distincte des a;, pour ¢ = 1,...,r — 1
et des a;- pour y =1,...,8s — 1 et il y a donc un paquet de J de multiplicité comprise
entre min{«, f} max{r — 1,s — 1} et min{e, 8} degps2 = min{e, B}((r — 1) + (s — 1))
qui sort au sommet v, g de D,,(fg.J). O

O

2.6.4 Zonmes de type 2.

Soient v et v' deux sommets de rupture consécutifs du premier axe vertical de D,,,(fg)
formant 1'aréte [v,v'] et tels que v < v’. On suppose que [v,v'] C Z, = Z,,. Soit p (resp.
p') la décoration figurant en dessous de v (resp. v'). Soit ¢ (resp. ¢') la décoration figurant
au dessus de v (resp. v'). On définit les poids w et w’ par w(x) = q, w(y) = p, w'(z) = ¢
et w'(y) = p'. Soient

r—1 s—1
inw f(z,y) = Cxy" | [(a% — aiy®)", inwg(z,y) = C'a™y™ | [ (2" — bjy®)™,
i=1 =1
r'—1 s'—1
in f(2,y) = Caloyls T] (@ — aly™)", inwg(z,y) = C'amoy™s [ (=#" — iy ).
i=1 =1

Proposition 2.6.9. On suppose que l'on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour
(f,q) par rapport au poids w, et que l’on n'est pas dans la situation d’Abhyankar pour
(f,9) par rapport au poids w'.

Alors d’une part, il existe un paquet de J qui suit f (resp. f et g) dans le cas 2
(resp. cas 3) le long des arétes horizontales partant de v et v' et ne se terminant pas
par des fleches. D’autre part, il existe un ou plusieurs paquets de J de multiplicité totale
comprise entre min{(r —1+s—1)p+(r' =1+ = 1)/, (r—1+s—1)g+(r'—1+5"—1)¢'}
et min{p + p',q + ¢'} qui se séparent de fg a des sommet v, 5 de Z, = Z,.
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Démonstration. Soient les droites Dy, D}, Dy et D; définies par
Dy :qr+py=w(f),D}: dz+py=w'(f),

Dy qx +py =w(g), Dy : ¢’z + p'y = w'(g).
et soient les points Q et )’ définis par

{Q} =Dy N D} et {Q"} = Dy N D,

D’aprés la proposition 2.5.3, @ et Q" sont homothétiques par rapport a 'origine sur
N(f) U N(g). Les droites L : qxv —py = 0 et L' : ¢z — p'y = 0 appartiennent a
N(f)UN(g) et le cone A engendré par L et L est grisé. D’aprés le lemme 2.5.2, on sait
qu’il existe des faces S;,S;11 € N(f) de pente —q;/p; et —q;11/pir1 avec pged(p;, ;) =
pgcd(pit1,qiv1) = 1 et ¢i/pi < qiy1/piva et des faces S}, 9., € N(g) de pente —q;/p]
et =1 /P avec pged(p), q;) = pged(Piiy, @ja) = 1 et q;/p; < qji1/Pj4 telles que
{Q} = SiNSiy1 et {Q'} = S;NS%,,. De plus, on a q;/p; = q/p et/ou q;/p; = q/p et
Giv1/piv1 = ¢ /p" et/ou ¢, /P = ¢'/p'. On suppose par exemple que

q_ qé' Q_/ Qi1 < q}+1

R /
p pi P; P Piv1 Pjn

~

(les autres cas se traitent de fagon similaire).

N(f) U N(g) N(f) U N(g)

On suppose ici que 'on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f,g) par
rapport & w et w’. On a donc

inwd (f,g) = J(ing f,inwg) et ing J(f,g) = J(iny f,ingy g).

De plus, on est sous les hypothéses des lemmes 2.6.4 et 2.6.7. Par conséquent, J suit
f et g le long des arétes horizontales partant de v et de v’ et ne se terminant pas par
des fléches.

On est dans le cas 3 pour w, donc

r—1 s—1
ing(J)(f.9)(x,y) = CCzlormotylrtme= T (2P — ay")' " [[(2? — afy?)™ !
i=1 j=1

[y
[y

r—1 s—

(A2 + APy + Ay [ (o — any?) [ [ (27 = aiy?)
1 ki 1

7

1y
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Posons
Doz, y) =Y > (AP + AP ary" + APy [[(2” — awy?) [] (=" = ajy?).
i=1 j=1 ki 1#]

Ecrivons-le sous la forme
Jo(z,y) = Cox(sfurfl)p + Clx(S*H’“*z)pyq 4t CT71+871y(371+r71)q.

Puisque @ et @' sont homothétiques par rapport a l'origine, on a C,_1,,_1 = 0. Mais
on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport & w, donc d’aprés la
proposition 2.3.1, il existe un k avec 0 < k <r — 1+ s — 1 tel que C} # 0. On définit

ko := max{k/Cy # 0}.

Le point le plus haut (c’est a dire d’ordonnée maximale) de N(J) N Dy, o D est la
droite d’équation gz + py = w(J), est alors

Di=(p+moy—1+(s—1+r—1—ko)p, Ly + Mg —1—(s—1+r—1—ko)q).

De méme, on regarde maintenant la direction donnée par w’. On est dans le cas 2,
et avec le méme raisonnement, en posant k| := min{k/C} # 0}, ona 0 < kj < s’ —1
et le point le plus bas (c’est a dire d’ordonnée minimale) de N(J) N D'}, ot D’} est la
droite d’équation ¢’z + p'y = w'(J), est

Dy = (Lo +mo — 1 —kop', I, +my — 1+ kgyq').
On a par construction ly = L, L, =1 et M, =m/, donc
lo+mo—1+4+(s—1+r—1—ko)p> Ly+mog—1—kyp'

et
Li+Mi—1—(s—1+r—1—ko)g <l +ml,—1+ki.

Il existe donc au moins une face de N (J) de pente —3/a avec a, 3 € N? et pged(a, 3) = 1
reliant Dy & Dy et veérifiant q/p < 8/a < ¢'/p'.

’
Dy

:

N(J)

2

Dy

Par conséquent, il y a au moins un sommet v, g €]v,v'[C Z, tel qu'un paquet de
J sorte en v, sur Dy, (fgJ). En particulier, il existe une droite L : Sz —ay = 0 €
N(f)UN(g)UN(J) situé dans le cone gris¢ A de N(f)U N(g). De plus, on a

lo+mo—1+(s=1+r—1—ko)p—(lo+mo—1—kip')=(s—1+r—1—ko)p+ kyp'
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et Lo+ My—1+kyq — (L, +My—1—(s—1+r—1—ko)q) = (s—1+r—1—ko)q+kiq.

La multiplicité du ou des paquets de J qui se séparent de fg est égale au minimum
de ces deux quantités. Ona 0 < kg <r—1+s—1et 0 < kj < s — 1. Donc elle est
maximale pour kg = 0 et k) = s — 1 et minimale pour kg =r—1+s—2et kj =1. O

2.6.5 Zones de type 3.

Soit v le sommet de rupture le plus bas du premier axe vertical de D,,(fg). Il est
connecté a un sommet de valence 1 ou une fléche v'. Soient ) le point d’ordonnée
maximale de N(f) et Q' le point d’ordonnée maximale de N(g). On suppose que Q
et " sont homothétiques par rapport a lorigine sur N(f) U N(g). Alors d’aprés la
proposition 2.5.3, on a [v,v'[€ Z,.

Remarque 2.6.10. Puisque [ et g n'ont pas de composantes communes, le sommet v’
est alors un sommet de valence 1 : en effet, si f a une composante en x, alors g n'en a
pas et Q et Q' ne sont alors pas homothétiques par rapport a l’origine.

Soient p la décoration située en dessous de v et ¢ la décoration située au dessus de
v. Soit w le poids défini par w(z) = q et w(y) = p.

Proposition 2.6.11. On suppose que [’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour
(f,9) par rapport au poids w. Alors d’une part, il existe un paquet de J qui suit f ou f
et g le long des arétes horizontales partant de v et ne se terminant pas par une fléche
(selon que 'on est dans le cas 2 ou 3). D’autre part, il existe un ou plusieurs paquets de
J de multilplicié totale comprise entre p—1 et (r —1+s—1)p — 1 qui se séparent de
fg a des sommets vop € Z,.

Démonstration. Ona L :qr—py=0¢ N(f)UN(g) et le cone engendré par L et I'axe
des ordonnées de N(f)U N(g) est griseé.

N(f)U N(g)

Puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport poids w,
les lemmes 2.6.4 et 2.6.7 sont valides. Par conséquent, J suit f et/ou g le long des arétes
horizontales partant de v et ne se terminant pas par des fléches. De plus,

ingJ(f,9) = J(iny f,in4,9).
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Cas 2.

Si l'on est dans le cas 2, on a

inu(f) (@ Cy“H —aiy")" et iny(9)(z,y) = C'y™.

Alors

r—1

inw‘](f7 g) (Iv y) = CC/ylr+m171 H( - a'ly Z Al P~ 1 H — akyq)

=1 k#i
ou A = = (myli(r — 1)p). En effet, comme ly = mg = 0, on a A} = 0.
Posons Jy(z,y) = S0 Alap~! [110i(2? — azy?). On a
JQ(SB, y) — Cox(r—l)p—l 4t Ckl’ r—1—k)p— 1yk:q RS Cr_pr—ly(r—Z)q.

Puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport au poids w,
il existe au moins un k € {0,...,r — 2} tel que Cy # 0. Soit

ko := max{k € {0,...,r —2}/C\ # 0}.

Le point d’ordonnée maximale de N(J) N Dy ou D est la droite d’équation gz + py =
w(J) est alors

D=((r—1—k)p—1,L,+m3—1—(r—1—ko)q).

On a p > 1 car sinon v’ disparaitrait. Donc (r — 1 — kg)p — 1 > 1. Par conséquent, il y
a au moins une face de N(J) de pente —(3/a telle que G/a > q/p et il y a un paquet
de J sortant a un sommet v, g du premier axe vertical de D,,(fgJ) avec /a > ¢q/p. De
plus, va 5 € Z,.

Cas 3

Si 'on est dans le cas 3, on a

s—1
ine(f)(z,y) = Cy™r H tet ing(g)(z,y) = C'y™ H(:Up
j=1

Alors
r—1 s—1

inwd (f,9)(w,y) = CC'zlormotylrtmet TT(@? — azy®) " [ [ (2" — afy®)™

=1 7j=1
i AV A2y ) T (27 — awy?) Ty (27 — ajy?)

ol

Al’] = m(loms - mUlT + msl’i(r - 1)p - lrm]p(s - 1))
AY = o (mol, — lgm + Lmyp(s — 1) +moly(r — 1)

(r—=1(s—1)

1
\ +im;(r — 1)(s — 1)pg)a; + r—D(s—1)

(mOlr - ZOms
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En effet, puisque les points ) et Q" sont homothétiques par rapport a I’ orlgme sur N(f)uU
N(g), on a ly = my = 0, et donc AZ = 0. Posons Jy(z,y) = > i ZS l(A” 2p—1 4

AL gp=1yy0) [Thss (@ — ary?) [ 11 (27 — aqy?). Ecrivons-le sous la forme
{]2(1,7 y) _ Cox(s—l-i-r—l)p 4ot Ckm(s-l-r—?—k)pykq NI CT+S_3l.py(T’+s—3)q.

Puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport a w, il existe
au moins un k € {0,...,r + s — 3} tel que Cy # 0. Soit

o = max{k € {0,...,r+s—3}/Cy # 0}.

Alors le point d’ordonnée maximale de N (J)ND; ou D est la droite d’équation gz+py =
w(J) est

D =(r+s—2—k)p—1,L,+M,—1—(r+s—2—k)q).

On a p > 1 car sinon v' disparaitrait. Donc (r + s —2 —kj)p —1 > 1. Il y a donc au
moins une face de N(J) de pente —(3/a telle que 3/a > q/p. Par conséquent, il y a un
paquet de J sortant a un sommet v, 3 du premier axe vertical de D,,(fg.J). Puisque
B/a > q/p, va s appartient a Uaréte v, v'[ donc v, g € Z,.

]

2.6.6 FEtude des fléches.

Lemme 2.6.12 (Régles de calcul). (i) Soit f € K|[z,y]]. Alors J(f, f) = 0.
(i1) Soient fi, fa, g1, 92 € K[[x,y]]. Alors

J(f1f2, 9192) = J(f1,91) 292 + T (f2, 91) fr92 + T (f1, 92) fagr + T (f2, G2) f191-

(i1i) Soient f,g,h € K[[z,y]]. Alors

J(hf,9) = h* (aJ(h,g)f + I (f,g)h).

Démonstration. Pour f,g € K|[z,y]], on a J(f,g) := f.g, — f,9,- La démonstration du
lemme est évidente, il suffit de développer les expressions O

Proposition 2.6.13. Soit v un sommet de rupture du premier aze vertical de D,,(fg)
portant les décorations p en dessous et q au dessus, et reli€é par une aréte horizontale a
une fleche. Soit w le poids défini par w(x) = q et w(y) = p. Alors J suit f ou g le long
de cette aréte si et seulement si J a une composante commune avec f ou g représentée
par cette fleche, et c’est seulement cette composante commune qui suit f ou g le long de
cette aréte. En particulier, aucune composante de J ne sort en dehors de Z, sur cette
aréte.

Démonstration. Puisque f et g n’ont pas de composantes communes, on n’est pas dans
la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport au poids w. Donc d’aprés la proposition
2.3.1,

ineJ (f,9) = J(inw(f), inw(f)).
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Soit ig € {1,...r—1} tel que a;, soit la racine correspondant a l’aréte horizontale reliant
v a la fleche considérée. On a
r—1 s—1
ing f(z,y) = Cxloyl | [(2? — a;y)" et inyg(z,y) = C'z™oy™ | [ (2P — a;yq)mj.
i=1 j=1

D’apres les résultats du paragraphe 2.6.3, on a alors

r—1 s—1
iy (f,9)(x,y) = CC'zlormotylr et TT(@P — agy®) [ [ (27 — djy?)™ !
L i=1 j=1
DO AV + Ayt + APy [ [ (2 — any®) [ [ (27 — ajy®)
i=1 j=1 ki 1£]
Donc
r—1 s—1 r—1 s—1 . N .
Pare(t) = [[t—a) " T (t—df)m " (AVE+ AT+ A7) [ [t —an) [ [ (t—a)).
i=1 j=1 i=1 j=1 ki I#j

Posons 1 (1) = [T, (t—a0) " TIh(t—a})™ ™ et pyggpa(t) = S10 STH (AP 2+

At 4+ A7) [ e (t — an) [ (t — @)
Supposons que la fleche considérée représente une composante f;, de f mais pas de

g- On a alors a # a;, pour tout j € {1,...,5 — 1}. On constate que a;, est racine de
Pi(f.g)1 dordre l;; — 1. De plus, d’apreés le lemme 2.6.6, on a p(s,q)2(ai,) # 0 car aj # ay,
pour tout j € {1,...,s — 1}. Donc a;, est racine de p;q) d’ordre exactement [;, — 1.
Or on a

J(F.9) = T T.9) = foo ™ Ui (Fias T + I (T 9) o).
Donc la composante f;, est commune a f et J. D’aprés ’égalité précédente, elle est au
moins de multiplicité /;, — 1. Mais on a vu que a;, est racine de p;(y,4) d’ordre exactement
l;; — 1. Finalement, J suit f le long de I'aréte correspondant a a;, si l;, > 1 et alors c’est
car J a une composante commune avec f. En dehors de cette composante commune, J

ne suit pas f le long de cette aréte.
O

2.6.7 Un résultat pour le cas non-dégénéré.

A ce stade de la démonstration, nous pouvons énoncer un théoréme pour le cas
non-dégénéré.

Théoréme 2.6.14. Soient f,g € K|[x,y]| deux germes admettant une singularité en
(0,0) € K?2. On suppose que fg est non dégénéré pour son polygone de Newton au sens de
Kouchnirenko. Soit D,,(fg) le diagramme minimal de Newton de fg. Alors ’ensemble
des quotients jacobiens de (f,g) est égal au sous-ensemble des rationnels

{ (g, pv)O}
(f7 PU)O ) 7
ou p, est une curvette du sommet v et v parcourt [’ensemble des sommets de rupture de

D(f9g)-
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Démonstration. Si fg est non dégénéré pour son polygone de Newton au sens de Kouch-
nirenko, cela signifie que pour toute face S de N(fg), on a pg(t) = [[,(t — a;). En
particulier, le diagramme minimal de Newton de fg ne comporte alors qu'un seul axe
vertical et on n’est dans la situation d’Abhyankar ou d’Abhyankar faible a aucun des
sommets du premier axe vertical de D,,(fg). Le théoréme découle donc des résultats
précédement obtenus. O

Remarque 2.6.15. On retrouve ainsi le fait que si f,g € C{x,y} et si fg est non
dégénéré pour son polygone de Newton au sens de Kouchnirenko, alors ’ensemble des
quotients jacobiens de (f, g) est un invariant du type topologique de (f,g).

2.6.8 Application : N(f,g).

(gapv>0
fa pv)O
(fa ;011)0 (gupv)o )

mult(p,) mult(p,)

Remarque 2.6.16. On a défini les quotients jacobiens . Par raison de symétrie,

~—~

nous pouvons €tudier les paires jacobiennes (

Soient f, g € K[z, y]] deux germes non identiquement nuls admettant une singularité
a lorigine. Soient S, ..., .9, les faces du polygone de Newton de f ordonnées par pentes
décroissantes —qy1/p1 >+ > —@m/Pm. Pour i = 1,... 7 —1, soit D; la droite portant S;
et soit r; 'entier égal au nombre de points & coordonnées entiéres sur S; moins un. Soient
Sty ..., 5] les faces du polygone de Newton de g ordonnées par pentes décroissantes
—¢,/py > -+ > —q,/p,- On définit de la méme fagon les entiers s; et les droites D pour
j=1,...,n.On notera a(D) 'abscisse a l'origine et 3(D) 'ordonnée a l'origine d’une
droite D.

Définition 2.6.17. On définit les droites D} et D’; de la maniére swivante : pour
i = 1,...,m, D} est la droite parallele o D; telle que Df N N(g) # 0 et a(D}) (ou
B(D;)) est minimale. De méme, pour j =1,...,n, D'} est la droite paralléle a Dj telle
que D'; N N(f) #0 et a(D"}) (ou B(D'})) est minimale.

Définition 2.6.18. On définit N(f,g) par l’ensemble constitué des droites D;, D';, Dy
et D'y pouri=1,....metj=1,...,n.

B(D*)

B(D)

a(D) \‘;{(D*)

N(f,9)
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On a les équations suivantes :
D;: gix +piy = piriqy + -+ +19Gi) + i(rivapis1 + 0+ TPm)

Di
a(D;) = f(ﬁéh + 4 1iq) FrigaPigr + o T

)

q;
B(D;) =riqy+ -+ rig; + E(ri+1pi+l + -+ D)

/
q < % < qf-i—l
bi  Pin

/
D} :sije{l,...,n} est tel que

2
/ Y
P;

G+ py = pi(siqy + - + qu;-) + Qi<5j+1p;‘+1 + o Sy

a(D}) = __(31Q1 +oeeet qu;') + sj+1p;-+1 + -+ Smpl,

)

B(D;) = s1q) + -+ 5;¢; + ;(sj+1p;+1 4 Sl

7

et des équations similaires pour D’ et D'j.

Notation 2.6.19. On note N(f, g)* l’ensemble N(f,g) privé des droites D et D* telles
que la face S associée est une face exceptionnelle de N(fg).

Cas non dégénéré.

Proposition 2.6.20. Soient f, g € K|[z,y]] deuzr germes non identiquement nuls admet-
tant une singularité a l'origine. On suppose que fg est non-dégénéré pour son polygone
de Newton au sens de Kouchnirenko. Alors l’ensemble des paires jacobiennes de (f, g)
est égal a

{(max{a(D), B(D)}, max{a(D*), B(D*)}), (max{a(D"), B(D")}, max{a(D"), B(D')})
pour D, D" € N(f,g)*}.

Remarque 2.6.21. L’ensemble des paires jacobiennes du couple (f,g) est égal a

{(w(f), w(g))}w

ou w est le poids défini par w(z) = |S|y et w(y) = |S|1 et S parcourt l’ensemble des
faces de N(f,g)*.

Remarque 2.6.22. Dans le cas particulier ou f est une forme linéaire, on retrouve une
partie du résultat du théoréme 1.1, de [LP].

Démonstration. Puisque fg est non-dégénéré pour son polygone de Newton au sens de
Kouchnirenko, D,,(fg) n’a qu'un axe vertical. Soit v; (resp. v}) le sommet de D,,(fg)
issu de la face S; de N(f) (resp. S; de N(g)). D’aprés la remarque 1.3.1, il y a une
correspondance bijective entre les sommets de rupture du premier axe vertical de D,,(fg)
et les faces de N(fg)*. On utilise le théoréme 2.6.14 pour calculer les paires jacobiennes



2.6. ETUDE DU GERME JACOBIEN. 57

du couple (f,g). Pour les sommets v; issus de N(f) : si @ < k, on considére p,, une
curvette du sommet v; et on a

(f: pUi>0 _ 1

mult(p,) E(Zzﬁl 75D+ D i T-0i-D))

=pi/q(riqr + -+ 1iq;) + rigaiPig1 + o F TP
= a(D;)

Soit I entier tel que ¢;/p; < ¢i/pi < q141/P141-

l n
g Poi 1
9:Pu)o —(Zpi.sj.q; + Z Gi-55-P)
j=1

mu”(pvi) B q; _ j=l+1
=pi/e(s1q1 + -+ 51q7) + 141D -+ Sap,
= a(Dy)

Donc la paire jacobienne associée au sommet v; est (a(D;), a(D})). De la méme facon,
pour i > k, on obtient (3(D;), 3(D;)) et pour les sommets v} issus de N(g), des calculs
similaires donnent (a(D'}), a(D';)) si j < k et (3(D';), B(D';)) si j > k.

U

Exemple 2.6.23. On considere
flx,y) = 2%+ 32"y 4+ 22°y° + ¢
glz,y) = a° —2%y* + 5y°

10
22/3

NN

N(g)

Le germe fg est non-dégénéré pour son polygone de Newton au sens de Kouchnirenko.
Donc d’apres la proposition 2.6.20, on obtient les paires jacobiennes

{(8,6),(9,6), (10,6), (22/3,6), (7,6)}
On constate sur D,,(fgJ) qu'un paquet de J sort dans chaque zone de stabilité de
Di(f9).
Cas général.

Nous allons voir sur les deux exemples suivants que dans le cas général, nous ne
pouvons pas énoncer de résultat avec la seule donnée de N(f, g).
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Exemple 2.6.24. On considere
flzy)= 2@ —y?)? +y
glz,y) = "+ +y

N(f,9) D(f.9)

Dans cet exemple, on voit qu’une face de N(f) est dégénérée. On a les paires jaco-
biennes suivantes :
{(7,5),(7,7),(8,5),(8,7),(21/2,5)}.
Sur N(f,g), on peut trouver les paires (5,7),(7,7),(5,8) et (7,8). Cependant, rien ne
permet de conclure qu’il y a une autre paire (5,21/2).

Exemple 2.6.25. Je remercie Janusz Gwozdziewicz qui m’a fourni cet exemple. On

considere
fla,y) = (y—2)(y* — )
g(v,y) = (y—=x)*+2°

N(f, 9) D(fg)

Dans cet exemple, on a un seul sommet de rupture sur D,,(fg). La seule paire ja-
cobienne est (5/2,3), alors que sur le polygone de Newton, on pourrait penser que (2,2)
est une paire jacobienne.

2.6.9 Etude de certaines composantes communes.

Nous allons dans ce paragraphe énoncer un résultat sur le comportement de J(f,g)
quand f et g ont une éventuelle composante commune en y. Ce résultat sera utile pour
pouvoir appliquer la récurrence permettant de passer d’un axe vertical & un autre sur
D, (fg). On suppose ici que f et g ont une composante commune en y de multiplicité
[, pour f et mg pour g, c’est a dire

f=y"fet g=y™7 oty ne divise ni f ni g.
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Soit v le sommet de rupture le plus haut du premier axe vertical de D,,(fg). Il est
connecté a la fleche v’ représentant la composante en y commune a f et g. Soient @) le
point d’ordonnée minimale de N(f) et Q" le point d’ordonnée minimale de N(g). Si Q
et @' ne sont pas homothétiques par rapport a l'origine sur N(f) U N(g), alors d’apres
la proposition 2.5.3, 'aréte v, v[ est en dehors des zones de stabilité de D,,(fg) et on
a déja traité ce cas.

On suppose maintenant que Q et Q' sont homothétiques par rapport a l’origine sur
N(f)UN(g). Alors d’aprés la proposition 2.5.3, on a [v,v'[€ Z,. Soient p la décoration
située en dessous de v et ¢ la décoration située au dessus de v. Soit w le poids défini par
w(z) = q et w(y) = p. Enfin soient

s—1

inw(f)(w,y) = Ca'oy" H — aiy?)" et iny(g)(x,y) = C'z™y" | [ (=" — djy")™.
j=1

Posons

Flwy) =) a@)y et gla,y) = Y bi(@)y’, ov ay(x), bi(w) € K {x}.

>0 >0

Proposition 2.6.26. On suppose que [’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour
(f,g) par rapport au poids w, et que Q) et Q)" sont homothétiques par rapport a l'origine
sur N(f)UN(g). Alors si ag(z)™ # kbo(z)" avec k € K*, J suit f et/ou g le long des
arétes partant de v vers la droite et ne se terminant pas par des fleches, et il existe un
ou plusieurs paquets de J qui se séparent de fg a des sommets v, 3 € Z,.

Démonstration. Puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rap-
port poids w, les lemmes 2.6.4 et 2.6.7 sont valides. Par conséquent, J suit f et/ou g le
long des arétes horizontales partant de v et ne se terminant pas par des fleches. De plus,

ineJ(f,9) = J(inyf,in.g).

On a alors

r—1 s—1

inyJ(f,9)(x,y) = CCglormotybtm =t T (@ — ay) ™ ] (2P — aly®)™ ™!

i=1 j=1

SIS UTHAY 2+ AP aryt + Ay [T (af — ary?) [T (2P — ajy?)

ou
r A 1
= m(lomS — mol, + mgsli(r — 1)p — l,m;p(s — 1))
A;’j = Wl(s_l)(mob — lomg + [,m;p(s — 1) +moli(r — 1)q
+lim;(r —1)(s — 1)pg)a; + m(molr — loms
—lom;(s — 1)qg — myli(r — 1)p — lim;(r — 1)(s — 1)pq)a’;
A = ;(loms — mol, —moli(r — 1)q + nom;(s — 1)qa;a]
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Dans in,,J(f, g), le coefficient du terme de plus haut degré en x est >, Zs LAY
Il est nul car les points @ et @’ sont homothétiques par rapport a l'origine sur N ( f )

N(g). Posons Jo(z,y) = Y2721 Y2501 (A5 2%y + A5 y*) TTui(a? — any®) Tz (27 — ajy?).

Ecrivons-le sous la forme
o, y) = Coy" TV 4 4 CpatPy T Oy

Puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport a w, il existe
au moins un k € {0,...,r + s — 3} tel que Cy, # 0. Soit

ko := max{k € {0,...,r+s—3}/Cy # 0}.

Alors le point d’ordonnée minimale de N (J)ND; ou D; est la droite d’équation qr+py =
w(J) est

D=(Lo+My—1—(r+s—2—ko)p,l, +ms— 1+ (r+s—2—ko)q).
D’autre part, on a

J(f.9)=JW"f,y"™g) =" (LI (v, 9) f +meJ(fy)g+ J(f,9)y) -

Ona f(z,y) = Z J(2)y" et g(z,vy) Zb x)y" ot a;(z), bi(x) € K{z}. Alors un calcul

>0 i>0
simple donne

(LJ(y, 9) f +msJ(f,9)7) (x,0) = meag(z)bo(x) — lrao(2)by(x).
Cette quantité est identiquement nulle si et seulement si
ag(z)™ = kby(z)" ot k € K*,
ce qui est contraire aux hypothéses. Donc y ne divise pas

(1 (. 9)f +msd (F.9)g + I (F.9)y) -

Par conséquent, la multiplicité de la composante en y pour J est exactement [, +m,— 1.
Or
L+ms—1+(r+s—2—ko)g>1l +ms—1.

Il y a donc au moins une face de N(J) de pente —(/a telle que 0 < 3/a < q/p. Par
conséquent, il y a un paquet de J se séparant de fg a un sommet v, 3 du premier
axe vertical de D,,(fg.J). Puisque 0 < §/a < q/p, vap appartient a I'aréte Jv,v'[ donc
Va,p € Z,.

Ul

2.6.10 Etude des axes verticaux suivants.

Proposition 2.6.27. Tous les résultats du premier axe vertical de D,,(fg) précédement
obtenus s’appliquent aux axes verticaur suivants, et par itération a tous les axes verticaux

de Dy (fg).
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Démonstration. Soit S une face de N(fg) de pente —q/p avec pged(p, q) = 1. Soit w le
poids défini par w(z) = ¢ et w(y) = p. Il existe un sommet vy du premier axe vertical
de D,,(fg) (qui peut éventuellement disparaiitre au cours de la minimalisation) portant
les décorations p en dessous et ¢ au dessus. On suppose qu’une aréte correspondant a
la racine a part de vy vers la droite. On applique les méthodes du paragraphe 1.2 : on
effectue la transformation de Duval-Newton suivante :

ol . K? — K?
(z1,51) — (i@ + 21),a?y})

ou p/,q € N sont tels que pp’ —q¢’ = 1. On a

NU, Nv N
fo ®1($1ayl) =l Offl(iﬂl,yl) et go (I)1<:U1ay1) =MW Oggl(l"l,yl)-

D’autre part,

T fr ), 0 g @) = J(f 0 @ (w1, u1), g 0 D (a1, 1))
= J(®'(z1,11)).J(f, g) o @' (21, 11)
= pyi’“_lJ](Vf, 9) (2 (z1,1))
= pyt Ty T TN f L g) (w1, 1)

On veut appliquer les résultats que 'on a obtenu pour le premier axe vertical a

Nv s NU s
(?h Offl(xlayl)ayl 0991(951,91))-

On doit donc vérifier que 1’on est sous les mémes hypotheéses, c’est a dire :
- yivi’o’ffl(xl, Y1) et yivvo’ggl(xl, y1) n’ont pas de composante commune autre que y,
— puisque y; est une composante commune, est-on sous les hypothéses de la propo-
sition 2.6.26 7
Si yiv”o’f [y, y1) et yivvo’ggl(xl,yl) avalent une composante commune autre que ¥y,
alors d’aprés l'algorithme de construction de D,,(fg) (paragraphe 1.2), f et g auraient
une composante commune, ce qui est contraire aux hypothéses.
D’autre part, regardons si I'on est sous les hypothéses de la proposition 2.6.26 :
yivvo’ffl(xl, y1) et yivvo’ggl(:vl, Y1) ont une composante commune en ¥;.

Elle est de multiplicité N,, ; = w(f) pour yivvo’ffl(ml, y1) et de multiplicité N, , = w(g)

N'u z Z ™
pour ¥, O’ggl(xlayl)' Posons fl(xla 3/1> = Zizo ai<5’71)yl et 91(5’717 yl) = Zizo bi(x1>yla ou

a;(z),b;(z) € K{z}. D’aprés ce qu'on a vu au paragraphe 1.2, si

f(a,y) = iny () (2, y) + > Ay’

(a,b)/qa+pb>w(f)=N

avec
r—1

ing(f)(z,y) = Caloy | [(a” — aiy?)",
=1

alors

r—1
mw(f) © ‘1)1@1, yl) = C?J;U(f) <(af0, + 1’1)10 H((af; + fl)p - aia?é’,)“)

1=1
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et

( Z Aa,bxayb)ocl>1(x1, y1> _ yiv(f) Z Aa?ba;};} ycl;{a—l-pb—w(f) (a;z{?() + x1>a
(a,b)/qa+pb>w(f) (a,b)/qa+pb>w(f)

Donc yi“(f)ao(xl) = iny(f) o ®'(zy, 1) et yi”(g)bo(xl) = iny(g) o ®(x1,51). Alors on a
=k

ag(21)"9) = kby(z1)*¥) si et seulement si
()9 0 ®' (21, 11) = iny(9)"Y) 0 @' (21, y1).
Avec
r—1 s—1
inw(f)(,y) = Caoy" | [ (2 — agy®)" et iny(g)(z,y) = C'z™0y™ | | (2" — djy®)™,
i=1 j=1
On obtient
r—1 s—1

Caf a0 T [ (g ran) —aall )" = kC () O T [ (el rn) —ajaly )0

J 0

i=1 j=1

et par identification des racines,

inw()"9 (@, y) = iny(9)" (,y).

On a donc ag(71)"9) = kby(x1)*Y) si et seulement si in,, (f)“9 (z,y) = in,(9)*" P (z,y),
c’est & dire si l'on est dans la situation d’Abhyankar pour (f,g) au sommet vy par
rapport au poids w. Alors, soit v est le sommet le plus haut de ’axe vertical obtenu
aprés la transformation de Newton ®;. Ce sommet est connecté a vy par une aréte et
d’aprés la proposition 2.5.3, on a v € Z,,. Si 'on est dans la situation d’Abhyankar

pour (f,g) au sommet vy par rapport au poids w, on ne sait pas si un paquet de

N’U N’U e N'U N’U
J(y 7 iz, vn), vn g (v, 41)) se sépare de vy " fL (21, y1) et vy g (z1, 1) dans

Z, = Z,,, mais il s’agit des zones exclues par hypotheése. Sinon, on est sous les hypothéses
de la proposition 2.6.26

Par conséquent, on peut appliquer les résultats obtenus pour le premier axe vertical

a l'application (yf]”o’ffl(xl,yl),yivvo’ggl(xl,yl)). Alors on saura dans quelles zones de

stabilité du premier axe vertical de Dm(yf] ol £ (g, yl)yivvo’g g (z1,11)) des paquets de

vg,9 1

N, Ny L N, N, y N
J(yy 7 (1, v1), vn 07 g (w1, y1)) se séparent de ;" fH(zy, y1)y; 0 g (21, y1). D apres
Dégalité

Ny s Ny, — N, s
Ty (@, y0), 01 g (@, y) = T TN 9) (2, ),

on saura donc dans quelles zones du premier axe vertical de

Nv s N'u N
Dm(?h 0 ffl(xh yl)?h ’ 991(951, ?J1))

’
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des paquets de JL(f, g)(z1,41) se séparent de yi " f1(z1,y1)ys " g (z1,31). D'aprés la

proposition 1.1.13, on a

Ny, Nug.g Ny f+Nug.g
N(Zh Off1($1;y1)y1 0 gl(xhyl)) :N(yl of ’ )—i—N(fl(xl,yl)gl(xl,yl)).

Done Ny f1(ar, g2yl 0" g (w1,51)) et N(F(z1,91)g" (21, 91)) sont identiques a une
translation prés vers le haut. Par conséquent, les sommets de rupture du premier axe
vertical de Dm(yivvo’f (g, yl)yivvo’g g'(z1,y1)) sont exactement les sommets de rupture
du second axe vertical de D,,(fg) correspondant a la racine a. De plus, on a les deux
lemmes suivants :

Lemme 2.6.28. Les zones de stabilité du premier axe vertical de Dm(yiv“o’ffly{v”(”ggl)
sont exactement les zones de stabilité du second aze vertical de D,,(fg) correspondant
a la racine a.

Démonstration. Soient v un sommet de rupture du premier axe vertical de
N, N, s A
Dy (y; 7 fly, "gh) et v' un sommet relié & v par une aréte. On suppose que v corres-

pond & une face St € N(yivvo’fflyivvo’ggl) de pente —q1/p1 avec pged(py, ¢1) = 1. Soit
wy le poids défini par wy(x1) = ¢1 et wi(y1) = p1. Enfin, soit f (resp. g) le produit des

branches de yiv ol 1 (resp. y{vuo’g g*) telles que les chemins joignant v’ a ces fleches ne

passent pas par v. Alors d’aprés la proposition 2.5.3, on a

pour une aréte verticale, @ et Q' sont homothétiques par rapport

a l'origine sur N(yiv”o’ffl) U N<yivvo,ggl)
Qv = Qv/ p=— wy (yNUnggl) wl(g)
pour une aréte horizontale, 1 —

wi(yy > ) wilf)

Soit C' (resp. C') la somme sur toutes les géodésiques joignant v’ & une fleche représentant
f (resp. g) du produit des nombres adjacents & ces géodésiques. Alors

wi(@) _ (@p)o _ apC
wi(f)  (f.p)o @apmC  C°

Regardons maintenant v comme un sommet du second axe vertical de D,,(fg) cor-
respondant a la racine a (v’ est un sommet relié & v par une aréte). Soit vy le sommet
précédant v, et soient py et qo les décorations portées par vy. Le sommet v porte les
décorations p; en dessous et a; au dessus, avec a; = pogop1 + ¢1. Soit wq le poids défini
par wyi(z1) = ¢ et wi(y1) = p1. Enfin, soit fy (resp. go) le produit des branches de f
(resp. g) telles que les géodésiques joignant v’ & ces fléches ne passent pas par v. D’aprés
la proposition 2.5.3, on a

pour une aréte verticale, () et )’ sont homothétiques par rapport

a 'origine sur N(yiv“‘)’ffl) U N(yivvo’ggl)
Qv = QU/ <:> wl(vaO,gg]_) wl(vao’”gl)
pour une aréte horizontale, 1 — 1 2

Ny, Ny,
U)l(yl Offl) wl(?h 0f2f21)
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La somme sur toutes les géodésiques joignant v* a une fleche représentant fo (resp.
g2) du produit des nombres adjacents a ces géodésiques est égale a C' (resp. C”) défini
ci-dessus. Or on a

wi (1, "% gb) _(g2:p0)0 _aipiC"C
w02y (fapo)o  apC CF

. . . Ny, Ny,
Donc Q, = Q. oll v est un sommet du premier axe vertical de D(y; " fly, “?g")
et v/ un sommet relié & v par une aréte est équivalent a Q, = Q,, ol v est un sommet
du second axe vertical de D,,(fg) correspondant a la racine a et v’ est un sommet relié

a v par une aréte. Ll
Lemme 2.6.29. Les quotzents jacobiens provenant de composantes de J(yl o ffl ”0 “gl)
se séparant de y1 vod fly Neos 01 sur le premier ave vertical de D (yivvo Tfly, Nvo.g 1) sont

exactement les quotzents jacobiens provenant de composantes de J(f,qg) se séparant de
fg sur le second azxe vertical de D,,(fg) correspondant & la racine a.

Démonstration. Les quotlents jacobiens provenant de composantes de J (yl oS f1 g Nvo ‘gh)
se separant de 1, Neo.s Loy, Nwowa 01 gur le premier axe vertical de D (y1 vo-d fly, “0 g 1) sont
(11" 9", po)o

. . : N, N,
les otl v parcourt les sommets du premier axe vertical de D,,(y; ' fly, **“g")

(Y UOffl pv)

desquels sortent des composantes de J(y, Nuo s Ly Nvo ‘gh). Puisque

T FH @, mn), v 0 g (wn,0) = pyt T 0 TN f ) (2, ),

ces sommets sont exactement les sommets du second axe vertical de D,,(fg) desquels
sortent des composantes de J(f,g). De plus,

Ny Ny,
(ZJ Oggl /Jv) . wl(yl 0991) . pleo,g+w1( 1) Ny g (vav)o

g
G o e ) PN o) Nog  (fipae’

Donc on obtient les quotients jacobiens provenant de composantes de J(f, g) se séparant
de fg sur le second axe vertical de D,,(fg) correspondant a la racine a. O

O

2.6.11 Zones de type 5 : situation d’Abhyankar faible.

Proposition 2.6.30. Soit v un sommet de rupture du premier aze vertical de D,,(fg)
portant les décorations p en dessous et q au dessus. Soit w le poids défini par w(x) = q
et w(y) = p. On considére une aréte horizontale partant de v correspondant & une racine
a et on suppose qu’on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f,g) par rapport a
w et a. Alors il existe au moins un sommet v’ € Z, auquel un paquet de J se sépare de

/9.
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Démonstration. On considére une géodésique de D,,(fg) partant de v en suivant l'aréte
horizontale considérée dans la proposition et allant jusqu’a une fléeche du diagramme.
Soient v, vy, ..., v, les sommets de cette géodésique.

Il existe un de ces sommets pour lequel on n’est pas dans la situation d’Abhyankar
faible pour (f, g), car sinon, f et g auraient une composante commune. Soit vy, le sommet
de {v1,...,v,} le plus proche de v pour lequel on n’est pas dans la situation d’Abhyankar
faible pour (f,g). Puisqu’on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f,g) pour
les arétes [v,v1], ..., [vk_1,vx], d’aprés la proposition 2.5.3, on a

Z, =2, =--=2, et [v,u],...,[0p_1,06] C Z, =+ = 2Z,,.

Il suffit donc de montrer qu’au moins une composante de J suit f et g le long de la
chaine [v, vg] : alors, puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g)
en v, on peut appliquer les propositions 2.6.3, 2.6.9, 2.6.11 et 2.6.27 : il y existe donc
un sommet v € Z,, = 2, auquel un paquet de J se sépare de fg.

Le sommet v, est obtenu aprés [ transformations de Duval-Newton successives (on a
[ > k car certains sommets entre v et v, peuvent avoir disparu au cours de la minimali-
sation) : pour i € {1,...,1},

o - K? — K?
(@i y:) — (W (@ +w),al o)

ot p',¢" € N sont tels que p'p" — ¢'q"" = 1. Soit W(xy,y) = P o--- 0 Oz, ).
Ni_ Ni_

Ona foW(r,y) =y " oy goV(zny) =y g (v,y) et JoU(r,y) =

lel_l,JJl(xlayl)' De phlS,

J(f oW (w1, 11),90V(x, u)) (Y, w)J(f,g9) o V()

=J
= J(‘I’(wl,yl))lel_l’JJl(xl,yz)-

Un calcul simple donne J(W(x;,y;)) = p1 -+ 'pzyflpz'”pﬁmﬂﬁmmpl_1‘ Donc

J(f o \Il(xl, Z/l>7g o \P(le, yl)) = py - 'plqu1p2-upz+.‘.+qz+p1..‘pl—l-&-szl,JJl(xl’ yl)-

Si J ne suit pas f et g le long de la chaine [v, v;], d’aprés la remarque 1.2.6, on a
Ni—1,g 71 Ni—1,g N x
Jo¥U(z,y)=y, I () =y (u+---)ouue K*.

: : : : N,_ N .
Si Pon construit le premier axe vertical de D, (y, "' fly; " *¢'), on a une fleche en

Ni_1,7+Ni—1,4

haut qui représente la composante y, et au moins un sommet de rupture
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v (en effet, puisqu’on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f,g) jusqu’a vy,
ona foW(z,y) =y (@t +-) et goUlz,y) =y (@ +---)). On nest
pas dans la situation d’Abhyankar faible pour (f o ¥ (z;,v;),9 o ¥(z;,4)) au sommet
v donc d’aprés les résultats obtenus pour le premier axe vertical de D,,(fg), on sait
qu'un paquet de J(foW(x;, y1), goV(xy,y;)) se sépare de lel’l’ffllel’l’ggl en un sommet
Vap de Z,,. D’apreés la proposition 2.6.26, le paquet de J(f o W(zy, 1), 90 Y(zy,y;)) qui
se sépare de M fly 196l en un sommet v, de Z,, est de la forme J, g(z, y) =
o 4 apy) + - avec o # 0. Done J o U(xp,4) # (u+ ---) avec u € K*. Finalement,
au moins une composante de J suit f et g le long de la chaine [v, vg] et se sépare de fg
dans la zone de stabilité de vy.

O

On retrouve donc le théoréme 2.4.3. En particulier, d’aprés le théoréme 1.3.2, si
f,g € C{z,y}, on retrouve le fait que sous nos hypothéses, ’ensemble des quotients
jacobiens du couple (f, g) est un invariant du type topologique de (f, g).
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2.7 Quelques commentaires.

On peut remarquer que dans le théoréme 2.0.5, 'hypothése "n’ayant pas de com-
posante commune" est indispensable. En effet, comme le montre ’exemple suivant, il

existe des germes admettant des composantes communes pour lesquels le théoréme n’est
plus vérifié.

Exemple 2.7.1. On considére

{ flx,y) = (2% — ) (2% +4° + ')
g(z,y) = (2% — ) (2% + 2® + y'0)

On obtient les diagramme minimauz de Newton suivants :

J
‘&V
J J
O L
9 9
o——f o——f
8 8
3 3

J /O\J

D (fgT)

Il y a trois zones de stabilité sur D,,(fg) correspondant auz trois quotients de contact
4 12 4 12
£ 1 et 3 En revanche, l’ensemble des quotients jacobiens de (f,g) est {5’ 1—3}

Reprenons maintenant I’exemple du paragraphe 2.2.

Exemple 2.7.2. On considére

{ flx,y) = (1 = 2°)((y° — 2*)* + 2%y) (y" + 2?)
g(z,y) = (v* — 2°)((y° — 2°)* + 22%y) (3> — 2?)

On obtient les diagrammes minimauz de Newton suivant.
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Dm (f9)

Dm (fgJ)

Au sommet v, on est dans la situation d’Abhyankar pour f et g. On constate sur le
diagramme minimal de Newton de fgJ que plusieurs paquets de J sortent dans la zone
de stabilité de v.

Le comportement de J dans les zones de stabilité des sommets pour lesquels on est
dans la situation d’Abhyankar reste a étudier. Cependant, les raisonnements précédents
ne peuvent pas s’appliquer puisque dans cette situation, nous ne savons pas, pour le
moment, évaluer la partie initiale de J(f, g) par rapport au poids associé a ce sommet.

Nous pouvons en revanche, sous nos hypothéses, énoncer le résultat suivant :
Théoréme 2.7.3. Soient f,g € K|[z,y]] deuz germes transverses admettant une sin-

gularité en (0,0) € K2. Soit D,,(fg) le diagramme minimal de Newton de fg. Alors
lensemble des quotients jacobiens de (f,g) est égal au sous-ensemble des rationnels

{ (gu pU)O }

(f7 pv)O ) ’

ot p, est une curvette du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de rupture de
Din(f9)-

Démonstration. En effet, si les deux germes considérés sont transverses, on n’est dans
la situation d’Abhyankar a aucun sommet de D,,(fg). O

Enfin, on peut énoncer un résultat sur les quotients polaires. On rappelle que ’en-
semble des quotients polaires de g est ’ensemble des quotients jacobiens de (f, g) quand
f est une forme linéaire.

Théoréme 2.7.4. Soit g € Kl[z,y]] un germe de fonction analytique admettant une
singularité en (0,0) € K2. Soit D,,(g) le diagramme minimal de Newton de g. Alors
I’ensemble des quotients polaires de g est égal au sous-ensemble des rationnels

(9, pv)o
mult(p,) J
ol p, est une curvette du sommet v et v parcourt [’ensemble des sommets de rupture de
Din(g).
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Démonstration. C’est immédiat d’aprés le théoréme 2.0.5 avec f(x,y) = ax+by. De plus,
on n’est jamais dans la situation d’Abhyankar pour (f,g). En effet, la seule possibilité
est 8'il n’y a qu'un sommet de rupture sur le premier axe vertical de D,,(g) portant les
décorations 1 au dessus et 1 en dessous et une seule aréte partant de v vers la droite.
Alors par minimalisation, les sommets de valence 1 et les arétes connectées a ces sommets
disparaissent, et sur ’axe vertical suivant, on n’est plus dans la situation d’Abhyankar

pour (f,g). O
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2.8 Application : croissance des quotients jacobiens.

On considére deux germes non identiquement nuls f,g € K[z, y|] admettant une
singularité a l'origine. Soit D,,(f¢g) le diagramme minimal de Newton coloré de fg. On
suppose dans ce paragraphe que pour tout sommet v de D,,(fg), on n’est
pas dans la situation d’Abhyankar pour (f,g) en ce sommet. Nous voulons ici
étudier la croissance ou la décroissance des quotients jacobiens de (f,g) le long des
géodésiques du diagramme minimal de Newton D,,(fg). On considére deux sommets v
et v' consécutifs de D,,(fg) et on suppose que v < v" au sens défini dans le paragraphe
1.4. Soit a (resp. ') la décoration proche de v (resp. v') située sur l'aréte [v,v']. Soit 3
(resp. (') le produit des décorations proches de v (resp. v’) autres que « (resp. o).

3 l,’, >a o v \ ;}6/
On définit fi, g1, fo et go comme dans la définition 2.5.1. On a
(fspu)o = (f1,00)0 + (f2; pu)o

(9, pv)0 = (91, Pv)o + (92, Pu)o / /
(f. po)o = (f1,por)o + (f2s por)o = Z(f1, po)o + % (f2.p0)0
(9:p)o = (g1, )0 + (92, por)o = Z (g1, pu)o + % (g2, po)o

Donc

Qv < Qu & (9, 0)0(f, po)o < (f, pu)ol(g, pur)o
& (' — B8 (g1, pv)o(f2, po)o < (= BB')(f1, pu)o(g2, Pv)o

Or a — B3 = Ap, . > 0, donc

Qv < Qv & (f2,p0)0(91, Pv)o < (f15P0)0(g25 Pu)o

et de méme,
Qv = Qu & (f2,0)0(91, Pv)o = (f2, P0)0(915 Pu)o,
Qy > Qv & (f2, p0)0(915 Pv)o > (f1, pv)o(g2; Pu)o-

On utilise les notions de diagramme coloré et de géodésiques de f ou g définies au
paragraphe 1.4.

Théoréme 2.8.1. Si ['on parcourt les géodésiques de f et de g dans le sens positif sur

Din(fg), il y a

a) décroissance (resp. croissance) stricte des quotients de contact de D,,(fg) le long des
arétes strictement rouges (resp. bleues) de Dy, (fg),

b) constance des quotients de contact de (f,g) le long des arétes noires de D,,(fg),

c) décroissance (resp. croissance) non stricte des quotients de contact de (f,g) le long
des arétes par lesquelles passent toutes les géodésiques rouges (resp. bleues) de D,,(fg).
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Démonstration. a) Silaréte [v,v'] est strictement rouge, alors (g2, py)o = 0 et (fa, pv)o #
0. De plus, on a forcément (g1, py)o 7 0 car g est supposé non-trivial. Donc

<f2’p”)0<gl7pv)0 > (flap’t))(](g27pv)0 =0

ce qui implique Q, > Q..
La démonstration est identique pour une aréte strictement bleue.

b) Si laréte [v,v'] est noire, alors (fa, py)o = (g2, pv)o = 0. Donc

(f2, Pv)o(g1, Pu)o = (f2, Pu)o(g1, pu)o = 0,

ce qui implique Q, = Q.

c¢) Si toutes les géodésiques rouges de D,,(fg) passent par l'aréte [v,v'], alors (f1, py)o =
0 et (f2, pv)o # 0. Donc si (g1, py)o =0, on a

(f25 Pv)o(g1, Pu)o = (f2, Pu)o(91, pv)o = 0,

ce qui est équivalent a Q, = Q. En revanche, si (g1, p,)o # 0, alors

(f2, P0)o(g1, Po)o > (f1, Pu)o(g2, Pu)o = 0

ce qui implique Q, > 9, .

D’aprés le théoréme 2.0.5, on a alors facilement le résultat suivant :

Théoréme 2.8.2. Si l'on parcourt les géodésiques de f et de g sur D,,(fg) dans le sens
positif, il y a

a) décroissance (resp. croissance) stricte des quotients jacobiens de D,,(fg) le long des
géodésiques strictement rouges (resp. bleues) de Dy, (fg),

b) constance des quotients jacobiens de (f,g) le long des arétes noires de D,,(fg),

c) décroissance (resp. croissance) non stricte des quotients jacobiens de (f, g) le long des
arétes par lesquelles passent toutes les géodésiques rouges (resp. bleues) de Dp,(fg).

Des résultats identiques sont obtenus par Héléne Maugendre dans [M1] sur le graphe
dual de la résolution de fg avec des outils topologiques et sans hypothése restrictive
sur la situation d’Abhyankar. On constate qu’en utilisant les diagrammes de Newton, la
démonstration de ce théoréme est élémentaire.

Il est clair d’aprés le théoréeme 2.0.5 qu’a chaque zone de stabilité de D,,(fg) est
associé un quotient jacobien de (f, g). En revanche, on n’a pas

#{zones de stabilité de D,,(fg)} = #{quotients jacobiens de (f,g)}.

En effet, a deux zones de stabilité différentes peut étre associé le méme quotient jacobien.
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Exemple 2.8.3. Voici un exemple illustrant la remarque précédente. Soient

{ J(a,y) = (22 = y) (@ = y) (@ — y?) + 27
gz, y) =z —y+a°

Le diagramme minimal de Newton de fg est

Les quotients jacobiens obtenus sont : 1/6 (en vy et vy), 1/5 (en ve) et 1/3 (en v3).
On a quatre zones de stabilité différentes mais le quotient jacobien associé a la zone
contenant vy est le méme que celui associé a la zone contenant vy.

Remarque 2.8.4. D’apres 'exemple 2.8.3, on constate qu’on ne peut pas énoncer de
résultats de croissance stricte ou non stricte le long d’un axe vertical. En effet, dans cet
exemple, on a trois quotients jacobiens le long du premier aze vertical qui valent dans
lordre

=

et

ot =

bl

=
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2.9 Polygone de Newton de la courbe discriminante A.

Les paires jacobiennes du couple (f,g) nous donnent les pentes du polygone de
Newton de la courbe discriminante A. On sait de plus que la hauteur de ce polygone
est égale a (f,J)o et la largeur & (g, J)o (utiliser le paragraphe 2.1).

Nous allons maintenant exhiber deux exemples, un premier dans lequel on peut
déterminer de fagon unique le polygone de Newton de A avec la seule donnée de D,,,(fg),
et un second pour lequel il reste plusieurs possibilités.

Premier exemple.

On considére le diagramme minimal de Newton du produit de deux germes f = f1 f>
et g suivant :

Grace au théoréme 2.0.5, on obtient les trois quotients jacobiens =, — et 5 De plus,

ona (f,7) = (f,9)0+ ro(f) — 1, ot po(f) est le nombre de Milnor de f en 0. On
obtient (f, 7)o =22 et (g,J)o = 11. Puisque les extrémités des faces de N(A) doivent
passer par des points entiers, le polygone N(A) est dans ce cas déterminé.

20

15

10

N(A)
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Second exemple.

On considére le diagramme minimal de Newton du produit de deux germes f = f1 f>
et g suivant :

D (f9)

2 4
Gréace au théoréme 2.0.5, on obtient les trois quotients jacobiens —, - et —. De plus,
ona (f,J)o=232et (g9,J)o = 21. En tenant compte du fait que les extrémités des faces

de N(A) doivent passer par des points entiers, on constate que les données dont nous
disposons ne permettent pas, ici, de déterminer le le polygone N(A).

30

25

20

15

10

N(A)

Cependant, dans cet exemple, nous n’avons pas réussi a exhiber deux couples de
germes (f, g) et (f,g) donnant deux polygones de Newton différents pour A. Ceci peut
faire l'objet d'un futur travail : peut-on exhiber deux couples de germes (f,¢1) et
(f2,92) tels que D,,(f191) = Dm(f2g92) mais N(A;) # N(Ajy)? Peut-on décrire une
classe de germes (f,g) pour lequels le polygone de Newton de A est un invariant du
type topologique de fg?



Chapitre 3

Fonction zéta-topologique locale
multi-variables d’un germe de fonction.

Dans ce chapitre, nous étudions un autre invariant topologique des germes de courbes
planes qui est la fonction zéta-topologique locale. Cette fonction est définie pour un
germe f € C{z1,...,x,} de fonction analytique de la fagon suivante : soit A : X — C"
une résolution de f~1{0}. Notons E;, 7 € T les composantes irréductibles de h=1(f~1{0}),
et N; et v; — 1 les multiplicités de E; dans le diviseur de respectivement foh et h*(dzq A
... Adxy,). Pour I C T, notons enfin E := N/ E; et ES := Er \ Ujer E;.

Définition 3.0.1. La fonction zéta-topologique locale associée a f est définie par

1
Vi + N,L'S

Ztop,()(f; 5) = Z Xtop(E;) H

IcT iel
0l Xiop(.) est la caractéristique complexe d’Euler-Poincaré.

Cette fonction zéta a été introduite par Denef et Loeser [DL1|, et ils démontrent
qu’elle ne dépend pas de la résolution choisie. D’autre part, dans le cas des courbes,
c’est un invariant topologique du germe, ce qui est faux pour les dimensions supérieures
[ACLM].

Une conjecture importante concernant la fonction zéta topologique locale est la
conjecture de la monodromie : elle a été énoncée par Denef et Loeser (|[DL1], (3.3.2)) et
établit un lien entre Zy,,0(f) et les valeurs propres de la monodromie de f :

Conjecture 3.0.2. Si sq est un pole de Zyopo(f, s), alors €*™° est une valeur propre de
la monodromie locale de f a un point de f~*{0}.

F. Loeser [Loe| et W. Veys [V3] ont montré que cette conjecture était vraie pour
n=2.

Pour notre étude, nous nous plagons dans le cas de la dimension 2. La fonction zéta
topologique locale d’un germe est, comme nous ’avons précisé ci-dessus, un invariant
topologique de ce germe. Cependant, elle ne détermine pas la topologie du germe. Nous
nous proposons donc d’étudier une fonction zéta-topologique locale a plusieurs variables
qui contient plus d’informations que la fonction zéta-topologique locale classique. On

75
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procéde de la fagon suivante : soit f € C{z,y} un germe de fonction analytique tel que
f(0,0) = 0. On décompose f en produit de r paquets, pas forcément irréductibles

f:f1~~~fT=Hfj.

Pour i € T, soit v; — 1 la multiplicité de E; sur le diviseur de h*(dx A dy) et pour
g eA{l,...,r}, soit N;; la multiplicité de E; dans le diviseur de f; o 7. On appelle les
(i, Nity ...y Niy)ier les données numériques de la résolution.

Dans son exposé au séminaire Bourbaki ([Loo| prop.4.2 et cor.4.3), E. Looijenga
définit une fonction zéta-topologique locale a r variables associée au germe f décomposé
en r paquets :

Définition 3.0.3. La fonction zéta-topologique multi-variables locale associée a un dé-
composition fi--- f,. de f en r paquets est définie par

Ztop,()(f)(slv ey Sr) - Z Xtop(E(I)> H !

= i Vit Niasy+ oo+ Nigs,

0U Xtop(.) est la caractéristique complexe d’Euler-Poincare.

On a Ztop,()(f)(sla . 'aST) € @(Sla s 787’)'

Dans ce chapitre, en utilisant le lien existant entre le diagramme minimal de Newton
et le graphe dual de la résolution minimale d’un germe, nous montrons comment calculer
la fonction zéta-topologique multi-variables locale d’un germe en utilisant seulement les
décorations de son diagramme minimal de Newton.

Il est alors aisé¢ de démontrer que Ziy,0(f)(0,...,0) = 1.

Nous étudions ensuite les "poles" de la fonction zéta-topologique locale multi-va-
riables d’un germe, c’est & dire les hyperplans au voisinage desquels Z,,o(f) n’est pas
holomorphe.

Nous nous posons alors la question suivante : la fonction zéta-topologique locale
détermine-t-elle la topologie du germe auquel elle est associée ? Pour cela, on utilise le
résultat suivant :

Théoréme 3.0.4. Soient f,g € C{z,y} deuzx germes de courbes planes. Alors f et g
ont la méme topologie si et seulement si Dy, (f) = Din(g).

Nous montrons sur un exemple qu’il existe des germes de courbe admettant la méme
fonction zéta-topologique locale & une variable mais n’admettant pas le méme diagramme
minimal de Newton. Ainsi, la fonction zéta-topologique locale a une variable ne déter-
mine pas, en général, la topologie d’un germe. En revanche, nous démontrons le théoréme
suivant.

Théoréme 3.0.5. Soient f,g € C{x,y} deur germes de courbes planes. Soient f =
[, [ etg= H;Zlg;nj les décompositions de f et g en produit de composantes ir-
reductibles. Enfin, soit Ziopo(f)(s1,...,5:) (r€sp. Ziopo(g)(s1,--.,5¢t)) la fonction zéta-
topologique multi-variables locale associée a f (resp. g) pour la décomposition de f (resp.
g) enlesr (resp. s) paquets fi"™, ..., fr (resp. gi™, ..., g/"). Alors les deux assertions

suivantes sont équivalentes :



7

(i) Ziopo(f)(51,- -5 81) = Ziopo(9) (51, - .-, 5t),
(i4) Dm(f) = Dm(g)-

On déduit donc de ce théoréme que la fonction zéta-topologique multi-variables locale
associée a un germe pour sa décomposition en composantes irréductibles avec multipli-
cités détermine la topologie de ce germe.

En faisant appel a la notion de polynéme d’Alexander multivariable d’'un germe,
nous donnons un premier “théoréme généralisé de la monodromie” pour la fonction zéta-
topologique multi-variables locale.

Dans [Li|, auteur introduit une procédure algébrique permettant de calculer le poly-
tope de quasiadjonction d'un germe. Les polytopes de quasiadjonction servent a calculer
les variétés caractéristiques qui généralisent les polynémes d’Alexander au cas r > 1.
Nous donnons une nouvelle caractérisation des polytopes de quasiadjonction, et nous
obtenons, grace a cette notion, un autre “théoréme généralisé de la monodromie” pour
la fonction zéta-topologique locale multi-variables.

Dans tout le chapitre, si f € C{x,y}, D(f) désigne le diagramme de Newton de f
obtenu par la construction décrite au paragraphe 1.2, D,,(f) son diagramme minimal
de Newton et Dy (f) son diagramme maximal de Newton. Enfin, soient

F = { fleches de D,,(f)} et R := { sommets de rupture de D,,(f)}.
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3.1 Calcul des données numériques.

Soit f € C{x,y} I'équation d’un germe de fonction analytique tel que f(0,0) = 0.
Nous allons montrer dans les deux propositions suivantes comment calculer les données
numériques de la résolution sur les trois diagrammes de Newton D(f), D,,(f) et Das(f)
de ce germe. On note D,(f) pour désigner 'un de ces trois diagrammes. Soit v; un
sommet de rupture ou de valence 2 de D,(f). On note E; le diviseur qui lui est associé
dans la résolution. Soient (vy,, Ny, 1, ..., Ny, ) ses données numériques.

Proposition 3.1.1. Pourj € {1,...,r}, le nombre N,, ; est égal & la somme, sur toutes
les fleches représentant f;, du produit des nombres adjacents au chemin joignant v; a
une de ces fleches.

Démonstration. En utilisant la proposition 1.5.1, la proposition est immédiate. (]

On a défini au paragraphe 1.2 la notion de sommet précédent pour les sommets de
D(f). On souhaite définir cette notion pour les sommets de D,,(f), puis pour ceux de
Dar(f).

Le diagramme D,,(f) est un sous-arbre de D(f). Pour définir la notion de sommet
précédant un sommet de rupture de D,,(f), on procéde de la fagon suivante :

Définition 3.1.2. Soit v un sommet de rupture de D,,(f). C’est aussi un sommet de
rupture de D(f). Soit v1 son sommet précédent sur D(f). Si ¢’est aussi un sommet de
D, (f), on dit que vy est le sommet précédant v sur D,,(f). Sinon, soit vy le sommet
précédant vy sur D(f). Si c¢’est aussi un sommet de D,,(f), on dit que vy est le sommet
précédant v sur D,,(f). Sinon, on répéte 'opération jusqu’a ce que vy soit un sommet
de Dp(f). Si un tel sommet vy, n'existe pas, alors v n’a pas de sommet précédent sur

Dr(f)-

Remarque 3.1.3. On a vu dans le paragraphe 1.2 que les notions d’axe vertical et de
sommet précédent sur D(f) dépendent du choiz du systéeme de coordonnées. La notion du
sommet précédent sur D,,(f) dépend donc également du choix du systéme de coordonnées
que l'on a fait pour construire D(f).

Le diagramme Dy, (f) est construit a partir de D(f) en rajoutant des sommets entre
deux sommets consécutifs v et v’ de D(f) de telle sorte que sur Dy (f), toutes les arétes
de la géodésique reliant v & v’ sont de déterminant 1.

Soit V 'ensemble des sommets de Dy (f) n’étant pas des sommets de D(f). Pour
v € V, soit p, une curvette du sommet v. Alors les sommets de D(f [],cy pv) sont
exactement les sommets de Dy (f).

Définition 3.1.4. Soit v un sommet de Dy (f). Alors son sommet précédent sur
D (f) est le sommet précédant v sur D(f ],y po)-

Proposition 3.1.5. Soit v; un sommet de rupture ou de valence 2 de D,(f). Soit v
le sommet précédant v; sur D.(f). Soient a; la décoration proche de v; située sur la
géodésique Gy, et p; le produit des décorations proches de v; autres que a;. Enfin, soit
¢ = Ap,)- Alors on a v, = pivy + ¢;.

Si v; n'admet pas de sommet précédent, soient p; et q; les deux décorations proches
de v; supérieures ou égales a 1. Alors v, = p; + q;.
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Démonstration. Montrons le dans un premier temps si v; est un sommet de D(f). Si v;
est un sommet du premier axe vertical, il correspond a une face S; de pente —¢;/p; du
polygone de Newton de f avec pged(p;,q;) = 1. Les transformations de Duval-Newton
correspondant & une face du premier polygone de Newton sont de la forme :

r =yl (a” + 1)
y = %yl

ou pi, q; € N* sont tels que p;p, — ¢;q; = 1. On a

de Ndy =d(yf (ap; + 1)) A d(aq{'yf")
Pit+qi—

= a%pyp " day A dyy
Donc on a bien v,, = p; + ¢;.
Si v; est sur un axe vertical suivant, puisque v — 1 est par définition égal a la multiplicité
de E; sur le diviseur de 7*, on a

W*(dﬂik A dyk) = Ckygildwk VAN dyk
ou C} est une constante non nulle. On applique la transformation de Duval-Newton :

2% !
{ T = Yp'y (@P + Tppa)
_ q.,Pi
Yk = aqzyk;+1

ou pl, q. € N* sont tels que p;p; — ¢;q, = 1. On a alors

* i(v—1 i A ! Di
T (drp1 A dyrr) = CkyZ-',El Jd(yf (aP + zp)) A d(a%yl)

_ o pi(v—1)+pitqi—1
= Cpaiyy'sy A1 N dypia

d’on Uy, = Dily + ;-

Pour le diagramme D,,(f), soit v; un sommet de rupture de D,,(f). C’est aussi
un sommet de D(f). Soit v le sommet précédant v; sur D,,(f). Si v est le sommet
précédant v; sur D(f), on peut appliquer la démonstration faite pour D(f). Sinon, il
existe des sommets vy,...,v;_1 de D(f) tels que sur D(f), v est le sommet précédant
vy, v1 est le sommet précédant vy, ..., v;_1 est le sommet précédant v;. De plus, si
pour k € {1,...,i — 1}, py est le produit des décorations proches de v, adjacentes a
la géodésique reliant v & v;, alors p, = 1 pour tout & € {1,...,i — 1}. En effet, ces
sommets ne sont pas sur D,,(f), donc ils ont disparu par minimalisation. Soit ap le
produit des décorations proches de v adjacentes a la géodésque reliant v & v;. Pour
ke {l,...,i—1}, soit aj la décoration proche de vy, située sur l'aréte [vg_1, vg]. D’apreés
les résultats obtenus pour D(f), on a

Vy; = PiVu;_4 + q;
= PiVy;_; + Qi — Qi_1Pi—1Ds
= pi(vy,_, —a;—1) + a

Vg = Pic1Vy;_o + Q51 — Qi_2P;2Pi—1
= Vy_, T Qi1 — Q2
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donc
V’L}i,1 — Q-1 = VUi72 — Q-2

Voy — Q1 =1, —ap
donc v, = pi(v, — ap) + a; = pivy + a; — ap = pivy + ¢;.

Pour le diagramme D (f), si V est ’ensemble des sommets de Dy (f) n’étant pas des
sommets de D(f), les sommets de Dy (f) sont exactement les sommets de D(f [,y ov)-
Or la quantité v, ne dépend pas du germe considéré. Elle est intrinséque au diviseur
E de la résolution qui est associée au sommet v. Par conséquent, on peut appliquer la
démonstration faite pour D(f) a ces sommets en considérant D(f [],c, pv)-

]
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3.2 Plusieurs résultats sur les données numériques.

Dans tout le paragraphe, D(f) désigne le diagramme de Newton de f, D,,(f) son
diagramme minimal et Dy, (f) son diagramme maximal. Nous allons énoncer des résul-
tats sur les données numériques des sommets de ces diagramme dans trois situations
particuliéres.

3.2.1 Reésultats sur les données numériques de deux sommets de
rupture ou de valence 2 consécutifs quelconques.

Ici, D,(f) désigne I'un des trois diagrammes D(f), D,,(f) ou Dy(f). On considére
deux sommets de rupture ou de valence 2 v et v" consécutifs de D, (f). On suppose que
v < v au sens défini dans le paragraphe 1.4. Soit « (resp. 7) la décoration située sur
laréte [v,v'] et proche de v (resp. de v). Enfin, soit 3 (resp. 0) le produit des décorations
proches de v (resp. v') autres que « (resp. 7).

L’aréte [v,v'] peut étre indifférement horizontale ou verticale. Le déterminant de
laréte [v,v'] vaut Ap, ) = ya — 6 (c.f. définition 1.3.3).

Proposition 3.2.1. Siv et v’ sont deux sommets de rupture ou de valence 2 consécutifs,
0N a Wy — 0l = Apy )

Démonstration. C’est une propriété des diagrammes de Newton des germes de courbes
planes qu’au plus deux décorations autour d’un sommet peuvent étre différentes de
1. Soient a,p (resp. da’,p’) les deux décorations introduites dans la construction des
diagrammes figurant autour de v (resp. v’).

1. Si laréte [v,v'] est horizontale, on a a« =1, § = ap, vy = a' et § = p/. D’apreés la
proposition 3.1.5, vy = p'vy, + Ap. Donc on a bien avy — dv, = A, .

2. Si laréte [v,v'] est verticale, soient vy le sommet précédant v et v’ et agy et py ses
décorations. Dans ce cas, a = 3, p = a, a’ = v et p’ = §. D’aprés la proposition
3.1.5, on a alors

Vy = PVyq + a — appop
Vo = P'Vyy + a’ — agpop’
donc
PV _p/Vv = A[U,’U/]7

c’est a dire av,y — oy, = A[v,v’]'
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Définition 3.2.2. Soient v et v deux sommets de rupture de D,(f). Pour tout j €
{1,...,r}, soit A; (resp. B;) la somme sur tous les chemins joignant v' (resp. v) a une
fléche représentant f; et ne passant pas par v (resp. v') du produit des nombres adjacents
a ce chemin, divisée par vy (resp. a).

Proposition 3.2.3. Soient v et v' deux sommets de rupture ou de valence 2. Quel que
soit je{l,....r}, ona
Nv7j = ﬂA] + O[Bj,

Démonstration. C’est évident d’apreés la proposition 3.1.1. O

3.2.2 Reésultats sur les données numériques d’une chaine.

On trouve des résultats du méme type utilisant le graphe dual de la résolution mini-
male de f dans [V1]. On s’intéresse ici au diagramme maximal de Newton Dy (f) (c’est
le seul pouvant contenir des sommets de valence 2). On considére une chaine [vy, . .., v;11]
de Dys(f), ce qui signifie que les sommets v; pour @ = 1,...,[ sont de valence 2 et que
les sommets vy et vy sont des sommets de rupture. Soient « la décoration proche de vy
située sur la géodésique reliant vy a vyy1, et Gy le produit des autres décorations proches
de vg. Pour k € {1,...,1+ 1}, soient a; la décoration proche de vy, située sur [vy_1, vg],
et pr la décoration proche de v, adjacente a la géodésique reliant vy a vy.

/ 1

as
V2
P2
|

aj—1,~Pi—1 ap _—pr a4+ Vit1 Y
”””” P41
I

Vi—1 vl

Lemme 3.2.4. Vk € {1,...,l+ 1}, on a
Qoly, — PrVyy = A[vo,vk}'

Démonstration. Montrons le par récurrence. Pour k = 1, c¢’est la proposition 3.2.1. On
suppose par hypothése de récurrence que

Qoly, — PklVyg = A[vo,fuk}-
Appliquons la proposition 3.2.1 entre vy, et vgyq :

PrVuy — Ph+1Vy, = A[vk,vkﬂ]'
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Alors,
Pr(QoVuy s = Pit1Vey) = D1 (0, — Dilag) + Q0 (PikVuryy — PrsiVoy,)
- pk-}—lA[’Uo,vk] + aOA[Uk,Uk+1]
- pkA [v0,vk+1]
O
Proposition 3.2.5. Vk € {1,...,l}, on a
A[”Ov’”k]yvk+1 + A[Ulmkarl]l/vO A[voﬂ)kﬂ V-
Démonstration. En appliquant le lemme précédent, on obtient :
A['UO:'Uk]VUkJrI + A[Ukﬂ)k-&-l]yvo = (QOVvk - kaUO)VUkJrl + (pkl/vk+1 - pk+lyvk)’/®0
(O‘OVUICH pk-l-lyvo)yvk
= A[”Ovvk+l Vuy, -
O

Lemme 3.2.6. Vj € {1,...,r}, 3A;, B; € N tels que

’UQ] BOA +OCOB
Ny,.j = arA; + pipBj pour tout k € {1,...,1+1}

Vk,J

Démonstration. A; et B; sont définis comme dans la définition 3.2.2 en prenant vy pour

v et v41 pour v'. Le résultat provient du fait que les sommets vy, ..., v; sont de valence
2, donc le produit des décorations adjacentes aux géodésiques reliant deux d’entre eux
est égal a 1. O

Proposition 3.2.7. Vj € {1,...,r}, Vk e {1,...,l}, on a
A[vo,vk Vet 1,] + A['Uk Uk+1}NUO7j - A[U07Uk+1]va’j'
Démonstration. En appliquant le lemme précédent, on obtient :

A[vo,vk Vkt1,] + A[vk,vk+1}Nvo,j - (O{()(lk - pkﬁO)(ak—&—lAj +pk+1Bj)+
b(ar+1Pk — arPrs1)(BoA; + oo Bj)
= ak<a0ak+l - 5opk+1)Aj
+pi(oars1 — Bopr+1)Bj
= Ajyg,vp1] V.

V1] VoR,g

O

3.2.3 Résultats sur les données numériques de sommets adja-
cents.
Nous allons dans ce paragraphe énoncer plusieurs résultats remarquables sur les

données numériques d’un sommet de rupture d’un diagramme de f en fonction des
données numériques des sommets et des fléches reliés a lui par une aréte. On trouve des
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résultats sur le méme type de situation utilisant le graphe dual de la résolution minimale
de f dans [V4].

Ici, D,(f) désigne I'un des trois diagrammes D(f), D,,(f) ou Dy(f). Soit v un
sommet de rupture de D,(f). Soit v; le sommet voisin de v tel que v; < v (v; peut
étre un sommet de rupture, un sommet de valence 1 ou une fléeche. Si v; est un sommet
de valence 1 ou une fléche, il n’admet pas de sommet précédent). Soit vy le sommet
situé en dessous de v (v peut étre un sommet de rupture, un sommet de valence 1

ou une fléche). Enfin, Soient vs, ..., v, les autres sommets de rupture voisins de v et
solent vy41, ..., vgx_1 les autres fleches voisines de v . Pour tout i € {2,...,k}, on a donc
v <wv;. Pour i € {1,...,k}, soient «; la décoration située sur I'aréte [v,v;] et proche de

v et (; le produit des décorations proches de v autres que «;. Si v; est un sommet de
rupture, soient 7; la décoration située sur 'aréte [v,v;] et proche de v; et §; le produit
des décorations proches de v; autres que ;.

/
/
/
Bs!
i
\
.

C’est une propriété des diagrammes de Newton que deux au plus des décorations
proches de v, disons a et p, sont différentes de 1. D’aprés la définition des v;, posons
donc ag =a, a; =1 pouri € {2,...,k— 1} et ap, = p.

Pouri e {1,...,k}etje {1,...,r}, siv; est un sommet de rupture, on désigne par
v; et N, ; les données numériques de v; et v et N; celles de v.

Notation 3.2.8. Si v; est une fleche représentant la composante f;jo, on pose par
convention v; =1, N; j =0 s1 j # jo et N;j, = njq,.

Si v; est un sommet de valence 1, on pose par convention v; = 1 et N;; = 0 pour
tout j € {1,...,7}.

Définition 3.2.9. Soient i € {1,...,k} et j €{2,...,r}.
Soit B;; la somme sur tous les chemins joignant v a une fleche représentant f; et
ne passant pas par v; du produit des nombres adjacents a ce chemin, divisée par «;.
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Siv; est un sommet de rupture, soit A; ; la somme sur tous les chemins joignant v;
a une fleche représentant f; et ne passant pas par v du produit des nombres adjacents a
ce chemin, divisée par ;.
Siv; est un sommet de valence 1, on pose A; ; = 0.
St v; est une fleche représentant la composante f;;m, on définit A; ; =0 si j # jo et
Aijo = Njo-
On rappelle que le déterminant d’une aréte est défini dans la définition 1.3.3.
On considére un germe de courbe f € C{x,y} non identiquement nul. Par consé-
quent, il existe j € {1,...,r} tel que N; # 0. On suppose ici pour simplifier que

N, £ 0.
Définition 3.2.10. Pour touti € {1,...,k}, on définit

- Ny — Njv
o =
NlA[v,vi}

La quantité «; est bien définie car on a Ny # 0. Si 'on n’avait pas N; # 0 mais

N‘VZ' — ]\/vZ iV
N; # 0 pour un j € {1,...,r}, on définirait @; := W Enfin, remarquons que
J= vl
1
si v; est un sommet de valence 1, on a a; := A )
[v,vi]
Proposition 3.2.11. Si N; # 0, on a
k
i=1
Démonstration. Pour les i € {2,...,k} tels que v; est un sommet de rupture, d’aprés

les propositions 3.2.1 et 3.2.3, on a
oV — (SiV = A[Uﬂ)i]
et

Ny = B;Aiq1 + ;B
Niqx =71 +06;B;i 1

- 1 1 l/Ai’l
o = — - — .
Q; N

Si v; est un sommet de valence 1, on a

- 1 1 1 VAi,l
oy = — = — - .
(073 a; N1

. N . n;
Si v; est une fleche représentant la composante f; ', on a

- Ny — Ni,IV 1 1 VNi,l
o= —— = — - .
NlOéi (67 N1

On obtient alors
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Sijo#1,ona N3 =A;1 =0etsijy=1, alors N;; = A;; =nj,. On a donc

- 1 1 VAi,l
o = — — .
a; N1

Par conséquent, pour tout i € {2,...,k}, on a

- 1 1 VAi,l
o = — — .
a; Nl

Pour i = 1, le résultat est différent car v; < v au sens défini au paragraphe 1.4. Si v,
est un sommet de rupture, on a

Y = ﬂlyl = A[v,vl]
et

Ny = B1Aig +oq By
Nig=mAi1+61Bis

- 1 ( 14 VB1,1)
a .
T8 N

Si v; est un sommet de valence 1, alors v n’admet pas de sommet précédent. On a
V=aq + 61 et N1 = alBl,l- Alors

- 1 1 ( 1+ VBl,l)
ap=—=—|- :
aq B Ny
Si v; est une fléche représentant la composante f;;jo, alors v n'admet pas de sommet
précédent. On a v = ay + ;. Alors

On obtient

N —N1,1V

dl =
Ny

Sijo# 1, ona Ny =a;B;,. Alors

_ 1 ( 14 VBl,l)
a .
) N,

Sijo =1, alors By; =0 et Ny = 31ny. On a alors

Ny — —1 1 B
- 1 — v <_1+V 1,1).

061:7:—:—

Niay 51 51

On a donc

k l
- 1 VBll VAil 1 VAkl
G =——+—2+k—2— s
2 p pM ; N p  pM
l

=k—-2 —B — AZ — A
+pN 1,1 pz 1 kl
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Or par définition des A;; et des B, 1, on a

l
By = pz A1+ Aga

1=2

d’otl le résultat.

On suppose toujours que N; # 0.
Définition 3.2.12. Vi=1,... k et Vj =2,...,r, on définit

K. NiN;j — NjN;,
v NlA[v,vi} ‘

Proposition 3.2.13. §i Ny #0, on a

Démonstration. Si v; est un sommet de rupture, avec la proposition 3.2.3, on obtient

K;j=—2 71N1 A0

D’apres la définition des A; ; et des B, ;, c’est aussi valable si v; est un sommet de valence
1 ou une fléche. On a alors

k k
1
; Ki; = N ;(Ai,jBi,l — Ai1Bij),

et on doit donc montrer que

k k
E Az’,jBi,l — E Ai,lBi,j~
i=1 =1

Par définition des A, ; et des B, ;, on a

k-1
Bij=p)Y Aij+ Axj,
=2
pourt=2,...,k—1,

k—1
Bi,j = pALj + ap Z Am‘ — CLpAi,j + CLAk’j
=2

et
k—1

BkJ = Al,j + GZAL]'.

1=2
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On a alors

Ele AijBin = A1;Bg + Zf:_gl A jBiy + AgjBr
= Ay ;(p Zf:gl Ain + Agp)
+ 30 A (AL +ap i) Ay — apAiy + aAry)
+ Ay (A1 +a Zf:_gl Air)
= Ai1(p Zfz_gl A+ Aij)
+ 30 A (pAL; +ap 3y Ay — apAij + adyy)
+ Ak (A +adiD) Aiy)
= A11B1; + Zk_gl Ai1Bij + Ap1Bry

1=

k
= i1 AiiBij.

O

Corollaire 3.2.14. Supposons que Ny # 0. Alors quels que soient sg,...,s, € C, on a

k
Z (@ + Kioso+ -+ K;p8.) =k — 2.

i=1

Démonstration. 11 suffit de développer la somme et d’utiliser les propositions 3.2.11 et

3.2.13.

0J
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3.3 Calcul de Z;,,o(f) & l’aide du diagramme minimal
de Newton de f.

3.3.1 La nouvelle expression.

Soit f € C{z,y} un germe de fonction analytique tel que f(0,0) = 0. On décompose
f en produit de r paquets :

f=td =114

Nous allons donner dans ce paragraphe une nouvelle expression de Zi,, 0(f) qui n’utilise
que les décorations du diagramme minimal de Newton de f.

Par définition, nous avons l'expression suivante pour Zy,o(f) : soit 7 : X — C?
une résolution plongée de f~'{0}. Notons F;,i € T les composantes irréductibles de
7 (f~H0}). Pour i € T, soit v; la multiplicité de E; sur le diviseur de h*(dx A dy) et
pour j € {1,...,r}, soit NN; ; la multiplicité de E; sur le diviseur de f; om. Pour I C T,
notons enfin £ := N/ E; et EY := E;\ Uje ;. On a alors

Ziopo(F) (51, 8:) = Y Xaop(B7 NATHO)) [ ]

ICcT el

1
vi+ Niisi+ -+ Nigsy

Ol Xtop(.) est la caractéristique complexe d’Euler-Poincaré. Soit R(f) le graphe dual
de résolution minimale de f. Notons v; le sommet ou la fleche de R(f) associé a la
composante irréductible F;. Enfin, soient Sg I'ensemble des sommets de R(f) et Fg
I'ensemble des fleches de R(f). On a vu dans le paragraphe 1.6 que l'intersection de
deux composantes E; et E; pour i # j est soit vide soit réduite a un point, et que les
composantes irréductibles du diviseur exceptionnel sont isomorphes a P! et celles de la
transfomée stricte & C. On aboutit donc a I'expression :

2§, 1
Ziopo()(s1, ) = N == > PP

v;€ESR ¢ v;,0; ESRUFR,
v; relié & v; par une aréte

ou P, =v; + Njgsi+ -+ Niys,.
On peut maintenant énoncer le théoréme donnant la nouvelle expression de Z,,0(f)
n’utilisant que le diagramme minimal de Newton D,,(f) de f :

éoréme 3.3.1. On a
Z A v’ 2 — 51)
tOP,O(f)(Sh N ST) = E [_,} Z

E=[v,v'] v/64,>3 v

ou v parcourt [’ensemble des sommets et des fleches du diagramme minimal de Newton
de f, E celui des arétes reliant deux sommets ou un sommet et une fleche, 6, est la
valence du sommet v,

Uy + Nyi1s1 4 -+ Ny s, st v est un sommet de rupture
P, = 1+ny,151 + -+ ny,8. st v est une fleche ,
1 si v est un sommet de valence 1
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A est le déterminant de Uaréte [v,v'], et pour j € {1,...,7} et siv est une fleche,
Ny,; est la multiplicité de la composante f; de f représentée par v.

Remarque 3.3.2. Dans le paragraphe 1.8, on a expliqué la différence entre diagrammes
de Newton et d’Eisenbud et Neumann. Cette différence concerne les sommets de valence
1. On note ici la cohérence du choix que nous faisons pour les sommets de valence 1 :
dans le théoréeme, on a P, = 1 pour les sommets de valence 1, ce qui est équivalent a
considérer que les sommets de valence 1 de D,,(f) portent les décorations "virtuelles”
1 sur l'aréte et 0 a Uextérieur. On a alors v, = 1 et N, ; = 0. On a déja adopté une
convention (3.2.8) qui revient a considérer que les fleches et les sommets de valence 1
de Dp,(f) portent les décorations "virtuelles" 1 sur l'aréte et O a [extérieur.

Remarque 3.3.3. D’aprés la définition de la fonction zéta-topologique multivariable
locale, si f € C{x,y} est un germe de fonction analytique décomposé en produit de r
paquets f = fi--- f, = H§:1 fj, alors la fonction zéta-topologique multivariable locale
Ziopo(f)(s15--.,8) associée a cette décomposition est un invariant topologique de f =

fuo fr

3.3.2 Un exemple.
Soit f = fifafs € C{z,y} ont

fl(iv, y) = 8 4x6y3 + 6x4y6 B 4:v2y9 + 4x7y3 + y12 . 2x5y6 4104 g1
f?(x> y) = 28 1—147336y3 j; 691’4@/6 — 29 — 4x2y9 + 4x7y3 + y12 B 21‘5y6 X 10 " xSyG
falw,y) = o't =227y + 40 4 22y" + 219

On obtient le diagramme minimal de Newton D,,(f) suivant :

(1)
3 15 Y4 33 Y5 36 {6(
e

)
v115 229 V2 1)
7 2
O
Il y a 6 sommets de rupture vy, ..., v sur D,,(f) dont on peut calculer les données

numériques :
vy (22,42,42,42,42,210), vy : (63,84, 84,84,84,458),v3 : (5,12,12,12,12,42),

vy = (13,30, 30, 30, 30,84), vs : (16,33, 33,33,33,84), v : (19, 33,33, 36, 36, 84).
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En utilisant le théoréme 3.3.1, on obtient

19+9+3+3+3+1+1
PfPQ 1P1P31 P31P4 2P4P51P5P6 PsP;  PsPy

Ziopo([f)(81, 82, 83, 54, 85) =
TRLI
PPy FPsPyoy PPy P P P3 P P B

ol P1 = 22+4281 +4282+4283+4284+21085, P2 = 63+8481 +8432+8483+8484+45885,
P3 =5+ 1281 + 1252 + 1283 + 1284 + 4285, P4 =13+ 3081 + 3032 + 3083 + 3084 + 8485,
Ps =16 + 33s1 + 3359 + 3353 4+ 3354 + 8455, Ps = 19 + 3351 + 3359 + 3653 + 3654 + 8455,
Pr=1+4s,PR=14+5, Ph=1+4353, Plo=1+ 54, P11 =1+ s5.

3.3.3 Démonstration du théoréme 3.3.1.

On applique ici le raisonnement de [V1] aux diagrammes de Newton. La démonstra-
tion du théoréme 3.3.1 découle directement du lemme suivant :

Lemme 3.3.4. 1. La contribution de Uﬁ:;loEk A Ziopo(f), ou les sommets vy, . .. V141
de R(f) représentant Ey, ... Ej 1 forment une chaine de la forme
//l Vo U1 ) Vi+1 : \‘\
[UO7UL+1]

t égale 4 ———.
es egaeapvop

Vi+1
2. La contribution de Uf;loEk A Ziopo(f), ot les sommets vy, . .. v représentant Ey, . . . E

et la fleche vyq de R(f) forment une chaine de la forme

) v1 U
X0 — O
est égale a % _ Dol
PUOPUL+1 PUOPUlJrl

3. La contribution de Uf,:;loEk a Ziopo(f), ot les sommets vy, ... v de R(f) repré-
sentant Ey, ... Ej. 1 forment une chaine de la forme

Lo v1 vy Vi+1

e —O0—0

A[vo,vzH]

P, P,P,.,

V141

est égale a

Démonstration. On considére le diagramme de Newton maximal de f, Dy (f), pour
obtenir exactement les sommets du graphe dual de résolution minimal de f.
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1. Montrons la premiére partie du lemme. On veut montrer par récurrence que

1 NI ! = A[vo’vl“],
PUOPU1 Pvl Pvl+1 onpvz+1

Pour k£ =1, on a clairement

1 _ A[’Uo,m]
P, P, P, P, '

Supposons que la propriété est vraie au rang k. Alors

1 et 1 — A[’”Ov”k] + 1 _ 1 A[vmvk]kaH + Py,
P, P, P, P, PP, PP P, P, P, '

Vk+1

k+1 k41

Il faut donc montrer que
A[’Uoﬂ)k] Vo T Vg = A[voﬂ)kﬂ] " Vuy,
et que pour j € {1,...,7},
A[voka} ) va+1,j + Nyg,j = A[U07Uk+1] Ny j-

Cela découle immédiatement des propositions 3.2.5 et 3.2.7, puisque comme on
considére Dy (f), on a Ap, ) = 1.

. Pour la seconde partie du lemme, on adopte & nouveau la convention 3.2.8. Avec

les notations du paragraphe 3.2.2, si I'on pose formellement v,, , = 1, piy1 = 0,
Ny, = 0 si la fléche v;; ne représente pas la composante f; et N, ; = n; si
la fleche vy représente la composante f; de multiplicité n;, alors les résultats du
paragraphe 3.2.2 s’appliquent et le raisonnement précédent est valide.

. Pour la troisiéme partie du lemme, on adopte les notations du paragraphe 3.2.2

pour les décorations de la chaine. Il suffit de poser formellement p;, 1 = 1 (c.f.
paragraphe 1.7 pour les sommets de valence 1) et A; = 0 pour j = 1,...,r dans
le cas que I'on vient de traiter.

On a alors
1 1 1 A[vo V1] 1
4+t + = = 4
}%O}%H [%U}%H+1 }%U+1 ‘F%OJ%U+1 ]%U+1
_ [vo,vi41] + Ly
}%0}%H+1

De plus, d’aprés le lemme 3.2.4, on a agly,,, — Piq1Vu, = Alvo, vi41], ce qui donne
Voo + Alvo, vi41] = Qoly, 4 -
Enfin, d’aprés le lemme 3.2.6, on a pour j = 1,...,7, Ny ; = apB;j et N, =

l+17.j
piv1Bj = Bj. Donc pour j =1,...,7, Ny, ; = aolNy, ;-
Finalement,
1 P 1 . I ap
onPv1 Pvavz+1 Pvz+1 on '

Le théoréme 3.3.1 est alors immeédiat.
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3.4 Calcul de Z,,,0(f)(0,...,0).

Dans [DL1], les auteurs prouvent que pour la fonction zéta-topologique locale clas-
sique, Ziopo(f)(0) = 1 en toutes dimensions, en utilisant des procédés d’intégration
p-adique et la formule de la trace de Grothendieck-Lefschetz. Pour le cas des courbes
et de la fonction zéta-topologique locale multi-variable, nous pouvons, a l'aide des dia-
grammes de Newton, donner une preuve simple du fait que

Ziopo(f)(0,...,0) = 1.

D’aprés le théoréme 3.3.1, on a

2 — 0, A[W}/}
Ziopo()(0,....0) = > S > T
v/8,>3 [v,0']
On va calculer la participation de chaque sommet de D,,(f) & Ziopo(f)(0,...,0), mais

afin de ne pas compter certains termes plusieurs fois, on parcourt ’ensemble des sommets
de rupture de D(f) en prenant des géodésiques partant du point de départ de D,,(f)
et telles que si v et v’ sont rencontrés dans cette ordre sur une géodésique, alors v < v'.

Soient v le point de départ de D,,(f) et © le sommet de rupture relié a v. Soient a
et p les décorations figurant respectivement au dessus et en dessous de 0.
Alors la participation de ¥ & Zyop0(f)(0,...,0) vaut

Ztop,O(f)(O, e >O>'[) =

|

Pour chaque sommet de rupture v rencontré en parcourant D,,(f), on reprend les
notations du paragraphe 3.2.3.
Alors la participation de v & Zip0(f)(0,...,0) vaut

1 LA
Ziopo(£)(0,...,0), = - (2 —k+>Y %)
i=2 !

(on ne prend pas v; en compte pour ne pas compter plusieurs fois les mémes termes).

1. Pouri=2,...,l,0n av; = piv+ Ap,,, donc

JAYS. A
[vvi] _ [v,vi] =1—pz‘£.
7 PV + Apy) 2
2. Pouri=I1l+1,...,k—1,ona
A[v,vi] -1
V; ’
A’U’U
3. Enfin, pour i =k, on a v = Pk, + M, donc
p
A[U,vk] _ pA[v,vk] —p— pki
Vg DV + A[v,vk} l/k’

avec pp = 0 si vy, est une fleche ou un sommet de valence 1.
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La participation de v & Zi0(f)(0, ..., 0) vaut donc

l
Di Pk

Vi

Ziopo(f)(0; ..

TI%

=2

Maintenant, en sommant sur I’ensemble des sommets de D,,(f) selon le parcours indiqué
ci-dessus et aprés simplification, on obtient

a p  a+p
Zo 0,...,0 - = - = = :1
oD, 0)= 24 2
car ¥ est sur le premier axe vertical de D,,(f) donc 7 = a + p.

Remarque 3.4.1. [l existe une preuve élémentaire. Je remercie M. Artal Bartolo de
me l'avoir indiquée. Pour f € C{z,y}, on a

2_5” Afu,v’
Ziopo(£)(0,...,0) = Z +Z U[V /1‘

1%
v/6,>3

[v,0']

Or la quantité v, ne dépend pas du germe considéré. Elle est intrinséque au diviseur
E de la résolution qui est associé au sommet v. Par conséquent, Zipo(f)(0,...,0) =
Ziopo(9)(s1,-..,8) ot g € C{x,y} est le germe défini par g = 1. Or par définition
de Ziopo, 0N 0 Zyopo(g) = 1. Donc on obtient trivialement que pour tout f € C{z,y},
Ziopo(f)(0,...,0) = 1.
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3.5 Les poles de la fonction zéta sont effectifs.

3.5.1 Enoncé du probléme.

Pour la notion de fonction holomorphe de plusieurs variables, on peut consulter [GH],
chapitre 1.

Dans le théoréme 3.3.1, nous avons exprimé la fonction Z,,o(f)(s1,...,s,) comme
une fraction rationnelle de Q(sy,...,s,). Les dénominateurs sont des produits d’ap-
plications affines hy,(s1,...,8,) = vy + Ny151 + ... + Ny, telles que les constantes
(4, Ny, ..., Ny,) sont les données numériques des sommets de rupture ou des fleches
v du diagramme minimal de Newton de f. A chacune de ces applications, on associe
I’hyperplan H, défini par

Hy, vy +Nyi151+ ...+ Ny,s, =0.

Définition 3.5.1. On dit que l’hyperplan H, est pole de la fonction Zio,o(f) st Ziopo(f)
n’est pas holomorphe au wvoisinage de H,. L’hyperplan H, est dit pole d’ordre n si
hE Ziopo(f) nest pas holomorphe au voisinage de H, pour 0 < k < n mais h? Zopo(f)
lest.

D’aprés de théoréeme 3.3.1, nous savons déja que les hyperplans H, sont au plus poles
d’ordre 1 ou 2 de Zy,,0(f) et qu'ils sont les seuls poles possibles de Z;,,0(f). Cependant,
rien ne permet d’affirmer que les applications linéaires h, ne disparaissent pas au cours
de simplifications. Nous voulons montrer que les hyperplans H, sont des poles effectifs

de Ztop,O (f) .

Théoréme 3.5.2. Pour tout sommet de rupture et toute fleche v € D,,(f) de données
numériques (vy, Ny1, ..., Ny,), Uhyperplan H, d’équation

UV, + Nv7181 + ...+ NUJST =0

est pole d’ordre 1 ou 2 de la fonction Zy,,o(f). De plus, il existe au plus un hyperplan
H,, pole d’ordre 2 de Zyopo(f). Enfin, il n'existe pas d’autre pole de Zyopo(f).

3.5.2 Structure de la démonstration.

Nous nous inspirons du travail que W.Veys ([V2]) a effectué pour la fonction zéta a
une variable en I'adaptant & plusieurs variables.

Dans tout le chapitre, nous adoptons la notation 3.2.8.

D’aprés le théoréme 3.3.1, on a

2— 511 A[v V']
Zio ey Sp) = — .
t p,O(f)(Sl S ) Z Py + PvPv/
v/6,>3 [v,07]
Soit
H=A{(s1,...,8.) € C"Jag+ ars1 + ...+ a,s, = 0}
un hyperplan tel que l'application affine h(s1,...,s,) = ag+a1s1 + ...+ a.S, apparaisse

au dénominateur de Z,po(f).
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Soit v € R un sommet de rupture de D,,(f) tel que les données numériques de v
définissent H. Soient v;,i € {1,...,k} les sommets et les fléches reliés & v par une aréte,
et (v, Nia, ..., Ni,) leurs données numériques. La partie de Zy,,0(f) ot P, apparait est
égale a
20, o= Apuy

P, —~ P,P,,~

Ztop,O(f)v =

On suppose que f admet une singularité en 0. Par conséquent, il existe j € {1,...,r}
tel que N; # 0. Pour simplifier les notations, nous supposons ici que

N, # 0.

S’il existe ¢ € {1,...,k} tel que P, = qP,, avec ¢ € C*, alors H est un éventuel pole
double. Sinon, on a P, # ¢P, pour tout i € {1,...,k} et tout ¢ € C*, et H est un

éventuel pole simple. On peut alors décomposer la fraction L2 on eléments simples
vd v,
dans Q(s2,...,s:)(s1) :
Apw) a;(S2, ..., 8) bi(s2,...,8)

PP, v+ Nisi+--+Ns,  vi+Nigsi+ -+ Nigs,
ot a;(sg,...,8),bi(s2,...,8.) € Q(s2,...,5.). On a donc

A
r r Ni1*®
(Vi + > 52 Nigsj) — (v + D25 Njsj) 3

a;(sg,...,8) =

Avec les notations du paragraphe 3.2.3, on a

1
a;i(s,. .., 8;) = (o)
Posons
b 1
(3.1) Au(s2,--0580) =2 =k + i=1 m
ou

r
Oéi(SQ, ce ,Sr) = dz + E Ki’ij, avec O~éz c @
=2

Maintenant, supposons que v est une fleche de D,,,(f) telle que ses données numériques

définissent 'hyperplan H. Soit v’ 'unique sommet de rupture relié & v par une aréte et
solent (v, N7,..., N;) ses données numériques. La partie de Z;,,o(f) ot P, apparait est
égale a

1

Zio v = '
tp,O(f) (]/—|—N1$1+---+Nr3r)(V/+Nisl+"'+NTI’ST)
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Ici aussi, supposons pour simplifier que Ny # 0. Si P, = ¢P,, avec ¢ € C*, alors H est
un éventuel pole double. Sinon, on a P, # ¢P,, pour tout i € {1,...,k} et tout g € C*,
et H est un éventuel pole simple. De méme que précédement, on a

I a(sg,...,s,) N b(sg,...,S)
P,P, v+ Nys;+---+ N,s, V' + N{sy+---+ Ns,

ou a(sg,...,5:),b(se,...,s) € Q(s2,...,s.) et on pose
1
r r N{°
(v + Zj:Q Ngl'sj) —(v+ ijz stj)ﬁ

Ay(s2,...,8.) == a(sg,...,s) =

Soit V I’ensemble des sommets de rupture et des fléches de D,,,(f) dont les données
numériques définissent le méme hyperplan H. Si H est un éventuel pole simple, c’est &
dire siVi € {1,...,k}, v; ¢ V, on a alors

AU 3ty 9T B yeee 9 Sp
Ztop,o(f)(sl,...,sT):Zvev (2,---,81)  Blsy,...,s0)

P, C(s1,---8)
ou C(s1,...,s,) est un produit de polynéomes de degré 1 non multiples de P,. Si c’est
un éventuel pole double, c’est a dire si 3i € {1,...,k} tel que v; €V, on a
Z A[vv-] B(81 o, S )
Zio L, 8) = e SRR
orolF)(s1, - 5r) p? Cls1, -5
ou C(sq,...,8,) est un produit de polynomes de degreé 1.

Définition 3.5.3. Soit v € RUF. Soient (vy, Ny1,...,N,,) ses données numériques.
On définit

T
1% Ny
By(s2,...,8) = —— + % s
U< T> Nv,l ]Z:; Nv 1 !
si Ny1 # 0 et By(s2,...,8,) =400 st Ny =0.
Considérons v,v" € RU F.
Soient (v, Ny,...,N,) et (V/,Nj,..., N/) leurs données numériques respectives. Si les
hyperplans H, et H,, d’équations respectives v+ Nys;+-- -+ N,s, = 0et v/+N{s;+-- -+
N!s, = 0 sont confondus, alors (3,(s2,...,5.) = By (s2,...,s,) pour tout (ss,...,s,) €
Ccrt.
Nous allons étudier les fractions rationnelles A, (s, ..., s,) et montrer qu’il existe un
élément

(cgy...,c,) ER™H

pour lequel on pourra établir une structure ordonnée sur les f,(co,...,¢,) pour v €
R U F. A l'aide de cette structure ordonnée, nous allons montrer d’'une part quil y a
au plus un hyperplan H pole d’ordre 2, et d’autre part que pour tout hyperplan H qui
est un éventuel pole simple, on a

ZAU(CQ, ceCp) #0,
veY

ce qui permet de conclure que H est un pole effectif d’ordre 1 de Zop0(f).
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3.5.3 Etude des A, pour les sommets de rupture.

Résultats.

Nous voulons dans ce paragraphe montrer qu’il existe un point (ca,...,c,) € R™!
pour lequel on pourra établir une structure ordonnée sur les §,(cs, ..., ¢,) pour v € RU
F. Nous allons choisir ce point de fagon a ce que pour v € R, le signe des A,(ca, ..., ¢,)

vérifie certaines propriétés.

On suppose ici que v est un sommet de rupture, et que pour ¢« = 1,... k, les v;
sont les sommets et les fleches reliés a lui par une aréte. On reprend les notations du
paragraphe 3.2.3.

Pouri € {1,...,k}, on a

ai(SQ,...7ST):%+Z 1 5] J 1

Si,
NlA[v,vi] NlA[v»vi} ’

c’est a dire

r
Oéi(SQ, R ,ST) = dl + E K7;7j8j, avec o?l € Q
j=2

Proposition 3.5.4. Il existe (ca,...,c.) € R tel que pour tout sommet de rupture
v e D(f),
a;(ca,...,c) <1 Vie{l, ... k}.
De plus,
(1) pour chaque sommet de rupture v, il existe au plus un ig € {1,...,k} tel que

o (c2,y ..., ¢) <0,

(2) supposons que pour tout i € {1,...,k}, on ait o;(ca,...,c.) #0. Alors
(i) soit a;(ca,...,¢) >0 pour touti € {1,...,k} et Ay(ca,...,c,) >0,

(i1) soit il existe un unique iy € {1,...,k} tel que ay,(ca,...,c;) < 0 et alors
A, (ca,...,c.) <O.

Démonstration de la premiére partie de la proposition 3.5.4.

On utilise les lemmes suivants :

Lemme 3.5.5. Soit v un sommet de rupture de D,,(f). Alors on a v < 2ap sauf si v
n’admet pas de sommet précédent et si a = p =1, et alors v = 2ap = 2.

Démonstration. Montrons le par récurrence : si v n’admet pas de sommet précédent,

alors v =a + p. Or

2o~ )p-3)2 5
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avec égalité si et seulement si a = p = 1. Donc 2ap > a+ p = v. Si v admet un sommet
précédent, soient vy le sommet précédant v et vy associé a vy. On a

v o=pryt+q
= pVp + a — appop
< p(2appo) + a — agpop par hypothése de récurrence
<p-+a
< 2ap.

Ici I'inégalité est stricte car @ > 1 si v admet un sommet précédent. O

Lemme 3.5.6. Soit v un sommet de rupture de D,,(f). Alors on a v < a(p+ 1) sauf
si v n'admet pas de sommet précédent et si a =1, et alors v =a(p + 1).

Démonstration. Montrons le par récurrence : si v n’admet pas de sommet précédent,
alorsv=a+p. Ora+p<a+ap=a(p+1), avec égalité si et seulement si a = 1.
Sinon, soient vy le sommet précédant v et vy associé a vg. On a

v o =Dpvy+q
= pVp + a — apPop
< p((po + 1)ag) + a — agpop
<ap+a
< ap-+acar a = agpop + q > ag
<a(p+1)

Lemme 3.5.7. Pouri € {1,...,k}, on a a; <1.

Démonstration. On utilise les résultats obtenus dans la démonstration de la proposition

3.2.11. Pour 2 =1, on a

1 VB171
ap = —— ,
' p PNy

d’on

p(p+ 1A+ (alp+1) —v)Bia
pNy .
Donc d’aprés le lemme 3.5.6, on a a; < 1 saufsi A1; =0, a =1 et v n’admet pas de

sommet précédent, et alors, a; = 1. Si v; est de valence 1, d’aprés le lemme 3.5.6, on
—a

1l—0; =

remarque que o = < 1 car a > 1 (sinon, v; n’existerait pas).

ap
Pour i€ {2,...,k— 1}, on a
vA;i,
G =1 i
a N,

donc a; < 1 saufsi A;; =0 et alors a; = 1.

Enfin, sii =k, on a
- 1 (1 VAk,l)
ap = — - —,
‘ p Ny

donc o < 1saufsip=1et Ay; =0 et alors o = 1. Si vy est un sommet de valence 1,
on remarque que aj = }D < 1 car p > 1 (sinon, v, n’existerait pas). O
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Soient les deux ensembles I :={i € {1,...,k}/a; <1} et Iy :={i € {1,... k}/a; =
1}. On a

r
ai(Sg,...,Sr) :dl—F E Ki,jsj'
Jj=2

Puisque 2222 K js; est une forme linéaire en so, ..., s,, il existe (€5, ...,€’) € R™! tel
que sild) ={(s2,...,8,) ER"/|sy] < €y,...,|s:| <€}, alors

Y(sg,...,8,) €U, ai(sq,...,s,) <1Vi€l.
Pour ¢ € I, d’aprés ce qui précéde et en utilisant la démonstration de la proposition

3.2.13, on obtient :
—sit=1,comme A;; =0et a=1,

Ay ;B
K1 J— 5J ) A
J L,j»
B
—sii=2,...,k—1, comme A,;; =0,
K. — AijBiyn A
[2¥} - 4,7
Bia

Dans tous les cas, on a

Oéi<82, ceey 87-) =1+ ZAZ'JSJ'
j=2

avec A;; > 0 pour tout j et A;; # 0 pour au moins un j (puisqu’on a vu que le cas
&; = 1 n’arrive pas pour les sommets de valence 1).
On considére donc
Uy ={(s2,...,8.) ER"Jejy <59 <0,...,€, <5, <0},
et si (co,...,c.) €U, alors a;(ce,...,c,) < 1 pour tout i € {1,...,k}. Enfin, puisque
les sommets de rupture de D,,(f) sont en nombre fini, on pose pour j = 2,...,r,
€; = min, €;, et pour

U={(s2,...,8) ER " Jea < 59 <0,...,¢6 <5, <0},

et pour tout (cg,...,c.) € U, la premiére partie de la proposition 3.5.4 est vérifiée.
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Démonstration de (1).

Soit (ca,...,¢.) € U. D’aprés la proposition 3.2.14, on a

k
ZO{i(CQ,...,CT) =k—2.
i=1

S1l existe ig et jo dans {1,...,k} tels que a;,(ca, ..., ¢) < 0et ayy(ca, ..., ¢) <0, alors
d’apreés la proposition 3.5.4

Zal Coy.vnsC Z a;(ca, ..., )+ aup(ca, ... c) +aglca, ... cp)

l?flo ,J0
<k—2+a(co,....,c;) +j(cay...,c)
<k—-2
k
ce qui contredit Z&i(cz, o C) =k —2.
i=1

Démonstration de (2).

Soit (ca,...,¢.) € U. On rappelle que

1

v a"')T’ZQ_k ai(ca, ... c0)
Au(ca, .. er) T2 o)

i=1
(i) Dans ce cas, on a 0 < a;(ca,...,¢,) <1 Vi=1,...,k donc

AU<02,...7C7-) > 2> 0.

(ii) On suppose que a;,(ca,...,¢.) < 0. On a alors

k
—ai0(627'--,cr):Zai(027---;c7~)+2_k

i=1
i#io
et donc
k
1 1
Ay(ea, .. e) =2 —k+ )
— q;(co, . .. ,CT)
i=1
ii0 E ai(cyy .o ) +2—k

z;ézo

On a alors A,(ca, ..., c.) < 0 d’aprés le lemme suivant :
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Lemme 3.5.8. Soient k e N, k>3, et 0 < a; <1 pouri=1,...,k—1 tels que
Sl +2— k> 0. Alors

k
2—k+2£—k;
i a2k

=1
1#10

< 0.

Démonstration. C’est le lemme 2.9 de [V2].

O

3.5.4 Structure ordonnée de R U F.
Pour les sommets v € R, nous avons exhibé un point (cs,...,c,) € R~ et obtenu
des résultats sur le signe des A,(ca, ..., ¢.), mais pour le moment, rien ne nous permet

d’affirmer que ces quantités ne vont pas s’annuler entre elles s’il existe plusieurs v € RUF
dont les données numériques définissent le méme hyperplan H. Nous allons dans ce
paragraphe définir une structure ordonnée sur les 3,(co,...,¢,) pour v € R U F qui
nous permettra d’affirmer que cette situation ne peut pas arriver. On s’inspire ici du
paragraphe 3 de [V2] que l'on généralise a notre situation.

Les (,(s2,...,s,) ont été définis au paragraphe 3.5.2. Le lien avec ce qui a été fait
précédement est le suivant : si pour ¢ = 1,...,k, les v; sont les sommets et les fléches
adjacents & un sommet de rupture v et a;(ss, ..., s,) la quantité définie au paragraphe

précédent, on a

ai(Cay..oycr) >0 By (cay. .. c) > Buleay ... ep)
ai(cyy ..o ) =0 By (cay. .. c) = Bulcay ...y ep)
ai(cyy ... 0) <0 By (ca, ... c) < Buleay ... e)

Théoréme 3.5.9. (i) Les v € RUF pour lesquels By(ca, ..., c.) est minimum et les
arétes qui leur sont liées forment une partie connexe M de D,,(f) qui a l'une des
quatre formes suivantes :

) @ .
@ .
v U'i

(3)

(i) En partant d’un sommet ou d’une fleche extrémité de M, les By(ca,...,c.) aug-
mentent strictement le long de n’importe quelle géodésique de D,,(f).

Par la suite, on notera (3, pour 3,(ca,...,c.) et a; pour a;(ca, ..., ).
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Démonstration. Si 'on a deux sommets v et v;, reliés entre eux par une aréte avec
By > ﬂ%, alors a;, < 0. Donc d’aprés la proposition 3.5.4, on a «; > 0 pour tous les
autres sommets v; reliés a v donc 3, < (3,, pour tous les autres sommets v; reliés a v.
Par conséquent, on a clairement (ii) et la connexité de M.

D’autre part, toujours d’apres la proposition 3.5.4, il existe au plus un «a;, < 0
donc au plus un «;, = 0. Donc M contient au maximum deux sommets de rupture
ou un sommet de rupture et une fleche (le cas de deux fleches n’arrive jamais dans la
construction des diagrammes).

O

Le théoréme 3.5.2 est alors clair : considérons d’abord un sommet de rupture v de
Dy, (f) de données numeériques (v, Ny, --- , N,) . Soit H I'hyperplan d’équation v+ Ny s;+
-+++ N,s, = 0 et soit V '’ensemble des sommets de rupture et des fleches de D,,(f) dont
les données numériques définissent le méme hyperplan H. On rappelle que si v, v’ € V,
alors B,(co,...,¢.) = Bu(ca, ..., ).

—-siveM:

— si cardM = 1, alors (3, < 3,, pour tout v; relié a v, donc a; > 0 pour tout
. Donc d’aprés la proposition 3.5.4, A, > 0. De plus, puisque cardM = 1, il
n’existe pas d’autre v’ tel que 3, = .. Donc V = {v} et

ZAU(CQ, oo cn) =Ay(ca, .. c) > 0.

— si cardM = 2, soient v et v les deux éléments de M. On a 3, = 3; donc a = 0,
et pour tous les autres sommets v; reliés a v, on a 3,, > 3, donc a; > 0. De
plus, par définition de M, il n’existe pas d’autre v’ tel que 3, = 35 = [,. Par
conséquent, on a V = {v,0} et H est un pole double.

—si v ¢ M, alors comme les (3, augmentent strictement le long de tout chemin
partant d'une extrémité de M, on a 3, > (3, pour tous les sommets reliés a v
sauf un pour lequel 3, < f,. Donc a; > 0 pour tous les ¢ sauf un iy pour lequel
a;, < 0. D’aprés la proposition 3.5.4, on a donc A, < 0. D’autre part, si v’ € V,
alors 3, = [y et v ¢ M puisque v ¢ M. Donc avec le méme raisonnement,
A, < 0. Par conséquent,

ZAU(CQ,...,CT-) < 0.

veY

Maintenant, soit v une fleche de D,,,(f), et soit v’ le sommet de rupture relié a elle par
une aréte.
— si v € M, on est soit dans le cas (3) soit dans le cas (4) du théoréme 3.5.9. Dans
le cas (3), on a 3, < By donc a > 0 et A, > 0 d’aprés la proposition 3.5.4. De
plus, il n’y a pas d’autre © dans R U F tel que 3, = ;. Donc V = {v} et

ZAU(CQ,...,CT> =Ay(ca,...,¢) > 0.

Dans le cas (4), il n’y a que v et v’ tels que 3, = (. Par conséquent, on a
V = {v,0} et H est un pole double.
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— siv ¢ M, alors v est forcément a l'extrémité d'une géodésique partant de M donc
By > By c’est a dire a < 0 et A, < 0 d’aprés la proposition 3.5.4. Si un autre v de
D(f) est tel que 3, = (5, avec le méme raisonnement, on aura A; < 0. Donc

ZAU(CQ, o6 <.

Plus précisément, on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.10. La fonction Ziyo(f) admet au plus un hyperplan H pole d’ordre
2. De plus, les deur v,v" € RUF qui lui sont associés sont les deux v,v" pour lesquels
Bu(cay ... e) (resp. Bu(ca,. .., c.)) est minimum.

D’autre part, on a équivalence entre les deux propositions suivantes :

(i) v est un sommet de rupture ou une fleche de D,,(f) dont les données numériques
sont (Vy, Ny1, ..., Nyr),

(11) Ziopo(f) n'est pas holomorphe au voisinage de Uhyperplan H d’équation
Vy + Nv,lsl +-+ Nv,rsr = 0.

Remarque 3.5.11. Le résultat final ne dépend plus du point (ca, ..., c,) € R™L

3.5.5 Un rapport avec les quotients jacobiens.

Nous énongons ici une proposition qui établit un lien entre la fonction zéta topolo-
gique locale multi-variables et les quotients jacobiens d’un couple de germes.

Proposition 3.5.12. Soient f1, fo € C{x,y} deux germes réduits de fonction analytique
en 0 et f = fi" f3* ot ny,ny € N*. Soit D,,(f) le diagramme minimal de Newton de
f. Alors le dénominateur de Ziy,o(f) est le produit de (1 + nysy), (1 + nosse) et des

(ah + alsy + aysy) pour i € I on
i
{%}
5
a1 ) er

est l’ensemble des quotients jacobiens du couple (fi, f2). En conclusion, la fonction
Ziopo(fifa) contient la donnée des quotients jacobiens du couple (f1, fa).

Démonstration. Cela découle directement du théoréme 3.3.1 et du théoréme 2.4.3. [

3.5.6 Un exemple.

On considére f = f; fy ou
filz,y) = 2°(2° —y?)* +y
folz,y) = 2" + 2%y + 4y
Le diagramme minimal de Newton de f est
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(16, 14) f2 (1)
2|, (42,20)

(16, 10) 2 fr (@)
3

(14, 10) fr (@)
5

(14, 14) f2 (1)

Din(f)

Les quotients jacobiens du couple (f1, f2) sont {5/7,1,5/8,7/8,10/21}. D’autre part,

si I'on pose
P1:7+1681+1482
Py =5+ 1651 + 1055
P3215+4251+2082
P4:5+1481+].082
P5:7+1481—|—1482
on a
1 4 1 11 )
Ziopo(frs [2)(51,82) = = + 55 -5 t+t5st
tp,O(fl f2)( ! 2) Pl P1(1+82) P1P2 PQ P2P3 P2P4
+1 n 1 1 n 1 n 4 n 1 n 1 :
P3 P3(1+81) P4 P4(]_+81) P4P5 P5 P5(]_+82)
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3.6 La fonction zéta détermine la topologie.

Définition 3.6.1. Soient f,g € C{z,y} deux germes de fonctions analytiques en 0.
On dit que f et g ont la méme topologie si et seulement s’il existe un homéomorphisme

¢ : (C%0) — (C2,0) tel que f = go ¢.

Nous savons que le diagramme minimal de Newton détermine la topologie dun
germe, c’est a dire que f et g ont méme topologie si et seulement si D,,(f) = D,,(9)
(voir [EN]). Nous voulons montrer que pour une décomposition bien choisie de f, la
fonction Zi,p0(f) détermine la topologie de f, ce qui n’est pas vrai en général pour la
fonction zéta-topologique locale & une variable.

Définition 3.6.2. On considére un germe f € C{x,y}. Soit

F=1Irm
i=1

la décomposition de f en produit de composantes irréductibles. On appelle D la décom-
position de f en les r paquets f;" pour i = 1,...,7r et on considére la fonction zéta-
topologique locale multi-variables Zyopo(f)(s1,. .., 5,) associée a cette décomposition.

3.6.1 Un exemple.

Nous allons montrer sur un exemple qu’il existe des germes n’ayant pas la méme
topologie mais admettant la méme fonction zéta-topologique locale a une variable.

On considére

flr,y) =y* —a°
et
g(w,y) = (y — 2°)(y — 22°).

f et g n’ont pas la méme topologie. En effet, leurs diagrammes minimaux de Newton
D, (f) et Dy(g), qui sont des invariants topologiques, sont différents.

Pourtant, en utilisant le théoréeme 3.3.1, on obtient

8+ 17s
(8+15s)(1+s)

Ziop.o(F)(8) = Ziopo(9)(s) =

Proposition 3.6.3. La fonction zéta-topologique locale classique ne détermine pas, en
général, la topologie d’un germe.
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Ici, la fonction zéta-topologique locale & deux variables permet de différencier ces
deux germes. En effet, si 'on considére f = f; f5 avec

filz,y) =y° — 2% et folz,y) =1

et g = g1g2 avec

gi(z,y) =y — ' et gao(,y) =y — 22",
on obtient
8 + 781

Ztop,U(f)<81’ 52) - (8 + 1581)(1 + Sl)

et
16 4+ 14s; + 1459 + 155189

16 + 1581 + 1582)(1 + 81)(1 + 82) .

Ztop,O(Q) (81, 32) == (

3.6.2 La fonction zéta-topologique locale multi-variables déter-
mine la topologie d’un germe.

Dans |G|, G. Guibert s’intéresse a une généralisation de la fonction zéta d’Igusa
motivique & plusieurs fonctions fi,..., f,. En utilisant la fonction zéta d’Alexander
généralisée a plusieurs fonctions fi, ..., f. introduite par C. Sabbah ([S]), il donne un
énoncé (thm. 4.4.1) qui montre que la seconde fonction se déduit de la premiére. En
particulier, il montre donc que la fonction zéta d’Igusa motivique généralisée d'un germe
détermine sa topologie.

Nous montrons ici que la fonction zéta-topologique locale multi-variables d’un germe
associée a la décomposition D détermine la topologie de ce germe. Nous n’utilisons pas
de fonction intermédiaire : nous donnons un algorithme permettant de reconstruire le
diagramme minimal de Newton du germe a partir de sa fonction zéta-topologique locale
multi-variables.

fonction zéta fonction zéta
d’Igusa motivique = —  d’Alexander
a plusieurs fonctions généralisée N\

1 topologie
fonction zéta diagramme
topologique — minimal

multi-variables de Newton

Théoréme 3.6.4. Soient f,g € C{x,y}. Soit D,,,(f) (resp. Dy,(g)) le diagramme mi-
nimal de Newton de f (resp. g). On considére les fonctions zéta-topologiques locales
multi-variables Ziopo(f)(S1,- ... 8r) €t Ziopo(g)(s1,-..,5) associées a la décomposition
D pour f et g. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Ztop,O(f)(sla oy Sp) = Ztop,O(Q)(sla ey St),
(ii) Dm(f) = Dm(g)'
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Corollaire 3.6.5. Si Zipo(f)(S1,---,5) = Ziopo(9)(s1,...,5t), alors f et g ont la
méme topologie.

L’implication (ii) = (i) du théoréme est évidente : en effet, si D,,(f) = Dy(g), en
utilisant le théoréme 3.3.1, on a clairement

Ziopo([)(815 -, 8r) = Ziopo(g) (515 -+ -, St).

Pour montrer 'implication (i) = (ii), nous procédons en plusieurs étapes. On consi-
dére un germe de courbe f € C{z,y} et la fonction Z,,(f) associée a la décomposition
D. Nous voulons donner un algorithme permettant de reconstruire le diagramme mini-
mal de Newton D,,(f) a partir de Zi,,0(f). Nous donnons dans un premier temps des
résultats préliminaires auxquels nous feront appel par la suite. Nous montrons ensuite
que pour la décomposition D, les hyperplans dont les équations apparaissent au déno-
minateur de Z,,(f) sont tous différents, ce qui permet d’apreés les théorémes 3.3.1 et
3.5.2 de compter les sommets de rupture et les fleches de D,,(f). Puis nous démon-
trons le théoréme 3.6.4 dans le cas d’une branche irréductible. Nous définissons alors
le squelette S(f) de D,,(f) et donnons l'algorithme de construction de ce squelette.
Nous donnons ensuite les propriétés et I'algorithme permettant d’obtenir 1'arbre T'( f)
égal au diagramme D,,,(f) non décoré a partir de S(f). Puis nous donnons les résultats
permettant de décorer T'(f) afin de reconstruire complétement D,,(f).

3.6.3 Résultats préliminaires.

Définition 3.6.6. Soient v,v' € RUF. On note G|, la géodésique de Dy, (f) reliant
vav.

On rappelle que 'on a défini au paragraphe 3.1 la notion de sommet précédent sur

D (f) € D(f)-

Définition 3.6.7. Soit j € {1,...,r}. On considére la fleche v; de D,,(f) représentant
la composante f; de f. On définit la géodésique G; de la maniére suivante :
— s0it vy, le sommet de rupture relié a la fleche vj. Alors Gy, ;) C Gy,
— pour tout sommet de rupture vy de Gj, si vy admet un sommet précédent vj_q,
alors Gy, _, ;) C Gj. Sinon, Gy, ;) = Gj.

Remarque 3.6.8. Comme on l’a remarqué pour la notion de sommet précédent, les
géodésiques G ne sont pas intrinseques au diagramme : elles dépendent du choix du
systéme de coordonnées que l'on a fait pour construire D(f).

On nomme les sommets de rupture de G; de la fagon suivante :

— Si G ne comporte quun sommet de rupture, ce sommet est V; si la décoration
portée par l'aréte reliant ce sommet a la fleche v; est strictement supérieure a 1,
et Wy sinon.

— Si G comporte plusieurs sommets de rupture,

(i) le sommet de G; n’ayant pas de sommet précédent est W.
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(ii) Alors Wy est le sommet précédant un certain nombre de sommets de rupture
de G. On note Vi 1,... Vi, Wi ces sommets rencontrés dans cet ordre sur
Gw,,wy) parcourue de Wy vers W.

(iii) Pour chaque sommet Wy, si Wy est le sommet précédant un certain nombre
de sommets de rupture de G, on note Viy11,... Vi1, ., Wy ces sommets
rencontrés dans cet ordre sur G, w, ., parcourue de Wy vers Wy, 1.

(iv) On termine G; par le sommet W), si la décoration portée par 'aréte reliant
le dernier sommet de G; a v; est 1 et par le sommet V,, ;= sinon.

On nomme les décorations proches des sommets de rupture de G; de la fagon sui-
vante : pour le sommet Wy, soient aqy la décoration située sur ’aréte verticale au dessus
de Wy, by celle située sur G|yw,,w,) et po le produit des autres décorations proches de W.
Pour le sommet V1 s’il existe, soient ag 1 la décoration située sur l'aréte verticale au des-

0, ) 0,
sus de Vp 1, po,1 la décoration située sur Gy, , »,] €t bo1 le produit des autres décorations
proches de Vj ;.

Pour un sommet Wy, k=1,...,m — 1, soient a; la décoration située sur Gy,

) ) ) ) [ k 17Wk]’
by, celle située sur G et pi le produit des autres décorations proches de W;. Enfin
(Wi, Wi41] )
pour un sommet Vj;, soient ay; la décoration située sur Gw,_, v, J, Pk celle située sur
G et by ; le produit des autres décorations proches de V.
[Vie,1,Wi] ) ,

Pour le sommet de rupture v relié a v;, si v = W, soient a,, la décoration située sur
G W1, Wi]» bm celle située sur Gy, o,] €t pp, le produit des autres décorations proches
de W,,. Si v =V, , solent a,,s la décoration située sur Gpyy. _ m.s.. celle

ySm ) ySm [WnL lyvm,sm,}’ »Sm
située sur G[Vm,sm,v]-] et by, s,, le produit des autres décorations proches de V,,, 5, ..

Remarque 3.6.9. D’aprés la construction des diagrammes, on a by, = by; = 1 pour
tous k € {0,...,m} etl € {1,... s}

Pm

Définition 3.6.10. Soient v € R et j € {1,...,r}. On définit

—Y et 4™ = min~Y.
7] UER%
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Lemme 3.6.11. Soit j € {1,...,r}. Soient v € G; et v' € R. Alors les v§ croissent
strictement le long de toute géodésique Gy de Dy, (f) parcourue de v vers v' et telle
que Gy NGy = {v}. En particulier, v7"" est atteint sur G;.

Démonstration. Soient vy, vy € Gy, deux sommets consécutifs tels que la géodésique
joignant vs & v' ne passe pas par v;. Soient « (resp. 7) la décoration proche de vy (resp.
vy) située sur Gy, o, €t 3 (resp. 6) le produit des autres décorations proches de vy (resp.
v9). Alors d’apreés la proposition 3.2.1, on a

Wy, — Oy = Ay, 0o
et d’aprés la proposition 3.2.3, on a
Ny, j = BA;+aBjet Ny, ; =~vA; +0B;.
Or f; est une composante irréductible de f. D’aprés la position de v; et v9, on a alors

)
A; = 0. Donc N, ; = —N,, ;. Finalement,
o

V2
’Y] _ (67 V’UQ
SNTE 2

5

[v1,v2]

=1+ > 1.

Oy, Oy,

Définition 3.6.12. Pour k € {0,...,m}, on définit

Ty := arpr — vw,,

et pourl € {1,...,s¢},
Ty = agg — vy,

Définition 3.6.13. Pour j € {1,...,r}, on note vy, ; le sommet de rupture de D,,(f)

pour lequel ™" est atteint.

J

Lemme 3.6.14. Soit j € {1,...,r}. Soitv le sommet de G; relié a la fleche représentant

fi- Onav=W, ouv ="V, . Lesommet v, de G; pour lequel Y™ est atteint est
le sommet vérifiant

Umin,j = Vo st Gj = G0

Umin,j = Wo st ag > 2 et pg > 2

Umin, = Wiy 00 ko :=min{k € {1,...,m}/pp > 1} siag oupy =1 et si Ik/py > 1,
Umin,j =V St ag =1 oupy=1cet sip, =1 Vk.

Alors on a

min Wi

WA Vi1 Wi
/yj0>’yj >...>fyj0:fyj <...<wyj

En particulier, le sommet Vpyp ; €st unique.
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Démonstration. Si G; = Gy, 0, d’aprés le lemme précédent, il est clair que vpin,; =
Vo

Sinon, soient v et v' deux sommets consécutifs de G; avec v < v'. Soient « (resp. )
la décoration proche de v (resp. v') située sur G, . et 3 (resp. v) le produit des autres
décorations proches de v (resp. v'). Alors d’aprés la proposition 3.2.1, on a

QlVyr — 67/11 - A[vm’];
et d’aprés la proposition 3.2.3, on a
ij = 614] + OéBj et Nv’,j = ’YA]' + (SBJ

Or f; est une composante irréductible de f. D’aprés la position de v et v', on a alors

B; = 0. Donc Ny ; = %Nv,j' Finalement,
ﬁ _ 1_'_ (ﬁ - VU)A[U,U’]
v ayw,

Orf—v, =T siv=Wyet 8—v, =T siv="Vg, Donc la croissance des v; dépend
du signe des T}, et des Ty.
Pour deux sommets Wj,_; et V}; consécutifs, on a

Tp1 = Qp—1Pp—1 — Vw,_,

Tin =ag1— Wy,
= ax1 — (PkaVw,_, + Gk — Qk—1Dk—1Pk1)
= pk,lTk—l

Pour deux sommets Vj; et V} ;41 consécutifs, on a

Tk,l = Akl — Vv,
Trir1 = Qi1 — W
1
= Qg1 — 5 (Prat1Wi + Qhg1Dig — Ok iDig+1)
_ Pkl ’
Pk,1 )

Pour deux sommets V}, 5, et W, consécutifs, on a

Tk,sk = ks, — VWi,

T, = appr — vw,
_ 1
= kPr — 5~ " Pk, o, T QkDk,s), — k.5, k)

— ak(]?k — 1) —|— pf’k@k Tk,sk

Il est clair que s’il existe £ tel que Ty, > 0, alors T4, > 0 et Tiq,, > 0Vn > 0 et

VI € {1, Sk4n}, donc
Wk Vk+1,1 W Vm,sm

Vit <7 <<y Tou
D’autre part,
T(] = GopPo — Vw, = (CLO - ].)(p(] - 1) —1.
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Donc Ty > 0 si et seulement si ag > 2 et pg > 2, Ty = 0 est impossible car (ag,po) = 1

et Ty < 0 si et seulement si ag = 1 ou pg = 1 et alors Ty = —1.
Si TO = —1, on a Tl,l = —P1,1 < 0, ... ;Tl,sl = —Di,s <0 et T1 = (a1 — 1)(}91 — 1) — 1.
Par récurrence, si Tp =Ty = -+ =T = —1, alors Typ11 = —pry1,1 < 0,00 Thy160,, =

Dty < 0 et Tppr = (ags1 — 1)(prs1 — 1) — 1. Alors Ty > 0 si et seulement si
agr1 > 2 et pryr1 > 2, Tye1 = 0 est impossible car (agi1,ppsr1) = 1 et Tpyp < 0 si et
seulement si pgy1 = 1 (car agyq > 1), et alors Ty = —1. O

Remarque 3.6.15. Pour les deux lemmes précédents, les démonstrations sont valables
pour les sommets de rupture de D,,(f), mais ne le sont pas pour les sommets de valence
1 ou les fleches.

3.6.4 Les hyperplans sont différents.

Proposition 3.6.16. Pour tout v € R U F, sotent P, = v, + Ny151 + -+ + Ny 5, et
H,: P,=0. Alors quels que soient v,v" € RUF, on a

H, # H,.

Remarque 3.6.17. En particulier, pour la décomposition D, la fonction Zyyo(f) n'ad-
met pas de pole double alors que c’est possible pour une décomposition quelconque (c.f.
théoreme 3.5.10).

Le choix de la décomposition D pour f implique que pour tout sommet de rupture
v € R et pour tout j € {1,...,r}, on a

Nv,j 7& 0.

De plus, d’aprés les théorémes 3.3.1 et 3.5.2 et le choix de la décomposition D, on voit
apparaitre au dénominateur de Zy,,o(f) deux types de facteurs : d’une part des facteurs
de la forme v+ Nys;+- - -+ N,s, avec N; # 0 pour tout j qui correspondent aux sommets
de rupture de D,,(f) et d’autre part les facteurs suivants :

1+mn;s; pour g=1,...,r,

qui correspondent aux r fleches de D,,(f). On connait donc le nombre r de fleches de
D,,(f) et la multiplicité n; pour j = 1,...,r de chacune de ces fléches.

Il est clair que si v,v" € F,ousiv € R et v € F, alors H, # H,. Il faut donc
montrer que pour tous v,v" € R, on a H, # H,,. Remarquons que

Hy=H, < =" Vje{l,....,rh

Soient v, v’ € R. Alors soit il existe j € {1,...,7} tel que v,v’ € Gj, soit ce n’est pas le
cas, et alors il existe 4,5 € {1,...,r} aveci # j telsque v € G, v' € G, et v,V ¢ G;NG;.
La démonstration découle alors des deux lemmes suivants.

Lemme 3.6.18. Soit j € {1,...,r}. Siv,v' € G, alors H, # H,.
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Démonstration. On reprend les résultats du lemme 3.6.14.
Siag > 2 et py > 2, alors

W, Vi Wm
vty <<y

donc v} # fy;-" pour tous v,v’ € G; et par conséquent, H, # H, pour tous v,v" € Gj.
Sinon, ag = 1 ou py = 1. Alors il existe G; avec i # j telle que G; N G; = 0 ou
G; N G; = {Wy} (sinon, le sommet W, disparaitrait). Alors d’aprés le lemme 3.6.11, on
a
AR R X

donc 4¥ # ¥ pour tous v,v' € G et par conséquent, H, # H,, pour tous v,v € Gj.
Ul

Lemme 3.6.19. Soient i,j € {1,...,r} aveci # j. Siv € G; et v' € G; mais v,v' ¢
GiNGj, alors H, # H,.

Démonstration. Les géodésiques G; et G se séparent l'une de 'autre & partir d'un
certain axe vertical (qui n’est pas forcément le premier). Soient Vj; le sommet de cet
axe vertical appartenant a G; et Vi 1, ..., W} ceux de cet axe vertical appartenant a G;.

On peut éventuellement avoir V1 = --- = W. Il y a deux cas possibles :
CAS1:v € G[Wk7fi]7 CAS2:v € G[Vk,hWk}'

CAS1

Vi1 v Vi1 N
S A, ay . G ad .
R J R J
Pk,1 PE,1
F P

Nvmj Nvlmj A
# ——=_ Par conséquent, on aura H, #
Nv,i Nv/,i

On va montrer que dans les deux cas,

H,.

CAS 1 : Soit © (resp. v') le sommet précédant v (resp. v'). Soit A (resp. A’) le produit
des nombres adjacents & G, 5,) (resp. Gy 5,)). Soit P (resp. P’) le produit des nombres
adjacents & G 5 (vesp. Gpyy, 7). Enfin, soient a (resp. a’) la décoration proche de
v (resp. v') située sur Gy, ) (resp. G, ) et p (resp. p') le produit des décorations
proches de v (resp. v') situées ni sur Gy, , ) ni sur Gy, ;) (resp. ni sur G, v ni sur
Gl PP A PP A

OnaN,;=A Ny;=A" Ny, =p——— et Ny =p'————. Alors,

Pk ag a ag Pr1 @

/2,2

Nyj Nyi  a@appy,
= =
Nv,i Nv’,j pp,P2P2
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Or par définition de a et d’, on a

2 , Pl2 ,
a > peta > D,
QAk,1Pk,1 akPk
donc
Noj N o WPR1 g A, Wi -1
Nyi Nyj  agap g 1Pk
N,i Ny
Donc —2 >~ et H, # H,.
Nv,i Nv’,i ! # !
CAS 2 : Avec les mémes notations que pour le cas 1, on a N, ; = A, Ny,; = A',
P A , P A
Nyi=p—-— et Ny ;=p——. Alors,
Pk a Pra1 @
Nyj Nyi a’a/pi,l
Nv,i Nv’,j pp,P2 .
Or par définition de a, on a
P2
a > p,
Q,1Pk,1
donc N N . A
. ’ a ) /
vy pk,l, — 14+ [Vk,lyj)] -1
Nv,i Nv’,j T RVY Q1P
Nyi Ny
Donc —2 > " ot H, # H,.
Nv,i Nv’,i ! ?é !

0J

3.6.5 Démonstration du théoréme 3.6.4 dans le cas d’une branche
irréductible.

Proposition 3.6.20. Soit f € C{z,y} un germe de courbe irréductible. Alors la fonction
zéta-topologique & une variable Ziy,o(f)(s) détermine la topologie de f.

Démonstration. Avec les notations du paragraphe 3.6.3, puisque f est irréductible, il n’y
a qu'une géodésique sur D,,(f) et elle ne comporte que des sommets Wj. Le diagramme
minimal de Newton de f est le suivant :

D’apreés la proposition 3.6.16 et le théoréme 3.5.2, on lit au dénominateur de Zy, 0(f)
le nombre de sommets de rupture m de D,,(f). On a ag > 2 et py > 2 car sinon, Wy
disparaitrait. Donc d’aprés le lemme 3.6.14, on a

,YWO <,7W1<.<,7Wm
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et
Tk:akpk—ywk>0 VkE{O,,m}

: " . Y amPmn T,

De plus, si vs désigne la fleche de Dy, (f), on a —— = =1+ — > 1. On peut
yom Vw,, N vw,,

donc d’une part ordonner les sommets Wy, ..., W,, et d’autre part retrouver la multipli-

cité n de la fleche vs (7" = 1/n). On a donc reconstitué le squelette de D,,(f), chaque
sommet de rupture W}, étant étiqueté par I’équation vy, + Ny, s = 0 de I'hyperplan qui
lui est associé. 1l reste a calculer les décorations attenantes aux Wj,.

Pour chaque sommet Wy, k = 0,...,m, la fonction Z;,,0(f)(s) permet de calculer
les quantités

A v
By = T o AWe = Sl
VWk ka

D’aprés la formule 3.1 (paragraphe 3.5.2) et les propositions 3.2.1 et 3.2.3, on a d’une

To+1 1 1
OTO .OrBo—lzﬁ>0,donconendedu1tT0:Bo_l

part By = . D’autre part,
(px — D)(arpr + ar —vw,)  (pr — 1)(ar + Tk)

B, = —
g (axpr — v, ) (vw,, — ax) (—prTi-1T%)

et —ppTr_1Tr # 0. On obtient finalement le systéme suivant :

(
aopo — ap — po = 1o
ap + Po _ Wo
aoPoP1 "+ " Pm ]
Vke{l,....m}: (P = D{awpr +ax = vw) _ p (Ey)
(arpi = viw) (vw, — ax)
Wi _ W /
— e E
( ke Pm (E)
ou Ty, ¥Wo, By, et v sont connus.
Lemme 3.6.21. Pour tout k € {1,...,m}, on a
Th—
- T
Tp1Bp+1
Démonstration. On a
B, — (pk - 1)(ak + Tk)
. =
—Pk 1Ty
donc . T T
BTy +1—1— 2Dt Ty T
Tk Ty,
d’ou le résultat. O
On sait donc calculer T}, pour k =0,...,m.

Pour le sommet W,,, on a les deux équations (E,,) et (E! ) :

m me—
(Ep) : o = o S =P

= ,me g am(l - pm,me) = PmTm—1.
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L —
Or 1 —ppyWm = Pmm-1 # 0. Donc

m

memfl
E):a,=-—"-""——
( m) ¢ I pm’YWm

On injecte cette quantité dans (E,,) et on obtient I’équation suivante :
(Fp) s (" = ) (T By + D)p2, — YV pr +1 =0,

C’est une équation de degré 2 en p,, et le signe du produit des racines de cette équation
est le signe de (YW — 1)(T),_1B,, +1). Or

_Tm Tm—l T 4tm-1

amPm Trn QP

(YW = 1) (T 1 B + 1) = < 0.

On trouve donc une unique solution positive a (F},,) qui est p,, et (E),) donne a,y,.

On remonte alors les équations (Ey) et (E}) pour k allant de m — 1 & 1 : on suppose
que l'on a calculé (a;,p;) pour i = k+1,...,m. On a les équations (Ej) et (E}). On en
déduit

(Fi) s (prsr - oy = D(Tea By + 1)pi = 4epr +1= 0.

—Ty_
On a (Ps1-- - Y"* = 1)(Tho1 By + 1) = 120, don P puis ay.
axPr
Enfin, pour Wy, on a agpy — ag — po = T et do + Po =p1-pmy"° dont on déduit

aopPo
ag et po.
|

Algorithme de construction de D,,(f) pour un germe f irréductible.

1. Grace a la proposition 3.6.16 et au théoréme 3.5.2, la lecture du dénominateur de
Ziopo(f)(s1,.-.,5) permet d’énumérer les sommets de rupture Wy, ..., Wy et la
fleche vs de D, (f). Chaque sommet W; est étiqueté par I’équation de 'hyperplan
qui lui est associé

Wi y Ywy + NWiS =0.

La fléche v, est étiquetée par I'équation de I'hyperplan qui lui est associée
vs; 1+ns=0.

2. Créace au lemme 3.6.14, on connecte les sommets et la flache de D,,(f). A chaque
sommet W; pour ¢ = 1,...,m, on connecte un sommet de valence 1; au sommet
Wy, on connecte deux sommets de valence 1.

3. Il reste a calculer les décorations. Pour chaque sommet Wy, £ = 0,...,m, la
fonction Zi,,0(f)(s) permet de calculer les quantités

A
Bk = Wi et ’yW’“ = —VW’“

VWk N, Wi,
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4. Grace au lemme 3.6.21, on calcule T pour £k =0,...,m.

5. Pour £k =m,...,0, on résout ’équation
(Fr) : (prsr - pmy™ = D)(Toca Be + 1)pi — vVepe +1 = 0.

La solution positive donne p,. De I’équation

on déduit ay,.

3.6.6 Squelette du diagramme.

Nous allons définir dans ce paragraphe un squelette S(f) de D,,(f) et montrer que
la lecture de Ziopo(f)(s1,---,5,) permet de reconstituer le squelette S(f) de D, (f).

Partition associée & un sommet de rupture.

Soit v € R un sommet de rupture de D,,(f). Soient v;, i = 1,...,k les sommets et
les fléches adjacents a v. On utilise les résultats des paragraphes 3.2.3 et 3.5.2. On a

k 1

v(S2,.. 0 8) =2k ai(sa, ..., 5)
A, (52 Sr) + ai(s2;. .., 5r)

=1

)

ou

T
O[i(SQ, N ST) =q; + E Ki,jsj-
=2

Puisqu’on a choisi la décomposition D de f en produit de branches irréductibles, on a
les faits suivants pour les sommets de rupture et les fleches adjacents a v :

3'21 € {1, Cey k} tel que Ail,l 7& O et Bil,l = O

\4) 75 il, on a Ai71 =0et Bi71 7é 0.

Cela signifie que 'unique géodésique reliant v a la fleche représentant f; passe par le
sommet v;,. Avec les notations du paragraphe 3.2.3, on a alors

B, . . o A j
Vie{2,. . .r}, K= _—ﬂ” et Vie {l,... k},i#0,K;; = afj-

Définition 3.6.22. Pouri € {1,...,k}, on définit

sii# i1, :=1{j €{2,...,7}/G, s, ne passe pas par v},

Fro=A{1,...,r}\U_, F.

)

i
Remarque 3.6.23. Siv; est la fleche représentant f;, on a G, 5, = {vi}-
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On a alors
k B. .
(32) Qry (827 S 757’) = a~il - Z Z ﬁl'hj Sj
i=1 jery 1
1#£11

et pour tout ¢ € {1,...,k}, i # iy,

A

. _ ij .
(3.3) a;(s2,...,5) oz,—l—]; o S
Soit R ={1,...,r}. Alors on a
R=F'II-- I,
c’est a dire que les F! pour i € {1,...,k} forment une partition de R (en particulier,

FPNFy=0sii#j).
Définition 3.6.24. Soit v € R. On note P, la partition de R associée a v.
P, R=F'1T---IIF.

On définit
I, := card{F; € P,/ F; # 0}.

Lemme 3.6.25. Si ['on exprime A, comme fraction irréductible de Q(ss,...,s;), alors
le dénominateur de cette fraction est égal a Hle a;(Sa, ..., 8).

Démonstration. On a

k k
(2 — k) Hi:l ai(827 e 781”) + Zi:]_ HZ/#Z OZZ'/(SQ7 ceey ST)
Hle Oéi(SQ, ce Sr)

Supposons que A, n’est pas irréductible dans Q(ss, . . ., s,.). Alors il existe ig € {1,...,k}
tel que a;,(s2, ..., s,) divise le numérateur de A,. Donc a;, (s, ..., s,) divise

Hi#O a;(s2,...,8:). Orles a;(sg,...,s,) sont des éléments irréductibles de Q([sa, . . ., s,
Donc il existe i # i et k € Q* tels que

Ay(s2,...,8.) =

o (82, ...y 8) = kay(sg, ..., 8.).
On a vu que F N F} = ) pour tout i # j. D’aprés (3.2) et (3.3), on a alors
@iy (82, ...y 80) = kay, (2, .., Sp).

S'il existe jo € {2,...,7} et iy # 4o, 1 tels que A,, j, # 0, alors A, ;, = 0 mais B, ;, # 0,
ce qui est contradictoire. Donc les seules possibilités sont
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Q

(1) (2) (3)

Dans les trois cas, on a

A _B. .
a) Vj= 2, p 0l = 0
( ) aio ﬁ’h
(b) ai, = kag,.
Dans le cas (1), I'égalité (a) donne k = —1 et I’égalité (b) donne k = a , donc
ap — v

v = 2ap, ce qui implique a = p = 1 d’aprés le lemme 3.5.5. Mais alors 9, = 2, ce qui est

impossible.
o o v—a ap — v
Dans le cas (2), I'égalité (a) donne k = —1 et 'égalité (b) donne =k :
ap ap

ce qui implique p = 1. Mais alors §, = 2, ce qui est impossible.
Enfin, dans le cas (3), Iégalité (a) donne k = —1 et I'égalité (b) donne 1 = —, ce
p
qui implique p = 1. Mais alors 9, = 2, ce qui est impossible.
O

La donnée de Zypp0(f) (51, - - -, S») permet donc d’obtenir la partition P, de R associée
a tout sommet de rupture v € R.

Définition et propriétés du squelette S(f) de D,,(f).

Tout diagramme minimal de Newton D,,(f) vérifie les propriétés suivantes :
— c’est un arbre (en particulier, il ne comporte pas de cycle),
— chaque sommet de rupture peut étre connecté a au plus deux sommets de valence
1 et il existe au plus un sommet de rupture de D,,(f) connecté & deux sommets
de valence 1.
Nous allons définir un squelette S(f) étiqueté de D,,(f). C’est un arbre dont les
sommets sont des ensembles de sommets de rupture et de fleches de D,,(f). Dans un
premier temps, nous définissons les éléments de S(f).

Définition 3.6.26. Le sous-ensemble trivial E,;,;, est l'ensemble des sommets de
rupture de Dy, (f) tels que I, = 1.

Lemme 3.6.27. Si v € Eypivial, alors v a exactement 3 sommets voisins dont au plus
deux sommets de rupture ou un sommet de rupture et une fleche.

Démonstration. Soit v € Ejiviar, €t soient wy, ..., w; les sommets voisins de v. Puisque
v € Eirivial, toutes les géodésiques qui joignent v aux fleches de D,,(f) passent par un
unique sommet voisin, disons w.
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Supposons que v soit relié & un sommet de rupture w # w;. Puisque v € FEyivial,
toutes les géodésiques qui joignent w aux fléches de D,,(f) passent par v, donc w €
Eiiviar- S1w est relié & un sommet de rupture autre que v, ce nouveau sommet est dans
Eiviviar par le méme raisonnement. Puisqu’ il n’existe pas de chaine infinie, ce processus
s’arréte par un sommet de rupture relié & deux sommets de valence 1.

Donc si v est relié & un sommet de rupture autre que wq, il est relié au plus & un
sommet de valence 1, et s’il est relié a deux sommets de valence 1, il n’est relié¢ & aucun
autre sommet de rupture que wy. 0

Lemme 3.6.28. L’ensemble Ey ivia €5t connexe.

Démonstration. Soient v,v" € Eyjiq. Solent w;, i = 1,..., k, les sommets voisins de v
et soit wy 'unique sommet voisin par lequel passent toutes les géodésiques qui joignent
v aux fleches de D,,(f). Il y a deux cas a considérer : wy € G, €t w1 & G-

Siwy & Gy, il existe un sommet de rupture w’ # wy voisin de v sur G, ). D’apreés
la preuve du lemme précédent, w’' € Eyjvi. On continue ce procédé le long de Giy .
jusqu’a v'.

Siwy € Gy, supposons par I'absurde qu’il existe un sommet de rupture w € G,
tel que w & Epipiq- Puisque v € Epiyiar €6 W € Eyivia, 'unique sommet w)| par
lequel passent toutes les géodésiques qui joignent v' aux fleches de D,,(f) est sur Gy,
D’apres la démonstration du lemme précédent, il existe une géodésique Gy, ) telle que
Gl N G = {v}, dont tous les sommets de rupture appartiennent a Eyp.piq €t dont
le dernier sommet vy est relié & deux sommets de valence 1. De méme, il existe une
géodésique Gy o telle que Gy N Gl = {v'}, dont tous les sommets de rupture
appartiennent a Fy,,iq; €t dont le dernier sommet v est relié & deux sommets de valence
1. Or on a vu qu’au plus un sommet de rupture de D,,(f) peut étre relié & deux sommets
de valence 1. Donc il n’existe pas de sommet w € G, tel que w € Eipiyiar- O

Etrivial s

Définition 3.6.29. Un sous-ensemble stable E est un sous-ensemble conneze de
sommets de rupture de Dy, (f) tel que

— pour toutv € E, I, = 2,

— E est maximal pour cette propriété.

Lemme 3.6.30. Soient E un sous-ensemble stable et v € E. Alors v admet exactement
deuxr sommets voisins qui ne sont pas de valence 1 et qui ne sont pas dans Eipiviar- En
outre, v admet soit un sommet voisin de valence 1, soit deux sommets voisins de valence
1, soit un sommet voisin dans Eiivia, S0it un sommet voisin dans Ejyiyia €t un sommet
voisin de valence 1.

Démonstration. Soient w;, i = 1,...,k, les sommets voisins de v. Il existe exactement
deux sommets w; et wy tels que les géodésiques qui joignent w; et wy aux fleches de
D,,(f) ne passent pas par v. Pour i = 3,... k, les géodésiques qui joignent w; aux
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fleches de D,,(f) passent par v. Donc si v n’est pas connecté & Eypiyiar, 0w, = 1 €t k=3
ou 4 (on a vu que c’est une propriété des diagrammes qu’au plus un sommet de valence
1 est connecté a chaque sommet de rupture sauf peut étre un sommet de rupture qui
est connecté a deux sommets de valence 1) . Si v est connecté & Ejppiq, il existe un
unique iy € {3,...,k} tel que wy, € Eppiyiar €t 0y, = 1 pour i € {3,...,k} et i # iy. En
particulier, on a £ = 3 ou 4 (on a vu qu’au plus un sommet de D,,(f) était connecté a
deux sommets de valence 1 et que si Eyjpiq 7 0, ¢’était un sommet de Fyiyiar)- O

Lemme 3.6.31. Soient E un sous-ensemble stable et v,v' € E. Alors P, = P,.
Notation 3.6.32. On dit que P, est la partition associée a E. On la note Pg.

Démonstration. On peut supposer que v et v’ sont voisins. On a vu dans le lemme
précédent que v était connecté a exactement 2 sommets de rupture w; et ws qui ne sont
pas dans Fy.ia et tels que les géodésiques qui joignent w; et wy aux fleches de D, (f)
ne passent pas par v. Le résultat est alors clair. O

E

Définition 3.6.33. Soit v un sommet de rupture de D,,(f). On dit que v est un som-
met de bifurcation si I, > 3.

Nous avons défini tous les éléments qui constituerons S(f), c’est a dire Eyipiar »
les sous-ensembles stables F, les sommets de bifurcation et les fleches de D,,,(f). Nous
donnons maintenant des propriétés de ces sous-ensembles qui permettent de les connecter
les uns aux autres.

Proposition 3.6.34. Soient v,v" deur sommets de rupture de D,,(f) qui ne sont pas
des sommets de bifurcation. Alors P, = Py si et seulement si v,V € Eiipiaqr 0u bien v
et v' appartiennent au méme sous-ensemble stable.

Démonstration. Si P, = P, est la partition triviale, il est clair que v,v" € Ejrinial-
Supposons que [, = I, = 2 et P, = P,. Si v et v' n’appartiennent pas au méme
sous-ensemble stable, alors il existe un sommet w € G, tel que I, # 2.

Il existe au moins un sommet de rupture w; voisin de v et n’appartenant pas a G, .
tel que les géodésiques qui joignent w; aux fleches de D,,(f) ne passent pas par v. Soit
F1 le sous-ensemble de R associé & ce sommet et soit Fy 'autre sous-ensemble de P,,.
De méme, il existe au moins un sommet de rupture w} voisin de v’ et n’appartenant pas
a Gy, tel que les géodésiques qui joignent w] aux fleches de D,,(f) ne passent pas par
v'. Soit F] le sous-ensemble de R associé a ce sommet et soit Fj 'autre sous-ensemble
de P, . Les géodésiques qui joignent w; aux fleches de D(f) et w] aux fleches de D,,(f)
ne passent pas par w. Donc [, > 2.

Or I, # 2, donc I,, > 3. Alors il existe au moins un sommet ws voisin de w et
n’appartenant pas a G, . tel que tels que les géodésiques qui joignent wsz aux fleches de
D,,,(f) ne passent pas par w. Soit F le sous-ensemble de R associé a ce sommet. Alors
ona (FUJF]) C Fpet F £, ce qui contredit le fait que P, = P,. O
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Proposition 3.6.35. Soient v et v' deux sommets de bifurcation de D,,(f). Alors P, #
Pv/'

Démonstration. Soit w le sommet adjacent a v sur Gy, .. Le sommet w n’est pas de
valence 1 et il n’appartient pas a Ej,.;q car sinon, on aurait v/ € Ej.ipa. Soit F le
sous-ensemble de R associé & ce sommet. Puisque v" est un sommet de bifurcation, il
existe au moins deux sommets de rupture wj et wj voisins de v’ tels que les géodésiques
qui joignent w; et w) aux fleches de D(f) ne passent pas par v’. Soient F| et Fj les
sous-ensembles de R associé a ces sommets. Alors on a (F{UFy) C F,donc P, # Py. O

Proposition 3.6.36. Soient v un sommet de bifurcation de D,,(f) et E un sous-
ensemble stable. Soit F un sous-ensemble non vide de R. Alors F € P, et F € Pg
si et seulement st v est connecté a un sommet de E.

Démonstration. Si v est connecté & un sommet de E, soit v’ ce sommet. Puisque v’ € E,
il n’existe qu'un sommet de rupture w; connecté a v’ autre que v. Soit F; le sous-
ensemble de R associé a ce sommet. Alors F; est aussi le sous-ensemble de R associé au
sommet v' dans la partition de v.

Réciproquement, soit F II F’ la partition Pg et soit Fj II-- - II F/ la partition P,. Si
v n’est pas connecté a un sommet de £, alors il existe un sommet w ¢ E appartenant a
Gow 01 v est une extrémité de E. Considérons le sommet w voisin de v'. Le sommet w
n’est pas de valence 1 et il ne peut pas étre dans Ej,.;; car sinon, on aurait v € Ey.iial-
Donc w est un sommet de bifurcation et il existe au moins un sommet de rupture w
voisin de w et n’appartenant pas a Gy, tel que les géodésiques qui joignent w; aux
fleches de D,,(f) ne passent pas par w. Soit F; le sous-ensembles de R associé a ce
sommet. D’autre part, soit w] le sommet de rupture voisin de v situé¢ sur G, . et soit
F le sous-ensembles de R associé a ce sommet. Alors on a (Fy UFS I --- 1T F]) C F et
(FL UF') C F|. En particulier, F ¢ P, et F' ¢ P,. O

Proposition 3.6.37. Soient v et v' deur sommets de bifurcation de D,,(f). Soient
Po:R=FU---IF, et Py: R=F1---1ILF. Alorsv et v' sont connectés par une
aréte ou bien sont connectés aur deux extrémités d’un méme sous-ensemble stable si et
seulement s’il existe k € {1,....,m} etl € {1,...,n} tels que

Fio = Ui F et Fl = Ui F;.
i#1 J#k
Démonstration. Siv et v’ sont connectés par une aréte ou bien sont connectés aux deux
extrémités d’'un méme sous-ensemble stable, c’est clair.

Réciproquement, supposons qu’il existe un sommet de rupture w € Gy, n’appar-
tenant pas & un sous-ensemble stable. Alors [, > 2 donc w ¢ Ejji0. Donc w est un
sommet de bifurcation. Il existe au moins un sommet de rupture w; voisin de w et n’ap-
partenant pas a G, tel que les géodésiques qui joignent w; aux fleches de Dy, (f) ne
passent pas par w. Soit F le sous-ensemble non vide de R associé a ce sommet. D’autre
part, soit w; (resp. w}) le sommet de rupture voisin de v (resp. v') situé sur Gy, et
soit Fy (resp. Fi) le sous-ensembles de R associé & ce sommet. Alors on a

(FUFRU---UF)CF
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et
(FUFRU---UF,) C F.

Pour tout i € {2,...,m}, F; C F donc F; p Fj,et FoU---UF, C Fpet F;NF, =10

=

donc F; B FyU---UF,. Deplus, F,, # Uj_oF; car F # D et F,, p F] car Fy C Fj et

FiNFn=0.Donc Ak € {1,....,m}, 1 €{1,...,n}/Fr = U F,. O
i#1
Proposition 3.6.38. Soit j € {1,...,r}. L’ensemble des sommets de rupture v pour les-

quels {7} € P, est constitué soit d’un sommet de bifurcation w, soit d’un sous-ensemble
stable E, soit d’un sommet de bifurcation w et d’un sous-ensemble stable E connectés
par une aréte, soit du sous-ensemble trivial Eiyipiq. Alors la fleche représentant f; est
connectée a w dans le premier cas, une extrémité de E dans le second, ’extrémité de
E a laquelle n’est pas connecté w dans le troisieme et Uextrémité de Fipiviar qui n'a pas
deuxr sommets de valence 1 dans le quatrieme.

Démonstration. Si w est le sommet de rupture de D,,(f) relié a la fleche représentant
fj, alors il est clair que {j} € P,. De plus, w peut étre U'extrémité de Et.;pu qui n’a pas
deux sommets de valence 1, un sommet de bifurcation ou bien l'extrémité d’un sous-
ensemble stable E. Dans ce dernier cas, si ’autre extrémité de E est reliée a un sommet
de bifurcation w’, alors on a aussi {j} € Py.

D’autre part, soit v un sommet de rupture de D,,(f) différent de w et n’appartenant
pas & F ou Ey.yiq selon le cas. Alors G, f;) passe par w. Puisque w est un sommet de
bifurcation, il existe au moins un sommet de rupture w; voisin de w et n’appartenant pas
a Gy, tel que les géodésiques qui joignent w; aux fleches de Dy, (f) ne passent pas par
w. Soit F le sous-ensemble non vide de R associé & ce sommet. Alors le sous-ensemble
de la partition de v contenant j contient F U {j}. O

Proposition 3.6.39. Supposons que Ei.piq # 0. Soient vy, ..., v, les sommets de
Eiriviar avec vg < -+ < v,, vg est connecté a deux sommets de valence 1 et les v;
sont connectés a un sommet de valence 1 pourt=1,...,n. Soit v le sommet de rupture
de D, (f) relié a lextrémité v, de Eyiyia. Alors

Vo = Upin,; pour tout j € {1,...,r}.

De plus, pour tout j € {1,...,r},

Vo

/
WS << <

pour tout sommet de rupture v' € D,,(f) différent de vy, ..., v, et v.

Démonstration. On a déja vu que Ey.iiq €st un ensemble connexe (lemme 3.6.28), et que
tous les sommets de ;v admettent comme partition associée la partition triviale. De
plus, chaque sommet de ;. admet exactement deux sommets de rupture voisins et un
sommet voisin de valence 1, sauf un sommet vy qui admet un sommet de rupture voisin
et deux sommets voisins de valence 1; donc chaque sommet de E},.;i; admet un sommet
précédent, sauf vy. Pour tout j € {1,...,r}, on a alors Glo.f;) = Gj et Eyivia C Gj.
En particulier, avec les notations du paragraphe 3.6.3, on a Ey.jpia = {Wo, ..., W, } ou
W; = v;. Cela signifie que si Ey.pi €st non vide, il est par construction constitué des
premiers sommets de toutes les géodésiques G de D,,(f).
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Soient ag et pg les décorations proches de vy situées sur les arétes reliant vy aux deux
sommets de valence 1. Alors on a ag > 2 et pg > 2 (car sinon, vy disparaitrait). Donc
d’apreés le lemme 3.6.14, on a d’une part,

Vo = Upmin,; pour tout j € {1,...,7},

et d’autre part,
Vit < <t <y <

pour tout sommet de rupture v’ € R différent de vy, ..., v, et v. O

En particulier, cette proposition permet d’identifier le sommet de rupture v de D,,(f)
auquel est connecté Eypial-

Définition 3.6.40. Le squelette S(f) de D,,(f) est U'ensemble consitué du sous-
ensemble trivial i ivial, des sous-ensembles stables, des singletons contenant les sommets
de bifurcation et des singletons contenant les fleches de D,,(f), ces sous ensembles étant
connectés les uns aux autres selon les propriétés énumérées dans les propositions 3.6.36,
3.6.37, 3.6.38 et 3.6.39, et chaque sommet et chaque fleche contenu dans les différents
sous-ensembles étant étiqueté par I'équation de 'hyperplan qui lui est associé.

Algorithme de construction du squelette étiqueté S(f) de D,,(f).

1. Grace a la proposition 3.6.16, la lecture du dénominateur de Ziy,0(f)(s1,---,Sr)
permet d’énumérer les sommets de rupture vy, ..., vy et les fléches aq,...,a, de
D, (f). Chaque sommet v; est étiqueté par I’équation de I'hyperplan qui lui est
associé

Vi 5 Wy, + Nvi,lsl + -+ Nvi,rs’r = 0.

Chaque fléche a; est étiquetée par ’équation de 'hyperplan qui lui est associée
a; ; 1+n,81 =0.

En particulier, on obtient les multiplicités (n;) des fleches a;.

2. Pour tout sommet de rupture v;, on calcule

i Uy, "N, .
Ay, (59,...,8,) = ((Vvi + ZNvi,ij)Ztop,O(f)> <_N 411 - N—“jsj,sQ, . ,sr>

J=1

et on en déduit la partition P,, de R associée a v;.

3. A l'aide des lemmes 3.6.28 et 3.6.31 et des propositions 3.6.34 et 3.6.35, on trie les
sommets vy, ..., vy et les fléches aq, ..., a, en quatre types de sous-ensembles :
— le sous-ensemble trivial,
— les sous-ensembles stables,
— des singletons contenant les sommets de bifurcation,
— des singletons contenant les fleches.

4. A Taide des propositions 3.6.36, 3.6.37, 3.6.38 et 3.6.39, on relie ces différents types
de sous-ensembles par des arétes.
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On obtient un squelette étiqueté S(f) des sommets de rupture et des fléches de

Do (f)-

{az}

{a1} /////

‘ B3 =A{vi1}
{va} (a5}
Eirivial = {v5, v7, vol——— {v1}

By = {ve,vg} {v2}

7\

{v3} ——= {va} {az}

S
2 E( = {v10,vi2}

{ag}

3.6.7 Connexion des sommets des sous-ensembles de S(f).

On a vu dans le paragraphe précédent comment étiqueter chaque sommet de rupture
et chaque fleche de Dy, (f) en lisant le dénominateur de Zy,, o(f). Cela revient a se donner
pour chaque sommet de rupture v 'ensemble {7,j = 1,...,7} et pour chaque fleche sa
multiplicité. La partition P, associée a chaque sommet permet de partitionner I’ensemble
des sommets de rupture de D,,(f) en sous-ensembles qui sont le sous-ensemble trivial,
les sous-ensembles stables et les sous-ensembles constitués d’un sommet de bifurcation.
On a vu comment ces partitions permettaient de connecter entre eux ces différents sous-
ensembles et de connecter ces sous-ensembles aux fléches de D,,(f).

Nous allons maintenant étudier comment, a l'intérieur de chaque sous-ensemble, les
sommets sont reliés par des arétes en étudiant chaque {7}’, j=1,...,r}. Nous donnons
d’abord des résultats préliminaires que seront utiles & notre étude.

Résultats préliminaires.

Ona f = H§:1 fjnj Alors pour tous i,5 € {1,...,r} avec i # j, les diagrammes
minimaux de Newton D,,(f;”) et Dy, (f]"f;”) sont des sous-diagrammes de D,,(f).
Nous voulons dans un premier temps identifier les portions de D,,(f) qui correspondent
& D (f;7) et Dy (f{" f;7). On renvoie aux définitions et aux notations du paragraphe
3.6.3.

Définition 3.6.41. Soit j € {1,...,r}. Le sommet vy, ; est Uunique sommet véri-

fiant 'y;-) = minvenﬁ. On note G; la géodésique de D,,(f) reliant vy ; a la fleche
représentant f;. On a G; C Gj.

min,j

Proposition 3.6.42. Soit j € {1,...,r}. Les sommets de rupture de Dm(fjnj) sont

exactement les sommets de rupture de G; pour lesquels la décoration proche adjacente a
G; est strictement supérieure a 1 rencontrés dans le méme ordre.

Démonstration. Pour obtenir D,,(f;”) a partir de Dy, (f), on supprime toutes les fleches
de D,,(f) ne représentant pas f; et on minimalise ce nouveau diagramme. On reprend
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la construction des diagrammes décrite au paragraphe 1.2. Le diagramme D,,(f) est
un sous diagramme de D(f) qui est constitué de plusieurs axe verticaux construits
successivement. Le diagramme est complet quand toutes les arétes se terminent par
un sommet ou une fleche. Considérons un axe vertical de D,,(f) ne contenant aucun
sommet de G;. En partant des derniers axes construits et en remontant vers le premier
axe vertical, une fois toutes les arétes ne repésentant pas f; supprimées, on obtient une
portion de diagramme du type :

Les arétes situées a droite des V; portent la décoration 1 donc disparaissent par mi-
nimalisation. Alors il ne reste que des sommets de valence 2 qui disparaissent également
par minimalisation. Si un axe vertical contient k£ sommets de G},

\% N
aq 1/ “\‘

p1
ag N
Vi i
2 p2 ™

Vi %é,: Gy

an /\\
Vn \,/"

alors avec le méme raisonnement, tous les sommets et arétes n’étant pas sur G,
disparaissent par minimalisation. Il ne reste donc que G;. Or d’apres le lemme 3.6.14,
tous les sommets de G situés sur G, ., Vérifient ag ou pg = 1 et p; = 1. Ces
sommets disparaissent par minimalisation. Enfin, les sommets de G_J dont la décoration
adjacente a G_J est égale a 1 disparaissent également par minimalisation. Les sommets
restants sont des sommets de rupture dont la décoration adjacente & G; est strictement
supérieure a 1 donc ne disparaissent pas. O

Proposition 3.6.43. Soient i,j € {1,...,r} avec i # j. Les sommets de rupture de
Dm(flnlfjnj) sont exactement les sommets de rupture de Dy, (f) situés sur Gy, s, pour
lesquels la décoration proche adjacente a Gy, r,) est strictement supérieure a 1 rencontrés
dans le méme ordre.

Démonstration. C’est le méme raisonnement que la preuve précédente. O
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Proposition 3.6.44. Soient i,j € {1,...,r} avec i # j. Alors on a
Ztop,O(finif;lj)(Sia Sj) = Ztop,O(f)(Oa S 07 Si, 07 cee 707 Sj> 07 cee aO)a
ZtOZLO(f;Lj)(Sj) = Ztopﬁ(f)(oa cee a07 S5, 07 <. ,O)

Démonstration. 11 suffit d’utiliser la définition de Zy,,0(f) :

Ztop,O(f)(817"’7ST) - ZXtop(E;)H !

= o Vit Niisy+ -+ + Ni,s,

. . 2 2 . . s 5
et de remarquer que si 7 : X — C* est une résolution de f =[] j=1f;’, alors 7 est une

résolution de flmfjnj et de f]nj O
Remarque 3.6.45. Afin de reconstruire le diagramme minimal de Newton de f, nous
allons utiliser successivement la donnée de Zypo(f;”)(s;) pour j € {1,...,r} et de

Ztop,o(fi"if;j)(si, s;) pour i, € {1,...,r} et i # j. Ceci n’est pas surprenant. En effet,
d’aprés M. Lejeune-Jalabert, on dispose du résultat suivant ([Lef) :

Proposition 3.6.46. Soit f = [[._, fi € C{z,y} la décomposition en composantes
irréductibles d’un germe de courbe plane. Alors la donnée de la topologie de chaque
composante f; pour i € {1,...,r} et de (f;, f;)o pour tous i,j € {1,...,7} avec i # j
détermine la topologie de f.

Résultats sur les sommets des sous-ensembles stables.

Soit E un sous-ensemble stable de S(f). Soit Pg la partition associée & E. On a
Pr = F1 11 F,. Soient i € F et j € Fy. D’aprés le lemme 3.6.30, E est connecté a deux
sommets de bifurcation ou fléches et éventuellement a un sommet de Fyiyiq. Sur Dy, (f),
soient v;,v; € R U F les sommets ou les fleches connectés a E tels que E N Gy, f) = 0
et BN G, f) = 0.

/’/
Si— 5 —4 Biriviat — B
e \v‘ o
s N TN
fi fj .
~

fi

En calculant 7} et 7j pour tout v € R, on identifie Vyyini €t Vpminj sur Dy, (f) et on
trace @ et ?j

Lemme 3.6.47. Si E C G; (resp. E C G;) et si Vi,..., Vi sont les sommets de E
rencontrés dans cet ordre sur Dy, (f) quand on parcourt G; (resp. G;) de Umin; (Tesp.
Umin,; ) vers f; (resp. f;), alors on a

W< < (et < <),
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Démonstration. C’est évident d’apres le lemme 3.6.14. O

Lemme 3.6.48. Il y a deur cas o0 E ¢ G; et E ¢ G :

(1) Epivia # 0 et le sommet v auquel est connecté Eyiyiq appartient o E,

(2) Eiviat = 0, Vming € E €t Uini ¢ E (resp. Umini € B €t Vinj & E) et il existe au
moins un sommet de E n’appartenant pas a G; (resp. G;). Alors il existe un seul
sommet v de E vérifiant v ¢ G; (resp. G;).

> o«

(3) Eiriviar = 0, Vmini € E et Upinj € E. Alors $i Umini 7# Uminj, il existe au plus un
sommet v € G| vmin.g] dUffETENE de Vi i €t Vpin,j-

Remarque 3.6.49. [l existe au plus un sous-ensembles stable qui vérifie ['une ou l’autre
de ces propriétés.

Umin,is

Démonstration. (1) Si Eyivia # 0, on a vu dans la proposition 3.6.39 que le sommet
v de Firiviqr qui est connecté a deux sommets de valence 1 vérifie vy = vpp; pour
tout j € {1,...,r}. Donc vo = Unmini = Uminj- S Etriviar €st connecté & un sommet
v de E, alors une partie des sommets de F sera inclue dans G; et une autre dans

G;. 1l existe au plus un sous-ensemble stable connecté & FEyyiq donc au plus un
sous-ensemble stable qui vérifie cette propriété.

(2),(3) Si Eiiviat = 0, puisque E ¢ G; et E ¢ G_j, alors Upin,; € £ OU Upmn; € E. De plus,

S1 Upmin,i € E (resp. Vpmin; € E), d’aprés le lemme 3.6.14, on a Vpin; = Umin,ir (r€SD.
Umin,j = Umin,j’) our tout i € Fy (resp. j' € Fs).

Si Umin,i 7 Umin,j €t 8'il existe un sommet v de F n’appartenant ni a G, ni a G_j,
alors d’aprés le lemme 3.6.14, au plus une des décorations proches de ce sommet est
différente de 1. C’est la décoration située sur I’aréte reliant v & un sommet de valence
1 car sinon, v disparaitrait par minimalisation. Alors v n’admet pas de sommet
précédent car sinon, une des autres décorations proches de v serait strictement
supérieure a 1. Au plus deux sommets de E n’admettent pas de sommet précédent
(car on sait que les sommets de E sont connectés a exactement deux sommets de
rupture et un sommet de valence 1). S’il en existe deux, soient v et v’ ces deux
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sommets et soient p et p’ les décorations située sur I'aréte reliant v et v’ a des
sommets de valence 1. On a p > 1 (resp. p’ > 1) car sinon, v (resp. v') disparaitrait.

<y

Si toutes les autres décorations proches de ces deux sommets sont égales a 1, on a
Apo)=1—pp' < 0, ce qui est impossible. Donc il existe au plus un sommet de £
n’appartenant ni a G; ni a G;.
Enfin, un seul sous-ensemble stable de S(f) peut admettre des sommets n’ayant pas
de sommet précédent, donc au plus un sous-ensemble stable vérifie la propriété (2)
ou (3).

O

On note Vi = Vo = v dans le cas (1), Vi = vpp,; dans le cas (2) et Vi = vpini,
Vo = Upin,; dans le cas (3) (on peut avoir V; = V5). On a

' =min{y),V € E} et 7}*> = min{y},V € E}.

Il faut noter que d’aprés la proposition 3.6.42, dans le cas (2), Vi = Upin; €st un sommet
de rupture de D,,( fjn 7) mais qu’il existe un sommet V' € E qui n’est pas un sommet de
rupture de D, (f;”). Dans le cas (3), V} (resp. V3) est un sommet de rupture de Dy, (f;")
(resp. D,(f;”)) mais il peut exister un sommet V € Gy, 1, différent de V; et Va qui

J

n'est ni un sommet de rupture de D,,(f{") ni un sommet de rupture de D,,(f;”). En

revanche, dans le cas (1), V3 = V4 peut ne pas étre un sommet de rupture de D,,(f;")
et de Dy, (f;”). Soient

r = card{w,w € G, v, w # Vi, v;},
s := card{w,w € Gy, w # Va,v;}.

Lemme 3.6.50. La donnée de {n;,V € E} (resp. {7}, V € E}) et de Zyopo(f) permet
de calculer r (resp. s).

Démonstration. D’aprés la proposition 3.6.44, on calcule Zy,,0(f;"). D’aprés la pro-
position 3.6.42, les sommets de rupture de D,,(f;") qui sont des sommets de E sont
exactement les sommets {w, w € Gy, v,),w # v;} (les décorations proches des sommets
w € Gy, adjacentes & Gy, ,,) sont supérieures a 1 car sinon, ces sommets disparai-
traient). D’apres les théorémes 3.3.1 et 3.5.2, le dénominateur de Z,,o(f;") est constitué
des v, + N, ;s; ot v décrit les sommets de rupture et la fleche de D,,(f;"). Soient

T := {7/ /(vy + Ny;s;) est au dénominateur de Ziopo(f7)},
L = {7j/(vy + Ny js;) est au dénominateur de Ztop,o(ffj)}.
On a ,* = min{yY,V € E}. Puisqu'on a identifié V; et v;, on calcule 7, et 4*. Alors
card{v, 7} € Ty et 7' <7y <~} =r.

On fait le méme raisonnement avec j et Vs. O
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Soient wy, ..., w, les sommets de G|y, ., différents de V; et v; rencontrés dans cet
ordre sur D,,,(f) quand on parcourt Gy, ., de Vi vers v;. Soient wy, ..., w, les sommets
de Gy, ;) différents de V5 et v; rencontrés dans cet ordre sur D,,(f) quand on parcourt
Gy, de Vo vers v;.

Lemme 3.6.51. La donnée de {V € E}, {7,V € E}, {7}, V € E}, Zipo(f") et
Ziopo(f;”) permet d’identifier wy, ... w, et w}, ... w} dans {V € E}.

Démonstration. S’il existe, on note V; le sommet de I appartenant a G|y, v, différent
de Vi et V5. D’apres ce qui précede, on a

/

(3.4) R L R ST
(35) ,Y;U'r>_..>,y‘;ul>,Y:/1>fyy0<7:/2<fy;vll<...<fy;ug

(dans ces inégalités, Vj peut ne pas exister, et si V3 = V5, on suppose que Vs n’existe
pas)
D’aprés la proposition 3.6.44, on calcule Zypo(f;) et Ziopo(f;”). Notons a nouveau

[ :={7!/(vy + Ny;si) est au dénominateur de Z,,0(f;")},

T := {7} /(vs + Ny ;s;) est au dénominateur de Zypo(f;”)}.
D’apres les théoremes 3.3.1 et 3.5.2,

Vi 7 r
i/ eTiet 7t <o <'b={%" 0"}

De plus, on a ;" < --- < ~,”. De méme,
(/) €Ty et 7;/2 <7 < fy;j} = {7;-”17---#;'”8}-
De plus, on a 7;”/1 << V;U;.

Notons que I'on a démontré dans la preuve de la proposition 3.6.19 que si v € G,
v e Gjetuv ¢ G;NGy, alors

N, ; - Nvgj7
Nv,i Nfu’,i
c’est a dire
(3.6) Jo o Jo
Y Y

Puisqu’on connait Vi, V5, v; et v;, on connait

(/¢ e Tyet v/ < A7 <A}

et
{3 /7] €Ty et 3 <) <7’}
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Soit
fy]‘-/ = max{yj/yj € T; et fyj‘-/? <7 < ’y;»)j}.
Alors on a v} = fy;-”;. Si w est 'unique sommet de E vérifiant 7} = ’y;-”;, on a identifié
w,. Sinon, d’aprés (3.5), il existe au plus un autre sommet V' € E tel que 7} = vj‘»ﬂ, et
s'il existe, V' = wy, ot wy € {Vo, Vi, w,...,w,}. Si )% = ’y;-“;, on veut différencier w,
de wy. Si %@g ¢ I';, alors on sait que w;, ¢ G, v, donc w;, € Gy, et on identifie wy.
En revanche, si v;”; € Ty, alors d’aprés (3.4), il existe un unique w; € {wy, ..., w,} tel
que ;" = 7. Alors d’apres (3.6), 7;”; < 75", Mais alors, w; est forcément sur Gy, o,
puisque 7;-”2 est par définition le maximum des 7} pour lesquels v est sur Gy, ;). Donc
on identifie également w?.
Maintenant, supposons que ’on a identifi¢ les sommets w;_, ,...,w,. Soit

'y;/ = max{y;j/vj € T et ’yjy2 <77 <yt

On a VJV = 7;-”’“. Si wy, est 'unique sommet de E vérifiant 7]‘/ = 7;U’“, on a identifi¢ wyj.
Sinon, d’aprés (3.5), il existe au plus un autre sommet V' € E tel que 'yj‘-/ = %V , et gl
existe, V' = w; on w; € {Vy, Vi, wy,...,w.}. Si fy;.”’ = ’y;-u’“, on veut différencier wj, de
wy. Si ;¥ ¢ Ty, alors on sait que w), ¢ Gvi ;) donc wy, € Gy, et on identifie wy. En

revanche, si 7; © € Ty, alors d’aprés (3.4), il existe un unique w,, € {wy, ..., w,} tel que

w/

v " = ;™. Alors d’apres (3.6), v,* < ;™. Mais alors, wy, est forcément sur Gy, ]

puisqu’on a déja identifié tous les sommets v de Gy, ;) tels que 77 > 7;-"’“. Donc wy, est
sur Gy, €t on identifie également wy,. O

Algorithme de connexion des sommets des sous-ensembles de S(f).

Maintenant que nous avons énoncé toutes les propriétés nécessaires, nous décrivons
'algorithme permettant de connecter entre eux les sommets d’un sous-ensemble de S(f).

1. D’aprés le paragraphe précédent, on connait les sommets vy, ..., v, de Eyivia €t
leurs étiquettes. Pour un j € {1,...,r}, on calcule ;" pour tous les sommets
V; € Firiviar €t la proposition 3.6.39 permet alors de connecter ces sommets les uns
aux autres.

2. Soit E un sous-ensemble stable. D’apreés le paragraphe précédent, on connait les
sommets de E et leurs étiquettes. On calcule la partition Pg associée & E. On a
Pr =F, I F,. Soient © € Fi et j € Fy. D’aprés le lemme 3.6.30, E est connecté a
deux sommets de bifurcation ou fléches et éventuellement & un sommet de Eyyipial-
Sur S(f), soient v;,v; € R UF les sommets ou les fleches connectés a E tels que
ENG, 5 = 0et ENGYy, 5,1 = 0 (puisque v; et v; sont des sommets de bifurcation
ou des fleches, il sont dans des sous-ensembles de S(f) qui sont des singletons,
donc on sait les identifier).

Avec la donnée de S(f), on connait I’ensemble des sommets de rupture de D,,(f)
et leur étiquette. On calcule 4? (resp. 7}’) pour tout sommet de rupture v et on
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identifie vynin; (r€SP. Umin ;) sur S(f). Le sommet Uy (r€sp. Umin ;) appartient
soit & Fyivial, 801t & un sous-ensemble stable qui peut étre F, soit a un singleton qui
contient un unique sommet de bifurcation. Enfin, on trace sur S(f) la géodésique
G' (resp. G) reliant le sous-ensemble de S(f) qui contient vy (reSp. Vminj) & fi
(resp. f;).

D’apreés la proposition 3.6.44, on calcule Zyy, 0(f7") €t Zigpo fj" 7). On calcule alors

I = {7 /(vy + N,;s;) est au dénominateur de Zi,,o(fi")},

T = {7} /(v + Nyjs;) est au dénominateur de Zyop,o(f;”)}-

Si E est complétement inclus dans G° (resp. G7), et si pour tout sommet v € F,
v eI (resp. Vi € I';), alors d’aprés le lemme 3.6.47, on ordonne les sommets de
E.

Sinon, on est dans le cas (1) (2) ou (3) du lemme 3.6.48. Alors les lemmes 3.6.50
et 3.6.51 permettent d’ordonner les sommets de E.

On obtient un arbre identique a D,,(f) sans les sommets de valence 1 de D,,(f)
et les arétes connectées a ces sommets et sans les décorations de D,,(f). Soit T'(f) cet
arbre.

3.6.8 Décoration de I’arbre T'(f).

A présent, on a connecté tous les sommets des sous-ensembles de S(f) les uns aux
autres et on a ainsi obtenu l'arbre T'(f). Il reste a décorer chaque aréte de cet arbre. Nous
allons exhiber des propriétés concernant les décorations proches des différents sommets
du diagramme, puis nous donnerons un algorithme de décoration de 7'(f).

Lemme 3.6.52. Soit j € {1,...,7}. Siv & G, alors au plus une décoration proche de
v adjacente a Gz, est différente de 1.

Démonstration. On reprend les notations du paragraphe 3.6.3. Si v ¢ G, et v € G,
alors soit il existe k, s tels que v = V}, ;5 et la seule décoration proche de v adjacente a
G, f;) et supérieure a 1 est ay s, soit il existe k tel que v = Wy et d’apres le lemme 3.6.14,
puisque v ¢ ?j, on a p; = 1 donc la seule décoration proche de v adjacente a G, 5, et
supérieure a 1 est ay.

Sivé¢Gjetvéd Gy, alors il existe i € {1,...,r}, i # j tel que v € G;. On reprend
les notations du paragraphe 3.6.3 pour nommer les sommets de G;. S’il existe £ > 1 tel
que v = Wy, alors G, s, passe par le sommet Vj, o, de G; car sinon, v appartiendrait a
G;. Donc la seule décoration proche de v adjacente a Gy, 5, et supérieure a 1 est py. Le
raisonnement est le méme si v = Vi, ou v = V1. Enfin, si v = Wy, G, ;) passe soit
par I'aréte portant la décoration ag soit par celle portant la décoration py (car sinon, on
aurait v = W, pour G, donc v € GG;). Donc la seule décoration proche de v adjacente a
G, f;] €t supérieure a 1 est ag ou py. ]
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Propriétés des décoration proches des sommets v € G; pour j € {1,... r}.

Soit j € {1,...,7}. On consideére la géodésique G;. On reprend les notations du
paragraphe 3.6.3 : on suppose que G; # Gy, , 5, Les sommets de G sont les sommets
de G; compris entre vy, ; et f;. Il y a quatre types de sommets sur G :

(i) les sommets W, de G; compris entre v, ; et f; pour lesquels py > 1,
(ii) les sommets Vj, ; de G compris entre v, ; et fj,
(iii) les sommets W}, de G, compris entre vy, ; et f; pour lesquels p, = 1,
)

(iv) le sommet Uy ;.

Lemme 3.6.53. La donnée de Zy,po(f) permet d’identifier les sommets du type (i) et
de calculer la décoration proche située sur chaque aréte reliée a ces sommets.

Démonstration. Les sommets du type (i) sont les sommets W, de G; compris entre vy, ;
et f; pour lesquels p, > 1. D’aprés la proposition 3.6.42, ce sont donc les sommets de
rupture de D,,( f;l 7). On calcule Zyp 0( ff 7) grace a la proposition 3.6.44. La proposition
3.6.20 permet alors de calculer les décorations ay et pg.

La décoration ay est sur Gw,_, w,], et la décoration située sur Gw, w;,.,) est 1, mais
il reste a positionner py. Soient wy, . .., w; les sommets de rupture ou les fléeches adjacents
a Wy n’étant ni sur G, _, w,) ni sur G, w,,,]- Enfin, soit wg le sommet de valence 1
connecté a Wy, (les sommets du type (i) sont connectés a au plus un sommet de valence
1 : en effet, seul un sommet de D,,(f) peut étre connecté a deux sommets de valence 1
et ce sommet n’a pas de sommet précédent).

P &
w1
o R TS
Pour i € {1,...,l}, soient F' le sous ensemble de P, associ¢ au sommet w; et
Ji € F'. On calcule vy, et Ztop,o(f;“)- Alors d’aprés les lemmes 3.6.14 et 3.6.52, si

(vw, + Nw, ;;sj,) apparait au dénominateur de Z,,o( f;: 7, alors il existe deux décora-
tions proches de W adjacentes a G, £i] différentes de 1 qui sont a; et pg, et donc
Varéte [Wy,w;] porte la décoration 1. En revanche, si (vw, + Nw, ;;S;;) n'apparait pas
au dénominateur de Zjp o f: ji), alors il existe au plus une décoration proche de Wy
adjacente a G[Wk’fji] différente de 1, et on a déja ay. Donc 'aréte [Wy, w;] porte la dé-
coration py. Si pour tout ¢ € {1,...,1l}, (vw, + Nw, j;s;,) apparait au dénominateur de
Ztopgo(f;:_”), alors py, est sur laréte [Wy, wo).

]

Lemme 3.6.54. Si v est un sommet du type (i) pour j € {1,...,r}, alors il existe
J e A{l,...,r} tel que v est un sommet du type (i) ou du type (iii) pour j'.

Démonstration. Les sommets du type (ii) pour j sont les sommets Vj s de G; compris
entre Upin,; et fj. Le sommet Vj o est un sommet de rupture donc il existe au moins un
sommet de rupture ou une fleche w voisin de Vj, ; n’appartenant pas a G;. Soient F le
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sous ensemble de Py,  associé¢ au sommet w et j' € F. Alors les géodésiques G et G
sont communes de Wy & Vi, s donc vpin j = Umin,j7, €t pour la géodésique G, Vi s est un
sommet du type (i) ou du type (iii). O

Lemme 3.6.55. La donnée de Zi,o(f) permet d’identifier les sommets du type (i11) et
de calculer la décoration proche située sur chaque aréte reliée a ces sommets.

Démonstration. Grace aux lemmes 3.6.53 et 3.6.54, avec la donnée de Zy,, o(f), on décore
les arétes adjacentes aux sommets Wy, tels que pr > 1 pour toutes les géodésiques G,
j € {1,...,r}. Il ne reste que les sommets W, de G, compris entre vy, ; et f; pour
lesquels pr, = 1. Toutes les décorations situées sur les arétes connectées a ces sommets
sont 1, sauf la décoration ay située sur G, | w,). En particulier, ces sommets ne sont
pas connectés a un sommet de valence 1. Calculons ay. Soit Wy, le premier sommet de
G; compris entre v, ; et f; pour lequel p; = 1 rencontré quand on parcourt G_j de
Umin,; Vers f;. Alors d’apres le lemme 3.6.14, le sommet Wj,_; vérifie p,_; > 1. On a

VW, = DkVw,_, + Qx — Qg—1Pr—1Pk = A — Qg—1Pk—1 + Vw,_, = A — Th—1,

et on connait Ty, d’aprés la démonstration de la proposition 3.6.20. Toutes les arétes
adjacentes aux sommets du type (i) sont a présent décorées; les sommets du type (iii)
vérifient pr, = 1 et ceux du type (ii) se raménent au type (i) ou (iii). On connait donc
le produit Aj, des décorations adjacentes a G, s, divisé par ag. On a Ny, ; = azAy.
Donc

Wi ap — Th1 o — Ty
. LA =
! ar Ay, 1— AWJW"’
wi, _ Tk :
(onal—Apy* = # 0). On a donc ag. On connait alors Ty, = ar —vw, = Tk—1. On
ag
effectue la méme opération pour tous les sommets de ce type rencontrés en parcourant
Gj de Uy, ; vers fj. O

Lemme 3.6.56. La donnée de Zi,,o(f) permet de calculer les décorations proches de
Umin,; différentes de 1.

Démonstration. D’apres la proposition 3.6.42, vy, ; est le premier sommet de rupture
de Dm(f]nj) On calcule Ztop,O(f;Lj) grace a la proposition 3.6.44. La proposition 3.6.20
permet alors de calculer les décorations @ > 1 et p > 1 proches de vy ;- O

Lemme 3.6.57. Si G; = G|y, , 5], la donnée de Zyop0(f) permet de calculer les décora-
tions proches de Vi1 différentes de 1.

" 1
Démonstration. Si G; = Gy, ,.y,), alors vpmin; = Vo1 et on a Ztopyo(fj])(sj) = 1Tnas
’ njs;
Alors V1 est un sommet du type (ii) et d’aprés le lemme 3.6.54, on peut se ramener au
cas du lemme 3.6.56. U

Définition 3.6.58. Soit C l'ensemble des sommets de rupture de D,.(f) appartenant
au complémentaire de U;_,G).

Lemme 3.6.59. Soit v € C. Alors au plus une des décorations proches de v est supé-
rieure a 1.
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Démonstration. Soient wyq, ..., w; les sommets de rupture et les fleches voisins de v. Pour
i€ {l,...,1}, soient F' le sous-ensemble de P, associé a w; et soit j; € F*. Alors d’aprés
le lemme 3.6.52, pour tout ¢ € {1,...,1}, il existe au plus une décoration proche de v
adjacente a Gy, £, différente de 1. Donc au plus une des décorations proches de v est
différente de 1. O

Position de la décoration o > 1 proche de v pour les sommets v € C.

Soit v un sommet de C. On a vu dans le lemme précédent qu’au plus une décoration
proche de v est supérieure a 1. Soit « cette décoration. Soient wy, ..., w; les sommets
de rupture et les fléches voisins de v et soit wy le sommet de valence 1 connecté a v (en
effet, puisqu’au plus une décoration proche de v est supérieure a 1, v est connecté a au
plus un sommet de valence 1). Pour i € {1,...,[}, soit F le sous-ensemble de P, associé
a w;. Soient 4,i' € {1,...,1} avec i # ¢'. Soient j € F' et j' € F¥. Alors v € Gyt

Lemme 3.6.60. Soient 5,7 € {1,...,r}. Soient v,v" deux sommets de D,,(f) apparte-
nant a Gy, 5., Soient

.y -/
Hi’] DUy + Nv,ij + Nv,j’sj’ =0 et Hg}j DUy + Nv/’ij + Nv’,j’sj’ =0.
.5’ 33"

Alors H) # H77 .

Démonstration. Puisque v, v’ € G[fﬁfj/], v et v’ appartiennent a G et/ou G;. Si v,v' €
Gj, on a vu dans' 1/& démonstration du lemme 3.6.18 que soit 7] # 7}’/, soit v}, # ’y}’,/.
Donc H37' # HY'. Siv € Gj, v' € Gj et v,o' ¢ G; NGy, alors on a vu dans la
démonstration du lemme 3.6.19 que

N,: N, - -
2L 4 20 donc H) # HYY.
Nurj " Ny

0

Lemme 3.6.61. Soit v € C. Alors la donnée de Zipo(f) permet de savoir sur quelle
aréte connectée a v la décoration o > 1 proche de v est placée.

Démonstration. Grace a la proposition 3.6.44, on calcule Zyoo(f;” f;j/)(sj, sjr). St (v, +
N, ;s; + N, js;) apparait au dénominateur de Zt%o(ff"f;j/)(sj,sj/), alors d’aprés la
proposition 3.6.43, il existe une décoration proche de v adjacente a Gy, f,) strictement
supérieure & 1 donc on a la décoration 1 sur les arétes [v,w;] et [v, wy]. Si (v, + Ny jS; +
N, j/s;) n’apparait pas au dénominateur de Ztopvo(ffj f;j/)(sj, s;7), toutes les décoration
proches de v adjacentes a Gy, s, sont égales a 1 donc on a la décoration 1 sur toutes
les arétes reliées a v autres que [v, w;] et [v, wy]. Quand on a parcouru toutes les arétes
deux a deux, soit toutes les arétes portent la décoration 1, ce qui signifie que o« = 1, soit
une aréte [v, w;| ou 'aréte [v, wo| reliant v & & un sommet de valence 1 n’est pas décorée
et c’est elle qui porte la décoration o > 1. O
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Propriétés des arétes reliées aux v,,;, ; pour j € {1,...,7}.

Soit j € {1,...,7}. On considére le sommet v = vy, ;. Soit v1 le sommet voisin de v
tel que v; < v. Le sommet vy peut étre un sommet de rupture, un sommet de valence 1
ou une fleche. Si v; est un sommet de valence 1 ou une fléche, v n’admet pas de sommet
précédent. Soit v; le sommet situé en dessous de v. Le sommet v; peut étre un sommet
de rupture, un sommet de valence 1 ou une fleche. Enfin, soient vs,...,v;_1 les autres
sommets de rupture et les fleches voisins de v. Pour tout k € {2,...,(}, on a donc v < v;.
D’apres la construction des diagrammes, les deux décorations a > 1 et p > 1 proches de
v sont portées par les arétes [v,v1] et [v, v].

Lemme 3.6.62. La lecture de Zipo(f) permet d’identifier les arétes [v,v1] et [v,v]
portant les décorations a > 1 et p > 1 proches de Uy, ; et de savoir laquelle porte la
décoration a et laquelle porte la décoration p.

Démonstration. Pour i € {1,...,l}, soient F' le sous-ensemble de P, associé¢ a w;. On
peut avoir F! = () et F! = () mais F' # () pour i € {2,...,0—1}. Pouri € {1,...,1}, si
Fi 40, soit j; € FL.

Pour i € {2,...,1—1}, on calcule Ztop,O(f;ji)(Sji) grace a la proposition 3.6.44; on a
U = Upin,j;- En effet, jusqu’au sommet v, les géodésiques G, sont confondues donc c’est
clair d’aprés le lemme 3.6.14. De plus, les décorations a et p sont adjacentes a Gy, £i.l

donc (v, + N, j,) apparait au dénominateur de Zy,, o( f;: ’)(s;,)- Donc sur toutes les arétes
[v,v;] telles que v = Vi, j; €t (vp, + N, j,) apparait au dénominateur de Z;,, ( fjn (5.,
il figure la décoration 1.

Il reste deux arétes. Il reste a savoir laquelle porte la décoration a et laquelle porte
la décoration p. Si ce sont deux sommets de valence 1, v est 'unique sommet de D,,(f)
n’admettant pas de sommet précédent et la position de a et p ne change pas la topologie
du germe.

Sinon, supposons que F! # (). Soient j; € F' et j; € Fiouni € {2,...,1 —1}.
On considére D,,( Jnl a f;: ). D’aprés la proposition 3.6.43, les sommets de rupture de
D ( ﬁ n fjn 1) sont les sommets de rupture de G [f5,.1;,] Pour lesquels la décoration proche
adjacente a G[fna f;,) est strictement supérieure a 1. Le sommet v appartient donc a

Dm(fﬁ“f;:”) et le premier sommet rencontré sur G, 5, | appartenant a Dm(fjljlf;:ji) est

de I'un des deux types suivant :

1. C’est un sommet v' € C. Alors 'unique décoration o > 1 proche de v’ n’est pas sur
G (puisqu’elle est adjacente a Gy, vfaﬂ)' Comme on a Ay, > 0, la décoration
proche de v figurant sur l'aréte [v,v;] est max(a,p) et celle figurant sur 'aréte
[v,v;] est min(a, p).

2. C’est un sommet v = Uy j,. Soient a’ et p’ les deux décorations proches de v’
supérieures a 1 que l'on a déja calculées. On note « (resp. o) la décoration proche
de v (resp. v') située sur G, et 3 (resp. ') le produit des autres décorations
proches de v (resp. v’). On veut savoir si « = a ou p et si @’ = a’ ou p’. On a
Ap = ad’ — B4 > 0. D’autre part, puisqu’on a déja décoré les géodésiques

G, si w est le sommet voisin de v' sur Glor,f;,], On connait le produit Aj, des
décorations adjacentes a Gy, ). On a Nyy = BB'A;,. D’autre part, grace a la
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v
proposition 3.6.20, on connait ,. Puisqu’on connait 7, on a N,y = —;} On
N Vi1
a donc 3" = ;i—f“ On a a, 3 € {a,p} et o, € {d,p'}. Les deux conditions
J1
6a = jl—fjl et aa/ — 33" > 0 donnent une unique solution.
J1
Ul

Valeur de la décoration a > 1 proche de v pour les sommets v € C.

Lemme 3.6.63. Soit v € C et soit o 'unique décoration proche de v qui peut étre
supérieure a 1 Alors v, = a+ 1.

Démonstration. 11 existe j € {1,...,r} tel que v = W), € G;. Puisque v € C, on

av = Wi € Guyumn,- On va montrer par récurrence que pour tous les sommets

Wi € GWo,umin)» ON @ Vi, = ag + 1. Pour le sommet Wy, on a vy, = ag +po = ag + 1
ou pp + 1 car d’aprés le lemme 3.6.14, ap = 1 ou py = 1. Si vy, = ai + 1, alors
YW1 = PesiVw, + Grr1 — apprprs1- Or d’apres la démonstration du lemme 3.6.14,
Pry1 = 1 et Ty = agpr — vw,, = —1 donc vy, | = apq1 + 1. ]

Lemme 3.6.64. Soitv € C. La lecture de Zy.,0(f) permet de calculer l'unique décoration
a proche de v qui peut étre supérieure a 1.

Démonstration. On commence par les sommets v € C connectés a un sommet vy, ;.
D’apres le lemme 3.6.61, on connait la position de a. Si «a est adjacente a G ,,,, ], O
connait le produit A; des décorations adjacentes a G|, s, divisé par @ : on a v, = a+1
et Nv,j = OéAj, d’ou

1

o= ——.

Si a est portée par Gy, ], on connait le produit A; des décorations adjacentes a
G[v,f]-] conav,=a+1et Nv’j = Aj, d’ou

a=7jA; — 1.

On continue de proche en proche pour chaque sommet v € C. O

Algorithme de décoration de ’arbre T'(f).

1. On connecte a chaque sommet de rupture v de T'(f) deux sommets de valence 1.
A la fin de l'algorithme, si I'aréte reliant un sommet v 4 un sommet de valence 1
porte la décoration 1, alors I'aréte et le sommet de valence 1 disparaissent (régles
de minimalisation).

2. Pour tout j € {1,...,r}, on calcule 77 pour tout sommet de rupture v et on
identifie vy ;. On considére les géodésique G;. Grace a la proposition 3.6.44, on
caleule Zyopo(f;”).
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3. Gréace au lemme 3.6.53, on identifie les sommets du type (i) pour chaque G; et
on décore les arétes connectées a ces sommets. On a vu que ces sommets sont
connectés a au plus un sommet de valence 1.

4. Quand on a décoré tous le sommets du type (i) pour toutes les géodésique Gy,
d’aprés le lemme 3.6.54, il ne reste sur les G; que des sommets du type (iii). On les
identifie et on décore les arétes connectées a ces sommets grace au lemme 3.6.55.
On a vu que ces sommets ne sont connectés a aucun sommet de valence 1.

5. Grace au lemme 3.6.56, on calcule pour tout j € {1,...,r} la valeur des deux
décorations proches de v, ; supérieures ou égales a 1. Alors d’aprés le lemme
3.6.57, on a décoré toutes les arétes connectées aux sommets de U;T:lG_j sauf celles
connectées aux Upin, ;-

6. Grace au lemme 3.6.61, pour les sommets v € C = R\ U;ZI@, on identifie I'unique
aréte connectée a v portant une décoration o > 1 proche de v. Toutes les autres
arétes proches de v portent la décoration 1. En particulier, ces sommets sont
connectés a au plus un sommet de valence 1.

7. Le lemme 3.6.62 permet alors de décorer les arétes connectées aux vy, ; pour
je{l,...,r}

8. Enfin, avec le lemme 3.6.64, on calcule la valeur de 'unique décoration « proche
de v qui peut étre supérieure a 1 pour les sommets v € C.

On a maintenant complétement reconstitué D,,(f). Si 'on veut calculer les décora~
tions (N,) figurant a co6té des sommets de rupture v de D,,(f), on utilise les propositions
1.5.5et 1.5.1.
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3.6.9 Un exemple.

On se propose de retrouver le diagramme minimal de Newton du germe f dont la
fonction zéta-topologique multivariable associée a la décomposition D est

Ztop,()(f)(sl7$2733734) =

(8291588643551 + 4308028053533 + 22200055451 + 1184411525735,
424136588805 5251 + 70555536052 5255 + 862242035453 + 493542720535 s,
+325438992sis%33 + 4917542451"3:{’82 + 4419927008‘?8482 + 84727782053 5453
1381736885355 + 1116892805352 + 2780568057 5355 -+ 599400005 5,53
+1408983965551 53 + 4232424535355 + 829008005352 53 + 948672555359
+116336160s557s3 + 64482696057 5753 + 147588948s55%51 + 150672965; 5352
4367113653525 + 23216796723 5255 + 207216000851 55 + 1658016005%s252
+362972160s353s1 + 10351800053 5353 + 6356880055543 + 77958288057 5953
+270901800s3 5453 + 11168928057 5352 + 2932485125353 55 + 14988564057 5253
+5254920s5s25; + 7739352057 5253 + 3330000575455 + 139993925357 53
+2213488128s35251 + 262883653257 5953 + 358737408s353s1 + 1564840555753
45342436005 5452 + 1998000057453 + 4452595203585 + 225600555455
+4393483253 5153 + 47999995253 5359 + 946857605453 59 + 116554464057 5359
101589109257 355 + 860961384s352s5 + 1771200008435, + 5615856545354
+69012000s% 5355 + 383400053525 + 8991000057 5452 + 12435120057 5255
+263001600s5 5459 + 146502216057 5253 + 265035610251 545953 + 64614297725% 545953
+852701485251 545255 + 33451769085, 535953 + 714122793953 545953 + 447736254657 545353
+58644464225% 525953 + 106630945951 845553 + 584525455651 545353 + 234865723451 535353
+7663936440s, 535953 + 186129802851 555953 + 1761345058, + 662931055 + 2369412053
+8856540s4 + 7232700555451 + 857389325355 53 + 30862080055 5451
+9780134405% 5255 + 6602040052554 + 6261105652535 + 29868085251 5455
+100924603851 5453 + 398429906595453 + 9863373335%5459 + 912232445154
+349236605s554 + 1223602565354 + 2248686052 + 8861456752

+6876559851 59 + 2391628685153 + 374495256575, + 1886429885, 52

1269672352 + 921370685055 + 5569174452, + 739448765552

+159430464s% + 6684758645354 + 2518706765353 + 3022106453

12341326065 + 129535083 + 55866207653 + 226081445

+379112955s1 5453 + 5008899005, 5255 + 315672061552 5453 + 41988431885, 5455
—|—1621807020515383 + 5016980198%8483 + 17362201083234S§ + 76852440051 5953
+15718512785% 5452 + 94907185257 5453 + 124670639457 5559 + 4885326465, 5353
+402259128s1 5359 + 461071188053 5453 + 933954903057 5452 + 806952209651 5455
+492005354451 5253 + 121498442451 5353 + 300926786s55453 + 6393444845257 53
+3595888336595455 + 2153568360595%53 + 5264836325533 + 9468444695, 5353
+325270771251 5953 + 28549794657 59 + 9544960085753 + 1080117725 53
12760099205, 52 + 7719705815, + 602887032525 + 196252236, 5

+14391 16323%33 + 254428896231343333 + 145334353928%848283 + 123218948165154325§
6634874525557 55 + 23038162251 5453 + 3728447364525255 + 1636307758525452
4244791269157 555 + 5085047045552 + 45369451535, + 944439125252

797050445558 + 1812363872535, + 1062528264525 + 2600210885557
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1123622929054, + 10703808005 s453 + 14008658765%s2s, + 3970770305255
+87434534453 5753 + 69214816857 5359 + 6592647051 5455 + 2086248845, 5353
+2771215925, 5355 + 59950489553 55 + 188493763553 53 + 85882455535,

+113437029s353 + 333947318453s; + 140321788853 s5 + 104741352575,

145178488 s%s, + 1367760965%s; + 3527460905252 + 3811570344752

18209179905 s, + 904260762352 + 452249424573 + 6191440565252

110423370s%s, + 57812422532 + 766926245258 + 249043747251 s,

2067060608532 + 7793986325257 + 341235180s* 4 74245805

+1066072128s3 + 904089655 + 1534006085, 5459 + 311722025457 5453

+883749672053 5453 + 367009464653 5253 + 1168033828857 5,455 + 750107930452 52 52
1183864337252 553 + 71346606725, 5453 + 63170696965, 5253 + 23043798725, 552
+405933480s; 5153 + 8395748253 5453 + 660906724555,453 + 26721001853 5253
1+2356459088525458 + 1464416068525%52 + 3553945565255 + 3612688896555, 54
1+309383155255525 + 1157285328s5535% + 1961382065545 + 36864734585 554
1224930941257 353 + 745546397457 5953 + 54646038651 55353 + 29626599305 5353
644090352051 5253 + 230040005453 55 + 1127105280525,457 + 1554777792522
+658359900s7 59 + 54722790053 55 + 186128053257 53 + 514258507853 53

1204063300832 + 35210700548, + 457874765, + 3496345385352

1 6819870672s3s% + 4322071968s4s, + 1244174352352 + 10914133445,
15037185652 + 2487024057, + 292932005452 + 121815365755 + 4316832054535,
124726614451 52 + 313428065755 + 4072680008754 + 625612140552

+43393946453 53 + 39138005554 + 165524605557 + 315403445553 4+ 1560337920534
1809895680512 + 044288640553 + 25850340057 + 226680053

110351756803 + 14929925 + 106583045525, + 5394600058 5455

+1440504 + 1075297678257 545252 + 692894950852 545253 + 142221324725% 545955
+91382739725% 535953 + 155116588651 545553 + 568384957651 5453555 + 36587713245, 535353
+8388388896551 545253 + 751289667251 575955 + 274740684051 535953 + 366978767457 545253
+333774113453 545353 + 440047764053 525953 + 120502261857 545353 + 283303356057 575353
1212886493252 535953 + 18213918251 545353 + 6389034805, 5755353 + 8539616525, 535353
+431900928s; 5152583 + 295310415657 52 + 543734229655 53 + 855460685553
1441224424533 + 34842047045 5,52 + 66288194645%s,55 + 446089726857 5252
1625379520652 5454 + 5014547568525%s3 + 2164088088525%s2 + 266627520051 5,457
1335809843251 5355 + 17227023365, 57353 + 4150847525, 5453 + 102414432535453
+559891416s35,53 + 3694450843522 + 1484029152525,453 + 135305611252 5353
4957686965253 52 + 1653655680s5457 + 1972813824852 54 + 1002000384553 57
2460422885951 53 + 741162171653 5953 + 4726627704 575353 + 978476392857 5955
11180414765, 5352 + 39811121045, 5253 -+ 60006003845, 505% + 2333647205252 53
3120338885252 + 1566950405254 55 1 4367792057452 + 119930544054, 5
18245126085 5252 + 16449912005 5,54 + 169917292853 5253 + 57029637653 5152

1 78382051252s353 1 1723161605252 + 31336045565 5552 1 294093471655 5252
4590837025653 553 + 1043370612553 + 3882343104s252s7 + 5577744384528, 5
+3363841224 51545255 + 319793378453 545552 + 647302406453 545955 + 427681569653 525252
+11171425685% 545553 + 425877897657 545355 + 280812062457 535352 + 605675433657 545953
+56927553605% 535953 + 199900274452 53 5953 + 78475392053 545253 + 99398016057 545353
+13388398205s7 525253 + 50044608053 545553 + 128116674053 575383 + 90197917253 535953
+11667024057 545553 + 44412006057 535353 + 5933533685757 5353 + 27783475257 575953
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581189005482 5551 + 5195026944522 + 2393020800s3s; + 1147613568552
+1320413760s35, + 130318848s%s3 + 213658565752 + 33143040055,
+576829440s35% + 3914818565355 + 78796638055 s3 + 80797805553

13841285855 + 3473685005755 + 399006000552 + 204363000353

452434000352 + 672779525453 + 15137280752 + 6706800050,

15905160057 5% + 1475366405 % + 38845440058 + 7873200055

16448500835, + 134784088, + 5170651205752 + 1420111440553

+1948276800s353 + 1335156480s357 + 752328005853 + 36564480055 s,
+11349120s5545351 + 3542097653 805351 + 10250236854 s55351 + 11537936453 55535,
+150169032s5545351 + 859186176s5545351 + 5686252005553 5351 + 230576131252545551
+2184953024 53535351 + 75959800853 555351 + 2485992960s9545551 + 3101496576555 5551
+1546237440s,55 5551 + 3573984965451 5351 + 46048176057 5453535 + 23024088053 545352
+944738640s3 545353 + 63060832853 575352 + 5116464057 545553 + 31491288057 545555
+2102027765% 535353 + 86052960057 545353 + 86210371257 535355 + 27979128057 53 5552
+84078000s7 545353 + 5605200057 545553 + 15358032051 535353 + 1868400053 5,45353
+76790160s3 75353 + 10232632853 535353 + 311400057 545553 + 1706448057 75553
+3410877657 535553 + 2967235257 515353 + 14220405553 5351 + 2076005554 8351
+3173472s3 555381 + 494539233833381 + 37898648%828381 + 426372083848%81
+34990320s3 545351 + 2335586455253 + 143421600s35545351

+143683952s3 535351 + 46631880s3535251 + 29362176053545551 + 392403264 52535351
+191020512s253 5351 + 405000005357 5351 + 8280806475551 59 + 10232632857 575359
+5044680059 545352 + 11518524057 525359 + 95204165757 5350 + 260504064 555351 59
+24019200055 5451 59 + 445085285453 5359 + 6315955257 5251 + 2303424053525
4353428803525, + 69879888353, + 1026633657525, + 5320728005328,
+11669280s5s351 + 1238976555351 + 4639920555452 + 38133120555455
12574974455 5252 + 1565400008352 + 1587216325323 + 5221000855352
+320981760s35455 + 4343552645357 53 + 2144381765355 53 + 4614624052543
+18422400s% 5353 + 3722976057 5355 + 3278361657 5152 + 56753136057 5352
1283765680s%s352 + 11655446405%s253 + 6305904055352 + 38851488052 353
+1062720000s% 5254 + 5463936515551 + 3552768535351 + 153520085575
4413664084535, + 255600585551 + 28800055 + 6134400523 + 6211080055555
440504325552 + 240000885, + 16780005552 + 45792005453 + 1088916480835
110575365855 + 56311208552 + 46311120sks? + 190238400543 + 159408000052 5355
+390332160s353 + 27360055 s3 + 1093500005753 + 7290000057 53 + 42564852057 5255
+24300000s3s3 + 40500005557 + 3200256005555 + 656100005555 + 912384555, 55
+270000s5s; + 34536132057 545255 + 94473864057 545359 + 63060832851 525359
+1290794400s% 545352 + 129315556857 535559 + 41968692057 535259 + 88086528057 54539
+11772097925% 525352 + 57306153657 55553 59 + 12150000057 535389 + 1296777655531 59
+401402880s3 535152 + 80352058s35152) / ((4+ 9s1 + 359 + 1253 + 654) (1 + s2)

(9 + 1881 —f- 682 + 2483 —I— 1484)(1 —I— 84)(6 —I— 1581 + 582 + 2083 + 684)(1 + 83)(1 + 81)
(13 + 3057 + 10s9 + 4453 + 1254) (19 + 4851 + 1652 + 6053 + 18s4)

(27 + 6081 + 2082 + 9083 + 2484))
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Au dénominateur, on identifie 4 fleches et 6 sommets de rupture :

a;: 1435 =0,

[ 1+ SS9 = O,

az: 1+s3=0,

as: 14584 =0,

V1. 9+ 1881 + 682 + 2483 + 1484 = O,
Vg i 64 1551 + 559 + 20s3 + 654 = 0,

v : 134 3081 4+ 108y + 44s3 + 1254 = 0,
vy i 194 4851 4 1659 + 60s3 + 1854 = 0,
vy i 274 60s1 4 2089 + 90s3 + 2454 = 0,
Vg - 4+981+382+1283+6S4:0.

donc
W= 1208 = 32,95 =3/8,5 =9/14,
72 =2/5,72%=6/5,v5* =3/10,7,* = 1,
W = 13/30, 45 = 13/10,4% = 13/44, 4% = 13/12,
Yt =19/48,v5* = 19/16,~v5* = 19/60, v4* = 19/18,
P = 9/20, 75 = 27/20,7%° = 3/10,7%° = 9/8,
W= 41908 = 13,080 = 1/3,70 = 23
On calcule
(254 + 3)s4
AU 9 9 - ?
1(82 S3 34) (1 +S4)(1 +2S4)
—16(30s384 — 2053 — 6 + 3s4 + 9s7)
A'U ) ) - )
2 (52,85, 54) (1 + 2053 + 654)(1 + 453)(1 + 654)
2(4s3 + 3)s3
Ay, (82, 83,84) = ,
s(52, 53,51) (1+ 253)(1 + 4s3)
Au, (52, 83,81) = —(1200895%2 — 240052 + 3205353 + 720525453 — 11605953 + 104053

—1440s354 + 570 + 31284 + 965354 + 19559 — 24053 — 3485954 — 21653
+108s257) / (1 + 82)(—29 + 1659 + 6053 + 1854)(1 + 2053 + 654),

(253 + 3)s3
(14 53)(1 + 2s5)’

8(384 + 2)84
(]_ —|— 684)(1 —I— 284) ’

-/4’1)5(827 53, 84) -

AUG (827 53, 84) -

dont on déduit

Po, - {1,2,3} 11 {4}, P, {1,2} T {3} I {4}, P, :{1,2,4} 1 {3},
P, {1} {2} 11{3,4}, P, :{1,2,4} 1 {3}, Pue - {1,2,3} 11 {4}.

On a donc Eyiyia = 0. 11 y a deux ensembles stables Ey = {v1,v6} et Ey = {vs,vs5},
et deux sommets de bifurcation vy et vy. Avec les régles de connexion, on obtient le
squelette S(f) suivant :
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aq

{v1,v6}

{vs,vs} ———as3

{va}

S

On veut maintenant connecter entre eux les sommets des deux sous-ensembles stables.
On a Vpins = v3 € Ey et Uyina = v1 € Ey. D’autre part,

112452 + 150655 + 351
9(1 + s3)(13 4 44s3)(3 + 10s3)’

Ziopo(f3)(s3) =

9 + 8s4
9(]. + 84)(9 + 1484) ’

Ztop,0<f4) (54) =

Au dénominateur de Zi,,0(f3)(s3), on lit v5* et v3°. En revanche, au dénominateur de
Ziopo(f1)(s4), on lit 74*. On a donc l'arbre T'(f) suivant

aq

v4

/\

ay a2

Il reste a calculer et positionner les décorations. On commence par G|y, q, : On a
calculé Zyp,0(f1)(54). On a

Av1 o (9 + 1484)Zt0p,0(f4)(_1_119> . 9

7 9 5

On a donc v;* =9/14 et T,, = 5. On obtient les deux décorations (2,7) pour v;.
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Pour Gy, q,], OD 2

Avg _ (13 + 4453)Zt0p,0(f3)(_4_f)) 10

\ 13 9’

Uy,

Auy (27 +9083) Ziopo(f3)(5o-) 2

Vs 27 21’
d'ou T,, =9 et T, = 63. Alors on obtient ’équation

(F): —p*—3p+10=0

d’olt p,; = 2 et a,, = 45. Enfin, on a

Qs + Do 13
avgp'vg - a'ug _pvg - 9 et 2;7])5 - ﬁ
vz lvg
d’olt Gy, pus € {2,11}.
On a Vpin2 = V4 €t Upin1 = va. De plus,
1881 + ].9
Z o) = ;
topolf1)(s1) (14 s1)(19 + 48s,)
1
Ziopo(f2)(52) = Ats0)

Donc on utilise Zip0(f1)(s1) pour calculer les décorations de v4. On a

Ay, (1944851) Ziopo(f1)(F) 30

Uy, 19 29

donc T, = 29. On obtient les deux décorations (16, 3) pour vy.

On a v9, v € C. On veut maintenant positionner les décorations de vy et vg.

Ztop,g(fgfg)(SQSg) = (10008% + 9508353 + 124858%83 + 83908%8% + 38508% + 269928253
+407165952 + 185208355 + 493589 + 2106 + 1605653 + 3686453
+22480s3) / (1 + 53)(27 4 2053 + 90s3) (13 + 105 + 44s3)

(6 + 55y + 20s3) (1 + s2),

1852 + 15525, + 845954 + 345552 + 5lsy 4 36 + 8654 + 4852
(14 59)(1 + 84)(9 + 659 + 1454)(4 + 359 + 654) '

6 + 5so + 20s3 apparait au dénominateur de Z,p,o(f2f3) mais 6 + 5sy + 6s4 n’appa-
rait pas au dénominateur de Zy,,o(f2fs). Donc la décoration proche de vy strictement
supérieure a 1 est située sur aréte [vg, vg].

4 4 3sy + 654 apparait au dénominateur de Z,,0(f2fs). Donc la décoration proche

de vy strictement supérieure a 1 est située sur 'aréte reliant vg & un sommet de valence
1.

Zopo(f2fa)(5254) =
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vy v v asg
I ]2
(16, 3)

Pour v3, 11 = max(11,2) donc 11 est sur 'aréte [vy, v3] et 2 sur I'aréte reliant vg a
un sommet de valence 1. Pour vy, 7 = max(7,2) donc 7 est sur 'aréte [vy, vg] et 2 sur
l'aréte reliant v; & un sommet de valence 1.

Enfin, pour vy, 16 = max(16,3) donc 16 est sur 'aréte [vy, v5]. D’autre part, 19 +
16s9 + 60s3 n’apparait pas au dénominateur de Z.,0(f2f3) donc 3 est située sur l'aréte
[U4, ag].

Enfin, on calcule

1 1

= =Hetad = —— =3.
R T

Finalement, on obtient le diagramme D,,(f) suivant :
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3.7 Un théoréme généralisé de la monodromie.

Pour une définition du polynéme multi-variables d’Alexander d’un germe réduit, on
se réfere a [EN| p.37.

Théoréme 3.7.1 (Théoréme généralisé de la monodromie.). Soit f un germe de
courbe plane admettant une singularité en (0, 0)~ et soit [ = H§:1 f]nJ sa décomposition
en produit de composantes irréductibles. Soit f = H;:1 f; le germe réduit associé a
f. On considére les paquets fjnj pour j = 1,...,1 et Zipo(f)(s1,-..,5:) la fonction
zéta-topologique locale multi-variables associée a f pour la décomposition D.

Soit (v 4+ Nisy + -+ + Nps,.) un facteur du dénominateur de Ziopo(f)(S1,...,5;)
vérifiant N; # 0 pour tout j, et soient (14 n;s;) pour j € {1,...,r} les autres facteurs.

Alors
( —2mrng ) ( —mvn, )
exp(———), ... exp(———
PN e T

annule le polynome multi-variables d’Alexander de f

Démonstration. D’aprés []?N] p.162, on a une expression du polyndéme d’Alexander
multi-variables du germe f en fonction de son diagramme minimal d’Eisenbud et Neu-
mann donnée par

Ap(tr,..oty) = [t — 1772,

v

ou v parcourt 'ensemble des sommets de D(f), D(f) désigne le diagramme minimal
d’Eisenbud et Neumann de f , 0, désigne la valence du sommet v et pour j = {1,...,r},
Nw; = (pu, fi)o OU p, est une curvette du sommet v.

On a vu au paragraphe 1.8 la relation existant entre le diagramme minimal d’Eisen-
bud et Neumann d’un germe et son diagramme minimal de Newton : elle ne concerne que
les sommets de valence 1. Puisqu’on a choisi la décomposition D, pour tout j € {1,...,r}
et tout sommet de rupture v de D,,(f), il existe n, ; tel que N, ; = n;n, ;. D’autre part, si
vp est un sommet de valence 1, il est connecté a un sommet de rupture v. Soit p = Ay, 4]
Alors n,, ; = pn, j. On peut donc n’utiliser que les décorations du diagramme minimal
de Newton pour exprimer le polynéme d’Alexander multi-variables de f.

Soit (v+ Nysy+- - -+ N,s,) un facteur du dénominateur de Zy,,o(f) vérifiant N; # 0
pour tout j. Alors d’aprés ce qu’on a vu dans la proposition 3.6.16, il existe un unique
sommet de rupture v € D(f) tel que v = v, et N; = N, ; pour tout j.

Si aucun sommet de valence 1 n’est relié a v, alors comme les

—2imvn; —2imv

= ex
N, ) P( s

)

exp(

sont racines n, j-¢émes de l'unité, il est clair que

—2tmrng —2iTvn,
€$P(N71)7 e ,exp(T)

annule le polynéme multi-variables d’Alexander de f.
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S’il existe un unique sommet vy de valence 1 relié a v par une aréte, soit p = Ay, ).
Alors N,,; = pN,; pour tout j, c’est a dire que p divise n, ;. Donc d'une part,
(tot e — 1) divise (4. 6" — 1) et d’autre part, les (wi,...,wy), OU w; est
une racine n, j-éme de 'unité qui n’est pas une racine n“T’J—éme de I'unité, sont racines
de Ag(ty,...,t.). Or si ¥ est le sommet précédant v, on a v, = pv+q avec pged(p,q) =1
donc p ne divise pas v,. Par conséquent,

—2imvny —imtvn,
exp(N—l)a ce ,exp(N—)

annule le polynéme multi-variables d’Alexander de f.

Enfin, ¢’il existe deux sommets vy et v; de valence 1 reliés a v par une aréte, soient
P = Apy) et a = Ap,,,). Alors puisque v est connecté a deux sommets de valence 1,
il n’admet pas de sommet précédent. Par conséquent, v, = a + p, et donc ni a ni p ne
divisent v,. Avec le méme raisonnement que ci-dessus,

—mrny —2imvn,
€$p(T1)> e ,€$p(N—)

annule le polynome multi-variables d’Alexander de f. O
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3.8 Polytope de quasiadjonction.

3.8.1 Définition.

Dans [Li|, 'auteur définit la notion de polytope de quasiadjonction d'un germe f.
Soit f = f{"--- f* la décomposition de f en produit de composantes irréductibles.
Nous allons ici rappeler les résultats de cet article qui permettent de calculer les faces
du polytope de quasiadjonction.

Soit Dy(f) le diagramme maximal de Newton de f. On rappelle que les sommets
de Dy/(f) sont en bijection avec les sommets du graphe de résolution minimale de f.

Définition 3.8.1. Soit ¢ € Clx,y| et v un sommet de Dy(f). Le sommet v est alors
aussi un sommet de Dyr(fo).

On définit le nombre e,(p) par la somme sur toutes les fleches de Dy (fp) repré-
sentant ¢ du produit des nombres adjacents aux géodésiques joignant v a une de ces

fleches.

Soient vy, ..., vy les sommets de Dy (f). Pour ¢ € Clz,y], soit Sy le systéme d’in-
équations suivant dans R" :

Nvl,lsl + -+ Nvl,rsr 2 Nv1,1 + -+ Nvl,r - I/vl - evl (¢)
S¢ :
NvMJSl et NUMJ"ST > NUMJ +ot NUM,T = Vyy — eUM(¢)

Enfin, soit
E :={¢ € C[z,y|/S, a des solutions dans [0, 1]"}.

Définition 3.8.2. Les faces du polytope de quasiadjonction de f sont les solutions dans
le cube unité [0,1]" des systémes

Nvl,lsl + -+ Nvl,rsr Z Nvl,l + -4 Nvl,r - Vvl - evl (¢)

NUMJSl +-o-t NUMJ"ST = NvM,l +t NUMJ“ — Vyy — eUM(¢)
avec égalité pour au moins une équation

pour tout ¢ € E.

3.8.2 Une nouvelle caractérisation.

Nous allons a présent donner une nouvelle caractérisation du polytope de quasiad-
jonction de f.

Théoréme 3.8.3. Soient vi,...,v), les sommets de rupture du diagramme minimal
D,,(f) de Newton de f. Alors les faces du polytope de quasiadjonction de f sont les
solutions dans le cube unité [0,1]" des systémes

Nvi,lsl +-+ Nvi,rsr 2 Nvi,l +-+ Nvi,r - Vv’l - €v1(¢)

S¢ : ’
NU;V[,,IS]_ + Nv;v[,,rsr > Nfuh,,l + e+ Nvg\/l,,r — Uy T Ey (¢)

M/’ M/’
avec égalité pour au moins une équation
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pour tout ¢ € E.

Remarque 3.8.4. Les sommets de rupture de Dy (f) et ceux de D,,(f) sont en bijec-
tion. Il suffit donc de montrer que les sommets de valence 1 et 2 de Dy(f) induisent
des équations inutiles dans les systémes S,.

La démonstration est basée sur les deux lemmes suivants :

Lemme 3.8.5. On considére une chaine de la forme

Vo U1 vy Vi+1 : \
,,,,,,,,,,,,, '

Alors si (xy,...,x,) € R" est tel que

{ Nypa®1 4+ + Nygrtr = Nyg i+ 4 Nog o — Vg — €4 ()
Nvl+1’1'/1"1 et NUlH,TIT > sz+171 T+t Nvl+1ﬂ“ — Vg = Cupgy (¢)

on a
va,lxl + -+ va,rxr 2 va,l +-+ va,r — Uy, — evk(¢)

pour tout k € {1,...,1}.

Démonstration. On reprend les notations du paragraphe 3.2.2.
Soient hg, hy et hyy1 les formes linéaires suivantes :

hO(l'la cee ,1'7») = Nvo,lwl + -+ Nvo,rxr
hk(l’l, s 73:7‘) = va,lxl + - va,TxT

hl+1(l’1,...,x7~) :Nvl+1,1$1+"'+Nv rLp

I+1

et Ky, K et K;,1 les constantes suivantes :

KO == Nvo,l + -+ Nvo,’r — Vyy — €v0(¢)
Kk == va,l + -+ va,r — Vy, — evk(¢)
Ky = sz+1,1 +et sz+1,T — Vg — evl+1<¢)

Montrons tout d’abord que hg, hy et h;yq sont liées. En effet, si 'on calcule les mineurs

d’ordre 3 suivants,

Nyi Ny.i N,

o,i kﬂ; [+1,i
Di,j,S = NUO)j va )j Nvl+l7j
Nv078 NUImS N'Ul+175

en utilisant le lemme 3.2.6, on obtient
D, ;s =0 pour tous i, j,s € {1,...,r}.

{ho, h, hi11} est donc de rang inférieur ou égal a 2.
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1. Supposons que {hg, hg, hi11} est de rang 2. Il existe donc un mineur d’ordre 2

D _ Nvg,i Nv

L. 1+1 )
i, ,
00,] va

l+17j

non nul, et une relation de dépendance linéaire
hy, = ahg + Bhi

ol toujours en utilisant le lemme 3.2.6,

‘ va,i Nvl+1,i ) Nvo,i N’Uk,i
o — va,j sz+17j _ A[”valJrl] ot B _ NUOJ va,] _ A[”Oy“k]
Di,j A[11071114-1] Di,j A[11()71114-1]

Pour montrer le lemme, il suffit maintenant de montrer que
(a) OéK() + ﬁKl_H Z Kk,
(b) pour (z1,...,x.) € [0,1]", si hg(z1,...,2.) = Ky et ho(zy,...,2.) > Ko,
alors
b (g, 2e) < Ko,

(c) pour (z1,...,2,) € [0,1]", si hg(x1,...,2.) = Ky et by (21, ..., 2) > Ky,
alors
ho($1,---7$r) < K.

Pour (a), d’une part d’aprés la proposition 3.2.7, on a

A['Uky'UH—l] Z Ny, j + A[onvk] Z Noprj = A[UOJJH—l] Z Nu, s
j=1

j=1 j=1
et d’autre part, d’aprés la proposition 3.2.5, on a
A[”kv”lJrl]VUO + A[Uo,vk}yvz-s-l = A[vo,le}Vvk-

Enfin, il reste & montrer que

A[vo,vzﬂ]evk (Cb) - A[vk,vz+ﬂevo (Cb) - A[vo,vk]evz+1(¢) > 0.

Pour i € {0,...,l + 1}, soit C; la somme sur toutes les géodésiques de D,,(f¢)
joignant v; & une fleche représentant ¢ et ne passant pas par la chaine [vg, v;51] du
produit des nombres adjacents a cette géodésique. On a alors :

evo (@) = aoCo + Bop1Cr + ... + BopiCr + ... + BopiCi + BoCria
ev, (0) = pCo + arprCr + ... + apprCr + ... + axpiCr + aCriq
v (@) = Pi41Co + a1 Cr + .o 4+ appra Ok + -+ a1 Cr4a

On obtient

A[vo,vz+1]evk (¢) - A[vk,vlﬂ]evo (¢) - A[vo,vk}evlﬂ(as) =
A[vo,vl]A[vk,le]Cl + ...+ A[vo,vk]A[vk,le]Ck +...+ A[vo,vk}A[vl,le]Cl
>0

Donc aKy+ K11 > K. Enfin, comme « et (3 sont strictement positifs, (b) et (c)
découlent de (a).
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2. Si{ho, hi, hy+1} est de rang 1, tous les mineurs D; ; d’ordre 2 sont nuls. Puisqu’on
a choisi la décomposition de f en produit de composantes irréductibles, on a

Nvo,l # O, va,l % 0 et Nle’l 7£ 0
On a alors deux relations de dépendance linéaire

Ny, 1 Ny, 1
hk = Tk hg et hk = Dk hl+1.
Nug 1 vl

Pour montrer le lemme, on doit montrer que

N . N,
soit Vo KO > Kk, solt Vo Kl+1 > Kk

vo,1 V1,1

En utilisant les lemmes 3.2.4 et 3.2.6, et en réutilisant la caractérisation des e,, (¢)
donnée dans la premiére partie de la démonstration, on obtient

r — Wy
va’lK() - Nvo,lKk = A[Uoﬂfk] (ZjQ(AlBj - AjBl) + (60 OAl + Bl)

&%)

1 Pe D B — oA, o A i
—ACo + 25211 Do Al[ ? Loisve] ICz‘ + ZpiBlci + Blcl+1>
Y0, Vk i=k
r ﬁ — Uy
valeHl - Nvl+171Kk = A[Uk,vlﬂ](_ Zj:2(AlBj - AjBl> - ( - “A+ Bl)

&%)

asz[vi,vHﬂAl — Pr+1Bp0g B C; — B1Ciyq)

Ao u]

+A:Cy + Zle a;A1Ci — Zizk—&-l

Si Ny, 1 Kip1 — Ny, 1Ky > 0, alors on a le résultat attendu.
Si Ny, 1 K41 — Ny 1 K <0, alors

Ny, 1Ko — Ny 1 Ky, > A[vo,uk](Zle a; A, C;

. Zi:k_‘rl akA[”Ui,UH,l]Al - pl+1A[vk,v1}Bl CZ
Afvo,vi]

Aty o1 B1 — agAry, o1 A :
—i—Zf:_llpk Lo, Al[ a? [vi;vi] 10¢+ZPiB1Ci)
V0,V

i=k

l

— A V0,V A Vi,V
> A[vo,vk](Zlel A[ o) Ni,lci + Z HNkJCi)
[U()vvk] i=k ['Ukﬂfl+1]

v

0
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Lemme 3.8.6. On considére une chaine de la forme

vo v1 v V41

G —O0—0

Alors si (x1,...,x,.) € R" est tel que
Nvo,lxl + - N’uo,rxr 2 Nvo,l + -+ Nvo,r — Vyy — €v0(¢)7
on a
va,lxl +-+ va,rxr 2 va,l + -+ va,r — Wy, — evk((b)
pour tout k € {1,...,1+ 1}.

Démonstration. On peut poser formellement dans la démonstration du lemme précédent
pi1 =1 et A; =0 pour tout j € 1,...,r (voir paragraphe 1.7).

Puisqu’on a déja démontré le premier lemme, il suffit ici de montrer que I’hyperplan
associé au sommet v;;1 est inutile.

On a
D, — Nvo,z' Nvm,z‘ _ poBi B —0
i = = =
N”UOJ N’Uz+1,j pOBj Bj
pour tous i,j € {1,...,r}. Donc hg et h;, 1 sont linéairement dépendantes, disons

N, 1
hupr = ity = Py — —py,
Nvo,l Po Po

1
Montrons que — Ky > K. En utilisant les lemmes 3.2.4 et 3.2.6, et en réutilisant la

Do
caractérisation des e,, (¢) donnée dans la premiére partie de la démonstration du lemme
précédent, on obtient

Koy —poKi11 = A[Uo,vzﬂ} + Zi—; A[vo,vi}ci
>0

Le théoréme 3.8.3 est alors immeédiat.

3.8.3 Un autre théoréme généralisé de la monodromie.

Dans |Li|, 'auteur fait le lien entre polytopes de quasiadjonction et spectre d’un
germe de la maniére suivante : dans le cas r = 1, le polytope de quasiadjonction d’un
germe f est un ensemble de segments pour chacun desquels 'extrémité droite est 1 € R
et 'extrémité gauche est une valeur du spectre de f. Le théoréme de la monodromie
s’énonce alors de la maniére suivante : si sy est un poéle de la fonction zeta-topologique
locale associée a f, alors so ou sp + 1 est l'extrémité d’un segment du polytope de
quasiadjonction de f (i.e. s ou sg + 1 est une face du polytope de quasiadjonction de

f)-
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Théoréme 3.8.7 (généralisé de la monodromie). Soient f € C{z,y} un germe de
courbe plane et f =[]._, fI" sa décomposition en produit de composantes irréductibles.
Enfin, soit Ziopo(f)(s1,. .., 8) la fonction zéta-topologique multi-variables locale associée
a f pour la décomposition D de f en les r paquets fi", ..., f'. Soient h(s1,...,s,) =
a;sy + -+ + a.s. une forme linéaire avec a; # 0 pour i € {1,...,r} et K € N* telles
que h(sy,...,s,) + K soit un facteur du dénominateur de Zy,,o(f). Alors il existe une
constante K' € N telle que
h(st,...,8.)+ K =0

soit I’équation d’une portion de face du polytope de quasiadjonction de f.

Démonstration. La preuve découle directement des théorémes 3.3.1, 3.5.2 et 3.8.3. [
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Résumé : Cette thése est consacrée a ’étude de deux invariants des germes de
courbes planes a l'aide des diagrammes de Newton de ces germes. Les diagrammes
de Newton sont des arbres décorés dont on décrit tout d’abord la construction et les
propriétés. Le premier invariant étudié est I’ensemble des quotients jacobiens d’'un germe
d’application (f, g) : on montre de fagon algébrique comment calculer cet ensemble sur
le diagramme minimal de Newton de fg et on en déduit un résultat sur la croissance des
quotients jacobiens. Le second invariant est la fonction zéta topologique locale multi-
variables associée & un germe f décomposé en r paquets. On donne un résultat décrivant
de fagon exhaustive les hyperplans au voisinage desquels elle n’est pas holomorphe. Puis
on montre qu’elle détermine la topologie du germe auquel elle est associée en donnant un
algorithme de construction du diagramme du germe a partir de la donnée de la fonction.
Cette partie se conclut par deux théorémes de la monodromie.

Mots clef : singularités, quotients jacobiens, fonction zéta topologique.

Abstract : This thesis is devoted to the study of two invariants of plane curves germs
with the help of Newton diagrams of these germs. Newton diagrams are decorated trees;
we first describe their construction and some of their properties. The first invariant we
study is the set of jacobian quotients of a germ of application (f,g) : we show in an
algebraic way how to compute this set on the minimal Newton diagram of fg, and we
deduce a result on the increment of the jacobian quotients. The second invariant is the
multivariable local topological zeta function associated to a germ f decomposed in r
packets. We give a result which describe in an exhaustive way the hyperplanes on the
boundary of which the zeta function is not holomorphic. Next we prove that the zeta
function determines the topology of the germ it’s associated to : we give a construction
algorithm of the germ’s diagram from the zeta function. We finish with two monodromy
theorems.

Key words : singularities, jacobian quotients, zeta topological function.
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