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Introduction

L’objet de ce travail est l’étude de deux invariants des germes de courbes planes à
l’aide des diagrammes de Newton de ces germes.

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. On considère l’anneau
K[[x, y]] des séries formelles à deux indéterminées sur K. Soit f(x, y) =

∑
Aa,bx

ayb ∈
K[[x, y]] telle que f(0, 0) = 0. Alors C : f(x, y) = 0 définit un germe de courbe plane en
l’origine de K2. On s’intéresse aux germes de courbes planes admettant une singularité
en l’origine de K2.

Les diagrammes de Newton sont des arbres décorés qui permettent d’étudier le germe
auquel ils sont associés et d’en calculer les invariants. Ils sont quasiment identiques aux
diagrammes d’Eisenbud et Neumann introduits dans [EN] par D. Eisenbud et W.D.
Neumann et en sont inspirés, mais ils font appel à une construction différente : dans notre
cas, on utilise la décomposition de Newton qui est une décomposition algébrique, alors
que dans le cas des diagrammes d’Eisenbud et Neumann, il s’agit d’une décomposition
topologique en variétés de Seifert. Il existe plusieurs autres manières de représenter les
caractéristiques d’une singularité de courbe plane : les diagrammes d’Eggers, les graphes
de résolution, les tables de Hamburger-Noether définies par Russel, etc. Nous orientons
notre choix vers les diagrammes de Newton car ce sont ceux qui nous paraissent le plus
appropriés et le plus efficaces pour effectuer les calculs d’invariants qui nous intéressent.

Dans la première partie de ce travail, nous rappelons tout d’abord quelques notions
qui seront utiles par la suite. En particulier, nous définissons une addition sur l’ensemble
des polygones de Newton des germes de courbe plane (qui est par exemple décrite dans
[P]), et nous démontrons une propriété de cette addition qui sera indispensable à notre
étude. Nous rappelons également la notion de poids et expliquons comment utiliser cette
notion pour étudier le polygone de Newton d’un germe.

Nous expliquons ensuite l’algorithme de construction du diagramme de Newton D(f)
d’un germe f . Il est constitué d’étapes successives : des étapes correspondant à un po-
lygone de Newton à l’aide duquel on construit un axe vertical de D(f), et les étapes où
l’on effectue une transformation appelée transformation de Duval-Newton et qui per-
mettent de passer d’un axe vertical à l’autre. La construction est basée sur l’algorithme
de Newton-Puiseux ([BK], p.371). À partir de ce diagramme, en introduisant la notion de
déterminant ∆[v,v′] d’une arête [v, v′] du diagramme, nous expliquons ensuite comment
construire le diagramme minimal Dm(f) et le diagramme maximal DM(f) de Newton
associés à l’équation ce germe. Les résultats que l’on énonce dans les deux parties sui-
vantes concernent le diagramme minimal de Newton d’un germe. La principale propriété
de ce diagramme est la suivante :

i



ii INTRODUCTION

Théorème 0.0.1 ([EN]). Le diagramme minimal de Newton Dm(f) du germe f est
un invariant du type topologique de f .

Les diagrammes de Newton, qu’ils soient simples, minimaux ou maximaux, pré-
sentent également un intérêt majeur : ils permettent de calculer de façon très simple
des multiplicités d’intersection. Nous énonçons les propriétés de calcul de multiplicités
d’intersection à partir des diagrammes de Newton.

Puis nous rappelons brièvement ce qu’est le graphe de résolution minimal d’un germe
et expliquons comment obtenir le diagramme minimal de Newton d’un germe à partir
de son graphe de résolution minimal et vice et versa.

Enfin, puisque l’on utilisera plus tard une propriété démontrée sur les diagrammes
d’Eisenbud et Neumann, nous expliquons le lien existant entre le diagramme minimal
d’Eisenbud et Neumann d’un germe et son diagramme minimal de Newton.

Dans le second chapitre de cette thèse, nous étudions un premier invariant des germes
de courbes planes qui est l’ensemble des quotients jacobiens d’un germe d’application.
Il est défini de la façon suivante : soit φ le germe d’application :

φ : K2, 0 −→ K2, 0
(x, y) −→ (f(x, y), g(x, y))

où f et g sont deux germes non identiquement nuls admettant une singularité à l’origine.
On définit le déterminant de la matrice jacobienne de φ par J(f, g) = (∂f/∂x)(∂g/∂y)−
(∂f/∂y)(∂g/∂x). Le germe jacobien J du couple (f, g) est alors le produit des com-
posantes irréductibles de J qui ne divisent pas fg. Enfin, le lieu jacobien de (f, g),
noté J̃ , est le lieu réduit des zéros du germe jacobien, et la courbe discriminante de
(f, g) est ∆ = φ(J ). Si (u, v) sont les coordonnées de φ(K2), alors par définition, {u =
0} = φ({f = 0}) n’est pas une branche de ∆ ; donc si δ est une branche de ∆, on peut
trouver une paramétrisation de Puiseux de δ de la forme u = vqδ/pδ(a +

∑
k∈N

bkv
k
m ).

Définition 0.0.2. L’ensemble des quotients jacobiens de (f, g) est l’ensemble des
nombres rationnels

pδ

qδ

pour les branches δ de ∆.

H. Maugendre a démontré le résultat suivant ([M1] ou [M2]) qui permet d’évaluer
les quotients jacobiens du couple (f, g) sur le graphe dual de résolution minimal de fg.

Théorème 0.0.3. Soient f, g ∈ C{x, y} deux germes réduits et sans composante com-
mune. Alors l’ensemble des quotients jacobiens du couple (f, g) est le sous-ensemble des
rationnels composé des

(g, ρv)0

(f, ρv)0

où ρv est une curvette issue du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de
rupture du graphe dual de résolution minimal de fg.

Elle démontre donc en particulier que l’ensemble des quotients jacobiens de (f, g)
est un invariant du type topologique de (f, g). Pour démontrer ce théorème, elle utilise
des outils topologiques (décomposition de Waldhausen en variétés de Seifert). Nous
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voulons donner une démonstration algébrique de ce théorème afin, en particulier, de le
généraliser à un corps K algébriquement clos de caractéristique 0 et à des germes non
réduits. Pour démontrer ce théorème, nous étudions les polygones de Newton successifs
rencontrés lors de la construction du diagramme de Newton de fg en utilisant les notions
de poids développées dans le premier chapitre. Soit w un poids. On dit que l’on est dans
la sitution d’Abhyankar pour (f, g) par rapport au poids w si les parties initiales de
f et g vérifient inw(f)w(g) = inw(g)w(f). Soit v un sommet de rupture de Dm(fg).
Alors v est obtenu après k transformations de Newton successives (on peut avoir k =
0 si v est sur le premier axe vertical). Il existe une face S du polygone de Newton
N(y

Nk−1,f

k fky
Nk−1,g

k gk) correspondant à ce sommet. Soit (α,−β) un vecteur directeur de
cette face, avec α, β ∈ N∗ et pgcd(α, β) = 1. Soit w le poids défini par w(x) = β et w(y) =
α. On dit qu’on est dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport au sommet v si
l’on est dans la situation d’Abhyankar pour (y

Nk−1,f

k fk, y
Nk−1,g

k gk) par rapport au poids
w. Nous ne traitons pas cette situation. Nous comparons les diagrammes minimaux
de Newton Dm(fg) et Dm(fgJ ) afin de savoir dans quelles "zones" de Dm(fg) les
composantes de J apparaissent sur Dm(fgJ ). Nous démontrons finalement le théorème
suivant :

Théorème 0.0.4. Soient f, g ∈ K[[x, y]] deux germes de fonctions non nuls admettant
une singularité à l’origine et n’ayant pas de composante commune. Soit Dm(fg) le dia-
gramme minimal de Newton de fg. On suppose que pour chaque sommet de rupture v
de Dm(fg), on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport au som-
met v. Alors l’ensemble des quotients jacobiens du couple (f, g) est le sous-ensemble des
rationnels composé des

(g, ρv)0

(f, ρv)0

où ρv est une curvette issue du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de
rupture du diagramme minimal de Newton Dm(fg).

En particulier, on retrouve le fait que sous ces hypothèses, l’ensemble des quotients
jacobiens de (f, g) est un invariant du type topologique de (f, g). On déduit de ce
théorème les deux corollaires suivants :

Corollaire 0.0.5. Soient f, g ∈ K[[x, y]] deux germes de fonctions transverses admet-
tant une singularité en (0, 0) ∈ K2. Soit Dm(fg) le diagramme minimal de Newton
de fg. Alors l’ensemble des quotients jacobiens de (f, g) est égal au sous-ensemble des
rationnels {

(g, ρv)0

(f, ρv)0

}
v

,

où ρv est une curvette du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de rupture de
Dm(fg).

Corollaire 0.0.6. Soit g ∈ K[[x, y]] un germe admettant une singularité en (0, 0) ∈
K2. Soit Dm(g) le diagramme minimal de Newton de g. Alors l’ensemble des quotients
polaires de g est égal au sous-ensemble des rationnels{

(g, ρv)0

mult(ρv)

}
v

,



iv INTRODUCTION

où ρv est une curvette du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de rupture de
Dm(g).

On déduit ensuite de ce théorème des résultats sur la croissance des quotients ja-
cobiens. Pour cela, nous avons précédement introduit un diagramme minimal coloré
de Newton de fg qui permet de différencier les portions du diagramme représentant f
(portions rouges) de celles représentant g (portions bleues).

Théorème 0.0.7. Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 0.0.4, si l’on par-
court les géodésiques de f et de g sur Dm(fg) dans le sens positif, il y a
a) décroissance (resp. croissance) stricte des quotients jacobiens de Dm(fg) le long des

géodésiques strictement rouges (resp. bleues) de Dm(fg),
b) constance des quotients jacobiens de (f, g) le long des arêtes noires de Dm(fg),
c) décroissance (resp. croissance) non stricte des quotients jacobiens de (f, g) le long des

arêtes par lesquelles passent toutes les géodésiques rouges (resp. bleues) de Dm(fg).

Enfin, on conclut ce chapitre par des questions ouvertes sur le polygone de Newton
de la courbe discriminante ∆.

Dans le troisième chapitre, le second invariant topologique des germes de courbes
planes auquel nous nous intéressons est la fonction zêta-topologique locale. Elle a été
introduite par Denef et Loeser [DL1] en dimension n, mais nous l’étudions ici pour n = 2 :
soit f ∈ C{x, y} un germe de fonction analytique en 0 et soit h : X −→ C2 une résolution
de f−1{0}. On note Ei, i ∈ T les composantes irréductibles de h−1(f−1{0}), et Ni et
νi−1 les multiplicités de Ei dans le diviseur de respectivement f ◦h et h∗(dx1∧. . .∧dxn).
Enfin, pour I ⊂ T ,soient EI := ∩i∈IEi et E◦

I := EI \ ∪j �∈IEj.

Définition 0.0.8. La fonction zêta-topologique locale associée à f est définie par

Ztop,0(f)(s) =
∑
I⊂T

χtop(E
◦
I )

∏
i∈I

1

νi + Nis

où χtop(.) est la caractéristique complexe d’Euler-Poincaré.

Nous restreignons notre étude au cas des courbes, car dans ce cas, la fonction zêta-
topologique locale est un invariant topologique du germe, ce qui est faux pour les dimen-
sions supérieures [ACLM]. Cependant, nous verrons sur un exemple qu’elle ne détermine
pas, en géneral, la topologie du germe. Nous nous proposons donc d’étudier une fonction
zêta-topologique locale à plusieurs variables qui a été introduite par E. Looijenga ([Loo]
prop.4.2 et cor.4.3), et qui contient plus d’informations que la fonction zêta-topologique
locale classique. Soit f ∈ C{x, y} un germe de fonction analytique tel que f(0, 0) = 0.
On décompose f en produit de r paquets, pas forcément irréductibles

f = f1 · · · fr =
r∏

j=1

fj.

Pour i ∈ T , soit νi la multiplicité de Ei sur le diviseur de h∗(dx ∧ dy) et pour j ∈
{1, . . . , r}, soit Ni,j la multiplicité de Ei dans le diviseur de fj ◦ π. On appelle les
(νi, Ni,1, . . . , Ni,r)i∈T les données numériques de la résolution.
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Définition 0.0.9. La fonction zêta-topologique multi-variables locale associée à f est
définie par

Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) =
∑
I⊂T

χtop(E
◦
I )

∏
i∈I

1

νi + Ni,1s1 + · · · + Ni,rsr

où χtop(.) est la caractéristique complexe d’Euler-Poincaré.
On a Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) ∈ Q(s1, . . . , sr).

Nous voulons dans ce chapitre étudier la fonction zêta-topologique multi-variables
locale Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) associée à un germe f à l’aide du diagramme minimal de New-
ton Dm(f) de f . En utilisant le lien existant entre le diagramme minimal de Newton
et le graphe dual de la résolution minimale d’un germe, nous démontrons des proprié-
tés permettant de calculer les données numériques de la résolution sur Dm(f), puis
nous énonçons un théorème permettant de calculer la fonction zêta-topologique multi-
variables locale de f en utilisant seulement les décorations de son diagramme minimal
de Newton.

Alors on montre que Ztop,0(f)(0, . . . , 0) = 1.
La fonction zêta-topologique multi-variables locale de f s’exprime à l’aide du premier

théorème comme un élément de Q(s1, . . . , sr) dont le dénominateur est composé de
formes affines de Q[s1, . . . , sr]. Nous nous demandons si les hyperplans définis par ces
formes sont des "pôles" de la fonction zêta-topologique locale multi-variables. Nous
démontrons alors un théorème décrivant de façon exhaustive les hyperplans au voisinage
desquels Ztop,0(f) n’est pas holomorphe.

Nous nous posons alors la question qui a motivé notre étude : la fonction zêta-to-
pologique locale détermine-t-elle la topologie du germe auquel elle est associée ? Nous
commençons par montrer sur un exemple que la fonction zêta-topologique locale à une
variable associée à un germe ne détermine pas, en général, la topologie de ce germe. En
revanche, nous démontrons le théorème suivant.

Théorème 0.0.10. Soient f, g ∈ C{x, y} deux germes de courbes planes. Soient f =∏r
i=1 fni

i et g =
∏t

j=1 g
mj

j les décompositions de f et g en produit de composantes ir-
reductibles. Enfin, soit Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) (resp. Ztop,0(g)(s1, . . . , st)) la fonction zêta-
topologique multi-variables locale associée à f (resp. g) pour la décomposition de f (resp.
g) en les r (resp. s) paquets fn1

1 , . . . , fnr
r (resp. gm1

1 , . . . , gmt
t ). Alors les deux assertions

suivantes sont équivalentes :
(i) Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) = Ztop,0(g)(s1, . . . , st),
(ii) Dm(f) = Dm(g).

Puisqu’on a vu que le diagramme minimal de Newton d’un germe est un invariant du
type topologique de ce germe, on obtient donc le fait que la fonction zêta-topologique
multi-variables locale associée à un germe pour sa décomposition en composantes ir-
réductibles avec multiplicités détermine la topologie de ce germe. Pour démontrer ce
théorème, nous donnons un algorithme permettant de reconstruire le diagramme Dm(f)
à partir de la donnée de Ztop,0(f)(s1, . . . , sr).

La conjecture de la monodromie a été énoncée par Denef et Loeser ([DL1], (3.3.2))
et établit un lien entre la fonction zêta-topologique locale classique d’un germe f et les
valeurs propres de la monodromie de f :
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Conjecture 0.0.11. Si s0 est un pôle de Ztop,0(f, s), alors e2iπs0 est une valeur propre
de la monodromie locale de f à un point de f−1{0}.

F. Loeser [Loe] et W. Veys [V3] ont montré que cette conjecture était vraie dans le
cas de la dimension 2. Nous nous demandons s’il existe un théorème similaire pour la
fonction zêta-topologique multi-variables locale associée à un germe pour sa décomposi-
tion en composantes irréductibles. En faisant appel à la notion de polynôme d’Alexander
multivariable d’un germe, nous démontrons un premier “théorème généralisé de la mo-
nodromie” .

Dans [Li], l’auteur introduit une procédure algébrique permettant de calculer le po-
lytope de quasiadjonction d’un germe qui est un objet généralisant la notion de spectre
d’un germe au cas r > 1. Nous donnons une nouvelle caractérisation du polytope de
quasiadjonction permettant de le calculer à partir du diagramme minimal de Newton
du germe. Nous démontrons alors un autre “théorème généralisé de la monodromie”
pour la fonction zêta-topologique locale multi-variables associée à un germe pour sa
décomposition en composantes irréductibles.



Chapitre 1

Diagrammes de Newton.

Dans cette première partie, nous rappelons tout d’abord les notions élémentaires
qui seront utiles à l’étude des invariants des germes de courbes planes que nous allons
aborder. Dans un second temps, nous expliquons la construction et nous donnons les
propriétés du principal outil de notre étude : les diagrammes de Newton. En particulier,
nous décrivons le lien existant entre ces diagrammes et les graphes duaux de la résolution.

Dans tout le chapitre 1, K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique
0.

1.1 Notions préliminaires.

1.1.1 Polygone de Newton.

Soit K[[x, y]] l’anneau des séries formelles à deux indéterminées sur K et soit f(x, y) =∑
Aa,bx

ayb ∈ K[[x, y]] telle que f(0, 0) = 0. Alors C : f(x, y) = 0 définit un germe de
courbe plane en l’origine de K2.

On définit le support de f par Supp(f) = {(a, b) ∈ N2/Aa,b �= 0}. Soit ∆(f) l’enve-
loppe convexe de {(a, b) + R2

+, (a, b) ∈ Supp(f)} dans R2.

Définition 1.1.1. Le polygone de Newton de f , noté N(f), est la réunion des faces
compactes de ∆(f).

Définition 1.1.2. (i) Si (a, b) et (a′, b′) sont les extrémités d’une face S de N(f) avec
a > a′ et b < b′, on définit la largeur de la face S par |S|1 = a−a′ et sa hauteur
par |S|2 = b′ − b.

(ii) La largeur de N(f), notée ω(N(f)), est le maximum des abscisses des points de
N(f). La hauteur de N(f), notée h(N(f)), est le maximum des ordonnées des
points de N(f).

On note S1, . . . , Sm les faces de N(f), ordonnées par pentes décroissantes −q1/p1 >
· · · > −qm/pm, où pi, qi ∈ N et pgcd(pi, qi) = 1. Pour chaque face Si, soit ri l’entier
égal au nombre de points à coordonnées entières sur Si moins un. Soit qia + pib = Ni

l’équation de la droite portant Si, avec pgcd(pi, qi, Ni) = 1. En particulier, si f est

1
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commode (i.e. N(f) admet un point sur l’axe des abscisses et un point sur l’axe des
ordonnées), on a alors

Ni = pi(r1q1 + · · · + riqi) + qi(ri+1pi+1 + · · · + rmpm).

Si

ripi

riqi

ω(N(f))

N(f)
qia + pib = Ni

h(N(f))

Sn

S2
S1

Sn−1

Définition 1.1.3. Soit S une face de N(f). On définit le polynôme face associé à S

par fS(x, y) :=
∑

(a,b)∈S

Aa,bx
ayb.

Définition 1.1.4. Soit S une face de N(f). Soit qx+py = N , où p, q ∈ N et pgcd(p, q) =
1, l’équation de la droite portant S. Alors S est une face exceptionnelle de N(f)
si et seulement si q = 1, S est la première face de N(f) et ∃a, C ∈ K∗/fS(x, y) =
Cxl0(xp − ay)l ou bien p = 1, S est la dernière face de N(f) et ∃a, C ∈ K∗/fS(x, y) =
Cylr(x−ayq)l. On note N(f)∗ le polygone de Newton de f privé des faces exceptionnelles.

Définition 1.1.5. On dit qu’un polygone N est un polygone de Newton s’il existe f ∈
K{x, y} tel que N = N(f) comme défini ci-dessus.

1.1.2 Éventail dual.

Soient f(x, y) ∈ K[[x, y]] l’équation d’un germe et N(f) le polygone de Newton de f .
Pour S ∈ N(f), soit qSx + pSy = NS l’équation de la droite portant S, avec pS, qS ∈ N

et pgcd(pS, qS) = 1.

Définition 1.1.6. L’éventail dual de f , noté Ñ(f), est la partition de R2
+ induite par

les droites LS d’équation qSx − pSy = 0 pour S ∈ N(f) et les cônes ouverts engendrés
par ces droites.
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∆
S,S′

Ñ(f)

L
S′

LS

1.1.3 Notion de poids.

Les notions de poids et de polynômes homogènes sont par exemple abordées dans
[A]. Dans [H], R.C.Heitmann utilise ces notions pour faire une approche algébrique de la
conjecture du jacobien. Nous allons faire de même notion pour aborder notre problème.

Définition 1.1.7. Un poids w est une application w : K[[x, y]]\{0} −→ N vérifiant
la propriété suivante : si f =

∑
Aa,bx

ayb ∈ K[[x, y]]\{0}, alors w(f) = inf{aw(x) +
bw(y), (a, b) ∈ Supp(f)}. On définit alors la partie initiale de f par rapport au poids
w par

inw(f) :=
∑

aw(x)+bw(y)=w(f)

Aa,bx
ayb.

Remarque 1.1.8. La donnée de deux entiers p, q ∈ N∗ détermine complètement un
poids w en posant w(x) = q et w(y) = p.

On obtient facilement la proposition suivante :

Proposition 1.1.9. Soient f et g deux germes, et w un poids. Alors

inw(fg) = inw(f)inw(g) et w(fg) = w(f) + w(g).

Nous allons maintenant appliquer la notion de poids au polygone de Newton d’un
germe. Ces outils sont par exemple développés dans [LP]. On considère un germe
f(x, y) ∈ K[[x, y]]\{0} et son polygone de Newton N(f). À une face S de N(f), on
associe le poids wS défini par

wS(x) =
|S|2

pgcd(|S|1, |S|2) et wS(y) =
|S|1

pgcd(|S|1, |S|2) .

Alors awS(x)+bwS(y) = wS(f) est l’équation de la droite portant la face S. De la même
façon, soit L : qx− py = 0 une droite de Ñ(f) avec p, q ∈ N2 et pgcd(p, q) = 1. Alors on
lui associe le poids w défini par w(x) = q et w(y) = p.

On obtient aisément la proposition suivante :

Proposition 1.1.10. (i) Si pour un certain poids w, inw(f) est constitué d’au moins
deux monômes, alors il existe une face S de N(f) telle que aw(x) + bw(y) = w(f)
est l’équation de la droite portant S.
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(ii) ∀S ∈ N(f), ∀(a, b) ∈ Supp(f), on a awS(x) + bwS(y) ≥ wS(f).

(iii) (a, b) ∈ N(f) ⇔ il existe p, q ∈ N avec pgcd(p, q) = 1, il existe un poids w défini
par w(x) = q et w(y) = p tels que aq + pb = w(f).

Remarque 1.1.11. Si wS est le poids associé à la face S, les notions de partie initiale
et de polynôme face sont identiques, i. e. inwS

(f)(x, y) = fS(x, y).

1.1.4 Addition de deux polygones de Newton.

Il existe une addition sur l’ensemble des polygones de Newton qui est par exemple
utilisée dans [P].

Définition 1.1.12. Soient N1 et N2 deux polygones de Newton. Alors, on définit le
polygone N1 + N2 de la manière suivante : N1 + N2 est l’unique polygone de Newton
vérifiant les deux conditions suivantes :

1. S ∈ N1 + N2 si et seulement si l’ensemble I = {i ∈ {1, 2} : S est parallèle à une
face de Ni notée Si} est non vide,

2. |S|1 =
∑

i∈I |Si|1 (ce qui équivaut à |S|2 =
∑

i∈I |Si|2).
On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.1.13. Soient f, g ∈ K[[x, y]]. On a N(fg) = N(f)+N(g) pour l’addition
définie précédement.

Remarque 1.1.14. Cette proposition nous permet d’affirmer que la définition précé-
dente est cohérente : en effet, d’après cette proposition, il est clair que N1 + N2 est bien
un polygone de Newton.

Démonstration. Soit S ∈ N(fg). On a clairement

Supp(fg) ⊂ Supp(f) + Supp(g)(1.1)

au sens (a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2). Soient (a, b) et (a′, b′) les extrémités de S.
Soit w le poids défini par w(x) = q et w(y) = p, afin que qa+pb = w(fg) soit l’équation
de la droite portant S.

Pour tout (x, y) ∈ Supp(fg), on a qx + py ≥ w(fg). De plus, qa + pb = w(fg)
et qa′ + pb′ = w(fg). D’après l’inclusion (1.1), il existe (a1, b1), (a

′
1, b

′
1) ∈ Supp(f) et

(a2, b2), (a
′
2, b

′
2) ∈ Supp(g) tels que a = a1 + a2, a′ = a′

1 + a′
2, b = b1 + b2 et b′ = b′1 + b′2.

Donc (qa1 + pb1) + (qa2 + pb2) = w(fg) = w(f) + w(g) et (qa′
1 + pb′1) + (qa′

2 + pb′2) =
w(fg) = w(f) + w(g). Or par définition de w, on a qa1 + pb1 ≥ w(f), qa′

1 + pb′1 ≥ w(f),
qa2 + pb2 ≥ w(g) et qa′

2 + pb′2 ≥ w(g). Donc qa1 + pb1 = w(f), qa′
1 + pb′1 = w(f),

qa2 + pb2 = w(g) et qa′
2 + pb′2 = w(g). D’autre part, si (a1, b1) = (a′

1, b
′
1) et (a2, b2) =

(a′
2, b

′
2), alors (a, b) = (a′, b′), ce qui est faux. Nous avons donc exhibé une face S1 =

[(a1, b1), (a
′
1, b

′
1)] ∈ N(f) et/ou une face S2 = [(a2, b2), (a

′
2, b

′
2)] ∈ N(g) avec S parallèle

à S1 et/ou S2. De plus,

|S|1 = a − a′ = (a1 + a2) − (a′
1 + a′

2) = (a1 − a′
1) + (a2 − a′

2) = |S1|1 + |S2|1.
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Donc S ∈ N(f) + N(g). Finalement, N(fg) ⊂ N(f) + N(g).

Soit maintenant S ∈ N(f) + N(g). Soient (a, b) et (a′, b′) ses extrémités et w un
poids défini par w(x) = q et w(y) = p de telle sorte que qx + py = r(S) soit l’équation
de la droite portant S avec p, q, r(S) ∈ N et pgcd(p, q) = 1. On sait qu’il existe une
face S1 ∈ N(f) et/ou une face S2 ∈ N(g) telles que S soit parallèle à S1 et/ou S2 et
|S|1 = |S1|1 + |S2|1. On peut supposer qu’il existe au moins S1. Soient (a1, b1) et (a′

1, b
′
1)

ses extrémités. Soit (a2, b2) ∈ Supp(g) tel que qa2 + pb2 = w(g).
Si inw(g) est monômiale, alors |S|1 = |S1|1, i.e. a − a′ = a1 − a′

1. Définissons α =
a1 + a2, α′ = a′

1 + a2, β = b1 + b2 et b′ = b′1 + b2. On a qα + pβ = w(f) + w(g) = w(fg)
et qα′ + pβ′ = w(f) + w(g) = w(fg) donc S ′ = [(α, β), (α′, β′)] est une face de N(fg).
De plus, |S|1 = |S ′|1. Enfin, on a déjà montré que N(fg) ⊂ N(f) + N(g). Donc S ′ ∈
N(f) + N(g) et S ′ a la même pente et la même taille que S, d’où S ′ = S.

Si inw(g) n’est pas monômiale, alors il existe S2 ∈ N(g) telle que S est parallèle à
S2. Soient (a2, b2) et (a′

2, b
′
2) ses extrémités. On retrouve le même résultat en posant α =

a1 +a2, α′ = a′
1 +a′

2, β = b1 + b2 et β′ = b′1 + b′2. Finalement, N(fg) = N(f)+N(g).

1.1.5 Multiplicité d’intersection.

Définition 1.1.15. Soit f ∈ K[[x, y]] un germe à l’origine de K2. La multiplicité de
f , notée m0(f), est le degré de la partie homogène de plus bas degré de f .

Définition 1.1.16. Soient f, g ∈ K[[x, y]] deux germes à l’origine de K2. La multi-
plicité d’intersection des deux germes de courbe f−1(0) et g−1(0), notée (f, g)0, est
égale à

dimK
K[[x, y]]

(f, g)
,

où (f, g) est l’idéal engendré par f et g dans K[[x, y]]. Si f et g ont une branche com-
mune, alors (f, g)0 = +∞.

Grâce à la proposition suivante, on obtient un autre moyen d’évaluer la multiplicité
d’intersection de deux germes :

Proposition 1.1.17. Soient f, g ∈ K[[x, y]] deux germes à l’origine de K2 sans com-
posante commune, et supposons que f est irreductible et n’est pas divisible par x. Soit{

x = tn, n minimum
y = φ(t)

une paramétrisation de f au voisinage de l’origine, où n “minimum” signifie que le pgcd
entre n et les exposants des monômes de φ(t) est égal à 1. Alors

(f, g)0 = ordtg(tn, φ(t)).

Démonstration. Voir [F], p.74.

Remarque 1.1.18. Si f =
r∏

i=1

f li
i et g =

s∏
j=1

g
mj

j , alors (f, g)0 =
r∑

i=1

s∑
j=1

limj(fi, gj)0.
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1.2 Construction des diagrammes de Newton.
On considère f ∈ K[[x, y]] un germe de courbe. Le diagramme de Newton de f est

un arbre décoré qui permet d’étudier ce germe et d’en calculer les invariants. Il existe
plusieurs manières de représenter les caractéristiques d’une singularité de courbe plane :

– les diagrammes d’Eggers ([E]),
– les graphes de résolution que nous décrirons plus tard,
– les tables de Hamburger-Noether définies par Russel,
– les diagrammes d’Eisenbud et Neumann...

Nous orientons notre choix vers les diagrammes de Newton car ce sont ceux qui nous
paraissent les plus appropriés et les plus efficaces pour effectuer les calculs d’invariants
qui nous intéressent. Dans [EN], les auteurs introduisent les diagrammes d’Eisenbud et
Neumann sous le nom de "splice diagrams" ; nous les décrirons dans le paragraphe 1.8.
Les diagrammes de Newton sont quasiment identiques aux diagrammes d’Eisenbud et
Neumann et en sont inspirés, mais ils font appel à une construction différente. Cette
construction et les propriétés qui en découlent sont entièrement expliquées dans [CNP].

Définition 1.2.1. Un diagramme de Newton est un arbre composé de sommets,
d’arêtes et de flèches, chaque arête se terminant soit par un sommet soit par une flèche.
Les arêtes portent des nombres entiers naturels à leurs extrémités appelés décorations.
D’autres décorations entières figurent également entre parenthèses à côté de certains
sommets.

De plus, les diagrammes de Newton d’un germe de courbe plane vérifient l’assertion
suivante : si l’on considère un sommet et les arêtes reliées à ce sommet, alors parmi les
décorations situées sur les extrémités attenantes à ce sommet, au plus deux d’entre elles
sont différentes de 1 et sont alors premières entre elles.

Dans la pratique, quand une décoration est égale à 1, on ne la fait pas figurer.

Définition 1.2.2. Si v est un sommet d’un diagramme, la valence de v, notée δv, est
le nombre d’arêtes reliées à v. Un sommet v est un sommet de rupture si δv ≥ 3.

Le diagramme de Newton de f , noté D(f), se construit à l’aide d’étapes successives.
Il y a deux types d’étapes : les étapes correspondant à un polygone de Newton à l’aide
duquel on construit un axe vertical de D(f), et les étapes où l’on effectue une transfor-
mation appelée transformation de Duval-Newton et qui permettent de passer d’un axe
vertical à l’autre. La consruction est basée sur l’algorithme de Newton-Puiseux dont on
trouve une déscription détaillée dans [BK], p.371.

1.2.1 Première étape : construction d’un axe correspondant à
un polygone de Newton.

On construit le polygone de Newton N(f) de f . On note S1, . . . , Sm les faces de
N(f) ordonnées par pentes décroissantes −q1/p1 > · · · > −qm/pm, où pgcd(pi, qi) = 1.
Soit qia + pib = Ni l’équation de la droite portant Si.

On trace d’abord une droite verticale. On lit N(f) de droite à gauche et pour chaque
face Si de N(f), on fait figurer un sommet vi sur la droite parcourue de haut en bas.
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On fait apparaitre qi sur l’arête au dessus du sommet , pi sur l’arête en dessous et (Ni)
à côté du sommet. On noircit le sommet correspondant à la face de pente −1. Si cette
face n’existe pas, on peut quand même faire figurer ce sommet.

Si N(f) a un point sur l’axe des abscisses (resp. de ordonnées), le diagramme se
termine en haut (resp. en bas) par un sommet blanc. Sinon, on a f(x, y) = yγ f̄(x, y)
(resp. f(x, y) = xγ f̄(x, y)) où y (resp. x) ne divise pas f̄(x, y) : on termine le diagramme
par une flèche qui représente la racine y = 0 (resp. x = 0) et on fait figurer (γ) à côté
de la flèche.

p1

pi

pn

(N1)

(Ni)

(Nn)

q1

qi

qn

(γ)

Définition 1.2.3. Le sommet noirci correspondant à la face de pente −1 est la racine
du diagramme D(f).

Le sommet blanc ou la flèche située en haut du premier axe vertical est le point de
départ du diagramme D(f).

Les sommets du premier axe vertical de D(f) et les faces du polygone de Newton
N(f) sont en bijection. De plus, les décorations attenantes aux sommets correspondent
aux pentes des faces de N(f). De la même façon, les sommets du premier axe vertical de
D(f) et les droites de l’éventail dual Ñ(f) sont en bijection et les décorations attenantes
aux sommets correspondent aux pentes des droites de Ñ(f).

1.2.2 Deuxième étape : transformation de Duval-Newton.

Soit S une face de N(f) de pente −q/p et soit qx + py = N l’équation de la droite
portant S. On calcule le polynôme face de S :

fS(x, y) =
∑

(a,b)∈S

Aa,bx
ayb.

Si l’on considère le poids w associé à la face S, c’est à dire défini par w(x) = q et
w(y) = p, le polynôme face de S est un polynôme quasi-homogène de poids w(f) que
l’on peut donc écrire comme un produit de formes quasi-homogènes :

fS(x, y) = Cxl0ylr

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li ,

où C ∈ K, ai ∈ K× pour i = 1, . . . , r et ai �= aj pour tout i �= j. On a w(f) =

ql0 + plr +
∑r−1

i=1 pqli. On définit alors le polynôme pS ∈ K[t] par pS(t) =
r−1∏
i=1

(t − ai)
li .
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S

Pr

P0nr

n0 n0 +
P

pni

P
qni + nr

Sur N(f), les deux points extrémités de la face S sont P0 = (l0 +
r−1∑
i=1

pli, lr) et

Pr = (l0,
r−1∑
i=1

qli + lr), donc N = ql0 + plr +
r−1∑
i=1

pqli = w(f).

À partir du sommet v de D(f) correspondant à S, on trace vers la droite r−1 arêtes
correspondant aux r − 1 racines ai pour i = 1, . . . , r − 1 de pS(t).
Pour chaque i0 ∈ {1, . . . , r − 1}, on effectue la transformation de Duval-Newton ([D]) :

Φ1 : K2 −→ K2

(x1, y1) �→ (yq
1(a

p′
i0

+ x1), a
q′
i0
yp

1)

où p′, q′ ∈ N2 sont tels que pp′ − qq′ = 1. On a

f(x, y) = fS(x, y) +
∑

(a,b)/qa+pb>w(f)=N

Aa,bx
ayb.

Pour i0,

(xp − ai0y
q)li0 ◦ Φ1(x1, y1) = y

pqli0
1 (pa

p′(p−1)
i0

x1 + termes d’ordre supérieur en x1)
li0 ,

et pour i �= i0,

(xp−aiy
q)li◦Φ1(x1, y1) = ypqli

1 ((app′
i0
−aia

qq′
i0

)+pa
p′(p−1)
i0

x1+termes d’ordre supérieur en x1)
li .

Donc
fS ◦ Φ1(x1, y1) = CyN

1 (x
li0
1 + termes d’ordre supérieur en x1).

De plus, ∑
(a,b)/qa+pb>w(f)=N

Aa,bx
ayb

 ◦ Φ1(x1, y1) =
∑

(a,b)/qa+pb>N

Aa,ba
qq′
i0

yqa+pb
1 (ap′

i0
+ x1)

a.

Donc
f ◦ Φ1(x1, y1) = yN

1 f 1(x1, y1) où f 1 ∈ K{x, y}.
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Définition 1.2.4. On dit que f est non-dégénéré pour son polygone de Newton
si pour toute face S de N(f) et pour toute racine ai0 de pS(t), après la transformation
de Duval-Newton, f ◦ Φ1(x1, y1) est de la forme

f ◦ Φ1(x1, y1) = yN
1 (ax1 + · · · )γ(u + · · · ), où a, u ∈ K×.

Si après la transformation de Duval-Newton, f ◦ Φ1(x1, y1) est de la forme

f ◦ Φ1(x1, y1) = yN
1 (ax1 + · · · )γ(u + · · · )

avec a, u ∈ K×, alors on termine l’arête correspondant à ai0 par une flèche et on fait
figurer la décoration (γ) à côté de la flèche.

Si f est dégénéré pour son polygone de Newton, on obtient un diagramme incomplet,
comportant des arêtes qui n’ont ni flèche ni sommet à leur extrémité. Pour toute arête
partant d’un sommet vi portant les décorations pi, qi et (Ni) du premier axe vertical
et ne se terminant pas par une flèche, après avoir effectué la transformation de Duval-
Newton expliquée ci-dessus, on a un nouveau germe yN

1 f 1(x1, y1). À l’extrémité de l’arête
considérée, on trace un sommet blanc et un axe vertical qui part de ce sommet blanc
vers le bas. On recommence la première étape de l’algorithme pour f 1(x1, y1), le sommet
blanc situé en haut de l’arête considérée jouant le rôle du sommet de rupture le plus
haut de l’axe vertical de la première étape. Par construction, y1 ne divise pas f 1(x1, y1),
donc il n’y a pas de flèche "en haut" de ce nouvel axe vertical. Sur cet axe vertical, les
sommets portent les décorations pi,j (en dessous, qi,j (au dessus) et (Ni,j) à côté. On
remplace les qi,j par piqipi,j + qi,j et les (Ni,j) par (pi,jNi + Ni,j). Les décorations pi,j

restent inchangées. Enfin, on dit que vi est le sommet précédant tous les sommets
de ce nouvel axe vertical (tous les sommets d’un axe vertical ont donc le même sommet
précédent).

Remarque 1.2.5. Pour construire D(f), on fait le choix d’un système de coordonnées.
Les notions d’axe vertical et celle de sommet précédent ne sont pas intrinsèques, elles
dépendent du système de coordonnées choisi.

On obtient un nouveau diagramme complet ou non et on recommence l’algorithme
pour chaque arête du nouveau diagramme qui ne se termine ni par un sommet ni par une
flèche. L’algorithme est fini quand toutes les arêtes des diagrammes obtenus se terminent
par un sommet ou une flèche. On sait que l’algorithme se termine au bout d’un nombre
fini d’étapes (c.f. par exemple [BK] p.384).

Remarque 1.2.6. D’après ce qui précède, on peut remarquer que si l’on effectue une
transformation de Duval-Newton Φ1 à f , où Φ1 est associée au poids w défini par w(x) =
q et w(y) = p et à une racine a, alors que f n’a pas de branche pour la direction associée
au poids w et à la racine a, alors

f 1(x1, y1) = u + · · · où u ∈ K∗.

En effet, si f n’a pas de branche pour cette direction, on a

f(x, y) = Cxl0ylr

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li +

∑
(α,β)/qα+pβ>N

Aα,βxαyβ
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avec ql0 + plr +
∑

pqli = N , C ∈ K, ai ∈ K× pour i = 1, . . . , r et ai �= a pour tout i.
Alors on effectue la transformation de Duval-Newton :

Φ1 : K2 −→ K2

(x1, y1) �→ (yq
1(a

p′ + x1), a
q′yp

1)

où p′, q′ ∈ N2 sont tels que pp′ − qq′ = 1. On a

f ◦ Φ1(x1, y1) = Cyql0+plr
1 aq′lr(ap′ + x1)

l0

r−1∏
i=1

ypqli
1 ((app′ − aia

qq′) + pap′(p−1)x1 + · · · )li

+
∑

qα+pβ>N

Aα,βaqq′yqα+pβ
1 (ap′ + x1)

α

= yN
1 (Cap′l0+q′lr

∏r−1
i=1 (app′ − aia

qq′)li + · · · )
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1.3 Diagrammes minimaux, diagrammes maximaux.

1.3.1 Diagramme minimal.

On rend un diagramme de Newton D(f) minimal en faisant les deux opérations
suivantes :

1. on supprime les arêtes dont une extrémité est un sommet de valence 1 et l’autre
porte la décoration 1, ainsi que le sommet de valence 1 attenant :

1

2. on supprime les sommets de valence 2
On note Dm(f) le diagramme minimal de Newton de f .

Remarque 1.3.1. Le diagramme minimal de Newton Dm(f) est un sous diagramme de
D(f). On peut noter qu’il y a une correspondance bijective entre les faces de N(f)∗ et
les sommets du diagramme minimal de Newton de f qui sont des sommets du premier
axe vertical de D(f) : en effet, les faces exceptionnelles de N(f) sont représentées par
un sommet v apparaissant en haut (resp. en bas) du premier axe vertical de D(f) et
portant la décoration 1 au-dessus (resp. en dessous). De plus, une seule arête part de v
vers la droite. D’après la première opération, l’arête portant la décoration 1 disparaît et
d’après la seconde opération, le sommet v disparaît.

Le théorème suivante sera essentiel :

Théorème 1.3.2. Lorsque K = C et f ∈ C{x, y}, le diagramme minimal de Newton
du germe f est un invariant topologique de ce germe.

Démonstration. Ce résultat est démontré dans [EN].

1.3.2 Diagramme maximal.

Nous allons définir la notion de déterminant sur un diagramme de Newton (qui
peut être le diagramme de Newton, le diagramme minimal de Newton ou le diagramme
maximal de Newton).

Définition 1.3.3. Soient v et v′ deux sommets d’un diagramme de Newton reliés par
une arête [v, v′]. Soient α (resp. α′) la décoration proche de v (resp. v′) située sur l’arête
[v, v′] et β (resp. β ′) le produit des décorations proches de v (resp. v′) autres que α (resp.
α′).

α
v v′α′

β β′
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Alors le déterminant de l’arête [v, v′] est noté ∆[v,v′] et vaut ∆[v,v′] = αα′ − ββ′. Si
δv′ = 1 ou si v′ est une flèche, alors ∆[v,v′] = α.

Soient maintenant deux sommets v et v′ d’un diagramme de Newton reliés par une
chaîne [v, v′] (i.e. les sommets situés entre v et v′ sont de valence 2). Les nombres α,
α′, β et β′ sont définis comme ci-dessus.

α
v v′α′

β β′

Alors le déterminant de la chaîne [v, v′] est noté ∆[v,v′] et vaut ∆[v,v′] = αα′ − ββ′.
Si δv′ = 1 ou si v′ est une flèche, alors ∆[v,v′] = α.

On obtient un diagramme maximal DM(f) à partir du diagramme de Newton D(f)
en procédant de la façon suivante :

– si v et v′ sont deux sommets consécutifs de D(f) tels que ∆[v,v′] > 1, on rajoute
entre v et v′ autant de sommets v1, . . . , vn de valence 2 qu’il est nécessaire pour
que ∆[v,v1] = ∆[v1,v2] = · · · = ∆[vn,v′] = 1. Plus précisement, soient α (resp. α′) la
décoration proche de v (resp. v′) située sur l’arête [v, v′] et β (resp. β′) le produit
des décorations proches de v (resp. v′) autres que α (resp. α′). Pour chaque sommet
vi, soient ai la décoration située sur l’arête [vi−1, vi] (a1 sur l’arête [v, v1]) et pi la
décoration située sur l’arête [vi, vi+1] (pn sur l’arête [vn, v

′]). On rajoute suffisament
de sommets vi pour que

αa1 − βp1 = a2p1 − a1p2 = · · · = anpn−1 − an−1pn = α′pn − anβ
′ = 1

– le diagramme obtenu est minimal pour cette propriété, c’est à dire que si l’on
supprime un sommet du diagramme, il existe une arête de déterminant strictement
supérieur à 1.

– on supprime les éventuels sommets de valence 1 ne portant pas de décoration, ainsi
que les arêtes attenantes à ces sommets.

Proposition 1.3.4. Soit f un germe de courbe et soit D∗(f) un diagramme de f
(D∗(f) = D(f), Dm(f) ou DM(f)).

Alors quels que soient v, v′ ∈ {sommets} ∪ {flèches de D∗(f)}, on a ∆[v,v′] > 0.

Démonstration. C’est la construction des diagrammes qui l’impose.

1.3.3 Un exemple.

Pour le germe de courbe

f(x, y) = (y5 + xy2 + x4)(y6 + xy3 + x3),

on obtient les diagrammes suivants.
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2

3

3 6

10

(17)

(21)

1

0

(14)

(16)

(11)

(1)

(1)

(1)

(1)
1

11

2

3

Diagramme de Newton.

Diagramme minimal.

2

3

6

(17)

(16)

(14)

(1)

(1)

(1)

(1)
3

2

2

2

3

3

7

8

9

10

1

(17)

(21)

(14)

(16)

(11)

(1)

(1)

(1)

(1)
1

1

1

1

1111

1

2

1

3

2

4 5 6

1

Diagramme maximal.

On constate que chaque branche du germe correspond à une flèche du diagramme et
vice et versa.
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1.4 Définitions.
Dans tout le paragraphe, D∗(f) désigne l’un des trois diagrammes D(f), Dm(f) ou

DM(f).

Définition 1.4.1. Soit f un germe et v un sommet d’un diagramme de Newton D∗(f)
de f . On rajoute à D∗(f) une arête partant de v et terminée par une flèche ; cette flèche
représente un germe que l’on note ρv et que l’on appelle curvette ρv du sommet v.
Le diagramme obtenu est alors celui de fρv.

Définition 1.4.2. Soient f et g deux germes et D∗(fg) un diagramme de Newton de
fg. Soient v un sommet de D∗(fg) et ρv une curvette de v. On appelle quotient de
contact associé au sommet v la quantité

Qv =
(g, ρv)0

(f, ρv)0

.

La définition est une généralisation de la notion de quotient de contact définie par
Hironaka ([Hi] p.5).

Définition 1.4.3. Soient f un germe de courbe et D∗(f) un diagramme de Newton de
f . On appelle géodésique de D∗(f) toute partie connexe de D∗(f).

On peut introduire une relation d’ordre sur l’ensemble des sommets d’une géodésique
d’un diagramme :

Définition 1.4.4. Soient v et v′ deux sommets d’une géodésique d’un diagramme de
Newton. On dit que v est plus petit que v′ par rapport à la racine du diagramme,
noté v < v′, si la géodésique allant de la racine à v′ passe par v.

On dit que v est plus petit que v′ par rapport au point de départ du dia-
gramme, noté v ≺ v′, si la géodésique allant du point de départ du diagramme à v′

passe par v.

Remarque 1.4.5. Le point de départ et la racine du diagramme sont des sommets qui
ont été définis sur le diagramme de Newton D(f) d’un germe tel qu’il est obtenu après la
construction décrite dans le paragraphe 1.2. Cependant, le diagramme maximal DM(f)
contient le diagramme D(f). On peut donc définir la notion de point de départ et de
racine de façon identique sur DM(f). Enfin, en regardant le diagramme minimal de
Newton Dm(f) comme un sous-arbre de D(f), on peut aussi définir les notions v ≺ v′

et v < v′ sur Dm(f).

Soient f un germe de courbe et D∗(f) un diagramme de Newton de f .
On appelle géodésique de f le chemin parcouru pour aller de la racine de D∗(f) à

une flèche représentant une composante irréductible de f .
On oriente les géodésiques de f de la façon suivante : la géodésique est parcourue

dans le sens positif si l’on va de la racine du diagramme vers la flèche.
Soient v, v′ ∈ {sommets de rupture de D∗(f)} ∪ {flèches de D∗(f)}. On note G[v,v′]

la géodésique reliant v à v′.
Lorsqu’on considère le produit de deux germes f et g, on peut introduire le dia-

gramme de Newton coloré de fg (voir [M2], p.71 pour un arbre de résolution coloré) :
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Définition 1.4.6. Le diagramme de Newton coloré de fg est le diagramme de Newton
D∗(fg) dans lequel on trace les géodésiques de f en rouge et celles de g en bleu, les
branches restantes étant tracées en noir.

Les géodésiques restant en noir seront appelées branches mortes de D∗(fg).
Sur le diagramme de fg coloré, on pourra avoir des portions noires, strictement

bleues, strictement rouges ou bicolores (i.e. rouges et bleues).

Définition 1.4.7. On dira que deux germes irréductibles f et g se séparent au som-
met v de D∗(fg) si la géodésique allant de la racine du diagramme à ce sommet est
bicolore et si la géodésique partant de ce sommet vers la flèche représentant f est stric-
tement rouge et celle partant de ce sommet vers la flèche représentant g est strictement
bleue.

v

f

g
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1.5 Calcul des multiplicités d’intersection.

Un des premiers intérêts des diagrammes de Newton est de pouvoir calculer simple-
ment la multiplicité d’intersection de deux germes. On a la proposition suivante :

Proposition 1.5.1. La multiplicité d’intersection de deux branches est égale au produit
des nombres adjacents à la géodésique qui joint les deux flèches représentant ces branches
sur un diagramme quelconque où elles sont représentées.

Démonstration. Une preuve topologique est dans [EN], paragraphe III.10 et une preuve
algébrique dans [CNP].

Corollaire 1.5.2. Soient f, g ∈ K[[x, y]]. La multiplicité d’intersection de f et g est
égale à la somme sur toutes les flèches représentant f et g du produit des nombres
adjacents à la géodésique joignant une flèche représentant f à une flèche représentant g
sur un diagramme quelconque où f et g sont représentés.

Démonstration. Il suffit d’utiliser le fait que si f =
r∏

i=1

f li
i et g =

s∏
j=1

g
mj

j , alors (f, g)0 =

r∑
i=1

s∑
j=1

limj(fi, gj)0.

Corollaire 1.5.3. La multiplicité d’un germe est la somme sur toutes les flèches re-
présentant le germe des produits des nombres adjacents au chemin allant de la racine à
chaque flèche représentant ce germe sur un diagramme quelconque où il est représenté.

Démonstration. Soit f ∈ K[[x, y]]. Alors m0(f) = (f, t)0 où t(x, y) = ax + by est une
droite transverse à f . Sur D(ft), cette droite t est représentée par une flèche reliée par
une arête à la racine. Le corollaire est alors immédiat.

Soient f ∈ K[[x, y]] l’équation d’un germe et D∗(f) un diagramme de Newton de
f (D∗(f) = D(f), Dm(f) ou DM(f)). Soit vk un sommet de D∗(f) obtenu après les k
transformations de Duval-Newton successives : pour 1 ≤ i ≤ k,

Φi : K2 −→ K2

(xi, yi) �−→ (yqi−1

i (ap′i−1

i + xi), a
q′i−1

i ypi−1

i )

où p′i−1, q′i−1 ∈ N sont tels que pi−1p′i−1 − qi−1q′i−1 = 1. À chaque transformation de
Duval-Newton Φi correspond une face d’un polygone de Newton d’équation qix + piy =
Ni. Enfin, soit wi le poids défini par wi(xi) = qi et wi(yi) = pi.

D’après la construction décrite dans le paragraphe 1.2, on a

f ◦ Φ1(x1, y1) = yN0
1 f 1(x1, y1)

et on a vu que N0 = w0(f). Lorsqu’on applique Φ2, on obtient

(yN0
1 f 1(x1, y1)) ◦ Φ2(x2, y2) = yN1

2 f 2(x2, y2),
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c’est à dire
f ◦ Φ1 ◦ Φ2(x2, y2) = yp1N0

2 f 1 ◦ Φ2(x2, y2)

= yp1N0

2 y
w1(f1)
2 f 2(x2, y2)

= yN1
2 f 2(x2, y2)

donc
N1 = p1N0 + w1(f

1) = p1w0(f) + w1(f
1) = w1(y

N0
1 f 1).

En itérant ce procédé, on obtient

Lemme 1.5.4. Pour 1 ≤ i ≤ k − 1

f ◦ Φ1 ◦ · · · ◦ Φi+1(xi+1, yi+1) = yNi
i+1f

i+1(xi+1, yi+1)

et Ni = piNi−1 + wi(f
i) = wi(y

Ni−1

i f i).

La proposition suivante nous sera très utile par la suite :

Proposition 1.5.5. Soient f ∈ K[[x, y]] un germe de courbe et D∗(f) un diagramme
de Newton de f . Soient v un sommet de D∗(f), ρv une curvette du sommet v et (Nv)
la décoration figurant à côté de v. Alors

Nv = (f, ρv)0.

Remarque 1.5.6. Sur les diagrammes de Newton, les décorations (Nv) figurant à côté
des sommets de rupture v sont redondantes par rapport aux décorations a et p portées
par les arêtes attenantes à ces sommets.

Démonstration. Supposons que v est obtenu après les k transformations de Duval-
Newton : pour 1 ≤ i ≤ k,

Φi : K2 −→ K2

(xi, yi) �−→ (yqi−1

i (ap′i−1

i + xi), a
q′i−1

i ypi−1

i )

où p′i−1, q′i−1 ∈ N sont tels que pi−1p′i−1 − qi−1q′i−1 = 1. Supposons que v correspond
à une face de N(y

Nk−1

k fk) d’équation qx + py = Nv avec pgcd(p, q) = 1. On a une
paramétrisation de ρk

v :

ρk
v :

{
xk = tq

yk = Atp + · · ·
De plus,

ρv ◦ Φ1 ◦ · · · ◦ Φk(xk, yk) = y
Nk−1,ρv

k ρk
v(xk, yk).

Donc Φ1◦· · ·◦Φk(tq, Atp+· · · ) est une paramétrisation de ρv. Alors d’après la proposition
1.1.17, on a

(f, ρv)0 = ordtf◦Φ1◦· · ·◦Φk(tq
k

, Atp
k

+· · · ) = ordty
Nk−1,f

k fk(xk, yk) = wk(y
Nk−1,f

k fk) = Nv.
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1.6 Graphe dual de la résolution.
Nous rappelons dans ce paragraphe quelques propriétés des résolutions de courbes

planes. Les détails et les preuves se trouvent dans [BK].
Soit f =

∏r
i=1 f ri

i : K2, 0 −→ K, 0 un germe de courbe non identiquement nul. Soient
U un voisinage de l’origine dans K2 et

π : X −→ U

une suite d’éclatements de points. Soit E = π−1(0) le diviseur exceptionnel de la ré-
solution. La transformée totale de f est f̄ = (f ◦ π)∗(0). La transformée stricte de f

est f̃ = f̄ − m0(f)E. Un point de contact est un point d’intersection de la transformée
stricte avec le diviseur exceptionnel.

La suite d’éclatements π : X −→ U est une résolution de f si elle vérifie les conditions
suivantes :

(i) les points de contact sont des points lisses de E,
(ii) en chaque point de contact il ne passe qu’une seule transformée stricte des branches

de f = 0,
(iii) la transformée stricte de chaque branche de f = 0 est lisse, transverse à E et le

coupe en un seul point.
On dispose du théorème suivant :

Théorème 1.6.1. Soit f : K2, 0 −→ K, 0 un germe non identiquement nul. Alors il
existe une résolution de f .

Soient Ej les composantes irréductibles de E. L’intersection de deux de ces compo-
santes est soit vide soit égale à un point. Un point lisse de E est un point qui n’appartient
qu’à une seule composante irreductible Ej de E. Une curvette ρj de Ej est un germe de
courbe lisse transverse à Ej en un point lisse. Enfin, la multiplicité Mj de Ej est l’ordre
de (f ◦ π)(ρj).

Remarque 1.6.2. Si f : C2, 0 −→ C, 0 est un germe de fonction analytique complexe,
les composantes irréductibles de E sont isomorphes à P1 et celles de la transformée
stricte à U où U est un voisinage de 0 dans C.

Une résolution de f est dite minimale si aucune contraction de π n’est une résolution
de f .

Pour chaque résolution de f , on peut construire un graphe appelé graphe dual de la
résolution.

Définition 1.6.3. Un graphe dual de la résolution est un arbre composé de sommets,
d’arêtes et de flèches, chaque arête se terminant soit par un sommet soit par une flèche.
Les sommets et les flèches portent des nombres à leurs côtés appelés décorations.

On construit le graphe de résolution minimal R(f) de f de la manière suivante : si
π : X −→ U est une résolution minimale de f , on représente chaque composante Ej du
diviseur exceptionnel E par un sommet, chaque composante de la transformée stricte
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f̃ par une flèche. On relie deux sommets ou un sommet et une flèche par une arête
si les composantes correspondantes s’intersectent. À côté du sommet vj correspondant
à Ej, on fait figurer la décoration (Mj). Enfin, à côté de la flèche correspondant à la
composante fi, on fait figurer la décoration (ri).

Il existe une autre manière de décorer les graphes duaux de la résolution : à côté de
chaque sommet vi représentant la composante Ei on fait figurer le nombre −κi égal à la
self-intersection du diviseur Ei (κi ∈ N). Le lemme suivant ([EN] ou [Loe], lemme II.2)
nous permet de retrouver les nombres κi à partir des (Mj).

Lemme 1.6.4. Soit Ei une composante irreductible du diviseur exceptionnel E. Soient
Ei,j pour j ∈ {1, . . . , k} les composantes irreductibles de E qui s’intersectent avec Ei.
Alors on a

κiMi =
k∑

j=1

Mi,j.

Enfin, on donne une dernière définiton :

Définition 1.6.5. Soit R un sous-graphe de R(f) ne comportant pas de flèches de R(f).
Soient v1, . . . , vn les sommets de R et E1, . . . , En les composantes de E associées aux vi.
La matrice d’intersection de R est la matrice carrée A(R) = (ai,j)1≤i≤n

1≤j≤n
où ai,i = −κi

et pour i �= j, ai,j = 1 si Ei et Ej s’intersectent et ai,j = 0 sinon. Si R est exactement
égal à R(f) privé de ses flèches, alors A(R) = A(R(f)) est la matrice d’intersection de
R(f).
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1.7 Relation entre diagramme de Newton et graphe
dual de la résolution.

1.7.1 Pour obtenir le diagramme minimal de Newton à partir
du graphe dual de résolution minimal.

Les résultats suivants sont détaillés dans [EN], chap. 5 ou [N].
On construit le diagramme minimal de Newton Dm(f) du germe f à partir de son

graphe dual de résolution minimal R(f) de la façon suivante :
– on supprime tous les sommets de valence 2.
– Pour l’extrémité d’une arête de R(f) donnée, on définit le sous-graphe R1(f) de

R(f) comme suit : on coupe l’arête concernée en deux et l’on conserve celui des
deux sous-graphes ainsi obtenus ne contenant pas l’extrémité choisie.

– La décoration située à la fin d’une arête de Dm(f) est alors égale à det(−A(R1(f))),
où A(R1(f)) est la matrice d’intersection de R1(f).

– La décoration située à côté d’un sommet de Dm(f) entre parenthèses est celle qui
figure à côté de ce sommet sur le graphe dual de la résolution.

– Enfin, les sommets de valence 1 ne portent pas de décoration.

1.7.2 Pour obtenir le graphe dual de résolution minimal à partir
du diagramme minimal de Newton.

On obtient le graphe dual de résolution minimal R(f) du germe f à partir d’un
diagramme de Newton minimal Dm(f) de la manière suivante ([CNP]) : on transforme
Dm(f) en un diagramme maximal DM(f). Puis pour obtenir les décorations de R(f),
on utilise la propriété suivante :

Proposition 1.7.1. Soient Ej une composante du diviseur exceptionnel de la résolution,
et vj le sommet de R(f) associé à Ej. Alors Mj = Nj où (Nj) est la décoration figurant
à côté du sommet vj sur le diagramme maximal de Newton de f .

En effet, chaque sommet du diagramme maximal de Newton de f correspond à une
composante irréductible du diviseur exceptionnel de la résolution minimale de f . La
notion de curvette est identique pour les diagrammes de Newton et pour la résolution.
On a alors clairement Nj = (f, ρvj

)0 = Mj.

Remarque 1.7.2. Il y a bijection entre les sommets de rupture d’un diagramme de
Newton de f (en particulier son diagramme minimal de Newton) et ceux du graphe dual
de résolution minimal de f .

1.7.3 Exemple.

Pour le germe de fonction analytique d’équation

f(x, y) = ((y2 − x3)2 + y5)(y2 + x5),

on obtient les diagrammes suivants :
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1.8 Diagrammes d’Eisenbud et Neumann.
Dans [EN], les auteurs introduisent les diagrammes d’Eisenbud et Neumann. Ils ne

sont pas construits de la même façon que les diagrammes de Newton que nous décrivons
ici : dans notre cas, la décomposition est la décomposition de Newton alors que dans le
cas des diagrammes d’Eisenbud et Neumann, il s’agit d’une décomposition topologique
en variétés de Seifert.

Nous allons expliquer le lien entre le diagramme minimal d’Eisenbud et Neumann
D̃(f) de f et le diagramme minimal de Newton Dm(f) de f . Les deux arbres sont
identiques et les décorations portées par les arêtes et les sommets également, à l’exception
des sommets de valence 1. Pour Dm(f), les sommets de valence 1 ne portent pas de
décoration (voir paragraphe 1.2). Pour D̃(f), les sommets de valence 1 sont les sommets
de valence 1 du diagramme maximal DM(f) de Newton de f . Ils portent une décoration
non nulle sur l’arête et la décoration 1 à l’extérieur. En fait, le sommet de valence 1
apparaissant sur le diagramme d’Eisenbud et Neumann représente le dernier diviseur de
la résolution minimale de f figurant sur cette branche morte. En revanche, le sommet
de valence 1 apparaissant sur le diagramme de Newton de f est un sommet qui ne
représente pas de diviseur de la résolution minimale. Cependant, on verra par la suite que
l’introduction de ce diviseur artificiel permet d’obtenir des résultats plus harmonieux.

1

q

Diagramme d’Eisenbud et Neumann Diagramme de Newton



Chapitre 2

Quotients jacobiens.

Nous nous proposons dans ce chapitre d’étudier un invariant des germes de courbes
planes qui est l’ensemble des quotients jacobiens d’un germe d’application.

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. On considère deux germes
non identiquement nuls f, g ∈ K[[x, y]] admettant une singularité à l’origine. Soit φ le
germe d’application défini par :

φ : K2, 0 −→ K2, 0
(x, y) −→ (f(x, y), g(x, y))

Le déterminant de la matrice jacobienne de φ est égal à

J(f, g) = (∂f/∂x)(∂g/∂y) − (∂f/∂y)(∂g/∂x).

On définit le germe jacobien J du couple (f, g) comme étant le produit des compo-
santes irréductibles de J qui ne divisent pas fg. Enfin, le lieu jacobien de (f, g), noté
J̃ , est le lieu réduit des zéros du germe jacobien. La courbe discriminante de (f, g)
est définie par ∆ = φ(J ). Si (u, v) sont les coordonnées de φ(K2), alors par définition,
{u = 0} = φ({f = 0}) n’est pas une branche de ∆ ; donc si δ est une branche de ∆, on
peut trouver une paramétrisation de Puiseux de δ de la forme

u = vqδ/pδ(a +
∑
k∈N

bkv
k
m ).

Définition 2.0.1. L’ensemble des quotients jacobiens de (f, g) est l’ensemble des
nombres rationnels

pδ

qδ

pour les branches δ de ∆.

Remarque 2.0.2. Lorsque f est une forme linéaire, on retrouve la notion de quotient
polaire du germe g.

Lorsque le corps considéré est C et que les germes f et g sont réduits et sans com-
posante commune, H. Maugendre démontre le résultat suivant ([M1] ou [M2]) :

Théorème 2.0.3. L’ensemble des quotients jacobiens de (f, g) est un invariant de type
topologique de (f, g).

23
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Elle démontre également un second théorème qui permet d’évaluer les quotients
jacobiens du couple (f, g) sur le graphe dual de résolution minimal de fg.

Théorème 2.0.4. L’ensemble des quotients jacobiens du couple (f, g) est le sous-ensemble
des rationnels composé des

(g, ρv)0

(f, ρv)0

où ρv est une curvette issue du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de
rupture du graphe dual de résolution minimal de fg.

Nous voulons donner une démonstration algébrique du théorème 2.0.4 qui a été
démontré avec des outils topologiques (décomposition de Waldhausen en variétés de
Seifert) afin, en particulier, de généraliser les résultats d’H. Maugendre à un corps K
algébriquement clos de caractéristique 0 et à des germes non réduits. Pour cela, nous
étudions dans ce chapitre le comportement du germe jacobien de l’application (f, g) en
fonction de celui de fg en utilisant les notions de poids développées au chapitre 1. Grâce à
cette étude, nous comparons les diagrammes minimaux de Newton Dm(fg) et Dm(fgJ )
afin de savoir dans quelles "zones" de Dm(fg) les composantes de J apparaissent sur
Dm(fgJ ). Soit w un poids. On dit que l’on est dans la sitution d’Abhyankar pour (f, g)
par rapport au poids w si les parties initiales de f et g vérifient inw(f)w(g) = inw(g)w(f).
Soit v un sommet de rupture de Dm(fg). Alors v est obtenu après k transformations de
Newton successives (on peut avoir k = 0 si v est sur le premier axe vertical). Il existe une
face S du polygone de Newton N(y

Nk−1,f

k fky
Nk−1,g

k gk) correspondant à ce sommet. Soit
(α,−β) un vecteur directeur de cette face, avec α, β ∈ N∗ et pgcd(α, β) = 1. Soit w le
poids défini par w(x) = β et w(y) = α. On dit qu’on est dans la situation d’Abhyankar
pour (f, g) par rapport au sommet v si l’on est dans la situation d’Abhyankar pour
(y

Nk−1,f

k fk, y
Nk−1,g

k gk) par rapport au poids w. Dans cette situation, nous ne savons pas
controler le comportement de J . Dans [KP], les auteurs soulèvent le même problème :
ils utilisent un arbre T (f, g) pour étudier le comportement de J et exhibent des points
particuliers qu’ils nomment "points colinéaires" (qui correspondent pour notre étude
aux sommets pour lesquels on est dans la situation d’Abhyankar). Pour ces points,
ils concluent que la façon dont les branches de J se séparent de T (f, g) n’est pas un
invariant de l’arbre. Nous démontrons finalement le théorème suivant :

Théorème 2.0.5. Soient f, g ∈ K[[x, y]] deux germes non nuls admettant une sin-
gularité à l’origine et n’ayant pas de composante commune. Soit Dm(fg) le diagramme
minimal de Newton de fg. On suppose que pour chaque sommet de rupture v de Dm(fg),
on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport au sommet v. Alors
l’ensemble des quotients jacobiens du couple (f, g) est le sous-ensemble des rationnels
composé des

(g, ρv)0

(f, ρv)0

où ρv est une curvette issue du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de
rupture du diagramme minimal de Newton Dm(fg).

En particulier, on retrouve le fait que sous ces hypothèses, si f, g ∈ C{x, y}, l’en-
semble des quotients jacobiens de (f, g) est un invariant du type topologique de (f, g).
On déduit de ce théorème les deux corollaires suivants :
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Corollaire 2.0.6. Soient f, g ∈ K[[x, y]] deux germes transverses admettant une sin-
gularité en (0, 0) ∈ K2. Soit Dm(fg) le diagramme minimal de Newton de fg. Alors
l’ensemble des quotients jacobiens de (f, g) est égal au sous-ensemble des rationnels{

(g, ρv)0

(f, ρv)0

}
v

,

où ρv est une curvette du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de rupture de
Dm(fg).

Corollaire 2.0.7. Soit g ∈ K[[x, y]] un germe admettant une singularité en (0, 0) ∈
K2. Soit Dm(g) le diagramme minimal de Newton de g. Alors l’ensemble des quotients
polaires de g est égal au sous-ensemble des rationnels{

(g, ρv)0

mult(ρv)

}
v

,

où ρv est une curvette du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de rupture de
Dm(g).

Du théorème 2.0.5, on déduit ensuite des résultats sur la croissance des quotients
jacobiens.

Théorème 2.0.8. Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 2.0.5, si l’on par-
court les géodésiques de f et de g sur Dm(fg) dans le sens positif, il y a
a) décroissance (resp. croissance) stricte des quotients jacobiens de Dm(fg) le long des

géodésiques strictement rouges (resp. bleues) de Dm(fg),
b) constance des quotients jacobiens de (f, g) le long des arêtes noires de Dm(fg),
c) décroissance (resp. croissance) non stricte des quotients jacobiens de (f, g) le long des

arêtes par lesquelles passent toutes les géodésiques rouges (resp. bleues) de Dm(fg).

Enfin, on conclut ce chapitre par des questions concernant le polygone de Newton
de la courbe discriminante ∆ qui pourront faire l’objet d’un futur travail.
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2.1 Une remarque.
Nous voulons tout d’abord donner une nouvelle caractérisation de l’ensemble des

quotients jacobiens.

Lemme 2.1.1. L’ensemble des quotients jacobiens du couple (f, g) est égal à l’ensemble
constitué des

(g, γ)0

(f, γ)0

où γ parcourt l’ensemble des composantes irreductibles du lieu jacobien J̃ .

Démonstration. On a

φ : K2 −→ K2

(x, y) −→ (f(x, y), g(x, y))

J̃ = {(x, y) ∈ K2,J (x, y) = 0}
et

∆ = φ(J̃ ) = {(f(x, y), g(x, y)) pour les (x, y) tels que J (x, y) = 0} .

Soit δ une composante irréductible de la courbe discriminante ∆. Alors, par définition
de ∆, il existe une composante irréductible γ du lieu jacobien J̃ telle que δ = φ(γ). Soit
ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t)) une paramétrisation injective de γ. On obtient alors{

u = f(ϕ1(t), ϕ2(t)) = atordtf(ϕ1(t),ϕ2(t)) + · · · = at(f,γ)0 + · · ·
v = g(ϕ1(t), ϕ2(t)) = btordtg(ϕ1(t),ϕ2(t)) + · · · = bt(g,γ)0 + · · ·

où a, b ∈ K∗. On a donc pour δ une expression de la forme

u = cv
(f,γ)0
(g,γ)0 + · · · ,

avec c ∈ K∗.
Le quotient jacobien de (f, g) associé à δ est donc égal à

(g, γ)0

(f, γ)0

.
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2.2 Zones de stabilité.

Soit Dm(fg) le diagramme minimal de Newton de fg. Soient v et v′ deux sommets
de Dm(fg) reliés entre eux par une arête [v, v′] et tels que ∆[v,v′] > 1. Soient α (resp.
α′) la décoration proche de v (resp. v′) située sur l’arête [v, v′] et β (resp. β′) le produit
des décorations proches de v (resp. v′) autres que α (resp. α′).

Définition 2.2.1. Le sommet v” est interposable entre v et v′ s’il existe des décora-
tions a′′, p′′ ∈ N telles que

∆[v,v”] = αa′′ − βp′′ > 0 et ∆[v”,v′] = α′p′′ − β′a′′ > 0.

Nous allons maintenant définir les zones de stabilité. On utilise la notion de quotients
de contact définie au paragraphe 1.4.

Définition 2.2.2. Une zone de stabilité de Dm(fg) est une partie connexe Z de
Dm(fg) contenant au moins un sommet de rupture vrupt et ayant les propriétés sui-
vantes :

(i) si VZ := {sommets de la zone} ∪ {sommets interposables dans la zone}, alors tous
les sommets de VZ ont le même quotient de contact, i.e.

∀v, v′ ∈ VZ ,Qv = Qv′ ;

(ii) Z est maximale pour ces propriétés.

Si v est un sommet de rupture de la zone Z, on note Zv = Z. Si v et v′ sont deux
sommets de rupture de la zone Z, on a Zv = Zv′.

Remarque 2.2.3. Par abus de notation, on pourra noter v ∈ Z au lieu de v ∈ VZ .

Comme le montre l’exemple suivant, les zones de stabilité ne recouvrent pas, en
général, tout le diagramme de fg.

Exemple 2.2.4. On considère{
f(x, y) = (y2 − x3)((y3 − x2)2 + x5y)(y7 + x2)
g(x, y) = (y2 − x2)((y3 − x2)2 + 2x5y)(y5 − x2)

On obtient le diagramme minimal de Newton suivant. Il y a trois zones de stabilité Z1,

Z2 et Z3 (représentées en gras) qui correspondent aux trois quotients de contact
8

9
, 1 et

13

15
.
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2.3 Notations.
Nous allons ici introduire les notations que nous utiliserons dans l’étude du germe

jacobien, et citer des résultats qui nous seront utiles par la suite.
Soient f, g ∈ K[[x, y]] et J = f ′

xg
′
y − f ′

yg
′
x. On construit le polygone de Newton N(f)

de f et celui de g, N(g), puis on considère un poids w donné par w(x) = β et w(y) = α
avec α, β ∈ N∗ et pgcd(α, β) = 1.

On factorise inw(f) et inw(g) en produit de formes quasi-homogènes :

inwf(x, y) = Cxl0ylr

r−1∏
i=1

(xα − aiy
β)li et inwg(x, y) = C ′xm0yms

s−1∏
j=1

(xα − a′
jy

β)mj .

On pose
r−1∑
i=1

liβ = Lr − lr,
s−1∑
j=1

mjβ = Ms − ms,
r−1∑
i=1

liα = L0 − l0 et

s−1∑
j=1

mjα = M0 − m0. On définit les points suivants de N(f) et N(g) : P0 = (L0, lr),

Pr = (l0, Lr), P ′
0 = (M0,ms) et P ′

s = (m0,Ms).

Sg

Sf

l0 m0 M0

Pr

P ′
s

P ′
0

P0

L0

Ms

Lr

ms

lr

On a alors le résultat bien connu ([A], prop. 17.4, p. 122) :

Proposition 2.3.1. Pour un poids w donné, on a

J(inw(f), inw(g)) = 0 ⇔ inw(f)w(g) = inw(g)w(f).

Ceci équivaut au fait que

inwf(x, y) = Cxl0ylr
∏r−1

i=1 (xα − aiy
β)li et

inwg(x, y) = C ′xm0ymr
∏r−1

i=1 (xα − aiy
β)mi

avec
mi

li
=

w(g)

w(f)
pour tout i = 0, . . . , r.
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Définition 2.3.2. Si pour un poids w défini par w(x) = β et w(y) = α avec α, β ∈ N∗

et pgcd(α, β) = 1, on a

inwf(x, y) = Cxl0ylr
∏r−1

i=1 (xα − aiy
β)li ,

inwg(x, y) = C ′xm0ymr
∏r−1

i=1 (xα − aiy
β)mi

et
mi

li
=

w(g)

w(f)
pour tout i = 0, . . . , r,

alors on dit qu’on est dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport au poids
w.

Définition 2.3.3. Soit v un sommet de rupture de Dm(fg). Alors v est obtenu après
k transformations de Newton successives (on peut avoir k = 0 si v est sur le premier
axe vertical). Il existe une face S du polygone de Newton N(y

Nk−1,f

k fky
Nk−1,g

k gk) corres-
pondant à ce sommet. Soit (α,−β) un vecteur directeur de cette face, avec α, β ∈ N∗

et pgcd(α, β) = 1. Soit w le poids défini par w(x) = β et w(y) = α. On dit qu’on est
dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport au sommet v si l’on est dans la
situation d’Abhyankar pour (y

Nk−1,f

k fk, y
Nk−1,g

k gk) par rapport au poids w.

Lemme 2.3.4. Si l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar, alors

inwJ(f, g) = J(inw(f), inw(g)).

Démonstration. On écrit

f = inw(f) + f̃ et g = inw(g) + g̃

avec w(f) < w(f̃) et w(g) < w(g̃).
On a alors

J(f, g) = J(inw(f), inw(g)) + h

avec
w(J(inw(f), inw(g))) = w(f) + w(g) − w(x) − w(y)

et
w(h) > w(f) + w(g) − w(x) − w(y).

Donc si J(inw(f), inw(g)) �= 0, on a

inwJ(f, g) = J(inw(f), inw(g)).

Définition 2.3.5. Si pour un poids w défini par w(x) = β et w(y) = α avec α, β ∈ N∗

et pgcd(α, β) = 1, on a les deux assertions suivantes :
1. il existe i0 ∈ {1, . . . , r − 1} et j0 ∈ {1, . . . , s − 1} tels que

ai0 = a′
j0

,

2.
mj0

li0
=

w(g)

w(f)
,

alors on dit qu’on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g) par rapport
au poids w et à la racine ai0.
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2.4 Nouvelle formulation du théorème 2.0.5.
Avant de pouvoir reformuler le théorème 2.0.5, on doit démontrer la proposition

suivante :

Proposition 2.4.1. Soient v un sommet de Dm(fgJ ) et Qv le quotient de contact du
sommet v. Soit γv une branche du germe jacobien J se séparant de fg au sommet v.
Alors on a

(g, γv)0

(f, γv)0

= Qv.

Démonstration. Soit ρv une curvette du sommet v. On utilise la proposition 1.5.1 pour
calculer les multiplicités d’intersection. Soit C ∈ N∗ le produit des nombres adjacents à
la géodésique joignant la flêche représentant γv au sommet v. Alors on a

(f, γv)0 = C(f, ρv)0 et (g, γv)0 = C(g, ρv)0.

Donc
(g, γv)0

(f, γv)0

=
(g, ρv)0

(f, ρv)0

= Qv.

Enfin, on a déjà vu au paragraphe 1.7 la relation existant entre diagramme minimal
de Newton et graphe de résolution minimal. En particulier, on sait que les sommets de
rupture du diagramme minimal de Newton et ceux du graphe minimal de résolution
sont en bijection.

On utilisera par la suite la terminologie suivante :

Définition 2.4.2. On appelle paquet de J issu du sommet v le produit des branches
de J qui se séparent de fg au sommet v du diagramme minimal Dm(fgJ ) de Newton
de fgJ .

Evelia García Barroso utilise la même terminologie sur les diagrammes d’Eggers dans
[GB].

Le théorème 2.0.5 peut maintenant s’énoncer de la façon qui suit. Il s’agit en fait d’un
énoncé légèrement plus fort que le théorème 2.0.5, puisqu’il n’exclut pas les sommets
pour lesquels on est dans la situation d’Abhyankar du diagramme, mais dit que l’on ne
sait pas conclure pour les zones contenant ces sommets.

Théorème 2.4.3. Soient f, g ∈ K[[x, y]] deux germes non nuls admettant une singu-
larité à l’origine et n’ayant pas de composante commune. Soit Dm(fg) le diagramme
minimal de Newton de fg : c’est un sous-diagramme de Dm(fgJ ), et les zones de sta-
bilités de Dm(fg) découpent Dm(fgJ ) en plusieurs zones.

Il n’y a aucun paquet de J sortant sur Dm(fgJ ) en dehors des zones de stabilité
de Dm(fg). De plus, dans chaque zone de stabilité Z de Dm(fg) ne contenant pas de
sommet de rupture de Dm(fg) pour lequel on est dans la situation d’Abhyankar pour
(f, g), on peut trouver un sommet v ∈ VZ tel qu’un paquet de J se sépare de fg en ce
sommet sur Dm(fgJ ).
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2.5 Étude des zones de stabilité.

On considère deux germes f, g ∈ K[[x, y]] et le diagramme minimal de Newton
Dm(fg) de fg. Nous voulons dans ce paragraphe étudier les zones de stabilité de Dm(fg).
Soit v un sommet de rupture de Dm(fg) et soit v′ un sommet de rupture, un sommet
de valence 1 ou une flèche connecté à v par une arête et tel que v ≺ v′. On suppose
que le sommet v est sur un axe vertical obtenu après les k transformations de Newton
suivantes (on peut avoir k = 0 si v est sur le premier axe vertical de Dm(fg)) : pour
1 ≤ i ≤ k,

Φi : K2 −→ K2

(xi, yi) �−→ (yqi−1

i (ap′i−1

i + xi), a
q′i−1

i ypi−1

i )

où p′i−1, q′i−1 ∈ N sont tels que pi−1p′i−1 − qi−1q′i−1 = 1. D’après le lemme 1.5.4, on a

f ◦ Φ1 ◦ · · · ◦ Φk(xk, yk) = y
Nk−1,f

k fk(xk, yk)

et g ◦ Φ1 ◦ · · · ◦ Φk(xk, yk) = y
Nk−1,g

k gk(xk, yk).

Si l’arête [v, v′] est horizontale et si v′ est un sommet de rupture, v′ est obtenu après un
certain nombre de transformations de Newton Φj, j = k + 1, . . . , l.

Soient α la décoration proche de v située sur l’arête [v, v′] et β le produit des décora-
tions proches de v autres que α. Si v′ est un sommet de rupture, soient α′ la décoration
proche de v′ située sur l’arête [v, v′] et β′ le produit des décorations proches de v′ autres
que α′.

v v′

β′β
α α′

Définition 2.5.1. Soit f1 (resp. g1) le produit des branches de f (resp. g) représentées
par les flèches telles que la géodésique joignant v à une de ces flèches ne passe pas par v′.
Soit f2 (resp. g2) le produit des branches de f (resp. g) représentées par les flèches telles
que la géodésique joignant v′ à une de ces flèches ne passe pas par v. On a f = f1f2 et
g = g1g2.

Puisque v est un sommet de rupture de Dm(fg), il existe une face S du polygone
de Newton N(y

Nk−1,f

k fky
Nk−1,g

k gk) correspondant à ce sommet. Soit (p,−q) un vecteur
directeur de cette face, avec p, q ∈ N∗ et pgcd(p, q) = 1. Alors il existe une face Sfk de
N(y

Nk−1,f

k fk) et/ou une face Sgk de N(y
Nk−1,g

k gk) de vecteur directeur (p,−q). Soit wk le
poids défini par wk(xk) = q et wk(yk) = p.

Si v′ est un sommet de rupture et si l’arête [v, v′] est verticale, alors il existe une
face S ′

fk de N(y
Nk−1,f

k fk) et/ou une face S ′
gk de N(y

Nk−1,g

k gk) de direction (p′,−q′) avec
p′, q′ ∈ N∗ et pgcd(p′, q′) = 1, correspondant au sommet v′. Soit w′

k le poids défini par
w′

k(xk) = q′ et w′
k(yk) = p′. De plus, puisque v < v′, on a q/p < q′/p′.
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Soient Dfk , D′
fk , Dgk et D′

gk les droites suivantes :

Dfk : qx + py = wk(y
Nk−1,f

k fk),

D′
fk : q′x + p′y = w′

k(y
Nk−1,f

k fk),

Dgk : qx + py = wk(y
Nk−1,g

k gk),

D′
gk : q′x + p′y = w′

k(y
Nk−1,g

k gk).

On remarque que par construction, Dfk est la droite de direction donnée par (p, q) qui
intersecte N(y

Nk−1,f

k fk) soit en un point soit en une face de N(y
Nk−1,f

k fk).
Enfin, soient les deux points Q et Q′ définis par

{Q} = Dfk ∩ D′
fk et {Q′} = Dgk ∩ D′

gk .

Si v′ est une flèche ou un sommet de valence 1, soit Q le point d’ordonnée maximale
de N(y

Nk−1,f

k fk) et soit Q′ le point d’ordonnée maximale de N(y
Nk−1,g

k gk).

Lemme 2.5.2. Q est un sommet de N(y
Nk−1,f

k fk) et Q′ est un sommet de N(y
Nk−1,g

k gk).

Démonstration. Si v′ est une flèche ou un sommet de valence 1, c’est évident par défi-
nition de Q et Q′. Supposons donc que v′ est un sommet de rupture. Posons Q = (x, y).
On a alors qx + py = wk(y

Nk−1,f

k fk) et q′x + p′y = w′
k(y

Nk−1,f

k fk).
Si inwk

(y
Nk−1,f

k fk) est constitué d’un seul monôme, on définit Q1 = (x1, y1) par
{Q1} = Dfk ∩ N(y

Nk−1,f

k fk). Considérons la face S1
fk de N(y

Nk−1,f

k fk) de pente −q1/p1

telle que q1/p1 < q/p et telle qu’il n’existe pas de face S ′′
fk de N(y

Nk−1,f

k fk) de pente
−q′′/p′′ telle que q1/p1 < q′′/p′′ < q/p. La face S1

fk est portée par la droite D1
fk d’équation

D1
fk : q1x+ p1y = w1

k(y
Nk−1,f

k fk), où w1
k est le poids donné par w1

k(x) = q1 et w1
k(y) = p1.

Soit Q′′ = (x′′, y′′) le point défini par {Q′′} = D1
fk ∩ Dfk . Si Q′′ �= Q1, alors on a

deux points Q1 et Q′′ vérifiant qx1 + py1 = wk(y
Nk−1,f

k fk) et qx′′ + py′′ = wk(y
Nk−1,f

k fk)

et inwk
(y

Nk−1,f

k fk) admet alors au moins deux monômes, ce qui est contraire à notre
hypothèse. Donc D1

fk ∩ Dfk = {Q1}. En particulier, Q1 ∈ S1
fk ∈ N(y

Nk−1,f

k fk).

Si inwk
(y

Nk−1,f

k fk) a au moins deux monômes, alors par construction, on a Dfk ∩
N(y

Nk−1,f

k fk) = Sfk et on définit Q1 = (x1, y1) par l’extrémité de Sfk d’abscisse mini-
male. On a x1 ≥ x car sinon on aurait un point Q1 de N(y

Nk−1,f

k fk) en dessous de D′
fk ,

ce qui est impossible par construction de D′
fk .

De même, si inw′
k
(y

Nk−1,f

k fk) est constitué d’un seul monôme, on définit Q2 = (x2, y2)

par {Q2} = D′
fk∩N(y

Nk−1,f

k fk). Considérons la face S2
fk de N(y

Nk−1,f

k fk) de pente −q2/p2

telle que q2/p2 > q′/p′ et telle qu’il n’existe pas de face S ′′
fk de N(y

Nk−1,f

k fk) de pente
−q′′/p′′ telle que q2/p2 > q′′/p′′ > q/p. S2

fk est portée par la droite D2
fk d’équation

D2
fk : q2x+ p2y = w2

k(y
Nk−1,f

k fk), où w2
k est le poids donné par w2

k(x) = q2 et w2
k(y) = p2.

Alors avec le même raisonnement que ci-dessus, D2
fk ∩ Dfk = {Q2}. En particulier,

Q2 ∈ S2
fk ∈ N(y

Nk−1,f

k fk).
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Si inw′
k
(y

Nk−1,f

k fk) a au moins deux monômes, alors par construction, on a D′
fk ∩

N(y
Nk−1,f

k fk) = S ′
fk et on définit Q2 = (x2, y2) par l’extrémité de S ′

fk d’abscisse maxi-
male. On a x2 ≤ x car sinon on aurait un point Q2 de N(y

Nk−1,f

k fk) en dessous de Dfk ,
ce qui est impossible par construction de Dfk .

Enfin, on a Q1 = Q2 = Q car sinon, il existerait une ou plusieurs faces de N(y
Nk−1,f

k fk)
entre Q1 et Q2 de pente −q′′/p′′ telle que q/p < q′′/p′′ < q′/p′, ce qui est impossible car
v et v′ sont consécutifs sur Dm(fg).

Dans tous les cas, Q est l’intersection de deux faces de N(y
Nk−1,f

k fk) donc c’est un
sommet de N(y

Nk−1,f

k fk).
La démonstration est identique pour Q′.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.5.3. Soient v un sommet de rupture de Dm(fg) et v′ un sommet de
rupture, un sommet de valence 1 ou une flèche connecté à v par une arête et tel que
v ≺ v′. Alors avec les notations précédentes, on a les résultats suivants.
(1) Si v′ est un sommet de rupture,

(i) si l’arête [v, v′] est verticale,

Qv = Qv′ ⇔ Q et Q′ sont homothétiques par rapport à l’origine,

(ii) si l’arête [v, v′] est horizontale, alors

Qv = Qv′ ⇔ wk(y
Nk−1,g

k gk)

wk(y
Nk−1,f

k fk)
=

wk(y
Nk−1,g2
k gk

2)

wk(y
Nk−1,f2
k fk

2 )
.

(iii) De plus, si Qv = Qv′, alors

[v, v′] ⊂ Zv = Zv′ .

(iv) Enfin, si Qv �= Qv′, alors l’arête ]v, v′[ est en dehors des zones de stabilité de
Dm(fg).

(2) Si v′ est un sommet de valence 1, alors Q et Q′ sont homothétiques par rapport à
l’origine et [v, v′[⊂ Zv.

(3) Si v′ est une flèche,
(i) si l’arête [v, v′] est verticale, si Q et Q′ sont homothétiques par rapport à l’ori-

gine, alors [v, v′[⊂ Zv. Sinon, l’arête ]v, v′[ est en dehors des zones de stabilité
de Dm(fg).

(ii) si l’arête [v, v′] est horizontale, si

wk(y
Nk−1,g

k gk)

wk(y
Nk−1,f

k fk)
=

wk(y
Nk−1,g2
k gk

2)

wk(y
Nk−1,f2
k fk

2 )
,

alors [v, v′[⊂ Zv. Sinon, l’arête ]v, v′[ est en dehors des zones de stabilité de
Dm(fg).
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On a alors une déscription exhaustive des zones de stabilité de Dm(fg). En particu-
lier, il est clair que les zones de stabilité ne recouvrent pas tout le diagramme minimal
de Newton de fg.

Remarque 2.5.4. Si le sommet v est sur le premier axe vertical de Dm(fg) et si l’arête
[v, v′] est horizontale et correspond à une racine a, soient p la décoration figurant en
dessous de v, q celle figurant au dessus et w le poids défini par w(x) = q et w(y) = p.
Alors

Qv = Qv′ ⇔ On est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g) par
rapport au poids w et à la racine a.

Remarque 2.5.5. Puisque l’on suppose ici que f et g n’ont pas de composantes com-
munes, dans les cas (3) (i) et (ii) de la proposition, l’arête ]v, v′[ est toujours en dehors
des zones de stabilité de Dm(fg).

Démonstration de la proposition 2.5.3. Soient ρv et ρv′ des curvettes des sommets v et
v′. Remarquons que

(f, ρv)0 = (f1, ρv)0 + (f2, ρv)0

(g, ρv)0 = (g1, ρv)0 + (g2, ρv)0

(f, ρv′)0 = (f1, ρv′)0 + (f2, ρv′)0 = β′
α

(f1, ρv)0 + α′
β

(f2, ρv)0

(g, ρv′)0 = (g1, ρv′)0 + (g2, ρv′)0 = β′
α

(g1, ρv)0 + α′
β

(g2, ρv)0

Donc

Qv = Qv′ ⇔ (f, ρv)0(g, ρv′)0 = (g, ρv)0(f, ρv′)0

⇔ (αα′ − ββ′)(f1, ρv)0(g2, ρv)0 = (αα′ − ββ′)(f2, ρv)0(g1, ρv)0

Or αα′ − ββ′ = ∆[v,v′] > 0, donc

Qv = Qv′ ⇔ (f1, ρv)0(g2, ρv)0 = (f2, ρv)0(g1, ρv)0.

(1) Supposons que v′ est un sommet de rupture.

(i) Si l’arête [v, v′] est verticale, v et v′ ont été obtenus après k transformations
de Newton successives. Soit v0 le sommet précédant v et v′, et soient α0 et β0

les décorations attenantes à v0. Avec les notations précédentes, on a α = p,
β = α0β0p + q, β′ = p′ et α′ = α0β0p

′ + q′.

v

v′
β′

α

v0

α0

β0

β

α′
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On a les équations suivantes :

Dfk : qx + py = Nv,f , D′
fk : q′x + p′y = Nv′,f ,

Dgk : qx + py = Nv,g, D′
gk : q′x + p′y = Nv′,g.

où Nv,f = (f, ρv)0, Nv′,f = (f, ρv′)0, Nv,g = (g, ρv)0 et Nv′,g = (g, ρv′)0.
Posons

Q = (x1, x2) et Q′ = (x′
1, x

′
2).

Par définition de Q et Q′, on a qx1+px2 = Nv,f , q′x1+p′x2 = Nv′,f , qx′
1+px′

2 =
Nv,g et q′x′

1 + p′x′
2 = Nv′,g. Alors

Qv = Qv′ ⇔ (g, ρv)0

(f, ρv)0

=
(g, ρv′)0

(f, ρv′)0

⇔ Nv,g

Nv,f

=
Nv′,g

Nv′,f

⇔ qx′
1 + px′

2

qx1 + px2

=
q′x′

1 + p′x′
2

q′x1 + p′x2

⇔ (qx′
1 + px′

2)(q
′x1 + p′x2) = (qx1 + px2)(q

′x′
1 + p′x′

2)
⇔ (pq′ − qp′)(x1x

′
2 − x2x

′
1) = 0

Or

pq′ − qp′ = α(α′ − α0β0β
′) − (β − α0β0α)β′ = αα′ − ββ′ = ∆[v,v′] > 0.

Donc

Qv = Qv′ ⇔ x1x
′
2 = x2x

′
1

⇔ Q et Q′ sont homothétiques par rapport à l’origine.

(ii) Supposons que l’arête [v, v′] est horizontale. On a

Qv = Qv′ ⇔ (f1, ρv)0(g2, ρv)0 = (f2, ρv)0(g1, ρv)0

⇔ ((f1, ρv)0 + (f2, ρv)0)(g2, ρv)0 = (f2, ρv)0((g1, ρv)0 + (g2, ρv)0)
⇔ (f, ρv)0(g2, ρv)0 = (f2, ρv)0(g, ρv)0

⇔ Nv,fNv,g2 = Nv,f2Nv,g

Or d’après le lemme 1.5.4, on a Nv,f = wk(y
Nk−1,f

k fk). Donc

Qv = Qv′ ⇔ wk(y
Nk−1,f

k fk)wk(y
Nk−1,g2
k gk

2) = wk(y
Nk−1,f2
k fk

2 )wk(y
Nk−1,g

k gk).

(iii) On suppose que Qv = Qv′ . On doit montrer que pour tout sommet v′′ inter-
posable entre v et v′, on a Qv = Qv′ = Qv′′ .
Soit v′′ un tel sommet. Soient α′′ la décoration proche de v′′ située sur l’arête
[v, v′′] et β′′ la décoration proche de v′′ située sur l’arête [v′′, v′]. On a alors

(f, ρv′′)0 =
β′′

α
(f1, ρv)0 +

α′′

α′ (f2, ρv)0,

(g, ρv′′)0 =
β′′

α
(g1, ρv)0 +

α′′

α′ (g2, ρv)0.
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Donc

Qv′′

Qv

=
(β′′

α
(g1, ρv)0 + α′′

α′ (g2, ρv)0)((f1, ρv)0 + β(f2, ρv)0)

(β′′
α

(f1, ρv)0 + α′′
α′ (f2, ρv)0)((g1, ρv)0 + β(g2, ρv)0)

= 1

car
(f1, ρv)0(g2, ρv)0 = (f2, ρv)0(g1, ρv)0.

(iv) On suppose que Qv �= Qv′ . Soit v′′ ∈]v, v′[ un sommet interposable tel que
Qv′′ = Qv. Alors

Qv′′ = Qv ⇔ (g, ρv′′)0

(f, ρv′′)0

=
(g, ρv)0

(f, ρv)0

⇔
β′′
α

(g1, ρv)0 + α′′
α′ (g2, ρv)0

β′′
α

(f1, ρv)0 + α′′
α′ (f2, ρv)0

=
(g1, ρv)0 + (g2, ρv)0

(f1, ρv)0 + (f2, ρv)0

⇔ (αα′′ − ββ′′)(f1, ρv)0(g2, ρv)0 = (αα′′ − ββ′′)(f2, ρv)0(g1, ρv)0

Or αα′′ − ββ′′ = ∆[v,v′′] > 0, donc

Qv = Qv′′ ⇔ (f1, ρv)0(g2, ρv)0 = (f2, ρv)0(g1, ρv)0 ⇔ Qv = Qv′ ,

ce qui est contraire à l’hypothèse de départ. Donc l’arête ]v, v′[ est en dehors
des zones de stabilité de Dm(fg).

(2) Si v′ est un sommet de valence 1, on doit montrer que pour tout sommet v′′ inter-
posable entre v et v′, on a Qv = Qv′′ . Puisque v′ est un sommet de valence 1, on a
f2 = g2 = 1. Soient α′′ la décoration proche de v′′ située sur l’arête [v, v′′] et β′′ la
décoration proche de v′′ située sur l’arête [v′′, v′]. On a alors

(f, ρv′′)0 =
β′′

α
(f1, ρv)0 et (g, ρv′′)0 =

β′′

α
(g1, ρv)0.

Donc
Qv′′

Qv

=
β′′
α

(g1, ρv)0(f1, ρv)0

β′′
α

(f1, ρv)0(g1, ρv)0

= 1.

(3) Supposons que v′ est une flèche.

(i) Si l’arête [v, v′] est verticale, soit v′′ un sommet interposable entre v et v′. Alors
d’après la démonstration de (1) (i), (iii) et (iv) et la démonstration du lemme
2.5.2, si Q et Q′ sont homothétiques par rapport à l’origine, alors Qv′′ = Qv.
Sinon, Qv′′ �= Qv. Donc si Q et Q′ sont homothétiques par rapport à l’origine,
[v, v′[⊂ Zv. Sinon, l’arête ]v, v′[ est en dehors des zones de stabilité de Dm(fg).

(ii) Si l’arête [v, v′] est horizontale, soit v′′ un sommet interposable entre v et v′.
Alors d’après la démonstration de (1) (ii), (iii) et (iv), si

wk(y
Nk−1,g

k gk)

wk(y
Nk−1,f

k fk)
=

wk(y
Nk−1,g2
k gk

2)

wk(y
Nk−1,f2
k fk

2 )
,
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alors Qv′′ = Qv. Sinon, Qv′′ �= Qv. Donc si

wk(y
Nk−1,g

k gk)

wk(y
Nk−1,f

k fk)
=

wk(y
Nk−1,g2
k gk

2)

wk(y
Nk−1,f2
k fk

2 )
,

alors [v, v′[⊂ Zv. Sinon, l’arête ]v, v′[ est en dehors des zones de stabilité de
Dm(fg).



2.6. ÉTUDE DU GERME JACOBIEN. 39

2.6 Étude du germe jacobien.
Soient f, g ∈ K[[x, y]] les équations de deux germes non nuls admettant une singu-

larité à l’origine et n’ayant pas de composantes communes. Soit Dm(fg) le diagramme
minimal de Newton de fg. Nous voulons dans cette partie étudier le comportement du
germe jacobien J de ces deux germes afin de montrer qu’il y a au moins un paquet de J
qui sort dans chaque zone de stabilité de Dm(fg) ne contenant pas de sommet de rup-
ture de Dm(fg) pour lequel on est dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) et qu’aucun
paquet de J ne sort en dehors des zones de stabilité de Dm(fg). Dans la démonstration,
nous allons étudier le déterminant de la matrice jacobienne J(f, g). On rappelle que J
est le produit des composantes de J qui ne divisent pas fg. Nous allons d’abord étudier
les zones de stabilité du premier axe vertical de Dm(fg), puis nous montrerons que les
résultats obtenus pour le premier axe vertical peuvent se transmettre aux axes verticaux
suivants.

2.6.1 Étude du premier axe vertical de Dm(fg) : principe.

Remarquons tout d’abord que la notion de premier axe vertical n’est pas définie
sur Dm(fg) mais sur D(fg) : en effet, on fait le choix d’un système de coordonnées
pour construire D(fg) et l’on obtient un diagramme admettant plusieurs axes verticaux
successifs. La notion d’axe vertical dépend du choix du système de coordonnées que l’on
a fait. Le diagramme minimal de Newton Dm(fg) est un sous-arbre du diagramme de
Newton D(fg). On définit donc la notion de premier axe vertical sur Dm(f) de la façon
suivante :

Définition 2.6.1. On dit qu’un sommet v de Dm(fg) ⊂ D(fg) est sur le premier axe
vertical de Dm(fg) si c’est un sommet du premier axe vertical de D(fg).

Nous voulons étudier les zones de stabilité du premier axe vertical de Dm(fg). Consi-
dérons l’union des deux polygones de Newton N(f)∪N(g) et l’union des deux éventails
duaux Ñ(f) ∪ Ñ(g).

N(f) ∪ N(g)

Sg
Sf

Ñ(f) ∪ Ñ(g)

Lg

Lf

On considère α, β ∈ N∗ avec pgcd(α, β) = 1. On leur associe le poids w défini par
w(x) = β et w(y) = α. On définit les droites Df : βx+αy = w(f) et Dg : βx+αy = w(g),
et la droite L d’équation βx − αy = 0. Le principe est d’examiner s’il y a des faces de
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N(f) ∪ N(g) portées par les droites Df et Dg et si la droite L est ou non une droite de
Ñ(f) ∪ Ñ(g). On reprend les notations du paragraphe 2.3. Il y a trois cas possibles :

Cas 1 :
inwf(x, y) = Cxl0yl1 et inwg(x, y) = C ′xm0ym1 .

Alors l’intersection de N(f) et Df est un point et l’intersection de N(g) et Dg est un
point. D’autre part, la droite L n’est pas une droite de Ñ(f) ∪ Ñ(g).

Cas 2 :

inwf(x, y) = Cxl0ylr

r−1∏
i=1

(xα − aiy
β)li et inwg(x, y) = C ′xm0yms ,

(on a une situation symétrique si inwf(x, y) = Cxl0ylr et inwg(x, y) = C ′xm0yms
∏s−1

j=1(x
α−

a′
jy

β)mj). Alors l’intersection de N(f) et Df est une face Sf de N(f) mais l’intersection
de N(g) et Dg est un point. De plus, L est une droite de Ñ(f) ∪ Ñ(g).

Cas 3 :

inwf(x, y) = Cxl0ylr

r−1∏
i=1

(xα − aiy
β)li et inwg(x, y) = C ′xm0yms

s−1∏
j=1

(xα − a′
jy

β)mj .

Alors l’intersection de N(f) et Df est une face Sf de N(f) et l’intersection de N(g) et
Dg est une face Sg de N(g). De plus, L est une droite de Ñ(f) ∪ Ñ(g).

Grâce à la proposition 2.5.3, nous savons localiser les zones de stabilité du premier axe
vertical de Dm(fg) et les parties du premier axe vertical de Dm(fg) situées à l’extérieur
des zones de stabilité. Nous les représentons en grisant Ñ(f)∪Ñ(g) de la façon suivante :

Zones de type 1 : Si vα,β est un sommet de rupture du premier axe vertical de
Dm(fg) portant les décorations α en dessous et β au dessus, et tel que Zvα,β

= {vα,β},
alors la droite L d’équation βx − αy = 0 est une droite de Ñ(f) ∪ Ñ(g). On la trace
normalement et les cônes situés au dessus et en dessous de vα,β sont laissés en blanc. La
zone Zvα,β

est représentée sur Ñ(f) ∪ Ñ(g) par la droite L.

Zones de type 2 : Si vα,β et v′
α′,β′ sont deux sommets de rupture du premier axe

vertical de Dm(fg) portant les décorations α en dessous, β au dessus, α′ en dessous et
β′ au dessus, et tels que les deux points Q et Q′ définis au paragraphe 2.5 sont homo-
thétiques par rapport à l’origine sur N(f) ∪ N(g), alors [v, v′] ⊂ Zvα,β

= Zv′
α′,β′ . Les

droite L d’équation βx − αy = 0 et L′ d’équation β ′x − α′y = 0 sont des droites de
Ñ(f) ∪ Ñ(g). On les trace normalement et on grise le cône engendré par L et L′. La
partie de la zone Zvα,β

= Zv′
α′,β′ considérée est représentée sur Ñ(f) ∪ Ñ(g) par le cône

grisé et les deux droites L et L′.

Zones de type 3 : Soit vα,β le sommet de rupture le plus bas (resp. haut) du premier
axe vertical de Dm(fg). Il est connecté à une flèche ou un sommet de valence 1 v′. Si le
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sommet v porte les décorations α en dessous et β au dessus, et s’il est tel que les deux
points Q et Q′ définis au paragraphe 2.5 sont homothétiques par rapport à l’origine sur
N(f) ∪ N(g), alors [v, v′[⊂ Zvα,β

. La droite L d’équation βx − αy = 0 est une droite
de Ñ(f) ∪ Ñ(g). De plus, L est la droite la plus proche de l’axe des ordonnées (resp.
abscisses) de Ñ(f) ∪ Ñ(g). Dans ce cas, on grise le cône engendré par L et l’axe des
ordonnées (resp. abscisses). La partie de la zone Zvα,β

considérée est représentée par le
cône grisé et la droite L.

Zones de type 4 : Soit S une face exceptionnelle de N(fg) de pente −1/p (resp.
−q). Soit w le poids défini par w(x) = 1 et w(y) = p (ou w(x) = q et w(y) = 1).
Alors d’après les règles de minimalisation des diagrammes, il n’y a pas de sommet sur
le premier axe vertical de Dm(fg) correspondant à la face S. La droite L d’équation
x− py = 0(resp. qx− y = 0) appartient à Ñ(f)∪ Ñ(g) et on la représente en pointillés.
De plus, on est à l’extérieur des zones de stabilité du premier axe vertical de Dm(fg).

Zones de type 5 : Si vα,β est un sommet de rupture du premier axe vertical
de Dm(fg) portant les décorations α en dessous et β au dessus, et tel que vα,β est
l’extrémité d’une ou plusieurs arêtes horizontales pour lesquelles on est dans la situation
d’Abhyankar faible pour (f, g) par rapport au poids w défini par w(x) = β et w(y) = α et
à une racine a, alors la droite L d’équation βx−αy = 0 est une droite de Ñ(f)∪Ñ(g) et
on la trace en gras. La partie de la zone Zvα,β

considérée est représentée sur Ñ(f)∪Ñ(g)
par la droite L tracée en gras.

Ñ(f) ∪ Ñ(g) grisé.

type 4

type 5

type 2

type 1
type 3

Nous allons étudier le déterminant de la matrice jacobienne J plutôt que le germe
jacobien J . Lorsque la face S que l’on étudie est clairement définie, on note pf (t), pg(t)
et pJ(t) pour désigner les polynômes associés à S et aux germes f , g et J (paragraphe
1.2). Nous allons étudier les différents types de zones. Dans chaque cas de figure, on
veut montrer que J ne sort pas en dehors des zones de stabilité du premier axe vertical
de Dm(fg), qu’il y a au moins un paquet de J qui sort dans chaque zone de stabilité,
que J suit f et/ou g le long des arêtes horizontales ne se terminant pas par une flèche
et que J suit f ou g le long d’une arête horizontale se terminant par une flèche si et
seulement si J a une composante commune avec f ou g représentée par cette flèche.
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2.6.2 Extérieur des zones du premier axe vertical de Dm(fg),
zones de type 4.

Soit (α, β) ∈ R+2 , avec α, β ∈ N∗ et pgcd(α, β) = 1. Soit w le poids défini par
w(x) = β et w(y) = α. On se place à l’extérieur des zones de stabilité de Dm(fg) : on
est dans un cône blanc ∆ de Ñ(f)∪Ñ(g) ou bien sur une droite L d’équation βx−αy = 0
représenté en pointillés et on est dans une zone de type 4.

Soient les trois droites Df : βx+αy = w(f), Dg : βx+αy = w(g) et DJ : βx+αy =
w(J). Alors soit Df ∩ N(f) = {Q} et Dg ∩ N(g) = {Q′} (cas du cône blanc), soit il
existe une face exceptionnelle S ∈ N(fg), donc Df ∩ N(f) = Sf et/ou Dg ∩ N(g) = Sg

et Sf et Sg correspondent à une même racine a (droite en pointillés).

Proposition 2.6.2. Il n’y a pas de paquet de J se séparant de fg en dehors des zones
de stabilité du premier axe vertical de Dm(fg) sur Dm(fgJ). De plus, s’il existe une
face exceptionnelle Sf = N(f) ∩ Df et/ou une face exceptionnelle Sg = N(g) ∩ Dg et
si l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport au poids w, alors
J suit f et/ou g le long de l’arête correspondant à la racine a si elle ne se termine pas
par une flèche.

Démontrons cette proposition.
On remarque d’abord que l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g)

par rapport poids w. Donc d’après la proposition 2.3.1, on a

inwJ(f, g) = J(inw(f), inw(g)).

Cône blanc.

Si l’on est dans un cône blanc ∆ de Ñ(f) ∪ Ñ(g), on a inwf(x, y) = Cxl0ylr et
inwg(x, y) = C ′xm0yms . Alors

inwJ(f, g)(x, y) = CC ′(l0m1 − m0l1)x
l0+m0−1yl1+m1−1

et l0m1 − m0l1 �= 0 car sinon, Q et Q′ seraient homothétiques par rapport à l’origine
et on serait dans un cône grisé. Donc l’intersection de N(J) et de DJ est un point. Par
conséquent, il n’y a pas de droite L d’équation βx − αy = 0 sur Ñ(f) ∪ Ñ(g) ∪ Ñ(J).
En conclusion, aucun paquet de J ne sort en dehors des zones de stabilité du premier
axe vertical de Dm(fg) pour ce cas de figure sur Dm(fgJ).

Zones de type 4.

Soit S une face exceptionnelle de N(fg) de pente −1/p. On a pfg(t) = (t − a)n.
Soit w le poids défini par w(x) = 1 et w(y) = p. La droite L d’équation x − py = 0
appartient à Ñ(f) ∪ Ñ(g) et est représentée en pointillés. Mais d’après les règles de
minimalisation des diagrammes, il n’y a pas de sommet sur le premier axe vertical de
Dm(fg) correspondant à la face S. Soit v′ le sommet le plus haut du premier axe vertical
de Dm(fg). Soient p′ et q′ les décorations situées en dessous et au dessus de v′. Alors
après minimalisation, l’arête correspondant à la racine a est reliée à v′.
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v′v′

v

1

p

q′

p′ p′
q′

Dm(fg)
N(fg) Ñ(f) ∪ Ñ(g)

S

L

Cas 2.
Si l’on est dans le cas 2, on a inw(f) = Cxl0(xp − ay)l et inw(g) = C ′xm0 . Alors

inwJ(f, g)(x, y) = alm0CC ′xl0+m0−1(xp − ay)l−1.

On a pJ(t) = (t− a)l−1. La seule racine éventuelle de J est a. Si l’arête horizontale cor-
respondant à la racine a ne se termine pas par une flèche, alors l > 1 donc l−1 > 0. Par
conséquent, a est racine de pJ et J suit f le long de cette arête. De plus, N(J) n’admet
ni face pour la direction donnée par w, ni face de pente −β/α telle que β/α > q′/p′.
Donc aucun paquet de J ne sort à un sommet vα,β portant les décorations α en dessous
et β au dessus et vérifiant β/α < q′/p′, c’est à dire en dehors des zones de stabilité du
premier axe vertical de Dm(fg) pour ce cas de figure.

Cas 3.
Si l’on est dans le cas 3, on a inw(f) = Cxl0(xp − ay)l et inw(g) = C ′xm0(xp − ay)l.

Alors on a

inwJ(f, g)(x, y) = aCC ′xl0+m0−1(xp − ay)l+m−2((m0l − l0m)xp − a(m0l − l0m)y)
= a(m0l − l0m)CC ′xl0+m0−1(xp − ay)l+m−1.

Donc pJ(t) = (t−a)l+m−1. Si l’arête horizontale correspondant à la racine a ne se termine
pas par une flèche, alors soit l ≥ 2, soit m ≥ 2, soit l = m = 1. Dans les trois cas, on a
l + m − 1 > 0 donc a est racine de pJ et J suit f et g le long de cette arête. De plus,
N(J) n’admet ni face pour la direction donnée par w, ni face de pente −β/α telle que
β/α > q′/p′. Donc aucun paquet de J ne sort à un sommet vα,β portant les décorations
α en dessous et β au dessus et vérifiant β/α < q′/p′, c’est à dire en dehors des zones de
stabilité du premier axe vertical de Dm(fg) pour ce cas de figure.

2.6.3 Zones de type 1.

Soient α, β ∈ N∗ avec pgcd(α, β) = 1. Soit w le poids défini par w(x) = β et w(y) = α.
On reprend les notations du paragraphe 2.3. Soient les trois droites Df : βx+αy = w(f),
Dg : βx + αy = w(g) et DJ : βx + αy = w(J). Enfin, soit L : βx − αy = 0. On suppose
qu’il existe un sommet de rupture vα,β du premier axe vertical de Dm(fg) portant les
décorations α en dessous et β au dessus.

Proposition 2.6.3. Si l’on est sous les hypothèses suivantes :
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1. P0 et P ′
0 ne sont pas homothétiques par rapport à l’origine,

2. Pr et P ′
s ne sont pas homothétiques par rapport à l’origine,

3. pour toute arête partant de v vers la droite, on n’est pas dans la situation d’Abhyan-
kar faible pour (f, g) par rapport au poids w,

alors on a Zvα,β
= {vα,β}. D’autre part, il y a un paquet de J de multiplicité comprise

entre min{α, β}max{r− 1, s− 1} et min{α, β}((r− 1)+ (s− 1)) qui se sépare de fg au
sommet vα,β sur Dm(fgJ), et J suit f et/ou g le long des arêtes horizontales partant
de ce sommet et dont l’autre extrémité n’est pas une flèche.

Démonstration. On supposons que l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar (f, g)
par rapport au poids w. Alors, d’après la proposition 2.3.1, nous avons

inwJ(f, g) = J(inw(f), inw(g)).

Cas 2.

La droite L : βx−αy = 0 appartient à Ñ(f)∪ Ñ(g). Elle n’est ni frontière d’un cône
grisé, ni tracée en gras, ni tracée en pointillés.

N(f) ∪ N(g) Ñ(f) ∪ Ñ(g)

Df

Dg

L

Sf

On a pf (t) =
∏r−1

i=1 (t − ai)
li et pg(t) = 1. Les ai, pour i = 1, . . . , r − 1, sont racines

de pf (t) d’ordre li, donc il y a un sommet de rupture vα,β sur le premier axe vertical de
Dm(fg) duquel partent r − 1 arêtes pour f . On a

inwJ(f, g)(x, y) = CC ′xl0+m0−1ylr+m1−1

r−1∏
i=1

(xα−aiy
β)li−1·

r−1∑
i=1

(Ai
1x

α−Ai
2y

β)
∏
k �=i

(xα−aky
β)

où {
Ai

1 = 1
r−1

(l0m1 − m0lr + m1li(r − 1)α)

Ai
2 = 1

r−1
(l0m1 − m0lr − m0li(r − 1)β)ai

Le coefficient du terme de plus haut degré en x dans inwJ(f, g) est

r−1∑
i=1

Ai
1 = L0m1 − m0lr.

Il est non nul car l’extrémité la plus basse P0 de la face de f et le point P ′
0 de g ne sont

pas homothétiques par rapport à l’origine.
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Le coefficient du terme de plus haut degré en y est

(−1)r−1

r−1∑
i=1

Ai
2

∏
k �=i

ak = (−1)r−1(l0m1 − m0Lr)
r−1∏
i=1

ai.

Il est non nul car l’extrémité la plus haute Pr de la face de f et le point P ′
0 de g ne sont

pas homothétiques par rapport à l’origine.
On a donc

pJ(t) =
r−1∏
i=1

(t − ai)
li−1 ·

r−1∑
i=1

(Ai
1t − Ai

2)
∏
k �=i

(t − ak).

Posons

pJ,1(t) =
r−1∏
i=1

(t − ai)
li−1 et pJ,2(t) =

r−1∑
i=1

(Ai
1t − Ai

2)
∏
k �=i

(t − ak).

Lemme 2.6.4. Si l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g) par
rapport au poids w, alors J suit f le long des arêtes horizontales de Dm(fgJ) partant
de vα,β et ne se terminant pas par une flèche.

Démonstration. Soit i0 ∈ {1, . . . , r − 1}. On considère l’arête correspondant à la racine
ai0 : si elle ne se termine pas par une flèche, alors li0 > 1. Donc ai0 est racine de pJ,1(t)
d’ordre li0 − 1 et J suit l’arête correspondant à la racine ai0 sur Dm(fgJ).

Lemme 2.6.5. On suppose que P0 et P ′
0 ne sont pas homothétiques par rapport à l’ori-

gine et que Pr et P ′
s ne sont pas homothétiques par rapport à l’origine. Alors il y a un

paquet de J de multiplicité min{α, β}(r − 1) qui se sépare de fg au sommet vα,β.

Démonstration. Soit i0 ∈ {1, . . . , r − 1}. On a

pJ,2(ai0) = ai0li0(m1α + m0β)
∏
k �=i0

(ai0 − ak) �= 0.

Le polynôme pJ,2(t) est de degré r − 1, il admet donc r − 1 racines (éventuellement
multiples) différentes des ai pour i = 1, . . . , r − 1. Par conséquent, il y a un paquet de
J de multiplicité min{α, β}(r − 1) qui sort au sommet vα,β de Dm(fgJ).

Cas 3.

La droite L : βx−αy = 0 appartient à Ñ(f)∪ Ñ(g). Elle n’est ni frontière d’un cône
grisé, ni tracée en gras, ni tracée en pointillés.

N(f) ∪ N(g) Ñ(f) ∪ Ñ(g)

Df

Dg

L

Sf

Sg
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On a

inwJ(f, g)(x, y) = CC ′xl0+m0−1ylr+ms−1

r−1∏
i=1

(xα − aiy
β)li−1

s−1∏
j=1

(xα − a′
jy

β)mj−1

·∑r−1
i=1

∑s−1
j=1(A

i,j
1 x2α + Ai,j

2 xαyβ + Ai,j
3 y2β)

∏
k �=i(x

α − aky
β)

∏
l �=j(x

α − a′
ly

β)

où 

Ai,j
1 =

1

(r − 1)(s − 1)
(l0ms − m0lr + msli(r − 1)α − lrmjα(s − 1))

Ai,j
2 =

1

(r − 1)(s − 1)
(m0lr − l0ms + lrmjα(s − 1) + m0li(r − 1)β

+limj(r − 1)(s − 1)αβ)ai +
1

(r − 1)(s − 1)
(m0lr − l0ms

−l0mj(s − 1)β − msli(r − 1)α − limj(r − 1)(s − 1)αβ)a′
j

Ai,j
3 =

1

(r − 1)(s − 1)
(l0ms − m0lr − m0li(r − 1)β + n0mj(s − 1)βaia

′
j

On a
pf (t) =

∏
i

(t − ai)
li et pg(t) =

∏
j

(t − a′
j)

mj .

Les ai pour i ∈ {1, . . . , r − 1}, sont racines de pf (t) d’ordre li, et les a′
j pour j ∈

{1, . . . , s − 1}, sont racines de pg(t) d’ordre mj. Donc sur Dm(fg), il y a un sommet de
rupture vα,β duquel partent vers la droite des arêtes qui sont chacune de l’un des trois
types suivants : pour i0 ∈ {1, . . . , r − 1} et j0 ∈ {1, . . . , s − 1},

– des arêtes correspondant uniquement à une racine ai0 de f si pour tout j ∈
{1, . . . , s − 1}, ai0 �= a′

j,
– des arêtes correspondant uniquement à une racine a′

j0
de g si pour tout i ∈

{1, . . . , r − 1}, ai �= a′
j0

,
– des arêtes correspondant à la fois à une racine ai0 de f et une racine a′

j0
de g si

ai0 = a′
j0

.
Dans inwJ(f, g), le coefficient du terme de plus haut degré en y est

(−1)r−2+s−2

r−1∑
i=1

s−1∑
j=1

Ai,j
3

∏
k �=i

ak

∏
l �=j

a′
l = (−1)r−2+s−2(l0Ms − m0Lr)

r−1∏
i=1

ai

s−1∏
j=1

a′
j.

Il est non nul car les points Pr et P ′
s ne sont pas homothétiques par rapport à l’origine

sur N(f) ∪ N(g).
Le coefficient du terme de plus haut degré en x est

r−1∑
i=1

s−1∑
j=1

Ai,j
1 = (L0ms − M0lr).

Il est également non nul car les points P0 et P ′
0 ne sont pas homothétiques par rapport

à l’origine sur N(f) ∪ N(g). Donc

pJ(t) =
r−1∏
i=1

(t− ai)
li−1

s−1∏
j=1

(t− a′
j)

mj−1 ·
r−1∑
i=1

s−1∑
j=1

(Ai,j
1 t2 + Ai,j

2 t + Ai,j
3 )

∏
k �=i

(t− ak)
∏
l �=j

(t− a′
l).
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Posons

pJ,1(t) =
r−1∏
i=1

(t − ai)
li−1

s−1∏
j=1

(t − a′
j)

mj−1

et

pJ,2(t) =
r−1∑
i=1

s−1∑
j=1

(Ai,j
1 t2 + Ai,j

2 t + Ai,j
3 )

∏
k �=i

(t − ak)
∏
l �=j

(t − a′
l).

Lemme 2.6.6. On suppose que l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g)
par rapport au poids w. Alors pour i0 ∈ {1, . . . , r− 1}, on a pJ,2(ai0) = 0 si et seulement
s’il existe j0 ∈ {1, . . . , s − 1} tel que a′

j0
= ai0 (idem pour j0 ∈ {1, . . . , s − 1}) et alors

p′J,2(ai0) = 0 si et seulement si l’on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g)
par rapport au poids w et à la racine ai0 = a′

j0
.

Démonstration. Soit i0 ∈ {1, . . . , r − 1}. On a

pJ,2(ai0) = ai0li0(M0β + msα)
r−1∏
k=1
k �=i0

(ai0 − ak)
s−1∏
j=1

(ai0 − a′
j).

Si pour tout j ∈ {1, . . . , s − 1}, on a a′
j �= ai0 , alors ai0 n’est pas racine de pJ,2.

En revanche, s’il existe j0 ∈ {1, . . . , s − 1} tel que a′
j0

= ai0 , alors ai0 est racine de pJ,2

(et de fait, a′
j0

aussi). On a alors

p′J,2(ai0) = ai0(l0mj0β − m0li0β + Lrmj0α − Msli0α)
∏
k �=i0

(ai0 − ak)
∏
l �=j0

(ai0 − a′
l)

qui s’annule si et seulement si

mj0

li0
=

m0β + Msα

l0β + Lrα
=

w(g)

w(f)
,

c’est à dire si l’on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g) par rapport au
poids w et à la racine ai0 = a′

j0
.

Lemme 2.6.7. On suppose que l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g)
par rapport au poids w. Alors J suit f et/ou g le long des arêtes horizontales partant de
vα,β et ne se terminant pas par une flèche.

Démonstration. Soit i0 ∈ {1, . . . , r−1} tel que l’arête correspondant à ai0 ne se termine
pas par une flèche.

Si cette arête est une arête du premier type, c’est à dire si quel que soit j ∈ {1, . . . , s−
1}, ai0 �= a′

j, alors li0 > 1. ai0 est racine d’ordre li0 − 1 > 0 de pJ,1(t) donc J suit f le
long de cette arête sur Dm(fgJ).

On a le même résultat pour une arête du second type.
Si l’arête correspondant à ai0 est une arête du troisième type, c’est à dire s’il existe

j0 ∈ {1, . . . , s − 1} tel que ai0 = a′
j0

, alors
– soit li0 > 1 ou mj0 > 1, et alors ai0 est racine de pJ,1 et J suit f et g le long de

l’arête correspondante sur Dm(fgJ),
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– soit li0 = 1 et mj0 = 1, et alors d’après le lemme 2.6.6, ai0 est racine de pJ,2 donc
J suit f et g le long de l’arête correspondante sur Dm(fgJ).

Lemme 2.6.8. On suppose que pour toute arête partant de v vers la droite, on n’est
pas dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g) par rapport au poids w, que P0

et P ′
0 ne sont pas homothétiques par rapport à l’origine et que Pr et P ′

s ne sont pas
homothétiques par rapport à l’origine. Alors il y a un paquet de J de multiplicité comprise
entre min(α, β) max{r − 1, s− 1} et min(α, β)((r − 1) + (s− 1)) qui se sépare de fg au
sommet vα,β.

Démonstration. D’après le lemme 2.6.6, on a au plus min{r− 1, s− 1} racines ai0 = a′
j0

de pJ,2 parmi les {ai, i = 1, . . . , r − 1, a′
j, j = 1, . . . , s − 1} et ces racines sont racines

simples. Or
deg pJ,2 = (r − 1) + (s − 1) > min{r − 1, s − 1}.

Par conséquent, pJ,2 admet au moins une racine distincte des ai pour i = 1, . . . , r − 1
et des a′

j pour j = 1, . . . , s − 1 et il y a donc un paquet de J de multiplicité comprise
entre min{α, β}max{r − 1, s − 1} et min{α, β} deg pJ,2 = min{α, β}((r − 1) + (s − 1))
qui sort au sommet vα,β de Dm(fgJ).

2.6.4 Zones de type 2.

Soient v et v′ deux sommets de rupture consécutifs du premier axe vertical de Dm(fg)
formant l’arête [v, v′] et tels que v ≺ v′. On suppose que [v, v′] ⊂ Zv = Zv′ . Soit p (resp.
p′) la décoration figurant en dessous de v (resp. v′). Soit q (resp. q′) la décoration figurant
au dessus de v (resp. v′). On définit les poids w et w′ par w(x) = q, w(y) = p, w′(x) = q′

et w′(y) = p′. Soient

inwf(x, y) = Cxl0ylr

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li , inwg(x, y) = C ′xm0yms

s−1∏
j=1

(xp − bjy
q)mj ,

inw′f(x, y) = Cxl′0yl′
r′

r′−1∏
i=1

(xp′ − a′
iy

q′)l′i , inw′g(x, y) = C ′xm′
0ym′

s′
s′−1∏
j=1

(xp′ − b′jy
q′)m′

j .

Proposition 2.6.9. On suppose que l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour
(f, g) par rapport au poids w, et que l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour
(f, g) par rapport au poids w′.

Alors d’une part, il existe un paquet de J qui suit f (resp. f et g) dans le cas 2
(resp. cas 3) le long des arêtes horizontales partant de v et v′ et ne se terminant pas
par des flèches. D’autre part, il existe un ou plusieurs paquets de J de multiplicité totale
comprise entre min{(r−1+s−1)p+(r′−1+s′−1)p′, (r−1+s−1)q+(r′−1+s′−1)q′}
et min{p + p′, q + q′} qui se séparent de fg à des sommet vα,β de Zv = Zv′.
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Démonstration. Soient les droites Df , D′
f , Dg et D′

g définies par

Df : qx + py = w(f), D′
f : q′x + p′y = w′(f),

Dg : qx + py = w(g), D′
g : q′x + p′y = w′(g).

et soient les points Q et Q′ définis par

{Q} = Df ∩ D′
f et {Q′} = Dg ∩ D′

g.

D’après la proposition 2.5.3, Q et Q′ sont homothétiques par rapport à l’origine sur
N(f) ∪ N(g). Les droites L : qx − py = 0 et L′ : q′x − p′y = 0 appartiennent à
Ñ(f)∪ Ñ(g) et le cône ∆ engendré par L et L′ est grisé. D’après le lemme 2.5.2, on sait
qu’il existe des faces Si, Si+1 ∈ N(f) de pente −qi/pi et −qi+1/pi+1 avec pgcd(pi, qi) =
pgcd(pi+1, qi+1) = 1 et qi/pi < qi+1/pi+1 et des faces S ′

j, S
′
j+1 ∈ N(g) de pente −q′j/p

′
j

et −q′j+1/p
′
j+1 avec pgcd(p′j, q

′
j) = pgcd(p′j+1, q

′
j+1) = 1 et q′j/p

′
j < q′j+1/p

′
j+1 telles que

{Q} = Si ∩ Si+1 et {Q′} = S ′
j ∩ S ′

j+1. De plus, on a qi/pi = q/p et/ou q′j/p
′
j = q/p et

qi+1/pi+1 = q′/p′ et/ou q′j+1/p
′
j+1 = q′/p′. On suppose par exemple que

q

p
=

qi

pi

=
q′j
p′j

<
q′

p′
=

qi+1

pi+1

<
q′j+1

p′j+1

(les autres cas se traitent de façon similaire).

D′
f

Df

D′
g

Dg

Q

S′
f

Sf

Q′

N(f) ∪ N(g) Ñ(f) ∪ Ñ(g)

∆

Sg

L′

L

On suppose ici que l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par
rapport à w et w′. On a donc

inwJ(f, g) = J(inwf, inwg) et inw′J(f, g) = J(inw′f, inw′g).

De plus, on est sous les hypothèses des lemmes 2.6.4 et 2.6.7. Par conséquent, J suit
f et g le long des arêtes horizontales partant de v et de v′ et ne se terminant pas par
des flèches.

On est dans le cas 3 pour w, donc

inw(J)(f, g)(x, y) = CC ′xl0+m0−1ylr+ms−1

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li−1

s−1∏
j=1

(xp − a′
jy

q)mj−1

·
r−1∑
i=1

s−1∑
j=1

(Ai,j
1 x2p + Ai,j

2 xpyq + Ai,j
3 y2q)

∏
k �=i

(xp − aky
q)

∏
l �=j

(xp − a′
ly

q)
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Posons

J2(x, y) =
r−1∑
i=1

s−1∑
j=1

(Ai,j
1 x2p + Ai,j

2 xpyq + Ai,j
3 y2q)

∏
k �=i

(xp − aky
q)

∏
l �=j

(xp − a′
ly

q).

Écrivons-le sous la forme

J2(x, y) = C0x
(s−1+r−1)p + C1x

(s−1+r−2)pyq + · · · + Cr−1+s−1y
(s−1+r−1)q.

Puisque Q et Q′ sont homothétiques par rapport à l’origine, on a Cr−1+s−1 = 0. Mais
on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport à w, donc d’après la
proposition 2.3.1, il existe un k avec 0 ≤ k < r − 1 + s − 1 tel que Ck �= 0. On définit

k0 := max{k/Ck �= 0}.
Le point le plus haut (c’est à dire d’ordonnée maximale) de N(J) ∩ DJ , où DJ est la
droite d’équation qx + py = w(J), est alors

D1 = (l0 + m0 − 1 + (s − 1 + r − 1 − k0)p, Lr + Ms − 1 − (s − 1 + r − 1 − k0)q).

De même, on regarde maintenant la direction donnée par w′. On est dans le cas 2,
et avec le même raisonnement, en posant k′

0 := min{k/C ′
k �= 0}, on a 0 < k′

0 ≤ s′ − 1
et le point le plus bas (c’est à dire d’ordonnée minimale) de N(J) ∩ D′

J , où D′
J est la

droite d’équation q′x + p′y = w′(J), est

D2 = (L′
0 + m0 − 1 − k′

0p
′, l′r + m′

s − 1 + k′
0q

′).

On a par construction l0 = L′
0, Lr = l′r et Ms = m′

s, donc

l0 + m0 − 1 + (s − 1 + r − 1 − k0)p > L′
0 + m0 − 1 − k′

0p
′

et
Lr + Ms − 1 − (s − 1 + r − 1 − k0)q < l′r + m′

s − 1 + k′
0q

′.

Il existe donc au moins une face de N(J) de pente −β/α avec α, β ∈ N2 et pgcd(α, β) = 1
reliant D1 à D2 et vérifiant q/p < β/α < q′/p′.

D′
J

DJ

N(J)

D2

D1

Par conséquent, il y a au moins un sommet vα,β ∈]v, v′[⊂ Zv tel qu’un paquet de
J sorte en vα,β sur Dm(fgJ). En particulier, il existe une droite L : βx − αy = 0 ∈
Ñ(f) ∪ Ñ(g) ∪ Ñ(J) situé dans le cône grisé ∆ de Ñ(f) ∪ Ñ(g). De plus, on a

l0 + m0 − 1 + (s− 1 + r − 1− k0)p− (l0 + m0 − 1− k′
0p

′) = (s− 1 + r − 1− k0)p + k′
0p

′



2.6. ÉTUDE DU GERME JACOBIEN. 51

et Lr +Ms−1+k′
0q

′− (Lr +Ms−1− (s−1+ r−1−k0)q) = (s−1+ r−1−k0)q +k′
0q

′.

La multiplicité du ou des paquets de J qui se séparent de fg est égale au minimum
de ces deux quantités. On a 0 ≤ k0 < r − 1 + s − 1 et 0 < k′

0 ≤ s′ − 1. Donc elle est
maximale pour k0 = 0 et k′

0 = s − 1 et minimale pour k0 = r − 1 + s − 2 et k′
0 = 1.

2.6.5 Zones de type 3.

Soit v le sommet de rupture le plus bas du premier axe vertical de Dm(fg). Il est
connecté à un sommet de valence 1 ou une flèche v′. Soient Q le point d’ordonnée
maximale de N(f) et Q′ le point d’ordonnée maximale de N(g). On suppose que Q
et Q′ sont homothétiques par rapport à l’origine sur N(f) ∪ N(g). Alors d’après la
proposition 2.5.3, on a [v, v′[∈ Zv.

Remarque 2.6.10. Puisque f et g n’ont pas de composantes communes, le sommet v′

est alors un sommet de valence 1 : en effet, si f a une composante en x, alors g n’en a
pas et Q et Q′ ne sont alors pas homothétiques par rapport à l’origine.

Soient p la décoration située en dessous de v et q la décoration située au dessus de
v. Soit w le poids défini par w(x) = q et w(y) = p.

Proposition 2.6.11. On suppose que l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour
(f, g) par rapport au poids w. Alors d’une part, il existe un paquet de J qui suit f ou f
et g le long des arêtes horizontales partant de v et ne se terminant pas par une flèche
(selon que l’on est dans le cas 2 ou 3). D’autre part, il existe un ou plusieurs paquets de
J de multilplicié totale comprise entre p − 1 et (r − 1 + s − 1)p − 1 qui se séparent de
fg à des sommets vα,β ∈ Zv.

Démonstration. On a L : qx− py = 0 ∈ Ñ(f)∪ Ñ(g) et le cône engendré par L et l’axe
des ordonnées de Ñ(f) ∪ Ñ(g) est grisé.

Ñ(f) ∪ Ñ(g)

∆

L

Puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport poids w,
les lemmes 2.6.4 et 2.6.7 sont valides. Par conséquent, J suit f et/ou g le long des arêtes
horizontales partant de v et ne se terminant pas par des flèches. De plus,

inwJ(f, g) = J(inwf, inwg).
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Cas 2.

Si l’on est dans le cas 2, on a

inw(f)(x, y) = Cylr

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li et inw(g)(x, y) = C ′ym1 .

Alors

inwJ(f, g)(x, y) = CC ′ylr+m1−1

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li−1 ·

r−1∑
i=1

Ai
1x

p−1
∏
k �=i

(xp − aky
q)

où Ai
1 = 1

r−1
(m1li(r − 1)p). En effet, comme l0 = m0 = 0, on a Ai

2 = 0.
Posons J2(x, y) =

∑r−1
i=1 Ai

1x
p−1

∏
k �=i(x

p − aky
q). On a

J2(x, y) = C0x
(r−1)p−1 + · · · + Ckx

(r−1−k)p−1ykq + · · · + Cr−2x
p−1y(r−2)q.

Puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport au poids w,
il existe au moins un k ∈ {0, . . . , r − 2} tel que Ck �= 0. Soit

k0 := max{k ∈ {0, . . . , r − 2}/Ck �= 0}.
Le point d’ordonnée maximale de N(J) ∩ DJ où DJ est la droite d’équation qx + py =
w(J) est alors

D = ((r − 1 − k0)p − 1, Lr + m1 − 1 − (r − 1 − k0)q).

On a p > 1 car sinon v′ disparaitrait. Donc (r − 1 − k0)p − 1 ≥ 1. Par conséquent, il y
a au moins une face de N(J) de pente −β/α telle que β/α > q/p et il y a un paquet
de J sortant à un sommet vα,β du premier axe vertical de Dm(fgJ) avec β/α > q/p. De
plus, vα,β ∈ Zv.

Cas 3.

Si l’on est dans le cas 3, on a

inw(f)(x, y) = Cylr

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li et inw(g)(x, y) = C ′yms

s−1∏
j=1

(xp − a′
jy

q)mj .

Alors

inwJ(f, g)(x, y) = CC ′xl0+m0−1ylr+ms−1

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li−1

s−1∏
j=1

(xp − a′
jy

q)mj−1

·∑r−1
i=1

∑s−1
j=1(A

i,j
1 x2p−1 + Ai,j

2 xp−1yq)
∏

k �=i(x
p − aky

q)
∏

l �=j(x
p − a′

ly
q)

où 
Ai,j

1 =
1

(r − 1)(s − 1)
(l0ms − m0lr + msli(r − 1)p − lrmjp(s − 1))

Ai,j
2 =

1

(r − 1)(s − 1)
(m0lr − l0ms + lrmjp(s − 1) + m0li(r − 1)q

+limj(r − 1)(s − 1)pq)ai +
1

(r − 1)(s − 1)
(m0lr − l0ms
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En effet, puisque les points Q et Q′ sont homothétiques par rapport à l’origine sur N(f)∪
N(g), on a l0 = m0 = 0, et donc Ai,j

3 = 0. Posons J2(x, y) =
∑r−1

i=1

∑s−1
j=1(A

i,j
1 x2p−1 +

Ai,j
2 xp−1yq)

∏
k �=i(x

p − aky
q)

∏
l �=j(x

p − a′
ly

q). Écrivons-le sous la forme

J2(x, y) = C0x
(s−1+r−1)p + · · · + Ckx

(s+r−2−k)pykq + · · · + Cr+s−3x
py(r+s−3)q.

Puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport à w, il existe
au moins un k ∈ {0, . . . , r + s − 3} tel que Ck �= 0. Soit

k′
0 := max{k ∈ {0, . . . , r + s − 3}/Ck �= 0}.

Alors le point d’ordonnée maximale de N(J)∩DJ où DJ est la droite d’équation qx+py =
w(J) est

D′ = ((r + s − 2 − k′
0)p − 1, Lr + Ms − 1 − (r + s − 2 − k′

0)q).

On a p > 1 car sinon v′ disparaitrait. Donc (r + s − 2 − k′
0)p − 1 ≥ 1. Il y a donc au

moins une face de N(J) de pente −β/α telle que β/α > q/p. Par conséquent, il y a un
paquet de J sortant à un sommet vα,β du premier axe vertical de Dm(fgJ). Puisque
β/α > q/p, vα,β appartient à l’arête ]v, v′[ donc vα,β ∈ Zv.

2.6.6 Étude des flèches.

Lemme 2.6.12 (Règles de calcul). (i) Soit f ∈ K[[x, y]]. Alors J(f, f) = 0.
(ii) Soient f1, f2, g1, g2 ∈ K[[x, y]]. Alors

J(f1f2, g1g2) = J(f1, g1)f2g2 + J(f2, g1)f1g2 + J(f1, g2)f2g1 + J(f2, g2)f1g1.

(iii) Soient f, g, h ∈ K[[x, y]]. Alors

J(hαf, g) = hα−1 (αJ(h, g)f + J(f, g)h) .

Démonstration. Pour f, g ∈ K[[x, y]], on a J(f, g) := f ′
xg

′
y − f ′

yg
′
x. La démonstration du

lemme est évidente, il suffit de développer les expressions.

Proposition 2.6.13. Soit v un sommet de rupture du premier axe vertical de Dm(fg)
portant les décorations p en dessous et q au dessus, et relié par une arête horizontale à
une flèche. Soit w le poids défini par w(x) = q et w(y) = p. Alors J suit f ou g le long
de cette arête si et seulement si J a une composante commune avec f ou g représentée
par cette flèche, et c’est seulement cette composante commune qui suit f ou g le long de
cette arête. En particulier, aucune composante de J ne sort en dehors de Zv sur cette
arête.

Démonstration. Puisque f et g n’ont pas de composantes communes, on n’est pas dans
la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport au poids w. Donc d’après la proposition
2.3.1,

inwJ(f, g) = J(inw(f), inw(f)).
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Soit i0 ∈ {1, . . . r−1} tel que ai0 soit la racine correspondant à l’arête horizontale reliant
v à la flèche considérée. On a

inwf(x, y) = Cxl0ylr

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li et inwg(x, y) = C ′xm0yms

s−1∏
j=1

(xp − a′
jy

q)mj .

D’après les résultats du paragraphe 2.6.3, on a alors

inwJ(f, g)(x, y) = CC ′xl0+m0−1ylr+ms−1

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li−1

s−1∏
j=1

(xp − a′
jy

q)mj−1

·
r−1∑
i=1

s−1∑
j=1

(Ai,j
1 x2p + Ai,j

2 xpyq + Ai,j
3 y2q)

∏
k �=i

(xp − aky
q)

∏
l �=j

(xp − a′
ly

q)

Donc

pJ(f,g)(t) =
r−1∏
i=1

(t−ai)
li−1

s−1∏
j=1

(t−a′
j)

mj−1 ·
r−1∑
i=1

s−1∑
j=1

(Ai,j
1 t2+Ai,j

2 t+Ai,j
3 )

∏
k �=i

(t−ak)
∏
l �=j

(t−a′
l).

Posons pJ(f,g),1(t) =
∏r−1

i=1 (t−ai)
li−1

∏s−1
j=1(t−a′

j)
mj−1 et pJ(f,g),2(t) =

∑r−1
i=1

∑s−1
j=1(A

i,j
1 t2+

Ai,j
2 t + Ai,j

3 )
∏

k �=i(t − ak)
∏

l �=j(t − a′
l).

Supposons que la flèche considérée représente une composante fi0 de f mais pas de
g. On a alors a′

j �= ai0 pour tout j ∈ {1, . . . , s − 1}. On constate que ai0 est racine de
pJ(f,g),1 d’ordre li0 −1. De plus, d’après le lemme 2.6.6, on a pJ(f,g),2(ai0) �= 0 car a′

j �= ai0

pour tout j ∈ {1, . . . , s − 1}. Donc ai0 est racine de pJ(f,g) d’ordre exactement li0 − 1.
Or on a

J(f, g) = J(f
li0
i0

f, g) = f
li0−1

i0
(li0J(fi0 , g)f + J(f, g)fi0).

Donc la composante fi0 est commune à f et J . D’après l’égalité précédente, elle est au
moins de multiplicité li0−1. Mais on a vu que ai0 est racine de pJ(f,g) d’ordre exactement
li0 − 1. Finalement, J suit f le long de l’arête correspondant à ai0 si li0 > 1 et alors c’est
car J a une composante commune avec f . En dehors de cette composante commune, J
ne suit pas f le long de cette arête.

2.6.7 Un résultat pour le cas non-dégénéré.

À ce stade de la démonstration, nous pouvons énoncer un théorème pour le cas
non-dégénéré.

Théorème 2.6.14. Soient f, g ∈ K[[x, y]] deux germes admettant une singularité en
(0, 0) ∈ K2. On suppose que fg est non dégénéré pour son polygone de Newton au sens de
Kouchnirenko. Soit Dm(fg) le diagramme minimal de Newton de fg. Alors l’ensemble
des quotients jacobiens de (f, g) est égal au sous-ensemble des rationnels{

(g, ρv)0

(f, ρv)0

}
v

,

où ρv est une curvette du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de rupture de
Dm(fg).
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Démonstration. Si fg est non dégénéré pour son polygone de Newton au sens de Kouch-
nirenko, cela signifie que pour toute face S de N(fg), on a pS(t) =

∏
i(t − ai). En

particulier, le diagramme minimal de Newton de fg ne comporte alors qu’un seul axe
vertical et on n’est dans la situation d’Abhyankar ou d’Abhyankar faible à aucun des
sommets du premier axe vertical de Dm(fg). Le théorème découle donc des résultats
précédement obtenus.

Remarque 2.6.15. On retrouve ainsi le fait que si f, g ∈ C{x, y} et si fg est non
dégénéré pour son polygone de Newton au sens de Kouchnirenko, alors l’ensemble des
quotients jacobiens de (f, g) est un invariant du type topologique de (f, g).

2.6.8 Application : N(f, g).

Remarque 2.6.16. On a défini les quotients jacobiens
(g, ρv)0

(f, ρv)0

. Par raison de symétrie,

nous pouvons étudier les paires jacobiennes
(

(f, ρv)0

mult(ρv)
,

(g, ρv)0

mult(ρv)

)
.

Soient f, g ∈ K[[x, y]] deux germes non identiquement nuls admettant une singularité
à l’origine. Soient S1, . . . , Sm les faces du polygone de Newton de f ordonnées par pentes
décroissantes −q1/p1 > · · · > −qm/pm. Pour i = 1, . . . , r−1, soit Di la droite portant Si

et soit ri l’entier égal au nombre de points à coordonnées entières sur Si moins un. Soient
S ′

1, . . . , S
′
n les faces du polygone de Newton de g ordonnées par pentes décroissantes

−q′1/p
′
1 > · · · > −q′n/p

′
n. On définit de la même façon les entiers sj et les droites D′

j pour
j = 1, . . . , n . On notera α(D) l’abscisse à l’origine et β(D) l’ordonnée à l’origine d’une
droite D.

Définition 2.6.17. On définit les droites D∗
i et D′∗

j de la manière suivante : pour
i = 1, . . . ,m, D∗

i est la droite parallèle à Di telle que D∗
i ∩ N(g) �= ∅ et α(D∗

i ) (ou
β(D∗

i )) est minimale. De même, pour j = 1, . . . , n, D′∗
j est la droite parallèle à D′

j telle
que D′∗

j ∩ N(f) �= ∅ et α(D′∗
j) (ou β(D′∗

j)) est minimale.

Définition 2.6.18. On définit N(f, g) par l’ensemble constitué des droites Di, D′
j, D∗

i

et D′∗
j pour i = 1, . . . ,m et j = 1, . . . , n.

N(f, g)

α(D∗)

β(D∗)

D∗

α(D)

β(D)

D
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On a les équations suivantes :

Di : qix + piy = pi(r1q1 + · · · + riqi) + qi(ri+1pi+1 + · · · + rmpm)

α(Di) =
pi

qi

(r1q1 + · · · + riqi) + ri+1pi+1 + · · · + rmpm

β(Di) = r1q1 + · · · + riqi +
qi

pi

(ri+1pi+1 + · · · + rmpm)

D∗
i : si j ∈ {1, . . . , n} est tel que

q′j
p′j

<
qi

pi

<
q′j+1

p′j+1

,

qix + piy = pi(s1q
′
1 + · · · + sjq

′
j) + qi(sj+1p

′
j+1 + · · · + smp′m)

α(D∗
i ) =

pi

qi

(s1q
′
1 + · · · + sjq

′
j) + sj+1p

′
j+1 + · · · + smp′m

β(D∗
i ) = s1q

′
1 + · · · + sjq

′
j +

qi

pi

(sj+1p
′
j+1 + · · · + smp′m)

et des équations similaires pour D′
j et D′∗

j .

Notation 2.6.19. On note N(f, g)∗ l’ensemble N(f, g) privé des droites D et D∗ telles
que la face S associée est une face exceptionnelle de N(fg).

Cas non dégénéré.

Proposition 2.6.20. Soient f, g ∈ K[[x, y]] deux germes non identiquement nuls admet-
tant une singularité à l’origine. On suppose que fg est non-dégénéré pour son polygone
de Newton au sens de Kouchnirenko. Alors l’ensemble des paires jacobiennes de (f, g)
est égal à

{(max{α(D), β(D)}, max{α(D∗), β(D∗)}), (max{α(D′∗), β(D′∗)}, max{α(D′), β(D′)})
pour D,D′ ∈ N(f, g)∗}.

Remarque 2.6.21. L’ensemble des paires jacobiennes du couple (f, g) est égal à

{(w(f), w(g))}w

où w est le poids défini par w(x) = |S|2 et w(y) = |S|1 et S parcourt l’ensemble des
faces de N(f, g)∗.

Remarque 2.6.22. Dans le cas particulier où f est une forme linéaire, on retrouve une
partie du résultat du théorème 1.1, de [LP].

Démonstration. Puisque fg est non-dégénéré pour son polygone de Newton au sens de
Kouchnirenko, Dm(fg) n’a qu’un axe vertical. Soit vi (resp. v′

j) le sommet de Dm(fg)
issu de la face Si de N(f) (resp. S ′

j de N(g)). D’après la remarque 1.3.1, il y a une
correspondance bijective entre les sommets de rupture du premier axe vertical de Dm(fg)
et les faces de N(fg)∗. On utilise le théorème 2.6.14 pour calculer les paires jacobiennes
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du couple (f, g). Pour les sommets vi issus de N(f) : si i < k, on considère ρvi
une

curvette du sommet vi et on a

(f, ρvi
)0

mult(ρvi
)

= 1
qi

(
∑i

j=1 rj.qj.pi +
∑m

j=i+1 rj.qi.pj)

= pi/qi(r1q1 + · · · + riqi) + ri+1pi+1 + · · · + rmpm

= α(Di)

Soit l l’entier tel que q′l/p
′
l < qi/pi < q′l+1/p

′
l+1.

(g, ρvi
)0

mult(ρvi
)

=
1

qi

(
l∑

j=1

pi.sj.q
′
j +

n∑
j=l+1

qi.sj.p
′
j)

= pi/qi(s1q
′
1 + · · · + slq

′
l) + sl+1p

′
l+1 + · · · + snp

′
n

= α(D∗
i )

Donc la paire jacobienne associée au sommet vi est (α(Di), α(D∗
i )). De la même façon,

pour i ≥ k, on obtient (β(Di), β(D∗
i )) et pour les sommets v′

j issus de N(g), des calculs
similaires donnent (α(D′∗

j), α(D′
j)) si j < k et (β(D′∗

j), β(D′
j)) si j ≥ k.

Exemple 2.6.23. On considère
f(x, y) = x9 + 3x4y2 + 2x2y5 + y10

g(x, y) = x6 − x3y2 + 5y6

f1

g1

g2

f2

f32

2

2

5

2

5

3

3

3

4

976

6

8

J2

J3

J4

J5

J1N(g)

10

N(f)

22/3

Le germe fg est non-dégénéré pour son polygone de Newton au sens de Kouchnirenko.
Donc d’après la proposition 2.6.20, on obtient les paires jacobiennes

{(8, 6), (9, 6), (10, 6), (22/3, 6), (7, 6)}
On constate sur Dm(fgJ ) qu’un paquet de J sort dans chaque zone de stabilité de
Dm(fg).

Cas général.

Nous allons voir sur les deux exemples suivants que dans le cas général, nous ne
pouvons pas énoncer de résultat avec la seule donnée de N(f, g).
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Exemple 2.6.24. On considère
f(x, y) = x2(x3 − y2)2 + y7

g(x, y) = x7 + x2y2 + y7

N(f, g) D(f.g)

3
2

5

2

2
5

2
3

17

f1

2
J3

J2

J1

J5

f2

g2

g1

J4
5

7

5 7 8

Dans cet exemple, on voit qu’une face de N(f) est dégénérée. On a les paires jaco-
biennes suivantes :

{(7, 5), (7, 7), (8, 5), (8, 7), (21/2, 5)}.
Sur N(f, g), on peut trouver les paires (5, 7), (7, 7), (5, 8) et (7, 8). Cependant, rien ne
permet de conclure qu’il y a une autre paire (5, 21/2).

Exemple 2.6.25. Je remercie Janusz Gwozdziewicz qui m’a fourni cet exemple. On
considère

f(x, y) = (y − x)(y2 − x)
g(x, y) = (y − x)2 + x3

2

3

N(f, g) D(fg)

3

2
f1

g

f2

J

2

Dans cet exemple, on a un seul sommet de rupture sur Dm(fg). La seule paire ja-
cobienne est (5/2, 3), alors que sur le polygone de Newton, on pourrait penser que (2, 2)
est une paire jacobienne.

2.6.9 Étude de certaines composantes communes.

Nous allons dans ce paragraphe énoncer un résultat sur le comportement de J(f, g)
quand f et g ont une éventuelle composante commune en y. Ce résultat sera utile pour
pouvoir appliquer la récurrence permettant de passer d’un axe vertical à un autre sur
Dm(fg). On suppose ici que f et g ont une composante commune en y de multiplicité
lr pour f et ms pour g, c’est à dire

f = ylrf et g = ymsg où y ne divise ni f ni g.
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Soit v le sommet de rupture le plus haut du premier axe vertical de Dm(fg). Il est
connecté à la flèche v′ représentant la composante en y commune à f et g. Soient Q le
point d’ordonnée minimale de N(f) et Q′ le point d’ordonnée minimale de N(g). Si Q
et Q′ ne sont pas homothétiques par rapport à l’origine sur N(f) ∪ N(g), alors d’après
la proposition 2.5.3, l’arête ]v, v′[ est en dehors des zones de stabilité de Dm(fg) et on
a déjà traité ce cas.

On suppose maintenant que Q et Q′ sont homothétiques par rapport à l’origine sur
N(f) ∪ N(g). Alors d’après la proposition 2.5.3, on a [v, v′[∈ Zv. Soient p la décoration
située en dessous de v et q la décoration située au dessus de v. Soit w le poids défini par
w(x) = q et w(y) = p. Enfin soient

inw(f)(x, y) = Cxl0ylr

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li et inw(g)(x, y) = C ′xm0yms

s−1∏
j=1

(xp − a′
jy

q)mj .

Posons

f(x, y) =
∑
i≥0

ai(x)yi et g(x, y) =
∑
i≥0

bi(x)yi, où ai(x), bi(x) ∈ K{x}.

Proposition 2.6.26. On suppose que l’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour
(f, g) par rapport au poids w, et que Q et Q′ sont homothétiques par rapport à l’origine
sur N(f)∪N(g). Alors si a0(x)ms �= kb0(x)lr avec k ∈ K×, J suit f et/ou g le long des
arêtes partant de v vers la droite et ne se terminant pas par des flèches, et il existe un
ou plusieurs paquets de J qui se séparent de fg à des sommets vα,β ∈ Zv.

Démonstration. Puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rap-
port poids w, les lemmes 2.6.4 et 2.6.7 sont valides. Par conséquent, J suit f et/ou g le
long des arêtes horizontales partant de v et ne se terminant pas par des flèches. De plus,

inwJ(f, g) = J(inwf, inwg).

On a alors

inwJ(f, g)(x, y) = CC ′xl0+m0−1ylr+ms−1

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li−1

s−1∏
j=1

(xp − a′
jy

q)mj−1

·∑r−1
i=1

∑s−1
j=1(A

i,j
1 x2p + Ai,j

2 xpyq + Ai,j
3 y2q)

∏
k �=i(x

p − aky
q)

∏
l �=j(x

p − a′
ly

q)

où 

Ai,j
1 =

1

(r − 1)(s − 1)
(l0ms − m0lr + msli(r − 1)p − lrmjp(s − 1))

Ai,j
2 =

1

(r − 1)(s − 1)
(m0lr − l0ms + lrmjp(s − 1) + m0li(r − 1)q

+limj(r − 1)(s − 1)pq)ai +
1

(r − 1)(s − 1)
(m0lr − l0ms

−l0mj(s − 1)q − msli(r − 1)p − limj(r − 1)(s − 1)pq)a′
j

Ai,j
3 =

1

(r − 1)(s − 1)
(l0ms − m0lr − m0li(r − 1)q + n0mj(s − 1)qaia

′
j



60 CHAPITRE 2. QUOTIENTS JACOBIENS.

Dans inwJ(f, g), le coefficient du terme de plus haut degré en x est
∑r−1

i=1

∑s−1
j=1 Ai,j

1 .
Il est nul car les points Q et Q′ sont homothétiques par rapport à l’origine sur N(f) ∪
N(g). Posons J2(x, y) =

∑r−1
i=1

∑s−1
j=1(A

i,j
2 xpyq +Ai,j

3 y2q)
∏

k �=i(x
p −aky

q)
∏

l �=j(x
p −a′

ly
q).

Écrivons-le sous la forme

J2(x, y) = C0y
(r−1+s−1)q + · · · + Ckx

kpy(r+s−2−k)q + · · · + Cr+s−3x
(r+s−3)pyq.

Puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) par rapport à w, il existe
au moins un k ∈ {0, . . . , r + s − 3} tel que Ck �= 0. Soit

k0 := max{k ∈ {0, . . . , r + s − 3}/Ck �= 0}.
Alors le point d’ordonnée minimale de N(J)∩DJ où DJ est la droite d’équation qx+py =
w(J) est

D = (L0 + M0 − 1 − (r + s − 2 − k0)p, lr + ms − 1 + (r + s − 2 − k0)q).

D’autre part, on a

J(f, g) = J(ylrf, ymsg) = ylr+ms−1
(
lrJ(y, g)f + msJ(f, y)g + J(f, g)y

)
.

On a f(x, y) =
∑
i≥0

ai(x)yi et g(x, y) =
∑
i≥0

bi(x)yi où ai(x), bi(x) ∈ K{x}. Alors un calcul

simple donne(
lrJ(y, g)f + msJ(f, y)g

)
(x, 0) = msa

′
0(x)b0(x) − lra0(x)b′0(x).

Cette quantité est identiquement nulle si et seulement si

a0(x)ms = kb0(x)lr où k ∈ K×,

ce qui est contraire aux hypothèses. Donc y ne divise pas(
lrJ(y, g)f + msJ(f, y)g + J(f, g)y

)
.

Par conséquent, la multiplicité de la composante en y pour J est exactement lr +ms−1.
Or

lr + ms − 1 + (r + s − 2 − k0)q > lr + ms − 1.

Il y a donc au moins une face de N(J) de pente −β/α telle que 0 < β/α < q/p. Par
conséquent, il y a un paquet de J se séparant de fg à un sommet vα,β du premier
axe vertical de Dm(fgJ). Puisque 0 < β/α < q/p, vα,β appartient à l’arête ]v, v′[ donc
vα,β ∈ Zv.

2.6.10 Étude des axes verticaux suivants.

Proposition 2.6.27. Tous les résultats du premier axe vertical de Dm(fg) précédement
obtenus s’appliquent aux axes verticaux suivants, et par itération à tous les axes verticaux
de Dm(fg).
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Démonstration. Soit S une face de N(fg) de pente −q/p avec pgcd(p, q) = 1. Soit w le
poids défini par w(x) = q et w(y) = p. Il existe un sommet v0 du premier axe vertical
de Dm(fg) (qui peut éventuellement disparaiître au cours de la minimalisation) portant
les décorations p en dessous et q au dessus. On suppose qu’une arête correspondant à
la racine a part de v0 vers la droite. On applique les méthodes du paragraphe 1.2 : on
effectue la transformation de Duval-Newton suivante :

Φ1 : K2 −→ K2

(x1, y1) �−→ (yq
1(a

p′ + x1), a
q′yp

1)

où p′, q′ ∈ N sont tels que pp′ − qq′ = 1. On a

f ◦ Φ1(x1, y1) = y
Nv0,f

1 f 1(x1, y1) et g ◦ Φ1(x1, y1) = y
Nv0,g

1 g1(x1, y1).

D’autre part,

J(y
Nv0,f

1 f 1(x1, y1), y
Nv0,g

1 g1(x1, y1)) = J(f ◦ Φ1(x1, y1), g ◦ Φ1(x1, y1))
= J(Φ1(x1, y1)).J(f, g) ◦ Φ1(x1, y1)

= pyp+q−1
1 J(f, g)((Φ1(x1, y1))

= pyp+q−1
1 y

Nv0,J

1 J1(f, g)(x1, y1)

On veut appliquer les résultats que l’on a obtenu pour le premier axe vertical à

(y
Nv0,f

1 f 1(x1, y1), y
Nv0,g

1 g1(x1, y1)).

On doit donc vérifier que l’on est sous les mêmes hypothèses, c’est à dire :
– y

Nv0,f

1 f 1(x1, y1) et y
Nv0,g

1 g1(x1, y1) n’ont pas de composante commune autre que y1,
– puisque y1 est une composante commune, est-on sous les hypothèses de la propo-

sition 2.6.26 ?
Si y

Nv0,f

1 f 1(x1, y1) et y
Nv0,g

1 g1(x1, y1) avaient une composante commune autre que y1,
alors d’après l’algorithme de construction de Dm(fg) (paragraphe 1.2), f et g auraient
une composante commune, ce qui est contraire aux hypothèses.

D’autre part, regardons si l’on est sous les hypothèses de la proposition 2.6.26 :
y

Nv0,f

1 f 1(x1, y1) et y
Nv0,g

1 g1(x1, y1) ont une composante commune en y1.
Elle est de multiplicité Nv0,f = w(f) pour y

Nv0,f

1 f 1(x1, y1) et de multiplicité Nv0,g = w(g)

pour y
Nv0,g

1 g1(x1, y1). Posons f 1(x1, y1) =
∑

i≥0 ai(x1)y
i
1 et g1(x1, y1) =

∑
i≥0 bi(x1)y

i
1, où

ai(x), bi(x) ∈ K{x}. D’après ce qu’on a vu au paragraphe 1.2, si

f(x, y) = inw(f)(x, y) +
∑

(a,b)/qa+pb>w(f)=N

Aa,bx
ayb,

avec

inw(f)(x, y) = Cxl0ylr

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li ,

alors

inw(f) ◦ Φ1(x1, y1) = Cy
w(f)
1

(
(ap′

i0
+ x1)

l0

r−1∏
i=1

((ap′
i0

+ x1)
p − aia

qq′
i0

)li

)
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et

(
∑

(a,b)/qa+pb>w(f)

Aa,bx
ayb)◦Φ1(x1, y1) = y

w(f)
1

 ∑
(a,b)/qa+pb>w(f)

Aa,ba
qq′
i0

y
qa+pb−w(f)
1 (ap′

i0
+ x1)

a

 .

Donc y
w(f)
1 a0(x1) = inw(f) ◦ Φ1(x1, y1) et y

w(g)
1 b0(x1) = inw(g) ◦ Φ1(x1, y1). Alors on a

a0(x1)
w(g) = kb0(x1)

w(f) si et seulement si

inw(f)w(g) ◦ Φ1(x1, y1) = inw(g)w(f) ◦ Φ1(x1, y1).

Avec

inw(f)(x, y) = Cxl0ylr

r−1∏
i=1

(xp − aiy
q)li et inw(g)(x, y) = C ′xm0yms

s−1∏
j=1

(xp − a′
jy

q)mj ,

On obtient

C(ap′
i0
+x1)

w(g)l0

r−1∏
i=1

((ap′
i0
+x1)

p−aia
qq′
i0

)w(g)li = kC ′(ap′
i0
+x1)

w(f)m0

s−1∏
j=1

((ap′
i0
+x1)

p−a′
ja

qq′
i0

)w(f)mj ,

et par identification des racines,

inw(f)w(g)(x, y) = inw(g)w(f)(x, y).

On a donc a0(x1)
w(g) = kb0(x1)

w(f) si et seulement si inw(f)w(g)(x, y) = inw(g)w(f)(x, y),
c’est à dire si l’on est dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) au sommet v0 par
rapport au poids w. Alors, soit v est le sommet le plus haut de l’axe vertical obtenu
après la transformation de Newton Φ1. Ce sommet est connecté à v0 par une arête et
d’après la proposition 2.5.3, on a v ∈ Zv0 . Si l’on est dans la situation d’Abhyankar
pour (f, g) au sommet v0 par rapport au poids w, on ne sait pas si un paquet de
J(y

Nv0,f

1 f 1(x1, y1), y
Nv0,g

1 g1(x1, y1)) se sépare de y
Nv0,f

1 f 1(x1, y1) et y
Nv0,g

1 g1(x1, y1) dans
Zv = Zv0 , mais il s’agit des zones exclues par hypothèse. Sinon, on est sous les hypothèses
de la proposition 2.6.26

Par conséquent, on peut appliquer les résultats obtenus pour le premier axe vertical
à l’application (y

Nv0,f

1 f 1(x1, y1), y
Nv0,g

1 g1(x1, y1)). Alors on saura dans quelles zones de
stabilité du premier axe vertical de Dm(y

Nv0,f

1 f 1(x1, y1)y
Nv0,g

1 g1(x1, y1)) des paquets de
J(y

Nv0,f

1 f 1(x1, y1), y
Nv0,g

1 g1(x1, y1)) se séparent de y
Nv0,f

1 f 1(x1, y1)y
Nv0,g

1 g1(x1, y1). D’après
l’égalité

J(y
Nv0,f

1 f 1(x1, y1), y
Nv0,g

1 g1(x1, y1)) = pyp+q−1
1 y

Nv0,J

1 J1(f, g)(x1, y1),

on saura donc dans quelles zones du premier axe vertical de

Dm(y
Nv0,f

1 f 1(x1, y1)y
Nv0,g

1 g1(x1, y1))
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des paquets de J1(f, g)(x1, y1) se séparent de y
Nv0,f

1 f 1(x1, y1)y
Nv0,g

1 g1(x1, y1). D’après la
proposition 1.1.13, on a

N(y
Nv0,f

1 f 1(x1, y1)y
Nv0,g

1 g1(x1, y1)) = N(y
Nv0,f+Nv0,g

1 ) + N(f 1(x1, y1)g
1(x1, y1)).

Donc N(y
Nv0,f

1 f 1(x1, y1)y
Nv0,g

1 g1(x1, y1)) et N(f 1(x1, y1)g
1(x1, y1)) sont identiques à une

translation près vers le haut. Par conséquent, les sommets de rupture du premier axe
vertical de Dm(y

Nv0,f

1 f 1(x1, y1)y
Nv0,g

1 g1(x1, y1)) sont exactement les sommets de rupture
du second axe vertical de Dm(fg) correspondant à la racine a. De plus, on a les deux
lemmes suivants :

Lemme 2.6.28. Les zones de stabilité du premier axe vertical de Dm(y
Nv0,f

1 f 1y
Nv0,g

1 g1)
sont exactement les zones de stabilité du second axe vertical de Dm(fg) correspondant
à la racine a.

Démonstration. Soient v un sommet de rupture du premier axe vertical de
Dm(y

Nv0,f

1 f 1y
Nv0,g

1 g1) et v′ un sommet relié à v par une arête. On suppose que v corres-
pond à une face S1 ∈ N(y

Nv0,f

1 f 1y
Nv0,g

1 g1) de pente −q1/p1 avec pgcd(p1, q1) = 1. Soit
w1 le poids défini par w1(x1) = q1 et w1(y1) = p1. Enfin, soit f̄ (resp. ḡ) le produit des
branches de y

Nv0,f

1 f 1 (resp. y
Nv0,g

1 g1) telles que les chemins joignant v′ à ces flèches ne
passent pas par v. Alors d’après la proposition 2.5.3, on a

Qv = Qv′ ⇔


pour une arête verticale, Q et Q′ sont homothétiques par rapport
à l’origine sur N(y

Nv0,f

1 f 1) ∪ N(y
Nv0,g

1 g1)

pour une arête horizontale,
w1(y

Nv0,g

1 g1)

w1(y
Nv0,f

1 f 1)
=

w1(ḡ)

w1(f̄)

Soit C (resp. C ′) la somme sur toutes les géodésiques joignant v′ à une flèche représentant
f (resp. g) du produit des nombres adjacents à ces géodésiques. Alors

w1(ḡ)

w1(f̄)
=

(ḡ, ρv)0

(f̄ , ρv)0

=
q1p1C

′

q1p1C
=

C ′

C
.

Regardons maintenant v comme un sommet du second axe vertical de Dm(fg) cor-
respondant à la racine a (v′ est un sommet relié à v par une arête). Soit v0 le sommet
précédant v, et soient p0 et q0 les décorations portées par v0. Le sommet v porte les
décorations p1 en dessous et a1 au dessus, avec a1 = p0q0p1 + q1. Soit w1 le poids défini
par w1(x1) = q1 et w1(y1) = p1. Enfin, soit f2 (resp. g2) le produit des branches de f
(resp. g) telles que les géodésiques joignant v′ à ces flèches ne passent pas par v. D’après
la proposition 2.5.3, on a

Qv = Qv′ ⇔


pour une arête verticale, Q et Q′ sont homothétiques par rapport
à l’origine sur N(y

Nv0,f

1 f 1) ∪ N(y
Nv0,g

1 g1)

pour une arête horizontale,
w1(y

Nv0,g

1 g1)

w1(y
Nv0,f

1 f 1)
=

w1(y
Nv0,g2
1 g1

2)

w1(y
Nv0,f2
1 f 1

2 )
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La somme sur toutes les géodésiques joignant v′ à une flèche représentant f2 (resp.
g2) du produit des nombres adjacents à ces géodésiques est égale à C (resp. C ′) défini
ci-dessus. Or on a

w1(y
Nv0,g2
1 g1

2)

w1(y
Nv0,f2
1 f 1

2 )
=

(g2, ρv)0

(f2, ρv)0

=
a1p1C

′

a1p1C
=

C ′

C
.

Donc Qv = Qv′ où v est un sommet du premier axe vertical de D(y
Nv0,f

1 f 1y
Nv0,g

1 g1)
et v′ un sommet relié à v par une arête est équivalent à Qv = Qv′ où v est un sommet
du second axe vertical de Dm(fg) correspondant à la racine a et v′ est un sommet relié
à v par une arête.

Lemme 2.6.29. Les quotients jacobiens provenant de composantes de J(y
Nv0,f

1 f 1, y
Nv0,g

1 g1)

se séparant de y
Nv0,f

1 f 1y
Nv0,g

1 g1 sur le premier axe vertical de Dm(y
Nv0,f

1 f 1y
Nv0,g

1 g1) sont
exactement les quotients jacobiens provenant de composantes de J(f, g) se séparant de
fg sur le second axe vertical de Dm(fg) correspondant à la racine a.

Démonstration. Les quotients jacobiens provenant de composantes de J(y
Nv0,f

1 f 1, y
Nv0,g

1 g1)

se séparant de y
Nv0,f

1 f 1, y
Nv0,g

1 g1 sur le premier axe vertical de Dm(y
Nv0,f

1 f 1y
Nv0,g

1 g1) sont

les
(y

Nv0,g

1 g1, ρv)0

(y
Nv0,f

1 f 1, ρv)0

où v parcourt les sommets du premier axe vertical de Dm(y
Nv0,f

1 f 1y
Nv0,g

1 g1)

desquels sortent des composantes de J(y
Nv0,f

1 f 1, y
Nv0,g

1 g1). Puisque

J(y
Nv0,f

1 f 1(x1, y1), y
Nv0,g

1 g1(x1, y1)) = pyp+q−1
1 y

Nv0,J

1 J1(f, g)(x1, y1),

ces sommets sont exactement les sommets du second axe vertical de Dm(fg) desquels
sortent des composantes de J(f, g). De plus,

(y
Nv0,g

1 g1, ρv)0

(y
Nv0,f

1 f 1, ρv)0

=
w1(y

Nv0,g

1 g1)

w1(y
Nv0,f

1 f 1)
=

p1Nv0,g + w1(g
1)

p1Nv0,f + w1(f 1)
=

Nv,g

Nv,f

=
(g, ρv)0

(f, ρv)0

.

Donc on obtient les quotients jacobiens provenant de composantes de J(f, g) se séparant
de fg sur le second axe vertical de Dm(fg) correspondant à la racine a.

2.6.11 Zones de type 5 : situation d’Abhyankar faible.

Proposition 2.6.30. Soit v un sommet de rupture du premier axe vertical de Dm(fg)
portant les décorations p en dessous et q au dessus. Soit w le poids défini par w(x) = q
et w(y) = p. On considère une arête horizontale partant de v correspondant à une racine
a et on suppose qu’on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g) par rapport à
w et a. Alors il existe au moins un sommet v′ ∈ Zv auquel un paquet de J se sépare de
fg.



2.6. ÉTUDE DU GERME JACOBIEN. 65

Démonstration. On considère une géodésique de Dm(fg) partant de v en suivant l’arête
horizontale considérée dans la proposition et allant jusqu’à une flèche du diagramme.
Soient v, v1, . . . , vn les sommets de cette géodésique.

p
v

v1 v2 vk vk+1 vnq

Il existe un de ces sommets pour lequel on n’est pas dans la situation d’Abhyankar
faible pour (f, g), car sinon, f et g auraient une composante commune. Soit vk le sommet
de {v1, . . . , vn} le plus proche de v pour lequel on n’est pas dans la situation d’Abhyankar
faible pour (f, g). Puisqu’on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g) pour
les arêtes [v, v1], . . . , [vk−1, vk], d’après la proposition 2.5.3, on a

Zv = Zv1 = · · · = Zvk
et [v, v1], . . . , [vk−1, vk] ⊂ Zv = · · · = Zvk

.

Il suffit donc de montrer qu’au moins une composante de J suit f et g le long de la
chaîne [v, vk] : alors, puisqu’on n’est pas dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g)
en vk, on peut appliquer les propositions 2.6.3, 2.6.9, 2.6.11 et 2.6.27 : il y existe donc
un sommet ṽ ∈ Zvk

= Zv auquel un paquet de J se sépare de fg.
Le sommet vk est obtenu après l transformations de Duval-Newton successives (on a
l ≥ k car certains sommets entre v et vk peuvent avoir disparu au cours de la minimali-
sation) : pour i ∈ {1, . . . , l},

Φi : K2 −→ K2

(xi, yi) �−→ (yqi

i (ap′i
i + xi), a

q′i
i ypi

i )

où p′i, q′i ∈ N sont tels que pip′i − qiq′i = 1. Soit Ψ(xl, yl) := Φ1 ◦ · · · ◦ Φl(xl, yl).
On a f ◦ Ψ(xl, yl) = y

Nl−1,f

l f l(xl, yl), g ◦ Ψ(xl, yl) = y
Nl−1,g

l gl(xl, yl) et J ◦ Ψ(xl, yl) =

y
Nl−1,J

l J l(xl, yl). De plus,

J(f ◦ Ψ(xl, yl), g ◦ Ψ(xl, yl)) = J(Ψ(xl, yl))J(f, g) ◦ Ψ(xl, yl)

= J(Ψ(xl, yl))y
Nl−1,J

l J l(xl, yl).

Un calcul simple donne J(Ψ(xl, yl)) = p1 · · · ply
q1p2···pl+···+ql+p1···pl−1
l . Donc

J(f ◦ Ψ(xl, yl), g ◦ Ψ(xl, yl)) = p1 · · · ply
q1p2···pl+···+ql+p1···pl−1+Nl−1,J

l J l(xl, yl).

Si J ne suit pas f et g le long de la chaîne [v, vk], d’après la remarque 1.2.6, on a

J ◦ Ψ(xl, yl) = y
Nl−1,J

l J l(xl, yl) = y
Nl−1,J

l (u + · · · ) où u ∈ K×.

Si l’on construit le premier axe vertical de Dm(y
Nl−1,f

l f ly
Nl−1,g

l gl), on a une flèche en
haut qui représente la composante y

Nl−1,f+Nl−1,g

l et au moins un sommet de rupture
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vk (en effet, puisqu’on est dans la situation d’Abhyankar faible pour (f, g) jusqu’à vk,
on a f ◦ Ψ(xl, yl) = y

Nl−1,f

l (xA
l + · · · ) et g ◦ Ψ(xl, yl) = y

Nl−1,g

l (xB
l + · · · )). On n’est

pas dans la situation d’Abhyankar faible pour (f ◦ Ψ(xl, yl), g ◦ Ψ(xl, yl)) au sommet
vk donc d’après les résultats obtenus pour le premier axe vertical de Dm(fg), on sait
qu’un paquet de J(f ◦Ψ(xl, yl), g◦Ψ(xl, yl)) se sépare de y

Nl−1,f

l f ly
Nl−1,g

l gl en un sommet
vα,β de Zvk

. D’après la proposition 2.6.26, le paquet de J(f ◦ Ψ(xl, yl), g ◦ Ψ(xl, yl)) qui
se sépare de y

Nl−1,f

l f ly
Nl−1,g

l gl en un sommet vα,β de Zvk
est de la forme Jα,β(xl, yl) =

xα
l + aly

β
l + · · · avec α �= 0. Donc J ◦ Ψ(xl, yl) �= (u + · · · ) avec u ∈ K×. Finalement,

au moins une composante de J suit f et g le long de la chaîne [v, vk] et se sépare de fg
dans la zone de stabilité de vk.

On retrouve donc le théorème 2.4.3. En particulier, d’après le théorème 1.3.2, si
f, g ∈ C{x, y}, on retrouve le fait que sous nos hypothèses, l’ensemble des quotients
jacobiens du couple (f, g) est un invariant du type topologique de (f, g).
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2.7 Quelques commentaires.

On peut remarquer que dans le théorème 2.0.5, l’hypothèse "n’ayant pas de com-
posante commune" est indispensable. En effet, comme le montre l’exemple suivant, il
existe des germes admettant des composantes communes pour lesquels le théorème n’est
plus vérifié.

Exemple 2.7.1. On considère

{
f(x, y) = (x2 − y3)(x8 + y9 + y10)
g(x, y) = (x2 − y3)(x6 + x8 + y10)

On obtient les diagramme minimaux de Newton suivants :

9

8

3

2

5

3

f

g

g

f, g

9

8

3

2

5

3

f

g

g

f, g

Dm(fg) J

J
J

JJJ

J

J

J

Dm(fgJ )

Il y a trois zones de stabilité sur Dm(fg) correspondant aux trois quotients de contact
4

5
, 1 et

12

13
. En revanche, l’ensemble des quotients jacobiens de (f, g) est

{
4

5
,
12

13

}
.

Reprenons maintenant l’exemple du paragraphe 2.2.

Exemple 2.7.2. On considère

{
f(x, y) = (y2 − x3)((y3 − x2)2 + x5y)(y7 + x2)
g(x, y) = (y2 − x2)((y3 − x2)2 + 2x5y)(y5 − x2)

On obtient les diagrammes minimaux de Newton suivant.
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f

g

f

g
g

f

1

2 2

2

2

3

17
g

2

1

3

5

7

f

g

f

g

1

2 2

3

17
g

2

1

3

f
2

5

2

7
g

J

J

J

J

J

J

v
v

Dm(fg)

Dm(fgJ )

Au sommet v, on est dans la situation d’Abhyankar pour f et g. On constate sur le
diagramme minimal de Newton de fgJ que plusieurs paquets de J sortent dans la zone
de stabilité de v.

Le comportement de J dans les zones de stabilité des sommets pour lesquels on est
dans la situation d’Abhyankar reste à étudier. Cependant, les raisonnements précédents
ne peuvent pas s’appliquer puisque dans cette situation, nous ne savons pas, pour le
moment, évaluer la partie initiale de J(f, g) par rapport au poids associé à ce sommet.

Nous pouvons en revanche, sous nos hypothèses, énoncer le résultat suivant :

Théorème 2.7.3. Soient f, g ∈ K[[x, y]] deux germes transverses admettant une sin-
gularité en (0, 0) ∈ K2. Soit Dm(fg) le diagramme minimal de Newton de fg. Alors
l’ensemble des quotients jacobiens de (f, g) est égal au sous-ensemble des rationnels{

(g, ρv)0

(f, ρv)0

}
v

,

où ρv est une curvette du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de rupture de
Dm(fg).

Démonstration. En effet, si les deux germes considérés sont transverses, on n’est dans
la situation d’Abhyankar à aucun sommet de Dm(fg).

Enfin, on peut énoncer un résultat sur les quotients polaires. On rappelle que l’en-
semble des quotients polaires de g est l’ensemble des quotients jacobiens de (f, g) quand
f est une forme linéaire.

Théorème 2.7.4. Soit g ∈ K[[x, y]] un germe de fonction analytique admettant une
singularité en (0, 0) ∈ K2. Soit Dm(g) le diagramme minimal de Newton de g. Alors
l’ensemble des quotients polaires de g est égal au sous-ensemble des rationnels{

(g, ρv)0

mult(ρv)

}
v

,

où ρv est une curvette du sommet v et v parcourt l’ensemble des sommets de rupture de
Dm(g).
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Démonstration. C’est immédiat d’après le théorème 2.0.5 avec f(x, y) = ax+by. De plus,
on n’est jamais dans la situation d’Abhyankar pour (f, g). En effet, la seule possibilité
est s’il n’y a qu’un sommet de rupture sur le premier axe vertical de Dm(g) portant les
décorations 1 au dessus et 1 en dessous et une seule arête partant de v vers la droite.
Alors par minimalisation, les sommets de valence 1 et les arêtes connectées à ces sommets
disparaissent, et sur l’axe vertical suivant, on n’est plus dans la situation d’Abhyankar
pour (f, g).
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2.8 Application : croissance des quotients jacobiens.
On considère deux germes non identiquement nuls f, g ∈ K[[x, y]] admettant une

singularité à l’origine. Soit Dm(fg) le diagramme minimal de Newton coloré de fg. On
suppose dans ce paragraphe que pour tout sommet v de Dm(fg), on n’est
pas dans la situation d’Abhyankar pour (f, g) en ce sommet. Nous voulons ici
étudier la croissance ou la décroissance des quotients jacobiens de (f, g) le long des
géodésiques du diagramme minimal de Newton Dm(fg). On considère deux sommets v
et v′ consécutifs de Dm(fg) et on suppose que v < v′ au sens défini dans le paragraphe
1.4. Soit α (resp. α′) la décoration proche de v (resp. v′) située sur l’arête [v, v′]. Soit β
(resp. β′) le produit des décorations proches de v (resp. v′) autres que α (resp. α′).

v v′

β′β
α α′

On définit f1, g1, f2 et g2 comme dans la définition 2.5.1. On a

(f, ρv)0 = (f1, ρv)0 + (f2, ρv)0

(g, ρv)0 = (g1, ρv)0 + (g2, ρv)0

(f, ρv′)0 = (f1, ρv′)0 + (f2, ρv′)0 = β′
α

(f1, ρv)0 + α′
β

(f2, ρv)0

(g, ρv′)0 = (g1, ρv′)0 + (g2, ρv′)0 = β′
α

(g1, ρv)0 + α′
β

(g2, ρv)0

Donc

Qv < Qv′ ⇔ (g, ρv)0(f, ρv′)0 < (f, ρv)0(g, ρv′)0

⇔ (αα′ − ββ′)(g1, ρv)0(f2, ρv)0 < (αα′ − ββ′)(f1, ρv)0(g2, ρv)0

Or αα′ − ββ′ = ∆[v,v′] > 0, donc

Qv < Qv′ ⇔ (f2, ρv)0(g1, ρv)0 < (f1, ρv)0(g2, ρv)0

et de même,
Qv = Qv′ ⇔ (f2, ρv)0(g1, ρv)0 = (f2, ρv)0(g1, ρv)0,

Qv > Qv′ ⇔ (f2, ρv)0(g1, ρv)0 > (f1, ρv)0(g2, ρv)0.

On utilise les notions de diagramme coloré et de géodésiques de f ou g définies au
paragraphe 1.4.

Théorème 2.8.1. Si l’on parcourt les géodésiques de f et de g dans le sens positif sur
Dm(fg), il y a
a) décroissance (resp. croissance) stricte des quotients de contact de Dm(fg) le long des

arêtes strictement rouges (resp. bleues) de Dm(fg),
b) constance des quotients de contact de (f, g) le long des arêtes noires de Dm(fg),
c) décroissance (resp. croissance) non stricte des quotients de contact de (f, g) le long

des arêtes par lesquelles passent toutes les géodésiques rouges (resp. bleues) de Dm(fg).
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Démonstration. a) Si l’arête [v, v′] est strictement rouge, alors (g2, ρv)0 = 0 et (f2, ρv)0 �=
0. De plus, on a forcément (g1, ρv)0 �= 0 car g est supposé non-trivial. Donc

(f2, ρv)0(g1, ρv)0 > (f1, ρv)0(g2, ρv)0 = 0

ce qui implique Qv > Qv′ .
La démonstration est identique pour une arête strictement bleue.

b) Si l’arête [v, v′] est noire, alors (f2, ρv)0 = (g2, ρv)0 = 0. Donc

(f2, ρv)0(g1, ρv)0 = (f2, ρv)0(g1, ρv)0 = 0,

ce qui implique Qv = Qv′ .

c) Si toutes les géodésiques rouges de Dm(fg) passent par l’arête [v, v′], alors (f1, ρv)0 =
0 et (f2, ρv)0 �= 0. Donc si (g1, ρv)0 = 0, on a

(f2, ρv)0(g1, ρv)0 = (f2, ρv)0(g1, ρv)0 = 0,

ce qui est équivalent à Qv = Qv′ . En revanche, si (g1, ρv)0 �= 0, alors

(f2, ρv)0(g1, ρv)0 > (f1, ρv)0(g2, ρv)0 = 0

ce qui implique Qv > Qv′ .

D’après le théorème 2.0.5, on a alors facilement le résultat suivant :

Théorème 2.8.2. Si l’on parcourt les géodésiques de f et de g sur Dm(fg) dans le sens
positif, il y a

a) décroissance (resp. croissance) stricte des quotients jacobiens de Dm(fg) le long des
géodésiques strictement rouges (resp. bleues) de Dm(fg),

b) constance des quotients jacobiens de (f, g) le long des arêtes noires de Dm(fg),

c) décroissance (resp. croissance) non stricte des quotients jacobiens de (f, g) le long des
arêtes par lesquelles passent toutes les géodésiques rouges (resp. bleues) de Dm(fg).

Des résultats identiques sont obtenus par Hélène Maugendre dans [M1] sur le graphe
dual de la résolution de fg avec des outils topologiques et sans hypothèse restrictive
sur la situation d’Abhyankar. On constate qu’en utilisant les diagrammes de Newton, la
démonstration de ce théorème est élémentaire.

Il est clair d’après le théorème 2.0.5 qu’à chaque zone de stabilité de Dm(fg) est
associé un quotient jacobien de (f, g). En revanche, on n’a pas

#{zones de stabilité de Dm(fg)} = #{quotients jacobiens de (f, g)}.

En effet, à deux zones de stabilité différentes peut être associé le même quotient jacobien.
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Exemple 2.8.3. Voici un exemple illustrant la remarque précédente. Soient{
f(x, y) = (x2 − y3)(x − y)(x3 − y2) + x7

g(x, y) = x − y + x2

Le diagramme minimal de Newton de fg est

2

2

2

3

3

v2

v1

v4

v3

f

f

f

g

Les quotients jacobiens obtenus sont : 1/6 (en v1 et v4), 1/5 (en v2) et 1/3 (en v3).
On a quatre zones de stabilité différentes mais le quotient jacobien associé à la zone
contenant v1 est le même que celui associé à la zone contenant v4.

Remarque 2.8.4. D’après l’exemple 2.8.3, on constate qu’on ne peut pas énoncer de
résultats de croissance stricte ou non stricte le long d’un axe vertical. En effet, dans cet
exemple, on a trois quotients jacobiens le long du premier axe vertical qui valent dans
l’ordre

1

6
,
1

5
et

1

6
.
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2.9 Polygone de Newton de la courbe discriminante ∆.

Les paires jacobiennes du couple (f, g) nous donnent les pentes du polygone de
Newton de la courbe discriminante ∆. On sait de plus que la hauteur de ce polygone
est égale à (f,J )0 et la largeur à (g,J )0 (utiliser le paragraphe 2.1).

Nous allons maintenant exhiber deux exemples, un premier dans lequel on peut
déterminer de façon unique le polygone de Newton de ∆ avec la seule donnée de Dm(fg),
et un second pour lequel il reste plusieurs possibilités.

Premier exemple.

On considère le diagramme minimal de Newton du produit de deux germes f = f1f2

et g suivant :

5

3

2

3

2

2
f1

g

f2

Dm(fg)

Grâce au théorème 2.0.5, on obtient les trois quotients jacobiens
3

7
,

3

5
et

5

2
. De plus,

on a (f,J )0 = (f, g)0 + µ0(f) − 1, où µ0(f) est le nombre de Milnor de f en 0. On
obtient (f,J )0 = 22 et (g,J )0 = 11. Puisque les extrémités des faces de N(∆) doivent
passer par des points entiers, le polygone N(∆) est dans ce cas déterminé.

5

5 10

10

15

20

N(∆)
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Second exemple.

On considère le diagramme minimal de Newton du produit de deux germes f = f1f2

et g suivant :

2

g

3

f1

f2
3

4

Dm(fg)

7

Grâce au théorème 2.0.5, on obtient les trois quotients jacobiens
2

3
,

4

7
et

3

4
. De plus,

on a (f,J )0 = 32 et (g,J )0 = 21. En tenant compte du fait que les extrémités des faces
de N(∆) doivent passer par des points entiers, on constate que les données dont nous
disposons ne permettent pas, ici, de déterminer le le polygone N(∆).

5

5 10

10

15

20

N(∆)

15 20

25

30

Cependant, dans cet exemple, nous n’avons pas réussi à exhiber deux couples de
germes (f, g) et (f, g) donnant deux polygones de Newton différents pour ∆. Ceci peut
faire l’objet d’un futur travail : peut-on exhiber deux couples de germes (f1, g1) et
(f2, g2) tels que Dm(f1g1) = Dm(f2g2) mais N(∆1) �= N(∆2) ? Peut-on décrire une
classe de germes (f, g) pour lequels le polygone de Newton de ∆ est un invariant du
type topologique de fg ?



Chapitre 3

Fonction zêta-topologique locale
multi-variables d’un germe de fonction.

Dans ce chapitre, nous étudions un autre invariant topologique des germes de courbes
planes qui est la fonction zêta-topologique locale. Cette fonction est définie pour un
germe f ∈ C{x1, . . . , xn} de fonction analytique de la façon suivante : soit h : X −→ Cn

une résolution de f−1{0}. Notons Ei, i ∈ T les composantes irréductibles de h−1(f−1{0}),
et Ni et νi−1 les multiplicités de Ei dans le diviseur de respectivement f ◦h et h∗(dx1∧
. . . ∧ dxn). Pour I ⊂ T , notons enfin EI := ∩i∈IEi et E◦

I := EI \ ∪j �∈IEj.

Définition 3.0.1. La fonction zêta-topologique locale associée à f est définie par

Ztop,0(f, s) =
∑
I⊂T

χtop(E
◦
I )

∏
i∈I

1

νi + Nis

où χtop(.) est la caractéristique complexe d’Euler-Poincaré.

Cette fonction zêta a été introduite par Denef et Loeser [DL1], et ils démontrent
qu’elle ne dépend pas de la résolution choisie. D’autre part, dans le cas des courbes,
c’est un invariant topologique du germe, ce qui est faux pour les dimensions supérieures
[ACLM].

Une conjecture importante concernant la fonction zêta topologique locale est la
conjecture de la monodromie : elle a été énoncée par Denef et Loeser ([DL1], (3.3.2)) et
établit un lien entre Ztop,0(f) et les valeurs propres de la monodromie de f :

Conjecture 3.0.2. Si s0 est un pôle de Ztop,0(f, s), alors e2iπs0 est une valeur propre de
la monodromie locale de f à un point de f−1{0}.

F. Loeser [Loe] et W. Veys [V3] ont montré que cette conjecture était vraie pour
n = 2.

Pour notre étude, nous nous plaçons dans le cas de la dimension 2. La fonction zêta
topologique locale d’un germe est, comme nous l’avons précisé ci-dessus, un invariant
topologique de ce germe. Cependant, elle ne détermine pas la topologie du germe. Nous
nous proposons donc d’étudier une fonction zêta-topologique locale à plusieurs variables
qui contient plus d’informations que la fonction zêta-topologique locale classique. On

75
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procède de la façon suivante : soit f ∈ C{x, y} un germe de fonction analytique tel que
f(0, 0) = 0. On décompose f en produit de r paquets, pas forcément irréductibles

f = f1 · · · fr =
r∏

j=1

fj.

Pour i ∈ T , soit νi − 1 la multiplicité de Ei sur le diviseur de h∗(dx ∧ dy) et pour
j ∈ {1, . . . , r}, soit Ni,j la multiplicité de Ei dans le diviseur de fj ◦ π. On appelle les
(νi, Ni,1, . . . , Ni,r)i∈T les données numériques de la résolution.

Dans son exposé au séminaire Bourbaki ([Loo] prop.4.2 et cor.4.3), E. Looijenga
définit une fonction zêta-topologique locale à r variables associée au germe f décomposé
en r paquets :

Définition 3.0.3. La fonction zêta-topologique multi-variables locale associée à un dé-
composition f1 · · · fr de f en r paquets est définie par

Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) =
∑
I⊂T

χtop(E
◦
I )

∏
i∈I

1

νi + Ni,1s1 + · · · + Ni,rsr

où χtop(.) est la caractéristique complexe d’Euler-Poincaré.
On a Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) ∈ Q(s1, . . . , sr).

Dans ce chapitre, en utilisant le lien existant entre le diagramme minimal de Newton
et le graphe dual de la résolution minimale d’un germe, nous montrons comment calculer
la fonction zêta-topologique multi-variables locale d’un germe en utilisant seulement les
décorations de son diagramme minimal de Newton.

Il est alors aisé de démontrer que Ztop,0(f)(0, . . . , 0) = 1.
Nous étudions ensuite les "pôles" de la fonction zêta-topologique locale multi-va-

riables d’un germe, c’est à dire les hyperplans au voisinage desquels Ztop,0(f) n’est pas
holomorphe.

Nous nous posons alors la question suivante : la fonction zêta-topologique locale
détermine-t-elle la topologie du germe auquel elle est associée ? Pour cela, on utilise le
résultat suivant :

Théorème 3.0.4. Soient f, g ∈ C{x, y} deux germes de courbes planes. Alors f et g
ont la même topologie si et seulement si Dm(f) = Dm(g).

Nous montrons sur un exemple qu’il existe des germes de courbe admettant la même
fonction zêta-topologique locale à une variable mais n’admettant pas le même diagramme
minimal de Newton. Ainsi, la fonction zêta-topologique locale à une variable ne déter-
mine pas, en général, la topologie d’un germe. En revanche, nous démontrons le théorème
suivant.

Théorème 3.0.5. Soient f, g ∈ C{x, y} deux germes de courbes planes. Soient f =∏r
i=1 fni

i et g =
∏t

j=1 g
mj

j les décompositions de f et g en produit de composantes ir-
reductibles. Enfin, soit Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) (resp. Ztop,0(g)(s1, . . . , st)) la fonction zêta-
topologique multi-variables locale associée à f (resp. g) pour la décomposition de f (resp.
g) en les r (resp. s) paquets fn1

1 , . . . , fnr
r (resp. gm1

1 , . . . , gmt
t ). Alors les deux assertions

suivantes sont équivalentes :
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(i) Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) = Ztop,0(g)(s1, . . . , st),
(ii) Dm(f) = Dm(g).

On déduit donc de ce théorème que la fonction zêta-topologique multi-variables locale
associée à un germe pour sa décomposition en composantes irréductibles avec multipli-
cités détermine la topologie de ce germe.

En faisant appel à la notion de polynôme d’Alexander multivariable d’un germe,
nous donnons un premier “théorème généralisé de la monodromie” pour la fonction zêta-
topologique multi-variables locale.

Dans [Li], l’auteur introduit une procédure algébrique permettant de calculer le poly-
tope de quasiadjonction d’un germe. Les polytopes de quasiadjonction servent à calculer
les variétés caractéristiques qui généralisent les polynômes d’Alexander au cas r > 1.
Nous donnons une nouvelle caractérisation des polytopes de quasiadjonction, et nous
obtenons, grâce à cette notion, un autre “théorème généralisé de la monodromie” pour
la fonction zêta-topologique locale multi-variables.

Dans tout le chapitre, si f ∈ C{x, y}, D(f) désigne le diagramme de Newton de f
obtenu par la construction décrite au paragraphe 1.2, Dm(f) son diagramme minimal
de Newton et DM(f) son diagramme maximal de Newton. Enfin, soient

F := { flèches de Dm(f)} et R := { sommets de rupture de Dm(f)}.
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3.1 Calcul des données numériques.
Soit f ∈ C{x, y} l’équation d’un germe de fonction analytique tel que f(0, 0) = 0.

Nous allons montrer dans les deux propositions suivantes comment calculer les données
numériques de la résolution sur les trois diagrammes de Newton D(f), Dm(f) et DM(f)
de ce germe. On note D∗(f) pour désigner l’un de ces trois diagrammes. Soit vi un
sommet de rupture ou de valence 2 de D∗(f). On note Ei le diviseur qui lui est associé
dans la résolution. Soient (νvi

, Nvi,1, . . . , Nvi,r) ses données numériques.

Proposition 3.1.1. Pour j ∈ {1, . . . , r}, le nombre Nvi,j est égal à la somme, sur toutes
les flèches représentant fj, du produit des nombres adjacents au chemin joignant vi à
une de ces flèches.

Démonstration. En utilisant la proposition 1.5.1, la proposition est immédiate.

On a défini au paragraphe 1.2 la notion de sommet précédent pour les sommets de
D(f). On souhaite définir cette notion pour les sommets de Dm(f), puis pour ceux de
DM(f).

Le diagramme Dm(f) est un sous-arbre de D(f). Pour définir la notion de sommet
précédant un sommet de rupture de Dm(f), on procède de la façon suivante :

Définition 3.1.2. Soit v un sommet de rupture de Dm(f). C’est aussi un sommet de
rupture de D(f). Soit v1 son sommet précédent sur D(f). Si c’est aussi un sommet de
Dm(f), on dit que v1 est le sommet précédant v sur Dm(f). Sinon, soit v2 le sommet
précédant v1 sur D(f). Si c’est aussi un sommet de Dm(f), on dit que v2 est le sommet
précédant v sur Dm(f). Sinon, on répète l’opération jusqu’à ce que vk soit un sommet
de Dm(f). Si un tel sommet vk n’existe pas, alors v n’a pas de sommet précédent sur
Dm(f).

Remarque 3.1.3. On a vu dans le paragraphe 1.2 que les notions d’axe vertical et de
sommet précédent sur D(f) dépendent du choix du système de coordonnées. La notion du
sommet précédent sur Dm(f) dépend donc également du choix du système de coordonnées
que l’on a fait pour construire D(f).

Le diagramme DM(f) est construit à partir de D(f) en rajoutant des sommets entre
deux sommets consécutifs v et v′ de D(f) de telle sorte que sur DM(f), toutes les arêtes
de la géodésique reliant v à v′ sont de déterminant 1.

Soit V l’ensemble des sommets de DM(f) n’étant pas des sommets de D(f). Pour
v ∈ V, soit ρv une curvette du sommet v. Alors les sommets de D(f

∏
v∈V ρv) sont

exactement les sommets de DM(f).

Définition 3.1.4. Soit v un sommet de DM(f). Alors son sommet précédent sur
DM(f) est le sommet précédant v sur D(f

∏
v∈V ρv).

Proposition 3.1.5. Soit vi un sommet de rupture ou de valence 2 de D∗(f). Soit v
le sommet précédant vi sur D∗(f). Soient ai la décoration proche de vi située sur la
géodésique G[v,vi] et pi le produit des décorations proches de vi autres que ai. Enfin, soit
qi = ∆[v,vi]. Alors on a νvi

= piνv + qi.
Si vi n’admet pas de sommet précédent, soient pi et qi les deux décorations proches

de vi supérieures ou égales à 1. Alors νvi
= pi + qi.
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Démonstration. Montrons le dans un premier temps si vi est un sommet de D(f). Si vi

est un sommet du premier axe vertical, il correspond à une face Si de pente −qi/pi du
polygone de Newton de f avec pgcd(pi, qi) = 1. Les transformations de Duval-Newton
correspondant à une face du premier polygone de Newton sont de la forme :{

x = yqi
1 (ap′i + x1)

y = aq′iypi
1

où p′i, q
′
i ∈ N∗ sont tels que pip

′
i − qiq

′
i = 1. On a

dx ∧ dy = d(yqi
1 (ap′i + x1)) ∧ d(aq′iypi

1 )

= aq′ipiy
pi+qi−1
1 dx1 ∧ dy1

Donc on a bien νvi
= pi + qi.

Si vi est sur un axe vertical suivant, puisque ν−1 est par définition égal à la multiplicité
de Ei sur le diviseur de π∗, on a

π∗(dxk ∧ dyk) = Cky
ν−1
k dxk ∧ dyk

où Ck est une constante non nulle. On applique la transformation de Duval-Newton :{
xk = yqi

k+1(a
p′i + xk+1)

yk = aq′iypi

k+1

où p′i, q
′
i ∈ N∗ sont tels que pip

′
i − qiq

′
i = 1. On a alors

π∗(dxk+1 ∧ dyk+1) = Cky
pi(ν−1)
k+1 d(yqi

k+1(a
p′i + xk+1)) ∧ d(aq′iypi

k+1)

= Cka
q′iy

pi(ν−1)+pi+qi−1
k+1 dxk+1 ∧ dyk+1

d’où νvi
= piνv + qi.

Pour le diagramme Dm(f), soit vi un sommet de rupture de Dm(f). C’est aussi
un sommet de D(f). Soit v le sommet précédant vi sur Dm(f). Si v est le sommet
précédant vi sur D(f), on peut appliquer la démonstration faite pour D(f). Sinon, il
existe des sommets v1, . . . , vi−1 de D(f) tels que sur D(f), v est le sommet précédant
v1, v1 est le sommet précédant v2, . . ., vi−1 est le sommet précédant vi. De plus, si
pour k ∈ {1, . . . , i − 1}, pk est le produit des décorations proches de vk adjacentes à
la géodésique reliant v à vi, alors pk = 1 pour tout k ∈ {1, . . . , i − 1}. En effet, ces
sommets ne sont pas sur Dm(f), donc ils ont disparu par minimalisation. Soit ap le
produit des décorations proches de v adjacentes à la géodésque reliant v à vi. Pour
k ∈ {1, . . . , i− 1}, soit ak la décoration proche de vk située sur l’arête [vk−1, vk]. D’après
les résultats obtenus pour D(f), on a

νvi
= piνvi−1

+ qi

= piνvi−1
+ ai − ai−1pi−1pi

= pi(νvi−1
− ai−1) + ai

νvi−1
= pi−1νvi−2

+ ai−1 − ai−2pi−2pi−1

= νvi−2
+ ai−1 − ai−2
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donc
νvi−1

− ai−1 = νvi−2
− ai−2

...
νv1 − a1 = νv − ap

donc νvi
= pi(νv − ap) + ai = piνv + ai − ap = piνv + qi.

Pour le diagramme DM(f), si V est l’ensemble des sommets de DM(f) n’étant pas des
sommets de D(f), les sommets de DM(f) sont exactement les sommets de D(f

∏
v∈V ρv).

Or la quantité νv ne dépend pas du germe considéré. Elle est intrinsèque au diviseur
E de la résolution qui est associée au sommet v. Par conséquent, on peut appliquer la
démonstration faite pour D(f) à ces sommets en considérant D(f

∏
v∈V ρv).
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3.2 Plusieurs résultats sur les données numériques.

Dans tout le paragraphe, D(f) désigne le diagramme de Newton de f , Dm(f) son
diagramme minimal et DM(f) son diagramme maximal. Nous allons énoncer des résul-
tats sur les données numériques des sommets de ces diagramme dans trois situations
particulières.

3.2.1 Résultats sur les données numériques de deux sommets de
rupture ou de valence 2 consécutifs quelconques.

Ici, D∗(f) désigne l’un des trois diagrammes D(f), Dm(f) ou DM(f). On considère
deux sommets de rupture ou de valence 2 v et v′ consécutifs de D∗(f). On suppose que
v ≺ v′ au sens défini dans le paragraphe 1.4. Soit α (resp. γ) la décoration située sur
l’arête [v, v′] et proche de v (resp. de v′). Enfin, soit β (resp. δ) le produit des décorations
proches de v (resp. v′) autres que α (resp. γ).

v

α
δ

v′
β

γ

L’arête [v, v′] peut être indifférement horizontale ou verticale. Le déterminant de
l’arête [v, v′] vaut ∆[v,v′] = γα − βδ (c.f. définition 1.3.3).

Proposition 3.2.1. Si v et v′ sont deux sommets de rupture ou de valence 2 consécutifs,
on a ανv′ − δνv = ∆[v,v′] .

Démonstration. C’est une propriété des diagrammes de Newton des germes de courbes
planes qu’au plus deux décorations autour d’un sommet peuvent être différentes de
1. Soient a, p (resp. a′, p′) les deux décorations introduites dans la construction des
diagrammes figurant autour de v (resp. v′).

1. Si l’arête [v, v′] est horizontale, on a α = 1, β = ap, γ = a′ et δ = p′. D’après la
proposition 3.1.5, νv′ = p′νv + ∆[v,v′]. Donc on a bien ανv′ − δνv = ∆[v,v′].

2. Si l’arête [v, v′] est verticale, soient v0 le sommet précédant v et v′ et a0 et p0 ses
décorations. Dans ce cas, a = β, p = α, a′ = γ et p′ = δ. D’après la proposition
3.1.5, on a alors

νv = pνv0 + a − a0p0p

νv′ = p′νv0 + a′ − a0p0p
′

donc
pνv′ − p′νv = ∆[v,v′],

c’est à dire ανv′ − δνv = ∆[v,v′].
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Définition 3.2.2. Soient v et v′ deux sommets de rupture de D∗(f). Pour tout j ∈
{1, . . . , r}, soit Aj (resp. Bj) la somme sur tous les chemins joignant v′ (resp. v) à une
flèche représentant fj et ne passant pas par v (resp. v′) du produit des nombres adjacents
à ce chemin, divisée par γ (resp. α).

Proposition 3.2.3. Soient v et v′ deux sommets de rupture ou de valence 2. Quel que
soit j ∈ {1, . . . , r}, on a

Nv,j = βAj + αBj,

Nv′,j = γAj + δBj.

Démonstration. C’est évident d’après la proposition 3.1.1.

3.2.2 Résultats sur les données numériques d’une chaîne.

On trouve des résultats du même type utilisant le graphe dual de la résolution mini-
male de f dans [V1]. On s’intéresse ici au diagramme maximal de Newton DM(f) (c’est
le seul pouvant contenir des sommets de valence 2). On considère une chaîne [v0, . . . , vl+1]
de DM(f), ce qui signifie que les sommets vi pour i = 1, . . . , l sont de valence 2 et que
les sommets v0 et vl+1 sont des sommets de rupture. Soient α0 la décoration proche de v0

située sur la géodésique reliant v0 à vl+1, et β0 le produit des autres décorations proches
de v0. Pour k ∈ {1, . . . , l + 1}, soient ak la décoration proche de vk située sur [vk−1, vk],
et pk la décoration proche de vk adjacente à la géodésique reliant v0 à vk.

v2

p1

v1

a2

p2

pl+1

pl

β0

a1

vlvl−1

al−1 pl−1 al al+1 vl+1

v0
α0

Lemme 3.2.4. ∀k ∈ {1, . . . , l + 1}, on a

α0νvk
− pkνv0 = ∆[v0,vk].

Démonstration. Montrons le par récurrence. Pour k = 1, c’est la proposition 3.2.1. On
suppose par hypothèse de récurrence que

α0νvk
− pkνv0 = ∆[v0,vk].

Appliquons la proposition 3.2.1 entre vk et vk+1 :

pkνvk+1
− pk+1νvk

= ∆[vk,vk+1].
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Alors,

pk(α0νvk+1
− pk+1νv0) = pk+1(α0νvk

− pkνv0) + α0(pkνvk+1
− pk+1νvk

)
= pk+1∆[v0,vk] + α0∆[vk,vk+1]

= pk∆[v0,vk+1]

Proposition 3.2.5. ∀k ∈ {1, . . . , l}, on a

∆[v0,vk]νvk+1
+ ∆[vk,vk+1]νv0 = ∆[v0,vk+1]νvk

.

Démonstration. En appliquant le lemme précédent, on obtient :

∆[v0,vk]νvk+1
+ ∆[vk,vk+1]νv0 = (α0νvk

− pkνv0)νvk+1
+ (pkνvk+1

− pk+1νvk
)νv0

= (α0νvk+1
− pk+1νv0)νvk

= ∆[v0,vk+1]νvk
.

Lemme 3.2.6. ∀j ∈ {1, . . . , r}, ∃Aj, Bj ∈ N tels que{
Nv0,j = β0Aj + α0Bj

Nvk,j = akAj + pkBj pour tout k ∈ {1, . . . , l + 1}
Démonstration. Aj et Bj sont définis comme dans la définition 3.2.2 en prenant v0 pour
v et vl+1 pour v′. Le résultat provient du fait que les sommets v1, . . . , vl sont de valence
2, donc le produit des décorations adjacentes aux géodésiques reliant deux d’entre eux
est égal à 1.

Proposition 3.2.7. ∀j ∈ {1, . . . , r}, ∀k ∈ {1, . . . , l}, on a

∆[v0,vk]Nvk+1,j + ∆[vk,vk+1]Nv0,j = ∆[v0,vk+1]Nvk,j.

Démonstration. En appliquant le lemme précédent, on obtient :

∆[v0,vk]Nvk+1,j + ∆[vk,vk+1]Nv0,j = (α0ak − pkβ0)(ak+1Aj + pk+1Bj)+
b(ak+1pk − akpk+1)(β0Aj + α0Bj)
= ak(α0ak+1 − β0pk+1)Aj

+pk(α0ak+1 − β0pk+1)Bj

= ∆[v0,vk+1]Nvk,j.

3.2.3 Résultats sur les données numériques de sommets adja-
cents.

Nous allons dans ce paragraphe énoncer plusieurs résultats remarquables sur les
données numériques d’un sommet de rupture d’un diagramme de f en fonction des
données numériques des sommets et des flèches reliés à lui par une arête. On trouve des
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résultats sur le même type de situation utilisant le graphe dual de la résolution minimale
de f dans [V4].

Ici, D∗(f) désigne l’un des trois diagrammes D(f), Dm(f) ou DM(f). Soit v un
sommet de rupture de D∗(f). Soit v1 le sommet voisin de v tel que v1 ≺ v (v1 peut
être un sommet de rupture, un sommet de valence 1 ou une flèche. Si v1 est un sommet
de valence 1 ou une flèche, il n’admet pas de sommet précédent). Soit vk le sommet
situé en dessous de v (vk peut être un sommet de rupture, un sommet de valence 1
ou une flèche). Enfin, Soient v2, . . . , vl les autres sommets de rupture voisins de v et
soient vl+1, . . . , vk−1 les autres flèches voisines de v . Pour tout i ∈ {2, . . . , k}, on a donc
v ≺ vi. Pour i ∈ {1, . . . , k}, soient αi la décoration située sur l’arête [v, vi] et proche de
v et βi le produit des décorations proches de v autres que αi. Si vi est un sommet de
rupture, soient γi la décoration située sur l’arête [v, vi] et proche de vi et δi le produit
des décorations proches de vi autres que γi.

v

αi δi

vi

βi
γi

C’est une propriété des diagrammes de Newton que deux au plus des décorations
proches de v, disons a et p, sont différentes de 1. D’après la définition des vi, posons
donc α1 = a, αi = 1 pour i ∈ {2, . . . , k − 1} et αk = p.

v2

vl+1

vk−1

v1

vk

p

a

v
vl

Pour i ∈ {1, . . . , k} et j ∈ {1, . . . , r}, si vi est un sommet de rupture, on désigne par
νi et Ni,j les données numériques de vi et ν et Nj celles de v.

Notation 3.2.8. Si vi est une flèche représentant la composante f
nj0
j0

, on pose par
convention νi = 1, Ni,j = 0 si j �= j0 et Ni,j0 = nj0.

Si vi est un sommet de valence 1, on pose par convention νi = 1 et Ni,j = 0 pour
tout j ∈ {1, . . . , r}.

Définition 3.2.9. Soient i ∈ {1, . . . , k} et j ∈ {2, . . . , r}.
Soit Bi,j la somme sur tous les chemins joignant v à une flèche représentant fj et

ne passant pas par vi du produit des nombres adjacents à ce chemin, divisée par αi.
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Si vi est un sommet de rupture, soit Ai,j la somme sur tous les chemins joignant vi

à une flèche représentant fj et ne passant pas par v du produit des nombres adjacents à
ce chemin, divisée par γi.

Si vi est un sommet de valence 1, on pose Ai,j = 0.
Si vi est une flèche représentant la composante f

nj0
j0

, on définit Ai,j = 0 si j �= j0 et
Ai,j0 = nj0.

On rappelle que le déterminant d’une arête est défini dans la définition 1.3.3.
On considère un germe de courbe f ∈ C{x, y} non identiquement nul. Par consé-

quent, il existe j ∈ {1, . . . , r} tel que Nj �= 0. On suppose ici pour simplifier que

N1 �= 0.

Définition 3.2.10. Pour tout i ∈ {1, . . . , k}, on définit

α̃i :=
N1νi − Ni,1ν

N1∆[v,vi]

.

La quantité α̃i est bien définie car on a N1 �= 0. Si l’on n’avait pas N1 �= 0 mais

Nj �= 0 pour un j ∈ {1, . . . , r}, on définirait α̃i :=
Njνi − Ni,jν

Nj∆[v,vi]

. Enfin, remarquons que

si vi est un sommet de valence 1, on a α̃i :=
1

∆[v,vi]

.

Proposition 3.2.11. Si N1 �= 0, on a

k∑
i=1

α̃i = k − 2.

Démonstration. Pour les i ∈ {2, . . . , k} tels que vi est un sommet de rupture, d’après
les propositions 3.2.1 et 3.2.3, on a

αiνi − δiν = ∆[v,vi]

et {
N1 = βiAi,1 + αiBi,1

Ni,1 = γiAi,1 + δiBi,1

On obtient alors
α̃i =

1

αi

(
1 − νAi,1

N1

)
.

Si vi est un sommet de valence 1, on a

α̃i =
1

αi

=
1

αi

(
1 − νAi,1

N1

)
.

Si vi est une flèche représentant la composante f
nj0
j0

, on a

α̃i :=
N1 − Ni,1ν

N1αi

=
1

αi

(
1 − νNi,1

N1

)
.
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Si j0 �= 1, on a Ni,1 = Ai,1 = 0 et si j0 = 1, alors Ni,1 = Ai,1 = nj0 . On a donc

α̃i =
1

αi

(
1 − νAi,1

N1

)
.

Par conséquent, pour tout i ∈ {2, . . . , k}, on a

α̃i =
1

αi

(
1 − νAi,1

N1

)
.

Pour i = 1, le résultat est différent car v1 ≺ v au sens défini au paragraphe 1.4. Si v1

est un sommet de rupture, on a

γ1ν − β1ν1 = ∆[v,v1]

et {
N1 = β1A1,1 + α1B1,1

N1,1 = γ1A1,1 + δ1B1,1

On obtient
α̃1 =

1

β1

(
−1 +

νB1,1

N1

)
.

Si v1 est un sommet de valence 1, alors v n’admet pas de sommet précédent. On a
ν = α1 + β1 et N1 = α1B1,1. Alors

α̃1 =
1

α1

=
1

β1

(
−1 +

νB1,1

N1

)
.

Si v1 est une flèche représentant la composante f
nj0
j0

, alors v n’admet pas de sommet
précédent. On a ν = α1 + β1. Alors

α̃1 :=
N1 − N1,1ν

N1α1

.

Si j0 �= 1, on a N1 = α1B1,1. Alors

α̃1 =
1

β1

(
−1 +

νB1,1

N1

)
.

Si j0 = 1, alors B1,1 = 0 et N1 = β1n1. On a alors

α̃1 =
N1 − n1ν

N1α1

=
−1

β1

=
1

β1

(
−1 +

νB1,1

N1

)
.

On a donc
k∑

i=1

α̃i = −1

p
+

νB1,1

pN1

+ k − 2 −
l∑

i=2

νAi,1

N1

+
1

p
− νAk,1

pN1

= k − 2 +
ν

pN1

(B1,1 − p

l∑
i=2

Ai,1 − Ak,1)
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Or par définition des Ai,1 et des Bi,1, on a

B1,1 = p
l∑

i=2

Ai,1 + Ak,1

d’où le résultat.

On suppose toujours que N1 �= 0.

Définition 3.2.12. ∀i = 1, . . . , k et ∀j = 2, . . . , r, on définit

Ki,j :=
N1Ni,j − NjNi,1

N1∆[v,vi]

.

Proposition 3.2.13. Si N1 �= 0, on a

k∑
i=1

Ki,j = 0.

Démonstration. Si vi est un sommet de rupture, avec la proposition 3.2.3, on obtient

Ki,j :=
Ai,jBi,1 − Ai,1Bi,j

N1

.

D’après la définition des Ai,j et des Bi,j, c’est aussi valable si vi est un sommet de valence
1 ou une flèche. On a alors

k∑
i=1

Ki,j =
1

N1

k∑
i=1

(Ai,jBi,1 − Ai,1Bi,j),

et on doit donc montrer que

k∑
i=1

Ai,jBi,1 =
k∑

i=1

Ai,1Bi,j.

Par définition des Ai,j et des Bi,j, on a

B1,j = p
k−1∑
i=2

Ai,j + Ak,j,

pour i = 2, . . . , k − 1,

Bi,j = pA1,j + ap
k−1∑
i=2

Ai,j − apAi,j + aAk,j

et

Bk,j = A1,j + a

k−1∑
i=2

Ai,j.
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On a alors∑k
i=1 Ai,jBi,1 = A1,jB1,1 +

∑k−1
i=2 Ai,jBi,1 + Ak,jBk,1

= A1,j(p
∑k−1

i=2 Ai,1 + Ak,1)

+
∑k−1

i=2 Ai,j(pA1,1 + ap
∑k−1

i=2 Ai,1 − apAi,1 + aAk,1)

+Ak,j(A1,1 + a
∑k−1

i=2 Ai,1)

= A1,1(p
∑k−1

i=2 Ai,j + Ak,j)

+
∑k−1

i=2 Ai,1(pA1,j + ap
∑k−1

i=2 Ai,j − apAi,j + aAk,j)

+Ak,1(A1,j + a
∑k−1

i=2 Ai,j)

= A1,1B1,j +
∑k−1

i=2 Ai,1Bi,j + Ak,1Bk,j

=
∑k

i=1 Ai,1Bi,j.

Corollaire 3.2.14. Supposons que N1 �= 0. Alors quels que soient s2, . . . , sr ∈ C, on a

k∑
i=1

(α̃i + Ki,2s2 + · · · + Ki,rsr) = k − 2.

Démonstration. Il suffit de développer la somme et d’utiliser les propositions 3.2.11 et
3.2.13.
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3.3 Calcul de Ztop,0(f) à l’aide du diagramme minimal
de Newton de f .

3.3.1 La nouvelle expression.

Soit f ∈ C{x, y} un germe de fonction analytique tel que f(0, 0) = 0. On décompose
f en produit de r paquets :

f = f1 · · · fr =
r∏

j=1

fj.

Nous allons donner dans ce paragraphe une nouvelle expression de Ztop,0(f) qui n’utilise
que les décorations du diagramme minimal de Newton de f .

Par définition, nous avons l’expression suivante pour Ztop,0(f) : soit π : X −→ C2

une résolution plongée de f−1{0}. Notons Ei, i ∈ T les composantes irréductibles de
π−1(f−1{0}). Pour i ∈ T , soit νi la multiplicité de Ei sur le diviseur de h∗(dx ∧ dy) et
pour j ∈ {1, . . . , r}, soit Ni,j la multiplicité de Ei sur le diviseur de fj ◦ π. Pour I ⊂ T ,
notons enfin EI := ∩i∈IEi et E◦

I := EI \ ∪j �∈IEj. On a alors

Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) =
∑
I⊂T

χtop(E
◦
I ∩ h−1(0))

∏
i∈I

1

νi + Ni,1s1 + · · · + Ni,rsr

où χtop(.) est la caractéristique complexe d’Euler-Poincaré. Soit R(f) le graphe dual
de résolution minimale de f . Notons vi le sommet ou la flèche de R(f) associé à la
composante irréductible Ei. Enfin, soient SR l’ensemble des sommets de R(f) et FR

l’ensemble des flèches de R(f). On a vu dans le paragraphe 1.6 que l’intersection de
deux composantes Ei et Ej pour i �= j est soit vide soit réduite à un point, et que les
composantes irréductibles du diviseur exceptionnel sont isomorphes à P1 et celles de la
transfomée stricte à C. On aboutit donc à l’expression :

Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) =
∑

vi∈SR

2 − δvi

Pi

+
∑

vi,vj∈SR∪FR,

vi relié à vj par une arête

1

PiPj

où Pi = νi + Ni,1s1 + · · · + Ni,rsr.
On peut maintenant énoncer le théorème donnant la nouvelle expression de Ztop,0(f)

n’utilisant que le diagramme minimal de Newton Dm(f) de f :

Théorème 3.3.1. On a

Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) =
∑

E=[v,v′]

∆[v,v′]

PvPv′
+

∑
v/δv≥3

2 − δv

Pv

où v parcourt l’ensemble des sommets et des flèches du diagramme minimal de Newton
de f , E celui des arêtes reliant deux sommets ou un sommet et une flèche, δv est la
valence du sommet v,

Pv =


νv + Nv,1s1 + · · · + Nv,rsr si v est un sommet de rupture
1 + nv,1s1 + · · · + nv,rsr si v est une flèche
1 si v est un sommet de valence 1

,
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∆[v,v′] est le déterminant de l’arête [v, v′], et pour j ∈ {1, . . . , r} et si v est une flèche,
nv,j est la multiplicité de la composante fj de f représentée par v.

Remarque 3.3.2. Dans le paragraphe 1.8, on a expliqué la différence entre diagrammes
de Newton et d’Eisenbud et Neumann. Cette différence concerne les sommets de valence
1. On note ici la cohérence du choix que nous faisons pour les sommets de valence 1 :
dans le théorème, on a Pv = 1 pour les sommets de valence 1, ce qui est équivalent à
considérer que les sommets de valence 1 de Dm(f) portent les décorations "virtuelles"
1 sur l’arête et 0 à l’extérieur. On a alors νv = 1 et Nv,j = 0. On a déjà adopté une
convention (3.2.8) qui revient à considérer que les flèches et les sommets de valence 1
de Dm(f) portent les décorations "virtuelles" 1 sur l’arête et 0 à l’extérieur.

Remarque 3.3.3. D’après la définition de la fonction zêta-topologique multivariable
locale, si f ∈ C{x, y} est un germe de fonction analytique décomposé en produit de r
paquets f = f1 · · · fr =

∏r
j=1 fj, alors la fonction zêta-topologique multivariable locale

Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) associée à cette décomposition est un invariant topologique de f =
f1 · · · fr.

3.3.2 Un exemple.

Soit f = f1f2f3 ∈ C{x, y} où
f1(x, y) = x8 − 4x6y3 + 6x4y6 − 2x9 − 4x2y9 + 4x7y3 + y12 − 2x5y6 + x10 + x11

f2(x, y) = x8 − 4x6y3 + 6x4y6 − 2x9 − 4x2y9 + 4x7y3 + y12 − 2x5y6 + x10 + x8y6

+x11y7 + x12y9

f3(x, y) = x14 − 2x7y15 + y30 + x12y7 + x15y9

On obtient le diagramme minimal de Newton Dm(f) suivant :

2 2

(1)

(1)

(1)
(1)

3 3315 36
v3

v4 v5
v6

7 2

(1)v1

15 229 v2

Il y a 6 sommets de rupture v1, . . . , v6 sur Dm(f) dont on peut calculer les données
numériques :

v1 : (22, 42, 42, 42, 42, 210), v2 : (63, 84, 84, 84, 84, 458), v3 : (5, 12, 12, 12, 12, 42),

v4 : (13, 30, 30, 30, 30, 84), v5 : (16, 33, 33, 33, 33, 84), v6 : (19, 33, 33, 36, 36, 84).



3.3. CALCUL DE ZTOP,0(F ) À L’AIDE DU DIAGRAMME. 91

En utilisant le théorème 3.3.1, on obtient

Ztop,0(f)(s1, s2, s3, s4, s5) =
19

P1P2

+
9

P1P3

+
3

P3P4

+
3

P4P5

+
3

P5P6

+
1

P5P7

+
1

P5P8

+
1

P6P9

+
1

P6P10

+
1

P2P11

− 1

P1

− 1

P2

− 1

P3

− 1

P4

− 2

P5

− 1

P6

où P1 = 22+42s1+42s2+42s3+42s4+210s5, P2 = 63+84s1+84s2+84s3+84s4+458s5,
P3 = 5 + 12s1 + 12s2 + 12s3 + 12s4 + 42s5, P4 = 13 + 30s1 + 30s2 + 30s3 + 30s4 + 84s5,
P5 = 16 + 33s1 + 33s2 + 33s3 + 33s4 + 84s5, P6 = 19 + 33s1 + 33s2 + 36s3 + 36s4 + 84s5,
P7 = 1 + s1, P8 = 1 + s2, P9 = 1 + s3, P10 = 1 + s4, P11 = 1 + s5.

3.3.3 Démonstration du théorème 3.3.1.

On applique ici le raisonnement de [V1] aux diagrammes de Newton. La démonstra-
tion du théorème 3.3.1 découle directement du lemme suivant :

Lemme 3.3.4. 1. La contribution de ∪l+1
k=0Ek à Ztop,0(f), où les sommets v0, . . . vl+1

de R(f) représentant E0, . . . El+1 forment une chaîne de la forme

v0 v1 vl vl+1

est égale à
∆[v0,vl+1]

Pv0Pvl+1

.

2. La contribution de ∪l+1
k=0Ek à Ztop,0(f), où les sommets v0, . . . vl représentant E0, . . . El

et la flèche vl+1 de R(f) forment une chaîne de la forme

v1 vlv0

vl+1
α0

est égale à
α0

Pv0Pvl+1

=
∆[v0,vl+1]

Pv0Pvl+1

.

3. La contribution de ∪l+1
k=0Ek à Ztop,0(f), où les sommets v0, . . . vl+1 de R(f) repré-

sentant E0, . . . El+1 forment une chaîne de la forme

v1 vl vl+1v0
α0

est égale à
α0

Pv0

=
∆[v0,vl+1]

Pv0Pvl+1

.

Démonstration. On considère le diagramme de Newton maximal de f , DM(f), pour
obtenir exactement les sommets du graphe dual de résolution minimal de f .
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1. Montrons la première partie du lemme. On veut montrer par récurrence que

1

Pv0Pv1

+ · · · + 1

Pvl
Pvl+1

=
∆[v0,vl+1]

Pv0Pvl+1

.

Pour k = 1, on a clairement

1

Pv0Pv1

=
∆[v0,v1]

Pv0Pv1

.

Supposons que la propriété est vraie au rang k. Alors

1

Pv0Pv1

+ · · · + 1

Pvk
Pvk+1

=
∆[v0,vk]

Pv0Pvk

+
1

Pvk
Pvk+1

=
1

Pvk

∆[v0,vk]Pvk+1
+ Pv0

Pv0Pvk+1

.

Il faut donc montrer que

∆[v0,vk] · νvk+1
+ νv0 = ∆[v0,vk+1] · νvk

et que pour j ∈ {1, . . . , r},
∆[v0,vk] · Nvk+1,j + Nv0,j = ∆[v0,vk+1] · Nvk,j.

Cela découle immédiatement des propositions 3.2.5 et 3.2.7, puisque comme on
considère DM(f), on a ∆[vk,vk+1] = 1.

2. Pour la seconde partie du lemme, on adopte à nouveau la convention 3.2.8. Avec
les notations du paragraphe 3.2.2, si l’on pose formellement νvl+1

= 1, pl+1 = 0,
Nvl+1,j = 0 si la flèche vl+1 ne représente pas la composante fj et Nvl+1,j = nj si
la flèche vl+1 représente la composante fj de multiplicité nj, alors les résultats du
paragraphe 3.2.2 s’appliquent et le raisonnement précédent est valide.

3. Pour la troisième partie du lemme, on adopte les notations du paragraphe 3.2.2
pour les décorations de la chaîne. Il suffit de poser formellement pl+1 = 1 (c.f.
paragraphe 1.7 pour les sommets de valence 1) et Aj = 0 pour j = 1, . . . , r dans
le cas que l’on vient de traiter.
On a alors

1

Pv0Pv1

+ · · · + 1

Pvl
Pvl+1

+
1

Pvl+1

=
∆[v0,vl+1]

Pv0Pvl+1

+
1

Pvl+1

=
∆[v0,vl+1] + Pv0

Pv0Pvl+1

De plus, d’après le lemme 3.2.4, on a α0νvl+1
− pl+1νv0 = ∆[v0, vl+1], ce qui donne

νv0 + ∆[v0, vl+1] = α0νvl+1
.

Enfin, d’après le lemme 3.2.6, on a pour j = 1, . . . , r, Nv0,j = α0Bj et Nvl+1,j =
pl+1Bj = Bj. Donc pour j = 1, . . . , r, Nv0,j = α0Nvl+1,j.
Finalement,

1

Pv0Pv1

+ · · · + 1

Pvl
Pvl+1

+
1

Pvl+1

=
α0

Pv0

.

Le théorème 3.3.1 est alors immédiat.
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3.4 Calcul de Ztop,0(f)(0, . . . , 0).
Dans [DL1], les auteurs prouvent que pour la fonction zêta-topologique locale clas-

sique, Ztop,0(f)(0) = 1 en toutes dimensions, en utilisant des procédés d’intégration
p-adique et la formule de la trace de Grothendieck-Lefschetz. Pour le cas des courbes
et de la fonction zêta-topologique locale multi-variable, nous pouvons, à l’aide des dia-
grammes de Newton, donner une preuve simple du fait que

Ztop,0(f)(0, . . . , 0) = 1.

D’après le théorème 3.3.1, on a

Ztop,0(f)(0, . . . , 0) =
∑

v/δv≥3

2 − δv

νv

+
∑
[v,v′]

∆[v,v′]

νvνv′
.

On va calculer la participation de chaque sommet de Dm(f) à Ztop,0(f)(0, . . . , 0), mais
afin de ne pas compter certains termes plusieurs fois, on parcourt l’ensemble des sommets
de rupture de D(f) en prenant des géodésiques partant du point de départ de Dm(f)
et telles que si v et v′ sont rencontrés dans cette ordre sur une géodésique, alors v ≺ v′.

Soient v̂ le point de départ de Dm(f) et ṽ le sommet de rupture relié à v̂. Soient ã
et p̃ les décorations figurant respectivement au dessus et en dessous de ṽ.
Alors la participation de v̂ à Ztop,0(f)(0, . . . , 0) vaut

Ztop,0(f)(0, . . . , 0)v̂ =
ã

ν̃
.

Pour chaque sommet de rupture v rencontré en parcourant Dm(f), on reprend les
notations du paragraphe 3.2.3.
Alors la participation de v à Ztop,0(f)(0, . . . , 0) vaut

Ztop,0(f)(0, . . . , 0)v =
1

ν

(
2 − k +

k∑
i=2

∆[v,vi]

νi

)
(on ne prend pas v1 en compte pour ne pas compter plusieurs fois les mêmes termes).

1. Pour i = 2, . . . , l, on a νi = piν + ∆[v,vi], donc

∆[v,vi]

νi

=
∆[v,vi]

piν + ∆[v,vi]

= 1 − pi
ν

νi

.

2. Pour i = l + 1, . . . , k − 1, on a
∆[v,vi]

νi

= 1.

3. Enfin, pour i = k, on a νk =
pk

p
ν +

∆[v,vk]

p
, donc

∆[v,vk]

νk

=
p∆[v,vk]

pkν + ∆[v,vk]

= p − pk
ν

νk

,

avec pk = 0 si vk est une flèche ou un sommet de valence 1.
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La participation de v à Ztop,0(f)(0, . . . , 0) vaut donc

Ztop,0(f)(0, . . . , 0)v =
p

ν
−

l∑
i=2

pi

νi

− pk

νk

.

Maintenant, en sommant sur l’ensemble des sommets de Dm(f) selon le parcours indiqué
ci-dessus et après simplification, on obtient

Ztop,0(f)(0, . . . , 0) =
ã

ν̃
+

p̃

ν̃
=

ã + p̃

ν̃
= 1

car ṽ est sur le premier axe vertical de Dm(f) donc ν̃ = ã + p̃.

Remarque 3.4.1. Il existe une preuve élémentaire. Je remercie M. Artal Bartolo de
me l’avoir indiquée. Pour f ∈ C{x, y}, on a

Ztop,0(f)(0, . . . , 0) =
∑

v/δv≥3

2 − δv

νv

+
∑
[v,v′]

∆[v,v′]

νvνv′
.

Or la quantité νv ne dépend pas du germe considéré. Elle est intrinsèque au diviseur
E de la résolution qui est associé au sommet v. Par conséquent, Ztop,0(f)(0, . . . , 0) =
Ztop,0(g)(s1, . . . , sr) où g ∈ C{x, y} est le germe défini par g = 1. Or par définition
de Ztop,0, on a Ztop,0(g) = 1. Donc on obtient trivialement que pour tout f ∈ C{x, y},
Ztop,0(f)(0, . . . , 0) = 1.
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3.5 Les pôles de la fonction zêta sont effectifs.

3.5.1 Énoncé du problème.

Pour la notion de fonction holomorphe de plusieurs variables, on peut consulter [GH],
chapitre 1.

Dans le théorème 3.3.1, nous avons exprimé la fonction Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) comme
une fraction rationnelle de Q(s1, . . . , sr). Les dénominateurs sont des produits d’ap-
plications affines hv(s1, . . . , sr) = νv + Nv,1s1 + . . . + Nv,rsr telles que les constantes
(νv, Nv,1, . . . , Nv,r) sont les données numériques des sommets de rupture ou des flèches
v du diagramme minimal de Newton de f . À chacune de ces applications, on associe
l’hyperplan Hv défini par

Hv : νv + Nv,1s1 + . . . + Nv,rsr = 0.

Définition 3.5.1. On dit que l’hyperplan Hv est pôle de la fonction Ztop,0(f) si Ztop,0(f)
n’est pas holomorphe au voisinage de Hv. L’hyperplan Hv est dit pôle d’ordre n si
hk

vZtop,0(f) n’est pas holomorphe au voisinage de Hv pour 0 ≤ k < n mais hn
vZtop,0(f)

l’est.

D’après de théorème 3.3.1, nous savons déjà que les hyperplans Hv sont au plus pôles
d’ordre 1 ou 2 de Ztop,0(f) et qu’ils sont les seuls pôles possibles de Ztop,0(f). Cependant,
rien ne permet d’affirmer que les applications linéaires hv ne disparaissent pas au cours
de simplifications. Nous voulons montrer que les hyperplans Hv sont des pôles effectifs
de Ztop,0(f).

Théorème 3.5.2. Pour tout sommet de rupture et toute flèche v ∈ Dm(f) de données
numériques (νv, Nv,1, . . . , Nv,r), l’hyperplan Hv d’équation

νv + Nv,1s1 + . . . + Nv,rsr = 0

est pôle d’ordre 1 ou 2 de la fonction Ztop,0(f). De plus, il existe au plus un hyperplan
Hv0 pôle d’ordre 2 de Ztop,0(f). Enfin, il n’existe pas d’autre pôle de Ztop,0(f).

3.5.2 Structure de la démonstration.

Nous nous inspirons du travail que W.Veys ([V2]) a effectué pour la fonction zêta à
une variable en l’adaptant à plusieurs variables.

Dans tout le chapitre, nous adoptons la notation 3.2.8.
D’après le théorème 3.3.1, on a

Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) =
∑

v/δv≥3

2 − δv

Pv

+
∑
[v,v′]

∆[v,v′]

PvPv′
.

Soit
H = {(s1, . . . , sr) ∈ Cr/a0 + a1s1 + . . . + arsr = 0}

un hyperplan tel que l’application affine h(s1, . . . , sr) = a0 +a1s1 + . . .+arsr apparaisse
au dénominateur de Ztop,0(f).
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Soit v ∈ R un sommet de rupture de Dm(f) tel que les données numériques de v
définissent H. Soient vi, i ∈ {1, . . . , k} les sommets et les flèches reliés à v par une arête,
et (νi, Ni,1, . . . , Ni,r) leurs données numériques. La partie de Ztop,0(f) où Pv apparait est
égale à

Ztop,0(f)v =
2 − δv

Pv

+
k∑

i=1

∆[v,vi]

PvPvi

.

On suppose que f admet une singularité en 0. Par conséquent, il existe j ∈ {1, . . . , r}
tel que Nj �= 0. Pour simplifier les notations, nous supposons ici que

N1 �= 0.

S’il existe i ∈ {1, . . . , k} tel que Pv = qPvi
avec q ∈ C∗, alors H est un éventuel pôle

double. Sinon, on a Pv �= qPvi
pour tout i ∈ {1, . . . , k} et tout q ∈ C∗, et H est un

éventuel pôle simple. On peut alors décomposer la fraction
∆[v,vi]

PvPvi

en éléments simples

dans Q(s2, . . . , sr)(s1) :

∆[v,vi]

PvPvi

=
ai(s2, . . . , sr)

ν + N1s1 + · · · + Nrsr

+
bi(s2, . . . , sr)

νi + Ni,1s1 + · · · + Ni,rsr

où ai(s2, . . . , sr), bi(s2, . . . , sr) ∈ Q(s2, . . . , sr). On a donc

ai(s2, . . . , sr) =
∆[v,vi]

(νi +
∑r

j=2 Ni,jsj) − (ν +
∑r

j=2 Njsj)
Ni,1

N1

.

Avec les notations du paragraphe 3.2.3, on a

ai(s2, . . . , sr) =
1

αi(s2, . . . , sr)
.

Posons

(3.1) Av(s2, . . . , sr) := 2 − k +
k∑

i=1

1

αi(s2, . . . , sr)
.

où

αi(s2, . . . , sr) = α̃i +
r∑

j=2

Ki,jsj, avec α̃i ∈ Q.

Maintenant, supposons que v est une flèche de Dm(f) telle que ses données numériques

définissent l’hyperplan H. Soit v′ l’unique sommet de rupture relié à v par une arête et
soient (ν ′, N ′

1, . . . , N
′
r) ses données numériques. La partie de Ztop,0(f) où Pv apparait est

égale à

Ztop,0(f)v =
1

(ν + N1s1 + . . . + Nrsr)(ν ′ + N ′
1s1 + . . . + N ′

rsr)
.
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Ici aussi, supposons pour simplifier que N1 �= 0. Si Pv = qPv′ avec q ∈ C∗, alors H est
un éventuel pôle double. Sinon, on a Pv �= qPvi

pour tout i ∈ {1, . . . , k} et tout q ∈ C∗,
et H est un éventuel pôle simple. De même que précédement, on a

1

PvPv′
=

a(s2, . . . , sr)

ν + N1s1 + · · · + Nrsr

+
b(s2, . . . , sr)

ν ′ + N ′
1s1 + · · · + N ′

rsr

où a(s2, . . . , sr), b(s2, . . . , sr) ∈ Q(s2, . . . , sr) et on pose

Av(s2, . . . , sr) := a(s2, . . . , sr) =
1

(ν ′ +
∑r

j=2 N ′
jsj) − (ν +

∑r
j=2 Njsj)

N ′
1

N1

.

Soit V l’ensemble des sommets de rupture et des flèches de Dm(f) dont les données
numériques définissent le même hyperplan H. Si H est un éventuel pôle simple, c’est à
dire si ∀i ∈ {1, . . . , k}, vi /∈ V, on a alors

Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) =

∑
v∈V Av(s2, . . . , sr)

Pv

+
B(s1, . . . , sr)

C(s1, . . . , sr)

où C(s1, . . . , sr) est un produit de polynômes de degré 1 non multiples de Pv. Si c’est
un éventuel pôle double, c’est à dire si ∃i ∈ {1, . . . , k} tel que vi ∈ V, on a

Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) =

∑
v∈V ∆[v,vi]

P 2
v

+
B(s1, . . . , sr)

C(s1, . . . , sr)

où C(s1, . . . , sr) est un produit de polynômes de degré 1.

Définition 3.5.3. Soit v ∈ R ∪ F . Soient (νv, Nv,1, . . . , Nv,r) ses données numériques.
On définit

βv(s2, . . . , sr) :=
νv

Nv,1

+
r∑

j=2

Nv,j

Nv,1

sj

si Nv,1 �= 0 et βv(s2, . . . , sr) = +∞ si Nv,1 = 0.

Considérons v, v′ ∈ R ∪ F .
Soient (ν,N1, . . . , Nr) et (ν ′, N ′

1, . . . , N
′
r) leurs données numériques respectives. Si les

hyperplans Hv et Hv′ d’équations respectives ν+N1s1+· · ·+Nrsr = 0 et ν ′+N ′
1s1+· · ·+

N ′
rsr = 0 sont confondus, alors βv(s2, . . . , sr) = βv′(s2, . . . , sr) pour tout (s2, . . . , sr) ∈

Cr−1.
Nous allons étudier les fractions rationnelles Av(s2, . . . , sr) et montrer qu’il existe un

élément
(c2, . . . , cr) ∈ Rr−1

pour lequel on pourra établir une structure ordonnée sur les βv(c2, . . . , cr) pour v ∈
R ∪ F . À l’aide de cette structure ordonnée, nous allons montrer d’une part qu’il y a
au plus un hyperplan H pôle d’ordre 2, et d’autre part que pour tout hyperplan H qui
est un éventuel pôle simple, on a∑

v∈V
Av(c2, . . . , cr) �= 0,

ce qui permet de conclure que H est un pôle effectif d’ordre 1 de Ztop,0(f).
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3.5.3 Étude des Av pour les sommets de rupture.

Résultats.

Nous voulons dans ce paragraphe montrer qu’il existe un point (c2, . . . , cr) ∈ Rr−1

pour lequel on pourra établir une structure ordonnée sur les βv(c2, . . . , cr) pour v ∈ R∪
F . Nous allons choisir ce point de façon à ce que pour v ∈ R, le signe des Av(c2, . . . , cr)
vérifie certaines propriétés.

On suppose ici que v est un sommet de rupture, et que pour i = 1, . . . , k, les vi

sont les sommets et les flèches reliés à lui par une arête. On reprend les notations du
paragraphe 3.2.3.
Pour i ∈ {1, . . . , k}, on a

αi(s2, . . . , sr) =
N1νi − νNi,1

N1∆[v,vi]

+
r∑

j=2

N1Ni,j − NjNi,1

N1∆[v,vi]

sj,

c’est à dire

αi(s2, . . . , sr) = α̃i +
r∑

j=2

Ki,jsj, avec α̃i ∈ Q.

Proposition 3.5.4. Il existe (c2, . . . , cr) ∈ Rr−1 tel que pour tout sommet de rupture
v ∈ D(f),

αi(c2, . . . , cr) < 1 ∀i ∈ {1, . . . , k}.
De plus,

(1) pour chaque sommet de rupture v, il existe au plus un i0 ∈ {1, . . . , k} tel que

αi0(c2, . . . , cr) ≤ 0.

(2) supposons que pour tout i ∈ {1, . . . , k}, on ait αi(c2, . . . , cr) �= 0. Alors

(i) soit αi(c2, . . . , cr) > 0 pour tout i ∈ {1, . . . , k} et Av(c2, . . . , cr) > 0,

(ii) soit il existe un unique i0 ∈ {1, . . . , k} tel que αi0(c2, . . . , cr) < 0 et alors
Av(c2, . . . , cr) < 0.

Démonstration de la première partie de la proposition 3.5.4.

On utilise les lemmes suivants :

Lemme 3.5.5. Soit v un sommet de rupture de Dm(f). Alors on a ν < 2ap sauf si v
n’admet pas de sommet précédent et si a = p = 1, et alors ν = 2ap = 2.

Démonstration. Montrons le par récurrence : si v n’admet pas de sommet précédent,
alors ν = a + p. Or

2(a − 1

2
)(p − 1

2
) ≥ 1

2



3.5. LES PÔLES DE LA FONCTION ZÊTA SONT EFFECTIFS. 99

avec égalité si et seulement si a = p = 1. Donc 2ap ≥ a + p = ν. Si v admet un sommet
précédent, soient v0 le sommet précédant v et ν0 associé à v0. On a

ν = pν0 + q
= pν0 + a − a0p0p
≤ p(2a0p0) + a − a0p0p par hypothèse de récurrence
≤ p + a
< 2ap.

Ici l’inégalité est stricte car a > 1 si v admet un sommet précédent.

Lemme 3.5.6. Soit v un sommet de rupture de Dm(f). Alors on a ν < a(p + 1) sauf
si v n’admet pas de sommet précédent et si a = 1, et alors ν = a(p + 1).

Démonstration. Montrons le par récurrence : si v n’admet pas de sommet précédent,
alors ν = a + p. Or a + p ≤ a + ap = a(p + 1), avec égalité si et seulement si a = 1.

Sinon, soient v0 le sommet précédant v et ν0 associé à v0. On a

ν = pν0 + q
= pν0 + a − a0p0p
≤ p((p0 + 1)a0) + a − a0p0p
≤ a0p + a
< ap + a car a = a0p0p + q > a0

< a(p + 1)

Lemme 3.5.7. Pour i ∈ {1, . . . , k}, on a α̃i ≤ 1.

Démonstration. On utilise les résultats obtenus dans la démonstration de la proposition
3.2.11. Pour i = 1, on a

α̃1 = −1

p
+

νB1,1

pN1

,

d’où
1 − α̃1 =

p(p + 1)A1,1 + (a(p + 1) − ν)B1,1

pN1

.

Donc d’après le lemme 3.5.6, on a α̃1 < 1 sauf si A1,1 = 0, a = 1 et v n’admet pas de
sommet précédent, et alors, α̃1 = 1. Si v1 est de valence 1, d’après le lemme 3.5.6, on
remarque que α̃1 =

ν − a

ap
< 1 car a > 1 (sinon, v1 n’existerait pas).

Pour i ∈ {2, . . . , k − 1}, on a

α̃i = 1 − νAi,1

N1

donc α̃i < 1 sauf si Ai,1 = 0 et alors α̃i = 1.
Enfin, si i = k, on a

α̃k =
1

p

(
1 − νAk,1

N1

)
,

donc α̃k < 1 sauf si p = 1 et Ak,1 = 0 et alors α̃k = 1. Si vk est un sommet de valence 1,
on remarque que α̃k = 1

p
< 1 car p > 1 (sinon, vk n’existerait pas).
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Soient les deux ensembles I1 := {i ∈ {1, . . . , k}/α̃i < 1} et I2 := {i ∈ {1, . . . k}/α̃i =
1}. On a

αi(s2, . . . , sr) = α̃i +
r∑

j=2

Ki,jsj.

Puisque
∑r

j=2 Ki,jsj est une forme linéaire en s2, . . . , sr, il existe (εv
2, . . . , ε

v
r) ∈ Rr−1 tel

que si U1
v = {(s2, . . . , sr) ∈ Rr−1/|s2| < εv

2, . . . , |sr| < εv
r}, alors

∀(s2, . . . , sr) ∈ U1
v , αi(s2, . . . , sr) < 1 ∀i ∈ I1.

Pour i ∈ I2, d’après ce qui précède et en utilisant la démonstration de la proposition
3.2.13, on obtient :

– si i = 1, comme Ai,1 = 0 et a = 1,

K1,j =
A1,jB1,1

B1,1

= A1,j,

– si i = 2, . . . , k − 1, comme Ai,1 = 0,

Ki,j =
Ai,jBi,1

Bi,1

= Ai,j,

– enfin, si i = k, comme Ak,1 = 0 et p = 1,

Kk,j =
Ak,jBk,1

Bk,1

= Ak,j.

Dans tous les cas, on a

αi(s2, . . . , sr) = 1 +
r∑

j=2

Ai,jsj

avec Ai,j ≥ 0 pour tout j et Ai,j �= 0 pour au moins un j (puisqu’on a vu que le cas
α̃i = 1 n’arrive pas pour les sommets de valence 1).

On considère donc

Uv = {(s2, . . . , sr) ∈ Rr/εv
2 < s2 < 0, . . . , εv

r < sr < 0},

et si (c2, . . . , cr) ∈ Uv, alors αi(c2, . . . , cr) < 1 pour tout i ∈ {1, . . . , k}. Enfin, puisque
les sommets de rupture de Dm(f) sont en nombre fini, on pose pour j = 2, . . . , r,
εj = minv εv

j , et pour

U = {(s2, . . . , sr) ∈ Rr/ε2 < s2 < 0, . . . , εr < sr < 0},

et pour tout (c2, . . . , cr) ∈ U , la première partie de la proposition 3.5.4 est vérifiée.
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Démonstration de (1).

Soit (c2, . . . , cr) ∈ U . D’après la proposition 3.2.14, on a

k∑
i=1

αi(c2, . . . , cr) = k − 2.

S’il existe i0 et j0 dans {1, . . . , k} tels que αi0(c2, . . . , cr) ≤ 0 et αj0(c2, . . . , cr) ≤ 0, alors
d’après la proposition 3.5.4

k∑
i=1

αi(c2, . . . , cr) =
k∑

i=1
i�=i0,j0

αi(c2, . . . , cr) + αi0(c2, . . . , cr) + αj0(c2, . . . , cr)

< k − 2 + αi0(c2, . . . , cr) + αj0(c2, . . . , cr)
< k − 2

ce qui contredit
k∑

i=1

αi(c2, . . . , cr) = k − 2.

Démonstration de (2).

Soit (c2, . . . , cr) ∈ U . On rappelle que

Av(c2, . . . , cr) = 2 − k +
k∑

i=1

1

αi(c2, . . . , cr)
.

(i) Dans ce cas, on a 0 < αi(c2, . . . , cr) < 1 ∀i = 1, . . . , k donc

Av(c2, . . . , cr) > 2 > 0.

(ii) On suppose que αi0(c2, . . . , cr) < 0. On a alors

−αi0(c2, . . . , cr) =
k∑

i=1
i�=i0

αi(c2, . . . , cr) + 2 − k

et donc

Av(c2, . . . , cr) = 2 − k +
k∑

i=1
i�=i0

1

αi(c2, . . . , cr)
− 1

k∑
i=1
i�=i0

αi(c2, . . . , cr) + 2 − k

.

On a alors Av(c2, . . . , cr) < 0 d’après le lemme suivant :
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Lemme 3.5.8. Soient k ∈ N, k ≥ 3, et 0 < αi < 1 pour i = 1, . . . , k − 1 tels que∑k−1
i=1 αi + 2 − k > 0. Alors

2 − k +
k∑

i=1
i�=i0

1

αi

− 1
k∑

i=1
i�=i0

αi + 2 − k

< 0.

Démonstration. C’est le lemme 2.9 de [V2].

3.5.4 Structure ordonnée de R∪ F .

Pour les sommets v ∈ R, nous avons exhibé un point (c2, . . . , cr) ∈ Rr−1 et obtenu
des résultats sur le signe des Av(c2, . . . , cr), mais pour le moment, rien ne nous permet
d’affirmer que ces quantités ne vont pas s’annuler entre elles s’il existe plusieurs v ∈ R∪F
dont les données numériques définissent le même hyperplan H. Nous allons dans ce
paragraphe définir une structure ordonnée sur les βv(c2, . . . , cr) pour v ∈ R ∪ F qui
nous permettra d’affirmer que cette situation ne peut pas arriver. On s’inspire ici du
paragraphe 3 de [V2] que l’on généralise à notre situation.

Les βv(s2, . . . , sr) ont été définis au paragraphe 3.5.2. Le lien avec ce qui a été fait
précédement est le suivant : si pour i = 1, . . . , k, les vi sont les sommets et les flèches
adjacents à un sommet de rupture v et αi(s2, . . . , sr) la quantité définie au paragraphe
précédent, on a

αi(c2, . . . , cr) > 0 ⇔ βvi
(c2, . . . , cr) > βv(c2, . . . , cr)

αi(c2, . . . , cr) = 0 ⇔ βvi
(c2, . . . , cr) = βv(c2, . . . , cr)

αi(c2, . . . , cr) < 0 ⇔ βvi
(c2, . . . , cr) < βv(c2, . . . , cr)

Théorème 3.5.9. (i) Les v ∈ R ∪ F pour lesquels βv(c2, . . . , cr) est minimum et les
arêtes qui leur sont liées forment une partie connexe M de Dm(f) qui a l’une des
quatre formes suivantes :

(2)

(4)

v

v v v′

v′v

(1)

(3)

(ii) En partant d’un sommet ou d’une flèche extrémité de M, les βv(c2, . . . , cr) aug-
mentent strictement le long de n’importe quelle géodésique de Dm(f).

Par la suite, on notera βv pour βv(c2, . . . , cr) et αi pour αi(c2, . . . , cr).
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Démonstration. Si l’on a deux sommets v et vi0 reliés entre eux par une arête avec
βv > βvi0

, alors αi0 < 0. Donc d’après la proposition 3.5.4, on a αi > 0 pour tous les
autres sommets vi reliés à v donc βv < βvi

pour tous les autres sommets vi reliés à v.
Par conséquent, on a clairement (ii) et la connexité de M.

D’autre part, toujours d’après la proposition 3.5.4, il existe au plus un αi0 ≤ 0
donc au plus un αi0 = 0. Donc M contient au maximum deux sommets de rupture
ou un sommet de rupture et une flèche (le cas de deux flèches n’arrive jamais dans la
construction des diagrammes).

Le théorème 3.5.2 est alors clair : considérons d’abord un sommet de rupture v de
Dm(f) de données numériques (ν,N1, · · · , Nr) . Soit H l’hyperplan d’équation ν+N1s1+
· · ·+Nrsr = 0 et soit V l’ensemble des sommets de rupture et des flèches de Dm(f) dont
les données numériques définissent le même hyperplan H. On rappelle que si v, v′ ∈ V,
alors βv(c2, . . . , cr) = βv′(c2, . . . , cr).

– si v ∈ M :
– si cardM = 1, alors βv < βvi

pour tout vi relié à v, donc αi > 0 pour tout
i. Donc d’après la proposition 3.5.4, Av > 0. De plus, puisque cardM = 1, il
n’existe pas d’autre v′ tel que βv = βv′ . Donc V = {v} et∑

v∈V
Av(c2, . . . , cr) = Av(c2, . . . , cr) > 0.

– si cardM = 2, soient v et ṽ les deux éléments de M. On a βv = βṽ donc α̃ = 0,
et pour tous les autres sommets vi reliés à v, on a βvi

> βv donc αi > 0. De
plus, par définition de M, il n’existe pas d’autre v′ tel que βv = βṽ = βv′ . Par
conséquent, on a V = {v, ṽ} et H est un pôle double.

– si v /∈ M, alors comme les βv augmentent strictement le long de tout chemin
partant d’une extrémité de M, on a βvi

> βv pour tous les sommets reliés à v
sauf un pour lequel βvi0

< βv. Donc αi > 0 pour tous les i sauf un i0 pour lequel
αi0 < 0. D’après la proposition 3.5.4, on a donc Av < 0. D’autre part, si v′ ∈ V,
alors βv = βv′ et v′ /∈ M puisque v /∈ M. Donc avec le même raisonnement,
Av′ < 0. Par conséquent, ∑

v∈V
Av(c2, . . . , cr) < 0.

Maintenant, soit v une flèche de Dm(f), et soit v′ le sommet de rupture relié à elle par
une arête.

– si v ∈ M, on est soit dans le cas (3) soit dans le cas (4) du théorème 3.5.9. Dans
le cas (3), on a βv < βv′ donc α > 0 et Av > 0 d’après la proposition 3.5.4. De
plus, il n’y a pas d’autre ṽ dans R∪ F tel que βv = βṽ. Donc V = {v} et∑

v∈V
Av(c2, . . . , cr) = Av(c2, . . . , cr) > 0.

Dans le cas (4), il n’y a que v et v′ tels que βv = βv′ . Par conséquent, on a
V = {v, ṽ} et H est un pôle double.
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– si v /∈ M, alors v est forcément à l’extrémité d’une géodésique partant de M donc
βv > βv′ c’est à dire α < 0 et Av < 0 d’après la proposition 3.5.4. Si un autre ṽ de
D(f) est tel que βv = βṽ, avec le même raisonnement, on aura Aṽ < 0. Donc∑

v∈V
Av(c2, . . . , cr) < 0.

Plus précisément, on peut énoncer le théorème suivant :

Théorème 3.5.10. La fonction Ztop,0(f) admet au plus un hyperplan H pôle d’ordre
2. De plus, les deux v, v′ ∈ R ∪ F qui lui sont associés sont les deux v, v′ pour lesquels
βv(c2, . . . , cr) (resp. βv′(c2, . . . , cr)) est minimum.

D’autre part, on a équivalence entre les deux propositions suivantes :

(i) v est un sommet de rupture ou une flèche de Dm(f) dont les données numériques
sont (νv, Nv,1, . . . , Nv,r),

(ii) Ztop,0(f) n’est pas holomorphe au voisinage de l’hyperplan H d’équation

νv + Nv,1s1 + · · · + Nv,rsr = 0.

Remarque 3.5.11. Le résultat final ne dépend plus du point (c2, . . . , cr) ∈ Rr−1.

3.5.5 Un rapport avec les quotients jacobiens.

Nous énonçons ici une proposition qui établit un lien entre la fonction zêta topolo-
gique locale multi-variables et les quotients jacobiens d’un couple de germes.

Proposition 3.5.12. Soient f1, f2 ∈ C{x, y} deux germes réduits de fonction analytique
en 0 et f = fn1

1 fn2
2 où n1, n2 ∈ N∗. Soit Dm(f) le diagramme minimal de Newton de

f . Alors le dénominateur de Ztop,0(f) est le produit de (1 + n1s1), (1 + n2s2) et des
(ai

0 + ai
1s1 + ai

2s2) pour i ∈ I où {
ai

2

ai
1

}
i∈I

est l’ensemble des quotients jacobiens du couple (f1, f2). En conclusion, la fonction
Ztop,0(f1f2) contient la donnée des quotients jacobiens du couple (f1, f2).

Démonstration. Cela découle directement du théorème 3.3.1 et du théorème 2.4.3.

3.5.6 Un exemple.

On considère f = f1f2 où
f1(x, y) = x2(x3 − y2)2 + y7

f2(x, y) = x7 + x2y2 + y7

Le diagramme minimal de Newton de f est
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2

5

2

3

Dm(f)

3

2

5

2

17

2

f1

f2

f1

f2

(42, 20)

(1)

(1)

(1)

(1)

(14, 10)

(14, 14)

(16, 10)

(16, 14)

Les quotients jacobiens du couple (f1, f2) sont {5/7, 1, 5/8, 7/8, 10/21}. D’autre part,
si l’on pose 

P1 = 7 + 16s1 + 14s2

P2 = 5 + 16s1 + 10s2

P3 = 15 + 42s1 + 20s2

P4 = 5 + 14s1 + 10s2

P5 = 7 + 14s1 + 14s2

on a

Ztop,0(f1, f2)(s1, s2) =
1

P1

+
1

P1(1 + s2)
+

4

P1P2

− 1

P2

+
11

P2P3

+
5

P2P4

+
1

P3

+
1

P3(1 + s1)
− 1

P4

+
1

P4(1 + s1)
+

4

P4P5

+
1

P5

+
1

P5(1 + s2)

.
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3.6 La fonction zêta détermine la topologie.
Définition 3.6.1. Soient f, g ∈ C{x, y} deux germes de fonctions analytiques en 0.
On dit que f et g ont la même topologie si et seulement s’il existe un homéomorphisme
φ : (C2, 0) −→ (C2, 0) tel que f = g ◦ φ.

Nous savons que le diagramme minimal de Newton détermine la topologie d’un
germe, c’est à dire que f et g ont même topologie si et seulement si Dm(f) = Dm(g)
(voir [EN]). Nous voulons montrer que pour une décomposition bien choisie de f , la
fonction Ztop,0(f) détermine la topologie de f , ce qui n’est pas vrai en général pour la
fonction zêta-topologique locale à une variable.

Définition 3.6.2. On considère un germe f ∈ C{x, y}. Soit

f =
r∏

i=1

fni
i

la décomposition de f en produit de composantes irréductibles. On appelle D la décom-
position de f en les r paquets fni

i pour i = 1, . . . , r et on considère la fonction zêta-
topologique locale multi-variables Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) associée à cette décomposition.

3.6.1 Un exemple.

Nous allons montrer sur un exemple qu’il existe des germes n’ayant pas la même
topologie mais admettant la même fonction zêta-topologique locale à une variable.

On considère
f(x, y) = y5 − x3

et
g(x, y) = (y − x15)(y − 2x15).

f et g n’ont pas la même topologie. En effet, leurs diagrammes minimaux de Newton
Dm(f) et Dm(g), qui sont des invariants topologiques, sont différents.

Dm(f) Dm(g)

(15)

5

3
(1)

(1)

(1)

(30)
15

Pourtant, en utilisant le théorème 3.3.1, on obtient

Ztop,o(f)(s) = Ztop,0(g)(s) =
8 + 7s

(8 + 15s)(1 + s)
.

Proposition 3.6.3. La fonction zêta-topologique locale classique ne détermine pas, en
général, la topologie d’un germe.
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Ici, la fonction zêta-topologique locale à deux variables permet de différencier ces
deux germes. En effet, si l’on considère f = f1f2 avec

f1(x, y) = y5 − x3 et f2(x, y) = 1

et g = g1g2 avec
g1(x, y) = y − x15 et g2(x, y) = y − 2x15,

on obtient
Ztop,0(f)(s1, s2) =

8 + 7s1

(8 + 15s1)(1 + s1)

et
Ztop,0(g)(s1, s2) =

16 + 14s1 + 14s2 + 15s1s2

(16 + 15s1 + 15s2)(1 + s1)(1 + s2)
.

3.6.2 La fonction zêta-topologique locale multi-variables déter-
mine la topologie d’un germe.

Dans [G], G. Guibert s’intéresse à une généralisation de la fonction zêta d’Igusa
motivique à plusieurs fonctions f1, . . . , fr. En utilisant la fonction zêta d’Alexander
généralisée à plusieurs fonctions f1, . . . , fr introduite par C. Sabbah ([S]), il donne un
énoncé (thm. 4.4.1) qui montre que la seconde fonction se déduit de la première. En
particulier, il montre donc que la fonction zêta d’Igusa motivique généralisée d’un germe
détermine sa topologie.

Nous montrons ici que la fonction zêta-topologique locale multi-variables d’un germe
associée à la décomposition D détermine la topologie de ce germe. Nous n’utilisons pas
de fonction intermédiaire : nous donnons un algorithme permettant de reconstruire le
diagramme minimal de Newton du germe à partir de sa fonction zêta-topologique locale
multi-variables.

fonction zêta fonction zêta
d’Igusa motivique −→ d’Alexander

à plusieurs fonctions généralisée ↘

↓ topologie

fonction zêta diagramme ↗
topologique −→ minimal

multi-variables de Newton

Théorème 3.6.4. Soient f, g ∈ C{x, y}. Soit Dm(f) (resp. Dm(g)) le diagramme mi-
nimal de Newton de f (resp. g). On considère les fonctions zêta-topologiques locales
multi-variables Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) et Ztop,0(g)(s1, . . . , st) associées à la décomposition
D pour f et g. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) = Ztop,0(g)(s1, . . . , st),

(ii) Dm(f) = Dm(g).
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Corollaire 3.6.5. Si Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) = Ztop,0(g)(s1, . . . , st), alors f et g ont la
même topologie.

L’implication (ii) ⇒ (i) du théorème est évidente : en effet, si Dm(f) = Dm(g), en
utilisant le théorème 3.3.1, on a clairement

Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) = Ztop,0(g)(s1, . . . , st).

Pour montrer l’implication (i) ⇒ (ii), nous procédons en plusieurs étapes. On consi-
dère un germe de courbe f ∈ C{x, y} et la fonction Ztop,0(f) associée à la décomposition
D. Nous voulons donner un algorithme permettant de reconstruire le diagramme mini-
mal de Newton Dm(f) à partir de Ztop,0(f). Nous donnons dans un premier temps des
résultats préliminaires auxquels nous feront appel par la suite. Nous montrons ensuite
que pour la décomposition D, les hyperplans dont les équations apparaissent au déno-
minateur de Ztop,0(f) sont tous différents, ce qui permet d’après les théorèmes 3.3.1 et
3.5.2 de compter les sommets de rupture et les flèches de Dm(f). Puis nous démon-
trons le théorème 3.6.4 dans le cas d’une branche irréductible. Nous définissons alors
le squelette S(f) de Dm(f) et donnons l’algorithme de construction de ce squelette.
Nous donnons ensuite les propriétés et l’algorithme permettant d’obtenir l’arbre T (f)
égal au diagramme Dm(f) non décoré à partir de S(f). Puis nous donnons les résultats
permettant de décorer T (f) afin de reconstruire complètement Dm(f).

3.6.3 Résultats préliminaires.

Définition 3.6.6. Soient v, v′ ∈ R ∪ F . On note G[v,v′] la géodésique de Dm(f) reliant
v à v′.

On rappelle que l’on a défini au paragraphe 3.1 la notion de sommet précédent sur
Dm(f) ⊂ D(f).

Définition 3.6.7. Soit j ∈ {1, . . . , r}. On considère la flèche vj de Dm(f) représentant
la composante fj de f . On définit la géodésique Gj de la manière suivante :

– soit vm le sommet de rupture relié à la flèche vj. Alors G[vm,vj ] ⊂ Gj,
– pour tout sommet de rupture vk de Gj, si vk admet un sommet précédent vk−1,

alors G[vk−1,vj ] ⊂ Gj. Sinon, G[vk,vj ] = Gj.

Remarque 3.6.8. Comme on l’a remarqué pour la notion de sommet précédent, les
géodésiques Gj ne sont pas intrinsèques au diagramme : elles dépendent du choix du
système de coordonnées que l’on a fait pour construire D(f).

On nomme les sommets de rupture de Gj de la façon suivante :
– Si Gj ne comporte qu’un sommet de rupture, ce sommet est V0,1 si la décoration

portée par l’arête reliant ce sommet à la flèche vj est strictement supérieure à 1,
et W0 sinon.

– Si Gj comporte plusieurs sommets de rupture,

(i) le sommet de Gj n’ayant pas de sommet précédent est W0.
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(ii) Alors W0 est le sommet précédant un certain nombre de sommets de rupture
de Gj. On note V1,1, . . . V1,s1 , W1 ces sommets rencontrés dans cet ordre sur
G[W0,W1] parcourue de W0 vers W1.

(iii) Pour chaque sommet Wk, si Wk est le sommet précédant un certain nombre
de sommets de rupture de Gj, on note Vk+1,1, . . . Vk+1,sk+1

, Wk+1 ces sommets
rencontrés dans cet ordre sur G[Wk,Wk+1] parcourue de Wk vers Wk+1.

(iv) On termine Gj par le sommet Wm si la décoration portée par l’arête reliant
le dernier sommet de Gj à vj est 1 et par le sommet Vm,sm sinon.

On nomme les décorations proches des sommets de rupture de Gj de la façon sui-
vante : pour le sommet W0, soient a0 la décoration située sur l’arête verticale au dessus
de W0, b0 celle située sur G[W0,W1] et p0 le produit des autres décorations proches de W0.
Pour le sommet V0,1 s’il existe, soient a0,1 la décoration située sur l’arête verticale au des-
sus de V0,1, p0,1 la décoration située sur G[V0,1,vj ] et b0,1 le produit des autres décorations
proches de V0,1.

Pour un sommet Wk, k = 1, . . . ,m− 1, soient ak la décoration située sur G[Wk−1,Wk],
bk celle située sur G[Wk,Wk+1] et pk le produit des autres décorations proches de Wk. Enfin,
pour un sommet Vk,l, soient ak,l la décoration située sur G[Wk−1,Vk,l], pk,l celle située sur
G[Vk,l,Wk] et bk,l le produit des autres décorations proches de Vk,l.

Pour le sommet de rupture v relié à vj, si v = Wm, soient am la décoration située sur
G[Wm−1,Wm], bm celle située sur G[Wm,vj ] et pm le produit des autres décorations proches
de Wm. Si v = Vm,sm , soient am,sm la décoration située sur G[Wm−1,Vm,sm ], pm,sm celle
située sur G[Vm,sm ,vj ] et bm,sm le produit des autres décorations proches de Vm,sm .

Remarque 3.6.9. D’après la construction des diagrammes, on a bk = bk,l = 1 pour
tous k ∈ {0, . . . ,m} et l ∈ {1, . . . , sk}.

W0

pk−1

pk,1

ak,2

pk,2

pk,sk

pk pm

vj

p1,1

V1,s1

W1

p0

a0 a1,1
V1,1

ak−1 ak,1

Vk,sk

ak,sk

ak am
Wm

Vk,2

Wk

Wk−1 Vk,1

Définition 3.6.10. Soient v ∈ R et j ∈ {1, . . . , r}. On définit

γv
j :=

νv

Nv,j

et γmin
j := min

v∈R
γv

j .
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Lemme 3.6.11. Soit j ∈ {1, . . . , r}. Soient v ∈ Gj et v′ ∈ R. Alors les γv
j croissent

strictement le long de toute géodésique G[v,v′] de Dm(f) parcourue de v vers v′ et telle
que G[v,v′] ∩ Gj = {v}. En particulier, γmin

j est atteint sur Gj.

Démonstration. Soient v1, v2 ∈ G[v,v′] deux sommets consécutifs tels que la géodésique
joignant v2 à v′ ne passe pas par v1. Soient α (resp. γ) la décoration proche de v1 (resp.
v2) située sur G[v1,v2] et β (resp. δ) le produit des autres décorations proches de v1 (resp.
v2). Alors d’après la proposition 3.2.1, on a

ανv2 − δνv1 = ∆[v1,v2],

et d’après la proposition 3.2.3, on a

Nv1,j = βAj + αBj et Nv2,j = γAj + δBj.

Or fj est une composante irréductible de f . D’après la position de v1 et v2, on a alors

Aj = 0. Donc Nv2,j =
δ

α
Nv1,j. Finalement,

γv2
j

γv1
j

=
ανv2

δνv1

= 1 +
∆[v1,v2]

δνv1

> 1.

Définition 3.6.12. Pour k ∈ {0, . . . ,m}, on définit

Tk := akpk − νWk
,

et pour l ∈ {1, . . . , sk},
Tk,l := ak,l − νVk,l

.

Définition 3.6.13. Pour j ∈ {1, . . . , r}, on note vmin,j le sommet de rupture de Dm(f)
pour lequel γmin

j est atteint.

Lemme 3.6.14. Soit j ∈ {1, . . . , r}. Soit v le sommet de Gj relié à la flèche représentant
fj. On a v = Wm ou v = Vm,sm. Le sommet vmin,j de Gj pour lequel γmin

j est atteint est
le sommet vérifiant

vmin,j = V0,1 si Gj = G[V0,1,vj ],
vmin,j = W0 si a0 ≥ 2 et p0 ≥ 2
vmin,j = Wk0 où k0 := min{k ∈ {1, . . . ,m}/pk > 1} si a0 ou p0 = 1 et si ∃k/pk > 1,
vmin,j = v si a0 = 1 ou p0 = 1 et si pk = 1 ∀k.

Alors on a
γW0

j > γ
V1,1

j > · · · > γ
Wk0
j = γmin

j < · · · < γWm
j .

En particulier, le sommet vmin,j est unique.
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Démonstration. Si Gj = G[V0,1,vj ], d’après le lemme précédent, il est clair que vmin,j =
V0,1.

Sinon, soient v et v′ deux sommets consécutifs de Gj avec v < v′. Soient α (resp. γ)
la décoration proche de v (resp. v′) située sur G[v,v′] et β (resp. γ) le produit des autres
décorations proches de v (resp. v′). Alors d’après la proposition 3.2.1, on a

ανv′ − δνv = ∆[v,v′],

et d’après la proposition 3.2.3, on a

Nv,j = βAj + αBj et Nv′,j = γAj + δBj.

Or fj est une composante irréductible de f . D’après la position de v et v′, on a alors
Bj = 0. Donc Nv′,j =

γ

β
Nv,j. Finalement,

γv′
j

γv
j

= 1 +
(β − νv)∆[v,v′]

αγνv

.

Or β − νv = Tk si v = Wk et β − νv = Tk,l si v = Vk,l. Donc la croissance des γv
j dépend

du signe des Tk et des Tk,l.
Pour deux sommets Wk−1 et Vk,1 consécutifs, on a

Tk−1 = ak−1pk−1 − νWk−1

Tk,1 = ak,1 − νVk,1

= ak,1 − (pk,1νWk−1
+ ak,1 − ak−1pk−1pk,1)

= pk,1Tk−1

Pour deux sommets Vk,l et Vk,l+1 consécutifs, on a

Tk,l = ak,l − νVk,l

Tk,l+1 = ak,l+1 − νVk,l+1

= ak,l+1 − 1
pk,l

(pk,l+1νVk,l
+ ak,l+1pk,l − ak,lpk,l+1)

=
pk,l+1

pk,l
Tk,l

Pour deux sommets Vk,sk
et Wk consécutifs, on a

Tk,sk
= ak,sk

− νVk,sk

Tk = akpk − νWk

= akpk − 1
pk,sk

(pkνVk,sk
+ akpk,sk

− ak,sk
pk)

= ak(pk − 1) + pk

pk,sk

Tk,sk

Il est clair que s’il existe k tel que Tk > 0, alors Tk+n,l > 0 et Tk+n > 0 ∀n > 0 et
∀l ∈ {1, sk+n}, donc

γWk
j < γ

Vk+1,1

j < · · · < γWm
j ou γ

Vm,sm
j .

D’autre part,
T0 = a0p0 − νW0 = (a0 − 1)(p0 − 1) − 1.



112 CHAPITRE 3. FONCTION ZÊTA-TOPOLOGIQUE LOCALE.

Donc T0 > 0 si et seulement si a0 ≥ 2 et p0 ≥ 2, T0 = 0 est impossible car (a0, p0) = 1
et T0 < 0 si et seulement si a0 = 1 ou p0 = 1 et alors T0 = −1.
Si T0 = −1, on a T1,1 = −p1,1 < 0, . . . , T1,s1 = −p1,s1 < 0 et T1 = (a1 − 1)(p1 − 1) − 1.
Par récurrence, si T0 = T1 = · · · = Tk = −1, alors Tk+1,1 = −pk+1,1 < 0, . . . , Tk+1,sk+1

=
−pk+1,sk+1

< 0 et Tk+1 = (ak+1 − 1)(pk+1 − 1) − 1. Alors Tk+1 > 0 si et seulement si
ak+1 ≥ 2 et pk+1 ≥ 2, Tk+1 = 0 est impossible car (ak+1, pk+1) = 1 et Tk+1 < 0 si et
seulement si pk+1 = 1 (car ak+1 > 1), et alors Tk+1 = −1.

Remarque 3.6.15. Pour les deux lemmes précédents, les démonstrations sont valables
pour les sommets de rupture de Dm(f), mais ne le sont pas pour les sommets de valence
1 ou les flèches.

3.6.4 Les hyperplans sont différents.

Proposition 3.6.16. Pour tout v ∈ R ∪ F , soient Pv = νv + Nv,1s1 + · · · + Nv,rsr et
Hv : Pv = 0. Alors quels que soient v, v′ ∈ R ∪ F , on a

Hv �= Hv′ .

Remarque 3.6.17. En particulier, pour la décomposition D, la fonction Ztop,0(f) n’ad-
met pas de pôle double alors que c’est possible pour une décomposition quelconque (c.f.
théorème 3.5.10).

Le choix de la décomposition D pour f implique que pour tout sommet de rupture
v ∈ R et pour tout j ∈ {1, . . . , r}, on a

Nv,j �= 0.

De plus, d’après les théorèmes 3.3.1 et 3.5.2 et le choix de la décomposition D, on voit
apparaitre au dénominateur de Ztop,0(f) deux types de facteurs : d’une part des facteurs
de la forme ν+N1s1+· · ·+Nrsr avec Nj �= 0 pour tout j qui correspondent aux sommets
de rupture de Dm(f) et d’autre part les facteurs suivants :

1 + njsj pour j = 1, . . . , r,

qui correspondent aux r flèches de Dm(f). On connait donc le nombre r de flèches de
Dm(f) et la multiplicité nj pour j = 1, . . . , r de chacune de ces flèches.

Il est clair que si v, v′ ∈ F , ou si v ∈ R et v′ ∈ F , alors Hv �= Hv′ . Il faut donc
montrer que pour tous v, v′ ∈ R, on a Hv �= Hv′ . Remarquons que

Hv = Hv′ ⇔ γv
j = γv′

j ∀j ∈ {1, . . . , r}.

Soient v, v′ ∈ R. Alors soit il existe j ∈ {1, . . . , r} tel que v, v′ ∈ Gj, soit ce n’est pas le
cas, et alors il existe i, j ∈ {1, . . . , r} avec i �= j tels que v ∈ Gj, v′ ∈ Gi et v, v′ /∈ Gi∩Gj.
La démonstration découle alors des deux lemmes suivants.

Lemme 3.6.18. Soit j ∈ {1, . . . , r}. Si v, v′ ∈ Gj, alors Hv �= Hv′ .
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Démonstration. On reprend les résultats du lemme 3.6.14.
Si a0 ≥ 2 et p0 ≥ 2, alors

γW0
j < γ

V1,1

j < · · · < γWm
j ,

donc γv
j �= γv′

j pour tous v, v′ ∈ Gj et par conséquent, Hv �= Hv′ pour tous v, v′ ∈ Gj.
Sinon, a0 = 1 ou p0 = 1. Alors il existe Gi avec i �= j telle que Gi ∩ Gj = ∅ ou

Gi ∩ Gj = {W0} (sinon, le sommet W0 disparaitrait). Alors d’après le lemme 3.6.11, on
a

γW0
i < γ

V1,1

i < · · · < γWm
i ,

donc γv
i �= γv′

i pour tous v, v′ ∈ Gj et par conséquent, Hv �= Hv′ pour tous v, v′ ∈ Gj.

Lemme 3.6.19. Soient i, j ∈ {1, . . . , r} avec i �= j. Si v ∈ Gj et v′ ∈ Gi mais v, v′ /∈
Gi ∩ Gj, alors Hv �= Hv′ .

Démonstration. Les géodésiques Gi et Gj se séparent l’une de l’autre à partir d’un
certain axe vertical (qui n’est pas forcément le premier). Soient Vk,1 le sommet de cet
axe vertical appartenant à Gj et Vk,1, . . . ,Wk ceux de cet axe vertical appartenant à Gi.
On peut éventuellement avoir Vk,1 = · · · = Wk. Il y a deux cas possibles :

CAS 1 : v′ ∈ G[Wk,fi], CAS 2 : v′ ∈ G[Vk,1,Wk].

a
fj

fi
a′

CAS1

p′

p

v

v′

pk,1

pk

Vk,1ak,1

Wk

ak

a
fj

fi

v′a
′

p′

CAS2

p

v
Vk,1

pk,1

ak
Wk

pk

ak,1

On va montrer que dans les deux cas,
Nv,j

Nv,i

�= Nv′,j

Nv′,i
. Par conséquent, on aura Hv �=

Hv′ .
CAS 1 : Soit ṽ (resp. ṽ′) le sommet précédant v (resp. v′). Soit A (resp. A′) le produit

des nombres adjacents à G[v,fj ] (resp. G[v′,fi]). Soit P (resp. P ′) le produit des nombres
adjacents à G[Vk,1,ṽ] (resp. G[Wk,ṽ′]). Enfin, soient a (resp. a′) la décoration proche de
v (resp. v′) située sur G[Vk,1,v] (resp. G[Wk,v′]) et p (resp. p′) le produit des décorations
proches de v (resp. v′) situées ni sur G[Vk,1,v] ni sur G[v,fj ] (resp. ni sur G[Wk,v′] ni sur
G[v′,fi].

On a Nv,j = A, Nv′,i = A′, Nv,i = p
P

pk,1

P ′

ak

A′

a′ et Nv′,j = p′
P ′

ak

P

pk,1

A

a
. Alors,

Nv,j

Nv,i

· Nv′,i

Nv′,j
=

aa′a2
kp

2
k,1

pp′P 2P ′2 .
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Or par définition de a et a′, on a

a >
P 2

ak,1pk,1

p et a′ >
P ′2

akpk

p′,

donc
Nv,j

Nv,i

· Nv′,i

Nv′,j
>

akpk,1

ak,1pk

= 1 +
∆[Vk,1,Wk]

ak,1pk

> 1.

Donc
Nv,j

Nv,i

>
Nv′,j

Nv′,i
et Hv �= Hv′ .

CAS 2 : Avec les mêmes notations que pour le cas 1, on a Nv,j = A, Nv′,i = A′,

Nv,i = p
P

pk,1

A′

a′ et Nv′,j = p′
P

pk,1

A

a
. Alors,

Nv,j

Nv,i

· Nv′,i

Nv′,j
=

aa′p2
k,1

pp′P 2
.

Or par définition de a, on a

a >
P 2

ak,1pk,1

p,

donc
Nv,j

Nv,i

· Nv′,i

Nv′,j
>

a′pk,1

ak,1p′
= 1 +

∆[Vk,1,v′]

ak,1p′
> 1.

Donc
Nv,j

Nv,i

>
Nv′,j

Nv′,i
et Hv �= Hv′ .

3.6.5 Démonstration du théorème 3.6.4 dans le cas d’une branche
irréductible.

Proposition 3.6.20. Soit f ∈ C{x, y} un germe de courbe irréductible. Alors la fonction
zêta-topologique à une variable Ztop,0(f)(s) détermine la topologie de f .

Démonstration. Avec les notations du paragraphe 3.6.3, puisque f est irréductible, il n’y
a qu’une géodésique sur Dm(f) et elle ne comporte que des sommets Wk. Le diagramme
minimal de Newton de f est le suivant :

W1 Wm
a1

p1 pm

ama0
p0

(n)
W0

D’après la proposition 3.6.16 et le théorème 3.5.2, on lit au dénominateur de Ztop,0(f)
le nombre de sommets de rupture m de Dm(f). On a a0 ≥ 2 et p0 ≥ 2 car sinon, W0

disparaitrait. Donc d’après le lemme 3.6.14, on a

γW0 < γW1 < · · · < γWm
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et
Tk = akpk − νWk

> 0 ∀k ∈ {0, . . . ,m}.

De plus, si vs désigne la flèche de Dm(f), on a
γvs

γWm
=

ampmn

νWmn
= 1 +

Tm

νWm

> 1. On peut

donc d’une part ordonner les sommets W0, . . . ,Wm et d’autre part retrouver la multipli-
cité n de la flèche vs (γvs = 1/n). On a donc reconstitué le squelette de Dm(f), chaque
sommet de rupture Wk étant étiqueté par l’équation νWk

+NWk
s = 0 de l’hyperplan qui

lui est associé. Il reste à calculer les décorations attenantes aux Wk.
Pour chaque sommet Wk, k = 0, . . . ,m, la fonction Ztop,0(f)(s) permet de calculer

les quantités

Bk :=
AWk

νWk

et γWk =
νWk

NWk

.

D’après la formule 3.1 (paragraphe 3.5.2) et les propositions 3.2.1 et 3.2.3, on a d’une

part B0 =
T0 + 1

T0

. Or B0 − 1 =
1

T0

> 0, donc on en déduit T0 =
1

B0 − 1
. D’autre part,

Bk =
(pk − 1)(akpk + ak − νWk

)

(akpk − νWk
)(νWk

− ak)
=

(pk − 1)(ak + Tk)

(−pkTk−1Tk)
,

et −pkTk−1Tk �= 0. On obtient finalement le système suivant :

a0p0 − a0 − p0 = T0
a0 + p0

a0p0p1 · · · pm

= γW0

∀k ∈ {1, . . . ,m} :
(pk − 1)(akpk + ak − νWk

)

(akpk − νWk
)(νWk

− ak)
= Bk (Ek)

νWk

akpk · · · pm

= γWk (E ′
k)

où T0, γW0 , Bk et γWk sont connus.

Lemme 3.6.21. Pour tout k ∈ {1, . . . ,m}, on a

Tk =
Tk−1

Tk−1Bk + 1
.

Démonstration. On a
Bk =

(pk − 1)(ak + Tk)

−pkTk−1Tk

,

donc
BkTk−1 + 1 = 1 − (pk − 1)(ak + Tk)

pkTk

=
Tk−1

Tk

�= 0,

d’où le résultat.

On sait donc calculer Tk pour k = 0, . . . ,m.
Pour le sommet Wm, on a les deux équations (Em) et (E ′

m) :

(E ′
m) :

νWm

ampm

= γWm ⇔ am − pmTm−1

ampm

= γWm ⇔ am(1 − pmγWm) = pmTm−1.
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Or 1 − pmγWm =
pmTm−1

am

�= 0. Donc

(E ′
m) : am =

pmTm−1

1 − pmγWm
.

On injecte cette quantité dans (Em) et on obtient l’équation suivante :

(Fm) : (γWm − 1)(Tm−1Bm + 1)p2
m − γWmpm + 1 = 0.

C’est une équation de degré 2 en pm et le signe du produit des racines de cette équation
est le signe de (γWm − 1)(Tm−1Bm + 1). Or

(γWm − 1)(Tm−1Bm + 1) =
−Tm

ampm

Tm−1

Tm

=
−Tm−1

ampm

< 0.

On trouve donc une unique solution positive à (Fm) qui est pm et (E ′
m) donne am.

On remonte alors les équations (Ek) et (E ′
k) pour k allant de m− 1 à 1 : on suppose

que l’on a calculé (ai, pi) pour i = k + 1, . . . ,m. On a les équations (Ek) et (E ′
k). On en

déduit
(Fk) : (pk+1 . . . , pmγWk − 1)(Tk−1Bk + 1)p2

k − γWkpk + 1 = 0.

On a (pk+1 . . . pmγWk − 1)(Tk−1Bk + 1) =
−Tk−1

akpk

< 0, d’où pk puis ak.

Enfin, pour W0, on a a0p0 − a0 − p0 = T0 et
a0 + p0

a0p0

= p1 · · · pmγW0 dont on déduit

a0 et p0.

Algorithme de construction de Dm(f) pour un germe f irréductible.

1. Grâce à la proposition 3.6.16 et au théorème 3.5.2, la lecture du dénominateur de
Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) permet d’énumérer les sommets de rupture W0, . . . ,WM et la
flèche vs de Dm(f). Chaque sommet Wi est étiqueté par l’équation de l’hyperplan
qui lui est associé

Wi ; νWi
+ NWi

s = 0.

La flèche vs est étiquetée par l’équation de l’hyperplan qui lui est associée

vs ; 1 + ns = 0.

2. Grâce au lemme 3.6.14, on connecte les sommets et la flèche de Dm(f). À chaque
sommet Wi pour i = 1, . . . ,m, on connecte un sommet de valence 1 ; au sommet
W0, on connecte deux sommets de valence 1.

3. Il reste à calculer les décorations. Pour chaque sommet Wk, k = 0, . . . ,m, la
fonction Ztop,0(f)(s) permet de calculer les quantités

Bk :=
AWk

νWk

et γWk =
νWk

NWk

.
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4. Grâce au lemme 3.6.21, on calcule Tk pour k = 0, . . . ,m.
5. Pour k = m, . . . , 0, on résout l’équation

(Fk) : (pk+1 . . . , pmγWk − 1)(Tk−1Bk + 1)p2
k − γWkpk + 1 = 0.

La solution positive donne pk. De l’équation

(E ′
k) : ak =

pkTk−1

1 − pk · · · pmγWk
,

on déduit ak.

3.6.6 Squelette du diagramme.

Nous allons définir dans ce paragraphe un squelette S(f) de Dm(f) et montrer que
la lecture de Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) permet de reconstituer le squelette S(f) de Dm(f).

Partition associée à un sommet de rupture.

Soit v ∈ R un sommet de rupture de Dm(f). Soient vi, i = 1, . . . , k les sommets et
les flèches adjacents à v. On utilise les résultats des paragraphes 3.2.3 et 3.5.2. On a

Av(s2, . . . , sr) = 2 − k +
k∑

i=1

1

αi(s2, . . . , sr)
,

où

αi(s2, . . . , sr) = α̃i +
r∑

j=2

Ki,jsj.

Puisqu’on a choisi la décomposition D de f en produit de branches irréductibles, on a
les faits suivants pour les sommets de rupture et les flèches adjacents à v :

∃!i1 ∈ {1, . . . , k} tel que Ai1,1 �= 0 et Bi1,1 = 0.

∀i �= i1, on a Ai,1 = 0 et Bi,1 �= 0.

Cela signifie que l’unique géodésique reliant v à la flèche représentant f1 passe par le
sommet vi1 . Avec les notations du paragraphe 3.2.3, on a alors

∀j ∈ {2, . . . , r}, Ki1,j = −Bi1,j

βi1

et ∀i ∈ {1, . . . , k}, i �= i1, Ki,j =
Ai,j

αi

.

Définition 3.6.22. Pour i ∈ {1, . . . , k}, on définit

si i �= i1,Fv
i := {j ∈ {2, . . . , r}/G[vi,fj ] ne passe pas par v},

Fv
i1

:= {1, . . . , r}\ ∪k
i=1
i�=i1

Fv
i .

Remarque 3.6.23. Si vi est la flèche représentant fj, on a G[vi,fj ] = {vi}.
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On a alors

(3.2) αi1(s2, . . . , sr) = α̃i1 −
k∑

i=1
i�=i1

∑
j∈Fv

i

Bi1,j

βi1

sj

et pour tout i ∈ {1, . . . , k}, i �= i1,

(3.3) αi(s2, . . . , sr) = α̃i +
∑
j∈Fv

i

Ai,j

αi

sj.

Soit R = {1, . . . , r}. Alors on a

R = Fv
1 � · · · � Fv

k ,

c’est à dire que les F v
i pour i ∈ {1, . . . , k} forment une partition de R (en particulier,

Fv
i ∩ Fv

j = ∅ si i �= j).

Définition 3.6.24. Soit v ∈ R. On note Pv la partition de R associée à v.

Pv : R = Fv
1 � · · · � Fv

k .

On définit
Iv := card{Fv

i ∈ Pv/Fv
i �= ∅}.

Lemme 3.6.25. Si l’on exprime Av comme fraction irréductible de Q(s2, . . . , sr), alors
le dénominateur de cette fraction est égal à

∏k
i=1 αi(s2, . . . , sr).

Démonstration. On a

Av(s2, . . . , sr) =
(2 − k)

∏k
i=1 αi(s2, . . . , sr) +

∑k
i=1

∏
i′ �=i αi′(s2, . . . , sr)∏k

i=1 αi(s2, . . . , sr)
.

Supposons que Av n’est pas irréductible dans Q(s2, . . . , sr). Alors il existe i0 ∈ {1, . . . , k}
tel que αi0(s2, . . . , sr) divise le numérateur de Av. Donc αi0(s2, . . . , sr) divise∏

i�=i0
αi(s2, . . . , sr). Or les αi(s2, . . . , sr) sont des éléments irréductibles de Q[s2, . . . , sr].

Donc il existe i �= i0 et k ∈ Q∗ tels que

αi0(s2, . . . , sr) = kαi(s2, . . . , sr).

On a vu que Fv
i ∩ Fv

j = ∅ pour tout i �= j. D’après (3.2) et (3.3), on a alors

αi0(s2, . . . , sr) = kαi1(s2, . . . , sr).

S’il existe j2 ∈ {2, . . . , r} et i2 �= i0, i1 tels que Ai2,j2 �= 0, alors Ai0,j2 = 0 mais Bi1,j2 �= 0,
ce qui est contradictoire. Donc les seules possibilités sont
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(1) (2) (3)

vi0

vi1

vi0 vi0vi1

p p p

a a
a

v vvi1

v

Dans les trois cas, on a

(a) ∀j = 2, . . . , r,
Ai0,j

αi0

= k
−Bi1,j

βi1

,

(b) α̃i0 = kα̃i1 .

Dans le cas (1), l’égalité (a) donne k = −1 et l’égalité (b) donne k =
ap

ap − ν
, donc

ν = 2ap, ce qui implique a = p = 1 d’après le lemme 3.5.5. Mais alors δv = 2, ce qui est
impossible.

Dans le cas (2), l’égalité (a) donne k = −1 et l’égalité (b) donne
ν − a

ap
= k

ap − ν

ap
,

ce qui implique p = 1. Mais alors δv = 2, ce qui est impossible.

Enfin, dans le cas (3), l’égalité (a) donne k = −1 et l’égalité (b) donne 1 =
−k

p
, ce

qui implique p = 1. Mais alors δv = 2, ce qui est impossible.

La donnée de Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) permet donc d’obtenir la partition Pv de R associée
à tout sommet de rupture v ∈ R.

Définition et propriétés du squelette S(f) de Dm(f).

Tout diagramme minimal de Newton Dm(f) vérifie les propriétés suivantes :
– c’est un arbre (en particulier, il ne comporte pas de cycle),
– chaque sommet de rupture peut être connecté à au plus deux sommets de valence

1 et il existe au plus un sommet de rupture de Dm(f) connecté à deux sommets
de valence 1.

Nous allons définir un squelette S(f) étiqueté de Dm(f). C’est un arbre dont les
sommets sont des ensembles de sommets de rupture et de flèches de Dm(f). Dans un
premier temps, nous définissons les éléments de S(f).

Définition 3.6.26. Le sous-ensemble trivial Etrivial est l’ensemble des sommets de
rupture de Dm(f) tels que Iv = 1.

Lemme 3.6.27. Si v ∈ Etrivial, alors v a exactement 3 sommets voisins dont au plus
deux sommets de rupture ou un sommet de rupture et une flèche.

Démonstration. Soit v ∈ Etrivial, et soient w1, . . . , wk les sommets voisins de v. Puisque
v ∈ Etrivial, toutes les géodésiques qui joignent v aux flèches de Dm(f) passent par un
unique sommet voisin, disons w1.
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Supposons que v soit relié à un sommet de rupture w �= w1. Puisque v ∈ Etrivial,
toutes les géodésiques qui joignent w aux flèches de Dm(f) passent par v, donc w ∈
Etrivial. Si w est relié à un sommet de rupture autre que v, ce nouveau sommet est dans
Etrivial par le même raisonnement. Puisqu’ il n’existe pas de chaîne infinie, ce processus
s’arrête par un sommet de rupture relié à deux sommets de valence 1.

Donc si v est relié à un sommet de rupture autre que w1, il est relié au plus à un
sommet de valence 1, et s’il est relié à deux sommets de valence 1, il n’est relié à aucun
autre sommet de rupture que w1.

Lemme 3.6.28. L’ensemble Etrivial est connexe.

Démonstration. Soient v, v′ ∈ Etrivial. Soient wi, i = 1, . . . , k, les sommets voisins de v
et soit w1 l’unique sommet voisin par lequel passent toutes les géodésiques qui joignent
v aux flèches de Dm(f). Il y a deux cas à considérer : w1 ∈ G[v,v′] et w1 /∈ G[v,v′].

Si w1 /∈ G[v,v′], il existe un sommet de rupture w′ �= w1 voisin de v sur G[v,v′]. D’après
la preuve du lemme précédent, w′ ∈ Etrivial. On continue ce procédé le long de G[v,v′]
jusqu’à v′.

Si w1 ∈ G[v,v′], supposons par l’absurde qu’il existe un sommet de rupture w ∈ G[v,v′]
tel que w /∈ Etrivial. Puisque v′ ∈ Etrivial et w /∈ Etrivial, l’unique sommet w′

1 par
lequel passent toutes les géodésiques qui joignent v′ aux flèches de Dm(f) est sur G[w,v′].
D’après la démonstration du lemme précédent, il existe une géodésique G[v0,v] telle que
G[v0,v] ∩G[v,v′] = {v}, dont tous les sommets de rupture appartiennent à Etrivial et dont
le dernier sommet v0 est relié à deux sommets de valence 1. De même, il existe une
géodésique G[v′

0,v′] telle que G[v′
0,v′] ∩ G[v,v′] = {v′}, dont tous les sommets de rupture

appartiennent à Etrivial et dont le dernier sommet v′
0 est relié à deux sommets de valence

1. Or on a vu qu’au plus un sommet de rupture de Dm(f) peut être relié à deux sommets
de valence 1. Donc il n’existe pas de sommet w ∈ G[v,v′] tel que w /∈ Etrivial.

Etrivial

Définition 3.6.29. Un sous-ensemble stable E est un sous-ensemble connexe de
sommets de rupture de Dm(f) tel que

– pour tout v ∈ E, Iv = 2,
– E est maximal pour cette propriété.

Lemme 3.6.30. Soient E un sous-ensemble stable et v ∈ E. Alors v admet exactement
deux sommets voisins qui ne sont pas de valence 1 et qui ne sont pas dans Etrivial. En
outre, v admet soit un sommet voisin de valence 1, soit deux sommets voisins de valence
1, soit un sommet voisin dans Etrivial, soit un sommet voisin dans Etrivial et un sommet
voisin de valence 1.

Démonstration. Soient wi, i = 1, . . . , k, les sommets voisins de v. Il existe exactement
deux sommets w1 et w2 tels que les géodésiques qui joignent w1 et w2 aux flèches de
Dm(f) ne passent pas par v. Pour i = 3, . . . , k, les géodésiques qui joignent wi aux
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flèches de Dm(f) passent par v. Donc si v n’est pas connecté à Etrivial, δwi
= 1 et k = 3

ou 4 (on a vu que c’est une propriété des diagrammes qu’au plus un sommet de valence
1 est connecté à chaque sommet de rupture sauf peut être un sommet de rupture qui
est connecté à deux sommets de valence 1) . Si v est connecté à Etrivial, il existe un
unique i0 ∈ {3, . . . , k} tel que wi0 ∈ Etrivial et δwi

= 1 pour i ∈ {3, . . . , k} et i �= i0. En
particulier, on a k = 3 ou 4 (on a vu qu’au plus un sommet de Dm(f) était connecté à
deux sommets de valence 1 et que si Etrivial �= ∅, c’était un sommet de Etrivial).

Lemme 3.6.31. Soient E un sous-ensemble stable et v, v′ ∈ E. Alors Pv = Pv′.

Notation 3.6.32. On dit que Pv est la partition associée à E. On la note PE.

Démonstration. On peut supposer que v et v′ sont voisins. On a vu dans le lemme
précédent que v était connecté à exactement 2 sommets de rupture w1 et w2 qui ne sont
pas dans Etrivial et tels que les géodésiques qui joignent w1 et w2 aux flèches de Dm(f)
ne passent pas par v. Le résultat est alors clair.

E

Définition 3.6.33. Soit v un sommet de rupture de Dm(f). On dit que v est un som-
met de bifurcation si Iv ≥ 3.

Nous avons défini tous les éléments qui constituerons S(f), c’est à dire Etrivial ,
les sous-ensembles stables E, les sommets de bifurcation et les flèches de Dm(f). Nous
donnons maintenant des propriétés de ces sous-ensembles qui permettent de les connecter
les uns aux autres.

Proposition 3.6.34. Soient v, v′ deux sommets de rupture de Dm(f) qui ne sont pas
des sommets de bifurcation. Alors Pv = Pv′ si et seulement si v, v′ ∈ Etrivial ou bien v
et v′ appartiennent au même sous-ensemble stable.

Démonstration. Si Pv = Pv′ est la partition triviale, il est clair que v, v′ ∈ Etrivial.
Supposons que Iv = Iv′ = 2 et Pv = Pv′ . Si v et v′ n’appartiennent pas au même
sous-ensemble stable, alors il existe un sommet w ∈ G[v,v′] tel que Iw �= 2.

Il existe au moins un sommet de rupture w1 voisin de v et n’appartenant pas à G[v,v′]
tel que les géodésiques qui joignent w1 aux flèches de Dm(f) ne passent pas par v. Soit
F1 le sous-ensemble de R associé à ce sommet et soit F2 l’autre sous-ensemble de Pv.
De même, il existe au moins un sommet de rupture w′

1 voisin de v′ et n’appartenant pas
à G[v,v′] tel que les géodésiques qui joignent w′

1 aux flèches de Dm(f) ne passent pas par
v′. Soit F ′

1 le sous-ensemble de R associé à ce sommet et soit F ′
2 l’autre sous-ensemble

de Pv′ . Les géodésiques qui joignent w1 aux flèches de D(f) et w′
1 aux flèches de Dm(f)

ne passent pas par w. Donc Iw ≥ 2.
Or Iw �= 2, donc Iw ≥ 3. Alors il existe au moins un sommet w3 voisin de w et

n’appartenant pas à G[v,v′] tel que tels que les géodésiques qui joignent w3 aux flèches de
Dm(f) ne passent pas par w. Soit F le sous-ensemble de R associé à ce sommet. Alors
on a (F ∪ F ′

1) ⊂ F2 et F �= ∅, ce qui contredit le fait que Pv = Pv′ .
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Proposition 3.6.35. Soient v et v′ deux sommets de bifurcation de Dm(f). Alors Pv �=
Pv′.

Démonstration. Soit w le sommet adjacent à v sur G[v,v′]. Le sommet w n’est pas de
valence 1 et il n’appartient pas à Etrivial car sinon, on aurait v′ ∈ Etrivial. Soit F le
sous-ensemble de R associé à ce sommet. Puisque v′ est un sommet de bifurcation, il
existe au moins deux sommets de rupture w′

1 et w′
2 voisins de v′ tels que les géodésiques

qui joignent w′
1 et w′

2 aux flèches de D(f) ne passent pas par v′. Soient F ′
1 et F ′

2 les
sous-ensembles de R associé à ces sommets. Alors on a (F ′

1∪F ′
2) ⊂ F , donc Pv �= Pv′ .

Proposition 3.6.36. Soient v un sommet de bifurcation de Dm(f) et E un sous-
ensemble stable. Soit F un sous-ensemble non vide de R. Alors F ∈ Pv et F ∈ PE

si et seulement si v est connecté à un sommet de E.

Démonstration. Si v est connecté à un sommet de E, soit v′ ce sommet. Puisque v′ ∈ E,
il n’existe qu’un sommet de rupture w1 connecté à v′ autre que v. Soit F1 le sous-
ensemble de R associé à ce sommet. Alors F1 est aussi le sous-ensemble de R associé au
sommet v′ dans la partition de v.

Réciproquement, soit F �F ′ la partition PE et soit F ′
1 � · · · �F ′

l la partition Pv. Si
v n’est pas connecté à un sommet de E, alors il existe un sommet w /∈ E appartenant à
G[v,v′] où v′ est une extrémité de E. Considérons le sommet w voisin de v′. Le sommet w
n’est pas de valence 1 et il ne peut pas être dans Etrivial car sinon, on aurait v ∈ Etrivial.
Donc w est un sommet de bifurcation et il existe au moins un sommet de rupture w1

voisin de w et n’appartenant pas à G[v,v′] tel que les géodésiques qui joignent w1 aux
flèches de Dm(f) ne passent pas par w. Soit F1 le sous-ensembles de R associé à ce
sommet. D’autre part, soit w′

1 le sommet de rupture voisin de v situé sur G[v,v′] et soit
F ′

1 le sous-ensembles de R associé à ce sommet. Alors on a (F1 ∪F ′
2 � · · · � F ′

l ) ⊂ F et
(F1 ∪ F ′) ⊂ F ′

1. En particulier, F /∈ Pv et F ′ /∈ Pv.

Proposition 3.6.37. Soient v et v′ deux sommets de bifurcation de Dm(f). Soient
Pv : R = F1 � · · · �Fm et Pv′ : R = F ′

1 � · · · �F ′
n. Alors v et v′ sont connectés par une

arête ou bien sont connectés aux deux extrémités d’un même sous-ensemble stable si et
seulement s’il existe k ∈ {1, . . . ,m} et l ∈ {1, . . . , n} tels que

Fk = ∪n
i=1
i�=l

F ′
i et F ′

l = ∪n
j=1
j �=k

Fj.

Démonstration. Si v et v′ sont connectés par une arête ou bien sont connectés aux deux
extrémités d’un même sous-ensemble stable, c’est clair.

Réciproquement, supposons qu’il existe un sommet de rupture w ∈ G[v,v′] n’appar-
tenant pas à un sous-ensemble stable. Alors Iw ≥ 2 donc w /∈ Etrivial. Donc w est un
sommet de bifurcation. Il existe au moins un sommet de rupture w1 voisin de w et n’ap-
partenant pas à G[v,v′] tel que les géodésiques qui joignent w1 aux flèches de Dm(f) ne
passent pas par w. Soit F le sous-ensemble non vide de R associé à ce sommet. D’autre
part, soit w1 (resp. w′

1) le sommet de rupture voisin de v (resp. v′) situé sur G[v,v′] et
soit F1 (resp. F ′

1) le sous-ensembles de R associé à ce sommet. Alors on a

(F ∪ F ′
2 ∪ · · · ∪ F ′

n) ⊂ F1
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et
(F ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fm) ⊂ F ′

1.

Pour tout i ∈ {2, . . . ,m}, Fi � F ′
1 donc Fi �⊃ F ′

1, et F ′
2 ∪ · · · ∪F ′

n ⊂ Fm et Fi ∩Fm = ∅
donc Fi �⊃ F ′

2 ∪ · · · ∪ F ′
n. De plus, Fm �= ∪n

j=2Fj car F �= ∅ et Fm �⊃ F ′
1 car F1 ⊂ F ′

1 et
F1 ∩ Fm = ∅. Donc � ∃k ∈ {1, . . . ,m}, l ∈ {1, . . . , n}/Fk = ∪n

i=1
i�=l

F ′
i .

Proposition 3.6.38. Soit j ∈ {1, . . . , r}. L’ensemble des sommets de rupture v pour les-
quels {j} ∈ Pv est constitué soit d’un sommet de bifurcation w, soit d’un sous-ensemble
stable E, soit d’un sommet de bifurcation w et d’un sous-ensemble stable E connectés
par une arête, soit du sous-ensemble trivial Etrivial. Alors la flèche représentant fj est
connectée à w dans le premier cas, une extrémité de E dans le second, l’extrémité de
E à laquelle n’est pas connecté w dans le troisième et l’extrémité de Etrivial qui n’a pas
deux sommets de valence 1 dans le quatrième.

Démonstration. Si w est le sommet de rupture de Dm(f) relié à la flèche représentant
fj, alors il est clair que {j} ∈ Pw. De plus, w peut être l’extrémité de Etrivial qui n’a pas
deux sommets de valence 1, un sommet de bifurcation ou bien l’extrémité d’un sous-
ensemble stable E. Dans ce dernier cas, si l’autre extrémité de E est reliée à un sommet
de bifurcation w′, alors on a aussi {j} ∈ Pw′ .

D’autre part, soit v un sommet de rupture de Dm(f) différent de w et n’appartenant
pas à E ou Etrivial selon le cas. Alors G[v,fj ] passe par w. Puisque w est un sommet de
bifurcation, il existe au moins un sommet de rupture w1 voisin de w et n’appartenant pas
à G[v,w] tel que les géodésiques qui joignent w1 aux flèches de Dm(f) ne passent pas par
w. Soit F le sous-ensemble non vide de R associé à ce sommet. Alors le sous-ensemble
de la partition de v contenant j contient F ∪ {j}.
Proposition 3.6.39. Supposons que Etrivial �= ∅. Soient v0, . . . , vn les sommets de
Etrivial avec v0 ≺ · · · ≺ vn, v0 est connecté à deux sommets de valence 1 et les vi

sont connectés à un sommet de valence 1 pour i = 1, . . . , n. Soit v le sommet de rupture
de Dm(f) relié à l’extrémité vn de Etrivial. Alors

v0 = vmin,j pour tout j ∈ {1, . . . , r}.
De plus, pour tout j ∈ {1, . . . , r},

γv0
j < · · · < γvn

j < γv
j < γv′

j

pour tout sommet de rupture v′ ∈ Dm(f) différent de v0, . . . , vn et v.

Démonstration. On a déjà vu que Etrivial est un ensemble connexe (lemme 3.6.28), et que
tous les sommets de Etrivial admettent comme partition associée la partition triviale. De
plus, chaque sommet de Etrivial admet exactement deux sommets de rupture voisins et un
sommet voisin de valence 1, sauf un sommet v0 qui admet un sommet de rupture voisin
et deux sommets voisins de valence 1 ; donc chaque sommet de Etrivial admet un sommet
précédent, sauf v0. Pour tout j ∈ {1, . . . , r}, on a alors G[v0,fj ] = Gj et Etrivial ⊂ Gj.
En particulier, avec les notations du paragraphe 3.6.3, on a Etrivial = {W0, . . . ,Wn} où
Wi = vi. Cela signifie que si Etrivial est non vide, il est par construction constitué des
premiers sommets de toutes les géodésiques Gj de Dm(f).
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Soient a0 et p0 les décorations proches de v0 situées sur les arêtes reliant v0 aux deux
sommets de valence 1. Alors on a a0 ≥ 2 et p0 ≥ 2 (car sinon, v0 disparaitrait). Donc
d’après le lemme 3.6.14, on a d’une part,

v0 = vmin,j pour tout j ∈ {1, . . . , r},
et d’autre part,

γv0
j < · · · < γvn

j < γv
j < γv′

j

pour tout sommet de rupture v′ ∈ R différent de v0, . . . , vn et v.

En particulier, cette proposition permet d’identifier le sommet de rupture v de Dm(f)
auquel est connecté Etrivial.

Définition 3.6.40. Le squelette S(f) de Dm(f) est l’ensemble consitué du sous-
ensemble trivial Etrivial, des sous-ensembles stables, des singletons contenant les sommets
de bifurcation et des singletons contenant les flèches de Dm(f), ces sous ensembles étant
connectés les uns aux autres selon les propriétés énumérées dans les propositions 3.6.36,
3.6.37, 3.6.38 et 3.6.39, et chaque sommet et chaque flèche contenu dans les différents
sous-ensembles étant étiqueté par l’équation de l’hyperplan qui lui est associé.

Algorithme de construction du squelette étiqueté S(f) de Dm(f).

1. Grâce à la proposition 3.6.16, la lecture du dénominateur de Ztop,0(f)(s1, . . . , sr)
permet d’énumérer les sommets de rupture v1, . . . , vM et les flèches a1, . . . , ar de
Dm(f). Chaque sommet vi est étiqueté par l’équation de l’hyperplan qui lui est
associé

vi ; νvi
+ Nvi,1s1 + · · · + Nvi,rsr = 0.

Chaque flèche ai est étiquetée par l’équation de l’hyperplan qui lui est associée

ai ; 1 + nisi = 0.

En particulier, on obtient les multiplicités (ni) des flèches ai.
2. Pour tout sommet de rupture vi, on calcule

Avi
(s2, . . . , sr) :=

(
(νvi

+
r∑

j=1

Nvi,jsj)Ztop,0(f)

)(
− νvi

Nvi,1

−
r∑

j=2

Nvi,j

Nvi,1

sj, s2, . . . , sr

)

et on en déduit la partition Pvi
de R associée à vi.

3. À l’aide des lemmes 3.6.28 et 3.6.31 et des propositions 3.6.34 et 3.6.35, on trie les
sommets v1, . . . , vM et les flèches a1, . . . , ar en quatre types de sous-ensembles :
– le sous-ensemble trivial,
– les sous-ensembles stables,
– des singletons contenant les sommets de bifurcation,
– des singletons contenant les flèches.

4. À l’aide des propositions 3.6.36, 3.6.37, 3.6.38 et 3.6.39, on relie ces différents types
de sous-ensembles par des arêtes.
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On obtient un squelette étiqueté S(f) des sommets de rupture et des flèches de
Dm(f).

{v1}

{v4}

{v3}

E2 = {v10, v12}

{v4}

{a4}

{a1}

S(f)

E1 = {v6, v8}

E3 = {v11}

{a3}

{a5}

{a2}

{v2}Etrivial = {v5, v7, v9}

3.6.7 Connexion des sommets des sous-ensembles de S(f).

On a vu dans le paragraphe précédent comment étiqueter chaque sommet de rupture
et chaque flèche de Dm(f) en lisant le dénominateur de Ztop,0(f). Cela revient à se donner
pour chaque sommet de rupture v l’ensemble {γv

j , j = 1, . . . , r} et pour chaque flèche sa
multiplicité. La partition Pv associée à chaque sommet permet de partitionner l’ensemble
des sommets de rupture de Dm(f) en sous-ensembles qui sont le sous-ensemble trivial,
les sous-ensembles stables et les sous-ensembles constitués d’un sommet de bifurcation.
On a vu comment ces partitions permettaient de connecter entre eux ces différents sous-
ensembles et de connecter ces sous-ensembles aux flèches de Dm(f).

Nous allons maintenant étudier comment, à l’intérieur de chaque sous-ensemble, les
sommets sont reliés par des arêtes en étudiant chaque {γv

j , j = 1, . . . , r}. Nous donnons
d’abord des résultats préliminaires que seront utiles à notre étude.

Résultats préliminaires.

On a f =
∏r

j=1 f
nj

j . Alors pour tous i, j ∈ {1, . . . , r} avec i �= j, les diagrammes
minimaux de Newton Dm(f

nj

j ) et Dm(fni
i f

nj

j ) sont des sous-diagrammes de Dm(f).
Nous voulons dans un premier temps identifier les portions de Dm(f) qui correspondent
à Dm(f

nj

j ) et Dm(fni
i f

nj

j ). On renvoie aux définitions et aux notations du paragraphe
3.6.3.

Définition 3.6.41. Soit j ∈ {1, . . . , r}. Le sommet vmin,j est l’unique sommet véri-
fiant γ

vmin,j

j = minv∈R γv
j . On note Gj la géodésique de Dm(f) reliant vmin,j à la flèche

représentant fj. On a Gj ⊂ Gj.

Proposition 3.6.42. Soit j ∈ {1, . . . , r}. Les sommets de rupture de Dm(f
nj

j ) sont
exactement les sommets de rupture de Gj pour lesquels la décoration proche adjacente à
Gj est strictement supérieure à 1 rencontrés dans le même ordre.

Démonstration. Pour obtenir Dm(f
nj

j ) à partir de Dm(f), on supprime toutes les flèches
de Dm(f) ne représentant pas fj et on minimalise ce nouveau diagramme. On reprend
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la construction des diagrammes décrite au paragraphe 1.2. Le diagramme Dm(f) est
un sous diagramme de D(f) qui est constitué de plusieurs axe verticaux construits
successivement. Le diagramme est complet quand toutes les arêtes se terminent par
un sommet ou une flèche. Considérons un axe vertical de Dm(f) ne contenant aucun
sommet de Gj. En partant des derniers axes construits et en remontant vers le premier
axe vertical, une fois toutes les arêtes ne repésentant pas fj supprimées, on obtient une
portion de diagramme du type :

a2

an

pn

p2

p1

V1

V2

Vn

a1

Les arêtes situées à droite des Vi portent la décoration 1 donc disparaissent par mi-
nimalisation. Alors il ne reste que des sommets de valence 2 qui disparaissent également
par minimalisation. Si un axe vertical contient k sommets de Gj,

a2

p2

p1

V1

V2

a1

an

pn
Vn

Vk
Gj

alors avec le même raisonnement, tous les sommets et arêtes n’étant pas sur Gj

disparaissent par minimalisation. Il ne reste donc que Gj. Or d’après le lemme 3.6.14,
tous les sommets de Gj situés sur G[W0,vmin,j ] vérifient a0 ou p0 = 1 et pi = 1. Ces
sommets disparaissent par minimalisation. Enfin, les sommets de Gj dont la décoration
adjacente à Gj est égale à 1 disparaissent également par minimalisation. Les sommets
restants sont des sommets de rupture dont la décoration adjacente à Gj est strictement
supérieure à 1 donc ne disparaissent pas.

Proposition 3.6.43. Soient i, j ∈ {1, . . . , r} avec i �= j. Les sommets de rupture de
Dm(fni

i f
nj

j ) sont exactement les sommets de rupture de Dm(f) situés sur G[fi,fj ] pour
lesquels la décoration proche adjacente à G[fi,fj ] est strictement supérieure à 1 rencontrés
dans le même ordre.

Démonstration. C’est le même raisonnement que la preuve précédente.
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Proposition 3.6.44. Soient i, j ∈ {1, . . . , r} avec i �= j. Alors on a

Ztop,0(f
ni
i f

nj

j )(si, sj) = Ztop,0(f)(0, . . . , 0, si, 0, . . . , 0, sj, 0, . . . , 0),

Ztop,0(f
nj

j )(sj) = Ztop,0(f)(0, . . . , 0, sj, 0, . . . , 0).

Démonstration. Il suffit d’utiliser la définition de Ztop,0(f) :

Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) =
∑
I⊂T

χtop(E
◦
I )

∏
i∈I

1

νi + Ni,1s1 + · · · + Ni,rsr

et de remarquer que si π : X −→ C2 est une résolution de f =
∏r

j=1 f
nj

j , alors π est une
résolution de fni

i f
nj

j et de f
nj

j .

Remarque 3.6.45. Afin de reconstruire le diagramme minimal de Newton de f , nous
allons utiliser successivement la donnée de Ztop,0(f

nj

j )(sj) pour j ∈ {1, . . . , r} et de
Ztop,0(f

ni
i f

nj

j )(si, sj) pour i, j ∈ {1, . . . , r} et i �= j. Ceci n’est pas surprenant. En effet,
d’après M. Lejeune-Jalabert, on dispose du résultat suivant ([Le]) :

Proposition 3.6.46. Soit f =
∏r

i=1 fi ∈ C{x, y} la décomposition en composantes
irréductibles d’un germe de courbe plane. Alors la donnée de la topologie de chaque
composante fi pour i ∈ {1, . . . , r} et de (fi, fj)0 pour tous i, j ∈ {1, . . . , r} avec i �= j
détermine la topologie de f .

Résultats sur les sommets des sous-ensembles stables.

Soit E un sous-ensemble stable de S(f). Soit PE la partition associée à E. On a
PE = F1 �F2. Soient i ∈ F1 et j ∈ F2. D’après le lemme 3.6.30, E est connecté à deux
sommets de bifurcation ou flèches et éventuellement à un sommet de Etrivial. Sur Dm(f),
soient vi, vj ∈ R ∪ F les sommets ou les flèches connectés à E tels que E ∩ G[vi,fi] = ∅
et E ∩ G[vj ,fj ] = ∅.

E
vi vj

fi

E

vi

vj

Etrivial

fj

fi

fj

En calculant γv
i et γv

j pour tout v ∈ R, on identifie vmin,i et vmin,j sur Dm(f) et on
trace Gi et Gj.

Lemme 3.6.47. Si E ⊂ Gi (resp. E ⊂ Gj) et si V1, . . . , Vl sont les sommets de E
rencontrés dans cet ordre sur Dm(f) quand on parcourt Gi (resp. Gj) de vmin,i (resp.
vmin,j) vers fi (resp. fj), alors on a

γV1
i < · · · < γVl

i (resp. γV1
j < · · · < γVl

j ).
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Démonstration. C’est évident d’après le lemme 3.6.14.

Lemme 3.6.48. Il y a deux cas où E �⊂ Gi et E �⊂ Gj :

(1) Etrivial �= ∅ et le sommet v auquel est connecté Etrivial appartient à E,

Etrivial
v0

vj

vi

v

E

(2) Etrivial = ∅, vmin,j ∈ E et vmin,i /∈ E (resp. vmin,i ∈ E et vmin,j /∈ E) et il existe au
moins un sommet de E n’appartenant pas à Gj (resp. Gi). Alors il existe un seul
sommet v de E vérifiant v /∈ Gj (resp. Gi).

Evi vj

(3) Etrivial = ∅, vmin,i ∈ E et vmin,j ∈ E. Alors si vmin,i �= vmin,j, il existe au plus un
sommet v ∈ G[vmin,i,vmin,j ] différent de vmin,i et vmin,j.

vj

vi

E

vj

vi

E

Remarque 3.6.49. Il existe au plus un sous-ensembles stable qui vérifie l’une ou l’autre
de ces propriétés.

Démonstration. (1) Si Etrivial �= ∅, on a vu dans la proposition 3.6.39 que le sommet
v0 de Etrivial qui est connecté à deux sommets de valence 1 vérifie v0 = vmin,j pour
tout j ∈ {1, . . . , r}. Donc v0 = vmin,i = vmin,j. Si Etrivial est connecté à un sommet
v de E, alors une partie des sommets de E sera inclue dans Gi et une autre dans
Gj. Il existe au plus un sous-ensemble stable connecté à Etrivial donc au plus un
sous-ensemble stable qui vérifie cette propriété.

(2),(3) Si Etrivial = ∅, puisque E �⊂ Gi et E �⊂ Gj, alors vmin,i ∈ E ou vmin,j ∈ E. De plus,
si vmin,i ∈ E (resp. vmin,j ∈ E), d’après le lemme 3.6.14, on a vmin,i = vmin,i′ (resp.
vmin,j = vmin,j′) pour tout i′ ∈ F1 (resp. j ′ ∈ F2).
Si vmin,i �= vmin,j et s’il existe un sommet v de E n’appartenant ni à Gi ni à Gj,
alors d’après le lemme 3.6.14, au plus une des décorations proches de ce sommet est
différente de 1. C’est la décoration située sur l’arête reliant v à un sommet de valence
1 car sinon, v disparaitrait par minimalisation. Alors v n’admet pas de sommet
précédent car sinon, une des autres décorations proches de v serait strictement
supérieure à 1. Au plus deux sommets de E n’admettent pas de sommet précédent
(car on sait que les sommets de E sont connectés à exactement deux sommets de
rupture et un sommet de valence 1). S’il en existe deux, soient v et v′ ces deux
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sommets et soient p et p′ les décorations située sur l’arête reliant v et v′ à des
sommets de valence 1. On a p > 1 (resp. p′ > 1) car sinon, v (resp. v′) disparaitrait.

p

p′

v

v′

Si toutes les autres décorations proches de ces deux sommets sont égales à 1, on a
∆[v,v′] = 1 − pp′ < 0, ce qui est impossible. Donc il existe au plus un sommet de E
n’appartenant ni à Gi ni à Gj.
Enfin, un seul sous-ensemble stable de S(f) peut admettre des sommets n’ayant pas
de sommet précédent, donc au plus un sous-ensemble stable vérifie la propriété (2)
ou (3).

On note V1 = V2 = v dans le cas (1), V1 = vmin,j dans le cas (2) et V1 = vmin,i,
V2 = vmin,j dans le cas (3) (on peut avoir V1 = V2). On a

γV1
i = min{γV

i , V ∈ E} et γV2
j = min{γV

j , V ∈ E}.
Il faut noter que d’après la proposition 3.6.42, dans le cas (2), V1 = vmin,j est un sommet
de rupture de Dm(f

nj

j ) mais qu’il existe un sommet V ∈ E qui n’est pas un sommet de
rupture de Dm(f

nj

j ). Dans le cas (3), V1 (resp. V2) est un sommet de rupture de Dm(fni
i )

(resp. Dm(f
nj

j )) mais il peut exister un sommet V ∈ G[V1,V2] différent de V1 et V2 qui
n’est ni un sommet de rupture de Dm(fni

i ) ni un sommet de rupture de Dm(f
nj

j ). En
revanche, dans le cas (1), V1 = V2 peut ne pas être un sommet de rupture de Dm(fni

i )
et de Dm(f

nj

j ). Soient

r := card{w,w ∈ G[V1,vi], w �= V1, vi},
s := card{w,w ∈ G[V2,vj ], w �= V2, vj}.

Lemme 3.6.50. La donnée de {γV
i , V ∈ E} (resp. {γV

j , V ∈ E}) et de Ztop,0(f) permet
de calculer r (resp. s).

Démonstration. D’après la proposition 3.6.44, on calcule Ztop,0(f
ni
i ). D’après la pro-

position 3.6.42, les sommets de rupture de Dm(fni
i ) qui sont des sommets de E sont

exactement les sommets {w,w ∈ G[V1,vi], w �= vi} (les décorations proches des sommets
w ∈ G[V1,vi] adjacentes à G[V1,vi] sont supérieures à 1 car sinon, ces sommets disparai-
traient). D’après les théorèmes 3.3.1 et 3.5.2, le dénominateur de Ztop,0(f

ni
i ) est constitué

des νv + Nv,isi où v décrit les sommets de rupture et la flèche de Dm(fni
i ). Soient

Γi := {γv
i /(νv + Nv,isi) est au dénominateur de Ztop,0(f

ni
i )},

Γj := {γv
j /(νv + Nv,jsj) est au dénominateur de Ztop,0(f

nj

j )}.
On a γV1

i = min{γV
i , V ∈ E}. Puisqu’on a identifié V1 et vi, on calcule γV1

i et γvi
i . Alors

card{v, γv
i ∈ Γi et γV1

i < γv
i < γvi

i } = r.

On fait le même raisonnement avec j et V2.
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Soient w1, . . . , wr les sommets de G[V1,vi] différents de V1 et vi rencontrés dans cet
ordre sur Dm(f) quand on parcourt G[V1,vi] de V1 vers vi. Soient w′

1, . . . , w
′
s les sommets

de G[V2,vj ] différents de V2 et vj rencontrés dans cet ordre sur Dm(f) quand on parcourt
G[V2,vj ] de V2 vers vj.

Lemme 3.6.51. La donnée de {V ∈ E}, {γV
i , V ∈ E}, {γV

j , V ∈ E}, Ztop,0(f
ni
i ) et

Ztop,0(f
nj

j ) permet d’identifier w1, . . . , wr et w′
1, . . . , w

′
s dans {V ∈ E}.

Démonstration. S’il existe, on note V0 le sommet de E appartenant à G[V1,V2] différent
de V1 et V2. D’après ce qui précède, on a

(3.4) γ
w′

s
i > · · · > γ

w′
1

i > γV2
i > γV0

i < γV1
i < γw1

i < · · · < γwr
i ,

(3.5) γwr
j > · · · > γw1

j > γV1
i > γV0

j < γV2
i < γ

w′
1

j < · · · < γ
w′

s
j .

(dans ces inégalités, V0 peut ne pas exister, et si V1 = V2, on suppose que V2 n’existe
pas)

D’après la proposition 3.6.44, on calcule Ztop,0(f
ni
i ) et Ztop,0(f

nj

j ). Notons à nouveau

Γi := {γv
i /(νv + Nv,isi) est au dénominateur de Ztop,0(f

ni
i )},

Γj := {γv
j /(νv + Nv,jsj) est au dénominateur de Ztop,0(f

nj

j )}.
D’après les théorèmes 3.3.1 et 3.5.2,

{γv
i /γ

v
i ∈ Γi et γV1

i < γv
i < γvi

i } = {γw1
i , . . . , γwr

i }.

De plus, on a γw1
i < · · · < γwr

i . De même,

{γv
j /γ

v
j ∈ Γj et γV2

j < γv
j < γ

vj

j } = {γw′
1

j , . . . , γ
w′

s
j }.

De plus, on a γ
w′

1
j < · · · < γ

w′
s

j .
Notons que l’on a démontré dans la preuve de la proposition 3.6.19 que si v ∈ Gi,

v′ ∈ Gj et v, v′ /∈ Gi ∩ Gj, alors
Nv,j

Nv,i

<
Nv′,j

Nv′,i
,

c’est à dire

(3.6)
γv

i

γv
j

<
γv′

i

γv′
j

.

Puisqu’on connait V1, V2, vi et vj, on connait

{γv
i /γ

v
i ∈ Γi et γV1

i < γv
i < γvi

i }

et
{γv

j /γ
v
j ∈ Γj et γV2

j < γv
j < γ

vj

j }.
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Soit
γV

j := max{γv
j /γ

v
j ∈ Γj et γV2

j < γv
j < γ

vj

j }.
Alors on a γV

j = γ
w′

s
j . Si w′

s est l’unique sommet de E vérifiant γV
j = γ

w′
s

j , on a identifié
w′

s. Sinon, d’après (3.5), il existe au plus un autre sommet V ′ ∈ E tel que γV
j = γV ′

j , et
s’il existe, V ′ = wk où wk ∈ {V0, V1, w1, . . . , wr}. Si γwk

j = γ
w′

s
j , on veut différencier w′

s

de wk. Si γ
w′

s
i /∈ Γi, alors on sait que w′

s /∈ G[V1,vi] donc w′
s ∈ G[V2,vj ] et on identifie w′

s.
En revanche, si γ

w′
s

i ∈ Γi, alors d’après (3.4), il existe un unique wl ∈ {w1, . . . , wr} tel
que γ

w′
s

i = γwl
i . Alors d’après (3.6), γ

w′
s

j < γwl
j . Mais alors, wl est forcément sur G[V1,vi]

puisque γ
w′

s
j est par définition le maximum des γv

j pour lesquels v est sur G[V2,vj ]. Donc
on identifie également w′

s.
Maintenant, supposons que l’on a identifié les sommets w′

k+1, . . . , w
′
s. Soit

γV
j := max{γv

j /γ
v
j ∈ Γj et γV2

j < γv
j < γ

w′
k+1

j }.

On a γV
j = γ

w′
k

j . Si w′
k est l’unique sommet de E vérifiant γV

j = γ
w′

k
j , on a identifié w′

k.
Sinon, d’après (3.5), il existe au plus un autre sommet V ′ ∈ E tel que γV

j = γV ′
j , et s’il

existe, V ′ = wl où wl ∈ {V0, V1, w1, . . . , wr}. Si γwl
j = γ

w′
k

j , on veut différencier w′
k de

wl. Si γ
w′

k
i /∈ Γi, alors on sait que w′

k /∈ G[V1,vi] donc w′
k ∈ G[V2,vj ] et on identifie w′

k. En
revanche, si γ

w′
k

i ∈ Γi, alors d’après (3.4), il existe un unique wm ∈ {w1, . . . , wr} tel que
γ

w′
k

i = γwm
i . Alors d’après (3.6), γ

w′
k

j < γwm
j . Mais alors, wm est forcément sur G[V1,vi]

puisqu’on a déjà identifié tous les sommets v de G[V2,vj ] tels que γv
j > γ

w′
k

j . Donc w′
k est

sur G[V2,vj ] et on identifie également w′
k.

Algorithme de connexion des sommets des sous-ensembles de S(f).

Maintenant que nous avons énoncé toutes les propriétés nécessaires, nous décrivons
l’algorithme permettant de connecter entre eux les sommets d’un sous-ensemble de S(f).

1. D’après le paragraphe précédent, on connait les sommets v0, . . . , vn de Etrivial et
leurs étiquettes. Pour un j ∈ {1, . . . , r}, on calcule γvi

j pour tous les sommets
vi ∈ Etrivial et la proposition 3.6.39 permet alors de connecter ces sommets les uns
aux autres.

2. Soit E un sous-ensemble stable. D’après le paragraphe précédent, on connait les
sommets de E et leurs étiquettes. On calcule la partition PE associée à E. On a
PE = F1 �F2. Soient i ∈ F1 et j ∈ F2. D’après le lemme 3.6.30, E est connecté à
deux sommets de bifurcation ou flèches et éventuellement à un sommet de Etrivial.
Sur S(f), soient vi, vj ∈ R ∪ F les sommets ou les flèches connectés à E tels que
E∩G[vi,fi] = ∅ et E∩G[vj ,fj ] = ∅ (puisque vi et vj sont des sommets de bifurcation
ou des flèches, il sont dans des sous-ensembles de S(f) qui sont des singletons,
donc on sait les identifier).
Avec la donnée de S(f), on connait l’ensemble des sommets de rupture de Dm(f)
et leur étiquette. On calcule γv

i (resp. γv
j ) pour tout sommet de rupture v et on
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identifie vmin,i (resp. vmin,j) sur S(f). Le sommet vmin,i (resp. vmin,j) appartient
soit à Etrivial, soit à un sous-ensemble stable qui peut être E, soit à un singleton qui
contient un unique sommet de bifurcation. Enfin, on trace sur S(f) la géodésique
Gi (resp. Gi) reliant le sous-ensemble de S(f) qui contient vmin,i (resp. vmin,j) à fi

(resp. fj).
D’après la proposition 3.6.44, on calcule Ztop,0(f

ni
i ) et Ztop,0(f

nj

j ). On calcule alors

Γi = {γv
i /(νv + Nv,isi) est au dénominateur de Ztop,0(f

ni
i )},

Γj = {γv
j /(νv + Nv,jsj) est au dénominateur de Ztop,0(f

nj

j )}.

Si E est complètement inclus dans Gi (resp. Gj), et si pour tout sommet v ∈ E,
γv

i ∈ Γi (resp. γv
j ∈ Γj), alors d’après le lemme 3.6.47, on ordonne les sommets de

E.
Sinon, on est dans le cas (1) (2) ou (3) du lemme 3.6.48. Alors les lemmes 3.6.50
et 3.6.51 permettent d’ordonner les sommets de E.

On obtient un arbre identique à Dm(f) sans les sommets de valence 1 de Dm(f)
et les arêtes connectées à ces sommets et sans les décorations de Dm(f). Soit T (f) cet
arbre.

3.6.8 Décoration de l’arbre T (f).

À présent, on a connecté tous les sommets des sous-ensembles de S(f) les uns aux
autres et on a ainsi obtenu l’arbre T (f). Il reste à décorer chaque arête de cet arbre. Nous
allons exhiber des propriétés concernant les décorations proches des différents sommets
du diagramme, puis nous donnerons un algorithme de décoration de T (f).

Lemme 3.6.52. Soit j ∈ {1, . . . , r}. Si v /∈ Gj, alors au plus une décoration proche de
v adjacente à G[v,fj ] est différente de 1.

Démonstration. On reprend les notations du paragraphe 3.6.3. Si v /∈ Gj et v ∈ Gj,
alors soit il existe k, s tels que v = Vk,s et la seule décoration proche de v adjacente à
G[v,fj ] et supérieure à 1 est ak,s, soit il existe k tel que v = Wk et d’après le lemme 3.6.14,
puisque v /∈ Gj, on a pk = 1 donc la seule décoration proche de v adjacente à G[v,fj ] et
supérieure à 1 est ak.

Si v /∈ Gj et v /∈ Gj, alors il existe i ∈ {1, . . . , r}, i �= j tel que v ∈ Gi. On reprend
les notations du paragraphe 3.6.3 pour nommer les sommets de Gi. S’il existe k ≥ 1 tel
que v = Wk, alors G[Wk,fj ] passe par le sommet Vk,sk

de Gi car sinon, v appartiendrait à
Gj. Donc la seule décoration proche de v adjacente à G[v,fj ] et supérieure à 1 est pk. Le
raisonnement est le même si v = Vk,sk

ou v = Vk,1. Enfin, si v = W0, G[Wk,fj ] passe soit
par l’arête portant la décoration a0 soit par celle portant la décoration p0 (car sinon, on
aurait v = W0 pour Gj donc v ∈ Gj). Donc la seule décoration proche de v adjacente à
G[v,fj ] et supérieure à 1 est a0 ou p0.
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Propriétés des décoration proches des sommets v ∈ Gj pour j ∈ {1, . . . , r}.
Soit j ∈ {1, . . . , r}. On considère la géodésique Gj. On reprend les notations du

paragraphe 3.6.3 : on suppose que Gj �= G[V0,1,fj ]. Les sommets de Gj sont les sommets
de Gj compris entre vmin,j et fj. Il y a quatre types de sommets sur Gj :

(i) les sommets Wk de Gj compris entre vmin,j et fj pour lesquels pk > 1,

(ii) les sommets Vk,s de Gj compris entre vmin,j et fj,

(iii) les sommets Wk de Gj compris entre vmin,j et fj pour lesquels pk = 1,

(iv) le sommet vmin,j.

Lemme 3.6.53. La donnée de Ztop,0(f) permet d’identifier les sommets du type (i) et
de calculer la décoration proche située sur chaque arête reliée à ces sommets.

Démonstration. Les sommets du type (i) sont les sommets Wk de Gj compris entre vmin,j

et fj pour lesquels pk > 1. D’après la proposition 3.6.42, ce sont donc les sommets de
rupture de Dm(f

nj

j ). On calcule Ztop,0(f
nj

j ) grâce à la proposition 3.6.44. La proposition
3.6.20 permet alors de calculer les décorations ak et pk.

La décoration ak est sur G[Wk−1,Wk], et la décoration située sur G[Wk,Wk+1] est 1, mais
il reste à positionner pk. Soient w1, . . . , wl les sommets de rupture ou les flèches adjacents
à Wk n’étant ni sur G[Wk−1,Wk] ni sur G[Wk,Wk+1]. Enfin, soit w0 le sommet de valence 1
connecté à Wk (les sommets du type (i) sont connectés à au plus un sommet de valence
1 : en effet, seul un sommet de Dm(f) peut être connecté à deux sommets de valence 1
et ce sommet n’a pas de sommet précédent).

w0
w1

wl

Wk−1 Wk+1
Wkak 1

Pour i ∈ {1, . . . , l}, soient F i le sous ensemble de Pv associé au sommet wi et
ji ∈ F i. On calcule vmin,ji

et Ztop,0(f
nji
ji

). Alors d’après les lemmes 3.6.14 et 3.6.52, si
(νWk

+ NWk,ji
sji

) apparait au dénominateur de Ztop,0(f
nji
ji

), alors il existe deux décora-
tions proches de Wk adjacentes à G[Wk,fji

] différentes de 1 qui sont ak et pk, et donc
l’arête [Wk, wi] porte la décoration 1. En revanche, si (νWk

+ NWk,ji
sji

) n’apparait pas
au dénominateur de Ztop,0(f

nji
ji

), alors il existe au plus une décoration proche de Wk

adjacente à G[Wk,fji
] différente de 1, et on a déjà ak. Donc l’arête [Wk, wi] porte la dé-

coration pk. Si pour tout i ∈ {1, . . . , l}, (νWk
+ NWk,ji

sji
) apparait au dénominateur de

Ztop,0(f
nji
ji

), alors pk est sur l’arête [Wk, w0].

Lemme 3.6.54. Si v est un sommet du type (ii) pour j ∈ {1, . . . , r}, alors il existe
j′ ∈ {1, . . . , r} tel que v est un sommet du type (i) ou du type (iii) pour j ′.

Démonstration. Les sommets du type (ii) pour j sont les sommets Vk,s de Gj compris
entre vmin,j et fj. Le sommet Vk,s est un sommet de rupture donc il existe au moins un
sommet de rupture ou une flèche w voisin de Vk,s n’appartenant pas à Gj. Soient F le
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sous ensemble de PVk,s
associé au sommet w et j ′ ∈ F . Alors les géodésiques Gj et Gj′

sont communes de W0 à Vk,s donc vmin,j = vmin,j′ , et pour la géodésique Gj′ , Vk,s est un
sommet du type (i) ou du type (iii).

Lemme 3.6.55. La donnée de Ztop,0(f) permet d’identifier les sommets du type (iii) et
de calculer la décoration proche située sur chaque arête reliée à ces sommets.

Démonstration. Grâce aux lemmes 3.6.53 et 3.6.54, avec la donnée de Ztop,0(f), on décore
les arêtes adjacentes aux sommets Wk tels que pk > 1 pour toutes les géodésiques Gj,
j ∈ {1, . . . , r}. Il ne reste que les sommets Wk de Gj compris entre vmin,j et fj pour
lesquels pk = 1. Toutes les décorations situées sur les arêtes connectées à ces sommets
sont 1, sauf la décoration ak située sur G[Wk−1,Wk]. En particulier, ces sommets ne sont
pas connectés à un sommet de valence 1. Calculons ak. Soit Wk le premier sommet de
Gj compris entre vmin,j et fj pour lequel pk = 1 rencontré quand on parcourt Gj de
vmin,j vers fj. Alors d’après le lemme 3.6.14, le sommet Wk−1 vérifie pk−1 > 1. On a

νWk
= pkνWk−1

+ ak − ak−1pk−1pk = ak − ak−1pk−1 + νWk−1
= ak − Tk−1,

et on connait Tk−1 d’après la démonstration de la proposition 3.6.20. Toutes les arêtes
adjacentes aux sommets du type (i) sont à présent décorées ; les sommets du type (iii)
vérifient pk = 1 et ceux du type (ii) se ramènent au type (i) ou (iii). On connait donc
le produit Ak des décorations adjacentes à G[Wk,fj ] divisé par ak. On a NWk,j = akAk.
Donc

γWk
j =

ak − Tk−1

akAk

i.e. ak =
Tk−1

1 − Akγ
Wk
j

(on a 1−Akγ
Wk
j =

Tk−1

ak

�= 0). On a donc ak. On connait alors Tk = ak−νWk
= Tk−1. On

effectue la même opération pour tous les sommets de ce type rencontrés en parcourant
Gj de vmin,j vers fj.

Lemme 3.6.56. La donnée de Ztop,0(f) permet de calculer les décorations proches de
vmin,j différentes de 1.

Démonstration. D’après la proposition 3.6.42, vmin,j est le premier sommet de rupture
de Dm(f

nj

j ). On calcule Ztop,0(f
nj

j ) grâce à la proposition 3.6.44. La proposition 3.6.20
permet alors de calculer les décorations a ≥ 1 et p ≥ 1 proches de vmin,j.

Lemme 3.6.57. Si Gj = G[V0,1,fj ], la donnée de Ztop,0(f) permet de calculer les décora-
tions proches de V0,1 différentes de 1.

Démonstration. Si Gj = G[V0,1,fj ], alors vmin,j = V0,1 et on a Ztop,0(f
nj

j )(sj) =
1

1 + njsj

.

Alors V0,1 est un sommet du type (ii) et d’après le lemme 3.6.54, on peut se ramener au
cas du lemme 3.6.56.

Définition 3.6.58. Soit C l’ensemble des sommets de rupture de Dm(f) appartenant
au complémentaire de ∪r

j=1Gj.

Lemme 3.6.59. Soit v ∈ C. Alors au plus une des décorations proches de v est supé-
rieure à 1.
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Démonstration. Soient w1, . . . , wl les sommets de rupture et les flèches voisins de v. Pour
i ∈ {1, . . . , l}, soient F i le sous-ensemble de Pv associé à wi et soit ji ∈ F i. Alors d’après
le lemme 3.6.52, pour tout i ∈ {1, . . . , l}, il existe au plus une décoration proche de v
adjacente à G[v,fji

] différente de 1. Donc au plus une des décorations proches de v est
différente de 1.

Position de la décoration α ≥ 1 proche de v pour les sommets v ∈ C.
Soit v un sommet de C. On a vu dans le lemme précédent qu’au plus une décoration

proche de v est supérieure à 1. Soit α cette décoration. Soient w1, . . . , wl les sommets
de rupture et les flèches voisins de v et soit w0 le sommet de valence 1 connecté à v (en
effet, puisqu’au plus une décoration proche de v est supérieure à 1, v est connecté à au
plus un sommet de valence 1). Pour i ∈ {1, . . . , l}, soit F i le sous-ensemble de Pv associé
à wi. Soient i, i′ ∈ {1, . . . , l} avec i �= i′. Soient j ∈ F i et j′ ∈ F i′ . Alors v ∈ G[fj ,fj′ ].

Lemme 3.6.60. Soient j, j ′ ∈ {1, . . . , r}. Soient v, v′ deux sommets de Dm(f) apparte-
nant à G[fj ,fj′ ]. Soient

Hj,j′
v : νv + Nv,jsj + Nv,j′sj′ = 0 et Hj,j′

v′ : νv′ + Nv′,jsj + Nv′,j′sj′ = 0.

Alors Hj,j′
v �= Hj,j′

v′ .

Démonstration. Puisque v, v′ ∈ G[fj ,fj′ ], v et v′ appartiennent à Gj et/ou Gj′ . Si v, v′ ∈
Gj, on a vu dans la démonstration du lemme 3.6.18 que soit γv

j �= γv′
j , soit γv

j′ �= γv′
j′ .

Donc Hj,j′
v �= Hj,j′

v′ . Si v ∈ Gj, v′ ∈ Gj′ et v, v′ /∈ Gj ∩ Gj′ , alors on a vu dans la
démonstration du lemme 3.6.19 que

Nv,j

Nv′,j
�= Nv,j′

Nv′,j′
, donc Hj,j′

v �= Hj,j′
v′ .

Lemme 3.6.61. Soit v ∈ C. Alors la donnée de Ztop,0(f) permet de savoir sur quelle
arête connectée à v la décoration α ≥ 1 proche de v est placée.

Démonstration. Grâce à la proposition 3.6.44, on calcule Ztop,0(f
nj

j f
nj′
j′ )(sj, sj′). Si (νv +

Nv,jsj + Nv,j′sj′) apparait au dénominateur de Ztop,0(f
nj

j f
nj′
j′ )(sj, sj′), alors d’après la

proposition 3.6.43, il existe une décoration proche de v adjacente à G[fi,fj ] strictement
supérieure à 1 donc on a la décoration 1 sur les arêtes [v, wi] et [v, wi′ ]. Si (νv + Nv,jsj +
Nv,j′sj′) n’apparait pas au dénominateur de Ztop,0(f

nj

j f
nj′
j′ )(sj, sj′), toutes les décoration

proches de v adjacentes à G[fi,fj ] sont égales à 1 donc on a la décoration 1 sur toutes
les arêtes reliées à v autres que [v, wi] et [v, wi′ ]. Quand on a parcouru toutes les arêtes
deux à deux, soit toutes les arêtes portent la décoration 1, ce qui signifie que α = 1, soit
une arête [v, wi] ou l’arête [v, w0] reliant v à à un sommet de valence 1 n’est pas décorée
et c’est elle qui porte la décoration α > 1.
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Propriétés des arêtes reliées aux vmin,j pour j ∈ {1, . . . , r}.
Soit j ∈ {1, . . . , r}. On considère le sommet v = vmin,j. Soit v1 le sommet voisin de v

tel que v1 ≺ v. Le sommet v1 peut être un sommet de rupture, un sommet de valence 1
ou une flèche. Si v1 est un sommet de valence 1 ou une flèche, v n’admet pas de sommet
précédent. Soit vl le sommet situé en dessous de v. Le sommet vl peut être un sommet
de rupture, un sommet de valence 1 ou une flèche. Enfin, soient v2, . . . , vl−1 les autres
sommets de rupture et les flèches voisins de v. Pour tout k ∈ {2, . . . , l}, on a donc v ≺ vl.
D’après la construction des diagrammes, les deux décorations a ≥ 1 et p ≥ 1 proches de
v sont portées par les arêtes [v, v1] et [v, vl].

Lemme 3.6.62. La lecture de Ztop,0(f) permet d’identifier les arêtes [v, v1] et [v, vl]
portant les décorations a ≥ 1 et p ≥ 1 proches de vmin,j et de savoir laquelle porte la
décoration a et laquelle porte la décoration p.

Démonstration. Pour i ∈ {1, . . . , l}, soient F i le sous-ensemble de Pv associé à wi. On
peut avoir F1 = ∅ et F l = ∅ mais F i �= ∅ pour i ∈ {2, . . . , l − 1}. Pour i ∈ {1, . . . , l}, si
F i �= ∅, soit ji ∈ F i.

Pour i ∈ {2, . . . , l− 1}, on calcule Ztop,0(f
nji
ji

)(sji
) grâce à la proposition 3.6.44 ; on a

v = vmin,ji
. En effet, jusqu’au sommet v, les géodésiques Gji

sont confondues donc c’est
clair d’après le lemme 3.6.14. De plus, les décorations a et p sont adjacentes à G[v,fji

]

donc (νv +Nv,ji
) apparait au dénominateur de Ztop,0(f

nji
ji

)(sji
). Donc sur toutes les arêtes

[v, vi] telles que v = vmin,ji
et (νv + Nv,ji

) apparait au dénominateur de Ztop,0(f
nji
ji

)(sji
),

il figure la décoration 1.
Il reste deux arêtes. Il reste à savoir laquelle porte la décoration a et laquelle porte

la décoration p. Si ce sont deux sommets de valence 1, v est l’unique sommet de Dm(f)
n’admettant pas de sommet précédent et la position de a et p ne change pas la topologie
du germe.

Sinon, supposons que F1 �= ∅. Soient j1 ∈ F1 et ji ∈ F i où i ∈ {2, . . . , l − 1}.
On considère Dm(f

nj1
j1

f
nji
ji

). D’après la proposition 3.6.43, les sommets de rupture de
Dm(f

nj1
j1

f
nji
ji

) sont les sommets de rupture de G[fj1
,fji

] pour lesquels la décoration proche
adjacente à G[fj1

,fji
] est strictement supérieure à 1. Le sommet v appartient donc à

Dm(f
nj1
j1

f
nji
ji

) et le premier sommet rencontré sur G[v,fj1
] appartenant à Dm(f

nj1
j1

f
nji
ji

) est
de l’un des deux types suivant :

1. C’est un sommet v′ ∈ C. Alors l’unique décoration α > 1 proche de v′ n’est pas sur
G[v,v′] (puisqu’elle est adjacente à G[fj1

,fji
]). Comme on a ∆[v,v′] > 0, la décoration

proche de v figurant sur l’arête [v, v1] est max(a, p) et celle figurant sur l’arête
[v, vl] est min(a, p).

2. C’est un sommet v′ = vmin,j1 . Soient a′ et p′ les deux décorations proches de v′

supérieures à 1 que l’on a déjà calculées. On note α (resp. α′) la décoration proche
de v (resp. v′) située sur G[v,v′] et β (resp. β′) le produit des autres décorations
proches de v (resp. v′). On veut savoir si α = a ou p et si α′ = a′ ou p′. On a
∆[v,v′] = αα′ − ββ′ > 0. D’autre part, puisqu’on a déjà décoré les géodésiques
Gj, si w est le sommet voisin de v′ sur G[v′,fj1

], on connait le produit Aj1 des
décorations adjacentes à G[w,fj ]. On a Nv,fj1

= ββ′Aj1 . D’autre part, grâce à la
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proposition 3.6.20, on connait νv. Puisqu’on connait γv
j1

, on a Nv,fj1
=

νv

γv
j1

. On

a donc ββ′ =
Nv,fj1

Aj1

. On a α, β ∈ {a, p} et α′, β′ ∈ {a′, p′}. Les deux conditions

ββ′ =
Nv,fj1

Aj1

et αα′ − ββ′ > 0 donnent une unique solution.

Valeur de la décoration α ≥ 1 proche de v pour les sommets v ∈ C.
Lemme 3.6.63. Soit v ∈ C et soit α l’unique décoration proche de v qui peut être
supérieure à 1 Alors νv = α + 1.

Démonstration. Il existe j ∈ {1, . . . , r} tel que v = Wk ∈ Gj. Puisque v ∈ C, on
a v = Wk ∈ G[W0,vmin,j ]. On va montrer par récurrence que pour tous les sommets
Wk ∈ G[W0,vmin,j ], on a νWk

= ak + 1. Pour le sommet W0, on a νW0 = a0 + p0 = a0 + 1
ou p0 + 1 car d’après le lemme 3.6.14, a0 = 1 ou p0 = 1. Si νWk

= ak + 1, alors
νWk+1

= pk+1νWk
+ ak+1 − akpkpk+1. Or d’après la démonstration du lemme 3.6.14,

pk+1 = 1 et Tk = akpk − νWk
= −1 donc νWk+1

= ak+1 + 1.

Lemme 3.6.64. Soit v ∈ C. La lecture de Ztop,0(f) permet de calculer l’unique décoration
α proche de v qui peut être supérieure à 1.

Démonstration. On commence par les sommets v ∈ C connectés à un sommet vmin,j.
D’après le lemme 3.6.61, on connait la position de α. Si α est adjacente à G[v,vmin,j ], on
connait le produit Aj des décorations adjacentes à G[v,fj ] divisé par α : on a νv = α + 1
et Nv,j = αAj, d’où

α =
1

γv
j Aj − 1

.

Si α est portée par G[v,vmin,j ], on connait le produit Aj des décorations adjacentes à
G[v,fj ] : on a νv = α + 1 et Nv,j = Aj, d’où

α = γv
j Aj − 1.

On continue de proche en proche pour chaque sommet v ∈ C.

Algorithme de décoration de l’arbre T (f).

1. On connecte à chaque sommet de rupture v de T (f) deux sommets de valence 1.
À la fin de l’algorithme, si l’arête reliant un sommet v à un sommet de valence 1
porte la décoration 1, alors l’arête et le sommet de valence 1 disparaissent (règles
de minimalisation).

2. Pour tout j ∈ {1, . . . , r}, on calcule γv
j pour tout sommet de rupture v et on

identifie vmin,j. On considère les géodésique Gj. Grâce à la proposition 3.6.44, on
calcule Ztop,0(f

nj

j ).
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3. Grâce au lemme 3.6.53, on identifie les sommets du type (i) pour chaque Gj et
on décore les arêtes connectées à ces sommets. On a vu que ces sommets sont
connectés à au plus un sommet de valence 1.

4. Quand on a décoré tous le sommets du type (i) pour toutes les géodésique Gj,
d’après le lemme 3.6.54, il ne reste sur les Gj que des sommets du type (iii). On les
identifie et on décore les arêtes connectées à ces sommets grâce au lemme 3.6.55.
On a vu que ces sommets ne sont connectés à aucun sommet de valence 1.

5. Grâce au lemme 3.6.56, on calcule pour tout j ∈ {1, . . . , r} la valeur des deux
décorations proches de vmin,j supérieures ou égales à 1. Alors d’après le lemme
3.6.57, on a décoré toutes les arêtes connectées aux sommets de ∪r

j=1Gj sauf celles
connectées aux vmin,j.

6. Grâce au lemme 3.6.61, pour les sommets v ∈ C = R\∪r
j=1Gj, on identifie l’unique

arête connectée à v portant une décoration α ≥ 1 proche de v. Toutes les autres
arêtes proches de v portent la décoration 1. En particulier, ces sommets sont
connectés à au plus un sommet de valence 1.

7. Le lemme 3.6.62 permet alors de décorer les arêtes connectées aux vmin,j pour
j ∈ {1, . . . , r}.

8. Enfin, avec le lemme 3.6.64, on calcule la valeur de l’unique décoration α proche
de v qui peut être supérieure à 1 pour les sommets v ∈ C.

On a maintenant complètement reconstitué Dm(f). Si l’on veut calculer les décora-
tions (Nv) figurant à côté des sommets de rupture v de Dm(f), on utilise les propositions
1.5.5 et 1.5.1.
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3.6.9 Un exemple.

On se propose de retrouver le diagramme minimal de Newton du germe f dont la
fonction zêta-topologique multivariable associée à la décomposition D est

Ztop,0(f)(s1, s2, s3, s4) :=
(829158864s3

2s
3
3s1 + 43080280s4

2s
2
4s3 + 222000s6

2s4s1 + 118441152s4
4s

3
3s1

+2413658880s5
3s2s1 + 705555360s4

1s
2
4s2 + 8622420s5

2s4s3 + 493542720s3
2s

3
1s3

+325438992s4
4s

2
1s3 + 49175424s4

4s
3
1s2 + 441992700s5

1s4s2 + 847277820s5
1s4s3

+138173688s4
1s

3
4s3 + 111689280s3

1s
3
4s

2
2 + 27805680s5

4s2s3 + 59940000s4
1s4s

3
2

+140898396s4
2s1s3 + 4232424s4

2s
3
4s3 + 82900800s3

1s
2
4s

3
2 + 948672s6

4s3s2

+116336160s4
2s

2
1s3 + 644826960s3

1s
2
4s

2
2 + 147588948s4

2s
2
3s1 + 15067296s5

4s
2
3s2

+3671136s5
4s

2
2s3 + 2321679672s3

1s
2
2s3 + 297216000s6

3s1s2 + 165801600s4
1s

2
4s

2
2

+362972160s5
3s

2
2s1 + 103518000s5

1s
2
2s3 + 63568800s6

1s4s3 + 779582880s5
1s2s3

+270901800s3
1s4s

3
2 + 111689280s4

1s
3
4s2 + 293248512s4

3s
3
4s2 + 149885640s5

1s
2
4s3

+5254920s5
2s

2
3s1 + 77393520s4

4s
2
2s3 + 3330000s2

1s4s
5
2 + 13999392s5

4s
2
1s3

+2213488128s4
3s

2
2s1 + 2628836532s4

1s2s3 + 358737408s4
3s

3
4s1 + 1564840s5

2s
2
4s3

+534243600s4
1s4s

2
2 + 19980000s3

1s4s
4
2 + 445259520s5

3s
2
4s2 + 225600s6

2s4s3

+43934832s5
4s1s3 + 479999952s3

1s
3
4s2 + 94685760s4

4s
3
3s2 + 1165544640s4

1s
3
3s2

+1015891092s3
1s

3
4s3 + 860961384s3

2s
2
1s3 + 177120000s4

3s
3
2s1 + 5615856s4

4s
3
2s3

+69012000s4
1s

3
2s3 + 3834000s5

2s
2
1s3 + 89910000s5

1s4s
2
2 + 124351200s5

1s
2
4s2

+263001600s6
3s4s2 + 1465022160s4

1s
2
4s3 + 2650356102s1s4s2s3 + 6461429772s2

1s4s2s3

+8527014852s1s4s2s
2
3 + 3345176908s1s

2
4s2s3 + 7141227939s3

1s4s2s3 + 4477362546s2
1s4s

2
2s3

+5864446422s2
1s

2
4s2s3 + 1066309459s1s4s

3
2s3 + 5845254556s1s4s

2
2s

2
3 + 2348657234s1s

2
4s

2
2s3

+7663936440s1s
2
4s2s

2
3 + 1861298028s1s

3
4s2s3 + 17613450s1 + 6629310s2 + 23694120s3

+8856540s4 + 7232700s5
2s4s1 + 85738932s3

2s
3
4s3 + 308620800s6

3s4s1

+978013440s4
1s

2
2s3 + 66020400s2

1s4s
4
2 + 62611056s4

4s
3
1s3 + 298680852s1s4s2

+1009246038s1s4s3 + 398429906s2s4s3 + 986337333s2
1s4s2 + 91223244s1s4

+34923660s2s4 + 122360256s3s4 + 22486860s2
4 + 88614567s2

1

+68765598s1s2 + 239162868s1s3 + 374495256s2
1s4 + 188642988s1s

2
4

+12696723s2
2 + 92137068s2s3 + 55691744s2

2s4 + 73944876s2s
2
4

+159430464s2
3 + 668475864s2

3s4 + 251870676s3s
2
4 + 30221064s3

4

+234132606s3
1 + 12953508s3

2 + 558662976s3
3 + 22698144s4

4

+379112955s1s4s
2
2 + 500889900s1s

2
4s2 + 3156720615s2

1s4s3 + 4198843188s1s4s
2
3

+1621807020s1s
2
4s3 + 501698019s2

2s4s3 + 1736220108s2s4s
2
3 + 768524400s1s2s3

+1571851278s3
1s4s2 + 949071852s2

1s4s
2
2 + 1246706394s2

1s
2
4s2 + 488532646s1s

2
4s

2
2

+402259128s1s
3
4s2 + 4610711880s3

1s4s3 + 9339549030s2
1s4s

2
3 + 8069522096s1s4s

3
3

+4920053544s1s
2
4s

2
3 + 1214984424s1s

3
4s3 + 300926786s3

2s4s3 + 639344484s2
2s

2
4s3

+3595888336s2s4s
3
3 + 2153568360s2s

2
4s

2
3 + 526483632s2s

3
4s3 + 946844469s1s

2
2s3

+3252707712s1s2s
2
3 + 285497946s2

1s2 + 954496008s2
1s3 + 108011772s1s

2
2

+1276009920s1s
2
3 + 771970581s3

1s4 + 602887032s2
1s

2
4 + 196252236s1s

3
4

+143911632s2
2s3 + 2544288962s1s4s

2
2s3 + 14533435392s2

1s4s2s
2
3 + 12321894816s1s4s2s

3
3

+663487452s2s
2
4s3 + 230381622s1s4s

3
2 + 3728447364s2

1s
2
4s3 + 1636307758s2

2s4s
2
3

+2447912691s2
1s2s3 + 508504704s2s

2
3 + 45369451s3

2s4 + 94443912s2
2s

2
4

+79705044s2s
3
4 + 1812363872s3

3s4 + 1062528264s2
3s

2
4 + 260021988s3s

3
4
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+1236229290s4
1s4s2 + 1070389890s3

1s4s
2
2 + 1400865876s3

1s
2
4s2 + 397077030s2

1s4s
3
2

+874345344s2
1s

2
4s

2
2 + 692148168s2

1s
3
4s2 + 65926470s1s4s

4
2 + 208624884s1s

2
4s

3
2

+277121592s1s
3
4s

2
2 + 599504895s3

1s2 + 1884937635s3
1s3 + 85882455s3

2s1

+113437029s3
2s3 + 3339473184s3

3s1 + 1403217888s3
3s2 + 104741352s4

4s1

+45178488s4
4s2 + 136776096s4

4s3 + 352746090s2
1s

2
2 + 3811570344s2

1s
2
3

+820917990s4
1s4 + 904260762s3

1s
2
4 + 452249424s2

1s
3
4 + 619144056s2

2s
2
3

+19423370s4
2s4 + 57812422s3

2s
2
4 + 76692624s2

2s
3
4 + 2490437472s4

3s4

+2067060608s3
3s

2
4 + 779398632s2

3s
3
4 + 341235180s4

1 + 7424580s4
2

+1066072128s4
3 + 9040896s5

4 + 153400608s1s
4
4s2 + 3117220254s4

1s4s3

+8837496720s3
1s4s

2
3 + 3670094646s3

1s
2
4s3 + 11680338288s2

1s4s
3
3 + 7501079304s2

1s
2
4s

2
3

+1838643372s2
1s

3
4s3 + 7134660672s1s4s

4
3 + 6317069696s1s

2
4s

3
3 + 2394379872s1s

3
4s

2
3

+405933480s1s
4
4s3 + 83957482s4

2s4s3 + 660906724s3
2s4s

2
3 + 267210018s3

2s
2
4s3

+2356459088s2
2s4s

3
3 + 1464416968s2

2s
2
4s

2
3 + 355394556s2

2s
3
4s3 + 3612688896s2s4s

4
3

+3093831552s2s
2
4s

3
3 + 1157285328s2s

3
4s

2
3 + 196138296s2s

4
4s3 + 3686473458s3

1s2s3

+2249309412s2
1s

2
2s3 + 7455463974s2

1s2s
2
3 + 546460386s1s

3
2s3 + 2962659930s1s

2
2s

2
3

+6440903520s1s2s
3
3 + 23004000s4

2s
3
1s3 + 1127105280s2

1s4s
5
3 + 1554777792s2

1s
2
4s

4
3

+658359900s4
1s2 + 547227900s3

1s
2
2 + 1861280532s4

1s3 + 5142585078s3
1s

2
3

+204063300s3
2s

2
1 + 35210700s4

2s1 + 45787476s4
2s3 + 349634538s3

2s
2
3

+6819870672s3
3s

2
1 + 4322071968s4

3s1 + 1244174352s3
3s

2
2 + 1991413344s4

3s2

+150371856s4
4s

2
1 + 24870240s5

4s1 + 29293200s4
4s

2
2 + 12181536s5

4s2 + 43168320s4
2s

3
3s1

+247266144s4
4s

2
3 + 31342896s5

4s3 + 407268000s5
1s4 + 625612140s4

1s
2
4

+433939464s3
1s

3
4 + 3913800s5

2s4 + 16552460s4
2s

2
4 + 31540344s3

2s
3
4 + 1560337920s5

3s4

+1809895680s4
3s

2
4 + 944288640s3

3s
3
4 + 258503400s5

1 + 2266800s5
2

+1035175680s5
3 + 1492992s6

4 + 10658304s5
4s

2
1s2 + 53946000s6

1s4s2

+1440504 + 10752976782s3
1s4s2s

2
3 + 6928949508s2

1s4s
2
2s

2
3 + 14222132472s2

1s4s2s
3
3

+9138273972s2
1s

2
4s2s

2
3 + 1551165886s1s4s

3
2s

2
3 + 5683849576s1s4s

2
2s

3
3 + 3658771324s1s

2
4s

2
2s

2
3

+8388388896s1s4s2s
4
3 + 7512896672s1s

2
4s2s

3
3 + 2747406840s1s

3
4s2s

2
3 + 3669787674s4

1s4s2s3

+3337741134s3
1s4s

2
2s3 + 4400477640s3

1s
2
4s2s3 + 1205022618s2

1s4s
3
2s3 + 2833033560s2

1s
2
4s

2
2s3

+2128864932s2
1s

3
4s2s3 + 182139182s1s4s

4
2s3 + 638903480s1s

2
4s

3
2s3 + 853961652s1s

3
4s

2
2s3

+431900928s1s
4
4s2s3 + 2953104156s4

1s
2
3 + 5437342296s3

1s
3
3 + 85546068s4

2s
2
3

+441224424s3
2s

3
3 + 3484294704s4

1s4s
2
3 + 6628819464s3

1s4s
3
3 + 4460897268s3

1s
2
4s

2
3

+6253795296s2
1s4s

4
3 + 5914547568s2

1s
2
4s

3
3 + 2164088088s2

1s
3
4s

2
3 + 2666275200s1s4s

5
3

+3358098432s1s
2
4s

4
3 + 1722702336s1s

3
4s

3
3 + 415084752s1s

4
4s

2
3 + 102414432s4

2s4s
2
3

+559891416s3
2s4s

3
3 + 369445084s3

2s
2
4s

2
3 + 1484029152s2

2s4s
4
3 + 1353056112s2

2s
2
4s

3
3

+495768696s2
2s

3
4s

2
3 + 1653655680s2s4s

5
3 + 1972813824s2s

2
4s

4
3 + 1002000384s2s

3
4s

3
3

+246042288s2s
4
4s

2
3 + 7411621716s3

1s2s
2
3 + 4726627704s2

1s
2
2s

2
3 + 9784763928s2

1s2s
3
3

+1118041476s1s
3
2s

2
3 + 3981112104s1s

2
2s

3
3 + 6000600384s1s2s

4
3 + 233364720s2

1s
2
4s

3
2

+312033888s2
1s

3
4s

2
2 + 156695040s2

1s
4
4s2 + 436777920s5

1s4s
2
3 + 1199305440s4

1s4s
3
3

+824512608s4
1s

2
4s

2
3 + 1644991200s3

1s4s
4
3 + 1699172928s3

1s
2
4s

3
3 + 570296376s3

1s
3
4s

2
3

+783820512s2
1s

3
4s

3
3 + 172316160s2

1s
4
4s

2
3 + 3133604556s4

1s2s
2
3 + 2940934716s3

1s
2
2s

2
3

+5908370256s3
1s2s

3
3 + 1043370612s2

1s
3
2s

2
3 + 3882343104s2

1s
2
2s

3
3 + 5577744384s2

1s2s
4
3

+3363841224s4
1s4s2s

2
3 + 3197933784s3

1s4s
2
2s

2
3 + 6473024064s3

1s4s2s
3
3 + 4276815696s3

1s
2
4s2s

2
3

+1117142568s2
1s4s

3
2s

2
3 + 4258778976s2

1s4s
2
2s

3
3 + 2808120624s2

1s
2
4s

2
2s

2
3 + 6056754336s2

1s4s2s
4
3

+5692755360s2
1s

2
4s2s

3
3 + 1999002744s2

1s
3
4s2s

2
3 + 784753920s5

1s4s2s3 + 993980160s4
1s4s

2
2s3

+1338839820s4
1s

2
4s2s3 + 500446080s3

1s4s
3
2s3 + 1281166740s3

1s
2
4s

2
2s3 + 901979172s3

1s
3
4s2s3

+116670240s2
1s4s

4
2s3 + 444120060s2

1s
2
4s

3
2s3 + 593353368s2

1s
3
4s

2
2s3 + 277834752s2

1s
4
4s2s3
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+58118900s4
2s

2
4s3s1 + 5195026944s4

3s
2
1 + 2393020800s5

3s1 + 1147613568s4
3s

2
2

+1329413760s5
3s2 + 130318848s4

4s
3
3 + 21365856s5

4s
2
3 + 331430400s6

3s4

+576829440s5
3s

2
4 + 391481856s4

3s
3
4 + 787966380s5

1s3 + 8079780s5
2s3

+1384128s6
4s3 + 347368500s5

1s2 + 399006000s4
1s

2
2 + 204363000s3

2s
3
1

+52434000s4
2s

2
1 + 67277952s4

4s
3
1 + 15137280s5

4s
2
1 + 67068000s6

1s4

+159051600s5
1s

2
4 + 147536640s4

1s
3
4 + 388454400s6

3 + 78732000s6
1

+6448500s5
2s1 + 1347840s6

4s1 + 517065120s5
1s

2
3 + 1420111440s4

1s
3
3

+1948276800s4
3s

3
1 + 1335156480s5

3s
2
1 + 75232800s6

1s3 + 365644800s6
3s1

+11349120s5
2s4s3s1 + 35420976s5

4s2s3s1 + 102502368s4
4s

2
2s3s1 + 115379364s3

2s
3
4s3s1

+150169032s4
2s4s

2
3s1 + 859186176s3

2s4s
3
3s1 + 568625200s3

2s
2
4s

2
3s1 + 2305761312s2

2s4s
4
3s1

+2184953024s2
2s

2
4s

3
3s1 + 759598008s2

2s
3
4s

2
3s1 + 2485992960s2s4s

5
3s1 + 3101496576s2s

2
4s

4
3s1

+1546237440s2s
3
4s

3
3s1 + 357398496s2s

4
4s

2
3s1 + 460481760s4

1s4s
2
2s

2
3 + 230240880s3

1s4s
3
2s

2
3

+944738640s3
1s4s

2
2s

3
3 + 630608328s3

1s
2
4s

2
2s

2
3 + 51164640s2

1s4s
4
2s

2
3 + 314912880s2

1s4s
3
2s

3
3

+210202776s2
1s

2
4s

3
2s

2
3 + 860529600s2

1s4s
2
2s

4
3 + 862103712s2

1s
2
4s

2
2s

3
3 + 279791280s2

1s
3
4s

2
2s

2
3

+84078000s5
1s4s

2
2s3 + 56052000s4

1s4s
3
2s3 + 153580320s4

1s
2
4s

2
2s3 + 18684000s3

1s4s
4
2s3

+76790160s3
1s

2
4s

3
2s3 + 102326328s3

1s
3
4s

2
2s3 + 3114000s2

1s4s
5
2s3 + 17064480s2

1s
2
4s

4
2s3

+34108776s2
1s

3
4s

3
2s3 + 29672352s2

1s
4
4s

2
2s3 + 1422040s5

2s
2
4s3s1 + 207600s6

2s4s3s1

+3173472s5
4s

2
2s3s1 + 4945392s4

4s
3
2s3s1 + 3789864s4

2s
3
4s3s1 + 4263720s5

2s4s
2
3s1

+34990320s4
2s4s

3
3s1 + 23355864s4

2s
2
4s

2
3s1 + 143421600s3

2s4s
4
3s1

+143683952s3
2s

2
4s

3
3s1 + 46631880s3

2s
3
4s

2
3s1 + 293621760s2

2s4s
5
3s1 + 392403264s2

2s
2
4s

4
3s1

+191020512s2
2s

3
4s

3
3s1 + 40500000s2

2s
4
4s

2
3s1 + 82808064s4

4s
3
3s1s2 + 102326328s4

1s
3
4s3s2

+50446800s6
1s4s3s2 + 115185240s5

1s
2
4s3s2 + 9520416s5

4s
2
1s3s2 + 260504064s4

3s
3
4s1s2

+240192000s6
3s4s1s2 + 44508528s4

4s
3
1s3s2 + 63159552s4

4s
2
2s1 + 23034240s5

4s2s1

+35342880s4
2s

2
4s1 + 69879888s3

2s
3
4s1 + 19266336s5

4s
2
3s1 + 532972800s5

3s
2
4s1

+11669280s5
2s3s1 + 1238976s6

4s3s1 + 4639920s5
2s4s

2
3 + 38133120s4

2s4s
3
3

+25749744s4
2s

2
4s

2
3 + 156540000s3

2s4s
4
3 + 158721632s3

2s
2
4s

3
3 + 52210008s3

2s
3
4s

2
3

+320981760s2
2s4s

5
3 + 434355264s2

2s
2
4s

4
3 + 214438176s2

2s
3
4s

3
3 + 46146240s2

2s
4
4s

2
3

+18422400s2
1s

2
4s

4
2 + 37229760s2

1s
3
4s

3
2 + 32783616s2

1s
4
4s

2
2 + 567531360s4

1s
2
2s

2
3

+283765680s3
1s

3
2s

2
3 + 1165544640s3

1s
2
2s

3
3 + 63059040s2

1s
4
2s

2
3 + 388514880s2

1s
3
2s

3
3

+1062720000s2
1s

2
2s

4
3 + 5463936s4

4s
3
2s1 + 3552768s5

4s
2
2s1 + 1535200s5

2s
2
4s1

+4136640s4
2s

3
4s1 + 255600s6

2s3s1 + 288000s6
2 + 6134400s4

4s
3
2 + 62110800s6

1s3s2

+4050432s5
4s

2
2 + 240000s6

2s4 + 1678000s5
2s

2
4 + 4579200s4

2s
3
4 + 1088916480s5

3s
2
1s2

+1057536s6
4s2 + 5631120s5

2s
2
3 + 46311120s4

2s
3
3 + 190238400s4

3s
3
2 + 1594080000s4

3s
3
1s2

+390332160s5
3s

2
2 + 273600s6

2s3 + 109350000s5
1s

2
2 + 72900000s4

1s
3
2 + 425648520s5

1s
2
3s2

+24300000s4
2s

3
1 + 4050000s5

2s
2
1 + 320025600s6

3s2 + 65610000s6
1s2 + 912384s6

4s1s2

+270000s6
2s1 + 345361320s5

1s4s
2
3s2 + 944738640s4

1s4s
3
3s2 + 630608328s4

1s
2
4s

2
3s2

+1290794400s3
1s4s

4
3s2 + 1293155568s3

1s
2
4s

3
3s2 + 419686920s3

1s
3
4s

2
3s2 + 880865280s2

1s4s
5
3s2

+1177209792s2
1s

2
4s

4
3s2 + 573061536s2

1s
3
4s

3
3s2 + 121500000s2

1s
4
4s

2
3s2 + 12967776s5

4s
2
3s1s2

+401402880s5
3s

2
4s1s2 + 803520s6

4s3s1s2) / ((4 + 9s1 + 3s2 + 12s3 + 6s4)(1 + s2)
(9 + 18s1 + 6s2 + 24s3 + 14s4)(1 + s4)(6 + 15s1 + 5s2 + 20s3 + 6s4)(1 + s3)(1 + s1)
(13 + 30s1 + 10s2 + 44s3 + 12s4)(19 + 48s1 + 16s2 + 60s3 + 18s4)
(27 + 60s1 + 20s2 + 90s3 + 24s4))
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Au dénominateur, on identifie 4 flèches et 6 sommets de rupture :

a1 : 1 + s1 = 0,
a2 : 1 + s2 = 0,
a3 : 1 + s3 = 0,
a4 : 1 + s4 = 0,
v1 : 9 + 18s1 + 6s2 + 24s3 + 14s4 = 0,
v2 : 6 + 15s1 + 5s2 + 20s3 + 6s4 = 0,
v3 : 13 + 30s1 + 10s2 + 44s3 + 12s4 = 0,
v4 : 19 + 48s1 + 16s2 + 60s3 + 18s4 = 0,
v5 : 27 + 60s1 + 20s2 + 90s3 + 24s4 = 0,
v6 : 4 + 9s1 + 3s2 + 12s3 + 6s4 = 0.

donc
γv1

1 = 1/2, γv1
2 = 3/2, γv1

3 = 3/8, γv1
4 = 9/14,

γv2
1 = 2/5, γv2

2 = 6/5, γv2
3 = 3/10, γv2

4 = 1,
γv3

1 = 13/30, γv3
2 = 13/10, γv3

3 = 13/44, γv3
4 = 13/12,

γv4
1 = 19/48, γv4

2 = 19/16, γv4
3 = 19/60, γv4

4 = 19/18,
γv5

1 = 9/20, γv5
2 = 27/20, γv5

3 = 3/10, γv5
4 = 9/8,

γv6
1 = 4/9, γv6

2 = 4/3, γv6
3 = 1/3, γv6

4 = 2/3.

On calcule

Av1(s2, s3, s4) =
(2s4 + 3)s4

(1 + s4)(1 + 2s4)
,

Av2(s2, s3, s4) =
−16(30s3s4 − 20s3 − 6 + 3s4 + 9s2

4)

(1 + 20s3 + 6s4)(1 + 4s3)(1 + 6s4)
,

Av3(s2, s3, s4) =
2(4s3 + 3)s3

(1 + 2s3)(1 + 4s3)
,

Av4(s2, s3, s4) = −(1200s2s
2
3 − 2400s2

3 + 320s2
2s3 + 720s2s4s3 − 1160s2s3 + 1040s3

−1440s3s4 + 570 + 312s4 + 96s2
2s4 + 195s2 − 240s2

2 − 348s2s4 − 216s2
4

+108s2s
2
4) / (1 + s2)(−29 + 16s2 + 60s3 + 18s4)(1 + 20s3 + 6s4),

Av5(s2, s3, s4) =
(2s3 + 3)s3

(1 + s3)(1 + 2s3)
,

Av6(s2, s3, s4) =
8(3s4 + 2)s4

(1 + 6s4)(1 + 2s4)
,

dont on déduit

Pv1 : {1, 2, 3} � {4}, Pv2 : {1, 2} � {3} � {4}, Pv3 : {1, 2, 4} � {3},
Pv4 : {1} � {2} � {3, 4}, Pv5 : {1, 2, 4} � {3}, Pv6 : {1, 2, 3} � {4}.

On a donc Etrivial = ∅. Il y a deux ensembles stables E1 = {v1, v6} et E2 = {v3, v5},
et deux sommets de bifurcation v2 et v4. Avec les règles de connexion, on obtient le
squelette S(f) suivant :
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{v2}

{v4}

{v1, v6}

{v3, v5} a3

a4

a1 a2

On veut maintenant connecter entre eux les sommets des deux sous-ensembles stables.
On a vmin,3 = v3 ∈ E2 et vmin,4 = v1 ∈ E2. D’autre part,

Ztop,0(f3)(s3) =
1124s2

3 + 1506s3 + 351

9(1 + s3)(13 + 44s3)(3 + 10s3)
,

Ztop,0(f4)(s4) =
9 + 8s4

9(1 + s4)(9 + 14s4)
,

Au dénominateur de Ztop,0(f3)(s3), on lit γv3
3 et γv5

3 . En revanche, au dénominateur de
Ztop,0(f4)(s4), on lit γv1

4 . On a donc l’arbre T (f) suivant

a4

a3

a1 a2

v2

v4

v3 v5

v6

v1

Il reste à calculer et positionner les décorations. On commence par G[v1,a4] : on a
calculé Ztop,0(f4)(s4). On a

Av1

νv1

=
(9 + 14s4)Ztop,0(f4)(

−19
14

)

9
=

6

5
.

On a donc γv1
4 = 9/14 et Tv1 = 5. On obtient les deux décorations (2, 7) pour v1.
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Pour G[v3,a3], on a

Av3

νv3

=
(13 + 44s3)Ztop,0(f3)(

−13
44

)

13
=

10

9
,

Av5

νv5

=
(27 + 90s3)Ztop,0(f3)(

−27
90

)

27
=

2

21
,

d’où Tv3 = 9 et Tv5 = 63. Alors on obtient l’équation

(F ) : −p2 − 3p + 10 = 0

d’où pv5 = 2 et av5 = 45. Enfin, on a

av3pv3 − av3 − pv3 = 9 et
av3 + pv3

2av3pv3

=
13

22

d’où av3 , pv3 ∈ {2, 11}.
On a vmin,2 = v4 et vmin,1 = v4. De plus,

Ztop,0(f1)(s1) =
18s1 + 19

(1 + s1)(19 + 48s1)
,

Ztop,0(f2)(s2) =
1

(1 + s2)
.

Donc on utilise Ztop,0(f1)(s1) pour calculer les décorations de v4. On a

Av1

νv1

=
(19 + 48s1)Ztop,0(f1)(

−19
48

)

19
=

30

29
,

donc Tv4 = 29. On obtient les deux décorations (16, 3) pour v4.

On a v2, v6 ∈ C. On veut maintenant positionner les décorations de v2 et v6.

Ztop,0(f2f3)(s2s3) = (1000s3
2 + 950s3

2s3 + 12485s2
2s3 + 8390s2

2s
2
3 + 3850s2

2 + 26992s2s3

+40716s2s
2
3 + 18520s3

3s2 + 4935s2 + 2106 + 16056s3 + 36864s2
3

+22480s3
3) / (1 + s3)(27 + 20s2 + 90s3)(13 + 10s2 + 44s3)

(6 + 5s2 + 20s3)(1 + s2),

Ztop,0(f2f4)(s2s4) =
18s2

2 + 15s2
2s4 + 84s2s4 + 34s2s

2
4 + 51s2 + 36 + 86s4 + 48s2

4

(1 + s2)(1 + s4)(9 + 6s2 + 14s4)(4 + 3s2 + 6s4)
.

6 + 5s2 + 20s3 apparait au dénominateur de Ztop,0(f2f3) mais 6 + 5s2 + 6s4 n’appa-
rait pas au dénominateur de Ztop,0(f2f4). Donc la décoration proche de v2 strictement
supérieure à 1 est située sur l’arête [v2, v6].

4 + 3s2 + 6s4 apparait au dénominateur de Ztop,0(f2f4). Donc la décoration proche
de v2 strictement supérieure à 1 est située sur l’arête reliant v6 à un sommet de valence
1.



3.6. LA FONCTION ZÊTA DÉTERMINE LA TOPOLOGIE. 145

a4

a3

a1 a2

v2

v4

v3 v5

v6

v1

(11, 2) 45

2

(7, 2)

α

α′

(16, 3)

Pour v3, 11 = max(11, 2) donc 11 est sur l’arête [v2, v3] et 2 sur l’arête reliant v3 à
un sommet de valence 1. Pour v1, 7 = max(7, 2) donc 7 est sur l’arête [v1, v6] et 2 sur
l’arête reliant v1 à un sommet de valence 1.

Enfin, pour v4, 16 = max(16, 3) donc 16 est sur l’arête [v4, v2]. D’autre part, 19 +
16s2 + 60s3 n’apparait pas au dénominateur de Ztop,0(f2f3) donc 3 est située sur l’arête
[v4, a2].

Enfin, on calcule

α =
1

γv2
2 − 1

= 5 et α′ =
1

2γv6
4 − 1

= 3.

Finalement, on obtient le diagramme Dm(f) suivant :

7
2

3

5

3
16

11
2 2

45

(1) (1)

(1)

(1)
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3.7 Un théorème généralisé de la monodromie.

Pour une définition du polynôme multi-variables d’Alexander d’un germe réduit, on
se réfère à [EN] p.37.

Théorème 3.7.1 (Théorème généralisé de la monodromie.). Soit f un germe de
courbe plane admettant une singularité en (0, 0) et soit f =

∏r
j=1 f

nj

j sa décomposition
en produit de composantes irréductibles. Soit f̃ =

∏r
j=1 fj le germe réduit associé à

f . On considère les paquets f
nj

j pour j = 1, . . . , r et Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) la fonction
zêta-topologique locale multi-variables associée à f pour la décomposition D.

Soit (ν + N1s1 + · · · + Nrsr) un facteur du dénominateur de Ztop,0(f)(s1, . . . , sr)
vérifiant Nj �= 0 pour tout j, et soient (1 + njsj) pour j ∈ {1, . . . , r} les autres facteurs.
Alors (

exp(
−2iπνn1

N1

), . . . , exp(
−2iπνnr

Nr

)

)
annule le polynôme multi-variables d’Alexander de f̃ .

Démonstration. D’après [EN] p.162, on a une expression du polynôme d’Alexander
multi-variables du germe f̃ en fonction de son diagramme minimal d’Eisenbud et Neu-
mann donnée par

∆f (t1, . . . , tr) =
∏

v

(t
nv,1

1 . . . tnv,r
r − 1)δv−2,

où v parcourt l’ensemble des sommets de D̃(f̃), D̃(f̃) désigne le diagramme minimal
d’Eisenbud et Neumann de f̃ , δv désigne la valence du sommet v et pour j = {1, . . . , r},
nv,j = (ρv, fj)0 où ρv est une curvette du sommet v.

On a vu au paragraphe 1.8 la relation existant entre le diagramme minimal d’Eisen-
bud et Neumann d’un germe et son diagramme minimal de Newton : elle ne concerne que
les sommets de valence 1. Puisqu’on a choisi la décomposition D, pour tout j ∈ {1, . . . , r}
et tout sommet de rupture v de Dm(f), il existe nv,j tel que Nv,j = njnv,j. D’autre part, si
v0 est un sommet de valence 1, il est connecté à un sommet de rupture v. Soit p = ∆[v,v0].
Alors nv0,j = pnv,j. On peut donc n’utiliser que les décorations du diagramme minimal
de Newton pour exprimer le polynôme d’Alexander multi-variables de f .

Soit (ν +N1s1 + · · ·+Nrsr) un facteur du dénominateur de Ztop,0(f) vérifiant Nj �= 0
pour tout j. Alors d’après ce qu’on a vu dans la proposition 3.6.16, il existe un unique
sommet de rupture v ∈ D(f) tel que ν = νv et Nj = Nv,j pour tout j.

Si aucun sommet de valence 1 n’est relié à v, alors comme les

exp(
−2iπνnj

Nv,j

) = exp(
−2iπν

nv,j

)

sont racines nv,j-èmes de l’unité, il est clair que(
exp(

−2iπνn1

Nv,1

), . . . , exp(
−2iπνnr

Nv,r

)

)
annule le polynôme multi-variables d’Alexander de f .



3.7. UN THÉORÈME GÉNÉRALISÉ DE LA MONODROMIE. 147

S’il existe un unique sommet v0 de valence 1 relié à v par une arête, soit p = ∆[v,v0].
Alors Nv0,j = pNv,j pour tout j, c’est à dire que p divise nv,j. Donc d’une part,
(t

nv0,1

1 . . . t
nv0,r
r − 1) divise (t

nv,1

1 . . . t
nv,r
r − 1) et d’autre part, les (ω1, . . . , ωr), où ωj est

une racine nv,j-ème de l’unité qui n’est pas une racine nv,j

p
-ème de l’unité, sont racines

de ∆f (t1, . . . , tr). Or si ṽ est le sommet précédant v, on a νv = pν̃ +q avec pgcd(p, q) = 1
donc p ne divise pas νv. Par conséquent,(

exp(
−2iπνn1

Nv,1

), . . . , exp(
−2iπνnr

Nv,r

)

)
annule le polynôme multi-variables d’Alexander de f .

Enfin, s’il existe deux sommets v0 et v1 de valence 1 reliés à v par une arête, soient
p = ∆[v,v0] et a = ∆[v,v1]. Alors puisque v est connecté à deux sommets de valence 1,
il n’admet pas de sommet précédent. Par conséquent, νv = a + p, et donc ni a ni p ne
divisent νv. Avec le même raisonnement que ci-dessus,(

exp(
−2iπνn1

Nv,1

), . . . , exp(
−2iπνnr

Nv,r

)

)
annule le polynôme multi-variables d’Alexander de f .
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3.8 Polytope de quasiadjonction.

3.8.1 Définition.

Dans [Li], l’auteur définit la notion de polytope de quasiadjonction d’un germe f .
Soit f = fn1

1 · · · fnr
r la décomposition de f en produit de composantes irréductibles.

Nous allons ici rappeler les résultats de cet article qui permettent de calculer les faces
du polytope de quasiadjonction.

Soit DM(f) le diagramme maximal de Newton de f . On rappelle que les sommets
de DM(f) sont en bijection avec les sommets du graphe de résolution minimale de f .

Définition 3.8.1. Soit φ ∈ C[x, y] et v un sommet de DM(f). Le sommet v est alors
aussi un sommet de DM(fφ).

On définit le nombre ev(φ) par la somme sur toutes les flèches de DM(fφ) repré-
sentant φ du produit des nombres adjacents aux géodésiques joignant v à une de ces
flèches.

Soient v1, . . . , vM les sommets de DM(f). Pour φ ∈ C[x, y], soit Sφ le système d’in-
équations suivant dans Rr :

Sφ :


Nv1,1s1 + · · · + Nv1,rsr ≥ Nv1,1 + · · · + Nv1,r − νv1 − ev1(φ)
...
NvM ,1s1 + · · · + NvM ,rsr ≥ NvM ,1 + · · · + NvM ,r − νvM

− evM
(φ)

Enfin, soit
E := {φ ∈ C[x, y]/Sφ a des solutions dans [0, 1]r}.

Définition 3.8.2. Les faces du polytope de quasiadjonction de f sont les solutions dans
le cube unité [0, 1]r des systèmes

S̃φ :


Nv1,1s1 + · · · + Nv1,rsr ≥ Nv1,1 + · · · + Nv1,r − νv1 − ev1(φ)
...
NvM ,1s1 + · · · + NvM ,rsr ≥ NvM ,1 + · · · + NvM ,r − νvM

− evM
(φ)

avec égalité pour au moins une équation

pour tout φ ∈ E.

3.8.2 Une nouvelle caractérisation.

Nous allons à présent donner une nouvelle caractérisation du polytope de quasiad-
jonction de f .

Théorème 3.8.3. Soient v′
1, . . . , v

′
M ′ les sommets de rupture du diagramme minimal

Dm(f) de Newton de f . Alors les faces du polytope de quasiadjonction de f sont les
solutions dans le cube unité [0, 1]r des systèmes

Sφ :


Nv′

1,1s1 + · · · + Nv′
1,rsr ≥ Nv′

1,1 + · · · + Nv′
1,r − νv′

1
− ev1(φ)

...
Nv′

M′ ,1s1 + · · · + Nv′
M′ ,rsr ≥ Nv′

M′ ,1 + · · · + Nv′
M′ ,r − νv′

M′ − ev′
M′ (φ)

avec égalité pour au moins une équation
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pour tout φ ∈ E.

Remarque 3.8.4. Les sommets de rupture de DM(f) et ceux de Dm(f) sont en bijec-
tion. Il suffit donc de montrer que les sommets de valence 1 et 2 de DM(f) induisent
des équations inutiles dans les systèmes Sφ.

La démonstration est basée sur les deux lemmes suivants :

Lemme 3.8.5. On considère une chaîne de la forme

v0 v1 vl vl+1

Alors si (x1, . . . , xr) ∈ Rr est tel que{
Nv0,1x1 + · · · + Nv0,rxr ≥ Nv0,1 + · · · + Nv0,r − νv0 − ev0(φ)
Nvl+1,1x1 + · · · + Nvl+1,rxr ≥ Nvl+1,1 + · · · + Nvl+1,r − νvl+1

− evl+1
(φ)

on a
Nvk,1x1 + · · · + Nvk,rxr ≥ Nvk,1 + · · · + Nvk,r − νvk

− evk
(φ)

pour tout k ∈ {1, . . . , l}.
Démonstration. On reprend les notations du paragraphe 3.2.2.
Soient h0, hk et hl+1 les formes linéaires suivantes :

h0(x1, . . . , xr) = Nv0,1x1 + · · · + Nv0,rxr

hk(x1, . . . , xr) = Nvk,1x1 + · · · + Nvk,rxr

hl+1(x1, . . . , xr) = Nvl+1,1x1 + · · · + Nvl+1,rxr

et K0, Kk et Kl+1 les constantes suivantes :
K0 = Nv0,1 + · · · + Nv0,r − νv0 − ev0(φ)
Kk = Nvk,1 + · · · + Nvk,r − νvk

− evk
(φ)

Kl+1 = Nvl+1,1 + · · · + Nvl+1,r − νvl+1
− evl+1

(φ)

Montrons tout d’abord que h0, hk et hl+1 sont liées. En effet, si l’on calcule les mineurs
d’ordre 3 suivants,

Di,j,s =

∣∣∣∣∣∣
Nv0,i Nvk,i Nvl+1,i

Nv0,j Nvk,j Nvl+1,j

Nv0,s Nvk,s Nvl+1,s

∣∣∣∣∣∣
en utilisant le lemme 3.2.6, on obtient

Di,j,s = 0 pour tous i, j, s ∈ {1, . . . , r}.

{h0, hk, hl+1} est donc de rang inférieur ou égal à 2.
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1. Supposons que {h0, hk, hl+1} est de rang 2. Il existe donc un mineur d’ordre 2

Di,j =

∣∣∣∣ Nv0,i Nvl+1,i

Nv0,j Nvl+1,j

∣∣∣∣
non nul, et une relation de dépendance linéaire

hk = αh0 + βhl+1

où toujours en utilisant le lemme 3.2.6,

α =

∣∣∣∣ Nvk,i Nvl+1,i

Nvk,j Nvl+1,j

∣∣∣∣
Di,j

=
∆[vk,vl+1]

∆[v0,vl+1]

et β =

∣∣∣∣ Nv0,i Nvk,i

Nv0,j Nvk,j

∣∣∣∣
Di,j

=
∆[v0,vk]

∆[v0,vl+1]

.

Pour montrer le lemme, il suffit maintenant de montrer que
(a) αK0 + βKl+1 ≥ Kk,

(b) pour (x1, . . . , xr) ∈ [0, 1]r, si hk(x1, . . . , xr) = Kk et h0(x1, . . . , xr) > K0,
alors

hl+1(x1, . . . , xr) ≤ Kl+1,

(c) pour (x1, . . . , xr) ∈ [0, 1]r, si hk(x1, . . . , xr) = Kk et hl+1(x1, . . . , xr) > Kl+1,
alors

h0(x1, . . . , xr) ≤ K0.

Pour (a), d’une part d’après la proposition 3.2.7, on a

∆[vk,vl+1]

r∑
j=1

Nv0,j + ∆[v0,vk]

r∑
j=1

Nvl+1,j = ∆[v0,vl+1]

r∑
j=1

Nvk,j,

et d’autre part, d’après la proposition 3.2.5, on a

∆[vk,vl+1]νv0 + ∆[v0,vk]νvl+1
= ∆[v0,vl+1]νvk

.

Enfin, il reste à montrer que

∆[v0,vl+1]evk
(φ) − ∆[vk,vl+1]ev0(φ) − ∆[v0,vk]evl+1

(φ) ≥ 0.

Pour i ∈ {0, . . . , l + 1}, soit Ci la somme sur toutes les géodésiques de Dm(fφ)
joignant vi à une flèche représentant φ et ne passant pas par la chaîne [v0, vl+1] du
produit des nombres adjacents à cette géodésique. On a alors :

ev0(φ) = α0C0 + β0p1C1 + . . . + β0pkCk + . . . + β0plCl + β0Cl+1

evk
(φ) = pkC0 + a1pkC1 + . . . + akpkCk + . . . + akplCl + akCl+1

evl+1
(φ) = pl+1C0 + a1pl+1C1 + . . . + akpl+1Ck + . . . + al+1Cl+1

On obtient

∆[v0,vl+1]evk
(φ) − ∆[vk,vl+1]ev0(φ) − ∆[v0,vk]evl+1

(φ) =
∆[v0,v1]∆[vk,vl+1]C1 + . . . + ∆[v0,vk]∆[vk,vl+1]Ck + . . . + ∆[v0,vk]∆[vl,vl+1]Cl

≥ 0

Donc αK0 +βKl+1 ≥ Kk. Enfin, comme α et β sont strictement positifs, (b) et (c)
découlent de (a).
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2. Si {h0, hk, hl+1} est de rang 1, tous les mineurs Di,j d’ordre 2 sont nuls. Puisqu’on
a choisi la décomposition de f en produit de composantes irréductibles, on a

Nv0,1 �= 0, Nvk,1 �= 0 et Nvl+1,1 �= 0

On a alors deux relations de dépendance linéaire

hk =
Nvk,1

Nv0,1

h0 et hk =
Nvk,1

Nvl+1,1

hl+1.

Pour montrer le lemme, on doit montrer que

soit
Nvk,1

Nv0,1

K0 ≥ Kk, soit
Nvk,1

Nvl+1,1

Kl+1 ≥ Kk.

En utilisant les lemmes 3.2.4 et 3.2.6, et en réutilisant la caractérisation des evi
(φ)

donnée dans la première partie de la démonstration, on obtient

Nvk,1K0 − Nv0,1Kk = ∆[v0,vk]

(∑r
j=2(A1Bj − AjB1) + (

β0 − νv0

α0

A1 + B1)

−A1C0 +
∑k−1

i=1

pk∆[v0,vi]B1 − a0∆[vi,vk]A1

∆[v0,vk]

Ci +
l∑

i=k

piB1Ci + B1Cl+1

)
Nvk,1Kl+1 − Nvl+1,1Kk = ∆[vk,vl+1](−

∑r
j=2(A1Bj − AjB1) − (

β0 − νv0

α0

A1 + B1)

+A1C0 +
∑k

i=1 aiA1Ci −
∑l

i=k+1

ak∆[vi,vl+1]A1 − pl+1∆[vk,vi]B1

∆[v0,vk]

Ci − B1Cl+1)

Si Nvk,1Kl+1 − Nvl+1,1Kk ≥ 0, alors on a le résultat attendu.
Si Nvk,1Kl+1 − Nvl+1,1Kk ≤ 0, alors

Nvk,1K0 − Nv0,1Kk ≥ ∆[v0,vk](
∑k

i=1 aiA1Ci

−∑l
i=k+1

ak∆[vi,vl+1]A1 − pl+1∆[vk,vi]B1

∆[v0,vk]

Ci

+
∑k−1

i=1

pk∆[v0,vi]B1 − a0∆[vi,vk]A1

∆[v0,vk]

Ci +
l∑

i=k

piB1Ci)

≥ ∆[v0,vk](
∑k−1

i=1

∆[v0,vi]

∆[v0,vk]

Ni,1Ci +
l∑

i=k

∆[vi,vl+1]

∆[vk,vl+1]

Nk,1Ci)

≥ 0
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Lemme 3.8.6. On considère une chaîne de la forme

v1 vl vl+1v0
α0

Alors si (x1, . . . , xr) ∈ Rr est tel que

Nv0,1x1 + · · · + Nv0,rxr ≥ Nv0,1 + · · · + Nv0,r − νv0 − ev0(φ),

on a
Nvk,1x1 + · · · + Nvk,rxr ≥ Nvk,1 + · · · + Nvk,r − νvk

− evk
(φ)

pour tout k ∈ {1, . . . , l + 1}.
Démonstration. On peut poser formellement dans la démonstration du lemme précédent
pl+1 = 1 et Aj = 0 pour tout j ∈ 1, . . . , r (voir paragraphe 1.7).

Puisqu’on a déjà démontré le premier lemme, il suffit ici de montrer que l’hyperplan
associé au sommet vl+1 est inutile.

On a
Di,j =

∣∣∣∣ Nv0,i Nvl+1,i

Nv0,j Nvl+1,j

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ p0Bi Bi

p0Bj Bj

∣∣∣∣ = 0

pour tous i, j ∈ {1, . . . , r}. Donc h0 et hl+1 sont linéairement dépendantes, disons

hl+1 =
Nvl+1,1

Nv0,1

h0 =
pl+1

p0

h0 =
1

p0

h0.

Montrons que
1

p0

K0 ≥ Kl+1. En utilisant les lemmes 3.2.4 et 3.2.6, et en réutilisant la

caractérisation des evi
(φ) donnée dans la première partie de la démonstration du lemme

précédent, on obtient

K0 − p0Kl+1 = ∆[v0,vl+1] +
∑l+1

i=1 ∆[v0,vi]Ci

≥ 0

Le théorème 3.8.3 est alors immédiat.

3.8.3 Un autre théorème généralisé de la monodromie.

Dans [Li], l’auteur fait le lien entre polytopes de quasiadjonction et spectre d’un
germe de la manière suivante : dans le cas r = 1, le polytope de quasiadjonction d’un
germe f est un ensemble de segments pour chacun desquels l’extrémité droite est 1 ∈ R

et l’extrémité gauche est une valeur du spectre de f . Le théorème de la monodromie
s’énonce alors de la manière suivante : si s0 est un pôle de la fonction zeta-topologique
locale associée à f , alors s0 ou s0 + 1 est l’extrémité d’un segment du polytope de
quasiadjonction de f (i.e. s0 ou s0 + 1 est une face du polytope de quasiadjonction de
f).
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Théorème 3.8.7 (généralisé de la monodromie). Soient f ∈ C{x, y} un germe de
courbe plane et f =

∏r
i=1 fni

i sa décomposition en produit de composantes irréductibles.
Enfin, soit Ztop,0(f)(s1, . . . , sr) la fonction zêta-topologique multi-variables locale associée
à f pour la décomposition D de f en les r paquets fn1

1 , . . . , fnr
r . Soient h(s1, . . . , sr) =

a1s1 + · · · + arsr une forme linéaire avec ai �= 0 pour i ∈ {1, . . . , r} et K ∈ N∗ telles
que h(s1, . . . , sr) + K soit un facteur du dénominateur de Ztop,0(f). Alors il existe une
constante K ′ ∈ N telle que

h(s1, . . . , sr) + K ′ = 0

soit l’équation d’une portion de face du polytope de quasiadjonction de f .

Démonstration. La preuve découle directement des théorèmes 3.3.1, 3.5.2 et 3.8.3.
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Résumé : Cette thèse est consacrée à l’étude de deux invariants des germes de
courbes planes à l’aide des diagrammes de Newton de ces germes. Les diagrammes
de Newton sont des arbres décorés dont on décrit tout d’abord la construction et les
propriétés. Le premier invariant étudié est l’ensemble des quotients jacobiens d’un germe
d’application (f, g) : on montre de façon algébrique comment calculer cet ensemble sur
le diagramme minimal de Newton de fg et on en déduit un résultat sur la croissance des
quotients jacobiens. Le second invariant est la fonction zêta topologique locale multi-
variables associée à un germe f décomposé en r paquets. On donne un résultat décrivant
de façon exhaustive les hyperplans au voisinage desquels elle n’est pas holomorphe. Puis
on montre qu’elle détermine la topologie du germe auquel elle est associée en donnant un
algorithme de construction du diagramme du germe à partir de la donnée de la fonction.
Cette partie se conclut par deux théorèmes de la monodromie.

Mots clef : singularités, quotients jacobiens, fonction zêta topologique.

Abstract : This thesis is devoted to the study of two invariants of plane curves germs
with the help of Newton diagrams of these germs. Newton diagrams are decorated trees ;
we first describe their construction and some of their properties. The first invariant we
study is the set of jacobian quotients of a germ of application (f, g) : we show in an
algebraic way how to compute this set on the minimal Newton diagram of fg, and we
deduce a result on the increment of the jacobian quotients. The second invariant is the
multivariable local topological zeta function associated to a germ f decomposed in r
packets. We give a result which describe in an exhaustive way the hyperplanes on the
boundary of which the zeta function is not holomorphic. Next we prove that the zeta
function determines the topology of the germ it’s associated to : we give a construction
algorithm of the germ’s diagram from the zeta function. We finish with two monodromy
theorems.

Key words : singularities, jacobian quotients, zeta topological function.
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