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Chapitre 1

Introduction

Les corps de rentrée, les sondes planétaires, les tuyéres de moteur fusée subissent des flux
thermiques extrémement violents. Il est donc nécessaire d’utiliser sur ces engins des protections
thermiques. Celles-ci sont souvent fabriquées & partir de matériaux composites dégradables qui
sont les seuls a pouvoir supporter de tels flux. Sous 'effet de la chaleur, ces matériaux sont sou-
mis a une évolution structurale et un gaz éventuellement en régime raréfié circule a l'intérieur
des porosités et migre vers la paroi. La modélisation de ces phénomenes complexes est impor-
tante pour le dimensionnement des protections thermiques. Des phénomenes voisins apparaissent
dans bien d’autres applications, notamment les processus de fabrication de ces matériaux tels
que la C.V.I (Chemical Vapour Infiltration) ot une préforme (substrat) est placée dans un en-
vironnement de gaz réactifs. Ainsi, en élevant la température, les réactions chimiques s’activent,
certaines especes chimiques se déposent sur la préforme et les porosités initialement présentes se
referment. D’autres applications comme la microfluidique mettent en jeu une physique similaire,
notamment le transfert de gaz dans des microcanaux.

La simulation du transport de masse et de chaleur a ’'intérieur d’un matériau poreux, couplé
a I’évolution structurale de celui-ci et aux réactions chimiques qui s’opérent en son sein est un
probléme difficile qui met en jeu des échelles de temps et d’espace trés différentes. L’objet de
notre étude a consisté a proposer des modeles, a 1’échelle macroscopique, capables de représenter
correctement tous les processus importants.

Dans un premier temps, nous allons présenter un modele de transfert de masse et de chaleur
dans un milieu poreux pour des géométries microscopiques fixées et pour des régimes variés.
Nous partirons de ’approche proposée dans ([1]) mais en se placant dans ’hypotheése d’un faible
couplage thermique. Le systéme au niveau microscopique est composé d’une équation cinétique
(équation de Boltzmann) décrivant le gaz couplée & une équation de conduction thermique dans
le solide. Nous dériverons par une analyse asymptotique un modele macroscopique dont les co-
efficients de transport effectifs sont déterminés par un probleme de fermeture cinétique. Nous
arriverons & deux modeles découplés : le modele microscopique de calcul des coefficients de trans-
port effectif et le modele macroscopique de transport. Ce systeme macroscopique nécessitera une
tabulation de coefficients de transport obtenue par la résolution de problémes auxiliaires (modele
microscopique). Ce modele microscopique sera en fait constitué de trois problemes auxiliaires
qui permettront de déterminer le coefficient de conduction thermique dans la phase solide K,

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

le coefficient de diffusion de masse D et de transpiration thermique D, tous deux dans la phase
fluide. Le probléeme en K ne présentant aucune difficulté de résolution, nous porterons par la
suite notre attention sur les deux autres problémes (pour D et D). Nous étudierons en effet ces
systemes : nous démontrerons la positivité des opérateurs et nous en définirons le noyau. Ensuite
nous étudierons les propriétés du modele complet : nous montrerons, par une analyse asymp-
totique, que dans la limite d’'un gaz dense, notre modele retrouve la célebre loi de Darcy. Puis
nous présenterons certaines propriétés des coefficients D et D : en particulier nous étudierons
le comportement du rapport DT/Dp dans les régimes limites (raréfié et fluide). Nous passerons
alors a I’étude numeérique des problemes auxiliaires.

Comme nous aurons besoin de travailler sur des géométries complexes 3D et que nous se-
rons amenés a résoudre de nombreux problemes auxiliaires afin d’engendrer nos tabulations,
nous proposerons une technique de résolution approchée mais plus rapide. En particulier, nous
mettrons en place une méthode de Galerkin pour I'approximation en vitesse. De plus nous sim-
plifierons l'opérateur de collision présent dans les problémes auxiliaires pour D et D par un
opérateur linéarisé de type BGK ou ES-BGK que nous comparerons lors des tests numériques.
Avec lapproximation en vitesse qui est réalisée, le systéme cinétique de départ va se ramener a
un systeme hyperbolique dont nous étudierons les propriétés : nous montrerons que l'opérateur
obtenu conserve la positivité des problemes auxiliaires et nous exhiberons son noyau. De plus,
nous démontrerons que ce systéme donne en limite fluide le systéme de Stokes qui par ho-
mogénéisation conduit & la loi de Darcy. Enfin, nous ferons une approximation en espace basée
sur une méthode de volumes-finis d’ordre 2. Et comme on pouvait s’y attendre, le schéma ainsi
obtenu, adapté au régime de transport présente des difficultés en régime dense. Nous serons donc
amenés a proposer un schéma original préservant I’asymptotique, c’est-a-dire que ce schéma nous
permettra d’approximer correctement le comportement de la solution en limite dense, c’est-a-
dire la solution d’un systéme de Stokes.

L’implémentation de ce schéma, dans un code appelé HAMMLET, pour la résolution des
problemes auxiliaires sera entierement réalisée par nos soins. Nous mettrons au point un solveur
robuste (GMRes) préconditionné (type Gauss-Seidel). Nous développerons de nombreux outils
numériques pour accélérer les calculs : les matrices du sytéme ne seront pas stockées, des condi-
tions aux limites de symétrie nous permettront de réduire la taille de la géométrie de calcul.
Enfin, loriginalité de la prise en compte des conditions aux limites sur 'interface fluide-solide
permettra au code de “glisser” du schéma de transport au schéma préservant 1’asymptotique
pour les régimes intermédiaires

Enfin, nous étendrons notre modele a un matériau réactif en évolution structurale. Nous
démontrerons que sous certaines hypotheses non réductrices, I’étude asymptotique nous amenera
a considérer les mémes problémes aux limites. De plus le systéme macroscopique ne s’en trouvera
que légérement modifié. Ceci nous permettra de présenter notre approche en terme d’emboitement
de modeéles.

Nous passerons alors a la mise en ceuvre informatique ou nous présenterons le modele macro-
scopique complet. Ce modele a été introduit dans le code MUPPETT ([2]). Nous présenterons
notre contribution au développement de ce code, notamment les améliorations que nous avons
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di y apporter : 'accélération de la vitesse d’exécution et I'interpolation des coefficients de trans-
port effectif. Nous avons ensuite participé a la validation de ce code. Puis nous définirons divers
parametres physiques grace & des dépouillements d’expériences afin de pouvoir par la suite lancer
une simulation complete. Puis nous définirons une géométrie microscopique simplifiée de calcul
ainsi que son évolution structurale afin de pouvoir mener des simulation numériques toujours
plus proches de la réalité physique.

Enfin, nous présenterons nos résultats numériques. Sur le modele microscopique : nous le
validerons tout d’abord sur des géométries simples par comparaison avec des résultats de la
littérature obtenus par des méthodes validées mais limitées a des géométries simples. Puis nous
validerons sur des pores circulaires notre modele macroscopique par rapport a une expérience
physique. Une fois validé, le modeéle microscopique sera utilisé pour étudier plus finement les
phénomenes de transport multidimensionnel. En particulier, notre modele donnera des informa-
tions sur le caractere tensoriel de la transpiration thermique, ce qui est nouveau. Il permettra
de mettre en évidence l'influence du régime d’écoulement sur des effets multidimensionnels du
transport dans des géométries 3D ([3]). Enfin, nous utiliserons notre modele pour calculer des
coeflicients de transport effectif sur une géométrie réelle. Nous passerons alors a la validation du
modele macroscopique : tout d’abord, nous validerons le modeéle terme par terme puis nous pro-
poserons des résultats mettant en évidence 'intérét du modele, notamment le fait qu’il fournit
une meilleure prédiction du transport en régime transitionnel et a fortiori en régime raréfié que
la loi de Darcy. Enfin, nous rajouterons une évolution structurale simplifiée mais définie par une
réaction chimique traduisant le phénomene physique principal de pyrolyse et nous présenterons
des résultats numériques 1D puis 2D obtenus par notre approche dans sa globalité.

Ce mémoire est articulé comme suit : au chapitre deux, nous présenterons le probleme phy-
sique et ses applications. Puis, au chapitre trois, nous nous intéresserons au modele de transport
et a sa dérivation mathématique pour aboutir au systéme macroscopique de transfert de masse
et de chaleur. Au chapitre quatre, nous présenterons les différentes approximations numériques
qui sont faites afin de simplifier ou accélérer la détermination des coefficients de transport ef-
fectifs. Au chapitre cing, nous généraliserons notre modele en y incluant I’évolution structurale,
tout d’abord prédéfinie, puis déterminée par les réactions chimiques a l'intérieur du matériau.
Au chapitre six, nous présenterons comment cette méthode est mise en ceuvre informatique-
ment ainsi que la détermination des différents parametres physiques nécessaires pour simuler le
comportement d’un matériau de protection thermique lors d’une rentrée. Enfin dans le dernier
chapitre, nous présenterons les divers validations et tests numériques réalisés tout d’abord sur
le code de calcul des coefficients de transport effectifs, puis sur le systéme macroscopique complet.

Certaines parties de ces travaux ont fait 'objet de publications. L’obtention du modele
macroscopique ainsi que sa résolution, notamment le passage du cinétique a I’hyperbolique a
fait Pobjet d’un article accepté pour publication ([4]). Les premiers résultats numériques ont
été présentés a différentes conférences internationales : [5], [6]. Enfin, concernant ’étude des
phénomenes multidimensionnels de transport, ceci a fait I’objet d’un article soumis [3]. Enfin,
les premiers résultats concernant I’extension du modele & un matériau en évolution structurale
de par les réactions chimiques qui s’y opeérent a été publié dans [7].
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Chapitre 2

Le probleme physique

2.1 Introduction

Nous nous intéressons ici aux transferts de masse et de chaleur dans les matériaux composites
poreux réactifs, comportant une résine thermo-pyrolysable. Ces matériaux sont soumis & une
évolution structurale et un gaz, éventuellement en régime raréfié, peut circuler a l'intérieur. De
nombreuses applications physiques qui nécessitent une bonne compréhension de ces phénomenes
se retrouvent dans beaucoup de domaines industriels. Entre autres, nous pouvons citer :

— Les systemes de protection thermique de corps de rentrée ou de tuyeres de moteurs fusée,
qui feront I'objet d’un paragraphe de ce chapitre. On trouve ces systemes de protection
thermique ("TPS”, thermal protection system en anglais) sur des corps de rentrée civils,
comme les sondes d’exploration planétaire, ou militaires.

— Le procédé de fabrication de matériaux par infiltration en phase vapeur (CVI, Chemical
Vapour Infiltration) qui fera aussi l'objet d’un paragraphe et qui intéresse tout parti-
culierement le LCTS (Laboratoire des Composites Thermo-Structuraux). Ce procédé per-
met notamment 1’élaboration de freins a disques pour avions et véhicules F1, de pieces de
moteur d’avions de chasse (Rafale) (Cf [8]).

— Les écoulements a 1’échelle micrométrique et submicronique, que ’on rencontre dans de
nombreuses applications : procédé de refroidissement, fabrication de filtres submicroniques,
super-isolants, qui ne font pas nécessairement appel a des phénomeénes de réactions chi-
miques et d’évolution structurale, mais ont lieu a des régimes a haut nombre de Knudsen.

Nous allons par la suite présenter les phénomeénes physiques mis en jeu et introduire les
problemes de modélisation qu’ils posent.

2.2 Les systemes de protection thermique

Un systéeme de protection thermique est un bouclier qui protege un corps de rentrée des
tres importants flux thermiques qui apparaissent pendant une rentrée hypersonique dans ’at-
mosphere d’une planete. Ces TPS constituent un point particulierement critique pour le dimen-
sionnement d’un engin spatial et il est impératif que les performances en soient validées par des
tests et des analyses.

13



14 CHAPITRE 2. LE PROBLEME PHYSIQUE

Pour certaines rentrées, corps militaires, retours terrestres d’échantillons (MSR, Mars Sample
Return), missions joviennes (Galileo), les flux thermiques maximaux peuvent atteindre plusieurs
centaines de MW /m?2. Par exemple, lors de son retour sur Terre en janvier 2006, le bouclier de
la mission Stardust, qui collecta des échantillons de poussiére de comete (Wild 2) a supporté un
flux thermique maximal de 12M W /m?2. La sonde Galileo, lors de sa rentrée dans I’atmosphere
jovienne a supporté un flux thermique maximal de 350 MW /m? ([9]). Trés peu de matériaux
sont & méme de constituer des protections efficaces dans des conditions aussi séveres et les com-
posites carbone-résine sont parmi les plus performants. Ce sont des matériaux tres complexes
qui mettent en jeu de nombreux processus physiques et chimiques.

En effet, lors d’une rentrée atmosphérique, sous l'effet de I’échauffement di a ’écoulement
externe, le matériau de TPS va se fissurer et des porosités vont s’ouvrir. Des lors, des réactions
de pyrolyse vont avoir lieu et la résine qui constitue pres de la moitié en masse du matériau
va pyrolyser et produire des gaz chauds (la plupart étant des hydrocarbones) qui vont migrer &
travers les porosités vers ’écoulement externe et du coke (résidu de carbone) qui va se déposer
dans les porosités (fig. 2.1).

Couche limite
ou choc détaché

produit de réactions _
o érosion mécanique
flux radiatif

flux conductif ablation et recull de paroi

[5+]
(@]
(«B]
O Zone de redépot
S
o

TPS

Fic. 2.1 — Mécanismes présents sur un TPS en rentrée atmosphérique.

Ces réactions de pyrolyse sont endothermiques et participent grandement a absorber I'énergie
thermique. Les gaz chauds en s’écoulant vers I'extérieur contribuent également a évacuer la cha-
leur, mais perturbent aussi I’écoulement externe. En effet, 'injection de ces gaz dans ’écoulement
externe va affecter les propriétés de la couche limite (trés mince : quelques um & quelques mm,
laminaire ou turbulente) et va engendrer une réduction du flux convectif. D’autre part, ces
mémes gaz peuvent réagir chimiquement avec les gaz présents dans la couche limite, ce qui va
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avoir un effet sur le flux thermique a la surface. De plus, des réactions chimiques ont lieu entre la
surface du bouclier et les especes chimiques de la couche limite, ce qui va engendrer une ablation
de la surface du matériau.

Les processus décrits ci-dessus ainsi que le matériau présentent des échelles de temps et d’es-
pace tres différentes. En ce qui concerne ’espace, la taille d’un bouclier thermique est a com-
parer au diametre des porosités qui varie de quelques micrometres au demi-millimetre, comme
le montrent les images suivantes d’un échantillon de matériau carbone/résine chauffé a 250°C
prises au microscope optique par Pascal Mosnier, doctorant au LCTS, (fig. 2.2) et (fig. 2.3).

F1G. 2.3 — Fracturation au niveau d’une fibre dans un composite carbone-résine (Source : LCTS).

Les porosités nanométriques présentes dans le matériau vierge seront négligées dans le cadre de
cette étude.
Par exemple, le bouclier utilisé sur le module de la sonde Galileo ! avait un diametre de 1.26

!Galileo fut lancée le 19 octobre 1989 par la navette américaine Atlantis et le 12 juillet 1995, elle a largué un
module de 335 kg. Celui-ci pénétra dans ’atmosphere de Jupiter le 7 décembre pour en étudier les caractéristiques

(Ct [9)).
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metre pour une épaisseur de 5.4 cm sur ses flancs et de 14.6 cm au nez. Nous sommes donc
confrontés a des échelles d’espace tres différentes : il nous est donc impossible de modéliser
numériquement ces phénomeénes a petite échelle, car si 'on essaye, il nous faudra choisir un
pas Az < 1075 m pour prendre en compte I’aspect micrométrique de la porosité. Or sur une
géométrie d'un corps de rentrée comme celui du module Galileo, on arrive alors & un nombre
de mailles de lordre de 106, ce qui est évidemment impensable & 1’état actuel de la puissance
de calcul des ordinateurs. Pour I’échelle de temps, il apparait que la vitesse de I’écoulement
externe est tres élevée par rapport a la vitesse de transport des gaz de pyrolyse vers 'extérieur
qui elle-méme est tres rapide par rapport a la vitesse de I’évolution structurale du matériau.

Un autre point important concerne le régime de I’écoulement des gaz dans les porosités.
Lors d’une rentrée, nous passons par des régimes d’écoulement externe tres différents qui cor-
respondent & des plages de valeurs du nombre de Knudsen, qui est un nombre adimensionné
qui peut étre défini comme le rapport entre le libre parcours moyen des particules (Ipm) et la
longueur caractéristique L qui est ici la taille des pores :

Kn = lp_m (2.1)
L

Le matériau en rentrant dans I'atmosphere, va s’échauffer, se fracturer et les porosités vont
s’ouvrir, équilibrant ainsi la pression a l'intérieur des pores avec la pression de la couche limite :
I’écoulement régnant a l'intérieur du matériau va donc s’équilibrer avec ’écoulement externe.
Ce phénomene a en effet été mis en évidence lors d’expériences en laboratoire ([10]) comme il

est montré a la figure (2.4)
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Fi1G. 2.4 — Pressions mesurées dans un échantillon de carbone résine en cours de pyrolyse pour
une densité de flux de 8 MW /m? (Source : [10]).

On remarque des montées en pression en début de chauffage puis des chutes qui sont dues
a la dégradation interne de ’échantillon, c’est-a-dire a 'ouverture des porosités. Et finalement
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la pression finit par s’équilibrer avec la pression atmosphérique. On peut alors supposer que
le méme phénomene se produit a l'intérieur du matériau d’un bouclier thermique en phase de
rentrée atmosphérique.

Lors d’une trajectoire de rentrée, le libre parcours moyen au voisinage du corps varie considé-
rablement (fig. 2.5).

Ipm (m)
5

10

10°

temps

F1G. 2.5 — Evolution du libre parcours moyen au cours du temps lors d’une rentrée ([2]).

L’ouverture des porosité se fait des le début de I’échauffement, c’est-a-dire a tres haute altitude
(~ 50 km) ou le libre parcours moyen est d’environ 15 pm. Donc a haute altitude, nous avons
un écoulement raréfié au niveau des pores. Mais a plus basse altitude, nous passerons dans un
régime continu.

Traditionnellement, 'activité de recherche sur les TPS est principalement expérimentale,
depuis la conception du matériau jusqu’a l’essai en grandeur nature sur banc ou en vol. Des
lors, on congoit la difficulté et le cott d'un tel essai qui réclame la préparation et la mise en
ceuvre d’un lanceur ainsi que des moyens importants sur le site de rentrée pour la caractérisation
précise de 'atmosphere locale, la trajectographie et la télémesure. Une des difficultés est l'ins-
trumentation de cet essai car toute l'installation d’une mesure porte atteinte a I'intégrité de la
protection thermique et comporte donc un risque de malfonction. Le besoin se fait sentir aujour-
d’hui d’établir des modeles élaborés, en particulier pour des missions exigeantes, afin d’optimiser
les caractéristiques des engins spatiaux (on peut se souvenir de la mission Galileo qui a failli
aboutir & un échec a cause du mauvais dimensionnement du bouclier) et pour diminuer les cotits
de développement en diminuant le nombre d’essais ([11], [12]).

L’objectif de ce travail consiste a développer un modele élaboré pour le transfert thermique
a Uintérieur du matériau. Ce modele simulera les phénomenes qui ont lieu dans un matériau de
corps de rentrée apres ouverture des porosités, il modélisera le transport de masse et de chaleur
dans un milieu poreux, sur une large gamme de régimes et prendra en compte I’évolution struc-
turale du milieu poreux.
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Pour des applications de rentrée, ce modele est destiné a étre couplé avec :
— un modele traitant des phénomeénes de surface et d’ablation.
— un modele d’écoulement externe (Navier-Stokes multi-especes)

2.3 Les tuyeres

Une tuyeére est une conduite de section carrée ou circulaire placée a la sortie d’un propul-
seur et qui sert a transformer en énergie cinétique I’énergie des gaz de combustion. C’est le
conduit terminal d’une chambre de combustion. Une tuyeére de propulseur a poudre joue un
double role : elle regle la combustion de la poudre grace a ’aire de son col controlant le débit
et de plus, par sa forme et les dimensions de son divergent, elle contribue a la création d’une
force propulsive due a la détente plus ou moins poussée des gaz. On peut aussi lui attribuer le
role de participer au pilotage du lanceur. On décompose généralement une tuyere en trois zones :

e le convergent ;
e la zone du col;

e le divergent encore appelé jupe de tuyere, éventuellement équipé de volets dits volets de
tuyere.

Réservoir Col

7

Convergent Divergent

Fi1G. 2.6 — schéma simplifié d’une tuyere.

Du fait des températures élevées (environ 3500 K) et de I'obligation de conserver une section
constante, le col de tuyere est réalisé en matériau réfractaire (graphite, carbone, tungstene).
Pour les divergents, on trouve des fabrications métalliques ou en stratifiés ablatifs. Nous nous
intéresserons ici au matériau utilisé pour le col de tuyere qui est en fait un matériau identique
a ceux utilisés pour le TPS.

24 LaC.V.I

La CVI (Chemical Vapour Infiltration) ([13]) est un procédé dérivé de la CVD (Chemical
Vapour Deposition) ([14]), qui est tres utilisée pour le dépot de couches minces (comme par
exemple, les revétements d’outils de coupes, ou en technologie des semiconducteurs). Le principe
est de placer un substrat dans un environnement de gaz réactifs, appelés précurseurs. La réaction,
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qui est généralement activée en élevant la température du substrat, conduit a un dépot solide.
Lors de I’élaboration par CVI, on peut reconnaitre de nombreux processus :

— 1. Le transport de gaz réactifs (précurseurs) hors de la préforme par convection et diffusion.
Puis au sein de la préforme par diffusion, effusion (ou diffusion de Knudsen), et transport
visqueux.

— 2. Les réactions chimiques homogenes : en effet, on remarque une décomposition des
précurseurs en intermédiaires réactionnels, recombinaison, etc...

— 3. L’arrivée des intermédiaires réactionnels au contact du substrat (adsorption).

— 4. Des réactions hétérogenes proprement dites qui menent & un dépot solide et a des
sous-produits gazeux.

— 5. Désorption des sous-produits.

— 6. L’évacuation des sous-produits par les mémes mécanismes de transport que pour les
réactifs.

A ceci vient s’ajouter I’évolution de la densité et de la morphologie du milieu : ici, contrairement
aux TPS, la porosité va diminuer lors du processus. Ce phénomene d’augmentation de la densité
est en général beaucoup plus lent que les autres, ce qui permet de le séparer de ceux-ci. De plus,
comme pour les protections thermiques, plusieurs échelles interviennent :

— Une échelle macroscopique qui constitue le four dans son ensemble, ainsi que le milieu
poreux vu de maniére globale (homogene).

— Une échelle mésoscopique que représentent les détails de ’espace des pores. Les dimensions
des pores sont comparables a celles des fibres, qui sont d’environ 7um.

— Une échelle microscopique qui est en fait 1’échelle des molécules entre elles et avec le
substrat (notion de libre parcours moyen).

Il nous faut donc distinguer dans la mesure du possible ces différentes échelles et notamment
aborder toutes ces échelles a la fois. Pour la CVI, la taille des pores varie entre 1 et 10 mi-
crometres, et le libre parcours moyen est du méme ordre pour des valeurs usuelles de température
(environ 1300K) et de pression (entre 1 kPa et 10 kPa).

2.5 La microfluidique

Le domaine de la microfluidique a connu un grand développement dans les années 1990. Elle
met en ceuvre les propriétés particulieres des fluides lorsqu’ils s’écoulent dans des microsystemes.
Elle permet d’envisager le transport et la manipulation de nanolitres de fluide dans des canaux
de la taille d’un cheveu. Les applications de la microfluidique se retrouvent en microbiologie en
permettant par exemple de diviser une goutte de sang en un millier de micro-gouttes pour en faire
mille analyses biologiques en parallele ou encore en génie chimique, en chimie analytique ou en
micromécanique. On arrive aussi a construire des micropompes sans partie mobile et a concevoir
des séparateurs chimiques tres efficaces en utilisant le phénomene de transpiration thermique
dans des écoulements de gaz raréfiés. Ceci permet de fabriquer des laboratoires-sur-puce (en an-
glais lab-on-chip) qui sont essentiellement des réseaux de microcanaux de dimensions transverses
de l'ordre de la dizaine de microns. Ceci permet de réaliser des analyses biologiques ou chimiques.
Pour pouvoir réaliser certaines de ces applications, il est nécessaire de bien comprendre le pro-
cessus de transport de gaz raréfiés dans des canaux treés fins qui sont donc assimilables & des
réseaux poreux.
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Chapitre 3

Le modele de transport

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons construire un modele de transport de masse et de chaleur dans

un milieu poreux que nous supposerons non réactif et donc ou il n’y aura pas d’évolution struc-
turale du matériau. C’est-a-dire que nous nous intéressons ici au transport dans une géométrie
microscopique donnée et fixe au cours du temps.
Pour dériver de tels modeles, nous partons d’une description microscopique comprenant une
phase solide et une phase fluide. Par un changement d’échelle, nous arrivons & un probléme
macroscopique homogénéisé. Ceci est une approche classique en ce qui concerne des écoulements
en milieux poreux. Beaucoup de publications provenant de recherches en mécanique des fluides
ou mathématiques appliquées sont parues pour des écoulements de fluides continus, visqueux
au niveau microscopique. On peut citer en particulier de nombreux articles scientifiques sur
I’homogénéisation en régime fluide. Tout d’abord les travaux ([15], [16], [17]) qui étudient I'ho-
mogénéisation en milieu poreux et les travaux ([18], [19], [20]) basés sur la méthode des volumes
élémentaires représentatifs. Notre travail concerne des écoulements de gaz et ’on souhaite pou-
voir traiter différents régimes (du raréfié au continu) par une méme approche. Il devient alors
nécessaire de décrire le gaz au niveau microscopique par un modele cinétique. Les premiers tra-
vaux sur ce sujet concernent 'ingénierie chimique et c’est donc dans cette communauté qu’ont
été proposés les premiers modeles :

— le “ Dusty Gas Model” (DGM) (Mason et Malinauskas, 1983 [21])

— le “Binary Friction Model “ (BFM) (Kerkhof, 1996 [22])

Ces modeles ne sont malheureusement pas issus d’une dérivation mathématique rigoureuse. Le
DGM se base sur les lois de diffusion de Stefan-Maxwell en considérant qu’une des especes
gazeuses devient tres grosse en taille et en poids (Dust : poussiere) et modélise alors la phase
solide du milieu poreux. Cette dérivation ne permet donc pas d’introduire des coeflicients de
transport prenant en compte de fagon rigoureuse la géométrie microscopique.

L’approche que nous proposons ici reprend 1'idée de décrire le gaz au niveau microscopique par
un modele cinétique (couplé avec la conduction thermique dans le solide) et de dériver un modele
limite par une analyse asymptotique. Comme nous supposerons que le libre parcours moyen du
gaz est du méme ordre de grandeur que la taille des pores, dans ce changement d’échelle, on
procede a la fois & I’homogénéisation du modele et au passage a une description hydrodynamique
du gaz. On dérive alors un modele macroscopique par une approche formelle et rigoureuse qui

21
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permet de déterminer des coefficients de transport qui prennent en compte & la fois la géométrie
microscopique du milieu et le régime de I’écoulement. La méthode reprend la démarche proposée
dans ([1]).

Le chapitre est organisé ainsi :

Dans un premier temps on présente rapidement le Dusty Gas Model (paragraphe 3.2). Puis nous
nous intéresserons a la dérivation de notre modele (paragraphe 3.3) : nous adimensionnerons nos
équations en supposant que le nombre de Mach est petit, que la fréquence de collision binaire
entre deux particules v, est du méme ordre que la fréquence de collision entre les molécules de
gaz et la paroi v, et que la conductivité thermique du gaz A est beaucoup plus petite que la
conductivité du solide As;. Une fois obtenu notre systéme macroscopique ainsi que nos systémes
auxiliaires, nous reléverons certaines propriétés de ces systemes (paragraphes 3.4 et 3.5).

3.2 Rappel : le Dusty-Gas Model

Le DGM introduit dans [21] fournit des équations de transport moyennées par homogénéisation
du milieu poreux. Il est basé sur une différence de masse pour n + 1 especes. Cette approche se
base sur les lois de diffusion de Stefan-Maxwell dans le cas limite ou une des especes de “gaz”, la
n + lieme (la poussiere, en anglais the Dust) a une masse molaire trés importante, une fraction
molaire proche de zéro, une taille trés importante et une distribution spatiale uniforme et est
considérée comme immobile. Cette espece représente la phase solide du milieu poreux. Les n
premieres especes sont de véritables molécules de gaz. Ce modele repose sur des résultats de la
théorie cinétique des gaz et utilise le fait qu’en approximation du premier ordre, les flux visqueux
et diffusifs sont indépendants les uns des autres.

Nous allons ici nous restreindre au cas d’une seule espeéce de gaz présente.

Si 'on note € la porosité du milieu, B la perméabilité intrinseque du milieu poreux, n la visco-
sité, D le coeflicient de diffusion de Knudsen et ap celui de transpiration thermique, la vitesse
intrinseque v (vitesse de filtration) s’obtient par la formule suivante :

PB VP vT
En utilisant la loi des gaz parfaits :
RT
P=p— = pRT 3.2
pop = PRT, (3.2)
pour expliciter le gradient de pression :
VP =pRVT + RIVp, (3.3)

on obtient grace a (3.1) la formule classique de Darcy-Klinkenberg expression pour le flux de
masse :

B PB
pv = — [P— + DK} Vp — L [DK(l +ar)+ —| VT. (3.4)
7 T 7
Nous pouvons donc identifier les coefficients D et D de la relation (3.4) :

D =Dk + pBy/n (3.5)
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D= % (D + arDy) (3.6)
Les coefficients du Dusty-Gas Model sont extraits de la fagon suivante :
Dg = lim D (3.7)
P—0
oD
By = n— .
0 5P (3.8)
DT
ar = <— — D) Dyt (3.9)
p
: . DT
oubien:ar = lim——-1 (3.10)
p—0 p
(3.11)

Mais une des faiblesses de la dérivation originale est qu’aucune dépendance explicite des divers
coeflicients concernant la poussiere par rapport au nombre de molécules de celle-ci n’est donnée.
Un autre point obscur est que rien n’est dit de la fraction ¢4 de volume de poussiere quand on
prend la limite. Est-elle toujours constante ? La seule réponse a cette question est que ce modele
suppose implicitement que toutes les quantités, apreés la prise de limite, sont ramenées a une
moyenne au-dessus de l’espace total. Mais en faisant ainsi, on doit faire attention de réduire
progressivement la mobilité moléculaire pendant que la taille se développe; ce point n’a jamais
été mentionné dans la présentation historique du DGM. De plus, on remarque que la dérivation
des coefficients ne prend pas en considération la géométrie du milieu. Celle-ci est prise en compte
a posteriori en déterminant les valeurs de B et D identifiées a partir du milieu. Mais cela a été
fait essentiellement sous des conditions isothermes et pour des géométries particulieres.

Pour une analyse plus compléte du DGM et sa comparaison avec ’ATM, le lecteur pourra se
reporter a ([3]).

3.3 Dérivation du modele

3.3.1 Introduction

On appelle Q un ouvert de R3 représentant le domaine géométrique occupé par le matériau

poreux. Soit 2y C € I'ouvert de €2 occupé par le gaz , (2, la partie occupée par la phase solide,
et I" I'interface entre 2 et §2s. Dans la suite nous noterons n = n(z), € I' la normale a I" au
point x, sortante de €)5. De plus, dans ce chapitre, nous n’aurons pas d’évolution structurale et
donc les ouverts 2 et €5 seront considérés comme constants.
On notera p; la masse volumique du solide, C,, sa chaleur spécifique & volume constant et A son
coefficient de conductivité thermique. On suppose que ces quantités sont connues et constantes.
On suppose de plus, que dans le solide, seul I’énergie varie et on néglige les déformations
mécaniques. La seule inconnue de la phase solide est la température T'(x,t) définie dans g
et dont I’évolution est décrite par I’équation de la chaleur :

psCoOi T = div(AsVT). (3.12)

On suppose que le fluide dans les pores est un fluide mono-espece, mono-atomique et qu’il n’y a
pas de réaction chimique. Comme nous considérons un gaz qui peut étre raréfié dans les pores, il
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peut étre décrit par un modele cinétique. Nous notons f = f(x,t,v) la fonction de distribution
de masse et I’évolution du gaz est donc donnée par I’équation de Boltzmann dans € :

Ohf+v-Vf=Q(f, ) (3.13)

Et pour fermer le systéme, deux conditions de couplage sur l'interface I' sont écrites : une
condition de continuité des flux d’énergie et une condition de Maxwell avec un coefficient d’ac-
commodation o, condition qui assure un flux de masse nul & travers I'. Sur cette condition, la
maxwellienne est a la température de la paroi, ce qui traduit un équilibre thermique local. Le
modele microscopique se met donc sous la forme :

psCoO T = div(A\sVT), dans €, (3.14)
of+v-Vf = Q(f, 1), dans Qy, (3.15)
f(z,v,t) = a/ |w - n|fdw M(T) (3.16)

+ (1 —.n:)of(a:,v — 2v.nn) sur I pour v-n > 0, (3.17)

AsVT -n = — / %|’U’27) -nf(z,v,t)dv, surl. (3.18)

Ce modele est le méme que dans [1] mais avec une condition de Maxwell un peu plus générale
(dans [1], o = 1).
L’opérateur de collision () est défini par :

A Nw = [ [ 165w = 1)@l - w.w)dude, (3.19)

ouv =v—(v—-—www, W =w+(v—w)w w et o le noyau b(z,w) = |2|X(|z], cos(z,w))
dépend du potentiel d’interaction entre les molécules qui est considéré et de la section efficace
¥ donnée par (voir [23]) :

Y(z,cos860) = r2cos @, pour un potentiel de type "hard sphere”,

Y(z,co80) = 722|" Lcosh, k€ [0,1], pour un potentiel de type “hard sphere” variable.

Dans tous les cas, le terme de collision satisfait les propriétés fondamentales suivantes (lois de
conservation et H-théoreme) :

VF >0, /RgQ(f,f)qp(u)dv — 0,5 () = a+bo+ ol (3.20)
| eusmina < o (321)
[ eu.pmnas = 0= aQ(.p=o (322)

Les quantités macroscopiques (densité, moment, énergie totale) sont définies par

p={f) pu=i{f), E= (3P, (323)
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oit (1) = fppa (v)do.

M (v, T) est la maxwellienne définie par :

_ 1v]
M(v,T) = #e 2

Avec cette définition, on a
/ vonM (v, T)dv =1
v.n>0

Nous nous placons sous certaines hypotheses concernant les différentes échelles du probleme
ainsi que le régime considéré pour adimensionner notre systeme :

Hypotheése 1 : la fréquence vy des collisions binaires entre molécules et la fréquence v,, des
collisions entre les molécules de gaz et la paroi sont du méme ordre, ce qui signifie que notre
approche se place en régime transitionnel.

Hypotheése 2 : la conductivité thermique du gaz est beaucoup plus petite que la conductivité du
solide, c’est ce que nous qualifierions de régime de faible couplage thermique ([24], [1]).

Hypotheése 3 : la vitesse du fluide est faible par rapport a la vitesse du son, i. e. le nombre de
Mach petit : M =~ e.

3.3.2 Formulation adimensionnée

Introduction

Nous allons alors adimensionner le systeme par un petit parametre e représentant le rapport
entre le diametre d’un pore et une longueur caractéristique de la structure.

On considere des écoulements ou le libre parcours moyen des particules est du méme ordre
de grandeur que la taille des pores et ou la conductivité thermique du gaz est négligeable devant
celle du solide. Dans la suite, ¢* représente la valeur de référence de la quantité q, et ¢ représente
la valeur adimensionnée associée. Nous introduisons f, = p*/a2 oul p, est la densité de référence
et a* = /YRT, est la vitesse du son associée & la température de référence T'. Soit t, = L, /Uy Ol
L, est la longueur caractéristique de la structure macroscopique et 7, est le temps caractéristique
de relaxation de I’état de référence défini par la pression Py et par la viscosité u, par la relation
px = P,7, 1. On peut remarquer que j., T, ainsi que toutes les quantités qui dépendent de
s dépendent aussi du potentiel d’interaction utilisé dans 'opérateur de collision. Mais dans la
plage de température correspondant a nos applications, I'ordre de grandeur de pu, est le méme
pour de nombreux potentiels VHS. Par exemple, & T' = 3500K, i, = 2.5 pour le potentiel HS et
s 2= 6.5 pour un potentiel VHS. On peut remarquer qu’il y a deux temps caractéristiques pour
ce probleme : t, = L, /u, est le temps caractéristique de convection du fluide et t¢ = L, /a, est

e = CT%, ott w = (k + 1)/2 dépend du potentiel d’interaction entre les molécules défini dans I’équation de
Boltzmann. w = 1/2 correspond & un potentiel de type ”hard sphere” (HS), w = 1 correspond & un potentiel de
type Maxwell et w €]0, 1] & un potentiel de type ”variable hard sphere” (VHS). Pour un gaz réel, w = 0.72 est
une valeur réaliste.
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le temps caractéristique de propagation des ondes acoustiques dans le fluide.
Le libre parcours moyen caractéristique des molécules de gaz est défini par A, = a.7« et le
nombre de Mach M,, le nombre de Reynolds Re, et le nombre de Kundsen Kn, sont définis
par :

Uy Pxths Ly .

M, =, Re,= . Kn,=2%, 3.24
s ‘ Hse " L, (3:24)

Il sera utile plus tard de remarquer que ces trois nombres sont liés par la relation due a Von
Karman (avec v = 5/3 pour nos applications)

" t¢  p«L.  peasL.  piucly,  Rey (3:25)
L’équation de Boltzmann adimensionnée
On introduit les quantités adimensionnées suivantes :
- f ~ t ~ v - T - x
f= f* 7 0 o~ T g z I (3.26)
en partant de (3.15) et (3.26), on obtient :
f* 8f Jaa s fomos o
0.Vzf == 1), 3.27
LU Loy vii=LaG 5 (327
or comme Q(f, f) = f—*Q( £, f) (ce qui est immédiat pour une approximation de type BGK ou
Q(f, f) = (M[f] — f)/7 ). et donc en divisant par f.a./L,, on obtient :
OF . 1 ..
M*—~ Vg ] — 5 . 2
e+ 0.Vf = 2= QUL D) (323)

De la nous pouvons identifier plusieurs régimes limites suivant les valeurs du nombre de Mach
M., et du nombre de Knudsen Kn,

Dans un premier régime (le régime de diffusion), nous supposons d’apres ’hypothése 1 que nous
sommes dans un régime de transition ou le libre parcours moyen des particules est comparable
a la taille des pores, ce qui signifie que Kn, = €. De plus d’apres I’hypothese 3, nous supposons
que M, = €, ce qui veut dire que la vitesse du fluide est faible dans ce régime limite. Le nombre
de Reynolds est alors borné par €. En effectuant un “scaling” sur I’équation de Boltzmann sur
un ouvert, nous obtenons un régime limite incompressible (voir [25]). Dans notre cas, le régime
limite traite le transport visqueux et de Knudsen. Finalement, on écrit ’équation adimensionnée :

+0.V:f = =Q(f, f). (3.29)

Ce régime correspond a la majeure partie des applications auxquelles nous nous intéressons.
D’autres régimes peuvent étre considérés. Par exemple, le régime hydrodynamique correspond
a Kny ~ € et M, ~ O(1). Donc Kn — o0, et on tend vers un écoulement non visqueux. Un
autre exemple est le cas ou le gaz peut étre considéré comme continu au niveau des pores, ce
qui peut étre modélisé par Kn, ~ef , p > 1.
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L’équation de la chaleur adimensionnée
On introduit les quantités adimensionnées suivantes :
. Ps ~ C, ~ T ~
=—, C,=—" T==, I=—, 3.30
Ps Ds. Vs Cvs* T* s )\s ( )
ou T est la température de référence et ou ps, Cy, sera précisé un peu plus tard.
On part de I’équation de la chaleur sous sa forme dimensionnée (3.14) et en utilisant les quantités
adimensionnées (3.26) et (3.30), on obtient alors :

s Cv L* * JOR T N ~
%ag(pscvj) = div(7 V1), (3.31)

en utilisant le fait que g—f* = 7 et en introduisant A\, a partir de la définition du nombre de

Cop tis .
Prandtl Pr = p)\;", on arrive a :

Ps, Co,. Lyt ps, Cy, A RePr
A= o = = . 3.32
As. pxCuAs, Y ( )

Le nombre de Reynolds et le nombre de Prandtl sont alors bornés par rapport a e¢. De plus

\ N Sk C’L}S .
d’apres 'hypothese 2 on peut supposer que )f‘* /A € et comme ppT* ~ % (la masse volumique

du solide étant beaucoup plus importante que la masse volumique du gaz), on peut alors dire
5 Cug, Ax . . s tpo s oy iy

que le nombre 70*01,7;\5 est lui aussi borné. On peut donc définir la quantité de référence p,, O,

telle que A = 1, et donc en conclusion, ’équation de la chaleur adimensionnée se met sous la

forme : o . .
0:(psCyp, T) = div(A\sVzT). (3.33)

Adimensionnement de I’équation de continuité du flux de masse a l'interface
on obtient trivialement :

f(&,0,1) = a/ﬂ Y 1@ - n|fdw M(T)+ (1—0)f(Z,7— 20.nn). (3.34)

Adimensionnement de I’équation de continuité du flux d’énergie a l'interface
en utilisant les adimensionnements (3.26) et (3.30), il vient :

3
anAL /%mﬁw-nf(:z,f;,f)dw = A\ViT - m, (3.35)
or, on remarque que :

alpsLi  pausL,. alp.

T s, e U, Ty
_ Re, a? .
- M, M\TY

Re.Pr. a? M\ Cp, 1+

= M, T.Cp . car Pr = )\—*,

Re,Pr, R X,
= Ty * — *RT*,
M. G h car a, = /7
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Re,Pr, Ry X,

= M. Cp A, oty
(v = 1)Re,Pry A e YR
M, )\5* fy y—1

(3.36)

on obtient donc finalement :

— 1)Re Pry A 1 5. - - -
%A_/EW nf(&,5,8)di = —AViT - n. (3.37)
* Sx

On remarque que 'ordre de (7—1)]\1:‘[!%1%)% dépend seulement de Mi\;\s* et on a supposé aupa-

ravant (hypothese 3) que M, ~ e. Or, dans le cas o on se place, c’est-a-dire sous I’hypothese 2
(régime faiblement couplé), on a A, << Ag, et donc on peut dire que )\)‘S ~ €. On obtient donc

finalement ’équation adimensionnée suivante :

Sk

1 . _
/i\wﬂw nf(%,0,1)dd = -\ VT - n. (3.38)

Le systéeme final adimensionné
On supprime les “pour simplifier les notations et on obtient le systéme écrit sous forme adimen-
sionnée :

psCoO T = div(A\sVT), dans €, (3.39)
8tf+%v-Vf = 612 Q(f, f), dans Qy, (3.40)
Floot) = cr/ lw - n| fdw M(T) (3.41)

+ (1 in:)of(:c, v—2v.nn)  sur T pour v-n >0, (3.42)

AVT-n = — / %m% -nf(z,v,t)dv surT. (3.43)

3.3.3 Le modele asymptotique

Nous sommes face a un probleme d’homogénéisation qui couple I’équation de la chaleur a
une équation de type Boltzmann. L’homogénéisation de ’équation de la chaleur est un probleme
bien connu ([18]). L’homogénéisation de I’équation cinétique est un probléme moins classique
mais qui a été traité dans des conditions aux limites différentes par [15]. On remarque qu’a
cause du terme }2 Q(f, f) dans I’équation (3.40), on va passer dans la phase fluide d’'un modele
cinétique & un modele hydrodynamique. L’analyse asymptotique va donc mélanger un processus
d’homogénéisation et un processus de limite hydrodynamique (comme dans [1]). Par rapport &
[1], on détaille le régime de faible couplage thermique alors que [1] détaille un régime de fort
couplage thermique.

Nous supposons que la géométrie du milieu poreux est périodique, nous allons donc utiliser
les notations suivantes : soit Y la cellule élémentaire, on note Y; C Y la partie fluide, comme
proposé sur le schéma suivant :
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Qf Q YS Yf

r v

FiG. 3.1 — le matériau périodique et sa cellule élémentaire.

Le passage au macroscopique (changement d’échelle) se fait en procédant a un développement
asymptotique en € sur le systéme précédent (Cf [1], [24]). On définit deux variables :

e 1 € () la variable “lente” (grande échelle)

o y =x/e €Y la variable “rapide” (petite échelle). Avec Y la cellule de base.
On cherche donc T et f€ sous la forme :

x x x
Té(x) = T(@,y = 2) = Ti(e,y = =) + e Ti(wy = =) + .

J(e0) = f(ay = Z,0) = file,y = Z,0) + e filay = Z,0) + .

a s

On remarque alors que div, = div, + %dz’vy. On reporte dans (3.39 - 3.40 - 3.41 - 3.43) et on
identifie les termes du méme ordre. La démarche est la suivante :

L’ordre principal permet de montrer que fq et Ty sont des variables macroscopiques (i.e. indépendantes
de y).

L’ordre 1 permet d’introduire la réponse du systéme microscopique aux sollicitations macrosco-
piques, c’est-a-dire relie 17 et fi aux gradients macroscopiques V., fo et V. Tp.

L’ordre 2 permet de fermer le systéme, c’est-a-dire un systéme régissant les variables macrosco-
piques définies par 1'ordre principal (T et pg).

A Uordre principal

divy(A\sVyTo) = 0 dans Y, (3.44)
v.Vyfo = Q(fo, fo) dans Yy, (3.45)
fo = a/ |w - n|fodw M(Tp)
+ (1 in{f)ofo(a:, v — 2v.nn) sur v pour v -n > 0, (3.46)
AsVyIp-n = 0 sur 7. (3.47)

A lordre 1

—divg AV, T0) = divy(AVoTh) + divy (A V1Y), (3.48)
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v.Vefo+uv- Vyfl = L(fl), (349)
fi = O'/ |w - n|fidw M(Tp)
w-n<0
OM (T,
+ J/w-n<0 |w - n|fodw 8;O)T1
+ (1-o0)fi(x,v—2v.nn), (3.50)
AsVieTy -n+ AV -n = — / %|v|2v -nfo(x,v,t)dv. (3.51)
Ou lon a L(f) = Q(fo, f) + Q(f, fo)-
A Uordre 2
pSCvatTo — divz()\s(vxTo + VyTl)) = divy()\s(Vle + VyTg)), (352)
Ofo+v-Vofi+v-Vyfa = L(f2) + Q(f1, fr), (3.53)
f2 = O'/ \w . n]fgdw M(To)
w-n<0
OM (T,
+ J/w~n<0 |w - n|frdw 8;0)T1
0> M (Tp)
+ U/w-n<0 |w - n]fodeTg
+ (1-o0)fa(z,v—2v.nn), (3.54)
AsVieTr-n+ A VyTh-n = — / %\v|2v -nfi(z,v,t)dv. (3.55)

Grace au systeme a l'ordre principal, on peut montrer la propriété suivante :

Proposition 1 Soient Ty et fo solutions du probléme (3.44 - 3.45 - 3.46 - 3.47). Alors, Ty
est indépendante de y et fy est une Maxwellienne indépendante de y, de vitesse nulle et de
température Ty, i.e.

lv]2
2RT

_ Po
Jolo) = GrRTy©

La preuve de cette proposition est donnée dans ([1]) pour le cas fortement couplé. Elle est simi-
laire ici pour le cas faiblement couplé.

Le développement asymptotique a I'ordre 1 met en évidence des problemes auxiliaires, qui per-
mettent de ramener la détermination des caractéristiques homogénéisées du matériau a un calcul
indépendant.

A Tordre 1, les équations sur 717 et sur fi sont linéaires respectivement en V,7Ty et V. fy, qui
sont connus grace a l'ordre principal. On peut donc rechercher les solutions 77 et f; comme
combinaisons linéaires de V,Tj et V. fo , i.e. sous la forme :

TN = ~-V.1p avec v = v(y), (3.56)
fi = (a-ViTo+B-Vapo)fo avec a=a(y,v) et 8= [B(y,v). (3.57)
On peut remarquer aussi que I'équation (3.48) s’écrit alors :

—divy(AsVyT1) = divy(AsVTp).
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On écrit alors la formule variationnelle associée a cette équation et on obtient pour toute fonction
test ¢ :

— [ AVLTOVy0 dy + / AV Ty - né do = / AV TV ¢ dy — / AV,T1 - né do,  (3.58)
Qs r s r

or comme f est paire en v, le second membre de (3.51) est nul et il vient que fF AV To-ng do+
JrAsVyT1 - ng do = 0, et donc on a

- /Q AV ToV ¢ dy = /Q AsVyTiVye dy, (3.59)
c’est-a-dire :
-y / As€"Vyo dy 05, To = > / AsVy 1. V¢ dy 0z, To, (3.60)
k=1,37%s k=1,3 "
ot €F est le KM€ vecteur de la base canonique associée & R3

Ceci doit étre vérifié quel que soit T et donc quel que soit 9., Tp , c’est-a-dire que Vk = 1,2, 3,
~ doit vérifier :

/ AV e Vyo dy = —/ A€V 0 dy (3.61)
Qs Qs

et finalement :

—/)\snk o dy = —/ div(AsVyy) ¢ dy + / AsVy vk - ng do. (3.62)
r Q r

s

Ceci nous donne alors le premier probleme auxiliaire sur + :

—divy(A\sVyvi) = 0 dans Y,
AsVyvi-n = =Ny sur .

Enfin, on s’intéresse maintenant aux équations (3.49) et (3.50), on utilise la propriété (3.57) et
on remarque que :

3 Els Jo
Vaefo=(—=— ViIo + —Vpo, 3.63
fo=( T, + 2R:,,Og)fo 0+ 0 VPO (3.63)
ainsi, on arrive aux deux derniers problemes auxiliaires :
—L(focw) + fov - Vya; = — fov; —i+ [0 dans Y
0¢X; ) 0 yQ&i = 0vi 2o 2RT02 fs
& 2 > /
a; = —— |7+ w - n|a; M (Ty) dw sur our v-n > 0,
<2RT02 Ty v om0 | ’ ( 0) TP
—L(foBi) +v - Vy(fobi) = _—fovi dans Y%,

Po
B = / |w - n|B;M(Ty) dw sur v pour v -n > 0.
w-n<0
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En conclusion, pour que 77 vérifie (3.59) on choisit les fonctions vectorielles o (y, v) = (o (y,v))i=13,
By, v) = (Bi(y,v))i=1,3 et 7(y) = (7i(y))i=1,3 solutions des problemes auxiliaires suivants posés
dans la cellule de base Y (voir [1], [24]) :

—divy(AsVyy) = 0 dans Y,
(Py) { AV - s, (3.64)
L(foa;) + fov - Vya fv( 5 + \v|2> dans Y,
- [116%) oV VyQg = —JoUs | — 5+~ P I
(Pz) |v’2 ) 215 2RT,
a; = <2RT 5 — T) i + / |w - n|o; M (Tpy) dw sur 7y, pour v -n > 0,
0 0 w.n<0
(3.65)
—L(foB) +v- Ty (fo) = v dans vy,
(Ps) Po (3.66)
B = / |w - n|B;M(Ty) dw sur «y, pour v - n > 0.
w-n<0
Fermeture o

En partant de 'équation (3.49), on la multiplie par 5- et on integre en vitesse pour obtenir :
2 2 2
v v
/%’U.meo dv + %U Vyf dv —/%L

2
~ . . . . v .
or grace aux 1nvar1ants collisionnels, on a f Il L(f1) dv = 0 et comme fj est une maxwellienne,

on a aussi f v V. fo dv =0 ce qui nous amene a f v Vyfi dv =0 et donc :

/ /dw —v-Vyfi)dvdy=0. (3.67)

En intégrant (3.55) sur I et grace a 'hypothese de périodicité du matériau, on obtient :
1
/)\SVZTl n+ AV, Ih-ndo = — / / §|v|2v -nfi(x,v,t)dv do,
v v

1
= —/ /div(—|v|2v-nf1(:n,v,t))dv dy,
Yy 2
= 0 grace a (3.67). (3.68)
Maintenant, nous intégrons (3.52) sur Y; en utilisant la propriété (3.68), on obtient :

( / psCy dy)O,T — divy( / (e + A1 (W) dy VoTh) = 0. (3.69)

E]

On peut remarquer qu’il s’agit d’une équation de type équation de la chaleur homogénéisée.
Enfin, on integre (3.53) par rapport a v et sur Yy et on obtient en remarquant que f v-nfodv =10
(condition de flux de masse nul) :

1 1 . 1 .
m@/ /fo dv dy + mdwx/ /vfoanTo + mdwx/ /vfoﬁvxpo = 0.
Yy Yy Yy
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On obtient alors :

Y 1 1
M8tpo + —divm/ /vfoanTo + —dz’vx/ /vfoﬁvxpo =0. (3.70)
Y] Y] Yy Y] Yy
On note :
D = D(po,To) = 77 (fov @ fyf B(y,v) dy),
D = D(po, To) = 1 (for ® fo a(y,v) dy), (3.71)
K = K(p07 TO) = ﬁ st As + Asvm'y(y) dya
ot (f) = [ps f(v)dv, et € = % la porosité de la cellule élémentaire. On obtient la forme finale

du systeme macroscopique en reprenant les équations (3.69) - (3.70) :

€dypo — divg (DV,Tp) — divg(DVgpo) = 0, (3.72)
(1 — €)psCu0, Ty — divg (KV,Ty) = 0, (3.73)

avec les coeflicients D,D et K donnés par (3.71) et construits grace aux solutions «,3,y des
probléemes auxiliaires (3.64), (3.65) et (3.66).
Le flux de masse dans ce modele s’écrit :

pv = —DVp+ DVT. (3.74)

On peut alors facilement le comparer termes a termes avec la formule (3.4) du DGM.
Remarques :

e Ce systeme est non linéaire car les coefficients D.D,K dépendent de p et deT'. Pour résoudre
numériquement ce systéme macroscopique, il nous faut donc calculer les lois (p,T) — D(p,T)
et (p,T) — D(p,T).

e La perméabilité, le coefficient de diffusion de Knudsen et le coefficient de diffusion ther-
mique peuvent étre extraits des coefficients D et D. Il est donc possible d’avoir de plus amples
informations sur le caractere tensoriel des ces trois quantités pour un milieu poreux général.

e Ces lois ne peuvent pas étre exprimées explicitement, D, D et K dépendant de petT a
travers les solutions des problémes auxiliaires (3.65), (3.66) et (3.64). En pratique, on se contente
d’échantillonner ces lois et de calculer D, D et K pour un nombre fini de valeurs choisies dans
un intervalle p € [parin, Prvaz] € T € [Tasin, Thraz)- On choisit un pas Ap et AT pour ta-
buler les coefficients et on les précalcule pour les valeurs pasi, + iAp avec i € [0, N] tel que
pPMin + NAp = ppyraz- Et dong, si on a besoin par exemple de D(p?H/Q, 1;’11/2), on calculera D
par interpolation de valeurs de la tabulation (Cf chapitre 6).

e Le modele a été dérivé pour le régime transitionnel ou les collisions binaires et les colli-
sions des molécules de gaz avec la paroi ont des fréquences comparables (hypothese 1). 11 est
intéressant d’analyser le comportement du modele dans les deux régimes limites suivants :

- Si le gaz est tres raréfié, les collisions binaires deviennent négligeables et seules comptent les
collisions avec la paroi : c’est le régime de Knudsen. Formellement, le modele reste inchangé.
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Néanmoins dans les problemes auxiliaires (Py) et (P3) le terme de collision L a disparu et les
solutions peuvent étre tres différentes. Il faut ajouter que pour avoir une solution dans ce régime
nous devons faire ’hypotheése d’horizon fini, c’est-a-dire que la géométrie poreuse ne devra pas
comporter, dans aucune direction, un horizon infini, ou les particules pourraient évoluer d’un
bout a 'autre de la cellule sans subir de collision avec la paroi.

- Si au contraire le gaz est tres dense, les collisions binaires prédominent. On montrera plus tard
(Cf [24]) que l'on retrouve a la limite un régime de Darcy. Le modele (3.72 - 3.73) reste valide,
mais les problemes auxiliaires en « et § deviennent des problemes de Stokes. On peut s’attendre
a des difficultés numériques dans la résolution de (Ps) et (P3) au voisinage de ce régime. Nous
étudierons donc par la suite un schéma permettant de pallier ces difficultés.

e On peut déja remarquer l'intérét du nombre adimensionné g—f qui compare le temps ca-
ractéristique de la diffusion moléculaire par rapport au temps caractéristique de transpiration
thermique. Ceci sera développé au paragraphe 3.5.

e On pourra remarquer aussi que ces coeflicients peuvent ne dépendre que d’un parametre
que nous noterons K, (po, Tp), ce nombre adimensionné se calcule par la formule suivante :

s o [ 201
" g VRTypo

ou g est un parametre tel que la viscosité pg = gpo7. Et ce parametre varie suivant la théorie

choisie. Pour un opérateur de collision de type BGK ([26]), g = 1 et pour un opérateur de type

ES-BGK ([27]), g = % C’est pour cette raison que 'on préférera chercher les coefficients D,

D et K en fonction de po et Tp.

3.4 Propriétés des problemes auxiliaires

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer certaines propriétés des systemes auxiliaires :
notamment leur positivité et nous en déduirons leurs noyaux.
Soit le probleme en « :

3 |v]?
—L(foci) + fov - Vya; = — fov; <_ﬁ + 2RT02> dans Y7,

o 2o
o = —— v+ w - nla; M (Ty) dw sur v, pour v - n > 0,
i <2RT02 7, ) WKOI o M (Tp) Y, P

+ Conditions aux limites périodiques sur 9Y7 \ 7.

Etudions 'opérateur qui aux fonctions «; de y et de v telles que

gie2)e)
o = —— v+ w - n|o; M (Ty) dw sur v, pour v - n > 0,
= (omez =)t [ wenlan(zy D

+ Conditions aux limites périodiques sur Y7 \ 7.

associe [—L( foa;) + fov - Vyaul(y,v).
Soit E défini par :

E(a) :—/Yl(L(afo),a>dy—|—/ divy (vafo, a)dy,

Yy
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On remarque tout d’abord que si v est indépendant de y alors v.V o = div(av). Donc par la
formule de Green, on obtient :

/Yl(divy(vafo)@dy = —/Yf@foa.vya>dy+/(9yf<v.na2f0>dcr(y),
= — / (divy(foav)a)dy + / (v.na? fo)do (y), (3.75)
Yy oY}

et donc :

= — [0 [0 —1 'UTLOZ2 g
By =~ | (Wamady—g [ e fodoly)

On a alors grace a la propriété de I'opérateur de collision :
- [ wasaldy = 0.
Y

On pose alors A = |, oy, (v.na? fo)do(y) et grace aux conditions aux limites périodiques sur 9Y s\
on obtient A = f7<v.na2f0>da(y).
Soit ®o(y) = [, neo W - nlai(y, w)M(Tp)(w) dw, on réalise alors un développement de a(y,w)

autour de ®¢(y) + v ( il 2 ) :

2RTy?2 T
|2
a(y7v)h,v.n>0 = Po+7y <2]|“?j|_’02 - %) )
_ 2y Y

= <q>0 - ?0) + 2RT02 |U|2,
co + c1lv]?, (3.76)
a(v) (notation). (3.77)

Donc
a?(y,v) = [a(v) + (aly,v) — a(v))]?,

a(v)? +2(aly, v) — a(v))a(v) + (aly, v) — a(v))*. (3.78)

Ce qui nous amene 2

+ [ (vn(aly,v) — a(v))? fo)do(y),
~
= A;+ Ay + As. (3.79)

On étudie alors chaque terme.
Par parité, comme a(v) est paire en v et v.n est impaire, on a

A = /(v.na(v)2f0>da(y) = 0.
g
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D’apres les conditions aux limites sur v, on sait que a(y,v) — a(v) = 0 pour v.n > 0, donc on
obtient

@::/wwwm—aw%mwx
Y
- //° v fo(v)(aly, v) — a(v))2dvdo (y),
v Jv.n<0
= [ walf)a(.0) - aw)Pdda ), (3.80)
v Jv.n<

et enfin
A = 2 [ (awpnlaly.o) - ale) fo)do(y).
A
= 2/<U.nf0a(y,v)a(v)>da(y) (toujours par parité),
~ 9 / co(vnfoa(y, v))do(y) + 2 / e () V]2 foa(y, v))do (y). (3.81)

Or le flux de masse nul nous donne [ (v.n)foa(y,v)dv = 0, ce qui nous ameéne & :
Ay =2 [ cxl(wa)of? foaly, v)do ()
g

or I'’équation (3.68) nous donne fv((v.n)]v\zfﬁda(y) = 0, ce qui s’écrit aussi en utilisant le
résultat (3.57) :

/ ()0l o) VaTo + () [0]? foB) Vi podor (y) = O,
i

or, comme V,Tj et V,po sont indépendants, on en conclut que fﬂ/((v.n)|v|2f0a> = 0, ce qui nous
amene & A, = 0 et donc finalement, nous obtenons :

Bl =~ [ afady—5 [ [ vnfiwlale) - at)*dudoty)
¥ v Ju.n<

Corollaire 1 L’opérateur

—L(fo.) + g Vy(fo-) dans Y7,
] 2 > /
o = —— | v+ w - nloy; M (Th) dw sur vy, pour v-n > 0,
<2RT02 TO 7 w.n<0| | ( 0) Y, D

+ Conditions aux limites périodiques sur OYy \
est positif.

En effet, d’apres les propriétés de 'opérateur L ([23]), on sait que —(L(afy), ) > 0, et le second
terme est évidemment positif.
Etudions maintenant le noyau de cet opérateur. Soit a(y,v) tel que :

—L(foa) +v- Vy(foa) =0 dans Y7,
|v]? 2 > /
o= —— v+ w - n|aM(Ty) dw sur v, pour v - n > 0,
<2RT02 TO v w.n<0| | ( 0) Y P

+ Conditions aux limites périodiques sur Y7 \ v
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On a alors
- | [ stoeadedy+ [ [ o nlfo)at) - aw)Pdedy =0,
Yy Ju v Ju.n<0

or nous avons démontré auparavant que chacun de ces termes est positif, et donc si la somme
est nulle, cela signifie que chacun des termes est nul, donc :

—/Y /L(foa)advdy =0= /L(foa)adv =0.
+Jv v

Et donc on en conclut grace aux propriétés de l'opérateur (Cf [23]) que :

a = ao(y) + a1(y).v + az(y)|v]?.

De plus :
/ / I nlfofo)(aty.v) = afe) vy = 0

= e nlfa(o)(aly,v) —a(@)’dv =0 Wy ey
v.n<
=  o(y,v) =a(v)Vv,v-n <0,

or  ay,v) =a(v) =co+ 01\21\2 Yu,v-n >0,
donc a(y,v) =a(v) Vv sur-~. (3.82)

On en conclut donc que
az(y) =0 sur~.

Et on a :
(% Vy(afo) =0
= v+ fo(Vyao(y) + Vyar(y) - v+ Vyaz(y)v]*) = 0
= Vyao(y) =0 ; Vyai(y)=0 ; Vyas(y)|v[* =0, (3.83)

et donc d’apres les résultats 3.4 et 3.83, on en déduit que :
az(y) =0 surYy.
Et finalement, on en déduit le noyau de 'opérateur :
aly,v) = co + c1|v]*

Corollaire 2 Le noyau de l'opérateur

L)+ 2 Vulfo) dans Yy,

|| 2> /
i -7 )it -n|a; M(Tp) d 7 >0,
“ <2RT02 To K w.n<0 lw - njoy M (Tp) dw sur 7y, pour v-n

+ Conditions aux limites périodiques sur 0Yy \ 7,

est l’ensemble des fonctions oy, v) tel que {a(y,v) = co + c1|v]?,co € R, c; € R}.
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Remarque 1 : Par un calcul similaire on obtient les deux corollaires suivants pour le probléme

en 3 :

Corollaire 3 L’opérateur

—L(fo.) +v-Vy(fo.) dans Yy,
Bi = / |w - n|B; M(Tpy) dw sur -y, pour v-n >0,
w.n<0

+ Conditions aux limites périodiques sur OYy \
est positif.

Corollaire 4 Le noyau de l'opérateur

—L(fo.) +v-Vy(fo.) dans Yy,
Bi = |w - n|B;M (Tp) dw sur vy, pour v-n > 0,

w.n<0
+ Conditions aux limites périodiques sur 0Yy \ v,

est l’ensemble des fonctions 3(y,v) constantes, i.e. tel que {B(y,v) = by, by € R}.

Remarque 1 : Ces corollaires signifient que la solution des problémes auxiliaires n’est pas
unique mais est définie & une fonction pres ( a(y,v) = co + c1|v]?,co € R,e1 € R) pour a
et (B(y,v) = bo,bp € R) pour §. Ce qui est classique en homogénéisation. Cependant, D =
ﬁ(fov ® fo By, v) dy) et D = ‘Tef‘(fov ® fo a(y,v) dy) sont définis d’une maniére unique

car : (fov ® fo bo dy) =0 et (fov ® fo c1|v|? dy) = 0.

3.5 Propriétés du modele

3.5.1 Introduction

Dans ce paragraphe, nous allons présenter un certain nombre de propriétés du modele.
Tout d’abord, nous allons faire le lien entre notre modele et la loi de Darcy. Puis nous nous
intéresserons au nombre adimensionné % dont nous définirons en particulier ses valeurs limites.
Enfin, nous montrerons un résultat sur le calcul des coefficients dans une géométrie représentant
une porosité fermée.

3.5.2 Propriété en régime fluide : lien avec Darcy

D’apres la formule (3.74), nous avons :
pu=—(DV,p+ DV, T). (3.84)
Or quand on se place en régime fluide, on démontre au paragraphe 4.1.5 que 'on a la relation

DT

=1 .
7 (3.85)
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On peut Décrire sous la forme

= p
D==D. .
= (3.86)
et en utilisant (3.86) dans I’équation (3.84), on obtient :
D
pu = —(DVip+ %Vm T),
Vep VT
= —pD
’ ( p T ) ’
VP 1
= —pD =——D .
p P RT Vap
Ce qui nous amene a
D D
=——V,P=—-—=V,P. .
u pRTvz PVz (3.87)

Par un calcul du coefficient D en régime de Darcy, nous pouvons montrer que nous retrouvons
la célebre loi de Darcy qui s’écrit sous la forme :

u= —iBVmP, (3.88)

ou p est la viscosité du gaz, € la porosité du milieu et B sa perméabilité. En effet, on montre,
qu’en régime fluide, le calcul de D par notre modele nous conduit a :

ePB
7

D= (3.89)

3.5.3 Propriété en régime raréfié le nombre adimensionné g_:;

On s’intéresse ici au comportement de la solution dans le régime raréfié. Pour simplifier
I’étude, nous allons nous limiter au calcul des coefficients D et D dans un pore cylindrique de
section convexe. d’axe Oy, représenté par la figure 3.2

Fi1G. 3.2 — Pore cylindrique de section quelconque.

ol ¥y est un point de la section quelconque, v : la vitesse de la particule au point y, on pose
v =10 = (0,vz,v3), et on note n(v) : sa direction, et z : le point d’intersection de la particule
avec la paroi, z = z(y,n(v)).
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e Le calcul de D
Le probléme auxiliaire en (31 (le coefficient du vecteur 3 dans I’axe du cylindre que 1’on notera
désormais [ pour soulager les écritures) devient

|77’Vn(f;)5 = —U sur Yy,
(ED) Bly,v) = / By, w)|w.n|M(Ty, w)dw sur v pour ¥ -7 > 0.
w.n(y)<0

que ’on notera ¢(y)

y — 2(y,n(0))| + ¢(2)-
Pour déterminer ¢(z), on utilise la condition aux limites, en remplacant 5(y,v) par sa valeur.
Ce qui donne

Une solution a cette équation différentielle est 5(y,v) = —%'

oly) = / 3@ 0) A1 (T, w) (3.90)
—/ WLy () [w.n| M (To, w)duw (3.91)
w.n(y)<0 ‘w’

nulle car l'intégrale est impaire en wq

¢ vérifie sur v I'équation intégrale suivante : ¢(y) = fw.n(y)<0 o(2)|w.n|M(Ty, w)dw,
dont les seules solutions sont les solutions constantes. On prendra ici ¢(y) = 0. On obtient donc
la solution pour le systéme (ED) :

U1

Bly,v) = ly — 2(y,n(0))]. (3.92)

|

Et donc, pour retrouver le coefficient du tenseur de diffusion effectif, on moyenne (3 sur le vo-
lume fluide et 'espace des vitesses. Pour cette intégration, on passe v en représentation polaire :
0 = (0,¢ cos(w), ¢ sin(w)), ainsi

1
D11=—/ ﬁvlﬁlgodde-
Yl Jo, Jv

On peut exprimer cette intégrale comme le produit de deux intégrales dont I'une est dépendante
de la géométrie du milieu et I'autre est une constante.

1 > 1 o _ 2 1 2m
Du=— [ e [ emmac [y sn()dedy
(QTI'RTO)§ v]1=—00 ¢=0 |Qf| Qp Jw=0
=1, indépendant de la géométrie =I, dépendant uniquement de la géométrie

On peut évaluer la premiere intégrale I; comme valant 4/ %. La seconde intégrale représente

la moyenne des cordes de la section du cylindre. Physiquement, on peut interpréter cette intégrale
comme la moyenne des distances que peut effectuer une particule avant de rencontrer une paroi.
Dans le cas d’une section circulaire de diametre d, cette moyenne des cordes vaut %d. On trouve
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ainsi le coefficient de diffusion en régime de Knudsen pur, Dy = % . Pour le régime tran-
sitionnel, ce test fonctionne aussi car la solution obtenue en régime de Knudsen est un invariant
collisionnel, et donc L(fo3) = 0.
e Le calcul de D
Le probléeme auxiliaire en oy (le coefficient du vecteur v dans ’axe du cylindre que 1’on notera
désormais « pour soulager les écritures) devient
~ 3 2
|'U|Vn(@)0é = —U1 (m + ﬂg—TOQ) sur Yf,
(ED) a(y,v) = / a(y, w)|lw.n|M(Ty, w)dw sur v pour - > 0.
w.n(y)<0

/

que 'on notera ¢(y)

Car pour un pore cylindrique on sait que v = 0, d’ou la simplification sur la condition aux

limites. On peut donc procéder comme précédemment : on connait une solution a cette équation
2

U1 (i_l’_ v 2)
différentielle qui est a(y,v) = —%w — 2(y,n(0))| + ¢(2).
Pour déterminer ¢(z), on utilise la condition aux limites, en remplagant «(y,v) par sa valeur.

Ce qui donne

oly) = / o (2(y, n(w)), w) |w.n|M(Ty, w)dw (3.93)
n(y)<0
w 3 _ + w_22
/ . 1 <2RT‘ow’ 2RT ) ly — 2(y, n(0))||w.n|M(Ty, w)dw . (3.94)

—
nulle car I'intégrale est aussi impaire en wq

¢ vérifie toujours sur v ’équation intégrale ¢(y) = fw.n(y)<0 o(2)|wn|M(Ty, w)dw,
dont les seules solutions sont les solutions constantes. On prendra comme précédemment ¢(y) =
0. On obtient donc la solution pour le systeme (ED) :

aly, v) = —%w — 2(y,n(0))]. (3.95)

D
Et donc, comme précédemment, nous pouvons exprimer Di7 :

~ 1
Dllz—/ ﬁvlalgodde.
Yyl Ja, Jv

Ce qui nous amene 2

: L (s (eeetn)
D = 7/ / v <—+—>e 0 0/d¢ (3.96)
(27RT)? Joi——oc Je—o ~ \2RTy ' 2RT}
=13 indépendant de la géométrie
1 27
[ [ me)idedy (3.97)
| f| Qf Jw=0

=1, dépendant uniquement de la géométrie
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Le terme I3 indépendant de la géométrie est égal & & %. Donc si 'on s’intéresse a %,
comme [y = Iy, on arrive a :
D L
D I
_ T/R%¢@F
~ oV 8r VRIy
B TJ@
= Vs
-2 (3.98)
p

Ainsi on vient de démontrer qu’en régime de Knudsen, (i.e. quand p — 0), le rapport % est

égal a %
En conclusion, nous venons de montrer que pour une géométrie de pore convexe, ce rapport a
une limite égale a 1/2 en régime de Knudsen et une limite égale a 1 en régime de Darcy. Nous

remarquerons par la suite dans les résultats numériques, que ce rapport est compris en 1/2 et
1: ~
L DT (3.99)
2 " pD ’
En quelque sorte, ce rapport peut étre utilisé comme un indicateur, pour connaitre le régime
dans lequel on se trouve.

3.5.4 Le pore fermé

Si on reprend le probléme auxiliaire (3.66) en supposant que nous cherchons le coefficient de
diffusion dans la direction k : direction qui est fermée aux deux extrémités.

—L(foBi) +v - Vy(foBi) = _p—ﬁovk dans Y7, (3.100)
G = / |w - n|B; M(Tpy) dw sur v, pour v - n > 0. (3.101)
w-n<0
Une solution de I’équation (3.100) est
= (3.102)
Po

En effet, (3.102) entraine que L(fo3) =0 et on a V,(fof) = —J;—‘gvk.
De plus, on remarque que (3.102) vérifie la condition (3.101) : en effet, on obtient

@/ w - 0| M(Ty) dw = B, (3.103)
w-n<0

car (3.102) est indépendante de v et [
nous amene a

<o W n|M(Tp) dw = 1 par définition de M (Tj). Ce qui

1
D:——/ /vl%godde,
Y| QJV PO
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Ce qui nous donne D = 0 puisque l'intégrale est impaire en v.

La solution en [ est donc linéaire en y. Afin de bien la représenter, il nous faut donc utiliser un
schéma d’ordre 2. En effet, lors de nos tests on remarque que pour un schéma d’ordre 2, D ~ 0
pratiquement & une précision du “zéro machine”, alors qu’avec un schéma d’ordre 1, D ~ 106
avec un maillage de taille standard. Pour une meilleur approximation, il nous faudrait en fait
mailler extremement fin.
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Chapitre 4

Calcul numérique des coefficients de
transport

Maintenant que le modele de transport est obtenu ainsi que les problémes auxiliaires pour la
détermination des coefficients de transfert, il nous faut établir un schéma capable d’approximer
correctement les solutions de ces problemes. Nous pouvons ici rappeler que pour avoir des ta-
bulations de coefficients, il nous faut résoudre trois équations cinétiques pour D, trois équations
cinétiques pour D ainsi que trois équations elliptiques pour K, et ceci pour de nombreuses valeurs
de p et de T'. Nous allons donc nous intéresser ici aux calculs numériques et aux simplifications
que nous sommes amenés a faire : au paragraphe 4.1 nous proposerons une approximation en
vitesse des équations cinétiques par une méthode de Galerkin qui ramenera les problemes auxi-
liaires & des équations hyperboliques, ainsi qu'une approximation de 'opérateur de collision @)
par un opérateur de relaxation. Enfin, nous présenterons nos travaux sur l’approximation en
espace de ces problemes auxiliaires et leur résolution par un schéma adapté au régime fluide
(asymptotic preserving) (paragraphe 4.2).

4.1 Approximation en vitesse des problemes auxiliaires

On peut remarquer que les trois tenseurs D, D et K ne dépendent que de pgy et de Tp.
IIs sont calculés a partir des solutions (3, « et v des problemes (Ps), (P»2) et (P1). Or a et
sont solutions de problemes cinétiques 3D en espace et 3D en vitesse, ce qui rend leur calcul
extrémement couteux. Pour obtenir une résolution plus rapide on procede a deux simplifications :

* Approximation en vitesse des équations cinétiques par une méthode de Galerkin.

* Approximation de l'opérateur @) par un opérateur de relaxation de type BGK ([26]) ou
ES-BGK ([27]).

4.1.1 Méthode de Galerkin

La méthode utilisée pour résoudre (Ps) et (P3) se base sur la projection des équations
cinétiques sur une base (m;);j—1,n (& déterminer) par une méthode de Galerkin en v ou méthode
aux moments si la base est polynomiale. Prenons par exemple le probleme (Ps). Soit

~L(foB) + v Vy (o) = ‘p—f)vi dans Y.

45
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Pour I"implémentation, nous choisissons comme inconnue :
Bi = poBi- (4.1)
Donc, si on note gg = f - ﬁz est solution de I’équation
—L(g0Bi) + gov - Vy(Bi) = —gov; in Y. (4.2)

Et en utilisant 'approximation de Galerkin, on cherche @ de la forme :

N
=" bl y)m;(v), (4.3)
j=1

et on obtient :
Vk e {1,N} Z ( b L(gom;) + gomjv - V(b )) = —gov;.
En multipliant par my et en intégrant en vitesse, on arrive a :
Vk € {1, N} Z( (gom)mp)b] + (govmmy) - Vy(bi)) = —(govim,). (4.4)

On introduit alors les notations suivantes :
Skj = (L(gomj)mi), (Ap);,; = (govpm;mu), gh = —{(govimu), (4.5)

(4.4) s’écrit alors sous la forme d’un systeme hyperbolique stationnaire et linéaire :

3
—Sbi + > Apdy, b =g (4.6)

p=1
Afin d’écrire les conditions aux limites pour ce systeme, on part de la condition au niveau
cinétique :
Gi(y,v) = 0/ |w-n|B;(w)M (Ty) dw+ (1 —0)5; (y,v—2v.nn) sur v, pour v-n >0, (4.7)
w-n<0

ce qui est équivalent a

{ Bi(y,v) =K + (1 —0)Bi(y,v — 2v.nn)  sur v, pour v -n > 0, (4.8)

fweR3 Bi(y,w)w -ndw =0  sur 7,

ou K est déterminé par la seconde équation. La premiere équation est la condition de flux de
masse nul, et donc cela s’écrit pour b; :

> npAphi0), =0. (4.9)
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La seconde équation donne la distribution arrivant de la paroi vers Y. Pour le systeme hyper-
bolique, cela consiste a imposer les invariants de Riemann entrants, ce qui s’écrit :

3 3
O - npdy) i, = (O npAy)T(eKO + (1 - 0)Nby), . (4.10)

p=1 p=1

Finalement nous obtenons :

3
anApz?i.ojw = 0, (4.11)

Z npAp)Thi, = an T(0Kf+ (1 —0)Nby),,, (4.12)
conditions aux limites perlodlques sur 8Yf \ 7. (4.13)

ol 6 est défini par Z;VZI fjm;(v) =1et N = Z » est la matrice utilisée dans la trans-
formation m(v) — m(v — 2(v.n)n), et A" est la partle posmve de la matrice A.

4.1.2 Choix de la base

Dans une méthode de Galerkin, le choix de la base est crucial pour la précision. On va se
baser sur des considérations physiques pour le choix de cette base.

Base adaptée au régime transitionnel

Si on se place dans un régime fortement collisionnel alors, si on écrit 'opérateur L sous la
forme L(fof) = %ﬂ( fof), le temps 7 est tres petit. Pour analyser le probleme, on fait tendre 7
vers O et on obtient : 13( foB) = 0. Et donc d’apres U'expression de L par (4.4) on en déduit que :
f= L(ag + a1v + az|v|?).

Or d’apres I’équation du probleme (Ps), on cherche une base représentant 3 et v3 donc on choisit
de définir m = (m;);=1,13 comme la base suivante, orthogonalisée pour le produit scalaire :

(Fghm = [ )90 folTorv) do (4.14)
vER3
En partant de m; =1 et en imposant (m;, m;)7, = d;;, on obtient :
" 1 — 1)1 — RT, e — V19 m lv]? — 5RT0
T VR, T VeRn, T T RTL, "M T JomTp
1 (%) ’U% — RT() V1U3 |’U|2 — 5RTO (4 15)
mp =1, mg= , Mg= ““———, Mg=—, M —_— .
! T VRL, % VAR, TRy T o1
V3 7)?2) - RTO VU3 o |’U’2 - 5RTO

= y My = —7#=—"—, M0 = 557, M13 = V3.
JVRT, VeRT, T T RLy P 10RPTY

iesi A= RAR ™! ot A est une matrice diagonale alors AT = RATR™! ot AT est la matrice diagonale dont
les éléments diagonaux sont les éléments positifs de la matrice A.
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On remarque que cette base s’adapte tres bien au régime continu. En effet, dans ce cas, la
solution appartient & I’espace vectoriel engendré par (1,4, |v|?).

Base adaptée au régime de Knudsen pur

La base précédente ne s’adapte pas tres bien au régime de Knudsen pur dans lequel I'opérateur
de collision n’intervient pas. Pour déterminer le comportement de la solution dans ce régime,
on se propose d’évaluer le coefficient de diffusion dans le cas d’un pore cylindrique d’axe 0_3}1
et de section convexe, comme présenté au paragraphe 3.5.3. D’apres les calculs menés dans ce
paragraphe, nous savons que la solution du probléme auxiliaire (3.66) en régime raréfié s’écrit :

By, v) = —%w — 2(y, n(8))]. (4.16)

Ces calculs mettent en évidence une dépendance de la solution en |%Z| pour 'exemple du tube.
Dans un cas 3D plus général, on peut supposer que la solution dépend de %' =n,;.

Donc, dans le régime de Knudsen, on suggere d’utiliser comme base :

avec

ny = cos(f)sin(¢) , ng =cos(f)cos(¢p) , ng=sin(d)

les composantes du vecteur unitaire en coordonnées sphériques.

Base proposée pour le code

Finalement, pour avoir un code capable de traiter tous les régimes, nous allons choisir une
base comprenant les 13 éléments utilisés pour le régime de collision et le régime transitionnel et
les 9 éléments introduits pour le régime de Knudsen. De plus la base “transitionnelle” possede
le moment m; = 1; or on sait que pour le régime de Knudsen, on a la relation suivante :
n? +n3 +n% =1 =m;. Donc il nous faut supprimer de la nouvelle base le moments m; ce qui
nous amene & une base a 21 éléments définie en coordonnées sphériques comme suit, en posant

q:\/v%+v§+v§:
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— qcos() cos(¢) S qcos() sin(¢) S qsin(0)
‘" VRL, ‘T VRL, °T VEL
B q?(cos(f) cos(¢))? — RTy B q?(cos(#) sin(¢))? — RTy B ¢*sin(0)? — RTy
= V2RT, e VRRT, T T RRT,
g% cos(0)?sin(¢) cos(¢) g% cos(6) cos(e) sin(0) _ ¢*cos(8) sin(¢) sin(6)
= RTy e RT, T RTy ’
_ ¢ —5RTy _ ¢ —5RTy ~ _ ¢ -5RTy
mig = chos(@) cos(¢), my = \/Wq cos(0)sin(¢), myg = mqsm(@),
mi3 = cos(f) cos(¢), miq = cos(f) sin(¢), mis = sin(0),
mys = (cos(8) cos(¢))?, m1z = (cos(f) sin(¢))?, mis = (sin())?,
mig = (008(0))2 sin(¢) cos(¢), Mmoo = cos(0) cos(¢) sin(0), mgo1 = cos(f) sin(¢) sin(0).
(4.17)

4.1.3 Détail du terme L : Popérateur de collision de type BGK ou ES-BGK

Dans les problemes auxiliaires, 'opérateur L est I'opérateur de collision de Boltzmann
linéarisé défini par :
Afin de simplifier le calcul des coefficients de transport, nous remplagons 'opérateur de Boltz-
mann par un opérateur de type BGK ou ES-BGK ([26])

Crorc(f) = ~IM(f) ~ f1 = 2 M) - 1), (118)

T

ou 7 = pu/p est le temps de relaxation. Dans cette relation, la viscosité p = CT*, ot w = (k+1)/2
dépend du potentiel d’interaction entre molécules utilisé dans ’équation de Boltzmann. w = 1/2
correspond ou potentiel de type "hard sphere” (HS), w = 1 au potentiel de type Maxwell et
w €]0,1[ au potentiel de type ”variable hard sphere” (VHS). Donc l'opérateur de relaxation
linéarisé BGK est donné par :

5RTy—|v|?
1 2RTo P
/ fO v
Lpek(f) = Cpar(fo)f == | = BT, N O e (4.19)
T\ pPo |v|2—3RTy E
3R2T¢

Or, il est bien connu qu’en limite fluide, 'opérateur BGK donne un mauvais nombre de Prandtl,
en effet, cet opérateur conduit & Pr = 1, il est donc plus souvent préféré d’utiliser un opérateur
de type ES-BGK ([27]) défini par :

1—v

[G(f) = 11, (4.20)

Ces-Ber(f) = -
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exp(l(v — )T v —uw)), (4.21)

p
\det(2rT) 2

et 7T =RT(1—v)Id+vO et © =2 — pu® u.

G(f) =

L’opérateur linéarisé ES-BGK s’écrit alors :

1—v

Les-par(f) = Crs_pax (fo)f = (05,G(fo)-P13— f) » (4.22)

ou

P13 = (p, pui, puz,pus, E1 1, Ea 9, E33, F1 9, E1 3,0 3),
5RTy — [v|> vl 02 03
s G(fo) = ( 9RT, 'RT, RT, RTy’
RTy — (1 = v)|v|3vv? RTy— (1 —v)wl3vvd RTy — (1 —v)|vf3ve?
SR BRIy 3Ry
2vvive 2vvivs 200903
@) (FTn)? (RTn)? "

Le nombre de Prandtl associé a 'opérateur de type ES-BGK est Pr = 1/(1—v) et pour v = —1/2
il donne le bon nombre de Prandtl c’est-a-dire Pr = 2/3 pour un gaz monoatomique.

Il est aussi prouvé que ces deux opérateurs C'par et Crs_ pak satisfont les propriétés principales
(3.20, 3.21, 3.22) de l'opérateur de Boltzmann (voir [27] pour lopérateur de type ES-BGK). De
plus, nous avons les propriétés suivantes pour les opérateurs linéarisés (voir [23])

Proposition 2 Les opérateurs de collision linéarisés satisfont les propriétés suivantes :
1. L est symétrique,
2. Ker (L) = Span(1,v,|v|?);
3. 36 >0, — < L(foB) B >> &||(I — Px)B||?, ot P est la projection sur Ker(L).

4.1.4 Analyse des problemes auxiliaires

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les problemes auxiliaires et nous allons prouver que
les propriétés importantes des problemes cinétiques auxiliaires sont préservées par 'approxima-
tion de Galerkin. Nous allons faire cette analyse pour le systéme hyperbolique dérivé sur la base
a 13 éléments. Ceci pour simplifier les notations. De plus cette base suffit pour présenter 1’étude
asymptotique que nous montrerons plus tard.

Description et propriétés principales

Afin de clarifier les expressions issues des probléemes auxiliaires, nous introduisons certaines
notations :

by be, by by b1o

by =1 b2 |, bp=| be, | =1 b5 |, 0=\ bs |.,bg=1| bu1 |, (4.23)
bs bE3 be by b12
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et
- 1 1
bgp = g(bEl“‘bEg +bg,) = g(b4+b5+56)- (4.24)

Selon (4.5), la matrice Sg, est donnée par :

(Sb); = 0 pourice {0,3}, (4.25)
(D) = —(bp~ br), (4.26)
(D)5 = ~(bn —br,) (4.27)
(D) = ~(bm br,) (4.28)
(Sb);, — —%bj pour j € {7,12}. (4.29)

Donc, nous avons

Proposition 3 La matrice S est symétrique et

N 1 o
—Sb.b > ;H(I—PKS)bHQ, (4.30)
KerS = {(by,b1,b2,b3,bg,bg,bg,0,0,0,0,0,0)}. (4.31)

Démonstration : A partir des relations ci-dessus, il est clair que be KerS est équivalent a :
bg, = bg, = bg, = %EE i by =bg =bg =b1p=0b11 =b12 =0, (4.32)
ce qui veut dire que :
KerS = {(bo, b1,b2,b3,bp, bg, bk, 0,0,0,0,0,0)}.

Nous remarquerons aussi que b € Ker S si et seulement si § = 5773(1)) = bo+by.v+bg|v|? € Ker L.
De plus (4.5) nous amene a :

13 13

Sgg = Z Sijbibj = Z (L(gomj)bi,mjbj>, (4.33)
1,7=1 1,7=1

= —(L(gP), B), (4.34)

et en accord avec les propriétés de 'opérateur de L nous en concluons que (quelle que soit
la base utilisée dans l’approximation de Galerkin) : —Sb.b > 0. Plus précisément, en utilisant
I’expression de S obtenue en utilisant la base aux 13 moments, il vient :

—Sb.b > 1/7||(I — Pr)b|>. O

Maintenant, nous allons exprimer opérateur différentiel du systeme hyperbolique (4.6) :
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0 Loy O 0 0 bo
3 ,Cv,o 0 LV,E [,\/77- 0 bv
Y A0, = Lb =Ry 0 Lgy 0 0 Lpgg be |,
p=1 0 Lyv 0 0 L, b,
0 0 Ly Lgr O b,
ol
Loy = (01, Do, 3), (4.35)
) o 0 0 0 3 0Oy
Lvo=| 0 |, Lve=v2| 0 0 0 |, Ly.=| 3 0 o |, (4.36)
3 0 0 & 0 0

5 301 0y O3

Lgyv =Lve; Lpgq= = 01 30, 03 |, (4.37)
01 0O 303
0 03 09
ET,V = ‘CV,T) £T,q = @ d3 0 O ) (438)
0y O 0
Log=(Lpy)", Lyr=Lry (4.39)

Le second membre s’écrit :
gl =V RT0(07 5l17 5l27 5[37 07 07 07 07 07 07 07 07 O)

Or la quantité v/RTj est en facteur du premier membre, nous pouvons donc simplifier le systéme
(4.6) par cette quantité. Ceci modifie les facteurs de relaxation dans la matrice S qui devient
povV RTy/p & la place de 1/7. Ceci sera donc simplifié dans toute la suite.

De plus pour écrire les conditions aux limites (4.11 - 4.12), nous avons besoin de préciser ce
qu’est la matrice R(n). Tout d’abord, nous pouvons remarquer que l’application § — R(n)[f]
définie par

R)[B)(wv) = Bv — 20.nm),
est une application idempotente et que 'application
R(n) Span{m;(v),0 < j <12} C Span{m;(v),0 < j < 12}.

Donc la matrice R(n) est définie par :

N N

N
Z bymj(v —2v.nn) = Z Z R(n)pq bgmp(v), (4.40)
j=1

p=1¢=1
et donc nous obtenons les propriétés suivantes :

Lemme 1 La matrice R(n) définie par (4.40) satisfait :
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— Si'b est un vecteur propre de la matrice A(n) associé a la valeur propre X, alors R(n)g est
un vecteur propre de la matrice A(n) associé a la valeur propre —\.

R(n)? = 1,
R(n)A(n)"R(n) =

et donc

R(n)A(n)"R(n) = —A(n)", et R(n)A(n)R(n) = —A(n).

Idée de la preuve : pour plus de clarté, nous montrons la preuve pour n = e' de telle sorte que
A(n) = Aj. La premiere partie du lemme est obtenue grace a des considérations de parité. Et
en conséquence, nous avons R(n)Ker(A(n)) C Ker(A(n)). La deuxiéme partie est obtenue en
écrivant le vecteur b sur la base des vecteurs propres A1, et en utilisant les propriétés prouvées
dans la premiere partie. [

Lemme 2 si on a, Vy € Ty,

dy) = K)o, (4.43)
b(y) = (bO (y)a by (y)v be (y)v be (y)v be (y)7 0,0,0,0,0, 0)7 (444)
0 = A(b(y) —cy))-(b(y) — cly)), (4.45)
alors
b(y) = K(y)0, Vy € I'y
Démonstration : Nous avons
Fl= (0 |o =A% o |0 o0 0|o o0 0|0 1 0
= 0o 0o =% 0 00|00 0]/0 0 1)
Ker A; = Span 3 = (\/50 0 0 -1 0 3/0 0 0{0 0 0)-
= (V2|0 0 0 |[-1 3 0[0 0 0[0 0 0)
B= ©lo o o0 0o 00100000
Or & partir de (4.45), b(y) — &(y) € Ker Ay, Yy € I'y. Donc
5
bly) —ely) =Y & k7. (4.46)
q=1
En utilisant les définitions de 5(y), de ¢y) et de k9, ¢ =1,2,5, nous obtenons :
& =0, pour ¢ =1,2,5. (4.47)

Et donc (4.46) s’écrit
bly) —cly) = & k° + & kY,
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or
bo(y) — K(y) = V2(&+&), (4.48)
be(y) = —(&+&5), (4.49)
be(y) = &, (4.50)
be(y) = &. (4.51)
Des trois derniéres relations, nous en déduisons que
be(y) =& =£6=0,
ce qui implique que §; =0, 1 < ¢ <5, et finalement, nous avons
Wy € Ty, by) = aly) = K(y)f,
ce qui termine la démonstration. [
Proposition 4 Soit b qui satisfait les conditions aux limites (4.11 - 4.12 - 4.13) et soit
— — 3 —
BO) = [ | -SHu)n) + 3 40, 5w)5w) | dy
Yy p=1
Alors
1. Vb, E(b) >0,
2. E(b)=0< g(y) = (bo,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)7, ou by est une constante indépendante
de y.

Démonstration : Nous multiplions (4.6) par b et nous intégrons sur Y. Nous obtenons alors

E(b) = — [ Sb(y).bly)dy + ZA@ b(y).b(y)dy, (4.52)
Yy Yy p=1

= | sBw)Bwdy 5 [ AwB) By, (4.53)
Yf FY

ol nous avons appliqué les conditions de périodicité sur Yy \ I'y. Et de (4.30) il vient :

L. 1 .
— | Sb(y)bly)dy > = | ||[(I - Pgs)b(y)|[*dy > 0. (4.54)
Yy T Jy;

— -

Considérons maintenant le second membre —3 fr n)b(y).b(y)dy. Pour y € I'y nous avons

-

by) = K(y)o+ (bly) — K(y)d) = c(y) + (b(y) — c(y)).
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En utilisant cette relation dans le second membre de (4.53), nous obtenons :

3 | Ao = = (= [ Ames a2 [ amets) S

Ty 2

n /F A F) - ) ) - a(y))dy) .

—

Or & partir de (4.11) nous avons A(n)b(y).c(y) = 0 sur I'y, et donc A(n)c(y).c(y) = 0. Ainsi en
utilisant la seconde relation sur le bord (4.12) ainsi que le lemme 1, nous avons :

/F Ay (5 — .06 — &)y = —(1 — 0)? / An)~(5— &).(6 - Dy,

Ty
et donc

_%/I,YA(n)(g—a.(g—E)dy = —f/ryfl(n)_(l;—a.(g—é’)dy’

> 0,

ce qui prouve la premiere partie de la proposition.

-,

Nous supposons maintenant F(b) = 0. D’apres les calculs, ceci implique que :

y Sb(y).b(y)dy = 0, A A(n)™(bly) — ay)).(b(y) — Ey))dy = 0.
f Y

La premiere relation nous donne donc

g(y) = (bO (y)7 bV (y)v BE (y)v BE (y)7 EE (y)7 0,0,0,0,0, 0)7 (455)

et la seconde relation nous amene a A(n)~(b(y)—&(y)).(b(y) —&(y)) = 0,Vy € T'y. Or nous avons
A(n)T(b(y) — cly)).(b(y) — cly)) = 0,Vy € Ty, nous arrivons a

A(n)(b(y) — &(y))-(b(y) — ely)) = 0,y € Ty, (4.56)

or b(y) satisfait (4.55 - 4.56), et donc grace au lemme (2) il vient b(y) = &(y), sur I'y, ce qui
implique que by (y) = 0, bp(y) =0, sur I'y. Or nous savons que 9y, bo(y) = 0, et V2 9,bi(y) =
0, 1 < ¢ < 3, et donc by(y) = 0, sur Y. Finalement, a partir des derniéres composantes du
systeme (4.6), nous pouvons conclure que

V5

?83;]55}(3/) =0, (] a Z) sur Yfa

et donc
b(](y) = bOv bE(y) = 07 sur va
ce qui démontre la seconde partie de la proposition.[]
Remarque : La derniere proposition implique que la solution du probléeme auxiliaire hyperbo-

lique n’est pas unique et est définie & une constante additive pres b= (b0, 0,0,0,0,0,0,0,0, O~, 0,0, O)T.
Néanmoins, comme il est classique en homogénéisation, les coefficients effectifs D and D sont

définis de maniere unique car fo b < vifov) >dy =0!
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4.1.5 Comportement asymptotique pour des petites valeurs de Knudsen, le
régime de Darcy

Comme nous 'avons vu dans le paragraphe précédent, en régime collisionnel, la solution [
du probléeme auxiliaire répond a

ﬁAl ~ag+ a1v + ag\v|2,

et cette propriété a été utilisée pour définir une base correcte pour notre approximation de
Galerkin. Des résultats plus précis peuvent étre obtenus si 'on considere le régime fluide comme
p — +oo. Dans ([1]-[24]) une analyse asymptotique des problémes auxiliaires montre que dans
le régime de Darcy ces problemes auxiliaires tendent a devenir des probléemes de Stokes et
nous retrouvons alors a 1’échelle macroscopique la tres connue loi de Darcy. Ce résultat peut
étre vu comme une extension aux milieux poreux de l'analyse de la limite fluide de I'’équation
de Boltzmann linéarisée donnée dans ([28]). Il est tres important ici de montrer que la limite
asymptotique est préservée dans les problemes auxiliaires.

Considérons le probleme auxiliaire (4.6 - 4.11 - 4.12 - 4.13) dérivé a partir de la base a 13
éléments. Nous pouvons alors écrire (4.6) sous la forme

VERT, 4 .
S8b+ > A0,,b=4, (4.57)
re p=1,3

ou par soucis de clarté, nous avons supprimé l'indice [ pour b, et on a

S= p/(pov/RTp) S, (4.58)

et
1
Po
Afin de faire I’étude asymptotique du systeme hyperbolique quand ¢ — 0 nous cherchons la
solution du systeme sous la forme :

Loy }
b= +0@ 42 b 4 (4.59)

En insérant (4.59) dans (4.57), on obtient pour chaque ordre en &

A Uordre principal
VRIy ~-
—TOSb(_l) =0, (4.60)

et donc
D = oV, 55 55 b ,0,0,0,0,0,0). (4.61)

En utilisant ce résultat pour la condition a la limite (4.11 - 4.12) et en utilisant les propriétés
de la matrice R(n), on arrive a

b =0 et b0V =0. (4.62)
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A lordre +1
_ VBT oy > 4,0, 000 =o0.
H p=1,3
Or
S0 . J = O,VJG Ker S5,

l’alternative de Fredholm nous amene a

Z Apﬁypg(_l).J: 0, vd € Ker S,
p=1,3

ce qui peut s’écrire (en notant é = (1,1,1) ) :

div, 50 = 0,
v +v2v, B = o,

VRTy

VRT} bgo) — 5 Vyl;%—l)’

L

T —
N
L
A Uordre +2

VRT,

. So + 3" 4,0, =g,
p=1,3

ce qui donne, grace a l'alternative de Fredholm
div, 8 = 0,

3
Vb)) + V2 0,65l + Ly b L.
=1

I
Q
<

En utilisant (4.66) et (4.68) dans (4.71) il vient

a2, o\
. 2 e [ (-1)
\V4 b(o) + \/5 \v4 b(o) _ 92 b( 1 — LvLrv b = gl .
yvo Yy 'E \/R—To agg ‘\?1 \/R—T v, WV Yy |4
Y3 3

Et si 'on note

™= (bo—i—\/il_)E)a

o7

(4.63)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)
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et d’apres la définition de Ly et de Ly, ainsi que de la relation (4.64) on obtient

_\/%To AW + v, 70 = o (4.74)

div, b0 = 0, (4.75)

bvf;l) = 0, (4.76)

conditions aux limites périodiques sur aY —T'y. (4.77)

Ce qui prouve que b§/_ U est une solution de I’équation de Stokes sur Y.

La méme analyse peut étre faite sur le systeme hyperbolique associé a I'inconnue «;. Dans ce
cas on cherche une solution de la forme
=1

€

q= +a@©® 4 eg® 4

et @Y est alors aussi une solution de 1’équation de Stokes mais avec un second membre égal &

1)

¢! /Ty. Donc on en déduit que les vecteurs bg/_ D et a7 sont proportionnels. En tenant compte

de g, = Bl /po, on peut conclure que
DT
Dijp

1.

Ceci signifie que ce ratio (qui est indépendant de i, j) définit un nombre adimensionné qui est
le ratio entre la diffusion de masse et la transpiration thermique.

= P
D==D. 4.78

2 (1.75)
Or dans le ATM, la vitesse macroscopique du fluide est donnée par ’équation (3.74) que nous
rappelons :

pu=—(DVyp+ DV, T), (4.79)

et donc en utilisant (4.78), il vient

D
pu = —(Dpr—{-p?VmT),
Vep VT
- (%)
Vep 1

= —pD =——0D .
p D RT Vap

De plus, comme

Dij = —pr— b? Y dy/go v U2d07
! |5f‘ Yy J( ) v ( ) /
on obtient

uw=—SBV,p, (4.80)
I
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ou ¢ est la porosité et B défini par
By = | B (451)

est le tenseur de perméabilité. La relation (4.80) est la célebre loi de Darcy. Et donc nous avons
démontré que notre approche, construite pour le régime transitionnel, retrouve le régime de
Darcy en régime fluide.

Bien sur, il n’y a aucune raison pour que la relation (4.78) soit vraie pour les autres régimes.
Ceci sera illustré au chapitre 7.

4.2 Approximation en espace et résolution

4.2.1 Schéma pour le régime de transport

Il reste maintenant a déterminer une solution numérique au systeme hyperbolique linéaire et
stationnaire (4.6 - 4.11 - 4.12 - 4.13). Pour I'approximation en espace, nous proposons d’utiliser
un schéma cinétique qui peut étre obtenu naturellement puisque le systeme (4.6 - 4.11 - 4.12 -
4.13) dérive du modele cinétique (4.4).

Donc nous introduisons les parties cinétiques positives (et négatives) de la matrice A, elle-méme
introduite dans (4.5) :

A = (A )icivoiy = ($gomi(v)oym;(w)), ;

A = (A;g(?_))z':l,N,j:LN = ((90mz‘(v)vp_mj(v)>)i,j,

ot vt = Maz(0,v) et v~ = Min(0,v). On peut par ailleurs remarquer que
A+ —) _ g+ —
Ay =AD + A = AT + A

(+)

Mais, évidemment, la partie cinétique positive Ap+ de A, et la partie positive spectrale A; de

Ap ne sont pas égales! De plus, on peut montrer que méme si A; peut étre singuliere, AZ(,JF) est
toujours une matrice réguliere. En effet, a partir de la définition de A;Jr) :
APEE = N AP g
= Zz’,j:1<90mi(’li)§ﬂ’;mj(v)§j>
= (gom ®_’mv;>§.§
= {go(m.£)*v) > 0.

de plus
ADEE =0 «— mw).£=0 W
& ¢=0 -car (m;(v))i=1,~n est une base.

En utilisant ces notations et en remarquant que (gov;my) = 4; T(1,0...0) nous pouvons définir
un schéma cinétique volumes finis du premier ordre ”upwind”. Nous travaillons sur un maillage
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cartésien et i représente le multi-index (i, j, k) et nous introduisons les notations suivantes :

fit1,4k — fim1,k
Dy, fi=D1fi = +1]2Ay1 Lok, (4.82)
Jit1,5k — Jigk
Difi=Difi = =S, (4.83)
_ _ figke = fic1jk
D, fi=Difi = == ————=d= A, L (4.84)
(4.85)

Alors le schéma cinétique s’écrit :

3
VET) & ; 7
POV + 3 (AL Dy B + AS DB = g, (4.86)

p p
K =1

olt S est défini par (4.58) et le second membre est g} = (go(v)mi(v)v) = 4;(1,0,...)7.
Malheureusement, ce schéma d’ordre 1 n’est pas assez précis pour nos applications, nous allons
donc construire un schéma d’ordre 2 par une extension de type MUSCL. De plus, comme le
probleme est linéaire, il n’est pas judicieux d’introduire des limiteurs de pentes. Ceci nous amene
alors a choisir le schéma centré :

vV RTy
mR %+ZADWﬁ1 (4.87)

p=1

Mais ce schéma conduit & des instabilités numériques qui sont dues a un certain découplage
entre indices pairs et impairs. Pour pallier ses instabilités, il nous suffit de modifier le traitement
des conditions aux limites en utilisant les deux mailles les plus proches du bord. On traite
donc correctement les conditions aux limites grace aux mailles fictives. Comme nous travaillons
sur un maillage régulier constitué de mailles rectangles et que le traitement des conditions aux
limites est essentiellement unidimensionnel, il peut étre illustré juste pour la direction 1. On peut
interpréter le schéma centré (4.87) comme un MUSCL avec des limiteurs de pentes linéaires.
Donc, extension a l'ordre 2 peut étre vu comme :

7 5”k + gi—',—l,j,k
(Alb)z'.g.%,j,k = Alf
_ A Yk btk (- bigik + bit1 ik
= A
2 2

. 1. . L 1.
= AP+ §(bz'+1,j,k —bij)) + A (i — §(bi+1,j,k —bijk))

Puis sur les bords, il faut dégénérer le schéma a I’ordre 1 donc nous supprimons tout simplement

les pentes. Si on note ¢ = 0 la maille fictive, le demi-flux entrant est Agﬂ
)y

pas modifiée. Et de méme de 'autre coté, le demi-flux sortant A} ’by n’est pas modifié. La valeur

50 et cette valeur n’est

de go est la méme quel que soit I’ordre du schéma et est dérivée a partir du niveau cinétique du
probleme. Nous écrivons juste que la distribution dans la maille fictive est proportionnelle & une



4.2. APPROXIMATION EN ESPACE ET RESOLUTION 61

maxwellienne (8 = k*go au niveau cinétique alors que by = k(1,0,...)T au niveau hyperbolique)

et la constante k est obtenue en écrivant que le flux de masse doit étre nul sur le bord.
Aby + A8 =0,
kAM0.0 + A7b 6 = 0.

On obtient alors :

A(n)Tby.6

Am)D0T
Cette approximation en espace nous amene a un systéme algébrique linéaire qui est résolu
en utilisant un solveur itératif pour des matrices non symétriques : le GMRES (Generalized
Minimum RESidual) qui pour plus de rapidité sera préconditionné par une méthode de Gauss-

Seidel (Cf [29]).

(4.88)

4.2.2 Le schéma “asymptotic preserving”

Dans le paragraphe précédent, nous avons proposé une approche numérique pour résoudre
les problemes auxiliaires basés sur une approximation de Galerkin pour les variables en vitesse.
De plus, nous proposons une méthode capable de prendre en compte aussi bien le régime raréfié
que le régime collisionel a l'intérieur des pores. Néanmoins, nous pouvons nous attendre a des
difficultés numériques en régime fluide, c’est-a-dire pour de fortes densités (ou un petit nombre
de Knudsen) comme il est classique sur les modeles cinétiques. En effet, nous avons montré
dans le paragraphe précédent, que le probléme hyperbolique dégénere en régime fluide en un
systeme de Stokes qui est elliptique. En ce qui concerne les approximations numériques de
modeles cinétiques, il est bien connu que les schémas adaptés au régime de transport, n’ont pas,
en général, le bon comportement asymptotique en limite fluide, et donc nous avons a modifier
le schéma que nous avons proposé pour qu’il soit consistant et qu’il donne une approximation
précise du systeme asymptotique dans cette limite. Dans notre contexte, cela signifie que si nous
étudions la limite asymptotique de ce schéma pour un pas d’espace fixe (Ay;,i = 1,2,3) et
pour Kn — 0 nous voulons trouver une approximation consistante du probleme de Stokes. Mais
comme nous pouvons le prévoir, ceci n’est pas le cas pour ce schéma et donc nous devons le
modifier en limite fluide pour obtenir ce bon comportement.

L’obtention du schéma “asymptotic preserving”

Nous notons alors

3

Divy, = Y Di, (4.89)
k=1

Vi = (Df,Dy, D). (4.90)

En introduisant b* = p*g, ou p* est la densité de référence et € = p*/pp, le schéma numérique
introduit pour le régime de transport s’écrit :

3
VRTy ~~ 1 -
080+ — > A,D,, b = gi. (4.91)
Ep o
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Enfin, pour avoir la bonne limite asymptotique quand ¢ — 0, nous modifions le schéma comme
suit :

VT, ¢z | >
” Sb¥y + pZIAD 0% (1 — €2 Z G- (4.92)
Nous sommes face a un schéma hybride, c’est-a-dire que pour € ~ 1 (i.e. en régime transitionnel)
(4.92) se ramene au schéma proposé précédemment, mais pour € ~ 0 (i.e. en régime fluide) (4.92)
se ramene a un schéma adapté a ce régime. Il nous reste a définir Dyp et e.

En effet, ¢ doit étre compris entre 0 et 1 quel que soit le régime. On prendra dans le code :

e = Min(Knag,, 1),
ou Knay, est un nombre de Knudsen défini par la longueur Az; choisie intelligemment.
vV RTO * T
AJIZ'

D’apres I'analyse asymptotique au paragraphe (4.1.5), en particulier en ce qui concerne le résultat
(4.61), en régime de Darcy, la solution s’exprime sur les 7 premiers moments. On se contente
donc d’étudier le comportement asymptotique du nouveau schéma (4.92) sur les 10 premiers

KnAzi =

moments, c’est-a-dire :

g == (b07bV7bE7bT)7
= (bO, b1, bz, b3, bE17bE27 bE3v b7—23, b7'13’ b7'12)'

On définit Dyp par

D, = (Df,Dy,Dy,Dy,Df,Df D, Dy, Dy, Dy), (4.93)
D,, = (Df,Df,D;,Dy,DJ,DJ, DS, Dy, Dy, D), (4.94)
D,, = (Df,Df,Df Dy, Dy, Df,Df, Ds,Dy,Ds). (4.95)

O D et D; sont définis par les formules (4.83) et (4.84).

Nous traitons différemment les composantes du vecteur b car on souhaite avoir des dérivées
spatiales correctement calculées. Ce choix sera expliqué plus tard, en faisant référence a un
schéma correct pour approcher 1’équation de Stokes, en particulier, le schéma MAC ([30]).
Pour I'étude asymptotique, quand € — 0 nous cherchons b sous la forme b; = %b:(_ ) + b:( ) +
sb*(l) +.... En introduisant cette formule dans (4.92) et en étudiant chaque ordre en &, on obtient :

A Uordre principal
Vv RIj
7
et donc, comme précédemment sur le schéma classique :

V20G8p D — o,

b = (bo; T o Y 0T bt Y b Y i 0,0,0). (4.96)

1

A lordre +1

_ VAT g 1 5 g
R 0 4 Z g (4.97)

L p ?Jpl
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Et d’apres 'alternative de Fredholm, ce systeme admet une solution sous la condition nécessaire
et suffisante :

ZA D, 5"V d) =0, vd € Ker 8,

ce qui s’écrit aussi :

Div, b; Y = o, (4.98)
Vb +v2 VbtV = o, (4.99)
i = b Ve —vav; by Y, (4.100)
VET, ;
}; 0p x0)  — _p_chbV( Y, (4.101)

ou L}V est I'approximation de I'opérateur L,y (voir 4.38) en utilisant les dérivées décentrées
définies précédemment par (4.93 - 4.94 - 4.95) :

. 0 D3 Dy
Ly, = Dy 0 Dy
Dy, Dy 0
A Dordre +2
\/RT
+ ZA D, b (4.102)

7

Comme précédemment, ’alternative de Fredholm nous amene & la condition :

3
(" 4,05 — gi,d) = 0, Vd € Ker 5,

p=1
qui s’écrit aussi :

Div, 65”0 = o, (4.103)

Vitbo; @ +v2vibe!© + ot 00 = b, (4.104)

bei " = bprWe—vaviby !, (4.105)

@bﬂl) = —%Eﬂvbvf(o). (4.106)

Et donc en utilisant (4.98) et en (4.100) et (4.101) dans l'’équation (4.104) précédente et en
notant

T = (b + V2b%),
on obtient

VRT, o
- M)*ODiV;TVEbvi( Vvia? = g (4.107)

Div, by = 0. (4.108)
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La derniere étape est de vérifier que ce schéma écrit pour b= b* /p* est consistant avec I'équation
de Stokes (4.74-4.75). Tout d’abord, on peut remarquer que grace & la définition de D et de D

et D™, Div;[VfL nous donne le schéma d’approximation classique a 7 points de 'opérateur de
(-1

Laplace dans R®. De plus si by; 7 est interprété comme défini sur un maillage décalé, i.e.

bv-(_l) _ (bl(—l) bg(_l) b3(—1) ),

i i+1/2,5,k* Y24 j+1/2,k° U345, k+1/2
alors on obtient
co— g (1) (=1) (=1) (=1) (=1)
Div, by; = (b1i+1/2,j,k - bli—l/Q,j,k)/Ayl + (b2i,j+1/2,k - b2i,j—1/2,k)/Ay2

(-1) (-1)
+(b3z‘,j,k+1/2 - b3z’,j,k—1/2)/Ay3'

En effet, si 'on interprete la localisation des différentes composantes de b comme sur la figure
4.1, ceci nous donne pour le systeme (4.107 - 4.108) le schéma suivant :

= bvl 1
m bv2 L
m bv3
o btau23 S A R |
o btaul3 P A R I g
o btaul2 e e et S
x b0, bE e R
) e Pt :
3 1
Fic. 4.1 — Schéma du maillage MAC.
(=1) (-1) (-1)
_ VRIy (b1i+3/2,j,l~c = 2b1; 105k T bli—l/Q,j,k n
p1p* Ay
(=1) (=1) (-1)
blz’+1/2,j+1,k - 2b1i+1/2,j,k + blz‘+1/2,j—1,k
+
Ay
(=1) (=1) (-1) (0) (0)
blz’+1/2,j,k+1 - 2b1i+1/2,j,k + b1i+1/2,j,k—1) n Tit1,5k — Tijk gl ' (4.109)
Ays Ay +1/2.5k '
(=1) (-1) (-1)
_ VRIy (b2z'+1,j+1/2,k = 2b2; 10k T 02 1410k n
p1p* Ay
(-1) (-1) (-1)
b2; jrasan — 202 5310k + 0205 /0 N

Ay
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i+ Y (-1) 0 0
D231 /2 k01 = B jaon 02000 Trz'(,j)—i-l,k - Wz(,j),k o 4.110
Ays )+ A, = By (4.110)
(—1) (_1) (_1)
- \/R—Tb(b?’”””““/z ~ 2signere TG
pp* Ay
(=1 (=1) (—1)
b3; i1 k12 = 2035 5 i1y T 03 51 kv )0
+
Ays
(-1) (1) (—1) . .
Ays )+ Ays = Yijk+1/2> (4.111)
bristjan ~ biicy bol D) e = bal b D (D)
Liv1/zgk ~Olict/2gk | Pige1jak T g1k Bigket/z ~ Bk (4.112)
Ayl Ay2 Ay3 - ) .

ce qui est en fait le schéma MAC classique ([30]) pour I’équation de Stokes.

Donc grace a la formulation de l~?yp (4.93, 4.94, 4.95), on a prouvé que la limite asymptotique
du schéma (4.92) est une approximation consistante des équations de Stokes dans l'ouvert de
Ys.

Le schéma implémenté dans le code en variables dimensionnées s’écrit :

VR,
P QZA Dy, b; + (1 — &%) Z gi. (4.113)
p=1 p=1

Avec e = Min(Knag,;, 1), ot Knagz, = 25> RT . On détaille alors le schéma (4.113) pour € = 0 sur
la grille initiale avec des indices entiers (schema IE) et sur la grille avec indices décalés (schéma
ID) :

Le schéma avec indice entier pour ¢ = (0 : Schéma IE

bVl bVl bV2 _bV2 bV3 V3

1,7,k i—1,5,k 1,7,k 1,7—1,k i,k zgkl_
Az + Ay + Az 0
b bEl bEl b7'12 _b7'12 b7'13 _b7'13
z+1]k z]k+\/§z+1jk ij—i_ 1,7,k 1,]— 1k_|_ 1,7,k i,7,k—1
Ay Az = g1,
bO o & \/_ & bE2k b7'12k_ T12 A b7'23k_ 7'23k
1J+1 1] + 1]+1 4,7, 4 d i=1,7, 4 Ll GJ,k=1 __
Ax Az = 92,
bO bE b7'13 _b7'13 b7'23 _ 723

zgk+1 z]k+\/_1]k+1 ij—i_ 1,7,k i— 1]k+ 1,7,k i,7—1,k __
A Ay = g3,
bVl —b" Vi

1,7,k i—1,5,k __ _l
V2 A = T( i 7, e ,J,k)7
V2 V2 _
ﬁbz]k_bi,j—l,k _ _l( )
Ay - T ,] k 7J7k ?
V3 V3 _
\/ébz J.k b’L ,J,k—1 _l( )
Az — T T\Yigk Jyk ’
V2 V2 1%
bz+1 0,k b’L 0,k + b’L ]1+1 k bz _ 1 712
Ax Ay - 1tk
Vv V3 1% Vi
b'L-ﬁl .J, k_bz 3,k + b’L ]1k+1 b’L gk _l 713
Az Az - 17,5k
bV5+1 k_bVJk bV2k+1 b"/zk 17723
0,3 4,3, i,J ik _ _1p71
Ay + ~ = sz.’ﬁk. (4.114)
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Le schéma sur grille décalée pour ¢ = 0 Schéma ID

bV bVl bV2 _bV2 bV3 _bV3
LHL/25k i t/2gk | Jhjrl/2k Cago1/20 4 Cigikdl/2Pigiko1)/2
Az Ay Az

=0,

B0 pEL pT12 —p7i2 pT13 —b718
z+13k wk \/7 z+ljk w,k + i+1/2,5+1/2,k "i41/2,5-1/2,k + i+1/2,5,k+1/2 "i+1/2,5,k=1/2 __
Ax + Ay 2 =41,
b ,]+1 kT ,J k \/’ ,]+1 kT EJQ b;—+121/2,j+1/2,k_bzi21/2,j71/2,k b;,?’il/2,k+1/2 bz g+1/2 k—1/2
+ + AL + P = g2,
bo k+1 k+1 E3k b'TJH/2 'k+1/2_b“rl?/2 j k+1/2 bTQ_:jrl/2 k+1/2 —b7° 1/2 k+1/2
1.4, »J» 7]7 i,J, i 2Js i—1/2,3, i.J ) w _
+ \/_ + Ax + Y =93
pv1 Vi
NG bi 12,5k —bi-1/2,5k _LpEL B, )
Az T\"1,5,k 1,9,k )
V2 V2
\/§bz‘,]’+1/2,k—bi,j—1/2,k _ ——(bE2 _bE. . )
Ay - 1,5,k 1,9,k )>
V3 _pV3 _
\/§bi,j,k+1/z bijm-1/2 _ ~L(bF3, —bE, )
Az - 1,5,k 4,9,k )»
V2 —bV2 pvL —pVy
i+1,74+1/2,k i,7+1/2,k + i+1/2,54+1,k i+1/2,5,k __ _le]_Q
Az Ay T 7i+1/2,541/2,k°
V3 _ V3 Vi _ V1
bi+1,j,k+1/2 bi,j,k+1/2 + bi+1/2,j+1/2,k+1 bi+1/2,j,k _ b7—13
Az Az i+1/2,5,k+1/2°
bV3 _bV3 bV2 _bV2
6,j+1,k4+1/2  d,5,k+1/2 + 1,+1/2,k+1 i, 5+1/2,k 1b7’23 (4 115)
Ay Az - T4 i+1/2,k+1/2° :

Le traitement des conditions aux limites

On vient de voir que (4.107 - 4.108) peut étre considéré comme une approximation consis-
tante des équations de Stokes, quitte & supposer que les différentes composantes du vecteur b
sont localisées sur des grilles décalées. 1l reste maintenant a déterminer les conditions aux limites
a appliquer & la partie du schéma adaptée au régime fluide (i.e. & (1 —¢2) 22:1 Ap[?yp b; ), pour
que le schéma IE donne la solution correcte du probléme aux limites de Stokes. Pour cela nous
traitons les différentes composantes de manieres différentes.

Conditions auz limites sur b" :
On sait d’apres le systeme de Stokes, que le schéma doit approcher b“g =
d’abord sur le schéma décalé par :

0. Ceci se traduit tout

bz‘i/;-l—l/lj,k =0 bf t1/2,5k = 05
szizj—l/2,k =0 ; bz‘,fj+1/2,k =0;
by g 12 =0 5 b =0 (4.116)
Ce qui se traduit directement sur le schéma ID en décalant I'indice non entier :
by —1,3 =0 bfz,]k 0;
bid -1k =0 5 bf .=
b3 igde—1 =0 bmfk 0. (4.117)

On remarque que 'on fixe les conditions aux limites sur une maille solide pour ce qui est des
conditions sur d, — 1/2 et sur une maille fluide pour ce qui est des conditions sur f, + 1/2.
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Si I’on se réfere au schéma ID, il nous reste, en ce qui concerne b¥ & fixer les conditions aux
limites sur :

bV1 . bVl .
i+1/2,f;+1k 0 Yi1/2,4, fr+1
bV2 . bV2 .
i+1i+1/2k 0 1,J+1/2, fr+1>
V3 . V3
b i+17,k+1/2 0 bi, iHLk+1/2 (4.118)

Pour cette étude, nous allons d’abord nous intéresser au cas 2D. Nous allons donc nous intéresser
au maillage ID 2D suivant (Cf figure 4.2) :

AN
w10 LB B2
m Ve
Iz
T12
b
- X
, /]
2 i1, j+1/2 i,j-1/2 i+1, j-1/2
® B ® | ® B ®
i-1,j-1 i,j-1 i+1, j-1
[ | X [ | X [ | X [ |
i+1/2,j-1 i+1/2,j-1

F1a. 4.2 — Schéma du maillage MAC 2D.

2
+1,5+1/2
du schéma ID. Et donc pour notre code, il est utile de connaitre les conditions a appliquer aux

éléments bzv}j 41 et b}i_il j suivant ce qu’ils représentent sur le schéma ID. Nous allons détailler

Nous avons donc a déterminer les conditions aux limites pour les éléments bZV_ll /2, fi41 et b}/_
3J g i

le raisonnement utilisé pour déterminer les conditions sur bX}j 41, la condition sur b}”/;?l—l, j suivant
le méme raisonnement mais en inversant les deux directions. En ce qui concerne bl‘{flj 41, Ce point
correspond pour le schéma ID au point bZVJrll /28,41 qui peut étre sur l'interface fluide solide. En
effet, on sait déja que le point (4, f; + 1) est une maille solide (sinon, il n’y aurait pas besoin d’y
déterminer une condition aux limites). Reste & savoir si le point (i + 1, f; + 1) est aussi solide

car :

V1(ID) V1(ID)

Si (i+1, fj + 1) est solide alors le/z f.41 est entre deux mailles solide et donc bi+1/2 f1 =0
2] 1]
et donc on choisit de traduire cela sur le schéma IE par bx;j(ff) = —bzfl(lf?il

Si (i 41, fj + 1) est fluide alors bV 1UD)est situé sur une interface fluide solide et donc on

i+1/2,f+1
V1(ID) ’ VIUE) 4o

doit avoir bZ. 241 0, et comme ce point est équivalent sur le schéma IE a bz, £+
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pV1UE)

ifir1 =0

Conditions auz limites sur b™ : le cas 1D
Considérons une géométrie 1D comme sur le schéma suivant (4.3) :

1

jll II; —eo4—e oo

F1G. 4.3 — Schéma du cas 1D.

Nous nous intéressons a la résolution des problemes auxiliaires dans la direction 1. Le systeme
(4.6) se simplifie alors fortement : les dérivées suivant x et z s’annulent par condition de
périodicité. On obtient alors le systeme simplifié suivant :

bV =0, (4.119)
9,0 = g1, (4.120)
Oyb° + V20, = 0, (4.121)
0™ =0, (4.122)

1 _
V20,6V = ;(bEQ —bF) (4.123)
9,0V = —le12, (4.124)

T

9,03 = —%bﬂ?’. (4.125)
(4.126)

Des équations (4.119) et (4.123), on obtient directement que dans cette configuration 1D :
bE2 = pF (4.127)

D’aprés les conditions aux limites, (4.119) et (4.122) nous donnent immédiatement b"2 = 0 et
b7 = 0. Et donc (4.125) devient abe3 = 0, qui nous amene, grace aux conditions aux limites
périodiques & b3 = 0. Ceci nous donne in fine le systeme simplifié suivant :

Oyt + V20,65 = 0, (
1

abel — ——bT12, (
T

ayb7'12 = g, (

(

+ Conditions aux limites.

En régime asymptotique, dans ce cas particulier, le probleme de Stokes (4.74 - 4.75 - 4.76 - 4.77
se rameéne & l'équation elliptique (4.132) avec les conditions aux limites (4.133) car la pression
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7 = b0+ /2bF (voir (4.73)) est constante en y :

1
— DbV = —g1, (4.132)

bW (+1) =b"(~1) =0. (4.133)

Ainsi dans cette configuration 1D, on remarque que si l'on reporte (4.130) dans (4.129) on
retrouve (4.132) et donc le systeme (4.129 - 4.130) apparait comme une formulation mixte de
Popérateur elliptique (4.132). Maintenant, il nous faut déterminer les conditions aux limites
numeériques a associer a ce systeme (4.129 - 4.130) pour retrouver les conditions aux limites
(4.133). Pour cela, on part de I’équation (4.129) qu’on intégre sur [—1,1] :

+1 1 +1
O (1134)
~1 ~1
ce qui nous amene a :
1 +1
WD) =) = [ R (4.135)
TJ
et grace a (4.133), on obtient donc finalement :
1 - 712
— b (y)dy = 0, (4.136)
-1

condition que I'on n’a pas naturellement sur le schéma, il va donc falloir la retrouver.
Donc dans cette configuration le schéma ID en régime de Darcy (pour € = 0) s’écrit :

712 712
bj+1/2 - bj—l/2 .
Ay a ’
0 0
b b
Ay ’
bVl — Y1 1
7+1 7 o 712
T = (4.137)

Or on sait que d’apres les conditions aux limites, b“lf = 0, de plus I" se trouve sur des mailles a

indices non entiers (Cf 4.3) et donc la condition bhﬁ = 0 devrait normalement s’écrire

b1 = O, (4.138)
Vi _
bif_12 = O (4.139)

Les parentheses pour les indices sont la pour signaler au lecteur que ces moments, pris a ces
indices, n’existent pas sur le schéma ID. Ils sont écrits pour aider au raisonnement. En effet pour
obtenir ces conditions au bord, il nous faut interpoler les conditions aux limites sur les points
valables.

En sommant la troisitme équation du systeme (4.138) sur les indices j, on obtient :

izl v 1 fi—1

Z j+1 % 1 Z pT12
Ay T or Jj+1/2°

Jj=dj j=
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donc on obtient
Ay -
byt = byt === > b . (4.140)

L’idée est alors de rajouter les termes qui nous intéressent dans la somme en extrapolant
I’équation. Donc, en utilisant les approximations suivantes :

Vi V1 !
CRRYE N TSl S PP
Ay/2 Ay L Ofit1/2
ot Vl Vi V1 Vi
4~ b(d 2 d; ~ b, — __b7'12
Ay/2 Ay d;j—1/2
on obtient
T Ay T Ay -
(Bgy4172) =0, + O = 07) + (B = by 12)) = Z bEe = b e = — b2

ce qui nous amene a :
i—1
Ay d 712 Ay 712 Ay 712 V1
o Z bj+1/2 —b 12 T b i—1/2 — b(fj+1/2) b(dj—1/2)
—

Et donc ici, d’apres les conditions aux limites sur b"'! dans ’équation asymptotique, on sait que :

bE/J%H/?) b&—lm) = 0, et donc on obtient :

fi—1

L 1o

5%1—1/2 == Z b]+1/2 le+1/2’
j=d;

et en utilisant la formule (4.140), on arrive a la relation :

27
12 V1l _ V1 12
bZl—j—l/2 Ay(b — by, ) B b;j+1/27
ou encore en écriture en indice entier (schéma IE utilisé dans notre code HAMMLET) :
2T
12 _ V1l_ V1 712
by~ = _Ay(bfj — by, ) — by, (4.141)

L’implémentation de (4.141) sera précisée au chapitre 6 dans le paragraphe consacré a I'implémentation
informatique.

L’extension aux cas 3D

Ceci se généralise sans difficulté a des géométries telles que des tubes ou cette fois-ci le probleme
auxiliaire est en fait 2D et en asymptotique, il se ramene encore a une équation de Laplace.
L’extension a des géométries quelconques 2D ou 3D, est plus complexe. En effet, nous sommes

face & une équation de Stokes qui fait naturellement apparaitre une “pression”. Il faut donc,
apres avoir étendu les conditions aux limites sur Y et b™%, déterminer les conditions aux limites

sur b¥. Cette derniere partie demande donc un long travail et reste & 1’étude.



Chapitre 5

Modele de transport dans un
matériau réactif avec évolution
structurale

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté le modele de transport pour une géométrie
poreuse fixe. Maintenant, nous allons étendre notre étude & un modele plus complexe qui prend en
compte I’évolution structurale d’un matériau liée a des réactions chimiques en phase hétérogene.
Dans un souci de clarté, nous allons présenter ce modele en plusieurs étapes. D’abord nous
allons considérer une géométrie variable, ayant une évolution structurale supposée connue et
respectant la condition de périodicité. Puis nous considérerons le cas ou cette évolution est
due a des réactions chimiques que nous introduisons dans le modeéle macroscopique puisqu’en
général, les taux de réactions sont des données macroscopiques. Enfin, nous couplons 1’évolution
structurale avec les réactions chimiques, ce qui nous ameéne a considérer une évolution structurale
inconnue et mais toujours périodique. Dans un dernier temps nous verrons comment étendre le
modele a une géométrie en évolution mais non périodique.

5.1 Transport avec évolution structurale

Nous reprenons le systéme (3.14 - 3.15 - 3.16 - 3.18) ou les équations sont maintenant définies
sur des phases fluide et solide dépendant du temps €2¢(t) et Q,(t) qui sont supposées connues.
Nous fixons le coefficient d’accommodation o & 1 (condition de réflexion purement diffuse) afin de
simplifier la présentation de la dérivation. Comme 'interface I'(¢) entre la phase solide et la phase
gazeuse est mobile, les conditions de flux de masse et d’énergie sur cette interface prennent une
forme différente qui fait intervenir o, la vitesse normale d’évolution de cette interface. Dans cette
premiere étape, cette vitesse est supposée donnée. Nous allons ici différencier la masse volumique
intrinseque du solide ps qui est différente de la masse volumique apparente ps qui évolue a cause
de T’évolution structurale du matériau. De plus, nous voyons apparaitre es(T) = p;C,T qui
représente ’énergie du solide. Le systéme s’écrit alors :

psCoO T = div(A\sVT), dans Q(t), (5.1)
8tf+vvf Q(fvf)v dans Qf(t)v

71
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flz,v,t) = k My, (T) sur I'(t) pour v-n >0, (5.3)
A VT -n+es(T)op, = — / %|v|21; -nf(xz,v,t)dv
- (/ %|v[2f(a;7v,t)dv)ap sur T'(t). (5.4)

En ce qui concerne I’équation (5.3), il nous faut définir k. Dans le chapitre 3, celui-ci venait de
la condition de flux de masse nul & la paroi et nous donnait k = [ <o |w-n|fdw. On considere
maintenant le terme de recul de paroi et on obtient :

[,v e nf(@,v,t)dv -0y, [, f(z,v,t)dv =0, .
f(x7vvt)|v-n>0 =k MUP(T)7 ( . )

ot My, (T) est une maxwellienne de vitesse o,7. De plus celle-ci est choisie de telle sorte que
/ v-nMy, (T)dv = 1. (5.6)
v-n>0
On écrit alors :

/ v~nfdv—ap/ fdv = / \v‘n]fdv—kop/ fdv. (5.7)
v-n>0 v-n>0 v-n<0 v-n<0

Et donc grace a la deuxieme équation du systeme (5.5), (5.7) devient :

k/ v-nM, (T)dv — k:ap/ Mg, (T)dv = / |v-n|fdv+ O'p/ fdv, (5.8)
v-n>0 v-n>0 v-n<0

v-n<0

et en utilisant la propriété (5.6), on obtient :

k(1 =0, / M, (T)dv) = / v nlfdv +o, / Fdv. (5.9)
v-n>0 v-n<0 v-n<0
On en déduit la valeur de k pour le modele avec évolution structurale :
k ! (/ |v-n|fdv+ / fdv) (5.10)
= . v g . .
1—- Op fv~n>0 MUp (T)dU v-n<0 b v-n<0

L’équation (5.3) devient alors

1
f(x, ° t) B L - Op fv-n>0 MUp (T)dU </v~n<0 ‘v . n|fdv " v /v~n<0 fdv) MUP(T)' (511)

5.1.1 La formulation adimensionnée

Nous allons donc reprendre les formules d’adimensionnement (3.26) et définir la quantité
adimensionnée suivante :
5, = L. (5.12)
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Nous allons nous placer dans un régime particulier pour I’adimensionnement et supposer que
I’on a pour les différentes vitesses intrinseques :

o, <<u' <<a’, (5.13)

et donc on peut supposer que le rapport des vitesses est égal a € :
= —. (5.14)

Adimensionnement de ’équation de continuité des flux de masse a l'interface
M, n’étant plus homogene & une fonction de distribution a cause de sa normalisation (5.6),
nous allons définir la quantité adimensionnée suivante :
~ M
M,, = —=~. (5.15)

*
p* a*

On obtient alors

* 7 MU(T)f* x4 px ~ 7oy~ * ok *3 F o1~ ~
7 f= *Qp* - (a f / |v~n|fdv+apfa (/ fdv)ap>.
pra*(l — a;&p% Jonso Mo, (T)dv) #n<0 5-n<0
(5.16)
4
5 . . . ffa* .
De plus, on peut noter qu’en adimensionnant (5.6) on obtient m% =1, et donc :
~ M, (T ~ o ~
f= = (D) - (/ |9 n|fdb + —f(/ fdf;)&,,) : (5.17)
1= 03055 J5nso Moy, (T)d0 \on<0 @ Jn<0
* *2
Toujours avec la relation f% = a% on obtient :

<

- MUP(T) < ) o o >
R ! lfdo dv)ay | - 5.18
/ 1-— Z—fép ff)~n>0 Map(T)dTJ /{;n<0‘ n| fdo + e (/{;n<0f 0)op ( )

On utilise alors I'équation (5.14) qui nous amene a Z—Z = ¢ et donc :

_ M, (T) s F o
f= R L= R </ |0-n|fdo+ € (/ fdv)e > . (5.19)
1= €26y [5.050 Mo, (T)d0 \Jon<o 5n<0 :
Au final on obtient (en supprimant les “pour plus de clarté) :
1
= v-n dv+ae2/ dv)MU T). 5.20

Adimensionnement de I’équation de continuité des flux d’énergie a l'interface
On obtient avec (3.26 - 3.30 - 5.12) adimensionnement suivant :

_ ~ O*,O*L*O'*N ~ a;?k, * [ * 1~ _ - O—*QEL* 1~ N\ L
)\SVggT-n—i—%es(T)ap:— )gT* /§|U|2v-nfdv+ i;T* </§|v|2vfdv> Gp. (5.21)
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C* p*L*o* 3 Hx [* a*azL* , . , , .
Posons B = %, C= a;\fT* , D = 57— et étudions séparément chacun des coefficients.
S S S
~ N . o fog
Pour B : grace a l'expression (3.32), telle qu’on a défini C'; p§, on en conclut que B = L et
comme on suppose une vitesse o, bien inférieure & u*, on en conclut que B est de I'ordre de e.
Pour C' : ici, C' ne dépend pas de o, il suffit donc de reprendre le travail effectué au chapitre

3 : d’apres la formule (3.36), on arrive a C' = h_l)ﬁ%mf‘—* et donc on en conclut que C ne

dépend que de M)‘;\ . Or, M =~ ¢ et comme on se place en régime faiblement couplé ( )f‘* ~ €),

on en déduit que C est de lordre de 1.

* 21 %
. _ opailL
Pour D : D = T

On obtient donc la formule adimensionnée suivante (ou on a supprimé les” pour plus de clarté) :

Sk

=B Z—i’ Et donc on en conclut que D est de ordre de €3.

1 1
AVoT -n+eeg(T)op = — / §|v|2v nf(x,v,t)dv 4 € (/ §|v|2vf(:v,v,t)dv> op.  (5.22)

Finalement, on obtient le modele adimensionné suivant

psCoo T = div(A\sVT) dans Q(t), (5.23)
1 1

O + vV = ZQU.) dans §2(¢), (524)

1 2

_ : M, (T 2
flww) 1= €0y [0 Mo, (T)dv ( /u.n<o lo-mifdo+ ope /v~n<0 fdv) 1) (529)
sur I'(¢) pour v-n > 0, (5.26)
AVl -n+ees(T)op, = — / %\v|2v -nf(x,v,t)dv

+ & (/ %|v|2vf(x,v,t)dv> op sur I'(t). (5.27)

5.1.2 Le modeéle asymptotique

Le passage au macroscopique (changement d’échelle) va suivre la méme procédure que dans
le paragraphe 3.3.3. Nous allons tout d’abord chercher T¢ et f€ sous la forme :

€ € :L‘ € :L‘ € :L‘
T(z) =T(v,y = Z) =Ty(w,y = Z)—’_GTI(‘Tay: ;)‘i‘w

8

() = fay = Z0) = file,y = 2 0) +efiley = Z0) +

Il faut noter aussi que :

1
1= €20y [, nso Mo, (T)dv

=1+ e2ap/ M, (T)dv + O(e*),
v-n>0
et donc on peut écrire (5.25) sous la forme :

f(z,v,t) = (/u~n<0 [v-n|fdv + ope /v~n<0 fdv) Mg, (T')

620p/ MUP(T)dU</ |v-n|fdv —|—crpe2/ de)MUp(T)
v-n>0 n<0 v-n<0

v

+ O(eh. (5.28)

+
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On identifie alors les termes de méme ordre et on obtient :
A Uordre principal :

divy(AsVyTp) = 0 dans Yi(1), (5.29)
U.Vyfo = Q(fo, fo) dans Yf(t), (530)
fo = / |w - n|fodw M,,(Tp) sur y(t) pour v-n > 0, (5.31)
w-n<0
AsVyTp-n = 0 sur y(t). (5.32)
Ce qui est exactement le méme systeme que dans (3.3.3).
A lUordre +1 :
—divg(AsVyTy) = divg( AV To) + divy(AsVyT1), (5.33)
v.Vaefo+v-Vyfi = L(f1), (5.34)
fi = / |w - n|frdw M,,(Tp), (5.35)
w-n<0
1
AsVieTy -n+ AV -n = — / §|v|2v -nfo(x,v,t)dv. (5.36)
A Uordre +2 :
nous notons un changement par rapport a (3.54) et (3.55) :
psCp0Ty — divg(As(VTo + VyT1)) = divy(As(VoT1 + V,T3)), (5.37)
Ofo+v-Vefi+v-Vyfa = L(f2) + Q(f1, 1), (5.38)

OM,,(To)
+(/‘w.n<0|’w . n|f1dw) 78T T1

82Map (Th)
+(Zu.n<0|w . n|f0dw) 827TT2
+(

1
AsViTr-n+ AV -n+es(To)op, = — / §\v|2v -nfi(z,v,t)dv. (5.40)

M,, (To)dw) / w - n| fodwM, (To),  (5.39)

w-n>0 wn<0

Grace a lordre principal qui est identique & (3.48 - 3.49 - 3.50 - 3.51), on retrouve la proposition
1 et de plus a 'ordre +1, on peut toujours chercher T4 et f; sous la forme :

Ty = ~-V,.T, avec v = v(y,t), (5.41)
fi = (Vi To+B-Vaupo)fo avec a=a(y,v,t) et 8= 06(y,v,t). (5.42)

(5.33) s’écrit alors comme précédemment :

divy(AstTo) — divx(AsVyTl) =0.
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Et en écrivant 1’écriture variationnelle et grace a (5.36), il vient que fF(t) AsVi Ty - ng do +
fF(t) AsVyT1 -n¢ do = 0 et donc on a

- / AV ToVyo dy = / AV, 11V 6 dy. (5.43)
Qu(t) Qs (t)
C’est-a-dire Vk =1,2,3, on a
— / A€V b dy = / sV Vyd dy, (5.44)
Qu(t) Qs (t)

et finalement ceci nous donne alors le premier probleme auxiliaire identique au modele sans
évolution structurale (3.64) sur ~ :

{—divy()\svy%) =0 dans Y;(t),

AsVyyi-n = =1y sur (). (5.45)

On s’intéresse maintenant a (5.34 - 5.35) qui sont identiques a (3.49 - 3.50). En utilisant la
propriété (5.42) on arrive aux deux derniers problémes auxiliaires toujours rigoureusement iden-
tiques aux problémes sans évolution structurale (3.65) et (3.66) :

3 o[
—L(focw) + fov - Vya; = — fov; <—— + > dans Y((t),

, 2Ty 2RT,?
2
a; = <2£};02 — T@) Vi + /w.n<0 |w - n|a; M (Ty) dw sur (), pour v-n > 0,
(5.46)
—L(foBi) +v-Vy(foBi) = —_fovi dans Y (t),
Po (5.47)
B = / |w - n|G;M(Ty) dw sur 7(t), pour v -n > 0.
w-n<0

Fermeture

Tout d’abord, nous allons présenter une formule d’intégration par partie que nous utiliserons
par la suite :

Soit une fonction g(t,z,y) dérivable par rapport a ¢ alors nous avons :

81&/ g(t,:v,y)dyz/ atg(t,:v,y)derap/ g(t,z,y)do(y). (5.48)
Yi() Ya(t) 2(t)

[v]

2
Comme précédemment, en partant de I'’équation (5.34), on la multiplie par - et on integre en
vitesse pour obtenir :

2 2 2
/%U.foo dv—I—/%v-Vyfl dv:/%L(fl)dv.

2
De plus, on a toujours [ %L( f1) dv = 0 et comme fy est une maxwellienne, on a encore

2 2
i %’U.Vm fo dv =0 ce qui nous améne comme précédemment & [ %v - Vy f1 dv et donc :

2
/ . /dz’v('%v -V, f1) dv dy = 0. (5.49)
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Comme précédemment, en intégrant (5.40) sur ~(¢) et grace a I'hypothese de périodicité du
matériau, on obtient :

/ (ASVle n+ AsVyTo-n + es(To)O'p)dU = —/ /1|v|2v ‘nfi(z,v,t)dv do
~(t) MORAR

= —/ /div(1|v|2v ‘nfi(z,v,t))dv dy
Yi(t) 2
= 0 grace a (3.67), (5.50)

enfin, nous intégrons (5.37) sur Ys(¢) et nous utilisons la propriété (5.50) pour obtenir :

(/ psCu0 Ty dy) — divx(/ As + A (y)) dy V. Tp) = —/ es(To)opdo. (5.51)
Ys(t) Yi(t) (1)

Regardons plus précisément le premier terme :

/ psCoOTo dy = psChy at/ Ty dy —ﬁSC’va/ Ty do, grace a (5.48),
Ys(t) Y (t) ¥(t)

— 5Cod, (Va(O)|Ty) = psCoory / ,Tode
Y(t

G V(D) To + sColYa(DIOTo — / RGOS
y(t

En divisant par |Y| I’équation (5.55) devient :

pe el - diva([ O xaw) dy v = (P T 659
Y] Y] Ya(t) Y]
Et donc comme 1 — €(t) = Dﬁ;?' on a
psCo(1 — €(t))0:To — %divx(/mt)(%s + Av(Y)) dy VaTo) = psCo(0ee(t)) T, (5.54)
et donc finalement :
psCu0; [(1 — €(t))To] — %divm(/ys(t)()\s + Av(y)) dy V1) =0, (5.55)

On peut remarquer qu’il s’agit d’une équation de type équation de la chaleur homogénéisée.

Enfin, comme pour le modele sans évolution (5.38) on intégre par rapport a v et sur Y(¢) et on
obtient en remarquant que [ v -nfedv =0 (condition de flux de masse nul) :

1 1 1
4l Y()/@tfo dv dy+mdwm/y()/vf0avao+ mdww/y()/vfoﬁvxpo =0. (5.56)
r(t r(t Pt
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De méme que pour I’équation précédente, nous allons détailler la dérivation du premier terme
de I'équation (5.56)

1 1
— /8th dvdy = —, / /fo dv dy +2/ /fo dv do, grace & (5.48),
YT Jys YT\ v YTy

1 o
= —0 (|Yr(®)|po —l——p/ po do,
w2 (Y Oleo) +57 |

_ @y Y5 (D) aply(t)

= V] po + V] Otpo + v p0,

= (0we(t)) po + €(t)0po — Or(e(t))po car Owe(t) = —%,

= 0O (e(t)po) — Oe(e(t))po- (5.57)

On obtient donc :
1 . 1
O (e(t)po) + —dzvx/ /vfoanTo + —dwz/ /vfoﬁvzpo = —0(e(t))po. (5.58)
Y] Y;(8) Y| Y;(2)

On note :

D = D(po, T, Y7) = 55 {fov @ [y, B(y,v) dy),
D = D(po, To, Yy) = {5 {fov ® [y, aly, v) dy), (5.59)
K = K(po, To, Ys) = S5 [y As + AVar(y) dy,

ot (f) = [ps f(v)dv, et €(t) = ‘Y";(T)l la porosité de la cellule élémentaire & I'instant ¢. On obtient

la forme finale du systéme macroscopique en reprenant les équations (5.58 - 5.55) :

s (e(t)po) — divg(DV,Tp) — divg(DVaupo) = 0(e(t))po, (5.60)
$sC0s [(1 — €(t))To] — divg (KV . Tp)

I
o
—
ot
D
—_

5.2 Le modele de transport en milieu réactif

Dans ce paragraphe, nous allons étendre notre modele & une configuration physico-chimique
plus complexe permettant de représenter un matériau dont I’évolution structurale est due a une
réaction de décomposition ou bien de dépot. Nous allons supposer que la géométrie poreuse
Y¢(t) précédemment supposée connue et périodique aura maintenant une évolution au cours du
temps définie par des réactions chimiques hétérogenes mais toujours périodique. Ici, nous allons
supposer, pour simplifier ’écriture des réactions, que le matériau vierge est soumis a une seule
réaction chimique ou celui-ci peut donner un gaz et un résidu. Nous allons donc rajouter dans le
modele cette réaction de volume et nous tiendrons compte de ’évolution structurale du matériau
en ajoutant en particulier une équation sur la porosité.

Nous supposons alors que le matériau peut étre sujet a la réaction (hétérogene) suivante :

S1— 52+ G. (5.62)
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ou S et Sy sont deux phases solides et G un gaz produit par cette réaction. On est donc
maintenant dans une situation ou la phase solide est constituée de deux types de solide et on
notera :

Y, = }/;1 U }/827 (563)

ou Yg, et Yg, sont des ouverts représentant les volumes occupés respectivement par les solides 1
et 2. Yy = Cy Y, représente I’espace occupé par le pore ol circule le gaz G. Enfin, v = 9Y,N 0Ys.
Tous ces ensembles seront sujet & une évolution au cours du temps (i.e. Yy = Y;(¢), Y5, = Y5, (¢),
k= 1,2, Yf = Yf(t), Y= 'y(t)).

Enfin pour simplifier un peu le modele, on suppose que les conductivités thermiques des solides
1 et 2 sont égales.

Nous introduisons alors les quantités macroscopiques suivantes Qg et Qs]., j = 1,2 les cinétiques
associées a la réaction, c’est-a-dire les taux de production ou de perte. Ces quantités sont a
traiter comme des termes source. De plus, nous introduisons la densité intrinseque du solide
J que nous noterons ps; qui est supposée constante et connue. On peut alors définir la masse
volumique apparente ps; des solides j dans la cellule :

Y5, (1)]
s, (t) = —2 Ds .- .64
() = =, (564
On pose alors €;(t) = [V, (t)|/[Y], la fraction volumique du solide j, ce qui nous amene a

ps;(t) = €;(t)ps;. La porosité € de la cellule est alors donnée par la formule suivante :

2 €j(t) +e(t) = 1. (5.65)
j=1
On a donc :
¥, 1=ty = 22Oy (5.6
5j
Et on a la relation : J J
Vs = = (Yo ()] + Yo, (0)]) = o7 (B)]. (5.67)

Enfin, si nous introduisons 1’équation (6.7) ainsi que les termes sources correspondant aux taux
de production ou de perte de chaque espece chimique, solide ou gazeuse, dans le systéme obtenu
précédemment (5.60 - 5.61), on arrive au systeme suivant :

O (e(t)pg) — divm(DVmT) — divg(DVgpg) = 0;(e(t)) pg + Qg, (5.68)
pour j=1,2 Ops; = Qsj, (5.69)
2
at< > Coer(t)ps, T) — divg(KV,T) = 0, (5.70)
k=1
s (T
e(t) = psit) (5.71)
Ps;

2
e(t) = 1= elt). (5.72)
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Si 'on suppose que les Qsj sont indépendants de x, € est donc également indépendant de x et
on reste donc dans ’hypothése d’un matériau périodique.

Bien stir cette hypothése n’est pas réaliste pour les applications visées. En effet, en réalité, Qsj
dépend en particulier de T et la température n’est en général pas indépendante de x donc la
vitesse des réactions hétérogenes ne sera pas homogene dans le matériau et ps, va dépendre de
t et x et donc € aussi. On a a priori perdu ’hypothese de périodicité du matériau. Cependant
ce modele peut étre considéré comme valide dans les hypotheses suivantes. On suppose que
la structure microscopique du matériau reste a peu pres constante dans une zone assez large
autour d’une cellule élémentaire pour justifier un processus d’homogénéisation “local”, tout en
admettant des variations “globales” importantes. C’est I’hypothése que l'on fera dans la suite
qui est illustrée par le schéma suivant :

Ly

[Structure macroscopique J

Voisinage
(structure microscopique
considérée comme identique)

| Cellule élémentaire \

Fi1a. 5.1 — schéma de ’homogénéisation “locale”

Le systeme se met alors sous la forme suivante, ou ’on peut noter la dépendance en x des
différents parametres :

Oy (e(t,x)py) — divg(DV,T) — div,(DVp,) = (?t (e(t, ) pg + Qy(T(t, x),...), (5.73)
pour j=1,2 0Ops,(t,s) = Qg (T(t,x),..), (5.74)

2
at< D Cop (1= et 2))ps, (t,2) T) — divg(KV,T) =0, (5.75)
k=1
) T _ psj(tvw)
¢(t,z) = . (5.76)

]

e(t,x) = 1-=Y exlt,z). (5.77)

k=1

5.3 Emboitement de modeéles

Comme on vient de le voir, les coefficients de transport sont maintenant définis par des lois :

(p7 Tv Yf) - D(,O, Ta Yf)
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(p,T,Yy) — D(p,T,Yf)
(T,Yy) — K(T,Yy) (5.78)

Ot p et T sont des réels positifs et Y un ouvert de Y.

On se place maintenant dans le cas d’une évolution structurale du matériau. Ces lois ne sont
pas connues explicitement, la dépendance de D, par exemple, par rapport a p, T et Y étant
déterminée par la résolution d’un probleme auxiliaire. Sil’on ne fait pas d’hypothese supplémentaire,
Y} décrit un ensemble tres compliqué qu’il est tres difficile sinon impossible d’échantillonner.
Pour surmonter cette difficulté on fait 'hypothese suivante :

Hypotheése : chaque cellule élémentaire va décrire au cours du processus de pyrolyse une
méme famille de géométries définies par une phase fluide croissante, que l’on peut paramétrer
par un parameétre réel & tel que Yy = Yr().

Nous définissons alors nos Yr(&;) tel que :

Yf(go) C Yf(gl) C Yf(gg) C ...

Dans ce cas, nous pouvons alors calculer dans une phase de prétraitement les valeurs de D(Yf(&;))
pour un nombre fini de §;, et ensuite au cours de la résolution du probléme de transport macrosco-
pique, on estime D(Y(t)) par interpolation & partir des valeurs calculées lors du prétraitement.
Comme la suite des Y7 est croissante, il est naturel de la paramétrer par la porosité e = |Yy|/|Y],
en effet a partir des Yy(&;), nous pouvons tabuler la porosité :

€(&o) < e(&1) <e(&) < ...

ce qui nous permettra de déterminer les coefficients D, D et K comme illustré sur la figure
suivante dans le cas d’une porosité circulaire :

ETAT INITIAL ETATS INTERMEDIAIRES
] 19] O
f0 &1 & €in
D& ,T;,p) Deei-1,T;,p) DE; T.p) DGy, T,R)

FiG. 5.2 — illustration de I’évolution structurale dans le cas d’une porosité circulaire.

Il existe au moins un cas ou l'on peut justifier cette hypothese. En effet supposons que
I'évolution de Yy(t) peut étre décrite par I’évolution de I'interface v(t) et que la vitesse normale
d’évolution W (t) de () soit indépendante de la variable y, c’est-a-dire qu’elle est constante au
sein d’une cellule élémentaire. En effet, on peut introduire :

d
78 =W(t), £0) =0, (5.79)
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qui est la distance d’avancement du front a l'instant ¢ et la fonction ¢ définie par :

¢ >0 dans le solide,
¢ <0 dans le fluide,
¢ =0 sur le front (a I'interface).

¢ est donc solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi :
0(t,y) + W (t,2)|V,6(t,y)| = 0,

ou ¥ représente la variable spatiale microscopique et y la variable spatiale macroscopique, et

W (t, &) = W, (t, %) avec 7i la normale au front.
De plus, on remarque alors immédiatement que

(b(tv y) = ¢*(€(t)7 y),

et donc on remarque que 9;¢ = 9¢p*W et V¢ = V0" et ceci nous amene a I’équation suivante :
Oe "W + W |V (t,y)| = 0.

Et donc on obtient :
et + |V, (t,y)| = 0.

On définit alors la famille suivante :

V(§) = 0Y§(§) ={y € Y, ¢"(&,y) = 0}

Le lien entre v(y, z) et v(§) est alors simplement donné par

’}/(:E, t) = 7(£(t7 33‘)),

ou ¢ est défini par (5.79). On remarque que la valeur de {(t, ) dépend de la solution du probleme
de transport macroscopique alors que la famille {Y}(£)}¢ est une paramétrisation intrinseque
d’évolution de la structure du matériau. Enfin, on remarque aussi qu’il existe une bijection entre
¢ et la porosité €. Ce parametre £ a la dimension d’une longueur, c’est la longueur du recul (ou
de 'avancement) de l'interface ~y(¢) mesurée le long de la normale.

On pourrait faire une hypotheése de méme type concernant Yy, (t) et Y, (¢). Mais on peut remar-
quer que si les conductivités thermiques des matériaux S; et So sont égales, nous n’avons pas
besoin de connaitre précisément Yy, (¢) et Y, (¢) mais seulement Y, =Y, UY,, =Y \ Y.

Avec cette hypothese, relativement forte, qui stipule que chaque cellule élémentaire va décrire
la méme famille de géométries, on a obtenu un modele de transport avec évolution structurale
constitué de trois sous-modeles emboités et completement découplés :

— le modele de transport macroscopique ( 5.73-5.74-5.75-5.76-5.77) ;

— les problémes auxiliaires de fermeture microscopique/macroscopique (5.45)-(5.46)-(5.47) ;

— le modele d’évolution structurale microscopique.

On a ainsi introduit un cadre mathématique suffisamment riche et souple pour pouvoir étre
utilisé pour la modélisation de phénomenes complexes tels que la pyrolyse d’un matériau de
protection thermique ou le procédé de C.V.I.
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En pratique, les calculs s’organisent ainsi : d’abord on calcule la suite de géométries Yy (&)
qui ne dépend a priori que du matériau. Ensuite on peut résoudre les problemes auxiliaires sur
chacune des géométries associées et ainsi calculer une table de coefficients de transport effectifs

{D(Y1(&), e, T1) » DY), o, Th) , K (Y§(&5), Th) Yo ; 0<h<K 5 0<I<L:

ou encore

{D(ej, pr, T7) , D(€j,pr, Th) , K(€j, pr, T1) Yo<j<J; 0<k<K ; 0<I<L

qui sera utilisée par le modele de transport. Enfin, on peut résoudre le probléme de transport
macroscopique. Cette stratégie de modélisation est représentée synthétiquement par le schéma
donné a la figure (5.3) :

Modele de transport
asymptotique

base de donnees
coefficients de transport

Expériences —#»- Données |9EOMELries

evolution de la
géomeétrie poreuse
microscopique

Fia. 5.3 — Stratégie de modélisation
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Chapitre 6

Mise en ceuvre et application aux
TPS

6.1 Introduction

Ce chapitre est présenté en trois parties. La premiere partie concerne le code de calcul
macroscopique (MUPPETT). Nous présenterons le systéeme complet en détaillant le modele
physico-chimique complet puis nous expliquerons ce qu’il a fallu compléter et/ou améliorer dans
le cadre de ce travail, notamment les diverses améliorations informatiques que nous avons été
amenés a faire avant de passer a la validation. Enfin, nous regarderons ’aspect physique du
modele en définissant une loi de conductivité thermique et une loi d’enthalpie pour permettre
une simulation. Dans une deuxieme partie, nous nous intéresserons cette fois au code de cal-
cul microscopique des coefficients de transport effectifs et nous présenterons les divers aspects
numériques originaux afin d’accélérer le calcul. Enfin, nous présenterons une représentation sim-
plifiée de la géométrie poreuse d’un matériau donné et de son évolution structurale permettant
une simulation encore plus réaliste.

6.2 Le code MUPPETT

Afin de simuler la pyrolyse de corps de rentrée, nous avons a notre disposition un logiciel
basé sur le systeme macroscopique présenté précédemment appelé MUPPETT, pour MultiPur-
pose Project for Engineering Thermal Transfer ([2]). Nous allons donc ici présenter le modele
macroscopique “industriel” prenant en compte une chimie plus complexe afin d’obtenir des simu-
lations valables. Puis une fois défini le modele macroscopique “complet”, nous présenterons les
différentes parties du code qui ont été améliorées par nos soins. En particulier 'implicitation du
systeme a résoudre nécessite un adimensionnement des variables de calcul ainsi quun controle
de la boucle de Newton. Et l'interpolation numérique des coefficients de transport effectif (D,
D et K) a été rajoutée au logiciel.

85



86 CHAPITRE 6. MISE EN (EUVRE ET APPLICATION AUX TPS

6.2.1 Le modele physico-chimique
Introduction

Dans un écoulement, la paroi des pores peut subir des modifications de structure & cause
des réactions chimiques entre I’écoulement et les matériaux qui la constituent. Ces réactions
chimiques sont appelées réactions en phase hétérogene par opposition a celles qui ne passent que
dans le fluide qui sont appelées réactions en phase homogene.

Il existe trois types de réactions a la paroi :

— les premieres limitent le role de la paroi au role de catalyseur, elles n’entrainent pas de
modification de I’état de la paroi. Les especes chimiques sont capturées par la paroi (ad-
sorption) ou elles se fixent préférentiellement sur des endroits appelés “sites”. Ces sites
réagissent soit entre eux, soit avec des especes au voisinage de la paroi et donnent naissance
a une nouvelle espece qui est ensuite relachée dans I’écoulement (désorption). (Cf [31])

— Dans le deuxieme cas, par contre, les réactions de surface dégradent la paroi en injectant
dans ’écoulement une partie du matériau qui la constituent. L’oxydation est la source la
plus importante de ces phénomenes.

— Dans le troisieme cas, sous I'influence du flux de chaleur, les réactions chimiques entrainent
aussi une modification de I'état de surface par changement de phase des matériaux consti-
tuant la paroi. La sublimation du carbone en est le meilleur exemple. Contrairement aux
deux premiers cas, ce phénomene ne fait pas intervenir la notion de site de paroi mais
seulement la notion de masse changeant de phase. (Cf [32], [33])

Modélisation des réactions hétérogenes surfaciques

Nous allons considérer ici un écoulement constitué de n. espéces qui peuvent interagir entre
elles, avec ng sites libres différents sur la paroi. On définit un site libre comme un endroit de la
paroi ou une particule d’une espece peut éventuellement venir se fixer.

On remarque que suivant le cas, il peut exister des sites spécifiques pour chaque espece. Dans ce
cas, les autres especes ne peuvent s’y fixer. Il peut aussi arriver qu’un site puisse accueillir une
partie, voire la totalité des especes. Ainsi, & la limite, il peut tout a fait y avoir un seul type de
site libre ou vont se fixer les especes. Dans 'autre cas limite, il peut exister autant de types de
sites que d’especes, et chaque espéce ne se fixe que sur un seul type de site libre.

Un site peut donc accueillir plusieurs especes. Une fois qu'une particule s’est fixée dessus, ce
site devient un site occupé. On définit alors ng, le nombre de types de sites occupés. ng, n’est
en général pas égal a ng le nombre de types de sites libres. En effet, un site libre pouvant étre
indifférencié, il peut donner naissance a plusieurs types de sites occupés.

L’égalité entre ng, et ngy est possible dans le cas limite ou il existe un seul type de sites libres et
ou chaque particule donne naissance a un site occupé du type différent suivant ’espece auquel
elle appartient. Donc, dans le cas ou chaque type de sites libres permet a une seule espece de s’y
fixer, nous avons ng, = ng car chaque type de site libre ne donne naissance qu’a un seul type
de sites occupés.

Nous pouvons donc maintenant écrire le processus sous la forme d’un schéma réactionnel faisant
intervenir n,; réactions hétérogenes. Pour cela on définit A; qui représente ’espece i présente
dans I’écoulement. S; est le site libre de type j ol peut se fixer une espece sur la paroi. Et T'; est
le site occupé de type j qui possede une particule a lui. Enfin, I/;k, )\;k et ,u;- ;. sont les coefficients
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. sy . . . NRT N . . . N , . N " "
stoechiométriques directs relatifs a I’espece 4, au site j et a la réaction k. De méme, v, )\jk et
" . . s . . . N N . . . N , .
J4j, sont les coefficients stoechiométriques directs relatifs a I’espece ¢, au site j et a la réaction k.
On peut alors écrire le schéma réactionnel :

Nso Nso

ZVkA +Z)\ 15 +Z,u]kT <—>ZU,€A —I—Z)\ 1S —I—Z,u]kT pour k =1,n,, (6.1)

Soit 1; le débit surfacique d’especes gazeuses. On a d’apres ([34]) (k= 1,n,5) :

i = M; Y (v — vig)Ts (6.2)
J
Avec
e '”SN@]’“”osNe“J’f Neﬂk”osNe”]k
- I1 (5 ) 1= 1% bkn(’)cl) H I1=5 ©9
=1 i=1

ot NV est le nombre d’Avogadro permettant la passage au niveau microscopique. On note 6; le
taux de couverture (probabilité d’occupation) des sites j et n; le nombre de sites de type j par
unité de surface.
On calcule les constantes de réactions Ky, et K, a partir de la température de paroi 7'. On
utilise pour cela les formules classiques d’Arrhenius K(T) = AT Bexp(—C/T).
Nous pouvons écrire I’équation de conservation des sites :

d N;b;

MZET = mi (6‘4)

Modélisation des réactions hétérogenes volumiques

Dans ce paragraphe, nous allons considérer cette fois-ci que I’écoulement est constitué de n.
especes qui interagissent entre elles et n; types de matériaux différents.
On écrit alors comme précédemment le processus sous forme d’un schéma réactionnel faisant
intervenir n,, réactions hétérogenes. On note alors A; I'espece ¢ présente dans I’écoulement et
léme s . . . . ’ ’ . . T
B;lei matériau constituant le solide. Soient v, et Wi, les coefficients stcechiométriques

. . N \ ’ . . \ /’ . / . ~ " "
directs relatifs a I'espece ou au matériau i et a la réaction k. On définit de méme v, et Wi, les
coefficients stoechiométrique inverses relatifs a ’espéce ou au matériau i et a la réaction k. On
obtient alors le schéma réactionnel suivant :

Ne Ns Ne Ns
Z v Ai + ZwikBi > Z v Ai + ZwikBi pour k =1,n,,. (6.5)
i=1 i=1 i=1 i=1

Nous introduisons alors la densité intrinseque du solide ¢ que nous noterons p;s qui est supposée
constante et connue. On peut alors définir la masse volumique p;s du solide ¢ dans la cellule par
la formule (5.64) :

Yil
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La porosité € est donnée par la formule (6.7) généralisée ici & un nombre ng de solides :
Ns
Y eite=1 (6.7)
i=1
Enfin, au niveau macroscopique, on peut définir le bilan de masse 7 di a la réaction k (en
grammes par m?> de matériau par seconde) par la formule :
Te , Ms f Ne y Ms "
7 = K5 (T) [T (epig) " T ] (pis)“ = K (T) [T (epig)” T T (pis)“ (6.8)
i=1 i=1 i=1 i=1
Et de méme que précédemment pour les réactions surfaciques, les constantes de réaction K r(T')

et Kp(T') sont calculées a partir de la température de paroi T' en utilisant les formules classiques
d’Arrhénius K (T) = AT Bexp(—C/T).

Le modele de transport macroscopique

On définit tout d’abord S, la surface volumique du milieu et m; la masse sur les sites occupés.
On note e;(T) leur énergie et e;, et e;s les énergie internes du gaz et du solide. La porosité est
a lextérieur de la dérivée en temps car la nous avons tenu compte du terme de vitesse de
déplacement de l'interface entre les gaz et le solide. L’équation sur 1’évolution de la porosité
n’apparait pas car la porosité € se déduit facilement de 1’évolution des différentes densités du
solide et du gaz grace a la formule (6.7) :

Drpig — > divm(%pijvmpjg) — div,(D;V,T)
; J
J

nrs nrv
—Sy Z(Vik — Vi) TR — Z(Vik — V)T, = 0 (6.9)
k=1 k=1
nrv
Onpis = Y _(wi —wir) i = 0 (6.10)
k=1
, 0; <X,
pourj =1, ngf v Z()\jk —Np)me = 0 (6.11)
k=1
. ON;; <3 " ’
pourj =1, ng, 8—t] - Z(ujk — W) = 0 (6.12)
k=1

81%(2 piseis(T)) + fat(z Pigeig(T))

+8,(> " miNje; (T)) = > diva(KiVapig) — dive(KV,T) = 0.
7 7

Ns
deite = 1. (6.13)
=1

Ce systeme est résolu a l’aide d’un solveur de type GMRes. Nous allons maintenant présenter
les particularités qu’on lui a apporté afin de le rendre plus rapide et plus robuste.
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6.2.2 Mise en ceuvre informatique

Maintenant que le modele est écrit, nous allons nous intéresser a sa mise en ceuvre informa-
tique et en particulier a I'implicitation du systeme a résoudre qui nécessite un adimensionnement
des variables de calcul ainsi qu’un controle de la boucle de Newton. Enfin, nous montrerons com-
ment Pinterpolation numérique des coefficients de transport effectif (D, D et K) s'effectue.

Le GMRes adimensionné

Afin d’accélérer la vitesse de calcul, il est possible d’impliciter le calcul. Cela nous permet de
monter en CFL. Nous laissons par contre 'interpolation des coefficients D, D et K & I'instant n
car pour impliciter cette partie il nous faudrait reprogrammer complétement le solveur et le gain
de temps ne sera pas extraordinaire car il serait toujours nécessaire d’itérer sur les coefficients.
L’implicitation se fait grace a un solveur GMRes qui a nécessité un débuggage.

L’implicite “brutale” ne nous permet pas de gagner du temps car des que 'on essaye de monter
en CFL (i.e. d’augmenter la valeur du pas de temps), nous sortons du domaine d’admissibilité
de la méthode et le calcul diverge. Il est donc nécessaire, aprés cette phase de debuggage du
solveur de repenser celui-ci pour éviter de rendre le probleme raide.

Nous allons donc procéder a une amélioration non négligeable du GMRes, inutilisable en 1’état.
Deux améliorations vont étre menées : tout d’abord un adimensionnement des variables utilisées
par le solveur, puis une méthode de controle du Newton pour forcer celui-ci a rester dans son
bassin d’attraction.

o L’adimensionnement
En effet, en I’état "brut”, le GMRes travaille sur les valeurs dimensionnées de U ce qui fait que
lors d’une itération U + ep on traite de la méme maniere par exemple la masse volumique du gaz
(inférieur & 1000) et I’énergie interne du systéme qui elle, peut prendre des valeurs beaucoup plus
importantes et donc nous ne pouvons donc pas prendre un pas de temps At plus grand qu’en
explicite, sous peine de sortir du domaine d’admissibilité. 11 faut donc repenser le GMRes en
travaillant cette fois sur les quantités adimensionnées. On définit alors @,y qui est calculé par
Qref (i) = maxy (U m(i)) puis le GMRes travaille non plus sur Uj ,,, mais sur Q. (i) = %

e Le controle du Newton
Le solveur implicite disponible dans le code MUPPETT est composé d’une boucle de New-
ton appelant un GMRes. Cette boucle de Newton nécessite d’étre controlée au niveau de
I'incrémentation du vecteur solution (U ou () en variable adimensionnée). L’incrémentation
U = U +d ou d est le vecteur incrément calculé par le GMRes va s’écrire U = U + %d ou le
parametre 6 va permettre de controler le calcul. Celui ci va étre initialisé a 1. Mais si le vecteur d
nous fournit une solution négative (i.e si Q@+ %d < 0) ou si on sort du domaine d’admissibilité fixé
par nos soins (par un parametre €,q,) (i.e si £|d| > €yar (|Q(i)| +€) alors on diminuera la valeur de
6, par la loi puissance # = 2* pour laquelle on limitera les valeurs de k. le GMRes se réécrit alors :

Qrep(i) = mazym(Um(i))
Q= U/Qref
Boucle NEWTON

Qo =Q

Q = Q * Qref
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QO = QO * Qref

Qref ? ma$l,m(QOl,m (Z))

ro = F(Qo)

To = TO/Qref

Q = Q/Qref

QO = QO/Qref

Bo = /(ro,70)

= Test de sortie sur Jy

e1 = Bo

v = —r0/Bo

Boucle KRYLOV : Pour k = 1, mazkrylov faire
Nk=k_ 5
Vg1 = F(Qo—evy)—F(Qo)

Gram-Schmidt ‘
Pour [ = 1, k faire
B = (Vkt1,v1)
Vg1 = Vg1 — Bog
Fin faire
Norme = \/(Vgs1, Vk)
si (Norme # 0) alors vg41 = vg1/Norme
Pour [ = 1, k faire
hik = B
Fin faire
hi41,x = Norme
Algorithme Q-R
Pour [ =1,k — 1 faire
ar = hyg; az = hypi
hl,k’ = cia1 + Sjaz
hit1x = —sia1 + crag
Fin faire
Norme = , /h%k + h%—i—l,k
Si (Norme # 0) alors
¢ = hg i /Norme
sk = hgt1k/Norme

sinon

Cr = 0

S = 0
Fin si
hi . = Norme
hit16=0
€k+1 = —SkC€k
€k = Cref

= Test de sortie sur egy1
Fin Boucle KRYLOV
Remontée
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pour k = Nk, 1 par pas de —1 faire
Br = ek
pour ! =k + 1, Nk faire
Br = Br — hie
Fin faire
Br = B/ Pk
Fin faire
d=0
Pour k =1, Nk faire
d=d+ Brup
Fin faire
Pour k =1, k,,az faire
Si ((Q + 1d < 0) ou (3|d| > €ar(|Q(i)| + €)) faire

0 = 2*
Fin si
Fin faire
Q=0Q+gd
Fin pour Boucle NEWTON
U=Q=* Qref

De plus le calcul de F(Q) se fait avec des variables dimensionnées, donc la routine s’écrit :

routine F'(Q) sortie F'Q

U= Q*Qref
FU = F(U)
FQ:FU/Qref

L’interpolation P1 des coefficients D D

Dans le code MUPPETT, les coefficients D, D et K dépendent de T'. Pour les besoins
physiques, il a fallu étendre leur dépendance a p et € la porosité. Puis il a fallu implémenter une
interpolation P; de ces coefficients D(T, p, €), lN?(T7 p,€) et K(T,e€). On cherche ici a interpoler
D(p,T,€) grace a la tabulation fournie par le code de calcul des coefficients de transport. Nous
allons utiliser une interpolation P1 sur I’espace a trois dimensions défini par le triplet (p, T €).

Soient pi—lapian—lanaei—laei tels que :
pElpi-1,pi 3 Tel[Ti,Ti] 5 €€lei1,¢]

On a donc a interpoler dans cet espace 3D un point compris dans un cube délimité par les 8
points (8 sommets du cube) [p;, T, €,] comme le montre la figure (6.1) :
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P, T4 P, Ti €ia

RIS E O — P T €

Fi1a. 6.1 — Illustration de l'interpolation sur 8 points.

On construit alors 8 polynomes correspondants aux 8 sommets du cube tels que :
Prmn(p,Tie) = D(pi; Ty, en) aupoint  (p, T, €n)
Pn(p,Tie) = 0 sur les 7 autres sommets (6.14)
Ce qui donne par exemple sur le sommet (p;—1,T;—1,€—1) :
(p—pi)(T —Ti)(c — &)
(pi1 — pi)(Ti—1 — T7)(€i-1 — &)
Enfin, I'interpolation est obtenue par la formule suivante :

D(p,T, 6) = Z Pl,m,n(va7 6)

l=i—1,i;m=i—1,4,n=1—1,1

Pi1i1i-1(p,T,€) = D(pi—1,Ti—1,€i-1)

6.2.3 Aspect physique

Par rapport au chapitre 5, la situation physique réelle est bien plus complexe. Le but de ce
paragraphe est de déterminer une conductivité thermique apparente et une loi d’enthalpie pour
les inclure en parametre de cas test (paragraphes 7.2.7 et 7.2.8) du logiciel MUPPETT. En effet
un matériau réel est extrémement complexe a étudier. Au minimum, il nous faut prendre en
considération un matériau constitué de fibres et de résine, donnant du coke lors de sa pyrolyse.
Y, esine €t Yeore les volumes occupés respectivement par la résine et le coke étant inaccessibles a
I’expérience et a la modélisation, il nous faut établir un modele de matériau ayant les propriétés
thermiques moyennées sur les différents constituants (résine, fibre, coke). Ce qui nous permet
d’avoir un matériau thermique trés simple par rapport a la réalité. Nous appellerons ce matériau
le “Matériau Test”. Nous allons nous baser sur différentes expériences pour déterminer des
parametres convenables (ayant le bon ordre de grandeur).

La conductivité thermique

Le but de ce paragraphe est de calculer la conductivité apparente du matériau en cours
de pyrolyse grace a des interpolations de valeurs de conductivité provenant d’expériences. De
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plus nous allons considérer un matériau constitué de fibres et de résine. Les fibres, qui, pour
en simplifier I’étude, n’interviennent pas dans les réactions chimiques, jouent un role important
dont nous tiendrons compte dans le calcul de la conductivité thermique apparente.

Nous allons tout d’abord interpoler les valeurs de conductivité thermique du coke et de la résine :

F1G. 6.2 — Evolution de la conductivité thermique de la résine (gauche) et du coke (droite) en
fonction de la température dans le “Matériau Test”

Comme nous pouvons le voir sur les courbes 6.2, nous avons choisi d’interpoler ces données par
des polyndmes de degrés différents suivant ce qui correspond le mieux aux données, dans la plage
de température intéressante pour nos calculs, ce qui nous amene a

Aresine = ay + a}"esmeTa (615)

resine

Acoke = a(c]oke + a}:okeT + azokeT2 + agokeT3' (616)

Or nous avons besoin de la conductivité équivalente du matériau constitué de la résine et du
coke. Il va donc falloir prendre en compte I'avancement de la réaction que nous notons £. Soit
la pinitia la masse volumique de la résine a Uinstant initial : piira = 1270 kg/ m3. On obtient
donc la formule suivante :

p(t)

bl
Pinitial

f)=1-

et donc, on calcule alors la conductivité équivalente A,esinetcoke SUPPOsée suivre une loi de
mélange :
Aresine—kcok‘e(Tv t) = (1 - g(t)))\resine (T) + g(t))\coke (T)

Nous interpolons maintenant les valeurs de conductivité thermique correspondant aux fibres par
un polynéme de degrés 3 (voir figure 6.3) :

)\fibre = a(])”ibre + a}”ibreT + a?”ibreT2 + a?}ibreT37

ce qui nous permet de calculer une conductivité thermique “série” et “parallele” aux fibres en
prenant un taux de fibre k, ce qui nous ameéne aux formules suivantes :

Aserie = /{)\fibre(T) + (1 - R)Aresine+coke(T7ta 7’L), (617)
)\resine—l-coke(Tv t))\fibre (T)

) ) ' 6.18
parallele /{)\resine—i-coke(T? t) + (1 — /‘Q)Afibre (T) ( )
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Fi1G. 6.3 — Evolution de la conductivité thermique des fibres en fonction de la température dans
le “Matériau Test”

Or, pour avoir une approximation plus précise de la conductivité parallele aux fibres et ortho-
gonale aux fibres, nous devons apporter une légére corrections grace & deux valeurs correctives
Epara et EorTHO qui sont obtenues grace a des expériences en laboratoire. Nos conductivités
respectivement paralléles aux fibres et orthogonales aux fibres sont données par les formules
suivantes :

)\PARA (T7 t) = fPARA)\serie(Ta t) + (1 - gPARA))\parallele(Tv t)7 (619)
Aorruo(T,t) = SorTHOAserie(Ts ) + (1 — SoRTHO) Aparatiele(T T)- (6.20)
On compare alors nos calculs avec des valeurs expérimentales publiée dans ([10]). Evidement,

la vitesse de chauffe, n’est pas du tout la méme et il ne faut voir dans ces comparaisons qu’une
vérification de l'ordre de grandeur.

Corases well srasmiagus nlarss [l i)
<]

| =T I e B S g S e R e PR e LPPT e B T
[ TEH g NE] A7
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:-F':. .-..\,'_J'.'»-':'.v.'\-.i'
b, R R O T

Fic. 6.4 — Comparaison de la conductivité thermique “ORTHO” et “PARA” avec des valeurs
expérimentales obtenues dans ([10]).

Les vitesses de chauffe expérimentales étant bien inférieures a celle choisie pour notre calcul, on
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remarque que les conductivités thermiques expérimentales montent bien plus rapidement que
celles fournies par notre modele. Par contre, les valeurs sont du méme ordre de grandeur.
Enfin, pour tenir compte de 'orientation des fibres, on modifie la conductivité thermique obtenue
par la formule (6.21) afin d’obtenir la conductivité thermique CLINO :

Aerino(T,t) = Aorrro(T, t)cos(a)? + Apara (T, t) * sin(a)?, (6.21)

ce qui nous donne la courbe suivante :

Corazes well srasmiagus nlass [l i)

Fi1c. 6.5 — Courbes de conductivité thermique “ORTHO”, “PARA” et “CLINO” fournies par
notre modele.

L’enthalpie

Dans ce paragraphe nous allons nous intéresser a ’enthalpie de formation des diverses especes
chimiques. Nous procéderons comme pour la conductivité thermique, c’est-a-dire que nous allons
chercher a interpoler les valeurs expérimentales de la chaleur spécifique figée a pression constante.
Ces résultats ne seront pas testés dans une simulation dans le cadre de ces travaux. Ils pourront
étre paramétrés ultérieurement pour améliorer les résultats du code.

Pour la résine et le coke, on obtient les courbes 6.6
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F1G. 6.6 — Evolution de la chaleur spécifique figée a pression constante de la résine (gauche) et
du coke (droite) en fonction de la température.

Ce qui nous donne comme polynémes :
Cpresine = Cesine T CresineT T Cresine T + CrosineT s (6.22)
CPeoke = Coote T CooneT + Coone T + oo T + oo T (6.23)
De la méme maniere que pour la conductivité thermique, on sait que :
Cresinetcoke(Tst) = E()CDeoke(T) + (1 = &(t))Cpresine(T).

Ce qui nous amene a :
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Fi1Ga. 6.7 — Evolution de la chaleur spécifique figée a pression constante de la résine+coke au
cours de la pyrolyse en fonction de la température.

Puis, on cherche la chaleur spécifique figée a pression constante du matériau. Celle-ci va nous étre
fournie par la formule suivante, en supposant que la chaleur spécifique figée & pression constante
des fibres est la méme que celle du coke, tous deux constitués en majeure partie de carbone :

Vf ibre
‘/total

V;‘esine—l-coke
V;fotal

Cpmateriau = Cpresine—l-coke + Cpfibre7
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ot Vyesinetcoke €5t le volume occupé par la résine et le coke, Vijpe est le volume occupé par les
fibres et Vipiq est le volume occupé par le matériau. Or :

‘/;“esine—l-coke . Viesine Veoke
- )
V;total V;total V;total
Presine Pcoke
= +
Presine Pcoke
Pcoke
= (1 &) Deoke, (6.24)
coke

Or, on sait que I’évolution de la masse volumique de coke est gérée par la relation suivante :

1"

!
8tlocoke = _(wcoke - wcoke)atpresiney

et donc en intégrant, on obtient

1" /

presine(t) = (wcoke - wcoke)(presine(o) - presine(t))v
" / V;”esine(o) o
(Weoke — wcake)(vi resine — Presine(t)),
total
(wcok:e - wcok:e)((l — K)Presine — Presine(t))- (6.25)

Ce qui nous donne

M — (1 _ 6) 4 (W/C/Oke _ w/coke)( (1 - f)ﬁresine . prevsine(t) )’
V;total Peoke Deoke
= (1 — g) + (Wcoke — wcoke)(l — ’{)Fv’resme . (wcoke - wcoke)pmsine(t))
Peoke Peoke 7
= (1 _ g) + (wcoke B wcoke)(l - ﬁ)ﬁr&sine . (wcoke - wcoke)(l — g)ﬁresine)
Peoke Peoke ’
) (6.26)

pucoke
Vfibre
De plus, on a Voo =k donc finalement :
ota

1" i

w —w Presi
Cpmateriau = ((1 - g) + ( el 5 Czke) L (5 - ’{))Cpresine—&-coke + HCpfibre-
coke

6.3 Le code HAMMLET

6.3.1 Introduction

Un code de calcul des coefficients de transport, HAMMLET, a été implémenté par nos
soins au laboratoire de Mathématiques Appliquées de Bordeaux (MAB) en Fortran 90. Nous
présentons donc cette implémentation et en particulier les différentes optimisations que nous
avons été amenés a faire. Dans un premier temps nous allons montrer la fagcon dont les ma-
trices du systeme linéaire (4.6) ont été implémentées. Puis nous nous intéresserons a la prise en
compte des conditions aux limites de transport (4.11 - 4.11) et asymptotiques (4.117 - 4.118 -
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4.141). Enfin, nous présenterons la méthode numérique utilisée pour résoudre le systeme, et en
particulier son préconditionnement. Enfin, nous montrerons qu’afin d’accélérer nos calculs nous
avons implémenté des conditions aux limites de symétrie sur le bord de la cellule de calcul pour
permettre de limiter la taille de la géométrie a considérer.

6.3.2 Implémentation et optimisation
Les matrices non stockées

Le systeme (4.6) pour ce qui est du systeme de transport, ou (4.113) pour ce qui est du
systeme “asymptotic preserving” nécessite I'implémentation de produits matrice vecteur avec
les matrices A, et S. Ces matrices étant toujours les mémes quel que soit le régime considéré
(i.e. la valeur de p) et quelle que soit la valeur de T', celles-ci pourraient étre stockées. Mais dans
un souci de place mémoire et de rapidité de calcul, nous ne stockerons pas les matrices. Seul le
produit matrice vecteur sera implémenté en utilisant pour cela directement les valeurs A; ; sans
les stocker dans une structure informatique (type array) ce qui nous permet de gagner en place
mais surtout en vitesse de calcul.

Prise en compte des conditions aux limites

Pour le systéme (4.113), il nous faut prendre en compte deux types de conditions aux limites.
Les conditions de transport, qui sont des conditions de réflexion de Maxwell & la paroi (4.11 -
4.11) et les conditions aux limites pour la partie du schéma “Asymptotic Preserving” (4.117 -
4.118 - 4.141). Ces conditions seront donc prises en compte en deux fois, c’est-a-dire que lors du
calcul de 2 ng:l ApD,y, b; nous calculerons :

ol nous aurons pris soin de définir l_)lT

de Maxwell. Et lors de la méme itération, lors du calcul de (1 — £2) 22:1 Aprp b;, nous calcu-
lerons en fait :

comme étant b; avec les conditions aux limites de réflexion

3
(1 - 62) ZAPDypb?P7
p=1

ou gfp sera le vecteur l;; prenant en compte les conditions aux limites nécessaires au schéma
“asymptotic preserving” (4.117 - 4.118 - 4.141).

Pour ce qui est de la condition (4.141) portant sur les b7, nous I'implémentons en chargeant
b;}%l de l'itération n + 1 avec les valeurs de b}/jl, bt‘l/jl, et b}le disponibles. C’est-a-dire les valeurs
calculées a l'itération n- Ce qui nous améne a considérer la formule :

12 \"tt 21 vy V1 2\
(0721)" =~ (&, 08 — o5 -7 (6.27)

De cette maniere, il nous est possible de prendre en compte les deux types de conditions aux
limites. Ce procédé est nécessaire en particulier quand le régime tend vers un régime de Darcy
sans étre completement fluide.
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Préconditionneur

Le syteme hyperbolique symétrique (4.6) est résolu a I’aide d’'une méthode GMRes (Gene-
ralized Minimum RESidual).
Pour accélérer la convergence, nous utiliserons la méthode du GMRes préconditionné a gauche
(Cf. [29]). Le préconditionneur sera en fait une itération de Gauss-Seidel.
Le calcul des coefficients demande la résolution du systéme (4.6) que nous rappelons ici :

3
1 - -
—S +p§ o001 = § (6.28)

Notre préconditionneur est donc basé sur une itération de Gauss-Seidel sur la matrice :

3
1
Mgs = -5+ Zl Apdy,. (6.29)
p:

Nous avons implémenté deux préconditionneurs différents basés sur la méme matrice Mgg. En
effet, nous avons a notre disposition un préconditionneur d’ordre 1, ot les dérivées sont décentrées
et un préconditionneur d’ordre 2, ou les dérivées sont centrées. Nous étudierons sur un exemple
dans le chapitre 7 I'apport de I'un et de 'autre suivant le régime considéré.

Les conditions aux limites de symétrie

Quand notre cellule élémentaire représentant notre milieu poreux présente des plans de
symeétrie, il est utile de pouvoir, grace a l'implémentation de conditions aux limites adéquates,
ne résoudre notre probleme auxiliaire dans une seule partie de notre cellule, divisant donc le
nombre de mailles par 2. Mais attention, nous ne pouvons pas appliquer de conditions aux
limites de symétrie dans la direction de 1’écoulement car ceci reviendrait a écrire une condition
de paroi, ce qui est absurde.

D’aprés le modele asymptotique et son implémentation numérique, le calcul des coefficients de
transport D (et D) se fait par intégration en vitesse et en espace d’un vecteur 5l,m,n (ou @ m,m)
de taille N ou N est le nombre de fonctions de base utilisées par la méthode de Galerkin. Et
pour le coefficient K, il provient de la méme maniere d'un coefficient v; ,, 1,.

Il va donc falloir implémenter des conditions aux limites de symétrie sur les variables 7y; ., ,, et
bl,m,n (Ou C_il,m,n)-

On considere une cellule élémentaire de calcul discrétisée sur 3 dimensions de [ € [0,17+1], m €
[0,ms + 1], n € [0,nf + 1], ou les faces d’'indices 0, [y + 1, my + 1 et ny + 1 sont des faces
composées de mailles fictives ou il convient d’écrire les conditions de symétrie.

Vi,m,n €tant un scalaire, on écrit simplement :

Yomn = Yimmn 71f+1,m,n = ’Ylf,m,n;
Yiom = Vin 5 Vme+ln = Vmgmns
Ym0 = Nml 5 Nmmnp+l = Vomng-

L’implémentation des conditions aux limites de symétrie sera la méme pour le calcul de D que
pour D. On se propose alors de présenter les calculs sur by, -
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La condition de symétrie dépend de la parité de la vitesse en v;, on va donc poser :

bO,m,n = M bl,m,n ; blf—|—1,m,n =M blf,m,n;
bl,O,n = N bl,l,n ; bl,mf—i-l,n = Ny bl,mf,n;
bl,m,O = N3 bl,m,l ; bl,m,nf—|—1 = N3 bl,m,nf-

ou V; est une matrice diagonale définie par :

N; = —1sile moment b, , est impair en vj,

= 1 si le moment b;, . est pair en v;.
bl bl

De cette maniere, il nous est possible de choisir parmi deux types de conditions aux limites
a appliquer sur les bords d’une cellule élémentaire : des conditions de type périodique ou des
conditions de symétrie.

Maillage adapté

L’idée suivante est de réaliser un maillage a pas variables : le maillage reste conforme mais
nous avons la possibilité d’avoir des dz; dy; et dz; différents.

6.4 Représentation simplifiée de la géométrie et son évolution

La représentation réaliste d’un matériau réel et de son évolution structurale est un probleme
tres complexe qui dépasse le cadre de ce travail et des travaux sont en cours a ce sujet au
LCTS. Nous allons donc proposer ici une représentation géométrique simplifiée de ce milieu tres
complexe qui peut étre utile pour des calculs exploratoires et/ou pour valider le code. Nous
nous intéressons a un composite carbone-résine constitué d’un tissu de fibres de carbone de
type ex-rayonne et d’une matrice phénolique chargée (Cf [10] pp. 7,8). On modélisera celui-
ci apres fissuration, c’est-a-dire que nous considérerons le matériau a une température initiale
suffisamment élevée pour qu’il y ait déja a I'intérieur de celui-ci 'apparition de fissures.

Fic. 6.8 — Tissu de fibres de type ex-rayonne.

Deux étapes seront nécessaires a cette modélisation. Dans un premier temps nous proposerons
une représentation du milieu en termes de topologie des pores puis nous dimensionnerons cette
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géométrie en nous recalant sur les expériences menées dans [10].
Dans ce paragraphe, nous allons proposer une géométrie modele que nous dimensionnerons par la
suite. Nous voulons prendre en compte ici deux types de porosité mises en évidence explicitement
dans les travaux de Virginie Ducamp [10] : la porosité liée a la fracturation du matériau et la
microporosité liée a ’apparition de microtubes.

e La fracturation
Sous 'effet de la chaleur, le matériau va se fissurer et nous allons voir apparaitre des fissures de
taille d’'une centaine de micrometres dans les torons de fibres aux interfaces fibre-matrice, puis
en s’élargissant, elles se prolongeront dans les zones de résine. En effet, d’apres les clichés pris
au microscope optique, pour une température de T'= 400°C' on voit ([10] p.37 2.7 a) :

F1a. 6.9 — Cliché au microscope optique du matériau a T' = 400°C.

Gréace au cliché, on peut donc représenter le matériau fracturé comme suit :

d
]
)
i

F1G6. 6.10 — Le matériau & T = 400°C.

Or les fractures (en pointillé) ne sont pas de taille identique partout. En effet, ces failles de-
viennent trés fines quand on regarde entre deux torons (dans la résine) (Cf [10] p. 37) et donc
si I'on zoome sur la figure 6.10, on arrive au schéma suivant :
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Torons

faille
F1G. 6.11 — La faille & 400°C.

e La microporosité
Lors de la pyrolyse du matériau, on mesure par porosimétrie des microporosités qui apparaissent
sous forme de microtubes reliants deux fissures et qui deviennent visibles au microscope optique
sur les expériences menées dans [10] & 600°C.

Fic. 6.12 — Cliché au microscope optique du matériau a T = 600°C.

Ces microtubes sont trés nombreux et de tres petite taille par rapport aux fracturations (de
Pordre du micrometre). Nous tiendrons compte de cette microporosité sur notre géométrie
idéalisée en ajoutant des microtubes a nos failles. Ces microtubes seront, par choix, pris perpen-
diculaires aux failles. Ces microtubes se trouvent au niveau de 'interface fibre-matrice ou sont
générés dans la matrice de résine lors de sa transformation en coke (Cf [10] pp. 37,38,41,42).
On construit une géométrie idéalisée qui comporte une fissure de taille variable le long de la
cellule pour tenir compte du rétrécissement de la faille entre deux torons. Nous placons aussi des
microtubes perpendiculaires & cette fissure, qui seront présents des 400°C', (mais leur taille sera
négligeable en termes de porosité et de perméabilité, leur présence des le début du processus
est due au fait qu’il nous est impossible de savoir par avance a quel moment ces microtubes
apparaissent). On arrive alors a une géométrie idéalisée que nous dimensionnerons correctement
en nous recalant sur les mesures de porosité et de perméabilité faites dans [10] (fig. 6.13).
Remarque : cette géométrie idéalisée présente un défaut : la faille qui scinde la cellule élémentaire
en deux empéche toute conduction thermique dans la direction parallele aux tubes (K gir. tubes =
0) dans le cas du modele proposé, c’est-a-dire pour un faible couplage thermique.
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FiG. 6.13 — La géométrie idéalisée.

e Le pas entre fissures
D’apres les clichés ([10] p.37 2.7 a), schématisés sur la figure 6.10, on mesure un pas entre fissures
noté L.

e Les mesures sur les clichés
Si l’on zoome sur la fissure (figure 6.12), on remarque que I’épaisseur de faille est bien plus petite
dans la résine que dans les torons, et donc grace aux clichés ([10] p.37), on mesure alors [, [ ainsi
que 9.

e Le modele de faille
Afin de modéliser le matériau a 400°C, on choisit de prendre comme modele géométrique celui
représenté par la figure 6.13, mais ou on néglige les microtubes qui & 400°C sont extrémement
fins :

d
F1G. 6.14 — Modele de faille a 400°C'.

D’apres les calculs détaillés en annexe, pour déterminer la longueur B , on peut utiliser la formule
suivante : . )
0 = (12LB)s. (6.30)

Or d’apres ([10] p.65), & T = 400°C, nous avons une valeur de B qui nous amene & la valeur 5.
On peut maintenant comparer la porosité de notre matériau modele par rapport aux mesures
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réalisées sur le matériau réel. Soit € la porosité, alors :

Viluide

Vceljule;l
_ s
- Ll ’

€ =

ce qui donne avec nos mesures et nos calculs une porosité € qui est comparable a la valeur retenue
dans ([10] p 43) par porosimétrie au mercure.

On constate que les microtubes sont visibles sur les clichés pris a une température de 600°C' (et
plus) et ils sont dans la direction supposée perpendiculaire & la faille. Le but de ce paragraphe
est de déterminer le nombre n et le diametre d de microtubes a prendre en compte. On cherche
des valeurs compatibles pour un calcul, i.e. on souhaite prendre d assez grand : acceptable pour
le pas de discrétisation.

Le microtube étant supposé perpendiculaire a la faille, les mesures nécessaires a notre étude
seront celles faites en orientation PARA.

Ici, a 600°C, les failles sont présentes, mais nous allons prendre en compte uniquement le mi-
crotube, ce qui nous permet d’étre en 2D et comme nous cherchons un ordre de grandeur, 'effet
de la faille peut étre négligé.

D’apres les calculs menés en annexe, la perméabilité d’un microtube de diameétre d sur une
cellule de section S.ejjuie un carré de coté [ est donné par la formule :

2
By (d) = numd

= WDhammlet(d)- (631)

D’apres ([10]), nous avons la valeur de la perméabilité dans 'orientation PARA et & 600°C et
nous allons chercher d et n pour obtenir une perméabilité proche de la mesure. Tout d’abord,
grace & notre code de calcul des coefficients de transfert, nous tracons Dpummier €n fonction de
d pour une température T = 400K et p = 100kg/m> (pour bien se placer en régime fluide).
Le cas est lancé en purement diffus, avec le schéma “Asymptotic Preserving”, la base aux 13
moments et un maillage spatial constitué de 30 mailles sur le diameétre du microtube. Grace a
Pexpression (B.15), on obtient la courbe donnée & la figure (6.15) donnant B,, en fonction de d
pour différentes valeurs de n :

. 3.00e-16

2.00e-16

B, perméabilité (m”2)

1.00e-16

' 0.00e+00

1le-06 1le-05
d, diametre des microtubes (m)

F1G. 6.15 — Perméabilité en fonction de d pour n = 1, 10, ..., 140, ..., 240, ..., 500.



6.4. REPRESENTATION SIMPLIFIEE DE LA GEOMETRIE ET SON EVOLUTION 105

Il nous faut alors choisir un couple (n,d) qui soit un compromis entre la réalité physique (n
grand et un couple qui donne une perméabilité correcte) et la difficulté numérique qui impose
des diameétres de pores d suffisamment grands pour étre maillés sans peine. On va donc se baser
sur la formule (B.15) fournie en annexe et obtenir la formule donnant n en fonction de d pour
avoir une perméabilité Bpara so0cc = 2 10716m2 -

_ 4pRToI>Bp aRra600°C

n(d) /Lﬂ'd2 Dcode (d)

(6.32)

Ce qui nous ameéne & la courbe suivante :

e
<

e
e,

G—6d =1.55e-6 m, n = 320
d =0.64e-6 m, n = 10300
G—oOd =2.05e-6 m, n = 100

e
<,

=
<,

=
<

=
U

n, nombre de microtubes a prendre en compte
=
S

=
L

e
<

107 10° 10°
d, diametre des microtubes (m)

Fi1G. 6.16 — Nombre de microtubes en fonction de leur diametre pour une perméabilité de

2107 16m?2,

On doit donc choisir un couple de points (d,n) qui appartient a cette courbe. Pour faire notre
choix, nous allons d’abord étudier les microtubes a 400°C. A partir de la nous définirons le
couple le mieux adapté au probleme.

Dans l'orientation ORTHO (axe des faille) & 600°C, grace a la mesure de la perméabilité et grace
a l'expression (B.6) détaillée en annexe, on en déduit une approximation de 6 lors de Papparition
de microtubes, en supposant toujours que la faille de plus petite épaisseur est prépondérante
dans la valeur de perméabilité. Il nous reste encore & déterminer [ et § lors de 'apparition des
microtubes.

Nous allons maintenant déterminer [ et § lors de I'apparition des microtubes, c’est-a-dire &
T = 600°C. Ensuite nous validerons completement la géométrie par un calcul de porosité.
Soit tg le temps a T = 400°C et t1 le temps a T = 600°C. On utilise alors les indices .q et
.1 correspondants respectivement a 7' = 400°C (supposé faille seule) et T = 600°C' (supposé
apparition de microtubes). Si ’on suppose que 'avancement des réactions est le méme en tout
point de la cellule, comme le montre le schéma 2D suivant (6.17) :
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1 q-a
SR R
I T

0

F1G. 6.17 — Avancement des réactions.

1

Soit a avancement de la réaction, alors on a a = %(51 — 50). Et on en déduit donc l~1 et 01 :
On peut maintenant remonter a la taille des microtubes a I'instant ¢y que l'on avait en premiere
approximation considérés comme inexistants (car beaucoup trop petits).
Il nous faut donc trouver un couple (Nepoiz,deoo) qui donne une perméabilité proche de la
valeur donnée dans ([10]) et dont le couple (nchoiz, d100) = (Nehoizs deoo — 2a) nous donne une
perméabilité proche de celle fournie & 400K dans ([10]). Aprés avoir étudié la question, nous
sommes arrivés a définir nombre n de microtubes a prendre en compte.

Notre géométrie est donc totalement paramétrée : toutes les longueurs caractéristiques sont
calculées en adéquation avec les mesures réalisées dans [10].



Chapitre 7

Tests numériques et validations

Dans ce chapitre, nous allons présenter des résultats numériques fournis premierement par
notre code de calcul des coefficients de transport apparent, et deuxiemement par le modele
asymptotique de transport. Grace a ces différents tests numériques nous allons pouvoir :

— valider les différents codes par rapport a des résultats numériques de référence ou des

résultats expérimentaux,

— interpréter d'un point de vue physique les résultats des simulations obtenus par nos

modeles.

Ce chapitre va donc s’articuler sur deux grands paragraphes. Dans un premier paragraphe, nous
montrerons les résultats obtenus par le code HAMMLET : nous effectuerons des comparaisons
1D et 2D avec des résultats de la littérature afin de valider le calcul des coefficients de transport
apparent. Puis nous présenterons des résultats originaux mettant en évidence 'effet tensoriel
des différents phénomenes de transport, en particulier celui de la transpiration thermique, ce
qui est quelque chose de nouveau.

Dans un second paragraphe, nous validerons le code MUPPETT en réalisant des tests de plus
en plus complexes. Nous commencerons par un transport de masse sans chimie et sans évolution
structurale pour arriver a des résultats numériques qualitatifs sur le modele complet (i.e. avec
évolution structurale et chimie).

7.1 Validation du calcul de D et D par HAMMLET

7.1.1 Le cas 1D d’écoulement entre deux plaques paralleles

Nous considérons une cellule élémentaire constituée de deux plaques paralleles comme le
montre la figure 7.1.

En vue des conditions aux limites périodiques, cette géométrie peut étre vue comme un
probleme purement 1D comme le montre le schéma 7.2. Et nous comparons nos résultats avec
ceux donnés dans ([35]) (avec l'opérateur de collision de Boltzmann linéarisé) et dans ([36])
(avec 'opérateur BGK linéarisé) qui sont obtenus par solution directe des problemes cinétiques
auxiliaires.

Nous remarquons préalablement que ce probleme 1D a un comportement singulier en régime de
Knudsen. En effet, nous pouvons calculer la solution exacte du probléme auxiliaire (Ps) pour
Kn — 400 qui est en % et donc l'intégrale qui définit D diverge.

107
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= A1

y

Fi1G. 7.1 — La cellule élémentaire constituée de deux plaques paralleles.

) %
/ 2

Fi1G. 7.2 — Deux plaques paralleles en 1D.

Nos coefficients (D, D) sont reliés aux coefficients (Mp, Mr) de [35] par les formules suivantes

D = —\/2RTyd*Mp, (7.1)

- D p\2RTyd?

D = p__ﬂMT 7 (7.2)
To To

ou d est la distance entre les deux plaques paralleles.

Les figures 7.3 et 7.4 montrent le coefficient D fonction de la masse volumique p pour 7' = 400 K.
Pour p plus grand que 1076 toutes les méthodes sont en accord. On peut donc en conclure que
notre approche est satisfaisante dans le régime transitionnel. La méthode de Galerkin avec la
base aux 13 éléments montre un minimum sur D qui semble étre tres proche du minimum donné
par la solution directe mais la courbe augmente trop rapidement pour de petites valeurs de p.
La méthode de Galerkin avec la base aux 21 éléments (4.17) ne permet pas de voir un minimum.
Comme ’hypothese d’horizon fini n’est pas vérifiée, quand Kn — 0 alors D — o0 et donc nous
sommes face a une singularité. Ce probléme est donc difficile a résoudre au voisinage du régime
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raréfié. Sur cette configuration, méme la base aux 21 moments n’arrive pas a traduire cette
singularité. De plus, nous pouvons noter que méme la résolution directe du modele cinétique a
des difficultés.

Des conclusions similaires peuvent étre faites sur les courbes 7.5 et 7.7 : on a un bon accord
entre la méthode de Galerkin et les méthodes directes pour des valeurs de p supérieures a
10_7kg.mj3.

Le ratio g—f est présenté sur les courbes 7.8 et 7.9. Comme nous 'avons remarqué sur les
précédentes figures, nous avons un bon accord dans le régime transitionnel, mais la méthode
de Galerkin n’est pas treés précise pour de petites valeurs de p. Finalement, sur les courbes
7.10 et 7.11 nous pouvons voir que pour ce probleme 1D, l'utilisation de 'opérateur BGK ou
de l'opérateur ES-BGK semble donner de trés petites différences sur les coefficients D et D.
Pourtant ces faibles différences sont bien plus significatives sur le ratio g—f que nous montre la
figure 7.24.

Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin

7

10

%——x Galerkin BGK (13 moments)
&——p Galerkin BGK (21 moments)
+—— BGK direct

7 < Boltzmann linéarisé direct

Vi Théorie asymptotique direct

10° | 1

‘ ‘
107 10° 10° 10" 107
Rho (Kg/m”3)

Fic. 7.3 — D : Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin.
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Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin

zoom

1000

%——1 Galerkin BGK (13 moments)
&——p Galerkin BGK (21 moments)
+— BGK direct

Boltzmann linéarisé direct
Théorie asymptotique direct

100 ; 5
10 10 10

10
Rho (Kg/m”"3)

Fic. 7.4 — D : Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin (Zoom).

Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin

10° L »—— Galerkin BGK (13 moments)
&——=p Galerkin BGK (21 moments)
Boltzmann linéarisé direct
Théorie asymptotique direct
107 :
10° :
a8
10° f 5 .
R
10° 1
10 L L - .
107 107 10° 10°

Rho (Kg/m"3)

F1G. 7.5 — D : Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin.
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Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin

-4

10
%—=X Galerkin BGK (13 moments)
&——p Galerkin BGK (21 moments)

. Boltzmann linearisé direct
107 / 4 Théorie asymptotique direct
10° © 1
a8

107 1

10° | 1

10’9‘ | | |

10° 107 10° 10°
Rho (Kg/m"3)

FIG. 7.6 — D : Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin (Zoom).

Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin

1.1
»——1 Galerkin BGK (13 moments)
&——<p Galerkin BGK (21 moments)
ir R 7 Boltzmann linéarisé direct
/C/ Théorie asymptotique direct
ya
09 - // A
Sosf / ]
4
X
S
E o7l ]
5 .
0.6 - B
05 4
04 - = = = = = = _
107 10° 107 10° 10° 10" 107 107

Rho (Kg/m"3)

Fiac. 7.7 - g—i : Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin.
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Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin

1.05

%——x Galerkin BGK (13 moments)
&——p Galerkin BGK (21 moments)

Lr W Boltzmann linéarisé direct

/ Théorie asymptotique direct
0.95 o R

Dt*T/(D*Rho)
o
©

o
o
al
T
.

0.8 / B

07

L
10 10°° 10°

Rho (Kg/m"3)
FiG. 7.8 - % : Comparaison entre méthode directe et méthode de Galerkin (Zoom).

o -

comparaison entre les opérateurs BGK et ESBGK

méthode de Galerkin

10 T

BGK
r ESBGK

2 I I

10° 10

Rho (Kg/m"3)

Fig. 7.9 — D : Comparaison entre les opérateurs BGK et ES-BGK.
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comparaison entre les opérateurs BGK et ESBGK

méthode de Galerkin

1000 ‘
x— BGK
+—1 ESBGK

[a] /
E
100 - L |
10°® 107 10° 10°

Rho (Kg/m"3)

F1G. 7.10 - D : Comparaison entre les opérateurs BGK et ES-BGK (zoom).

Comparaison entre les opérateurs BGK et ESBGK

méthode de Galerkin

T T
BGK
10°
F ESBGK
107
10"
a

107°
107

10 L = L 3

10°° 10° 10" 107

Rho (Kg/m"3)

Fic. 7.11 — D : Comparaison entre les opérateurs BGK et ES-BGK.
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Comparaison entre les opérateurs BGK et ESBGK (zoom)

. méthode de Galerkin

10 i T
x—3 BGK
+—1 ESBGK
10° .
5107 ]
10° | 1
107 L = = §
10° 107 10° 10°

Rho (Kg/m"3)

FIG. 7.12 — D : Comparaison entre les opérateurs BGK et ES-BGK (zoom).

Comparaison entre les opérateurs BGK et ESBGK

1L BGK
F ESBGK
09 -
s
x 08
%
e
£
[a]
0.7
0.6
0.5 L L .
9 7 10 5 10 3

100
Rho (Kg/m”"3)

Fia. 7.13 - g—:g : Comparaison entre les opérateurs BGK et ES-BGK.



7.1. VALIDATION DU CALCUL DE D ET D PAR HAMMLET 115

7.1.2 Le tube a section rectangulaire

Dans ce paragraphe, nous allons calculer les coefficients D et D dans un pore de section
rectangulaire de longueur 0.2mm*0.4mm avec 20*40 mailles. Nous allons comparer nos résultats
avec les résultats de [37] calculés grace une théorie asymptotique qui permet aux auteurs de
capter le début du régime transitionnel. Nous comparons les résultats obtenus d’une part par
la méthode de Galerkin avec la base a 21 éléments et les opérateurs de collision de type BGK
et ES-BGK et d’autre part par une résolution directe du probleme auxiliaire avec 1'opérateur
de collision de type BGK. Tous nos résultats seront présentés sous une température de gaz de
400K.

0.2 mm

0.4 mm

Fig. 7.14 — La géométrie du tube a section rectangulaire.

Dans [37], les résultats sont donnés sous la forme Mp(Knyect) et Mp(Knyet) qui sont res-
pectivement le coefficient de diffusion de masse adimensionné et le coefficient de transpiration
thermique adimensionné. Pour comparer nos résultats, on a besoin des formules liants Kn et &
p et (M, Mr) & (D, D). On a

2v2

P JaRTLKnen

et on a
D= 7L@Mp
et
D=L (1, iy

Ce qui nous donne les comparaisons suivantes :
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1v5 T T 1T T T TT T UL
1 —
a G—© D théorie asymptotique (BGK)
= +—+ D Galerkin 21 moments (BGK)
S | | »—x D Galerkin 21 moments (ES-BGK) i
&
(5]
8
0,5 _|
£ oy ) 0 L
0 A ORI A i Lo Ll
0,001 0,01 0,1
rho (kg/m”3)

F1a. 7.15 — D : comparaison entre notre méthode et la théorie asymptotique [37].

0,2 —
0,15
a G—© D théorie asymptotique (BGK) B
= +—+ D Galerkin 21 moments (BGK)
S 01 x—x D Galerkin 21 moments (ES-BGK) |
g
3

0,05

| | ‘ | ‘
0,001 0,01
rho (kg/m"3)

F1G. 7.16 — D : comparaison entre notre méthode et la théorie asymptotique [37] (ZOOM).
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1 T T 11T T T TTITm T T T rrrrm

G—© Dt théorie asymptotique (BGK)
+—+ Dt Galerkin 21 moments (BGK)
0,0001 = | «—x Dt Galerkin 21 moments (ES-BGK) -

coefficient Dt

1e-08

1e-12 | [ WA | L | L
1e-06 0,0001 0,01

rho (kg/m”"3)

=

Fic. 717 - D : comparaison entre notre méthode et la théorie asymptotique [37].

G—© Dt théorie asymptotique (BGK)
+—+ Dt Galerkin 21 moments (BGK)
%—x Dt Galerkin 21 moments (ES-BGK)

coefficient Dt

1le-08 — —

0,0001 0,01
rho (kg/m"3)

FIG. 7.18 — D : comparaison entre notre méthode et la théorie asymptotique [37] (ZOOM).
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111: ‘ T T T TTTTT ‘ T T T TTTTT T T T TTTTT B
= [ G-© ratio théorie asymptotique (BGK) E
15 +—+ ratio Galerkin 21 moments (BGK) =
£ | > ratio Galerkin 21 moments (ES-BGK) E
g
« 08F =
o E
P = ]
« OTFE E
5 f E
0’4E ‘ | I NN ‘ | I NN ‘ | I NN E
1e-06 0,0001 0,01 1

rho (kg/m”"3)

Fia. 7.19 - ]]_j)—:g : comparaison entre notre méthode et la théorie asymptotique [37].

En ce qui concerne les coefficients D et D, les courbes sont en parfait accord avec la théorie
asymptotique pour une masse volumique p < 0.005kg.m = (de I'ordre de 5-10 %). Par contre les
différences sont plus importantes pour des masses volumiques plus faibles (régime de Knudsen).
En ce qui concerne les différences entre les opérateurs BGK et ES-BGK, ceci est notable en
particulier sur le ratio, comme pour le cas 1D des plaques paralléles.

7.1.3 Le tube a section carré : validation du schéma “asymptotic preserving”

Cet exemple illustre et valide le schéma “asymptotic preserving” sur une géométrie simple.

Nous étudions la diffusion dans un tube a section carrée. Nous avons donc a résoudre un probléme
auxiliaire 2D sur un carré de taille 0.4mm x 0.4mm avec 40 x 40 mailles. La figure 7.20 montre les
valeurs du coefficient de diffusion en fonction de la masse volumique, calculées par le schéma de
transport (+), par le schéma “asymptotic preserving” (x), et obtenues en résolvant le probleme
auxiliaire associé au régime de Darcy, c’est-a-dire, dans cette configuration particuliere, une
équation de Laplace (voir la section 4.2.2). Nous observons une trés bonne concordance entre la
solution donnée par le schéma “asymptotic preserving” et ’équation en régime de Darcy.
La figure (7.21) montre le nombre d’itérations nécessaires pour résoudre le probléeme auxiliaire
respectivement avec le schéma de transport (4) et avec le schéma “asymptotic preserving” (x),
en fonction de la masse volumique p. On remarque clairement que contrairement au schéma
de transport, la vitesse de convergence du schéma “asymptotic preserving” est completement
indépendante de la valeur de p, ce qui montre que notre nouveau schéma est plus efficace pour
de fortes valeurs de masse volumique.
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le+02

le+01 4
O 1e+00 r E

le-01 —— Darcy ]

E »——x Asymptotic Preserving
+——+ Transport
le-02 ‘ : !
1e-03 le-02 le-01 1le+00 le+01

rho (Kg/m”"3)

Fic. 7.20 — Coefficient D : comparaison entre le schéma de transport et le schéma asymptotic
preserving.

600 -

»——= Asymptotic Preserving
+—— Transport

400

iterations

200

0
1le-03 le-01 le+01 le+03
rho (Kg/m"3)

FiG. 7.21 — Nombre d’itérations : comparaison entre le schéma de transport et le schéma asymp-
totic preserving.
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7.1.4 Ecoulement dans un pore cylindrique

Le but de cette section est dans un premier temps de valider le calcul des coefficients de
transport effectifs dans un pore cylindrique qui a été beaucoup étudié dans la littérature, et
pour lequel nous disposons donc de nombreux résultats pour valider notre approche. Dans un
deuxiéme temps nous comparons les résultats obtenus avec le modele macroscopique (3.72 - 3.73)
(coefficients de transport + transfert macroscopique de masse et de chaleur) par rapport a des
données expérimentales sur une méme géométrie. Le diametre de la section circulaire du pore
mesure 0.2 mm. Nous allons mailler ce pore avec 30 mailles sur le diametre. Et nous présenterons
les résultats sur les coefficients pour une température de gaz de T' = 400K.

Validation des coefficients de transport en régime de Knudsen

Dans les tests précédents, nous avons montré qu’en régime transitionnel, notre approche
donne des résultats satisfaisants grace aux comparaisons avec les calculs directs. Les résultats
ne sont pas si bons en régime de Knudsen. Ceci peut étre expliqué par le fait que dans la
configuration précédente, le régime de Knudsen est singulier et que la base choisie (4.17) n’est
pas capable de prendre en compte cette singularité. L’intérét premier des tests numériques dans
un pore cylindrique est de valider notre approche en régime de Knudsen dans une configuration
non singuliere. En effet, dans ce régime, nous pouvons obtenir une solution exacte du probléme
auxiliaire (P3) (voir 4.16) pour un tube cylindrique, et donc la valeur exacte du coefficient de
transport D1 qui est la valeur bien connue donnée dans ([21]) :

d |8RTy 1
DKnudsen = g r 1+ 0L
8

Donc, pour o = 1, (réflection diffuse), Ty = 400 K, Cette formule donne D = 0.02198 et
notre programme donne D = 0.02017, ce qui est une relativement bonne approximation. Pour
o < 1 les résultats sont moins précis. Ceci peut étre expliqué par le fait que la frontiere ~, et
en conséquence la normale n n’est pas correctement approximée a cause du maillage régulier
cubique, ce qui réduit la qualité de la simulation quand on utilise une réflexion de Maxwell a la
paroi avec une part de réflexion spéculaire. Les figures (7.22) et (7.23) donnent le comportement
des coefficients D et D en fonction de la masse volumique p pour différentes valeurs de o et la

figure (7.24) donne la valeur du ratio g_’.;' Nous remarquons alors que la limite du ratio quand

p — 0 est % et la limite quand p — +00 est 1 comme le prévoit la théorie.
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Coefficient D pour un pore cylindrique

10 ¢

*x—{ sigma = 0.6
+——sigma =0.8
G—=Psigma=1.0

0
le-06 le-04 le-02 1le+00

Rho (Kg/m”3)

F1a. 7.22 — Coefficient D dans un pore cylindrique (opérateur BGK) pour T = 400K.

le+02

121

Nous allons maintenant comparer nos résultats avec différentes approches de la littérature.
Notamment les résultats obtenus avec un modele basé sur un opérateur de collision de type BGK
ou S-modele (qui est une variante de BGK donnant en limite fluide un bon nombre de Prandlt
([38]) ainsi que les résultats obtenus par le Dusty Gas Model, présenté au paragraphe (3.2) dont

les formules sont données par :

1 1

Do — L5
R S AP
d2
B=-2
32’
PB
D:DK+—7

~ p (PB
D=—|—+Dg(1
T(T] + K( +aT)>,

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

ou ¢ est la vitesse quadratique moyenne des particules de gaz et d, le diametre des pores.
Nous présenterons donc ici les résultats obtenus par ces formules ainsi que ceux obtenus par
le DGM dont le coefficient Dy prend en compte une correction d’ordre 2, dont 'obtention est
assez complexe. Cette correction fait apparaitre une certaine dépendance en pression. Pour plus
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Coefficient Dt pour un pore cylindrique

10
%——1 sigma = 0.6
+——sigma=0.8
G—=sigma =1.0
10° .
10° .
la)
10° .
10° 1
10 | | |
le-06 le-04 le-02 1e+00 le+02

Rho (Kg/m"3)

F1G. 7.23 — Coefficient D dans un pore cylindrique (opérateur BGK), pour T = 400K.

Dt T/ (D Rho)

1.00

% BGK
+—F ESBGK
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1le-05 le-04 1le-03 le-02 le-01
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Fic. 7.24 — g—:£ dans un pore cylindrique, comparaison entrer les opérateurs BGK et ES-BGK,
pour T= 400K.
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d’informations sur cette correction, le lecteur pourra se reporter ([3]) et ([21]).
Les figures (7.25) et (7.26) représentent 'évolution des coefficients longitudinaux D et D en
fonction du nombre de Knudsen Kn = #ﬂ"ef pour le gaz argon, pour T = 400K avec un
coefficient d’accommodation o = 1 (réflection diffuse). Cette comparaison avec le DGM et les
résultats de ([38]) montre que pour un coefficient d’accommodation égal & 1, toutes les approches

sont en accord les unes avec les autres.

1.00 )
1 pm?s™)

u]

o
|
[

= = = DGM (pression non corrigée

DGM (pression corrigée)

Sharipov S—-model
Sharipov BGK

Galerkin ES-BGK
Galerkin BGK

0.10:

Kn

0.01 T T
0.01 0.1 1

F1G. 7.25 — Coefficient D en fonction du nombre de Knudsen Kn = —z-1—
pDk ref

T 1

10 100

cylindrique pour T = 400K. Le coefficient d’accommodation est égal a 1.

123

dans un pore
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Fic. 7.26 — Coefficient D en fonction du nombre de Knudsen Kn =
cylindrique pour T = 400K. Le coefficient d’accommodation est égal a 1.

_n
oDl dans un pore

La figure (7.27) montre que le ratio % varie entre 1/2 pour de grands nombres de Knudsen et
1 en limite continue. Des différences entre les modeles sont a noter dans le régime intermédiaire.
Ils sont dus au fait que 'opérateur de collision BGK n’a pas le bon nombre de Prandlt pour un
gaz et donc, il ne permet pas d’avoir une bonne approximation des coefficients, contrairement a
l'opérateur de collision de type ES-BGK. D’un autre coté, le DGM semble surestimer ce ratio.
Pour terminer, la figure (7.28) montre ’évolution du coefficient D par rapport a Kn/{ pour
différentes valeurs du coefficient d’accommodation. (La division par £ permet une superposition
de la prédiction en régime continu. Il est clair que le DGM présente beaucoup moins de sensibilité
par rapport au coefficient d’accommodation que les autres méthodes présentées.
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Fia. 7.27 - % en fonction du nombre de Knudsen Kn = % dans un pore cylindrique
P pDi ref
pour T = 400K. Le coefficient d’accommodation est égal a 1.
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Fi1G. 7.28 — Coefficient D en fonction du nombre de Knudsen Kn/¢ pour T = 400 K dans un
pore cylindrique, pour T = 400K, avec différentes valeurs du coefficient d’accommodation.
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Pour conclure, nous pouvons affirmer que méme si quelques différences subsistent, nos
résultats ainsi que notre modeéle peuvent étre considérés comme valides en vue de ces com-
paraisons avec ces résultats connus sur une géométrie simple.

Fort de nos résultats sur les coefficients, nous allons visualiser le profil de vitesse créé par le
gaz dans un tube de 0.2 mm de diametre, la température du gaz est toujours de 400 K et nous
montrons ces profils pour diverses valeurs de masse volumique 1073,10~! et 10kg/m? :

'10e-3.resul’  + '10e-1.resul’

-1e-06
-2e-06
-3e-06
-4e-06
-5e-06
-6e-06

'10.resul’

-1e-05
-2e-05
-3e-05
-4e-05
-5e-05
-6e-05
-7e-05

-1e-05
-2e-05
-3e-05
-4e-05
-5e-05
-6e-05
-7e-05

40
o

Fia. 7.29 — Profils de vitesse dans un tube de section circulaire de diamétre 0.2 mm pour des
valeurs de masse volumique respectivement 10~3 (haut gauche), 10~! (haut droit) et 10kg/m?>

(bas)

On remarque que le profil tend vers un profil type Poiseuille quand la masse volumique augmente,
c’est-a-dire quand I’on se rapproche de la limite fluide alors que I’on tend vers un profil constant
avec saut a la paroi dans la couche de Knudsen quand la masse volumique diminue et que I'on
tend vers le régime de Knudsen. Ceci est en parfait accord avec nos prévisions. On retrouve
I’écoulement de Poiseuille et I’écoulement de Knudsen suivant le régime dans lequel on se place.

-5e-06

-1e-05

-1.5e-05

-2e-05

-2.5e-05
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Transport de masse et de chaleur

Le test suivant nous donne des comparaisons entre notre approche et les résultats expérimentaux
obtenus dans ([39]). Nous considérons comme milieu poreux un ensemble de tubes de pyrex
de diametre 0.2 mm et de 76 mm de long. Les extrémités donnent sur les chambres ou la
température est précisément réglée (77 = 335.6K a l'extrémité gauche et T = 569.8K a
Pextrémité droite), et la différence de pression entre les deux extrémités (AP = P; — Py),
choisie de telle sorte que le flux de masse a travers le tube soit nul, est reporté en fonction de la
pression absolue a droite (P;). Les données expérimentales sont tirées de ([39]).

T2 - T1 = constant

b1 <> P2

X

F1c. 7.30 — Le pore cylindrique.

Cette expérience est simulée en utilisant une approximation numérique du modele de trans-
port asymptotique ou les coefficients effectifs de transport sont calculés dans une phase de
préprocessing ou sont résolus les problemes auxiliaires.

Les figures 7.31 et 7.32 montrent les résultats obtenus respectivement en utilisant 1'opérateur
de collision de type BGK et ES-BGK pour différentes valeurs du coefficient d’accommodation
(0.65; 0.8; 1). On compare donc cela au résultat de Pexpérience de ([39]) et 'on remarque que le
résultat obtenu pour o = 0.65 se rapproche plus de I’expérience. De plus, 'opérateur ES-BGK
semble donner un meilleur accord. La figure 7.33 reprend les résultats obtenus par les deux
opérateurs de collision pour ¢ = 0.65 : il apparalt maintenant clairement que I'opérateur ES-
BGK donne de meilleurs résultats que I'opérateur BGK qui est moins précis. La valeur o = 0.65
est une valeur un peu faible par rapport & ce que nous pouvions prévoir. Ceci est dii a Peffet des
cellules cubiques, probleme soulevé précédemment.

Fort de ces résultats nous avons donc raffiné le maillage de la cellule élémentaire (50 mailles
fluides sur le diametre du microtube) et la figure 7.34 nous montre l'influence du raffinement
de maillage. Les différences sont assez faibles. Nos coefficients de transport calculés avec 30
mailles fluides nous permettent donc d’avoir une bonne solution approchée. Enfin, la figure
7.35 montre I'influence du coefficient d’accommodation. Nous présentons les résultats obtenus
pour ¢ = 0.65,0.70,0.75 : Nous pouvons remarquer que ce coefficient d’accommodation joue un
grand réle et que la solution est tres sensible a ses variations. On comprend donc ici l'intérét
des différents travaux menés sur les états de surface des matériaux qui permettent de définir un
coefficient d’accommodation. En conclusion, nous pouvons dire que 'accord entre les données
expérimentales et les résultats numériques est trés bon et que 'opérateur de collision de type
ES-BGK semble étre plus approprié pour ce type de simulation.
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T=300-610 (32) ; rho = 0.00005-0.1 (60) ; 30*30 fluid cells; L=1000dx

25 T

20

=
(6]

10

P_1-P_2(Pa)

&— données expérimentales
+—+ BGK sigma = 0.65

+— BGK sigma = 0.8

+— BGK sigma =1

F1G. 7.31 — Comparaison avec des données expérimentales (BGK).

500 1000 1500
P_2 (Pa)

VS
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T=300-610 (32) ; rho = 0.00005-0.1 (60) ; 30*30 fluid cells; L=1000dx

T

30—

N
=)
T

P_1-P_2(Pa)

[
o
T

T T T

&— données expérimentales
x—x ESBGK sigma = 0.65
%—x ESBGK sigma = 0.8
%—x ESBGK sigma =1

| I |

T

T

F1a. 7.32 — Comparaison avec des données expérimentales (ESBGK).

T=300-610 (32) ; rho = 0.00005-0.1 (60) ; 30*30 fluid cells; L=1000dx

25 T

500 1000
P_2 (Pa)

1500

20

P_1-P_2(Pa)
=
[6))

=
o

T i T

& données expérimentales
+— BGK sigma = 0.65
x—x ESBGK sigma = 0.65

| I |

T

T

F1a. 7.33 — Comparaison avec des données expérimentales (o

500 1000
P_2 (Pa)

1500

0.65).
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32T, 50 Rho, ESBGK

30 : ‘
+——1 1*50*50 a= 0.65
»—=| 1*30*30 a= 0.65
25 G—= Experience

n 1 n 1 n 1 n
0 500 1000 1500 2000

FiG. 7.34 — Comparaison avec des données expérimentales.

Le pore cylindrique

32 T, 50 Rho, ESBGK
30 : ‘ ‘ ‘

+—H 1*50*50 a= 0.65
G—=<) Experiment

*——% 1*50*50 a=0.75
1 1*50*50 a = 0.70

L 1 L 1 L 1 L
0 500 1000 1500 2000

F1G. 7.35 — Influence du coefficient d’accommodation.
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Ce cas test est tres exigeant. Il demande une grande précision au modele numérique dans
une grande plage de régimes et les résultats obtenus par notre approche sont trés encourageants.

7.1.5 Mise en évidence des effets géométriques

Dans ce test, nous voulons montrer I'influence de la géométrie sur la valeur des coefficients de
transfert. Le milieu poreux est entre deux plaques horizontales, distantes de 30 pum et la cellule
élémentaire est décrite par la section carrée représentée sur la figure (7.36). Nous allons calculer
les coefficients D et D pour T = 400K et p = 0.01kg /m? pour différentes géométries c’est-a-dire
suivant un parametre L, la longueur d’une branche de la croix (L € [0;200x m]). Quand nous
augmentons la longueur des branches dans la direction 2, nous diminuons la longueur dans la
direction 1 (Cf 7.36) afin de garder la porosité constante (ici € = 38.4%). En particulier quand
L = 200 m, la géométrie ne permet plus au gaz de s’écouler dans la direction 1 et les coefficients
Dy et Do doivent donc s’annuler.

Se—4n

5e-4 m

2

Fia. 7.36 — géométrie de la “croix”.

Les résultats sont reportés sur les figures (7.37 et 7.38)
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0,006

0,005

0,004

0,003

coefficient D

0,002

0,001

|
0 5 10 15 20
L (mm)

FiG. 7.37 — Variations de D suivant la longueur L.

1,2e-07

le-07

8e-08

6e-08

coefficient Dt

4e-08

2e-08

0 \ \ \
0 5 10 15 20

L (mm)

FIG. 7.38 — Variations de D suivant la longueur L.

On constate que la valeur des coefficients varie fortement : plus on restreint le passage dans
la direction 1, plus la valeur des coefficients diminue et s’annulent pour L = 200 m. Ceci
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confirme numériquement la capacité du modele et du code & prendre en compte la géométrie
microscopique du milieu poreux dans les coefficients de transport. Cet effet ne peut étre obtenu
qu’en utilisant un schéma numérique d’ordre 2.

7.1.6 Mise en évidence des effets tensoriels des coefficients (1)

Le milieu poreux est entre deux plaques horizontales, distantes de 0.3 mm et la cellule
élémentaire est décrite par une section rectangulaire horizontale (1.6 x 3.2 mm) représentée
sur la figure (7.39) ol la phase solide est représentée en rouge (gris clair) et la phase fluide en
bleu (gris foncé). L’intérét de cette géométrie est qu’elle présente des directions d’écoulement
privilégiées qui ne sont pas associées aux axes de la cellule. Elle va permettre de tester la capacité
de notre modele et de notre code a les retrouver et a analyser 'influence du régime sur le caractere
tensoriel des coefficients D et D.

16e-4 m

32e-4m

Fi1G. 7.39 — géométrie du milieu poreux et les directions principales du tenseur D

Les problemes auxiliaires sont résolus en utilisant la base aux 21 éléments et le maillage
spatial est constitué de mailles cubiques de coté Ay = 0.2mm. Les vecteurs principaux du tenseur
D pour T = 400K et p = 10~ 2kg/m? sont représentés sur la figure 7.39. Nous allons ici présenter
les résultats numériques obtenus en ce qui concerne les directions principales d’écoulement, puis
nous testerons sur ce cas test la méthode de préconditionnement présentée au chapitre précédent.

e Les directions principales d’écoulement
Sur la figure (7.39) sont représentées les directions propres (normées par les valeurs propres) du
tenseur D pour une valeur de masse volumique de p = 1073kg/m3. Nous pouvons remarquer
que les directions principales sont paralleles au canal principal du milieu poreux, faisant alors un
angle § = 30° avec 'axe y1, ce qui prouve que notre modele apporte a 1’échelle macroscopique
des informations géométriques de 1’échelle microscopique. De plus, le facteur d’anisotropie (i.e.
le ratio entre la plus grande et la plus petite des valeurs propres) est égal a 3.13.

Sur la figure (7.40) est tracé angle A pour les tenseurs D et D en fonction de p. Les variations
de 0 sont remarquables (environ 5°), et donnent 'influence du régime sur les vecteurs propres
de D et D. De plus, nous pouvons voir que, comme prévu par la théorie, ces deux tenseurs ont
les méme directions principales pour les petites et grandes valeurs de p. Mais pour des valeurs
intermédiaires, ici & environ p = 107*kg/m?, les directions principales sont significativement
différentes.

e Test sur le préconditionnement
Nous allons profiter de ce cas test pour tester notre préconditionneur. Nous présentons donc
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35

34t

33

32t

Angle entre vecteur propre et abscisse

31 . . .
le-06 le-04 le-02 1le+00 le+02
rho (kg/m”3)

F1c. 7.40 — Variation des directions principales suivant la masse volumique p

le nombre d’itérations pour le calcul de D et D (figures 7.41 et 7.42) ainsi que le temps CPU
nécessaire au calcul (figures 7.43 et 7.44) en fonction de la masse volumique de gaz.

D

100000

G—>0 Sans preconditionneur
+——+ Avec preconditionneur d'ordre 1
»—— Avec preconditionneur d’ordre 2

10000

1000

Nombre d'iterations totale (Restart+Krylov)

100 . . . .
le-05 le-04 1le-03 le-02 le-01 1e+00

rho (kg/m”3)

Fi1G. 7.41 — Nombre d’itérations pour le calcul de D

Ces différentes courbes montrent le méme phénomene pour le coefficient D ainsi que pour
D : Le systéme linéaire est résolu plus rapidement en utilisant un préconditionneur, qu’il soit
d’ordre 1 ou 2. Il va sans dire que les résultats obtenus avec ou sans préconditionneur sont
identiques. On peut donc valider notre préconditionneur.
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Dt

100000

G—=>0 Sans preconditionneur
+——+ Avec preconditionneur d'ordre 1
»%—— Avec preconditionneur d’ordre 2

10000

1000

Nombre d'iterations totale (Restart+Krylov)

100 . . . .
1le-05 le-04 1le-03 le-02 le-01 1e+00

rho (kg/m”3)

F1G. 7.42 — Nombre d’itérations pour le calcul de D

100000

G—=>6 Sans preconditionneur
+——+ avec preconditionneur d’ordre 1
»—— avec preconditionneur d’ordre 2

10000

temps CPU (s)

1000

le-05 le-04 1le-03 le-02 le-01 1le+00
rho (kg/m”3)

Fi1G. 7.43 — Temps CPU pour le calcul de D

On peut remarquer que celui-ci permet de gagner plus d’un facteur 10 pour certaines valeurs de
p. De plus on remarque que le préconditionneur d’ordre 1 est un peu meilleur que celui d’ordre
2 pour les régimes transitionnels et de Knudsen, alors que pour le régime de Darcy, les deux
ordres donnent a peu pres les mémes nombres d’itérations ; tout ceci pour les calculs de D et de
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100000

G—=© sans preconditionneur
+——+ avec preconditionneur d’ordre 1
»—— avec preconditionneur d’ordre 2

10000

temps CPU (s)

1000

L L L L
le-05 le-04 1le-03 le-02 le-01 1le+00
rho (kg/m”3)

F1G. 7.44 — Temps CPU pour le calcul de D

D.
En effet, le calcul des coefficients demande la résolution du systeme suivant ([6] - [40] - [5]) :
1 - & -
——Sb; A0, bi = gi. 7.7
T + Z P~Yp 9 ( )

p=1

Et donc notre préconditionneur est basé sur une itération de Gauss-Seidel sur la matrice :

3
1
Mgg = _;s+zlApayp. (7.8)
p:

Soit la matrice Ap = 22:1 Ap0y,, on en déduit que :

o A Tordre 1, les dérivées sont décentrées : A,0y, = A7 + A0 donc Agrdrel et 3 diagonale
dominante.

e A Dlordre 2, les dérivées sont centrées (sauf pour le traitement des conditions aux limites du
fluide), donc A%dTGQ n’est pas a diagonale dominante.

Donc, en régime transitionnel, ou 7 est grand, la matrice %S joue peu de role sur la diagonale
de Mas et donc :

en régime transitionnel, la matrice de Gauss-Seidel est a diagonale dominante a l’ordre 1 et pas a
Pordre 2. Sachant que la méthode de Gauss-Seidel nécessite une matrice a diagonale dominante,
on comprend qu’en régime transitionnel ’ordre 1 pour le préconditionneur soit plus performant
que l'ordre 2.

Par contre, en régime de Darcy, o 7 — 0, la matrice %S devient le terme prépondérant sur
la diagonale de Mgg et quel que soit I'ordre Mgg devient a diagonale strictement dominante,
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les termes dérivés deviennent négligeables sur la diagonale par rapport a % Et donc en régime
fluide, 'ordre 1 et I'ordre 2 sont aussi performants I'un que 'autre.

7.1.7 Mise en évidence des effets tensoriels des coefficients (2)

Ce milieu poreux idéalisé est une image 3D constituée de deux plaques paralleles a 'axe z
entre lesquelles un obstacle en forme de “L” est situé (7.45) :

P

0.5 mm

Y
- ’\ 0.1 mm
0.5mm

FiGc. 7.45 — La géométrie de calcul.

Les conditions de périodicité sont appliquées sur les directions x et y. Le fait de bloquer le flux
en z entre deux plaques fait que I'on a un horizon fini dans toutes les directions, ce qui va nous
permettre de comparer nos résultats avec d’autres codes y compris en régime de Knudsen ou
cette condition d’horizon fini est nécessaire pour assurer ’existence des coeflicients de diffusion.
L’intérét de la forme en “L” est que ’écoulement ne peut pas avoir une quelconque symétrie,
et, de ce fait, les axes principaux des tenseurs effectifs D et D ne sont pas a priori les axes z et
y. Nous allons présenter des résultats sur le facteur de tortuosité 7. On calcule la tortuosité par
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la formule
D prev

D
ol Dyrey st obtenu par les formules du DGM (7.3), (7.4) et (7.5) en prenant un diametre de
pore :

T =

4
dy ==

Oy

Ou o, est la surface par unité de volume. Les résultats sont montrés sur la figure 7.46 :
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45

4
= = = tortuosité dans la direction
de transfert maximal
351 - —- —3— tortuosité dans la direction
& de transfert minimal
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« 231 prédiction
= Stokes Darcy
«Q (moyennes
o :
=] volumiques)
=
=z
o
|_
15
1 ! prédiction
o o < Monte—Carlo
05
a . . . . .
0.0001 0.001 001 0.1 1 10 100

Nombre de Knudsen de pore

F1G. 7.46 — Evaluation de la tortuosité : comparaison avec deux autres estimations.

Nous avons comparé nos résultats avec deux autres codes : un code Monte-Carlo/Marches
Aléatoires, avec une description de l'interface fluide-solide par Marching Cube simplifié ([41])
pour le régime limite de Knudsen et un solveur numérique pour la résolution du probleme en
régime continu 'Stokes vers Darcy’ basé sur la théorie de moyennes volumiques ([42]). La com-
paraison est excellente en ce qui concerne le régime continu mais de moins bonne qualité pour le
régime de Knudsen. Ceci indique qu’il reste encore quelques difficultés pour capter correctement
le comportement en régime extrémement raréfié par la méthode proposée dans ce travail.
L’évolution de I'anisotropie ainsi que l'orientation des deux tenseurs D et D sont reportées sur
la figure (7.47). On remarque clairement que l’anisotropie des deux tenseurs diminue quand le
régime devient raréfié. Cette diminution est plus marquée pour D. Ceci peut s’expliquer par le
fait que le tenseur de conduction thermique K a une faible anisotropie. L’orientation des axes
principaux ne varie pas de facon importante, excepté pour D pour un fort Knudsen. Ceci peut
étre interprété comme un réalignement avec le tenseur de transfert de chaleur K. Ceci confirme
le fait que le parameétre ap du Dusty-Gas Model (Cf (3.9)), doit étre réécrit sous une forme
tensorielle.
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1.3
Anisotropie (rapport des valeurs propres)

—— mpport O

1.25 —— =pport Oy
1.2
1.18
1.1
1.05

Anisotropie du tenseur de conductivite thermique"r
1

Angle (®)

—m— angle [k

Angle du tenseur de conductivité thermigue
g q -

O T T T T
0.0001 0.001 4. Q. 1 10

Mombre de Knudsen de pore

Fia. 7.47 — Angle et anisotropie calculés

7.1.8 Effets multidimensionnels (le tube sectionné)

Apres avoir montré la possible séparation des directions angulaires entre les tenseurs D et
D quand le nombre de Knudsen augmente, nous avons essayé de générer un milieu poreux ou
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I’anisotropie differe significativement entre le transfert de masse et la transpiration thermique.
Ce test est une répétition périodique 3D d’une cellule élémentaire de taille 10 * 10 * 8 m maillé
par 64*80*80 mailles définie & la figure (7.48). Cela nous amene avec la base & 21 éléments a
8601600 inconnues. Nous nous intéressons a un tube de section carrée sectionné par une fissure
non-plane. Le fait que la faille ne soit pas droite sert a ce que la condition d’horizon fini soit
respectée, de fagon a avoir un bon coefficient de diffusion de Knudsen en limité raréfié.

8 um

i

10 um

F1G. 7.48 — Le tube sectionné

La figure (7.49) montre la valeur de l’anisotropie par rapport a la densité de gaz dans le
milieu : il est intéressant de remarquer que la direction de plus important transport de masse
(D) est toujours du méme co6té, alors que la direction de plus forte transpiration thermique ([))
s’inverse quand la densité devient plus grande. Ceci illustre bien encore une fois la dépendance

géométrique du “Knudsen slip” et du “thermal creep” dans un milieu poreux général.
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113 T T 1T L ‘ T L
[3—£1 anisotropie de D ||
(O—© anisotropie de Dt
z \ plus rapide dans le tube ,
3
s j plus rapide dans la faille -
0,9 _
i i
0,8 _
0'7 Il L1 11 ‘ Il .| ‘ Il L1 11

0,01 01 1 10
masse volumique de gaz (kg/m”3)

F1G. 7.49 — Anisotropie pour les composantes sur les directions principales des tenseurs D et D
en fonction de la densité de gaz.

Nous pouvons maintenant visionner les vitesses d’écoulement dans le matériau, sur une coupe.
Nous allons visionner les valeurs des b"“/ (calcul de D) obtenues par calcul dans la directions k
pour deux valeurs de masse volumique : 0.01kg.m =3 et 4.64kg.m 3. A titre purement informatif,
nous montrons aussi la valeur du coefficient b%/ lors d’un calcul dans la direction 2. Evidemment,
la vitesse est tres faible et donc les visualisations ne sont pas tres intéressantes.
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"H1_B1D_001.resul’

-8e-00
0

FIG. 7.50 — b} pour p = 0.01kg/m? dans la direction 1
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FIG. 7.51 — b} pour p = 0.01kg/m? dans la direction 1 (3D)
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"H1_B1D_464.resul’

le-05

-1e-05
-2e-05
-3e-05
-4e-05
-5e-05
-6e-05

-8e-08
0

FIG. 7.52 — b} pour p = 4.64kg/m? dans la direction 1

"H1_B1D_464.resul’

le-05

0
le-05 1e-05
—16—02 -2e-05
26.05 -3e-05
3605 -4e-05
-4e-05 -5e-05
-5e-05 -6e-05

-6e-05

FIG. 7.53 — bl pour p = 4.64kg/m? dans la direction 1 (3D)
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"H2_B2D_001.resul’

T T T T T T T 70 5e-08
0
-5e-08
-1e-07
-1.5e-07
-2e-07
-2.5e-07
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-3.5€-07
-2-3e-08
FIG. 7.54 — b2 pour p = 0.01kg/m? dans la direction 2
"H2_B2D_001.resul
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70
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FIG. 7.55 — b2 pour p = 0.01kg/m? dans la direction 2 (3D)
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"H2_B2D_464.resul’
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0
FIG. 7.56 — b2 pour p = 4.64kg/m? dans la direction 2
'H2_B2D_464.resul
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FIG. 7.57 — b2 pour p = 4.64kg/m? dans la direction 2 (3D)
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FIG. 7.58 — b} pour p = 0.01kg/m? dans la direction 2
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FIG. 7.59 — b} pour p = 4.64kg/m? dans la direction 2
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FIG. 7.60 — a} pour p = 0.0464kg/m? dans la direction 1
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FIG. 7.61 — a2 pour p = 0.0464kg/m3 dans la direction 2
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"H1_B1Dt_464.resul
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FIG. 7.62 — a} pour p = 4.64kg/m? dans la direction 1
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FIG. 7.63 — a2 pour p = 4.64kg/m? dans la direction 2
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D’apres les images 7.50, 7.51 et 7.52, 7.53, on peut comparer l'effet du régime sur le profil de
vitesse, on reconnait un profil de Knudsen avec saut a la paroi pour une masse volumique faible
(figures 7.50 et 7.51) et un profil de Poiseuille pour un fort p (figures 7.52 et 7.53). De plus, si
I'on regarde les échelles, nous avons un rapport 100 entre les profils de vitesse.

Dans la direction 2 (images 7.54, 7.55 et 7.56, 7.57), nous pouvons faire la méme remarque. De
plus, on remarque une décroissance de la vitesse au niveau des “virages” et une légere diffusion
dans le tube.

Enfin, si Pon regarde les profils de vitesse b, lors d’un calcul en direction 2, on remarque que
tout le gaz qui est évacué par la faille (droite) se retrouve réinjecté de l'autre coté (gauche),
ce qui nous amene & considérer effectivement un coefficient Dy nul. Ce qu’on retrouve lors du
calcul. De méme le profil de Knudsen que 'on devine sur la figure 7.60 pour une faible masse
volumique devient un profil de Poiseuille pour une forte valeur de p (figure 7.62).

7.1.9 Modélisation d’un matériau : le milieu poreux réel 3D

Nous avons testé notre code sur un milieu poreux plus réel. On considére un empilement
de tissus de carbone qui constitue une préforme pour un matériau composite C/C a été scanné
pour donner une micro-tomographie X synchrotron ([43]) avec une résolution de 0.7 um, ce qui
nous fourni une excellente image 3D, grace a une procédure de segmentation adéquate ([44]).
La résolution a été diminuée par un facteur 2 pour avoir des temps de calcul relativement
acceptables, et I'image a été périodisée. La figure (7.64) est une visualisation de ce milieu de 0.5
mm de coté et composée de 50*50*50 pixels comme le montre la figure (7.64) :
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Thu Jan 5 13:37:43 2006

Z—-Axis

Fi1G. 7.64 — Visualisation 3D du milieu poreux réel.

Cette géométrie a une porosité de € = 0.65. Ce qui nous amene avec la base a 21 éléments a
un systeme a 1 700 000 inconnues. Pour une température de 400K nous pouvons visualiser les
valeurs des angles 6 et ¢, que fait le vecteur propre issu de la valeur propre la plus grande avec
lgs axes. On note Diar < Dipit < Dipig les trois valeurs propres du tenseur D (et de méme pour

D)
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Fi1G. 7.65 — Anisotropie et angle.
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38

%57001

F1G. 7.66 — Les variations de I'angle ¢ issu de la plus grande valeur propre des tenseurs D et D

en fonction de p.
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F1G. 7.67 — Les variations de ’angle 0 issu de la plus grande valeur propre des tenseurs D et D

en fonction de p.
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Y

X

F1a. 7.68 — Visualisation des vecteurs propres

Tout d’abord, la figure 7.65 nous permet de remarquer un bon accord en limite de Knudsen
avec le code Monte-Carlo/Marcheurs aléatoires et en limite fluide avec le solveur numérique
“Stokes vers Darcy”. De plus, grace aux courbes 7.66 et 7.67, on met en évidence des variations
d’angle en fonction de la masse volumique et nous remarquons, comme pour le cas précédent, de
légeres différences d’angle entre les tenseurs D et D. La figure 7.68 nous montre que les vecteurs
propres calculés par notre modele sont en adéquation avec les directions privilégiés d’écoulement.
Ceci montre I'importance de la prise en compte des phénomenes de transpiration thermique pour
la modélisation d’écoulements de gaz raréfiés dans les milieux poreux.

7.2 Validation du module de TPS du code de rentrée MUP-
PETT

Nous allons ici réaliser des tests sans chimie, et sans évolution structurale, avec un seul gaz
en présence. Et ceci pour valider le systéme macroscopique défini par (3.72 - 3.73) que nous
rappelons ici :

€dypo — divg (DV . T) — divg,(DVopo) = 0, (7.9)
(1 — €)psCu0s Ty — divg, (KV,Tp) = 0, (7.10)

7.2.1 Test sur le transfert de masse

Le gaz utilisé dans la simulation a les caractéristiques du monoxyde de carbone et le solide de
la résine phénolique. Les valeurs numériques sont P;,; = 10000 Pa ; pin = 0.11kg/ m3: Tipy =
300K.

La valeur de la chaleur spécifique figée & volume constant est fixée a C,, = 800J.kg~ K1, et les
coefficients K = 0 et D = 10~°m?2.s~!. Le schéma de principe 7.69 nous montre les conditions
aux limites qui sont établies sur le domaine représentant 1lem dans 1’épaisseur d’une protection
thermique. Notamment, la condition de paroi située sur 'axe x = 0 et les conditions aux limites
adiabatiques de chaques cotés. En vue des températures intérieures et sur le bord, il n’y a pas de
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transfert thermique (VT = 0). On teste donc le terme de transport de masse ((div),(DVp)).
Et on décide de montrer les résultats a divers instants en ce qui concerne les variations de masse
volumique dans le solide.

1 Ccm ; 10U mallles

Tint - Text - Tint
Lem, P =1 Py =10P
5 mailles int ~— - 10
pmt ] Pext ~ pint
[ C.L de paroi ] ‘ C.L adiabatiques

Fi1G. 7.69 — Schéma de principe du test.

La figure 7.70 montre la distribution de la masse volumique p a divers instants. Les courbes
obtenues sont en adéquation avec nos prévisions. On remarque que la masse volumique augmente
au cours du temps en se transportant vers le fond du domaine. La condition de paroi I’empéchant
de s’échapper, la masse volumique de gaz augmente alors a 'intérieur du matériau.

i 0.

FiG. 7.70 — Evolution de la masse volumique dans la résine.
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7.2.2 Test sur la transpiration thermique

Ce deuxieme test est basé sur le méme maillage et sur les mémes valeurs intérieures. Les
conditions aux limites adiabatiques et de paroi sont placées aux mémes endroits que 7.69. La
valeur de la chaleur spécifique figée & volume constant est fixée a C, = 800J.kg 'K, et les
coefficients K = 2 et D = 1079m2.s~ L. La différence vient des conditions aux limites .ext COIMME
le montre le schéma de principe 7.71.

1 cm ; 100 mailles

lcm: Tint S Text =10 Tint
5 maillt;s Pint ez Rext =Pint
P - :p_int
Int —_— ext 10

Fi1Gg. 7.71 — Schéma de principe du test.

Le gaz a toujours les caractéristiques du C'O et le solide de la résine phénolique. On teste ici
le terme de transpiration thermique. On présente les évolutions respectives de la pression, de la
masse volumique et de la température a l'intérieur du solide.

|

1

Fi1Gc. 7.72 — Evolution de la température dans la résine.
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Fi1G. 7.73 — Evolution de la masse volumique dans la résine.
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Fi1G. 7.74 — Evolution de la pression dans la résine.
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On remarque une montée en température commencgant sur le bord (voir figure 7.72). Le gaz
se déplace donc vers le fond du domaine comme le montre la figure 7.73. Cette augmentation
locale de la masse volumique et sa diminution en aval, provoque une augmentation de la pression

visible sur la courbe 7.74.

On présente maintenant une comparaison entre 1’évolution de la température calculée par
le code MUPPETT et celle donnée par la solution analytique de diffusion de la température a

travers un solide semi-infini :
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T/ resinec
T(Qj‘) = (Tert - Tint)erfc(%) + Tz’nt (7.11)

.= 1 N

.= 038, enkbiigus

g Ll L

a3
it Gt 1 ] - —

FiG. 7.75 — Comparaison avec la solution analytique.

On limite notre comparaison a des temps assez courts pour conserver ’hypothese de milieu

semi-infini. Et les légéres différences viennent justement du fait que notre matériau est fini.
On peut donc étre tres satisfait de cette comparaison qui valide le calcul du terme de transfert
thermique.
Nous pouvons ici remarquer qu’au vu des conditions aux limites de ce test, nous avons VP = 0,
ce qui signifie que si 'on avait résolu ce probléme en utilisant une loi de Darcy (équation (3.88)),
nous aurions directement u = 0 et le gaz n’entrerait jamais en mouvement, contrairement a la
réalité et contrairement a notre simulation.

7.2.3 La base de donnée US 66

Pour la suite, afin de faire des tests numériques sur des valeurs de pression, température
et masse volumique plus physiques, nous allons nous baser sur la table des propriétés standard
d’atmosphere ([45]). La “US Standard Atmosphere” a été écrite en 1976, elle est définie en se
basant sur une température de 288.15K au niveau de la mer et en considérant que le 0 km
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géopotentiel correspond & une pression de 1013.25hPa. Dans les unités S.I. elle donne :

Altitude | température | gravité | pression densité viscosité libre parcours
dynamique moyen

(m) (K) | m/s?) | (N/m?) | (kg/m?) | (N.s/m?) (m)
—1000 294.66 9.810 | 113900 1.347 0.1821 10~% || 0.4400055479 10~ 7

0 288.16 9.807 10130 1.225 0.1789 10~% || 0.4806501491 10~ 7
1000 281.66 9.804 89880 1.112 0.1758 10~% || 0.5262955922 10~
2000 275.16 9.801 79500 1.007 0.1726 10~% || 0.5774011592 10~
3000 268.67 9.797 70120 0.9093 0.1694 10~ || 0.6348811380 10~ 7
4000 262.18 9.794 61660 0.8194 0.1661 10~ || 0.6993220631 10~ 7
5000 255.69 9.791 54050 0.7364 0.1628 10~ || 0.7721948703 10~ 7
6000 249.20 9.788 47220 0.6601 0.1595 10~% || 0.8549093403 10~
7000 242.71 9.785 | 41110 0.5900 | 0.1561 10~* || 0.9484416115 10~ "
8000 236.22 9.782 35650 0.5258 0.1527 10~ || 0.1055477972 10~°
9000 229.74 9.779 30800 0.4671 0.1493 10~ || 0.1177982227 10~
10000 223.26 9.776 26500 0.4135 0.1458 10~ || 0.1318039569 10~
15000 216.66 9.761 12110 0.1948 0.1422 10~% || 0.2771125285 10~©
20000 216.66 9.745 5529. |0.8891 10T | 0.1422 10~* || 0.6069511159 10~
25000 221.56 9.730 2549. | 0.4008 10T | 0.1448 10~* || 0.1355675486 10—°
30000 226.52 9.715 1197. [0.1841 107! ] 0.1475 10~* || 0.2973462630 10—°
40000 250.36 9.684 2817. 0.3996 10~2 | 0.1601 10—* | 0.1415152507 10—*
50000 270.66 9.654 79.78 ]0.1027 102 | 0.1704 10~* || 0.5633767700 104
60000 247.03 9.624 21.96 |0.3097 1073 | 0.1584 10~* || 0.1817644845 103
70000 219.59 9.594 5.2 0.8283 10~% | 0.1438 10~* || 0.6570117858 10—
80000 198.65 9.564 1.1 0.1846 10~% | 0.1321 10~* || 0.2713724500 102

Et le libre parcours moyen est obtenu en supposant ’air comme un gaz parfait et en utilisant
donc la formule :

Ilpm =

p/(RT)
a—
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7.2.4 Test sur l'interpolation des tenseurs de transfert

Ce test sert a vérifier si la lecture ainsi que l'interpolation des coefficients de transfert se passe
correctement. Tout d’abord nous calculons une base de données de D, D et K pour une géométrie
fixée sur une plage de p et de T assez grande pour étre utilisable par le code macroscopique.

Le calcul des coefficients de transfert

Notre code de calcul des coefficients de transport va donc fournir avant toute chose une
tabulation de coefficients sur la géométrie d’un tube circulaire infini de diametre 10u m pour
T € [200K;4100K] par pas de 100 et p € [10~%kg/m3;10kg/m?] sur 15 points en échelle loga-
rithmique.
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10,2um ; 51 mailles

10,2um;
51 mailles

Fia. 7.76 — géométrie de calcul HAMMLET.

Le test du code MUPPETT

Une fois ces tabulations calculées, on lance un calcul avec le code de simulation MUPPETT
qui simule, grace a ces tabulations le comportement d’un matériau en résine phénolique poreux
particulier, décrit sur la figure 7.77 :

I:‘ext =10 Pint
pext = pint
Text :10Tint

Fiag. 7.77 — géométrie équivalente de calcul MUPPETT.

On fixe Py = 100 Pa ; pint = 0.0011kg/m3 ; Tine = 300K et on trace I’évolution de ces
grandeurs a divers instants :
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Fi1G. 7.78 — Evolution de la pression dans la résine.
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Fi1G. 7.79 — Evolution de la masse volumique dans la résine.

La figure 7.78 montre 1’évolution de la pression a l'intérieur du matériau et la figure 7.79
montre I’évolution de la masse volumique. On peut remarquer que la courbe n’a plus du tout
I’allure d’une gaussienne. En effet, si la masse volumique et la température sont fortes, le coeffi-
cient est élevé et le transport s’accélere. Si au contraire, le gaz est raréfié et que la température
est faible, le coefficient est faible et limite la diffusion de masse. Enfin, la courbe 7.80 présente
I’évolution de la température dans le matériau. Bien que ce soit un peu moins visible, on peut
remarquer l'effet d'un coefficient D dépendant de p et de T. Les résultats sont en adéquation
avec nos prévisions. On peut valider I'interpolation des coefficients D et D.
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FiGc. 7.80 — Evolution de la température dans la résine.

7.2.5 Validation de la méthode implicite

Nous allons ici comparer les résultats obtenus par 'explicite et I'implicite, on augmentera
alors de plus en plus le pas de temps pour les deux méthodes de maniére & montrer 'efficacité
de notre solveur implicite. Sur 'exemple d’un matériau constitué de microtubes de diametre
10 pm, avec les coefficient D et D 'HAMMLET K = 0 et K = 2, on prend les valeurs
suivantes de pression et de masse volumique P;,; = 100Pa, pins = 0.0011kg/m3, P.,; = 1000Pa,
pext = 0.0011kg/m?, on obtient I’évolution de la masse volumique pour la méthode explicite et
implicite pour des pas de temps de plus en plus grand illustré par la figure (7.81).

On remarque alors la parfaite concordance des deux méthodes pour des pas de temps de
10 ps et on remarque aussi que si ’on multiplie par 10 le pas de temps pour I'implicite, I'erreur
relative faite avec 'explicite est minimale. De plus, si I’on continue & augmenter le pas de temps,
I'implicite arrive a converger (ce qui n’était pas possible avant les modifications) et de plus, pour
les pas de temps de 'ordre de la milliseconde, le processus de controle du Newton se met en
route, permettant une convergence. On a donc validé pleinement la méthode implicite mise en
ceuvre.
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rho a t=0.01s dans un materiau constitue de tubes capillaires de 10 micrométres
D et Dt d’hammlet, Kt = 0, K = 2, Pint=100, rhoint=0.0011,Pext=1000, rhoext=0.0011

T T
G—=>O explicite dt = 1e-5
+——— implicite dt = 1e-5
0.003 »——x implicite dt = 1e-4 b
G——Hlimplicite dt = 1e-3 (theta=theta/2 !)
A—2A implicite dt = 5e-3 (theta=theta/2 !!)
o
<
£
4
o
£ 0.002
0.001 ! !
0.004 0.006 0.008
X (m)

0.01

Fig. 7.81 — Comparaison explicite implicite sur I’évolution de la masse volumique.

7.2.6 Comparaison de notre modele avec Darcy “compressible”

Cet exemple illustre 'influence de la loi de transport utilisée dans le modéle macroscopique.
Nous allons comparer des résultats obtenus en utilisant les coefficients de transport calculés par
notre code sur la géométrie du tube de diametre 10 micrometres et les résultats obtenus en
utilisant une loi “Darcy compressible” ou le coefficient D est calculé par notre code mais ou D

<\3st calculé de telle sorte que nous soyons en régime fluide, c’est-a-dire g—f
a:
- pD
D=—.
T
Et donc 3.74 nous amene a
pv = —DVp+ DVT,
D
pv = —DVp+ %VT,

or si on utilise la loi des gaz parfaits Vp = % — £VT et donc

D pD pD
=——VP-"VT+—VT
pv RTV T VT + T VT,
Ce qui nous ameéne & une vitesse :

D
— P
V= V

= 1 ce qui nous amene

(7.12)
(7.13)

(7.14)

La porosité est choisie comme précédemment égale a ¢ = 0.1375. L’état initial du gaz dans les
pores (pression, température) est donné par la table d’atmosphere standard & 40 km. On fixe
des conditions initiales & la paroi identiques aux conditions & l'intérieur des pores en terme de

densité mais la température est prise 5 fois plus grande.
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Standard Atmosphere (altitude = 40 km) ; t=0.1s
P_i=287 Pa, rho_i=0.003996 kg/m”3 || P_e = 5*P_i, rho_e=rho_i

0.015 r

G—=>0 Compressible Darcy
+——+ATM

0.01 -

rho (kg/m”3)

0.005 [y it

L 1 L L 1 L 1 L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

x (m)

FiG. 7.82 — Comparaison entre le modele asymptotique de transport et la loi de Darcy compres-
sible.

La figure 7.82 montre ’évolution de la masse volumique a l'intérieur des pores du matériau

apres 0.1 seconde obtenue par le modele asymptotique de transport et par la loi “Darcy compres-
sible”. La différence est remarquable : la loi de Darcy compressible surestime la masse volumique
par un facteur supérieur a 2. Ceci montre que 'utilisation d’une loi de Darcy compressible dans
un tel régime (40 km d’altitude) amene a de mauvais résultats de simulation.
Enfin, l'influence du régime est montrée a la figure 7.83. La température imposée a la surface
du matériau est 2 fois plus grande que la température dans les pores. Les solutions données res-
pectivement par le modele asymptotique de transport et par la loi de Darcy compressible sont
présentées pour des conditions a l'intérieur des pores correspondants a une altitude de 40 km,
30 km, 29 km et 27 km. Comme nous pouvons le prévoir, les différences entre les deux modeles,
trés importantes pour de hautes altitudes, (i.e. nombre de Knudsen trés grand), deviennent plus
petites au fur et a mesure que l'altitude diminue et les deux modeles fournissent presque la
méme prédiction a une altitude de 27 km.
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Comparison compressible Darcy / ATM for various regimes at t= 0.1s

P_i, rho_i (standard atmosphere) || P_e = 2*P_i, rho_e =rho_i
T T T T
+—+40 km (ATM)
%——x 40 km (Compressible Darcy)
0.06 | 30 km (ATM) i
: %——x 30 km (Compressible Darcy)
+—+28 km (ATM) A . *F#}%ﬁ
28 km (Compressible Darcy) —PHX
127 km (ATM) Mﬂx
*——x 27 km (Compressible Darcy) A

e M
et AR
T KX
0.04 [k H + \
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FiG. 7.83 — Comparaison entre le modele asymptotique de transport et la loi de Darcy compres-
sible pour divers régimes.

7.2.7 Test avec réaction chimique et évolution structurale

Dans ce test, nous allons introduire une réaction chimique ainsi que I’évolution structurale
associée dans le modele. Pour cela, il nous faut donc introduire une réaction chimique et les
phases solides et gazeuses associées ainsi que la constante de réaction.

La réaction de “pyrolyse”

La réaction que I'on considere représente de maniere tres simplifiée la réaction de pyrolyse :
resine — 0.48 CO + 0.52 coke (7.15)

Cette réaction traduit le phénomeéne physique principal : la dégradation de la résine en coke
et la création de gaz. Ici, on suppose que la seule espece gazeuse est le monoxyde de carbone
(CO) (qui est en réalité 'espece principale a haute température). Donc, dans notre modele, nous
aurons deux solides : la résine et le coke, et un gaz : le CO. Cette réaction s’écrit avec notre
formalisme :

1"

’ ’ ’ . 7 " 3
VeoCO + w pp.coke + wypgineresine — vopCO + w . p.coke + w resine

resine

et on prendra comme valeur pour les coefficients stoechiométriques :

/ "
Ufcoke =0 ] wcgke =0.52
w =1 w =0

resine resine
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la constante de réaction 7" est définie par la formule (6.8) :

Te , Ms Ne Ns

= Kp(T) ][] (epig)" [ ] (pis) — Ko (T) T ] (epig)”* T (pis)“ (7.16)
=1 z' 1 =1 =1
= K(T) (epco)ee prsime pite — Ko(T) (epco)*eo plessmepspte. (747)

En tenant compte des valeurs des coefficients stoechiométriques, ’expression de 7% se simplifie
en :

— Kf(T) Wresine Kb(T) (EPCO) CO pccoke‘ (718)

Presine — oke

De plus nous allons considérer que la réaction est irréversible, et donc que 'on a K(T") = 0, ce

qui nous amene finalement :
/

=1V = Kp(T)plresine. (7.19)

preszne

K¢(T) est donné par une loi d’Arrhenius “modifiée”

Ky (T) = AT  eap(— )b (7.20)
Le terme p%2)  est 14 pour tenir compte du fait que cette unique réaction représente en fait
un ensemble complexe de réactions chimiques. Nous allons inclure ces données dans le modele
complet défini par (5.73 - 5.74 - 5.75 - 5.76 - 5.77). Pour compléter la mise en place du modele
complet, il nous faut un modele d’évolution structurale microscopique. On va supposer que les
pores restent cylindriques mais que leur rayon augmente au fur et a mesure que la résine est
consommée. Nous allons donc précalculer grace &8 HAMMLET une tabulation des coefficients
K(T,€), D(p,T,e€) et D(p,T,e¢). Nous choisissons alors comme cellule élémentaire un microtube
de section circulaire et de 10um de diametre. L’évolution structurale nous amene a précalculer
les coefficients sur plusieurs géométries comme le montre le schéma de principe 5.2.

Nous réécrivons le systeme en le simplifiant pour ne prendre en compte que cette réaction,
et on obtient :

e(,1)9py — divy(DV p,) — div,(DV,T) (7.21)
~(vy —v)r = 0 (7.22)
atpresine - (wresine - wresine)T =0 (723)
8tpcok:e - (wcok:e - wcok:e)T = (724)
8t(presmeeresme(T) + pcokeecoke( ))
—divy (K Vypig) — divy(KV,T) = 0, (7.25)
2
e(x,t) = 1= epl,t). (7.26)
k=1
Les conditions initiales et aux limites
L’initialisation

On initialise le matériau par la donnée d’une pression intrinseque Pmm“le et d’'une masse vo-

lumique de gaz pg‘gf% a l'intérieur du matériau. On décide de commencer notre simulation a
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une température telle que le matériau commence juste a se fissurer, nous noterons cet instant

to. Nous prendrons comme température T i%tmle = 400K ce qui parait étre un bon ordre de

grandeur d’apres les simulations. Et nous posons une porosité initiale e™*#@¢ —= (.137. Une pres-

: initiale _ 3 : N EE initiale _
sion Pmtrmseque = 252Pa correspondant a la pression a l'instant ¢y nous donne PCOintrinseque =

3 : 3 3 : : initiale __ initiale _
0.002122kg/§m?>, ce qui nous amene & prendre une pression vraie P = ePCOinm”seque =

34.524Pa et une masse volumique vraie p’cngjgie = Epg’gfgiims eque = 0.00029077kg/m3.
Maintenant que les conditions initiales & I'intérieur du matériau sont fixées, il reste a définir des
conditions aux limites.

Les conditions aux limites
Pour définir les valeurs de pression et de masse volumique & appliquer sur un des bords du
domaine de calcul qui représente la paroi du systeme de protection thermique, nous allons utili-
ser des données représentant qualitativement la rentrée atmosphérique terrestre d’une sonde de
type Stardust ou FIRE II (][9], [46]) . Ceci permettra de valider au moins qualitativement notre
modele sur des données représentatives.
Nous définissons une loi d’évolution en pression et en masse volumique de gaz présentée sur les
courbes suivantes.

25000 oz
_um

20000 / <
05
15000 "

10000

3000

M ki U gz kg m'
s g g
g & &
3
i
|
3

F1a. 7.84 — Evolution de la pression et de la masse volumique de gaz a la paroi (couche limite)
en fonction du temps.

De plus, nous définissons un flux thermique de paroi de la méme maniere :
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506 /
Rl

E ac08 /

B 200
H . -
3

R — imerpolation
''''' donnides

FiGc. 7.85 — Evolution du flux thermique a la paroi en fonction du temps.

Ce flux thermique sera utilisé pour les conditions aux limites en ce qui concerne ’équation 7.25.
Mais en I’état actuel, le code macroscopique, écrit en volumes finis ne permet pas de fixer un
flux thermique a la paroi. Donc pour pallier cette lacune, nous le définissons dans le code en
changeant la valeur du coefficient K a la paroi de la maniere suivante.
Soit Iy + 1 la maille “fictive”. Alors on définit Ky, /o par la formule :

Aﬂ?@lfﬂ

K =
1+1/2 Tin - Tiy

Ol Q;+1 est donné grace aux conditions aux limites définies par la simulation (figure 7.85) et
Tjr4+1 est défini par une loi des gaz parfaits a partir des résultats 7.84.

Les résultats (1)

On va présenter des résultats numériques ou la constante de réaction Ky est définie par
A=133103s"t ; B=0 ; C =8070°K (voir (7.20)). On présente alors a la figure 7.86
I’évolution de la pression ainsi que I’évolution de la température a la figure 7.87. Les évolutions
des différentes masses volumiques (gaz, résine et coke) sont représentées respectivement sur les
figures 7.88, 7.89 et 7.90. Enfin, nous pouvons suivre ’évolution de la porosité a la figure 7.91
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5e+05 T T T T T T T T T
4e+05 _
@ 3e+05 -
S
c
k=l F 1
@
o GoOP(+1s)
a 2e+05 GEOP(+2s)
L +—+P(+3s) i
x> P (+45s)
1e+05 |~ GoP(+5s)
o E=s AL i A I AT A A AL
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01
x(m)

Fi1G. 7.86 — Evolution de la pression dans le matériau pour différentes valeurs de temps.

3000 T N T N T N T N T
2500 —
~ 2000 —
X | C-OT(+1s) |
< FHET(+2s)
2 1500 +—+T(+35s) .
< x> T(+4s)
£ r &>-oT(+5s) 1
" 1000 - .
500 — =
O 1 l 1 l 1 l 1 l 1
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01

x(m)

Fi1G. 7.87 — Evolution de la température dans le matériau pour différentes valeurs de temps.
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Masse volumique de gaz CO ( kg/m”3))
N

G—©rho_CO(+1s)
F+rho_CO (+25s)
+—+rho_CO(+3s)
x—x rho_CO (+4s)
&< rho_CO(+5s)

%

0,002 0,004 0,006 0,008 0,01

x(m)

F1G. 7.88 — Evolution de la masse volumique du gaz CO dans le matériau pour différentes valeurs

de temps.

1250

=
o
o
o

750

Masse volumique de resine ( kg/m”3)
T

GO rho_resine (+1s)
3+ rho_resine (+2s)
+—+ rho_resine (+3s)
x—x rho_resine (+4s)

500 — & rho_resine (+5s)
250
0 L 1 L 1 L 1 N et e
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01
x(m)

FiG. 7.89 — Evolution de la masse volumique apparente de résine dans le matériau pour différentes

valeurs de temps.
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500 T T T T T T

IN

o

S
I

300 - O—O rho_coke (+1s)
F—+1rho_coke (+2s)
+—+ rho_coke (+3s)
x—x rho_coke (+45s)

200 &< rho_coke (+5s)

Masse volumique de coke ( kg/m”3)
T

=
o
o

FiG. 7.90 — Evolution de la masse volumique apparente de coke dans le matériau pour différentes
valeurs de temps.

0,8 T T T T T T

0,6 —

— B G—O porosite (+1s)
< 3£ porosite (+2s)
f% 0,4 +—+ porosite (+3s) |
g %—x porosite (+4s)
o &< porosite (+58)
0,2

0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01
x(m)

Fi1a. 7.91 — Evolution de la porosité dans le matériau pour différentes valeurs de temps.

Suite a la montée en température appliquée au bord du domaine de calcul, qui représente la
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paroi d’un systéme de protection thermique grace aux conditions aux limites définies par les
courbes 7.84 et 7.85, la pression dans le matériau augmente (figure 7.86) et celui-ci s’échauffe,
comme le montre la figure 7.87. La réaction chimique définie par I’équation (7.15) se met en
route, provoquant la consommation de la résine présente dans le matériau, elle voit donc sa
masse volumique diminuer comme le montre la figure 7.89. En méme temps, du coke est produit
et donc sa masse volumique augmente au sein du matériau (figure 7.90). Du gaz CO est de méme
produit et la diffusion de masse met en mouvement ce gaz jusqu’a ’amener au fond du domaine
de calcul ou une condition de paroi est définie. Ce phénomene est parfaitement visible sur la
figure 7.88. La résine étant consommée et la production de coke ne comblant pas le manque de
matiere di a la consommation de résine, les pores du matériau s’ouvrent et la porosité augmente
comme présenté a la figure 7.91.

Nous allons maintenant représenter 1’évolution du rayon du microtube. On sait que pour une
porosité eg = 0.137, le rayon du microtube a été choisi comme ry = 5 pum. On peut donc en
déduire la largeur [ de la cellule élémentaire dans laquelle la section du microtube est comprise
par la formule :

2, (7.27)
Donc [ = 4/ Wﬁ—gg ce qui nous amene a | ~ 23.94335 um. Grace aux données de la courbe 7.91, et

en appliquant aux valeurs de porosité la formule (7.28) :

Pe(x,t)

r(z,t) = (7.28)

On obtient les courbes suivantes, rapportées sur le graphe 7.92 :

1,2e-05 T T T T T T

le-05 G—© rayon du microtube (+1s)
= 3£ rayon du microtube (+2s)
E )
Y L +—+ rayon du microtube (+3s) |
= %—x rayon du microtube (+4s)
o &—< rayon du microtube (+5s)
E 8e-06
=}
©
c
S
i

6e-06

4e-06 ! L 1 L L

| | |
0,004 0,006 0,008 0,01

x (m)

Fig. 7.92 — Evolution du rayon des microtubes dans le matériau pour différentes valeurs de
temps.
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Enfin, si maintenant nous nous placons a 1.05 mm du bord, grace aux courbes 7.92, il nous est
possible de calculer la vitesse de recul de paroi a cet endroit en fonction du temps par la formule
(7.29) :

_dr
o dt

Cette vitesse est calculée par une méthode de différences finies, nous présenterons les résultats
des trois méthodes classiques : centrées, backward, et forward :

(7.29)

Op

3e-05 T T T T T T T T T

(3—© rayon du microtube (m)
-+—+ vitesse de paroi (difference finies "forward")
2,5e-05 —

»%—x vitesse de paroi (difference finie "backward")
{>—> vitesse de paroi (differences finies centrees)

2e-05 K —

1,5e-05

1e-05

rayon (m) ou vitesse (m/s)

5e-06

10
temps (s)

Fi1G. 7.93 — Evolution de la vitesse de paroi a 1.05 mm du bord en fonction du temps

Nous remarquons que pour cette simulation nous avons une valeur maximale de la vitesse de
recul de paroi oy ez = 254 m.s~1 : ceci est bien inférieur & la vitesse d’écoulement du gaz et &
la vitesse du son. L’hypothese (5.13) qui est

o, <<u' <<a,
est bien vérifiée.

Les résultats (2)

Maintenant, nous allons prendre d’autres valeurs pour la constante de réaction en divisant
la valeur de A (Cf 7.20) par 10, ce qui nous donne une valeur de 133.
On présente donc les courbes d’évolution en pression et température 7.94 et 7.95. Les évolutions
des différentes masses volumiques (gaz, résine coke) sont présentées respectivement aux figures
7.96, 7.97 et 7.98. Enfin, on présente 1’évolution de la porosité sur la figure 7.99.
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5e+05 T T T T T T T T T
4e+05— —
@ 3e+05 —
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R=] r g
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a 2e+05 P(+2s)
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OLLLLMUULUJUULMUULM#JJJJ;’JJJqu‘l S
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01
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2 XX T(+4s)

g &0 T(+5s8)

'_
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Fi1G. 7.95 — Evolution de la température dans le matériau pour différentes valeurs de temps.
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Masse volumique de gaz CO ( kg/m”3))

G—©rho_CO(+1s)
F+rho_CO (+25s)
+—+rho_CO(+3s)
x—x rho_CO (+4s)
&< rho_CO(+5s)

175

F1G. 7.96 — Evolution de la masse volumique du gaz CO dans le matériau pour différentes valeurs

de temps.

Masse volumique de resine ( kg/m”3))
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=
o
o
o
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500
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GO rho_resine (+1s)
3+ rho_resine (+2s)
+—+ rho_resine (+3s)
x—x rho_resine (+4s)
& rho_resine (+5s)

1 | 1 | 1

|

1 |

0,002 0,004
x(m)

0,006

0,008

0,01

FiG. 7.97 — Evolution de la masse volumique apparente de résine dans le matériau pour différentes

valeurs de temps.
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300 — G—©rho_coke (+1s)
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%—x rho_coke (+4s)
&< rho_coke (+55s)
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F1G. 7.98 — Evolution de la masse volumique apparente de coke dans le matériau pour différentes
valeurs de temps.

08 : { x

0,6 —

— [ G—© porosite (+15s)
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x(m)

Fi1Gc. 7.99 — Evolution de la porosité dans le matériau pour différentes valeurs de temps.
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3,5e-10 — I I I I ]

[ +—+ flux de masse (chimie forte) )

3e-10 (1 x—x flux de masse (chimie normale) 1
2,5e-10

2e-10

1,5e-10
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Fia. 7.100 — Evolution du flux de masse de gaz évacué a la paroi.
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Fia. 7.101 — Evolution du flux de masse de gaz évacué a la paroi.
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On remarque donc que 'avancement de la réaction dans ce cas-la est bien moins rapide que
précédemment. En effet, si 'on compare les courbes de porosité 7.91 et 7.99 : bien que la valeur
maximale obtenue soit la méme (e = 0.75), on remarque que pour le premier exemple, au bout
de 5 secondes, pres de 3 millimetres de résine ont été completement pyrolysés (Cf 7.89) alors que
pour le second exemple, moins de 1.5 millimetre de résine a été transformé en coke (Cf 7.97).
On remarque une évolution similaire pour la masse volumique de coke, en comparant le graphe
7.90 et 7.98. Ceci met en évidence 'importance du taux de réaction sur la vitesse de réaction. La
connaissance du Ky pour nos applications est encore quelque chose de difficilement quantifiable
précisément, de par les expériences ou par les simulations. Cette différence sur la vitesse de
réaction nous amene a comparer les courbes sur les masses volumiques de gaz. Plus la réaction
est rapide, plus la production de gaz est rapide et va s’accumuler au fond de notre échantillon
de calcul, comme le montrent les courbes 7.88 et 7.96. De plus, ce gaz créé va s’évacuer a la
paroi pour s’injecter dans la couche limite lors d’une rentrée atmosphérique, ce qui contribue a
diminuer le flux thermique s’appliquant & la protection thermique. Si I’on regarde les courbes
de comparaison des flux de masse p,V calculés sur le bord du domaine de calcul, on voit qu’au
départ, le flux de masse est positif, la gaz pénétre de la couche limite dans les pores du matériau
(Cf7.100). Mais tres rapidement, au bout de 2 ou 3 dixiemes de seconde suivant la valeur du K¢,
ce flux devient négatif, ce qui montre que le matériau “dégaze” en évacuant le gaz en surplus
dans les pores vers la couche limite, ce phénomene est d’autant plus rapide que la réaction
est violente (Cf figure 7.101). Enfin, la courbe 7.103 nous permet de situer qu’au bout de 13
secondes, le front de pyrolyse est arrivé a 1.05 m m du bord de la protection. Ce qui correspond,
si 'on fait le lien avec la courbe 7.95 a une température T = 750K.

1,26-05 T T T T T T T T T
A
le-05 G—© rayon du microtube (+1s)
= 3£ rayon du microtube (+2s)
E )
Y L +—+ rayon du microtube (+3s) |
= %—x rayon du microtube (+4s)
o &—< rayon du microtube (+5s)
E 8e-06
=}
©
c
S
i
6e-06
4e-06 ! L 1 L L

| |
0,006 0,008 0,01

|
0,004

x (m)

Fiag. 7.102 — Evolution du rayon des microtubes dans le matériau pour différentes valeurs de
temps.
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T T T T T T T T T
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rayon (m) ou vitesse (m/s)
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10
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Fi1c. 7.103 — Evolution de la vitesse de paroi a 1.05 mm du bord en fonction du temps

7.2.8 Test 2D avec réaction chimique

Ce test a les mémes caractéristiques que le précédent. Nous allons utiliser la réaction chimique
définie au paragraphe 7.2.7. Les géométries microscopiques seront toujours des tubes. L’intérét
ici est de montrer les effets 2D du transfert de masse et de chaleur dans un matériau constitué
de pores cylindriques comme précédemment, mais cette fois-ci ces tubes seront penchés d’un
angle « par rapport a la normale au bord d’attaque.

Introduction : les parametres a fournir

Nous allons ici nous intéresser a un test 2D effectué sur un domaine de matériau de lcm
de coté, qui sera maillé par 100*100 mailles. Nous voulons voir ici I'effet tensoriel des coef-
ficients de transport sur le transport des gaz et sur la réaction chimique. Nous allons donc
étudier un matériau dont les microtubes ne sont plus paralleles au sens de I’écoulement comme
précédemment, mais penchés d’un angle o = 25°
Nous allons donc choisir comme coefficients :

— sur K

le tenseur K sera donc un tenseur diagonale de la forme

(1 —¢€)AcLino 0 >
K(T.¢) =
(T,€) < 0 (1 —e)AanTECLINO

ol A\orrno est obtenu par la formule (6.21) et AanTECLINO Dar

AANTECL]NO(Ta t) = AORTHO(Ta t)sin(oz)2 + APARA(T, t) * COS(O&)z, (7.30)
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— Sur D et D nous choisirons de prendre

D_ ( COS(OJ)QDmbe cos(a)sin(a) Dyype )
N cos(av)sin(a) Dyype COS(OJ)QDmbe ’
Et de méme pour D.
La réaction sera paramétrée comme pour le test 1D du paragraphe (7.2.7). Enfin, Nous allons
fixer des conditions aux limites particulieres afin de bien visualiser les effets 2D du matériau.
Nous choisissons de fixer la masse volumique de CO identique & l'intérieur du matériau comme
a Pextérieur pinitial = pinitial — (. 00029077kg/m?> mais nous allons prendre P = 34.524Pq
et nous allons choisir pour P,;; de lui donner une forme de parabole sur le bord. C’est-a-dire :

8Pint 33‘2 8Pmt + 8997P7,nt

P, = —
et = T 9797 97 “ " 9797

Ce qui signifie que nous chauffons le matériau sur le bord par un profil de température en para-
bole.

On obtient alors les résultats qui suivent, pris pour des temps de chauffe de 0.3 et 0.6 seconde.
De cette maniere, il nous est possible de suivre ’avancement de la réaction.

At = 0.3 s, le matériau commence juste a s’échauffer (figure 7.104), ce qui fait monter la pression
comme le montre la figure 7.106. Compte tenu de 'orientation des tubes a o = 25°, on s’attend
a ce que le gaz s’écoule dans cette direction privilégiée. C’est en effet ce qu’on constate sur la
pression et sur la masse volumique de gaz (Cf figure 7.108). Le matériau n’étant pas encore tres
chaud, méme sur le bord, la réaction commence a peine et les courbes 7.110 et 7.112 montrent
respectivement que la résine est tout juste consommée sur le bord et que la formation de coke
est encore limitée.

Par contre a t = 0.6 s, le matériau s’est un peu plus échauffé (Cf figure 7.105), la pression pour-
suit son évolution comme précédemment (Cf figure 7.107) et la figure 7.109 montre que la masse
volumique de gaz dans le matériau a considérablement augmenté. La réaction s’active un peu
plus, consommant la résine (figure 7.111) et produisant du coke (figure 7.113). On peut remar-
quer d’apres la courbe de porosité (7.115) et la courbe de température (7.105) que la réaction
s’active uniquement dans les zones ou la température est assez élevée.

Ce dernier test permet donc de montrer la capacité des 3 modeles découplés (évolution structu-
rale, coefficients de transport et systéme macroscopique) a fonctionner ensemble, pour simuler
de facon tres simplifiée encore, un phénomene de pyrolyse sur un domaine 2D.
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Fi1c. 7.104 — Evolution de la température dans le matériau a t = 0.3 s.

FiG. 7.105 — Evolution de la température dans la matériau a t = 0.6 s.
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Fia. 7.106 — Evolution de la pression dans le matériau a t = 0.3 s.
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FiGc. 7.107 — Evolution de la pression dans la matériau a t = 0.6 s.
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LB

Fia. 7.108 — Evolution de la masse volumique de gaz dans le matériau a t = 0.3 s.

Fia. 7.109 — Evolution de la masse volumique de gaz dans la matériau a t = 0.6 s.
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Fic. 7.110 — Evolution de la masse volumique de résine dans le matériau a t = 0.3 s.
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Fi1c. 7.111 — Evolution de la masse volumique de résine dans la matériau a t = 0.6 s.
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Fi1c. 7.112 — Evolution de la masse volumique de coke dans le matériau a t = 0.3 s.

Fi1G. 7.113 — Evolution de la masse volumique de coke dans la matériau a t = 0.6 s.



186 CHAPITRE 7. TESTS NUMERIQUES ET VALIDATIONS

A
i1
3 T
- 1.+ ]
3 3
i3 el

Ll ]

B0

Fi1G. 7.114 — Evolution de la porosité dans le matériau a t = 0.3 s.

Fi1G. 7.115 — Evolution de la porosité dans la matériau a t = 0.6 s.
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Nous exhibons maintenant une coupe a y = bmm de la température (Cf figure 7.105) et
de la porosité (Cf figure 7.115) pour un temps de t = 0.6s. Nous cherchons & déterminer la
température & partir de laquelle les porosités commencent & s’ouvrir, c’est-a-dire a partir de
laquelle la réaction chimique démarre. Le graphe 7.116 nous montre que pour une porosité de
14%, (la porosité initiale est, rappelons le, e = 13.7%) la température est de T'= 750K . Ce qui
nous permet de conforter les résultats obtenus au paragraphe 7.2.7. On peut donc affirmer que
le matériau commence a se dégrader pour une température de T' = 750K, ce qui est une valeur
raisonnable.

1200 — x—x Température (K) ]
3£ porosité ( pour 1000)

1000

800

600

400

température (K) ou porosite (pour 1000)

200

0,007 0,008 0,009 0,01
X (m) x = 0.00906

Fi1G. 7.116 — Evolution de la porosité et de la température dans le matériau a t = 0.6 s pour
une coupe a y = 5 mm.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Dans ce travail, on a développé un modele original de transfert de masse et de chaleur dans
un milieu poreux réactif en évolution structurale par une approche formelle mais rigoureuse. Ce
modele est capable de prendre en compte des régimes tres différents d’écoulement de gaz dans les
pores. Les coefficients de transport effectif sont & méme de transférer au niveau microscopique
de nombreuses propriétés liées a la géométrie microscopique du milieu.

Une technique de calcul “économique” de ces coefficients a été proposée. Elle a été soigneu-
sement validée pour une large gamme de régimes par comparaison a des résultats de référence
et a des données expérimentales.

Des simulations sur des matériaux poreux “théoriques” ont permis de mettre en évidence des
propriétés intéressantes des phénomenes de transport dans des milieux poreux a géométrie mi-
croscopique complexe. On a ainsi pu montrer que I'influence de la géométrie sur la perméabilité
d’une part et sur la transpiration thermique et le transport de Knudsen d’autre part sont nota-
blement différentes.

L’approche a ensuite été étendue a des milieux réactifs dans lesquels la structure microsco-
pique du matériau évolue sous 'effet de réactions chimiques. Elle débouche sur une hiérarchie de
modeles emboités allant de I’échelle microscopique a I’échelle macroscopique. Finalement on a
montré la capacité de notre démarche & aborder des problémes tels que la prédiction du transfert
thermique au coeur d’un matériau dégradable a ’aide de simulations sur des matériaux fictifs qui
mettent en jeu les mémes phénomenes que les matériaux réellement utilisés dans des protections
thermiques.

Au dela de ce travail des perspectives s’ouvrent dans deux directions. D’une part la compré-
hension des phénomenes de transport doit étre étendue a des gaz multi-especes. D’autre part,
pour aborder finement la modélisation de matériaux réels de protection thermique il convient
de développer un modele (microscopique) d’évolution structurale. C’est un travail ambitieux qui
releve en premier lieu de la physico-chimie des matériaux. Une fois développé, un tel modele
trouvera naturellement sa place dans 'approche hiérarchique que nous avons présentée.
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Annexe A

Détail des matrices utilisées pour le
modele asymptotique de transport

A.1 Avec la base “transitionnelle” a 13 moments)
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A.2. LA BASE “KNUDSEN” A 9 ELEMENTS
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0 0 0 0 0 0 #7 0 0
0 0 0 #&m 4/5m &7 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 47 0 0 0 0 0 0 0
Ay=| 0 4/574 0 0 0O O 0 0 O (A.6)
0 &7 0 0 o 0 0 0 0
Am 0 0 0 0 0 0 0 0
o o0 o0 0 0 0 0 0 O
0 0 £ O 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0 0 0 47 0 ]
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 &7 47 4/57 0 0 0
0O 0 47 0 0 0 0 0 0
As=1| 0 0 47 O 0 0 0 0 0 (A.7)
0O 0 457 0 0 0 0 0 0
o o0 o0 0 0 0 0 0 O
A7 0 0O 0O O 0 0 0 O
| 0 7 O 0O 0 0 0 0 0 |
A.3 La base “complete” a 21 éléments
Pour cette nouvelle méthode, toutes les matrices sont sous la forme :
Af BF

Ou

7?‘,:12mom ents Sont les matrices de la méthode M AT privées de leur premiere ligne et de leur

premiere colonne, car le moment 1 n’existe plus.

flfgmomems sont les matrices de la méthode M AT — RK multipliées par le coefficient éiir‘;o

pour une raison de normalisation.
et BZ.jE représentent les termes extra-diagonaux de couplage entre les bases que nous allons
détailler.
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A.3. LA BASE “COMPLETE” A 21 ELEMENTS
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et la matrice S pour un opérateur du type BGK :
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et enfin la matrice S pour un opérateur du type ES-BGK :
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Annexe B

Détails des calculs des différentes
longueurs

B.1 Le calcul de ¢

Soit un écoulement 1D entre deux plaques paralleles.

0

L

Fi1G. B.1 — La faille 1D

En régime de Darcy et grace au modele asymptotique de transport développé dans [1], on
en déduit que le coefficient de transport de masse D est défini par :

1 L
D=——— 2 foby, dVdzx, B.1
\/RTOL/O / / /UZSUQfO e (B

v%«kv%«kvg
2RTy

avec fo = ) et by, la solution de ’équation

V2
4(mRTp)3/?

I

———0yby, = 1 sur la faille, (B.2)

\/R—TQ yy+rui
b,, = 0 sisolide. B.3

1

Ce qui nous amene & :
RT053p
D= Toul (B.4)
W
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or d’apres la loi de Darcy, B = W On en déduit la perméabilité B :
53
= —, B.
12L (B.5)
Et donc on exprime ’épaisseur ¢ de la faille en fonction de B :
§ = (12LB)3. (B.6)

Or ici, la faille n’est pas constituée de deux plaques paralleles, elle est un peu plus complexe
(Cf 6.12). Mais en ce qui concerne le coefficient de transport de masse et donc la perméabilité, en
régime fluide, ’épaisseur la plus fine va jouer un role prépondérant (sorte de goulot d’étranglement).
Et donc pour déterminer la longueur ) , on peut utiliser la formule suivante :

5 = (12LB)3. (B.7)

B.2 Le calcul de la perméabilité d’un microtube sur une cellule
de section carrée

Soit D(d) le coefficient de transfert de masse d’un microtube de diametre d, et S ejue la
surface de la cellule (constant). On a :

cellule
ol :
Ab,, = g sur la section du microtube, (B.9)

b,, = 0 sisolide. (B.10)

Si on suppose l'existence de plusieurs microtubes sur une surface S identique, le coefficient
D,,(d) de transfert de masse de n microtubes est donné par :

D, (d) = nD(d). (B.11)

Et donc, en ce qui concerne la perméabilité, la loi de Darcy nous ameéne a :
#Du(d) _ pD(d)
pRTy pRTy

Pour le calcul de D, nous allons utiliser le code HAMMLET. Nous devons faire bien attention
a la définition du coefficient. En effet :

1
D ammle d = _7/ / / / ’U2f bv dVdS, B13
" lt( ) VRTOSflm'de Stiuide Y v1 Jv2 J U3 27070 ( )

. N N S
ce qui nous amene & écrire D(d) = f:;“je Dhammiet(d).

Or dans le cas d’un microtube Sfiqe = m(d/ 2)2, et donc grace & (B.12), on arrive & I’expression :

Bn(d) =

(B.12)

numd?

Bu(d) = —2
( ) 4pRTOScellule

Dhammlet (d)> (B14)
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Or, si on décide de choisir S, comme un carré de coté [, on obtient alors

numd?

By(d) = 2
(d) 4pRTyl?

Dhammlet(d)- (B15)



Modélisation et calcul du transfert de masse et de chaleur dans
un milieu poreux réactif en évolution structurale et applications.

Résumé

L’objectif de ce travail est de développer un modele et des techniques d’approximation numérique
pour le transfert de masse et de chaleur dans un milieu poreux réactif en évolution structurale. Le
modele est obtenu par un changement d’échelle utilisant une technique d’homogénéisation d’une
équation cinétique couplée a une équation de conduction thermique. Il permet de prendre en
compte une large gamme de régimes pour le gaz allant d’un écoulement continu & un écoulement
raréfié. L’approche est validée par de nombreuses comparaisons numériques, en particulier vis-a-
vis de données expérimentales et met en évidence le caractere tensoriel des différents phénomenes
de transport et leur évolution suivant le régime de 1’écoulement. L’application de ces modeles,
en particulier a I’étude de protections thermiques est présentée.

Mots clés : Modélisation, théorie cinétique, milieu poreux, Boltzmann, homogénéisation,
coefficients de transport effectifs, méthode de Galerkin, transport de masse et de chaleur.

Modeling and computation of heat and mass transfer in reactive
porous media with structural evolution and applications.

Abstract

The goal of this work is to derive a model and techniques of numerical approximation for heat
and mass transfer in reactive porous media with structural evolution. The model is obtained by
a scaling using a technique of homogenization of a kinetic equation coupled to an equation of
thermal conduction. It is able to treat various physical regimes for the gas, from a continuous
flow to a rarefied flow. The approach is validated by several numerical comparisons, in particular
with respect to experimental data and shows the tensorial character of the various phenomena
of transport and their evolution according to the regime of the flow. The application of these
models, in particular to the study of thermal protection systems is presented.

Key words : Modeling, kinetic theory, porous media, Boltzmann, homogenization, effective
transport coefficients, Galerkin method, heat and mass transfer.
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