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,* "'(��)�)4!ZD+������)4'vPz)4'eP(�� �K^ "!*#v��)4���+;<'*)J��).�+)�
&)4���+!* "!C�L����!*��������).��Ix#C����PV)4������KQ�S "'v)4!*M. "��)�`7����,<�R�
D:�4������;R'*).�S�� "!<�+M. "D+P(��)�B().�Ss[�4��'*#C��)4��I
)4�g��)4'(�+M. "D+P(���4,*)4!*���� "!Z).���X��!*#C����Pz)4!*����`(��)U���Y�L%3 "!a89)4'(�
24����)0)4!�D:).��'(��)0#(){P(���489 "���o�L% ��D+P7�"M4�o#()qP(,*�4!* "D:-4!*).�{sg5>����!*#()f�.M�,*)4����)0��)4���r;R'*){�\�XP(�� "P7��5<������ "!
#&%3 "!*#().�c#()o���RPz)o����'(!7��D+�V "'O)4!*M. "��)A�L% ��D+P7�"M4�c#&%3�489)4!R��'*)4���r��D:�4!7��59)4D:)4!<����=C? M.)TG� "'(��I>�L%W��!7�����C��)
)4�g�\�t����Dg'(�\������ "!a#().�X�.;<'7������ "!*�FKQ "!*#*��D:)4!<������).�+)4�gM. "D+P(��-4��).�S#()/�\��P(,<�C����;R'*)O�"���� RM4���.).�XstM.).�
�.M. "'(��)4D:)4!R���X��)+��)48924��)4!<�S24����):#().�f��"M�,*).�X����#C'*).�pI@89 "����)+D:24D:)/'(�� "P(��;<'*).�X��'(�f��).�g�.M�,*)4����).�X;<'(�
!* "'*�c��!<���4��).����)4!<�r��M4�L=h�T!�)�
z)4��IR��).�c#( "D/����!*)0#&%3�4��'*#().�c�� "!<�l���hP(��;<'*)4D:)4!R�o#()k�L%3 "��#C��)q#(){;<'*)4��;R'*).�
�h���� "D:-4����)FM��������.�{s+;<'*)4��;R'*).�oM.)4!R������!*).�{#()f�R���� "D:-4����).�AM��������.��I*)4�o����).���k#(-.�o�� "���r��D+Pz�4��������Km#&%3).�H�
�����9)4�A#()F���.#C'(����)F�\�+M. "D+P(��)�BC�����X#C']P(�� "`(��-4D:)>=Vw{)F!* "DF`(��)4'CB]D: h#(-4��).�A��P(P(�� hM�,*�.�q "!R�{����!*���i8R'
��)kGH "'(�0#*��!*�{��)g`('(�q#&%W��P(P(���4,*)4!*#()4�F��).�AP(�� hM.).����'*�A,<�C#C�� h#C�R!7��D+��;R'*).�0P(���4Pz "!*#(�4����!<���f#*��!*�q#().�
M��"#C��).�AP(,<�C����;R'*).�A����D+P(����N7�.�p=7���/M. "!*������'*M4���� "!�#().�oP(��)4D+��)4���{D: R#(-4��).�{#()FM.)F���hPV)f��)4D: "!<��)+s+�\�
N*!�#C'��{���q-4D:)A����-.M4��){)4�rM.)4'CBR��M4�& "!R�l�4���q#()4P('(���rM.)4����)q�4Pz R;R'*)k�\����59)4D:)4!R�o'(�����������.�l)4�o��D:�4���� "���.��I
D:24D:)f���&��)0P(�� "`(��-4D:)f#()0��)4'(�TGH'*������N7M������� "!tD/����,*�4D/������;R'*)f!*)0K '(�k��`z "��#(�f;R'@%WsXP7���������k#()0�\�XN*!
#C':����-.M4��)r#()4��!(��)4��=<w{)lP(��'*�pI�M.)4'CBh��M4�7��)c��).������)4��5>!*)4!R�Y�� "'(89)4!R�m��':M��"#C��)o#&% '(!SKQ "!*#SP(�\����I>)4�T!*)lPV)4�H�
D:)4����)4!R�
#( "!*MYP7�"�
#()x��)4!*#C��)lM. "D+P(��)c#()mP(,*�4!* "D:-4!*).�
P(����D: "��#C�\��'CBX��)4���i;R'*)x��).�d������!*�HKQ "��D/������ "!*�
!* "!C�L����!*��������).�{#()q�\�S,* "'(��)0�����.).�k��'CB�8>�����\������ "!*�o`7����,R�RD:�4������;R'*).��=
�x%3 "`CG�).M4����Kd#()qM.)4����)A��,*-.��)q).���l#()kP(�� "Pz >��)4�r#(){!* "'(89)���'CBOD: h#(-4��).�c#&%3�.M. "'(��)4D:)4!R���o�������� "����'CBUPV)4�H�
D:)4������!R�f#()g��)4!*#C��)SM. "D+P(��)+#()g�L% ��!C6*'*)4!*M.)+#()X�\�/�� "Pz "5>����P(,(��)+#().�AK^ "!*#(�{D/������!*�0��'(�{��).�0 "!*#().�
#(){��'(�HKL�"M.)>=h�i�f������������������ "!t#(){M.)4�l "`CGH).M4����K
).���c#C��8h�����{)4!O���� "���cP7��������).�r#&%3�45<����){��D+Pz "������!*M.)��R'(!*)
P7��������)r#()cD: h#(�4������������ "!@I> "�S��).�
D:�4��,* R#().�T#()lM. "!*������'*M4���� "!:��)4�� "!R�TP(���.��)4!<���.).�m#()mKL�"~. "!+#(�4�����������.)>I
'(!*){P7��������)q#&%W��!7�����h��)AD/����,*�4D/������;R'*)>I* "�J��).�cD: R#(-4��).�r "`(��)4!R'*�r��)4�� "!<�o���h�����4D/������;R'*)4D:)4!<�o)4�l�����
59 "'(��)4'*��)4D:)4!R�lG_'*������N7�.��I7)4�q)4!CN*!E'(!*)FP7��������)X#()g����DF'(�\������ "!E!<'(D:�4����;R'*)+ "��M.).�AD: h#(-4��).�{��)4�� "!<�
��D+P(���4D:)4!R���.�OP('(���/M. "D+P7�����.�O��'(�:#().�OM��"�:M4�\�"������;R'*).�:#()��� "Pz "5>����P(,(��)>=m��)]#( "D/����!*)�P(,R�h����;R'*)
#&%W��P(P(����M������� "!$#()XM.).�qD: h#(-4��).�{��)X������'*)F���RP(��;R'*)4D:)4!<�F)4!E)���'EPV)4'EP(�� �KQ "!*#()>Iz#()gP(��'*����)4'(���q�R���� ��
D:-4����).�c��':�\����59)TGH'*��;R'@%Ws{�\�qy� "!*)k#()r��)489�.)>I<)4!O��D: "!<�l#()r�\�qy� "!*)o#()k��'(�HKV��!R��)4��!*)>=R��)rP(,*�4!* "D:-4!*)
#()f#(��KQ)4����)4D:)4!<�A!*)0��)4���+#( "!*M0P7�"�A��`V "��#(�0��M4�L=
ui "'(�r�����.8>�����z#(){D: h#(�4������������ "!J!*�.M.).��������)q)4!JP(��)4D+��)4�l����)4'U�\�gD+����){)4!JP(�\�"M.)q#&% '(!JM��"#C��){P(,R�h����;R'*)
��Pz�.M4��N7;R'*)>= �A "'*�x!* "'*�x��!<���4��).����)4�� "!*�m��M4�V��'/M��"�x#&% '(!:6*'(��#()o��#(�����LI9��!*M. "D+P(��).������`(��)>I<������ "�������� "!(!*)4�
)4�{�� "'*�o�\�/��)4'(��)0��!C6*'*)4!*M.)X#()f�\�+5>����8R�����>=&bc)f���RPz)f#&% ,R�RPz "��,*-.��).�{����D+P(����N7M���������M.).�q).���AM4�\�"������;<'*)��
D:)4!R�g'(�����������U)4!e RM.����!* "5>����P(,(��)J)4�FPz)4'(89)4!<�S24����)J�������4D:)4!<�{GH'*������N7�.).�g��'(�F��).�g5>����!*#().�X�.M�,*)4����).�
��P7�����\����).�X;R'(�m!* "'*�g��!<���4��).����)4!R��=
�T!a)�
&)4��I@��).�g,<�hPz "��,*-.��).�g#():6*'(��#()/��#(�����l)4�g#&% ��!*M. "D+P(��).������`(���
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0

Ω t

0

−h 

n −

n +

ηz=   (t,X)

0

d+1e

1 d

− g e d+1

z= − h  +b(X)

(e  ,...,e )

X=(x  ,...,x  )1 d

�������4�C=q�C= ��� wq "D/����!*)F#&%3�4��'*#()

w0��!*�iM.)4����)c��,*-.��)>I !* "'*�i�����.8>��������)4�� "!*��I"����'CK7D:)4!<���� "!+M. "!R����������)>I ��!*#C� 
&�4��)4D+D:)4!<�x)4!S#()4'CBg "'X���� "���
#C��D:)4!*���� "!*�l#&%3).��P7�"M.)>=��A!O!* "��)

X ∈ R
d �\�F8"�����\��`(��)A������!*��89)4����)>I d �4����!<�lP(,<�C����;R'*)4D:)4!<�l�45<���zs 1 "'

2
=7w0��!*�k��)fM��"�o`(��#C��D:)4!*���� "!(!*)4�
M. "����).��Pz "!*#*��!<�0s

d = 1
I7;R'*)0�L%3 "![��P(Pz)4����)4��� � ��w #()g��'(�HKL�"M.)

� N*!:#&% '(!(��N7)4�x!* >�m��`(���48h�\������ "!*�m��89).MoM.)4����).�xM4�\�"������;R'*).�T#&%3 hM.����!* "5>����P(,(��)>I
X = x

M. "����).��PV "!*#Os{�\�
M. h "��#( "!(!*�.)f��)4�� "!��\�X#C����).M4���� "!tP(����D/������)f#()q�L%3�.M. "'(��)4D:)4!R���7#*��!*�r��)qM��"�r������#C��D:)4!*���� "!(!*)4�iM. "����).�H�
Pz "!*#*��!<�{s

d = 2
I7��P(PV)4���g� ��w�#()F��'(�HKQ�"M.)>I

X = (x, y)
��)4P(���.��)4!<��)F��).�oM. R "��#( "!*�.).�k,* "����y� "!<������).��=

�{ "'*�F��).������)4��5>!* "!*�X!* "����)U�4��'*#()O��'eM��"�g "���\�t��'(�HKL�"M.):����`(��)U)4�F��).�g8>�����\������ "!*�g�� "Pz "5>����P(,(��;R'*).�
Pz)4'(89)4!<�q24����)FP7������D:�4���������.).�{P7���{#()4'CB�K^ "!*M4���� "!*�

(t,X) → η(t,X)
)4�
X → b(X)

#(��N*!(��).�{��).�H�
Pz).M4����89)4D:)4!<�qP7���A����P(Pz "���0s+�\�:��'(�HKQ�"M.)S��']��)4Pz >�

z = 0
)4�qs+�\�/P(�� �K^ "!*#()4'(�{D: ��9)4!(!*)

z = −h0)4����)O��'*�����Y��'1��)4Pz >��=��i��8>�����\��`(��):��)4D+Pz "��)4����)/).���FM4�\�"������;<'*)4D:)4!R�g!* "���.)
t
=@��)/#( "D/����!*)U RM.M4'(Pz�

P7���o��){6*'(��#()>I(!* "���
Ωt
I().���o#( "!*Mf#(��N*!(��#()f�\�XD/��!(��-4��)F��'(��8>��!<��)0Pz "'(�r�� "'(�o��)4D+P*�

t ≥ 0
�

Ωt = {(X, z), X ∈ R
d, −h0 + b(X) ≤ z ≤ η(t,X)} .

w0��!*�S��)J`('(�:#&%3�.M�������)4�:M.)4��������!*�/M��"�SP(,R�h����;R'*).�S��)4���:;R'*)U�\�]P(���.��)4!*M.)t#&% ����).�+ "'v#()JP(�\��59).��IT "!
��D+Pz >��)k'(!*)AM. "!*#C������ "!�M4�\�"������;R'*)A#()kP(�� �K^ "!*#()4'(�r#&%3)���'UD+��!(��D/����)��R���})�BC������)q����!*���7'(!*){M. "!*������!R��)
hmin

��������M4��)4D:)4!R�kPz >��������89)0��)4�@;R'*) �

η(t,X) + h0 − b(X) ≥ hmin , (t,X) ∈ R × R
2 .  �C=q�C= ��!

n  "'*�g��).�FP(���.M.�.#()4!R��).�g,R�RPz "��,*-.��).��I���).�g�.;R'7������ "!*�FK^ "!*#()4D:)4!R������).�+#():�\��P(,R�h����;<'*)O��)+���.#C'(����)4!R�
��'t���C����-4D:)0#&%3�.;R'7������ "!*�k��'(��8>��!<��I(M. "D+Dg'(!*�4D:)4!<�f��P(PV)4���.).�k�.;<'7������ "!*�A#&%3�T'(��)4�k��'(�HKL�"M.)q����`(��)f "'
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η
#C'J6*'(��#()f)4�k#C'tM�,7��D+P[#()08h����).����)

V
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∂tV + V · ∇X,zV = −gez −∇X,zP
#*��!*�

Ωt, t ≥ 0 ,

∇X,z · V = 0
#*��!*�

Ωt, t ≥ 0 ,

∇X,z × V = 0
#*��!*�

Ωt, t ≥ 0 ,

∂tη −
√

1 + |∇Xη|2
]

+ · V |z=η(t,X) = 0
Pz "'(�

t ≥ 0, X ∈ R
d ,

P
|z=η(t,X)

= 0
KQ "�

t ≥ 0, X ∈ R
d ,

]
− · V |z=−h0+b(X) = 0

Pz "'(�
t ≥ 0, X ∈ R

d ,

 �C=q�C=W� !

 "�
n+ =

1
√

1 + |∇η|2
(−∇η, 1)T )4�

n− =
1

√

1 + |∇b|2
(∇b,−1)T #(�.����5>!*)4!<�g��).��PV).M4����89)4D:)4!R�

��)A89).M4��)4'(�l!* "��D/���z)�BC���4����)4'(�rsf�\�g��'(�HKL�"M.)A)4�c��)k89).M4��)4'(�l!* "��D/���z)�Bh���4����)4'(�o��'OK^ "!*#&=h���FP(��)4D+��-4��)
�.;R'7������ "!UM. "����).��PV "!*#Jsf�L%3�.;R'7������ "!J#&%3�T'(��)4�lPV "'(�Y'(!/6*'(��#()AP7���HKQ�����l�� "'*�m�\�F��)4'(��)k��!C6*'*)4!*M.)q#()k�\�
5>����8R�����>IzM������"M4���4�������.)SP7���{��)F��)4��D:) −gez  "� ez #(�.����5>!*)X��)g89).M4��)4'(�q'(!(����������)X��)4�� "![�\�O#C����).M4���� "!89)4������M�����)>=
�@).�S��).M. "!*#()U)4�g���� "������-4D:)U�.;R'7������ "!*�S)�BhP(����D:)4!R�S��).�XM. "!*#C������ "!*�+#&% ��!*M. "D+P(��).������`(���������
)4�q#&% ������ "�������� "!(!7���������:#C'[6*'(��#()>=V�x!CN*!@I}��).�q#()4'CB[#()4��!(��-4��).�qM. "����).��Pz "!*#()4!<�F��'CB�M. "!*#C������ "!*�f��'CB
����D+����).�+��D+Pz >���.).�:s��\�E��'(�HKL�"M.)U����`(��)�)4�/��'eK^ "!*#&=mbc).�+#()4'CBZM. "!*#C������ "!*�:�� "!R�:#()J���hPV)���'(�HKQ�"M.)
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β = O(ε)
)4�YM.)4��'(�z#()oKQ "����).�Y8"�����\������ "!*�lM������"M4���4�������AP7���

β = O(1)
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V
D/�����x#C':Pz "��)4!<����)4�7#().�m8R����).����).�T;<'*)l�L%3 "!/!* "��)4���

φ
=9�@).�cM. "!*#C������ "!*�Y#&% ������ "�������� "!(!7���������0)4�m#&% ��!*M. "D+P(��).������`(���������{�"����'(��)4!<�c�L%3)�Bh������)4!*M.)o)4�m�L% '(!(��M4�����{#()
M.)0Pz "��)4!<����)4�d��)4��;R'*)0�L%3 "!������

V = ∇X,zφ
)4�

∆X,zφ = 0
=7�
���A�� "'*M4�i#()fM4�\�������>I7!* "'*�o'(����������)4�� "!*�

#(�.�� "��D/�����k��).�o!* "�������� "!*� ∇ = ∇X
)4�

∆ = ∆X
=(�x![�.M4����8>��!<�k��).�k�.;<'7������ "!*�  �C=q�C=W� ! )4!�KQ "!*M4���� "!
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∂tφ+
1

2

[

|∇φ|2 + |∂zφ|2
]

+ gz = −P ��!
Ωt, t ≥ 0 ,

∆φ+ ∂2
zφ = 0

��!
Ωt, t ≥ 0 ,

∂tη −
√

1 + |∇η|2 ∂ ] +φ|z=η(t,X) = 0
KQ "�

t ≥ 0, X ∈ R
d ,

∂
]

−φ|z=−h0+b(X) = 0
KQ "�

t ≥ 0, X ∈ R
d ,

 �C=q�C=qp !
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]

− =
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− ·
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∇
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∂
]

+ =
]

+ ·
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∇
∂z
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∆φ+ ∂2
zφ = 0

��!
Ωt, t ≥ 0 ,

∂tφ+
1

2

[

|∇φ|2 + |∂zφ|2
]

+ gη = 0
���
z = η(t,X), X ∈ R

d, t ≥ 0 ,

∂tη + ∇η · ∇φ− ∂zφ = 0
���
z = η(t,X), X ∈ R

d, t ≥ 0 ,

∇b · ∇φ− ∂zφ = 0
���
z = −h0 + b(X), X ∈ R

d, t ≥ 0 .

 �C=q�C= � !
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��).�T5>����!*#()4'(���YM������"M4���4����������;R'*).�

a
I
h0
I
λ
)4�
b0
P(���.M.�.#()4D+D:)4!R�c#(��N*!(��).�pI>D/�����x)4!+��!<���� h#C'(������!R�Y�45<� �

��)4D:)4!R�k��).�r8>����)4'(���o���RP(��;R'*).�k��'(��8>��!<��).� �
t0 =

λ√
gh0

��)f��)4D+P*�kM������"M4���4����������;R'*)F#()q�L%3�.M. "'(��)4D:)4!R�
)4�
φ0 =

λa

h0

√

gh0
=pwq)x��)4����).�i8"����)4'(���i8h��)4!(!*)4!<�
#C'fKL�����i;R'*)x�\�r����!*��������� ������ "!X#().�d�.;<'7������ "!*�
��'(�� "'(�
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gh0
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X
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&�4��)4DS�

D:)4!R�l)4!
x
)4�Y)4!

y
8R�\�f�\�F;R'7��!<�������

λ
�R "!O!*)A�p% ��!<���4��).����)4���X#( "!*MAP7�"�c��'JM��"�c#&%3 "!*#().�mKL����`(��)4D:)4!<�

������!*��89)4����).��Ih���45>��D:){;R'(�z#(�4`V "'*M�,*)q!7����'(��)4����)4D:)4!<�k��'(�c�L%W��P(P(�� .BC��D/������ "!]#() �0�d= �{ "'*�l "`(��)4!* "!*�
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�\�/KQ "��D:)S�"#C��D:)4!*���� "!(!*�.)+��'(��8"��!R��)+#().�0�.;<'7������ "!*�  �C=q�C= � ! )4!�KQ "!*M4���� "!1#().�AP7������D:-4����).� ε I
µ
)4�
β
P(���.M.�.#()4D+D:)4!<�:��!R���� R#C'(����Id��)O!* "DF`(��)J#() n �� "�9).�
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ε∆φ+ ∂2
zφ = 0 −1 + β b ≤ z ≤ εη, X ∈ R

d, t ≥ 0 ,

∂tφ+
1

2

[

ε|∇φ|2 + |∂zφ|2
]

+ gη = 0
���
z = εη, X ∈ R

d, t ≥ 0 ,

∂tη + ε∇η · ∇φ− 1

ε
∂zφ = 0

���
z = εη, X ∈ R

d, t ≥ 0 ,

∂zφ− εβ∇b · ∇φ = 0
���
z = −1 + β b, X ∈ R

d, t ≥ 0 .

 �C=q�C=qr !
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φ
��'(�m�\�F��'(�HKQ�"M.)A����`(��)>Ih;<'*)k�L%3 "!

!* "��)4���
ψ
�

ψ(t,X) = φ(t,X, ε η(t,X)) ,)4�:#()U�L%3 "PV�4������)4'(�O#()Uw{������M�,(��)4�H���A)4'(D/��!(!
Zε(εη, βb)

;R'(�rs[�\�E;R'7��!<�������
ψ
KQ�����:M. "����).��Pz "!*#C��)

∂zφ|z=ε η
=}bc)4�o "Pz�4������)4'(�A).���o#(��N*!(�@Pz "'(�r�� "'(�

f ∈W 1,∞(Rd)
P7��� �

Zε(εη, βb)f :























H
3
2 (Rd) −→ H

1
2 (Rd)

f 7−→ ∂zu|z=εη

�r����,
u
�� "��'(���� "!] �K �

ε∆u+ ∂2
zu = 0, −1 + β b ≤ z ≤ εη ,

∂zu− εβ∇b · ∇u = 0, z = −1 + βb ,

u(X, εη) = f, X ∈ R
d .























.  �C=q�C=q¢ !

�T!:'(��������� ��!<�YM.)4�Y "PV�4������)4'(�c)4�m)4!/M�����M4'(�\��!<�Y��).�m#(�4����89�.).�mP7��������)4����).�Y#()
φ
)4!+KQ "!*M4���� "!O#()oM.)4����).�Y#()

ψ
)4�
η
I* "!t "`(����)4!R�k�\�XKQ "��DF'(�\������ "!]N*!7����)

(S0)
#C'tP(�� "`(��-4D:)f#&%3�x'(��)4�A��'(�HKL�"M.)q����`(��)f��%3�.M4����8>��!<���

(S0)















∂tψ − ε∂tηZε(εη, βb)ψ +
1

2

[

ε|∇ψ − ε∇ηZε(εη, βb)ψ|2 + |Zε(εη, βb)ψ|2
]

+ η = 0 ,

∂tη + ε∇η · [∇φ− ε∇ηZε(εη, βb)ψ] =
1

ε
Zε(εη, βb)ψ .

 �C=q�C= � !
�@)/�����.8>�����YP(���.��)4!R���/#*��!*�XM.)4����):��,*-.��)O��%W��������M4'(��)J��'(�� "'(�g#():���� "���gP7��������).��=i����P(��)4D+��-4��)OP7��������)
M. "!*M.)4��!*)O�\�]M. "!*������'*M4���� "!e)4�X�\�SGH'*������N7M������� "!a#()/!* "'(89)���'CB$D: h#(-4��).�S� ��w #():���hPz)/�l "'*������!*).��;
Pz "'(�0��).�f#()4'CBE�.M�,*)4����).�F#()S8>�����\������ "!*�0�� "Pz "5>����P(,(��;<'*).�

β = 0(ε)
)4�
β = O(1)

P(���.M.�.#()4D+D:)4!<�
��!<���� h#C'(����).��=(���S��).M. "!*#()qP7��������)0��% ��!<���4��).����)4���+sF�\�g8>������#C�����0#(){�L%W��P(P(�� .BC��D/������ "![#() �0#C��)4! � ��w
#()o��'(�HKL�"M.)o#*��!*�Y��)oM��"#C��)k#()rKQ����`(��).�m8"�����\������ "!*�m�� "PV "5>����P(,(��;R'*).�Y)4�Y'(!*)r!* "'(89)4����)A��P(P(�� �Bh��D/������ "!
�"#*��P(���.)+s:#().�{`7����,<�hD:�4������).�q59�4!*�4������).�0��)4���:P(���.��)4!<���.)>=z�T!CN*!@IV�\�/���� "������-4D:)g)4�q#()4��!(��-4��)XP7��������)
��)4�����L%3 hM.M��"���� "!v#()U8"������#()4�O)4�S#()�M. "D+P7����)4�/!<'(D:�4����;R'*)4D:)4!<�/��).�:P(���.M.�.#()4!<���:D: h#(-4��).�:)4! � ��w
#()1��'(�HKL�"M.)>Ir)4�t#&% �	� GH "'(��)4�]�\�e����DF'(�\������ "!�!<'(D:�4����;R'*)$#().�t�.;R'7������ "!*�]#()$�{��).)4!C���q��5>,*#C�g;R'(�
Pz)4��D:)4����)4!<�:'(!*)J59�4!*�4���������������� "! #()UM.).�SD: h#(-4��).�/��'ZM��"�+#C'Z���45>��D:)�#C���+#()���,7������ 9� �l����)4�/ "�
�L% ,<�hPz "��,*-.��)O#()OPz)4������).����)/#()

ε
#C����P7����� ����=i�TBhPz >�� "!*�gP(��'*�X)4!a#(�4�������l��)/M. "!<��)4!R'v#().�g#C� 
&�4��)4!<���

M�,7��P(������).�p=

&'!(������$�	�� *+�
�,-���.���������
 �6$�02���634"�$�,|�6$ �98�:;$ <)���,�,=�H
6$�,=? :;����_����CE� ��$�
A��$�,
���GF6$�"H"�$�,I��$ J(!(�.��!L�����A
�,M����:;�����.!L:�F��H?f��$�,
�@)�M�,7��P(������) � ).���UM. "!*� �"M4������' #(�489)4�� "P(PV)4D:)4!R�]�"���hD+P(�� "����;<'*)�#()]�L%3 "Pz�4������)4'(��#()[w{������M�,(��)4�H�
�{)4'(D/��!(!

Zε(εη, βb)
#*��!*����).�E#()4'CB ���45>��D:).��#()�8"�����\������ "!*���� "Pz "5>����P(,(��;<'*).�

β = 0(ε)
)4�

β = O(1)
=
wq��!*�X��)JM��"#C��)J#C'e���45>��D:)U#&%3 "!*#().�S�� "!(5>'*).�+#()OKL����`(��)���D+P(������'*#()�M. "!*����#(�4���U��M4�LIi���

��P(P7����� ���/!7����'(��)4�{#()tM�,*)4��M�,*)4��M.)t#(�489)4�� "P(PV)4D:)4!R�U)4!vK^ "!*M4���� "! #C'vPV)4�����/P7������D:-4����)
ε
=cbc)4����)

�4����Pz)O).���g����-.�SM4�\�"������;R'*)/#*��!*�X�\�]#(�4����8>������ "!Z#():D: h#(-4��).�+�"���RD+P(�� "����;R'*).�XD/�����X��)48924�g'(!*)O��DS�
Pz "������!*M.)/P(����D: "��#C�\����) ��#C'����.��'(�������X)4�X#():�\�+G_'*������N7M������� "!e#()/M.)O#(�489)4�� "P(PV)4D:)4!R�+#(�4PV)4!*#C�� "!R�



� �� ��� ��� �  	 � �	��
���

���� � �

�\�+M. "!*������'*M4���� "![)4�o�\�{GH'*������N7M������� "!�#().�oD: h#(-4��).�k "`(��)4!<'*�{#*��!*�o��).�kM�,7��P(������).�{��'(��8"��!R����=Vbc)f���hPV)
#&%3 "Pz�4������)4'(�:Pz)4��D:)4�SM. "D+D:)��� "!a!* "D �L% ��!*#C��;R'*)�#()J������!*�HKQ "��D:)4�+'(!*)JM. "!*#C������ "! #()JwA������M�,(��)4�
�"���� RM4���.)ts�'(!ZP(�� "`(��-4D:)t)4������P(����;R'*)t#(��N*!(�k��'(�+'(!*)�`7��!*#()J��!CN*!(��)t)4!v'(!*)�M. "!*#C������ "! #() �A)4'C�
D/��!(!@=C�x% ��#(�.)0#(){`7�"��){#()qM.){M�,7��P(������)0).���r#()kP(�� "Pz >��)4�l'(!*){D:�4��,* R#(){59�4!*�4������)0)4�l����59 "'(��)4'*��)0#()
M. "!*������'*M4���� "!O#()c#(�489)4�� "P(Pz)4D:)4!<���l�"���hD+P(�� "����;<'*).�m#&%3 "PV�4������)4'(���x#()lw{������M�,(��)4�H���{)4'(D/��!(!U��)4���T;<'*)
Zε(εη, βb)

=i�i "'(�FM.)XKL������)>I& "!1M. "!*����#(�4��)S��)+M��"�059�4!*�4�����Y#&% '(!�P(�� "`(��-4D:)/��'CB�����D+����).�F)4������P(����;<'*)
;R'*)4��M. "!*;<'*)g��'(�o'(!]#( "D/����!*)

Ω = {(X, z) ∈ R
d+1/X ∈ R

d,−h0 + B(X) < z < η(X)} #(��N*!(�P7��� �
−∇X,z . P ∇X,z u = 0

��!
Ω ,

u
|z=η(X)

= f
��!*#

∂n u |z=−h0+B(X)
= 0 ,

 "�
P
).���k'(!*)gD/��������M.)X#C�\��59 "!7����)+sOM. R)��/M4��)4!R���0��������M4��)4D:)4!<���qPz >��������KQ��=7?AP(��-.�0�.89 "���q��).#C��).�����g��)

#( "D/����!*)
Ω
� N*!t#()AK^ "��Dg'(��)4�r'(!UP(�� "`(��-4D:)0�.;R'(��8>����)4!<�o��'(�l'(!*){`7��!*#()q#C�� "����) S = R

d × [−1, 0]
I

!* "'*�O#(�4D: "!<���� "!*�U��)���,*�. "��-4D:)t59�4!*�4�����{��'(��8>��!<�:Pz)4��D:)4������!<�J#()tM. "!*������'(����)[)4�0G_'*������N7)4��Ix�� "'*�
M.)4��������!*).�{M. "!*#C������ "!*��I*��)g#(�489)4�� "P(PV)4D:)4!R�q�"���RD+P(�� "����;R'*)F#()0�L%3 "Pz�4������)4'(�q#()fw{������M�,(��)4�H���{)4'(D/��!(!
�"���� RM4���f��'�P(�� "`(��-4D:)>=
��aZGV�d��GSvZ����yN���� � 	 ��� 

p ∈ N
∗, k ∈ N

∗, η ∈ W k+2,∞(Rd)
�

B ∈ W k+2,∞(Rd) 	 � � 	  0 <

ε < 1
�

uapp

 � � ��
 � �

−∇X,z · P ∇X,z uapp = εpRε � � � S ,

uapp |z=0
= f , ∂n uapp |z=−1

= εp rε ,

��
(Rε) 0<ε<1

�

(rε) 0<ε<1

� � ������ ����
 � 	�� ��
�� �
� �  � �������� �
ε
�  � � � � ��� � �  	�� ��������

Hk+1,0(S)
�

Hk+1(Rd) 	� 	 ��� � ��� ����� � � ��
 � �

hmin
� �� 	�� ��
�� �
� �  ���� �

ε
�
�
 � � � � � � � ��� �
	�������

(pi)1≤i≤d+1
� �
P

� � ��
 � � ��
 � �

(
pi

pd+1
)1≤i≤d

� � ������ ����
 ���  � � � � � � � ��  �  �
γ
	�� ��
�� ��� �  �  � � �

ε � �� � � � � � 
∣

∣

∣

∣

Z(η,B)f − 1

η + h0 −B
(∂zuapp) |z=0

∣

∣

∣

∣

Hk+1
2

≤ εp
√
pd+1

Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) ,

��
Ck+2 = C(|η|W k+2,∞ , |B|W k+2,∞)

�
�� � �
 � � � � � � �  	�� � ��� �	��
��
��� 	 � �  �� � �
 	�� ��
�� ��� �  �  �
� ��� � � ��� �
	�������

(pi)1≤i≤d+1 	
 "�

P
).���o�\�SD/��������M.)gM������"M4���4����������;<'*)X#C'tP(�� "`(��-4D:)X)4������P(����;<'*)g�.;<'(��8>����)4!<�kK^ "��Dg'(���F��'(�k�\�S`7��!*#()

S Ih)4� hmin
).���Y�\�F,7��'(��)4'(�r#&%3)���'UD+��!(��D/����){��)4�z;<'*){��Pz�.M4��N7�A#*��!*�  �C=q�C= ��! =C���X#(�4D: "!*������������ "!t#()M.)F��,*�. "��-4D:)g��)f`7�"��)f��'(�o�L% '(��������� ������ "!�#&% '(!*)F!* "��D:)X��!(���� "���� "Pz)g�"#h�L,* hMF)4�A��'(�A#().�A).������D/������ "!*�

#&%3�4!*)4��5>��)cPz)4��D:)4������!<�T#()mM. "!R�����"��)4�x)��/M��"M.)4D:)4!<�
�L%3)4����)4'(�
�����.)c��'X#(�489)4�� "P(PV)4D:)4!R�m�"���RD+P(�� "����;R'*)>=
bc)T��,*�. "��-4D:)Y).����)4!*��'(����)Y��P(P(����;<'*�csl�L%3 "PV�4������)4'(�

Zε(εη, βb)
#*��!*����).��#()4'CB0���45>��D:).��#()T8>�����\������ "!*�

�� "Pz "5>����P(,(��;<'*).�SM. "!*����#(�4���.�X)4�f��).�X#()4'CB1#(�489)4�� "P(PV)4D:)4!R���:�"���RD+P(�� "����;R'*).�XM. "����).��PV "!*#*��!R�X�� "!<�
����!*���R����59 "'(��)4'*��)4D:)4!<�TM. "!*������'(�����p=p?A'0N*!7���LIp!* "'*�iM. "!*������'(���� "!*�d)4�*GH'*������N7 "!*�i�\�rM. ",*�4��)4!*M.)c��'X��)4!*�
#() � � ���V#().�c�� "��'(���� "!*�l#()  �C=q�C= � ! �.89).M{#()4'CB:P(��)4D+��)4���cD: R#(-4��).� (B1)

)4�
(B2)

#()A���hPz)k�l "'*������!*).��;VI
'(!tPz "'(�kM�,7�";<'*)F���45>��D:)F#()08>�����\������ "!*�o`7����,R�RD:�4������;R'*).��=V���@).���{sS!* "��)4�k;R'*)0��)0D: h#(-4��)

(B1)
).���

�.;R'(��8"����)4!R�/st�\�]KQ "��DF'(�\������ "!Z�����"#C������ "!(!*)4����)t#().�S�.;R'7������ "!*�+#()J�c "'*������!*).��;1)4!aKQ "!*#$!* "!eP(�\����I
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��)4����)+P7���f)�B()4D+P(��):M.)4����)+M. "!*������'(����)+P7���gwA��!(59)4D/��!*�g#*��!*� � ��p���=@wq)SD:24D:)>I&��)SD: h#(-4��) (B2)
).���

�.;R'(��8"����)4!R�
��'gD: R#(-4��)m,(������ "����;<'*)mP(�� "PV >���xP7���i�d)4��)45>����!*)l#*��!*� � r�
�R)4! � ��¢��h=��x%3�4��'*#()c��)TPz "'(����'(���#*��!*�r��).�AM�,7��P(������).�k��'(��8"��!R���k)4!]��!7�����C����!<�{���4P7�����4D:)4!<�A��).�o#()4'CBU���45>��D:).�k�� "PV "5>����P(,(��;R'*).��=

�@)0bY,7��P(������)0�F).���cM. "!*���"M4���q��'O���45>��D:)q#()rKL����`(��).�c8"�����\������ "!*�c�� "Pz "5>����P(,(��;<'*).�
β = O(ε)

)4�YP(�� ��
Pz >��)k'(!*)q59�4!*�4��������� ������ "!]��'tM��"�c#&% '(!JKQ "!*#U!* "!JP(�\���o#().�Y���.��'(���������o#()q�c "!7�CI*bY,*)4!t)4� n ��'(� � � p	�)4�l�c "!7�CI*bc "����!�)4�l����!(!*).� � � ����=h�T!JP7��������!<�o#C'UD: R#(-4��)q#(){�c "'*������!*).��; (B1)

Ih'(!OP(��)4D+��)4�oM�,7��!C�
59)4D:)4!<�x#()c8>�����\��`(��)l).���d)�
&).M4��'*�>I"Pz)4��D:)4������!<�x#&%3)�BCP(����D:)4�T��).�d�.;R'7������ "!*�
!* "!SP(��'*�T)4!FKQ "!*M4���� "!:#()
�\�q8h����).����)r#C'S6*'(��#(){s{�\�0��'(�HKL�"M.)rD/�����x)4!+KQ "!*M4���� "!/#()r�\�q8h����).����)r#C':6*'(��#()

Vθ
sq!@% ��D+Pz "����)o;R'*)4����)

,7��'(��)4'(�
z = −1 + θ(1 + ε(η − b))

 "�
θ ∈ [0, 1]

=V�x%3)�BCP(��).������ "!E#()FM.)FM�,7��!(59)4D:)4!<�f#()F8"�����\��`(��)
��)k���� "'(89)kKL�"M4����)4D:)4!<�l5>��"M.)qsf�\�FP(���.M.�.#()4!<��)qM. "!*������'*M4���� "!�#C'J#(�489)4�� "P(PV)4D:)4!R�k�"���hD+P(�� "����;<'*)q#()
�L%3 "Pz�4������)4'(�

Zε(εη, βb)
)4�X!* "'*�+#( "!(!*)

Vθ = (1 +
ε

2
(1 − θ2)∆)V

=d���l).���+)4!*��'(����)OKL�����g'*����59)
#()S�L%W�"����'*M.)S,(������ "����;R'*)4D:)4!<�S�"���� hM4���.):sU�c)4!"G���D+��!@I@�l "!7�J)4�f�E��,* "!<�9I@;R'(�xM. "!*��������):sJ��)S��)4��8h���
#()X�L%W��P(P(�� .BC��D/������ "!a��'EP(��)4D+��)4�f "��#C��)+#().�0�.;R'7������ "!*�f� N*!1#&% ��!<���� h#C'(����):#()4'CB[!* "'(89)���'CBEP7����� �
D:-4����).�

λ1
)4�
λ2

)4�r#().�Y��)4��D:).�r#C����PV)4������KQ�c#*��!*�Y�\�gP(��)4D+��-4��)q�.;R'7������ "!@=(bc)4����){��).M�,(!(��;<'*)qPz)4��D:)4�
�\�OM. "!*������'*M4���� "!1#&% '(!*)SM4�\�"����)X)4!<����-4��)+#()gD: R#(-4��).�q#()S�l "'*������!*).��;��.;R'(��8"����)4!R����I@��'EM�,7��!(59)4D:)4!<�
#()08>�����\��`(��)0P(���.M.�.#()4!<�AP(��-.��I*��'tD: h#(-4��)

(B1)
)4�o#()0�\�gKQ "��D:)f��'(��8>��!<��) �

(S b
θ,λ1,λ2

)















(1 − εa2∆)∂tVθ + ∇η + ε

[

1

2
∇|Vθ|2 + a1∆∇η

]

= 0 ,

(1 − εa4∆)∂tη + ∇ · Vθ + ε
[

∇ ·
(

(η − b)Vθ

)

+ a3∆∇ · Vθ

]

= 0 ,

 "�S��).�
M. R)��/M4��)4!R���
(ai)1≤i≤4

#(�4PV)4!*#()4!R�x)�BCM4��'*����89)4D:)4!R�m#().�dP7������D:-4����).�
θ, λ1, λ2

="?vM.)l�����"#()>I")4�
�4����!<�c#( "!(!*�k;R'*)r�L% ��!<���� h#C'*M4���� "!�#()oM.).�xP7������D:-4����).�YPz)4��D:)4�Y#()o���hD:�4��������)4�x��).�m��)4��D:).�Y#C����PV)4������KQ�
#().�@�.;R'7������ "!*��I����<��P(P7����� ���i!7����'(��)4�<#&% ��!<���� h#C'(����)Y'(!F��).M. "!*#fM�,7��!(59)4D:)4!<�
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ε

2
(η−b))Vθ
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(1 − εa2∆) ∂tṼ + ∇η + ε
[1

4
∇|η|2 +

1

4
∇|Ṽ |2 +

1

2
(Ṽ · ∇)Ṽ +

1

2
Ṽ ∇ · Ṽ

−1

2
b∇η + a1∆∇η

]

= 0 ,

(1 − εa4∆) ∂tη + ∇ · Ṽ + ε

[

1

2
∇ ·
(

(η − b)V
)

+ a3∆∇ · Ṽ
]

= 0 ,
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ε
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Σ, η
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T1 ≥ 0 � s ≥ d

2
+ 1 � σ ≥ s+ 3

� 
(∇ψε

0, η
ε
0)

�� � �
Hσ(Rd)d+1 	 � � 	�

(ψε, ηε)0<ε<ε0

� � � �  � 	�� � � � � � ��� �  	 � � � � � ���
	
�
	���� � � � � ����
 � � 	 ��	� 	 �� � �

(ψε
0, η

ε
0)0<ε<ε0 �

 � ��� �

 � �
(∇ψε, ηε)0<ε<ε0

� � 	  � � � � 
 �  � �
W 1,∞([0,

T1

ε
];Hσ(Rd)d+1) 		� � ��
�
 � 	 

V ε = ∇ψε �
 � �
�� � 	 ��	�

(θ, λ1, λ2) ∈ [0, 1] × R
2  � � 
 � � � � ��� ��������

(T b
θ,λ1,λ2

) ∈ Σb 	�� � � � ��� � � �  ���  ε < ε0 �
	 �

��� 	 �
 �
T ≤ T1

 � � 
 � � ��� � �  	 ��

∀t ∈ [0,
T

ε
] , |V ε − V ε

app|L∞([0,t];Hs) + |ηε − ηε
app|L∞([0,t];Hs) ≤ C ε2t .
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√
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ε

2

η√
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∂tṼ +
√
h ∇η +

ε

2
Fh

(

Ṽ
η

)

= 0 ,

∂tη + ∇(
√
h · Ṽ ) +

ε

2

[

fh

(

Ṽ
η

)

−∇ ·
(h3

3
∇∇ · ( Ṽ√

h
) − h2∇∇ · (

√
h Ṽ )

)]

= 0 ,
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Fh

(

Ṽ
η

)

=
1√
h

(1

2
∇η2 +

1

2
∇|Ṽ |2 + (Ṽ · ∇)Ṽ + Ṽ∇ · Ṽ

+
1

h

(1

2
(∇h · Ṽ )Ṽ − |Ṽ |2∇h

))

,

fh

(

Ṽ
η

)

=
1√
h

(

∇ · (ηṼ ) − η

2h
∇h · Ṽ

)

.
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z = −1 + θ(1 + ε(η− b))
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Zε(εη, βb)
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β = O(1)
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Vθ = [1 − ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇· ) + ∇∇ · (h2 . ))] Ṽ
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(

1 − ε

2
P1

h

)

∂tVθ +
√
h ∇η +

ε

2

[

Fh

(

Vθ

η

)

+ b1
√
h∇∇ · (h2∇η)

+b2
√
h∇(h∇h · ∇η) + b3∇h∇ · (h

√
h∇η) + b4

√
h∇h(∇h · ∇η)

]

= 0 ,

(

1 − ε

2
P2

h

)

∂tη + ∇(
√
h · Vθ) +

ε

2

[

fh

(

Vθ

η

)

+ ∇ ·
(

c1h
2∇∇ · (

√
hVθ)

+c2h∇h∇ · (
√
hVθ) + c3h

√
h∇(∇h · Vθ) + c4

√
h∇h(∇h · Vθ)

)]

= 0 .

 "�t��).�o "Pz�4������)4'(��� P1
h

)4� P2
h
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P1
h = (1 − θ)

(

(1 − λ1)(θ + 1)∇(h2∇· ) + 2(1 − λ2)∇(h∇h· )
)

,

P2
h = (1 − λ3)

(

(θ2 − 1

3
)∇ · (h2∇ ) + (

3

2
θ2 − 7

6
)∇ · (h∇h× )

)

,

)4�r��).�oM. h)��/M4��)4!<���
(ai)1≤i≤4, (bi)1≤i≤4
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θ, λ1, λ2, λ3
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app, η
ε
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T1 ≥ 0 � s ≥ d

2
+ 1 � σ ≥ s + 3
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(∇ψε

0, η
ε
0)

�  � �
Hσ(Rd)d+1 	
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(ψε, ηε)0<ε<ε0
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(ψε
0, η

ε
0)0<ε<ε0 � � � � � 
 � �

(∇ψε, ηε)0<ε<ε0

� � 	  � � � � 
 �
W 1,∞([0, T1];H

σ(Rd)d+1) 	 � � ��
 
 � 	 
V ε = ∇ψε �
 � �

�� � 	 ��	�
(θ, λ1, λ2, λ3) ∈ [0, 1] × R

3  � � 
 � � � � �� �
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(T b

θ,λ1,λ2,λ3
) ∈ Σh 	

� � � � � � � � �  � �  ε < ε0 �
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 � � �  ��� ���

T ≤ T1
 � � 
 � � � � � �  	� �

|V ε − V ε
app|L∞([0,T ];Hs) + |ηε − ηε

app|L∞([0,T ];Hs) ≤ C ε2
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 � � ∇h = O(ε)
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(V ε
app, η

ε
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∀t ∈ [0,
T

ε
] , |V ε − V ε

app|L∞([0,t];Hs) + |ηε − ηε
app|L∞([0,t];Hs) ≤ C ε2t
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(∂t + ∂x)U1 = −1
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∂xN

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) +

1

2
b∂xU0 +

1

4
U0∂xb

+
1

4
N0∂xb+

a2 − a4

2
∂3

xN0 ,

(∂t − ∂x)N1 = −1

8
∂xU

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) −

1

2
b∂xN0 −

1

4
U0∂xb

−1

4
N0∂xb−

a2 − a4

2
∂3

xU0 .
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∂xk

∣

∣

∣
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< ∞

}
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s ≥ 2 � σ ≥ s + 5 � (v0, η0) ∈ Hσ,1(R)2

� 
b ∈ Hs+4,1(R) 	 � � 	 

(vε
Σ, η

ε
Σ)0≤ε≤ε0
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�
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(ΣKdV )
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ε
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∣

∣

∣(vε
Σ, η

ε
Σ) − (vε

KdV , η
ε
KdV )

∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(R))
≤ Cε(1 + εt) ,
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v ε, b
KdV =

U0 +N0

2
+
ε

4

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

−∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
b(x+ t− s)ds

+
1

2

∫ t

0
∂xb(x− t+ s)N0(T, x− t+ 2s)ds

−1

2

∫ t

0
∂xb(x+ t− s)U0(T, x+ t− 2s)ds

+
1

2
U0(T, x− t) (b(x) − b(x− t))

+
1

2
N0(T, x+ t) (b(x+ t) − b(x))

]

,

η ε, b
KdV =

U0 −N0

2
+
ε

4

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

−∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
b(x+ t− s)ds

+
1

2

∫ t

0
∂xb(x− t+ s)N0(T, x− t+ 2s)ds

−1

2

∫ t

0
∂xb(x+ t− s)U0(T, x+ t− 2s)ds

+
1

2
U0(T, x− t) (b(x) − b(x− t))

+
1

2
N0(T, x+ t) (b(x+ t) − b(x))

]

.
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s ≥ 2 � σ ≥ s + 5 � (v0, η0) ∈ Hσ(R)2
�  � � 	 

b ∈ W 1,∞(R) 	 � � 	 
(vε

Σ, η
ε
Σ)0≤ε≤ε0

� � � �  � 	�� � � � � � ��� �  	 � � � � �
(Σ)

� � � � ����
 � 	�� 	  	��� �
(v0, η0) 	 � � ��
 
 � 	  ��� 
 �

(u0, n0) = (v0+η0, v0−η0) 	 � � � � ���  � ��� �  	 � � (U0, N0)
� � ��� ��������

(ΣKdV )
� � ��� � ��
 � 	�� 	  	��� �

(u0, n0)
� �
 ��� ����
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L∞([0, T0];H
σ(R)) 	 � � � � � � � � �  � � � �� 	��   	 � � � � ��� � � � � � � 	��  �� � � ��� �

 ��� 
t ∈ [0,

T0

ε
]
�

∣

∣

∣(vε
Σ, η

ε
Σ) − (v ε, b

KdV , η
ε, b

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(R))
≤ Cε

√
t(1 + εt) ,
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bY,7��P(������))r ��M.)4��'(�l#&% '(!�K^ "!*#�)4!1KQ "��D:)O#()/D/����M�,*)U)4�XM.)4��'(�c#&% '(!$KQ "!*#$����!R'*�� "�L#*���c��)4!<��)4D:)4!<�
8>�����\��`(��)>=�w0��!*�f'(!�P(��)4D+��)4�F��)4D+P*��I�!* "'*�fP(���.��)4!R�� "!*�g��).�FD:�4��,* R#().�g!<'(D:�4����;R'*).�g'(�����������.�FPz "'(�
����Dg'(��)4�gM.).�f#C� 
&�4��)4!<���FD: R#(-4��).��= �A "'*�F��89 "!*�f��M4�m "P(���:PV "'(�f#().�g��M�,*�4D/�"�g)4!1#C� 
z�4��)4!*M.).�FN*!(��).�
#()S���hPz)/bY����!(�<���A��M�,* "���� "!aM. "'(P(���.�g��89).M+'(!*)SD:�4��,* R#()/#()S��)4�\� B(������ "!1��!R���� R#C'(����)/P7���f�l).����)+)4�
�c��'(!*)���' � � ���l)4�oGH'*��������KQ�.):'(�����4����)4'(��)4D:)4!<�+P7���X�l).����) � ���r�.89).MO��)4��D:).�FP(���.#C��M4��)4'(���p=Tbc)4����)/D:�����,* h#()�P(���.��)4!<��)]�L% ��!<���4��24�U#()�PV "'(89 "���O��%W� 
V����!*M�,(���O#C' M. "'(��)4'CBZ����������)4D:)4!R�U#().�+!* "!C�L����!*�����������.�
P(���.��)4!R��).�X#*��!*�F��).�F���� "���FD: R#(-4��).�pI@8h�\���L% '(���������������� "!e#&% '(!$��)4��D:)/P(���.#C��M4��)4'(��=d��).�g��M�,*�4D/�"�F!R'C�
D:�4����;R'*).�f�� "!<�F����!*���
M. "!*������'(�����F� N*!1#()SP(���.��)4��89)4�F��'E!(��89)���'$#C����M4��)4�0��).�0;R'7��!<�������.�fM. "!*��)4��89�.).�
P7���q��).�q�.;<'7������ "!*�0#() �0#C� #&% '(!1M.�"���>Iz)4�{��).�0�.;<'7������ "!*�0#()X�l "'*������!*).��;t#()X�L%W��'(����)>=&�@)S��M�,*�4D/�
�"���� hM4���.)ts��L%W��P(P(�� .BC��D/������ "! #() �0#C� M4�\�"������;<'*)�).���+)4!*��'(����)t8"������#(�.)J!R'(D:�4����;<'*)4D:)4!R�U)4!ZKQ "!*#
P(�\���F��'(�F��):M��"�f#&% '(!*)/ "!*#()/�� "������������)/��)SP(�� "P7��59)���!R�g89)4���F�\��#C�� "����)>I&P7���XM. "D+P7���������� "!a��89).M:�\�
�� "��'(���� "!]��!7�����h����;<'*)0M. "!(!R'*)f#&% '(!���)4�zP(�� "`(��-4D:)>=*���&�S�4���qM�,* "�����@#()0����DF'(��)4�r��)0M��"�r#()q�\�gD/����M�,*)
Pz "'(�X#C� 
&�4��)4!<��).�S8>����)4'(���S#()

ε
�45<����).�S��'*M.M.).������89)4D:)4!R�/s

0.05, 0.1
)4�

0.2
I
)4�XM.)J��'(�g'(!���)4D+P*�

#(){�L%3 "��#C��)0#()
O(1/ε3/2)

� N*!t#&%3 "`*��)4��89)4�r��)qM. "D+Pz "����)4D:)4!<�k#().�lD: h#(-4��).�o��'C��#()4�\sS#(){��)4'(�l����D+����)
��,*�. "����;R'*)0#()k8>������#C�����>=(�T!�M.)q;<'(�zM. "!*M.)4��!*)q��)qM��"�c#&% '(!UKQ "!*#J����!<'*�� "��#*���z��)4!R��)4D:)4!<�k8>�����\��`(��)>Ih��).�
����Dg'(�\������ "!*�k "!<�{�4���q�������������.)0Pz "'(�r��).�r8>����)4'(���

ε = 0.05
)4�
ε = 0.1

)4�o��'(�o#().�r��)4D+P*�o#()f�L%3 "��#C��)
#()
O(1/ε)

=(�@).�c���.��'(���������l#().�l����DF'(�\������ "!*�r!R'(D:�4����;<'*).�r��'(�Y��).�l#()4'CB/�� "Pz "5>����P(,(��).�r�� "!<�l)4!*��'(����)
P(���.��)4!R���.�c)4�m��).�YM. "'(��`z).�Y#&%3)4����)4'(�c)4!<����)A��).�Y#C� 
&�4��)4!<���YD: h#(-4��).�Y�� "!R�m�����"M.�.).��=(bc).�x���.��'(���������Y�� "!R�
N*!7����)4D:)4!<�{#C����M4'(���.�k)4�oM. "D+D:)4!R���.��=

�@)qbY,7��P(������) �fM. "����).��PV "!*#Us0'(!O�����.8>�����}�������������A)4!OM. "���\��`z "�������� "!J��89).MA�}��`(��)4!U�E����M�,*)A)4�Yw0�.8h��#
����!(!*).��=7���&).���oM. "!*���"M4���gsX�\�S����DF'(�\������ "!t!R'(D:�4����;<'*)g#().�o�.;R'7������ "!*�o#()F�{��).)4!C���q��5>,*#C��)4�ksX��)4'(�
M. "D+P7���������� "!e!<'(D:�4����;R'*)��.89).MU��)OD: R#(-4��)

(Σ)
=i�x% ��!R���4��24�:#()OM.)OD: h#(-4��)O#()��{��).)4!C���q��5>,*#C�l).���

#&% '(!*)XP7�����0;<'@% ���
)4!(5>�� "`V)X#*��!*�q'(!*)XM.)4��������!*)SD:).��'(��)F�� "'*�{��).�{D: h#(-4��).�qP(���.M.�.#()4!<����Iz)4�0#&%W��'(����)
P7�����t;R'@% ���{Pz)4��D:)4�t#&%3�4��)4!*#C��)E��)4'(��8>������#C�����EP(,<�C����;<'*)E)4!	��%W� 
z����!*M�,(��������!<�t#()E�L% ,R�RPz "��,*-.��)�#()
Pz)4������).����)S#()

ε
=&�T!1)�
&)4��I&M.)SD: R#(-4��):�J�4���+M. "!*������'(���f#*��!*�0��)+M��"#C��)+#C'����45>��D:):#C���f#()+��,7������ -�

�c����)4��Id "����)4'(��):'(!*):,R�RPz "��,*-.��)O#():Pz)4������).����):��'(�
µ
).���f!*�.M.).��� ������)>=�?A'*M4'(!*)/,R�RPz "��,*-.��)/#()OM.)

���hPz)l!@%3).���TKL������)r��'(�T��).�TP7������D:-4����).�
ε
)4�
β
= �A!+Pz)4'(�x#( "!*MlKL�"M4����)4D:)4!<�Y#(�459�4!*�4��)4�cM.)lD: R#(-4��)o89)4���

'(!UD: R#(-4��){#()k���RPz)k�l "'*������!*).��;+)4!OP(��)4!7��!R�r#()kPz)4������).�c8"����)4'(���c#()
ε
IR)4�l#( "!*MoKL������)k#()AD:24D:)0��'

!(��89)���'S#().������Dg'(�\������ "!*�
!<'(D:�4����;R'*).��="bc)mD: R#(-4��)Y#()c�{��).)4!C���q��5>,*#C�(�o�4����G_'*������N7�x���.M.)4D+D:)4!<�
P7���
?A��8"����)4y4� n ��D/��!(��)459 U)4�k����!(!*).� � p��i��'(�k#().�o��)4D+P*�A#()0�L%3 "��#C��)g#() O(1/ε)

�.89).Mf'(!*)FP(���.M4������ "![#()
�L%3 "��#C��)k#()

O(µ2/ε)
= �A "'*�xM�,* "���������� "!*�c#()r������8"��������)4�c��M4�}�.89).MA��)4'(�xKQ "��DF'(�\������ "!J#()oM.).�Y�.;<'7������ "!*��I

;R'(�i��)F���489-4��)X�"#*��P(���.)Ss+�\�OM. "!*������'*M4���� "!E#&% '(!���M�,*�4D/�:!R'(D:�4����;<'*)>= �{ "'*�A "P(�� "!*�{'(!*)g!* "'(89)4����)
KQ "���kPz "'(�k'(!E��M�,*�4D/�O)4!E#C� 
z�4��)4!*M.).�AN*!(��).�q#()f���RPz)SbY����!(�R���A��M�,* "���� "!�M. "'(P(���S�.89).Mg�\�:D:�4��,* h#()
#()E��)4�\� B*������ "!	��!<���� h#C'(����)1P7���t�l).����)E)4�]�c��'(!*)���'@=o?kN*!	#()�M. "!*������'(����)�'(!	��M�,*�4D/�v�"#(�.;R'7����I
!* "'*�{P(�� "'(89 "!*�q�� "'(�{#&%W��`z "��#�'(!*)gM. "!*��)4��8"������ "!�#&%3�4!*)4��5>��)S��Pz�.M4��N7;<'*)X��'(�{��).�{�.;R'7������ "!*��=&bc)4����)
M. "!*��)4��8>������ "!�).���SsJP(���� "���m��!*M. "D+P7������`(��)���89).M:�\��D:�4��,* h#()/#():��)4�\� B(������ "!eM�,* "������)O#*��!*�F��)/��)4!*�
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 "���L%3 "!1D: "!R����):;R'@%3)4����):).���0P(���.��)4��89�.)/sU'(!���).����)+#&%3 "��#C��)
O(ε(µ + ε)

P(��-.��=&��24D:):���TM.)+��).����)
!@%3).���mP7�"�x)4!:��,*�. "����)o����������KQ��������!R��I>!* "'*�&GH'*������N7 "!*�T�L% '(�����������A#&% '(!:��)4�*��).����)k#*��!*�T��)oM��"#C��)o;R'(�*!* "'*�
��!R���4��).����)>=h�k!J��M�,*�4D/�g).���l���� "���cM. "!*������'(���YPz "'(�cM.)kD: R#(-4��){)4�c�\�f;R'7�"������M. "!*��)4��8>������ "!UP(���.M.�.#()4!R��)
).���A#(�4D: "!<�����.)>=Vbc)F��M�,*�4D/�/).���k)4!*��'(����)08>������#(�0!R'(D:�4����;<'*)4D:)4!R�{)4!�KQ "!*#�P(�\���oP7���AM. "D+P7���������� "!
#().�r���.��'(���������k�.89).M0�\�S�� "��'(���� "![��!7�����R����;R'*)0M. "!(!<'*)F#().�o�.;<'7������ "!*�k����!*�r��)4��D:).�o#()q�� "Pz "5>����P(,(��)>=
�@).�r����DF'(�\������ "!*�r!R'(D:�4����;<'*).�o�� "!<�r)4!*��'(����)q)�
z).M4��'*�.�r��'(�c#()4'CBU�� "PV "5>����P(,(��).�o#C� 
&�4��)4!<��).� �<��)qM��"�
#&% '(!*)YD/����M�,*)Y��)4�R;R'*)m#*��!*�i��)cbY,7��P(������) ¢CIp)4�i��)mM��"��#&% '(!*)YP(�\��59)m)4!XPz)4!<��)m#( "'*M.)Y��)4�R;R'*)xP(���.��)4!<���
P7���k�{���������z)4�cM. "���\��`z "������)4'(���o#*��!*� � �����=hw{)4'CBUD: R#(-4��).�l�� "!R�c����DF'(���.��ICM.)4��'(�&#()q�q��).)4!C���{��5>,*#C�@)4���)FD: R#(-4��)X#()F�l "'*������!*).��;����RD:�4������;R'*)

(Σ)
 "�]�L%3 "!��+���4��!R���� R#C'(���q�\�+!* "Dg`(��)S#() n �� "�9).�

S
)4�{�\�

M. "!*������!R��)
β0
=@bc).�0����Dg'(�\������ "!*�f�� "!<�f)�
&).M4��'*�.).�qPz "'(�f#C� 
z�4��)4!R��).�08"����)4'(���q��!*#(�4Pz)4!*#*��!<��).�g#()

ε
I

µ
)4�
β
� N*![#&%3 "`*��)4��89)4�A��).�k����D+����).�A#()F8"������#C�����g#C']D: h#(-4��)

(Σ)
=7�d "'(�kN*!(����I7��).�o���.��'(���������{#()FM.).�

����Dg'(�\������ "!*�A�� "!<�k#C����M4'(���.�k)4�kM. "D+D:)4!<���.��=
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ul,(���fM�,7��P(��)4�F���0#()489 "��).#��� J��,*)O�"���RD+P(�� "����M+)�BCP7��!*���� "!$ �Kl��,*)SP(��)48h�� "'*������#()�N*!*).#$wA������M�,C�L��)4�H�
�{)4'(D/��!(!] "Pz)4������ "�

Zε(εη, βb)
�"�
ε
59 h).�l�� 

0
I*��!*#UK^ "�l`z "��,��� "PV "5>����P(,(��M����@��)45>��D:).�

β = O(ε)��!*#
β = O(1)

=
ui A��,(���T)4!*#&I=�c)YN*�����T)4!* "'(!*M.)r�� "D:)c59)4!*)4�����h��).��'(�����x��`V "'(�T)4������P(����Mr).;R'7������ "!*�T "!
�F��������P �
 "'(�xN*!7���V��,*). "��)4D P(�� �8h��#().�l�f����59 "�� "'*�mD:)4��,* h#/K^ "�c#()4��)4��D+��!(��!(5+��!J��P(P(�� .BC��D/������ "!� �K
��,*)AwA������M�,(��)4�H���A)4'(D/��!(!� "Pz)4������ "�Y��!R89 "��89).#/��!U��'*M�,O`V "'(!*#*�����+8>����'*)oP(�� "`(��)4D:�p= �1)o��,*)4!���P(P(���
��,(���k��).��'(���o�� +��,*)gM��"��)f �K
��,*)F "Pz)4������ "�

Zε(εη, βb)
��!*#[ "`(������![�"���hD+P(�� "����MF)�BCP7��!*���� "!*�k �KT��,(���

�\������)4�rKQ "�l`V "��,���)45>��D:).�k �Ki�� "Pz "5>����P(,<�9=m�d��!7�������9I(�H�Y +P(��)4����D+��!7�����t�"���hD+P(�� "����Mf�l "'*������!*).��;9�L�����9)
D: h#()4���;�r����,t�� "Pz "5>����P(,(��M����i)�
&).M4���A����)0#()4����89).#&=

����� 	�� �"!$#&%'!"(*),+.-&/0%
!"1�24351�26/738%:9�!$#
��!���,(���o��).M4���� "!@I}�c)f����'*#C���S59)4!*)4������)4������P(����Mg).;<'7������ "!] "!]�:#( "D/����!

Ω
5>��89)4!t`<� �

Ω = {(X, z) ∈ R
d+1/X ∈ R

d,−h0 +B(X) < z < η(X)} ,

�r,*)4��)0��,*)0K '(!*M4���� "!*�
B
��!*#

η
���������HK^�/��,*)0K^ "���� -�r��!(5/M. "!*#C������ "! �

∃hmin > 0 , ∀X ∈ R
d , η(X) −B(X) + h0 ≥ hmin .  � = � = ��!

�@)4�k'*�rM. "!*����#()4�o��,*){KQ "���� 9�r��!(5:59)4!*)4������)4������P(����Mf`V "'(!*#*�����U8"����'*)qP(�� "`(��)4D ��)4�o "!���,*)0#( "D/����!
Ω

−∇X,z . P ∇X,z u = 0
��!

Ω ,  � = � =W� !
u
|z=η(X)

= f
��!*#

∂n u |z=−h0+B(X)
= 0 ,  � = � =qp !

� �
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�r,*)4��)
P
���o�X#C�\��59 "!7���

(d+ 1) × (d+ 1)
D/��������BM�r,* >��)0M. R)��/M4��)4!R���

(pi)1≤i ≤d+1
����)qM. "!*������!R�

��!*#���������M4������PV >��������89)>= n ��������5>,<�HKQ "� �c����#C���9I
P
���kM. h)4��M4��89)>= �1)g#()4!* "��)F`R�

∂n u |z=−h0+B(X)
��,*)

 "'(�>�l����#:M. "!* "��D/���*#()4����8>������89)l�"���� RM4�\����).#X�� 
P
 �K
u
���
��,*)c�� 9�Y)4�T`z "'(!*#*����� {z = −h0+B(X)} I!7��D:)4��� �

∂n u |z=−h0+B(X)
= −n− · P ∇X,z u |z=−h0+B(X)

,�r,*)4��)
n−

#()4!* "��).�A��,*)f "'(�>�l����#�!* "��D/���i89).M4�� "�A�� :��,*)0�� -�Y)4�{`V "'(!*#*�����t �K
Ω
=l�* "�k��,*)g�����9)f �K

����D+P(����M4�����9I���,*)+!* "�������� "!
∂n

��� �c���h�X#()4!* "��).�f��,*)+ "'(�H�c����#aM. "!* "��D/���Y#()4����8>������89)/�"���� hM4�\����).#��� 
��,*)f)4������P(����M0P(�� "`(��)4D '(!*#()4�kM. "!*����#()4�������� "!@=

� ZGSv\}d�u2N �yN �yN���� � ��� � � � � ��� � ��	�� � �  � � � � �� � � � � � ��� �  � ∇X
� � ∇ 	

?{�i��! � r�rCI � �7I�� � �}�Y)l������!*��K^ "��D ��,*)l`z "'(!*#*�����F8>����'*)lP(�� "`(��)4D  � = � =W� !  � = � =qp ! ��!<�� f�{!*)h�e`z "'(!*#h������UP(�� "`(��)4D #()�N*!*).#t p89)4�o��,*)q6}���o`7��!*#
S = {(X, z) ∈ R

d+1/X ∈ R
d,−1 < z < 0} .

�@)4� n `z)q��,*)qKQ "���� 9�r��!(5U#C� 
z). "D: "��P(,(����D D/��P(P(��!(5 S �� 
Ω
�

S :

(

S −→ Ω

(X, z) 7−→
(

X, s(X, z) = (η(X) −B(X) + h0) z + η(X)
)

)

.  � = � = � !
� ZGSv\}d�u N��yN � o � � � ��� � � � 	���������� �  � � � � � � � ��� ���
� � � ��� �  � 	! 
	�� �"� � 	 # ��� � � ��� � 	 ��� � � �� � �
� � ��� 	�� �� ���� � �

(S)
 � ���
  	��  ���  ��� � ��� ��� � ��� � � � �

η
	��  ��� � � � � � � ��� �  � 	  � � � �  � 	�� � �

�� �  ��	�� 	� ��� 	 # ��� � � ��� � 	 � �
(S)

� � � � � � � � � ��� � � � � � ���� � � ��� � � � � � � � � � 	  � � � �� � � %$ � � �
� 	�� � � 	 �
	  � 	
bY��)��������9IR��K

v
���m#()�N*!*).#O �89)4�

Ω
��,*)4!

v = v ◦S ���x#()�N*!*).#/ p89)4� S =i?{�Y�fM. "!*��).;<'*)4!*M.)>IG�Y)kM���!O��)4���!E).;<'(��8>����)4!<�qP(�� "`(��)4D ��  � = � =W� !  � = � =qp !  "!���,*)F6}���A`7��!*# S '*����!(5O��,*)FKQ "���� 9�r��!(5JP(�� "PV >�������� "!
 ��).) � �.�(In� � ��K^ "�k�XP(�� h �K ! �
& d�V�T6V4P-WYU-W^V4] N��^N������

u
	 � � ��� �  	�� � � � � � 	 � 	!' � � � 	 � 	!( � 	 �  � � � � � � 	 �

u = u ◦ S 	 � � ��� �  	 � � � �
�� ������� � �  ��� � �� � � � ����� � ���

−∇X,z . P ∇X,z u = 0
	�� S ,  � = � =qr !

u
|z=0

= f
 � �

∂n u |z=−1
= 0 ,  � = � =q¢ !

� � ��� �
P (X, z)

	 � � 	�� �
� � �

P (X, z) =
1

η + h0 −B
MT P M ,

� 	 ��
M(X, z) =

(

(η + h0 −B)Id×d −(z + 1)∇η + z∇B
0 1

)

.



� 	 � 	 	���� 	 �  	 � � 
 ��  	 � � � � �  �� ��	 � ��p

bc "!*��).;R'*)4!<�����9I"��)4�d'*�dM. "!*����#()4��`z "'(!*#*�����f8>����'*)xP(�� "`(��)4D:�d`V)4�� "!(5>��!(5{�� o��,*)cM4�\�"���  � = � =qr ! �  � = � =q¢ ! =�(�� "D !* 9�� "!@I*��������)�K^)4��)4!*M.).�k�� S��,*)0P(�� "`(��)4D ��)4�k "! S �r�����@`V)q�\��`z)4����).#I�r����,[��!�'(!*#()4����M. "��)>=
���o���;�c)4�������r!* 9�r!]��,7���A)4������P(����Mf`z "'(!*#*������8"����'*)0P(�� "`(��)4D:�{ �K
��,*)0KQ "��D  � = � =qr !  � = � =q¢ ! ����) �Y)4���Pz >��).#S'(!*#()4�Y��P(P(�� "P(���\����){�"����'(D+P(���� "!*� �
�"����'(D+��!(50��,7���

P
��!*#/�����(�����x#()4����8>������89).�Y����)r`z "'(!*#().#

 "! S IV��K f ∈ Hk+ 3
2 (Rd)

��,*)4!E��,*)4��)S)�Bh�������0�/'(!(��;<'*)X�� "��'(���� "!
u ∈ Hk+2(S)

��  � = � =qr !  � = � =q¢ ! =ul,*)0P(�� h �K
���r89)4���UM4�\�"������M����i��!*#I�c)f "D+���o���r,*)4��)>=

?{�SP(��)48R�� "'*��������).)4!@I��Y)�!*).).#e�� �M. "!*����#()4�+��,*)UKQ "���� 9�r��!(5� "PV)4������ "�
Z(η,B)

�r,(��M�,vD/��P*�S��,*)
8>����'*)f �K

u
���r��,*)0'(P(Pz)4�o`V "'(!*#J�� :��,*)q8"����'*)f �K

∂zu|z=η
�

Z(η,B) :





H
3
2 (Rd) −→ H

1
2 (Rd)

f 7−→ ∂zu|z=η
�r����,

u
�� "��'(���� "!] �K  � = � =W� !  � = � =qp !



 .

� ZGS@\}dmu N��yN � � ��� � � � � ����  � �
Zε

� ��
 � ��� 	�� ���
	
�
	���� � � ����� ��� � � � �  � �� � � � �
��  � �

Z
	�� �� �

�  � � � � ��� �
P =

(

εId 0
0 1

)

	��
(1.1.2)(1.1.3) 	

ui {M. "!*������'*M4�T��!:��P(P(�� �Bh��D/������ "!: �K7��,(���T "Pz)4������ "�
Z(η,B)

I=�c)c!*).).#g��,*)YKQ "���� 9�r��!(5q��)4D+D/� �r,(��M�,
5>��89).�{�SM. R)4��M4������8h�����J��).��'(���o�����h��!(5+��!<�� U�"M.M. "'(!<�A��,*)f��!(���� "���� "P<�t �K

(1.1.2)(1.1.3)
=

� ZGS@S@\|N �yN � ����� �

η ∈W 1,∞(Rd)

 � �
B ∈W 1,∞(Rd) 	 � � ��� � � �  ��� V ∈ R

d+1 :

(V , P V ) ≥ c0( ||η||W 1,∞ , ||B||W 1,∞) |
√
P V | 2 ,

� � �
���
c0

	 �  �
 � 	 � �� � � � ��	� 	�� � � � � �  	�� � � 	�� ��� ��

c0(x, y) =
hmin

(d+ 1)2
min






1,

1

hmin(x+ h0 + y)
,

min
1≤i≤d

pd+1

pi

(x+ y)2






.

� ��� � � 	 �A����!(5:�T�� "PV >�������� "! � = � =qpJI}�c)fM���!7�r������)>I}�r����,
δ(X) = η(X) + h0 −B(X)

�

(V , P V ) =
( 1

δ
V , MT P M V

)

=
( 1

δ
M V , P M V

)

=
( 1

δ

√
P M V ,

√
P M V

)

=
∣

∣

∣

1√
δ
M (

√
P V )

∣

∣

∣

2



��� � 	 � ��������� � � ��
	�� � �� � � �� ��� ��� 	 � ��� �� ��� 	 � �  	�� � ��� � � 	 � � � � �

�r,*)4��) M =
√
P M (

√
P )−1 =xul,7��!(�C�r�� :M. "!*#C������ "!  � = � = ��! I �Y)F#().#C'*M.)f��,*)0��!<89)4������`(���������] �K M��!*#�,*)4!*M.)f �K M =Tul,(���o�h��)4��#(�r��,*)qKQ "���� 9�r��!(5:��!*).;R'7��������� �dKQ "�k�����

U ∈ R
d+1 I

|U | ≤ (d+ 1)
∣

∣

∣

√
δ M−1

∣

∣

∣

∞

∣

∣

∣

∣

1√
δ
MU

∣

∣

∣

∣

,

�r����,

M−1 =







1

δ
Id×d

1

δ
√
pd+1

√
P d ((z + 1)∇η − z∇B)

0 1






.

�r,*)4��) |A|∞ = sup
1≤i,j≤d+1

|ai,j|L∞(Rd)

��!*#
P d ���o��,*) d × d

#C�\��59 "!7���dD/��������B7�r,* >��)FM. h)��/M4��)4!<���
����)

(pi)1≤i≤d
=

��KA�Y)g��P(P(���U��,*)fP(��)48R�� "'*�r��!*).;R'7������������ + "'(�kP(�� "`(��)4DtI7 "!*)q59)4��� �

(V , P V ) ≥ 1

(d+ 1)2
∣

∣

∣

√
δ M−1

∣

∣

∣

2

∞

∣

∣

∣

√
P V

∣

∣

∣

2
.

ul,7��!(�C�r�� +��,*)f)�BCP(��).������ "!t �K M−1 5>��89)4![��`V p89)>I}�Y)F "`(������!t��,*)qKQ "���� 9�r��!(5/��!*).;R'7��������� �

(V , P V ) ≥ c0( ||η||W 1,∞ , ||B||W 1,∞) |
√
P V |2 ,

�r,*)4��)
c0
���k�"�r��!���,*)F��������)4D:)4!<�{ �Kd��,*)f��)4D+D/� � = � =qrC=

�@)4�o'*�o��!<���� h#C'*M.)f��,*)0��P7�"M.)
Hk,0(S)

�

Hk,0(S) = {v ∈ L2(S), ||v||Hk,0 :=

(
∫ 0

−1
|v(·, z)| 2

Hk(Rd)dz

)

1
2

< +∞} .

�1)�M���! !* -� ��������)t��,*)[D/����! ��).��'(���U �Kf��,(���UM�,7��P(��)4��I �r,(��M�, 5>��89).��������59 "'(�� "'*�JD:)4��,* h#vKQ "�
#()4����8h��!(5 �"���hD+P(�� "����M�)�BhP7��!*���� "!*�] �K

Z(η,B)
= �kKXM. "'(����)>I

P
I0��!*# ��,<'*�

P
Iq�"�)�c)4���g�"�J��,*)

`z "'(!*#*������).�
η
��!*#

B
I�M���!1#()4PV)4!*#1 "!

ε
��!1��,*)XK^ "���� -�r��!(5]��,*). "��)4Dt=:��!1��'*M�,1M��"��).��I@��,*)SP(�� h �K

M���!t`z)0)��"���������"#*��P(��).#SG_'*���r`<�J��)4D:)4DF`z)4����!(5/��,7���
0 < ε < 1

=

�5aAZ.V4dmZ�S N �yN ��¡�� � � 
p ∈ N

∗, k ∈ N
∗, η ∈W k+2,∞(Rd)

 � �
B ∈W k+2,∞(Rd) 	 � �  0 < ε <

1
 � �

uapp
� � � � �� ��  

−∇X,z · P ∇X,z uapp = εpRε 	 � S ,  � = � = � !

uapp |z=0
= f , ∂n uapp |z=−1

= εp rε ,  � = � =W� !



� 	 � 	 	���� 	 �  	 � � 
 ��  	 � � � � �  �� ��	 � ��r

� � �
���
(Rε) 0<ε<1

 � �
(rε) 0<ε<1

 � � ����� � � � � 	 � � ��� ��� � ������ � � �
ε
� � ��� � �  	�� � � � 	��

Hk+1,0(S)
 � �

Hk+1(Rd) 	
� � � � � 	 � ����  

hmin
	 � 	 ��� ��� ����� ���� � �

ε
 � ����   �� � � � � � �
	 �
����

(pi)1≤i≤d+1
� �
P

 � � � � � �
��  

(
pi

pd+1
)1≤i≤d

 � � ����� � � ��� ��  � � � ��  ��
γ
	�� � ��� �
� � ������ �

ε � � � � � �
∣

∣

∣

∣

Z(η,B)f − 1

η + h0 −B
(∂zuapp) |z=0

∣

∣

∣

∣

Hk+1
2

≤ εp
√
pd+1

Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) ,

� � �
���
Ck+2 = C(|η|W k+2,∞ , |B|W k+2,∞)

 � � � 	 �  � � � � ���
� �� � 	�� � � � � �  	�� � � � 	���  � ��� � �
���� �
	�� � ��� ��� � ���  � � �� � � � ��� �
	�������

(pi)1≤i≤d+1 	

� ��� � � 	 ��!���,(���oP(�� R �K�In�Y)g �K ��)4!�'*��)q��,*)f!* "�������� "! Ck = C(|η|W k,∞ , |B|W k,∞, h0, hmin, k, d,
γ)

�r,*)4��)/b ���0�O!* "!*#().M4��)��"����!(5�K^'(!*M4���� "!E �Kc�����f����5>'(D:)4!<����=gul,*)S!* "�������� "!
Ck

M���!E��,<'*�f��)�K^)4�
�� U#C� 
z)4��)4!R�fM. "!*������!<���pIz`('(�{ �Km��,*)S����D:)g�h��!*#&= � ,*)4!E!* OM. "!CK^'*���� "!�M���!�`V)gD/�"#()>I(�Y)S#()4!* "��)
`R�

L2 ��,*)0!* "��D L2(S)
=

? ����D+P(��)+M. "D+P('(�������� "!���,* 9�o�0��,7���
Z(η,B)

M���!�`z)+)�BhP(��).����).#E��!���)4��D:�f �KY��,*):�� "��'(���� "!
u
 �K

 � = � =qr !  � = � =q¢ ! 8R�\�S��,*){KQ "���� 9�r��!(5O��)4�\������ "! �

Z(η,B)f =
1

η + h0 −B
∂zu|z=0

.

�{����!(5+��,(���lKL�"M4��I}�Y)FM���!7�r������)

Z(η,B)f − 1

η + h0 −B
∂zuapp |z=0

=
1

η + h0 −B
∂z(u− uapp) |z=0

.

��!<���� h#C'*M4��!(5
ϕ := uapp − u

�Y)0'*��)f�X�����"M.)0��,*). "��)4D  ��).)0��)4����8h��)4� � r>���@P@=W��p ����� ! �� +59)4�

|Z(η,B)f − 1

η + h0 −B
(∂zuapp) |z=0

|
Hk+1

2
≤ Ck+1(||∂zϕ||Hk+1,0 + ||∂2

zϕ||Hk,0) .  � = � = � !

�������dM4��)����
��,7���i��,*)YP(�� R �K*��)4����).�
 "!FN*!*#C��!(50��!+�"#().;R'7����)YM. "!R���� "�C �K ||∂zϕ||Hk+1,0

��!*# ||∂2
zϕ||Hk,0

=
ul,*)0��).���o �Kd��,(���rP(�� h �K��r�����@,*)4!*M.)0`z)0#()489 "��).#t�� S��,*)f).������D/����)F �Kd`z "��,t��)4��D:��=
N�� �@)4�0'*�q`V)45>��!��r����,���,*)S).������D/����)+ �K ||∂zϕ||Hk+1,0

=Fu� �#()����xM. "����).M4�������r����,E��,(���qP(�� "`(��)4DtI
�c)0��!<���� h#C'*M.)f��,*)qKQ "���� 9�r��!(5/!* "��D ||.||

Ḣ1

#()�N*!*).#�`<� �

||ϕ||
Ḣ1 := ||

√
P ∇X,zϕ||L2 .

�d�������r��)4D/�����J��,7���rKQ "�k�����
α ∈ N

d ��'*M�,���,7��� |α| ≤ k, ∂αϕ
�� "��89).� �

{

−∇X,z · P ∇X,z ∂
αϕ = εp ∂αRε + ∇X,z · [∂α, P ]∇X,z ϕ ,

∂αϕ
|z=0 = 0 , ∂n(∂αϕ)

|z=−1 + ∂[∂α,P ]
n ϕ

|z=−1 = εp ∂αrε .
 � = � = � � !



��¢ � 	 � ��������� � � ��
	�� � �� � � �� ��� ��� 	 � ��� �� ��� 	 � �  	�� � ��� � � 	 � � � � �

��!F "��#()4���� k59)4�d��!X�"#().;R'7����)mM. "!R���� "�h �K(��,*)m!* "��D ||∂zϕ||Hk+1,0

Im�Y)mP(�� �89)Y��,*)TKQ "���� 9�r��!(5q).������D/����)
`<�J��!*#C'*M4���� "!] "! |α| ≤ k

�

∀α ∈ N
d / |α| ≤ k, ||∂αϕ||

Ḣ1 ≤ εp
√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) .  � = � = �>��!
ul,*)SP(�� h �Kc �K  � = � = �>��! ���0,*)4!*M.)+#C��8R��#().#E��!R�� ��>�c �P7������� �A��!(�����\������yp������ "!� �Kc��,*)S��!*#C'*M4���� "!���!*#,*)4��).#C�����9=

• ��!(�����\������yp������ "!�� |α| = 0 .ui���h��!(5
α = 0

I(DF'(������P(���h��!(5  � = � = � � ! `<� ϕ ��!*#J��!<��)45>��������!(5U`<�UP7�������o��)��"#(�r�� �

(P ∇X,z ϕ, ∇X,z ϕ )L2 +

∫

Rd

∂nϕ|z=0
ϕ
|z=0

−
∫

Rd

∂nϕ|z=−1
ϕ
|z=−1

= ( εpRε, ϕ )L2 .

ul,*):`z "'(!*#*�����1��)4��D ���F��,*):K ��).)O��'(�HKQ�"M.)/8"��!(����,*).�F`z).M���'*��)/ �Ko��,*)OM. "!*#C������ "!
ϕ

|z=0 = 0
��!*#

'*����!(5:��,*)0M. "!*#C������ "!E���o��,*)q`z "���� "D ��)��"#(�o�� �

(P ∇X,z ϕ, ∇X,z ϕ )L2 = ( εpRε, ϕ )L2 + εp
∫

Rd

rεϕ
|z=−1

.

�d��!7�������9I('*����!(5Ubl��'*M�,<�R� n M�,G�c����y+��!*).;R'7���������9I7 "!*)q59)4��� �

(P ∇X,z ϕ, ∇X,z ϕ )L2 ≤ εp ||Rε||L2 ||ϕ||L2 + εp |rε|L2(Rd) |ϕ|z=−1
|L2(Rd) .  � = � = � � !

�k).M���������!(5+��,7���
ϕ

|z=0
= 0

��!*#U��,7���r��,*)q`7��!*# S ���l`V "'(!*#().#J��!J��,*)q89)4������M�����#C����).M4���� "!@I7 "!*){M���!
'*��)r�d "��!*M������o��!*).;R'7���������+�� q��,7��� ||ϕ||L2 ≤ ||∂zϕ||L2

��!*# |ϕ
|z=−1

|L2(Rd) ≤ ||∂zϕ||L2

=
ul,*)4��)�KQ "��)>I
 � = � = � � ! �h��)4��#(�

(P ∇X,z ϕ, ∇X,z ϕ )L2 ≤ εp
√
pd+1

||Rε||L2 ||ϕ||
Ḣ1 +

εp
√
pd+1

|rε|L2(Rd) ||ϕ||Ḣ1 .

 � = � = � p !
�{����!(5:�@)4D+D/� � = � =qr+�� S`V "'(!*#

(P ∇X,z ϕ, ∇X,z ϕ )L2

K^�� "D `V)4�� -�fI* "!*)qN*!7�������J59)4��� �

c0( |η|W 1,∞ , |B|W 1,∞)||ϕ|| 2
Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

(||Rε||H0,0 + |rε|H0) ||ϕ||
Ḣ1 .

n ��!*M.)
c0( |η|W 1,∞ , |B|W 1,∞)

#()4Pz)4!*#(�Y "!(���: "!
hmin

I
d
��!*#

γ
��,(�� "'(5>,U��,*)A;<'7��!R�������

min
1≤i≤d

pd+1

pi `<�S�@)4D+D/� � = � =qr ! IR��!*#+����!*M.)l��,*)lK^'(!*M4���� "! c0 ���m�q#().M4��)��"����!(50K^'(!*M4���� "!/ �KV�����m����5>'(D:)4!<���  ��5<����!`<���@)4D+D/� � = � =qr ! I}�Y)F59)4�r��,*)qK^ "���� -�r��!(5O).������D/����) �

||ϕ||
Ḣ1 ≤ εp

√
pd+1

C1 (||Rε||H0,0 + |rε|H0) ,

�r,(��M�,�)4!*#(�r��,*)0��!(�����\������yp������ "!� �Kd��,*)0��!*#C'*M4���� "!@=

• � )4��).#C����� �mK^ "� m ∈ N
∗
N(B().#]��'*M�,]��,7���

m ≤ k
I��Y)F��'(P(PV >��)f��,7���  � = � = �>��! ���o89)4����N7).#]K^ "�q�����

α ∈ N
d ��'*M�,t��,7��� |α| ≤ m− 1

=
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�@)4�
α ∈ N

d ��'*M�,t��,7��� |α| = m
=x�]'(������P(���h��!(5  � = � = � � ! `<� ∂αϕ

��!*#���!<��)45>��������!(5U`<�JP7�������o "! S��)��"#(�k�� �

(P ∇X,z ∂
αϕ, ∇X,z ∂

αϕ )L2 +

∫

Rd

∂αϕ
|z=0 ∂n∂

αϕ
|z=0 −

∫

Rd

∂αϕ
|z=−1 ∂n∂

αϕ
|z=−1

= ( εp ∂αRε, ∂αϕ )L2 − ( [∂α, P ]∇X,z ϕ, ∇X,z ∂
αϕ )L2 −

∫

Rd

∂αϕ
|z=0 ∂

[∂α,P ]
n ϕ

|z=0

+

∫

Rd

∂αϕ
|z=−1 ∂

[∂α,P ]
n ϕ

|z=−1 .

ul,*)F`V "'(!*#*��������)4��D:�q���
z = 0

8"��!(����,]`V).M���'*��)g �KT��,*)FM. "!*#C������ "!
∂αϕ

|z=0 = 0
I}��!*#t'*����!(5:��,*)

��).M. "!*#t`V "'(!*#*������M. "!*#C������ "!
∂n(∂αϕ)

|z=−1 + ∂[∂α,P ]
n ϕ

|z=−1 = εp∂αrε I( "!*)059)4��� �

(P ∇X,z ∂
αϕ, ∇X,z ∂

αϕ )L2 = ( εp ∂αRε, ∂αϕ )L2 + εp
∫

Rd

∂αϕ
|z=−1 ∂

αrε

− ( [∂α, P ]∇X,z ϕ, ∇X,z ∂
αϕ )L2 ,

��!*#I�r����,Ebl��'*M�,<�R� n M�,G�c����y �

(P ∇X,z ∂
αϕ, ∇X,z ∂

αϕ )L2

≤ εp ||∂αRε||L2 ||∂αϕ||L2 + εp |∂αrε|L2(Rd) |∂αϕ
|z=−1

|L2(Rd)

+
∣

∣( [∂α, P ]∇X,z ϕ, ∇X,z ∂
αϕ )L2

∣

∣ .
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c0( |η|W 1,∞ , |B|W 1,∞)||∂αϕ|| 2
Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

(||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1

+
∣

∣( [∂α, P ]∇X,z ϕ, ∇X,z ∂αϕ )L2

∣

∣ .  � = � = � � !
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[∂α, P ]
�

[∂α, P ]∇X,z ϕ =
∑

α′+α′′=α

α′
6=0

C(|α′|, |α′′|)∂α′
P ∇X,z ∂

α′′
ϕ ,

�r,*)4��)
C
���k�SM. "!*������!<�{#()4PV)4!*#C��!(5O "!(���U "! |α′| ��!*# |α′′| =xul,(���o��)��"#(�o�� S��,*)f)�BCP(��).������ "!

( [∂α, P ]∇X,z ϕ, ∇X,z ∂
αϕ )L2

=
∑

α′+α′′=α

α′
6=0

C(|α′|, |α′′|)
(

∂α′
P ∇X,z ∂

α′′
ϕ , ∇X,z ∂

αϕ
)

L2
.
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P
��!*#t#().#C'*M.)qK^�� "D ���r��,*)f)�BCP(����M4���k)�BhP(��).������ "!t �K

∂α′
P
�

∂α′
P =









(

∂α′
η − ∂α′

B
)

Pd Pd ∂
α′U

(

Pd ∂
α′U
)T

∂α′

(

pd+1 + U · Pd U
η + h0 −B

)









,

�r,*)4��)
Pd

���A��,*)S#C�\��59 "!7���
(d × d)

D/��������B��r,* >��)XM. R)��/M.)4!R���F����)
(pi)1≤i≤d

I&��!*# U ��,*)X89).M4�� "�
#()�N*!*).#O`<� U = −(z+1)∇η+ z∇B =d�A����!(5g��,(���Y)�BCP(��).������ "!@Ih "!*){)��"�������+59)4���  �r����, ∇ = ∇X

! �
(

∂α′
P ∇X,z ∂

α′′
ϕ , ∇X,z ∂

αϕ
)

L2
=
(

(∂α′
η − ∂α′

B)Pd∇∂α′′
ϕ , ∇∂αϕ

)

L2

+
(

∂z∂
α′′
ϕPd ∂

α′U , ∇∂αϕ
)

L2
+
(

Pd ∂
α′U · ∇∂α′′

ϕ , ∂z∂
αϕ
)

L2

+

(

∂α′

(

pd+1 + U · Pd U
η + h0 −B

)

∂z∂
α′′
ϕ , ∂z∂

αϕ

)

L2

.  � = � = � r !
��K �Y)YK^ hM4'*�
 "!g��,*)YN*�����d��)4��D  �K*��,*)c����5>,<�
,7��!*#S����#()Y �K}��,(���d).;R'7���������9I��Y)l)��"�������f59)4�
��,*)mK^ "���� -�r��!(5
��!<��)4��D:).#C�\����)XM. "!<���� "�i'*����!(5Obl��'*M�,R�<� n M�,.�l����y+��!*).;<'7���������]��!*#J��,*)f#()�N*!(������ "![ �K ||.||

Ḣ1

�
(

(∂α′
η − ∂α′

B)Pd∇∂α′′
ϕ,∇∂αϕ

)

L2
≤

(

|η|W |α′|,∞ + |B|W |α′|,∞

)

||
√

Pd∇∂α′′
ϕ||L2

||
√

Pd ∇∂αϕ||L2

≤ (|η|W k,∞ + |B|W k,∞) ||∂α′′
ϕ||

Ḣ1 ||∂αϕ||
Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1 .

u� U#()4����89)X��,*)F�\�"���k��!*).;R'7���������9I(�Y)X'*��).#]��,*)F��!*#C'*M4���� "!E,R�RPz "��,*).�����q "! ||∂α′′
ϕ||

Ḣ1

����!*M.) |α′′| ≤
m− 1

=
�@)4�g'*�F!* -� KQ RM4'*�g "!$��,*)O��).M. "!*#1��)4��D  �Kr��,*):����5>,<�X,7��!*#a����#(): �K  � = � = � r ! =t�{����!(5t��,*)U����D:)����5>'(D:)4!<���q�"�rP(��)48h�� "'*��������!*#t�i "��!*M������F��!*).;<'7���������9I*��,*)qKQ "���� 9�r��!(5UM. "!<���� "���{��������) �
(

∂z∂
α′′
ϕPd ∂

α′U , ∇∂αϕ
)

L2
≤ ||

√

Pd∂
α′U||∞||∂z∂

α′′
ϕ||L2 ||

√

Pd ∇∂αϕ||L2

≤
√

||Pd||∞
pd+1

(

|η|W |α′|+1,∞ + |B|W |α′|+1,∞

)

||∂α′′
ϕ||

Ḣ1

||∂αϕ||
Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1 ,

����!*M.) ||Pd||∞
pd+1

≤ γ
=

ul,*)fM. "!R���� "�i �K
��,*)q��,(����#���)4��D  �K
��,*)0����5>,<�o,7��!*#]����#()f �K  � = � = � r ! M. "D:).�o��!���,*)f� ��D:) �c��� �
(

Pd ∂
α′U · ∇∂α′′

ϕ , ∂z∂
αϕ
)

L2
≤ εp

√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1 .



� 	 � 	 	���� 	 �  	 � � 
 ��  	 � � � � �  �� ��	 � ��

ul,*)S!*)�BC�f����)4P1M. "!*���������q��!1M. "!R���� "������!(5]��,*)S�\�"���0��)4��D  �Kc��,*)S����5>,<�f,7��!*#$����#()S �K  � = � = � r ! = �1)
!*).).#]�� :#( :�� "D:)FP(��)4����D+��!7�����I�Y "���t "!t��,(���k��)4��D `z)�K^ "��)F������)4D+P(����!(5U�� +`z "'(!*#����{�"#().;R'7����)4���9=
?�����������5>,<�HKQ "� �c����#�M. "D+P('(�������� "!]5>��89).� �

∂α′

(

pd+1 + U · Pd U
η + h0 −B

)

=
∑

β1+β2=α′

β1 6= 0

C(|β1|, |β2|)∂β1 (U · Pd U) ∂β2

(

1

η + h0 −B

)

+U · Pd U ∂α′

(

1

η + h0 −B

)

+ pd+1 ∂
α′

(

1

η + h0 −B

)

,

K^�� "D �r,(��M�,� "!*)f#().#C'*M.).� �
(

∂α′

(

pd+1 + U · Pd U
η + h0 −B

)

∂z∂
α′′
ϕ, ∂z∂

αϕ

)

L2

≤ ||Pd||∞ Ck+1 ||∂z∂
α′′
ϕ||L2 ||∂z∂

αϕ||L2

+Ck+1 ||
√
pd+1 ∂z∂

α′′
ϕ||L2 ||√pd+1 ∂z∂

αϕ||L2

≤ ||Pd||∞
pd+1

Ck+1 ||∂α′′
ϕ||

Ḣ1 ||∂αϕ||
Ḣ1 + Ck+1 ||∂α′′

ϕ||
Ḣ1 ||∂αϕ||

Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1 ,

�r,*)4��) �c)f "!*M.)0D: "��)0'*��).#���,*)q��!*#C'*M4���� "!],R�RPz "��,*).������=
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[∂α, P ]
��)��"#(�O�� $��,*)]N*!7���{).������D/����)

 �K |([∂α, P ]∇X,z ϕ , ∇X,z ∂
αϕ )L2 | �

∣

∣([∂α, P ]∇X,z ϕ , ∇X,z ∂
αϕ )L2

∣

∣ ≤ εp
√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1 .
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c0( |η|W 1,∞ , |B|W 1,∞)||∂αϕ|| 2
Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

||Rε||Hk,0 ||∂αϕ||
Ḣ1 .  � = � = � ¢ !

?{����!S��,*)Y��!(�����\������yp������ "!@I9��,(���d�\�"���
).������D/����)c��)��"#(�d�� k��,*)l#().������).#X��).��'(����I=�r,(��M�,S)4!*#(�d��,*)c,*)4��).#C�����
��!*#�,*)4!*M.)f��,*)0P(�� R �KT �K  � = � = �>��! =
ui :M. "!*M4��'*#()f��,(���lN*�����rP7�����k �Kd��,*)fP(�� R �K�In�Y)0'*��)q��,*)qKQ�"M4�r��,7��� �

||∂zϕ||Hk+1,0 ≤ C(k + 1) sup
|α|≤k+1

||∂z∂
αϕ||L2

≤ C(k + 1)
√
pd+1

sup
|α|≤k+1

||∂αϕ||
Ḣ1 ,

��!*#���,*)F).������D/����)  � = � = �>��! �c)lG_'*���rP(�� �89).#t�� XN*!7�������J59)4� �

||∂zϕ||Hk+1,0 ≤ εp

pd+1
Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) ,  � = � = � � !
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�r,(��M�,�)4!*#(�r��,*)qN*�����rP7�����A �Kd��,*)0P(�� h �K�=

o � ��!���,(���F��).M. "!*#�P7������I�Y)/����D ���FM. "!<���� "������!(5���,*)+;<'7��!R������� ||∂2
zϕ||Hk,0

=:u� t��,(���F)4!*#&I��c)
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||∂2
zϕ||Hk,0 ≤ εp

pd+1
Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) .  � = � = � � !

�1)lN*�����T'*��)r��,*)o).;R'7������ "!/���������HN7).#+`R�
ϕ
��!: "��#()4�Y�� 0)�BhP(��).���

∂2
zϕ

��!/��)4��D:�m �K& "��,*)4�m#()4����8"������89).�
 �K
ϕ
��'*M�,]�"� ∇ϕ, ∂zϕ,∇∂zϕ

 "�
∆ϕ

�

∂2
zϕ =

(

η + h0 −B

pd+1 + U · Pd U

)

[−∇X,z ·Q∇X,zϕ− ∂z (U · Pd U)

η + h0 −B
∂zϕ− εpRε] ,

�r,*)4��)
Q =

(

(η + h0 −B)Pd Pd U
(Pd U)T 0

) =
ul,*)qKQ "���� 9�r��!(5U).������D/����).�k��������)  '*����!(5 ||u||Hk,0 ≤ C(k) sup

|α|≤k
||∂αu||L2

! �

||∂2
zϕ||Hk,0 ≤ 1

pd+1
Ck

[

||∇X,z ·Q∇X,zϕ||Hk,0 + Ck+1 ||Pd||∞ ||∂zϕ||Hk,0

+εp||Rε||Hk,0

]

,

≤ 1

pd+1
Ck+1

[

C(k) sup
|α|≤k

||∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) ||L2

+
||Pd||∞√
pd+1

C(k) sup
|α|≤k

||∂αϕ||
Ḣ1 + εp||Rε||Hk,0

]

,

≤ 1

pd+1
Ck+1 sup

|α|≤k
||∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) ||L2

+
εp

pd+1

||Pd||∞
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) +
εp

pd+1
Ck+1 ||Rε||Hk,0 ,

≤ 1

pd+1
Ck+1 sup

|α|≤k
||∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) ||L2

+
εp

pd+1
Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ,

�r,*)4��) �c)0'*��).#  � = � = �>��! ��!*#t��,*)qKQ�"M4�r��,7��� ||Pd||∞
pd+1

≤ γ
=

ul,*)0�\�"���rP7�����A �Kd��,*)0��!(�����\������yp������ "!E����D:�k���kM. "����).M4������M. "!<���� "������!(5U��,*)q!* "��D
||∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) ||L2

=Tul,*)0��#()4!<�������

∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) =
∑

α′+α′′=α

C(|α′|, |α′′|)
(

∇X,z · ∂α′
Q∇X,z ∂

α′′
ϕ
)

,

��!*#���,*)0)�BCP(��).������ "!] �K
Q
K^'(��!(����,*).�r��,*)qKQ "���� 9�r��!(5O).������D/����).� �
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||∇X,z · ∂α′
Q∇X,z ∂

α′′
ϕ||L2 ≤ C

|α′
|
||∇ · Pd∇∂α′′

ϕ||L2

+C
|α′

|+1 ||
√

Pd||∞ ||
√

Pd ∇∂α′′
ϕ||L2

+C
|α′

|+2 ||Pd||∞ ||∂z∂
α′′
ϕ||L2

+C
|α′

|+1 ||Pd||∞ ||∂z∇∂α′′
ϕ||L2 )

≤ Ck+2 ( ||∇ · Pd∇∂α′′
ϕ||L2

+||
√

Pd||∞ ||∂α′′
ϕ||

Ḣ1 +
||Pd||∞√
pd+1

||∂α′′
ϕ||

Ḣ1 )

≤ Ck+2

(

||∇ · Pd∇∂α′′
ϕ||L2

+ εpCk+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ) .  � = � = � � !
�1)f).������D/����)0��,*)q��)4��D ||∇ · Pd∇∂α′′

ϕ||L2
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||∇ · Pd∇∂α′′
ϕ||L2 ≤ ||

√

Pd||∞
∑

1≤i≤d

||√pi∂
2
xi
∂α′′

ϕ||L2

≤ ||
√

Pd||∞
∑

1≤i≤d

||∂xi∂
α′′
ϕ||

Ḣ1

≤ d ||
√

Pd||∞ sup
|m|=|α′′

|+1
||∂mϕ||

Ḣ1

≤ d ||
√

Pd||∞ sup
|m|≤k+1

||∂mϕ||
Ḣ1

≤ εp Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) .
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||∇X,z · ∂α′
Q∇X,z∂

α′′
ϕ||L2 ≤ εpCk+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) ,

�r,(��M�,tN*!7�������U��)��"#(�o�� 

||∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) ||L2 ≤ εpCk+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) .
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||∂2
zϕ||Hk,0 ≤ εp
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Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) .
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Zε(εη, βb)
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Zε(εη, βb)f = ∂zu|z=εη
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8>����'*)0P(�� "`(��)4D
ε∆u+ ∂2

zu = 0
��!

Ω ,  � =W�C= ��!
u
|z=εη

= f , (∂zu− εβ∇b · ∇u)
|z=−1+βb

= 0 ,  � =W�C=W� !
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P ε �

P ε =
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ε Id×d 0
0 1
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β = ε
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β = 1
KQ "�r��,*)f��).M. "!*#] "!*)>=
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β = ε
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P(�� "`(��)4D �

−∇X,z · P ε ∇X,z u = 0
��! S ,  � =W�C= � !

u
|z=0

= f , ∂n u|z=−1
= 0 .  � =W�C=qr !
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P ε =









ε(1 + ε(η − b)) Id×d −ε2[(z + 1)∇η − z∇b]

−ε2[(z + 1)∇η − z∇b]T 1 + ε3 |(z + 1)∇η − z∇b|2
1 + ε(η − b)
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k ∈ N, η ∈W k+2,∞(Rd)

 � �
b ∈W k+2,∞(Rd) 	� � �
��� � � �� �

f
� � �� ��   ∇f ∈ Hk+6(Rd) � � � � � � �
∣

∣Zε(εη, βb)f − (εZ1 + ε2Z2)
∣

∣

Hk+1/2 ≤ ε3Ck+2 |∇f |Hk+6 ,

� 	 �� �






Z1 := −∆f ,

Z2 := −1

3
∆2 f − (η − b)∆f + ∇b · ∇f .
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p = 3

= �1)X�R!* -�
��,7��� ( pi

pd+1
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−∇X,z . P
ε ∇X,z uapp = εpRε ��! S ,  � =W�C=q¢ !

uapp |z=0
= f , ∂n uapp |z=−1

= εprε .  � =W�C= � !
�r,*)4��)

(Rε) 0<ε<1
��!*#

(rε) 0<ε<1
����)0`z "'(!*#().#���!*#()4PV)4!*#()4!R�����t �K

ε
��).��PV).M4����89)4���J��!

Hk+1,0(S)
��!*#

Hk+1(Rd)
=

�1)A#().M. "D+PV >��)A��,*)oD/��������B
P ε '(!*#()4�c��,*)rKQ "��D P ε = P0 + εP1 + ε2P2 + ε3Pε

�r,*)4��)
P0, P1, P2����)r��!*#()4Pz)4!*#()4!<�l �K

ε
IR��!*#/��KL�c)oP(��'(5f��,*)A#().������).#:)�BCP(��).������ "!/ �K

uapp
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Rε = ∇·T ε ��!*# rε = ez ·T ε
|z=−1

�r,*)4��)
T ε = P2∇X,zu1 +P1∇X,zu2 +Pε∇X,z(uo +u1 +u2)

I
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u0, u1, u2
�



























∂2
zu0 = 0 ,

∂2
zu1 +

(

∆ − (η − b)∂2
z

)

u0 = 0 ,

∂2
zu2 +

(

∆ − (η − b)∂2
z

)

u1 + (η − b)∆u0 − 2 [(z + 1)∇f − z∇b] ·
∇∂zu0 − [(z + 1)∆f − z∆b] · ∂zu0 − (η − b)2∂2

zu0 = 0 ,

�r����,



























u0|z=0
= f ,

ui|z=0
= 0, 1 ≤ i ≤ 2 ,

∂zui|z=−1
= 0, 0 ≤ i ≤ 1 ,

∂zu2|z=−1
−∇b · ∇u0|z=−1

= 0 .
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u0, u1, u2

���������HK^�Z��,*)]P(��)48h�� "'*�O).;R'7������ "!*����!*#
`z "'(!*#*�����JM. "!*#C������ "!*� �

u0 = f ,

u1 =

(

1

2
− (z + 1)2

2

)

∆f ,

u2 =

(

(z + 1)4

24
− (z + 1)2

4
+

5

24

)

∆2f +
(

1 − (z + 1)2
)

(η − b)∆f + z∇b · ∇f .
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Rε ��!*#
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||Rε||Hk+1,0 ≤ Ck+2 |∇f |Hk+6 , |rε|Hk+1 ≤ Ck+2 |∇f |Hk+3 .
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P ε �r,(��M�,]���r!* 9�	5>��89)4![`<�
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ε(1 + εη − b) Id×d −ε[ε(z + 1)∇η − z∇b]

−ε[ε(z + 1)∇η − z∇b]T 1 + ε |ε(z + 1)∇η − z∇b|2
1 + εη − b
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k ∈ N, η ∈W k+2,∞(Rd)

 � �
b ∈W k+2,∞(Rd) 	� � �
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f
� � �� ��   ∇f ∈ Hk+6(Rd) � � � � � � �
∣

∣Zε(εη, βb)f − (εZ1 + ε2Z2)
∣

∣

Hk+1/2 ≤ ε3Ck+2 |∇f |Hk+6 ,
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Z1 := −∇ ·
(

(1 − b)∇f
)

,

Z2 :=
1

2
∇ ·
(

1

3
(1 − b)3 ∇∆f − (1 − b)2 ∇∇ ·

(

(1 − b)∇f
)

)

− η∆f .
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u0 = f ,

u1 =
(1 − b)2

2
(1 − (z + 1)2)∆f + z (1 − b)∇b · ∇f ,

u2 =
(1 − b)4
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∆2f z4 +

(1 − b)3

6
∆∇ ·

(

(1 − b)∇f
)

z3 − (1 − b)η∆f z2

+
[(1 − b)

2
∇ ·
(

(1 − b)3

3
∇∆f − (1 − b)2∇∇ ·

(

(1 − b)∇f
)

)

−η
(

2(1 − b)∆f + ∇b · ∇f
)]
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∂tψ + η − ε∂tηZε(εη, βb)ψ +
1

2

[

ε |∇ψ − ε∇ηZε(εη, βb)ψ|2

+ |Zε(εη, βb)ψ|2
]

= 0 ,

∂tη + ε∇η ·
[

∇ψ − ε∇ηZε(εη, βb)ψ
]

=
1

ε
Zε(εη, βb)ψ .
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σ, s ∈ R � ε0 > 0 � T > 0
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(V ε, ηε)0<ε<ε0
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W 1,∞([0,
T

ε
]; Hσ(Rd)d+1)
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ε
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σ
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�� � 	 �� �� � � ��� � � � 	 � � ��� �
 ��� �

(B1)















∂tV + ∇η +
ε

2
∇|V |2 = 0 ,

∂tη + ∇ · V + ε

[

∇ ·
(

(η − b)V
)

+
1

3
∆∇ · V

]

= 0 .
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T > 0 � s ≥ 0 � σ ≥ s
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(ψε, ηε)0<ε<ε0
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ε
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ε
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σ
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 � � V ε := ∇ψε 	 � � ���
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(V ε, η)0<ε<ε0
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∂tV + ∇η +
ε

2
∇|V |2 = 0 ,

∂tη + ∇ · (hV ) + ε

[

∇ · (ηV ) − 1

2
∇ ·
(

h3

3
∇∇ · V − h2∇∇ · (hV )

)]

= 0 .
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∂tV + ∇η +
ε

2
∇|V |2 = 0 ,

∂tη + ∇ · V + ε

[

∇ ·
(

(η − b)V
)

+
1

3
∆∇ · V

]

= 0 .
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Vθ =
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1 +
ε
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(1 − θ2)∆

)
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1 +
ε

2
(θ2 − 1)∆
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V + O(ε2)
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∂tVθ + ∇η +
ε

2

(

∇|V |2 + (θ2 − 1)∆∂tVθ

)

= O(ε2) ,

∂tη + ∇ · Vθ + ε

[

∇ ·
(

(η − b)V
)

+

(

θ2

2
− 1

6

)

∆∇ · Vθ

]

= O(ε)2 .
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∂tVθ = −∇η +O(ε) = (1 − λ2)∂tVθ − λ2∇η +O(ε) ,

∇ · Vθ = −∂tη +O(ε) = λ1∇ · Vθ − (1 − λ1)∂tη +O(ε) ,�r,*)4��)
λ1

��!*#
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∂tVθ + ∇η +
ε

2

[

∇|Vθ|2 − λ2(θ
2 − 1)∆∇η − (λ2 − 1)(θ2 − 1)∆∂tVθ

]

= O(ε2) ,

∂tη + ∇ · Vθ + ε

[

∇ ·
(

(η − b)Vθ

)

+ λ1

(

θ2

2
− 1

6

)

∆∇ · Vθ

−(1 − λ1)

(

θ2

2
− 1

6

)

∆∂tη

]

= O(ε2) .
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(1 − εa2∆)∂tVθ + ∇η + ε

[

1

2
∇|Vθ|2 + a1∆∇η

]

= 0 ,

(1 − εa4∆)∂tη + ∇ · Vθ + ε
[

∇ ·
(

(η − b)Vθ

)

+ a3∆∇ · Vθ

]

= 0 .

�r����,
a1 = −λ2

θ2 − 1

2
, a2 = (λ2 − 1)

θ2 − 1

2
,

a3 = λ1

(

θ2

2
− 1

6

)

, a4 = (1 − λ1)

(

θ2

2
− 1

6

)

.
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ε

2
(1 − θ2)∆
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(V ε
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(

1 +
ε

2
(1 − θ2

1)∆
) (

1 − ε

2
(1 − θ2)∆
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?r#*��P(����!(5+��,*){!* "!(����!*)����oM�,7��!(59)0 �K�8>�����\��`(��).�l �K � � �
�z�� X��,*)AP(��).��)4!<�rM��"��)q �K�8>�����\��`(��){#()4P(��,@In�c)��!<���� h#C'*M.)

Ṽ
�

Ṽ =
(

1 +
ε

2
(η − b)

)

V .
ul,(���r!* "!(����!*)����{M�,7��!(59)F �K
8>�����\��`(��)f���hD:)4������y�).�r��,*)0!* "!(����!*)����kP7�����A �Kd��,*)0).;R'7������ "!*��=
ul,(���0M�,7��!(59)+ �KY8"�����\��`(��).�0 "!(���[� 
&).M4���q��,*)g!* "!(����!*)����0��)4��D:�f��!*#[!* "�q��,*)S#C����Pz)4������89)g��)4��D:��=f��K
(V ε, ηε)0<ε<ε0

���xM. "!*��������)4!<���r����,U�q���C����)4D
(S b

θ,λ1,λ2
)
 �K&��,*)oM4�\�"��� Sb I>��,*)4! Ṽ ε = (1+

ε

2
ηε)V ε

��!*#
ηε ����������K �O��,*)qK^ "���� -�r��!(5O).;R'7������ "!*� �


































(1 − εa2∆) ∂tṼ
ε + ∇ηε + ε

[1

4
∇|ηε|2 +

1

2
∇|Ṽ ε|2 +

1

2
Ṽ ε ∇ · Ṽ ε − 1

2
b∇ηε

+a1∆∇ηε
]

= O(ε2) ,

(1 − εa4∆) ∂tη
ε + ∇ · Ṽ ε + ε

[

1

2
∇ ·
(

(ηε − b) Ṽ ε
)

+ a3∆∇ · Ṽ ε

]

= O(ε2) .

?{�X "`*��)4��89).#���! � � �
��IT��K �Y)JM. "!*����#()4�:�[�>�Y ���#C��D:)4!*���� "!7���A#( "D/����!@IT��,7���S���X�� E���.� d = 1
IT��,*)

!* "!(����!*)����+��)4��D:�+����)��"M4��'7�����������hD+D:)4������M>=E�Y'(�S��,(���X���g!* "�X��,*)JM��"��)O��!Z�t��,(��).)���#C��D:)4!*���� "!7���
#( "D/����!@= �  -�Y)489)4�B�c)]M���! #()���� �r����,v��,(���:P(�� "`(��)4D K^ "�

d = 2
'*����!(51��,*)JKQ "���� 9�r��!(5���)4D/�����

M. "D+��!(5+K^�� "D � �.��� �
1

2
∇|Ṽ ε|2 =

1

4
∇|Ṽ ε|2 +

1

2
(Ṽ ε · ∇)Ṽ ε +

1

2
Ṽ ε ∧ (∇× Ṽ ε)

?{����'(D+��!(5+��,7��� ∇× Ṽ ε = O(ε)
I* "!*)qKQ "��D/��������#()4����89).�o��,*){KQ "���� 9�r��!(5U���h����)4D �



































(1 − εa2∆) ∂tṼ
ε + ∇ηε + ε

[

1

4
∇|ηε|2 +

1

4
∇|Ṽ ε|2 +

1

2
(Ṽ ε · ∇)Ṽ ε

+
1

2
Ṽ ε ∇ · Ṽ ε − 1

2
b∇ηε + a1∆∇ηε

]

= O(ε2) ,

(1 − εa4∆) ∂tη
ε + ∇ · Ṽ ε + ε

[

1

2
∇ ·
(

(ηε − b) Ṽ ε
)

+ a3∆∇ · Ṽ ε

]

= O(ε2) .

ul,*)r!* "!(����!*)����Y��)4��D:�m �K&��,*)rP(��)48h�� "'*�m���C����)4D ����)r!* -� ���hD+D:)4������Mr��)45<����#C��).���Y �Kz��,*)k#C��D:)4!*���� "!@=
ul,(���rP(��)48h�� "'*�kM. "D+P('(�������� "!*�q����)f��'(D+D:).#�'(P���!]��,*){K^ "���� -�r��!(5/P(�� "Pz >�������� "!��
& d�V�T6V4P-WYU-W^V4]lo���o��yN ��� � 

(V ε, ηε)0<ε<ε0

� �  �  � 	�� ��� � � � 	 �� ���� � 	 ��  ��� �� �
�
(S b

θ,λ1,λ2
)
 ���

Ṽ ε =
(

1 +
ε

2
ηε
)

V ε 	 ��� ∇× Ṽ ε = O(ε) � �� ��� �� � �  � 	�� �
(Ṽ ε, ηε)0<ε<ε0

	 � � � � ��	 �
 ���� � 	 ��
�� � � ����� � � 	�� � �� �� ��� �

(T b
θ,λ1,λ2

)



































(1 − εa2∆) ∂tV + ∇η + ε
[1

4
∇|η|2 +

1

4
∇|V |2 +

1

2
(V · ∇)V +

1

2
V ∇ · V

−1

2
b∇η + a1∆∇η

]

= 0 ,

(1 − εa4∆) ∂tη + ∇ · V + ε

[

1

2
∇ ·
(

(η − b)V
)

+ a3∆∇ · V
]

= 0 .
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�1)r��!R���� R#C'*M.)A��,*)oM4�\�"��� T b M. "D+Pz >��).#x�r����,O��,*)o���C����)4D:� (T b
θ,λ1,λ2

)
K^ "�Y��!R�

(θ, λ1, λ2) ∈ [0, 1]×
R

2 =T�{����!(5:��,(���r��).��'(����I}�Y)0P(�� p89)0��,*)qKQ "���� 9�r��!(5OP(�� "PV >�������� "! �

& d�V�T�V�P-WYU-W^V4] o�� o � o � � �

θ ∈ [0, 1]

 � �
(ψε, ηε)0<ε<ε0

� �  �  � 	 � � � � � ��� �  	 � � � � � ���
	
�
	����

� � �����  
(∇ψε, ηε)0<ε<ε0

	 ��� ��� ��� ��� � 	 �� ��� ��� ���   �
ε
	��
W 1,∞([0,

T

ε
]; Hσ(Rd)d+1)

� 	���
σ�  � � � ��� ��� � � 	� � � ��
 � �

Ṽ ε =
(

1 +
ε

2
(η − b)

)(

1 +
ε

2
(1 − θ2)∆

)

∇ψε 	 � � ��� � � �  ���
(λ1, λ2) ∈ R

2 � �� �
�  � 	�� �

(Ṽ ε, ηε)0<ε<ε0

	 � � � � � 	 �� ���� � 	��� �� � ��� �
 ���
(T b

θ,λ1,λ2
) 	

� ��� � � 	 ul,7��!(�h�Y�� F�x�� "PV >�������� "!t�C= � = � IR��,*)rKL��D+����� (V ε
θ , η

ε)0<ε<ε0

���cM. "!*��������)4!R���r����,U��,*)k���C����)4D
(S b

θ,λ1,λ2
)
KQ "�o�����

(λ1, λ2) ∈ R
2 I��r,*)4��) V ε

θ =
(

1 +
ε

2
(1 − θ2)∆

)

V ε ��!*# V ε = ∇ψε = �1)q��,*)4!
'*��)/��,*):KQ "���� 9�r��!(5E��)4D/����� �S`R��,<�hPV "��,*).�����pIi��,*)O������#C��D:)4!*���� "!(!7���l89)4�� hM4������N7)4��#

V ε
euler

 �Kr��,*)
6*'(��#U���l������ "�������� "!(!7���LI(��,R'*�l'*����!(5S��,*)A��!R���� R#C'*M4���� "!�!* "�������� "!*� � ∇×∇φε = ∇×∇ψε = 0

��!*#
,*)4!*M.) ∇× V ε = 0

= �1)g)��"�������t#().#C'*M.)F��,7��� ∇× V ε
θ = O(ε)

��!*# ∇× Ṽ ε = O(ε)
=o?AP(P(���R��!(5

��,*)0P(��)48h�� "'*�rP(�� "Pz >�������� "!t�h��)4��#(�o��,*)q��).��'(����=

�.��� � �4)*( 1�	 #4�") %
),��� 3 � 	 	 ) %:9
! ( 3 �.38%') 	 3
�1)m��)4D/�����9).#F��!f��,*)xN*�����i��).M4���� "!F��,7������,*)4��)Y)�Bh�������@8>����'*).�� �K

(θ, λ1, λ2)
��'*M�,F��,7���i��,*)m#C����Pz)4������89)

��)4��D:�q����)g���RD+D:)4������M>=qbc "!*��).;<'*)4!R�����9IV��,*)FM. "����).��Pz "!*#C��!(5����h����)4D
(T b

θ,λ1,λ2
)
 �Kx��,*)FM4�\�"��� T b ���M. "D+P(��)4��)4���E���hD+D:)4������MX����!*M.)g`z "��,E�����0#C����Pz)4������89)F��)4��D:�g��!*#[!* "!(����!*)����0��)4��D:�f����)S���hD+D:)4������M>=

�1)r��,R'*�x��!R���� R#C'*M.)A��,*)r!* "!C��)4D+P(���:��'(`VM4�\�"���m �K T b #()4!* "��).#:`R� Σb M. "D+PV >��).# �r����,/��,*)o���C����)4D:� �Ko��,*):K^ "��D
(Tθ,λ1,λ2)

b K^ "���r,(��M�,|�Y)O,7�.89)
a1 = a3

I
a2 ≥ 0, a4 ≥ 0

=tul,*)/N*�����XM. "!*#C������ "!
a1 = a3

���hD:)4������y�).�0��,*)S!* "!(����!*)����f��)4��D:�g��!*#E��,*)S�\�"���f "!*).�
a2 ≥ 0, a4 ≥ 0

)4!*��'(��)S��,*)'�c)4�����
Pz >��).#C!*).���q �Km��,*).��)SM. "D+P(��)4��)4�������RD+D:)4������M+���h����)4D:�p={��!*#().).#&Iz "!*)S �Km��,*)X5>��)����0�"#C8>��!<����59).�F �K
��,*).��)F���h����)4D:�l`V)4�� "!(5>��!(5:�� 

Σb ���r��,7���E�Y)f,7�.89)F�'�c)4�����LPV >��).#C!*).���k p89)4�A�S�\����59)q����D:)f��M�����) �
& d�V�T�V�P-WYU-W^V4]|o �����yN�� � � 

s >
d

2
+1

 ���
(θ, λ1, λ2)

� � � � � � ��   �� � ��� �� ���
(T b

θ,λ1,λ2
)
� � � � � � �

 � �� � � �  � �
Σb 	� � �
� � � � �� �
(V0, η0) ∈ Hs(Rd)d+1 � �� ��� � ��� 	 ����   	 ���

T0 ≥ 0
	�� � ��� �
� � ���� � �

ε
 � �  � � 	 
 � �

� ��� �  	 � �
(V, η) ∈ C([0,

T0

ε
];Hs(Rd)d+1)∩ C1([0,

T0

ε
];Hs−3(Rd)d+1)

 ���� � ��� �� ���
(T b

θ,λ1,λ2
)

� � �� ��  
(V, η)

|t=0
= (V0, η0) 	

� � �
�� ����� � ��� � �� 	 � � � 	 
 � � � ��� �  	 � � 	 � ����� � � ��� 	�� � ��� �
� � ������ � � �
ε
	 � �� � � ��� � � � 	 � � � ��� � � �

�� �
��� ��� 	 ���� �� � � ��  ��
C0

	�� � ��� ��� � ���  � �
ε
� � � � ��   � � �  ���

k
� �
� 	 ��� 	�� �

s− 3k >
d

2
+ 1 � � ��  � � �

|(V, η)|
W k,∞([0,

T0
ε

];Hs−3k(Rd)d+1)
≤ C0 .

� ��� � � 	 ul,(���c��,*). "��)4D ���l�F89)4���/M4�\�"������M����V��).��'(���l "!O,R�RPz)4��`V "����Mq���hD+D:)4������M{;<'7�"��������!*)����r���C����)4D:��I
��!*#I�c)f "D+���o��,*)0P(�� h �K
,*)4��)>=
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?{�i��! � � �
��I��c)r����)Y!* -� ��`(��)c�� A����59 "�� "'*�����XM. "!*������'*M4�x��P(P(�� �Bh��D/����)o�� "��'(���� "!*�
�� A��,*)��l����)4���c�.89).�
P(�� "`(��)4D K^�� "D ��,*)f�� "��'(���� "!*�k �KT��!R�J �K
��,*).��)f���RD+D:)4������Mf���h����)4D:�p=
�� "��)gP(��).M4����)4���9I@��)4�q'*�0M. "!*����#()4�F�J�� "��'(���� "!

(ψε, ηε)
�� J��,*)S��!(�����\���x���C����)4D  �C=q�C= � ! �r����,���!(�����\���#*�����

(ψε
0, η

ε
0)
��'*M�,1��,7���

(∇ψε
0, η

ε
0) ∈ Hs(Rd)d+1 KQ "�F����'(������`(�����\����59)+8>����'*)+ �K s = �1)/#()�N*!*)

V ε = ∇ψε ��!*# V ε
0 = ∇ψε

0

=T�*�� "D ��,(���c�� "��'(���� "!� �K@��,*)E�l����)4���l�.89).�lP(�� "`(��)4DtI��Y){M. "!*������'*M4�o��!
��P(P(�� .BC��D/����)F�� "��'(���� "![�"�lKQ "���� 9�o� �

• �1):N*�����FM. "!*������'*M4���r,7���5�Y)OM������x,*)4��)O��P(P(�� �Bh��D/����)O��!(�����\���Y#*�����CIi`<�$��P(P(���h��!(5]��,*):�>�Y 
��'*M.M.).������89)fM�,7��!(59).�k �K
8"�����\��`(��)f "!]��,*)0#*�����

(V ε
0 , η

ε
0)
�







V ε
Σ,0 =

(

1 +
ε

2
(ηε

0 − b)
) (

1 +
ε

2
(1 − θ2)∆

)

V ε
0 ,

ηε
Σ,0 = ηε

0 .

• �1)k��,*)4!/M�,* h >��)o��,*)kP7������D:)4��)4���
(θ, λ1, λ2) ∈ [0, 1]×R

2 ��'*M�,O��,7���x��,*)k���C����)4D (T b
θ,λ1,λ2

)`z)4�� "!(59�
�� A��,*)YM4�\�"���
Σb  �K}M. "D+P(��)4��)4���g���RD+D:)4������Ml���C����)4D:�  ��,(���TM�,* "��M.)c���T��� �c�.�C�
Pz >������`(��)�"� �c)+���R��P(��)48h�� "'*����� ! =F�{����!(5��T�� "PV >�������� "!$�C=qpC= � I(�Y)S�h!* 9� ��,7���q��,*)4��)+)�Bh�������q�O'(!(��;R'*)

�� "��'(���� "! �� ���,(���J���C����)4D �r����, ��!(�����\���0#*�����
(V ε

Σ,0, η
ε
Σ,0)

� �Y)E#()4!* "��)���,(���J�� "��'(���� "! `<�
(V ε

Σ, η
ε
Σ)
=

• �(�� "D��,(���0)�B*�"M4�0�� "��'(���� "!� �Km��,*)+���hD+D:)4������MS���h����)4D
(T b

θ,λ1,λ2
)
I(�Y)XN*!7��������M. "!*������'*M4�F��!

��P(P(�� �Bh��D/����)k�� "��'(���� "!: �K7��,*)��c����)4���l�.89).�xP(�� "`(��)4D `R�g��'*M.M.).������89)4���g��!*#:��P(P(�� .BC��D/������89)4���
��!R89)4������!(5/��,*)0�H�Y OM�,7��!(59).�k �K
8>�����\��`(��)F�"�o��,* -�r!]`z)4�� 9� �







V ε
app =

(

1 − ε

2
(1 − θ2)∆

) [(

1 − ε

2
(ηε

Σ − b)
)

V ε
Σ

]

,

ηε
app = ηε

Σ .

ul,(���AK^ "��D/���dM. "!*������'*M4���� "!� �KY��!E��P(P(�� �Bh��D/����)S�� "��'(���� "!�KQ "'(!*#(�k�����AD/����,*)4D/������M����zGH'*������N7M������� "!
��!���,*)qKQ "���� 9�r��!(5O��,*). "��)4D �r,(��M�,[���r��,*)0�\�"���r��).��'(���A �Kd��,(���oM�,7��P(��)4��=

�5aAZ.V4dmZ�S o ����� o�� � � 
T1 ≥ 0 � s ≥ d

2
+ 1 � σ ≥ s + 3

 � �
(∇ψε

0, η
ε
0)

� � 	��
Hσ(Rd)d+1 	 � �


(ψε, ηε)0<ε<ε0

� �  �  � 	�� �	� � � ��� �  	 � � � � � ���
	
�
	���� � 	 �� 	�� 	  	� � �   

(ψε
0, η

ε
0)0<ε<ε0

� � �� ��  
(∇ψε, ηε)0<ε<ε0

	 � ��� � � � ��� 	��
W 1,∞([0,

T1

ε
];Hσ(Rd)d+1) 	 � � � ��
 � � V ε = ∇ψε  � � �� � � � �

(θ, λ1, λ2) ∈ [0, 1] × R
2 � � �� ��   �� � �� �
 ���

(T b
θ,λ1,λ2

) ∈ Σb 	 � � ��� � � �  ���
ε < ε0 �

�� �����
��� 	 ����

T ≤ T1
� � �����   � � � � � �

∀t ∈ [0,
T

ε
] , |V ε − V ε

app|L∞([0,t];Hs) + |ηε − ηε
app|L∞([0,t];Hs) ≤ C ε2t .
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� ��� � � 	 �1)0KQ "���� 9����!]��,(���kP(�� R �Kx��,*)g����������)45>��P('(�oKQ "� �c����#[��! � � �
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 �C=q�C= � ! =ui :��,(���k)4!*#&I��Y)F�����9)

(θ, λ1, λ2) ∈ [0, 1] × R
2 ��'*M�,t��,7���k��,*)g���C����)4D (T b

θ,λ1,λ2
)
`V)4�� "!(59�k�� +��,*)

M4�\�"���
Σb  �K
M. "D+P(��)4��)4���t���hD+D:)4������Mf���C����)4D:��=n ��!*M.)
(ψε, ηε)0<ε<ε0

���l�fKQ��D+�����: �Ki�� "��'(���� "!*�c �K  �C=q�C= � ! ��'*M�,J��,7��� (∇ψε, ηε)0<ε<ε0
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]

= O(ε2) .

�1)o��!R���� R#C'*M.)A��,*)o���C����)4D
(Γh)

��,7���YM. "����).��PV "!*#(�m�� f��,*)o,* "D: "59)4!*). "'*�c89)4������ "!U �K&��,*)rP(��)48R�� "'*�
���C����)4D �

(Sh)























∂tV +
√
h ∇η +

ε

2
Fh

(

V
η

)

= 0 ,

∂tη + ∇(
√
h · V ) +

ε

2

[

fh

(

V
η

)

−∇ ·
(h3

3
∇∇ · ( V√

h
) − h2∇∇ · (

√
hV )

)]

= 0 ,

�r,*)4��)


























Fh

(

V
η

)

=
1√
h

(1

2
∇η2 +

1

2
∇|V |2 + (V · ∇)V + V∇ · V

+
1

h

(1

2
(∇h · V )V − |V |2∇h

))

,

fh

(

V
η

)

=
1√
h

(

∇ · (ηV ) − η

2h
∇h · V

)

.

�A!t��,(���r!*)h�����h����)4D
(Sh)

I �Y)0,7��89)f��,*){KQ "���� 9�r��!(5OM. "!*��������)4!*M4�J��).��'(��� �



( 	!' 	 � � � � � �  � � � � � 
 � 	�� �� �
�� ��� �� ��� � �G�

& d�V�T�V�P-WYU-W^V4] � �^N��yN � � � � ��	�� �
�  �  � 	 � �
(ψε, ηε)0<ε<ε0

� � � ��� �  	�� � � � � ���
	
�
	���� � � �� ��  

(∇ψε, ηε)0<ε<ε0

	 � ����� � � ��� � 	��� � � ��� � �   �
ε
	 �

W 1,∞([0,
T

ε
]; Hσ(Rd)d+1)

� 	���
σ

�  ��� �
��������� � 	 � � ��� �� ���  � 	 � �

(V ε, ηε)0<ε<ε0

	 � � � � � 	 �� ���  � 	 �� �� � �� �
 ���
(Sh) � � � ��� � V ε = ∇ψε 	

� ��� � � 	 �d�������
��)4D/�����g��,7���T����!*M.)l��,*)c89)4�� hM4�����gN7)4��# V ε ���d������ "�������� "!(!7���LIG�Y)l,7��89) ∇× Ṽ ε = O(ε)
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P(,R�9=
�1)+���9� ��!���,*)ObY,7��P(��)4� � ��,7���F��,*):M. "D+P('(�������� "!� �Kc��,*)/�"���hD+P(�� "����M:)�BhP7��!*���� "!1 �K

Zε(η, b)ψ��)4����).�O "!ZN*!*#C��!(5a��! ��P(P(�� �Bh��D/����)��� "��'(���� "!  �Kq��,*)])4������P(����MtP(�� "`(��)4D
(H)

 "! ��,*)�`7��!*# S =
[−1, 0]×R

2 = n ����������!(50K^�� "D ��,*)r����'(!*M������� "!O �Kz��,*)rM. "D+P('(��).#:8>����'*)o �K
uapp

���x��,*)r "��#()4�
O(ε2)

I

uapp = ψ + ε

[(

1

2
− (z + 1)2

2

)

h2 ∆ψ − zh∇h · ∇ψ
]

+O(ε2) ,

�r,*)4��)
ψ
���F��,*)O8>����'*)O �Kk��,*)O89)4�� hM4�����1Pz "��)4!<���\���k���X��,*):K^��).)U��'(�HKQ�"M.)>I
��,* -�o�S��,7��� ∇uapp(·, z)5>��89).�m��!:��P(P(�� �Bh��D/������ "!J���x "��#()4�

ε2
 �K}��,*)l,* "����y� "!R�����}M. "D+Pz "!*)4!<�m �KV��,*)l89)4�� RM4�����FN7)4��#&I>!7��D:)4���

V (·, z) = ∇φ(·, z) ���r,*)4��5>,<� z ∈ [−1, 0]
=

bc "!*��).;R'*)4!<�����9Id��!�P(��).��)4!*M.)/ �Kl�\����59):`V "���� "D 8>�����\������ "!*��I���,*)/�"#().;<'7����)/M�,7��!(59)/ �Kl8>�����\��`(��).�f���
5>��89)4!t`R� �

Vθ =
[

1 − ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇· ) + ∇∇ · (h2 . ))

]

V ,

�� S��,7���
V =

[

1 +
ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇· ) + ∇∇ · (h2 . ))

]

Vθ +O(ε2) .

�(�� "D ��,(���xM�,7��!(59){ �Kz8"�����\��`(��).��I.�Y)A)��"�������XM. "D+P('(��)k��,*)o)�BCP(��).������ "!*�m �K
∂tV

��!*# ∇·
√
hV

�r,(��M�,
�c)rP(��'(50��!<�� 0��,*)r���h����)4D

(Sh)
=
�c�F��)h�r��������!(5FM�����)�K^'(�����X��,*)r�� "PV "5>����P(,R�S��)4��D:�T��!: "��#()4�T�� qD/���9)
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��,*)f;R'7��!<������� √
h
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∂tVθ +
√
h ∇η +

ε

2

[

Fh

(

Vθ

η

)

+ ∇
(

(θ2 − 1)h2∇ · ∂tVθ + 2(θ − 1)h∇h · ∂tVθ

)]

= O(ε2) ,

∂tη + ∇(
√
h · Vθ) +

ε

2

[

fh

(

Vθ

η

)

−∇ ·
(

(θ2 − 1

3
)h2∇∇ · (

√
hVθ)

+(
3

2
θ2 − 7

6
)h∇h∇ · (

√
hVθ) −

(θ − 2)2

2

√
h∇h(∇h · Vθ)

−(
θ2

2
− 2θ +

7

6
)h
√
h∇(∇h · Vθ)

)]

= O(ε2) .

?l�
��,(���dPV "��!R�T�A!*)h�eP(�� "`(��)4D ��������).��=d?kP(P(���h��!(5q��,*)l�c�l� ������M��F��!S��,*)l)�B(�"M4�T����D:)��c���S�"�d��!X��,*)
P(��)48h�� "'*�Y��)45>��D:){��)��"#(�c�� +�F���h����)4D ��,7���l���m!*)489)4�r���hD+D:)4������MoKQ "�r��!<�/8>����'*).�l �K@��,*){P7������D:)4��)4���
θ, λ1

��!*#
λ2
=0��!*#().).#&IV��,(���q��).;<'(����).�{��,*)X��).�� "��'(���� "!� �Kc��!� �89)4�H��#()4��)4��D+��!*).#1!<'(D:)4����M����x���C����)4D

 "!:��,*)r'(!(�h!* 9�r!*�
θ
I
λ1

��!*#
λ2
=dui 0,7��!*#C��)o��,(���mP(�� "`(��)4DtI.�c)o����D+P(���S��!<���� h#C'*M.)A��!U�"#(#C������ "!(!7���

'(!(�h!* 9�r![#C'(����!(5/��,*)f�l�c� ������M��JP(�� hM.).��� �






















∂tVθ = (1 − λ1)∂tVθ − λ1

√
h∇η +O(ε) ,

∂tVθ = (1 − λ2)∂tVθ − λ2

√
h∇η +O(ε) ,

∇ · (
√
hVθ) = λ3∇ · (

√
hVθ) − (1 − λ3)∂tη +O(ε) ,

��!*#)�Y)q'*��)q��,*){N*�����l��)4�\������ "!] "!���,*)q��)4��D
(θ2 − 1)h2∇ · ∂tVθ

��!*#J��,*)0��).M. "!*#J��)4�\������ "!] "!J��,*)
��)4��D

2(θ − 1)h∇h · ∂tVθ
=

�d��!7�������9I#�Y)XKQ "��D/�������E#()4����89):�U!*)h��M4�\�"��� T h  �Kc���h����)4D:�pI@��!*#��Y)+)��"�������[P(�� �89)S��,7���0��Kl�OKL��DS�
�����

(V ε, ηε)0<ε<ε0

���UM. "!*��������)4!R�)�r����, ��,*)[���h����)4D
(Sh)

��,*)4!
(V ε

θ , η
ε)0<ε<ε0

���r,*)4��)
V ε

θ =
[

1 − ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇· ) + ∇∇ · (h2 . ))

]

V ε �A���XM. "!*��������)4!R���r����,e��!<�$ �Kr��,*)+KQ "���� 9�r��!(5����C�H�
��)4D:�

(T b
θ,λ1,λ2,λ3

)
�

(T b
θ,λ1,λ2,λ3

)



















































(

1 − ε

2
P1

h

)

∂tV +
√
h ∇η +

ε

2

[

Fh

(

V
η

)

+ b1
√
h∇∇ · (h2∇η)

+b2
√
h∇(h∇h · ∇η) + b3∇h∇ · (h

√
h∇η) + b4

√
h∇h(∇h · ∇η)

]

= 0 ,

(

1 − ε

2
P2

h

)

∂tη + ∇(
√
h · V ) +

ε

2

[

fh

(

V
η

)

+ ∇ ·
(

c1h
2∇∇ · (

√
hV )

+c2h∇h∇ · (
√
hV ) + c3h

√
h∇(∇h · V ) + c4

√
h∇h(∇h · V )

)]

= 0 .

�r,*)4��)0��,*)f "Pz)4������ "��� P1
h

��!*# P2
h

����)f#()�N*!*).#�`<�










P1
h = (1 − θ)

(

(1 − λ1)(θ + 1)∇(h2∇· ) + 2(1 − λ2)∇(h∇h· )
)

,

P2
h = (1 − λ3)

(

(θ2 − 1

3
)∇ · (h2∇ ) + (

3

2
θ2 − 7

6
)∇ · (h∇h× )

)

,



( 	!' 	 � � � � � �  � � � � � 
 � 	�� �� �
�� ��� �� ��� � � �

��!*#���,*)fP7������D:)4��)4���
(ai)1≤i≤4, (bi)1≤i≤4

,7��89)f��,*)qKQ "���� 9�r��!(5O)�BhP(��).������ "!*� �














































b1 = λ1(1 − θ2); c1 = λ3(θ
2 − 1

3
);

b2 = (1 − θ)(2λ2 −
3

2
λ1(1 + θ)); c2 = λ3(

3

2
θ2 − 7

6
);

b3 =
λ1

2
(1 − θ2); c3 = −1

2
θ2 + 2θ − 7

6
;

b4 = (1 − θ)(λ2 −
λ1

2
(1 + θ)); c4 =

1

2
(θ − 2)2;

ul,*)0P(��)48h�� "'*�oM. "D+P('(�������� "!*�q����)f��'(D+D:).#�'(P]��!���,*)qK^ "���� -�r��!(5/P(�� "Pz >�������� "!@=
& d�V�T�V�P-WYU-W^V4] ��� o��^N�� � � 

θ ∈ [0, 1]
 � �

(ψε, ηε)0<ε<ε0

 �  � 	 � � � � � ��� �  	 � � � � � ���
	
�
	 ��� � � ��

��  
(∇ψε, ηε)0<ε<ε0

	 ������� � � ��� � 	 �� � � ��� ���   �
ε
	��
W 1,∞([0,

T

ε
]; Hσ(Rd)d+1)

� 	 ��
σ
�  ��� �

��������� � 	 � � � � 
 � � V ε = ∇ψε  � �

Ṽ ε =
(

1 − ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇· ) + ∇∇ · (h2 . ))

)

(√
h+

ε

2

η√
h

)

V ε.

� � �
� � � � �� �
(λ1, λ2, λ3) ∈ R

3 � �� � �  � 	�� �
(Ṽ ε, ηε)0<ε<ε0

	 � � � � ��	 �
 ���� � 	��� �� � ��� �� ���
(T b

θ,λ1,λ2,λ3
) 	

�� "��). �89)4��In�c)k,7��89)A��,*)kKQ "���� 9�r��!(5SP(�� "PV >�������� "!J "!U��,*){)�Bh������)4!*M.){ �Ki�g��'(`VM4�\�"���Y �K T h M. "D+Pz >��).#�r����,�K^'(�����J���RD+D:)4������MF���h����)4D:��=
& d�V�T�V�P-WYU-W^V4] � � o � o ��� � ��� � ��� 	 �
��   � �� �� � � ���  � � � � �

(θ, λ1, λ2, λ3)
� � � � ��  ��� � �� �� ���

(T b
θ,λ1,λ2,λ3

)
	 � � � ��� � �� � ���
 ��	 � 	

� ��� � � 	 �1)F����)0M. "!*M.)4��!*).#t,*)4��) �r����,t��,*)0��).�� "��'(���� "!] �K
��,*)qKQ "���� 9�r��!(5/���h����)4D �














b1 = c1 ,
b2 = −c2 ,
b3 = c3 ,
b4 = −c4 .ul,(���
���C����)4D� "!

(θ, λ1, λ2, λ3)
,7�.89)o���d��)��"���T "!*)Y�� "��'(���� "!S��,7���
5>��89).�
��,*)mK^ "���� -�r��!(5F��P(P(�� .BC��D/����)

8>����'*).� �














θ ≈ 0.6318 ,
λ1 ≈ −0.3416 ,
λ2 ≈ −2.8209 ,
λ3 ≈ −3.1157 ,�r,(��M�,[)4!*#(�r��,*)0P(�� h �K�=

�(�� "D !* 9�� "!@In�c)f "!(����M. "!*����#()4�o��,(���o�� "��'(���� "![��!*#������k��P(P(�� �Bh��D/����)F8"����'*).��=
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ul,7��!(�C�m�� X�T�� "Pz >�������� "!)pC=W�C=W�CI��c)k�h!* 9� ��,7���c�� "D:)k �K@��,*){���h����)4D:�

(T b
θ,λ1,λ2,λ3

)
 �K@��,*){M4�\�"��� T h

����)kM. "D+P(��)4��)4���:���RD+D:)4������M ��c)o,*)4!*M.)k#()4!* "��)A`<�
Σh ��,*)o!* "!C��)4D+P(���:��'(`VM4�\�"���Y �K Sb M. "D+Pz >��).#�r����,E��,*).��)S���hD+D:)4������MX���h����)4D:�p={�A!CKQ "����'(!7����)4���9I#�Y)S#( U!* "�q,7�.89)X��,*)S����D:)X�R��!*#� �KY)�BC������)4!*M.)

��,*). "���0 "!f��,*).��)Y���h����)4D:���"�&��!f��,*)TP(��)48h�� "'*�i��)45>��D:)>=i��!*#().).#&Ip��,*)xD/����!g#C� 
&)4��)4!*M.)mM. "!*���������@��!f��,*)
 "��#()4�m "!*)l��)4��D:�x �Kz��,*)l�>�c F).;R'7������ "!*� ( √

h∇η
∇ · (

√
hV )

) =d��!: "��#()4�m�� {K^ hM4'*�T "!+��,*)rP(�� "`(��)4DtI��c)

��)h�r������)f��,*).��)f��)4��D:�
A(X, ∂X )

(

V
η

) �r,*)4��)
A(X, ∂X ) =

(

0
√
h∇X

∇X · (
√
h× ) 0

) =cul,*)
P(�� h �Kd �K���,*)q)�BC������)4!*M.)q �Kd�� "��'(���� "!*�r "!t�X��,* "���l����D:)q��M�����){���l!* "�cD: h#C��N7).#J`<�O��,*).��){��)4��D:��Ih��,*)
M4�\�"������M����TP(�� h �Kl���0���������T8"������#&= �  9�c)489)4��I���,*)XKL�"M4�0��,7���0��,*)SD/��������B A #()4Pz)4!*#(�f "!���,*)S`z "���� "D
��)4��D

h
���Y�0��)����7P(�� "`(��)4D �"�TKL���c�"�x��,*)k�\����59)o����D:)A)�Bh������)4!*M.)k���mM. "!*M.)4��!*).# �d��!*#().).#&IR "!*)AM4��'*M4�\���

Pz "��!<�g �Ko��,*)/P(�� R �Kr,*)4��)/��)4����).�g "!���,*)/����y�)O �Kl��,*)O;<'7��!R������� ∇h
ε

 "! �r,(��M�,K�Y):,7��89)/!* ]P(��).M.)
 �Ko��!CKQ "��D/������ "!@=]ul,*)U "!(���1M��"��)B�r,*)4��)4��!K�Y)J����)U��'(��)4���$��`(��)/�� [#()4D: "!*����������)U��,*):�\����59)O����D:)
)�BC������)4!*M.)o���Y��,*)kM��"��) �r,*)4��) ∇h ���c �K@ "��#()4� O(ε)

�i��,*)k��)4��D ∇h
ε

���Y��,*)4!O �K� "��#()4�
O(1)

��!*# �Y)
M���!FM. "!*M4��'*#()>=d��!F�����R "��,*)4��M��"��).��Ip��,*)xM4�\�"������M����9P(�� h �KhKQ�������&�� oP(�� �8h��#()m�l����59 "'(�� "'*��#()4D: "!*������������ "!
 �Kr��,*):�� "!(5[����D:)/)�BC������)4!*M.): �Ko�� "��'(���� "!*�g�� t��,*).��):���RD+D:)4������MO���h����)4D:��= �{)489)4����,*)4��).����IA�Y)U����)
��`(��)0�� +��������)f��,*)qK^ "���� -�r��!(5:P(�� "Pz >�������� "!��
& d�V�T6V4P-WYU-W^V4] �������yN�� � �


s >
d

2
+ 1

 � �
(θ, λ1, λ2, λ3)

� � � � � � ��   �� � ��� �� ���
(T b

θ,λ1,λ2,λ3
)

� � � � � � �  ���� � � �  � �
Σh 	� � ��� � � � �� �

(V0, η0) ∈ Hs(Rd)d+1 � �� ��� � ��� 	 ����   	 ���
T0

	�� � ��� �
� �  �� � �
ε
 ���  � � 	 
 � �

� � � �  	�� �
(V, η) ∈ C([0, T0];H

s(Rd)d+1)∩ C1([0, T0];H
s−3(Rd)d+1)

 � �� � �� �
 ���
(T b

θ,λ1,λ2,λ3
)

� � �� ��  
(V, η)

|t=0
= (V0, η0) 	

� � �
�� ����� � ��� � �� 	 � � � 	 
 � � � ��� �  	 � � 	 � � ��� ��� ��� 	 ��� ��� ����� ������ � � �
ε
	 � �� � � ��� � � � 	�� � � ��� � � �

�� ��� � ��� 	 ���� �� � � ��  � 
C0

	�� � ��� �
� � ���� � �
ε
� � �� ��   � � � �� �

k
� ����	 �� 	 � �

s− 3k >
d

2
+ 1 � � �� � � �

|(V, η)|W k,∞([0,T0];Hs−3k(Rd)d+1) ≤ C0 .
� � � 	 � � � � 	 � � � � � � � � � � ��   ∇b = O(ε) � �� � � � � � 	 ��� � � � � � �  � ��� � ��� � � �� 	�� � � �� � � � � �  	 ���

	��� ��� � ��
[0,

T0

ε
] 	

� ��� � � 	 ul,*)r�9)4�gPz "��!<�Y �K}��,*)rP(�� h �KV���
�� F#()4D: "!*����������)r��,7���x��,*)o)4������P(����Mk "PV)4������ "� 1− ε

2

(

P1
h

P2
h

)

���k�XPz >��������89)f "!*)>= �1){N*�����rK^ hM4'*�r "! P1
h

�

(1 − ε

2
P1

hV, V ) = |V |22 +
ε

2
(1 − θ2)(1 − λ1)|h∇ · V |22 + ε(1 − θ)(1 − λ2)(∇h · V, h∇ · V )

�{����!(5+��,*)qKQ "���� 9�r��!(5:��!*).;R'7���������  ����������N7).#JK^ "�k����� a ∈ R
! �

∣

∣

∣(∇h · V, h∇ · V )
∣

∣

∣ ≤ a2

2
|h∇ · V |22 +

1

2a2
|∇h · V |22 ,



( 	 ( 	 � � � 
 � �� � �  � � � � �� � ���
 ��	 � � � � � � � r �

��!*#������h��!(5
a2 =

(1 + θ)(1 − λ1)

1 − λ2

��)��"#(�o�� �

(1 − ε

2
P1

hV, V ) ≥ |V |22 −
ε

2

(1 − θ)(1 − λ2)
2

(1 + θ)(1 − λ1)
|∇h · V |22

�{����!(5+��,*)fM4�\�"������M����ibl��'*M�,<�R� n M�,G�c����y+��!*).;R'7������������)��"#(�lN*!7�������J�� �

(1 − ε

2
P1

hV, V ) ≥
(

1 − ε

2

(1 − θ)(1 − λ2)
2

(1 + θ)(1 − λ1)
|∇h|22

)

|V |22 ,

?l�:��,(���/PV "��!R��Ic��K �c)t�����9)]����D/�����k)4!* "'(5>, 8>����'*)t �K
ε
IYKH=3)>=

ε ≤ 2(1 + θ)(1 − λ1)

(1 − θ)(1 − λ2)2 |∇h|22
Ic���

)4!*��'(��).�o��,*)05>�� "`7���@Pz >��������8R������ �K P1
h

= �A! P2
h

In�c)0'*��)q��,*)f� ��D:)0D:)4��,* R#��

(1 − ε

2
P2

hη, η) = |η|22 +
ε

2
(1 − λ3)(θ

2 − 1

3
)|h∇η|22 +

ε

2
(1 − λ3)(

3

2
θ2 − 7

6
)(η∇h, h∇η)

�{����!(5+��,*)f����D:)q��#()��"�{�"�rP(��)48h�� "'*�����9I* "!*)059)4��� �

(1 − ε

2
P2

hη, η) ≥
(

1 − ε

8

(1 − λ3)(
3
2θ

2 − 7
6 )2

θ2 − 1
3

|∇h|22
)

|η|22 ,

�A!*M.)SD: "��)>I&��K��Y)S�����9)XK�=3)>=
ε ≤ 8(θ2 − 1

3)

(1 − λ3)(
3
2θ

2 − 7
6)2 |∇h|22

I��Y)S,7�.89)S��,*)S5>�� "`7���TPz >��������8h������ �K

P2
h

=
bc "!*��).;R'*)4!<�����9I7�����R��!(5

ε ≤ min(
2(1 + θ)(1 − λ1)

(1 − θ)(1 − λ2)2 |∇h|22
,

8(θ2 − 1
3)

(1 − λ3)(
3
2θ

2 − 7
6 )2 |∇h|22

)
)4!*��'(��).�

��,7���o��,*)F "PV)4������ "�
1 − ε

2

(

P1
h

P2
h

) ���rPz >��������89)>=
?l�Y��,(���xPz "��!<��IR'*����!(5F��,(���m��).��'(���c��!*#/PV)4�HKQ "��D+��!(5F'*��'7���V)4!*)4��5>�:).������D/����).�m "!O��,*)k���C����)4D P(�� p89).�
��,*)f)�BC������)4!*M.)0 �Kx�S����D:)

T
��'*M�,���,7���o��,*)4��)f)�BC�������k��!t'(!(��;R'*)0�� "��'(���� "!

(V, η) ∈ C([0, T ];Hs(Rd)d+1) ∩ C1([0, T ];Hs−3(Rd)d+1)
�� +��,*)f���C����)4Dt=

ul,(���0��).��'(���f5>��89).�F��!$)��/M4��)4!R�F��,*). "��)4����M����m`7�"M��R5>�� "'(!*#$�� �M. "!<����'*M4�S��P(P(�� .BC��D/����)O�� "��'(���� "!*�F �K
��,*) �l����)4�E�c��89).�kP(�� "`(��)4D  "![�X����D:)f��M�����)

O(1)
I}��!*#

O(
1

ε
)
��!���,*)fM��"��) ∇h = O(ε)

=
ul,(���XM. "!<����'*M4���� "!�K^ "���� -�o�F��,*)O����D:)/����)4P*�0�A`('(�g��!��t#C� 
&)4��)4!<�S "��#()4�f�q�"�f��,*)/M. "!R����'*M4���� "!Z �K
��P(P(�� �Bh��D/����)l�� "��'(���� "!*��K^ "����,*)TN*�����@��)45>��D:) �#�c)mM. "!*����#()4�T�r�� "��'(���� "!

(ψε, ηε)
�� o��,*)xK^ "��Dg'(�\������ "!

 �C=q�C= � !  �Kk��,*)M�c����)4�'�l�.89).�+P(�� "`(��)4Dt= �1)U�����9)U��!(�����\���r#*�����
(ψε

0, η
ε
0)
��'*M�,e��,7���

(∇ψε
0, η

ε
0) ∈

Hs(Rd)d+1 KQ "�:�]��'(������`(���$�\����59)J8>����'*)U �K s = �1)U��,*)4!Z#()�N*!*)
V ε = ∇ψε ��!*# V ε

0 = ∇ψε
0

�
�c):N*�����gM. "!<����'*M4�S��,*)/#*�����

(V ε
Σ,0, η

ε
Σ,0)

`<�$��P(P(���h��!(5]��,*)O�>�c [��'*M.M.).������89)/M�,7��!(59).�X �Kr8>�����\��`(��)
 "![��,*)f#*�����

(V ε
0 , η

ε
0)
= �1)f��,*)4!�M�,* h >��)0��,*)fP7������D:)4��)4���

(θ, λ1, λ2, λ3) ∈ [0, 1] × R
3 ��'*M�,]��,7�����,*)U���C����)4D

(T b
θ,λ1,λ2,λ3

)
���XM. "D+P(��)4��)4�������RD+D:)4������M>=E�{����!(5[�T�� "Pz >�������� "! pC=qpC= � I��Y)U�h!* 9� ��,7���

��,*)4��)X)�Bh�������A�S'(!(��;R'*)g�� "��'(���� "!]�� :��,(���{���C����)4D �r����,[��!(�����\���d#*�����
(V ε

Σ,0, η
ε
Σ,0)

���c)F#()4!* "��)g��,(���
�� "��'(���� "!e`R�

(V ε
Σ, η

ε
Σ)
=��(�� "D ��,(���+)�B*�"M4�S�� "��'(���� "!e �KA��,*)U���RD+D:)4������MJ���C����)4D

(T b
θ,λ1,λ2,λ3

)
I��c)
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V ε
app =

(

1√
h
− ε

2

ηε

h
√
h

)

(

1 +
ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇ · V ε

Σ) + ∇∇ · (h2 V ε
Σ))
)

ηε
app = ηε

Σ

�1)F����)q!* -����`(��)q�� :��������)0 "'(�oN*!7���@��).��'(��� �

�5aAZ.V4dmZ�S ������� o�� � � 
T1 ≥ 0 � s ≥ d

2
+ 1 � σ ≥ s + 3

 � �
(∇ψε

0, η
ε
0)

� � 	��
Hσ(Rd)d+1 	 � �


(ψε, ηε)0<ε<ε0

� �  �  � 	�� �	� � � ��� �  	 � � � � � ���
	
�
	���� � 	 �� 	�� 	  	� � �   

(ψε
0, η

ε
0)0<ε<ε0

� � �� ��  
(∇ψε, ηε)0<ε<ε0

	 ������� � � � � 	 �
W 1,∞([0, T1];H

σ(Rd)d+1) 	 � � � ��
 � � V ε = ∇ψε  ��� �� � � � �
(θ, λ1, λ2, λ3) ∈ [0, 1] × R

3 � � �� ��   �� � ��� �
 ���
(T b

θ,λ1,λ2,λ3
) ∈ Σh 	� � ��� � � � �� �

ε < ε0 �
�� ��� � ��� 	 ����   	 ���

T ≤ T1
� � �����   � � � � � �

|V ε − V ε
app|L∞([0,T ];Hs) + |ηε − ηε

app|L∞([0,T ];Hs) ≤ C ε2

� � � 	 � � � � 	 � � � � � � � � � � ��   ∇h = O(ε)
�� ���

(V ε
app, η

ε
app)

 � � ��� � 	��   � � �� � �   ��� � � � �
� � � �  	�� � � � �  �  � � �  	 ��� �
�  � � �

∀t ∈ [0,
T

ε
] , |V ε − V ε

app|L∞([0,t];Hs) + |ηε − ηε
app|L∞([0,t];Hs) ≤ C ε2t

� ��� � � 	 ul,*)0P(�� R �K
���k��!]�"#*��P(�������� "!� �Kd��,*)f "!*)F �K
ul,*). "��)4D �C=qpC=W�CI}��!*#I�Y)f "D+���k���o,*)4��)>=

� ZGSv\}d�u ��������� � � � �� � � ��� ������ �  � � � � � �
��� � � �  � � � � � 	���� � � � 	���� � ���   	�� � � � �� � ��	  �
� � �� � 
 �� �� 	  � ∇h

ε
� ��� �  � �� � ��	 � 	 � � � � ��� � � ��� �
 � � �  � � � �
� 	���� � � �� � 	 � � � � ��	�� � � � �

 �  � � ��� � 	��   	 � � � � �� 	 � 	 �� �
� �  � � �  	 ��� �  � � � � $ ��� � ����� � �  ��� � � ��� � � �� � � � 	 �
 ��� � �
� � � ��� �  	 � � �� � �� � �   ��� � � � � � ����� � ��� � �  � � � ��  	�� � � � �� � 	 � � � �  ��� ' � � � � ���  � � 	� � � � � ��� � 	 ��� � � � � � � � � ��   ∇h = O(ε) � �� 	 �  � �� � � 	 � 	 �  �  �� � � � � � � � �
 � � � 	�$ � 	�� �� � 
 � ��
� � � 	�� � � � 	�� � � � ��$ � � � � ��� � � � �  � �  � �  �  � 	�� � �  � � �  � � � � � ( � �� ����� 	 �
 ��� � � � � � ��� �  	�� � �
 � �� � �   ����� � � ��� ����� � ��� � �  � � � �  	 ��� �
� �� � 	�� � � �  � � ' � � � � ���  � � 	
� ZGSv\}d�u ������� � � � � � � � � 	�� � � � � � � � � � � �

ε = µ� 1
� � ��� �

µ =
h2

λ2
�  ��� �
 ��� � �  � � � � �� � � �

�  ��	   	�� � � �
β = O(1) � � � � ��	�� �
����� � �
��� �  � � � � � ���  �� �  �
 	 � � �  � �  � � � � �� � � ��� �
���   � � � 	

� � � 	�� � �
µ� 1

 � ��� � �  �
 	 � � �  �  � � � � �  	�� � � �
ε
 � �

β � � �
� 	�� ��� 	�� � ' � �  � � � � � � � � � �� 	 
 ���
	�� � (�� � � 	
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θ,λ1,λ2

)
#()4����89).#1��!abY,7��P(��)4�

�O��,7��� �Y)S#()4!* "��)S`<�
(Σ)

KQ "�q��,*)X� ���9)g �KlM4�\���������9= �1)X�� h "��K^ "�f��P(P(�� �Bh��D/����)+�� "��'(���� "!*�0 �KY��,*)
#C�\��59 "!7������y�).# 89)4������ "!  �K

(Σ)
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(1 − εa2∂
2
x)∂tv + ∂xη + ε

[1

2
η∂xη +

3

2
v∂xv −

1

2
b∂xη + a1∂

3
xη
]

= 0 ,

(1 − εa4∂
2
x)∂tη + ∂xv + ε

[1

2
∂x ((η − b)v) + a3∂

3
xv
]

= 0 ,

�r����,
a2 ≥ 0

��!*#
a4 ≥ 0

= �1){PV "��!R�o "'(�Y��,7���r��,7���r��'*M�,��g���C����)4D �����c)4���&PV >��).#:KQ "�r��'C�/M4��)4!<�����
��D: h "��,a��!(�����\���l#*��������!*#�P(�� �8h��#().�:��!e��P(P(�� �Bh��D/������ "!v �Kk��,*)+�c����)4�'�l�.89).�SP(�� "`(��)4D  �Kk "��#()4�
O(ε)

K^ "�r����D:).�A �K
 "��#()4�
O(1/ε)  ��).)0�
�����A�l��!*# � p	�&KQ "�lK '(����,*)4�k#()4��������� ! =��!Z "��#()4�X�� ���).M. p89)4�:��,*) �0#C� ��P(P(�� .BC��D/������ "!@I��Y)UN*�����+#C�\��59 "!7������y�)

(Σ)
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KQ "���� 9�r��!(5O'(!(�R!* -�r!*� �
U = v + η ; N = v − η

r�r
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v =

U +N

2

��!*#
η =

U −N
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∂tU + ∂xU + ε

[

1

8
∂x(3U2 +N2 + 2UN) − 1

2
b∂xU − 1

4
∂xb(U +N)

−a2

2
∂2

x∂t(U +N) − a4

2
∂2

x∂t(U −N) + a1∂
3
xU
]

= 0 ,

∂tN − ∂xN + ε

[

1

8
∂x(U2 + 3N2 + 2UN) +

1

2
b∂xN +

1

4
∂xb(U +N)

−a2

2
∂2

x∂t(U +N) +
a4

2
∂2

x∂t(U −N) − a1∂
3
xN
]

= 0 .
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Uapp(t, x) = U0(T, x− t) + εU1(T, t, x) ,

Napp(t, x) = N0(T, x+ t) + εN1(T, t, x) ,
 �*= � = ��!

�r,*)4��)
T
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�
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= U

|t=0
; Napp |t=0

= N
|t=0

,
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lim
t→+∞

1

t
|U1(. , t, .)|L∞([0,T0];L2(R)) = 0 ,

lim
t→+∞

1

t
|N1(. , t, .)|L∞([0,T0];L2(R)) = 0 .
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ε
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∣
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 � �
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∣

∣
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ε
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∣
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(x− l

2
)
)

)

, ∀x ∈ [0, l] ,

A , ∀x ≥ l .

 rC= � = ��!

�* "�{�X����5>,<�k59 "��!(5B�c�.89)>I7��,*)f���C����)4D
(ΣKdV )

���r��).#C'*M.).#]�� S��,*)f����D+P(��) �0#C��).;R'7������ "!��

∂TU0 +
3

8
∂xU

2
0 +

1

6
∂3

xU0 = 0 ,

��!*#��c):M�,* >��)S��,*)S��!(�����\���YM. "!*#C������ "!
u0

��'*M�,���,7���f��,*)+�� "��'(���� "!1 �KY��,(���F).;<'7������ "!1���f�UPz >��������89)
�� "������ "!1�r,(��M�,tP(�� "P7��5<����).�A�� +��,*)q����5>,<��=
�1) �r������)f��,*)0)�BhP(����M4���k)�BCP(��).������ "![ �Kd��,*)0M. "����).M4�� "�

U1
�r,*)4!

N0 = 0
�

U1(t, x) =
1

4
U0(x− t)(b(x) − b(x− t)) +

1

2
∂xU0(x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds .

��!f��,(���d)�BhP(��).������ "!@I ��,*)Y "!(���0PV >������`(���{��).M4'(�\�������f5>�� 9�r��!(5{��)4��D ���
∂xU0(T, x−t)

∫ t

0
b(x−t+s)ds =

ul,*)q����D:)f)489 "��'(���� "!]��!]��D+P(������'*#()F �K
��,(���r��)4��D ���o "`<8h�� "'*�����U��).#J`<�J��,*)0)489 "��'(���� "!] �K ∫ t

0
b(x−

t+s)
K^ "�c�����

x ∈ R
= � ,*)4!:��,*)o`z "���� "D ���Y�f����)4PO�"�x#()�N*!*).#/��!  rC= � = ��! IR��,(���x��!<��)45>�����V).����)4!R���\�������5>�� -�o�o����!*)�����������!t����D:)>= �1)0!* 9�	P(�� p89)f��,7���o`z).M���'*��)f �KT��,(����I |U1|L∞([0,T0]×[0,t];Hs+3(R))

5>�� -�o�
����!*)��������[��![����D:)>=q�@)4�

s ≥ 2
��!*#

σ ≥ s+ 5
= n ����������!(5UK^�� "D ��,*)S)�BCP(��).������ "!E �K

U1
IL�Y)X59)4�AK^ "�

�����
t ∈ [0,

T0

ε
]
��,*){K^ "���� -�r��!(5O).������D/����).� �

|U1(T, t, ·)|Hs+3(R) =
∣

∣

∣

1

4
U0(T, · − t)

(

b(·) − b(· − t)
)

+
1

2
∂xU0(T, · − t)

∫ t

0
b(· − t+ s)ds

∣

∣

∣

Hs+3(R)
,

≥
∣

∣

∣

1

2
∂xU0(T, · − t)

∫ t

0
b(· − t+ s)ds

∣

∣

∣

Hs+3(R)
− C ,



¢�¢ � 	 � � � � � � � � � � �� � � � �
� � ��� � � 	 � � � � � � � � � ��� � � � � ��

�r����,
C =

∣

∣

∣

1

4
U0(T, · − t)(b(·) − b(· − t))

∣

∣

∣

Hs+3
≤ 1

8
|b|L∞ |U0|L∞([0,t];Hs+3) ≡ C0

I

|U1(T, t, ·)|Hs+3(R) ≥ 1

2
|∂xU0(T, · − t)

∫ t

0
b(· − t+ s)ds|L2(R) − C0 ,

=
1

2

√

∫

∞

0
|∂xU0(T, x− t)|2

∣

∣

∣

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

∣

∣

∣

2
dx− C0 ,

����!*M.) ∫ t

0
b(x− t+ s)ds = 0 , ∀x ≤ 0 ,

≥ 1

2

√

∫

∞

l+t
|∂xU0(T, x− t)|2

∣

∣

∣

∫ x

x−t
b(s)ds

∣

∣

∣

2
dx− C0 ,

≥ 1

2
At

√

∫

∞

l+t
|∂xU0(T, x− t)|2dx−C0 ,

����!*M.) ∫ x

x−t
b(s)ds = At , ∀x ≥ l + t ,

≥ 1

2
At

√

∫

∞

l
|∂xU0(T, x)|2dx− C0 ,

�r,(��M�,[��D+P(����).�o��,7���
|U1|L∞([0,T0]×[0,t];Hs+3(R)) ≥ C1t− C0 ,  rC= � =W� !�r,*)4��)0��,*)0�\�"���oM. "!*������!<�

C1
 "!(����#()4Pz)4!*#(�o "! |∂xU0|L2(R)

=
ul,(���S����!*)����+5>�� 9�r��,  �K |U1|L∞([0,T0]×[0,t];Hs+3(R))

���+��,7����Pv����!*M.)U���XK^ "���� -�o�SK �� "D ��,*)J)�BCP(����M4���
)�BCP(��).������ "!1 �K

U1
��,7���f��,(���05>�� -�r��,$���f���fD: >���0����!*)�����=:�LKYK^ "���� -�o�f��,*)4��)�KQ "��)SK^�� "D �T�� "Pz >�������� "!

� = � =qpS��,7���o��,*)4��)F)�Bh�������A�SM. "!*������!<�
C2

��'*M�,t��,7���rKQ "�k�����
t ∈ [0,

T

ε
]
�

∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (v ε

app, η
ε

app)
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(R))
≤ C2(1 + t)ε2t .  rC= � =qp !

�('(����,*)4��D: "��)>I4�Y)0��).M���������,7���

(v ε
Σ, η

ε
Σ) − (v ε

KdV , η
ε

KdV ) = (v ε
Σ, η

ε
Σ) − (v ε

app, η
ε

app) + ε

(

U1 +N1

2
,
U1 −N1

2

)

.  rC= � = � !
�{����!(5]��,(���g��)4�\������ "!@I  rC= � =W� ! ��!*#  rC= � =qp ! I��Y)/59)4�g��,7���g��,*)4��)O)�BC�������S�tM. "!*������!R� C3

��'*M�,���,7���
∀t ∈ [0,

T0

ε
]
I
∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (v ε

KdV , η
ε

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(R))
≥ C3(1 + t)ε− C2(1 + t)ε2t .

�1)qN*!7�������J#().#C'*M.)f��,7���o��,*)4��)F)�Bh�������l�H�Y OM. "!*������!<���
C
��!*#

C ′
��'*M�,���,7��� ∀t ∈ [0,

T0

ε
]
I

∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (v ε

KdV , η
ε

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(R))
≥ Cεt(C ′ − εt) .

ul,(���YP(�� �89).�Y��,7���m��!/��,(���Y����'*#C�:M��"��)>I<��,*)k)4���� "�m���Y �K� "��#()4�
O(1)

 "!/����D:).�c �K& "��#()4�
O(1/ε)

I(��!*#
��,*)0'*��'7��� �0#C� ��P(P(�� �Bh��D/������ "![���r!* "�o8>������#UK^ "�k��'*M�,]�S�� "Pz "5>����P(,<�9=



� 	 � 	 � 	 �
� � � ��	�� � � � �� ��� �� 	�� 	� � � � �� �  � � ��� � 	��   	�� � ¢��

��� % � � � F�$|�n!#,�$|���5!_,��H
���,���>��!#" �;�������0
�1)fM. "!*����#()4�o,*)4��)F�X`z "���� "D #()�N*!*).#]�"�lKQ "���� 9�o� �

b(x) = A sin(εx) , ∀x ∈ R .  rC= � =qr !
�1)gD:)4!<���� "!���,7���0��'*M�,��/���hPz)g �KmPz)4���� h#C��MF`z "���� "D 8"�����h��!(5U "!��O���� 9� ��P7�����\���
��M�����)X,7�"�{`V).)4!
����'*#C��).#[��! � � � �d`<��bY������5"�_�q'(�9)4!(!*)����k��M�,* "�����H� n '(��)4DtI��r����,[��,*)g#C� 
&)4��)4!*M.)F��,7���A��,*)X��'(��,* "���q��'C���,* "����y�).#]��,*)q`V "���� "D �� :8"������������ + "!]�+��D/�����@��P7�����\������M�����)>=
?A5<����!@Ih��,*)A��D+P(������'*#()q �K@��,*)k��)4��D

∂xU0(T, x− t)
∫ t

0
b(x− t+ s)ds

)489 "��89).�c��!/����D:)q�"M.M. "��#C��!(5
�� ∫ t

0
b(x− t+ s)ds

=T��)4�o'*�r,7�.89)g�S�� R "�J���o��,(���o;R'7��!<�������JK^ "�k�����
x ∈ R

��!*#
t ≥ 0

�

∫ t

0
b(x− t+ s)ds =

∫ x

x−t
b(s)ds

= A

∫ x

x−t
sin(εx)ds

= −A
ε

[cos(εx) − cos(ε(x− t))]

=
2A

ε
sin

(

ε(x− t

2
)

)

sin

(

εt

2

)

�1)gM���!���).)F��,7���k��,*)S��D+P(������'*#()g �Kx��,(���A��)4��D ���{ �Km "��#()4�
O(1/ε)

= �1)F!* 9��#()4D: "!*����������)F��,7���
���r���k������ +��,*)0M��"��)qKQ "�r��,*)fM. "����).M4�� "�

U1
�

|U1(T, t, ·)|Hs+3(R) ≥
∣

∣

∣

∣

1

2
∂xU0(T, · − t)

∫ t

0
b(· − t+ s)ds

∣

∣

∣

∣

Hs+3(R)

−C0 ,

≥ 1

2

∣

∣

∣

∣

∂xU0(T, · − t)

∫ t

0
b(· − t+ s)ds

∣

∣

∣

∣

L2(R)

− C0 ,

=
1

2

√

∫

∞

−∞

|∂xU0(T, x− t)|2
∣

∣

∣

∣

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

∣

∣

∣

∣

2

dx− C0 ,

=
A

ε

√

∫

∞

−∞

|∂xU0(T, x− t)|2 sin2

(

ε(x− t

2
)

)

sin2

(

εt

2

)

dx− C0 ,

=
A

ε
| sin2

(

εt

2

)

|
√

∫

∞

−∞

|∂xU0(T, x− t)|2 sin2

(

ε(x− t

2
)

)

dx− C0 .

 rC= � =q¢ !
?l�o��,(���oPV "��!R��I}�Y)0��)4D/�����J��,7���

0 ≤
∫

∞

−∞

|∂xU0(T, x− t)|2 sin2

(

ε(x− t

2
)

)

dx ≤
∫

∞

−∞

|∂xU0(T, x− t)|2 dx ,



¢>� � 	 � � � � � � � � � � �� � � � �
� � ��� � � 	 � � � � � � � � � ��� � � � � ��

��!*#���,R'*�o��,7���
0 ≤

∫

∞

−∞
|∂xU0(T, x− t)|2 sin2

(

ε(x− t
2)
)

dx
∫

∞

−∞
|∂xU0(T, x− t)|2 dx

≤ 1 .

�1)0,*)4!*M.)f#().#C'*M.)f��,7���rK^ "�k�����
t ≥ 0

��,*)4��)f)�BC�������
α(t) ∈ R

��'*M�,t��,7���
∫

∞

−∞

|∂xU0(T, x− t)|2 sin2

(

ε(x− t

2
)

)

dx = sin2 (α(t))

∫

∞

−∞

|∂xU0(T, x− t)|2 dx .

�T��'(5>��!(5O��,(���o "!*)0��!<��  rC= � =q¢ ! ��)��"#(�o�� 

|U1(T, t, ·)|Hs+3(R) ≥
A

ε

∣

∣

∣

∣

sin2

(

εt

2

)

sin2 (α(t))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
∂xU0(T, ·)

∣

∣

∣

L2(R)
− C0 ,

�r,(��M�,]N*!7�������O��D+P(����).�k��,7���o��,*)4��)f)�BC�������k�SM. "!*������!R�
C1

��'*M�,t��,7���

|U1|L∞([0,T0]×[0,t];Hs+3(R)) ≥
C1

ε
− C0 .

ul,*)0).������D/����)  rC= � =qp ! ,* "��#(�k��5<����!t����!*M.)A��,*)q����D:)q5>�� -�r��,] �K U1
���r���������&���rD: >���c����!*)�����=cbc "!*��)��

;R'*)4!<�����9I('*����!(5S��,*)q�\�"���o).������D/����)>I  rC= � =qp ! ��!*#J��,*)q��)4�\������ "!  rC= � = � ! ��)��"#(�l�� S��,*)0)�BC������)4!*M.)q �K C3��!*#
C4

��'*M�,t��,7���
∣

∣

∣(v ε
Σ, η

ε
Σ) − (v ε

KdV , η
ε

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(R))
≥ C3 − εC4 −C2(1 + t)ε2t .

�1)qN*!7�������J#().#C'*M.)f��,7���o��,*)4��)F)�Bh�������l��,(��).)FM. "!*������!<���
C
I
C ′

��!*#
C ′′

��'*M�,t��,7��� ∀t ∈ [0,
T0

ε
]
I

∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (v ε

KdV , η
ε

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(R))
≥ C − C ′ε2t2 − C ′′ε(1 + εt) ,

�r,(��M�,]P(�� �89).�r��,7���l��,*)q'(!*M. "'(P(��).# �0#C����P(P(�� .BC��D/������ "![#C��89)4��59).�o "!t�g�\����59)q����D:)0��M�����){��!���,(���
M��"��)q�� h (=

�.��� � %'1 #�1 � 9
/�#��4!"( /��"���	 1��4! �4) �6/ #&#49�1 � !
	 /0%'! 1�2
�l "��,v)�B(��D+P(��).�/M4��)��������a��,* -� ��,*)J��!<8>������#C�����Z �Kq��,*)t��P(P(�� .BC��D/������ "!  "! ���\����59)J����D:)���M�����)J��K
�Y)0M. "!*����#()4�o59)4!*)4�����&`V "���� "D:�o�� "PV "5>����P(,(��).�

b
�r,(��M�,[#( S!* "�r,7�.89)0��Pz).M4��N7M0#().M��.�UP(�� "PV)4������).�{���

��!CN*!(�����9={ul,*)4��)�KQ "��)>I4�c)g "`R8R�� "'*�����t!*).).#]�� /D: R#C��K^����,*)g'*��'7��� �0#C� ��P(P(�� �Bh��D/������ "!��� /`V)X��`(��)
�� S,7��!*#C��)f59)4!*)4������`7����,<�hD:)4������).��=
ul,*)�)�BCP(����M4���/)�BhP(��).������ "!v �K

U1
,7�"�+��,* 9�r!v��,7���+��,*)t�>�Y 1��)4��D:�+��,7���:D/�.�e)�BC,(��`(���/�E��).M4'(�\���

5>�� 9�r��,�����) 1

2
∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

��!*# 1

4

∫ t

0
∂xb(x− t+ s)N0(T, x− t+2s)ds

=d?{�
KL���Y�"�

N1
���mM. "!*M.)4��!*).#&Ih��,*)A����D:)rPz >������`(���SP(�� "`(��)4D/������Mk��)4��D:�l����) −1

2
∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
b(x+

t− s)ds
��!*# −1

4

∫ t

0
∂xb(x+ t− s)U0(T, x+ t− 2s)ds

=xul,*)0��#()��X���A�"�lK^ "���� -�o� �
������,*)4�o��,7��!
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����)�������!(5���,*).��)X��)4��D:�f�"�0M. "����).M4����!(5���)4��D:��I(�c)+M���!E��!*M4��'*#()S��,*)4D �r����,���,*)X��)��"#C��!(5t "��#()4�0 "!*)
��)4��D:�

U0
��!*#

N0
��!���,*)F��P(P(�� .BC��D/������ "!@=

ul,(���0��#()��O��)��"#(�0'*�q�� JP(�� "Pz >��)X��,*)XKQ "���� 9�r��!(5t�� "Pz "5>����P(,(��M��������ED: R#C��N7).# �0#C� ��P(P(�� .BC��D/������ "!
�r,(��M�,]���k��!]������)4��!7������89)F89)4������ "!] �K

(M)
�
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v ε,b
KdV =

U0 +N0

2
+
ε

4

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

−∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
b(x+ t− s)ds

+
1

2

∫ t

0
∂xb(x− t+ s)N0(T, x− t+ 2s)ds

−1

2

∫ t

0
∂xb(x+ t− s)U0(T, x+ t− 2s)ds

+
1

2
U0(T, x− t) (b(x) − b(x− t))

+
1

2
N0(T, x+ t) (b(x+ t) − b(x))

]

,

η ε,b
KdV =

U0 −N0

2
+
ε

4

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

−∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
b(x+ t− s)ds

+
1

2

∫ t

0
∂xb(x− t+ s)N0(T, x− t+ 2s)ds

−1

2

∫ t

0
∂xb(x+ t− s)U0(T, x+ t− 2s)ds

+
1

2
U0(T, x− t) (b(x) − b(x− t))

+
1

2
N0(T, x+ t) (b(x+ t) − b(x))

]

.

 rC=W�C= ��!

�r,*)4��)
U0

��!*#
N0

����)F���������@�� "��'(���� "!*�k �K
��,*)f���C����)4D
(Σ ε

KdV )
=

� ZGS@\}dmu � � o �yN�� � � � � � � ����� �� � � 	�� � � � � ��� �� �  ����� �
U0(T, x − t) (b(x) − b(x− t))

 � �
N0(T, x + t) (b(x+ t) − b(x))

� � �
� 	 � �� � � �� �
� � � ���
�  	 � ����� � � ��� 	�� � � � ������ � � �
ε
� � �	����

 	���� 	 � � � � �� � � � � � �� 	 � � � � 	 � � 	 � ��   � �  ��� 	��� ��� � �� ��� 	�� �� ��	 � � � � � 	 � �� ���� ��	 � � 	 � ��� � ��� �
� ��� � �
�� ��� � � � � 	�� �  �� ����� � ��   �� ��� ��� � � ��� � � ��	 � � � � � � �� � ����� ��� � � �  	 � � � � �� � � � ��� � � �
� � �
� � ��� � �� 	�� � 	 � � � ��� � � � � �
	�� ���  � 	�� � � ��� � �� � � �  �
� � � 	 � �� �  � � ��� � 	 �   	 � � 	ul,*)]D/����! �"#C8>��!<����59)� �Kf��,(���/D: h#C��N7M������� "! ��)4����).�/��! ��,*)�KQ "���� 9�r��!(5a��)4D/����� �[!* 9� ��,7���/��,*)
`z "���� "D ��)4��D:�0,7��89)+`V).)4!$��!*M4��'*#().# �r����,1��,*)S��)��"#C��!(5] "��#()4�f��)4��D:�F��!���,*):��P(P(�� .BC��D/������ "!@If�Y)
M���!E)��"�������t��).)F��,7���k��,*)XM. "����).M4����!(5U��)4��D:�

U1
��!*#

N1
�� "��89)X�:#C� 
&)4��)4!<�q).;<'7������ "!@=A��!*#().).#&I}��,*)

).;R'7������ "!] "!
U1

`z).M. "D:).� �

(Σ b
corr)











(∂t + ∂x)U1 = −1

8
∂xN

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) +

a2 − a4

2
∂3

xN0 ,

(∂t − ∂x)N1 = −1

8
∂xU

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) −

a2 − a4

2
∂3

xU0 .

 rC=W�C=W� !



�=� � 	 � � � � � � � � � � �� � � � �
� � ��� � � 	 � � � � � � � � � ��� � � � � ��

���Y���lM4��)����l,*)4��){��,7���l�����z��,*){PV >������`(���:��).M4'(�\�������/5>�� -�r��!(5+��)4��D:�l �K���,*)qM. "����).M4�� "���
(U1, N1)

,7��89)
`z).)4!���)4D: �89).#&= �1)0M���!t!* 9� ��������)f "'(�rN*!7���&��,*). "��)4Dt=

�5aAZ.V4dmZ�S � � o���o�� � � 
s ≥ 2 � σ ≥ s+5 � (v0, η0) ∈ Hσ(R)2 � b ∈W 1,∞(R)

 � �
(v ε

Σ, η
ε
Σ)0≤ε≤ε0� � ��  � 	�� � � � � ��� �  	 � � � � �

(Σ)
� 	��� 	 ��	� 	 �����  

(v0, η0) 	
� � � � 
 � �

(u0, n0) = (v0 + η0, v0 −
η0) 	

� � �
� �� � � ��� �  	�� �
(U0, N0)

� � �� � ��� �� ���
(ΣKdV )

� 	 �� 	�� 	  	� � �   
(u0, n0)

	 � ����� � � ���
	��
L∞([0, T0];H

σ(R)) 	 � � ����� � ��� � � � � � � � � � �� �
t ∈ [0,

T0

ε
]
�

∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (v ε,b

KdV , η
ε,b

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(R))
≤ Cε

√
t(1 + εt) ,

� � ��� �
(v ε, b

KdV , η
ε, b

KdV )
	 �  � � � 
 � ��� 	�� � � 	 ' 	 � � 	

� ��� � � 	 ul,*)kP(�� h �K����c����������5>,<�HKQ "� �c����#�'*����!(5g��,*)AP(��)48R�� "'*�c��)4D/�����O��!*#J�"#*��P(����!(5+��,*)AP(�� R p89).�c �Kul,*). "��)4D:�E�*=W�C=qp/��!*#1rC= � = � =

� ZGSv\}d�uv� � o ��� � � � 	 ��� ��� 	 
 ��� � ��� � 	 � � 	 � 
 � 	  � 	 �  �������� 	�� � � � � �
� 	 � �� � � � 	�� � � �� �  � � � � �� � � 	��
� ��  �
� � �  ��� � � � � �  ��� ��� ��� 	 �
	 �� � ����� � �� � � ��� �  	 � � � � �� � � � � � 
 ��  	 � � � 	 � � ���� � ��� � � �  �� �
� � ����� 	 � �� ��	 � � �   	�� � � � �� 	 � � � � � �  � � ���  �
 ��� ��  � �� � � � � � � �� � �� � ���
 ��	 � � ��� � � 	�� � � 

� � � � �

(Σ) 	 � � 	 � � � 	��� 	 � �� ��� $ ��� 	�� �  �
 ����� 	
��!+��,*)rPV)4���� h#C��McK^����D:)h�Y "���zI��Y)k���R�v��,7���m��,*)r'*��'7���7��P(P(�� .BC��D/������ "!U���
!* "�x8"������#/ "!/�{�\����59)r����D:)
��M�����)A`V).M���'*��)A �K@��,*)A����!*)����Y5>�� -�r��,J��!O����D:){ �K���,*)A��)4��D

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
N0(T, x− t+2s)ds��!

U1
IC'(!(��).��� �c)0��Pz).M4��K �O�Xy�)4�� SD/�"���o�"����'(D+P(���� "!t "!J��,*)q��!(�����\���@#*�����

u0
��!*#

n0
= �A!*M.)qD: "��)>I

�Y)/M���!�P(�� "PV >��):�U8>������#1��P(P(�� .BC��D/������ "!tGH'*���q`<����!*M4��'*#C��!(5t��,(���0��)4��D ��!���,*)+ "��#()4�f "!*)S��)4��D:�
 �K
��,*)f��!*������y9= �1)fM. "!*M4��'*#()0��,(���kM�,7��P(��)4� �r����,]��,*)qP(�� "PV >�������� "![ �KT�X!*)h����P(P(�� �Bh��D/������ "![��,7���
��)4D/����!*�o8>������#J��!t��,*)0Pz)4���� h#C��M{K ����D:)h�c "��� �

(Mper
b )































































vε,b per
KdV = v ε,b

KdV − ε

8

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
N0(T, x− t+ 2s)ds

+∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
U0(T, x+ t− 2s)ds

]

,

ηε,b per
KdV = η ε,b

KdV − ε

8

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
N0(T, x− t+ 2s)ds

−∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
U0(T, x+ t− 2s)ds

]

.

 rC=W�C=qp !

bc "!*M.)4��!(��!(5J��,(���{��P(P(�� �Bh��D/������ "!@Iz��,*)gP(��)48h�� "'*�k��,*). "��)4D ��)4D/����!*�{����'*)X��!*#1�Y)XM���!�)489)4!E��������)
��!t��D+P(�� p89).#t89)4������ "!��



� 	!' 	 �  � � � � �� � � 	 � �� � � � � � 	 
 ���  ��� ��� � 	 �   	 � � � �

��aZGV�d�ZGS ��� o � � � � �

s ≥ 2 � σ ≥ s+5 � (v0, η0) ∈ Hσ(T)2 � b ∈W 1,∞(T)

 � �
(v ε

Σ, η
ε
Σ)0≤ε≤ε0� � ��  � 	 � � � � � ��� �  	�� � � � �

(Σ)
� 	 �� 	�� 	� 	 �� �   

(v0, η0) 	
� � � ��
 � �

(u0, n0) = (v0 + η0, v0 −
η0) 	

� � ��� �� � � � � �  	�� �
(U0, N0)

� � �� � ��� �� �
�
(ΣKdV )

� 	 �� 	 � 	  	 �� �   
(u0, n0)

	 � ����� � � ���
	��
L∞([0, T0];H

σ(T)) 	 � � ��	�� ��� � � � � � � � � � �� �
t ∈ [0,

T0

ε
]
�

∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (vε,b per

KdV , ηε,b per
KdV )

∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(T))
≤ Cε(1 + εt) ,

ul,(���/��,*). "��)4D ��)4D/����!*�/����'*)t��!v��,*)]!* "!(PV)4���� h#C��M�K^����D:)h�Y "���zI �r,(��M�, D:)���!*�/��,7���+�Y)t,7��89)[�
`z)4����)4�oP(��).M4������ "!7�r����,]��,(���rD: R#()4����,7��!7�r����,t��,*)qD: h#()4�

(Mb)
=





��� � ��� 	 � � �

� �T� � ��� ����� � � � � � ���a��� � ���





���������
	��� �

� � � �����T� � � � � � � � ���T� � � � � � � � � � � � � �

ul,(���xM�,7��P(��)4�m���x#()489 "��).#:�� 0��,*)l!<'(D:)4����M����zM. "D+P7�������� "!/ �Kz��,*)o#C� 
&)4��)4!<�xD: h#()4���T��!<89 "��89).#/��!:��,(���
��������M4��)>= �1)rM. "D+P7����)r,*)4��)c��,(��).)lD: h#()4��� �@��,*)r���hD+D:)4������Ml�l "'*������!*).��;g���h����)4D

(Σ)
M. "D+��!(50K^�� "D

bY,7��P(��)4�m�CI>��,*)l'*��'7���h'(!*M. "'(P(��).# �0#C� ��P(P(�� .BC��D/������ "!fGH'*������N7).#X`<� n M�,(!*)4��#()4�H� �$���R!*)  �� ¢>�	��I�6}���`z "���� "D:� ! ��!*#U��5>'*M�,(�  �� p�����Ih'(!*)489)4!J`V "���� "D:� ! IC��!*#ON*!7�������:��,*)A�� "Pz "5>����P(,(��M��������OD: h#C��N7).# �0#C���P(P(�� �Bh��D/������ "!@=xul,*)A����D ���T,*)4��)r�� 0M. "D+P7����)o��,*).��)l��,(��).)rD: R#()4���TK^ "�x�H�Y 0!* "!/������8R�\���*)�B*��D+P(��).�
 �K
�� "PV "5>����P(,R� �x�S����)4P[��!*#t�+���� 9�r���U8"�����h��!(5/����!R'*�� "��#*���@`z "���� "Dt=

� ��� � - 	 ) 9�!"( /�� 3:(��4) 	 ),3
�A'(�
59 9���(���d�� qM. "D+P7����)l��,(��).)lD: R#()4����I"��,*)l���hD+D:)4������Mr�l "'*������!*).��;F "!*)>I>��,*)c'*��'7��� �0#C� ��P(P(�� .Bh�
��D/������ "!

(M)
��!*#/�����x�� "Pz "5>����P(,(��M��������:D: h#C��N7).#:89)4������ "!

(Mb)
=Tul,*)kM. "D+P7�������� "!O���mD/�"#()rKQ "�Y�

�� "�����������'�l�.89)oP(�� "P7��5<������!(5g�� 0��,*)l����5>,<�l��`V p89)r�>�c f�� "Pz "5>����P(,(��).� �
�q����)4PO��!*#:�f���� 9�r���S8>�����R��!(5
����!R'*�� "��#*���7`z "���� "Dt= �1)r'*��)rK^ "�T��,*)A�c "'*������!*).��;X���h����)4D

(Σ)
��!*#:��,*) �0#C� ).;R'7������ "!*�

(ΣKdV )
�

bY����!(�R���k��M�,* "���� "!1��M�,*)4D:)+M. "DF`(��!*).# �r����,1�O��)4�\� B(������ "!ED:)4��,* h#�M. "D+��!(5UK �� "D�l).����)����c��'(!*)���'
��! � � ���i��!*#XGH'*������N7).#J`<�J�l).����){��! � �	��=Tul,(���r���RPz)0 �Kd��M�,*)4D:)0���r �K
 "��#()4�o�>�c +��!t��P7�"M.)f��!*#J����D:)>I�r,(��M�,]���k��P(P(�� "P(���\����)fK^ "�o "'(�oP('(��Pz >��)>=

��� % � % � ��0_$��.�>�n!#" ,=�GF6$�02$|�����1��F�$K�K��� $�?��6!L�����
�,
w{'*)+�� ���,*):��#()4!<����M����l������'*M4��'(��): �Kr��,*)+�>�c �0#C� ).;R'7������ "!*�F �K

(ΣKdV )
I��c)/ "!(���EP(��).��)4!R�f��,*)

!R'(D:)4����M����z��M�,*)4D:)kK^ "�Y��,*)rN*�����l).;<'7������ "!@=Twq)�N*!(��!(5
u(t, x) = U0(T, x− t)

I.�Y){M���!/��)�KQ "��DF'(�\����)
��,(���o).;R'7������ "![�"�lKQ "���� 9�o�

∂tu+ ∂xu+ ε

[

3

4
u∂xu+

1

6
∂3

xu

]

= 0 .  ¢C= � = ��!
�1)r'*��)o�fbY����!(�<���A��M�,* "���� "!U��M�,*)4D:)A��!*#+��,*)l��)4�\� B(������ "!OD:)4��,* R#:��!<���� h#C'*M.).#:`<�S�l).����)����c��'(!*)���'
��! � � �	�o��!*#�G_'*������N7).#�`R���l).����)U��! � ���;�r,(��M�,Z��)4P(�\�"M.)J��,*)JM. >��������!<'(D:)4����M����o����)�����D:)4!R�/ �Kk��,*)

�=r



�=¢
� 	� � � 	 � �� � � � � ��� � � � � �� � � ��� 	 � � ��	 � �

!* "!(����!*)����l��)4��D `R�O�0P(��).#C��M4����89)q����)4P@=
ul,(���YP(�� �8h��#().�Y'*���r����,U��,*)rKQ "���� 9�r��!(5+��)4D+����#C����M4��)4����y�).#U��!
����D:)f).;R'7������ "!��

un+1 − un

dt
+ ∂x

(

un+1 + un

2

)

+ ε

[

3

4

(

αun+ 1
2∂x

(

un+1 + un

2

)

+ (1 − α)
un+1 + un

2
∂xu

n+ 1
2

)

+
1

6
∂3

x

un+1 + un

2

]

= 0 ,

�r,*)4��)0��,*)0P(��).#C��M4����89)F��)4��D
un+ 1

2
���o#()�N*!*).#]�"�lKQ "���� 9�o�

un =
un+ 1

2 + un−1/2

2
.

ul,*)t#C����M4��)4����yp������ "!  �Kq��,*)�!* "!(����!*)����/��)4��D
u∂xu

,*)4��)������9).�O�"#C8>��!<����59)� �K{��,*)t�>�Y $PV >������`(��)
#C����M4��)4����yp������ "!*�

un+ 1
2 ∂x

(

un+1 + un

2

) ��!*# un+1 + un

2
∂xu

n+ 1
2
`<�e��!<���� h#C'*M4��!(5e��P7������D:)4��)4�

α ∈ [0, 1]
��!*#a�����h��!(51�]M. "!R89)�BaM. "DF`(��!7������ "!  �Kk��,*).��)OPV >������`(����������).��=��0).)4P(��!(5���!�D+��!*#a��,7���

�Y)'�l��!<�f�� JP(��).��)4��89)S��,*)+��)4D+����#C����M4��)4��)
L2 !* "��DtI���!1)��"���]��!<��)45>�������� "!$`<��P7�������05>��89).�q'*�q��,*)��P(P(�� "P(���\����)S8>����'*)

α = 2/3
= �1)F��,*)4!�M�,* h >��)X��,*)X��P7�����\���T#C����M4��)4����yp������ "!1�� O��,7���{��,*)X#C����M4��)4��)

L2 !* "��D ���YP(��).��)4��89).#O`<�:��,*){M. "D+P(��)4��)A��M�,*)4D:)>I��r,(��M�,J5>��89).�Y��,*)oN*!7���z#C����M4��)4����yp������ "!� �K  ¢C= � = ��!�

un+1
i − un

i

δt
+

(

D1
un+1 + un

2

)

i

+ ε





1

4



u
n+ 1

2
i +

u
n+ 1

2
i+1 + u

n+ 1
2

i−1

2





(

D1
un+1 + un

2

)

i

+
1

4

un+1
i + un

i

2

(

D1u
n+ 1

2

)

i
+

1

6

(

D3
un+1 + un

2

)

i

]

= 0 ,

 ¢C= � =W� !

�r,*)4��)0��,*)0D/��������B
D1

��!*#
D3

����)0�� S��,*)fM4�\�"������M����@M.)4!<��)4��).#[#C����M4��)4����yp������ "!*�A �K
��,*)0#()4����8>������89).�
∂x

��!*#
∂3

x

=

��� % � � �K��02$ �G�>�n!#" ,=�.F�$�02$|� ��1��F6$|<)���,�,=�H
6$�,=? ,m86,m��$�0
?{�XKQ���/�"�+��,*)]#C����M4��)4����yp������ "!  �K{��,*)t�l "'*������!*).��;a���C����)4D

(Σ)
���+M. "!*M.)4��!*).#&I �Y)�M. "!*����#()4�:��,*)

����D:)r��#()��"�p=d�{����!(5g�gbY����!(�<���A��M�,* "���� "!U��M�,*)4D:){��!*#:��,*)o� ��D:)r��)4�\� B(������ "!OD:)4��,* R#&I.�Y){����D ,*)4��)
���XP(��).��)4��8R��!(5E��,*)U��Pz).M4��N7M/!* "��D |(v, η)|2H1

ε
= |v|2L2 + |η|2L2 + εa2|∂xv|2L2 + εa4|∂η|2L2

=Eul,(���
;R'7��!<�������]���k��!*#().).#[M. "!*��)4��89).#]`R�

(Σ)  ��).) � � ���@KQ "�kD: "��)F#()4��������� ! =ou� O��,(���k)4!*#&I}��,*)f!* "!(����!*)������)4��D:�
v∂xv

I
η∂xη

I
η∂xv

��!*#
v∂xη

����)t#C����M4��)4����y�).#Z��!  "��#()4�/�� EP(��).��)4��89)�`z "��,Z��,(���/��Pz).M4��N7M
#C����M4��)4��)0!* "��D ��!*#���,*)4���k���hD+D:)4������Mf������'*M4��'(��)>= �A)4D/�����R��!(5/��,7���o��,*)0).;<'7����������).�
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η∂xv(nδt) ≈
2

3
ηn+ 1

2∂x(
vn+1 + vn

2
) +

1

3

ηn+1 + ηn

2
∂xv

n+ 1
2 ,

v∂xη(nδt) ≈
2

3
vn+ 1

2∂x(
ηn+1 + ηn

2
) +

1

3

vn+1 + vn

2
∂xη
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+

(
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(
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(
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(
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(
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(
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(
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v(t = 0, x) = η(t = 0, x) =
1
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��).M. "!*#�����)��C= �  9�c)489)4��I#�Y)+M���!���).)X��,7���q��,*).��) �c��89).�g����)X�\����59)4�q��,7��! (K)
���
t = T/2

�A��,(���
���o#C'*)F�� +��,*)0�� >���o �Kx��D+P(������'*#()X �Kd��,*) �l�.89).� B ��!*# Ktopo

#C'(����!(5O��,(���o#( 9�r!G�c����#�P7�����E�r,(��M�,
D/���9).�0��,*)'�l�.89).�0`z)S!7����'(���������c�r��#()4��=S?A`V "'(�q��,(���q�� >���0 �Kr��D+P(������'*#()>I����q���0)�BCP(�\����!*).#�`<�[��,*)
KL�"M4�0��,7���f��,*)/��D+P(������'*#()/ �Kl��,*)S`z "���� "D #().M4��)��"��).�F p89)4�f��,*):#( -�r!.�c����#�P7�����F �Kl��,*):����!R'*�� "��#&I
�r,(��M�,ZP(�� h#C'*M.).�S��,*)U��!<89)4����)J)�
&).M4�+ �Kk��,*)J��,* 9������!(5�K �� "D ��,*)UP(��)48R�� "'*�SM��"��)J �Kk��,*)J����)4P@=���!
�"#(#C������ "!@I �c)fM���!]��).)f�+��)�67).M4��).#7�c��89)0KQ "� B ��!*# Ktopo

�Y�S#()4P(��).������ "!]��,(���r����D:)q�6�r,(��M�,]59 h).�
�� q��,*)r��)�K^�m���x��,*)o����D:)r��PV).).#:�"�T��,*)oD/����! �c��89)>I.�r,(��M�,/M. "����).��Pz "!*#(�x�� 0��,*)r����D:)oP(,*)4!* "D:)4!* "!
 �K
`7����,<�hD:)4������M0��)�67)�Bh�� "!��"�r��!���,*)0M��"��)0 �K
��,*)0����)4P �
��,*)f��D+P(������'*#()F �K
��,*)q`V "���� "D #().M4��)��"��).�
��!*#���,<'*�XP(�� R#C'*M.).�S�t#()4P(��).������ "! �l�.89)U��,7���XP(�� "P7��5<����).�S��!$��,*)U "P(PV >������)O#C����).M4���� "!@= �1)OM���!
��).)X��,7���q��,(���0#()4P(��).������ "! �l�.89)S���q,*)4��)X�\����59)4�0��,7��!�K^ "�f�U����)4PE`V).M���'*��)X �KY��,*)+���� 9��8>�����\������ "!*�
 �KY��,*)S`z "���� "Dt=S?A�AKL���F�"�q��,*)S'(P.�l����#�P7�����f �Kc��,*)S����!R'*�� "��#����0M. "!*M.)4��!*).#&Id�����T��,*)SP(��)48R�� "'*�����
#().��M4����`z).#e)�
z).M4���S,7��P(Pz)4!Z��!v��!a��!R89)4����).#|�c���9Ic��!*#K�Y)UN*!7����������).M. �89)4�:��,(��).)U��#()4!R����M����oD/����!
�c��89).�XK^ "�g��,*)/��,(��).)OD: h#()4����=]?l�g��,(���fN*!7���cPV "��!R��IT��,*)/ "!(���$��)4D/����!(��!(5�8h������`(��)O)�
z).M4���X �Ko��,*)
M4�� >����).#J�� "Pz "5>����P(,<�]����)f��,*)q��)�67).M4��).#7�c��89).��=
?{�A��Pz).M4��N7).#�)���������)4��I(�Y)X#().M4��#().#[�� U����Dg'(�\����)g��,*)gD: h#()4���{ "!���,*)X89)4�����\����59)X����D:)

T = 1/ε3/2��!1��,*):M��"��): �Kc��,*)/����)4P@=/?A���T��,*).��)+D: h#()4���f,7��89)+`V).)4!$P(�� �89).#1�� t`V)+8>������#� "!1��,*)+����D:)O��M�����)
O(1/ε)

��!*#a���S���X��!<��)4��).������!(5��� EM�,*).M���!R'(D:)4����M�����������,*)4���S8>������#C�����$�0 "�S!* "�X�0 "!a�\����59)4�S����D:)
��M�����).��=k�* "�{�:����D:)

T = 1/ε3/2 I��c)gM���!� "`*��)4��89)g��,7���A��,*)5�c�.89) Ktopo
59 h).�A "![5>�� 9�r��!(5JD: "��)

��!*#eD: "��)J��!v��D+P(������'*#()>Ir��!*#e��,7���/�[#()4P(��).������ "!/�c��89)t#().)4PV)4!*�:��!�K^�� "!<�: �K{��,*)JD/����!/�c��89)>=
ul,*).��)S)�
&).M4���q����)S "`R8R�� "'*�����[!* "�qP(,<�C����M����m��!*#EM���![`z)S)�BhP(�\����!*).#�`<�[��,*)gKQ�"M4�q��,7���q��,*)S����y�)g �K
��,*):M. "����).M4����!(5���)4��D ε

4
∂xU0(x − t)

∫ t

0
b(x − t + s)ds

)489 "��89).�F��!$����D:)+�����9)
ε/t

�"�5�Y)O���R� ��!
bY,7��P(��)4� r �T "!��X����D:)

T = 1/ε3/2 IC��,(���o����y�)0`z).M. "D:)0 �KT "��#()4� O(1/
√
ε)
In�r,(��M�,�)�BhP(�\����!*�E�r,<�

��,(���AD: R#()4�d#C��89)4��59).�kK^�� "D ��,*)g "��,*)4�AD: h#()4���{ "!]��,(���A����D:)g��M�����)>=rul,(���A���A��,*)fD/����!���).��������M4���� "!
 �K&��,(���mD: h#()4�LI9��!UM. "D+P7�������� "!M�r����,/��,*)k�l "'*������!*).��;S "!*)E�r,(��M�,J��).)4D:�m�� f��)4D/����!O������`(��)k "!/89)4���
�\����59)0����D:)f��M�����).��=T?k!���!R��)4��).������!(5/Pz)4����Pz).M4����89) �Y "'(��#t`V)q�� +�� h "�:KQ "�r,(��5>,*)4�A "��#()4�k��)4��D:�l�x�����9)
������5>,<�A��! � ¢�	�&�x��!t��,*)F��P(P(�� �Bh��D/������ "![�� :#()������r����,���,(���kP(�� "`(��)4Dt=
u� ]��'(D '(P@I@��,*)S��).��'(�����f "!���,*).��)S�>�Y ])�B(��D+P(��).�f �Kl`z "���� "D ��,* 9� ��,7���0`z "��,1�l "'*������!*).��;���!*#
�� "Pz "5>����P(,(��M��������ZD: R#C��N7).# �0#C� D: h#()4���O����)]��`(��)t�� ���)4P(�� R#C'*M.)]��,*)t)�BCPV).M4��).#ZP(,R�h����M����oP(,*)��
!* "D:)4!* "!*� �t��)�67).M4���� "!@Ic��,* 9������!(5*IY�� >���: �Kq��PV).).#v��!*#v���RD+D:)4�����9=vul,(���:���: �KqM. "'(����)�!* "�+��,*)
M��"��)qKQ "�o��,*)F'*��'7��� �0#C� ��P(P(�� .BC��D/������ "!��r,(��M�,]���k��!*#()4PV)4!*#()4!R�kK^�� "D ��,*)f`V "���� "D �� "PV "5>����P(,R�9=
�T89)4![��K��c)gM���!]���� "�\����)f��,*)F�� "��)F �Kx)��"M�,EM. "����).M4����!(5O��)4��D:� �r����,[ "'(�kD: R#C��N7).# �0#C� ��P(�� .BC��D/� �
���� "!@IV��,(���A "!*)X#C��89)4��59).� �r,*)4!E����D:)F59 h).�A p89)4�A��,*)g��,*). "��)4����M����T����D+���{����D:)g �Kx8>������#C�����

T = 1/ε
=

ul,*)U�c "'*������!*).��;�#( h).�g!* "�X,7�.89)U��,(���X#C���R�r`7�"M��e��!*#���)4D/����!*�+������`(��)U "!�����D:)U��M�����).�S �Kk "��#()4�
O(1/ε3/2)

=
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bc)tM�,7��P(������)]M. "����).��Pz "!*# s�'(! �����.8>�����k�������������t)4! M. "���\��`V "�������� "! �.89).Mt�7��`(��)4! ������M�,*)])4�/w0� �
8h��#�����!(!*).��= �{ "'*�q!* "'*�0��!R���4��).���� "!*�f��M4�msU�\�t����DF'(�\������ "!1!R'(D:�4����;<'*)O#().�f�.;R'7������ "!*�f#()/�{��).)4!C�
�q��5>,*#C�r)4! � ��w #()J��'(�HKQ�"M.)OPz "'(�S#C� 
&�4��)4!<��).�S�� "Pz "5>����P(,(��).��=T�x% ��!R���4��24�:#()JM.)OD: h#(-4��)U).���+;<'@% ���
Pz)4��D:)4�U#&%3�4�\����5>���J��)[M��"#C��)�#()]8"������#C�����[P(,<�C����;R'*)[#().�UD: h#(-4��).�O#()[���hPz)[�l "'*������!*).��;}Im�� "'(�U)4!
��).�f)4!(5>�� "`7��!R�g#*��!*�0'(!*)+M.)4��������!*):D:).��'(��)>=@?AP(��-.�F�.89 "���f`(�����489)4D:)4!R�FP(���.��)4!R���+��).�f�.;R'7������ "!*�F)4�
#(�4D: "!R�����t'(!*)�M. "!*��)4��8>������ "! #&%3�4!*)4��5>��)t��Pz�.M4��N7;R'*)>I
!* "'*�+M. "!<����'(���� "!*�/'(!v��M�,*�4D/�1�"#(�.;R'7���/#()
���RPz)/bY����!(�<���A��M�,* "���� "!a�.89).MSD:�4��,* h#():#()S��)4�\� B*������ "!1Pz)4��D:)4������!<��Ii��'�!(��89)���'���)4D+����#C����M4��)4��I@#()
P(���.��)4��89)4�cM.)4����)kM. "!*��)4��8>������ "!O#&%3�4!*)4��5>��){s0'(!:��).����)o#&%3 "��#C��)

ε(1+µ)δt
P(��-.��= �{ "'*�&GH'*������N7 "!*�Y;<'*)

M.){��).����)>IR!* "!����������HKL��������!<�r)4!t��P(P7����)4!*M.)>I().���l)4!U�������������q��'C�/� ��!<�lPV "'(�l!* >�c`z).�� "��!*��=(bc){��M�,*�4D/�
).���0)4!*��'(����)X8>������#(�S)4![KQ "!*#[P(�\���0P7���qM. "D+P7���������� "!$�.89).MX�\�U�� "��'(���� "!$��!7�����R����;R'*)SM. "!(!<'*)+#()SM.).�
�.;R'7������ "!*��=@�d "'(�0N*!(����I&��)SD: h#(-4��)+#()O�{��).)4!C���q��5>,*#C�m).���fM. "D+P7�����+!R'(D:�4����;<'*)4D:)4!R�S��'�D: h#(-4��)
#()+�l "'*������!*).��;

(Σ)
#*��!*�0��)SM��"#C��)+#()+#()4'CB[�� "Pz "5>����P(,(��).�F#C��������!*M4��).� �V��)SM��"�f#&% '(!*)SD/����M�,*):)4�

M.)4��'(�m#&% '(!*):PV)4!R��):#( "'*M.)>=ibc).�0���.��'(���������FPV)4��D:)4������ "!R�g#&%3 "`*��)4��89)4�F��).�fM���P7�"M4�����.�F#C'1D: h#(-4��):#()
�{��).)4!C���q��5>,*#C��D/�����A��'*�����@#()f#(�4��)4��D+��!*)4�A��)q���45>��D:)f#()08>������#C�����f#C'�D: R#(-4��)

(Σ)
=

� ��� � 9��,3:),2 %'/0%
!"1�2 �4),3 	�� % �41��&),3 2.- 	�� 9
! + -4),3
� � % � % 	m
A���������������>�

bc "D+D:)4!*~. "!*�+M.)OM�,7��P(������)UP7���g'(!*)O`(��-489)OP(���.��)4!<�������� "!Z#().�X�.;<'7������ "!*�S#()��{��).)4!C���{��5>,*#C�L=xbc)
D: h#(-4��)g�p% ��!*��M4�����{#*��!*�{��)gM��"#C��)X#C'[���45>��D:)XP(,<�C����;<'*)X#C���q#&%3)���'[Pz)4'[P(�� �KQ "!*#()>I}P(��'*�{M. "D+Dg'(!*���
D:)4!R�F��P(PV)4���X���45>��D:)S#()S��,7������ 9�l���l����)4��=dbc)X���45>��D:)S).���0)4![�������������S'(!*)X59�4!*�4���������������� "!1#()SM.)4��'(�
#&%3 "!*#().�A�� "!(5>'*).�A#()fKQ����`(��)X��D+P(������'*#()g;R'(�@!* "'*�q�+��!R���4��).�����F#*��!*�A��).�kM�,7��P(������).�{P(���.M.�.#()4!<����=V�T!
)�
&)4��I*��)F���45>��D:)F#()F��,7������ 9�l���c����)4�f).���kM������"M4���4�������gP7���k'(!*)F��)4'(��)f,<�hPz "��,*-.��)g#()FPV)4������).����)>I*M.)4����)
#()X�\�/P(�� �K^ "!*#()4'(�f#&%3)���'ED: ��9)4!(!*)

h0
P7���{����P(Pz "���fs:�\�O�� "!(5>'*)4'(�f#&%3 "!*#()SM������"M4���4����������;R'*)

λ
#()

���
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�L%3�.M. "'(��)4D:)4!<��=�bc)4����)g,<�hPz "��,*-.��)X��)48R��)4!R�{#( "!*MSs/��'(P(PV >��)4�
µ � 1

=V?k'*M4'(!*)g,<�hPz "��,*-.��)g#()gPz)4�����
��).����)g!@%3).���AKQ������)S��'(�{��).�0��'(����).�qP7������D:-4����).�0;<'*)S�� "!R�

ε
I}��)X!* "Dg`(��)X#() n �� "�9).�

S
 "'E)4!*M. "��)

β
=

�{ "'*�0PV "'(89 "!*�g#( "!*M:#*��!*�fM.)+���45>��D:)/M. "!*����#(�4��)4�X��'*�����T`(��)4!$#().�0Pz)4������).�f8>����)4'(���f#()
ε
)4�F#()

β;R'*)X#().�f8"����)4'(���0#()S�L%3 "��#C��)+#()
O(1)

=ibc)X���45>��D:):).���0����!*���x#C���qKQ����`(��)4D:)4!R�F#C����Pz)4������KY#C'EKL�����f#()
�\��Pz)4������).����)/#()

µ
= n )4�� "!$�L% ,R�RPz "��,*-.��)/KQ������)/��'(�

ε
I� "!1��'(�l�"#�GH "��!R�g��):;R'7������N7M�������KA#()SKQ "����)4D:)4!<�

!* "!C�L����!*��������)SPz "'(�
ε = O(1)

IzD: R#(�4���4D:)4!R�0!* "!C�L����!*��������)SPV "'(�
ε = O(

√
µ)

)4�kKL����`(��)4D:)4!<�0!* "!C�
����!*��������)XPV "'(�

ε = O(µ)
= �{ "'*�{��)4���� "'(89 "!*�0#*��!*�{M.)4����)S#()4��!(��-4��)X,<�hPz "��,*-.��)SM.)4����)XM������"M4���4����� ��!<�

��)X���45>��D:)+#&%3 "!*#().�q�� "!(5>'*).�f#()gKQ����`(��)+��D+P(������'*#() �V���
).���0#( "!*M+M4�\�����0;<'*)SM.)X���45>��D:)S!@%3).���f��'(����)
;R'@% '(!t���45>��D:)0P7��������M4'(����)4�A#()0M.)4��'(�i#()f��,7������ 9�l���l����)4��=
�@).�T�.;R'7������ "!*�x#()o�{��).)4!C���q��5>,*#C�7 "!<�x�4���c,(������ "����;R'*)4D:)4!<�cM. "!*������'(����).�  �� ������I � ���=¢ ! #*��!*�T��)lM��"#C��)#C'/���45>��D:)A59�4!*�4�����z#()k��,7������ -�l���c����)4��I(M>%3).���ls0#C����)kPz "'(�

µ� 1
)4�Y����!*�l��'*M4'(!*)o,R�RPz "��,*-.��){��'(�

ε)4�
β
=*bc)4����)0M. "!*������'*M4���� "!t).���l��!<���4��).��� ��!<��)f#*��!*�l��)q��)4!*�r "��)4����){PV)4��D:)4��ICP7��������!R�o#().�r�.;<'7������ "!*�

#():�{��).)4!C���q��5>,*#C�m)4�08R�\�O�L%W�"#�G� "!*M4���� "!1#&% '(!*)S,<�hPV "��,*-.��)+��'(�
ε
I&#()X��)4���� "'(89)4�F#().�qD: R#(-4��).�f��)4���

;R'*)FM.)4'CB[#() n )4����)g#*��!*�A��)XM��"�kD: h#(�4���4D:)4!<�0!* "!C�L����!*��������)S "'EM.)4'CB]#()g�l "'*������!*).��;�#*��!*�k��)XM��"�
KL����`(��)4D:)4!<�T!* "!C�L����!*��������)>=Rbc)cM������"M4��-4��)l59�4!*�4�����*#().�
�.;<'7������ "!*�T#()o�{��).)4!C���q��5>,*#C�(��)4'(�dM. "!CKQ-4��)l'(!
5>����!*#f��!R���4��24�
��'CBf!(��89)���'CBfD: h#(�4������������ "!X)4�i����Dg'(�\������ "!g!R'(D:�4����;<'*)>=����h).�����45<����)4D:)4!R�
sk�� "'(����5>!*)4�
;R'*)+M.).�f�.;<'7������ "!*�g�� "!<�0'(!*)/)�Bh��)4!*���� "!1#()/M.)4����).��Iz����-.�0'(�����������.).��I�#() n ����!<�H�L�x)4!7��!<�  ��'(����)4D:)4!R���P(Pz)4���.).�f�.;<'7������ "!*�g#()+��,7������ 9�l���l����)4� ! =i�x!$)�
z)4��Iz��)4'(�gM. "!*������'*M4���� "!1��)4����):;R'*)SP(���.��)4!<���.)O#*��!*�
� p��@P7�"����){P7���l��)0#(�489)4�� "P(Pz)4D:)4!<�A�"���hD+P(�� "����;R'*)0)4!JK^ "!*M4���� "!t#() µ #&% '(!t "PV�4������)4'(�k#()qw{������M�,(��)4�H�
�{)4'(D/��!(!@= �A�qM.)4����)XM. "!*������'*M4���� "!E��D+PV >��)g#()FP(��)4!*#C��)S)4!EM. "D+P(��)S#*��!*�AM.)X#(�489)4�� "P(PV)4D:)4!R�0��).�
��)4��D:).�q#&%3 "��#C��)

O(µ2)
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∂tη + ∂x(hv) = 0 ,

(1 +
µ

h
Tβ[h, b])∂tv + ∂xη + εv∂xv +

µε

h
Qβ [h, b]v = 0 ,

 �h= � = ��!

 "�
h = 1 + εη − βb

M. "����).��PV "!*#[sX�\�S,7��'(��)4'(�k#C'�6*'(��#()>=
�x%3 "Pz�4������)4'(�l����!*��������) Tβ[h, b]

).���c#(��N*!(�}P7��� Tβ[h, b]v = T0[h]v+βT1[h, b]v+β2T2[h, b]v
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T0[h]v = −1

3
∂x(h3∂xv) ,

T1[h, b]v =
1

2
[∂x(h2∂xbv) − h2∂xb∂xv] ,

T2[h, b]v = h(∂xb)
2v ,

�x%3 "Pz�4������)4'(�T!* "!C�L����!*��������) Qβ[h, b]
).���T#(��N*!(�(P7��� Qβ[h, b]v = Q0[h]v+βQ1[h, b]v+β2Q2[h, b]v
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Q0[h]v = −1

3
∂x[h3(v∂2

xv − (∂xv)
2)] ,

Q1[h, b]v =
1

2
[∂x(h2v∂x(v∂xb) − h2∂xb(v∂

2
xv − (∂xv)

2))] ,
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∂tη + ∂xv + ε
[

∂x((η − b)v) +
1

3
∂3

xv
]

= 0 ,

∂tv + ∂xη + εv∂xv = 0 .
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Tβ[h, b] = T ∗

1 hT1 + T ∗

2 hT2 "� T ∗

1

)4� T ∗

2
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T1v :=
h√
3
∂xv −

√
3

2
β∂xbv ,

)4� T2v :=
1

2
β∂xb v .  �h= � =qp !
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∂t

(

|η|2 + (hv, v) + µ ((hT1v, T1v) + (hT2v, T2v))
)

= 0  �h= � = � !
�� |.| �
 (., .)
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1

2
∂t|η|2 + (∂x(hv), η) + (∂tv, hv) + µ(T ∂tv, v) + (∂xη, hv) + ε(v∂xv, hv) + µε(Qv, v) = 0 ,
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1

2
∂t|η|2 +

1

2
∂t(hv, v) −

1

2
(∂th, v

2) + ε(v∂xv, hv) + µ(T ∂tv, v) + µε(Qv, v) = 0 .
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−1

2
(∂th, v

2) + ε(v∂xv, hv) = −ε
2
(∂x(hv), v2) + ε(v∂xv, hv) = 0 .
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2
∂t|η|2 +

1

2
∂t(hv, v) + µ(T ∂tv, v) + µε(Qv, v) = 0 .  �h= � =qr !
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�

µ(T ∂tv, v) = µ(T ∗

1 hT1∂tv, v) + µ(T ∗

2 hT2∂tv, v) ,

= µ(hT1∂tv, T1v) + µ(hT2∂tv, T2v) ,

= µ(h(∂t(T1v) − ∂tT1v), T1v) + µ(h∂t(T2v), T2v) ,
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t
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µ(T ∂tv, v) =
µ

2
∂t(hT1v, T1v) −

µ

2
(∂th, (T1v)

2) − µ(h∂tT1v, T1v)

+
µ

2
∂t(hT2v, T2v) −

µ

2
(∂th, (T2v)

2) ,

=
µ

2
∂t(hT1v, T1v) +

µ

2
∂t(hT2v, T2v) −

µ

2
(∂th, (T1v)

2 + (T2v)
2)

−µ(h∂tT1v, T1v) .
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1

2
∂t

[

|η|2 + (hv, v) + µ(hT1v, T1v) + µ(hT2v, T2v)
]

= µ
(1

2
(∂th, (T1v)

2 + (T2v)
2)

+(h∂tT1v, T1v) − ε(Qv, v)
)

.

 �h= � =q¢ !
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h∂tT1v = ∂th(T1v +
√

3T2v)
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1

2
(∂th, (T1v)

2 + (T2v)
2) + (h∂tT1v, T1v) =

1

2

(

∂th, 3(T1v)
2 + (T2v)

2 + 2
√

3T2vT1v
)

,

=
1

2

(

∂th, (
√

3T1v + T2v)
2
)

,

= ε
(

v,
h

2
∂x(

√
3T1v + T2v)

2
)

,
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1

2
∂t

[

|η|2 + ∂t(hv, v) + µ(hT1v, T1v) + µ(hT2v, T2v)
]

= µε
(h

2
∂x(

√
3T1v + T2v)

2 −Qv, v)
)

.
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2
∂x(

√
3T1v+T2v)

2 −Qv, v
)

= 0
IRM.){;R'(�*KQ "'(��!(���Y��)k���.��'(�������

).��M. "D+P(���>=
�A!U89 "���l`(��)4!U��M4�V�� "'(�c�L% ��!<���4��24�o#&%W�.89 "���oM�,* "�����z�\�0KQ "��DF'(�\������ "!  �h= � = ��! P(��'(���"�r;R'*)k�\�fK^ "��Dg'(�\������ "!,(������ "����;R'*)>= bc)4����)YM. "!*��)4��8"������ "!g#&%3�4!*)4��5>��)Y#( "!(!*)x)4!g)�
z)4�@'(!gM. "!<�����"��)>Ip)4!R����)Y��'(����)>I�#().�i;<'7��!R�������.�
(hv, v)

I
(hT1v, T1v)

)4�
(hT2v, T2v)

I�M.)T;R'(�>��D+P(����;R'*)T�\�lP(���.��)4!*M.)x#&%3)�
&)4���&���45>'(�\����������!R���i����D+���\������).�
sOM.)4'CB[#()g�L%3�.;<'7������ "!*�q#()X�c)4!"G���D+��!@I3�l "!7�J)4�{�E��,* "!<� � ����=7wS% '(!EPV "��!R�{#()g8h'*)F!R'(D:�4����;<'*)>I& "!Pz)4'(�{�45<����)4D:)4!R�f��%W������)4!*#C��)+s:'(!�)�
&)4�{������`(������������)4'(�0#C'[��)4��D:) µ

h
Tβ[h, b]∂tv

��'(�{��)g��M�,*�4D/�CI&M.)
;R'(�l��)4P(���.��)4!<��)�'(! ���� "'(�:M. "!*����#(�4����`(��)>=xwq)OP(��'*�pIi�\�[KQ "��DF'(�\������ "!  �h= � =qp ! P(���.��)4!<��)��L%W��8"��!R����59)#()�����D+P(����N7)4�/�\�[#C����M4���4������������ "! #()�M.)J��)4��D:) �d���o��'C�:�:)4!v)�
&)4�+#()�#C����M4���4������)4�:��).�+ "Pz�4������)4'(���
#C� 
&�4��)4!<����)4���
#C'FP(��)4D+��)4�
 "��#C��) T1

)4� T2
Pz "'(�i)4!g#(�.#C'(����)Y#C����).M4��)4D:)4!<�
�\�o#C����M4���4������������ "!S�"#(�.;R'7����)

#() T =
? M.):�����"#()>I����T!* "'*�F).���fD/����,*)4'(��)4'*��)4D:)4!<�:��P(P7����'�;R'*)S�\�JP(���.��)4��8>������ "!�#()  �h= � = � ! ��'1!(��89)���'��)4D+����#C����M4��)4�c!@%3�4�������rP7�"�pIhsFP(���� "���LICM. "D+P7������`(��)f�.89).Mq��){��M�,*�4D/�S)4�c�\�gD:�4��,* R#()q#()A��)4�\� B(������ "!t#()
�l).����)X)4�0�c��'(!*)���'@=�bc)4����)XM. "!*��)4��8"������ "!�).��� � � �  ���  ���0P(���.��)4��89�.)SP7���0M.)g���RPz)X#()X��M�,*�4D/�CIzD/�����
!* "'*�o��89 "!*�lP('J#(�4D: "!R����)4�rD+��)4'CBU;R'@% '(!*)qM. "!*��)4��8"������ "!]sF'(!J��).����){#&%3 "��#C��)

O(ε(µ+ ε)δt)
P(��-.��I

 "�
δt
).���S��)UP7�"�+#()U��)4D+P*�:#C'Z��M�,*�4D/�C=mbc)J��).����)U!@%3).���+�48h��#()4D+D:)4!<�:P7�"�+� �������HKQ����� ��!<�:���c�L%3 "!

M. "!*����#(-4��)f��)q���45>��D:)f#()q8"������#C�����0#().�k�.;<'7������ "!*�A#()F�{��).)4!C���{��5>,*#C�LI
ε
PV "'(8>��!<�A24����)fsXP(���� "���@P(�����

#()/�L%3 "��#C��)U#()
O(1)

I�D/�����S#()4'CB�����5>'(D:)4!R���SP(�\����#()4!<�+)4!�����KQ��89)4'(��=i��)/P(��)4D+��)4�+).���X;<'*)O#*��!*�
�\�E�������������>IY)4�/#*��!*�:��).�:y� "!*).�:59�. "5>����P(,(��;R'*).�O;R'(�o!* "'*�:��!R���4��).����)4!R��Ix���k).���O)�Bh����24D:)4D:)4!R�/������)
#()+89 "���

ε
������)4��!*#C��)/#().�F8"����)4'(���f#():�L%3 "��#C��):#()

O(1)
=@�T!�)�
z)4��I&!* "'*�F!*)S!* "'*�f��!R���4��).���� "!*�fP7�"�

��'CB�y� "!*).�k#()F#(��K^)4����)4D:)4!R�{;R'*)f�� "!R�k��).�oy� "!*).�A#()f��'(�HKT��!<��)4��!*)g)4�k#()f� �l�"��,@=��A�AM.).�oy� "!*).�k�� "!<�
��).�q��)4'(��).�q#*��!*�{��).��;R'*)4����).�

ε
Pz)4'(�f������)4!*#C��)X#().�{8>����)4'(���q#()F�L%3 "��#C��)S#()

O(1)
=z�T!E��D: "!R�f#()gM.).�



� �>� ��	 � � � � � � � � ��  � ��� � � � ��	 � 	 ��� � � � � � �� � � 	 � � 	�	  �  � � � ���

y� "!*).��I
ε
!*)0#(�4P7�"����)AP7�"�k)4!U59�4!*�4�������\�F8>����)4'(�

0.3
=(wq)4'CBh��-4D:)4D:)4!R��I*!* "'*�rM. "D+P7����)4�� "!*�k#*��!*�o�\�

��).M4���� "!E��'(��8>��!<��)X��)FD: h#(-4��)X#()S�{��).)4!C���q��5>,*#C�x�.89).Mg��)FD: h#(-4��)S#()F�l "'*������!*).��;t���hD:�4������;<'*)
(Σ)Pz "'(�k#C� 
z�4��)4!R��).�k8>����)4'(���o#()

µ
)4�
ε
=*���@!*)f��)4Dg`(��)F����!*���@P7�"�{��`*��'(��#()f#()f#(�.������)4�k�\�SP(���.��)4��8>������ "!

#()0M.)4����)fM. "!*��)4��8>������ "!t#&%3�4!*)4��5>��) \ k_SvVLW^]AP'T6V4kAd wfZ.Px`H\ WY~�e^Z.P'{}\ e^ZGkAdmPBwAZ
ε
=(w{)q��)4����)0�� "����)>I

 "! �"����'(��)4����'(!*)�M.)4��������!*)[������`(����������#C'v��M�,*�4D/�E�� "���:#()J�\�EM. "D+P7���������� "! ��89).M���)JD: h#(-4��)
(Σ)Pz "'(�

ε
Pz)4������=ibc)4����)/������`(���������:!*):��)4���JM.)4Pz)4!*#*��!<�FP7�"�XsUP(���� "���c�"����'(���.)SPV "'(�F#().�f8"����)4'(���FP(��'*�

�4��)489�.).��I�D/�����F!* "'*�F!* "'*�gM���!R�� "!(!*)4�� "!*�Ss�'(!*):8>����)4'(�FD/� BC��D/����)/#()
0.3

��'(�
ε
� N*!�#():����D+����)4�

��).�r������;R'*).�o#&% ��!*������`(���������.�p=*�i "'(�A��)489)4!(���AsX�\�SM. "!*������'*M4���� "!�#C't��M�,*�4D/�CI7!* "'*�rP(�� RM.�.#()4�� "!*�A#( "!*M
M. "D+D:)U��'(��� �i��P(��-.�S�.89 "���X��!<���� h#C'(���X'(!*):8>�����\��!<��)U#():�\��D:�4��,* h#()U#():��)4�\� B*������ "!�#()/�l).����)/)4�
�c��'(!*)���'@I*!* "'*�rP(���.��)4!<��)4�� "!*�{��)0��M�,*�4D/�:!<'(D:�4����;R'*)F��)4D+����#C����M4���4�������FM�,* "�����LI*)4�o!* "'*�k89�4����N7)4�� "!*�
;R'*)O�\�EM. "!*��)4��8"������ "!  �h= � = � ! ).���SP(���.��)4��89�.)t��'Z!(��89)���'v#C'Z��)4D+����#C����M4���4�������]s['(!e��).����)�#&%3 "��#C��)
O(ε(µ+ ε)δt)

P(��-.��=
bc "D+D:)4!*~. "!*�AP7���o��).�o#(��N*!(������ "!*�A'*��'*)4����).� �( "!t!* "��)4���

L
�\�S�� "!(5>'*)4'(�k,* "����y� "!R������)g#C'[#( "D/����!*)

)4�
T
��)o��)4D+P*�cPz "'(�Y��).;R'*)4�V��).�Y����Dg'(�\������ "!*�r��)4�� "!<�l)�
&).M4��'*�.).��= �A!J#(��N*!(���

δx
��)kP7�"�c#&%3).��P7�"M.)>I

δt��)qP7�"�k#()q��)4D+P*�A)4� �

vn
i = v(nδt, iδx) ; ηn

i = η(nδt, iδx) ; hn
i = h(nδt, iδx) , ∀t ∈ [0, Nx],∀n ∈ [0, Nt]

�.89).M
Nx = E[

L

dx
]
)4�
Nt = E[

T

dt
]
=

�{ "'*�+'(����������)4�� "!*�+��M4�o'(!*)JD:�4��,* h#()t#()J��)4�\� B*������ "!  "�Z��).�+��)4��D:).�+P(���.#C��M4��)4'(���
vn+ 1

2
I
ηn+ 1

2
)4�

hn+ 1
2
�� "!R�k#(��N*!(���oM. "D+D:)F��'(��� �



























vn =
vn+ 1

2 + vn−1/2

2

ηn+ 1
2 = ηn − dt

2
∂x(hnvn)

hn+ 1
2 = 1 + εηn+ 1

2 − βb

 �h= � =W� !

 "�t�L%3 "!�'(����������)f�\�S!* "�������� "!
wk = (wk

i )0≤i≤Nx

)4�
b = (bi)0≤i≤Nx

=
���]#(��N*!(������ "!a#C'���)4��D:)/P(���.#C��M4��)4'(�

ηn+ 1
2
������)OM4�\������)4D:)4!<�:�.8>��!<����59)U#():�\�tP(��)4D+��-4��)O�.;R'7������ "!

#()  �h= � = ��! =C�x% ��!R���4��24�r#()kM.)4����){#(��N*!(������ "!�������)4��!7������89)0��P(P7����� �������gM4�\������)4D:)4!<�rP7���Y�\�F��'(����)>=R��!R���� ��#C'(���� "!*�rD/����!R��)4!7��!<�q��)0��M�,*�4D/�+��)4D+����#C����M4���4�������gM�,* "������PV "'(�r��).�o�.;R'7������ "!*�  �h= � = ��! �










































ηn+1 − ηn

δt
+ ∂x

(

hn+ 1
2
vn+1 + vn

2

)

= 0 ,

(

1 +
µ

hn+ 1
2

Tβ[hn+ 1
2 , b]

)vn+1 − vn

δt
+ ∂x

(ηn+1 + ηn

2

)

+ ε
[

αvn+ 1
2 ∂x

(vn+1 + vn

2

)

+(1 − α)
vn+1 + vn

2
∂xv

n+ 1
2

]

+
µε

hn+ 1
2

Qβ [hn+ 1
2 , vn+ 1

2 , b]
vn+1 + vn

2
= 0 ,

 �h= � = � ! "�
α
).���A'(![P7������D:-4����)SsO#(�4��)4��D+��!*)4�  89 "���A��)+bY,7��P(������)'¢:Pz "'(�kP(��'*�q#()X#(�4���������A��'(�{�\�:#C����M4����������������� "!1#C'���)4��D:)

v∂xv
! )4�q "���L%3 "Pz�4������)4'(�f����!*��������) Tβ[hn+ 1

2 , b]
).���f#(��N*!(�TP7��� Tβ[hn+ 1

2 , b] =



� 	 � 	 � ��
�� ����   	�� � � ��� � 
 �� � � � � � � � 
���	 
 � � � � ��p

(T n+ 1
2

1 )∗hn+ 1
2 T n+ 1

2
1 + T ∗

2 h
n+ 1

2T2
��89).M �

T n+ 1
2

1 v :=
hn+ 1

2

√
3
∂xv −

√
3

2
β∂xb v ,

)4�o�L%3 "Pz�4������)4'(�o!* "!C�L����!*��������) Qβ [hn+ 1
2 , vn+ 1

2 , b]
P7��� Qβ[hn+ 1

2 , vn+ 1
2 , b]

vn+1 + vn

2
=

Q0[h
n+ 1

2 , vn+ 1
2 ]
vn+1 + vn

2
+βQ1[h

n+ 1
2 , vn+ 1

2 , b]
vn+1 + vn

2
+β2Q2[h

n+ 1
2 , vn+ 1

2 , b]
vn+1 + vn

2��89).M �


















































Q0[h
n+ 1

2 , vn+ 1
2 ]
vn+1 + vn

2
=

1

3
∂x

[

hn+ 1
2
3
(∂xv

n+ 1
2 ∂x

vn+1 + vn

2
− vn+ 1

2∂2
x

vn+1 + vn

2
)
]

,

Q1[h
n+ 1

2 , vn+ 1
2 , b]

vn+1 + vn

2
=

1

2

[

∂x((hn+ 1
2 )2vn+ 1

2 ∂x(
vn+1 + vn

2
∂xb)

−hn+ 1
2
2
∂xb(v

n+ 1
2 ∂2

x

vn+1 + vn

2
− ∂xv

n+ 1
2 ∂x

vn+1 + vn

2
)
]

Q2[h
n+ 1

2 , vn+ 1
2 , b]

vn+1 + vn

2
= hn+ 1

2∂xb(v
n+ 1

2∂x(
vn+1 + vn

2
∂xb)) .

�{ "'*�lP(�� "'(89 "!*�oD/����!R��)4!7��!<�k!* "����)f� �:��D/������ "![��'(�l�\�S;<'7�"�����LP(���.��)4��8"������ "!tP7���rM.)0��M�,*�4D/�+��)4D+���
#C����M4���4�������f#()q�\�+M. "!*��)4��8>������ "!]#&%3�4!*)4��5>��)  �h= � = � ! 8R�\�X�\�SP(�� "Pz >�������� "!]��'(��8"��!R��) �

& d�V�T�V�P-WYU-W^V4]2� �yN � o ��� � � � �  � �� � � �
α = 2/3 � � �  � � � � � �
���
��  � ��� 	���� 	 �
�
� 

 	 � 
 � � 	 � 	�� � � 


 �� ��	�� � � � � ��� �   	�� � � � 	��  �� � �

|ηn+1|2 + (hn+1vn+1, vn+1) + (hn+1T n+1
1 vn+1, T n+1

1 vn+1) + (hn+1T n+1
2 vn+1, T n+1

2 vn+1)

= |ηn|2 + (hnvn, vn) + (hnT n
1 v

n, T n
1 v

n) + (hnT n
2 v

n, T n
2 v

n) +O(ε(µ+ ε)δt) ,
 �h= � = � � !��

O(ε(µ+ ε)δt)
� �
�� � � � � � ��� � � � �� � ��� � � � � ���� � ���

L2(R) 	

� 
�� � � �
 ��  	 � � 	 �A!�DF'(������P(����)S�\�/P(��)4D+��-4��)X�.;R'7������ "!�#()  �h= � = ��! P7��� ηn+1 + ηn

2

)4�A�\�O��).M. "!*#()
P7���

hn+ 1
2
vn+1 + vn

2

I( "!t��!R��-45>��)F��'(�
R
)4�o "!��"#(#C������ "!(!*)fPz "'(�o "`(��)4!(��� �

(ηn+1 − ηn

δt
,
ηn+1 + ηn

2

)

+
(

∂x(hn+ 1
2
vn+1 + vn

2
),
ηn+1 + ηn

2

)

+
(vn+1 − vn

δt
, hn+ 1

2
vn+1 + vn

2

)

+ µ
(

Tβ[hn+ 1
2 , b]

vn+1 − vn

δt
,
vn+1 + vn

2

)

+
(

∂x(
ηn+1 + ηn

2
), hn+ 1

2
vn+1 + vn

2

)

+ ε
(

αvn+ 1
2 ∂x

(vn+1 + vn

2

)

+(1 − α)
vn+1 + vn

2
∂xv

n+ 1
2 , hn+ 1

2
vn+1 + vn

2

)

= O(εµ)



� ��� ��	 � � � � � � � � ��  � ��� � � � ��	 � 	 ��� � � � � � �� � � 	 � � 	�	  �  � � � ���

�� "���k��P(��-.�A����D+P(����N7M������� "![)4�rDg'(������P(����M������� "![P7���
2δt

�

|ηn+1|2 − |ηn|2 +
(

vn+1 − vn, hn+ 1
2 (vn+1 + vn)

)

+ µ
(

Tβ[hn+ 1
2 , b](vn+1 − vn), vn+1 + vn

)

+δt ε
(

αvn+ 1
2∂x

(vn+1 + vn

2

)

+ (1 − α)
vn+1 + vn

2
∂xv

n+ 1
2 , hn+ 1

2 (vn+1 + vn)
)

= O(εµ δt)

 �h= � = �>��!? M.)E�����"#()�!* "'*�JD: "!R���� "!*�t;<'*)��\�aM. "!<������`('(���� "!�#C' ��)4��D:)�#C����M4���4�������E#()
v∂xv

).����#&%3 "��#C��)
O(ε2 δt)

�

δt ε
(

αvn+ 1
2∂x

(vn+1 + vn

2

)

+ (1 − α)
vn+1 + vn

2
∂xv

n+ 1
2 , hn+ 1

2 (vn+1 + vn)
)

=

δt ε
(

αvn+ 1
2∂x

(vn+1 + vn

2

)

+ (1 − α)
vn+1 + vn

2
∂xv

n+ 1
2 , (vn+1 + vn)

)

+O(ε2 δt)

)4!E'(������������!<�q��)gKL�����{;R'*)
hn+ 1

2 = 1 + εηn+ 1
2 − βb

=��A�{!* "'*�0��89 "!*�q8R'E#*��!*�{��)+bY,7��P(������) ¢O;R'*)
��)0P(�� h#C'(���k��M����\������)0��).������!<�A).���r!<'(�����

α = 2/3
I7M.)0;R'(��M. "����).��Pz "!*#]sS�L% ,R�RPz "��,*-.��)f#()F#(�4P7������=*���

��).����)0#( "!*Mf#*��!*�  �h= � = �>��! �
|ηn+1|2 − |ηn|2 +

(

vn+1 − vn, hn+ 1
2 (vn+1 + vn)

)

+µ
(

Tβ[hn+ 1
2 , b](vn+1 − vn), vn+1 + vn

)

= O(ε(µ+ ε) δt)
 �h= � = � � !

?A!7�����h�� "!*�oD/����!<��)4!7��!<�{��)q��)4��D:) (
vn+1 − vn, hn+ 1

2 (vn+1 + vn)
) �

(

vn+1 − vn, hn+ 1
2 (vn+1 + vn)

)

=
(

hn+1vn+1, vn+1
)

−
(

hnvn, vn
)

−
(

hn+1 − hn+ 1
2 , (vn+1)2

)

−
(

hn+ 1
2 − hn, (vn)2

)

�A�k "!]���










hn+ 1
2 − hn = −ε δt

2
∂x(hnvn)

P7���o#(��N*!(������ "!�#()
ηn+ 1

2 ,

hn+1 − hn = −ε δt∂x

(

hn+ 1
2
vn+1 + vn

2

) #&%W��P(��-.�k��)f��M�,*�4D/�  �h= � = � ! .
 �h= � = � p !

���&8R��)4!R�k#( "!*Mf;R'*) �
(

hn+ 1
2 − hn, (vn)2

)

= −ε δt
2

(

∂x(hnvn), (vn)2
)

= −ε δt
2

(

∂xv
n, (vn)2

)

+O(ε2 δt)

= O(ε2 δt))4�o)4!]�� "'*�������.�<��!<�A��).�o#()4'CBt�45<���������.�k#()  �h= � = � p ! �
(

hn+1 − hn+ 1
2 , (vn+1)2

)

= −ε δt
(

∂x

(

hn+ 1
2
vn+1 + vn

2

)

− 1

2
∂x(hnvn), (vn+1)2

)

= −ε δt
(

∂x

(vn+1 + vn

2

)

− 1

2
∂xv

n, (vn+1)2
)

+O(ε2 δt)

= −ε δt
2

(

∂xv
n+1, (vn+1)2

)

+O(ε2 δt)

= O(ε2 δt)



� 	 � 	 � ��
�� ����   	�� � � ��� � 
 �� � � � � � � � 
���	 
 � � � � ��r

�A!] "`(����)4!R�{����!*���&5>��"M.)gsSM.).�k#()4'CBJ���.��'(��������� �
(

vn+1 − vn, hn+1(vn+1 + vn)
)

=
(

hn+1vn+1, vn+1
)

−
(

hnvn, vn
)

+O(ε2 δt)  �h= � = � � !
�
�"���� "!*�lD/����!R��)4!7��!<�A��'J��)4��D:)

µ
(

Tβ[hn+ 1
2 , b](vn+1 − vn), vn+1 + vn

) =��A!J "`(����)4!R�lKQ�"M4����)4D:)4!R�
#&%W��P(��-.�k�\�S#(��N*!(������ "![#() Tβ[hn+ 1

2 , b]
;R'*) �

µ
(

Tβ[hn+ 1
2 , b](vn+1 − vn), vn+1 + vn

)

= µ
(

hn+ 1
2T n+ 1

2
1 (vn+1 − vn), T n+ 1

2
1 (vn+1 + vn)

)

+µ
(

hn+ 1
2 T2(v

n+1 − vn), T2(v
n+1 + vn)

)

 �h= � = � r !
�T!�'(��������� ��!<�f��)XKL�����f;<'*)S�L%3 "Pz�4������)4'(� T2

).���0����!*��������):)4�0�\�OD:24D:)+D:�4��,* h#():;R'*)gPz "'(�0��)S��)4��D:)
(

vn+1−vn, hn+ 1
2 (vn+1+vn)

)  ��)cM. R)��/M4��)4!R� µ )4!gKQ�"M4��)4'(�x�"M.M.�4��-4��)c��M4�R�L%3 "`(��)4!R���� "!/#C'X���.��'(������� ! I���&8h��)4!<�rKL�"M4����)4D:)4!<�{;<'*) �
µ
(

hn+ 1
2T2(v

n+1 − vn), T2(v
n+1 + vn)

)

= µ
(

hn+1T2v
n+1, T2v

n+1
)

− µ
(

hnT2v
n, T2v

n
)

+O(µε δt)  �h= � = � ¢ !
ui)4��D+��!* "!*�xP7���T��)l��)4��D:)

µ
(

hn+ 1
2 T n+ 1

2
1 (vn+1−vn), T n+ 1

2
1 (vn+1 +vn)

) ;R'*)l�L%3 "!+����������)oM. "D+D:)
��'(��� �

µ
(

hn+ 1
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2
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1 (vn+1 + vn)
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= µ
(

hn+1T n+1
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1 vn+1
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− µ
(

hnT n
1 v

n, T n
1 v

n
)

−µ
(
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2 , (T n+ 1

2
1 vn+1)2

)

− µ
(

hn+ 1
2 − hn, (T n+ 1

2
1 vn)2

)

−µ
(

hn(T n+ 1
2

1 − T n
1 )vn, (T n 1

2
1 + T n

1 )vn
)

−µ
(

hn+1(T n+1
1 − T n+ 1

2
1 )vn+1, (T n+1

1 + T n+ 1
2

1 )vn+1
)

�T!�'(������������!R�A��)fKQ�����{;<'*)
hn+ 1

2 − hn = O(ε δt)
)4�
hn+1 − hn+ 1

2 = O(ε δt)
IV���i8R��)4!R�oKL�"M4����)4D:)4!<�

#&%W��P(��-.�U�\�1#(��N*!(������ "! #() T n
1

;R'*) T n+ 1
2

1 − T n
1 = O(ε δt)

)4� T n+1
1 − T n+ 1

2
1 = O(ε δt)

=l�T!
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µ
(

hn+ 1
2 T n+ 1

2
1 (vn+1 − vn), T n+ 1

2
1 (vn+1 + vn)

)

= µ
(

hn+1T n+1
1 vn+1, T n+1

1 vn+1
)

−µ
(

hnT n
1 v

n, T n
1 v

n
)

+O(µε δt)
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�L%3�45<���������  �h= � = �>��! ;<'*) �
|ηn+1|2 + (hn+1vn+1, vn+1) + (hn+1T n+1

1 vn+1, T n+1
1 vn+1) + (hn+1T n+1

2 vn+1, T n+1
2 vn+1)

= |ηn|2 + (hnvn, vn) + (hnT n
1 v

n, T n
1 v

n) + (hnT n
2 v

n, T n
2 v

n) +O(ε(µ+ ε)δt) ,M.)f;R'(�@M4���"�o�\�S#(�4D: "!*������������ "!@=
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i − ηn

i

δt
+
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D1h
n+ 1

2
vn+1 + vn

2

)

i
= 0 ,

(

(I +
µ

hn+ 1
2
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2 )
vn+1 − vn

δt

)

i
+
(

D1
ηn+1 + ηn

2

)

i
+

µε

h
n+ 1

2
i

(

Qn+ 1
2
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)
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+ε
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i +
v
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2
i−1
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(
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2

)

i
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1

3

(

D1v
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2

)

i
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i

2

]

= 0 ,

 �h= � = � � !
 "�:�\�fD/��������M.)
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T1
vn+1 − vn
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hn+ 1

2√
3
D1
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δt
−

√
3

2
βD1b ·
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δt
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T2
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δt
=

1

2
βD1b ·

vn+1 − vn

δt
,
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Q
n+ 1

2
0
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2
= −1

3
D1

[

(hn+ 1
2 )3(vn+ 1

2D2
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2
−D1v

n+ 1
2 ·D1

vn+1 + vn

2
)
]

,

Q
n+ 1

2
1

vn+1 + vn

2
=

1

2

[

D1((h
n+ 1

2 )2vn+ 1
2D1(∂xb

vn+1 + vn

2
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−(hn+ 1
2 )2D1b(v

n+ 1
2D2

vn+1 + vn

2
−D1v

n+ 1
2 ·D1

vn+1 + vn

2
)
]

,

Q
n+ 1

2
2

vn+1 + vn

2
= hn+ 1

2D1b(v
n+ 1

2D1(∂xb
vn+1 + vn

2
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η(t, x) =
α

cosh2
(

k(x− ct+ l)
) ,

v(t, x) =
cη(t, x)

1 + εη(t, x)

 �h= � = � � !

 "�E��).�qM. "!*������!<��).�
k
)4�
c
�� "!R�0#( "!(!*�.).�qP7���

k =

√

3αε

4µ(1 + αε)

)4�
c =

√
1 + αε

I
α
)4�
l
�4����!<�
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 (Σ)
� ���
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η(0, x) =
α

cosh2
(

k(x+ l)
) ,

v(0, x) =
cη(0, x)

1 + εη(0, x)

 �h= � = � � !

�d "'(�[#()E��)4����).�[#( "!(!*�.).�t��!(�����\����).��Ir��)���M�,*�4D/�  �h= � = � � ! #().�t�.;<'7������ "!*�[#()$�{��).)4!C���q��5>,*#C�g).�����'(P(Pz >���OP(�� "P7��59)4�S��)O�� "������ "!  �h= � = � � ! ����!*�X#(��K^ "��D/������ "!@=Tw0��!*�g��)/`('(�S#()/8>������#()4�S��)O��M�,*�4D/�CI��).�Y���.��'(���������Y!<'(D:�4����;R'*).�c "`(��)4!R'*�r "!<�l�4���kM. "D+P7�����.�r�.89).MA�\�f�� "��'(���� "!J��!7�����h����;<'*)  �h= � = � � ! PV "'(�#C� 
&�4��)4!<��).�g8"����)4'(���F#()
ε
)4�
µ
=@��).�f����DF'(�\������ "!*�X "!<�X�4���S�������������.).�F��'(�F#().�0��)4D+P*�

T = 1/ε
)4�

Pz "'(�Y'(!*)A8>����)4'(�l#()A�L%W��D+P(������'*#()
α
�45<����)qs

0.25
= �A "'*�r�.89 "!*�l��)4D/����;R'*�A�L%W��P(P7���������� "!t#()k���459-4��).�

��!*������`(���������.�A)4![��������-4��)F#C'[�� "������ "!]��'(�k#().�o��)4D+P*�k#()0�L%3 "��#C��)g#()
O(1/ε)

)4�kPV "'(�k#().�o�������� >�
ε/µ�4��)489�.��I7)4�o��)qKL�����k#()f#C��D+��!<'*)4�{�L%W��D+P(������'*#()

α
Pz)4��D:)4�k#()f��'(P(P(����D:)4�{M.).�o��!*������`(���������.�A����!*�A��89 "���

sF��� �:!*)4�o#()AKQ�"~. "!U��D+PV "������!R��)q��){D/�������\��59)>=(�@).�l)4����)4'(���l��)4�\������89).�r��'(�l�\�F��'(�HKL�"M.){����`(��)q)4�c��'(�l�\�
8h����).����)f "!R�{�4���gM�����M4'(���.).�q)4!]!* "��D:)

L∞
)4�A��)f����`(��)���'[��'(��8"��!R�{#( "!(!*)F'(!E��Pz)4��~4'[#().�k���.��'(���������

 "`(��)4!R'*� �

ε µ T L δx δt
)4����)4'(�k��)4�\������89)F)4!

η
)4����)4'(�k��)4�\������89)F)4!

v�C=q��r �C=q�>� ��� ��� �C=q��� �C=q�>�
7, 7865.10−3 7, 6794.10−3�C=q��r �C= � ��� ��� �C=q��r �C=q��r
1, 5828.10−3 1, 5363.10−3�C=q��r �C=W� ��� ��� �C=q��r �C=q��r
5, 614.10−4 5, 415.10−4�C= � �C=q�>� � � ��� �C=q��� �C=q�>�

1, 03475.10−2 1, 00933.10−2�C= � �C= � � � ��� �C=q��r �C=q��r
2, 1035.10−3 2, 0193.10−3�C= � �C=W� � � ��� �C=q��r �C=q��r
7, 461.10−4 7, 118.10−4�C=qp �C=q�>� � ��� �C=q��� �C=q�>�

1, 73807.10−2 1, 63797.10−2�C=qp �C= � � ��� �C=q��r �C=q��r
3, 5333.10−3 3, 277.10−3�C=qp �C=W� � ��� �C=q��r �C=q��r
1, 2531.10−3 1, 1552.10−3
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P(��'*�T5>����!*#().�
)4����)4'(���q�� "����;R'*)g��)F����P(Pz "���

ε/µ
#()48h��)4!<�q5>����!*#&=@bc).�{8"����)4'(���q�� "!R�{!*����!(D: "��!*�0��'C�/����!<��).�qPz "'(�

8>������#()4�T��)l��M�,*�4D/�{!R'(D:�4����;<'*)  �h= � = � � ! =9�
�"���� "!*�
D/����!R��)4!7��!<�l��'CBX����Dg'(�\������ "!*�x)4!SK^ "!*#X!* "!SP(�\����=

� ��� � 1 	 # / 9�/�!"3'1�2�2.- 	�� 9
!"+.-4) �4),3 	 1����,�"),3 �4)�� 9
),),2�� � / � � �4! ) %
�4)�� 1�-43:3'!"2&),3'+

(Σ)
�x%3 "`CG�)4�f#()+M.)4����)+'(������D:)+��).M4���� "!1).���f#()X����DF'(��)4�f��).�f�.;R'7������ "!*�f#():�{��).)4!C���q��5>,*#C�  �h= � = ��! )4�0��)D: h#(-4��)/#()O�c "'*������!*).��;

(Σ)
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ε
)4�
µ
=
�@)O`('(�+#&% '(!*)



� �>� ��	 � � � � � � � � ��  � ��� � � � ��	 � 	 ��� � � � � � �� � � 	 � � 	�	  �  � � � ���
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ε
)4�
β
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(Σ)
��'(�oM.).�

D:24D:).�oP7������D:-4����).�p=
?i8"��!R�U#()[M. "!*����#(�4��)4�J��).�O#()4'CB M��"�J#()t�� "Pz "5>����P(,(��)E;<'(�A!* "'*�U��!<���4��).����)4!R��Ic���AM. "!<8h��)4!<�t#()[��)
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µ
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β
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ε
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µ
I
ε
)4�
β
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(1 − ε

S
a2∂

2
x)∂tv + ∂xη + ε
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2
η∂xη +

3

2
v∂xv −

β0

2
b∂xη +

a1

S
∂3

xη
]

= 0 ,

(1 − ε

S
a4∂

2
x)∂tη + ∂xv + ε

[1

2
∂x ((η − β0b)v) +

a3

S
∂3

xv
]

= 0 ,
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S = ε/µ
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β0 = β/ε
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(θ, λ1, λ2) =
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√

2/3, 1/2, 1/2)
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a1 = a2 = a3 = a4 = 1/12
=
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&�4��)4!<��).�Y8"����)4'(���Y#().�TP7������D:-4����).�c�����\��!R�Y#()
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�d��5>'(��)
µ ε β T L δx δt�h=W�C= �

0.02 0.05 0.05 20 80 0.04 0.02�h=W�C=qp
0.02 0.3 0.1 8 80 0.04 0.02�h=W�C=qr
0.1 0.1 0.5 20 80 0.05 0.05�h=W�C= �
0.2 0.3 0.3 8 80 0.05 0.05�h=W�C= �
0.2 0.05 0.5 20 80 0.05 0.05
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��'(�HKL�"M.)q����`(��)f)4!R����)f��).�o#()4'CBJD: R#(-4��).�p=
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)4� Qβ[h, b]
#*��!*�f��).�f�.;R'7������ "!*��I@M.).�g "PV�4������)4'(���g#(�4PV)4!*#*��!R�fKQ "����)4D:)4!<�

#()+�\�J�� "Pz "5>����P(,(��)>=��A!*)+��)4D/����;R'*)+��!<���4��).������!<��)JsJM.):��'"G�)4�fPz)4'(�f24����)+KL������)+)4!$M. "D+P7������!<�X��).�
N*5>'(��).�  �h=W�C=qr ! )4�;�h=W�C= � �>Pz "'(�m'(!OD:24D:)kP7������D:-4����) β I9��).�Y8>����)4'(���Y#() ε )4� µ  "!<�l�4���kM�,* "������).�l#()D/��!(��-4��)Ss/�.89 "���A'(!]8>����)4'(�kP(��'*�A5>����!*#()g#()

µ
��'(�k�\�SN*5>'(��)'�h=W�C= �:�� "'(�A)4![M. "!*��)4��8"��!R�A�\�:D:24D:)

8>����)4'(�{#()
εµ
=V���d)4![���.��'(����)X'(!*)X "!*#()F����67�.M�,(��)+#()FD: "��!*#C��)+��D+P(������'*#()S#*��!*�{�\�+N*5>'(��)x�h=W�C=qrU)4�

'(!���,* 9������!(5+��#()4!<����;R'*)0��'(�l��).�r#()4'CB/N*5>'(��).�p=��A!JPz)4'(�o����!*���zPV)4!*��)4�r;R'*){�L%3 "PV�4������)4'(� Tβ[h, b]
).���

)4!]P7��������)g��).��Pz "!*����`(��)F#()F�L%3 "!*#()f����67�.M�,(��)g����!*#C���{;R'*)f�L%3)�
&)4�A#()F��,* 9������!(5O).���qs+P(���� "����59�4���FP7���
�L%3 "Pz�4������)4'(� Qβ[h, b]

=
�
�"���� "!*�XD/����!<��)4!7��!R�Ost�\�[M. "D+P7���������� "!Z#().�S#()4'CB1D: R#(-4��).�p=d���Y).���g�� "'(�S#&%W��`V "��#es]!* "��)4�S;R'*)
�\�����4��!<���� h#C'*M4���� "! #C'Z!* "Dg`(��)]#() n �� "�9).�

S
)4�:#()J�\�1M. "!*������!<��)t#()J�� "Pz "5>����P(,(��)

β0
#*��!*�+��).�

�.;R'7������ "!*�
(Σ)

!@%W�OP7�"�{D: R#C��N7�X�\�U������`(���������S#C'���M�,*�4D/�CI&)4�{P7��������M4'(����)4�f�� "����;R'*)XM.).�0M. "!*������!<��).�
�� "����)4!R�q#C'�M��"#C��)S)4!

O(1)
��D+PV >���g�� "���q#()X�\�/M. "!*������'*M4���� "!1#C'ED: h#(-4��)>=z�@).�{���.��'(���������0 "`(��)4!<'*�

Pz "'(�lM.)AD: h#(-4��)0�� "!<�cN7#(-4��).�osgM.)4'CBU "`(��)4!<'*�k#*��!*�Y��)fbY,7��P(������) ¢X)4�cD: "!<����)4!<�A#( "!*MA'(!*){`z "!(!*)
��P(������'*#()fsF��)4!*#C��){M. "D+P(��)0#().�l)�
&)4���l#()A�� "Pz "5>����P(,(��)>=(�T!�M.){;<'(�&M. "!*M.)4��!*){�\�XM. "D+P7���������� "!t#().�
#()4'CB�D: R#(-4��).�pI(��)45<����#( "!*�A#*��!*�k��)f#(�4��������M�,7�";<'*)fN*5>'(��)>=7���XN*5>'(��)'�h=W�C= � P(���.��)4!R��)f��)fM��"�A "�t��).�
P7������D:-4����).�

ε
I
µ
)4�
β
89�4����N7)4!<�l��).�Y,<�hPV "��,*-.��).�c#C'U���45>��D:)A#&%3 "!*#().�c�� "!(5>'*).�c#()oKL����`(��)A��D+P(������'*#()

Pz "'(�{'(!EKQ "!*#�s/KQ����`(��).�q8>�����\������ "!*�0�� "Pz "5>����P(,(��;<'*).��I&M>%3).���0sU#C����)
µ = O(ε)

)4�
β = O(ε)

�.89).M
ε � 1

= �A!189 "���f��'(�fM.)4����)SN*5>'(��)+'(!*):����-.�0`V "!(!*)+M. "!*M. "��#*��!*M.)U#().�0���.��'(���������pIz����!<�g��'1!(��89)���'
8h����'*)4�(;<'@%W��'S!(��89)���':#()c�L%3)4����)4'(�T��)4�\������89)o��'(�d�\�q��'(�HKL�"M.)Y����`(��)l#()l�L%3 "��#C��)r#()

3.10−3 ��)4�� "!S�\�kN*5>'(��)�h=W�C=W�C=�bc)X���.��'(�������0).���q`(��)4!1)4!<��)4!*#C'1M. "!CKQ "��D:):��'CBE������)4!R��).��=&w0��!*�q�\�O��).M. "!*#()+M. "!CN*5>'(�������� "!@I
M. "����).��Pz "!*#*��!<�]��'CBvN*5>'(��).�1�h=W�C=qpa)4�7�h=W�C= �*Ic!* "'*�J��89 "!*��)�B(��D+��!*����)EM��"�J "� ��)[����P(Pz "���

ε/µ
I

��'(����)4D:)4!<�r#C���c��)o!* "Dg`(��){#() n �� "�9).��IR!@%3).���mP(��'*�c#()k�L%3 "��#C��){#()
O(1)

Ih�� "'(�c)4!O5<����#*��!R�c#()kKQ����`(��).�
8>�����\������ "!*�i`7����,R�RD:�4������;R'*).��= �A!X89 "������M4�h'(!*)m����-.�i`V "!(!*)cM. "!*M. "��#*��!*M.)cPV "'(�d#().�d��)4D+P*�i#()Y�L%3 "��#C��)
#()

O(1/ε)
I&P('(���0'(!*)X`(��'*��;R'*):��'(5>D:)4!<�������� "!a#()X�L%3)4����)4'(�0��)4�\������89)/sOP7���������f#()

t = 5
=V�m%3)4����)4'(�

N*!7����)l��).����)cD/����5>���l�� "'(�
��)4�\������89)4D:)4!<�mKQ����`(��)>I"#()c�L%3 "��#C��)r#()
3.10−2 ="�@)lD: R#(-4��) (Σ)

��)4DF`(��)r#( "!*M
#( "!(!*)4�Y#()o`V "!*�m���.��'(���������x�� "����;R'*)r�L%3 "!U�� "���m#C'/M��"#C��)o#C'O���45>��D:)k#&%3 "!*#().�m�� "!(5>'*).��I9D/�����m�� "'(�Y)4!
��).������!R�
#*��!*�
��)cM��"�
#()YKQ����`(��).�d8>�����\������ "!*�
�� "PV "5>����P(,(��;R'*).�T)4�iPz "'(�T#().�d��)4D+P*�T)4!

1/ε
=<bc)YD: R#(-4��)

��)4Dg`(��)F#C��89)4��59)4�oP(�� "5>��).������89)4D:)4!<�{PV "'(�k#().�o��)4D+P*�k��'(Pz�4����)4'(����=*�@)f���� "������-4D:)fM��"�  N*5>'(��).� �h=W�C=qr
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 (Σ)
� � �

)4�E�h=W�C=q¢ ! �fPz)4��D+���l#&%3�4��'*#C��)4�c��){M��"�l "�
ε
)4�
µ
89�4����N7)4!R�r�L% ,<�hPV "��,*-.��){#C'U���45>��D:)q#&%3 "!*#().�c�� "!(5>'*).�

#()SKL����`(��)/��D+P(������'*#()U��'(�0'(!*)+�� "Pz "5>����P(,(��)O)4!$��)48"��!*M�,*)OsUKQ "����).�08>�����\������ "!*� �z��)+����P(Pz "���
β/ε

I
�� "���

β0
Ih�� "���l��M4�V#C'�M��"#C��)q)4!

O(1)
=(b{%3).���rsgM.)q�����"#(){;<'@%W��P(P7������������)4!<�r��).�cP(��)4D+��-4��).�r#C� 
z�4��)4!*M.).�

!* "����`(��).�{)4!<����)g��).�oD: h#(-4��).��=*�{����'*)4����)4D:)4!R��I7��)FD: R#(-4��)g#()F�l "'*������!*).��;J��)4Dg`(��)f��M4�
�.89 "���{P(��'*�A#()
#C���/M4'(�����.�q;R'*)f��)fD: h#(-4��)X#()X�{��).)4!C���q��5>,*#C�
s:59�4��)4�A��)FP(,*�4!* "D:-4!*)S#()f������#C������)4D:)4!R�0#()f�L%3 "!*#()
�� "������������)+��'�P7�"������59)S#()g�\�/D/����M�,*)X�� "PV "5>����P(,(��;R'*)>=&�@)S��,* 9������!(5�).���q�45<����)4D:)4!<�0'(!�PV)4'�D: "��!*�
��D+Pz "������!<�:�.89).MUM.):D: h#(-4��)>Ii�� "'(�XM. "D+D:)O�L%W��D+P(������'*#()J#()/�L%3 "!*#()O����67�.M�,(��)>=
�x%3)4����)4'(�+)4!<����)O��).�
#()4'CBvD: h#(-4��).�OM4�� ���U����!*��������)4D:)4!<��)4! ��)4D+P*�OPz "'(�U������)4��!*#C��)E��'vN*!7���{'(!*)t8>����)4'(�J#()t�L%3 "��#C��)
#()

1, 2.10−1 IdM.)J;<'(�lM. "����).��Pz "!*#es]'(!*)J)4����)4'(�S��)4�\������89)4D:)4!<�+��D+Pz "������!<��)>=Tw0��!*�X!* "����)J��8"��!R�H�#()4��!(��)4�+M��"��IdM. "����).��Pz "!*#*��!<�/��'CB1N*5>'(��).� �h=W�C= �[)4�x�h=W�C=W�CI
)�BCP(�� "��)/��)UM��"�
ε ≈ µ ≈ β

Pz "'(�X#().�
8>����)4'(���o�"����)4y{��D+PV "������!R��).�o#()qM.).�lP7������D:-4����).��=(�@).�l���.��'(���������r�� "!<�rM.)4����)AK^ "���H��M4�zP(��'*�r)4!t�"M.M. "��#&I
��89).MgM.)4Pz)4!*#*��!<�0)4!*M. "��)g'(!*)fKQ "���A#().�{#C���/M4'(�����.�{8R������`(��).�{��'�!(��89)���'�#C'�������#C������)4D:)4!R�{#()g�L%3 "!*#()
Pz "'(�g��)OD: h#(-4��)

(Σ)
=
�@).�S "!*#().�X����67�.M�,(��).�+�� "!R�S;R'7��!<�+s[)4����).�g��#()4!R����;<'*).�pIiD/�����X�L%W��!7�����C��)J#C'

��,* 9������!(5ED: "!R����)O'(!*)O���459-4��)J�"M.M.�4���4�������� "!v#()OM.)OP(,*�4!* "D:-4!*)UPV "'(�X��)/D: h#(-4��)U#()O�l "'*������!*).��;}=
�x%3)4����)4'(�{5>�� "`7����)X�489 "��'*)F;R'7�"�����L����!*��������)4D:)4!<�0)4!]��)4D+P*�APz "'(�{������)4��!*#C��)

5.10−2 I*�� "���A'(!*)F)4����)4'(�#()F�L%3 "��#C��)g#()
10−2 PV "'(�A'(!]��)4D+P*� 1/ε

I}M.)g;<'(��!*)FM. "!*��������'*)gP7�"�o'(!*)g)4����)4'(�{#C����D/������;R'*)Xs/M.)
!(��89)���'@=d�i "'(�X��)4��D+��!*)4��Ii��).�g#()4'CB$#()4��!(��-4��).�gN*5>'(��).�x�h=W�C= �])4� �h=W�C= � �[��% ��!R���4��).����)4!<�+��'eM��"�F#&% '(!
Pz)4�����l!* "DF`(��)f#() n �� "�9).�o�"M.M. "D+P7��5>!*�f#(){KQ "����).�l8>�����\������ "!*�l�� "PV "5>����P(,(��;R'*).��=*�@).�l��)4D/����;R'*).�r��M4�
�� "!R�Y��#()4!R����;<'*).�rsFM.)4����).�mKQ "��DF'(���.).�l��'(�Y��).�xN*5>'(��).�E�h=W�C=qrg)4�;�h=W�C=q¢CICsfM.).M4�VP(��-.�c;<'*)k��).�Y#C� 
&�4��)4!*M.).�
)4!R����)0��).�r#()4'CBUD: h#(-4��).�o�� "!R�r��M4�&���459�4��)4D:)4!<�q��D+P(����N7�.).��=*���zKQ��'(�rM.)4Pz)4!*#*��!<�k!* "��)4�o;R'*)q��){��)4D+P*�
#():����DF'(�\������ "!e).���0��M4�m#()

1/ε
Ii�� "���F#()4'CBEK^ "���fD: "��!*�g;R'*)SPV "'(�F��).�F����Dg'(�\������ "!*�gM. "����).��Pz "!*#*��!<�

��'CB:N*5>'(��).�E�h=W�C=qrX)4�E�h=W�C=q¢C=h���z��)4DF`(��)q#( "!*M{M4�\�����l;R'*){M>%3).���c#*��!*�lM.){M��"�cP(���.M4���r;<'*)k�L%3)4����)4'(�o)4!<����)
��).�o#()4'CB�D: h#(-4��).�o).���r�\�SP(��'*�o��D+PV "������!R��)>=
�d "'(�Y���.��'(D:)4��I9!* "'*�YPV "'(89 "!*�Y������)4�m��).�cM. "!*M4��'*���� "!*�c��'(��8"��!R��).�Y��'(�YM.)4�Y)�B()4D+P(��)k#()k`7����,<�hD:�4������)>=
�T��)4D+��-4��)4D:)4!R��IV��)0D: R#(-4��)g#()g�{��).)4!C���q��5>,*#C�i#(�4D: "!R����)F'(!*)0����-.�k`V "!(!*)gM���P7�"M4�����gsS��)4P(�� h#C'(����)
��).��P(,*�4!* "D:-4!*).�]`7����,<�hD:�4������;<'*).�E������)4!*#C'*��=owq)4'CBC��-4D:)4D:)4!<��Ik��).�����.��'(���������t�� "!R��IoM. "D+D:)1 "!
Pz "'(8"�����o�p% �J������)4!*#C��)>I*)4!]P7���HKQ�����k�"M.M. "��#t#*��!*�o��)0���45>��D:)f��Pz�.M4��N7;<'*)f��'�D: h#(-4��)f#()0�l "'*������!*).��;}I
M>%3).���0sO#C����)XM.)4��'(�
#C'����45>��D:)X#&%3 "!*#().�q�� "!(5>'*).�q#()FKQ����`(��)+��D+P(������'*#()XPz "'(�{#()FKQ����`(��).�{8>�����\������ "!*�
�� "Pz "5>����P(,(��;<'*).�p=7�d "'(�A#()0��)4����).�k8"�����\������ "!*��I7M.)4����)fM. "!*M. "��#*��!*M.)F!@%3).���k;<'*)f����-.�rPV)4']D+����)FsXD/���
�� "����;R'*)r�L%3 "!U�� "���m#C'/M��"#C��)A#C':���45>��D:)A#&%3 "!*#().�m�� "!(5>'*).�mPz "'(�m��% ��!*��M4������)k#*��!*�mM.)4��'(�}P(��'*�x8>�"����)o#()
��,7������ -�l���c����)4��=
�T!���)48"��!*M�,*)>Ii#().�g#C� 
z�4��)4!*M.).�X��)4!*����`(��).�X)4!<����)/��).�F#()4'CB1D: h#(-4��).�g��P(P7������������)4!R�
�� "����;R'*):�L%3 "!a��% ��!<���4��).����)Os]#()+KQ "����).�f8>�����\������ "!*�F�� "Pz "5>����P(,(��;<'*).�pIi)4!�P7��������M4'(����)4�X)4!�!(��89)���'a#C'
������#C������)4D:)4!<�k#()0�L%3 "!*#()>=(���@��)4Dg`(��)f#(-.�r�� "���r;R'*)q��)0M��"#C��)f#()q8"������#C�����F#C'�D: R#(-4��)0#()0�l "'*������!*).��;
(Σ)

).���rP(��'*�o�\����59)f)4!
ε
)4�
µ
;R'@% ���&!*)q�L%3).���k)4!

β
=

� � � � � �E$/�n!#,1�E�Y��
6$|:;$�
A��$/�6����n$
�{ "'*�X!* "'*�g��!R���4��).���� "!*�SD/����!R��)4!7��!<�O��'eM��"�S#()/�\�]P(�� "P7��5<������ "!v#&% '(!*)J "!*#()U�� "������������)O��'(�X'(!*)
y� "!*)fM.�"����-4��)F)4!tPV)4!R��)f#( "'*M.)>=}bc)fM��"�A�S�4���0��!<���� h#C'(���kP7���A�{���������i)4�oM. "���\��`V "������)4'(���  �� ��	��I � ���� !P('(���F��)4P(�����FP7��� �1)4�  �� ¢�r���I � ���r ! =����xP(���.��)4!R��):�L% ��!R���4��24�X#()+Pz "'(89 "���g����DF'(��)4�F��)OM. "D+PV "����)4D:)4!R�#().�lD: h#(-4��).�iG_'*��;R'@%WsF�\�F����D+����)0#C'�#(��KQ)4����)4D:)4!<��=7bc "!CKQ "��D:�4D:)4!<�As � �����Ih!* "'*�o�.89 "!*�lP(�����l��M4�V'(!*)8>����)4'(�x#()

ε = 0.3
)4�T'(!*)lPz)4!<��)r#()rM. h)��/M4��)4!<�

1/15
I9)4�T!* "'*�m��'(�� "!*�x#( "!*Ml��M4�('(!*)l�� "Pz "5>����P(,(��)ks

KQ "����).�
8"�����\������ "!*�T#()lP7������D:-4����)
β
�45<���7s � ="�@)cP7������D:-4����)

µ
�A�4���lP(�����
�45<���7s

0.05
I>#()lD/��!(��-4��)os

��89 "���x'(!+!* "DF`(��)o#() n �� "�9).�m�4��)489�>=Rbc)4����)l�� "PV "5>����P(,(��)k)4!+PV)4!R��)r#( "'*M.)o).���T#(��N*!(��)o#()l�\�{D/��!(��-4��)
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b(x) =



































0 , ∀x ∈
[

0,
L

2

]

,

x

15
− L

30
, ∀x ∈

[

L

2
,
L

2
+ 15

]

,

1 , ∀x ∈
[

L

2
+ 15, L

]

,

 �h=W�C= ��!

� �.P-kfeYU9\nU9PB]#kAS �.d=W^t�kZGP
�@).�AM. "!*#C������ "!*�A��!(�����\����).�{)4�o��)gM. R)��/M4��)4!R�{#&%3�.M�,*)4����)g��'(�k�\�:��'(�HKL�"M.)0����`(��)F�� "!<�k��#()4!R����;<'*).�qs:M.)4'CB
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�h=W�C= � �CIc "! ��)4D/����;R'*)[;R'*)]M.)4����)���M4�{��).����)�KL����`(��)  #()t�L%3 "��#C��)�#() 10−2 ! G_'*��;R'@%Ws t = 8

= �A�OM.)4�
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