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Introduction

Introduction

L'étude fondamentale des ondes ultrasonores anéiggei par Chritoffel pour les ondes de
volume [Christoffel (1877)] et par Rayleigh pous lendes de surface [Rayleigh (1885)]. Les
ondes de volume sont solution de I'équation du rement dans un milieu infini. Leurs
caractéristiques sont uniquement dépendantes dpsgiés du matériau au sein duquel elles
se propagent et de leur direction de propagati@tteCelation directe fait de ces ondes un
outil trés efficace pour la caractérisation de maté et pour I'imagerie des défauts de
structures. L’étude des ondes de surface et plagyaérement de 'onde de Rayleigh fut
tout d’abord investie dans le cadre de la géoplgsppur I'étude des séismes. La perspective
de son utilisation dans des applications éléctrmsgprécéda ces recherches et elle est a
présent utilisée dans de nombreux appareils déelaourante. Cette onde qui se propage a
l'interface d'un milieu est trés rapidement attémugans sa profondeur et en revanche
faiblement atténuée le long de sa surface. Ell¢ ¢@oc parcourir de longues distances ce qui
justifie son utilisation dans le contréle non destif de la surface de grandes structures.

La théorie des ondes planes, étudiée depuis de reasds années, est tres efficace et
souvent suffisante dans la résolution de probledr®soustique linéaire. La propagation des
ondes planes homogenes est bien connue pour ud goambre de problemes mettant en jeu
différents types de milieux et de conditions limit€es ondes sont décrites par des lenteurs
de phase réelles. Cependant ce concept est riéstactil ne permet pas le traitement de
phénomenes pour lesquels une décroissance spifilanplitude de I'onde plane intervient.

Il a donc été généralisé par l'introduction desemndlanes hétérogenes qui sont caractérisées
par des lenteurs de phase complexes. La propagdtiaes ondes est donnée par la partie
réelle de leur lenteur de phase et leur atténugigmla partie imaginaire. Ce formalisme
permet de traitrer de nouveaux problémes tels gugrdpagation d’ondes planes dans un
milieu dissipatif. Il convient de plus parfaitemenia description de 'onde de Rayleigh qui se
propage a la surface d’'un milieu et qui est attérdans sa profondeur.

Pour des milieux anisotropes, les fronts des osdegropagent a la vitesse de I'énergie
qui est différente de la vitesse de phase. Poteldanilieux, ces fronts peuvent posséder des
structures en forme de corne de croisssant. Ce aantité de nombreuses études que ce soit
a travers le calcul et 'analyse de la surfacerdgsns acoustiques [Every (1981); Every et al.
(1984)], par le calcul de la fonction de Green au lfanalyse de la focalisation des phonons
[Taylor et al. (1969); Maris (1970); Taylor et 61971); Hurley et Wolfe (1985); Sugawara et
al. (2002)]. Aux extrémités de la corne apparaé concentration du flux d’énergie induisant
un effet dénommé diffraction interne. Il a pour séguence la génération d’'un front se
propageant depuis la pointe de la corne. Des mesxpErimentales de fronts d’'onde mettent




Introduction

tres clairement en évidence ces phénomeénes [Eveay. €1990); Mourad et Castagnede
(1993)].

A partir de la construction géométrique des raydrest possible de calculer la courbe des
vitesses de I'énergie d’une onde. Elle repose awolrbe des lenteurs de phase dont les
normales donnent la direction du flux d’énergiett€anéthode basée sur le concept des
ondes planes homogénes ne décrit pas le phénoradatiffrdction situé au niveau des cornes.
Cependant une méthode de calcul des vitesses mkrdié d’ondes planes hétérogenes est
réalisable. Ces vitesses, pour le cas d'ondes pleasantes, décrivent les fronts qui sont
générés par diffraction [Deschamps et Poncelet 2800 'objectif de cette thése est de
I'adapter aux ondes de Rayleigh.

Le chapitre 1 pose les notions nécessaires a laréhm@nsion des deux chapitres suivants.
Ainsi des résultats classiques sur la théorie ddg® planes sont tout d’abord présentés : leur
équation de propagation dans un milieu infini, &imtion de la vitesse de I'énergie ainsi
qu’'une méthode de calcul de cette derniere basélespropriétés de la courbe des lenteurs
de phase. La réponse élastodynamique de la sudace milieu semi infini anisotrope
soumise a une force impulsionnelle est ensuitedioite. Son calcul peut étre réalisé a partir
de la méthode de Cagniard-de Hoop. Cette méthadeéeste succintement. Elle présente
I'intérét de donner une forme semi analytique deéfmonse élastodynamique qui met en relief
un critere caractérisant les temps d’arrivée dest$rde I'onde de Rayleigh. Ce critére est
essentiel a la mise en place de la méthode ameawanalcul des vitesses de I'énergie de
'onde de Rayleigh présenté dans le troisieme ¢tteagine méthode de calcul de la réponse
élastodynamique basée sur la décomposition en opldees transitoires est décrite. Le
résultat de son calcul est illustré. Il serviraaenparaison aux résultats obtenus dans les
chapitres 2 et 3. Finalement le principe de Ferisgi de l'optique est adapté au cadre de
I'acoustique. Il généralise aux ondes de volumgitére caractérisant les temps d’'arrivée des
fronts de I'onde de Rayleigh présenté précédemmentprincipe de Fermat approché est
également introduit. Tous deux sont utilisés dasschapitres 2 et 3 pour calculer les viteses
de I'énergie des ondes de volume et de 'onde géeRyh.

Le second chapitre donne une méthode de calculittesses de I'énergie des ondes de
volume homogénes. Ces ondes sont décrites a gastisolutions de I'équation de Christoffel
qui sont réelles. La méthode proposée consist@ligapr le principe de Fermat pour calculer
ces vitesses selon une direction de I'énergie fax@eiori. Cependant les résultats obtenus ne
décrivent, pour un milieu anisotrope, que partiebat les phénoménes physiques observés
expérimentalement. Des mesures expérimentales embregn effet que les formes d’onde en
corne de croissant sont prolongées par un fronsegropage par diffraction et qui n’est pas
décrit par la théorie des rayons classique. Laonoti'onde plane hétérogéne est alors
introduite. Une telle onde est décrite par unetsmiucomplexe du polynéme de Christoffel.
Ses vitesses sont calculées en appliquant le pamé Fermat approché. Elles complétent
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Introduction

celles associées aux ondes homogénes pour doneedestription plus compléte des
phénomenes physiques.

Le chapitre 3 reprend la méthode introduite danshigpitre précédent pour 'onde de
Rayleigh et la pseudo onde de Rayleigh. Les vitesleel’énergie de I'onde de Rayleigh
homogéne sont calculées en appliquant le prinagpEemat. A l'instar des ondes de volume
homogenes, les résultats ainsi obtenus ne décripastles fronts d’'onde générés par
diffraction au niveau des cornes de la forme d’origles derniers sont donc calculés a partir
des solutions complexes du polyndme de Rayleigh, dgfinissent 'onde de Rayleigh
hétérogene, par application du principe de Ferpatazhé. La pseudo onde de Rayleigh, par
nature hétérogene, est traitte comme I'onde desiRgyhétérogene.

Le chapitre 4 présente les résultats de mesuresimentales du déplacement vertical de
la surface d’un mono cristal de cuivre généré per source LASER appliquée a sa surface.
Ces résultats qui mettent clairement en évidersdérémts d’onde diffractés sont comparés a
ceux obtenus dans les chapitres précédents.

11
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Préliminaires

[.1 Introduction

Ce chapitre introduit des résultats nécessaires @ompréhension des deux chapitres
suivants. Dans la premiére partie, les solution®mrate plane de volume de I'équation du
mouvement pour un milieu anisotrope infini sontridés. Ces ondes sont caractérisées par
leur courbe des lenteurs de phase qui contraireenEntourbe des vitesses de phase présente
I'intérét de donner directement la direction dengort de I'énergie. La seconde partie
présente la fonction de Green. Une descriptionisax de la méthode de Cagniard-de Hoop
introduit un critére de caractérisation des fratéd’'onde de Rayleigh. Puis un calcul de cette
fonction reposant sur la méthode de décompositiooreles planes transitoires est décrite.
Les résultats obtenus pour le cas d’'un mono crilgaluivre seront par la suite comparés aux
résultats obtenus aux chapitres 2 et 3. La derpirie généralise la caractérisation d'arrivée
des fronts d’'onde aux ondes planes de volume paraduction du principe de Fermat issu
de I'optique et adapté ici a I'acoustique.

|.2 Propagation d’ondes planes dans un milieu infin i

Un milieu continu élastique anisotrope non viscsidge infini repéré par un systeme
d’axes orthonormés(xl,xz,xs) est considéré. Un ébranlement le traversant eetri
déplacement de particules qui le composent autaurledir position d’équilibre. Le
déplacement dans la direction du vecteguru,, de chaque point du solide de coordonnées
M =(x, %, %) varie en fonction du temgs:

u=y(M,t). (1.1)

Sa dérivée partielle par rapport a la variable ®ognduit a la vitesse particulaire dont les
composantes sont :

0

v=y(M,1)=2 (1.2)
ot

Dans le cas ou aucun effort extérieur ni aucunecsogxcitatrice ne sont exercés sur le solide,

I'expression de I'équation du mouvement résultantadioi fondamentale de la dynamique est

donnée par :

gu _0% (1.3)

ou o est la densité du solide et représente les composantes du tenseur des coestain
tenseur de rang 2. Les composantes du tenseuetigmdtionss; sont définies par :

15



- Chapitre | -

& :1 a_q+6i . (1_4)
2\ 0%, 0x

Dans I'hypothese des petites déformations, le catapent interne d’un solide élastique est
décrit par la loi de Hooke :

O =Gu & - (1.5)

Elle relie le tenseur des contraintes a celui dderchations par I'intermédiaire du tenseur de
rang 4 des rigidités élastiques dont les composasdat notées;, . Dans ces équations et
dans tout ce travail, la convention d’Einstein ptaurépétition des indices est utilisée avec
.kl :(1,2,:) Le couplage des équations (1.4) et (1.5) ainsilgueymétrie du tenseur
des rigidités sur les indicek et |, ¢, =G, , conduisent a I'expression du tenseur des

contraintes en fonction du déplacement suivante :
ou,
O, =Gy —. 1.6
i = G ox (1.6)

En tenant compte de cette nouvelle expression et’&piation (1.3), I'équation du
mouvement s’écrit :

o°u - 0%y
ot ™ ox 0x

P (1.7)
Elle correspond a un systéme de trois équatiorféreiftielles du second ordre dont une
solution exprimée sous la forme d’'une onde plaognassive est :

u=APpe&ts, (1.8)

Dans cette expression la grandeur scalAiret le vecteur unitaire polarisatidh représentent
respectivement I'amplitude et la direction du déphaent de la particule. La pulsatian est
égale a2mrf ou f estla fréquence de I'onde. Le vecteur lenteuplieseS correspond a
I'inverse de la vitesse a laquelle doit se déplaceobservateur pour voir la vibration dans le
méme état de phaseu(t-S; %)=c®. En introduisant le vecteur unitaire normal aunpte
phase,n, = (nl, n,, rg), les composantes de la lenteur de phase sontségat® = Sn ou S
représente le module de cette lenteur. Le repottedpression (1.8) dans I'équation (1.7)
conduit alors a I'’équation de Christoffel :

2

M B :Sﬁ R, (2.9)

oul; =Gy N p sontles composantes de la matrice de Christdwfw.grandeurso/ S etP
sont respectivement valeur propre et vecteur prdpria matricel’ . Pour une directiom,,
trois lenteurs de phase sont solution de I'équation

16



Préliminaires

P

5|70, (1.10)

r

dans laquelle le symbo|e| et la matricel représentent le déterminant et la matrice identité
Cette équation exprime la condition de compatibities trois équations homogenes (1.9). La
matrice I' est symétrique, ses valeurs propres sont dondiyessiet ses vecteurs propres
orthogonaux. Parmi les trois ondes planes vérifiaquation (1.10), celle dont la polarisation
est la plus proche du vecteny est 'onde quasi-longitudinale notée Les deux autres sont
les ondes quasi-transversales nofBéspour transversale a polarisation verticald it pour
transversale a polarisation horizontale. Ces rwtatiprendront un sens dans le chapitre
suivant dans lequel on considérera des ondes deneote propageant parallélement a une
interface. Les polarisations des ondas et TH seront alors I'une perpendiculaire et l'autre

paralléle a cette interface.

|.3 Courbe des lenteurs de phase et vitesse de I'en ergie
des ondes planes de volume

1.3.1 Courbe des lenteurs de phase

La surface des lenteurs de phase est le lieu, &rpeétir d'une origine, lorsque la direction
de propagation varie, de I'extrémité du vecteutdende phase. Elle est calculée en résolvant
I'équation (1.10) pour différentes directions depgagationn,. Dans le cas d'un milieu
isotrope dont les propriétés sont invariantes queelgoit la direction de propagation, ces
surfaces sont des sphéres. Elles prennent des dopius complexes pour un milieu
anisotrope. La surface des lenteurs de phase de idd pour le cas d’'un mono cristal de
cuivre dont la symétrie est cubique, est représeitd figure I-1.

figure I-1 Surface des lenteurs de phase du midded’'un mono cristal de cuivre.
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Des courbes des lenteurs de phase sont présentggmredance dans le livre de Musgrave
[Musgrave (1970)] et des surfaces des lenteurshdseppeuvent étre trouvées aux références
[Abbudi et Barnett (1991); Gundersen (1991); Wat@Pe)]. Cette surface présente l'intérét
de fournir la vitesse de phase mais surtout lectice du transport de I'énergie car la vitesse
de I'énergie est en tout point normale a cetteas@rf[Auld (1973); Dieulesaint et Royer
(1974)].

1.3.2 Vitesse de I'énergie

Afin d’introduire les notions nécessaires a lamiéfin de la vitesse de I'énergie, la loi de
conservation de I'énergie est tout d’abord préser®n expression locale, en tout point du
solide est :

dw_d CA]
dt dt(et ep) ox (1.11)

Le premier terme est la dérivée par rapport au sedoptravail des forces mécaniques définie
par :

w=f y, (1.12)

ou f, représente la densité des forces appliquées. laaiee et le troisieme terme expriment
la variation par rapport au temps de la densit@at@e cinétiques, et de la densité d’énergie
potentiellee, par unité de volume. En introduisant I'exposantdaeprésentant le conjugue
d’'une grandeur complexe, I'expression de ces deusites d’énergie est :

1 1 _
&=5PVY et 82014 - (1.13)

Le dernier terme est la divergence du vecteur datifmyinstantane défini par :

l

En désignant respectivement par :
W=[ wdv, E=[ edVvet E=[ g d

le travail des sources, I'énergie cinétique etdigie potentielle contenus dans un voluvhe
de matiére, I'expression de la conservation deefgie au sein de ce volume est :

aw _

- (a+E)j4|&. (1.15)

Le dernier terme est obtenu en appliquant la forrdelé&reen-Ostrogradski aprés intégration
sur le volume de la divergence du vecteur de Paynknest la surface limitant le volumé
et les grandeurd sont les composantes du vecteur unitaire normatette surface. La
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relation (1.15) met en évidence que la puissaneeadx forces extérieures est partiellement
emmagasinée par le volume sous forme d’énergie quetiet d'énergie potentielle,
partiellement rayonnée vers I'extérieur. La puissarayonnée correspond au flux du vecteur
de Poynting a travers la surfake

Le probléme considéré ne tient compte d’aucun eféxterieur ni d’aucune source
excitatrice, le travail des forces appliquées esicchul. La relation (1.15) peut alors se mettre
sous la forme :

%(EC+EP)=—J; J|ds. (1.16)

Le volume de matiere considéré est au repos judgutivée d’'une perturbation brisant son
équilibre. La dérivée temporelle de I'énergie mécaeig’'est plus alors nulle entrainant une
dissipation d’énergie vers I'extérieur du volume. passage d’un ébranlement dans un solide
s’accompagne donc d’'un transport de I'énergie. élérié de I'énergie associée représente la
distance parcourue par I'énergie élastique pendlantté de temps. En introduisant la
notation<(.) > représentant la moyenne temporelle définie par :

<()>=2]()a. (1.17)

ou T désigne la période, cette vitesse est par dé&finiigale au rapport de la moyenne
temporelle du vecteur de Poynting par la moyenne d¢eefip de la densité d’énergie
volumique du matériau [Hayes (1977)] :

<J>

—W. (1.18)

Ce

Les densités d’énergie et g, sont des grandeurs réelles correspondant au proeweux
sinusoides de méme pulsation. Leur moyenne tempaatifait les relations [Dieulesaint et
Royer (1974)] :

(I
<e >=va v, (2.19)
et:
1
<e, >:Zg'ij g . (1.20)
La moyenne temporelle du vecteur de Poynting estée par la relation [Auld (1973)] :
i

<J >= —%a v. (1.21)

Un paquet d’ondes se déplacant dans la direatigna un champ de déplacement de la
forme :
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u(M,t) :%Tf A(K)P (k) ™) g (1.22)

Dans cette expression, le vectdurs kn, est le nombre d’onde. Ce paquet d’'ondes est une
somme infinie d’'ondes balayant pour une directiopliase donnée I'ensemble des nombres
d’'onde. La contribution de chacune de ces ondesrdéple leurs amplitudes elles-mémes
fonction du nombre d’'onde. La vitesse de transpert’énergie de ce paquet d’ondes est
définie par la vitesse de groupe dont I'expressistrt
dw
Cq T (1.23)

Dans le cas d’'une onde plane monochromatique repediive (il existe une relation linéaire
entre le nombre d’onde et la pulsation) et en I'abseale dissipation, la vitesse de I'énergie et
la vitesse de groupe sont égales [Zil'bergleit @pikevich (1980)]. En présence de dispersion
qui s’exprime par une relation non linéaire enel@dmbre d’onde et la pulsation, la relation
(1.23) est non triviale. Ceci ne concerne pas nptopos et nous considérerons une onde
plane non dispersive caractérisée par la reldtienwS . La dissipation peut s’exprimer sous
deux formes : par un milieu absorbant ou par delesatténuées. Le premier cas est appliqué
en prenant en compte des constantes de rigiditfpleaes ce qui ne sera pas le cas de notre
probléme. Le second fait intervenir un nombre d&nolu une lenteur de phase, complexes.
On parle alors d’'onde hétérogéne dont I'amplitude adténuée par la partie imaginaire de
'une des deux grandeurs précitées. Ce cas deefigara traité dans les deux chapitres
suivants et la vitesse du transport de I'énergieediype d’'ondes y sera alors discutée.

1.3.3 Calcul des vitesses de I'énergie des ondes pl anes de volume
a partir de leur courbe des lenteurs de phase

Le calcul des célérités de I'énergie des ondeseglale volume, basé sur la construction
géométrique des rayons, a partir des propriétésal@bes de lenteurs de phase est présenté.
Ces courbes sont obtenues en prenant l'intersectiome surface des lenteurs de phase
décrite a la section 1.3.1 avec le plan de propagaie I'onde. Afin de fixer les idées, un
exemple est donné pour une ontle se propageant au sein d’un mono cristal de cuivre
parallelement au plan repéré par les vecteursiwﬂt@z,xg,). L’équation (1.10) qui dépend
de la direction de phase, inj, = (O,cos(ﬁ) ,sin(H)) et de la norme de la lente@, est notée
Q(S,, §)=0, avecS, = Scos(d) et S, = Ssin(#). La vitesse de I'énergie est en tout point
normale a la courbe des lenteurs de phase. Satidiret, peut ainsi étre exprimee en
fonction des composantes de la dérivée de I'équdlopar rapport a la variable lenteur de
phases :
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N, = 0,—6—9,6—Q : (1.24)
0S, 09
et 'angle @ que fait le vecteur vitesse de I'énergie avecd'ax est égal a :
@ = —arcta 0Q /oQ . (1.25)
0S,/ 0S

De plus la projection de la lenteur de phase sdiréction de I'énergie correspond a la norme
de la lenteur de I'énergie :

S = Scos(8-¢). (1.26)
La norme de la vitesse de I'énergie est alors afgt&m prenant I'inverse de cette grandeur :
1
C=—. (1.27)
S

La figure I-2 représente la courbe des lenteurpltiese de I'onde transversale d’un mono
cristal de cuivre dont la polarisation est danplén de phaséxz,x3). Pour chaque direction
de propagatiom, d'une onde plane correspond une direction de gatian de I'énergie
suivantn, . La figure 1-3 deécrit la courbe des vitesses émdrgie associée a la courbe des
lenteurs de phase. On constate que pour une dinedg I'énergie peuvent correspondre
plusieurs vitesses de I'énergie. Ceci est d( adaropie du matériau qui rend la courbe des
lenteurs de phase concave. Ainsi en différentstpaia cette courbe les normales peuvent étre
orientées selon une méme direction. On dit alomss lqucourbe des vitesses de I'énergie,
également appelée courbe d'onde, est en forme e cke croissant. La pointe d’'une corne
correspond a un point d’inflexion de la courbe léegeurs de phase.
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»
>
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figure I-2 Courbe des lenteurs de phase de I'ondfigure |-3 Courbe des vitesses de I'énergie ded®n
TH se propageant dans le plgh,0,0 d’'un mono TH se propageant dans le pld#,0,0 d'un mono
cristal de cuivre. cristal de cuivre.

Cette construction géomeétrique des rayons acoustiomead en évidence la focalisation des
ondes acoustiques dénommeée dans la littérature datiah des phonons ou concentration de
phonons. Pour un milieu anisotrope, I'existencecdenes sur la courbe des vitesses de
I'énergie impligue une focalisation des rayons. Afie décrire cette focalisation, la
distribution angulaire des rayons acoustiques pmér distribution équi-répartie de lenteurs
de phase est illustrée a la figure 1-4.

»
>

X,

figure I-4 lllustration de la concentration de I'érgie au niveau des cornes de la forme d’onde.
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Sur cette figure, chaque point de la courbe desnsmyorrespond au calcul de la vitesse de
I'énergie associée a une lenteur de phase poudistrébution angulaire équi-répartie des
lenteurs de phase. On y observe la concentratismay®ns au niveau des cornes donnée par
la concentration de points sur la courbe. Cetteceomation de rayons peut également étre
interprétée comme une concentration d’énergie.

Dans la section qui suit, des méthodes de desmmipghi déplacement de la surface d’'un
milieu semi infini soumise a une force impulsioneeponctuelle de type LASER sont
présentées.

|.4 Réponse impulsionnelle de la surface libre d’un demi
espace anisotrope assujetti a une source ponctuelle a sa
surface

La génération LASER a fait I'objet de nombreux &ax cherchant a modéliser la source
acoustique consécutive aux interactions photoaicpuest. Une impulsion lumineuse focalisée
en un point de la surface libre d’un solide engendes ondes acoustiques suivant deux
régimes prépondérants : le régime thermoélastitjleerégime d’ablation. Pour ce premier, le
LASER pulsé de faible intensité échauffe localemansurface du milieu et engendre une
déformation mécanique. La source acoustique dumeghermoélastique se déduit de la
résolution de I'équation de la chaleur couplée diémuation d’onde. Le régime d’ablation
est théoriquement plus difficilement modélisablerdque la densité de puissance lumineuse
absorbée est plus élevée, le faisceau luminewoprevla fusion puis I'ablation d’'une petite
quantité de matiére. La quantité de mouvement @descples éjectées crée dans la zone
irradiée une force réactive normale a la surfacendieu. La forme temporelle de la source
est alors proche d’une fonction de Dirac. La soamaustique pour le régime d’ablation peut
donc étre modélisée par un monopole et une fontdimporelle de Dirac.

L'étude de la propagation des ondes acoustiqueéréés par ce type de source ameéne
logiquement a I'analyse des fonctions de Green gablach (1973); Aki et Richards (1980)].
Les méthodes de calcul des fonctions de Greerafgml & des techniques employées par les
géophysiciens sismologistes [Johnson (1974); KetttCrampin (1977); Aki et Richards
(1980)]. Diverses investigations ont été présenpirs résoudre ce probleme classique de
Lamb [Lamb (1904)] afin de calculer le champ de dépinent & l'intérieur d’un demi-espace
élastique isotrope ou anisotrope assujetti a umecsorectiligne ou ponctuelle [Pekeris et
Lipson (1957); Tewary et Fortunko (1992); Mouradesschamps (1995)].

Dans cette section I'expression de la fonction dee@ correspondant au cas d’'un milieu
semi infini impacté a sa surface par une sourcetpelie impulsionnelle est introduite. Les
expressions analytiques du déplacement normal drirface, solution de ce probleme et
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calculé par la méthode de Cagniard-de Hoop, santapsuite présentées. Ces résultats sont
tirés de la thése de Bescond [Bescond (1997)]uetdelcul n'est pas développé. Enfin une

méthode numérique conduisant au calcul du déplatenegmal en un point de la surface est

décrite.

l.4.1 Présentation du probleme, expression de la fo nction de
Green

Un milieu continu élastique anisotrope non absdrieacupant le demi-espacg=0 est
impacté par une source appliquée a sa surfaceideesgt considéré pow <0. Le triedre de
référence(x;, X,,X;) est celui de la figure I-5, ot le vectexirest normal a la surface libre et
dirigé vers le solide. La source considérée estfpetie et perpendiculaire a la surface du
milieu.

source ponctuelle

F(1)

o

v

surface libre impactée

demi espace n,
anisotrope &

X
v

figure I-5 Géométrie du probleme.

Le champ de déplacement, en tout point du demi-espace, satisfait le systéigquations
comportant I'équation homogene de propagation damsmilieu anisotrope, I'équation
inhomogéne de continuité a linterface, le princide causalité et les conditions de
Sommerfeld. Ces équations sont respectivement :

o°u 0%y
=c , 1.28
P T Gii o, 0% ( )
Cl]kl au'( = _|:I 5()(2! X&) 5( t) pour{ - 0 ’ (129)
0% (%, %, 1)
U :O,%—L: =0 pourts 0 e (1.30)
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2 2
iim | u, o4 0Y 0y OW | (1.31)
. ot ' ot® "ox, 9x0%

D’un point de vue général, la fonction de Greenlastolution d’'un probleme différentiel
ayant pour second membre une distribution de Dif2aans le cas d'un probleme
d’élastodynamique, elle décrit la réponse d’'unéyst soumis a une source ponctuelle. Cette
fonction, exprimée dans I'espace des transforméelution des équations différentielles
précédentes est un vecteur n@é La i°™ composante de la solution du probléme considéré
ici est alors résolue en appliquant a cette fonctioe double transformée de Fourier inverse
sur les variables d’espace et une transformée patainverse sur la variable temporelle :

+00 +00 +00

iy L[] Gle k. k) B dk dk o, (1.32)

La fonctionuy, (xL, %, %, t), solution de notre probléme, est la fonction deg@rdans I'espace
des temps et des distances. La fonctR)(w, K, k3) est de la forme :

u (%, %, %, 1

G (a),kz,ks)=i A Pl k) & (1.33)

Pour un champ de déplacement calculé en un poilg derface, c'est-a-dire pouw =0, la
fonction de Green a pour expression :

G (@ k. k) =i1 A Pw k). (1.34)

Seul ce cas sera traité dans les deux sectionargas: On observe dans les expressions
(1.33) et (1.34) une sommation sur les trois modeprpsoindiqués par l'indicen. Les
grandeursP et k, représentent respectivement la composante sukyas la polarisation et
celle selonx, du nombre d'onde. Les amplitude, proviennent de la résolution de
I’équation inhomogene (1.29) qui s’exprime danspace des transformées pour une source
normale a I'interface par :

AY (-F
[M]| A |=| O | (1.35)
A 0
Cette matrice carrée de dimensi@x 3) est définie par :
[M]=-i[M,]. (1.36)

avec :
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a(@k?) a(wk?) alwk)
M ] = A k®) A(wk?) A(w.K?)], (1.37)
ulwk?) (@ k?) ulwk?)

et:

a(wk?) =6, K R(w, k') + o,k Hw K)+ ¢k B, §)
Awk?) = aq( ke R{w K)+ K R{w, K)) SN CE )
u(wk?) = o5k R, )+ © Hw, €))

La solution du systeme de Cramer (1.35) est :

ek K
oot ) )

ou la fonction R(a), K9, K2, l{s)) qui est le déterminant de la matridd, |, est la fonction
de Rayleigh qui assure la condition d’existencentmles propres de propagation sur une
surface libre. Les fonctionNn(a), K9 K2, 1{3)) sont les déterminants de la matridd, |
lorsque san“™ colonne est remplacée par le vecteur source.

Dans chacune des deux sections suivantes, une aeétleocalcul de la fonction de Green
est présentée. La premiere fait appel a la métedeagniard-de Hoop et propose un résultat
semi analytique de la réponse. La seconde estvalaafion de la réponse calculée a partir
d’intégrations numériques.

(1.39)

[.4.2 Calcul de la fonction de Green, a la surface d'un demi
espace, par la méthode de Cagniard-de Hoop

Le probleme considéré est celui de la section pleyt@, équations (1.28) a (1.31).
L’expression de la composante normale de la fonctie Green, évaluée a la surface du
matériau, obtenue par la méthode de Cagniard-dep HBescond (1997); Bescond et
Deschamps (1998)] est présentée. L'intérét de oaftthode est de proposer une expression
semi analytigue de cette fonction mettant en éviddes termes décrivant les temps d’arrivée
des différents fronts d’onde.

Les calculs opérés dans la méthode de Cagniardat®p Hbrennent en compte les
propriétés d’intégration dans le plan complexe.nAdieffectuer les calculs de I'équation
(1.32) dans ce plan, les changements de variabiess sont appliqués :

K" =-iwn, k=-iwScos(d) et k=-iw $sind), (1.40)
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les paramétres de Laplace et de Fourier sont dédinsis par :
t-iw X% - -iwScos(d) et x% - —iw $sin6). (1.41)
L’angle & est défini a la figure I-5 et la grande8rreprésente la composante de la lenteur de

phase a l'interface. Ainsi a partir de ces changemeée variables appliqués a I'équation
(1.32), la composante normale du champ de déplateseanet sous la forme :

+ico +77/2 [+ o —joo
U (% %, %, 9 (j +j ] $.60,0) 4734 s dsa ¢, (1.42)
—ico —77/2
ou:
G(S.0.w) =D A $.6.w) Rn,) & (1.43)

n=1

est la composante normale de la fonction de Gremrs despace des transformées. La
grandeurs, représente la composante de la lenteur de phaselalairection du vecteux;
du n°™ mode propre. La fonction de Green étant évaluesirface du matériaux(=0),
I'exponentiel de I'expression (1.43) disparait. Lasplitudes sont calculées a partir de la
matrice [M] exprimée en fonction de la lenteur de phase pathbgement de variable
k =—-iwS. Elles sont solution du systeme (1.35).

La méthode de Cagniard-de Hoop ne peut étre ugiisque si l'intégrant de I'équation
(1.42),G(S.6,w), est indépendant de la varialsle Pour cela, il est important de noter que
les composantes de la matr[(M] sont proportionnelles aw :

[M]=-w[M], (1.44)
a(m) a(m) a(m)
Mc]=| A(mm) A(m) A(ms) |, (1.45)
u(m) w(n) p(ns)
et:

a(m)=cum R(7.)+ .S B(7.)+ 6 S §n.)
A1) = o (S, R(m) +170 B(71)) . (1.46)
1(1.) = (S R(7.) +170 R(7,))

En conséquence, puisque la composante de ferest constante, les amplitudes solutions du
systéme (1.35) sont inversement proportionnellesaa Elles prennent alors la forme :
A (S.60.w)=-B( $.6)/w. Le spectre introduit en (1.42) est donc une fonclinéaire de

la fréquence et il s’exprime par :
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G(S.6.w)=-wH($0), (1.47)
ou :
Hl(q,e):i B($.6) Hn.). (1.48)

Le terme de phase de I'exponentielle apparaissaans dl’équation (1.42) est:
a)(t—Sﬂ rcos(9—¢)). Le théoreme de dérivation des transformées déata@pmontre alors
que dans ce cas précis, dériver par rapport austeayent a multiplier paw. Le champ de
déplacement est donc relié a la dérivée tempadella fonctionU, (x, %, t) par :

dU, (X, %,
(%, %, t) = —%, (1.49)
avec .
i 772 i
U, (%, %, 1) = Fy(S.6) 873 s gs @ a@. (1.50)

2'” —ico —77/2 —ico

L’intégrant de I'expression (1.50H1(Sn,8), est indépendant du paramette La méthode
de Cagniard-de Hoop est donc applicable. Le speatfeéquence est défini par :

2 i
U, (%, = A, (s.8) €9 s ds @, (1.51)
—rr/2 ico
avec :
1 'F "
xlxzt 2— x2>ga)é’du (1.52)

La méthode de Cagniard-de Hoop donne par simpletifib&tion I'original de la forme
intégrale (1.51) si le noyau de I'exponentielle égal a I'argument de la transformée de
Laplace. Ceci est effectué a l'aide d'un changententariable introduit par de Hoop [de
Hoop (1960)] et défini par :

t
rcos(6-¢)

L'intégration sur la variableg prend en compte des considérations d’intégrataorsde plan
complexe. En passant les détails de calcul, Idtetdinal se présente sous la forme d’'une
somme de trois fonctions :

U (M,t)=U,(M 1) +U M ,t)+U M t). (1.54)

S = (1.53)

La fonction Ul(M ,t) représente l'intégration par rapport au tempsttanmp de déplacement
normal de la surface. Pour un point d’observationr, la surface se déforme au cours du
temps a chaque arrivée d’'ondes générées par laesRour ces temps d’arrivée, la fonction
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U, présente un pic infini ou une discontinuité etrilest de méme pour sa dérivée temporelle.
Les trois fonctions de la relation (1.54) sont rexant exprimées et leur contribution dans la
réponse finale est explicitée. La fonctioy, :

1 +71/2 . dfﬁ
UVP(M,t):—ﬁV.PJ/ Re H,(S ) - . & (1.55)
-2 §=

'"r cog6-¢)

décrit I'arrivée des fronts des ondes rasantessklbrrespondent & des ondes de volume qui
rasent la surface. L'intégrale sé dans I'équation (1.55) est définie au sens desuval
principales de Cauchy, symbolisé paP, pour éviter d'une part le pdle de Rayleigh de la
fonction I:Il(ﬁ,ﬁ) et d’autre part le pdle qui apparait lorsqfe ¢ =+77/2. Son calcul
nécessite I'emploi de méthodes numériques. Cettetittn possede de légéres discontinuités
aux temps d’arrivée des ondes rasantes. La cotitnbu, :

1 ~ d
L im| Req Fi (s 6) $57 (1.56)

dtﬁ‘ t

U (M,t)=~

" cod6-9) p—

correspond a la solution statique. Elle résultendalcul de résidu afin de tenir compte des
poles écartés de la fonction précédente. Pour um gmbservation donné, cette solution est
une fonction constante de la variable temps. Amsiérivée temporelle de ce terme est nulle
et il n’intervient donc pas dans I'expression deélaonse finale. Enfin, la fonctiddy, :

UR(t,r,¢):—%Tlm [ Res(6)54(8)5(t- S(6) rcoto-9)) B (1.57)

décrit I'arrivée des fronts de I'onde de Rayleigha.fonction :
Res.(6)= RefSF 4 5)15:52(9) (1.58)

correspond au calcul de résidu évalué au poéle gé&eigh défini par la lenteur réell&(@).

Afin d’alléger les notations, I'indice paralleleast pas associé a cette lenteur qui est paralléle
au plan de l'interface. Elle vérifie I'équation Bayleigh, R( S (6),6) =0, qui correspond &
'annulation du déterminant de la matribvls]. Si la méthode de Cagniard-de Hoop décrite
précédemment est applicable, elle nécessite ceperdis précautions supplémentaires
compte tenu du changement de signe éventuel datieirS, selon la valeur de I'anglé - ¢
(équation (1.53)). Ainsi puisque le temipgst positif, on a les conditions :

S >0,si cogf-¢)> 0,e§< 0, si cfd-¢)< . (1.59)
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Ces conditions s’appliqguent également au choixpdéss de Rayleigh. Ainsi en faisant varier
I'angle @ de l'intégrale (1.57) de-77/2 a 77/2, on décrit en réalité la surface des lenteurs des
ondes de Rayleigh d¢—7/2 a ¢ +71/2.

Pour un temps fixé, considérons un angle d'intégmagiarticulier de I'expression (1.57),
g,, tel que lintégrant de (1.57) soit non nul et ¢eie le systeme d’équations suivant soit
satisfait :

(1.60)

{t—SR(HJ) rcos(6, —¢) = O’ 6 D[—ﬂ 7_.[]

R(s.(,).6,)=0 2'2

Les solutionsg, de ce systeme correspondent aux angles de phadentieurs de Rayleigh
SQ(HJ-) dont le temps de vol pour arriver au point d’olkaton M (O,r,¢) est
t=5,(6,) rcos(6, -¢). Lorsqu'un tel angle existe, il n’est pas nécessaént unique. Soit
n le nombre de ces angles particuliers que I'on xedgar ordre croissantéd <@,
(j=21--n-1) pour un tempg fixé. Afin de résoudre l'intégrale (1.57), le clgmment de
variable suivant est nécessaire :

7(6) =%(6) rcog(6-9¢). (1.61)

Dans le domaine d’intégration de la variakfe ce changement de variable n’est pas
biunivoque. Ainsi, pour calculer la réponse temperece domaine est divisé en sous
intervalles tels que :

Ugp(t,r,g)= mWR(t,r,¢), (1.62)

W, (tr.g)=--Cim T Res(6)s:(6)0(t-1(6)) ng, (1.63)

oll 6, =-71/2 et §,,, =m/2. Les paramétred sont les extrema de la fonctiar(8) (voir
figure 1-6). Ces angles définissent les lenteurpligse de I'onde de Rayleig@(é), pour
lesquels la normale a la courbe des lenteurs deeptda Rayleigh est orientée selon la
direction d’observatiorp . Dans chaque sous-intervalle, le changement dablai@ — T(B)

est a présent biunivoque. En appliqguant ce changewhe variable sur chaque fonction
intégraleV\; , on obtient :

iy

W (trg)=- Im( J Res (6)5:(0) t—r(H))(%j_l w(e)}. (1.64)

D’aprés la définition de la distribution de Diragtte intégrale est nulle s’il n’existe pas dans
I'intervalle [6_! 6_,+1] d’angle 8, vérifiant le systeme (1.60). Par contre si uratejle existe, il
est unique, et I'expression (1.64) est non nuliesA’expression (1.64) est égale a :
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) signe(T(é_Ll) _T(H_I))

W (tr,@)=- Im Q(r)[ﬂ J (1.65)

s'il existe un angleg, appartenant a I’intervallE}é_?:éﬂ] tel quer(ﬁj) =t. Sice n'est pas le

cas, elle est nulle. Le ternQ(r) introduit correspond a :
Q(7)=%(6)Rex(8)). (1.66)

En appliquant cette démarche a chaque intégralegn#ribution des pdles de Rayleigh au
calcul de la fonction de Green se met sous la forme

1

Ug(t,r,9) :—%Ti _ Im(Q; (7). (1.67)

ar
~106

6;

Les paramétre®, et § introduits précédemment sont & présent explicltés. calculs sont
réalisés pour un mono cristal de cuivre. L'anglebdervation a la surface egt=10°.
L’évolution du temps de vot est représentée en fonction de I'an§leompris entre —90° et
90° (figure 1-6). Pour un temps:r(e) donné, représenté sur cette figure par une ligne
horizontale, correspondent deux solutiofls vérifiant le systéme (1.60). On observe
également cing angles particuliefis (i =1.--5). Lorsque le temps augmente, deux poles de
Rayleigh 6, se rejoignent en un point particuli@ puis disparaissent. En ces points
particuliers qui sont des maxima de la fonctien la dérivée d7/06 est nulle. En
conséqguence, le déplacement tend vers l'infini #6qn (1.67)). La forme d’onde possede
donc pour les temps= r(é) des discontinuités franches qui correspondenarivée du
front d’'une onde de Rayleigh. Pour cet exemple amstate donc la propagation de cing
fronts d’onde, se déplacant a des vitesses difféserans la directiop =10°. Ceci est
caractéristique d’un milieu anisotrope.
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figure 1-6 Evolution du temps de volen fonction de I'anglé? pour un mono cristal de cuivre et un
angle d’observationp =10°. Les angled§ correspondent & des maxima de

Ces résultats sont reportés sur I'image de la @dds lenteurs de phase par homothétie de
rapportr a la figure I-7. Ainsi la projection sur la diremt de propagatiom, des vecteurs
définissant cette courbe ne correspond pas a ateutede I'énergie mais a un temps de vol.
Ce temps de vol est représenté par une droite m@m@miavecteun, . Lorsqu’elle est tangente

a la courbe, la normale au point de tangence quanelda direction de propagation de
I'énergie est alors orientée dans la direction dateurn,. Ce cas de figure apparait aux
temps de volr(gi) :
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figure I-7 Courbe des lenteurs de phase de I'orel®dyleigh d’'un mono cristal de cuivre représentée
par homothétie de rapport. L’angle d’observatiorg, de 10°, est repéré par le vecteny. Les
temps de vol qui sont des maxima de la figure dréespondent aux lenteurs pour lesquelles les
normales a la courbe sont orientées dans la méneetin que celle du vecteun, .

Le résultat analytique du déplacement normal desugace obtenu par la méthode de
Cagniard-de Hoop met ainsi en évidence un critereadactérisation des temps d’arrivée des
fronts de I'onde de Rayleigh défini par I'annulatide la dérivé@r/06 .

L’introduction des composantes cartésiennes demaposante de la lenteur de phase de
Rayleigh a la surface conduit a la relation :

7(Se(6)) = 1( S (6) cos(6) cogg)+ So( £:(6)) sife) sity)). (1.68)

On a alors :

dr _ 91 0S, . (1.69)

dé 0S,, 06
Les valeurs de la variabl@ qui annulent la dérivéaS;,/06 correspondent a des poles de la
dérivéedr/dS;, . En ces points, le produit de ces deux fonctimisien nul. Les zéros de la
fonction d7/d@ sont ainsi identiques a ceux de la fonctidrydS;, . La relationz =rS,,
dans laquelle la distance est une constante, conduit a une nouvelle comditie

caractérisation des ondes de Rayleigh définie’aanlilation de la dérivéds, /oS, .
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1.4.3 Calcul de la fonction de Green, a la surface d'un demi
espace, par décomposition en ondes planes transitoi res et
intégration numerique

Le calcul de la fonction de Green présentée danpaltie précédente demande des
connaissances en algebre des transformations ena&gse des fonctions complexes. La
méthode proposée dans cette section a pour buald&vcette fonction en minimisant les
développements mathématiques. Le calcul correspofi@valuation d’'une triple intégrale
correspondant a celle de I'expression (1.32). Caget) cette expression est modifiée afin de
pallier des inconvénients numériques. Pour celaalarpétrage de la fonction de Green de
I'équation (1.32) est modifié. Cette fonction eahd un premier temps décomposée en ondes
planes transitoires en I'exprimant en fonction ddenteur de phase par le changement de
variablek =wS. Ce changement de variable présente deux inté@&{sremier est de rendre
la fonction de Green indépendante de la variabldl n’est alors pas nécessaire de I'évaluer
pour chacune des fréquences apparaissant dansuéda l'intégrale sur la variablev. Il en
résulte un gain de temps d’autant plus importaet Itgvaluation de cette fonction constitue
'opération la plus longue du calcul [Messaoud-Naeede Belleval (2004)]. Le deuxieme
intérét est de proposer une discrétisation corestant la variable d’espace. En effet, le
nombre d’onde, qui dépend de la variahle a une discrétisation qui varie en fonction de la
fréequence. Or, la fonction de Green posséde des aur lesquels elle a une valeur infinie
d’'un point de vue théorique. Numériquement, ces mifinis sont tronqués et leur amplitude
dépend fortement du point ou ils sont calculésdépendance en fréquence entraine ainsi un
calcul irrégulier des amplitudes de cette fonctimnpliqguant des déséquilibres dans
I'évaluation de la réponse finale. L'introductio® da variable lenteur non assujettie a la
fréequence résout ce probleme. Cependant les itigggasur les variablesS, et S
engendrent le méme inconvénient. En effet, si amaale ces variables est discrétisée d’'un
pas constant, le module de la lenteur de phasetarfaceS =/ $ + $ ne l'est pas. Or, les
poles de la fonction sont fixes et correspondemésivaleurs de§ bien precises. Il est donc
nécessaire d’introduire ce parametre. Pour celalefdeur initialement exprimée en
coordonnées cartésiennes est exprimée en coordopaolkares :

SV =p, % +S X+ SX; =17, X+ SN, avec n, = co$d)x, + siff) %, (1.70)

ou le vecteurn, et l'angle & sont définis a la figure I-5. En tenant compte abs
changements, la composante normale tirée de I'@nugit.32) devient :

(zm)g_f []a(s60) €3 sesaa @)

U (%, %, %, 1) =

La fonction G, (§,6,w) est définie par :
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él(sﬂ,e,w)mfi A B(n,). (1.72)

A partir du changement de variable= wS, la matrice[M] permettant de calculer les
amplitudes est égale & w[M] ol la matrice[Ms] est identique & celle de la section
précédente (1.45). Les amplitudes sont alors ptiopmelles ai/w. En reprenant les
notations introduites précédemment, les amplitudeavent se mettre sous la forme:
A (S.60.w)=i B( $6)/w. Le spectre introduit en (1.72) est donc une fondinéaire de la
fréquence et il s’exprime par :

G(S.0.w)=iwH($6) (1.73)

ou :

Fu(s.6)=> B ($.6) Hn). (1.74)

n=1

Le théoreme de dérivation des transformées de tapladique que dériver par rapport au
temps revient a multiplier parw. Le champ de déplacement est donc relié a la @#riv
temporelle de la fonctiol, (X, %,,t) par :

dU, (%, %, 1)

" (1.75)

(%, %, 1) =

Ainsi la fonction Hl(Sn,B) est indépendante dev et n'a pas a étre évaluée pour les
différentes fréquences nécessaires a I'évaluatimménique de la premiere intégrale de
I'expression (1.71). Il en découle ainsi une nditeinution du temps de calcul.

Le champU, (x, %,,t) est égal & :

U, (%, xz,xs,t):%n[ Uy( % %) & do, (1.76)
avec .
" 1 27T +oo
U, (X, %, @) = g) &«s reodo?) . 1.77
(% %) iy H (5.0) & s ds (1.77)

Les intégrations de la fonctiond, sont calculées numériquement par la méthode des
rectangles. La fonctiob), se met alors sous la forme de deux sommes, laignesur I'angle
@, la seconde sur la lente6y :

Uy (4, %, ) = (2i1ﬂ)2 ZJZ A(9).60) & 9 @e. g

avec :

=i 1.79
N N8 (1.79)
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ou V,,, correspond a une vitesse inférieure a celle deléose propageant le plus lentement.
La relation (1.75) permet d’obtenir le champ dedponse finale en calculant I'intégrale en
fréquence ainsi :

17 - o
b (%% % § =5 [iwU( % %) € d. (1.80)

Son calcul est réalisé a partir d'une transforméd-durier inverse rapide. Initialement, le
solide est considéré non viscoélastique impliq@ant composantes du tenseur des rigidités
d’étre réelles. Le respect de cette condition edigede trés grandes amplitudes de la fonction
él au niveau des pobles de Rayleigh. Le spectre frémleest alors composé de pics qui
prennent le pas sur les petites discontinuitésid@url'arrivée des fronts des ondes rasantes.
Ainsi aprés le calcul de la transformée de Fourigerse, seules les arrivées des fronts de
'onde de Rayleigh sont décrites. Afin de réduleeniplitude de ces pics, de I'absorption est
ajoutée au matériau en dotant les composantes idabtés d'une partie imaginaire
correspondant a un millieme de la partie réelléa@gyour conséquence de réduire les pics et
ainsi de décrire la propagation de tous les phénemeée

La méthode décrite précédemment est implémentée palculer le champ de
déplacement sur la surface libre pour différentésntations source-récepteur. Le cristal de
cuivre a été choisi pour réaliser cette applicaiomérique car ce matériau est fortement
anisotrope. La surface libre coincide avec le plastallographique (1,0,0) et les axgs et
% coincident avec les axes [0,1,0] et [0,0,1]. Demgéférentiel, les constantes d’élasticité
non nulles du cristal sont: ¢,=¢,=C;=170 GP;, ¢,=0C;=C,;=123 GPg,
Cu = G5 = s = 75.5 GP: Sa masse volumique est 8® g/cni. En un point de la surface, la
fonction u, décrit le déplacement hors plan de la surfaceoantion du tempd. Un point
situé a une distance de la source selon une direction d’'observatgorest considéré. Le
déplacementy, dépend alors de ces trois parametres. |l peutedqpemé en fonction de la
variable v=r/t, homogéne a une vitesse et conduit a un nouvealacdgnent
al(O,vcos(¢) Y, sir(¢)). Ce dernier est représenté, a la figure 1-8 ea digure 1-9 pour
quatre angleg compris entre 0° et 45°. Le déplacement est aalaub surface, c’est a dire
pour x =0. La distance du point d’observation a la source,agété choisie pour ce calcul,
est de cing millimétres. Cette grandeur a poureséufluence dans le calcul de modifier
I'amplitude du déplacement.
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figure 1-8 Déplacement vertical de la surface enction du paramétre vitesse= r/t pour des angles
d’observationg =0°, a gauche epp =15°, a droite.
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figure 1-9 Déplacement vertical de la surface enclion du paramétre vitesse= r/t pour des angles
d’observationg =30°, a gauche etp =45°, a droite

On observe sur ces déplacements des discontingitésaractérisent différents types
d’'ondes. Les formes de ces déplacements sont céegpar des résultats expérimentaux et
analysées en détail dans le chapitre 4.

La figure I-10 est une représentation tridimensalende ces déplacements calculés pour
une variation du parametgg sur 360°. Le plan de la figure correspond a agdulia surface et
'amplitude du déplacement est quantifiée par kegraddés de gris : le blanc correspond a un
maximum de déplacement et le noir a un minimumteQetprésentation peut étre interprétée
comme une photographie, au temps unitaire, derfacidéformée.
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figure I-10 Fonction de Green : déplacement nordeats le plan de I'interfacél(r/t,¢) . Le blanc
donne le maximum d'intensité et le noir le minimum.

1.5 Principe de Fermat

Il a été vu a partir de la formule analytique obkmpar la méthode de Cagniard-de Hoop
que le terme prépondérant décrivant la propagaliolonde de Rayleigh estr/d6 . Afin de
généraliser ce résultat a 'ensemble des ondeegpldhest a présent retrouvé a partir du
principe de Fermat. Ce principe fut introduit enigye. A partir d’'un exemple le décrivant
dans le cadre de I'optique, une description simglast appliquée aux ondes planes.

1.5.1 Principe de Fermat en optique

Soienty la vitesse de la lumiere se propageant dans uaupilintégrale curviligne :
B
ds
L=]=, (1.81)
A M
calculée selon la trajectoire d’'un rayon lumineliarda de A en B, se nomme le chemin
optique. En notang, la vitesse de la lumiere dans le vide, I'indicendilieu est :

n=9% (1.82)
v

Le chemin optique peut alors s’écrire :
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B
:ijn ds. (1.83)
G

Pierre de Fermat a le premier posé en principelgudemin optique des rayons lumineux
était minimal. Afin d'illustrer ce principe, le @ll du chemin optique entre deux points
appartenant a des milieux d’indices différents msisenté. La géométrie du probleme est
illustrée a la figure I-11. On considére un poiotrse A()éA), >§A)) situé dans un milieu
d’indice n,. Un point B()éB), >§B)) est situé dans un milieu d’indiag séparé du premier par
une interfacex . Le trajet suivi par la lumiéere entre les poitset B est recherché.

A(ng),xﬂA))

&)

X3‘ i' M(:4".0)
& 5

2 l'z

) B(xﬁB) ,xgﬁ))

figure I-11 Géométrie du probléme.

Soit M ()éM),O) le point d’intersection du rayon avec linterfadee repere orthonormé
(xz,x3) est choisi de sorte que la composante du gdintlans la directiorx; soit nulle. Les
chemins optiques dans les milieux 1 et 2 sont Es@Enent :

L () =40 + %2 et 1o (K9)= [ £7- ©) + ¥ wea

La position du pointM le long de l'interface doit étre telle que le cheraptique total soit
extrémal :

ot () o #)

o =0. (1.85)

Le calcul de cette dérivée a partir des relatidn®4) conduit a 'expression :

A A
=0. 1.
= th——r 0 (1.86)

En remarquant que(gM)—éA))/AMzsin(g) et que (ng)—%zB))/MB:—sin(iz), on
retrouve la loi de Snell-Descartes :

nsin(i;) =n, sin(i,). (1.87)
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1.5.2 Principe de Fermat appliqué a I'évaluation de I'arrivée de
fronts d’onde a la surface d’'un milieu anisotrope

Les temps de vol des fronts d’onde se propageémtsarface d’'un milieu anisotrope en

parcourant une distance d'un point O a un point M selon une directiomn, sont
recherchés. lls sont définis par :

t=S[OM, (1.88)

ou S est la lenteur de phase. En introduisant la lerdeu’énergieS, = (t/r) n,, la relation
(1.88) peut également s’écrire :

S =Shh,. (1.89)

Contrairement au probleme de la section précédénfegint M est fixe et le matériau est
homogene selon la directiar, . Le temps de vol est donc une fonction de la wéigenteur

de phaseS. Afin de trouver le chemin optique extrémal, leinboM devait satisfaire
I'équation de la droite définie par l'intersectiolu plan de l'interface~ avec le plan de
propagation de la lumiergx,,x;). Il n'avait donc qu’un degré de liberté. Pour $&cpr dans
les mémes conditions, nous considérons la courBelatgeurs de phase correspondant a
I'intersection de la surface des lenteurs de phase la surface du milieu noteégz,x3). La
lenteur de phase de coordonnées poldted € n'a ainsi qu’un degré de liberté. Le temps de
vol t(H) est calculé pour des valeurs @evariant entre —90° et 90° et pour une directign
faisant un angle de 20° avec le vectgur

figure I-12 Evolution du temps de vt(le) , des fronts d’onde se propageant dans la directipn
faisant un angle de 20° avec I'axg, pour des angles pris entre —90° et 90°.
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On constate a la figure 1-12 que le temps de voergémal pour trois angles de phase. Le
tempst correspondant a chacun de ces angles est rekélénieur de I'énergie par la
relation :

t=rs, (1.90)

ou r est une constante. La courbe des lenteurs de gbhaaedonné les résultats de ces temps
de vol est tracée a la figure 1-13. Les lenteurgpldase pour lesquelles le temps de vol est
extrémal sont repérées sur la courbe par un ceoiteElles ont été tracées a partir des angles
de phase obtenus a la figure I-12. Leurs projestg®ion la direction du vecteny, donnant

les lenteurs de I’énergi&i), y sont représentées. Pour chacune de ces lemteyrhase et
uniquement pour celles-ci, la normale a la coudieogentée dans la direction dg . Cette
derniére correspond a la direction de propagates flbnts dont on cherchait les temps de
vol. Or, les normales a la courbe des lenteurs ltBse renseignent sur la direction de
propagation de I'énergie. Les valeurs extrémaletethps de vol ont ainsi permis de trouver
les lenteurs de phase et par suite la lenteurétedgie, ou le temps de parcours, des fronts
d’onde se propageant du poi@tau pointM .

A
X3 n(/)
M
Sf 2) S(({)
S@ n , S’g ] ) "...‘.'
0| 210 .
(] n, X
:..;.,:‘ n 0

figure 1-13 Lenteurs d’énergii” associées a une courbe des lenteurs de phaseupangle
d’observationg =20° .

Le temps de parcours des fronts d’onde peut airesic@ractérisé par I'équation :
dt(6)

=0. 1.91
a0 (1.91)

A présent, I'équation de dispersion est exprimééoaation des coordonnées cartésiennes
de la lenteur de phase au lieu des coordonnéesrgmolda courbe des lenteurs de phase
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n'autorisant qu’un degré de liberté, 'une des deomposantes est déduite de l'autre. Si I'on
choisit la dépendanc&, = §( $) de la méme maniére que I'on avat= §6), alors le
principe de Fermat peut étre réécrit sous la farme

M =0, (1.92)
ds
ou bien en considérant la relation (1.90) aveadadeurr constante :
dg_(g) =0. (1.93)
ds

Une relation équivalente aux trois précédentestasinue en gardant le méme probleme mais
en changeant de paramétre. S@(tg 3) =0 I'’équation de dispersion considérée dans cette
section. A partir de la relation (1.89), le changetrde variable :

_S-Scodg)
sin(g)
conduit a une nouvelle équation de dispersfb(lsz, $):O. A partir du théoréme des

fonctions implicites, la dérivéelS/ dS s’exprime en fonction de I'équation de dispersion
par :

(1.94)

ds __90(s, §)/0 %
S  9Q(s, 9/0 s

qui est I'inverse de la dérivédS/ d$. La lenteur de I'énergie dans la directiop peut ainsi
étre directement obtenue en résolvant I'équation :

as(9) | co, (1.96)

ds
Les arrivées des fronts d’onde sont caractérisaas th méthode de Cagniard-de Hoop par
des pics infinis dus a des fonctions analoguedl@scees relations (1.91) et (1.96). Ces pics
qui apparaissent dans le spectre de la fonctidBrden mettent en avant certaines fréquences.
Les discontinuités qui apparaissent dans la répfinake et qui caractérisent les arrivées de
fronts d’onde sont la conséquence de ces fréquandesont pondérées par des amplitudes
plus grandes que les autres. On peut ainsi concguine amplitude qui ne soit plus infinie
mais qui propose localement un extremum qui présautine grande partie du spectre ait une
influence sur la forme de la réponse. En se basantcette remarque, dans certaines
situations, l'arrivée d’'un front d'onde peut étraractérisée par un maximum de la dérivée
dS/ dS ce qui correspond a I'annulation de la dérivé@sde :

d’s,/d$=0. (1.97)

Par la suite nous nommerons ce critere, par ablendage, principe de Fermat approché.

(1.95)
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1.6 Conclusion

Un ensemble de résultats qui seront appliquésgpauite afin de caractériser les vitesses
de propagation des fronts d’ondes planes homogénkétérogenes, sont introduits dans ce
chapitre. Le principe de Fermat et le principe dgnfat approché seront respectivement
utilisés pour calculer les vitesses des ondes planemogénes et hétérogenes. La
représentation tridimensionnelle de la propagaties ondes, obtenue par le calcul de la
fonction de Green, constituera un référent de coaipan aux résultats obtenus par la théorie
des rayons.
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Rayons complexes appliqués aux ondes planes dmgolu

[1.1 Introduction

Les équations de propagation ainsi que I'expresdioschamp de déplacement, présentés
dans le premier chapitre, décrivent des ondes gplhomogéenes caractérisées par une lenteur
de phase réelle. Il est également montré que tessds de I'énergie peuvent étre obtenues a
partir de la courbe des lenteurs de phase, sotutien’équation de Christoffel. Cependant la
description des vitesses de I'énergie a partimdbéorie des rayons homogenes est restrictif.
Il est en effet observé expérimentalement des dratibnde qui se propagent dans le
prolongement des cornes formées par la courbe itkss@s de I'énergie d’'ondes homogenes
et qui ne sont pas pour autant décrites a partia deurbe des lenteurs de phase homogénes
[Every (1981); Hauser et al. (1992); Corbel et(aB93); Audoin et al. (1996); Kim et al.
(1996)]. La notion d’'ondes planes hétérogenes, tayam lenteur de phase complexe, s’avere
alors bien adaptée pour une description plus cammlés phénomenes physiques observés
[Deschamps et Poncelet (2002)]. Le calcul de lé@sse de I'énergie n’est plus basé sur la
courbe des lenteurs de phase et fait intervemiolgndme de Christoffel ainsi que des critéres
d’énergie. Dans un premier temps, cette méthoddéesite pour le cas des ondes de volume
homogenes puis, elle est appliquée aux ondes deneohétérogenes. Les résultats obtenus
sont comparés a ceux calculés a partir de la fomatie Green décrite dans le premier
chapitre.

[I.2 Présentation du probleme

La composante de la fonction de Green calculédaparéthode de Cagniard-de Hoop et
décrivant les temps d’arrivée des ondes rasandés présentée dans le premier chapitre. Son
calcul repose sur la sommation d’'une infinité d'eslanes qui interagissent et dont les
contributions au résultat final dépendent de leamplitudes spectrales. En se placant en
champ lointain, les ondes se propageant a dessegfedifférentes, leurs interactions sont
limitées. Ainsi chaque arrivée de front d’'onde péte découplée et percue comme la
contribution d’'une seule onde plane. L'objet ddecsection est de décrire la propagation de
ces fronts a partir d'ondes planes prises sépartemen

Les ondes rasantes sont des ondes de volume dfiax ld’énergie rase la surface d'un
milieu. En d’autres termes, elles correspondergsaahdes qui se propageraient au sein d’'un
milieu infini et dont le vecteur de Poynting estgiile a la surface. Elles sont de deux types :
celles dont la lenteur de phase est parallelentetface appelées ondes rasantes dans le plan
et celles dont la lenteur de phase n’est pas p&dll I'interface appelées ondes rasantes hors
plan. Pour chacun de ces deux cas, une vitesséragdie est représentée a la figure II-1.
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Cette figure représente la surface des lenteuphdse de 'onddH calculée pour un mono
cristal de cuivre.

figure llI-1 Surface des lenteurs de phase de I'oflle correspondant a un mono cristal de cuivre.
Les normales a cette surface indiquent la directlertransport de I'énergie. Les ondes rasantes sont
caractérisées par un flux de I'énergie paralléléidterface. On différencie les ondes rasantes dans
plan qui ont des lenteurs de phase parallélesradiiface, des ondes rasantes hors plan pour
lesquelles les lenteurs de phase ne sont pas psala I'interface.

La direction du flux d’énergie est donnée par leection des normales a la surface des
lenteurs de phase. Ainsi pour la courbe des lestdarphase correspondant a l'intersection
entre cette surface et le plan de l'interface dliemi tous les flux d’énergie sont paralléles a
I'interface. Ce cas correspond aux ondes rasaatesld plan.

Le systeme d’axes utilisé dans ce chapitre estiglema celui du chapitre précédent. Le
matériau considéré est supposé étre orthotropeapyaigcations numériques ont été réalisées
pour le cas d’'un mono cristal de cuivre.

1I.3 Polyndme de Christoffel

Dans cette section, la construction du polynéme QGieistoffel dont les solutions
correspondent a des ondes volumes caractérisées glx d’énergie parallele a l'interface

48



Rayons complexes appliqués aux ondes planes dmgolu

est présentée. Les solutions de ce polyndme pamame@tcoordonnées polaires sont ensuite
calculées.

11.3.1 Expression du polynéme de Christoffel

Le polyndme de Christoffel est un polynébme de laalde lenteur de phase dont les
racines sont solutions de I'équation de Christotf&dxpression de ce polynéme telle qu’elle
est présentée dans cette section est adaptéeéhkreche des vitesses de I'énergie des fronts
d’onde se propageant parallelement a la surfacuiliieu.

L'équation de Christoffel qui a été introduite &duation (1.9) est utilisée dans cette
section sous une forme différente. Pour cela, edtemultipliée par le carré de la lenteur de
phase et divisée par la densité du matériau. Elfgésente sous la forme :

F,y=0, (2.1)

avec T, =Gu S ®—9q . Les grandeurs,, correspondent aux composantes du tenseur des
rigidités g, divisées parp et la grandeurd, désigne le symbole de Kronecker. Pour un
matériau orthotrope qui correspond au cadre deenétinde, la matricd , fonction de la
variable 7 qui est la composante normale de la lenteur dseytg, se présente sous la
forme :

Cu’+a,  ayh a7
l_(/7): C66,72+02 A3 (2.2)
symétrique Cs/7” +0a,

ou:
a1:C66$+ Cs$-1 a,= G, 8 G §1
as :C44822+ G S—l, a12:( Gt Csé S (2.3)
Q3 = (C13+ C55) S, 0'23:( Cyt C4z) S 3

La condition de compatibilité des trois équationmbgenes de I'expression (2.1) est donnée
par 'annulation du déterminant de la matricgy) :

7 (n)|=0. (2.4)
Cette équation est un polyndme de la variaple
n°-2n*+An*-n=0, (2.5)

ou:

3

wv!ilhim ¢
, 2

= )
]

(2.6)

Q|3
1

QM
>
Il

Q>

49



- Chapitre 1l -

et:

a=C; GGy My =ay, Mgy =0 a m,
A:2a12013a23—a21203—021,g ACopas+Cqgqa +C Qg 3C ﬁ'z % (2-7)
Z:C550'122"'Cﬁea'is,_ CeeCo? = C1.Csr 7 CC g .5
De par la symétrie du probléme, I'équation (2.5) esbique ens® et ses solutions
correspondent a deux tripleis, n7,, 3 et{n., ns, ng qui different seulement par leur signe :

N, =, pour n=12 3. En introduisant la variabIeY(/7n) dépendant des trois
composantes normalg, 1, etr, par la relation :

Y (7,) =m0, + s+ 0,0 (2.8)

I’équation (2.5) est réécrite sous la forme :

K(7.,S,8)=0. (2.9)
avec .
K(7:S.8)= Ym)' + AXm) '+ AYn)+ 4 (2.10)
et:
A=A -451, A=-81, A=-2A. (2.11)

Le gradient de la fonctiorK est perpendiculaire a la surface qui lui est aésodCeci
caractérise également la vitesse de I'énergie.eNmiobleme étant de calculer les vitesses de
I'énergie paralléles a l'interface, la composardemmale du gradient est nulle :

OK (.17:1:5:, ) _

2.12
on, (2.12)

Les ondes rasantes ayant leur vitesse de I'éneayi@lele a l'interface peuvent ainsi étre
définies par le systéme de polyndmes de la variéfig) suivant :

{Y(nn)“+ AY() + AYm)+ 4=0

) (2.13)
4Y(n7,) +2A Y(n,)+ A=0

Les solutions communes de ces deux polyndbmes $mehwes par le calcul des racines de
leur résultante. Cette derniere est définie commamtéle déterminant de la matrice de
SylvesterSy dont I'expression en fonction des coefficients desx polynémes est
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10 A A A O 0
o1 0 A A A O
00 1 0 A A A
Sy=|4 0 2A A O 0 O (2.14)
04 0 2o A 0 O
00 4 0 2A A O
00 0 4 0 2A A

La résultante de deux polynémes est donnée de reapligs générale dans I'annexe E. Le
calcul de la résultante conduit au polynéme :

C(s.9)=-8 G(S § &( 5 & (2.15)
avec .
G (S, g)=n? (2.16)
et:
Cou (S, §)=4A°-18AMN S+ 21 -A*5%+ A1 5° (2.17)

Les racines de ce polyndme correspondent a des atedgolume dont le flux d’énergie est
orienté parallelement a l'interface du milieu.

Une remarque générale sur les expressions desqmodsC,, et C,, telles gu’elles sont
présentées dans la suite de ce chapitre est nieessaur cela, considérons un polynéQe
des variablegy et q,. Ce polyndme peut se mettre sous la forme :

Q(ql,qz)=gdk’(q) o (2.18)

Il peut donc étre interprété comme un polynémeadeariableq, dont les coefficientQ(")
dépendent du parametg. Les polynbmesC, et C,, sont écrits a plusieurs reprises sous
cette forme. Cependant, il faut a chaque fois cl#mer cette écriture explicite comme étant
symboligue dans le sens ou ils n'ont pas été progrs ainsi lors des applications
numériques. En effet, ils sont construits a patés relations (2.6), (2.16) et (2.17) pour
lesquelles les polynémeBl,,, M_g,, A et ¥ sont exprimés sous la forme (2.18). Les
polyndmesC, et C,, de la variableg, a coefficients dépendants dg sont ensuite déduits
numériguement a partir des propriétés relatives soimme et au produit de deux polynémes.
Différents paramétrages du polyndme de Christoffeht présentés par la suite: en
coordonnées polairesy =6 et g, =§ pour calculer les courbes des lenteurs de phase, e
coordonnées cartésienneg,= S, et g, =S pour donner un exemple simple de racines
complexes de ce polyndme et en fonction des parasgt= S (projection de la lenteur de
phase selon une direction fixée) gt=S, pour calculer les vitesses de I'énergie. Les
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expressions des polynbmeés,,, N 4, A et ~ sont données a I'annexe A pour chacun de
ces paramétrages.

Les solutions du systéme (2.13) qui correspondextracines du polyndme€ (relation
(2.15)) sont a présent explicitées dans la sedtinsuit.

11.3.2 Solutions du polyndme de Christoffel paramét ré en
coordonneées polaires

Les solutions du systeme (2.13) correspondent aodeges de volume dont le flux
d’énergie est paralléle a I'interface et qui peuwv@ne classées en deux catégories. Chacune
de ces catégories est reliée aux solutions degiénsia

C.(S.§)=0 et G($ 9=¢ (2.19)

Les racines dd1 et donc du polyndm€,, (équation (2.16)) sont celles de I'équation (2.5)
lorsquen =0, c’est a dire lorsque la lenteur de phase esllpirau plan de l'interface. Les
racines du polynbme&,, (g %) décrivent donc des ondes rasantes dites dansite gkst
pourquoi ce polynébme est indicé ‘in’. Le secondypéime indicé ‘out’, pour hors plan, décrit
les ondes rasantes ayant une composante vericatin nulle. Ce sont des ondes de volume
dont le vecteur lenteur de phase n’est pas pagalelplan de I'interface.

Les racines des polyndm&3, et C,,, paramétrés en coordonnées polaires sont a présent
recherchées. Pour cela, le changement de variables

S = gcogd) et $= Ssifd), (2.20)

leur est appliqué. La grande@y représente la norme de la composante de la ledéephase
parallele a I'interface. Les deux polynémes airnseaus sont des polynémes de la variable
S’ de degrés 3 et 6 dont les coefficien&’( et C|2Y) dépendent de I'angle de phage

out

Leur expression peut se mettre sous la forme :

Ca(3:6)=3 & (6) ¢, 220

k=0

et:

Cun(5.6)=3 & (6) & (2.22)

k=0

Les racines des polyndmes des relations (2.212.8R) sont recherchées en faisant varier

I'angle @ sur 360°. Les lenteurs de phase sont ensuite wdgesn prenant la racine carrée de

ces racines. L'ensemble des solutions ainsi obtedaerit les courbes des lenteurs de phase.
Elles sont représentées pour les ondes latératssielplan a la figure 11-2.
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04 F

02 F

S, (us/mm)
o

oS
[\
T
1

S, (us/mm)

figure 1I-2 Lenteurs de phase des ondes rasantas ttaplan

Les trois solutions sont I'onde longitudinale ), I'onde transversale a polarisation dans le
plan (TH) et 'onde transversale a polarisation normalelam (TV ). On peut remarquer a
partir de I'expression dél donnée & la relation (2.6) que les solutions dungone C, sont
découplées. En effet, il est possible de calculdependamment les lenteurs de phase de
'onde rasanteTV a partir du polynébmdl,, et celles des ondek et TH a partir du
polyndme IM_;,. Les courbes des lenteurs de phase des ondealdatdrors plan sont
représentées a la figure 11-3. Ces lenteurs ne pasitparalléles au plan de I'interface défini
par les vecteurs, et x, car elles possédent une composante dans la divedui vecteuly; .

Les courbes représentées a la figure 11-3 sonpiegctions des lenteurs de phase hors plan

sur le plan de l'interface.
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04

02

S, (us/mm)
()

figure 11-3 Projection des lenteurs de phase dedesirasantes hors plan sur le plémz,xs)

Quatre solutions sont obtenues : trois solutioefie® correspondant aux ond@sit,, Out, et
Out, représentées en noir, et une solution complexdldatprrespondant a 'ond@ut,,
représentée en gris. Pour cette derniere, seyartia réelle est représentée a la figure 11-3.
Pour chaque angle de phase, seulement trois swutin polynbme de degré 6 sont
présentées. Les trois autres sont infinitésimales eeprésentent pas d’intérét.

II.4 Relations énergétiques

Les relations énergétiques propres a la propagdtiore onde plane dans un milieu infini
sont établies. Le cas le plus général d'une onde mmmogene est considéré. Elle est
caractérisée par des vecteurs polarisation et Uentde phase, ainsi qu'une amplitude,
complexes. Les résultats qui suivent se transpakeattement au cas réel en prenant la partie
réelle des grandeurs complexes introduites.

I.4.1 Energie potentielle

Dans cette section, I'énergie potentielle défirae p

1 _
& =505 (2.23)
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est exprimée en fonction du vecteur de Poyntingxpression (2.23) est modifiée de sorte
gue les grandeurs caractéristiqgues de I'onde maparaissent. Les composantes du tenseur
des déformations sont définies par la relation :

OV,
g =t | M, M (2.24)

2iw|\ 0x; 0%

Par suite, 'expression de son conjugué est dopagée

v OV
& =——.1 ﬂ+i , (2.25)

2iw| 0x;  0X%

dans laquelle :

v=ape“s" (2.26)

En dérivant les composantes du champ de vitessergggrort a la variable spatiale,
I'expression (2.25) devient :

q:-%@(‘+7‘). (2.27)

La relation (2.23) peut alors se mettre sous laéor

1 - -
g = —Z(a'ji VS+o, v S. (2.28)
Le vecteur de Poynting ou flux énergétique étafindgar :
J=-0lV, (2.29)
ses composantes sont :
J=-0,V. (2.30)

A partir du changement de variables (2.30) intrbdidns I'expression (2.28), I'énergie
potentielle s’écrit :

1, — _
%:Z(%3+ﬁ33. (2.31)

Cette expression conduit a :
%:%J@, (2.32)

ou, en tenant compte des relations sur la moyeemgdrelle introduites dans le premier
chapitre a :

Sk J>=2<e, >, (2.33)
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1.4.2 Energie cinétique

A présent I'énergie cinétique définie par :

e :pin‘_‘, (2.34)

est également exprimée en fonction du vecteur datig. L'équation de Christoffel (2.1)
multipliée par le conjugué du champ de vitesséatale conduit a :

ouf, =G S 99 . En exprimant la loi constitutive du matériaa;: =G, & en fonction
des composantes du champ de vitesse :

1 ov
g, = qukl i (2.36)

puis en explicitant la dérivée spatiale de la cosapte du champ de vitesse, les composantes
du tenseur des contraintes s’écrivent :

g =G V. (2.37)

En contractant les relations (2.34), (2.35) et{R.Bénergie cinétique s’exprime :

1 _ 1 _
& :{E Gu S ® NﬂF}-EOﬁ Vi< (2.38)
D’apres la définition du vecteur de Poynting (2,3®tte relation devient :
1
e :E J S, (2.39)
soit :
1

ou encore en considérant les expressions de larmeyemporelle (premier chapitre) :
Sk J>=2<e >. (2.41)

11.4.3 Relations énergétiques et célérité de I'éner  gie

La sommation des expressions (2.33) et (2.41) doada relation :
Sk J+iJ >=<eg+eg>, (2.42)

et leur soustraction conduit a la relation :

SkJ+iJ >=-<eg-¢g>. (2.43)
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Les symboles prime et seconde représentent regpecnt la partie réelle et la partie
imaginaire des grandeurs physiques considéréeslehaité p est une grandeur réelle, le
matériau considéré étant élastique, il en est daerdes composantes du tenseur des rigidités
Ci - Ainsi, les énergies, et g, sont réelles. L’expression (2.42) divisée par layemne
temporelle de I'énergie mécanique conduit alors a :

Sk =1, (2.44)
dans laquellec, , la célérité de I'énergie, est définie par :
C. = & . (2.45)
<e+e>

De la relation (2.43) est tirée la propriété d’oghnalité entre la direction de I'énergie et la
partie imaginaire du vecteur de lenteur de pHaise

S'[t. =0. (2.46)

[I.5 Onde plane de volume homogene

Dans un premier temps, le calcul des racines dynpate M, g,, paramétré en
coordonnées cartésiennes, est présenté. Ce clilstilei a travers un exemple simple, les
différents types de racines qui seront obtenuslgauite a partir d’'un paramétrage plus
complexe du polyndme de Christoffel. Le paramétragequestion, adapté au calcul des
célérités de I'énergie, est réalisé a partir deelation entre la lenteur de phase et la lenteur de
I'énergie introduite dans la partie suivante. Ueraple ainsi que les résultats du calcul des
célérités de I'énergie seront exposés dans la@erpartie.

[I.5.1 Résolution du polynbme de Christoffel paramé tré en
coordonnées cartésiennes

Les polynémes introduits aux relations (2.16) et 12 peuvent étre écrits, en coordonnées
cartésiennes, sous la forme :

NEY s)z (9 3, (2.47)
et:
Cou(S, s)=kzio (9 %, (2.48)

Afin d'illustrer le calcul de leurs racines, un exgle est proposé a partir du polynomie., ,
défini a la relation (2.7) et qui peut se mettresska forme :
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M (S, 8)=2 N0 () - (2.49)

k

Son expression compléte est donnée a I'annexe . Bwe valeur deS;, la recherche des
racinesS, de (2.49) revient a calculer les intersectionseclat courbe des lenteurs de phase et
une droite d’équatiorH$|||—§ =0 dans laquelle le symbol# || représente la norme d’un
vecteur. Les racines du polynéme sont calculées gifiérentes valeurs du parametss.
Elles peuvent étre complexes et la projection dandan réel des lenteurs de phase (réelles
en noir et complexes en gris) ainsi obtenues saoéés a la figure 11-4.

()

/

figure II-4 Projection dans le plan réel des coustuke lenteurs de phase homogénes (en noir) et
hétérogenes (en gris), a la surface d’'un cristatdere, pour le cas d'une onde rasante.

Le polyndme de Christoffel admet, selon la valearSj, aucune racine réell8, (casC de
la figure 11-4), ou deux (ca8) ou quatre (ca®d). Les solutions complexes correspondant au
casB sont cachées par I'axe vertical.

11.5.2 Relation entre lenteurs de phase et de I'éne rgie, transposée
a la géométrie de notre probleme

A partir des équations de I'énergie, la relatiotreetta lenteur de phase et la vitesse de
I'énergie a été établie a la section 11.4.3. Dansds d’'une onde homogene dont la lenteur de
phase est réelle, cette relation est :

S, =1. (2.50)

Nous allons nous intéresser a la propagation dm#sfrd’onde a la surface d’'un milieu
anisotrope dont le plan coincide avec le pﬂap x3). La direction de propagation des fronts
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d’ondes, parallele a ce plan sera nobge La relation (2.50) s’écrit alors en introduis#ent
module de la célérité de I'énergie par :

Sth, ¢, =1. (2.51)
La division de I'’équation (2.51) pax conduit a :
Sh, =S.. (2.52)

Le vecteurn, est paralléle au plafx,,X;). La relation (2.52) peut donc étre exprimée a
partir de la composante de la lenteur de phasdiglara ce plan :

Sm,=5S. (2.53)

Elle est valable aussi bien pour les ondes rasalates le plan que pour celles hors plan. La
figure II-5 illustre cette relation vectorielle.

v

figure 1I-5 Relation entre la lenteur de phaseeeldnteur de I'énergie pour le cas d’'une onde rdsan
homogeéne.

Dans la section qui suit, un changement de vasaklt appliqué au polynéme de
Christoffel a partir de la relation (2.53) afin dalculer les célérités de I'énergie des ondes
rasantes homogenes.

[1.5.3 Calcul des vitesses de [I'énergie des ondes r asantes
homogénes

Il a été vu au premier chapitre que les vitessd®dergie pouvaient étre obtenues a partir
de la courbe des lenteurs de phase. Cette courbéesbalayée en calculant a chaque fois la
vitesse de I'énergie ayant pour direction la noar@aktette courbe. Ainsi, avec cette méthode,
pour une direction de I'espace fixée a priori, @ aonnait pas les vitesses de I'énergie
correspondantes. Dans cette section, un calcuésl@itesses pour une direction de I'énergie
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donnée est présentee. Elle est appliquée, a t@remple, au polyndbmél, ; qui decrit les
ondes rasantes dans le planet TH. La méthodologie est en tout point identique si on
I'applique aux polynébme€, etC,,.

Considerons un vecteur unitaing parallele au plan de l'interface et faisant unlang
avec le vecteuk,. Le but de cette section est de calculer les sétesle I'énergie des fronts
d’onde se propageant dans la direction de ce vedikuparamétrage adapté a la résolution
de ce probleme est tout d’abord introduit. Il metjeu la projection de la lenteur de phase a
I'interface sur le vecteun, , notees, :

S h, =S,. (2.54)

Il est important de noter la différence entre lgations (2.53) et (2.54). Dans la premiére, la
lenteur S, correspond au point ou la normale a la courbeetdsurs de phase a la direction
du vecteurn,. La projection de cette lenteur sur ce vecteurdesic égale a la lenteur de
I'énergie. Dans la seconde, la lent&jrest quelconque et la grandegy ne correspond pas
nécessairement a la lenteur de I'énergie. En wiegtla relation (2.46), si le vecte® est
complexe, sa partie imaginaire est perpendicukirgecteum, . Le parametre§, doit donc
étre imposé comme étant réel et il sera pour ceté §,. Le développement de I'équation
(2.54) fournit I'expression de&§, en fonction des composantes de la lenteur de pétade
I'angle ¢ :

S, = Scos(g)+ $sir(g). (2.55)

En introduisant I'expression d8, déduite de la relation précédente dans le polynBimg,,
défini a la relation (2.49), le nouveau polyndméeol peut se mettre sous la forme :

M (Sr'11¢! %) = rl(li(,zl'H( $1¢) $ (2.56)

4
k=0
La symétrie ayant disparu, il est de degré 4ret les coefficientsJ'I(L'f)TH dépendent des
parametresS, et ¢ . Cette fois, calculer les racines de ce polynémé pine valeur d&§, et

une direction d’observation, données revient a rechercher les intersectiots sierface des
lenteurs avec la droite de normalg située a la distanc&, de l'origine. Cette droite est
nommée ligne d’observation. Ceci est illustré didare 11-6 ou les courbes représentent la
projection dans le plan réel des courbes des Ientde phase. Les solutions réelles (ondes
homogénes) sont représentées en noir et les swutmmplexes (ondes hétérogenes) en gris.
Selon les valeurs d& , les solutions sont soit toutes les quatre régligee A), soit deux
sont réelles et deux complexes conjuguées (Igheu soit toutes les quatre complexes, deux
a deux conjuguées (ligne).
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figure II-6 Parties réelles des courbes de lentaegphase homogénes (en noir) et hétérogenes (en
gris). Les lenteurs de phase sont calculées pdtérdintes valeurs du parameét& le long de la
direction n, faisant un anglgp de 70° avec l'axex,.

A partir du principe de Fermat introduit dans lemier chapitre, le calcul des vitesses de
I'énergie associées aux racines du polyndmse,, et orientées dans la direction du vecteur
n,, consiste & résoudre I'équatidh 1, (S,,#, S)=0 sous la contraintelS/ d$ - «. Le
calcul de la valeur absolue de cette dérivée, éeadun fonction du paramét&, le long de la
courbe en pointillés de la figure 1I-6 est reprdééenla figure 11-7.

80 — T

70 | 1
60 |- 1
50 |- -

ds,

n

‘dSz‘ w0l |

30 -
20 k- -
10

U U

0 01 02 03 04 05 06 07
S7 (us/mm)

figure 11-7 Evolution de la valeur absolue de laigée dS,/ d$ en fonction deS, .
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Trois pics infinis y sont observés. lls corresparida des valeurs du paramét& pour
lesquels la ligne d’observation est tangente @&lake des lenteurs de phase. Ceci est illustré
a la figure 11-8.

figure 11-8 Parties réelles des lenteurs de phasmbgéne et hétérogene pour un anglele 70°. En
fonction de I'angle d’observatiog, plusieurs célérités de I'énergie peuvent étremiées dans la
méme direction conduisant & une corne sur la codrbade.

Pour chaque point de tangence, la normale a lebepqui donne la direction du transport de
I'énergie, a donc la méme direction que le vectepr La projection sur le vecteur,, des
lenteurs de phase associées a ces point de tandggnaest donc la norme de la lenteur de
I'énergie se propageant selon le vectayr La norme de la vitesse de I'énergie est ensuite
déduite en prenant l'inverse de cette grandeur. tteis vitesses ainsi obtenues sont
superposeées aux courbes des vitesses de I'éndegfigare 11-9.
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figure 11-9 Superposition, sur la courbe d’'ondessditesses de I'énergie orientées dans la directio
du vecteum, faisant un anglgp =70° avec l'axex,.

Le calcul des vitesses de I'énergie est donc &alisrésolvant le systeme :

M (Sw¢’ S) =0
ds _ : (2.57)
ds

dans lequel la conditionlS,/ d$=0 est analogue a celle introduite précédemment Eous

forme : dS,/ d$ - «. A partir du théoréme des fonctions implicitesdéivéeds,/ d$ est
exprimée, pour un angk¢ donné, par :

dS _ 0Min(S.0.5)0$
dS oM p(S¢. 90 S

ot M 1, (S, S,#) est 'analogue dél, 1, (S,,¢, S) mais exprimé comme un polyndme de
la variableS, dont les coefficients dépendent 8ecet deg :

(2.58)

I:IL,TH (S'v¢i S): 4 I:I(ll(er( §’¢) $ (2.59)

k

Dans le cadre des ondes rasantes homogénes, laosampS, est réelle. Le polynbme
I:IL,TH est donc a valeurs réelles. Rechercher les zé&rda dérivéedS / d$ revient ainsi a
rechercher les zéros d¥1, ;,,/0S,. La grandeurS, étant réelle, on a la relatio§, = S .
Tout commell, 4, oM 1, /0S, est un polyndme de la variab® . Rechercher les solutions
du systeme (2.57) revient a calculer les racinedadesultante des polynomds, ., et
oM, 1, /0S,. Cette résultante est un polynéme de degré six§éndont les coefficients
dépendent des constantes de rigidité et de l'agglées solutions de la résultante peuvent
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étre complexes, seules les solutions réelles sbahues. La norme des vitesses de I'énergie,
solutions du probléme, correspondent a l'inverserdeines carrées de ces solutions.

Selon le méme procédé, les vitesses de I'énergieoddes rasantes dans le plan et hors
plan sont calculées en faisant varier 'anglesur 360°. Pour les ondes rasantes dans le plan,
elles peuvent étre obtenues en résolvant le systéeme

C. (S, $.4)=0
ac, . (2.60)
oS,

Cependant la résultante des deux polynémes dunsgg&60) est un polynéme de la variable
S? de degré 15. Afin de simplifier les calculs, cestéyne est décomposé en deux sous
systemes faisant intervenir les polynonigs;, et My, :

M (8:1’§1¢):0 HTV(S:1|$1¢)=O
M:O et an_TV:O . (2.61)
0S, 0S,

La résultante issue du premier systeme est, conetaeacété vu précédemment, un polynéme
de la variableS? de degré 6. Celle issue du deuxiéme systéme gxilyndme de la variable
S? de degré 4. Pour chaque angle les racines de ces résultantes sont calculées. Le
vitesses de I'énergie sont obtenues a partir desicus réelles. Trois types de solutions sont
ainsi obtenues, une onde plane longitudindl¢ €t deux ondes planes transversales, l'une a
polarisation dans le planTH ) et I'autre a polarisation perpendiculaire au pl&W ). Leurs
courbes sont représentées a la figure 11-10.

A

X3
L
TV
x2=

figure 11-10 Vitesses de I'énergie des ondes rassudfans le plan homogeéne.
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De la méme maniere les vitesses de I'énergie déssorasantes hors plan sont calculées
en résolvant le systéeme :

Cout(gi §’¢) 0
ds, _ , (2.62)

ds
pour des anglegp compris entre 0° et 360°. Les courbes des vitedsebénergie ainsi
obtenues sont représentées a la figure II-11.

figure II-11 Vitesses de I'énergie des ondes rasahbrs plan hétérogénes.

Les différents mode€ut, Out, et Out sont repérés de maniére a les relier aux courless d
lenteurs de phase présentées dans la section.ll.3.2

On peut remarquer, sur la représentation tridinoemslle de la réponse élastodynamique
introduite dans le premier chapitre, qu’un fronbritde prolonge la corne de I'onde rasante
homogeneTH . Ceci n’apparait pas sur la courbe des vitességémlergie. Les ondes rasantes
homogenes ne permettent donc qu’une descriptiare@ardes phénomeénes physiques. Afin
de compléter cette description, le concept d’orldaeghétérogene est introduit et développé
dans la section qui suit.
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11.6 Onde plane de volume hétérogene

Dans cette section, le concept d’onde plane hé&@egst introduit. Le calcul des vitesses
de I'énergie de telles ondes, basé sur le prindpd-ermat approché, est présenté. Il est
appligué aux onde§H. Les vitesses ainsi obtenues sont dans la cotéirdes cornes
observées sur la courbe des vitesses de I'éndffjess offrent ainsi une description plus
complete des fronts d’'onde apparaissant dans nsépélastodynamique. Cette méthode ne
peut cependant pas étre appliquée aux ondes rasanteplan.

11.6.1 Onde hétérogene, bivecteur

Dans de nombreux problemes, le concept d’ondes genses est restrictif et il est souvent
nécessaire d’introduire la notion d’ondes plandgrogéenes pour obtenir une compréhension
plus approfondie des phénoménes physiques. Tostef@ n'est qu'a partir des trente
derniéres années que ce concept a été exploitgearhysique [Buchen (1971); Borcherdt
(1973)] et en électromagnétisme [Cuvelier et Bill0973); Lefévere et Montel (1973);
Cuvelier et Billard (1978); Hayes (1987)] puis eroastique [Cooper et Reiss (1966); Frisk
(1979); Hayes (1984); Poirée (1984); Deschamps1(199

La définition du champ de déplacement d’'une ondérbgéne, en tout poir¥l et a tout
instantt, est donnée par :

u(M,t)=0(AP ") (2.63)

ou D() indique la partie réelle d'une quantité compleKe champ de déplacement est
caractérisé par la présence de deux vecteurs ceesplda polarisatiorP et la lenteur de
phaseS. Hamilton utilisa le terme « bivecteur » pour défce type de vecteurv =v' +iv",
constitué de deux vecteurs réelg :et v’ [Hamilton (1853)]. Gibbs montra que pour chaque
bivecteur, il peut étre associé une ellipse ayant pentre I'origine commune des vecteufs

et v' et pour laquelle ces deux vecteurs constituent paiee de semi diametres [Gibbs
(1961); Hayes (1980)]. Ainsi de telles ondes réissin déplacement elliptique de la matiére,
traduit par leur vecteur polarisation complexe. aarisation rectiligne est décrite par un
vecteurP réel (A pouvant rester complexe). Le bivecteur lent8er S +i S définit quant a
lui les plans de phase constan® M =¢*, les plans d’amplitude constant&“:[M =c*, le
vecteur propagatiors et 'amortissementS’. En effet, en développant I'expression de ce
vecteur dans la relation (2.63) :

u(M,t)=0(AP & dosm), (2.64)

on constate que le vecte8t joue le role de la lenteur de phase telle gu'alkté présentée
pour une onde plane homogéne et que le vecumpose une diminution de I'amplitude
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lorsque le produiS'[M est négatif. En introduisant le repé(@, ne,nh), la lenteur de phase
se met sous la forme (figure 11-12) :

S=S+iS=S np+ien+i hp. (2.65)

Les nombres réelg et h désignent respectivement I'indice d’extinctionlatcomposante
évanescente aussi appelée coefficient d’hétérogér@n constate sur la figure 11-12 que les
plans équiphases, de norm&e sont distincts des plans équiamplitudes, de nier@a

plan équiamplitude

S'n,

en,

S"

plan équiphase

figure 11-12 Définition de la lenteur de phase dauonde plane hétérogéne.

11.6.2 Bilan énergétique

Les calculs amenant a la relation entre la lentiurphase et la vitesse de I'énergie
présentés a la section 11.4.3 sont appliqués idasud’'une onde plane hétérogene. Le vecteur
lenteur de phase est donc considéré compleSeS+i S. Les résultats obtenus sont
valables pour un milieu non absorbant. Un tel milkst caractérisé par des composantes du

tenseur des rigidités réelles.
En multipliant I'équation de Christoffel par le gogué du champ de déplacement,
I'équation faisant intervenir I'énergie cinétiquet ebtenue :

Sk J>=2<e >. (2.66)
Une deuxieme équation provient de la multiplicattenla loi de Hooke par le conjugué du
tenseur des déformations. Il en découle I'expressiovante :

Sk J>=2<e, >, (2.67)
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La sommation des équations (2.66) et (2.67) aineilgxpression de la vitesse de I'énergie
en fonction du vecteur de Poynting et de I'énetgtale du systeme, =<J>/<e +g,>
donnent la relation entre la partie réelle de taéder de phase et la vitesse de I'énergie :

St =1. (2.68)

La différence de ces deux équations donne la oelantre la partie imaginaire de la lenteur
de phase et la vitesse de I'énergie :

S'[t. =0. (2.69)

Des relations similaires sont présentées aux mére suivantes [Synge (1956a); Buchen
(1971); Hayes (1980)]. La multiplication des égomasi (2.68) et (2.69) par l'inverse du
module du vecteuc,, S, ainsi que I'orthogonalité de la composante noendl la lenteur de
phase avec la célérité de I'énergie qui est paeadle plan de l'interface, conduisent aux deux
expressions suivantes :

Sth,=% et §=0. (2.70)

On constate que, pour un milieu non absorbant,ifectibn d’atténuation de I'onde est
normale a la direction de propagation de I'éner@ies relations vectorielles sont illustrées a
la figure 11-13.

v

Si

figure 1I-13 Relation entre la lenteur de phasdedienteur de I'énergie pour le cas d’'une onde glan
hétérogene.
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11.6.3 Calcul des vitesses de [I'énergie des ondes r asantes
héterogenes

La méthodologie de recherche des vitesses de fjinates ondes hétérogénes est
identique a celle appliquée au cas des ondes homasgé.es vitesses de I'énergie se
propageant dans la direction du vecteyr faisant un anglep avec le vecteurx, sont
recherchées. La projection sur cette directi®n,de la lenteur de phase paralléle a I'interface

est introduite :
Sh=§. (2.71)

La partie imaginaire de la lenteur de phase étargendiculaire au vecteun;, la projection
est une grandeur réelle qui sera not§e Son expression en fonction de l'angle de
propagationg donnée par :

S = Sco(g)+ $sing) (2.72)

est identique a celle de I'équation (2.55). Lessses de I'énergie sont calculées pour I'onde
hétérogend'H . Les calculs opéres dans cette section portertt slanle polyndomél, ., . Le
changement de variables &y appliqué a ce polynéme a partir de la relatio@ZR conduit

au méme polynéme que celui introduit a la sectidnad.

On constate a la figure 11-10 un arrét brutal dedapagation du front de 'ondéH au
niveau de la corne de la courbe des vitesses derge. En ce point, deux fronts d’onde se
rejoignent et la concentration d’énergie y est ingote. Des résultats expérimentaux, qui
seront exposés dans le quatrieme chapitre, monijeet ces deux ondes interferent
lorsqu’elles se rejoignent pour donner naissanaoeeatroisieme onde. Cette derniere n’est pas
décrite par la théorie des ondes planes homogafiasie comprendre comment évoluent les

solutions du polyndomél, ;; au niveau de cette corne, les courbes des lenteuphase de
I'onde longitudinale et de I'onde transversdle obtenues pour des anglgsde 70°, 63.8°
et 60° sont représentées a la figure 11-14.

figure II-14 Lenteurs de phase calculées pour deges d'observatiorp de 70°, 63.8° et 60°.
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Pour un anglep de 70°, la ligne d'observation est tangente auxlmes en quatre points.
Trois points sont représentés sur la figure : unécpour I'onde longitudinale, un triangle et
un rond pour I'onde transversale. Un point de taogeest caractérisé par la jonction de deux
solutions réelles qui deviennent ainsi une solutitmuble du polynéme. Cette solution
dégénére ensuite en deux solutions complexes andfisg Le long de la courbe en pointillés,
on constate que la nature des lenteurs de phasaekntre solutions réelles et complexes a
chaque point de tangence. La valeur absolue dérlaéa dS,/ d$ calculée le long de cette
courbe en fonction du paramét& présente des pics infinis qui correspondent gpoads.

Ce sont les seules solutions réelles pour lesqukllgitesse de I'énergie est orientée dans la
direction du vecteun,. Ceci illustre une nouvelle fois le principe derhat. Lorsque I'on
diminue I'angleg, la partie de courbe réelle située entre les geints de tangence du mode
transversal diminue et devient ponctuelle pourvaleur de 63.8°. Ce point correspond a un
point d’inflexion de la courbe qui est caractéqget des matériaux anisotropes. La vitesse de
I'énergie associée est située a la pointe de laecoeprésentée a la figure 1I-16 et les deux
pics infinis de la dérivée observés pour I'angle7@@ n’en forment a présent qu’un (figure
1-15).

80 T T 1 1 T T 80 1 T T T 1 80 T 1 T T T 1
o|[a q
60 o ™ - o0 | ] 60 ] .
as; ds, ds;|

ds! T ds, ds! i ]
40 + . 40 | . 40 + ]
20 . 20 | - 20 k- ]
5 i B i i ° ]
0 -JL 0 'JULP'!_'!; 0 A_Jb P m— m— —

0 0.2 04 0.6 0 0.2 04 0.6 0 02 04 0.6

s (pus/mm) S, (pus/mm) S! (us/mm)

figure 11-15 Calcul de la valeur absolue des déegélS / d$ en fonction deS, le long des contours
en pointillés définis a la figure 1I-14.

Pour un angle inférieur a 63.8°, a titre d’exenipéeété choisi un angle de 60°, la courbe des
lenteurs de I'onde transversale ne présente plysode de tangence dans la zone qui nous
intéresse. Le tracé de la dérivée calculée le tmsgpointillés ne révéle donc plus de pic infini
et il n'existe pas de solution réelle susceptibévair sa vitesse de I'énergie orientée dans la
direction du vecteun,. Cependant tel que le probleme a été pose, l&eparaginaire de
toutes les solutions complexes est perpendicuaireecteum, . La vitesse de I'énergie qui
leur est associée est donc paralléle a ce vedtaxiste ainsi une infinité de solutions ayant
leur vitesse de I'énergie correctement orientéetraeé de la dérivée présente un maximum,
associé a une de ces solutions complexes témoighané concentration d’énergie. La
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lenteur de I'énergie correspondant & ce maximuncet d’'un front d’'onde qui prédomine
les autres. On constate que la célérité qui luiassbciée est dans la continuité de la corne
(figure 11-16). Ce résultat a été introduit dangptemier chapitre sous le nom de principe de
Fermat approché.

4 7770 p=63.8°
P = 60°

3

v

figure 1I-16 Vitesses de I'énergie obtenues a paktis pics de la valeur absolue de la dérivée
dS/ d$ de la figure 1I-15.

Les vitesses de I'énergie situées dans la condirdétla corne et associées a des lenteurs de
phase complexes sont calculées pour differenteaggkn résolvant le systeme :

M (Sr'v¢’ 5) =0
d’s 0 . (2.73)
ds?

L’expression de la dérivéd®S,/ d¥ est donnée dans 'annexe C. La déridé&/ d¥ est
obtenue en prenant la partie réelle de la précéd@at résultat est démontré dans I'annexe D.
Contrairement aux ondes homogenes, cette dérivés pas explicitée sous la forme d'un
polyndme de la variableS, si bien qu'il n'est pas possible de calculer Isuttante du
systeme (2.73). Ce systéeme composé d’'une équatimplexe et d’'une équation réelle est
résolu numériquement par la méthode de Gauss. bad#ions du systeme (2.73),
correspondant a des ondes plamét hétérogenes, sont dans le prolongement des cetnes
complétent la description des fronts d’onde incategllorsque I'on ne considére que les
ondes planes homogeénes. Elles sont représentéeis énla figure 11-17.
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TH

v

— -/

figure 1I-17 Vitesses de I'énergie de I'ondél hétérogene représentées en gris. Ces vitesses sont
dans le prolongement des cornes formées par lessés de I'énergie de 'ondéd homogene
représentées en noir.

Les ondes rasantes hors plan sont caractériséampaatténuation paralléle au plan de
I'interface. Le vecteur lié a cette atténuationj garrespond a la partie imaginaire de la
lenteur de phas8&’, est perpendiculaire a la direction de propagatieitiénergie. Tel que le
probléme est posé, le vectedit est donc paralléle au plan perpendiculaire a citéetion et
il n’est donc pas nécessairement parallele au gidatinterface. Les solutions obtenues par
notre calcul peuvent alors avoir une atténuationsda profondeur du milieu ce qui est
incompatible avec ce type d'ondes. Ce calcul ntesic pas applicable aux ondes rasantes
hors plan.

[1.7 Synthese des résultats

Les résultats obtenus dans ce chapitre sont compdeéreprésentation tridimensionnelle
calculée dans le premier chapitre a partir de mation de Green. Elle illustre le déplacement
normal d’'une surface soumise a une source ponetudl perpendiculaire en régime
d’ablation. Pour un tel régime, 'onde/ dont la polarisation est perpendiculaire a l'ifaee
n'est pas excitée. Le front de cette onde n’estg@s décrit par la réponse élastodynamique.
Seules les ondels et TH sont donc représentées a la figure 11-18.
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figure 1I-18 Comparaison des vitesses de I'énedgie ondes rasantes dans le plan homogénes avec la
réponse élastodynamique calculée par la fonctiooken.

On constate une bonne correspondance entre lesrégultats. On remarque que I'ondel
n’est pas totalement décrite par le calcul de hetion de Green. La partie qui n'apparait pas
a en effet une amplitude trop faible par rappdit@semble de la réponse pour étre visible.

Les courbes des vitesses de I'énergie des ondesmteashomogeénes hors plan sont
comparées a la réponse élastodynamique a la figige

figure 1I-19 Comparaison des vitesses de |'énedgis ondes rasantes hors plan homogénes avec la
réponse élastodynamique calculée par la fonctiofsoken.
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Enfin, les vitesses de I'énergie des ondes rasalates le plan, homogénes et hétérogenes
sont superposées a la réponse élastodynamiquegerkall-18.

figure 1I-20 Comparaison des vitesses de I'énedgie ondes rasantes dans le plan homogénes (en
noir) et hétérogenes (en gris) avec la réponsetétymamique calculée par la fonction de Green.

Les vitesses de I'ond&H hétérogene représentées en gris décrivent camentele front
d’onde apparaissant sur la réponse élastodynardapgla continuité de la corne.

[1.8 Conclusion

Les vitesses de I'énergie des ondes latérales hemesgparalleles a la surface d’un cristal
de cuivre ont été calculées a partir du principeFgemat. Ce calcul ne décrivant pas
'ensemble des vitesses des fronts d’onde se peaprigla notion d’onde plane hétérogene a
été introduite. Les vitesses de I'énergie de cedesnparticulieres sont obtenues en
considérant le principe de Fermat approché inttoalwipremier chapitre. Bien que ce calcul
soit adapté aux ondes latérales dans le plan,pemaet pas le calcul des vitesses de I'énergie
des ondes latérales hétérogenes hors plan. Lelsatésainsi obtenus présentent une bonne
concordance avec ceux provenant du calcul de litonde Green.
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Rayons complexes appliqués aux ondes de Rayleigh

[11.1 Introduction

Ce chapitre reprend la méthodologie de calcul desses de I'énergie des ondes planes
homogenes et hétérogenes introduite dans le deaxibapitre et appliquée ici a 'onde de
Rayleigh et a la pseudo onde de Rayleigh. Ce st dndes de surface qui doivent vérifier
I’équation de Christoffel ainsi gu’'une conditiomiie a la surface. Le polynéme de Rayleigh
est construit en couplant ces deux équations.t Ifasalogue, pour les ondes de surface, du
polyndme de Christoffel. En appliquant a ce polyednm changement de variable basé sur
les équations énergétiques, les vitesses de I'eneles ondes de Rayleigh homogene et
hétérogene ainsi que celles de la pseudo onde yeiftasont calculées en appliquant, selon
le cas, le principe de Fermat ou le principe derng¢mapproché.

I11.2 Onde de Rayleigh

La capacité que possede la surface d’'un milieu-g&ini isotrope a prendre en charge la
propagation des ondes acoustiques a €été démontidgelgp premiére fois par Rayleigh
[Rayleigh (1885)]. Il décrit dans ce papier la matdes implications mécaniques qui leur sont
relatives, note leur analogie avec I'effet des emgsur la mer et montre que leur vitesse est de
10% plus faible que celles des ondes transversaglgsropageant dans le méme milieu. Il
conjecture aussi que ces ondes pourraient avoiblenimportant dans les tremblements de
terre et dans les collisions des solides élastiques

La propagation de ces ondes lors d’'un tremblementtedre est a présent avéreée.
Lorsqu’un tremblement de terre se produit, deuxesyprincipaux d’ondes de vibrations se
propagent dans la terre a partir de [I'épicentres bndes de compression (ondes
longitudinales) et les ondes de cisaillement (ortdassversales). Lorsque ces deux ondes
atteignent la surface de la Terre, elles donneissaace a un troisieme type appelé onde de
surface qui se divise en deux catégories : lesooddd.ove et les ondes de Rayleigh.

L'onde de Rayleigh présenta ainsi dans un prermgerps un grand intérét pour les
géophysiciens et les sismologues. En comparaisomijishtion de cette onde dans
'appareillage électronique est plus récente. Eleane de la création du radar durant la
seconde guerre mondiale. Depuis, un grand nomlgpdreillages utilisant cette onde ont vu
leur apparition : du radar et des systemes de conwuamion professionnels, aux téléviseurs et
téléphones portables. Des applications de 'ond®a@eigh en électronique sont données,
pour les plus récentes, aux références : [Lewi®FL9Morgan (1998)]. Tout comme les
ondes de volume, 'onde de Rayleigh est égalenidistée en caractérisation des matériaux,
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en contrdle non destructif pour détecter par exergprésence de fissures a la surface d’'une
structure.

La propagation de I'onde de Rayleigh a la surfdo@ dhilieu semi infini anisotrope est
décrite par I'équation de Christoffel couplée actadition de surface libre (les contraintes
normales a la surface sont nulles). L'amplitudecéée onde a la propriété de décroitre
exponentiellement dans la profondeur du milieutidlément, son champ de déplacement
était décrit comme la sommation du champ de troides ayant chacune un coefficient
d’atténuationg, réel [Gold (1956)] :

u(M,t) =iAan g gASM) (3.1)

Cette sommation porte sur les trois modes solutitnséquation de Christoffel, c’est a dire
une onde longitudinale et deux ondes transvers@iggje et Gazis et al. introduisirent 'onde
de Rayleigh généralisée en considérant un coeffic@atténuation complexe [Synge
(1956b); Gazis et al. (1960)]. L'onde de Rayleigh &ors décrite comme la somme de trois
ondes patrtielles hétérogénes. Chacun de ces tamgsrest caractérisé par une composante
normale de la lenteur de phase complexe. Son cltlmpéplacement est exprimé sous la
forme :

u(M,t) =P (%) 4™, (3.2)
Le vecteur amplitud@(xl) correspond a la sommation des trois modes partiels

P(Xl):iAPn glems (3.3)

Les vecteursy,, S, et M sont représentés a la figure Ill-1.

surface libre
demi espace
anisotrope -

figure 11l-1 Composantes des lenteurs de phaséodelé de Rayleigh se propageant a la surface d’'un
milieu semi infini.

X
v
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Rayons complexes appliqués aux ondes de Rayleigh

L’atténuation de I'onde de Rayleigh provient de partie imaginaire négative de la
composante normaley,. Chaque mode correspond donc a une onde planeogétée.
Cependant, lorsque le vecteur lenteur de phassurfiaceS, est réel, 'onde de Rayleigh est
homogéne car il N’y a pas d’atténuation dans laction de sa propagation. Cette notion est
introduite afin de différencier cette onde de I'ende Rayleigh hétérogéne présentée par la
suite.

111.3 Polynbme de Rayleigh

Rayleigh fut le premier a étudier les ondes deasariet il examina leur propagation pour
un demi espace isotrope. Pendant la période allant972 a 1985, de nombreux papiers
parurent permettant de répondre a un probléme bpestant sur la théorie des ondes de
surface dont I'intitulé était : ‘Given a linear stec half-space of arbitrary anisotropy, are there
directions in the half-space boundary for whictadtesubsonic Rayleigh wave propagation is
not possible ?’. En 1956, Synge avait considérépmzbleme et avait montré que la
détermination de la vitesse de Rayleigh correspbraddannulation du déterminant d’'une
matrice complexe de dimensi@x 3 [Synge (1956b)]. Il conclut incorrectement a I's®eince
de seulement quelgues directions pour lesquellesdtutions donnant la vitesse de I'onde
sont réelles. Stroh, a partir du formalisme quitp@on nom, montra que le déterminant
introduit par Synge pouvait se mettre sous une doréelle [Stroh (1962)]. En se basant sur
les travaux de Stroh, Barnett et al. prouverent lpuequ’'une onde de surface existe, sa
vitesse est unique [Barnett et al. (1973)]. La peede I'existence fut donnée par la suite par
Barnett et Lothe [Barnett et Lothe (1974)]. Undeiplus récent prouve l'unicité de la vitesse
de I'onde de Rayleigh indépendamment du formalidm&troh [Mielke et Fu (2004)].

En paralléle, des efforts ont été réalisés pourtrmetous la forme d'un polyndéme,
I'équation définissant la vitesse de I'onde de Rmyl. C’est un polynbme de degré 3, ayant
pour variable le carré de la vitesse dans le cas d’'un milieu isotrope. Le probleme se
complique rapidement en réduisant la symétrie diemiLe cas d’'une anisotropie générale
semble avoir été analysé en premier par [TayldCwatie (1979); Taylor (1981)] ou il est
montré que I'équation a 27 racines. Cette équasirmise sous la forme d’'un polynéme de
degré 27 de la variable® en utilisant le formalisme de Stroh [Taziev (1988Yin d’obtenir
le méme type d’équations, Destrade développa urlkeoue efficace basée sur les intégrales
premieres [Yu (1983)] des composantes de tractidastrade (2001a), (2001b)]. Plus
récemment, Ting montra comment obtenir un grand bmend’équations a partir d’'une
procédure simple [Ting (2002a), (2002b)].

Pour un milieu semi infini avec un plan de syméérita surface, le polynébme déduit de
I'équation de Rayleigh est de degré 12 @n Il est établi par Taziev [Taziev (1987)] en

79



- Chapitre 11l -

exprimant I'équation du mouvement en fonction deteer traction normal. La démarche

qu'il utilise pour calculer ce polynébme est prégentlans les sections qui suivent. Les deux
premiéres décrivent 'équation de Christoffel ettendition de surface libre sous la forme de
polyndbmes de la méme variable. Le polynbme de Rsylest obtenu en prenant leur

résultante. Sa forme initiale est ensuite modifidfie@ de I'adapter a notre probléme et de
I'utiliser par la suite.

111.3.1 Equation de Christoffel

Il a été vu dans le chapitre 2 que I'équation desBbffel peut se mettre sous la forme :
n°+pan'+pn’+ =0, (3.4)

avec p,=-%, p,=A et p,=-1. Les racines de cette équation sont notgesr? et 2.
Leurs combinaisons linéaires, appelées fonctionsésyques élémentaires, sont reliées aux
coefficients de I'équation (3.4) par les relations

S =+ 03, (3.5)
A=nlni+nini+nini, (3.6)
0 =ninin;. (3.7)

En introduisant les fonctions :
X(70) =10+, + 17, (3.8)
Y (17.) =2+ mits+ 1217 (3.9)

et:

Z (1) =mn21s, (3.10)

deux relations peuvent alors étre obtenues :
X () -2Y(1,)-2=0, (3.11)
et:
Y(n,) -22(n,) X(n,)-A=0. (3.12)

Ces dernieres, dont les solutions vérifient I'émratde Christoffel, seront par la suite
couplées a la condition de surface libre afin cBoiotle polyndme de Rayleigh.
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[11.3.2 Condition de surface libre

Le milieu étudié est semi infini orthotrope. Saface correspond a un plan principal et
elle est considérée libre. Cette derniere hypotB&serime par I'annulation des contraintes
normales qui lui sont appliquées. En utilisantystdme d’axes introduit dans les chapitres
précédents, le vecteur contrainte normakst défini par :

On
6,=6X,=| 0y, (3.13)
O3
avec :
3
o, =Y Aa, (3.14)
n=1

ou les composante8, sont celles du vecteur amplitude. Afin de coupler la condition de
surface libre aux équations (3.11) et (3.12), adimiere est exprimée en fonction ]Ae(nn),
Y (7,) etZ(n,) a partir du formalisme de Stroh.

La vitesse particulaire de 'onde de Rayleigh &finie, a partir de la relation (3.2) par :

3
v(imM,t)=> AvT (M, 1), (3.15)
n=1
avec .
VO (M) =i P, glemx d-sm), (3.16)

Comme le champ de déplacemeu(f) de l'un des trois modes apparaissant dans la
sommation de I'expression (3.2), la vitesse paldicel V") vérifie la relation [Stroh (1962)] :

r(n,)v" =0, (3.17)
pour laquelle la matric& (/7n) introduite dans le chapitre 2 est décomposéeladosme :
() =Q~1+n(R+RT)+7T . (3.18)

La matricel représente la matrice identité et I'exposania transposée. Les expressions des
matrices introduites sont :

CsS+Gs § 0 0
Q= 0 Cr,S+CsS (G+ G) $§, (3.19)
0 (Cs*Cu)SS G 3+ G3
0 GS G S
R=/C,S O 0 |, (3.20)
G.S O 0

81



- Chapitre 11l -

et
C. 0 O

T={0 C; O] (3.21)
0 0 G

eme

La vecteur d’étaﬁ(nn) de dimension 6 constitué par les vecteulfs et ng) du n"™ mode

partiel :
v
&(m) { (n)] , (3.22)
Y

vérifie la relation [Ingebrigsten et Tonning (196®Warnett et Lothe (1973); Chadwick et
Smith (1977)] :

- wNE(7,) = a‘F’a(Z“) , (3.23)
soit :
NISUSE/SIUNE (3.24)
avec :
N {::t I’;ﬂ (3.25)
N, =-T*'R", (3.26)
N, =-T7, (3.27)
et:
N,=Q-1-RT'R". (3.28)
La relation (3.24) peut alors se décomposer conuie s
N, vV +N, ol =, vV, (3.29)
et:
N, v +NT 6l =77, 6l (3.30)

Les équations (3.29) et (3.30) sont combinéesadsdiformer un systeme dont I'inconnue est
ng). Pour cela, a partir de I'équation (3.30), la sie vV est exprimée en fonction du
vecteur contraintesg") :

v =N (N] =77, 1) 6" (3.31)

Cette expression est introduite dans I'équatio®9(3.ce qui donne :
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r(n,)e" =0, (3.32)
avec :
[ (7,) =N, = (77,1 =N NG (7,1 NT). (3.33)
Le déterminant de la matride est obtenu en la multipliant par sa matrice adig'aoim)téelE :
©(7,) T (1,) = det{T" (,))1 . (3.34)

Le vecteuro&”), solution du systéme (3.32), est non nul lorsguddterminant de la matrice
T estnul. La multiplication de I'équation (3.34)rpa vecteur quelconqug conduit alors a
la relation :

r'(7,)T(17,)g=0. (3.35)
La comparaison de cette équation avec I'équati@2j3lonne :
ol =T(1,)9. (3.36)

Les contraintes normales partielles sont des pohgsdde la variable, . Leurs expressions
les plus simples sont obtenues a partir du vecgeu(rl,0,0). Elles se mettent sous la forme :

ot =i + 3,17 + a
o) =bp+ba, (3.37)
) = .15+,
Soit L la matrice regroupant 'ensemble des contraintesglles :
o) off off
L=|og off ot (3.38)
o) o off
la condition de surface libre est donnée, a pdetila relation (3.14), par :
LA =0. (3.39)
Elle est satisfaite par I'annulation du détermindmt. dont I'expression est :
L= (2 =172) (1= 1) (72-17:) (bseam e5b) D(mn ). (3.40)
ol le termeD (77,) est défini par :
D(n.)=a (M mins+minns+nnmy)-anga+afn+n #n).  (3.41)

La condition de surface libre est assurée par Uktion de D(/7n). L’annulation dans
I'équation (3.40) des autres termes en facteurespond a des solutions doubleg =7,
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avec i # | ou a l'égalité des contraintesfg) et a{;‘). Dans I'expression deD(iyn), la
factorisation pavy, 77,17, du terme ayang, en facteur donne :

D(17,) = aumims(mun+ 115+ 019 =a4 4 47 & al #1 #1 ). (3.42)
A partir des relations (3.8) & (3.10), I'expressitenD (17,) s'écrit :
D(m)=aZ(m)Y(7)- 3 Zn.)+ 38 X1.). (3.43)
La condition d’annulation du déterminant (3.40) oglors se mettre sous la forme :
Z(m)(Y(m)-3)+a X(n)=0, (3.44)

avecd, = a,/a, et §, = a/a . Elle correspond a la condition de surface lihyenthtériau.

111.3.3 Expression du polynéme de Rayleigh

L’équation (3.44) est a présent couplée aux égusid.11) et (3.12) de telle sorte que les
deux expressions ainsi obtenues soient sous lafdenpolynémes de la variab#’e(fyn).
Dans un premier temps, la fonctiot(z,) tirée de I'équation (3.12) :

X (1) = 2207 (Y(nn)2 —A) (3.45)
est injectée dans I'équation (3.44) :
2(m) ()= Am)+ 5 (o5 (M) -8) =0, (346)

Une fois cette équation multipliée paz (17,)/&, en remarquant qué(7,)" =—p, et que
A = p, et en introduisant les notatiors = p,/&, et kK, =2p, &/3— P, I'expression (3.46)
se met sous la forme :

Y(7,) -2k Y(1,) + K, = 0. (3.47)
De la méme maniere, 'expression He(nn) est tirée de I'équation (3.11) :
X(n,) =2Y(n,)+Z. (3.48)
L’équation (3.44) mise sous la forme :
Z(m)(Y(m)-3a)=-3 X (3.49)

est ensuite élevée au carré. Le ter}h@]n )2 est alors remplacé par son expression obtenue a
I'équation (3.48). En remarquant qlk(fyn)2 =-p, et queZ=-p, et en introduisant les
notations, =4, -8/ p, et A, =& - & p,/ . 'expression ainsi obtenue est :

Y () =24 Y(7,)+ A =0. (3.50)
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L’'onde de Rayleigh satisfait les équations (3.47§3e50). Les solutions communes de ces
deux polyndmes el (/7n) sont les zéros de leur résultante exprimée ceapre

R (Ko, K1, Ao ) = (Ko=Ag) =4k 1= A) (KA =K A ). (3.51)

Cette expression est le polynbme de Taziev [Tag®87)]. Cependant cette fonction n’est
pas un polynéme des variabl8s et S,. Il apparait en effet un dénominateur, fonctiorcds
deux variables, qui provient des divisions paret p, apparaissant dans les fonctiohs A,

K, et k,. La méthode amenant a I'élimination de ce dénotauraest a présent développée.
Pour cela, un changement de variable est tout diatyeéré sur les grandeuds, &,, p,, P

et p, définies par :

. 2,75 ~ 2
& = a;v’ @z:-z;,

IT s s (3.52)
n):ZEl_gii, Qz:'_% et le__g_

a a a

L’expression des grandeurs introduites qui dépendes constantes des rigidités et des
composantes de la lenteur de phase sont décriterade cette section. Ce changement de
variable consiste a multiplier ces cing grandeuasis yne puissance de de la maniere
suivante :&8, =817, 4 =47, p,= 7T, B, = p.7° et P, = p,7. Ainsi en introduisant les
grandeurs &, = B,/ &, K, =2 &/ &~ P» A =8~ & /T et A =& - & P,/ T, la relation
suivante est vérifiée :

R(Ro. K0, Ao ) = T R(Ko k1A 0, ). (3.53)

Ces deux fonctions ont les mémes racines. A pdes grandeurs introduites dans les
relations (3.52), le dénominateur (R(KO,Kl,/]O,/\l) a pour expressioa* 7z, . La relation
(3.53) conduit donc & choisr=a /7 1, . Les deux termes de la fonctidh(/?o,/?l,/TO,/Tl)
ainsi obtenus sont mis sous la forme :

(%-%) =R+ R+ R+ B+, (3.54)
et:
4(RK, = 1) (Ko A=KiAo) = Po+ P+ Bt Pt B3+ Pt B, (3.55)
avec .
R :@(mTH St 20T, 2.5, (3.56)
R=% (S mm) (3.57)
B=%,(252 18 - Z 1 1) (3.58)
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R =7 (-20- %) (-2), (3.59)
B =T, (Zrzn _21)(4Zn ﬂTV_Zl) , (3.60)
R =278y 711w (22, 71w 202 0= 2,208, (3.61)

B =-2rm, Tl 1w (Zz - sz)( 27TL,TH( 22 T, TH) _er( Z Tt zl)) , (3.62)
2

B = (zzm Thon— 32, ”Tv) - (3.63)

La différence des fonctionél?0 —A_O)z et 4(/?1—/T1)(/?0/T1—/?1/TO) conduit & I'annulation des
termes P qui les composent. Ainsi seuls les term@sapparaissent dans I'expression du
polyndme de Rayleigh qui s’écrit :

R( S, %) =27, Tl 1w (zz_ sz)( 27T|_,TH (Z 2 m_ﬂLTH)_ZZr( 2 n]TTV+zl))
+ T (zi"_zl)(4znﬂTV_zl)_Zl(zzzn”w_z mﬂLT"DZ +(Zznﬁ i 20T o 2)

En introduisant la matric€ :

,-(3.64)

Cu Cp Cy
C=|C, C, Cyu, (3.65)
1Cs G Gy
ainsi que sa comatrid® :
(B, B, By
B=|B, B,, Byl (3.66)
| B By By
avec .
B, =Cp, Cy szz B,= CiCss élS B,;s CuCs 612 (3.67)
B,=C;3Cy~ Cp, Cys B~ C,Cpr C;3Cy, BF C,Cz C,C
les expressions des grandears 7 ,,, 7%y, ., Z,, Z, €t X, sont explicitées :
a =Gy G G (3.68)
7 14 :a(Cll Buszz S_ qz 3_ @ $+w91 (3.69)
Ty = Cys Ces( Cos %"’ o 3_1) J (3.70)
2
2, = _Cll((C13 Bist CpsBost Cyy Bs) §2 ‘é-é_ QQ op 2% G 2)§ tw )u (3.71)
2,0+, (3.72)
%, = ~Cs CoelZp +Z,+ @), (3.73)

et:
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2, =w,~w;, (3.74)

avec .
w=a(S+S)-G G B, &+ B $(4 G G2 B 3% (379
~C,;(Css* Cge) +( Css Bog+ C1,C,,Col 8#+( CB# C,C,C % (3.76)

w,
;= Cys 14 2C,, $+ 2 G, §), (3.77)

a)4:2C11C44(C66§2_ Cssgs)( G S_ 9333‘2 qcl G B & E2§2§

,1(3.78)
+C12(C55 C12_2C11C66) §2+ Q_{ Gs G52 Cuc% Sa_ Gs C(e Q225\!§ Q32)§

et:
2 2011_833822_ B %'*' o Qu( C. %I' G 4§'2 G 2§2§ ZES 2)3- (3.79)

Comme le polyndbme de Christoffel dans le chapitrep@ la suite, le polynbme de
Rayleigh est écrit sous la forme :

R(a, Cb)=kZ: R(g) 4, (3.80)

faisant référence a un polynéme de la variaplelont les coefficients dépendent ge Cette
formulation présente I'intérét de donner le deguepdlyndme ainsi que la variable et les
parameétres qui le caractérisent. Cependant lors aggdications numériques, il a été
programmé sous la forme (3.64) dans laquelle celssrtermes le définissant qui sont mis
sous la forme (3.80). Le polynbme de Rayleigh estuige déduit a partir des regles de
sommation et de multiplication inhérentes aux pdiyes. Le polyndme de Rayleigh est par
la suite exprimé en coordonnées polairgss & et g, =§ pour calculer les courbes des
lenteurs de phase et en fonction des variablesS, et q, =S, pour calculer les vitesses de
I'énergie. Les différents polyndbmes apparaissansd@&xpression (3.64) sont exprimés sous
la forme (3.80) pour les deux paramétrages prét¢ga@démsi qu’'en coordonnées cartésiennes a
I'annexe B.

[11.3.4 Solutions du polynéme de Rayleigh

Le polynéme de Rayleigh calculé précédemment egialyndéme de degré 12 e& et
S7. Il peut se mettre sous la forme :

R(S. 9= KI(9 5, @81

ou S, est la variable principale et les coefficients efégent du parametrs;. L’élimination
des composantes normales partielles des lenteypbadeesy, constitue pour notre probléme
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le plus grand intérét que propose la formulation.643 Pour une racine
%(9):(0,5(9), 5(6?)), correspond un triple{s,,77,,n7;} renseignant sur la nature de
I'onde solution. Ce triplet est obtenu en substitua valeur deS§ (6?) dans I'équation de
Christoffel sous sa forme initiale (3.4) et en cigBant parmi les quatre triplets solutions de
cette équation, celui qui vérifie les conditionsiites. Cette procédure a été implémentée
numériquement dans le cas ou la surface du mileuwespond au plan principal d’'un
monocristal de cuivre dont la symétrie est cubid\fan de caractériser les solution obtenues,
elles sont décrites dans le tableau lll-1, dansidegolutions réelles et complexes sont
sépareées.

Appellation Im(S (6)) {n ni, sy
s : -t
S 0 -0,++,+-}
S 0 O+, ——+ _}
Si s Sv 0 =0, ++,+
s, 8", sV, s 0

s _
S(IC) -
SR - g
s - {++,+-,--}

tableau Ill-1 Caractérisation des solutions du pdyne de Rayleigh.

Pour chacune d’elles, les signes des parties séellenaginaires des triple{s;l,nz,/k} sont
explicitées. Chacun des triplets qui apparait afi&réntes lignes de la troisieme colonne sont
différents. De plus, il est important de précisee qghacune des soluti0|{1§,/71,/72 ,/73} est
accompagnée de la méme solution mais avec un sigpesé ainsi que de son complexe
conjugué. Ceci est dO au caractéere réel des ciegffic du polyndme (3.64) ainsi qu'a la
structure de la variablé((nn) donnée par la relation (3.9). Les solutions duymp@ine (leur
partie réelle dans le cas ou elles sont complesa®)présentées a la figure 111-2 a I'exception
de racines complexes infinitésimales qui ne pré&sgnpas d'intérét. Ces courbes sont
superposées a la figure 1lI-3 a celles représentast ondes rasantes dans le plan
(L, TH, TV) et hors plan Qut). Pour une meilleure lecture des résultats, Bsts des ces
courbes sont réalisés dans le premier quadrancauéspond a deux fois le plus grand
secteur sans symetri@®(45).
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0.5
S5
04
=03
E
%02
0.1
\
0 1 1 1 1 0 L.l 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5
S’y (ns/mm)

S’, (us/mm)
figure 111-2 Parties réelles des courbes des lerdeu figure Il1-3 Parties réelles des courbes des lergeu

de phase obtenues a partir du polyndme de Rayleidh.phase obtenues a partir du polynéme de Rayleigh
et des ondes latérales.

042 028
0.41 ]
B )
< 2027
04 ]
b’_\l \
0.39016 | 01I7 01I8 I 0;9 I 02 0.2%26 I : I B28
. ' S’ (u's/mm) ) ’ : A (IPS%ZIH) )

figure Il-4 Zoom de la zone rectangulaire de la figure IlI-5 Zoom de la zone carrée de la figure3l

figure IlI-3.
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A présent le tracé des courbes est commenté. Tabbm une comparaison avec les
résultats obtenus par [Bescond et Deschamps (1988%)jre la conformité des résultats
obtenus pour la lenteur de phase de I'onde de Riwy,. Comme on peut I'observer dans le
tableau IlI-1, toutes les autres racines réellesitnpas de réalité physique : les solutions
S, ..., &, qui ont des modes partiels dont les signes gmide imaginaire de la lenteur
normale 77, sont opposés ou encore les solutidﬁﬂ’%, S‘r@) dont les parties imaginaires
des composantes normales de la lenteur de phasawd@s. Parmi les solutions complexes
59, la courbeS® représente la pseudo onde de Rayleigh.

La figure IlI-4 et la figure IlI-5 illustrent desopms de la figure 111-3 qui présentent un
intérét sur le changement de nature des solutiomgpremier zoom (figure 1ll-4) est situé
autour de la corne de l'onde hors plan latérale.odbserve qu’il émerge de cette corne
(6 =65.12) la pseudo onde de Rayleigﬁ(?) ainsi que I'onde hors pla@ut,.

La pseudo onde de Rayleigh fut mesurée pour laiprenfiois par Engan et al. et par
Rollins pour un cristal de quartz [Engan et al.6@®9 Rollins (1968)] et par Rollins et al. pour
un cristal de cuivre [Rollins et al. (1968)]. Unlmd de sa vitesse de phase est présenté a la
référence [Lim et Farnell (1969)]. La méthode décdians cet article est une modification de
celle employée pour I'onde de Rayleigh [Lim et Fdirn(1968)]. Les deux méthodes
présentées dans ces articles sont succinctemaitedédin de mettre en relief les différences
qui apparaissent entre ces deux ondes. Le calcial déesse de 'onde de Rayleigh consiste
dans un premier temps a imposer une lenteur deepiéetle a la surface et a construire a
partir de I'équation de Christoffel, un champ deldéement analogue a celui de I'équation
(3.2) et respectant la condition de décroissanperentielle dans la profondeur du milieu. Le
déterminant complexe des contraintes normalessarface est alors calculé a partir de ce
champ. Lorsqu’il est nul, la condition de surfaderd est satisfaite. Cette procédure est
réitérée jusqu’a obtenir la lenteur de phase amhute déterminant. La vitesse de phase
recherchée est alors l'inverse de cette grandeansDltertains cas, 'onde de Rayleigh
dégénére en ou vers une onde de volume. Cela daiplorsque la partie imaginaire d’'une
composante normale de la lenteur de phgseest nulle ou approche zéro et lorsque
I'amplitude associée a cette lenteur prédomine lssrdeux autres. Pres de tels cas de
dégénérescence ou de quasi dégénérescence, lésnsoldiune pseudo onde de surface
apparaissent. La présence de cette onde se tpatuitn minimum marqué de la norme du
déterminant cité précédemment. La non annulatiodétarminant signifie que la condition
de surface libre n'est pas satisfaite. Afin de &isfaire, la procédure de calcul décrite
auparavant est modifiée en ajoutant une partie imal@ négative aux composantes de la
lenteur de phase paralleles a la surface. Ceciitindhe décroissance de I'amplitude du
déplacement a la surface. La procédure de rechéeclevitesse de phase est alors identique
a celle de l'onde de Rayleigh en ajoutant en pan@mis deux parties imaginaires
introduites. En tenant compte de ce changememtigite un jeu de paramétres amenant a

90



Rayons complexes appliqués aux ondes de Rayleigh

I'annulation du déterminant. Cette solution esactérisée par deux composantes normales de
la lenteur de phase respectant la décroissance ldapsofondeur du milieu et par une
troisieme ayant une partie réelle et une partieginare positives. Le mode associé a cette
composante est une onde transversale qui se prajzagele matériau et dont I'amplitude
croit dans la profondeur du milieu. La pseudo oelsurface est donc la combinaison d’'une
onde de surface et d’'une onde transversale. Latradide I'onde transversale dans le milieu
peut s’expliquer par la perte d’énergie de I'onda surface qui est transmise dans le milieu.

l1l.4 Relations énergétiques

Les relations énergétiques propres a la propagat®mrn’onde plane de Rayleigh se
propageant a la surface d’un milieu semi infinin Mscoélastique et anisotrope sont établies.
Elles sont décrites dans le cas général pour ldguebmposante de la lenteur de phase a
I'interface S, est complexe. Ceci correspond a I'onde de Raylbi&krogéne. Les relations
propres a I'onde de Rayleigh homogéne sont dédeitesonsidérant cette composante réelle
(S =0). Le champ de déplacement de I'onde de Rayleigérdgene est donné par :

u(M,t) =P (x) ™ gl (3.82)
ou
P(x)=2 AR ™. (3.83)

La partie imaginaire négative de la lenteur de el&sinduit une atténuation de cette onde a
I'interface. Les vecteury,, S, et M, sont représentes a la figure 111-6.

surface libre

demi espace

anisotrope
X5

Xl
v

figure 111-6 Composantes des lenteurs de phaséodelé de Rayleigh hétérogéne se propageant a la
surface d’un milieu semi infini.

91



- Chapitre 11l -

La structure du champ de déplacement de la psendo ade Rayleigh est identique a celui
de l'onde de Rayleigh hétérogéne. Un repere ornfmec(xl,xz, ) tel que le vecteur
unitaire x, soit normal entrant a la surface, est considéré.

111.4.1 Energie potentielle

L’énergie potentielle est définie par :
€, = 0; 5_;] ) (3.84)

Exprimée en fonction de la dérivée spatiale detksse, elle prend la forme :

Le calcul des dérivées spatiales relatives auwakiBas x, et X, amene a la relation :
ep:i—( av'+|a)52 2y+|w§q3,\ﬂ (3.86)
2w axl
puis aprés simplification :
&= PR Z(Sa, v+ $g47. (3.87)

2a) 0)(12

La composante du vecteur de Poynting dans la @hrect étant egale &o; V, la relation
(3.87) devient :

i ov 1 -
& =50 axi+2($é+$é)- (3.88)

Il apparait dans I'expression (3.88) le produiti@ca de la lenteur de phase et du vecteur de
Poynting a la surface :
[ oV 1

ep:Z) % ZS\D% (3.89)

Finalement en tenant compte des relations sur kenme temporelle (chapitre 1), la relation
suivante est obtenue :
[ ov,

(K >=2< >——0,—.
S & 207 9%,

(3.90)

111.4.2 Energie cinétique

L’énergie cinétique est par définition égale a :
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e =LYV (3.91)

do.
V=—— L 9% (3.92)
lwp 0X
I'expression (3.91) peut alors s’écrire
—i 00y _
=——V. 3.93
® 2w 0X ¥ ( )

En exprimant les dérivées spatiales par rapportvadablesx, et x;, la relation précédente
est mise sous la forme :

et——(—a”“ WSOV w @as.a (3.94)
2w\ 0%
puis aprés simplification :
i aal_ 1 _
: g, V+ S0 ;°\N. 3.95
ec 20) axl 2( % i2 1 i3 ( )

La composante du vecteur de Poynting dans la @hrect étant egale &o; V, la relation
(3.95) peut s’écrire :

et_;laa,l_
20w 0%

2(5 3+ § 9. (3.96)

Il apparait dans cette expression le produit sealkde la lenteur de phase et du vecteur de
Poynting a la surface :

_l 60',1 _

&= W 6)(1 _S| CD, . (3.97)

Finalement en tenant compte des relations sur keenme temporelle (chapitre 1), la relation
suivante est obtenue :

§x J >=2<e >+i_60,1

. 3.98
200 0% v (3.98)

[11.4.3 Relation entre la lenteur de phase et la pa rtie réelle du

vecteur de Poynting

La sommation du conjugué de I'expression (3.90r d'expression (3.98) conduit a :

(§+i§)0x 3>= <ec+ep>+'—[%—v+o—alg—ij. (3.99)
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La dérivée de la composante du vecteur de Poymtamg la directionx, par rapport a la
variable x_est égale a :

%29 (-0,7) =201y -q, ¥ (3.100)
ox 0% 0X 0X%
Le conjugué de cette expression conduisant a :

_ v _ 99, 93,

”_axl_ o _axl’ (3.101)
I'expression (3.99) peut s’écrire :
. i (d0; 00, aJ,
+i§)X J>=<e+te>+—| 2 Yy-—=y-—|. 3.102
(S+ig)x I>=<e+g 40)[ e Vo axi] (3.102)

Les expressiong 00;,/dx% etV dd;,/0% sont conjuguées, la relation (3.102) devient donc

) 1 00 i 0J,
'+ S)X ]>=<e+e>-——[| y—2 |-— =L,
(S+ig)xd R I (VOXJ A A%,

(3.103)

ou le symbole 00 représente la partie imaginaire. En introduisaes Igrandeurs
e,=0(v00,/0x%)/2w etq =(33/0%)/4w, lexpression (3.103) s'écrit :

(S+iS)x I>=<e+g>-<g>-i< e> (3.104)

Le terme d’énergie<e, > peut étre interprété comme de I'énergie de digperst le terme
<g > comme une perte d’énergie vers I'extérieur dueniliLa relation énergétique (3.104)
est une expression locale qui dépend de la protonde point d’observation. Il est donc
nécessaire, pour obtenir une relation globale,aite fune intégration le long de I'axe,)
[Coquin et Tiersten (1967)]. En notant :

+00

<< () >>= J' <()>dx, (3.105)

0
I’équation (3.104) intégrée conduit a I'expression
(S| +i ) k< J >>=<<g + g >>—-<< g >>~i << g>>, (3.106)

La méme relation, pour le cas d'une plague, estemt€&e dans la thése de Neau [Neau
(2003)].

l11.5 Onde de Rayleigh homogene

Cette section est consacrée au calcul des vitetsd®nergie des ondes de Rayleigh
homogenes. Il est réalisé a partir d’'un paramétcag@olyndme de Rayleigh basé sur une
relation entre la lenteur de phase et la lentediéergie introduite dans la premiere partie.
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La partie suivante présente un exemple de calcslrdeines du polynébme de Rayleigh

exprimé avec ce paramétrage. Enfin le calcul dessses de I'énergie, pour une direction
parallele a l'interface donnée, est réalisé a titexemple puis I'ensemble des vitesses des
fronts d’onde se propageant a l'interface est pitése

[11.5.1 Relation entre lenteur de phase et lenteur de I'énergie de
'onde de Rayleigh homogene

La relation entre la lenteur de phase et le vecteurPoynting d'une onde plane de
Rayleigh homogéne, obtenue dans la section prét&dest donnée par :

. I (00 ov
+i )k J>=<e+e>+—| —2VY+T,— |. 3.107
(S+ig)x I>=<a+q 4a)(axl v .1axlj (3.107)
Pour I'onde de Rayleigh homogeéne, le terme :
gk, (3.108)

est nul. Ce résultat est tout d’abord démontréarirpdu formalisme de Stroh. Pour cela,
I'expression (3.108) est reformulée pour €™ mode partiel des grandeuss et o, en
fonction du vecteut(7,) (expression (3.22)) et de son conjugi(é,) :

9&(77,)

(n) ()

om 0o’ _mov ¢
v + = E——=, 3.109
ax, G ox g(ﬂn) 9% ( )

la matriceE étant définie par :

0 1
E :{ } . (3.110)

10

A partir de la relation (3.23), la relation (3.1¢®ut étre formulée par :

(n) () —
v 6(;:;1 +5l a(;/Xl =i w& (7,)ENE(77,) - (3.111)

La matrice N admet&(nn) pour vecteur propre e, pour valeur propre. Elle satisfait la
relation :

NE(17,) = 7.8 (77,) - (3.112)

Considérons a présent deux modes partiels distidetgifiés par les indicesl et n2. En
multipliant & gauche la relation (3.112) relativeckdacun de ces modes par le vecteur
&(17.,) E, on obtient les deux relations :

Fﬁ(’?nZ)ENE.r(”nl) :ﬂnlé(ﬂnz)Ei(ﬂnl) ) (3.113)
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et:
é(’?nl)ENg(nnz) =f7nz<§(/7n1)E§(/7nz)- (3.114)

La structure particuliere de la matrideé conduit a I'égalité (E N)T =EN. La transposée de
I'expression (3.114) est donc égale a :

&(”nZ)ENé(”nl) =/7nz~§(/7nz)E§(/7n1)- (3.115)
La différence des relations (3.113) et (3.115) @onn
(/7n1 _”nz)g(/]nZ)Eg(nnl) :0' (3116)

L’'onde de Rayleigh ne possede pas de mode douétgjation (3.116) implique donc la
relation :

& (/1) EE(7) = 0. (3.117)

Le vecteur§ décrivant 'onde de Rayleigh est une combinaidogaire des trois modes
partiels :

3

E=D AL(m). (3.118)
n=1
L’expression (3.108) est décrite en fonction deesteur par :
9% G+, M - i wEENE. (3.119)
0% 0%
Ainsi :
00,_ _ 0v . 3 - 3
g+, 0 =-i0 2 AZ() JEN[ X A4(n)] (3.120)
Xl a)g. n=1 n=1
ou, a partir de la relation (3.112) :
00,_ _ 0V . 3 = 3
g+, 0 =i 2 AT(n) £ S A% | (3.121)
Xl a)& n=1 n=1

Les trois vecteurs propres(nn) sont complexes et distincts des trois vecteurprpso
conjuguésg(lyn) . Le terme a droite de I'équation (3.121) est daucet la relation :

091g 5 M-p, (3.122)
0% 0%

est satisfaite. La relation entre la lenteur desphet le vecteur de Poynting s’écrit donc :
Sk< J >>=<<g + g >>. (3.123)

En posant la vitesse de I'énergie égale a :
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<< J"‘ >>

C. = (3.124)

<<g+g>>
on obtient de I'expression (3.123) la relation :
S & =1. (3.125)

L'introduction du vecteur unitaire, parallele a la direction de propagation de I'éieeinsi
que celle du module de la lenteur de I'éner§ie conduisent a la méme relation que celle
obtenue dans le second chapitre pour une ondeteasamogene :

S, =S. (3.126)

La lenteur de I'énergie est la projection sur leclion de propagation de I'énergie du vecteur
lenteur de phase. Cette relation vectorielle ggesentée a la figure 111-7.

v

X,

surface libre

demi espace

anisotrope

X, X,
v

figure IlI-7 Représentation géométrique de la relatentre les lenteurs de phase et de I'énergie de
I'onde de Rayleigh homogéne.

[11.5.2 Polyn6me de Rayleigh

Le polynbme de Rayleigh présenté a la section.BI@pend des composantes de la
lenteur de phase a la surface. Un changement dablearest opéré en introduisant la
projection de la lenteur de phase selon une dinecte propagation définie par le vecteyr
faisant un angle avec I'axex,. Cette grandeur est réelle et sera n@ge

Sh=§g. (3.127)
L’expression de la composante de la lent8urS;, est déduite de la relation (3.127) :
- S~ Scosg) (3.128)
sin(¢)
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et introduite sous cette forme dans le polyndmdRdgleigh donné a la relation (3.81). Le
polynbme de Rayleigh ainsi obtenu dépend de la osamieS,, de la projectionS, et de
I'angle ¢ . C’est un polyndbme de degré 24 de la varighlest dont les coefficients dépendent
des paramétre§, et ¢ :

24

R(S.¢.5)=) R( 5¢) £ (3.129)

k=1

La courbe des lenteurs de phase peut ainsi étcaléalen recherchant les racingsde ce
polynbme pour un anglg¢ donné et pour différentes valeurs 8. Pour chacune de ces
racines, la deuxiéme composar@eest calculée a partir de la relation (3.128). Keneple de
courbe de lenteur de phase calculée par cette detpour un anglg de 80°, est illustré a
la figure 111-8. Les solutions du polyndme de Ragte pouvant étre complexes, seule leur
partie réelle est représentée.

figure 111-8 Parties réelles des courbes des lergale phase calculées a partir du polyndme de
Rayleigh pour un angle =80°. Les solutions de I'onde de Rayleigh sont repri&senpar un trait
épais noir, celles de la pseudo onde de Rayleiglupdrait épais gris et toutes les autres en Bait
fins gris.

La solution réelle correspondant a 'onde de Rayle une courbe noire, celle de la pseudo
onde de Rayleigh est grise a trait épais et laggagblutions, qui n'ont pas de sens physique,
sont grises a traits fins.
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[11.5.3 Calcul des vitesses de I'énergie des ondes de Rayleigh
homogénes

En appliquant le principe de Fermat, le calcul ditesses de I'énergie des ondes de
Rayleigh homogenes, orientées selon un veatguformant un anglep avec l'axex, est
réalisé. Il consiste a résoudre I’équatiB(1$,¢, §) =0 sous la contraintelS,/ d$ — « qui
peut aussi étre exprimée palS/d$=0. Avant de présenter les résultats globaux, la
description des solutions obtenues pour un apggtie 80° est présentée a titre d’exemple.

Tout d’'abord, il est important de préciser qu’ilsg des solutions réelles du polynéme de
Rayleigh, vérifiant le principe de Fermat et nerespondant pas a I'onde de Rayleigh. Un tri
est donc nécessaire au préalable afin de ne rejeaicette onde. Elle est facilement isolée
car elle correspond a la plus grande lenteur deepléelle. Les courbes des lenteurs de phase
calculées pour un anglg de 80° ont été présentées dans la partie préetddatfigure 111-8.
Les lenteurs de I'onde de Rayleigh sont illustrpas la courbe noire a trait épais. Pour
chaque lenteur correspond un couf, §) solution de I'équationR(S, ¢, $)=0. La
composante de lente® dépend de I'angle de phage La dérivéedS,/ d$ peut ainsi étre
calculée en fonction de cet angle. Elle est reptégea la figure 111-9 pour des valeurs ée
comprises entre —10° et 170°. Cet intervalle cped, pour un angle d’observatign=80°,

a des valeurs positives du parametgs

ds, W k

ds,

L 1 1 1 €4 elB 1 9( I L L 9{) L HIE L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160
0

figure 111-9 Evolution de la dérivéeS/ d$ correspondant & I'onde de Rayleigh en fonction de
I'angle de phase pour un angle d'observatigr 80°.
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Il apparait sur cette dérivée cing discontinuités spnt reli€es aux angles de phase
g,=122,9, 6,=117,3, 4. =84,2, 6, =66,6 et . =50,5. Les normales a la courbe
des lenteurs de phase, relatives a ces anglesreqmésentées a la figure 111-10 ou chaque
illustration est un zoom des zones carrées dglailll-8.

figure 111-10 Normales a la courbe des lenteurspth@se de I'onde de Rayleigh faisant un angle de
80° avec l'axex,.

Les cing normales, qui donnent la direction dedi@ne, forment un angle de 80° avec l'axe
X,. Les parameétre§, associés aux cing solutios, B, C, D et E sont donc les normes
des lenteurs de I'énergie orientées dans la dinecfjui avait été fixée. Les vitesses de
I'énergie sont obtenues en prenant l'inverse degrasdeurs. Elles sont représentées a la
figure I11-11.

figure IlI-11 Vitesses de I'énergie pour un angle=80°.
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L’ensemble des vitesses de I'énergie des ondesagieiBh homogénes sont calculées en
résolvant le systeme :

R(S.¢. $)=0

ds : (3.130)

E =
pour des angleg compris entre 0° et 360°. A l'instar du systémeeaant au calcul des
vitesses de I'énergie des ondes rasantes homodkesesit possible de calculer la résultante
des polynﬁmesR(S,qﬁ, §) et dS,/d$ qui sont pour le cas des ondes homogénes des
polynébmes enS,. Cependant étant donnés les degrés élevés decarspdlyndémes, il est
difficile d’obtenir une expression explicite de teetésultante a partir d’'un logiciel de calcul
formel. Ce systéme est donc, comme celui relatif @udes rasantes hétérogenes, résolu par
la méthode de Gauss. La forme d’onde ainsi obtere@gésentée a la figure IlI-12 est
composeée de deux cornes formées par les braiRh&s et R,- R, .

figure IlI-12 Vitesses de I'énergie de I'onde deyRagh homogene.

Les parties réelles et imaginaires des trois coantes normales des lenteurs de phase,
sont présentées pour chacune des cing branéhedg la figure 111-13 a la figure 111-15 en
fonction de I'angle d’observatiog . Les courbes sont différenciées par le symb@fl‘é qui
représente lai®™ composante normale de la lenteur de phase deatwlhei. Les parties
imaginaires des grandeurs sont positives ce qui impliqgue une décroissangmoeantielle

de I'onde de Rayleigh dans la profondeur du mili2eux parties réelles sont opposées et la
troisieme est nulle. Ces résultats sont en accosat des caractéristiques de I'onde de
Rayleigh présentées dans le tableau IlI-1. On rquearune jonction des courbes
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IV L L

R-R. Les deux anglegp ou se rejoignent les courbes coincident avec fectibn des
célérités de I'énergie qui sont a la pointe dedmsx cornes.

0’4 T T T T 0 T T T T
7 ]
(3)
Rp)/ K
0,2 | - -
£ )
\E R](l) \E
?; 0 Ril) e -0,2 |
< s
<
021 RO i i
\ Rﬁz)
Q\
_0’4 1 1 1 1 _0’4 1 ! 1 1
50 60 p 70 80 90 50 60 70 80 90

figure 111-13 Partie réelle (a gauche) et imaginaifa droite) des trois composantes normales des
lenteurs de phase des branckRe®tR, en fonction de I'anglep .

034 T T T T 0 T T T
7
R(3)
0.2} 5 ! I
B e
£ RO £
3 Or 5 a 02}
e K N
S S
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figure 111-14 Partie réelle (a gauche) et imaginaia droite) des trois composantes normales des
lenteurs de phase des brancke®tR, en fonction de I'anglep .

102




Rayons complexes appliqués aux ondes de Rayleigh
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figure 111-15 Partie réelle (a gauche) et imaginaifa droite) des trois composantes normales des
lenteurs de phase de la brancRg en fonction de I'anglep .

A titre indicatif, les courbes d’onde des solutioéslles du polynéme de Rayleigh sont
exposées. Leurs vitesses de I'énergie sont cakuléda méme maniére que pour l'onde de
Rayleigh en résolvant le systeme (3.130). Les gmrtréelle et imaginaire, des trois
composantes normales des lenteurs de phase r@l@ssssolutions sont également présentées
en fonction de I'angle de phase. Pour chaque soluties composantes sont différenciées par
un exposant entre parentheses. Ainsi les écrilﬂﬁés&t S(r)(j) représentent respectivement la
j¢™ composante normale des solutidRset S(r). Les solutionsS, ..., § sont tracées en
traits pleins et les solutions‘r), S‘,U sont tracées en pointillés. Les parties imagisaire

des composantes normales des soluti(ﬁﬁ@, év’) qui sont nulles ne sont pas
représentées.
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¢, sin(@) (mm/us)

o 1 2 3 4 5 6 7 8
¢, cos( @) (mm/us)

figure IlI-16 Vitesses de I'énergie relatives aslalution § (en traits pleins) et a la solutioﬁ(') (en
pointillés).
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figure 111-17 Partie réelle (a gauche) et imaginaifa droite) des composantes normales de la lenteur
de phase des solutior$ (en traits pleins) es(') (en pointillés).
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figure IlI-18 Vitesses de I'énergie relatives aslalution S, (en traits pleins) et a la solutioﬁ(,') (en
pointillés).
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figure 111-19 Partie réelle (a gauche) et imaginaifa droite) des composantes normales de la lenteur
de phase des solutior& (en traits pleins) eS(,') (en pointillés).
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figure I11-20 Vitesses de I'énergie relatives aausions S, et S, (en traits pleins) et aux solutions
s et s\ (en pointillés).
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figure 111-21 Partie réelle, & gauche, et imaginair droite, des composantes normales de la lenteur
de phase des solutior®;, et S, , en traits pleins es(,,') et S(\Z), en pointillés.

Une remarque peut étre faite au sujet des vitedsd®nergie de la solutioy (figure
[11-16). Il apparait sur sa forme d’onde des roads symbolisent le prolongement de cette
courbe a l'infini. Afin d’expliquer ce résultat, esidérons une lentel, et le vecteur unitaire

normal a la courbe des lenteurs de phagdui correspondant. La norme de la vitesse de

I'énergie se propageant dans la direction du veatglest donnée par la relation :
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G —L (3.131)

S Hy
Lorsque les vecteur§, et n, sont orthogonaux, la vitesse de I'énergie tend Vifini.

Au méme titre que l'onde rasante homogénd, la théorie des rayons homogénes
n'autorise qu’une description partielle des phénoese physiques relatifs a I'onde de
Rayleigh. Les fronts d’onde se propageant dansofdirwité des cornes des vitesses de
I'énergie peuvent cependant étre calculés a pddiprincipe de Fermat approché. Il est
appligué a l'onde de Rayleigh hétérogéne dont lmpmsante de la lenteur de phase a
I'interface est complexe. Cette onde ainsi que daudo onde de Rayleigh qui est par
définition une onde hétérogéne sont traitées dapartie suivante.

I11.6 Onde de Rayleigh hétérogéne

[11.6.1 Relation entre la lenteur de phase et la di rection de I'énergie
de I'onde de Rayleigh hétérogéne et de la pseudo on  de de Rayleigh

La relation entre la lenteur de phase et le vedeuPoynting obtenue a la section 111.4.3
pour le cas d’'une onde de Rayleigh hétérogéneoestés: par :

(g'l +i ﬁ) [X< ] >>=<<g + g >>—<< g >>—j<< 3>, (3.132)

En introduisant le vecteur unitaire, orient¢ dans la direction de I'énergie ainsi gqee |
module du vecteur< J, >> : << J; >>, I'équation (3.132) peut se mettre sous la forme :

A <<ec+q,>> <<g,>> .<<g>>
= - - : 3.133
(S‘H%)D}’ << J/ > << J >> I<< J>> ( )
Le calcul de I'intégrale du terme< g >> défini par:
+00 ooa
<<g>>= | <eg>dx=— | — dx, 3.134
g ! e> dx=— { o (3.134)
conduit & I'expression :
1 ( .= - )
<<g >>=—1|Ilim - =0)|. 3.135
g >>=——|lm 3(x)-3(x=0) (3.135)

La condition de surface libre impose aux contramtermales appliquées a la surface d'étre
nulles. Ainsi, la composante normale du vecteurPdgnting évaluée en tout point de la
surface & =0) est nulle :

J(x=0)=0. (3.136)
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L’'onde de Rayleigh est caractérisée par une dézmoée exponentielle de son amplitude et
par conséquent de son énergie dans la profondeunildeu. A une distance infinie de la
surface, I'énergie de cette onde est nulle et #gtrde méme pour le vecteur de Poynting :

lim J,(%)=0. (3.137)
xlﬂoo

De maniere générale, cette relation n’est pas eglimur la pseudo onde de Rayleigh. Cette
derniére est en effet caractérisée par un modelpquel la partie imaginaire du vecteny
induit une croissance exponentielle de I'amplitddes la profondeur du milieu.

A partir des relations (3.136) et (3.137), le temegperte d’énergig< g >> de I'équation
(3.133) est, pour 'onde de Rayleigh hétérogéenk; nu

<< g >>=0. (3.138)

La relationS|.n, =0 est donc verifiée pour cette onde, ce qui n'estlpaas pour la pseudo
onde de Rayleigh. Elle garantit l'orientation dictegir n, selon la direction du transport de
I'énergie.

Comme pour I'onde de Rayleigh homogeéne, le parar&ticorrespondant a la projection
de la partie réelle de la lenteur de phase surdatibn de I'énergie est introduit :

S.n, =5, (3.139)

Le polynbme de Rayleigh est alors paramétré entifimcles grandeur§, et S, a partir de
cette relation. Il est identique a celui utilis@éupoalculer les vitesses de I'énergie de I'onde de
Rayleigh homogéne. Dans la partie suivante, atdimdes ondes rasantes hétérogénes, un
couple (S, ) vérifiant le principe de Fermat approché est retiée Jusqu'a présent, le
parametreS, ainsi obtenu donnait le module de la vitesse @eelfgie en prenant son inverse.
Ceci reposait sur la relatio§ [, =1 avec ¢, =c,n, déduite des relations énergétiques.
Cependant, pour 'onde de Rayleigh hétérogeneriad<< e, >> est non nul et on déduit de
I’équation (3.132), en considérant la définitionlaeitesse de I'énergie donnée par :

<< J >>
Ca=——I1—— | (3.140)
<< Q + % >>
la relation :
Sk =1-¢, (3.141)
avec :
=% (3.142)
<<g+eg>>

Afin d'utiliser la méthode de calcul des vitessesl'dnergie, le terme est négligé. Il sera
évalué dans la section suivante.
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Afin de récapituler les relations vectorielles auuites dans cette partie, elles sont
présentées a la figure 111-22.

Si

X,

surface libre

demi espace

anisotrope
X;

xl
v

figure 111-22 Représentation géométrique de la tiela entre les parties, réelle et imaginaire, de la
lenteur de phase et la direction de I'énergie d@mtle de Rayleigh hétérogéne.

[11.6.2 Calcul des vitesses de |'énergie de l'onde de Rayleigh
héterogene et de la pseudo onde de Rayleigh

Les vitesses de I'énergie des fronts de I'onde a@digh se situant dans la continuité des
cornes de la forme d’onde ainsi que les vitessgwalgagation des fronts de la pseudo onde
de Rayleigh sont calculées. Pour cela, le prindg&ermat approché est appliqué.

[11.6.2.1 Onde de Rayleigh hétérogene
Deux exemples de calcul des célérités de I'ond®Ragdeigh hétérogéne sont présentés.
Chacun d’eux correspond a une solution qui est Baogntinuité de I'une des deux cornes de
la surface d’onde de I'onde de Rayleigh homogéne.
Ainsi le systéme :

R(S.4, $)=0
d’s ~0 : (3.143)
ds’

est résolu pour des angles d’observatiprde 75° et de 64°. Afin d'illustrer les solutions
communes aux deux équations du systeme (3.143gadewes du polyndme de Rayleigh sont

tout d’abord calculées en fonction du paraméepour les deux angleg choisis. Les
courbes des lenteurs de phase ainsi obtenuesegwasentées a la figure 111-23.
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figure 111-23 Parties réelles des courbes des lardale phase calculées a partir du polyndme dedRgtyl
pour des angleg de 75° (a gauche) et de 64° (a droite). Les sohgide I'onde de Rayleigh sont en trait
épais noir, celles de la pseudo onde de Rayleighaéinépais gris et toutes les autres en traitsfgris.

Sur chacune de ces figures un carré noir spéeifsmhe dans laquelle se trouve la lenteur
de phase associée a la vitesse de I'énergie ré@deerPour plus de clarté, un zoom est réalisé
sur ces deux zones. |l est représenté a la figlpg )

’ \

Sy @

Si

figure 111-24 Zoom des courbes des lenteurs de pltasrespondant aux zones carrées de la figure
111-23. Les lettresA et B spécifient les lenteurs de phase qui vérifiemirlacipe de Fermat
approché.
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Les solutions complexes issues du raccordemensalasons réelles qui correspondent a la
corne des vitesses de I'énergie de I'onde de Rglylbiomogene y sont représentées en
pointillés. Elles constituent une infinité d’ondesétérogénes dont I'énergie est orientée dans
la direction de I'énergie fixée auparavant carseNerifient toutes la relation §'[h, =0.
Parmi ces solutions une seule vérifie le principd-drmat approché. Elle ne correspond plus
a un pic infini de la dérivéalS/ d$ mais a un maximum. Cette dérivée est calculée en
fonction du parametr&, pour les solutions représentées en pointillée &t illustrée a la
figure 111-25 pour les angleg =75° et ¢ =64° :

0 T T ] T T T T T T ] T T
0k =
21 4
S5k -
4+ a
ds, as,
ds, s, -6 | 1
'10 B ' '8 o n
4 10 F 1
_15 1 1 1 1 1 1 1 _]2 1 B 1 1 1 1
0,35 0,45 o 0,55 0,65 0,45 0,55 o 0,65

n n

figure 111-25 Représentation de la dérivés / d$ évaluée le long des contours en pointillés de la
figure 111-24 en fonction du parametr§, , pour des angleg de 75°, a gauche et de 64°, a droite.

Sur chacune de ces dérivées, un minimum émergéfigrar les lettresA et B. La vitesse
de I'onde est alors obtenue en prenant l'inversg@paiameétreS, associé au maximum. Les
deux vitesses ainsi obtenues sont représentéés curbe d’'onde a la figure 111-26.
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[
>

X5

figure 111-26 Vitesses de I'énergie de I'onde deyRah hétérogene pour des angles d’observation de
64°, point B et 75°, point A.

Les vitesses de I'énergie de I'onde de Rayleigierogene sont calculées pour différents
anglesg en résolvant le systeme (3.143) par la méthodeaiess. Elles sont superposées aux
vitesses de I'onde homogeéne et représentées ea lgrisgure 11-27.

figure 111-27 Vitesses de I'énergie de I'onde deyRagh homogene, représentées en noir et de I'onde
de Rayleigh hétérogéne, représentées en gris.

Ces vitesses sont dans la continuité des vitessBsrdle homogene. Afin d’illustrer cette
continuité, les composantes normales des lenteuphdse des trois modes hétérogénes sont
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superposées aux résultats obtenus dans la pagtédante a la figure 111-28 et a la figure
[11-29.

0’4 T T T T 0 T T T T
7 ()
(3) ) Ry 3
R Ié”/ R
0,2 - i
— (2)
£ ) i
\E R|(1) \E
:3_ 0F Rp :3_ -0,2 |
NS \S )
RY R
-0,2 | i i
RI(Z)
(2)
1&@ \\\\\\ R
L
_0’4 1 1 1 1 _0,4 1 1 1 1
50 60 0 70 80 90 50

60 70 80 90

figure 111-28 Partie réelle, a gauche, et imaginaira droite, des trois composantes normales de la
lenteur de phase des branches R, et R, en fonction de I'angle .
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figure 111-29 Partie réelle, a gauche, et imaginaira droite, des trois composantes normales de la
lenteur de phase des branches R, et R, en fonction de I'anglep .

La continuité au niveau des cornes est respectéeoBstate également que la décroissance
exponentielle de 'onde est conservée car lesgziraginaires restent négatives.

Afin de calculer les vitesses de I'énergie de lerdk Rayleigh hétérogéene, le terme
apparaissant dans la relation :

S =1-¢, (3.144)
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a été négligé. Ce terme est évalué et représenténetion de I'angleg a la figure 111-30
pour les brancheB; et R,.

0,025 : : : , , .
0,06 | i
0,02 | i
0,015 i 0,04 | i
& &
0,01 | . - .
0,02 | i
0,005 i
0 L 1 1 0 1 1 1
50 55 60 65 70 65 70 75 80 85
4 @

figure 111-30 Evaluation du terme en fonction de I'angled pour les branche®, (& gauche) eR,
(a droite).

La valeur maximale de ce terme représente 6% datd'ul’approximation réalisée sur
I’évaluation de la vitesse de I'énergie est doriloléa

111.6.2.2 Pseudo onde de Rayleigh

Les calculs réalisés pour la pseudo onde de Ré&yldmjvent étre considérés avec
précaution. En effet, cette onde qui peut étre miéseexpérimentalement, n'est pas décrite
par la théorie des ondes planes comme une ondeégpbysent acceptable. Parmi les trois
composantes normales complexes de la lenteur dgepipai composent cette onde, une
d’entre elles induit une augmentation de son aomditdans la profondeur du milieu. Ceci est
incompatible avec la définition d’'une onde de stefa&t de maniere générale incompatible
avec les lois de conservation de I'énergie. Cepenitla’est avéré que le calcul des vitesses
de I'énergie, a partir de la courbe des lenteurplikese ou par le calcul de la fonction de
Green, donnait des résultats satisfaisants par @&@ison avec ceux obtenus
expérimentalement. Les calculs qui sont réalisés datte partie par application du principe
de Fermat approché amenent au méme constat. Le term >> introduit dans les relations
énergétiques est non nul. La relati§fih, =0 assurant le calcul des vitesses de I'énergie se
propageant dans la direction du vecteyr n'est donc pas satisfaite. La méthode utilisee
jusqu’a présent pour les ondes hétérogenes estrdizecen défaut. Outre ce constat, elle est
appliguée et les résultats obtenus sont satistaisan
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Au préalable, les vitesses de I'énergie de la pserdie de Rayleigh sont calculées en
appliguant la méthode usuelle basée sur les nosmaala courbe des lenteurs de phase
parallele a linterface. Cette méthode introduitnsl le premier chapitre n’est en principe
utilisable que pour les ondes homogénes dont tesues sont réelles. Elle est donc, pour la
pseudo onde de Rayleigh, appliquée a la partiéerdella courbe des lenteurs de phase. La
partie imaginaire de ces lenteurs étant faible emparaison avec leur partie réelle, les
résultats obtenus par cette approche sont cohéramex ceux issus de mesures
expérimentales. La forme d’onde est constituée el'corne nomméds et d’une branche,
Ps . Elle est représentée a la figure 111-31 :

*

Ps,

¢, sin(@) (mm/pLs)

1 1,5 2
c, cos(@) (mm/us)

figure 1lI-31 Vitesses de I'énergie de la pseuddede Rayleigh calculées a partir de la partie letel
de la courbe des lenteurs de phase.

Les parties, réelle et imaginaire, des composamesales de la lenteur de phagge sont
illustrées, en fonction de I'angle d’observatign, a la figure II-32 pour les solutions
correspondant a la corrfes et a la figure 111-33 pour la branches,. Les trois modes sont
différenciés par un exposant entre parentheses.
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figure 111-32 Partie réelle, a gauche et partie iginaire a droite, des composantes normales de la
lenteur de phase, correspondant & la colg, en fonction de I'angle d’observatiap.
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figure 111-33 Partie réelle, a gauche et partie iginaire a droite, des composantes normales de la
lenteur de phase, correspondant & la branétse, en fonction de I'angle d’observatiap.

Ces résultats classiques vont permettre une comparavec ceux obtenus par le principe de
Fermat approché.

La pseudo onde de Rayleigh est une onde hétérofjéneritesses de I'énergie peuvent
donc étre calculées en appliquant le principe den&eapproché. De la méme maniére que
pour I'onde de Rayleigh hétérogéne, le systemeastigst résolu :

R(S.¢,$)=0
s _, , (3.145)
ds?
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pour les solutions du polynéme de Rayleigh corredpat a la pseudo onde de Rayleigh. Les
solutions de ce systéme sont obtenues par la méthedGauss. Le calcul des vitesses de
I'énergie relatif & la corne pose des probléemesiaeau du tri de solutions du polyndme de
Rayleigh. Ainsi, seules les solutions qui sont dansontinuité de cette corne sont obtenues
(courbe Ps). Les vitesses de I'énergie de la branche ainsi cgiles qui sont dans sa
continuité sont toutes calculées (couBg). Ces résultats complétent ceux obtenus a partir
de la courbe des lenteurs de phase. Ces vitessieepoésentées a la figure 111-34 :

figure 1l1-34 Vitesses de I'énergie de la pseuddede Rayleigh calculées a partir du principe de
Fermat approché.

Les courbes des parties réelles et imaginairesa®posantes normales de la lenteur de
phaser, sont représentées, en fonction de I'angle d’olageEm ¢, a la figure 111-35 pour les
solutionsPs et a la figure 111-36 pour les solutior3s, .
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figure 111-35 Partie réelle, a gauche et partie igiaaire, a droite, des composantes normales de la
lenteur de phase de la solutid?s en fonction de I'angle d’observatiaoh.
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figure 111-36 Partie réelle, a gauche et partie igiaaire, a droite, des composantes normales de la
lenteur de phase de la solutid?s, en fonction de I'angle d’'observatiagh.

Ces résultats sont cohérents avec ceux présetadgare 111-32 et a la figure 111-33. Les
composantes normales de la solutPg sont dans la continuité de celles de la cdPse De
méme les composantes normales des branBsegt Ps, pour des angles d’observatign
identiques sont tres proches. Une différence afipaependant pour la partie imaginaire du
mode Pél) qui est négative pour les anglegs compris entre 45° et 70°. Ces angles
correspondent a l'intervalle d’existence de la BotuclassiquePs,. Sur ce dernier, la pseudo
onde de RayleighPs, est physiquement admissible car les parties inaa@s de ses trois
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composantes normales, négatives, impliquent uneidéance de I'onde dans la profondeur
du milieu.

[11.7 Syntheése des résultats

Les résultats obtenus dans ce chapitre sont compaeéreprésentation tridimensionnelle
de la réponse élastodynamique calculée dans leigrratmapitre a partir de la fonction de
Green. La courbe des vitesses de I'énergie ded'aledRayleigh homogeéne lui est superposée
a la figure 111-37.

figure I1I-37 Comparaison des vitesses de I'énengd’onde de Rayleigh homogeéne avec la réponse
élastodynamique calculée par la fonction de Green.

On remarque que la branclig de faible amplitude n’est pas observable par leutae la
fonction de Green.

Les courbes des vitesses de I'énergie des ond&ageigh homogenes et hétérogénes
sont superposées a la réponse élastodynamiquegarkalll-38.

119



- Chapitre I -

figure 111-38 Comparaison des vitesses de I'énedgd’onde de Rayleigh homogene représentées en
noir et de I'onde de Rayleigh hétérogéne représenéh gris avec la réponse élastodynamique
calculée par la fonction de Green.

Les vitesses de I'énergie décrites par la branBhesont proches de celles obtenues pour
'onde homogéeneTH . Il est donc difficile de les différencier a partie la représentation
tridimensionnelle de la figure 11I-38. Cependantpparait sur la réponse élastodynamique
bidimensionnelle, qui correspond pour un angle éoarune coupe verticale de cette figure,
des discontinuités caractéristiques de I'onde d@drgh. Les vitesses correspondantes sont
alors en accord avec celles obtenues a partir ¢oneé Rayleigh hétérogéne. Ces
discontinuités sont observables dans le chapitreasusur le déplacement vertical de la
surface, calculé par la fonction de Green, pourategesg de 15° pour la branchB, et de
30° pour la branch&;.

Finalement, les vitesses de I'énergie de la psewdie de Rayleigh sont comparées a la
réponse élastodynamique a la figure 111-39. Bier tgs courbes des ondes hétérogenes aient
éte tracées en gris jusqu’a présent, elles sorgégeptées ici en noir par souci de clarté.
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Rayons complexes appliqués aux ondes de Rayleigh

figure 111-39 Comparaison des vitesses de I'énerdgda pseudo onde de Rayleigh avec la réponse
élastodynamique calculée par la fonction de Green.

[11.8 Conclusion

Dans ce chapitre, les vitesses de I'énergie deléate Rayleigh homogéne sont calculées
a partir du polyndbme de Rayleigh couplé a une imlaénergétique obtenue a partir du
principe de Fermat. Afin de compléter ces résultatsne décrivent que partiellement les
phénomenes physiques observés expérimentalementomeept d'onde de Rayleigh
hétérogene est introduit. Les vitesses qui lui s@sociées sont alors calculées a partir du
principe de Fermat approché. Ces vitesses sontvdiesirs approchées des vitesses de
I'énergie. Elles décrivent cependant correctemenfrionts se propageant par diffraction dans
le prolongement des cornes de la forme d’ondevitesses de I'énergie de la pseudo onde de
Rayleigh sont également calculées. Sa descrip@orgpthéorie des ondes planes n’est pas
physiquement admissible car elle est constituéaadeomposante normale de la lenteur de
phase dont la partie imaginaire implique une cesise de son amplitude dans la profondeur
du milieu. Malgré cela, le calcul usuel de sessgés de I'énergie, basé sur la partie réelle de
sa courbe des lenteurs de phase, donne des resyliasont en accord avec I'expérience.
Partant de ce constat, le principe de Fermat apprest appliqué a cette onde qui est par
nature hétérogene. La croissance de son amplitads k& profondeur du milieu induit un
paramétrage non physique du polynébme de Rayleigpe@ant les résultats obtenus sont
cohérents avec ceux obtenus expérimentalement.
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Résultats expérimentaux

V.1 Introduction

La détection LASER qui utilise le principe de l@ntérométrie optique offre un outil trés
performant pour la mesure des déplacements acoastid'une surface. Cette technique
autorise une mesure ponctuelle et instantanée efégripations acoustiqgues sur une surface.
Ainsi, la détection des ondes acoustiques peut ragrée avec une excellente résolution
spatiale et temporelle. Une mesure expérimentala dgponse dynamique de la surface d’'un
monocristal de cuivre, soumise a une source poletumpulsionnelle, est réalisée en
appliguant cette technique. Apres une descriptiondigpositif expérimental, les résultats
obtenus sont présentés. Afin de proposer une ssatllé sont comparés a ceux des chapitres
précédents. On y observe notamment la propagates fdonts d'onde, générés par
diffraction, se trouvant dans le prolongement dea&s mis en évidence auparavant.

V.2 Mode opératoire

Un LASER Nd :YAG est utilisé pour générer des ondlésisonores en régime d’ablation.
La durée de I'émission est de 15 ns et la lumiénes€ a une longueur d’onde de 1064 nm
avec une énergie maximale de 340 mJ. La dépendangeorelle s’apparente donc a une
fonction de Dirac. Le faisceau incident est foébsl'aide d’'une lentille sphérique rendant la
source acoustique ponctuelle d’'un diamétre inféréiet mm. La force réactive est normale a
I'interface. La détection des fronts d’onde s’eftexa partir d’'une sonde LASER hétérodyne
d’'une puissance de 100 mW. La mesure des frontsoddes de surface est réalisée en
positionnant le faisceau sonde de l'interféromatre la surface impactée. Un dispositif de
rotation conservant la distance entre les faiscéawtteur et récepteur permet de mesurer les
arrivées des fronts pour différentes directionsaasuirface de I'échantillon. Le dispositif
expérimental est représenté a la figure 1V-1.
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interférométre
hétérodyne

——C

miroir

LASER Nd : YAG

échantillon de cuivre

miroir

lentille

figure IV-1 Montage expérimental pour la génératairdétection LASER d’ondes a la surface d'un
échantillon de cuivre.

Les mesures sont effectuées tous les degrés psangdées compris entre —45° et 45°. Les
résultats sont moyennés sur 300 tirs. La distantre & source et le récepteur est de 202 mm.

V.3 Résultats

La sonde mesure en un point de la surface sona&ptnt normal en fonction du temps.
Les temps darrivée des différents fronts d’ondeemhélent alors de la distance entre
I'émetteur et le récepteur. Afin de comparer lesiltéts expérimentaux a ceux des chapitres
précédents, I'évolution du déplacement est reptésean fonction de la vitesse. Elle est
spécifique a chacun des fronts d’onde et les risubtbtenus ne dépendent plus de la distance
émetteur-récepteur.

Les formes d’'onde mesurées expérimentalement somparées a celles de la section 1.4.3
calculées théoriquement, pour des angpesle 0°, 15°, 30° et 45°. Afin de simplifier la
comparaison chaque front est identifié. lls sorfinde figure 1V-2 et a la figure 1V-3. Les
fronts des ondes rasantes dans le plan, hors glarRayleigh et pseudo-Rayleigh sont
respectivement repérées par les letttesO, R et Ps. Les solutions représentées en gris
correspondent aux fronts d’'onde générés par difftra@u niveau des cornes des courbes des
vitesses de I'énergie.
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¢, sin(@) (mm/uLs)

Résultats expérimentaux

¢, sin(@) (mm/uLs)

¢, cos(@) (mm/us) ¢, cos(@) (mm/us)

figure IV-2 Vitesses de I'énergie des ondes rasantdigure V-3 Vitesse de I'énergie des ondes de Rglyle

dans le plan(trait plein) et hors plan (traits en (trait plein) et pseudo Rayleigh (traits en poiléis).

pointillés).

La vitesse des fronts d’onde comparés est comprige 1,5mm/us et 5 mmjus. Nous
n'attacherons pas d’importance a I'amplitude dulaiggment vertical de la surface. Elle est
de I'ordre du pico métre. La comparaison portelssidiscontinuités du déplacement vertical
qui sont provoquées par l'arrivée de fronts d’ondes

Tout d’'abord, pour I'anglegp =0°, la figure 1V-4 montre la complexité du déplacetnaa
la surface due au nombre important de fronts d’oselgoropageant. Les arrivées des trois
fronts de I'onde de RayleighR, R, R) sont discernables par des pics de forte amplitilgle
apparaissent également dans les résultats expéamxerLes fronts des ondes latérales sont
caractérisés par des discontinuités d’amplitudes pfaible. On discerne donc plus
difficilement leurs fronts expérimentaux qui sortrgsités par le bruit. Cependant les fronts
l,, O et G, sont identifiables. De plus, le déplacement cigdtartir de la vitesse d®, puis
décroit a celle du front, ce qui est en accord avec la théorie.
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figure IV-4 Déplacements verticaux théorique (aafm) et expérimental (a droite) de la surface d’'un
cristal de cuivre soumise a une force impulsiormedrticale pour un angle =0°.

Pour la direction d’observatiogg =15° qui ne correspond pas a un axe cristallographique,
les phénomenes deviennent plus complexes (figurg)I\Les fronts des ondes de Rayleigh
de fortes amplitudesR, R, et R)) sont clairement identifiables aussi bien avecréssltats
théoriques qu’expérimentaux. Le froR est issu de la diffraction des fron® et R. Il
correspond a la solution en onde plane hétérogang@rglonge une des deux cornes des
vitesses de I'énergie des ondes de Rayleigh rapgssa la figure IV-3. Selon la branche de
cette structure en forme de corne, le flux d’éreedg 'onde de Rayleigh est soit focali$€,(

R, R, et R) soit dispersé R,). Ainsi, I'amplitude de cette derniére est plublia si bien
gu’'on ne l'observe pas sur les résultats expérimentLe pic correspondant au froRs,,
issu de la diffraction des cornes de la pseudo-aled®ayleigh, superposé a celui du front
O,, apparait dans les résultats expérimentaux. éistde méme pour les fronts, O, et O, .
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déplacement vertical
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figure IV-5 Déplacements verticaux théorique (aafm) et expérimental (a droite) de la surface d’'un
cristal de cuivre soumise a une force impulsioreedirticale pour un anglg =15° .

Pour l'angle ¢ =30°, I'ensemble des phénoménes est observé expériimmetat figure
IV-6. Contrairement aux deux angles précédentsy pette direction de propagation, les
fronts d’ondes ont des vitesses de propagatiogrédeas. Il n'y a ainsi pas d’interaction entre
ces fronts pouvant altérer les résultats. On olesgour cette direction trois fronts générés par
diffraction (I, R, et Ps).
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o
)
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S

2

2.5
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figure IV-6 Déplacements verticaux expérimentajdache) et théorique (a droite) de la surface d’'un
cristal de cuivre soumise a une force impulsiorsedrticale pour un anglé =30°.

Pour le dernier anglep =45°, le déplacement de la surface témoigne de la pedjoan
d’'un nombre moins important de fronts. Le résul@orique met en évidence la propagation
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des deux pseudo-ondes de Rayleifls (et Ps) ainsi que de deux ondes latérales dans le
plan (I, et I;). Le front O, d’amplitude trop faible n’est pas observable. frests del,; et

R,, qui ont dans cette direction des vitesses inféee a 1,5 km/sec, n'apparaissent pas sur
les figures. Expérimentalement, les mémes frormpauagissent a I'exception de.

0'2 T 1 1 1 1 1 0'15 1 1 1 1 1 T
Ps,
Ps, '
0.15F Ps, ] 0.1F Ps, ]
:3 0.1F . E 0.05 0 [ ]
5 0.05F 185 o ,
> >
= 1] €
0 — 4 -0.05 F ]
: 8 :
£-0.05¢ 1 2 -0t k
= =
85 0
< -0.1F 1 =-015 3
-0.15¢ ] 02 F ]
-02 1 1 1 1 1 1 -0.25 1 1 1 1 1 1
1.5 2 25 3 35 4 45 5 1.5 2 25 3 35 4 45 5
vitesse (mm/ps) vitesse (mm/LLs)

figure IV-7 Déplacements verticaux expérimentajdache) et théorique (a droite) de la surface d’'un
cristal de cuivre soumise a une force impulsioreedrticale pour un angle =45°.

Le déplacement vertical de la surface a été mesxpérimentalement pour des angles
compris entre 0° et 45° (tous les degrés). Ledtadswobtenus initialement étaient fonction du
temps. Afin de permettre une comparaison dire@eolution de la surface a été exprimée en
fonction du parametre vitesse en divisant la desagmetteur-récepteur par le temps. Comme
cela a été réalisé pour les réponses élastodynammjatenues dans le troisieme chapitre, les
déplacements mesurés pour les différents angles jamtaposés et leur représentation
correspond a une photo prise par un observatewud ait dessus de la surface. L’évolution des
déplacements dépendant de la vitesse, la phot@seme la distance parcourue par les
différents fronts durant une période de temps ugit&lle est représentée a la figure 1V-8 et
comparée a la représentation tridimensionnelle&hladement vertical de la surface obtenue
par le calcul de la fonction de Green. Sur ces depxésentations, le blanc représente un
maximum d’amplitude et le noir un minimum. La zohknche, située au centre de la
représentation expérimentale, correspond a unee plagvitesses comprises entre 0 et 1.5
mmjus pour lesquelles le déplacement n’a pas été mesuré.

Les courbes des vitesses de I'énergie obtenuesldardeux chapitres précédents sont
superposées aux deux représentations tridimengiesries déplacements de la surface a la
figure 1V-9 pour les ondes rasantes, a la figurelO/pour les ondes de surface et pour finir a
la figure IV-11 pour les ondes rasantes et de sarf@ur ces figures, les vitesses de I'énergie

130



Résultats expérimentaux

des ondes planes homogénes sont représentéesieodiies des ondes planes hétérogenes en
rouge.

figure 1V-8 Représentation tridimensionnelle degldéements verticaux de la surface d’un cristal de
cuivre, soumise a une force impulsionnelle normadé;ulés a partir de la fonction de Green (a
gauche) et mesurés expérimentalement (a droite).

figure IV-9 Comparaison entre les vitesses de Fgiredes ondes rasantes et les déplacements vextica
de la surface d'un cristal de cuivre, soumise a faree impulsionnelle normale, théoriques (a gayche
et expérimentaux (a droite).
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figure IV-10 Comparaison entre les vitesses deefgie des ondes de surface (Rayleigh et pseudo
Rayleigh) et les déplacements verticaux de la saréfun cristal de cuivre, soumise a une force
impulsionnelle normale, théoriques (a gauche) péerentaux (a droite).

figure IV-11 Comparaison entre les vitesses deefgie des ondes rasantes et de surface (Rayleigh et
pseudo Rayleigh) et les déplacements verticaua darface d’un cristal de cuivre, soumise a unedor
impulsionnelle normale, théoriques (& gauche) péementaux (a droite).

On constate avec la figure IV-11 que les rayonsdgsames couplés aux rayons hétérogenes
donnent une description compléte des fronts seagegmnt a la surface d’un cristal de cuivre.
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V.4 Conclusion

Les résultats expérimentaux sont globalement emrdcavec les résultats théoriques
obtenus dans les chapitres précédents. Les franis|psquels I'amplitude du déplacement
vertical de la surface est faible (en particulies bndes latérales et 'onde de Raylegh
dont le flux d’énergie est dispersé) sont noyésdarbruit. Les fronts des ondes de Rayleigh
pour lesquels le flux d’énergie est focaligé,(R;, R, et R) ainsi que les fronts des pseudo-
ondes de Rayleigh sont caractérisés par une défonmenportante de la surface. Ces fronts
sont ainsi particulierement bien décrits par I'exgréce. Enfin, cette expérience met en relief
la diffraction des fronts d’onde au niveau des esrdonnant naissance a d’autres fronts.
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Conclusion

Dans cette these, les phénomenes de diffracticdrenis aux milieux anisotropes ont été
étudiés par la théorie des rayons. Pour ce typentieux, les fronts des ondes qui se
propagent forment des cornes au niveau desqu@lpesait une forte concentration d’énergie.
Cette derniere engendre des phénomeénes de difinaptovoquant la propagation d’autres
fronts. La théorie des rayons classiques, basédéesconcept d’'onde plane homogéne, ne
décrit pas ces fronts. Il est nécessaire pour @n ¢cempte d’étendre cette théorie aux ondes
hétérogenes. Pour cela, une méthode de calcul iteesses de I'énergie, différente de la
construction géométrique des rayons, est introduil#ée repose sur deux critéres qui
permettent de caractériser les temps d’arrivéesfrdess d’onde. Ces criteres combinés a
I’équation de propagation d’'une onde conduisentauaul de ses vitesses de I'énergie. Le
premier, le principe de Fermat est appligué auxesndomogenes et donne les mémes
résultats que ceux obtenus par construction géauétdes rayons. Le second, le principe de
Fermat approché, est appliqgué aux ondes hétérogénes vitesses alors obtenues, décrivent
les fronts généreés par diffraction.

Cette méthode a dans un premier temps été applajuéendes rasantes. Les vitesses des
ondes rasantes hétérogenes dans le plan décrivamer@ablement les fronts générés par
diffraction. Elle n’est cependant pas applicable andes rasantes hétérogénes hors plan. Les
cas de I'onde de Rayleigh et de la pseudo ondeagieigh ont ensuite été traités. Pour cela la
notion d’'onde de Rayleigh hétérogene caractériseupe atténuation de I'amplitude a
I'interface a été introduite. Les vitesses obtemams cette onde sont des approximations des
vitesses de I'énergie. Elles rendent cependantdoempte des phénomenes de diffraction. Le
calcul des vitesses de la pseudo onde de Raylsighles ambigu. Leur description par la
théorie des ondes planes n'a pas de sens physagdamplitude de cette onde croit dans la
profondeur du milieu. De ce fait, les équations @mienent au calcul de ses vitesses sont mal
posées. Malgré ces constatations, les vitessesusstelécrivent de maniere satisfaisante la
propagation des fronts de cette onde qui peuvenbservés expérimentalement.

Ainsi, les rayons réels couplés aux rayons comglaanent une description compléte
des phénomenes physiques décrits numeériquemene gaicul de la fonction de Green ou
observés expérimentalement. Il reste cependant da&ti®e étude quelques points a
approfondir. Les vitesses de propagation des optle®es rasantes hors plan hétérogenes
n'ont pas pu étre calculées. Pour y parvenir, ridisenécessaire de considérer des équations
qui leur sont propres de maniére a garantir 'ais#ion de leur amplitude a l'interface du
milieu. Les vitesses calculées pour I'onde de Rglléétérogéne donnent une approximation
convenable des vitesses de I'énergie. Cependaniriteipe de Fermat approché faisant
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intervenir une dérivée, il pourrait étre intéressam rechercher un rapprochement entre ces
vitesses et les vitesses de groupe bien que ceedEr ne soient pas clairement définies pour
le cas d’'une onde plane hétérogene.

Cette étude a pour premier objectif de proposer extension a la théorie des rayons
classiques. Outre cet aspect fondamental, on peigager d’utiliser la méthode de calcul des
vitesses de I'énergie dans un but de caracténsdgamatériau. Cette méthode permet en effet
de calculer, pour une direction de propagationefigépriori, les vitesses de I'énergie des
ondes planes homogenes. |l est ainsi envisagealilaplémenter une méthode
d’optimisation, basée sur les constantes de réigiermettant d’approcher pour différentes
directions de propagation les vitesses de I'énarglieulées numériquement a celles obtenues
expérimentalement.
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Annexe A

Les polynémedl,,, M g, A et X sont exprimés sous la forme :
K
Q(a.%)=> QY (q) o, (1)
k=0

ou le polynbmeQ des variablesy et g, peut étre interprété comme un polynébme de la
variable g, dont les coefficientig(k) dépendent du paramétg. Trois paramétrages sont
présentes ici. s correspondent aux cgs=6 etq, =§, g =S etq=S,etq=§, ¢ et

G =S.

q=0fetq,=9
M (5.6)= 20 () §° @
N =-1, (3)
M) = Cyc08(8)’ + Cys siM(8)°. (4)
My (ﬁig)zzn(l.z‘er (‘9) $k’ )
M =1, ©)
I_I(LZ?I'H = (C22 + C44) COS(H)Z + ( Gyt C44) Sir(e)2 ) (7)
n., =-(c,,coq8) +C,, sif6)’)( C,. cod)’+ C,, sit¥)’
b {entodo) v sy Cucote e o)
+(Cy3+ Cyy) cos(8)” sin(6)
2(5.6)=3 5% (6) §". ©
2% =C,Cos+ CuCos* CssCon (10)
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)= C55(C12+ C66)2 COS(H)Z + CBG( Cst ngz Sit‘(@)z
—Q1C55(C22COS(9)2 + Cyy Sif‘(@)z)
- C11C66( C44COS(9)2 + Gy Sir(e)z)
- c55c366( CesCOS(6)” + Cyg sir(9)2)

5(5.6)= 287 (6) §*

A% =Cyy + Cog+ Cog
066( Cou+ Ce) COS(B) +( Cog C) S|r(0)2)

—ql( Cpy* Cus cos(@ +(Cut C,) si(6)’)

~Cy((Cao* Cur)cos(6) +(Curt ) si6)’)

+(Cp+ Cos)  cos(8)” +( Cia+ Cs)” siN(6)°
=2(Cp, + Cys) (Cua+ Co) ( Cogt Cu)cog8)’ sir(6)”
+Cys(Cas0S(6)" + Cys sir{6)°)( C.z cof6)” + C,y sif6))
+C66(C66005(6?)2 + Csssir(e)z)(CM coff)*+ C, si(19)2)

+Ci( CoCO8(B)" + Cyy sir(6)° ) Cuy c086)° + Cay sit0)°)

~(Ciz* Cs)” Cusc0s( )" + Caasir(6)°) coft)’
~(Cua+ Cus)’ ( Cascos( ) + C, sin(6)' ) sin( )’
~Cy(Cy+ Cyo)’ cog(8)” sin(8)°

Ga=Setg= 3

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
(18)
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4

M (S 8)=2 N (9 & (19)

rl(l_(?)l'H :_(CA4§_1)(Q3 S—l), (20)

ng_z,)I'H = (C23+ C44)2 Szé - Q4( Cua 3_1)_ Q{ Gs S_l)’ (21)
%, =-C,Ca. (22)

(S, §)= l s#(g) &, (23)

) :CGB(CJ.3+CS5)2 g_ G CGE( o s_:I‘)_ G Cﬁe Q32§-1)— Gs (ts GSZ%]')’ (24)

Z(z) = C55(C12+ C66)2 = GCss Czee_ CC,Css CCuWC (25)

A(S, §)= fA(ZK)( s ¢, (26)

A9=c,(Cus-1)(Cs 8-+ G{ G 5 G %9 o

+Cy(C$-1)( G $-)-( G+ &F( G 5D %
A =C,Cy(C$-1)+ GG Cu &1+ G Gl G5

+Ciy Cos(Ces S-1)+ Gs Gd Cu &1~ Gf G2 QY G5 1 28
_Cu(Cza"' (-:44)2 i_ sz( Q3+ ;2 S
+2(C12+C66)(C13+ CSS)( C23+ C44) S’:

A =C;; C,, Cyyt Cpp Cos Cot CasCogm Cf C Cl. (29)

q=S.,9etg=3

Afin de simplifier les écritures, le changementwdeiables S, = S/sin(¢) est introduit.
Le termecotar(¢) représente la cotangente de I'angle

Mo (S.6.9)=2N0( $9) 5, (30)
Nt =C§° -1, (31)
n%) = -2C, cotar() S, (32)
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n =c, cotar(¢)2 +C,

Mer (S06,5) =3 ($9) &,

k=0

ne, =

-(Cu§’-

N, =2cotan(¢) S ( (

)( 5.
§-3rc(as-)

|_|(L)TH ‘(1 Cas Swz)( QSCOtar(¢) + Q“‘) ( G- :)( G COta('l¢) * Q;
—4Q3C44cotar(¢) S +(Cat Cn4) E
% =2cotar($)§  Gu( Gs cotat) + G+ Gf Gy cotep)'+ CZ;)

—-2cotar(¢) S,

(Cot G

M{%,, =(Cy+C,,)’ cotan(g)’ —(C44 cotafg)” + sz)( Cy; cotafp)’ + C4L).

) = Cs (C12 + Cee)2 + Cee( Cpt ngz COtar(¢)2 -

5(5.6.5)=Y59(50) &

k=

0

) =Gy §7(Go* Go) ~ GG Gu 8-
~Ci1Cas(Css 32 -1)- G5 G Gs8-1)

Z() ZCOtar(¢) (Q1 Qm Q5+ Q1 Q3 Qse é‘55 QSG_ Cﬁe Q'é' Q)Sz)

-Cy Cee( C33C0tar(¢)2 + C44) = Css Ce{ CSSCOta|(]¢)2 + Ca)

C11C5( C,cotafg)’+ cz)2

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)
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=2§ cotar(¢ +G, § ( G G+ &-( G+ (;92)
+28 cotar(¢)( t C, $,2)( G G+ G G)
+2§ cotan(4)( + Gs §)( & G+ G &)

+2§? cotar(¢) G, ( Ga+ Gy)’

(46)

A% = 4tan(@) §(Gu Go+ G1 Gy Gt G5 G G Gk Gt C)
)

+(C.a & -1)( Gy Gucotar(g) + G+ G Gucotaty)'+ G)-( G+ o))

+(Cu §2- )(ql( Gscotan(g)’ + q4)+ c;s( G, cotafig)’ + ; (G# qY cota(r¢)2)’(47)
+(C §7-1 )(Q5( C.cotan(g)’ + g)+ gﬁ( Cyscotan(g)’ +C ))

+§7(2(Ga* Go) (Gt GJ( Gt G)-( G &f ( Crotar(p)’+ C))

-§7Gi(Gs* G

A =-48 cotar(¢)( G+ Go)( G+ G ( Gt G

—2CCss S cotar(¢)( G, cotafg)” + Q4)— X, G S cota(rqﬁ)( Gs cotbg) + )
-2C% S cotar(¢)( G, cotafg)’ + QZ)— X, G S cota(np)( Gs coths) + (};
+2§, cotan(¢)( G, + Qs)z( Cu cota(1¢)2 + Q2)+ % cotan(¢)3 Ga(Gst Css)2

+2§, cotar(g) G, ( G+ G) + 2% cotafy) G G+ GY

-2§, cotan(¢) Ql( 2G; G, cotafy)’ + G+ G, Q;

(48)

A =2 COtar(¢) (012 + Cee) ( Cist Css)( Cyt C44)
+Cy (C33cotar(¢ +C 4)( Css cotafig)’ + CGG)

+c55(c44cotan(¢ + czz)( Cys Cotafg)’ + CGG)

+ql(C44cotar(¢) + czz)( C,; cotarfg)’ + C44) . (49)
—cotan(¢)’ (Cis + Cs) ( C,, cotafjg)”+ C22)

~(Cp+ G’ ( Cyscotar(g)’ + 044)

~Cy1(Cy+ Cyy)” cotan(g)’
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Les polyndbmesu, w, w;, w,, @, 7&,, 7 g, €t 2, sont exprimés sous la forme :
K
Q(q.%)=> QY (aq) o, (1)
k=0

ou le polynbmeQ des variablesy et g, peut étre interprété comme un polynbme de la
variable g, dont les coefficientig(k) dépendent du paramétg. Trois paramétrages sont
présenteés ici. lls correspondent aux cgs=6 etq, =§, g =S etq,=S,etq=§, ¢ et

G =S.

q=0fetq,=9
@(S,9) =ic«iz” (6) $*. 2
o’ =0, (3)
of? =a, (4)

&}4) =—Cg CGG( 833COS(0)4 + B,, Sir(9)4 +( 4C,, Cuim 282} Co@Q)z Si(‘g)z) ' )

©(3.6)=3 6" (0) §. (6)

" = -Cy(Cs+ Coy) (7)

87 = (Cys Bg+ C13 Cay Cod €O(6)” +( Cos Bot C11CsChsin(6)”. 8)
a&(%ﬂ){w&z” (6) $* 9

f” = CyCe, (10)

) =2C,, cﬁe( Cp.coq6) + C,, sir(é’)z). (11)
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2

®(S.6)=2 ¢ (6) $*.

k=0

o’ =0,

aétz) = ClZ(CIZ Ces—2Cyy C6€) 005(9)2 + Cl( CisCes 2 C“C% sir(H)z,

o =2c, C44(C66cos(6?)2 - C553ir(6?)2)( C,, coff)* - Ciq si(ﬂ)z)

~Cis Cu Cucos(8) + Cusi(0)) - 26, CosBit CusB) cobt) sifo)”

(s, 8)=Y ™ (0) &,

k=0

C(éo) =Cy,
aéz) =—C,Cu— 83)3008(9)2 ~ By Sil"(@)z,

u?=C, C44( C,c088)" + C33sir(l9)4) - 2Cy; cofd)” sife)”.

mv(sn,e):kz;zw(e) g,

anO/) = G5 Cee,
) = Cos Coo Coscos(6)° + Cossir(6)’) .

Mo (3,6)= 30 (0) §* +ara 80).
77|(_?%H =0,
), =-a(Ch o) + G sin(6)’)

% = a Gy B, cos(6)” sin(6)".

2(6) $* - Gu( §6),

2
k=0

2,(S.6)=

50 =0 et 5@ =0,

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)
(25)

(26)

(27)

(28)
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sW=c, c44( C,.co8(8) - C13sir(t9)2)2
_Cll(C13 Bist+ Cys Byst Cyg Bs) COS(Q)Z Sif‘(@)z
G=Setg=3

2

w(S, $)=;aifk>( s $,

aio) =aS-G;Ge B, S,
(Ufz) =a-GC C66(4C11C44_ 2 529 s.
C‘F) = —Cy5 Ce6 Bz

1

(S, 8)=Y.a(9 %,

k=0
aéo) = _Cu( Cost Cea) +( Ces Bost C1iCus C5)5 8,

C‘-éz) =Css By + G, C,, G

@@@hgwwgs,

aéo) =Css C66(1+ 2C;; gs) ;
C‘éz) =2C;, Cgs Cge

(S, %)=k2;d42k>( 9 &,

a‘ﬁo) = C13(C13 Ces—2Cypy C55) S+ Cs ng 2 CiCa Gy Ca(a E
ail2) = C12 ( C12 C55_ 2 C11 Cef; - 2( C12 C13 Css Csé' C11C12 C44C§'§ C11C13C44q662"
~2C,(Cis Bt Ces B &
a}44) = 2C11 C12 C44 Cee_ (:212 CSS C6'

w (S, s,)=kzla£”( s ¢,

(29)

(30)

(31)
(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

, (42)

(43)

(44)
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C‘éo) = Cll_( B,,+Cyy C44) S+ C.CsCu & (45)
aéz) =-By,—-C;C,,—2C;,Cy;5Cy, 3, (46)

@4) =C;,C,Cy (47)

(S, 8) =24 (9) ¥, (48)

n(r(\)/) = —Cy5 Coe+ G5 Cs S, (49)

747 = Ces Chs. (50)

M (S 8)=2 (9 $+aw 5 § (51)
77|(_?%H =-aC;$, (52)

77ﬁH =-aC,+aC;B;S,. (53)
2.(S8)=2 (9 $- God 5§ (54)
z&o) =C, C;Cu S, (55)

Zg) = _Cll(cl3 Bist+ Cy3 Byt Cy3Bot 2 Cp,Co CA)4 < (56)
2 =C,y C Cua (57)

G=S.9etqg=$§
Afin de simplifier les écritures, le changementwégiablesS, = S/sin(¢#) est introduit.
Le termecotar(¢) représente la cotangente de I'angle

@(S.9.5) =2 ( $9) & 58)
) =a§?-Cs G B, §, (59)
of) =-2a cotar(¢) S, + 4G, G; B, cotafy) S, (60)

of” = a(1+cotar(g)) - Cus Cus 68, cotaty)’ §+( 4, G B) E),  (6D)
(’Jfg) =4C,5 Gy COtar(¢) S ( B, COta(‘¢)2 + 5, G %) ) (62)
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of? = —c, Cee( Bs;;+2(2C,,C,m By) (:otar(;b)2 + B,, cota(‘¢)4) .

Y ($9) S,

" = =Cy; (Cas+ Co) +( Cos Byt C11CuCo) S,
aél) = _Z(Cee B,,+ C1Cus Css) COtar(¢) ~$,

aéz) = Cos Byt Cp; Cuy Gt ( Ce B2t C11Cus Ca)SCOtar(¢ )2 :

w(S.9.9)

(S,0.5)=> ' ( $9) 5,

k=0

aéo) =Css C66(1+ 2C;; Sz) '
C'-gl) =-4C;Cs CGGCOtar(¢ ) ~$ )

aéz) = 2C55 CGG( Clz+013 cota|1(¢)2) '

S ($9) 5,

k=0

aélo) = C13(C13 Ces—2 C11C55) ~$2 + G C5£2 GGz G C96~:‘S’

w(S.9.9)

(63)

(64)

(65)
(66)

(67)

(68)

(69)
(70)

(71)

(72)

(73)

ot :Zcotar(¢)S§(Q3( 2G, Gs— G3 G+ 4C:Cs 8( G Gs 2 G, Qa) (74)

5‘)4(12) =Cp, ( C,Css—2Cyy CG(; + C1§0tar(¢)2 ( CCes 2 Cllc%
-2C,; SZ( Gs Gu Get Gs Bst G 3)

—2C, Gy Sz( Gs Gt Gy Qu) +6 Gy Q§30t37(¢)2 ~$( 2 G G G QG

ofd = 4C,,Cy CGGCotar(¢) 3( C,+ C; cota(1¢)z)
+4C,, C,, Cscotan(¢) s( G 2G; COtaW)z)
+4C,; cotar(#) § ( Gs Cu G+ Gs Bs+ G B)

(75)

(76)
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ofd =-C., C66( C+ Cl3cotar(¢)2)2
+2C,, C44( Ces— Csscotar(gb)z) ( C,- Cps cota(1¢)2) :
—2C, COtar(¢)2 (C55 Bist Ces BlZ)

2(S.0.5)=3 dd( $¢) &

k=0

aéo) = Cu_( B+ Cu CM) 32 + GG C44~$a

C’-él) = 2COtar(¢) S: ( B,+ G C44) - 4G, G; Gy COta(¢) ~$1
«d? = -B;,— By,cotan(g) + Cy, C44( 6C;; cotafig)’ ¥ - 2C, 8- cotdp)’ - ) ,

C’-és) =4C,Cy COtar(¢) é‘i ( Cs— G COta(‘¢)2) ,

u =C, C44( C,=2 Cycotar(g)” + Cs COta(]¢)4) '

% (Sh8.8) =Y. ( $4) S

2
k=0

7'4?/) = —Cys Cge+ Cis Cee Sz’
7'43 = _2C§5 Ces COtar(¢) S '
ﬂ(yf/) =G5 CGG( Cest CSSCOtar(¢)2) -

R (50.9)=3
o =-aCh§’,
Y =2aCcotar(9) S,
s =-a(Ch + Ccotar(p)’) +a C, B,
% =-2a G, By cotar(g) §,
'), =aC, Bycotan(g)".

19 (S.8) Sraw( 'SP, S

(77)

(78)
(79)
(80)
(81)
(82)

(83)

(84)
(85)
(86)

(87)

(88)

(89)
(90)
(91)
(92)

(93)
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>

59 =2C, cotar(¢) §( G Bt G Bat Gy B# 2G5 Cf G Gotafy))),

)

®

5. (S.4.9)=> 2 ($¢) $- Gwl S8, ¥

.
P
5 =C,,C,Cu §°,

s =-4C,,C%, C, cotar(p) &,

:_Cll 32( C13 53"' Cas E&s"’ Cs.a Bsé"z C13 CAQ CE3 CLQOta'(¢)2))’

_Cll((cl?; Bist+ Cy3 Bt Cog Bs} COtar(¢)2 - C4( Ciz C1§0ta|ﬁ¢)2 )2] .

(94)

(95)
(96)

(97)
(98)

(99)
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Etant donnée une équation de disperﬁi@, $) =0 dépendant de la variable complexe
S=8S+i $ et de la variable réelleS,, I'enjeu de cette section est d’exprimer les
expressions des dérivées,/ d$ et dzg/ d¥ . L’équation de dispersion est un polynéme
des variablesS, et S,. Elle est différentiable en tout poir8, et vérifie les conditions de
Cauchy-Riemann a savoir :

0S 03 05 03

De plus, sa dérivée, par rapport a la variaBle s’exprime selon I'une des expressions

(1)

suivantes :
0Q 0Q i 0Q
S 0§ 0%
En supposant la dérivéeQ/dS, différente de zéro, le théoréme des fonctions ititpk
conduit a I'expression :

(2)

dS _ 0Q/0S
dS,  0Q/0S’

La dérivéedzg/ d% est tout d’abord obtenue en dérivant la fonctit8)/ d$ par rapport a
la variable§, :

3)

d’s _ d
—==——(dS,/ dg). 4
as ~ ag 98/ d8) (4)
La fonction dS,/ d$ dépend des variableS et S,, la relation (4) peut donc s'écrire sous la
forme :

d’s, _ a ds o
i _E(dg/ d$)T§+a_§( dg d3. (5)

En remplacant I'expression ddS/d$ obtenue a I'équation (2) dans I'équation (5), la
dérivée recherchée s’écrit :

d’S _ 0Q/ag a (_0Q/o $]+ ai_ag/a S 6)
dS? 0Q/0S0 S| 9Qa S 9% 9Q/d LS

elle peut étre factorisée de la maniére suivante :

157



Annexe C

d’s 1 0Q/03 0Q/0 S
= , 7
ds? 09/05( Q/0 S:a 5(69/6 S 90/0 S $30Q/0 , @
Les deux dérivées partielles par rapport aux visal®, et S de I'expression (7) sont
développées :

P (ag/asg}:(azg/asza $)(62/0 $)-(00/0 9(0°Q/o 3 @
0S,(0Q/0S (0Q/0s,)°
et
) (ag/aS;J:(aZQ/asgz)(aQ/ag) (00/0 9)(0°Q/0 D :_) o
05,1 0Q/0S (0Q/0S,)’

L’insertion de I'expression de ces dérivées pdetsetlans I'équation (7) conduit a :

35? =(an/tsz)s (o2/as ((o°a/0 50 $)(a0/0 §-(an/0 9(o°a/0 gﬁ})_. (10)

00105, ((0°0/057) (00/0 $)~(00/0 §(o°0/0 B :3)

Aprés simplification, 'expression dé’S,/ d¥* devient :

¢°s__ 1 [,00 &Q 90 _(OQI 9°Q _(GQIGZQ 1)
ds?  (00/0s)’| 9S50 S0 S\9 .89 ;sla,Bajf
Les dérivées partielles par rapport aux varialdeet S de cette équation sont maintenant
exprimées. Pour simplifier leurs expressions, tefion dzg/ d¥ est écrite sous la forme :

d’s _ f (12)

ds?  (9Q/es,)’

avec :
2 2 32 232
(2500 0°Q 90 (00} %2 (00 aff. 13)
050503505\ 05 0'5(0'$0a 2
Ces deux dérivées partielles s’expriment ainsi :
2 2
a(d %j: 1 4£afaQ_3fan (14)
S\ d¥ ) (9q/es)'lasa s 93
et:
2 2
6,(d 52}: 1 A(M 0Q _ OQ'; (15)
05, d§ ) (0Q/os) 090 S 0 8,
avec :
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oF 9o ¥ aq (o0 Y o9ox) (eQ) o0 (aQYah
=2 + - - - (16)
0S, 0S|0%0 S0/ 0 B.$ 0387310 ,)99F %3°)8;
et:
ofF __oa oQ aq (0% ) o) (eQY o (aaY %
=2 + - - - (17)
05, 0S|09 8o S\o B $ 078 7$10,)9,80',)9 D
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Etant donnée une équation de disper€(i$,, §) =0 pour laquelle :

Q=Q'+iQ" et S=S+i $, (1)
soit :

0 2
. @

{Q’(s;, S 9
Q'(S. 3. 9

et en supposar®® analytique, c’est a dire vérifiant :

0Q _0Q"  .0Q" .0Q" 09Q"
= + =- +

= i =-i —, (3)
0S5, 08 0$ 035 05
ce qui implique :
0Q" _0Q ot 0Q" _ _0Q , (@)
05 0§ 08 03
cette section propose une démonstration de laaelat
98 _p[ds) s
ds d3

dans laquelle le symbolé représente la partie réelle d’'une grandeur conaplex
A partir du théoréme des fonctions implicites, laridée dS/d$ est exprimée en
fonction des dérivées partielles de I'équati@npar la relation :

dS __09/0$ ©)
ds,  0Q/0S’

En considérant, les équations (1) et (3), cettvélérest développée sous la forme :
ds :_aQ’/a$,+iaQ"/6 S )
dS  0Q/0$+ioQ"/0 S

La partie réelle de I'équation (7) est donnée par :

a(98) - (0Q'/0S, +i0Q"/0 %) (0Q'/0 $-10Q"/0 §
(Ej_ (0Q'/0 $+i0Q"/0 §)(0Q'/0 5-10Q"/9 3

(8)

soit :
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- (dg) __(09/05))(9Q'/08) +(9Q"/2 $)(3Q"/0 § ©
ds (0/0s)) +(9Q"/03)°
La dérivation du systéeme (2) par rapport a la Wéei& conduit au systéme :
0Q' aQ dS 0Q' d$ _
0S, 65 d$ 05 qs (10)

aQ" 0Q" dS'Q 0Q" dS$ _

0S, 63 d$ 05 dS

L’expression de la dérivédS/ d$ est obtenue a partir de ce systéme et a pour ssipre:
as _ (00/05)(00/05)~(02/0 $)(62/0 §

a5, (60/03) (0270 9~ (000 (070 3

En considérant les égalités (4), on constate cueelations (9) et (11) sont identiques. Cette
égalité est respectée pour les dérivées d’ordrérmyy et ainsi pour la dérivée seconde, on a
la relation :

(11)

ds? _ ds$
oS o[ ) a
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Cette section présente, de maniére générale,dala® la résultante de deux polynémes.
Le détail des calculs amenant a ce résultat esté@nla référence [Kurosh (1973)].
Considérons deux polyndmes de degnést s :

f(x)=a X+a X +--+a, ¥ a (1)
et:
g(x)=h X+B X +-+ b, % g )

tels que les coefficients, et b, soient non nuls. La résultante de ces deux polpsoest
obtenue en calculant le déterminant de la matacete de dimension + s suivante :

30 31 ...... a’l
% A & s lignes
D _ a0 31 ...... al | (3)
hy b - h
hy b h _
.................................... n lignes
hy b - h

pour laguelle les éléments non écrits sont deszéro
Lorsque la résultante est nulle, les polynonfgx) et g(x) ont des racines communes.
Cela signifie donc que le systeme :

(4)

admet une ou plusieurs solutions.
Dans cette thése, les polynbmes considérés sontpas#m de coefficients qui
correspondent a des polynémes des variaBlest S, :

a.(S.S) et b S 9. (5)

Le résultat obtenu par le calcul de la résultasterelépendant de la variable principale (
dans cet exemple). On obtient ainsi un polynbmevaeiablesS, et S,, indépendant de la
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variable principale. Le systeme (4) est alors w&pbur tous les coupld@, 5) qui annulent
la résultante.
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Fronts d’onde ultrasonores a la surface d’un milieu semi infini anisotrope :
théorie des rayons réels et complexes

Les fronts d’ondes ultrasonores générés par une source LASER en régime d’ablation et se
propageant a la surface d’un milieu anisotrope peuvent étre observés expérimentalement a
partir d’une sonde hétérodyne mesurant le déplacement vertical de la surface en fonction du
temps ou numériquement par un calcul de la fonction de Green.

Les résolutions des polynomes de Christoffel et de Rayleigh associées a un critére d’énergie
permettent de calculer respectivement les temps d’arrivée des ondes rasantes et de I’onde de
Rayleigh. Ce calcul qui est basé¢ sur la notion d’onde plane homogene, ne donne qu’une
description partielle des phénoménes physiques observés expérimentalement ou
numériquement. En effet, pour un milieu anisotrope, certains fronts se rejoignent en un point
et forment une corne. Le lieu de jonction des deux fronts est caractérisé par une concentration
d’énergie impliquant des phénomenes de diffraction. Cependant lorsque 1’on considere la
description des fronts d’onde a partir d’ondes planes homogenes, on constate que les fronts
s’interrompent brutalement a la pointe de la corne. L’introduction des ondes rasantes et de
Rayleigh hétérogénes permettent de décrire les fronts qui se propagent dans le prolongement
des cornes. Les résultats ainsi obtenus sont en parfait accord avec ceux obtenus
expérimentalement ou numériquement.

Mots clés : onde rasante, onde de Rayleigh, onde hétérogene, anisotropie,

vitesse de I’énergie, fonction de Green

Ultrasonic wave fronts at semi infinite anisotropic medium surface:

real and complex ray theory

Ultrasonic wave fronts generated by a LASER source in the ablation regime and which
propagate at the surface of an anisotropic medium can be observed experimentally with an
optical heterodyne probe by measuring the normal surface displacement with time
dependence or numerically by a Green function calculation.

Arrival times of lateral waves and Rayleigh wave are calculated by coupling respectively
Christoffel and Rayleigh polynomials to energetic criterion. This calculation based on
homogeneous plane wave doesn’t describe all the physical phenomena observed
experimentally or numerically. Indeed, for anisotropic media, two wave fronts can join and
form cuspidal edge. This area is characterized by a concentration of energy which implies
diffraction phenomena. However, by considering homogeneous plane waves, wave front
propagation is brutally interrupted on cuspidal edge. The introduction of inhomogeneous
lateral and Rayleigh waves gives a description of wave fronts which propagate in the
extension of cuspidal edge. These results are in good agreement with the results obtained
experimentally or numerically.

Keywords: lateral wave, Rayleigh wave, inhomogeneous wave, anisotropy,

energy velocity, Green function





