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Spécialité : Mathématiques Pures
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Calabre (Italie), que la Professeur Delly Fabiano m’a proposé son aide pour
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Mathématiques Francesco Severi de Rome ainsi que le Bureau Scientifique
de l’Ambassade de France en Italie.

Je remercie mes deux rapporteurs, Mikael Passare et Alexander Rash-
kovskii, qu’avec leurs suggestions m’ont permis d’améliorer mon manuscrit
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Chapitre 0

Introduction

Le but de ce travaille est d’étudier les amibes dans le cadre des sommes
d’exponentielles à fréquences réelles. Il est articulé en quatre chapitres, des-
quels les deux premiers sont indispensables au troisième tandis que le der-
nier sert de conclusion. Le premier chapitre présente le pseudovolume mixte
de Kazarnovskǐı, introduit dans [17] pour l’étude des sommes d’exponen-
tiels auxquelles est dédié le deuxième chapitre. Il s’agit d’une notion très
intéressante, passée relativement inaperçue, qui généralise le volume mixte
de Minkowski au cas de corps convexes de Cn prenant en compte la structure
complexe de l’espace ambiant. Puisque dans le texte original [17] le pseudo-
volume mixte de Kazarnovskǐı est traité de manière synthétique, on a voulu
donner ici une présentation plus détaillée et absolument élémentaire qui rend
compte de son caractère combinatoire, différentiel, et courantiel. Le chapitre
deux, concerne les sommes d’exponentielles, soit les fonctions entières sur Cn

de la forme
f(z) =

∑
λ∈Λf

cλe
〈z,λ〉 ,

où Λf ⊂ Cn est un sous-ensemble fini (appelé le spectre de f) et cλ ∈ C∗, pour
tout λ ∈ Λf . Sur le fil conducteur de l’article [17], on a envisagé d’étudier des
propriétés des ensembles des zéros dans Cn des systèmes finis (et non vides)
de sommes d’exponentielles (non nulles) appartenant à la classe des systèmes
réguliers. Il s’agit d’une classe de systèmes de sommes d’exponentielles dont
l’ensemble des zéros est soit vide soit une intersection complète. Il s’avère que
le pseudovolume de Kazarnovskǐı contrôle le comportement asymptotique de
l’ensemble des zéros d’un système de cette classe et que ce comportement
ne dépend que de la géométrie des spectres des sommes d’exponentielles
du système. Encore une fois on a voulu compléter les esquisses des preuves
fournies par Kazarnovskǐı [17], en se limitant, par contre, aux résultats utilisés
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dans le troisième chapitre, qui constitue la partie plus original de cette thèse
et que l’on va donc décrire plus en détail.

Dans le troisième chapitre on s’est occupé des systèmes de sommes d’ex-
ponentielles à spectres inclus dans Rn ainsi qu’à la structure de leurs amibes
(au sens de Favorov). Bien que ces formes de vie unicellulaires soient bien
connues en biologie, l’emploi de l’expression “amibe” dans le vocabulaire de
la recherche en mathématiques est tout récent et il fait référence à une région
du plan ayant une forme semblable à celle d’une amibe au sens biologique
du terme, soit la forme d’un organisme ayant plusieurs trous et des tenta-
cules droites et pointues qui atteignent l’infini le long de certains directions
privilégiées, le nombre de trous et de tentacules étant supposé fini. Ce terme
a trouvé son acception mathématique en 1994 dans le riche ouvrage [12] où
il dénomme un outil introduit pour l’étude des développements en série de
Laurent des fonctions rationnelles du type p−1, où p est un polynôme de
Laurent en n variables à coefficients complexes.

Si Log : (C∗)n −→ Rn est l’application donnée, pour u ∈ (C∗)n, par

Log (u) := (log |u1|, . . . , log |un|) ,

et V (p) est l’ensemble des zéros de p dans le tore (C∗)n, l’amibe Ap de p est
l’image dans Rn de l’ensemble V (p) sous l’application Log .

La notion d’amibe a connu une grand succes pendant les dix dernières
années surtout grâce aux travaux de l’école suédoise, russe et ukrainienne,
dont on cite Forsberg, Passare, Rullg̊ard, Tsikh, Mikhalkin, Itenberg, Ronkin,
Favorov et Rashkovskǐı. Leurs travaux ont fourni des études plus raffinées et
des généralisations diverses de la notion classique d’amibe, notamment en
Analyse complexe et en Géométrie tropicale.

Pour donner une idée des questions auxquelles on s’est intéressé, on va
commencer par rappeler un résultat montré dans [12].

Proposition 0.0.1. Le complémentaire Ac
p de l’amibe d’un (seul) polynôme

de Laurent p n’a qu’un nombre fini de composantes connexes et chacune de
ces composantes est convexe.

La Proposition 0.0.1 n’est plus vraie si l’on remplace p par une fonction
holomorphe sur (C∗)n ayant une forme plus compliquée où même si l’on prend
à un système P de polynômes de Laurent. En particulier, les composantes
connexes de Ac

P ne sont plus en général des ensembles convexes ; cependant,
Henriques [15] a observé queAc

P vérifie une propriété plus faible qui s’exprime
en des termes homologiques de la manière suivante.
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Définition 0.0.1. Soit k ∈ N, S ⊆ Rn un (k + 1)-sous-espace affine orienté
et Y ⊆ S un sous-ensemble. Une classe d’homologie (singulière) réduite
dans H̃k(Y, Z) est dite non négative si, pour tout point x ∈ S \ Y , son image
(sous le morphisme induit par l’inclusion) dans H̃k(S \ {x}, Z) � Z est non
négative. Le sous-ensemble des classes non négatives du groupe H̃k(Y, Z) est
noté H̃+

k (Y, Z).

Un sous-ensemble X ⊆ Rn est dit k-convexe si pour tout (k + 1)-sous-
espace affine orienté S ⊂ Rn, la classe nulle est la seule classe non négative
de H̃k(S ∩X, Z) qui appartient au noyau du morphisme

H̃k(S ∩X, Z) → H̃k(X, Z)

induit par l’inclusion.

Théorème 0.0.1. Soit P ⊂ C[z±1, . . . , z±1] un système de polynômes de
Laurent tel que V (P ) ⊂ (C∗)n a codimension (k + 1). Alors, Ac

P est un
sous-ensemble k-convexe.

Cet énoncé peut se lire comme un résultat d’injectivité partielle du mor-
phisme

ιk,S : H̃k(S ∩ Ac
P , Z) → H̃k(Ac

P , Z)

pour chaque (k + 1)-sous-espace affine orienté S ⊂ Rn. Si k = 0, les mor-
phismes ι0,S correspondant sont effectivement tous injectifs (et dans ce cas le
Théorème 0.0.1 se réduit à la Proposition 0.0.1), par contre, dès que k > 0,
les morphismes ιk,S ne le sont plus que dans un sens conjectural, (voir [29]).

Les travaux de Ronkin et Favorov autour des amibes soulèvent des ques-
tions nouvelles et tout particulièrement intéressantes dans l’étude des cer-
tains sous-ensembles analytiques globaux de Cn. En fait, les articles [33] et
[9] adaptent la notion d’amibe au cadre des fonctions holomorphes presque
périodiques définies dans les domaines de Cn du type TΩ := Rn + iΩ ,
où Ω est un ouvert convexe de Rn. Il s’agit de la classe AP (TΩ) des fonc-
tions g ∈ O(TΩ) telles que l’ensemble {g(z+t) ∈ O(TΩ) | t ∈ Rn} est relative-
ment compact dans la topologie τ(TΩ) induite sur O(TΩ) par la convergence
uniforme sur les sous-domaines du type TD, avec D � Ω.

Définition 0.0.2. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert convexe non vide. L’amibe d’un
système fini G ⊂ AP (TΩ) est le sous-ensemble de Rn donné par

AG := Im V (G) ,

où V (G) dénote l’ensemble de zéros de G dans TΩ et Im : TΩ → Ω est
l’application de prise de partie imaginaire sur chaque coordonnée.
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Dans Favorov [9] on trouve la Définition 0.0.2 dans le cas d’un système
réduit à une seule fonction et afin d’éviter toute ambigüıté entre les nota-
tions AP et AG, on va dorénavant indiquer les amibes au sens de Favorov
(soit au sens de la Définition 0.0.2) par le symbole FG.

Un cas bien particulier (mais néanmoins très important1) de fonctions
de AP (TRn) = AP (Cn) est celui des sommes d’exponentielles à fréquences2

dans iRn, toutefois, puisque l’on va plutôt travailler avec les systèmes finis de
sommes d’exponentielles à fréquences réelles, on préfère assumer la définition
suivante.

Définition 0.0.3. Soit F un système de sommes d’exponentielles (en abrégé
un SSE) à fréquences réelles. L’amibe au sens de Favorov de F est l’ensemble

FF := Re V (F ) ,

où Re : Cn → Rn est l’application de prise de partie réelle sur chaque
coordonnée.

Comme remarqué dans [33] ou [9], si g ∈ AP (TΩ), puisqu’elle est holo-
morphe, chaque composante connexe de l’ensemble F c

g ∩Ω est aussi convexe ;
en outre, si g (resp. f) est une somme d’exponentielles à fréquences imagi-
naires pures (resp. réelles), l’ensemble Rn \ Im V (g), (resp. Rn \ Re V (f))
n’a qu’un nombre fini de composantes connexes convexes, donc la Proposi-
tion 0.0.1 se traduit mot à mot au cadre des amibes des sommes d’exponen-
tielles à fréquences imaginaires pures (resp. réelles).

Or, si l’on passe aux systèmes finis des fonctions de AP (TΩ), la struc-
ture des amibes devient considérablement plus compliquée. Cependant, dans
le cadre des systèmes finis de sommes d’exponentielles à fréquences réelles
(resp. imaginaires pures), la théorie développée par Kazarnovskǐı [17] (à la-
quelle on a consacré les deux premiers chapitres) permet, d’une part, de
mieux comprendre la structure des amibes au sens de Favorov associées à ces
systèmes et, d’autre part, d’adapter à ce cadre le résultat d’Henriques [15].
Pour énoncer notre résultat on a besoin de quelques notations que l’on re-
prendra dans le troisième chapitre.

Si F est un système (non vide) fini de sommes d’exponentielles (non
nulles) à fréquences réelles, on associe à F le sous-groupe additif ΞF ⊂ Cn

1Un résultat profond de la théorie des fonctions holomorphes presque périodiques (le
théorème d’approximation de Bochner-Fejér) assure que toute fonction g ∈ AP (TΩ) est la
limite dans la topologie τ(TΩ) d’une suite convergeante de sommes d’exponentielles dont
les spectres sont contenus dans iRn.

2Les fréquences d’une somme d’exponentielles sont les éléments de son spectre.
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engendré par l’union des spectres des éléments de F . En suite on note Ch ΞF

le groupe des homorphismes du groupe ΞF dans celui de nombres complexes
de module égal à 1. Ainsi on obtient une famille {Fχ}χ∈Ch ΞF

de “perturba-
tions” du système F , où, pour tout χ ∈ Ch ΞF , le système Fχ est donné par
les sommes d’exponentielles

fχ(z) :=
∑
λ∈Λf

cλχ(λ)e〈z,λ〉 ,

lorsque f =
∑

λ∈Λf
cλe

〈z,λ〉 parcourt le système F donné.

On introduit ainsi une nouvelle notion d’amibe en posant

YF :=
⋃

χ∈Ch ΞF

Re V (Fχ)

et l’on obtient le résultat suivant (voir Théorème 3.2.2 et Théorème 3.4.1
respectivement).

Théorème 0.0.2. Soit F un système constitué par (k + 1) sommes d’ex-
ponentielles à fréquences réelles génériques, alors l’amibe YF cöıncide avec
l’amibe FF au sens de Favorov et le complémentaire F c

F de l’amibe de F
est k-convexe dans Rn. �

La première partie fournit un expression plus concrète de l’adhérence
de l’ensemble Re V (F ) et elle implique, entre autres, le fait quelque part
inattendu que

Re V (F ) = Re V (Fχ) ,

pour tout χ ∈ Ch ΞF . La deuxième partie constitue le pendant exponentiel
du Théorème 0.0.1.

La preuve de Théorème 0.0.2 utilise le Théorème 0.0.1 ainsi que la tech-
nique de perturbation par caractères introduite depuis longtemps par Alain
Yger dans les travaux [38] et [39] (puis utilisés par Berenstein et Yger) pour
montrer que certains systèmes d’équations de convolution possédaient la pro-
priété de la synthèse spectrale. L’hypothèse de généricité sur les fréquences
du système F se justifie par le fait que notre démonstration fait appel à une
méthode d’approximation de F par des systèmes à fréquences dans Qn et
que cette méthode prétend un contrôle de la géométrie des fréquences de F
et de systèmes approchants.

Le quatrième et dernier chapitre, présente les motivations qui nous ont
conduit à cette étude ainsi que les conclusions et les perspectives possibles
que l’on pourrait en tirer.





Chapitre 1

Le pseudovolume mixte de
Kazarnovskǐı

1.1 Sommaire

Ce chapitre est consacré à l’étude de la notion de pseudovolume mixte
selon Kazarnovskǐı. Il s’agit d’un objet géométriquement très intéressant, in-
troduit par Kazarnovskǐı dans [17] comme un outil pour étudier les sommes
d’exponentielles, et qui depuis a été très peu exploité. Dans [17] il joue un
rôle accessoire par rapport au sujet central de l’article, donc ses propriétés
principales y sont brièvement énoncées sans démonstrations détaillées. Le pa-
pier [18] fournit, entre autres, des méthodes courantielles qui permettent de
construire le pseudovolume mixte plus explicitement que dans [17]. Malgré
quelque apparition occasionnelle dans la literature, jusqu’à l’heure actuelle le
pseudovolume mixte de Kazarnovskǐı ne semble pas avoir obtenue l’attention
qu’à notre avis il mérite en rapport au potentiel d’applications qu’il pour-
rait comporter. En effet, cette notion de pseudovolume mixte, d’une part,
généralise le volume mixte ordinaire et, d’autre part, en garde la majorité
des propriétés géométriques en lui donnant aussi une nouvelle présentation
courantielle. En outre, comme remarqué dans [21], le pseudovolume mixte
de Kazarnovskǐı pourrait s’avérer très utile dans une théorie de l’intersection
pour les sous-ensembles analytiques exponentiels globaux de Cn.

Ce chapitre se compose de quatre sections (outre la présente), dont la
première contient les définitions et les propriétés des corps convexes (et, en
particulier, des polytopes) de Rn qui seront utiles dans la suite, les résultats
énoncés étant parfois accompagnés d’une démonstration. La deuxième sec-
tion propose, de façon très élémentaire, une construction générale sur les
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polytopes de l’espace Rn, dont le pseudovolume de Kazarnovskǐı et sa ver-
sion mixte seront un cas particulier faisant l’objet de la troisième section, où
l’on traitera en détail le cas polytopal. La quatrième et dernière section sera
enfin dédiée à l’étude du pseudovolume sur d’autres classes de sous-ensembles
de Cn, comme celle de tous les corps convexes, ou celle des compacts à bord
lisse. La présence de ce chapitre se justifie par le fait que les démonstrations
proposées ici sont plus simples et détaillées que celles de [17] ou [18].

1.2 Corps convexes et polytopes

Pour tout sous-ensemble A ⊆ Rn, on note aff A le plus petit sous-espace
affine de Rn qui contient A, EA le sous-espace vectoriel de Rn sous-jacent
à aff A, dim A la dimension de EA et, en outre, on note relint A et relbd A
l’intérieur et la frontière de A par rapport à la topologie induite sur aff A
par Rn. On note aussi lin A le plus petit sous-espace linéaire de Rn qui
contient A et on l’appelle l’enveloppe linéaire de A.

Un cône C ⊆ Rn est un sous-ensemble non vide tel que, si x, y ∈ C
et λ ∈ R�0, alors x + y ∈ C et λx ∈ C. Pour tout sous-ensemble non
vide A de Rn, on appelle enveloppe positive de A le plus petit cône de Rn,
(noté pos A), qui contient A. Un cône polyédral dans Rn est l’enveloppe
positive d’un sous-ensemble fini de Rn, un cône polyédral est dit fortement
convexe s’il ne contient pas de droites.

Un sous-ensemble A ⊆ Rn est dit convexe si, pour tout x, y ∈ A, le
segment de droite de sommets x et y est aussi contenu dans A. Tout cône
donne un exemple d’ensemble convexe. Pour tout sous-ensemble A �= ∅ de Rn,
on appelle enveloppe convexe de A le plus petit sous-ensemble convexe de Rn,
(noté conv A), qui contient A. Un polytope dans Rn est l’enveloppe convexe
d’un sous-ensemble fini et non vide de Rn ; dans la suite K(Rn) (resp. P(Rn))
dénote l’ensemble de tous les sous-ensembles convexes compacts (resp. les
polytopes) de l’espace Rn. Un élément de K(Rn) est souvent appelé un corps
convexe, l’ensemble vide en est un exemple1.

Si A ∈ K(Rn), et ( , ) dénote le produit scalaire standard dans Rn, on
appelle fonction de support de A la fonction

hA : Rn −→ R

définie, pour tout u ∈ Rn, par hA(u) := supv∈A(v, u). Vu que A est compact,

1On a aff ∅ = E∅ = relint ∅ = relbd ∅ = conv ∅ = ∅ en outre, par conven-
tion, pos ∅ = {0} et dim ∅ = −1.
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sa fonction de support est bien définie, en outre hA est une fonction sous-
additive et positivement homogène de degré 1, c’est-à-dire, pour u, v ∈ Rn

et λ ∈ R�0,

hA(u + v) � hA(u) + hA(v) et hA(λu) = λhA(u) .

Il est facile de voir qu’une fonction h : Rn −→ R positivement homogène de
degré 1 est sous-additive si et seulement si elle est convexe. En particulier, on
en déduit que, pour tout A ∈ K(Rn), la fonction hA est continue, et qu’elle
est linéaire si et seulement si A est réduit à un point.

À l’aide de la fonction de support d’un ensemble A ∈ K(Rn), on peut
construire la famille {HA(u)}u∈Rn d’hyperplans de Rn dite des hyperplans de
support pour A, où, pour u ∈ Rn,

HA(u) = {x ∈ Rn | (x, u) = hA(u)} .

On remarque que, pour tout u ∈ Rn, on a A ∩ HA(u) �= ∅ et A ⊂ H−
A (u),

où H−
A (u) dénote le demi-espace négatif de frontière HA(u). D’autre part,

si H est un hyperplan de Rn tel que H ∩A �= ∅ et que A ⊂ H−, on a que H
est de la forme HA(u) pour un certain u ∈ Rn. En fait, si u ∈ Rn et h ∈ R
sont tels que H = {x ∈ Rn | (x, u) = h} et A ⊂ H−, alors, pour xo ∈ A∩H,
on a h = (xo, u) = hA(u), d’où H = HA(u).

Pour tout A ∈ K(Rn), la fonction de support hA détermine l’ensemble A
à cause de l’égalité (cf. [37])

A =
⋂

u∈Rn

H−
A (u) .

Réciproquement, on peut montrer, (mais on ne le fera pas ici, cf. [37]) que,
pour toute fonction réelle f de n variables réelles qui soit sous-additive et
positivement homogène de degré 1, il existe un ensemble A ∈ K(Rn), et un
seul, tel que f = hA.

De plus la fonction de support permet d’introduire la notion de face d’un
corps convexe de la façon suivante : étant donné A ∈ K(Rn), on appelle face
de A toute intersection du type A ∩ HA(u), pour u ∈ R. Les ensembles ∅

et A sont appelés les faces impropres de A.

Si F est une face de A ∈ K(Rn), on écrit F � A et l’on voit aisément que
toute face d’un polytope est encore un polytope. On remarque à ce propos
que, si Δ � Γ ∈ P(Rn) et Δ′ � Δ, alors Δ′ � Γ, mais si l’on remplace Γ
par un corps convexe quelconque, cette implication n’est plus vraie, (il suffit
de prendre un carré dans le plan de coté � auquel on colle un demi-cercle de
diamètre � le long d’un des cotés).
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Pour tout A ∈ K(Rn) et tout entier 1 � k � n, on pose

B(A, k) := {F � A | dim F = k} .

Étant donnée A ∈ K(Rn) et un sous-ensemble F ⊆ A, on appelle angle
extérieur de F par rapport à A l’ensemble KF,A, (plus simplement KF s’il
n’y a pas de confusion), donné par

KF,A := {u ∈ Rn | F = A ∩HA(u)} .

Il est facile de vérifier que, si F � A ∈ K(Rn), alors KF est non vide et, dans
ce cas, il constitue un cône relativement ouvert,

KF = relint (KF ) ,

appelé le cône dual à F dont la dimension est égale à

dim KF = n− dim F .

De plus, si F1, F2 � A sont distinctes, on a KF1,A ∩ KF2,A = ∅, par contre,
si F1, F2 � A et F1 � F2, alors KF2,A ⊆ relbd (KF1,A) et KF1,A ⊆ KF1,F2 .

Si Bn est la boule unité2 de Rn, κn := Vol n(Bn) et F ⊆ A ∈ K(Rn)
avec dim F = k, on appelle mesure angulaire de KF,A le nombre réel :

ψA(F ) := κ−1
n−k Vol n−k(KF,A ∩Bn) .

Cette notion est particulièrement intéressante lorsque A est un polytope et F
une face de A, car, dans ce cas, la mesure angulaire de KF,A est indépendante
du sous-espace affine contenant A utilisé pour la calculer.

Lemme 1.2.1. Soit A ∈ P(Rn), 0 � k � dim A et F ∈ B(A, k). Pour tout
entier dim A � m � n et tout sous-espace affine m-dimensionnel S ⊆ Rn tel
que A ⊂ S, on a

κ−1
n−k Vol n−k(KF ∩Bn) = κ−1

m−k Vol m−k(KF ∩ ES ∩Bn) .

2On rappelle à ce propos que, pour tout n ∈ N, on a

κn =
π(n/2)

Γ (1 + (n/2))
,

où Γ est la fonction gamma d’Euler. En particulier κ0 = 1.
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Démonstration. Si l’on décompose Rn comme ES ⊕ES
⊥, on voit aisément

que KF = (KF ∩ ES) + E⊥
S , donc

KF ∩Bn =
(
(KF ∩ ES) + ES

⊥) ∩Bn ⊂
(
(EF

⊥ ∩ ES) + ES
⊥) ∩Bn ,

alors, si x, y et z désignent les coordonnées dans EF , EF
⊥ ∩ ES et ES

⊥

respectivement, l’ensemble
(
(KF ∩ ES) + ES

⊥) ∩Bn est égal à

{(0, y, z) ∈ Rn | ‖y‖2 + ‖z‖2 < 1, avec y ∈ KF ∩ ES ∩Bn} ,

et le théorème de Fubini, fait que

κ−1
n−k Vol n−k(KF ∩Bn)

= κ−1
n−k

∫
{y∈KF∩ES |‖y‖2<1}

(∫
{z∈ES

⊥|‖z‖2<1−‖y‖2}
dz

)
dy

= κ−1
n−kκn−m

∫
KF∩ES∩Bn

(√
1− ‖y‖2

)n−m
dy

= κ−1
n−kκn−m(m− k) Vol m−k(KF ∩ ES ∩Bn)

∫ 1

0

ρm−k−1
(√

1− ρ2
)n−m

dρ ;

donc, pour conclure, il suffit de vérifier que

(m− k)

∫ 1

0

ρm−k−1
(√

1− ρ2
)n−m

dρ = κn−k(κn−mκm−k)
−1 . (1.1)

Si B dénote la fonction bêta d’Euler, on a que le premier membre de (1.1)
est égal à

(1/2)(m− k)B
(
(m− k)/2, (n−m + 2)/2

)
et le deuxième est égal à

Γ
(
1 + (n−m)/2

)
Γ
(
1 + (m− k)/2

)
Γ
(
1 + (n− k)/2

)
mais ces deux derniers nombres sont égaux grâce aux relations existantes
entre B et Γ . �

On va présenter maintenant des sous-ensembles de K(Rn) qui joueront
un rôle très important dans les sections suivantes. Pour cela il sera utile
d’introduire la notion de sous-différentielle d’une fonction de support.

Soit A ∈ K(Rn), hA sa fonction de support et u ∈ Rn, on appelle sous-
différentielle de hA au point u le sous-ensemble

Subd hA(u) := {v ∈ Rn | (v, x− u) � hA(x)− hA(u) , ∀x ∈ Rn} .
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Pour u ∈ Rn fixé, Subd hA(u) �= ∅ dès que A �= ∅, et ses éléments sont
appelés les sous-gradients de hA au point u. De plus, pour tout u ∈ Rn,

Subd hA(u) = A ∩HA(u) ,

et hA est différentiable en u si et seulement si∇hA(u) est le seul sous-gradient
de hA au point u, autrement dit, si et seulement si la face A ∩ HA(u) se
réduit au point ∇hA(u). Dans ce cas, pour des raisons de convexité, hA est
de classe C1 au point u, et, en outre, si A n’est pas réduit à un seul point, hA

ne sera pas différentiable en 0.

Un corps convexe sera dit lisse s’il a un seul hyperplan de support pour
chaque point de sa frontière, (en particulier l’intérieur d’un corps convexe
lisse est non vide). Si k ∈ N ∪ {∞}, un corps convexe A ∈ K(Rn) est dit de
classe Ck si son intérieur est non vide et sa frontière ∂A est une sous-variété
différentielle de classe Ck. Il existe alors une fonction réelle ρA ∈ Ck(Rn, R),
dite définissante pour A, qui est nulle sur ∂A, strictement positive sur Rn\A,
strictement négative sur int A et telle que dρA �= 0 sur ∂A.

Un corps convexe A ∈ K(Rn) de classe C1 est lisse, et, réciproquement,
puisque la frontière d’un corps convexe lisse peut être localement représentée
comme le graphe d’une fonction convexe, (qui, en effet, s’avère de classe C1),
on déduit que A est de classe C1 si et seulement s’il est lisse.

Un corps convexe A ∈ K(Rn) est dit strictement convexe si sa frontière
ne contient pas de segments de droite. En particulier, un corps strictement
convexe a intérieur non vide. En outre, hA est différentiable sur Rn \ {0}
si et seulement si hA y est de classe C1, ou encore, si et seulement si A est
strictement convexe. Il est pourtant facile d’imaginer un corps convexe lisse
qui ne soit pas strictement convexe, et un corps convexe qui soit strictement
convexe mais pas lisse.

Dans la suite, on notera K∞
+ (Rn) l’ensemble des corps convexes de Rn de

classe C∞ strictement convexes.

Si A1, A2 ⊆ Rn, on peut produire un autre sous-ensemble de Rn en posant

A1 + A2 := {x + y ∈ Rn | x ∈ A1, y ∈ A2} ,

le sous-ensemble A1 + A2 ainsi obtenu s’appelle somme de Minkowski de A1

et A2. L’opération que l’on vient de définir sur les sous-ensembles de Rn

est appelée addition de Minkowski et l’ensemble de tous les parties de Rn

équipé de cette opération constitue un monöıde commutatif. Les trois en-
sembles K(Rn), K∞

+ (Rn) et P(Rn) sont stables par rapport à cette opération
et, pour tout couple de corps convexes A1, A2 ⊂ Rn, on a l’égalité

hA1+A2
:= hA1 + hA2 ,
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ce qui fait que les trois monöıdes K(Rn), K∞
+ (Rn) et P(Rn) satisfont à la loi

de suppression.

Si F � A := A1 + A2 et u ∈ KF , on a

F := (A1 + A2) ∩HA1+A2(u)

= (A1 + A2) ∩ (HA1(u) + HA2(u))

= (A1 ∩HA1(u)) + (A2 ∩HA2(u)) ,

en fait, les hyperplans HA1(u), HA2(u) et HA1+A2(u) sont parallèles, ce qui
fait que

HA1+A2(u) = HA1(u) + HA2(u) ,

et si d’une part on a

(A1 + A2) ∩ (HA1(u) + HA2(u)) ⊇ (A1 ∩HA1(u)) + (A2 ∩HA2(u)) ,

d’autre part, un élément z := x1 + x2 = y1 + y2 appartenant à l’intersec-
tion (A1 + A2) ∩ (HA1(u) + HA2(u)), avec xi ∈ Ai et yi ∈ HAi

(u), i = 1, 2,
vérifie les égalités

hA1(u) + hA2(u) = (y1 + y2, u) = (x1 + x2, u) = (x1, u) + (x2, u) ,

sous les conditions (xi, u) � hAi
(u), pour i = 1, 2, ce qui est possible si et

seulement si (xi, u) = hAi
(u), pour i = 1, 2, autrement dit, si et seulement si

le point z appartient aussi à (A1 ∩HA1(u)) + (A2 ∩HA2(u)).

Ce qui précède montre, pour toute face F � A1 + A2, l’existence d’une
décomposition F = F1 + F2, avec Fi := Ai ∩ HAi

(u) � Ai, i = 1, 2. Cette
décomposition est unique, car si F = F1

′ + F2
′ est une autre décomposition

de F avec
F ′

i := Ai ∩HAi
(ui) � Ai ,

pour ui ∈ KF ′
i
, i = 1, 2, par un même raisonnement qu’au paragraphe

précédent, on voit aisément que

F1
′ + F2

′ = (F1
′ + F2

′) ∩ (HA1(u) + HA2(u))

= (F1
′ ∩HA1(u)) + (F2

′ ∩HA2(u)) ,

donc, en passant aux fonctions de support, on obtient

hF1
′ + hF2

′ = hF1
′∩HA1

(u) + hF2
′∩HA2

(u) ,

sous les conditions, hF1
′ � hF1

′∩HA1
(u) et hF2

′ � hF2
′∩HA2

(u) , si et seulement
si

F1
′ = F1

′ ∩HA1(u) et F2
′ = F2

′ ∩HA2(u) .
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On en tire que F1
′ ⊆ A1∩HA1(u) = F1 et F2

′ ⊆ A2∩HA2(u) = F2 . Comme

F1 + F2 = F1
′ + F2

′ ,

on obtient que hF1 + hF2 = hF1
′ + hF2

′ avec hFi
� hF ′

i
, i = 1, 2, ce qui

implique une fois de plus F1 = F1
′ et F2 = F2

′.

Une simple récurrence montre que ce résultat reste valable pour la somme
de Minkowski d’un nombre fini quelconque de corps convexes. On a ainsi
montré le lemme suivant.

Lemme 1.2.2. Soient A1, . . . , Ar ∈ K(Rn) et A leur somme de Minkowski.
Pour toute face F de A, il existe une unique suite de faces Fi � Ai, 1 � i � r,
telle que

F =
r∑

i=1

Fi , et KF,A =
r⋂

i=1

KFi,Ai
.

Pour tout u ∈ KF , la suite de ces faces est donnée, pour tout indice 1 � i � r,
par Fi = Ai ∩HAi

(u).

Si λ ∈ R \ {0} et A est dans K(Rn), K∞
+ (Rn), ou P(Rn), on définit un

autre corps convexe du même type en posant

λA := {λx ∈ Rn | x ∈ A} .

Il évident que toute face de λA est de la forme λF pour une unique F � A ;
dans ce cas, EλF = EF , et KλF = KF ou bien KλF = −KF selon que λ soit
positif ou négatif.

Les notions introduites jusqu’ici permettent d’en présenter trois autres
qui auront une importance capitale dans la suite, à savoir la métrique de
Hausdorff , le volume mixte et les valuations sur le corps convexes.

Pour tout A ⊆ Rn et tout ε ∈ R�0 on appelle ε-voisinage de A le sous-
ensemble (A)ε de Rn donné par

(A)ε := A + εBn ,

où Bn dénote, comme d’habitude, la boule unité de Rn.

Définition 1.2.1. La métrique de Hausdorff sur K(Rn) est l’application

H : K(Rn) → R�0

qu’à tout A1, A2 ∈ K(Rn) associe le nombre réel H(A1, A2) défini par

H(A1, A2) := inf{ε ∈ R�0 | A1 ⊆ (A2)ε et A2 ⊆ (A1)ε} .
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On peut montrer (cf. [8] et [37]) que H est effectivement une métrique
sur K(Rn) qui fait de ce dernier un espace métrique3. Une façon très simple
pour le voir utilise les restrictions des fonctions de support à la frontière Sn−1

de la boule unité Bn.

Lemme 1.2.3. Pour tout A1, A2 ∈ K(Rn), on a

H(A1, A2) = sup
u∈Sn−1

|hA1(u)− hA2(u)| =: ‖hA1 − hA2‖Sn−1 ,

et, pour tout compact K ⊂ Rn,

‖hA1 − hA2‖K �
(

sup
u∈K

‖u‖
)
‖hA1 − hA2‖Sn−1 .

Démonstration. Soit ε ∈ R�0 tel que H(A1, A2) � ε, alors A1 ⊆ A2 + εBn,
d’où, pour tout u ∈ Sn−1,

hA1(u) � hA2+εBn(u) = hA2(u) + ε .

De la même façon, pour tout u ∈ Sn−1,

hA2(u) � hA1+εBn(u) = hA1(u) + ε ,

donc |hA1(u) − hA2(u)| � ε, pour tout u ∈ Sn−1, d’où ‖hA1 − hA2‖Sn−1 � ε.
En particulier, pour ε = H(A1, A2), on obtient

H(A1, A2) � ‖hA1 − hA2‖Sn−1 .

Réciproquement, si ε̃ ∈ R�0 est tel que ‖hA1 − hA2‖Sn−1 � ε̃, alors (par le
même raisonnement) H(A1, A2) � ε̃, et donc, pour ε̃ = ‖hA1 − hA2‖Sn−1 , on
obtient

‖hA1 − hA2‖Sn−1 � H(A1, A2) .

En outre, si K ⊂ Rn est compact,

‖hA1 − hA2‖K := sup
u∈K

|hA1(u)− hA2(u)| �
(

sup
u∈K

‖u‖
)

sup
u∈Sn−1

|hA1(u)− hA2(u)|

ce qui conclut la preuve. �

Le lemme précédent implique que la convergence d’une suite de corps
convexes dans la métrique de Hausdorff est équivalente à la convergence

3En outre, le Théorème de sélection de Blaschke montre qu’il s’agit d’un espace
métrique localement compact séparable (cf. [8]).
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uniforme sur Sn−1, et sur tout compact K, de la suite correspondante des
fonctions de support. On remarque qu’en équipant K(Rn) de la topologie
induite par la métrique H (et R de la topologie usuelle), l’application vo-
lume n-dimensionnel4

Vol n : K(Rn) −→ R

et la somme de Minkowski

+ : K(Rn)×K(Rn) −→ K(Rn)

sont continues (cf. [37]). On observe aussi que, par rapport à la métrique
de Hausdorff, il est possible d’approcher tout corps convexe A ∈ K(Rn)
par des polytopes et par des corps strictement convexes de classe C∞, en
d’autres termes, les sous-ensembles P(Rn) et K∞

+ (Rn) de K(Rn) sont denses.
La preuve de la densité de P(Cn) est très simple à montrer (voir [8] par
exemple), par contre, celle de K(Rn) est plus élaborée car elle utilise un
argument de régularisation. À ce propos on rappelle le résultat suivant, dont
on renvoie à [37] pour une démonstration.

Théorème 1.2.1. Soit ϕ : R�0 −→ R�0 une fonction de classe C∞ à support
contenu dans l’intervalle compacte [1/2, 1] et telle que∫

Rn

ϕ(‖y‖) dy1 ∧ . . . ∧ dyn = 1 .

Si A ∈ K(Rn) et ε > 0, alors la fonction hRεA : Rn −→ R définie, pour
tout x ∈ Rn, par

hRεA(x) :=

∫
Rn

hA(x + ‖x‖yε)ϕ(‖y‖) dy1 ∧ . . . ∧ dyn ,

est une fonction positivement homogène de degré 1, convexe et de classe C∞
sur Rn \ {0}, donc elle est la fonction de support d’un unique corps stricte-
ment convexe RεA ⊂ Rn. De plus, limε→0+ hRεA = hA uniformément sur les
compacts de Rn. �

À partir de ce théorème on montre que, si A, A1, A2 ∈ K(Rn), λ, μ ∈ R�0

et si T est une isométrie de Rn, alors

Rε(λA) = λ RεA ,

Rε(A1 + A2) = RεA1 + RεA2 ,

Rε

(
T (A)

)
= T (RεA) ,

A ⊆ μBn =⇒ H(A, RεA) � με ,

H(RεA1, RεA2) � (1 + ε)H(A1, A2) .

4Lorsque n = 0, on pose Vol 0 ≡ 1.
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Il faut quand même observer que, pour tout A ∈ K(Rn), bien que le corps
convexe RεA ait une fonction de support de classe C∞, il peut arriver que la
frontière de RεA ne soit pas une variété de classe C∞. Toutefois, le ε-voisinage
de RεA est de classe C∞ et sa fonction de support de classe C∞(Rn \ {0}) est
donnée pour tout x ∈ Rn par

hRεA(x) + ε‖x‖ .

Le corps convexe RεA sera appelé ε-régularisé du corps convexe A. On en
déduit que, pour tout A, A1, A2 ∈ K(Rn), et tout μ ∈ R�0

A ⊆ μBn =⇒ H(A, (RεA)ε) � (1 + μ)ε ,

et
H((RεA1)ε, (RεA2)ε) � (1 + ε)H(A1, A2) + 2ε .

On conclut donc que tout corps convexe A peut être approché dans la
métrique de Hausdorff par des corps convexes de classe C∞ strictement con-
vexes dont les fonctions de support correspondantes convergent uniformément
vers hA sur tous les compacts de Rn.

Pour présenter le volume mixte, on propose d’abord le résultat suivant
dont on peut trouver une démonstration dans [8], [37] ou [14].

Théorème 1.2.2. Soient r ∈ N∗, A1, . . . , Ar ∈ K(Rn) et λ1, . . . , λr ∈ R�0.
Alors Vol n

(∑r
�=1 λ�A�

)
est un polynôme homogène de degré n en λ1, . . . , λr.

�

Ce polynôme peut s’écrire comme

Vol n

( r∑
�=1

λ�A�

)
=

∑
ρ

Vn(Aρ(1), . . . , Aρ(n))λρ(1) · · ·λρ(n) , (1.2)

où la somme porte sur toutes les fonctions ρ : {1, . . . , n} → {1, . . . , r} et les
coefficients5 sont choisis de tel sorte que

Vn(Aρ(1), . . . , Aρ(n)) = Vn(Aς(ρ(1)), . . . , Aς(ρ(n))) ,

pour toute permutation ς de l’image de ρ.

Définition 1.2.2. Soient n ∈ N∗ et A1, . . . , An ∈ K(Rn). Le volume mixte n-
dimensionnel des corps convexes A1, . . . , An est le nombre Vn(A1, . . . , An) que
l’on obtient dans l’égalité (1.2) lorsque r = n et ρ = id.

5Pour ρ fixée, le coefficient du monôme λρ(1) · · ·λρ(n) dans l’expression (1.2) ne dépende
que des Aρ(1), . . . , Aρ(n), en fait, il suffit de poser égal à zéro tous les λ� correspondant aux
indices � qui n’appartiennet pas à l’image de ρ.
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On peut montrer que Vn est une fonction (à valeurs réels positifs) multi-
linéaire (par rapport à la somme de Minkowski et aux multiples réels positifs),
symétrique et telle que

Vn(A, . . . , A) = Vol n(A) ,

pour tout A1, . . . , An ∈ K(Rn). Ces trois propriétés caractérisent Vn de
manière unique. Parmi les nombreuses autres propriétés du volume mixte n-
dimensionnel on en rappelle les suivantes.

– Le volume mixte est invariant par translations :

Vn(A1, . . . , An) = Vn(x1 + A1, . . . , xn + An) ;

pour tout A1, . . . , An ∈ K(Rn) et tout x1, . . . , xn ∈ Rn.
– Le volume mixte vérifie la formule de polarisation :

Vn(A1, . . . , An) =
(−1)n

n!

∑
I⊆{1,...,n}

(−1)card I Vol n

(∑
i∈I

Ai

)
,

pour tout A1, . . . , An ∈ K(Rn).
– Pour tout entier 1 � k � n et tout Γ1, . . . , Γk ∈ P(Rn), si Γ est la

somme de Minkowski de Γ1, . . . , Γk, on a l’égalité

κ−1
n−k

(
n

k

)
Vn(Γ1, . . . , Γk, Bn, . . . , Bn︸ ︷︷ ︸

(n−k) fois

) =
∑

Δ∈B(Γ,k)

Vk(Δ1, . . . , Δk)ψΓ(Δ) ,

où, pour tout Δ ∈ B(Γ, k), Δ1, . . . , Δk dénote l’unique suite de faces
dont la somme est égale à Δ, et Vk le volume mixte k-dimensionnel.

– Si A1, . . . , An ∈ K(Rn) et A :=
∑n

�=1 A�,

dim EA < n ⇐⇒ Vn(A1, . . . , An) = 0 .

– Le volume mixte n-dimensionnel est croissant, par rapport à l’inclusion,
en chacun de ses arguments.

– L’application volume mixte n-dimensionnel

Vn : K(Rn)× · · · × K(Rn) −→ R

est continue pour la métrique de Hausdorff.

Définition 1.2.3. Une valuation sur K(Rn) à valeurs dans un groupe abé-
lien G est une application φ : K(Rn) ∪ {∅} −→ G telle que φ(∅) = 0 et

φ(A1) + φ(A2) = φ(A1 ∪ A2) + φ(A1 ∩ A2) ,
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pour tout A1, A2 ∈ K(Rn) ∪ {∅} tels que A1 ∪ A2 ∈ K(Rn) ∪ {∅}.
Une valuation faible sur K(Rn) à valeurs dans un groupe abélien V est une
application φ : K(Rn) ∪ {∅} −→ G telle que φ(∅) = 0 et

φ(A ∩H+) + φ(A ∩H−) = φ(A) + φ(A ∩H) ,

pour tout hyperplan H ⊂ Rn et tout A ∈ K(Rn) ∪ {∅}.

En général le groupe abélien G sera toujours un espace vectoriel réel V
équipé d’une topologie, donc on va dorénavant utiliser le symbole V au lieu
de G.

Une valuation φ sur K(Rn) à valeurs dans V est dite continue si elle est
telle par rapport à la métrique de Hausdorff sur K(Rn) et à la topologie de V.
Si k ∈ N, la valuation (faible) φ est dite k-homogène si, pour tout A ∈ K(Rn)
et tout λ ∈ R>0,

φ(λA) = λkφ(A) ,

enfin la valuation φ est simple si φ(A) = 0 pour tout A ∈ K(Rn) tel
que dim A < n.

Ces notions s’adaptent au cas des valuations faibles ainsi qu’au cas des
valuations et des valuations faibles sur P(Rn) doté de la métrique de Haus-
dorff.

Les exemples les plus immédiats de valuations sur K(Rn) sont la caracté-
ristique d’Euler, la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle Vol n, ainsi que
l’application de prise de fonction de support, qu’à tout corps convexe A
associe la fonction de support hA ∈ C(Rn). En fait il est facile de vérifier que,
pour tout A1, A2 ∈ K(Rn) dont l’union est convexe, on a

A1 + A2 = (A1 ∪ A2) + (A1 ∩ A2) ,

d’où l’affirmation en prenant la fonction de support de deux membres (et
en posant h∅ := 0). Cette égalité implique que, si φ est une valuation
et K ∈ K(Rn) est fixé, alors l’application φK donnée, pour tout A ∈ K(Rn),
par φK(A) := φ(A + K) est aussi une valuation.6 Ceci permet d’introduire
plusieurs valuations géométriquement intéressantes comme les quermassinte-
grals. En fait, si 1 � k � n, Ak+1, . . . , An ∈ K(Rn) et λk+1, . . . , λn > 0 sont

6Il s’agit d’une conséquence du fait suivant. Si K ∈ K(Rn) est fixé et A1, A2 ∈ K(Rn)
sont tels que A1 ∪A2 est convexe, alors on a que

(A1 ∪A2) + K = (A1 + K) ∪ (A2 + K) et (A1 ∩A2) + K = (A1 + K) ∩ (A2 + K).
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fixés, l’application φK , où φ = Vol n et K =
∑n

�=k+1 λ�A�, est une valuation.
En outre, pour tout λ > 0 et tout A ∈ K(Rn), φK(λA) est un polynôme
en λ, λk+1, . . . , λn et, en choisissant Ak+1, . . . , An = B, le coefficient

Wn−k(A) := Vn(A, . . . , A, Ak+1, . . . , An)

de λkλ1 · · ·λn dans l’expression polynomiale de φK(A), multiplié par (n!/k!),
est une valuation continue k-homogène sur K(Rn) appelée le (n − k)-ième
quermassintergral de A. Un multiple important de celui-ci est le k-ième vo-
lume intrinsèque de A donné par

κ−1
n−k

(
n

k

)
Wn−k(A) ,

que, pour un polytope Γ, peut s’exprimer à l’aide de la formule combinatoire7

κ−1
n−k

(
n

k

)
Wn−k(Γ) =

∑
Δ∈B(Γ,k)

Vol k(Δ)ψΓ(Δ) .

De manière analogue on peut définir les valuations et les valuations faibles
(continue ou homogène) sur K∞

+ (Rn) et sur P(Rn) ou encore sur tout en-

semble de corps convexes de Rn. Évidemment toute valuation est aussi une
valuation faible, mais il y a des exemples de valuations faibles qui ne sont
pas des valuations, (cf. [26]). Réciproquement, on a les résultats suivants dûs
respectivement à Sallee [36] et Groemer [13].

Théorème 1.2.3. Sur P(Rn), toute valuation faible à valeurs dans un R-
espace linéaire topologique de Hausdorff, est une valuation. �

Théorème 1.2.4. Toute valuation faible continue sur K(Rn) et à valeurs
dans un R-espace linéaire topologique de Hausdorff, est une valuation. �

Dans la suite on rencontrera des valuations continues, homogènes, inva-
riantes par translations et par d’autres transformations de l’espace ambiant.

1.3 Constructions fondamentales

Pour tout 0 � k � n, soit Gk,n la grassmanienne des k-sous-espaces vecto-
riels de Rn équipée de sa structure de variété différentielle usuelle. Sur l’union

7La formule ci-dessus sera généralisée dans le section suivante au cas des polytopes
de Cn.
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disjointe G(n) des grassmaniennes Gk,n, pour 0 � k � n, (dotée de la topologie
somme), on considère une fonction réelle ϕ quelconque

ϕ : G(n) :=
⋃

0�k�n

Gk,n −→ R .

Définition 1.3.1. Si 0 � k � n, le (k, ϕ)-volume 8 sur P(Rn) est la fonction

P
ϕ
k : P(Rn) ∪ {∅} −→ R

donnée, pour Γ ∈ P(Rn), par 9

P
ϕ
k (Γ) :=

∑
Δ∈B(Γ,k)

ϕ(EΔ) Vol k(Δ)ψΓ(Δ) .

Si 0 � k � n, Γ ∈ P(Rn) et λ ∈ R�0, on a évidemment

P
ϕ
k (λΓ) = λk

P
ϕ
k (Γ) ,

(les deux membres étant nuls lorsque k > dim Γ). On observe aussi que le cal-
cul de ϕ, du volume k-dimensionnel et celui de l’angle sont tous indépendants
de l’espace ambiant, donc il en est de même ainsi de P

ϕ
k .

Lemme 1.3.1. Soient r ∈ N∗, Γ1, . . . , Γr ∈ P(Rn) et λ1, . . . , λr ∈ R�0. Alors

P
ϕ
k

( r∑
i=1

λiΓi

)

est un polynôme homogène de degré k en λ1, . . . , λr.

Démonstration. Soit Γ :=
∑r

�=1 Γ� et Γ′ :=
∑r

�=1 λ�Γ�. Il est facile de voir
qu’il y a une bijection entre B(Γ, k) et B(Γ′, k) qu’à la face Δ =

∑r
�=1 Δ�

de Γ associe la face Δ′ :=
∑r

�=1 λ�Δ� de Γ′ et ce de telle sorte que

EΔ = EΔ′ et KΔ,Γ = KΔ′,Γ′ .

8Le terme (k, ϕ)-volume n’apparâıt pas dans l’article de Kazarnovskǐı [17], il s’agit
plutôt d’une terminologie que l’on a voulu introduire ici.

9Si k = 0 on a P�
0(∅) = 0 et P�

0(Γ) = ϕ({0})∑Δ∈B(Γ,0) ψΓ(Δ) = ϕ({0}), pour
tout Γ ∈ P(Rn).
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Par conséquent

P
ϕ
k (Γ′) =

∑
Δ′∈B(Γ′,k)

ϕ(EΔ′) Vol k(Δ
′)ψΓ(Δ′)

=
∑

Δ∈B(Γ,k)

ϕ(EΔ) Vol k

( r∑
�=1

λ�Δ�

)
ψΓ(Δ)

=
∑

Δ∈B(Γ,k)

ϕ(EΔ)

(∑
ρ

Vk(Δρ(1), . . . , Δρ(k))λρ(1) · · ·λρ(k)

)
ψΓ(Δ)

=
∑

ρ

( ∑
Δ∈B(Γ,k)

ϕ(EΔ)Vk(Δρ(1), . . . , Δρ(k))ψΓ(Δ)

)
λρ(1) · · ·λρ(k) ,

où l’indice ρ sous le signe de somme signifie que la somme porte sur l’ensemble
des toutes les fonctions ρ : {1, . . . , n} → {1, . . . , r} . �

Définition 1.3.2. Si 1 � k � n et ϕ : G(n) −→ R est une fonction arbitraire,
le (k, ϕ)-volume mixte10 sur P(Rn)k est la fonction

Q
ϕ
k : P(Rn)k −→ R

donnée, pour Γ1, . . . , Γk ∈ P(Rn)k, par 11

Q
ϕ
k (Γ1, . . . , Γk) :=

∑
Δ∈B(Γ,k)

ϕ(EΔ)Vk(Δ1, . . . , Δk)ψΓ(Δ) ,

où Γ :=
∑k

�=1 Γ�, et Δ =
∑k

�=1 Δ� ∈ B(Γ, k).

Les lemmes qui suivent montrent que (k, ϕ)-volume mixte ressemble au
k-volume mixte ordinaire.

Lemme 1.3.2. Pour tout n ∈ N∗ et tout 1 � k � n, le (k, ϕ)-volume mixte Q
ϕ
k

est une fonction symétrique en ses arguments.

Démonstration. Si Γ1, . . . , Γk ∈ P(Rn) et si Δ =
∑k

�=1 Δ� est une face

k-dimensionnelle de Γ :=
∑k

�=1 Γ�, on a

EΔ =
k∑

�=1

EΔ�
et KΔ,Γ =

k⋂
�=1

KΔ�,Γ�
.

10Comme pour le (k, ϕ)-volume, le terme (k, ϕ)-volume mixte est absent dans Kazar-
novskǐı [17], où d’ailleurs on utilise le symbol Pk pour noter à la fois ce qu’ici on a noté Pϕ

k

et Qϕ
k .

11Lorsque k = 0 on a P(Rn)0 = {•} et on pose Qϕ
0 (•) := ϕ({0}) = P�

0(•).
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Ceci ajouté à la propriété de symétrie du volume mixte k-dimensionnel,
entrâıne que toutes les opérations impliquées dans l’expression qui définit
le (k, ϕ)-volume mixte de Γ1, . . . , Γk sont symétriques en Γ1, . . . , Γk, d’où le
lemme. �

Lemme 1.3.3. Pour tout n ∈ N∗, tout 1 � k � n et tout Γ ∈ P(Rn) on a
l’égalité

Q
ϕ
k (Γ, . . . , Γ) = P

ϕ
k (Γ) .

Démonstration. Comme
∑k

�=1 Γ = kΓ, on déduit que

Q
ϕ
k (Γ, . . . , Γ) =

∑
Δ∈B(Γ,k)

ϕ(EΔ) Vol k(Δ)ψΓ(Δ) = P
ϕ
k (Γ) ,

soit le lemme. �

Lemme 1.3.4. Pour tout n ∈ N∗, tout 1 � k � n et tout Γ1, . . . , Γk ∈ P(Rn),
on a l’égalité

Q
ϕ
k (Γ1, . . . , Γk) =

(−1)k

k!

∑
I⊆{1,...,k}

(−1)card I
P

ϕ
k

(∑
�∈I

Γ�

)
.

Démonstration. Le Lemme 1.3.1 fait que, pour tout λ1, . . . , λk ∈ R�0, on
a une expression polynomiale homogène de degré k du type

P
ϕ
n,k

( k∑
�=1

λ�Γ�

)
=

∑
m∈Dk

vmλm

où Dk := {m ∈ Nk |∑k
i=1 mi = k}, et, pour m ∈ Dk, λm :=

∏k
�=1 λm�

� . Pour
tout sous-ensemble I ⊆ {1, . . . , k} on note

DI
k := {m ∈ Dk | m� = 0 ∀� /∈ I} ,

et il est clair que l’ensemble Dk est union des DI
k, pour I ⊆ {1, . . . , k}.

Si I ⊆ {1, . . . , k} est fixé, on voit que la valeur de P n
k,ϕ

(∑
�∈I Γ�

)
, n’est rien

d’autre que l’évaluation du polynôme homogène ci-dessus au point λ dont les
coordonnées λ� sont nulles lorsque � /∈ I, et sont toutes égales à 1 si � ∈ I.
Ceci signifie que, si m ∈ Dk, une telle évaluation pour le monôme vmλm est
égale à vm si m ∈ DI

k et est égale à 0 si m /∈ DI
k. Donc, si I ⊆ {1, . . . , k} est

fixé, on peut écrire la relation

P
ϕ
k

(∑
�∈I

Γ�

)
=

∑
m∈DI

k

vm .
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D’autre part, si m ∈ DI
k, on a aussi m ∈ DJ

k pour chaque J ⊆ {1, . . . , k} tel
que I ⊆ J . En outre, si m ∈ Dk a jm � k coordonnées nulles, il existe un
sous-ensemble I ⊆ {1, . . . , k} avec (k−jm) éléments tel que m ∈ DI

k. Comme
on peut trouver 2jm sous-ensembles distincts de {1, . . . , k} contenant I, on
en déduit qu’il y a 2jm ensembles de la forme DJ

k , avec J ⊆ {1, . . . , k},
auxquels m appartient. Si, pour tout m ∈ Dk,

Im := {I ⊆ {1, . . . , k} | m ∈ DI
k} ,

on a

(−1)k

k!

∑
I⊆{1,...,k}

(−1)card I
P

ϕ
k

(∑
�∈I

Γ�

)
=

1

k!

∑
I⊆{1,...,k}

(−1)k−card I

( ∑
m∈DI

k

vm

)

=
1

k!

∑
m∈Dk

vm

( ∑
I∈Im

(−1)k−card I

)
,

et ∑
I∈Im

(−1)k−card I =

jm∑
j=0

(
jm

j

)
(−1)k−(k−jm+j) =

jm∑
j=0

(
jm

j

)
(−1)jm−j ,

où le dernier terme ci-dessus est nul si jm > 0 et égal à 1 si jm = 0. Donc
on s’aperçoit qu’il faut compter uniquement les éléments de Dk sans aucune
coordonnée nulle. Il existe évidement un seul élément de cette forme, et il
a toutes ses coordonnées égales à 1. Si l’on le note v1, on voit aisément
que v1 = k!Qϕ

k (Γ1, . . . , Γk), d’où le lemme. �

Remarque 1.3.1. Grâce au Lemme 1.3.4 on peut retrouver les résultats
des Lemme 1.3.2 et Lemme 1.3.3. En fait, l’expression de Q

ϕ
k que l’on vient

d’établir dans le Lemme 1.3.4, parfois appelée formule de polarisation, a
évidemment une nature symétrique, d’où le Lemme 1.3.2. Pour retrouver
le Lemme 1.3.3, on voit que, d’après le Lemme 1.3.4,

Q
ϕ
k (Γ, . . . , Γ) =

(−1)k

k!

∑
I⊆{1,...,k}

(−1)card I
P

ϕ
k

(∑
i∈I

Γ

)

=
(−1)k

k!

∑
I⊆{1,...,k}

(−1)card I
P

ϕ
k

(
(card I)Γ

)
=

1

k!

∑
I⊆{1,...,k}

(−1)k−card I(card I)k
P

ϕ
k (Γ)

= P
ϕ
k (Γ)

(
1

k!

∑
I⊆{1,...,k}

(−1)k−card I(card I)k

)
,
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où le dernier terme entre parenthèses ci-dessus est égal à 1.

Lemme 1.3.5. Pour tout k, n ∈ N∗, 1 � k � n, le (k, ϕ)-volume mixte Q
ϕ
k

est une fonction multilinéaire (par rapport à la somme de Minkowski et aux
multiples réels positifs) en ses arguments.

Démonstration. Grâce au Lemme 1.3.2 il suffit de vérifier la linéarité de Q
ϕ
k

par rapport au premier de ses arguments. Soient donc Γ1, . . . , Γk ∈ P(Rn)
et λ ∈ R�0. Si Γ dénote la somme

∑k
�=1 Γ�, on a déjà eu l’occasion de remar-

quer dans la preuve du Lemme 1.3.1 que si Δ =
∑k

�=1 Δ� est une face de Γ,
alors

Δ′ := λΔ1 +
k∑

�=2

Δ�

est une face de Γ′ := λΓ1 +
∑k

�=2 Γ� et, réciproquement, toute face de celui-ci
est de la forme Δ′ pour une unique Δ � Γ. En outre, EΔ′ = EΔ, KΔ′ = KΔ

et
Vk(λΔ1, Δ2, . . . , Δ) = λVk(Δ1, Δ2, . . . , Δk) .

Ceci entrâıne les égalités

Q
ϕ
k (λΓ1, Γ2, . . . , Γk) =

∑
Δ′∈B(Γ′,k)

ϕ(EΔ′)Vk(λΔ1, Δ2, . . . , Δk)ψΓ′(Δ′)

= λ
∑

Δ∈B(Γ,k)

ϕ(EΔ)Vk(Δ1, Δ2, . . . , Δk)ψΓ(Δ)

= λ Q
ϕ
k (Γ1, Γ2, . . . , Γk) .

Supposons maintenant que Γ1 = L1 + L2, pour des Li ∈ P(Rn), i = 1, 2. Par
conséquent, en posant Γ(1) := L1 +

∑k
�=2 Γ� et Γ(2) := L2 +

∑k
�=2 Γ�, on aura

de façon évidente

Γ = L1 + L2 +
k∑

�=2

Γ� = L1 + Γ(2) = L2 + Γ(1) .

Si Δ =
∑k

�=1 Δ� est une face de Γ, et Fi � Li, i = 1, 2, sont les uniques
faces, respectivement, de L1 et de L2 telles que Δ1 = F1 + F2, alors, en
posant Δ(1) := F1 +

∑k
�=2 Δ� et Δ(2) := F2 +

∑k
�=2 Δ�, on a aussi de façon

évidente Δ(i) � Γ(i), i = 1, 2, et

Δ = F1 + F2 +
k∑

�=2

Δ� = F1 + Δ(2) = F2 + Δ(1) .
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Ces notations étant précisées, on va montrer que

Q
ϕ
k (L1 + L2, Γ2, . . . , Γk) = Q

ϕ
k (L1, Γ2, . . . , Γk) + Q

ϕ
k (L2, Γ2, . . . , Γk) .

On observe d’abord que

Q
ϕ
k (L1 + L2, Γ2, . . . , Γk) =

∑
Δ∈B(Γ,k)

ϕ(EΔ)Vk(F1 + F2, Δ2, . . . , Δk)ψΓ(Δ)

=
∑

Δ∈B(Γ,k)

ϕ(EΔ)Vk(F1, Δ2, . . . , Δk)ψΓ(Δ)

+
∑

Δ∈B(Γ,k)

ϕ(EΔ)Vk(F2, Δ2, . . . , Δk)ψΓ(Δ) ,

et comme Vk(Fi, Δ2, . . . , Δk) = 0 si dim Δ(i) < k, i = 1, 2, il suffit de calculer
la somme ∑

Δ∈Bi(Γ,k)

ϕ(EΔ)Vk(Fi, Δ2, . . . , Δk)ψΓ(Δ)

où Bi(Γ, k) := {Δ ∈ B(Γ, k) | dim Δ(i) = k}, i = 1, 2. Pour conclure on doit
donc montrer les égalités

(∗)i

∑
Δ∈Bi(Γ,k)

ϕ(EΔ)Vk(Fi, Δ2, . . . , Δk)ψΓ(Δ) = Q
ϕ
k (Li, Γ2, . . . , Γk) ,

pour i = 1, 2, mais on va juste traiter le cas i = 1, puisque l’autre est
formellement identique. Pour cela on va procéder en plusieurs étapes.

(i) On montre que, pour tout D ∈ B(Γ(1), k),

V(D) := {A � L2 | D + A ∈ B(Γ, k)} �= ∅ .

Soient u1, . . . , un−k ∈ KD,Γ(1) linéairement indépendants, alors

aff D =
n−k⋂
j=1

HΓ(1)(uj) .

Par récurrence, on pose An−k := L2, et, pour 1 � j � n− k,

An−k−j := An−k−j+1 ∩HAn−k−j+1
(un−k−j+1) .

On définit ainsi une suite de faces (non vides) de L2

L2 := An−k � An−k−1 � · · · � A1 � A0 =: A �= ∅ ,
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et puisque

An−k−2 = An−k−1 ∩HAn−k−1
(un−k−1)

= L2 ∩HL2(un−k) ∩HL2∩HL2
(un−k)(un−k−1)

= L2 ∩HL2(un−k) ∩HL2(un−k−1) ,

une simple récurrence montre que

A = L2 ∩
n−k⋂
i=1

HL2(uj) .

Par conséquent, si x ∈ A et u :=
∑n−k

j=1 uj, pour tout 1 � j � n − k, on
a (x, uj) = hL2(uj) d’où

(x, u) =
n−k∑
j=1

(x, uj) =
n−k∑
j=1

hL2(uj) � hL2(u) ,

soit A ⊂ H+
L2

(u), mais puisque on a aussi A ⊆ L2 ⊂ H−
L2

(u), on conclut
que u ∈ KA,L2 . Ceci fait que la somme D+A soit une face de Γ car u ∈ KD,Γ(1)

et

D + A = (Γ(1) ∩HΓ(1)(u)) + (L2 ∩HL2(u)) = Γ ∩HΓ(u) .

Par construction EA ⊆ ED, donc la face D + A ne peut pas avoir dimension
plus grande que k, par conséquent A ∈ V(D).

(ii) On montre que, pour tout D ∈ B(Γ(1), k),

ψΓ(1)(D) =
∑

A∈V(D)

ψΓ(D + A) .

Soit u ∈ KD,Γ(1) , u �= 0. Comme KD,Γ(1) est ouvert dans aff(KD,Γ(1)), on peut
trouver des vecteurs u1, . . . , un−k ∈ KD,Γ(1) linéairement indépendants tels

que u =
∑n−k

j=1 λjuj, avec λj > 0 pour j = 1, . . . , n− k. Alors, si l’on pose

A := L2 ∩HL2(u) ,

on a (par définition) u ∈ KA,L2 et, comme dans (i), on montre que A ∈ V(D).
Ceci implique que

KD,Γ(1) ⊆
⋃

A∈V(D)

KA,L2 ,
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l’union étant disjointe. Par conséquent,∑
A∈V(D)

ψΓ(D + A) = κ−1
n−k

∑
A∈V(D)

Vol n−k(Bn ∩KD+A,Γ)

= κ−1
n−k

∑
A∈V(D)

Vol n−k(Bn ∩KD,Γ(1) ∩KA,L2)

= κ−1
n−k Vol n−k

( ⋃
A∈V(D)

Bn ∩KD,Γ(1) ∩KA,L2

)

= κ−1
n−k Vol n−k

(
Bn ∩KD,Γ(1) ∩

⋃
A∈V(D)

KA,L2

)
= κ−1

n−k Vol n−k(Bn ∩KD,Γ(1))

= ψΓ(1)(D) .

(iii) Grâce aux étapes précédentes, on a :

∑
Δ∈B1(Γ,k)

ϕ(EΔ)Vk(F1, Δ2, . . . , Δk)ψΓ(Δ)

=
∑

D∈B(Γ(1),k)

( ∑
A∈V(D)

ϕ(ED+A)Vk(F1, Δ2, . . . , Δk)ψΓ(D + A)

)

=
∑

D∈B(Γ(1),k)

ϕ(ED)Vk(F1, Δ2, . . . , Δk)

( ∑
A∈V(D)

ψΓ(D + A)

)
=

∑
D∈B(Γ(1),k)

ϕ(ED)Vk(F1, Δ2, . . . , Δk)ψΓ(1)(D)

= Q
ϕ
k (L1, Γ2, . . . , Γk) ,

ce qui achève la preuve. �

Remarque 1.3.2. On observe que l’on peut montrer le Lemme 1.3.5 en
passant par le Lemme 1.3.4, mais ici on a préféré un point de vue plus
géométrique, l’autre étant purement algébrique.

Lemme 1.3.6. Soient k, n ∈ N∗, 1 � k � n fixés, alors Q
ϕ
k est l’unique

forme multilinéaire (par rapport à la somme de Minkowski et aux multiples
réels positifs) et symétrique sur P(Rn)k telle que, pour tout Γ ∈ P(Rn), on
ait

Q
ϕ
k (Γ, . . . , Γ) = P

ϕ
k (Γ) .
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Démonstration. Soient L une autre forme avec les mêmes propriétés que Q
ϕ
k

et Γ1, . . . , Γk ∈ P(Rn). D’après le Lemme 1.3.4 on sait que

Q
ϕ
k (Γ1, . . . , Γk) =

(−1)k

k!

∑
I⊆{1,...,k}

(−1)card I
P

ϕ
k

(∑
�∈I

Γ�

)
,

et puisque pour tout I ⊆ {1, . . . , k}

P
ϕ
k

(∑
�∈I

Γ�

)
= L

(∑
�∈I

Γ�, . . . ,
∑
�∈I

Γ�

)
= L

(∑
�1∈I

Γ�1 , . . . ,
∑
�k∈I

Γ�k

)
,

il suffit de montrer l’égalité

L(Γ1, . . . , Γk) =
(−1)k

k!

∑
I⊆{1,...,k}

(−1)card I
L

(∑
�1∈I

Γ�1 , . . . ,
∑
�k∈I

Γ�k

)
.

En fait, (comme dans la preuve du Lemme 1.3.4) la symétrie et la multi-
linéarité de L impliquent que

∑
I�{1,...,k}

(−1)card I
L

(∑
�1∈I

Γ�1 , . . . ,
∑
�k∈I

Γ�k

)
= 0 ,

donc

∑
I⊆{1,...,k}

(−1)card I
L

(∑
�1∈I

Γ�1 , . . . ,
∑
�k∈I

Γ�k

)
= (−1)kk! L(Γ1, . . . , Γk) ,

soit le lemme �

On observe que, dans la construction précédente, la fonction ϕ n’a joué
qu’un rôle accessoire, vu le choix absolument arbitraire que l’on en avait
fait. Dans la suite on verra que, si la fonction ϕ est continue, alors P

ϕ
k de-

vient une valuation faible, continue et invariante par translations, sur P(Rn)
que l’on peut prolonger à une valuation, continue et invariante par transla-
tions, sur K(Rn). Lorsque ϕ ≡ 1, P

ϕ
k n’est rien d’autre que le k-ième volume

intrinsèque. Dans la section suivante on fera un choix particulier de la fonc-
tion ϕ tel que le P

ϕ
k et le Q

ϕ
k lui correspondant posséderont une signification

géométrique.
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1.4 Pseudovolume mixte

On se place maintenant dans l’espace Cn muni du produit hermitien stan-
dard, défini, pour u, v ∈ Cn, par 〈u, v〉 :=

∑n
j=1 uj v̄j, et l’on observe que le

produit scalaire Re 〈 , 〉 définit sur Cn une structure d’espace euclidien 2n-
dimensionnel telle que l’application de Cn dans R2n donnée par

Cn � z �−→ (Re z1, Im z1, . . . , Re zn, Im zn) ∈ R2n

est une isométrie.

On identifie G(2n) avec l’union de tous les sous-espace vectoriels réels
de Cn et pour tout E ∈ G(2n), on pose

E⊥ := {u ∈ Cn | Re 〈u, v〉 = 0, pour tout v ∈ E} ,

EC := E ∩ iE , linC E := E + iE , E ′ := E⊥ ∩ linC E ,

ainsi, E⊥ est le complément orthogonal de E par rapport au produit sca-
laire Re 〈 , 〉, EC est le plus grand sous-espace complexe de Cn contenu dans E,
linC E est le plus petit sous-espace complexe de Cn qui contient E, et E ′ est
le complément orthogonal de E relativement à linC E. On remarque que,
pour E ∈ G(2n) fixé, on a

dimR(linC E) = 2 dimC(linC E)

ainsi que
dimR E � dimR(linC E) � 2 dimR E ,

d’où l’on tire

dimR E ′ � dimR E et dimC(linC E) � dimR E .

De plus, on voit facilement que, pour tout E ∈ G(2n), les affirmations ci-
dessous sont deux à deux équivalentes

EC �= {0} ,

dimR(linC E) < 2 dimR E ,

dimR E ′ < dimR E ,

dimC(linC E) < dimR E ,

donc le sont aussi les affirmations

EC = {0} ,

dimR(linC E) = 2 dimR E ,

dimR E ′ = dimR E ,

dimC(linC E) = dimR E .
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On observe encore que si E ∈ G(2n) est tel que EC = E = linC E, alors le
sous-espace réel E⊥ est aussi un sous-espace complexe car dans ce cas

E⊥ = {u ∈ Cn | 〈u, v〉 = 0, pour tout v ∈ E} .

Or, pour tout E ∈ G(2n), on considère les décompositions

E ⊕ E ′ = linC E = iE ′ ⊕ (
(iE ′)⊥ ∩ linC E

)
,

on peut donc construire le diagramme

E
ι−→ E ⊕ E ′ = linC E

id−→ linC E = iE ′ ⊕ (
(iE ′)⊥ ∩ linC E

) π−→ iE ′

où ι est l’inclusion, id l’application identique et π la projection sur le
premier facteur. La composée �E := π ◦ ı est une application R-linéaire
qui permet de définir une fonction � : G(2n) −→ R en posant, pour
tout E ∈ G(2n), �(E) := | det �E| , si �E est un isomorphisme, et �(E) = 0
autrement.12

Lemme 1.4.1. La fonction � : G(2n) −→ R définie ci-dessus est continue et

�−1(0) = {E ∈ G(2n) | EC �= {0}} .

Démonstration. Si une suite (En) d’éléments de G(2n) converge vers E
alors il est facile de voir que la suite (iE ′

n) converge vers iE ′, ceci implique
la continuité de �. Puisque ker �E = E ∩ (iE ′)⊥, il suffit de montrer que

EC = E ∩ (iE ′)⊥ .

En fait, si u ∈ EC alors −iu ∈ EC, donc Re 〈u, iE ′〉 = Re 〈−iu, E ′〉 = 0 ,
soit u ∈ (iE ′)⊥. D’autre part, si l’on suppose u ∈ E ∩ (iE ′)⊥, alors on a
bien −iu ∈ (linC E) ∩ (E ′)⊥ = E, d’où u ∈ iE. �

Remarque 1.4.1. Si E ∈ G(2n) et dimR E � (n + 1), alors �(E) = 0 car
forcement EC �= {0}. Ceci implique, en particulier, que

P
�
k = Q

�
k ≡ 0 ,

pour tout (n + 1) � k � 2n. Si dimR E ∈ {0, 1}, on a toujours �(E) = 1 car,
dans ce cas, EC = {0} et iE ′ = E, donc P

�
0 = Q

�
0 ≡ 1 et P

�
1 = Q

�
1 �≡ 0.

12Le nombre 
(E) est parfois appelé le coefficient de distortion de la mesure de Lebesgue
sous la projection de E sur iE′.
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En outre, si 1 � k := dimR E � n et EC = {0}, on peut choisir une base
orthonormale

{v1, . . . , vk, u1, . . . , uk}
de linC E = E ⊕ E ′ telle que {v1, . . . , vk} soit une base de E et {u1, . . . , uk}
une base de E ′, ainsi on peut facilement calculer �(E). En fait, ce choix de
base implique que {iu1, . . . , iuk} est une base de iE ′, et que {iv1, . . . , ivk} est
une base de

(
(iE ′)⊥ ∩ linC E

)
. Comme, pour tout 1 � j, l � k,

mj,l := Re 〈vj, iul〉 = Re −i〈vj, ul〉 = Im 〈vj, ul〉 = −i〈vj, ul〉 ,

on tire que (mj,l) est la matrice de �E par rapport à ces bases, donc �(E) est
égale au module du déterminant de cette matrice, soit |(−i)k det〈vj, ul〉|.

Exemple 1.4.1. On considère dans C2 le sous-espace réel E engendré par
les vecteurs (1, 0) et (0, i). Il est clair que linC E = C2 et que{

(1, 0), (0, i), (i, 2),
(
i2
√

5/5, −
√

5/5
)}

est une base orthonormale (par rapport au produit scalaire Re 〈 , 〉) de C2

(sur R) dont les deux derniers éléments engendrent le sous-espace E ′. On en
déduit que �(E) =

√
5, donc, en générale, la fonction � peut prendre valeurs

plus grands que 1.

Dans la suite on notera repsectivement P(Cn), K(Cn) et K∞
+ (Cn) l’en-

semble des polytopes, des corps convexes et de corps strictement convexes
de classe C∞ contenus dans l’espace Cn. Pour tout sous-ensemble non vide A
de Cn, on note affR(A) (resp. affC(A)) le sous-espace affine réel (resp. com-
plexe) de Cn engendré par A. On aura, évidemment,

dimR

(
affR(A)

)
= dimR EA et dimC

(
affC(A)

)
= dimC

(
linC EA

)
.

Lemme 1.4.2. Si k, n ∈ N∗, 1 � k � n, pour tout Γ ∈ P(Cn), on a P
�
k(Γ) = 0

si et seulement si dimC(linC EΓ) < k.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante, car, pour toute
face Δ, on a linC EΔ ⊆ linC EΓ et, par conséquent,

dimC(linC EΔ) � dimC(linC EΓ) < k .

Ceci implique �(EΔ) = 0, pour toute Δ ∈ B(Γ, k), soit P
�
k(Γ) = 0.
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On suppose maintenant que P
�
k(Γ) = 0 alors, pour tout Δ ∈ B(Γ, k), on

a �(EΔ) = 0, soit dimC(linC EΔ) < k. Il suffit donc de montrer qu’il existe
une face Δ ∈ B(Γ, k) pour laquelle on ait

linC EΓ = linC EΔ (1.3)

et pour cela, si d := dimR EΓ, on va construire une suite Δ1 � . . . � Δd−k

strictement décroissante de (d− k) faces de Γ, telles que

dimR EΔ�
= d− � et linC EΓ = linC EΔ�

,

pour tout 1 � � � d− k, en suite il ne restera qu’à mettre dans (1.3) la plus
petite des faces Δd−� ainsi trouvées, (soit Δd−k).

On remarque d’abord que, pour toute face Γ′ � Γ de dimension plus
grande ou égale à k, on a EC

Γ′ �= {0}. Ceci est vrai, en particulier, pour la
face impropre Γ, et donc deux cas peuvent se présenter, à savoir EΓ = EC

Γ

ou bien EΓ � EC
Γ . Dans le premier cas on a évidemment EΓ = linC EΓ = EC

Γ ,
donc pour toute facette Δ1 de Γ, on a

EΔ1 ⊂ linC EΔ1 ⊆ linC EΓ = EΓ ,

d’où, pour des raisons dimensionnelles, on voit que linC EΔ1 = linC EΓ. Dans
le deuxième cas, à une translation de Cn près, (qui n’affecte pas la valeur
de P

�
k(Γ)), on peut supposer que 0 ∈ B(Γ, 0). Ceci fait qu’il existe une fa-

cette Δ1 de Γ qui contient 0 en tant que sommet et telle que

EC
Γ � EΔ1 ,

car autrement on aurait la relation absurde

{0} � EC
Γ ⊆

⋂
EΔ = {0} ,

l’intersection étant prise sur l’ensemble des facettes de Γ qui contiennent 0
comme sommet. On déduit que EΔ1 ∩ EC

Γ a codimension réelle 1 dans EC
Γ ,

ce qui fait que dimR(EΔ1 ∩ EC
Γ ) soit un nombre impair et que EΔ1 ∩ EC

Γ ne
soit pas un sous-espace complexe de EC

Γ . D’autre part, linC(EΔ1∩EC
Γ ) est par

définition un sous-espace complexe de EC
Γ et, pour les raisons dimensionnelles

que l’on vient d’évoquer, on a même

EC
Γ = linC(EΔ1 ∩ EC

Γ ) .

Or, l’égalité ci-dessus et l’inclusion évidente (EΔ1 ∩ EC
Γ ) ⊂ EΔ1 impliquent

que EC
Γ ⊂ linC EΔ1 et ceci, en vertu de l’hypothèse EC

Γ � EΔ1 , fait que

EΔ1 � EΓ ∩ linC EΔ1 .
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Pour des raisons dimensionnelles, EΓ ⊆ linC EΔ1 , donc linC EΓ = linC EΔ1 .

Si l’on recommence avec Δ1, on trouve une face Δ2 ≺ Δ1 ≺ Γ, (telle
que EΔ2 soit de codimension 2 dans EΓ) pour laquelle

linC EΔ2 = linC EΔ1 = linC EΓ .

La preuve s’achève en réitérant, au total, (d− k) fois le même argument.13 �

Corollaire 1.4.1. Soient k, n ∈ N∗, 1 � k � n. Alors, si Γ1, . . . , Γk ∈ P(Cn)
et Γ =

∑k
�=1 Γ�, les conditions suivantes sont équivalentes

(a) P
�
k(Γ) = 0,

(b) dimC

(
linC EΓ

)
< k,

(c) dimC

(
affC EΓ

)
< k,

(d) dimC

(
affC EΔ

)
< k, pour tout Δ ∈ B(Γ, k),

(e) Q
�
k(Γ1, . . . , Γk) = 0.

Démonstration. Les équivalences (a) ⇔ (b) et (c) ⇔ (d) suivent toutes les
deux du Lemme 1.4.2, tandis que (b) ⇔ (c) et (d) ⇔ (e) sont triviales. �

Remarque 1.4.2. Si l’on restreint Q�
n aux polytopes réels de Cn, alors il

cöıncide avec le volume mixte n-dimensionnel. En fait, si Γ1, . . . , Γn ∈ P(Rn),
et Γ :=

∑n
j=1 Γj, on a �(EΔ) = 1 pour toute Δ � Γ, donc

Q
�
n(Γ1, . . . , Γn) =

∑
Δ∈B(Γ,n)

Vn(Δ1, . . . , Δn)ψΓ(Δ) = Vn(Γ1, . . . , Γn) ,

en particulier, pour tout Γ ∈ P(Rn), on a P�
n(Γ) = Vol n(Γ) .

Lemme 1.4.3. Pour tout k, n ∈ N∗, 1 � k � 2n, les formes P
�
k et Q

�
k sont

invariantes par translations et par transformations unitaires de Cn. En outre,
les formes P

�
1 est aussi invariante par transformations orthogonales de R2n.

Démonstration. Si n + 1 � k � 2n il n’y a rien à montrer, on suppose
donc 1 � k � n. Grâce au Lemme 1.3.4, il suffit de montrer l’affirmation
pour P

�
k. L’invariance par translations étant évidente, on va montrer que,

pour T ∈ U(n) et Γ ∈ P(Cn), on a

P
�
k(Γ) = P

�
k(T (Γ)) .

13L’idée de la preuve du Lemme 1.4.2 ma été signalée par B. Ya. Kazarnovskǐı.
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Pour cela, on remarque d’abord que, pour tout Δ ∈ B(Γ, k), le fait que T est
unitaire implique

Vol k(Δ) = Vol k(T (Δ)) et ψΓ(Δ) = ψT (Γ)(T (Δ)) , (1.4)

donc il ne reste qu’à prouver que

�(EΔ) = �(ET (Δ)) .

En effet, pour tout E ∈ G(2n), on a T (linC E) = linC T (E) ; en outre,
comme T est unitaire, T (E ′) = T (E)′, d’où T (i(E ′)) = i(T (E)′). Mais alors

�T (E) = T ◦ �E ◦ T−1 ,

ce qui implique l’égalité �(T (E)) = �(E). Or, si Δ ∈ B(Γ, k), ET (Δ) = T (EΔ),
d’où la première partie du lemme. Enfin, si T ∈ O(2n) et E ∈ G1,2n, on
a aussi �(E) = 1 = �(T (E)) , et les égalités (1.4) restent encore vraies
pour T ∈ O(2n), d’où la conclusion. �

Lemme 1.4.4. Si n ∈ N∗, la forme Q
�
1 est croissante sur P(Cn).

Démonstration. Soit Γ ∈ P(Cn), puisque � restreinte à G1,2n est égale à 1,
on a que

Q
�
1(Γ) =

2n

κ2n−1
V2n(Γ, B2n, . . . , B2n) ,

donc, à un facteur de normalisation près, P
�
1(Γ) n’est rien d’autre que le

volume mixte 2n-dimensionnel de Γ avec (2n−1) copies de la boule unité 2n-
dimensionnelle B2n. �

Remarque 1.4.3. Le Lemme 1.4.4 n’est plus valable dès que k � 2, c’est-
à-dire, dès que k � 2 la forme Q

�
k n’est pas croissante (en chacun des ar-

guments). Au vu de symétrie de Q
�
k il suffit de le montrer pour le premier

argument. En fait, si Γ1, . . . , Γk ∈ P(Cn), Γ dénote leur somme de Minkowski
et dimC affC Γ � k − 1, le Corollaire 1.4.1 implique que

Q
�
k(Γ1, . . . , Γk) = 0 = Q

�
k(Γ1

′, Γ2 . . . , Γk) ,

pour tout Γ1
′ ∈ P(Cn) tel que affC Γ1

′ = affC Γ1 et Γ1 � Γ1
′. Toutefois,

lorsque Γ1, . . . , Γk ∈ P(Rn), on a �(EΔ) = 1 pour tout Δ ∈ B(Γ, k), donc

Q
�
k(Γ1, . . . , Γk) = κ−1

2n−k

(
2n

k

)
V2n(Γ1, . . . , Γk, B2n, . . . , B2n) ,

ce qui implique la croissance de la restriction de Q
�
k à P(Rn).
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Le Lemme 1.4.4 implique, en particulier, que P�
n ne peut en aucun cas

se prolonger à une mesure sur Cn, car, pour n = 1, il est égal au demi-
périmètre qui n’est pas une fonction additive par rapport aux unions finies, et
pour n > 1, il n’est pas croissant par rapport à l’inclusion. Néanmoins, comme
il a été remarqué par Alesker [1], pour tout 1 � k � n, P

�
k est une valuation

sur K(Cn), qui est continue, k-homogène et invariante par translations et
transformations unitaires de Cn. La preuve de ce résultat suivra facilement
d’un théorème de la la section suivante.

Définition 1.4.1. Si n ∈ N∗, le n-pseudovolume (mixte) de Kazarnovskǐı
sur les (n-uplets de) polytopes de Cn est la forme Pn := P�

n, (Qn := Q�
n).

1.5 Formules intégrales.

Dans la section précédente on a défini le pseudovolume d’un polytope
de Cn comme une certaine somme pondérée de volumes ; le but de cette
section sera de prolonger la définition du pseudovolume à une classe plus large
de sous-ensembles de Cn. Pour cela on a besoin d’introduire certains objets
qui, en suite, nous serviront pour effectuer le prolongement en question.

Soit A ⊂ Cn un sous-ensemble compact à bord lisse et à intérieur non
vide, dans ce cas il existe une fonction définissante ρA ∈ C∞(Cn, R) pour A,
c’est-à-dire une fonction réelle, lisse sur Cn, telle que

int A = {z ∈ Cn | ρA(z) < 0} , ∂A = {z ∈ Cn | ρA(z) = 0} ,

et
(dρA)u �= 0 ,

pour tout u ∈ ∂A. Une fois qu’une fonction définissante pour A a été fixée,
on peut exprimer le champ ν∂A des vecteurs unitaires normaux extérieurs
à ∂A (par rapport à l’orientation induite par Cn) comme

ν∂A =
∇ρA

‖∇ρA‖ ,

avec

∇ρA =

(
∂ρA

∂ξ1

, . . . ,
∂ρA

∂ξ2n

)
,

dans les coordonnées réelles (qui correspondent au choix d’une base de Cn

sur R positivement orientée), et

∇ρA = 2

(
∂ρA

∂z̄1

, . . . ,
∂ρA

∂z̄n

)
,
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par rapport aux coordonnées complexes données, pour tout j = 1, . . . , n,
par zj = ξ2j−1 + iξ2j et z̄j = ξ2j−1 − iξ2j. Il s’agit d’un champ différentiable
sur ∂A car ρA est de classe C∞ et ∇ρA �= 0 sur ∂A, en outre, le champ ν∂A

est indépendant du choix de la fonction définissante utilisée pour le définir,
en fait, si ρ̃A est une autre fonction définissante pour A, il existe une fonction
positive h ∈ C∞(Cn, R) et non nulle sur ∂A, telle que, d’une part ρA = hρ̃A

et, d’autre part, pour tout u ∈ ∂A,

∇ρA(u) = h(u)(∇ρ̃A(u)) ,

ce qui fait que le champ ν∂A ne dépende que de ∂A. Un tel champ permet de
définir la deuxième forme fondamentale II∂A de ∂A, soit le champ de tenseurs
deux fois covariants sur ∂A, donné, pour tout u ∈ ∂A et tout ζ, η ∈ Tu∂A,
par

(II∂A)u(ζ, η) := Re 〈(dν∂A)u(ζ), η〉 .
On remarque à ce propos que, si u ∈ ∂A est fixé, en choisissant une carte
locale autour du point u, il est facile de montrer que (II∂A)u est une forme
symétrique, (ou, de manière équivalente, en identifiant Tu∂A et Tν∂A(u)S2n−1

avec R2n−1, on peut facilement montrer que (dν∂A)u est un opérateur auto-
adjoint par rapport à la métrique induite sur R2n−1 par le produit sca-
laire Re 〈·, ·〉 de Cn). Si l’on fixe u ∈ ∂A et on note T C

u ∂A l’espace tangent
complexe de ∂A au point u, on voit que, pour tout ζ, η ∈ T C

u ∂A,

(IIC
∂A)u(ζ, η) :=

1

2

[
(II∂A)u(ζ, η) + (II∂A)u(iζ, iη)

]
définit, sur T C

u ∂A, une forme R-bilinéaire symétrique et telle que

(IIC
∂A)u(ζ, η) = (IIC

∂A)u(iζ, iη) ,

donc on en déduit une forme hermitienne sur T C
u ∂A en posant

L∂A,u(ζ, η) := (IIC
∂A)u(ζ, η) + i(IIC

∂A)u(ζ, iη) .

Lemme 1.5.1. Soit A ⊂ Cn un sous-ensemble compact à bord lisse et à
intérieur non vide, u ∈ ∂A fixé, et ρA ∈ C∞(Cn, R) une fonction définissante
pour A. Alors, pour tout ζ, η ∈ T C

u ∂A,

L∂A,u(ζ, η) =
2

‖∇ρA(u)‖
n∑

k,�=1

∂2ρA

∂z�∂z̄k

(u) ζ�η̄k .
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Démonstration. En effet, pour tout ζ, η ∈ T C
u ∂A,

2L∂A,u(ζ, η) = Re 〈(dν∂A)u(ζ), η〉+ Re 〈(dν∂A)u(iζ), iη〉
+ i Re 〈(dν∂A)u(ζ), iη〉+ i Re 〈(dν∂A)u(iζ), i2η〉
= Re 〈(dν∂A)u(ζ), η〉+ Re 〈(dν∂A)u(iζ), iη〉
+ i Im 〈(dν∂A)u(ζ), η〉+ i Im 〈(dν∂A)u(iζ), iη〉
= 〈(dν∂A)u(ζ), η〉+ 〈(dν∂A)u(iζ), iη〉
= 〈(dν∂A)u(ζ)− i(dν∂A)u(iζ), η〉
= 〈(∂ν∂A)u(ζ) + (∂̄ν∂A)u(ζ)− i(∂ν∂A)u(iζ)− i(∂̄ν∂A)u(iζ), η〉
= 2〈(∂ν∂A)u(ζ), η〉 ,

et comme, pour tout 1 � k, � � n fixés,

∂(ν∂A)k

∂z�

(u) =
∂

∂z�

(
2

‖∇ρA‖
∂ρA

∂z̄k

)
(u)

=
∂ρA

∂z̄k

(u)
∂

∂z�

(
2

‖∇ρA‖
)

(u) +
2

‖∇ρA(u)‖
∂2ρA

∂z�∂z̄k

(u) ,

on déduit que L∂A,u(ζ, η) est égal à

n∑
k,�=1

∂ρA

∂z̄k

(u)
∂

∂z�

(
2

‖∇ρA‖
)

(u)ζ�η̄k +
2

‖∇ρA(u)‖
∂2ρA

∂z�∂z̄k

(u)ζ�η̄k

=
n∑

k=1

∂ρA

∂z̄k

(u)η̄k

n∑
�=1

∂

∂z�

(
2

‖∇ρA‖
)

(u)ζ� +
n∑

k,�=1

2

‖∇ρA(u)‖
∂2ρA

∂z�∂z̄k

(u)ζ�η̄k

=
2

‖∇ρA(u)‖
n∑

k,�=1

∂2ρA

∂z�∂z̄k

(u)ζ�η̄k

car
n∑

k=1

∂ρA

∂z̄k

(u)η̄k =
n∑

k=1

∂ρA

∂zk

(u)ηk = 0 ,

pour tout η ∈ T C
u ∂A. �

Dans ce qui suit on aura besoin de l’expression en coordonnées complexes
de la forme volume υ∂A sur ∂A. En coordonnées réelles υ∂A est donnée par
l’expression

υ∂A =
2n∑

j=1

(−1)j+1(ν∂A)jdξ[j] ,
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où, pour tout 1 � j � 2n,

dξ[j] :=

( j−1∧
�=1

dξ�

)
∧

( 2n∧
�=j+1

dξ�

)
,

d’autre part, si pour tout 1 � r � n, on pose

dz[r̄] :=

( ∧
j �=r

dzj ∧ dz̄j

)
∧ dzr

et

dz[r] :=

( ∧
j �=r

dzj ∧ dz̄j

)
∧ dz̄r ,

on voit que

dz[r̄] − dz[r] = 2n(−i)n−2dξ[2r−1]

ainsi que

dz[r̄] + dz[r] = 2n(−i)n−1dξ[2r] ,

par conséquent,

υ∂A =
2n∑

j=1

(−1)j+1(ν∂A)jdξ[j]

=
n∑

r=1

(ν∂A)2r−1dξ[2r−1] − (ν∂A)2rdξ[2r]

=
n∑

r=1

1

‖∇ρA‖
∂ρA

∂ξ2r−1

dξ[2r−1] − 1

‖∇ρA‖
∂ρA

∂ξ2r

dξ[2r]

=
n∑

r=1

1

‖∇ρA‖
(

∂ρA

∂zr

+
∂ρA

∂z̄r

)
in−2

2n

(
dz[r̄] − dz[r]

)
− i

‖∇ρA‖
(

∂ρA

∂zr

− ∂ρA

∂z̄r

)
in−1

2n

(
dz[r̄] + dz[r]

)
=

n∑
r=1

in−2

2n

1

‖∇ρA‖
(

∂ρA

∂zr

+
∂ρA

∂z̄r

)(
dz[r̄] − dz[r]

)
+

in−2

2n

1

‖∇ρA‖
(

∂ρA

∂zr

− ∂ρA

∂z̄r

)(
dz[r̄] + dz[r]

)
=

in−2

2n−1

1

‖∇ρA‖
n∑

r=1

∂ρA

∂zr

dz[r̄] − ∂ρA

∂z̄r

dz[r] ,
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ce qui donne l’expression cherchée.

Une fois introduite la forme hermitienne L∂A, on va définir un autre ob-
jet qui sera nécessaire dans tout le reste du chapitre, à savoir la 1-forme
différentielle α∂A sur ∂A donnée, pour u ∈ ∂A et ζ ∈ Tu∂A, par

(α∂A)u(ζ) := Re 〈ζ, iν∂A(u)〉 =
i

2

(〈ν∂A(u), ζ〉 − 〈ζ, ν∂A(u)〉) .

Il est facile de voir qu’en coordonnées réelles la forme α∂A est donnée par

α∂A =
n∑

�=1

(ν∂A)2�−1 dξ2� − (ν∂A)2� dξ2�−1

=
1

‖∇ρA‖
n∑

�=1

∂ρA

∂ξ2�−1

dξ2� − ∂ρA

∂ξ2�

dξ2�−1 , (1.5)

tandis qu’en coordonnées complexes

α∂A =
i

‖∇ρA‖
(
∂̄ρA − ∂ρA

)
=

dcρA

‖∇ρA‖ ,

où dc est l’opérateur différentiel donné par

dc := i(∂̄ − ∂) .

Lemme 1.5.2. Soit A ⊂ Cn un sous-ensemble compact à bord lisse et à
intérieur non vide. Alors

α∂A ∧ (dα∂A)∧(n−1) =
in2n−1

‖∇ρA‖n

(
∂̄ρA − ∂ρA

) ∧ (
∂∂̄ρA

)∧(n−1)
,

où ρA ∈ C∞(Cn, R) est une fonction définissante pour A.

Démonstration. On a que

dα∂A =
(
∂ + ∂̄

)( i

‖∇ρA‖
(
∂̄ρA − ∂ρA

))
=

(
∂ + ∂̄

)( i

‖∇ρA‖
)
∧ (

∂̄ρA − ∂ρA

)
+

2i

‖∇ρA‖∂∂̄ρA ,

et comme(
∂ + ∂̄

)( i

‖∇ρA‖
)

= i∂
((‖∇ρA‖2

)− 1
2

)
+ i∂̄

((‖∇ρA‖2
)− 1

2

)
=

i

2‖∇ρA‖3

(
∂̄ + ∂

)(‖∇ρA‖2
)
,
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on obtient

dα∂A =
1

2‖∇ρA‖2

(
∂̄ − ∂

)(‖∇ρA‖2
) ∧ α∂A +

2i

‖∇ρA‖∂∂̄ρA ,

ce qui fait que

α∂A ∧ (dα∂A)∧(n−1) =
in2n−1

‖∇ρA‖n

(
∂̄ρA − ∂ρA

) ∧ (
∂∂̄ρA

)∧(n−1)
,

et donc la preuve du lemme s’achève. �

Théorème 1.5.1. Soit A ⊂ Cn un sous-ensemble compact à bord de classe
C∞ et à intérieur non vide. Alors on a l’égalité

2n−1(n− 1)!

∫
∂A

(detL∂A)υ∂A =

∫
∂A

α∂A ∧ (dα∂A)∧(n−1) ,

les deux intégrales étant positives dès que A est pseudoconvexe.

Démonstration. Il suffit de montrer que, pour tout u ∈ ∂A, il y a égalité
entre les germes, c’est-à-dire que

2n−1(n− 1)! detL∂A,u υ∂A,u = α∂A,u ∧ (dα∂A,u)
∧(n−1) .

Soit u ∈ ∂A fixé. À moins d’une rotation, on peut supposer que

Tu∂A = {z ∈ Cn | Im zn = 0} ,

et, donc, en particulier,

T C
u ∂A = {z ∈ Cn | zn = 0} .

En outre, la forme L∂A,u étant hermitienne, on peut choisir une base de T C
u ∂A

(positivement orientée) par rapport à laquelle la matrice de L∂A,u est une
matrice diagonale. Comme A admet une fonction définissante globale ρA

telle que
∂ρA

∂ξ2n

(u) = 1 ,

nos choix de coordonnées impliquent que

∂ρA

∂z�

(u) = 0 , pour tout 1 � � � n− 1 ,
∂ρA

∂zn

(u) =
1

2i
,

et
∂2ρA

∂zr∂z̄s

(u) = 0 pour tout 1 � r, s � n− 1 , r �= s .
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On en déduit que

υ∂A,u =
in−2

2n−1

(
1

2i
dz[n̄] +

1

2i
dz[n]

)
= −dξ[2n] ,

et, grâce au Lemme 1.5.1, que

detL∂A,u = 2n−1 cof

(
∂2ρA

∂zn∂z̄n

(u)

)
,

d’où

detL∂A,uυ∂A,u = (−1)2n−1 cof

(
∂2ρA

∂zn∂z̄n

(u)

)
dξ[2n] ,

le cofacteur étant calculé par rapport à la matrice hessienne complexe de ρA

au point u. D’autre part, le Lemme 1.5.2 assure que

α∂A,u ∧ (dα∂A,u)
∧(n−1) = 2n−2in+1

(
dz̄n + dzn

) ∧ (
∂∂̄ρA(u)

)∧(n−1)

= 2n−1in+1
(
∂∂̄ρA(u)

)∧(n−1) ∧ dξ2n−1 ,

donc, pour conclure, il nous suffirait de montrer que

2n−1(n− 1)! cof

(
∂2ρA

∂z̄n∂zn

(u)

)
dξ[2n] = in−1

(
∂∂̄ρA(u)

)∧(n−1) ∧ dξ2n−1 .

Pour cela, on remarque que la forme
(
∂∂̄ρA(u)

)∧(n−1)
se décompose en la

somme de deux formes (
∂∂̄ρA(u)

)∧(n−1)
= ω + η ,

où η comporte la forme dξ2n−1 tandis que ω ne la comporte pas. Ceci implique
que (

∂∂̄ρA(u)
)∧(n−1) ∧ dξ2n−1 = ω ∧ dξ2n−1 ,

d’ailleurs, la structure de ∂∂̄ρA fait que ω ne comporte aucune des formes dzn

et dz̄n, donc

ω =

( n−1∑
r=1

∂2ρA

∂zr∂z̄r

(u) dzr ∧ dz̄r

)∧(n−1)

= (−2i)n−1(n− 1)! cof

(
∂2ρA

∂zn∂z̄n

(u)

)
dξ1 ∧ . . . ∧ dξ2n−2 ,

d’où la conclusion. En fin, si A est pseudoconvexe, la forme L∂A est définie
positive, ce qui fait que la première des deux intégrales est positive. �



Formules intégrales. 47

Remarque 1.5.1. On observe que notre présentation du Théorème 1.5.1 est
différente de celle de [17] à cause du terme de normalisation (n− 1)! que [17]
doit faire déjà apparâıtre dans l’expression de L∂A ou de υ∂A.

Théorème 1.5.2. Soit A ⊂ K∞
+ (Cn), alors on a∫

S2n−1

dchA ∧ (ddchA)∧(n−1) =

∫
∂A

α∂A ∧ (dα∂A)∧(n−1) .

Démonstration. Si l’on montre que dchA et α∂A sont égales modulo une
forme exacte, le théorème suit facilement. Pour cela, on commence par re-
marquer que, comme A est de classe C∞, on peut définir correctement une
application de Gauss

ν∂A : ∂A −→ S2n−1 ,

qui est de classe C∞ sur ∂A. Cette application est surjective, car, pour
tout u ∈ S2n−1, chaque point de la face (non vide) A ∩HA(u) est une image
réciproque de u. En outre, puisque A est strictement convexe, l’application de
Gauss est injective, en fait, si z, z′ ∈ ∂A sont tels que ν∂A(z) = u = ν∂A(z′),
la face A ∩ HA(u) doit contenir le segment [z, z′], et comme ∂A n’admet
pas de segments non triviaux, on en déduit que z = z′. Tout ceci implique
que ν∂A est un homéomorphisme de classe C∞, mais en fait il est même
un difféomorphisme de classe C∞. Pour le vérifier, on observe que, pour
tout u ∈ Cn \ {0}, on a la relation

hA(u) = Re

〈
u, ν−1

∂A

(
u

‖u‖
)〉

, d’où ν−1
∂A

(
u

‖u‖
)
∈ A ∩HA(u) .

D’autre part, comme un gradient est aussi un sous-gradient, on a que, pour
tout u ∈ Cn,

∇hA(u) ∈ Subd hA(u) = A ∩HA(u) .

Pour tout u ∈ Cn \ {0}, la convexité stricte de A implique l’égalité

ν−1
∂A

(
u

‖u‖
)

= ∇hA(u) ,

donc, en posant, pour tout u ∈ Cn \ {0},

ν−1
∂A(u) := ν−1

∂A

(
u

‖u‖
)

= ∇hA(u) = 2

(
∂hA

∂ū1

(u), . . . ,
∂hA

∂ūn

(u)

)
,

(ce qui est cohérent avec le fait que toutes les dérivées de hA sont positivement
homogènes de degré 0), on voit que

ν−1
∂A : Cn \ {0} −→ ∂A ,
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ainsi que sa restriction à S2n−1, est une fonction de classe C∞. Ceci fait, on
va montrer que, pour tout u ∈ S2n−1, on a(

dchA

)
u
− (

(ν−1
∂A)∗α∂A

)
u

= d
(
Im 〈u, ν−1

∂A(u)〉) ,

le théorème s’en suivra aisément. On fixe u ∈ S2n−1 et, on voit que, pour
tout ζ ∈ TuS2n−1, on a

(dchA)u(ζ) = Im 〈ζ,∇hA(u)〉 ,

car

Im 〈ζ,∇hA(u)〉 =
i

2

[
〈∇hA(u), ζ〉−〈ζ,∇hA(u)〉

]
= i

n∑
k=1

∂hA

∂ūk

(u)ζ̄k−∂hA

∂uk

(u)ζk ,

en outre, (
(ν−1

∂A)∗α∂A

)
u
(ζ) = (α∂A)ν−1

∂A(u)

(
(dν−1

∂A)u(ζ)
)

= Re 〈d(∇hA)u(ζ), iu〉
= Im 〈d(∇hA)u(ζ), u〉 ,

donc(
dchA − (ν−1

∂A)∗α∂A

)
u
(ζ) = Im

[
〈ζ,∇hA(u)〉 − 〈d(∇hA)u(ζ), u〉

]
=

i

2

[
〈∇hA(u), ζ〉+ 〈d(∇hA)u(ζ), u〉

]
− i

2

[
〈u, d(∇hA)u(ζ)〉 − 〈ζ,∇hA(u)〉

]
=

i

2

[
d
(〈∇hA(u), u〉)− d

(〈u,∇hA(u)〉)](ζ)

= d
(
Im 〈u, ν−1

∂A(u)〉)(ζ) ,

et la preuve est ainsi achevée. �

Définition 1.5.1. Soit A ⊂ Cn un sous-ensemble compact à bord de classe
C∞ et à intérieur non vide. Le n-pseudovolume de Kazarnovskǐı de A est le
nombre réel

Pn(A) :=
1

n!κn

∫
∂A

α∂A ∧ (dα∂A)∧(n−1) .
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Remarque 1.5.2. Le pseudovolume au sens de la Définition 1.5.1 est une
fonction positivement homogène de degré n, soit

Pn(λA) = λnPn(A) ,

pour tout sous-ensemble compact A, dont bord de classe C∞ et l’intérieur
non vide, et tout λ ∈ R�0. En fait, si λ dénote aussi l’homothétie de Cn de
rapport λ, pour tout z ∈ ∂A et tout vecteur tangent ζ ∈ Tz∂A = Tλz∂λA,
on a (

λ∗α∂λA

)
λz

(ζ) =
(
α∂λA

)
λz

(
dλz(ζ)

)
= Re 〈λζ, iν∂λA(λz)〉
= λ Re 〈ζ, iν∂A(z)〉
= λ

(
α∂A

)
z
(ζ) .

Exemple 1.5.1. Le n-pseudovolume de la boule unité B de Cn est égal à

2n−1(n− 1)!

n!κn

∫
∂B

detL∂Bυ∂B =
2n−1

nκn

∫
B

dυ∂B =
2nκ2n

κn

.

D’après le Théorème 1.5.1 et Théorème 1.5.2, on dispose de trois for-
mules pour calculer le pseudovolume d’un élément de K∞

+ (Cn). En outre,
les outils développés jusqu’ici permettent aussi de prolonger la définition de
pseudovolume à l’ensemble K(Cn) tout entier. Pour cela on utilisera le fait
que tout corps convexe peut être approché, dans la métrique de Hausdorff,
par des éléments de K∞

+ (Cn), en suite, on prolongera le pseudovolume par
continuité.

Théorème 1.5.3. Si k, n ∈ N∗, 1 � k � n, A1, . . . , Ak ∈ K(Cn) et ε > 0,
alors

– pour toute (n − k, n − k)-forme ς dont les coefficients sont continus
et à support compact, la mesure ddch(RεA1)ε ∧ . . . ∧ ddch(RεAn)ε ∧ ς est
localement de masse finie sur Cn,

– lorsque ε → 0+, le courant positif ddch(RεA1)ε∧. . .∧ddch(RεAk)ε converge
faiblement vers le courant positif ddchA1 ∧ . . . ∧ ddchAk

.

Démonstration. Soient ε > 0 et ς fixés. La densité de la mesure

ddch(RεA1)ε ∧ . . . ∧ ddch(RεAk)ε ∧ ς
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est une somme de produits entre (n−k)-coefficients de ς et k dérivées secondes
des fonctions h(RεA�)ε . Or, le problème est à l’origine et chacune des fonc-
tions h(RεA�)ε est (positivement) homogène de degré 1, donc chaque dérivée
seconde de h(RεA�)ε sera homogène de degré −1, ce qui fait que la densité de la
mesure en question sera égale à un O(‖z‖−k) pour z → 0, d’où l’intégrabilité
locale sur Cn.

La deuxième assertion est conséquence d’une construction connue comme
régularisation de l’opérateur de Monge-Ampère complexe (décrite dans [6])
que l’on va brièvement rappeler en l’appliquant à notre situation.

Par récurrence on montre que, pour tout 1 � � � k, le produit de
courant ddchA1 ∧ . . . ∧ ddchA�

est bien défini et qu’il est la limite faible,
pour ε → 0+, des courants ddch(RεA1)ε ∧ . . .∧ddch(RεA�)ε . Si � = 1, ddchA1 est
déjà bien défini et, par continuité faible des dérivées, il est la limite faible,
pour ε → 0+, des ddch(RεA1)ε , où, pour des raisons de convexité tous les cou-
rants impliqués sont positifs. Or, si l’on suppose avoir déjà montré l’assertion
pour � = k − 1, on pose

ddchA1 ∧ . . . ∧ ddchAk
:= ddc

(
hAk

ddchA1 ∧ . . . ∧ ddchAk−1

)
.

La définition est bien posée car hAk
est continue et les coefficients du cou-

rant ddchA1 ∧ . . . ∧ ddchAk−1
sont (par hypothèse de récurrence) des mesures

positives. En outre le théorème de convergence dominée implique que

lim
ε→0+

h(RεAk)εddch(RεA1)ε ∧ . . . ∧ ddch(RεAk−1)ε = hAk
ddchA1 ∧ . . . ∧ ddchAk−1

,

donc, par continuité faible des différentiations,

lim
ε→0+

ddc
(
h(RεAk)εddch(RεA1)ε ∧ . . . ∧ ddch(RεAk−1)ε

)
= ddc

(
hAk

ddchA1 ∧ . . . ∧ ddchAk−1

)
= ddchA1 ∧ . . . ∧ ddchAk

.

D’autre part, pour tout ε > 0, le théorème de Stokes fait que

ddc
(
h(RεAk)εddch(RεA1)ε ∧ . . . ∧ ddch(RεAk−1)ε

)
= ddch(RεAk)ε ∧ ddch(RεA1)ε ∧ . . . ∧ ddch(RεAk−1)ε

où ce dernier courant est positif pour tout ε > 0, par conséquent, en tant
que limite faible de courants positifs, ddchA1 ∧ . . . ∧ ddchAk

est positif. Ceci
achève la récurrence et la preuve du théorème. �

Remarque 1.5.3. Les mêmes conclusions que celles du Théorème 1.5.3 res-
tent valables si, pour tout 1 � � � k, on remplace h(RεA�)ε par hRεA�

.
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Définition 1.5.2. Si k, n ∈ N∗, 1 � k � n, cn,k := (2n−kk!(n − k)!κ2n−k)
−1

et B ⊂ Cn est la boule unité, le (k, �)-volume mixte sur K(Cn)k est la forme
qui, à A1, . . . , Ak ∈ K(Cn), associe le nombre réel non négatif

Q
�
k(A1, . . . , Ak) := cn,k

∫
B

ddchA1 ∧ . . . ∧ ddchAk
∧ (ddchB)∧(n−k) .

Le (k, �)-volume sur K(Cn) est la forme donnée, pour A ∈ K(Cn), par

P
�
k(A) := Q

�
k(A, . . . , A) .

Le (n, �)-volume (mixte) sur K(Cn) (sur K(Cn)n) est appellé n-pseudovolume
(mixte) de Kazarnovskǐı.

Pour tout 1 � k � n, on dispose de deux notions (k, �)-volume mixte
sur P(Cn), on va donc vérifier qu’elle sont équivalentes et pour cela il vaut
mieux rappeler les notations qui vont intervenir dans l’énoncé.

Si Γ ⊂ Cn est un polytope et k ∈ N, B(Γ, k) dénote l’ensemble des faces k-
dimensionnelles de Γ. Si Δ ∈ B(Γ, k), on rappelle que EΔ dénote le sous-
espace vectoriel réel sous-jacent au sous-espace affine réel engendré par Δ et
que �(EΔ) est le coefficient de distortion de la mesure de Lebesgue sous la
projection de EΔ sur le sous-espace iE ′

Δ, où E ′
Δ est l’intersection entre le sous-

espace complexe linC EΔ := EΔ + iEΔ et le complément orthogonal de EΔ

relativement au produit scalaire Re 〈 , 〉. En outre, on rappelle que ψΓ(Δ) est
égal au produit κ−1

n−k Vol n−k(KΔ,Γ∩B), où κn−k est la mesure de Lebesgue de
la boule unité (n−k)-dimensionnelle, B est la boule unité 2n-dimensionnelle
est KΔ,Γ est le cône relativement ouvert constitué par les points u ∈ Cn tels
que Δ cöıncide avec le lieu des points de Γ où la fonction Re 〈·, u〉 réalise son
maximum. En fin, on rappelle que cn,k est la constante donnée par

cn,k := (2n−kk!(n− k)!κ2n−k)
−1 ,

où κ2n−k dénote la mesure de Lebesgue de la boule unité (2n−k)-dimension-
nelle.

Théorème 1.5.4. Si n ∈ N∗, k un entier 1 � k � n et Γ1, . . . , Γk ∈ P(Cn)
on a l’égalité ∑

Δ∈B(Γ,k)

�(EΔ)Vk(Δ1, . . . , Δk)ψΓ(Δ)

= cn,k

∫
B

ddchΓ1 ∧ . . . ∧ ddchΓk
∧ (

ddchB

)∧(n−k)
,

où Γ dénote la somme des Γ1, . . . , Γk et Δ =
∑k

�=1 Δ� est l’unique décompo-
sition de Δ en tant que somme de faces de Γ1, . . . , Γk.
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Démonstration. En vertu de la multilinéarité des deux membres, il suffit
de montrer que, pour tout Γ ∈ P(Cn), on a∑

Δ∈B(Γ,k)

�(EΔ)Vk(Δ)ψΓ(Δ) = cn,k

∫
B

(
ddchΓ

)∧k ∧ (
ddchB

)∧(n−k)
.

Pour cela, on fixe λ > 0 et l’on remarque que

Pn

(
(Γ)λ

)
=

∫
B

(
ddchΓ + λddchB

)∧n

=
n∑

k=0

(
n

k

)
λn−k

∫
B

(
ddchΓ

)∧k ∧ (
ddchB

)∧(n−k)
,

d’autre part on a aussi

Pn

(
(Γ)λ

)
=

∫
∂(Γ)λ

α∂(Γ)λ
∧ (

dα∂(Γ)λ

)∧(n−1)
,

on va donc calculer cette dernière intégrale puis comparer les termes de même
degré en λ. On remarque d’abord que

∂(Γ)λ =
2n−1⋃
k=0

⋃
Δ∈B(Γ,k)

Δ + (KΔ ∩ ∂λB)

les deux unions étant disjointes, ainsi∫
∂(Γ)λ

α∂(Γ)λ
∧ (

dα∂(Γ)λ

)∧(n−1)
=

2n−1∑
k=0

∑
Δ∈B(Γ,k)

∫
Δ+(KΔ∩∂λB)

αΔ ∧
(
dαΔ

)∧(n−1)
,

où, pour tout 0 � k � 2n − 1 et tout Δ ∈ B(Γ, k), αΔ dénote la restriction
de α∂(Γ)λ

à Δ + (KΔ ∩ ∂λB). Or, pour 0 � k � 2n − 1 et Δ ∈ B(Γ, k) fixés,
on observe que l’hypersurface Δ + (KΔ ∩ ∂λB) a la structure d’un produit
de variétés lisses, en fait elle peut se voir comme un cylindre droit sur la
base KΔ ∩ ∂λB de dimension (2n− k− 1). Si k > n, à une isométrie de R2n

près, on peut supposer que E⊥
Δ est égal au sous-espace

{ξ ∈ R2n | ξ2j−1 = 0 = ξ2�, pour 1 � j � n et 1 � � � (k − n)} ;

ainsi la formule (1.5) et le changement de coordonnées impliquent que

αΔ = λ−1

n∑
�=k−n+1

−ξ2� dξ2�−1 ,



Formules intégrales. 53

donc ∫
Δ+(KΔ∩∂λB)

αΔ ∧
(
dαΔ

)∧(n−1)

= λ−n

∫
Δ+(KΔ∩λB)

( n∑
�=k−n+1

dξ2�−1 ∧ dξ2�

)∧n

= 0

car 2(2n − k) < 2n et donc sur R2(2n−k) il n’y a pas de formes de degré 2n.
On fixe maintenant 0 � k � n et Δ ∈ B(Γ, k). On considère Rk ⊆ Rn ⊂ Cn,
si μ : Rk → EΔ est un isomorphisme de déterminant égal à 1 et J : Cn → Cn

est la multiplication par i, l’application linéaire

μ′ := J−1 ◦ �EΔ
◦ μ ◦ J−1 : iRk −→ E ′

Δ

est un isomorphisme si et seulement si �EΔ
l’est. Par conséquent, si

κ : (Rk + iRk)⊥ −→ (linC EΔ)⊥

est un isomorphisme de déterminant égal à 1, on a que

TΔ := μ⊕ μ′ ⊕ κ : (Rk ⊕ iRk)⊕ (Rk ⊕ iRk)⊥ −→ EΔ ⊕ E ′
Δ ⊕ (linC EΔ)⊥

est un isomorphisme si et seulement si �EΔ
l’est. En outre, μ et κ peuvent

être choisis de telle sorte que

det(TΔ) = �(EΔ) ,

ainsi

T−1
Δ (E⊥

Δ) = {ξ ∈ R2n | ξ2�−1 = 0, pour 1 � � � k} = (Rk)⊥

et, grâce à (1.5),

T ∗
Δ(αΔ) = λ−1

n∑
�=k+1

TΔ,2�−1 ∧ dTΔ,2� − λ−1

n∑
�=1

TΔ,2� ∧ dTΔ,2�−1 ,
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donc∫
Δ+(KΔ∩∂λB)

αΔ ∧
(
dαΔ

)∧(n−1)

=

∫
T−1
Δ (Δ+(KΔ∩∂λB))

T ∗
Δ

(
αΔ ∧

(
dαΔ

)∧(n−1))
=

∫
T−1
Δ (Δ+(KΔ∩λB))

(
dT ∗

ΔαΔ

)∧n

= λ−n

∫
T−1
Δ (Δ+(KΔ∩λB))

( k∑
�=1

dTΔ,2�−1 ∧ dTΔ,2� +
n∑

�=k+1

2 dTΔ,2�−1 ∧ dTΔ,2�

)∧n

= λ−n2n−kn!

∫
T−1
Δ (Δ+(KΔ∩λB))

n∧
�=1

dTΔ,2�−1 ∧ dTΔ,2�

= λn−k2n−kn!�(EΔ) Vol k(Δ) Vol 2n−k(KΔ ∩B) .

On conclut que, pour tout 0 � k � n,∑
Δ∈B(Γ,k)

�(EΔ) Vol k(Δ)ψΓ(Δ) = cn,k

∫
B

(
ddchΓ

)∧k ∧ (
ddchB

)∧(n−k)
,

d’où le théorème. �

Remarque 1.5.4. Dans le cas de n corps convexes A1, . . . , An ∈ K(Rn),
le Théorème 1.5.4 permet de donner une formule “courantielle” pour calculer
le volume mixte Vn(A1, . . . , An). En fait, on sait déjà que pour des polytopes
réels Γ1, . . . , Γn ∈ P(Rn), on a

Vn(Γ1, . . . , Γn) = Qn(Γ1, . . . , Γn) =
1

n!κn

∫
B

ddchΓ1 ∧ . . . ∧ ddchΓn ,

donc par densité de P(Rn) dans K(Rn), on déduit que

Vn(A1, . . . , An) =
1

n!κn

∫
B

ddchA1 ∧ . . . ∧ ddchAn ,

où, pour tout 1 � � � n, les coefficients du courant ddchA�
ne dépendent que

des variables réelles Re z.

On termine la section par une remarque due à Alesker [1] puis généralisée
par Kazarnovskǐı [22].
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Théorème 1.5.5. Si k, n ∈ N∗, 1 � k � n, le (k, �)-volume est une valua-
tion k-homogène continue sur K(Cn) invariante par translations et transfor-
mation unitaires de Cn.

Démonstration. Soit A ∈ K(Cn) fixé. Si v ∈ Cn et fixé, on a

hA+v(z) = hA(z) + Re 〈z, v〉 ,
pour tout z ∈ Cn, d’où ddchA+v = ddchA. En outre si T ∈ U(n) est fixé, on
a hT (A) = hA ◦ T−1 et B = T (B), d’où hB = hT (B) = hB ◦ T−1 et

P
�
k

(
T (A)

)
=

∫
B

(ddchT (A))
∧k ∧ (ddchB)∧(n−k)

=

∫
B

(
ddc(hA ◦ T−1)

)∧k ∧ (
ddc(hB ◦ T−1)

)∧(n−k)

=

∫
T (B)

| det T−1|2n(ddchA)∧k ∧ (ddchB)∧(n−k)

=

∫
B

(ddchA)∧k ∧ (ddchB)∧(n−k)

= P
�
k(A) ,

car | det T−1| = 1. Pour ce qui concerne la continuité, si ε → 0+, la famille de
corps lisses et strictement convexes (RεA)ε converge vers A dans la métrique
de Hausdorff donc le Théorème 1.5.3 implique la convergence faible du cou-
rant positif (ddch(RεA)ε)

∧k vers le courant positif (ddchA)∧k. La continuité suit
alors du fait que K∞

+ (Cn) est dense dans K(Cn) pour la métrique de Hauss-
dorf. En fin, quitte à poser h∅ = 0, il faut montrer que P

�
k est une valuation

et pour cela on remarque qu’il suffit de montrer qu’il s’agit d’une valuation
faible sur P(Cn). En fait, si tel est le cas, un argument de continuité im-
pliquera la propriété de valuation faible sur K(Cn), d’où la conclusion grâce
au Théorème 1.2.4. Soient donc Γ ∈ P(Cn) fixé et H ⊂ Cn un hyperplan. Si Γ
est contenu dans un des demi-espaces H+ où H− il n’y a rien à montrer, si
par contre Γ∩H+ �= ∅ �= Γ∩H−, alors les trois sous-ensembles Γ∩H, Γ∩H+

et Γ∩H− sont aussi des polytopes. Si P
�
k(Γ) = 0, le Lemme 1.4.2 assure que Γ

engendre un sous-espace affine complexe de dimension strictement plus pe-
tite que k, donc il en est de même ainsi de trois polytopes Γ ∩ H, Γ ∩ H+

et Γ ∩H−, ce qui fait que

P
�
k(Γ) = P

�
k(Γ ∩H) = P

�
k(Γ ∩H+) = P

�
k(Γ ∩H−) = 0 ,

d’où la conclusion dans ce cas. En fin si P
�
k(Γ) �= 0, et Δ ∈ B(Γ ∩H, k), on

a bien Δ ∈ B(Γ ∩H+, k) ∩ B(Γ ∩H−, k) et

K̄Δ,Γ∩H = K̄Δ,Γ∩H+ ∪ K̄Δ,Γ∩H− .
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La conclusion suit alors du fait que

B(Γ, k) ∪ B(Γ ∩H, k) = B(Γ ∩H, k)

∪ (B(Γ ∩H+, k) \ B(Γ ∩H, k)
)

∪ (B(Γ ∩H−, k) \ B(Γ ∩H, k)
)
,

toutes les unions étant disjointes. �



Chapitre 2

Sommes d’exponentielles et
pseudovolume mixte

2.1 Sommaire

Dans ce deuxième chapitre, on se propose d’étudier certaines propriétés
des ensembles des zéros d’un système de sommes d’exponentielles sur le
modèle de [17]. Une fois encore les preuves que l’on propose ici voudraient
combler certains points sur lesquels, à notre avis, [17] est particulièrement
synthétique. Les résultats montrés dans ce chapitre seront fondamentaux
pour les constructions du chapitre suivant.

2.2 Systèmes de sommes d’exponentielles

On commence par définir les objets auxquels on va consacrer le chapitre.

Définition 2.2.1. Si n ∈ N∗, une somme d’exponentielles sur Cn est un
élément de la C-algèbre Sn engendrée, en tant qu’espace vectoriel complexe,
par l’ensemble des fonctions entières de la forme e〈z,λ〉, où λ ∈ Cn. On note S∗

n

l’ensemble des sommes d’exponentielles non nulles.

Tout d’abord un lemme algébrique dont la preuve utilise un argument
trouvé dans [4].

Lemme 2.2.1. La famille {e〈z,λ〉}λ∈Cn est une base de Sn en tant qu’espace
vectoriel complexe.
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Démonstration. Il faut montrer qu’il s’agit d’une famille libre et on le fait
d’abord pour n = 1. Supposons, par l’absurde, que le lemme soit faux, il
existe ainsi une relation de dépendance linéaire du type

f(z) := c1e
λ1z + · · ·+ cmeλmz = 0 ,

valable pour tout z dans un ouvert U de C, où les λ1, . . . , λm sont deux à
deux distincts et les c1, . . . , cm ∈ C∗. Pour 1 � � � m, soit D� l’opérateur
différentiel linéaire donné par

D� :=

(
d

dz
− λm

)
◦ · · · ◦

̂(
d

dz
− λ�

)
◦ · · · ◦

(
d

dz
− λ1

)
.

Or pour tout 1 � � � m et tout z ∈ U , on a l’absurde

0 = D�(f)

=
∑

1�k�m

D�(cke
λkz)

=
∑

1�k�m

cke
λkz

∏
1�j�m

j �=�

(λk − λj)

= c�e
λ�z

∏
1�j�m

j �=�

(λ� − λj) �= 0 ,

ce qui implique le lemme pour n = 1. En fin, s’il existe n > 1 pour lequel le
lemme est faux, on a une relation de dépendance linéaire non triviale

f(z) :=
m∑

j=1

cje
〈z,λj〉 = 0 ,

valable pour tout z dans un ouvert U de Cn, avec les λ1, . . . , λm deux à deux
distincts et les c1, . . . , cm ∈ C∗. Dans ce cas, si L est une droite complexe
telle que U ∩ L �= ∅, la restriction de f à U ∩ L constitue une relation de
dépendance linéaire non triviale à une variable, ce qui est est absurde pour
la première partie de la preuve. �

D’après le Lemme 2.2.1, si f ∈ S∗
n, il n’existe qu’une seule représentation

de f sous la forme f(z) =
∑

λ∈Λ cλe
〈z,λ〉, où Λ ⊂ Cn est un sous-ensemble fini

et, pour tout λ ∈ Λ, cλ ∈ C∗.

Définition 2.2.2. Si f ∈ Sn, le spectre de f est le plus petit sous-ensemble Λf

de Cn tel que f appartient au sous-espace vectoriel de Sn engendré par
l’ensemble {e〈z,λ〉 | λ ∈ Λf}. Le polytope de Newton de f est l’enveloppe
convexe Γf := conv Λf de son spectre.
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Les éléments du spectre d’une somme d’exponentielles f sont souvent
appelés les fréquences de f et puisque on aura l’occasion d’étudier des sommes
d’exponentielles dont les fréquences appartiennent à des sous-groupes additifs
particuliers de Cn, on introduit, pour un tel sous-groupe G ⊂ Cn, la sous-
algèbre

Sn,G := {f ∈ Sn | Λf ⊂ G} .

Lorsque G est égale à Zn, Qn, Rn ou iRn, on parle, respectivement, de
sommes d’exponentielles à fréquences entières, rationnelles, réelles ou imagi-
naires pures.

Les systèmes de sommes d’exponentielles sont les objets auxquels tout le
reste de la thèse sera consacré, on précise donc de quoi il s’agit.

Définition 2.2.3. Un système de sommes d’exponentielles F sur Cn, (en
abrégé un SSE), à fréquences dans le sous-groupe G de Cn est un sous-
ensemble non vide et fini de Sn,G \ {0}.

À tout SSE F ⊂ Sn,G on associe un certain nombre d’objets algébriques
et géométriques nécessaires à l’étude de la géométrie de l’ensemble V (F ) des
zéros de F , on introduit ainsi

– la famille des spectres de F i.e. la famille {Λf}f∈F ,
– les fréquences de F i.e. les éléments de l’union de la famille des spectres

de F ,
– le groupe des fréquences de F i.e. le sous-groupe additif ΞF de Cn

engendré par les fréquences de F ,
– le sous-espace réel (resp. rationnel) linR(ΞF ) (resp. linQ(ΞF ) ) engendré

par les fréquences de F ,
– le polytope de Newton de F i.e. la somme de Minkowski

ΓF :=
∑
f∈F

Γf

des polytopes de Newton des f ∈ F .
– l’ensemble (non vide)

DF := {Δ � ΓF | dimC(affC Δ) < card F} ,

– l’ensemble (éventuellement vide)

EF := {Δ � ΓF | dimC(affC Δ) = card F} .
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Définition 2.2.4. Soit F ⊂ Sn un SSE et Δ :=
∑

f∈F Δf une face de ΓF .
La Δ-trace de F est le SSE

FΔ := {fΔ | f ∈ F}

obtenu en posant,

fΔ(z) :=
∑

λ∈Λf∩Δf

cλe
〈z,λ〉 ,

si f =
∑

λ∈Λf
cλe

〈z,λ〉.

Remarque 2.2.1. On remarque que, si F est un SSE, pour toute Δ � ΓF ,
on a ΓFΔ = Δ car, pour tout f ∈ F , ΛfΔ = Λf ∩Δf et ΓfΔ = Δf .

Lemme 2.2.2. Soit F ⊂ Sn un SSE, Δ une face de ΓF et F̃Δ le SSE ob-
tenu en restreignant chaque élément de F au sous-espace linéaire linC EΔ.
Alors V (FΔ) = V (F̃Δ).

Démonstration. Si d := dimC(affC Δ), on choisit une base de Cn telle
que les premiers d éléments engendrent le sous-espace linC EΔ sous-jacent
à affC Δ. On note x les coordonnées dans linC EΔ et y celles dans le complé-
ment orthogonal de linC EΔ ainsi, pour tout z ∈ Cn, il existe une décompo-
sition unique du type z = x+y. Pour tout f ∈ F , le sous-espace affine affC Δf

est parallèle à affC Δ, donc il existe un vecteur βf orthogonal à linC EΔ et tel
que λ−βf ∈ linC EΔ, pour tout λ ∈ affC Δf . Par conséquent, pour tout f ∈ F
et tout λ ∈ Λf ∩Δf ,

〈z, λ〉 = 〈x + y, (λ− βf ) + βf〉 = 〈x, λ〉+ 〈y, βf〉 ,

donc, si f =
∑

λ∈Λf∩Λf
cλe

〈x,λ〉, on a

fΔ(z) = e〈y,βf 〉
∑

λ∈Λf∩Δf

cλe
〈x,λ〉 = e〈y,βf 〉fΔ(x) ,

d’où le lemme. �

On va maintenant s’intéresser à une classe particulière de SSE et pour cela
il faut introduire une fonction accessoire associée à tout SSE de la manière
suivante. Si F ⊂ Sn est un SSE on pose

K[F ] :=
∑
f∈F

|f |
ehΓf

.



Systèmes de sommes d’exponentielles 61

Puisque, pour tout z ∈ Cn,

0 � K[F ](z) �
∑
f∈F

∑
λ∈Λf

|cλ||e〈z,λ〉|
ehΓf

(z)
�

∑
f∈F

∑
λ∈Λf

|cλ| ,

on voit que K[F ] est une fonction bornée sur Cn qui a le mêmes zéros du
système F .

Définition 2.2.5. Un SSE F ⊂ Sn est dit régulier s’il existe εF > 0 tel que,

K[FΔ] � εF ,

pour toute face Δ ∈ DF .

Remarque 2.2.2. Un SSE régulier F ⊂ Sn tel que card F > n n’a pas
de zéros, car la face (impropre) ΓF satisfait la condition dimensionnelle im-
pliquée dans la définition ci-dessus et F = FΓF

.

Il existe une condition géométrique portant sur la famille des spectres
d’un SSE qui garantit la régularité du système.

Définition 2.2.6. Soit Λ := {Λι}ι∈I une famille finie et non vide de sous-
ensembles finis et non vides de Cn. La famille Λ est dite fermée si, pour toute
face Δ =

∑
ι∈I Δι du polytope Γ :=

∑
ι∈I conv (Λι) telle que

dimC(affC Δ) < card I ,

il existe ι ∈ I tel que Δι soit réduite à un seul point.

La famille des spectres d’un SSE constitué par une seule somme d’ex-
ponentielles est toujours fermée mais, pour un SSE comportant plusieurs
sommes d’exponentielles, ceci ne reste vrai que dans un sens générique.

Lemme 2.2.3. Soit K ⊆ C un sous-corps, r ∈ N∗ et �1, . . . , �r ∈ N∗. Si

A := (Kn)�1 × · · · × (Kn)�r ,

il existe un ouvert de Zariski U ⊂ A, (dont le complémentaire a codimension
au moins égale à 2), paramétrisant l’espace de toutes les familles {Λι}ι=1,...,r

de r sous-ensembles de Kn tels que

– card (Λι) = �ι, pour tout ι = 1, . . . , r,

– Λι ⊂ Kn est K-affinement indépendant, pour tout ι = 1, . . . , r,
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– la famille de sous-ensembles {Λι}ι=1,...,r est fermée.

Démonstration. On observe d’abord que, pour tout ι = 1, . . . , r, l’ensemble
des applications non injectives de {1, . . . , �ι} dans Kn s’identifie avec un un
sous-ensemble propre Vι de (Kn)�ι , qui est fermé dans la topologie de Zariski,
donc V := V1×· · ·×Vr ⊂ A est un sous-ensemble du même type et, de plus,
il paramétrise l’espace de toutes les familles {Λι}ι=1,...,r de r sous-ensembles
de Kn tels que card (Λι) < �ι, pour tout ι = 1, . . . , r. Il est clair que V a
codimension positive. En outre, le familles {Λι}ι=1,...,r comportant au moins
un ensemble qui n’est pas K- affinement indépendant, s’obtiennent comme le
lieu W des zéros dans A d’un nombre fini d’équations linéaires à coefficients
dans K. On remarque que V � W , donc la codimension de W est au moins
égale à 2. En fin, si Γ :=

∑r
ι=1 conv (Λι), et si la famille {Λι}ι=1,...,r n’est pas

fermé, alors il existe une face Δ =
∑r

ι=1 Δι de Γ, telle que dimC(linC EΔ) < r
et dimR EΔι � 1, pour tout ι = 1, . . . , r. Alors, pour tout ι = 1, . . . , r, on
a dimC(linC EΔι) � 1 et, puisque

linC EΔ =
r∑

ι=1

linC EΔι ,

on déduit que la somme ci-dessus n’est pas directe, autrement dit, il existe un
nombre fini de relations de dépendance K-linéaire non triviales entre certains
des éléments de l’union de la famille {Λι}ι=1,...,r. Ainsi les familles qui ne sont
pas fermées sont paramétrisées par un sous-ensemble propre Z � A, fermé
dans la topologie de Zariski et tel que W ∪ Z �= A. Son complémentaire est
l’ouvert U de l’énoncé. �

Lemme 2.2.4. Un SSE dont la famille des spectres est fermée est un SSE
régulier.

Démonstration. Si F ⊂ Sn, {Λf}f∈F est fermée, et Δ =
∑

f∈F Δf ∈ DF ,
il existe fΔ ∈ F tel que ΔfΔ

= {λΔ}. Ainsi, pour tout z ∈ Cn, on a

(fΔ)Δ(z) = cλΔ
e〈z,λΔ〉 ,

avec cλΔ
�= 0. Si εF := min

{|cλΔ
| | Δ ∈ DF} , on a εF > 0 et

K[FΔ](z) =
∑
f∈F

|fΔ(z)|
ehΔf

(z)
� |cλΔ

| � εF ,

pour tout z ∈ Cn et toute Δ ∈ DF . �
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2.3 Zéros d’un SSE régulier

En vue des applications au chapitre suivant, on va dorénavant s’intéresser
uniquement aux SSE réguliers. On prouve ainsi une suite des lemmes autour
de ces systèmes et de leurs ensembles des zéros.

Lemme 2.3.1. Soit F ⊂ Sn un SSE régulier constitué par r éléments. Alors
il existe RF > 0 tel que

V (F ) ⊂
⋃

Δ∈B(ΓF ,r)

(KΔ)RF
.

Démonstration. Si V (F ) = ∅ il n’y a rien à montrer, soit donc V (F ) �= ∅.
Par l’absurde, on suppose que le lemme soit faux donc, pour tout n ∈ N, il
existe zn ∈ V (F ) tel que

zn ∈
( ⋃

Δ∈B(ΓF ,r)

(KΔ)n

)c

=
⋃

v∈B(ΓF ,0)

(
K̄v \

⋃
Δ∈F(ΓF ,r)

Δ�v

(KΔ)n

)
.

Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que les points zn soient
tous contenus dans

K̄v \
⋃

Δ∈F(ΓF ,r)
Δ�v

(KΔ)n ,

pour quelque v ∈ B(ΓF , 0). Soit Δ′ =
∑

f∈F Δ′
f ∈ DF un élément maximal

parmi ceux qui contiennent v =
∑

f∈F vf . Alors on a évidemment

K̄v =
⋂
f∈F

K̄vf
, K̄Δ′ =

⋂
f∈F

K̄Δ′
f

où, pour tout f ∈ F , K̄Γf
⊂ K̄Δf

⊂ K̄vf
, ce qui fait que

hΓf
(z) = hΔ′

f
(z) = Re 〈z, vf〉 ,

pour tout z ∈ K̄v, d’où

0 = K[F ](zn) �
∑
f∈F

∣∣∣∣ |fΔ′
(zn)|

e
hΔ′

f
(zn)

− |(f − fΔ′
)(zn)|

e
hΔ′

f
(zn)

∣∣∣∣ ,
et donc

K
[
FΔ′]

(zn) =
∑
f∈F

|(f − fΔ′
)(zn)|

eRe 〈zn,vf 〉 ,
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pour tout n ∈ N. Or, en vertu de la régularité de F , il existe εF > 0 tel qu’on
ait K

[
FΔ′]

(zn) > εF pour tout n ∈ N, d’autre part

lim
n→+∞

∑
f∈F

|(f − fΔ′
)(zn)|

eRe 〈zn,vf 〉 � lim
n→+∞

∑
f∈F

∑
λ∈Λf\Δf

|cλ|eRe 〈zn,λ−vf 〉 = 0

car, pour tout f ∈ F ,

lim
n→+∞

Re 〈zn, λ− vf〉 = −∞ ,

dès que λ ∈ Λf \Δf . La contradiction achève la preuve. �

Remarque 2.3.1. Le Lemme 2.3.1 implique que, si F est à fréquences réelles
et card F = n, il existe εF > 0 tel que V (F ) soit contenu dans (iRn)εF

. En
fait, si le polytope ΓF n’a pas dimension maximale n, alors, en vertu de la
régularité de F , V (F ) = ∅. Si, par contre, ΓF a dimension maximale, il
n’aura pas de faces n-dimensionnelles propres et KΓF

= i Im Cn = iRn.

Lemme 2.3.2. Soit F ⊂ Sn un SSE régulier constitué par r < n éléments et
tel que r � dimC(affC ΓF ). Alors il existe un SSE régulier G ⊂ Sn constitué
par (r + 1) éléments tel que F ⊆ G. En outre, pour tout z̃ ∈ V (F ), le
système G peut être choisi de telle sorte que z̃ ∈ V (G).

Démonstration. Soit d := dimC(affC ΓF ). Puisque r � d, le Lemme 1.4.2
impliquent l’inégalité stricte P�

r(ΓF ) > 0, d’où l’on déduit que EF n’est pas
vide. Or, comme r < n, l’union ⋃

Δ∈EF

linC EΔ

est un sous-ensemble propre de Cn, ainsi le complémentaire de cette union
contient un vecteur v �= 0. Soit donc g(z) := e〈z,v〉 + c et G le SSE donné
par G := F∪{g}, c étant un paramètre complexe non nul. Pour tout Δ ∈ DG,
on a une décomposition unique Δ = ΔF + Δg, où ΔF � ΓF et Δg � Γg, donc
une décomposition correspondante au niveau des traces, GΔ = FΔF ∪{gΔg},
qui fournit ainsi l’égalité

K[GΔ] = K[FΔF ] + K[gΔg ] .

Or, si ΔF ∈ DF , la régularité de F implique l’existence d’un εF > 0 tel que

K[GΔ] > εF .
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Si, par contre ΔF /∈ DF , on a

r � dimC(linC EΔF
) � dimC(linC EΔF

+ linC EΔg) = dimC(linC EΔ) � r ,

d’où l’on déduit ΔF ∈ EF et linC EΔg ⊂ linC EΔF
. Le choix de v implique que

la face Δg soit réduite à un seul des deux sommets de Γg, donc la condition de
régularité pour le système G est satisfaite avec εG := min{εF , 1, |c|}. Enfin,
si z̃ ∈ V (F ), en choisissant c := −e〈z̃,v〉, on a aussi z̃ ∈ V (G). �

Remarque 2.3.2. On remarque que la construction du système G donnée
dans la preuve du Lemme 2.3.2 a été faite en sorte que, si dimC(affC ΓF ) < n,
on peut choisir le système G de manière à avoir

1 + dimC(affC ΓF ) = dimC(affC ΓG) ,

il suffit en fait de choisir v ∈ (linC ΓF )⊥. En outre, la construction du
système G implique aussi que la famille des spectres de G est fermée, dès
que la famille des spectres de F l’est.

Lemme 2.3.3. Soit F ⊂ Sn un SSE régulier tel que V (F ) �= ∅. Alors le
sous-ensemble analytique V (F ) a codimension égale à card F .

Démonstration. En vertu du Lemme 2.3.2, on peut compléter F à un
SSE régulier G ⊃ F tel que card G = n et V (G) �= ∅. Il suffit donc de
montrer que le sous-ensemble analytique V (G) est discret. Par l’absurde,
on suppose que la dimension de V (G) soit strictement positive, alors (grâce
au Lemme 2.3.1) il existe une face Δ ∈ B(ΓG, n) telle que la dimension
de V (G) ∩ (KΔ)RG

est strictement positive, on peut donc trouver une sous-
variété analytique lisse et connexe X ⊆ V (G) ∩ (KΔ)RG

ayant dimension
strictement positive. On considère une base orthonormale {v1, . . . , vn} de EΔ,
ainsi que les fonctions holomorphes e〈z,v�〉, pour 1 � � � n. Si z ∈ (KΔ)RG

,
on peut toujours écrire z = x + y, avec x ∈ EΔ, ‖x‖ � RG et y ∈ KΔ, donc,
pour tout 1 � � � n et tout z ∈ (KΔ)RG

, on a

|e〈z,v�〉| = eRe 〈x,v�〉 � eRG .

Grâce au théorème de Liouville, pour tout 1 � � � n, la fonction holo-
morphe e〈z,v�〉 est constante sur X, donc si a� ∈ C est la constante en ques-
tion, on déduit que l’ensemble X est discret, car il est contenu dans l’ensemble
discret {z ∈ Cn | 〈z, v�〉 = ln a�, pour tout 1 � � � n}, ceci étant en contra-
diction avec l’hypothèse que la dimension de X est strictement positive. �
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Si F ⊂ Sn est un SSE régulier tel que EF = ∅ (soit tel que ΓF ∈ DF )
alors il est clair que V (F ) = ∅. D’autre part on voudrait que cette condition
soit aussi nécessaire pour que V (F ) soit non vide. Pour le montrer en détail
on va introduire quelques notation.

Soit F ⊂ Sn est un SSE régulier tel que card F = r � n et A ⊂ Cn

un sous-ensemble compact. Puisque A est compact, il n’y a qu’un nombre
fini, dépendant de F et de A, de composantes irréductibles du sous-ensemble
analytique V (F ) ∩ A. Si {X1, . . . , Xs} dénote l’ensemble des composantes
irréductibles de dimension (n − r), chaque X� étant affectée de sa multipli-
cité m� ∈ N, � = 1, . . . , s, on introduit la quantité

N(F, A) :=
s∑

�=1

m� Vol 2(n−r)(X�) .

Il s’agit d’un outil qui permet d’étudier la densité asymptotique des zéros
de F dans l’espace Cn et qui se calcule explicitement à l’aide du courant
d’intégration [V (F )], à son tourne exprimé par la formule de Lelong-Poincare,

[V (F )] =
∧
f∈F

i

π
∂∂̄ log |f | =

∧
f∈F

(4π)−1ddc log |f |2 ,

dans laquelle le produit de courants est licite car les f ∈ F sont holomorphes
et donc chacune des fonctions log |f |2, f ∈ F , plurisousharmonique.

On remarque tout de suite que l’existence d’un compact A ⊂ Cn tel
que N(F, A) > 0 implique trivialement que V (F ) �= ∅. On va donc montrer,
en plusieurs étapes, l’existence d’un tel compact A.

Lemme 2.3.4. Soit F ⊂ Sn un SSE régulier constitué par n éléments, ε > 0
et Δ ∈ B(ΓF , n), alors, si η → +∞,

N(F, ηB ∩ (KΔ)ε) =

(∫
B∩KΔ

(2π)−n
∧
f∈F

ddchΓf

)
ηn + o(ηn−1) .

Démonstration. Si Δ ∈ B(ΓF , n) et ε>0 sont fixé, pour tout η > 0 on a

(2π)n2n N(F, ηB ∩ (KΔ)ε)

=

∫
ηB∩(KΔ)ε

( ∧
f∈F

ddc log |f(z)|2
)

=

∫
B∩(KΔ)ε/η

( ∧
f∈F

ddc log |f(ηz)|2
)

= ηn

∫
B∩(KΔ)ε/η

( ∧
f∈F

ddcη−1 log |f(ηz)|2
)

, (2.1)
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donc il suffit de montrer que

lim
η→+∞

∫
B∩(KΔ)ε/η

( ∧
f∈F

ddcη−1 log |f(ηz)|2
)

=

∫
B∩KΔ

2n
∧
f∈F

ddchΓf
.

Pour cela, on remarque que, si z ∈ B∩(KΔ)ε/η, on peut trouver x ∈ ∂B∩EΔ

et y ∈ KΔ tels que z = (ε/η)x + y. Or, si f ∈ F est fixé et donné par une
expression de la forme

f(z) =
∑
λ∈Λf

cλe
〈z,λ〉 ,

et Δ̃f dénote l’enveloppe convexe de Λf \Δf , on a bien

|f(ηz)| = |fΔ(ηz)|
(

1 +
|f(ηz)− fΔ(ηz)|

|fΔ(ηz)|
)

=

∣∣∣∣ ∑
λ∈Λf∩Δf

cλe
ε〈x,λ〉eη〈y,λ〉

∣∣∣∣
(

1 +

∣∣∑
λ∈Λf\Δf

cλe
ε〈x,λ〉eη〈y,λ〉∣∣∣∣∑

λ∈Λf∩Δf
cλeε〈x,λ〉eη〈y,λ〉∣∣

)

= eηhΓf
(y)

(
|fΔ(εx)|+ |(f − fΔ)(εx)|

e
η(hΓf

(y)−h
Δf

(y))

)
. (2.2)

De plus, le terme entre parenthèses dans (2.2) est borné lorsque η est assez
grand, en fait x ∈ ∂B ∩ EΔ et y ∈ B ∩KΔ ⊂ B ∩KΔf

donc

|fΔ(εx)| � eAf ε
∑

λ∈Λf∩Δf

|cλ|

et
|(f − fΔ)(εx)|
e

η(hΓf
(y)−h

Δf
(y))

� eAf ε−ηMf,Δ

∑
λ∈Λf\Δf

|cλ|

où l’on a posé
Af := max

λ∈Λf

‖λ‖
et

Mf,Δ := min
y∈B∩KΔ

(hΓf
(y)− hΔf

(y)) ,

celui-ci étant strictement positif vu que (par définition) Δ̃f ∩ Δf = ∅. Par
conséquent(

|fΔ(εx)|+ |(f − fΔ)(εx)|
e

η(hΓf
(y)−h

Δf
(y))

)
� eAf ε

(
1 + e−ηMf,Δ

) ∑
λ∈Λf

|cλ| ,
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et donc
lim

η→+∞
η−1 log |f(ηz)| = hΓf

(y) ,

pour tout z = (ε/η)x + y ∈ B ∩ (KΔ)ε/η. Par la continuité faible des
dérivations et la positivité des courants impliqués, on déduit que

lim
η→+∞

∫
B∩(KΔ)ε/η

( ∧
f∈F

ddcη−1 log |f(ηz)|2
)

=

∫
B∩KΔ

2n
∧
f∈F

ddchΓf
(z) ,

d’où la conclusion. �

Corollaire 2.3.1. Soit F = {f1, . . . , fn} ⊂ Sn un SSE régulier, alors

lim
η→+∞

η−nN(F, ηB) =
n!κn

(2π)n
Qn(Γf1 , . . . , Γfn) .

Démonstration. Le Lemme 2.3.1 implique que

lim
η→+∞

η−nN(F, ηB) = lim
η→+∞

∑
Δ∈B(ΓF ,n)

η−nN(F, ηB ∩ (KΔ)RF
) ,

tandis que le Lemme 2.3.4 assure que

lim
η→+∞

∑
Δ∈B(ΓF ,n)

η−nN(F, ηB ∩ (KΔ)RF
) = (2π)−n

∫
B∩KΔ

n∧
�=1

ddchΓf�
.

La conclusion suit du Théorème 1.5.4. �

Corollaire 2.3.2. Soit F ⊂ Sn un SSE régulier constitué par r éléments.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes,

(a) V (F ) = ∅,
(b) dimC(affC ΓF ) < r,
(c) B(ΓF , r) ∩ EF = ∅.

Démonstration. L’équivalence (b) ⇔ (c) suit du Corollaire 1.4.1 et l’im-
plication (b) ⇒ (a) suit de la régularité de F et de l’égalité F = F ΓF . Pour
ce qui concerne (a) ⇒ (b), on va montrer que si dimC(affC ΓF ) � card F
alors V (F ) �= ∅. En fait, le Lemme 2.3.2 et la Remarque 2.3.2 permettent de
compléter F à un SSE régulier G tel que card G = n = dimC(affC ΓG).
Or, le Corollaire 2.3.1 et le Corollaire 1.4.1 impliquent que V (G) �= ∅,
donc V (F ) �= ∅. �
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Remarque 2.3.3. Les calculs faits dans cette sections peuvent être pour-
suivis comme indiqué dans [17] pour obtenir un analogue du Corollaire 2.3.1
pour les SSE réguliers qui comportent moins de n éléments. Puisqu’on n’uti-
lisera pas ce résultat plus général, on n’aura pas besoin de pousser ces calculs
plus loin, cependant, on préfère donner l’énoncé du résultat en question.

Théorème 2.3.1. Soit F = {f1, . . . , fr} ⊂ Sn un SSE régulier. Alors

lim
η→+∞

ηr−2n N(F, ηB) =
r!κ2n−r

(2π)r
Q

�
r(Γf1 , . . . , Γfr) .

La preuve de ce théorème fait intervenir une méthode délicate de moyen-
nisation sur l’ensemble des SSE avec spectres donnés. Cette construction est
présentée dans les articles [17], [18], [22], [23] auxquels on renvoi pour des
informations plus détaillées.





Chapitre 3

Amibes de sommes
d’exponentielles à fréquences
réelles

3.1 Sommaire

Le but de ce chapitre est d’étudier une notion d’amibe pour les systèmes
de sommes d’exponentielles à fréquences réelles. Sous des hypothèses de
généricité, l’approche proposée ici cöıncide avec celle présentée par Favo-
rov [9] pour les fonctions holomorphes presque périodiques dans les domaines
tubulaires. Le chapitre se constitue de cinq sections, (outre ce sommaire) ;
la deuxième section propose notre notion d’amibe et en étudie les propriétés
principales, la troisième section est consacrée à la convexité généralisée se-
lon Henriques, propriété que l’on démontre, dans la quatrième section, pour
l’amibe de certains systèmes de sommes d’exponentielles à fréquences réelles.
La dernière section traite des rapports entre la notion classique (ou polyno-
miale) et la notion nouvelle (ou exponentielle) d’amibe à l’aide d’une fonction
de Jessen-Ronkin adaptée au cadre exponentiel.

3.2 Amibes exponentielles

Pour tout sous-groupe additif G de Cn, on note Ch G le groupe des S1-
caractères1 de G, soit

Ch G := Hom Z(G, S1) .

1Bien entendu S1 := {z ∈ C | |z| = 1}.
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Si f ∈ S∗
n, il est évident que Ξf est un groupe libre de type fini donc, si s ∈ N

est son rang2, Ch Ξf � (S1)s, un isomorphisme étant donné, pour tout choix
d’un système libre {ω1, . . . , ωs} de générateurs de Ξf , par la loi qui associe
au caractère χ ∈ Ch Ξf le s-uplet

(χ(ω1) . . . , χ(ωs)) ∈ (S1)s .

De plus si, pour j ∈ {1, . . . , s}, θj ∈ R est une détermination de l’argument
de χ(ωj), on a χ(ωj) = eiθj et, par conséquent, pour k1, . . . , ks ∈ Z,

χ(k1ω1 + · · ·+ ksωs) = ei(k1θ1+···+ksθs) .

Si f(·) :=
∑

λ∈Λf
cλe

〈·,λ〉 ∈ Sn,G \ {0} et χ ∈ Ch G, on pose

fχ(·) :=
∑
λ∈Λf

cλχ(λ)e〈·,λ〉 ,

donc Λfχ = Λf , d’où Ξfχ = Ξf et Γfχ = Γf . On remarque que l’injectivité du
groupe S1 implique la surjectivité de l’homomorphisme de restriction

Ch G −→ Ch Ξf ,

par conséquent, quel que soit le sous-groupe G de Cn tel que Λf ⊂ Ξf ⊂ G,
l’ensemble

{fχ ∈ S∗
n | χ ∈ Ch G}

ne dépend pas de G, mais il dépend uniquement de f .

Pour tout χ ∈ Ch ΞF , Fχ dénote le SSE donné par

Fχ := {fχ ∈ S∗
n | f ∈ F} .

Comme dans le cas d’une seule somme d’exponentielles, si F est un SSE à
fréquences réelles, l’ensemble

{Fχ ⊂ Sn,Rn | χ ∈ Ch G}
est le même pour tout sous-groupe additif G ⊂ Cn tel que ΞF ⊂ G. On peut
définir ainsi une action de Ch Rn sur Sn,Rn .

Suite à une idée d’Alain Yger [38], [39], on propose ici une nouvelle
définition d’amibe pour les systèmes finis de sommes d’exponentielles à fré-
quences réelles.3 On verra en suite sous quelles conditions cette notion d’a-
mibe cöıncide avec celle due à Favorov.

2Puisque le groupe additif Rn n’a pas de torsion, ses sous-groupes de type fini sont
libres.

3Cette notion d’amibe pourrait s’adapter au cas plus général des systèmes finis de
fonctions holomorphes presque périodiques dans les domaines tubulaires de Cn.
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Définition 3.2.1. Soit F un SSE à fréquences réelles, G ⊂ Cn un sous-
groupe contenant les fréquences de F . L’amibe de F est le sous-ensemble YF

de Rn défini par

YF :=
⋃

χ∈Ch G

Re V (Fχ) .

L’amibe YF est bien définie car elle est la même pour tout choix du groupe
additif G, (parmi ceux tels que ΞF ⊂ G ⊂ Cn), utilisé dans sa définition.
Ceci nous autorise entre autre à représenter l’amibe YF à l’aide du groupe G
qui nous convient le plus. On remarque aussi que si χ ∈ Ch G alors F et Fχ

ont les mêmes fréquences et donc les mêmes amibes : YF = YFχ .

Proposition 3.2.1. Soit F ⊂ Sn,Rn un SSE à fréquences réelles, alors

(i) on a l’égalité

YF = Rn ∩
⋃

χ∈Ch ΞF

V (Fχ) ,

(ii) YF est un sous-ensemble fermé dans Rn dont l’ensemble complémen-
taire est non vide.

Démonstration. (i) Soit r le rang de ΞF et {ω1, . . . , ωr} un système de
générateurs libres de ΞF , alors, pour tout f ∈ F , on a l’expression

f(z) =
∑

k∈Af,ω

af,k

(
ei〈ω1,Im z〉

)k1· · ·
(
ei〈ωr,Im z〉

)kr

e〈k1ω1+···+krωr,Re z〉

où Af,ω ⊂ Zr est un sous-ensemble fini et af,k ∈ C∗ pour tout k ∈ Af,ω. Or,
si ξ ∈ YF , il existe un χ ∈ Ch ΞF et un η ∈ Rn tels que fχ(ξ + iη) = 0,
pour tout f ∈ F . Par conséquent si, pour tout 1 � j � r, θj désigne la
détermination principale de l’argument de χ(ωj) on a

fχ(ξ + iη) =
∑

k∈Af,ω

af,k

(
ei(θ1+〈ω1,η〉)

)k1· · ·
(
ei(θr+〈ωr,η〉)

)kr

e〈k1ω1+···+krωr,ξ〉

pour tout f ∈ F donc, si χ′ dénote le caractère de ΞF donné, pour 1 � j � r,
par χ′(ωj) = ei〈η,ωj〉 , on aura fχχ′(ξ) = fχ(ξ + iη) = 0, pour tout f ∈ F ,
soit ξ ∈ V (Fχχ′). L’autre inclusion est triviale.

(ii) Si (ξq)q∈N ⊂ YF est une suite convergeante vers ξ ∈ Rn, pour tout
indice q ∈ N, il existe, grâce à (i), un χq ∈ Ch ΞF tel que, fχq(ξq) = 0 , pour
tout f ∈ F . En vertu de la compacité de Ch ΞF , la suite (χq)q∈N ⊂ Ch ΞF

admet une sous-suite (χqm)m∈N qui converge vers un caractère χ ∈ Ch ΞF ,
donc

fχ(ξ) = lim
m→∞

fχqm
(ξqm) = 0 ,
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pour tout f ∈ F , soit ξ ∈ YF . Enfin, pour tout f ∈ F , on a YF ⊆ Yf et
le Lemme 2.3.1 implique que Yf �= Rn. �

Remarque 3.2.1. Si F est un SSE à fréquences réelles, on rappelle que
l’amibe au sens de Favorov de F est l’ensemble

FF := Re V (F ) ,

où Re : Cn → Rn est l’application de prise de partie réelle sur chaque
coordonnée. On a alors

YF =
⋃

χ∈Ch ΞF

FFχ
et Yc

F =
⋂

χ∈Ch ΞF

F c
Fχ

,

ainsi que les inclusions (en général strictes) Re V (Fχ) ⊆ FFχ
⊆ YF , valables

pour tout χ ∈ Ch ΞF .

On va maintenant s’intéresser plus en détail aux rapports entre la notion
d’amibe que l’on vient de définir et celle due à Favorov. Le Théorème 3.2.2
fait le lien entre les deux notions mais sa preuve utilise une version multidi-
mensionnelle d’un théorème dit d’Approximation de Kronecker (déjà utilisée
par Ronkin [33]) dont on préfère ajouter ici une démonstration. On montre
d’abord un lemme.

Lemme 3.2.1. Soit H ⊂ Rr un sous-groupe (additif) fermé. Alors H = Rr

ou bien il existe une forme R-linéaire ψ �≡ 0 sur Rr telle que ψ(H) ⊆ Z.

Démonstration. Si r = 1 le lemme est une simple conséquence du fait
bien connu qu’un sous-groupe additif de R est soit dense soit discret. Par
récurrence, on suppose que le lemme soit vrai dans Rs, pour tout s < r. Or,
si H �= Rr, il existe un sous-espace linéaire non trivial S ⊂ Rr tel que l’image
de H, sous la projection orthogonale πS : Rr → S, constitue un sous-groupe
discret de S. Puisque πS(H) est discret dans S, il existe par hypothèse de
récurrence une forme R-linéaire ψS �≡ 0 sur S telle que ψS(πS(H)) ⊆ Z. La
forme R-linéaire ψ := ψS ◦ πS vérifie le lemme pour H ⊂ Rr. �

Théorème 3.2.1. Soient ω1, . . . , ωr ∈ Rn linéairement indépendants sur Z.
Alors le sous-groupe additif

G := {x ∈ Rr | xj = 〈t, ωj〉+ pj où t ∈ Rn, pj ∈ Z et j = 1, . . . , r}
est dense 4dans Rr.

4On observe que des conditions diophantiennes portant sur les ω1, . . . , ωr “freinent” la
vitesse de l’approximation du point courant de Rr par des points de G.
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Démonstration. Soit H l’adhérence de G. H est aussi un sous-groupe et on
va montrer que H = Rr. Si, par l’absurde, H � Rr, le Lemme 3.2.1 implique
qu’il existe une forme R-linéaire ψ �≡ 0 sur Rr telle que ψ(x) ∈ Z pour
tout x ∈ H et donc à fortiori pour tout x ∈ G. En évaluant ψ sur un point p
de Zr ⊂ G on trouve

ψ(p) = q1p1 + · · ·+ qrpr ,

pour certains q1, . . . , qr ∈ Z non tous nuls, d’autre part en l’évaluant sur un
point du type

xt = (〈t, ω1〉, . . . , 〈t, ωr〉) ∈ G ,

où t ∈ Rn est arbitraire, on obtient

ψ(xt) = q1〈t, ω1〉+ · · ·+ qr〈t, ωr〉 = 〈t, q1ω1 + · · ·+ qrωr〉 ∈ Z

pour tout t ∈ Rn, ce qui est possible si et seulement si

q1ω1 + · · ·+ qrωr = 0 ,

d’où la contradiction. �

Les preuves du Lemme 3.2.1 et du Théorème 3.2.1 ont été obtenues en
modifiant celles que l’on trouve dans [27].

Théorème 3.2.2. Soit F = {f1, . . . , fs} ⊂ Sn,Rn , s � n, tel que V (Fχ) = ∅

pour tout χ ∈ Ch ΞF , ou bien tel que codim V (Fχ) = s pour tout χ ∈ Ch ΞF .
Alors

YF = Re V (F ) = FF .

Démonstration. Si V (Fχ) est vide pour tout χ ∈ Ch ΞF , le théorème est
vrai trivialement. Soit donc codim V (Fχ) = s, (en particulier V (Fχ) �= ∅),

pour tout χ ∈ Ch ΞF . L’inclusion YF ⊇ Re V (F ) est évidente, on doit donc
montrer que Re V (Fχ) ⊆ Re V (F ), pour tout χ ∈ Ch ΞF . On suppose, par
l’absurde, qu’il existe un χ ∈ Ch ΞF et un point x ∈ Rn ∩ V (Fχ) qui n’est
pas adhérent à Re V (F ). Cela signifie qu’il existe un ε > 0 tel que la bande

D := {z ∈ Cn | ‖x− Re z‖ < ε}
ne contient pas de zéros de F . Si {ω1, . . . , ωr} est un système de générateurs
libres du groupe ΞF et, pour 1 � � � r, θ� est la détermination principale de
l’argument de χ(ω�), on a les expressions suivantes pour tout 1 � j � s,

fj(z) =
∑
k∈Aj

aj,k

(
ei〈ω1,Im z〉

)k1· · ·
(
ei〈ωr,Im z〉

)kr

e〈k1ω1+···+krωr,Re z〉
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et

fj,χ(z) =
∑
k∈Aj

aj,k

(
ei(θ1+〈ω1,Im z〉)

)k1· · ·
(
ei(θr+〈ωr,Im z〉)

)kr

e〈k1ω1+···+krωr,Re z〉,

où Aj est un sous-ensemble fini de Zr et aj,k ∈ C∗ pour tout k ∈ Aj.
Le Théorème 3.2.1 implique qu’il existe une suite (tm) ⊂ Rn telle que, pour
tout 1 � � � r, on ait

lim
m→+∞

〈ω�, tm〉 = θ� mod. 2πZ ,

ce qui fait que, pour tout 1 � j � s et tout z ∈ Cn,

lim
m→+∞

fj(z + itm) = fj,χ(z) .

Pour tout m ∈ N, tout 1 � j � s et tout z ∈ Cn, on pose

gj,m(z) := fj(z + itm) ,

donc limm→+∞ gj,m = fj,χ , ce qui fait que le système Gm = {g1,m, . . . , gs,m}
“tend5” vers Fχ si m tend vers l’infini. Or, puisque V (F ) ∩ D = ∅, on
a aussi V (Gm) ∩ D = ∅, pour tout m ∈ N, mais comme par construc-
tion codim V (Gm) = s = codim V (Fχ) pour tout m ∈ N, la version plu-
sieurs variables du théorème de Rouché fait que V (Fχ) ∩D = ∅ aussi. Ceci
est absurde car par hypothèse x ∈ V (Fχ) ∩D. �

Corollaire 3.2.1. Soit F = {f1, . . . , fs} ⊂ Sn,Rn , s � n, tel que V (Fχ) = ∅

pour tout χ ∈ Ch ΞF , ou bien tel que codim V (Fχ) = s pour tout χ ∈ Ch ΞF .
Alors

Re V (F ) = Re V (Fχ) ,

pour tout χ ∈ Ch ΞF .

Démonstration. Pour tout χ ∈ Ch ΞF le système Fχ vérifie les mêmes
hypothèses que F donc le Théorème 3.2.2 fait qu’on ait aussi

YFχ = Re V (Fχ) = FFχ ,

d’autre part YF = YFχ , donc Re V (F ) = Re V (Fχ) . �

5L’idée d’approcher les fj,χ par des translatées des fj à l’aide du Théorème 3.2.1 a été
déjà exploitée par Ronkin dans [33].
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Corollaire 3.2.2. Soit F ⊂ Sn,Rn un SSE dont la famille des spectres est
fermée, alors

YF = Re V (F ) = FF .

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’à cause du Lemme 2.3.3, pour
tout caractère χ ∈ Ch ΞF , le système Fχ est régulier et donc on n’a plus que
deux possibilités, selon que V (Fχ) = ∅ ou que codim V (Fχ) = card F , pour
tout χ ∈ Ch ΞF . �

Corollaire 3.2.3. Soit f ∈ Sn,Rn, alors Yf = Re V (f) = Ff .

Démonstration. La famille des spectres d’un SSE constitué par une seule
somme d’exponentielles est toujours fermé. �

Le lemme qui suit concerne le comportement des amibes sous l’action
d’un automorphisme C-linéaire de Cn qui préserve Rn, si ϕ est un tel auto-
morphisme et F un SSE à fréquences réelles, on pose

F ◦ ϕ := {f ◦ ϕ ∈ Sn,Rn | f ∈ F} .

Lemme 3.2.2. Soit F un SSE à fréquences réelles et ϕ : Cn −→ Cn un
isomorphisme C-linéaire tel que ϕ(Rn) = Rn. Alors on a

Re
[
V (F ◦ ϕ)

]
= Re

[
ϕ−1(V (F ))

]
= ϕ−1(Re V (F ))

ainsi que

YF = ϕa(YF◦ϕa) ,

où ϕa dénote l’adjoint de ϕ par rapport à la forme hermitienne standard
sur Cn.

Démonstration. La première égalité est évidente. Si x ∈ Re ϕ−1(V (F ))
et z = x + iy ∈ ϕ−1(V (F )), on a ϕ(z) = ϕ(x) + iϕ(y) d’où Re ϕ(z) = ϕ(x),
soit x ∈ ϕ−1(Re V (F )). D’autre part, si x ∈ ϕ−1(Re V (F )), il existe un
point ζ ∈ V (F ) tel que Re ζ = ϕ(x) et comme ϕ est inversible, on a

x = ϕ−1(Re (ζ)) = Re ϕ−1(ζ) ∈ Re ϕ−1(V (F )) ,

ce qui achève la preuve de la première affirmation. Pour montrer la deuxième
affirmation, soit f ∈ F , f(z) :=

∑
λ∈Λf

cλe
〈z,λ〉, alors, pour tout λ ∈ Λf on a

〈ϕa(z), λ〉 = 〈λ, ϕa(z)〉 = 〈ϕ(λ), z〉 = 〈z, ϕ(λ)〉 ,
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d’où
f ◦ ϕa(z) =

∑
ϕ(λ)∈ϕ(Λf )

cϕ(λ)e
〈z,ϕ(λ)〉

et
Ch ΞF◦ϕa = {χ ◦ ϕ−1

|ϕ(ΞF ) | χ ∈ Ch ΞF} .

Ceci fait que, pour tout f ∈ F et tout χ ∈ Ch ΞF , on ait

fχ ◦ ϕa = (f ◦ ϕa)χ◦ϕ−1

ainsi on en déduit

Re V
(
Fχ ◦ ϕa

)
= Re V

(
(F ◦ ϕa)χ◦ϕ−1

)
et, grâce à la première partie de la preuve

Re V (Fχ) = ϕa
(

Re V
(
(F ◦ ϕa)χ◦ϕ−1

))
,

d’où la conclusion en prenant l’union sur χ ∈ Ch ΞF . �

Lemme 3.2.3. Soit F un SSE à fréquences réelles tel que le rang de ΞF soit
égale à dimR(linR ΞF ). Alors on a l’égalité

YF = Re V (F ) .

Démonstration. On suppose d’abord que, pour tout f ∈ F , Λf ⊂ Zn et
que ΞF est de la forme

ΞF = {(m1, . . . , ms, 0, . . . , 0) ∈ Rn | m1, . . . , ms ∈ Z} ,

où s ∈ {1, . . . , n} dénote le rang de ΞF . Dans ce cas, pour déterminer l’amibe
de F on peut utiliser les caractères du groupe Zn ; donc si χ ∈ Ch Zn est
le caractère associé au n-uplet (eiθ1 , . . . , eiθn) , où (θ1, . . . , θs) ∈ Rn, f ∈ F
et λ ∈ Λf , pour tout z ∈ Cn, on a

χ(λ)e〈z,λ〉 = ei(m1θ1+···+msθs)ez1m1+···+zsms

= e(z1+iθ1)m1+···+(zr+iθs)ms

= e〈z+iθ,λ〉 ,

donc fχ(z) = f(z + iθ). On en tire que, pour tout χ ∈ Ch Zn, z ∈ V (Fχ) si
et seulement si z + iθ ∈ V (F ), d’où Re V (Fχ) = Re V (F ) et pour le choix
arbitraire de χ ∈ Ch Zn, on déduit que YF = Re V (F ).
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On passe maintenant au cas général. Supposons que le rang s de ΞF soit
égal à dimR(linR ΞF ) et soit {ω1, . . . , ωs} un système libre de générateurs
de ΞF . Les éléments ω1 . . . , ωs sont linéairement indépendants sur R car au-
trement le sous-espace vectoriel de Rn qu’ils engendrent, à savoir le sous-
espace linR ΞF , aurait dimension plus petite que s. Ceci permet de compléter
le système {ω1, . . . , ωs} en une base {ω1, . . . , ωs, ωs+1, . . . , ωn} de Rn. Soit A
la matrice donnée par

A :=

⎛⎜⎝ ω11 · · · ωn1
...

. . .
...

ω1n · · · ωnn

⎞⎟⎠ ,

alors, si B est l’inverse de A et ϕ l’automorphisme C-linéaire de Cn répre-
senté dans les bases canoniques par la matrice B, on voit que ϕ(Rn) = Rn,
et qu’à moins d’une permutation impaire des premières s colonnes de A on
peut supposer det ϕ > 0. Ceci implique l’égalité

ϕ(ΞF ) = {(m1, . . . , ms, 0, . . . , 0) ∈ Rn | m1, . . . , ms ∈ Z} ;

donc, avec les notations du Lemme 3.2.2, la première partie de la démonstra-
tion nous assure que

YF◦ϕ = Re V (F ◦ ϕ) ,

et un recours au Lemme 3.2.2 nous donne

YF = ϕ(YF◦ϕ) = ϕ(Re V (F ◦ ϕ)) = ϕ(ϕ−1(Re V (F ))) = Re V (F ) ,

ce qui achève la preuve. �

Corollaire 3.2.4. Si F est un SSE à fréquences rationnelles alors

YF = Re V (F ) .

Démonstration. Au vu de Lemme 3.2.3, il suffit de vérifier que le rang s
de ΞF est égal à dimR(linR ΞF ) . Pour cela, soit {ω1, . . . , ωs} ⊂ Qn un système
libre de générateurs de ΞF . On a s � n ; en effet, si j ∈ {1, . . . , s} et

ωj =

(
pj1

qj1

, . . . ,
pjn

qjn

)
,

avec pj1, . . . , pjn ∈ Z et qj1, . . . , qjn ∈ Z∗, alors, en posant

μ := ppmc{qjk ∈ Z | j ∈ {1, . . . , s} , k ∈ {1, . . . , n}} ;
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on voit que μ �= 0, donc Ξf est isomorphe à μΞf et comme μΞF ⊆ Zn,
on en tire que s � n. De plus, ω1, . . . , ωs sont Q-linéairement indépendants
car en multipliant une éventuelle relation de dépendance linéaire sur Q par
le plus petit multiple commun des dénominateurs des coefficients de la re-
lation, on obtient une relation sur Z, ce qui est contraire au fait que les
éléments ω1, . . . , ωs définissent une famille libre sur Z. Par conséquent, on
peut compléter {ω1, . . . , ωs} en une base {ω1, . . . , ωs, ωs+1, . . . , ωn} de Qn.
Comme dans la démonstration du Lemme 3.2.3, soit A la matrice donnée
par

A :=

⎛⎜⎝ ω11 · · · ωn1
...

. . .
...

ω1n · · · ωnn

⎞⎟⎠ ,

alors, si B est l’inverse de A et ϕ l’automorphisme C-linéaire de Cn repré-
senté dans les bases canoniques par la matrice B, on a que ϕ(Qn) = Qn et,
à moins d’une permutation impaire des premières s colonnes de A, on peut
supposer det ϕ > 0. Ceci implique l’égalité

ϕ(linQ ΞF ) = {(m1, . . . , ms, 0, . . . , 0) ∈ Rn | m1, . . . , ms ∈ Q} ,

où linQ ΞF dénote le Q-sous-espace vectoriel de Qn engendré par ΞF , d’où

dimR(linR ΞF ) = dimR(ϕ(linR ΞF )) = dimQ(ϕ(linQ ΞF )) = s ,

ce qui conclut la preuve. �

Remarque 3.2.2. Le Corollaire 3.2.4 a comme conséquence le fait que notre
notion d’amibe pour un système de sommes d’exponentielles généralise la no-
tion classique d’amibe. En fait si P = {p1, . . . , pr} ⊂ C[x±1

1 , . . . , x±1
n ] est un

système de polynômes de Laurent non nuls, V (P ) son ensemble des zéros
dans le tore (C∗)n et AP := LnV (P ) son amibe au sens classique, la sub-
stitution xj = ezj , pour j = 1, . . . , n, transforme P en le SSE à fréquences
entières F := {f1, . . . , fr} ⊂ Sn,Zn , où, pour 1 � k � r et z ∈ Cn, on pose

fk(z) := pk(e
z1 , . . . , ezn) .

Comme, pour tout j = 1, . . . , n, ln |xj| = ln |ezj | = Re zj , on en déduit que

AP = YF = FF .

On remarque encore que pour un SSE F ⊂ Sn,Rn on peut aussi considérer
l’amibe AF au sens classique, soit l’image de V (F ) ∩ (C∗)n sous l’applica-
tion Log . Cependant cette approche semble inefficace car, d’une part elle
“renonce” à une partie des zéros de F (ceux qui pourraient avoir quelque
coordonnée nulle) et, d’autre part, elle semble négliger la structure combina-
toire de F .
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Exemple 3.2.1. Soit γ ∈ R \Q et f ∈ S1,R donnée, pour z ∈ C, par

f(z) = cos(iz) + sin(iγz)− 2

=
1

2

(
e−z + ez

)
+

1

2i

(
e−γz − eγz

)− 2 .

L’ensemble Re V (f) n’est pas fermé dans R donc Re V (f) � Yf . En effet,
si z est imaginaire pur, f(z) = 0 si et seulement si cos iz = 1 et sin(iγz) = 1,
soit si et seulement si

iz ∈ 2 πZ ∩
(
(π/2γ) + (2 π/γ)Z

)
= ∅ ,

en particulier 0 /∈ Re V (f). D’autre part, si χ ∈ Ch Ξf est tel que χ(1) = 1
et χ(γ) = −i, on a bien

fχ(z) = cos(iz) + cos(iγz)− 2 ,

d’où fχ(0) = 0 et donc 0 ∈ Yf = Re V (f).6 Puisque le rang du groupe Ξf

est égale à 2 on voit que le Lemme 3.2.3 est en général faux si le rang de ΞF

est plus grand que dimR(linR ΞF ).

Exemple 3.2.2. Soit γ ∈ R \Q et f ∈ S1,R donnée, pour z ∈ C, par

f(z) = (ez − 1)(eγz − eγ) ,

alors Re V (f) = {0, 1} = Yf malgré les hypothèses du Lemme 3.2.3 ne soient
pas satisfaites. La condition énoncée dans le Lemme 3.2.3 est donc suffisante
mais pas nécessaire pour qu’on ait Yf = Re V (f).

Exemple 3.2.3. Soit γ ∈ R\Q et F = {f, g} ⊂ S1,R , où f et g sont données,
pour z ∈ C, par

f(z) = cos(iz) + sin(iγz)− 2 et g(z) = ez − 1 .

Il s’agit d’un système qui n’a pas de solutions (car f n’a pas de zéros ima-
ginaires purs alors que g n’a que de tels zéros), donc Re V (F ) = ∅. D’autre
part YF �= ∅ car 0 ∈ V (Fχ), où χ désigne le caractère tel que χ(1) = 1
et χ(γ) = −i. Donc il existe bien de systèmes F ⊂ Sn,Rn qui n’ont pas de
zéros et dont l’amibe YF n’est pas vide. Dans ces cas l’amibe YF est trop
grande (donc peu intéressante) et le Théorème 3.2.2 est faux.

6Une preuve directe de ceci n’utilisant pas le langage des amibes m’a été signalée par
Michel Balazard.
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3.3 k-convexité selon Henriques.

Dans cette section on va faire quelques remarques autour de la notion
de k-convexité pour un ouvert d’un espace affine réel telle qu’elle a été in-
troduite dans [15], auquel on renvoie pour toutes les définitions, les détails
techniques et tous les résultats que l’on évoquera dans la suite, en particulier
en ce qui concerne le complexe des châınes polyédrales.

Si ∅ �= X ⊂ Rn est un ouvert, on note plC•(X) le complexe des châınes
polyédrales de X, il est obtenu comme le quotient du complexe ΔC•(X)
de châınes linéaires par morceaux de X modulo la relation ∼ d’équivalence
géométrique de ces châınes. Si σ =

∑m
j=1 λjσj ∈ plCk(X), avec λj �= 0 pour

tout j et c = [σ]∼ ∈ ΔCk(X), on rappelle que le support Supp σ de σ est
l’union des images des châınes σj qui apparaissent dans l’expression de σ et
que

Supp c :=
⋂
τ∼σ

Supp τ ,

ce dernier étant bien défini en vertu du Lemme 2.4 dans [15]. On rappelle
aussi que l’homologie du complexe ΔC•(X) est isomorphe à l’homologie sin-
gulière de X, ([15] Lemme 2.2), donc dans toute question de k-convexité
pour un ouvert X d’un espace affine réel, on pourra utiliser l’homologie du
complexe ΔC•(X) au lieu de celui des châınes singulières de X.

Le terme k-convexité n’est pas nouveau en Mathématiques, il existe en fait
en analyse complexe de plusieurs variables ainsi qu’en analyse fonctionnelle.
Néanmoins ces notions analytiques ne ressemblent pas à la notion présentée
par Henriques, qui me parait quand même assez nouvelle. On mentionne
d’ailleurs que Mikalkhin [29] a introduit, sous le même nom de k-convexité,
une notion plus forte que celle d’Henriques.

Il faut remarquer que, si k ∈ N est fixé, la k-convexité dans Rn ne
dévient intéressante que pour n � k + 2, sinon tout sous-ensemble de Rn

est k-convexe. Des simples exemples sont le complémentaire d’une union fi-
nie de droites dans R3, qui est 1-convexe mais qu’il n’est pas 0-convexe7 et,
plus en général, le complémentaire d’une union finie de k-sous-espaces af-
fines dans Rk+2, qui est k-convexe mais il n’est pas �-convexe, pour � < k.
Par contre, le complémentaire d’un ensemble fini de points dans R3 n’est
pas 0-convexe, ni 1-convexe (mais il est trivialement 2-convexe).

La “faiblesse” de la notion de k-convexité croit avec k.

7Un autre exemple assez explicatif d’un tel sous-ensemble m’a été signalé par Mikael
Passare, il s’agit du complémentaire d’une “tour Eiffel” dans R3 dont la “pointe” et les
“pieds” tendent vers l’infini.
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Lemme 3.3.1. Soit X ⊂ Rn un sous-ensemble non vide et soit k ∈ N. Alors,
si X est k-convexe, il est aussi (k + 1)-convexe.

Démonstration. On suppose par l’absurde que X soit k-convexe mais qu’il
ne soit pas (k + 1)-convexe. Il existe donc un (k + 2)-sous-espace affine
orienté S de Rn qui rencontre X et il existe aussi une classe non nulle c
dans H̃+

k+1(S ∩ X, Z) dont l’image, (sous le morphisme induit par l’inclu-

sion), dans H̃k+1(X, Z) est nulle. Soit alors σ un (k + 1)-cycle non négatif
dans S ∩X qui représente la classe c et S ′ est un (k + 1)-sous espace affine
orienté de S tel que l’intersection σ′ := S ′ ∩ σ soit un k-cycle non négatif
et non nul contenu dans S ′ ∩X, (un tel sous-espace existe car autrement σ

représenterait la classe nulle de H̃+
k+1(S ∩ X, Z)). Puisque σ représente la

classe nulle dans H̃k+1(X, Z), on déduit que σ′ représente la classe nulle

dans H̃k(X, Z), ce qui est contraire à la k-convexité de X. �

On termine la section par le lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Soit ϕ : Rn −→ Rn un isomorphisme d’espaces affines qui
préserve l’orientation. Alors si X ⊂ Rn est k-convexe, ϕ(X) l’est.

Démonstration. Si X = ∅ il n’y a rien à montrer. Sinon, la restriction de ϕ
à X induit un homéomorphisme de X sur ϕ(X) donc un isomorphisme en
homologie réduite ϕ∗ : H̃•(X) −→ H̃•(ϕ(X)). En outre, comme ϕ préserve
l’orientation, pour tout (k + 1)-sous-espace affine orienté S de Rn qui ren-
contre X, ϕ(S) est un sous-espace affine de Rn qui est isomorphe à S, en tant
qu’espace affine réel orienté, et qui rencontre ϕ(X) ; d’autre part, tout (k+1)-
sous-espace affine orienté de Rn qui rencontre ϕ(X) est de la forme ϕ(S) pour
un unique S. Enfin, pour tout (k + 1)-sous-espace affine S de Rn qui ren-
contre X et tout x ∈ S \X, l’isomorphisme ϕ induit un isomorphisme

ϕ∗ : Z = H̃k(S \ {x}) −→ H̃k(ϕ(S) \ {ϕ(x)}) = Z

qui, comme on le voit facilement, n’est rien d’autre que l’isomorphisme iden-
tité. On peut donc conclure la démonstration, en fait, pour tout (k+1)-sous-
espace affine orienté S de Rn qui rencontre X et tout x ∈ S \X,

H̃+
k (ϕ(S) ∩ ϕ(X)) \ {0} = ϕ∗(H̃+

k (S ∩X) \ {0})
et de plus le diagramme suivant

H̃k(ϕ(S) ∩ ϕ(X)) −−−−→ H̃k(ϕ(S) \ {ϕ(x)})

ϕ−1∗

⏐⏐+ ⏐⏐+ id

H̃k(S ∩X) −−−−→ H̃k(S \ {x}) = Z
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(où les flèches horizontales sont induites par l’inclusion), est commutatif. �

3.4 Le complémentaire de l’amibe.

Dans cette section on démontre un résultat sur le complémentaire F c
F

de l’amibe d’un SSE F à fréquences réelles qui constitue le pendant du
Théorème 0.0.1. Pour cela, on aura besoin d’une hypothèse géométrique sur
les fréquences de F , à savoir l’hypothèse que la famille des spectres de F est
fermée.

Théorème 3.4.1. Soit F ⊂ Sn,Rn un SSE dont la famille des spectres est
fermée. Si F est constitué par (k + 1) sommes d’exponentielles, le complé-
mentaire F c

F de l’amibe de F est un sous-ensemble k-convexe de Rn.

Démonstration. La famille des spectres de F est fermée donc FF = YF et,
pour tout χ ∈ Ch ΞF , le SSE Fχ est régulier. Si dimC(affC ΓF ) < (k + 1),
pour tout χ ∈ Ch ΞF , on a V (Fχ) = ∅ , donc Yc

F = Rn qui est évidemment k-
convexe. Par contre, si dimC(affC ΓF ) � (k +1), l’ensemble analytique V (Fχ)
est non vide et de codimension (k + 1) dans Cn, pour tout χ ∈ Ch ΞF . En
particulier ∅ �= YF �= Rn. On conduit la démonstration en trois étapes.

(i) Si Λf ⊂ Zn pour tout f ∈ F , l’amibe YF cöıncide avec l’amibe (au
sens classique) AP d’un système P de polynômes de Laurent de n variables
tel que la codimension, dans (C∗)n, de l’ensemble algébrique V (P ) soit égale
à (k + 1). Grâce au Théorème 0.0.1, on peut conclure que Yc

F est k-convexe
dans ce cas.

(ii) On suppose maintenant que Λf ⊂ Qn pour tout f ∈ F , et, comme
dans la démonstration du Corollaire 3.2.3, on peut trouver un automorphisme
C-linéaire ϕ de Cn tel que det ϕ > 0, ϕ(Rn) = Rn et ϕ(ΞF ) ⊂ Zn. Ainsi, avec
les mêmes notations qu’au Lemme 3.2.2, on a

YF = ϕa(YF◦ϕa) et Yc
F = ϕa(Yc

F◦ϕa)

car l’adjoint ϕa de ϕ est aussi bijectif. En outre, le fait que ϕ soit un iso-
morphisme implique que l’ensemble des spectres du système F ◦ϕa soit aussi
fermé, donc dimC(affC ΓF◦ϕa) ≥ (k + 1), et codim V (F ◦ ϕa) = (k + 1).

Or, comme ΞF◦ϕa = ϕ(ΞF ) ⊂ Zn, la première partie de la démonstration
montre que l’ensemble Yc

F◦ϕa est k-convexe dans Rn et vu que det ϕa > 0
un recours au Lemme 3.2.2 permet de conclure la démonstration dans ce
deuxième cas.
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(iii) On passe donc au cas général où Λf ⊂ Rn pour tout f ∈ F .
Si {ω1, . . . , ωr} est un système libre de générateurs de ΞF on aura

f(z) =
∑

k∈Af,ω

af,ke
k1〈z,ω1〉+···+kr〈z,ωr〉 ,

où Af,ω ⊂ Zr est un sous-ensemble fini et af,k ∈ C∗ pour tout k ∈ Af,ω. Pour
tout j ∈ {1, . . . , r}, soit (ωj,�)�∈N ⊂ Qn une suite convergeante vers ωj et,
pour tout � ∈ N, soit F [�] := {f [�] ∈ Sn,R | f ∈ F}, où f [�] est la somme
d’exponentielles donnée par

f [�](z) :=
∑

k∈Af,ω

af,ke
k1〈z,ω1,�〉+···+kr〈z,ωr,�〉 .

On voit ainsi que, pour tout f ∈ F , la suite des polytopes (Γf [�])�∈N converge
vers le polytope Γf pour la métrique de Hausdorff ; par conséquent, pour �
assez grand, l’ensemble des spectres du système F [�] est aussi fermé (donc F [�]

est régulier) et dimC(affC ΓF [�]) � (k + 1). Ceci implique que, pour � assez
grand, l’ensemble analytique V (F [�]) est non vide et de codimension (k + 1)
dans Cn. D’autre part, pour tout f ∈ F , le support de f [�] est contenu
dans Qn, donc, en vertu de la deuxième partie de la démonstration, on sait
que pour � assez grand, l’ensemble Yc

F [�] est k-convexe.

De façon analogue, pour tout χ ∈ Ch ΞF et tout � ∈ N, on peut définir la
système (Fχ)[�], et puisque, pour tout χ ∈ Ch ΞF , tout � ∈ N et tout f ∈ F ,
on a Λf [�] = Λ(fχ)[�] ⊂ Qn, on peut également conclure que, pour tout
caractère χ ∈ Ch ΞF et pour � assez grand, l’ensemble Yc

(Fχ)[�]
est k-convexe.

Puisque ∅ �= YF �= Rn, il existe un (k + 1)-sous-espace affine orienté S
de Rn tel que ∅ �= S ∩ Yc

F �= S. Soit S un tel sous-espace affine (d’es-
pace vectoriel sous-jacent ES) et supposons, par l’absurde, qu’il existe une

classe γ ∈ H̃+
k (S ∩ Yc

F ) \ {0} dont l’image est nulle sous le morphisme

ι : H̃k(S ∩ Yc
F ) −→ H̃k(Yc

F )

induit par l’inclusion ; il s’agit de montrer que l’existence d’un tel élément
conduit à une contradiction. On choisit pour cela un représentant c de γ
dans le groupe CΔ

k (S ∩ Yc
F ) (c’est-à-dire un k-cycle affine par morceaux de

l’ouvert S∩Yc
F de l’espace affine (k+1)-dimensionnel S) ; grâce au Lemme 2.7

de [15], il existe une unique (k + 1)-châıne affine par morceaux C de CΔ
k+1(S)

(dépendant de c) telle que ∂C = c et l’hypothèse que la classe d’homologie
de c dans S∩Yc

F soit non nulle équivaut (pour le même Lemme 2.7 de [15]) à
ce que le support de C ne soit pas inclus dans Yc

F ; il existe donc un caractère
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χo de ΞF tel que le support de C n’est pas inclus dans S ∩ (Re V (Fχo))
c.

En outre, comme Supp c ⊂ Yc
F , on voit que la classe nulle de H̃k(Yc

F ) peut
être représentée par le cycle c, donc il existe un élément D ∈ CΔ

k+1(Yc
F ), tel

que ∂D = c dans Yc
F .

On admet pour l’instant qu’il existe L ∈ N tel que pour tout � � L on a

Supp c ∪ Supp D ⊆ Yc
(Fχ)[�] , (∗)�

χ

pour tout χ ∈ Ch ΞF , donc, pour � � L, la relation (∗)�
χo

implique que c

représente une classe d’homologie γχo,� de H̃k(S ∩ Yc
(Fχo )[�]

) dont l’image est

nulle sous le morphisme

ι� : H̃k(S ∩ Yc
(Fχo )[�]) −→ H̃k(Yc

(Fχo )[�]) ,

induit par l’inclusion. En outre, l’hypothèse γ ∈ H̃+
k (S ∩ Yc

F ) implique que,

si � � L, on a γχo,� ∈ H̃+
k (S ∩ Yc

(Fχo )[�]
). En fait si, pour � � L et x apparte-

nant S \Yc
(Fχo )[�]

, υx dénote le générateur standard du groupe de cohomologie

de de Rham Hk
dR(S \ {x}),

υx :=
1

(k + 1)κk+1

k∑
j=0

(−1)j ξj − xj

‖ ξ − x ‖k+1
dξ[j] ,

on a ∫
c

υx > 0 lorsque x ∈ Supp C ,

ou alors ∫
c

υx = 0 lorsque x /∈ Supp C .

Si l’on change de représentant pour γχo,�, il est facile de voir (par le théorème
de Stokes) qu’aucune des deux intégrales ci-dessus peut devenir négative,
donc, grâce au Lemme 3.2 de [15], si � � L, la classe γχo,� est non négative

dans H̃k(S ∩ Yc
(Fχo )[�]

), d’autre part, si � � L, la k-convexité de Yc
(Fχo )[�]

im-

plique que γχo,� représente la classe nulle dans le groupe H̃k(S ∩ Yc
(Fχo )[�]

),

soit Supp C ⊆ Yc
(Fχo )[�]

.

La contradiction attendue viendra alors du fait que l’on sait que le support
de C n’est pas inclus dans S ∩ Re (V (Fχo))

c. En fait on peut trouver un
point x ∈ S∩Re (V (Fχo)) qui appartient aussi à l’intérieure relatif de Supp C,
donc il existe un voisinage W de x tel que W ∩ S soit entièrement contenu
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dans Supp C. Si y ∈ Rn est tel que z := x + iy ∈ V (Fχo), l’intersection
de V (Fχo) avec

U := S + i(y + ES) ,

constitue un ensemble analytique discret dans Cn. Soit Bz dans Cn une boule
ouverte de centre z qui ne contient pas d’autres points de V (Fχo)∩U . Pour �
assez grand, l’ensemble analytique V ((Fχo)

[�]) ∩ U est aussi discret et, dans
ce cas, la version en plusieurs variables du théorème de Rouché assure que
cet ensemble admet dans Bz le même nombre d’éléments que V (Fχo) ∩ U y
admet, soit un seul élément, que l’on note z� := x� + iy�.

Il est clair que la suite des points z� tend vers z et, en particulier, que les
points de la suite (x�) appartiennent à W ∩S, pour � assez grand. Mais alors
on a trouvé la contradiction attendue, car, pour � assez grand, on a d’une
part x� ∈ Y(Fχo )[�] et d’autre part x� ∈ W ∩ S ⊂ Supp C ⊂ Yc

(Fχo )[�]
.

Pour terminer la démonstration, il nous reste à prouver qu’il existe L ∈ N
tel que, pour tout � � L, la relation (∗)�

χ est vérifiée pour tout χ ∈ Ch ΞF .
On commence par remarquer qu’il existe un nombre fini m de boules fermées
B̄(xs, εxs), 1 � s � m, telles que

Supp c ∪ Supp D ⊂
m⋃

s=1

B̄(xs, εxs) ⊂ Yc
F .

Il suffit de montrer que, pour chaque 1 � s � m, il existe un ls ∈ N tel que,
pour tout entier � � ls, on ait

B̄(xs, εxs) ⊂ Yc
(Fχ)[�] ,

pour tout χ ∈ ΞF , et prendre en suite L := max{ls | 1 � s � m}. On prouve
ceci par l’absurde ; on suppose que pour un certain s, 1 � s � m, il existe un
une suite strictement croissante (�q) ⊆ N et une suite (χq) ⊂ Ch ΞF telles
que

B̄(xs, εxs) ∩ Y(Fχq )[�q ] �= ∅ .

Comme, pour tout q ∈ N, Y(Fχq )[lq ] = Re V ((Fχq)
[lq ]) , on déduit l’existence

d’une suite de points ξq de B̄(xs, εxs) et d’une suite de points ηq de Rn tels
que, pour tout f ∈ F et tout q ∈ N, on ait

(fχq)
[�q ](ξq + iηq) = 0 ,

soit

(fχ̃q)
[�q ](ξq) = 0 ,
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où, pour tout q ∈ N , χ̃q := χqκq, κq désignant le caractère de ΞF donné,
pour 1 � j � r, par κq(ωj) = ei〈ηq ,ωj,�q 〉 . Par compacité de B̄(xs, εxs) et
de Ch ΞF , on extrait une sous-suite (ξqr) et une sous-suite (χ̃qr) conver-
geantes respectivement vers un point ξ̃ de la boule B̄(xs, εxs) et un caractère χ̃
de Ch ΞF ; en passant à la limite, on a donc, pour tout f ∈ F ,

0 = lim
r→∞

(fχ̃qr
)[�qr ](ξqr) = fχ̃(ξ̃) ,

ce qui est absurde, vu que ξ̃ ∈ B̄(xs, εxs) ⊂ Yc
F . �

Remarque 3.4.1. Le Théorème 3.4.1 n’est utile que pour les SSE constitués
par n équations en n variables complexes, car tout sous-ensemble de Rn

est (n− 1)-convexe.

3.5 La fonction de Jessen

Dans le reste du chapitre on s’intéresse à certains des relations existantes
entre la notion d’amibe et celle de fonction de Jessen pour une somme d’ex-
ponentielles à fréquences réelles. Bien que ceci ne soit pas nouveau, (voir [9]),
on veut quand même mettre en évidence la façon extrêmement naturelle par
laquelle le Corollaire 3.2.3 permet de passer du cadre polynomial au cadre
exponentiel.

3.5.1 Amibes polynomiales et amibes exponentielles

Dans cette sous-section on montre que, si f ∈ Sn,Rn , l’amibe de f peut
être réalisée comme l’intersection, dans un espace affine de dimension égale
au rang de Ξf , d’un sous-espace linéaire et de l’amibe au sens classique d’un
certain polynôme de Laurent associé à f .

Comme on déjà vu, si r est le rang de Ξf et {ω1, . . . , ωr} est un système
de générateurs libres de Ξf , χ ∈ Ch Ξf et, pour tout 1 � � � r, θ� la
détermination principale de l’argument de χ(ω�), on a une représentation du
type

fχ(z) =
∑

k∈Af,ω

af,k

(
e〈z,ω1〉+iθ1

)k1 · · · (e〈z,ωr〉+iθr
)kr

,

où Af,ω ⊂ Zr est un sous-ensemble fini et af,k ∈ C∗ pour tout k ∈ Af,ω. Or,
si Lω : Rn −→ Rr dénote l’application linéaire donnée, pour tout x ∈ Rn,
par

Lω(x) := (〈x, ω1〉, . . . , 〈x, ωr〉)
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et qf,ω désigne le polynôme de Laurent de r variables

qf,ω(ζ) :=
∑

k∈Af,ω

af,k ζk ,

on a bien

fχ(x) = qf,ω

(
e〈x,ω1〉+iθ1 , . . . , e〈x,ωr〉+iθr

)
, (3.1)

pour tout x ∈ Rn et tout χ ∈ Ch Ξf . De plus on a le lemme suivant.

Lemme 3.5.1. Avec les notations ci-dessus on a les relations suivantes

Lω(Ff ) ⊆ Aqf,ω
et Lω(F c

f ) ⊆ Ac
qf,ω

.

En particulier, F c
f n’a qu’un nombre fini de composantes connexes.

Démonstration. Soit x ∈ Ff = Yf . Pour le Corollaire 3.2.3 et la Proposi-
tion 3.2.1, il existe χ ∈ Ch Ξf , et donc un θ ∈ [0, 2π)n, tel que fχ(x) = 0.
L’égalité 3.1 montre que Lω(x) ∈ Aqf,ω

, ainsi Lω(Ff ) ⊆ Aqf,ω
. D’autre

part, x ∈ Yc
f , implique fχ(x) �= 0, pour tout caractère χ ∈ Ch Ξf . Si, par

l’absurde, on suppose que Lω(x) ∈ Aqf,ω
, il doit exister un point ζ ∈ V (qf,ω)

tel que Log (ζ) = Lω(x). Soit θ ∈ [0, 2π)r le r-uplet des arguments principaux
de ζ, alors

0 = qf,ω(ζ) = qf,ω

(
e〈x,ω1〉+iθ1 , . . . , e〈x,ωr〉+iθr

)
= fχ(x) ,

où χ ∈ Ch Ξf désigne le caractère correspondant à θ ∈ [0, 2π)r, ce qui est
absurde au vu du choix de x. On conclut que Lω(F c

f ) ⊆ Ac
qf,ω

.

En fin, le Lemme 2.2.2 implique que, dans des coordonnées convenables,

V (fχ) =
(
V (fχ) ∩ linC EΓf

)× (
linC EΓf

)⊥
,

pour tout χ ∈ Ch Ξf , mais, puisque Λf ⊂ Rn, on a
(
linC EΓf

)⊥
= linC E⊥

Γf

et
Re V (fχ) =

(
Re V (fχ) ∩ EΓf

)× E⊥
Γf

pour tout χ ∈ Ch Ξf , donc

Yc
f =

(Yc
f ∩ EΓf

)× E⊥
Γf

.

On obtient ainsi une bijection entre l’ensemble des composantes connexes
de Yc

f et celui de composantes connexes de Yc
f ∩EΓf

. Puisque ker Lω = E⊥
Γf

,
on déduit que

Lω(Yc
f ) = Lω

(Yc
f ∩ EΓf

)
= Lω(EΓf

) \ Aqf,ω
,

d’où la conclusion, car Lω(EΓf
)\Aqf,ω

n’a qu’un nombre fini de composantes
connexes et Lω est injective sur EΓf

. �
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Remarque 3.5.1. D’après le Lemme 3.5.1 le nombre de composantes con-
nexes de F c

f est majoré par celui de composantes connexes de Ac
qf,ω

. Par
contre ce nombre dépende du choix du système de générateurs libres du
groupe Ξf . Ronkin, dans [33], a estimé que le nombre de composantes con-
nexes de F c

f est majoré par le nombre

2−rκr

(√
r + 2r max

k∈Af,ω

‖k‖)r
, (3.2)

mais, la présence du terme maxk∈Af,ω
‖k‖ fait que cette estimation dépend

encore du choix du système de générateurs libres de Ξf .

3.5.2 Fonction de Ronkin et fonction de Jessen

On passe maintenant à l’étude de la fonction de Jessen associée à une
somme d’exponentielles à fréquences réelles. Pour rendre plus évident le lien
avec le cas des polynômes de Laurent, on commence par rappeler un analogue
polynomial introduit par Ronkin dans [33].

Si p ∈ C[z±1
1 , . . . , z±1

n ] est un polynôme de Laurent, la fonction de Ronkin
de p est la fonction Np : Rn −→ R donnée, pour x ∈ Rn, par

Np(x) :=
1

(2πi)n

∫
Log −1(x)

log |p(z1, . . . , zn)|
z1 · · · zn

dz1 ∧ · · · ∧ dzn

=
1

(2π)n

∫
[0,2π]n

log |p(ex1+iθ1 , . . . , exn+iθn)|dθ1 ∧ · · · ∧ dθn .

La définition est bien posée8 et Np est une fonction convexe9 et (comme
montre dans [33] par exemple), Np est affine par morceaux sur Ac

p. Le gra-
dient ∇Np envoie Rn sur le polytope de Newton Γp de p, il est constant sur
chaque composante connexe de Ac

p, mais il prend valeurs distinctes sur com-
posantes distinctes. La valeur de ∇Np sur une telle composante est un point

8Grâce à la formule de Jensen et au théorème de préparation de Weierstrass, on peut
montrer, (voir [7] par exemple), que l’intégrale impliquée dans l’expression de Np(x) existe
pour tout x ∈ Rn, même pour x dans l’amibe Ap (où l’intégrand est singulier). En Théorie
de nombres la fonction Np est appelée la mesure de Mahler de p.

9La convexité de la fonction Np suit du du Corollaire I.26 de [25] et du fait que la
fonction U : (C∗)n −→ R donnée, pour ζ ∈ (C∗)n, par

U(ζ) =
∫

[0,2π]n
log |p(ζ1e

iθ1 , . . . , ζneiθn)| dθ1 ∧ . . . ∧ dθn ,

est plurisousharmonique et indépendante des arguments de ses variables.
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de Γp ∩ Zn qui est appelé l’ordre de la composante, (voir [11] et [31] pour
plus de détails).

On remarque que la deuxième des expressions de Np données plus haut,
suggère une interprétation de Np qui se généralise immédiatement aux som-
mes d’exponentielles à fréquences réelles. En effet, si p(z) :=

∑
α∈A aαzα est

non nul et χ ∈ Ch Zn, soit pχ le polynôme de Laurent

pχ(z) :=
∑
α∈A

aαχ(α)zα .

Comme pour les sommes d’exponentielles à fréquences réelles, ceci induit
une action de Ch Zn sur l’anneau C[z±1

1 , . . . , z±1
n ] des polynômes de Laurent.

Si {e1, . . . , en} est la base canonique de Zn, et, pour 1 � � � n, θ� ∈ [0, 2π)
est la détermination principale de l’argument de χ(e�), on voit que

p(ex1+iθ1 , . . . , exn+iθn) =
∑
α∈A

aαei〈θ,α〉e〈x,α〉

=
∑
α∈A

aαχ(α)e〈x,α〉

= pχ(ex1 , . . . , exn) ,

donc la fonction de Ronkin de p n’est rien d’autre que la moyenne du loga-
rithme des modules des polynômes de Laurent appartenant à l’orbite de p
sous l’action de Ch Zn, la moyenne étant prise sur le tore Ch Zn par rapport
à sa mesure de Haar normalisée,

Np(x) :=
1

Vol (Ch Zn)

∫
Ch Zn

log |pχ(x)| dχ .

La même définition peut se traduire terme à terme pour les sommes d’ex-
ponentielles à fréquences réelles.

Définition 3.5.1. Soit f ∈ Sn,Rn \ {0}, on appelle fonction de Ronkin de f
la fonction Nf : Rn −→ R donnée, pour tout x ∈ Rn, par

Nf (x) :=
1

Vol (Ch Ξf )

∫
Ch Ξf

log
∣∣fχ(x)

∣∣ dχ .

Pour voir que cette définition est bien posée, on observe qu’en utilisant
les notations introduites dans la section précédente, si r et le rang de Ξf

et {ω1, . . . , ωr} est un système de générateurs libres de Ξf , alors

Nf (x) =
1

(2π)r

∫
[0,2π]r

log
∣∣qf,ω

(
e〈x,ω1〉+iθ1 , . . . , e〈x,ωr〉+iθr

)∣∣ dθ1 ∧ . . . ∧ dθr

= Nqf,ω

(
Lω(x)

)
,
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pour tout x ∈ Rn, ainsi Nf est bien définie et convexe.10 Le lemme suivant
généralise au cas des sommes d’exponentielles à fréquences réelles la relation
existante entre la fonction de Ronkin et l’amibe d’un polynôme de Laurent.

Lemme 3.5.2. Si f ∈ Sn,R est non nulle, la fonction Nf est linéaire par
morceaux sur F c

f et l’image de F c
f sous l’application gradNf constitue un

sous-ensemble fini de Ξf ∩ Γf . En outre le gradient gradNf est constant sur
chaque composante connexe de Yc

f et à composantes distinctes associe des
valeurs distinctes.

Démonstration. Si r est le rang de Ξf et {ω1, . . . , ωr} un système de généra-
teurs libres de Ξf , grâce au Lemme 3.5.1, l’application Lω envoi de manière
injective l’ensemble des composantes connexes de F c

f dans l’ensemble des
composantes connexes de Ac

qf,ω
. Pour tout 1 � j � n et tout point x ∈ F c

f ,
on a

∂Nf

∂xj

(x) =
r∑

�=1

∂Nqf,ω

∂ζ�

(
Lω(x)

)∂(Lω)�

∂xj

(x) =
r∑

�=1

∂Nqf,ω

∂ζ�

(
Lω(x)

)
ω�,j ,

soit

gradxNf (x) =
r∑

�=1

∂Nqf,ω

∂ζ�

(Lω(x)) ω� .

Or, Nqf,ω
est linéaire par morceaux sur Ac

qf,ω
, son gradient est constant sur les

composantes connexes de Ac
qf,ω

et il envoi de manière injective l’ensemble des
composantes connexes de Ac

qf,ω
sur un sous-ensemble fini de Zr ∩ Γqf,ω

, donc
Nf est linéaire par morceaux sur F c

f , son gradient est constant sur chaque
composante connexe de F c

f et, puisque les ω1, . . . , ωr sont libres sur Z, il
envoi de manière injective l’ensemble des composantes connexes de F c

f sur
un sous-ensemble fini de Rn. Il reste donc à montrer que le gradient de Nf

prend ses valeurs dans Ξf ∩Γf . En fait, si γω est l’isomorphisme de Ξf sur Zr

qu’à l’élément
∑r

�=1 k�ω� de Ξf associe le r-uplet (k1, . . . , kr), on a que

gradxNf (x) =
r∑

�=1

∂Nqf,ω

∂ζ�

(Lω(x)) ω� = γ−1
ω

(
gradζ Nqf,ω

(Lω(x))
) ∈ Ξf ,

pour tout x ∈ F c
f . En fin, comme Γqω = conv (γω(Λf )), pour tout x ∈ F c

f il
existe tx ∈ [0, 1]Λf avec

∑
λ∈Λf

tx(λ) = 1 et tel que

gradζ Nqf,ω
(Lω(x)) =

∑
λ∈Λf

tx(λ)γω(λ) ∈ Zr ∩ Γqω ,

10On peut déduire la convexité de Nf par celle de Nqf,ω
et par la linéarité de Lω.
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par conséquent

gradxNf (x) = γ−1
ω

( ∑
λ∈Λf

tx(λ)γω(λ)

)

=
r∑

�=1

( ∑
λ∈Λf

tx(λ)γω(λ)�

)
ω�

=
∑
λ∈Λf

tx(λ)

( r∑
�=1

γω(λ)�ω�

)
=

∑
λ∈Λf

tx(λ) λ ∈ Γf ,

et la preuve est achevée. �

Le Lemme 3.5.2 justifie la définition suivante.

Définition 3.5.2. Soit f ∈ Sn,R non nulle et X une composante connexe
de F c

f . L’ordre de la composante connexe X est la valeur ord X ∈ Ξf ∩ Γf

que gradNf prend sur chaque point de X.

Remarque 3.5.2. Dans le cas d’un polynôme de Laurent p de n variables,
le cardinal de l’ensemble Zn ∩ Γp donne une estimation du nombre des com-
posantes connexes de Ac

p (voir [11]), par contre dans le cas d’une somme
d’exponentielle f ∈ Sn,Rn , vu que le sous-groupe Ξf peut être dense dans Rn,
le cardinal de Ξf ∩ Γf ne peut plus fournir en général une telle estimation
pour F c

f .

On conclut la section par une remarque concernant l’égalité, pour toute
somme d’exponentielles f ∈ Sn,Rn \ {0}, entre la fonction de Ronkin Nf que
l’on vient d’introduire et la fonction de Jessen Jf de f introduite dans [16]
pour toute fonction holomorphe presque périodique.

Définition 3.5.3. Si f ∈ Sn,Rn, la fonction de Jessen11 de f est la fonc-
tion Jf : Rn −→ R donnée, pour tout x ∈ Rn, par

Jf (x) := lim
t→+∞

1

(2t)n

∫
[−t,t]n

ln |f(x + iy)|dy .

11Pour le cas général des fonctions holomorphes presque périodiques, cette notion a été
introduite par Jessen [16] dans l’article [16] sous le nom de fonction de Jensen, mais, comme
rapporté par Favorov et Rashkovskǐı, c’était Ronkin à l’avoir successivement rebaptisée
fonction de Jessen.
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A ce propos, Ronkin [33] a montré le théorème qui suit.

Théorème 3.5.1. Si f ∈ Sn,Rn, on a l’égalité Jf = Nf . �

La démonstration du Théorème 3.5.1 utilise le lemme de Weil suivant.12

Lemme 3.5.3. Soit Φ : Rr −→ R une fonction continue et 2π-périodique
en chaque variable. Si ω1, . . . , ωr ∈ Rn sont des vecteurs linéairement indé-
pendants sur Z, alors on a l’égalité

lim
t→+∞

1

(2t)n

∫
[−t,t]n

Φ(〈ξ, ω1〉+ a1, . . . , 〈ξ, ωr〉+ ar) dξ =
1

(2π)r

∫
[0,2π]r

Φ(ϑ) dϑ ,

pour tout a1, . . . , ar ∈ R. �

Au vu du Théorème 3.5.1, notre approche rejoint la théorie classique en
passant, de façon très naturelle, du cas polynomial au cas exponentiel. Ceci
pourrait s’avérer intéressant dans le cadre d’une généralisation de la fonction
de Ronkin au cas de systèmes de polynômes de Laurent et de la fonction de
Jessen au cas des SSE à fréquences réelles, comme par exemple a été fait par
Rashkovskǐı [32].

12La preuve du Lemme 3.5.3 dépende essentiellement de propriétés de la fonction Φ et
du Lemme 3.2.1.



Chapitre 4

Motivations, conclusions et
perspectives

4.1 Sommaire

Ce chapitre voudrait, d’une part, présenter les questions qui ont inspiré
le sujet de ce travail et, d’autre part, terminer ce même travail par des pers-
pectives et des problèmes plus ou moins ambitieux auxquels cette thèse n’a
pas été capable de donner réponse.

4.2 Motivations

J’ai commencé mon doctorat en octobre 2001 après un DEA de Mathé-
matiques Pures pendant lequel je me suis intéressé à des questions de Géo-
métrie torique et, en particulier, aux résultats de David Cox autour de
l’anneau des coordonnées homogènes associé à certaines variétés toriques
complexes. La construction combinatoire d’une variété torique complexe n-
dimensionnelle fait intervenir de manière fondamentale la structure combi-
natoire de certaines sous-algèbres de l’algèbre des polynômes de Laurent
en n variables à coefficients complexes. Ceci peut être facilement illustré
sur l’exemple d’une variété torique affine. En fait, à partir d’un réseau Ξ
de rang n, on considère, dans l’espace vectoriel réel Ξ ⊗Z R � Rn, un cône
polyédral n-dimensionnel fortement convexe σ := pos A, où A est un sous-
ensemble de Ξ (ce dernier fait s’exprime en disant que le cône σ est rationnel).
Dans la pratique, le réseau Ξ est toujours vu comme le réseau Zn dans Rn,
donc un tel cône σ est engendré par un nombre fini de vecteurs à coordonnées
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entières. Dans ce cas le sous-monöıde σ ∩ Ξ est toujours de type fini et donc
la C-algèbre de monöıde Rσ := C[σ ∩ Ξ] associée est noethérienne. Elle peut
être toujours réalisée comme un sous-anneau de l’anneau C[x±1

1 , . . . , x±1
n ] des

polynômes de Laurent ou encore de l’anneau Sn,Zn des sommes d’exponen-
tielles à fréquences entières. Ainsi la variété torique affine associée au cône σ
n’est rien d’autre que le spectre Spec Rσ de l’anneau Rσ. Il s’agit d’une
variété algébrique normale équipée d’une action algébrique naturelle du tore
algébrique (C∗)n prolongeant l’action par multiplication de ce tore sur lui
même, de telle sorte que Spec Rσ possède une orbite dense isomorphe à (C∗)n.
On est donc en présence d’un objet fourni d’une structure géométrique re-
marquablement riche qui provient entièrement des hypothèses faites sur le
cône dont on est parti. En outre, beaucoup d’invariants géométriques et
algébriques de la variété Spec Rσ peuvent s’interpréter en des termes combi-
natoires à travers la structure du cône σ. Il nous parâıt donc assez naturel de
croire, qu’en affaiblissant les hypothèse faites sur le cône σ et sur le groupe Ξ,
le schéma (et espace analytique complexe) Spec Rσ aurait du garder plusieurs
de ses propriétés remarquables. On s’est donc posé les questions suivantes.

Quelles sont le propriétés géométriques de Spec Rσ qui restent valables
en affaiblissant les hypothèses sur le cône σ et sur le groupe Ξ ? Sous de
telles hypothèses affaiblies, est il encore possible d’associer au monöıde σ∩Ξ
un espace analytique complexe qui en réfléchisse la structure algébrique et
combinatoire ?

Les hypothèses auxquelles on voudrait renoncer sont de deux types dif-
férentes et ici on voudrait se placer dans une des deux situations suivantes,

(a) le sous-groupe Ξ ⊂ Rn reste discret mais le cône σ n’est plus l’enveloppe
positive d’un sous-ensemble fini de Ξ,

(b) le cône σ est l’enveloppe positive d’un sous-ensemble fini de Ξ et le
sous-groupe Ξ ⊂ Rn est libre de type fini, mais il n’est plus discret.

Dans chacun des deux cas, le monöıde σ∩Ξ correspondant n’est plus de type
fini, donc l’algèbre Rσ associée n’est plus noethérienne et, par conséquent son
spectre n’est plus une variété algébrique complexes, mais plutôt un schéma
affine (irréductible, réduit) non noethérien sur lequel il y a encore une action
algébrique naturelle du tore (C∗)n. Cependant, le fait que les schémas de ce
type ne soient pas noethériens implique l’impossibilité de les décrire comme
le lieu des zéros d’un nombre fini d’équations polynomiales en un nombre
fini de variables. Ceci nous a fait vite abandonner ces objets si abstraits,
mais, malgré cela, il a aussi involontairement contribué à éveiller notre intérêt
vers les sommes d’exponentielles. En fait, l’algèbre associée à un monöıde
correspondant à chacune des situations (a) et (b) peut toujours être réalisée
comme une sous-algèbres d’un anneau de sommes d’exponentielles, à savoir
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l’anneau

{f ∈ Sn,Ξ | Λf ⊂ σ ∩ Ξ} .

Cette observation purement algébrique avait probablement été déjà faite par
Thierry Pellé, lorsque, dans sa thèse [30], inspiré par l’approche adoptée
dans [12] pour définir une classe (élargie) de variétés toriques classiques, il
a proposé la construction d’un espace analytique réel associé à des donnés
combinatoires provenant des sommes d’exponentielles. Cependant, ce qui a
orienté notre intérêt définitif vers les sommes d’exponentielles a été la re-
marque (déjà faite par Sergey Favorov dans [9]) concernant la possibilité
d’adapter la théorie des amibes au cas des sommes d’exponentielles, tout
en profitant de leur caractère combinatoire révélé par les travaux de Kazar-
novskǐı (en particulier [17]). En fait, grâce aux résultats de [17], une bonne
partie des théorèmes classiques sur les amibes des sous-variétés algébriques
de (C∗)n a été transposée au cas des amibes des intersections complètes d’hy-
persurfaces analytiques exponentielles globales de Cn.

Jusqu’à l’heure actuelle, une classe d’espaces analytiques complexes qui
pourraient être associés à des cônes (ou plus généralement à des éventails
de cônes) satisfaisant aux conditions (a) ou (b) évoquées plus haut n’a pas
encore été trouvée. Comme remarqué par Paul Bressler et Valery Lunts [5]
(entre autres), une telle classe d’espace analytiques ne peut pas comporter
des variétés toriques, cependant nous sommes persuadés qu’en dehors de la
catégorie torique, une telle classe d’espaces devrait exister et que, comme
dans le cas de la Géométrie torique classique, cette classe devrait faire inter-
venir de manière essentielle la combinatoire offerte par les sommes d’expo-
nentielles.

On ajoute à ce propos qu’une tentative dans ce sens a été faite par Fiam-
metta Battaglia et Elisa Prato dans [2] et [3] où elles ont introduit des espaces
stratifiés par des objets appelés quasifolds.1 À chaque polytope de Rn on peut
associer un tel espace stratifié de telle sorte que, si les sommets du polytope
appartiennent à Zn, l’espace correspondant cöıncide avec la variété torique
associé au polytope. Ces objets généralisent les variétés toriques projectives
symplectiques, mais en général ils constituent des espaces qui sont loin d’être
analytiques. En effet, leur introduction a été motivée par des questions de
Géométrie symplectique, alors que notre approche à la question est inspirée
par un contexte complètement différent, il est donc normal que la notion de
quasifold ne réponde pas à nos attentes.

1Un quasifold est un espace topologique localement isomorphe au quotient d’une variété
lisse sous l’action d’un groupe discret, éventuellement infini, de difféomorphismes de la
variété.
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4.3 Conclusions et perspectives

Les questions abordées dans cette thèse se placent dans le cadre général
de l’étude des sous-ensembles analytiques exponentiels globaux (en abrégé
SAEG) de Cn. Les travaux de Kazarnovskǐı [17], [18] (dont l’article de Kho-
vanskii [24] constitue une partielle amélioration) relient la combinatoire des
équations d’un SSE générique avec la structure asymptotique du SAEG cor-
respondant, tandis que [20] s’intéresse à la décomposition d’un SAEG en des
composantes plus simples. Dans le même esprit que [17], [18] et [24], Rash-
kovskǐı [32] donne, (dans le cas des SSE à fréquences imaginaires pures et
plus généralement dans celui des systèmes de fonction holomorphes presque
périodiques), une information plus précise concernant la densité d’un SAEG
dans des régions préfixées de l’espace à l’aide de certaines courants de Monge-
Ampère construits à partir des fonctions de Jessen associées aux équations
du SAEG.

Notre contribution à ce sujet fournit une compréhension plus explicite de
l’amibe d’un SSE à fréquences réelles (ou, à changement des variables près,
à fréquences imaginaires pures) ainsi qu’une information sur la topologie de
l’ensemble complémentaire d’une telle amibe.

La technique de perturbation par caractères appliquée aux amibes sug-
gère l’application d’une démarche semblable pour les co-amibes. Étant donné
un SSE (régulier) F ⊂ Sn,Rn la co-amibe de F est l’adhérence dans Rn, de
l’ensemble Im V (F ) des parties imaginaires des zéros de F .

La connaissance de la structure de cet ensemble, (ajoutée à celle de
l’amibe de F que l’on a donnée dans le chapitre précédent), permettrait de lo-
caliser des sous-ensembles de Cn où F n’a pas des zéros, ainsi on pourrait en-
visager d’estimer la distance relative entre ces sous-ensembles. Dans le cas des
SSE à fréquences entières, ce problème se réduit au problème de la séparation
de racines d’un système de polynômes de Laurent. La séparation de ra-
cines d’un seul polynôme de Laurent est considéré dans [12] comme étant un
problème difficile et, bien sûr, dans le cadre plus général des SSE à fréquences
réelles, cela dévient encore plus compliqué. Cependant, la démarche suivie
dans le chapitre précédent laisse espérer que la co-amibe d’un SSE régulier
devrait s’exprimer de manière aussi raisonnable que son amibe. Si le SSE est
à fréquence réelles, on pourrait s’attendre à une description de la co-amibe
du système comme l’union des parties imaginaires des zéros de systèmes per-
turbés. On imagine encore une perturbation par caractères du groupe des
fréquences, par contre maintenant les caractères devraient prendre leurs va-
leurs dans le groupe multiplicatif R+ des nombres réels strictement positifs.
Bien évidemment, cette fois l’ensemble complémentaire de la co-amibe n’a
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plus de raison d’avoir un nombre fini de composantes connexes.

Dans ce but on pourrait aussi envisager, sur l’exemple de Rashkovskǐı [32]
et de l’interprétation donnée dans le chapitre précédent, un analogue de la
fonction de Ronkin pour les systèmes. Une telle fonction devrait fournir en-
core une fonction convexe qui pourrait servir à définir une notion d’ordre
pour les composantes connexes du complémentaire de l’amibe d’un SSE à
fréquences réelles.

On mentionne aussi un lien avec la Théorie des nombres. En fait, pour un
SSE F à fréquences réelles pour lequel FF �= YF , l’ensemble YF \FF devrait
réfléchir des propriétés arithmétiques des fréquences et des coefficients des
éléments du système et donc, en ce sens il pourrait s’avérer intéressant du
point de vue des questions de petits dénominateurs inhérentes aux systèmes
à fréquences réelles non commensurables.

Une autre perspective possible c’est celle mentionnée par Kazarnovskǐı
dans [22], où il préconise une théorie de l’intersection pour les SAEG dans
laquelle le pseudovolume mixte pourrait jouer un rôle analogue à celui du
volume mixte ordinaire dans la théorie de l’intersection pour les sous-variétés
algébriques de (C∗)n. La aussi on peut s’attendre à des liens avec la théorie
des amibes.

En fin, on observe que le caractère combinatoire de toutes ces questions
pourrait aussi donner lieu à des analogues tropicaux, lesquels, vus les succès
récents en Géométrie algébrique réelle obtenus dans [29], pourraient sans
doute réserver des surprises intéressantes.





Indice des notations

Symbol Explication Page

aff A sous-espace affine engendré par A 12
EA sous-espace linéaire sous jacent à aff A 12
dim A dimension (réelle) de EA 12
relint A intérieur de A relativement à aff A 12
relbd A bord de A relativement à aff A 12
lin A enveloppe linéaire de A 12
pos A enveloppe positive de A 12
conv A enveloppe convexe de A 12
K(Rn) ensemble des corps convexes de Rn 12
P(Rn) ensemble des polytopes de Rn 12
( , ) produit scalaire standard dans Rn 12
hA fonction de support du corps convexe A 12
HA(u) hyperplan de support de A orthogonale à u 13
F � A F est face de A 13
B(A, k) ensemble de faces k-dimensionnelles de A 14
KF,A angle extérieur de F dans A 14
Bn boule unité dans Rn 14
κn volume n-dimensionnel de Bn 14
ψA(F ) mesure angulaire de KF,A dans Rn 14
Γ fonction gamma d’Euler 14
B fonction bêta d’Euler 15
Subd h sous-différentielle de la fonction h 15
K∞

+ (Rn) ensemble des corps strictement convexes C∞ de Rn 16
A1 + A2 somme de Minkowski de A1 et A2 16
(A)ε ε-voisinage de A 18
H(A1, A2) distance de Hausdorff entre A1 et A2 18
Vol n volume n-dimensionnel 20
RεA ε-régularisé du corps convexe A 20
Vn n-volume mixte de Minkowski 21
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φ valuation ou valuation faible 23
Gk,n grassmanienne des k-sous-espaces linéaires de Rn 24
G(n) ensemble des sous-espaces linéaires de Rn 25
ϕ fonction réelle définie sur G(n) 25
P

ϕ
k (k, ϕ)-volume 25

Q
ϕ
k (k, ϕ)-volume mixte 26
〈 , 〉 produit hermitien standard dans Cn 34
Re 〈 , 〉 produit scalaire standard dans Cn identifié à R2n 34
EC sous-espace complexe maximale contenu dans E 34
linC E sous-espace complexe engendré par E 34
E⊥ complément orthogonale de E par rapport à Re 〈 , 〉 34
E ′ complément orthogonale de E dans linC E 34
�E application linéaire associée à E 35
�(E) module du déterminant de �E 35
K(Cn) ensemble des corps convexes de Cn 36
P(Cn) ensemble des polytopes de Cn 36
K∞

+ (Cn) ensemble des corps strictement convexes C∞ de Cn 36
affR(A) sous-espace affine réel engendré par A 36
affC(A) sous-espace affine complexe engendré par A 36
Pn n-pseudovolume de Kazarnovskǐı 40
Qn n-pseudovolume mixte de Kazarnovskǐı 40
ρA fonction définissante pour A 40
ν∂A champs de vecteurs unitaires extérieurs à ∂A 40
II∂A deuxième forme fondamentale de ∂A 42
IIC

∂A “complexifiée” de II∂A 41
L∂A forme de Levi de ∂A 41
υ∂A forme volume sur ∂A 42
α∂A forme α de ∂A 44
dc opérateur différentiel i(∂̄ − ∂) 44
Sn algèbre de sommes d’exponentielles dans Cn 57
S∗

n sous-ensembles des éléments non nuls de Sn 57
Λf spectre de la somme d’exponentielles f 58
Γf polytope de Newton de f 58
Sn,G algèbre des sommes d’exponentielles à spectre dans G 59
SSE système de sommes d’exponentielles 59
V (F ) ensemble des zéros du système F 59
ΞF sous-groupe engendré par les fréquences du système F 59
linR(ΞF ) R-sous-espace linéaire engendré par ΞF 59
linQ(ΞF ) Q-sous-espace linéaire engendré par ΞF 59
ΓF polytope de Newton du système F 59
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DF ensemble des Δ � ΓF avec dimC(affC Δ) < card F 59
EF ensemble des Δ � ΓF avec dimC(affC Δ) = card F 59
FΔ Δ-trace du système F 60
K[F ] fonction associée au système F 60
N(F, A) 2(n− r)-mesure de Lebesgue de V (F ) ∩ A 66
Log application moment logarithmique 6
Ap amibe (au sens classique) du polynôme p 6
Ch (G) groupe des S1-caractères du groupe G 71
fχ perturbation de f par le caractère χ 72
Fχ perturbation du système F par le caractère χ 72
FF amibe (au sens de Favorov) du système F 8
YF amibe du système F 73
ϕa adjoint de l’opérateur ϕ 77
plC• complexe de châınes linéaires par morceaux 82
ΔC• complexe des châınes polyédrales 82
Supp c support de la châıne c 82

H̃+
k (X) ensemble des k-châınes positives (réduites) de X 7

Np fonction de Ronkin du polynôme p 90
Nf fonction de Ronkin de f 91
Jf fonction de Jessen de f 93
SAEG sous-ensemble analytique exponentiel global de Cn 98
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Résumé

Le but de ce travail est d’étudier la notion d’amibe (dans le sens de Favorov)
pour un système F des sommes d’exponentielles de n-variables complexes et
à fréquences réelles génériques. À l’aide d’une perturbation par caractères du
groupe des fréquences de F , on obtient une expression de l’amibe de F qui
nous permet d’en étudier la topologie. En particulier on montre que, si F
est constitué par (k + 1) éléments, le complémentaire de l’amibe de F est un
sous-ensemble k-convexe de Rn. Ce résultat généralise l’analogue algébrique
montré par Henriques. En outre, dans le cas d’une seule somme d’exponen-
tielles f , on envisage les rapports entre l’amibe de f et sa fonction de Ronkin.

Mots clés

Sommes d’exponentielles, Pseudovolume mixte de Kazarnovskǐı, Amibes au
sense de Favorov, k-Convexité au sens d’Henriques.

Abstract

The aim of this work is to study the notion of amoeba (in the sens of Fa-
vorov) for a system F of exponential sums of n complex variables and real
generic frequencies. Thanks to a perturbation by characters of the group of
frequencies of F , we obtain a expression of the amoeba of F which is useful
in the study of its topology. In particular, we show that, if F has (k + 1)
elements, the complementary set to the amoeba of F is a k-convex subset
of Rn in Henriques’ sense. This result generalize the algebraic analog shown
by Henriques. Moreover, in the case of one exponential sum f , we investigate
the relations between the amoeba of f and its Ronkin function.

Key words

Exponential sums, Kazarnovskǐı mixed pseudovolume, Amoebae in Favorov’s
sense, Henriques’ k-convexity.
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