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�~Ü�Ä Ô °ÁÄ©Ö
ÄÁË�Å~Å�Ü�ÄÁÖ
±ÎÖP¿ÁÀÌË�Ö3±ÎÖ�Å�Ö,À�äUÅ�
�À Ô Ê¤°�Å�Ö�¬��~Ü�Ä���°
Ö�Å Ô ÊÌ°#Å.µ�
�Ü�±�¿.ÜÙ±¢Ö���À�±¢Ë���Å|À?Ê Ô�Ô Ä�ÊÌ°
±¢Ë ÅèÜ�Ä��iÀi¯¤°�Ë�ÊÌ´UÃiÄ��~Ü�å�ÀÌ°
±áÄxÃiÄÁÖ��NÀÌÇ5ÈÌ°©ÄÁÖ�ÃiÄT²QÀ�°�ÃiÄ©Ê�¯Ìã�µ�±ÎÖ³±�Ë�Ö Ô ±¢°©Ä#Ã�È�ê{Å�Ü�Ä�
�ÀÌ°���À�ä
Û�×�ÀÌ°
Ë�±è¿�±è¿.Ü½ÊÌËÒÃ�É�ÊÌË�Ë�±ÍÄÁ°������
¬
�~Ü�Ä
ê Ô °ÁÀ�×ÌÄ#Ã=ÅèÜ�Ê�Å\ä�ÀÌ°NÊ Ô °�±�Ç�Ä

p
µ�ÊBË�¯	Ç5È�Ä
° ��ÄÁ´èÃ

k
µ

Ê¤Ë�Ã�Ê�Å|ÀÌ°�¯	Ö T ÀÌä,Ã	±¢Ç�Ä
Ë�Ö
±áÀ�Ë
n
À�×ÌÄ
°

k
µ�±¢ä

n 6 max{3, 2(p− 1)} ÅèÜ�ÄÁË ÅèÜ�Ä�Å_À�°#¯	Ö TÄÁË�é©À©ê�Ö Ê"!¢´áÀ�¿
Ê¤´ÎÂ���´áÀ�È	Ê¤´�Ã�±�×�±ÎÖ3±|ÈÌ±¢´�±�Å¢ê Ô °�±¢Ë�¿
± Ô ´áÄ$#�µ³±|¬ Ä¤¬ ±�ä
P ∈ T (k)

±ÎÖ Ö�¯�¿.Ü Å�Ü�Ê�Åxä�ÀÌ°
Ê¤´�Ç�À¤Ö�ÅxÊÌ´¢´ Ô ´ÎÊ�¿ÁÄ©Ö

ν
ÅèÜ�ÄÁ°ÁÄ�Ä�ã�±ÎÖ�Å�Ö

Dν ∈ T (kν)

�±�ÅèÜ

pDν = P
µTÅ�Ü�Ä
Ë ÅèÜ�ÄÁ°ÁÄ�Ä�ã�±ÎÖ�Å�Ö

D ∈ T (k)

�±�Å�Ü

pD = P
¬

Û�×�ÀÌ°
Ë�±è¿�±è¿.Ü{Ê¤Ë�Ã1É�Ê¤Ë�Ë�±áÄ
°NÊ¤´¢ÖÁÀ�Ö
Ü�À%
\Ä#Ã=ÅèÜ�Ê�Å.µ&
�Ü�ÄÁË
p 6= 2

µ�Å�Ü�Äxä�ÀÌ´�´áÀ%
�±¢Ë��=¿ÁÀÌË�Ã	±ÍÂ
Å�±ÍÀÌË1±¢ÖQÖ�¯('�¿
±áÄ
Ë�Å!ä�À�°xÅ�Ü�ÄT´áÀ�¿ÁÊÌ´ÍÂ)��´ÍÀ�È	ÊÌ´~Ã	±�×�±¢Ö
±|ÈÌ±�´¢±�Å¢êÒØ

ä�ÀÌ°NÄ�×ÌÄ
°3ê
p
Â���°©Ài¯ Ô

G
±¢Ë �+*

n(Z)
ÅèÜ�ÄTË�Ê�Å3¯¤°ÁÊÌ´�Ç Ê Ô

ϕ : H1(G,Fnp ) →
∏

C

H1(C,Fnp )


�Ü�Ä
°©Ä
C
°#¯¤Ë�ÖxÅ�Ü�°ÁÀ�¯���Ü�ÅèÜ�Ä ¿3ê�¿
´¢±è¿�Ö�¯�È$��°ÁÀ�¯ Ô ÖQÀ�ä

G
µ�±¢ÖH±¢Ë�é©Ä�¿�Åè±�×�Ä¤¬

æ_Ë ÅèÜ�±¢Ö ÅèÜ�ÄÁÖ
±¢Ö,
\Ä Ô °©À�×�Ä ÅèÜ�Ê�Å�ä�À�°½ÊÌË�ê Ô °�±�Ç�Ä
p 6= 2

ÊÌË�Ã;ÊÌË�ê
p
Â)��°ÁÀ�¯ Ô

G
À�ä

Ç Ê�Åè°�±è¿©ÄÁÖt±�Ë �+*
n(Z)


�±�Å�Ü
n < 3(p− 1)

Ö�¯�¿.Ü ±�Ë#é©Ä#¿�Å�±�×�±�Å¢ê�Ê�¯�Å_À�Ç Ê�Å�±è¿ÁÊÌ´¢´ êBÜ�ÀÌ´èÃ�Ö�µ�ÅèÜ�¯	Ö
Ä
ã�Å|Ä
ËÒÃ	±�Ë+� ÅèÜ�Ät°©ÄÁÖ�¯¤´�ÅÒÀÌä�Û�×�ÀÌ°
Ë�±è¿�±è¿.Ü�ÊÌË�Ã�É�Ê¤Ë�Ë�±áÄ
°�¬.-Ò¯	°�Å�Ü�Ä
°�Ç�À�°©Ä#µ�
\Ä Ô °ÁÀ�×ÌÄHÅ�Ü�Ê�ÅUÀ�¯¤°
°©ÄÁÖ�¯¤´�ÅP±¢Ö À Ô Åè±¢Ç ÊÌ´�µK±�Ë ÅèÜ�Ä ÖÁÄ
Ë�Ö
Ä�ÅèÜ�Ê�ÅPä�À�°

p 6= 2
ÊÌËÒÃ

n > 3(p− 1)
ÀÌË�ÄB¿
ÊÌË ÊÌ´/
�Ê�ê�Ö

È�¯¤±�´�Ã5ÊÌË½Ä�ã�Ê¤Ç Ô ´ÍÄ�
�Ü�ÄÁ°ÁÄ
ϕ
±ÎÖPË�À�Å�±�Ë�é©Ä�¿�Å�±�×ÌÄÌ¬
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��20��¬
Þ!Ä�Å

X
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°���Ä
´�Ã

k
Ê¤Ë�Ã

j
ÊxË�À�Ë�Â.¿ÁÀÌË�Ö�Å|ÊÌË�Å

ÄÁ´ÍÄÁÇ�Ä
Ë�ÅxÀÌä
k(X)

¬,-Ò¯¤°#ÅèÜ�ÄÁ°�µ\´áÄ�Å
K

È�Ä5Ê4��Ë�±�Å|Ä�Ä�ã�Å_Ä
Ë�Ö
±ÍÀÌË À�ä
k
µ\´ÍÄÌÅ

S
È�Ä5Ê4��Ë�±�Å|Ä

ÖÁÄ�Å�À�ä Ô ´ÍÊi¿ÁÄ©Ö5À�Ë
K 5 
�Ü�±è¿.Ü;±¢Ë�¿�´�¯�Ã�ÄÁÖ5Ê¤´�´ ÅèÜ�Ä=±�Ë+��Ë�±�Å_Ä Ô ´ÍÊi¿©ÄÁÖ76�µ�ÊÌË�Ã OS

ÅèÜ�Ä=°
±¢Ë��
ÀÌä
S
Âá±¢Ë�Å|Ä0��Ä
°
Ö{À�ä�ÅèÜ�Ä8��Ä
´�Ã

K
¬9�~Ü�Ä­¿©Ä
´áÄÌÈÌ°ÁÊ�Å_Ä#Ã�ÅèÜ�Ä�À�°©Ä
Ç ÀÌä;:�±ÍÄ<��Ä
´�Ö�Å|Ê�Å|Ä©Ö ÅèÜ�Ê�Å

±¢ä?ÄÁ±�Å�Ü�Ä
°
g(X) > 1

À�°
j
Ü�Ê¤ÖBÊ�ÅN´ÍÄ�Ê¤Ö�Å>= Ô ÀÌ´ÍÄ©Ö�ÅèÜ�ÄÁË Å�Ü�Ä ÖÁÄ�Å ÀÌä

S
Âè±�Ë�Å|Ä<��°ÁÊÌ´ Ô ÀÌ±�Ë�Å�Ö

X(OS , j) = {P ∈ X(K) | j(P ) ∈ OS}
±ÎÖ>��Ë�±�Å|ÄÌ¬ Ó ¿ÁÀ�¯ Ô ´áÄ

(X, j)

�Ü�±�¿.Ü Ö�Ê�Åè±ÎÖ7��Ä©Ö

Å�Ü�ÄÁÖÁÄTÜ�ê Ô À�Å|ÄÁÖ
±ÎÖP±¢ÖN¿ÁÊÌ´¢´ÍÄ�Ã?!�:i±áÄ0��Ä
´¢±ÎÊ¤Ë@#�¬
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°xÈiÀ�¯¤Ë�Ã À�Ë½Å�Ü�ÄQÖ
±BA�Ä

ÀÌä�ÅèÜ�Ä
S
Âá±¢Ë�Å|Ä0��°
Ê¤´ Ô À�±¢Ë�Å�Ö

P
À�ä
X
µ\±�¬ ÄÌ¬­ÀÌË Å�Ü�Ä�Ü�Ä
±C��Ü�Å?ÀÌä

j(P )
¬D�NÀ�Ë�Ä�ÅèÜ�Ä
´áÄÁÖ�Ö©µ,±¢Ë

ÖÁÀ�Ç�ÄPÖ Ô Ä#¿
±ÍÊÌ´K¿
Ê	Ö
Ä©ÖHÅèÜ�ÄÁ°ÁÄHÜ�Ê�×�ÄNÈ�Ä�ÄÁË5À�È�Å|ÊÌ±¢Ë�Ä#ÃE!èÄ<FÒÄ#¿#Åè±�×�Ä�#³×ÌÄ
°
Ö3±áÀ�Ë�Ö,À�ä�ÅèÜ�±¢Ö�ÅèÜ�Ä�À�°©Ä
Ç�µ

�Ü�±è¿.Ü Ô °©À�×�±èÃiÄNÄ<FÒÄ#¿#Åè±�×�Ä�¯ Ô�Ô ÄÁ°�ÈiÀ�¯¤Ë�Ã�ÖH±¢Ë)Å|ÄÁ°
ÇBÖ�À�ä

K
µ
S
µ�ÊÌË�Ã

(X, j)
¬

²³±¢´�¯G��H¤µI2�� Ô °©À�×�Ä�Ã Ä<FÒÄ#¿#Åè±�×�Ä8:i±ÍÄ<��ÄÁ´
â Ö ÅèÜ�Ä�À�°©Ä
Ç ä�À�°=ÖÁÀ�Ç�Ä ¿
´ÍÊ¤Ö�Ö
Ä©Ö1ÀÌä�Ç�À�Ã�¯¤´ÎÊ¤°
¿#¯¤°#×�ÄÁÖ�µÌË�ÊÌÇ�ÄÁ´ ê ä�ÀÌ°

(XΓ, j)

�Ü�ÄÁË

Γ
±ÎÖ\À�Ë�ÄtÀ�ä�Å�Ü�ÄP¿�´ÎÊ	Ö
Ö
±�¿
ÊÌ´iÖ�¯�È$��°©Ài¯ Ô Ö

Γ(N)
µ
Γ1(N)

µ
Γ0(N)

µ Ô °ÁÀ�×�±�ÃiÄ#Ã�ÅèÜ�Ä ¿©À�°�°ÁÄ©Ö Ô À�ËÒÃ	±�Ë+� Ô Ê¤±�°
(XΓ, j)

±ÎÖJ:i±áÄ0��Ä
´¢±ÎÊ¤ËK¬
æ_Ë ÅèÜ�±¢Ö�Å�Ü�ÄÁÖ
±¢Ö1
\Ä Ô °ÁÀ�×ÌÄ Ä3F�Ä�¿�Åè±�×�Ä�:i±áÄ0��Ä
´Áâ ÖÙÅèÜ�Ä�À�°©Ä
Ç ä�ÀÌ°

(XΓ, j)

�Ü�Ä
Ë

Γ
±¢Ö1!áÊÌ´ÍÂ

Ç�À¤Ö�Å,Ä�×ÌÄ
°3ê@#t¿©À�Ë���°�¯iÄ
Ë�¿©ÄHÖ�¯�È$��°©Ài¯ Ô ¬Kæ_Ë ÅèÜ�Ä Ô °�±¢Ç Ä Ô À%
�ÄÁ°t´áÄ�×ÌÄ
´KÀi¯¤°P°©ÄÁÖ�¯¤´�ÅU±ÎÖ³Ë�Ä©Ê¤°
´ßê
È�ÄÁÖ�Å Ô ÀÌÖ�Ö3±|ÈÌ´áÄÌØ~À�¯¤°�Ç�Ä�Å�Ü�À�Ã�ÖP¿ÁÀ�×ÌÄ
°�ÊÌ´¢´ÒÈ�¯�ÅUÀÌË�Ä�¿
Ê	Ö
Ä�µ�¯ Ô Å|À?ÄLK�¯¤±�×©ÊÌ´áÄ
Ë�¿©ÄÌ¬Uæ_Ë�Å�Ü�ÄM��ÄÁË�Â
ÄÁ°
Ê¤´\¿ÁÊ¤ÖÁÄ�
�Ä Ô °ÁÀ�×ÌÄxÄ<FÒÄ#¿�Å�±�×ÌÄI:i±áÄ0��Ä
´Áâ ÖxÅ�Ü�Ä�ÀÌ°ÁÄÁÇrä�ÀÌ°?ÄÌ×�Ä
°3ê4:�±ÍÄ<��Ä
´¢±ÍÊÌË ¿ÁÀ�¯ Ô ´áÄ

(XΓ, j)
µ

Ô °ÁÀ�×�±�ÃiÄ#Ã1ÅèÜ�ÄT´áÄ�×ÌÄ
´UÀÌä
Γ
ÃiÀiÄÁÖPË�ÀiÅPÃ	±�×�±èÃiÄNÊ5¿©Ä
°#Å�ÊÌ±¢Ë�±�Ë�Å|Ä<��ÄÁ°#¬

¡
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� ¯�Ä©Ö�Å|Ê½Å_ÄÁÖ
±\Ö3±³Ã	±�×�±èÃ�Ä�±¢Ë Ã�¯�Ä Ô Ê¤°�Å�±�¬�ÞUÊ Ô °
±¢Ç Ê Ô ÊÌ°#Å|Ä#µ,¿.Ü�Ä�¿©À�Ç Ô Ê¤°
±¢°	� Ë�Ä
´M�iÀi¯	°
Ë�Ê¤´
ÃiÄ?�~Ü�å�À�°�±ÍÄ�ÃiÄÁÖI�?À�Ç�ÈÌ°ÁÄ©Ö�Ã�Ä ²QÀÌ°�ÃiÄ�Ê�¯Ìã�µUÕ�±¢Ö Ô ±¢°
Ê�Å�Ê½Ã�Ê½¯	Ë�´ÍÊ�×�ÀÌ°ÁÀ5Ã�±\Û ×ÌÀ�°�Ë�±è¿�±è¿.Ü)Ä
É�Ê¤Ë�Ë�±áÄ
°J������¬,Þ~ÀÌ°ÁÀ�Ü�Ê¤Ë�Ë�À Ô °©À�×©Ê�Å|ÀB¿.Ü�Ä Ô Ä
°�¯	Ë Ô °
±¢Ç�À

p
µK¯¤Ë)¿ÁÊÌÇ Ô À Ã	±UË�¯¤Ç�Ä
°�±

k
Ä�Ã

¯¤Ë­Å|À�°©À T Ã�±,Ã	±¢Ç�Ä
Ë�Ö
±áÀ�Ë�Ä
n
Ö�¯
k
µ�ÖÁÄ

n 6 max{3, 2(p− 1)} Ê¤´�´áÀ�°ÁÊ�±¢´tÅ_À�°©À T ��À�Ã�Ä
Ã	±P¯¤Ë ! Ô °
±¢Ë�¿
± Ô ±áÀ5Ã	±³Ã	±�×�±¢Ö
±�È¤±�´¢±�Å�
 ´áÀ�¿
Ê¤´ÍÄ�Â)��´ÍÀ�È	ÊÌ´áÄ$#�µK¿�±ÍÀ
�����ßÖ
Ä

P ∈ T (k)
Õ Å�Ê¤´ÍÄ�¿.Ü�Ä Ô Ä
°

K�¯�Ê	Ö3±UÅ3¯�Å
Åè±�± Ô ÀÌÖ�Åè±
ν
ÄÁÖ
±¢Ö�Å|Ä

Dν ∈ T (kν)
¿ÁÀÌË

pDν = P
µ�ÊÌ´¢´ÍÀÌ°
Ê�Ä©Ö3±ÎÖ�Å|Ä

D ∈ T (k)
¿ÁÀÌË

pD = P
¬

Û�×�À�°�Ë�±�¿
±�¿.Ü Ä�É�ÊÌË�Ë�±ÍÄÁ°�Ü�ÊÌË�Ë�À�ÊÌËÒ¿.Ü�ÄBÇ�À¤Ö�Å�°
Ê�Å|À ¿.Ü�Ä#µ Ô Ä
°
p 6= 2

µt´ÍÊ ¿©À�Ë�Ã	±BA�±áÀ�Ë�Ä
ÖÁÄ0��¯�Ä
Ë�Å|Ä?ÕTÖ�¯('�¿
±áÄ
Ë�Å|Ä Ô Ä
°H´ÍÊ�Ã	±�×�±ÎÖ3±|ÈÌ±¢´�±�Å��Ù´áÀ�¿
Ê¤´ÍÄ�Â)��´ÍÀ�È	ÊÌ´áÄÌØ

Ô Ä
°TÀ$��Ë�±
p
Â)��°�¯ Ô�Ô À

G
±¢Ë ��*

n(Z)
´
â Ê Ô�Ô ´�±�¿
Ê(A�±áÀ�Ë�ÄQË�Ê�Å3¯¤°ÁÊÌ´áÄ

ϕ : H1(G,Fnp ) →
∏

C

H1(C,Fnp )

ÃiÀ�×ÌÄ
C
×©ÊÌ°�±ÎÊ5Å�°
Ê�±ÒÖÁÀiÅ3Å_ÀL��°�¯ Ô�Ô ±!¿
±�¿
´¢±è¿�±!Ã	±

G
µ�ÕT±¢Ë�±áÄ�Å3Å�±�×©Ê�¬

æ_Ë Ki¯iÄÁÖ�Å�Ê Å_ÄÁÖ
±NÃ	±�Ç�À¤Ö�Å�°
±ÍÊÌÇ�À ¿.Ü�Ä Ô Ä
°�ÀL��Ë�± Ô °
±¢Ç�À
p 6= 2

Ä#Ã ÀL��Ë�±
p
Â)��°�¯ Ô�Ô À

GÃ	±TÇ Ê�Åè°�±�¿
±Q±¢Ë ��*
n(Z)

¿ÁÀÌË
n < 3(p− 1)

Å�Ê¤´ÍÄ1±�Ë�±áÄ�Å
Åè±�×�±�Å�� ×©ÊÌ´áÄ1Ê�¯�Å_À�Ç Ê�Å�±è¿ÁÊÌÇ�Ä
Ë�Å|Ä�µ
Ä©Ö�Å_Ä
Ë�ÃiÄÁË�ÃiÀ Ã�¯¤Ë@Ki¯iÄT±�´Ò°�±ÎÖ�¯¤´�Å�Ê�Å|ÀBÃ	±KÛ�×�ÀÌ°
Ë�±�¿
±�¿.Ü1ÄxÉÒÊÌË�Ë�±áÄ
°�¬~æ_Ë�À�´�Åè°©Ä#µ�Ç�À¤Ö�Å�°
±ÍÊÌÇ�ÀB¿.Ü�Ä
±¢´TË�ÀÌÖ�Åè°©À °
±ÎÖ�¯¤´�Å|Ê�Å_À Õ{À�Å3Åè±¢Ç ÊÌ´áÄ#µ�Ë�Ä
´?Ö
ÄÁË�Ö
À ¿.Ü�Ä Ô Ä
°

p 6= 2
Ä
n > 3(p− 1)

Ö
± Ô ¯��
ÖÁÄ
Ç Ô °©Ä�¿ÁÀÌÖ�Åè°#¯¤±¢°ÁÄ�¯¤Ë{ÄÁÖÁÄ
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±ÒÖÁÀ�Ë�À Ö�Å�Ê�Å|ÄxÀ�Å3Å|ÄÁË�¯�Å|Ä�Ã�Ä
´¢´ÍÄÙ×ÌÄ
°
Ö3±áÀ�Ë�±�!áÄ3F�ÄÌÅ3Åè±�×�Ä�#�Ã�Ä
´\Å_Ä�À�°©Ä
Ç Ê�µ
¿.Ü�Ä�ä�ÀÌ°
Ë�±ÎÖ�¿ÁÀ�Ë�Àx´¢±�Ç�±�Åè±KÖ�¯ Ô Ä
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Å�ÊÌË�ÀÙÅ3¯�Å
Åè±�±Ò¿ÁÊ¤Ö
±KÅè°ÁÊÌË�Ë�Ä
¯¤Ë�À�µHÖ�Ê¤´�×ÌÀ{ÄLK�¯¤±�×©ÊÌ´áÄ
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∏
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¡�»
X := 1

pu × vt
¾9�H¡���W��������
¡¢��ª�¡¢�

Q
J~���¤���P��W�º¤�,¡ß�\¡Îª����	�,º¤��¡¢��§

���PM����,ÏBº¤�
��¡ß»�J ���Nº¤�Îª3�����������H� W���ÏBº¤�
��¡¢¨���ª
A := (M − I)X

º¤���
B := X(I −M)

¾
�H¡���W=�����
��¡��#ªt¡¢�

Z
J

* �©�
G
O��?� W��SM	���	��Ð M	�������
ºÌ����� O7g���W��xÏBº¤�
��¡¢¨���ª

σ
º	���

τ
���������#��º�ª

σ =



M O A

M A
I


 , τ =



I O B

M A+B
M


 ;

¡��Q¡ÎªH��º�ª3¡¢��g�·	����¡ ����� ��W�º¤�
G
¡ÎªQº�ª3�sO;M	���	��Ð5�ji ��*

n(Z)
º¤���5��W�ºÌ�H��W��xÏ�º	Ð

(i, j) 7→ σiτ j =



M i O M iX −XM j

M i+j M i+jX −XM j

M j




Ð��
�Ì·i¡Î����ªHº	�5¡Îª3��Ï��	��Ð;W�¡Îª3Ï
G ∼= Z/pZ × Z/pZ

J
] N�U!U!T l�
 \�
dD �~Ü�Ä
°©Ä?Ä�ã�±ÎÖ�ÅP×�Ä�¿�Å_À�°
Ö

r
µ
s
Ê¤Ë�Ã

t
±�Ë

Zp−1 Ö�¯�¿.Ü ÅèÜ�Ê�Å
Ø

Bt ≡ (M − I)r 6≡ O (mod p),

(M − I)Bt ≡ O (mod p),

(A+B)t ≡ (M − I)s (mod p).
� � �@� � 
uK�ª�ª3��Ï��

B(M − I)p−2 6≡ O (mod p)
JQ¹ g�Ñ\���	Ð���ª
¡��
¡¢�	�{£vJ £vJ £ ��W����
� �©»�¡¢ª3��ª

º	�½¡¢�����PM����NÏ�º¤�
��¡ß»
X0
�H¡���W

B ≡ X0(M − I) (mod p) � ª
¡¢��¨©� (M − I)
W�º�ª������
���
§

Ï�¡¢��º¤���
p
¾,� W�¡¢ª�¡¢Ï�Ð��¢¡��#ª���W�º¤�

X = B(M − I)−1 ¡ÎªBº¤� ¡¢�����PM�����ÏBºÌ�
��¡�»+J�KTª X ¡Îª
���¤� º¤� ¡������PM	����Ï�º¤�
��¡ß»�¾,��W�¡ÎªBª/W�� �Qª

B(M − I)p−2 6≡ O (mod p)
J��_� Ð�º	�3��¡¢¨����Îº¤�#¾

� W���������»�¡¢ª3��ª�º1·	��¨©�
���
t0
¡��

Zp−1 ª
��¨ W)��W�º¤� B(M − I)p−2t0 6≡ O (mod p)
J * ���

t = (M − I)p−2t0
¾�ª
�Ù��W�º¤�

Bt 6≡ O (mod p)
J

¹ g���������¡ß��¡����½�ji
A
º	���

B
�t�(W�º�·	�

(M − I)B = −A(M − I)
J*VU�9M	����W����*�H¡ß� W

(M − I)p−1 ≡ O (mod p)
¾	� W�¡Îª\¡¢ÏÙÐ���¡¢��ª

(M − I)B(M − I)p−2 ≡ O (mod p)
º	���

(M − I)p−2A(M − I) ≡ O (mod p)
J3�|��iá�	�¢�¢� �QªÙ��W�º¤�

(M − I)Bt ≡ O (mod p)º	���
(M − I)p−2(A+B)t ≡ O (mod p) � �³�x¨©����¨©�¢�����TO~g Ñ\���	Ð���ª
¡ß��¡����1£;J £;J £;J �

� 7�+Bp�+@Y5O /5O +@V l�
`\ 
`\ �~Ü�ÄP×�Ä#¿#Å|ÀÌ°�Ö
Z

(1)
σ = O

Ê¤Ë�Ã
Z

(1)
τ = Bt

ÃiÄ<��Ë�Ä�Ê
(G,Fnp )

Â.¿ÁÀ�¿3ê�¿�´ÍÄ
Z ≡

(
Z(1)

O
O

)
(mod p)

ÅèÜ�Ê�Å�±ÎÖPË�ÀiÅ,Ê
(G,Fnp )

Â_¿©À�È�Ài¯¤ËÒÃ�ÊÌ°3êi¬
� � �@� � 
(VK��ª/W�� � � W�ºÌ�

Z
¡¢ª³º ¨���¨ g�¨©�¢���³��������gB�������B�
�Ù·	����¡�icg	¾��	�

Z(1) ¾�� W��?¨©��¨ g�¨©�¢�¨��	����¡ß��¡�����ªH������¡¢·	��� iá���	ÏW� W��x�
���¢º¤�
¡¢�	��ª
σp = I

¾
τp = I

º¤���
στ = τσ

�

Z
(1)
σp − Z

(1)
I ≡ (Mp−1 + . . .+M + I)Z(1)

σ ≡ O (mod p);

Z
(1)
τp − Z

(1)
I ≡ pZ(1)

τ ≡ O (mod p);

Z(1)
στ − Z(1)

τσ ≡ (M − I)Z(1)
τ ≡ O (mod p).�-i

Z
�³º�ª�º ¨��9O��	������º¤� g	¾�� W����½��W����
�(�³�	���¢�1��»i¡Îª3�NºB·���¨Á���	�

W
¡¢�

Zn
ª
��¨ W=��W�ºÌ�

Zg ≡ (g − I)W (mod p)
iá������·���� g

g
¡��
G � ¨��	Ï�Ð�����¡��;M Zσ º¤���

Zτ
¾��t� �³�	���¢�

�.O���º	¡��
Z(2)
σ ≡ (M − I)W (2) +AW (3) (mod p),

Z(1)
τ ≡ BW (3) (mod p),

Z(2)
τ ≡ (M − I)W (2) +AW (3) +BW (3) (mod p),
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�*W�¡Î¨ W�¡¢ªQº9O�ª
�����Ò¾�ª3¡¢��¨©�
Z

(2)
τ ≡ Z

(2)
σ ≡ O (mod p)

º	���
Z

(1)
τ 6≡ O (mod p)

J
�

� ��¨�º¤�1��� � Ð��
�Ì·��T�����P��W����	����Ï J
� ���@� � � � � �!
�����
�� 
���� � ��
 * �©�

G
º	���

Z
O�� º�ª5º9O��Ì·��9J VXW����

[Z]
¡¢ª1º ���	��§

���
¡¢·i¡¢º	��������Ï��������ji
H1(G,Fnp )

J � �H¨�º¤�ÙÐ����Ì·	�
H1� ��# (G,Fnp ) 6= 0

O~g�ª�W�� �H¡��sM�� W�ºÌ�
[Z]O����¢�	�;M�ªP�
�

H1� ��# (G,Fnp ) ¾�¡ J �.JP��W�º¤��iá�	�T��·���� g g ¡¢� G ��W����
� �©»�¡¢ª3��ªTº
Wg

¡¢�
Fnp

ª
��¨ W
� W�ºÌ�

Zg ≡ (g − I)Wg (mod p)
J�T·	���

τ
�³�TW�º�·	�

(τ − I)



O
−s

t


 ≡



O O B
O M − I A+B
O O M − I






O
−s

t


 ≡



Z

(1)
τ

O
O


 (mod p)

�����H��·���� g
i ∈ F∗

p

�³�SW�º�·	�
Z

(1)
τ iσ ≡ iZ

(1)
τ + Z

(1)
σ ≡ iBt (mod p) � ��W����

(στ i − I)



ir
O
O


 ≡



M − I ? ?
O ? ?
O O ?






ir
O
O


 ≡



Z

(1)
στ i

O
O


 (mod p)

� ¡¢��¨©�
τ
º¤���{��W��

στ i
�H¡ß� W

i ∈ Fp
º	�
����W��?M���������º¤�
����ªT�jitº	�������	��§��
��¡�·i¡Îº¤��¨ g�¨���¡Î¨

ª
�;O;M��
����Ð�ª��9i
G
¾�� W�¡Îª³ª�W�� �Qª!� W�ºÌ�

Z
ª�ºÌ��¡¢ª ����ª\��W��N�¢�i¨�º¤��¨©�	����¡ß��¡�����ª J#VXW�¡¢ª³¨©��ÏÙÐ������
��ª

� W��xÐ������9i�J
�
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� � ��� ����� �

� ��� )�����*�� �'�X���

� 	�� � � � � � �
� 	 � � �
���

� ��O���¡����sg ����¨�º	���Hº�iá� �r��������¡��
¡¢�	��ª º	��� ���¤�
ºÌ�
¡¢�	��ªB¨©�	��¨©������¡¢�;M)¨©�	�sM	��������¨��=ª3�;O�§
M��
����Ð�ªÙº¤��� Ï��i�����¢º	�B¨©����·	�#ªPJ ���	�Bº¤�¢�HÏ�¡¢ª�ª3¡¢�;M)���©�
º¤¡¢�¢ªÙ�����1Ï�º g ¨��	��ª
������¾�iá����¡���§
ª3��º	��¨©��¾ ��¼#�	� J
�\·���� g�ÏBºÌ���
¡�»

M =
(
a b
c d

)
∈ ��*

2(Z)
º�¨Á��ª��	�)��W�� Ð����j�.��¨©�
¡¢·	�Bª
Ð�º	¨��

P1(C)
º	ª

M(z) = az+b
cz+d

JHVXW��,���t��Ï�º¤�
��¡¢¨���ª ±M W�º�·�����W��tª�º¤Ï��tº�¨Á�
¡¢�	�K¾�ª
�H� W�ºÌ�#¾¤º	¨Á����º¤�¢�Ng	¾#��W��
º�¨Á�
¡¢�	�x¡Îª M�¡�·����TO~gTÏBº¤�
��¡¢¨���ªÒ¡¢�xÑ ��*

2(Z)
J ���{W�º�·	�!� W��,ª3��ºjO����,ª
�©�
ª

Q∪{∞} ⊂ P1(R)º	��� H = {z = x+ yi | y > 0} J�\·���� g ����¡��
�x¡¢������»�ª
�;O;M	���	��Ð
Γ
�ji ��*

2(Z)
º�¨Á��ªP���

H̄ = H ∪ Q ∪ {∞};
� W��������	�
¡¢�����Hª3���

Γ\H̄ ¾�ª3��Ð�Ð��¢¡��#���H¡���W � W��NÐ��
��Ð����
�NgB����������� �
�	Ð��	�¢�9M.gÙº	����º	��º¤�Ng��
¡Î¨
ª3�
����¨Á�������	¾zM	¡¢·	� º �Q¡���Ï�º	���{ª
����ièº	¨©�

XΓ � O~g5��W�� �H¡¢��ÏBº¤���=��»�¡¢ª3�
����¨©� ��W����	����Ï1¾ XΓ¡Îªtº ¨©�	Ï�Ð��¢�©» º	��M��PO��
º¤¡Î¨H¨©����·	��¾9�i��� �H� º�ª � � � � ����� ��� ��� 
PJ����Nª/W�º	������ª
��º¤�¢�NgÙº�ª
ª
��Ï��
� W�ºÌ�

Γ
¨��	����º	¡���ª!��W��HÏBº¤�
��¡ß» −I � ��W�¡Îª��H¡¢��������º9O����H��ª��
��¨��	��ª
¡Î�����\¡��,º	ª���W��QÐ�������§-O�º	¨ ��9i

Γ̄ ≤ Ñ ��*
2(Z)

J
VXW����
�Nº¤����ª3��Ï���º¤�NM	� O���º	¡¢¨P¡¢�i·Ìº¤��¡¢º	���
ª��ji

Γ
�á���

XΓ
	Á¾i¡ J �.J~¡¢�i·Ìº¤��¡¢º	���
ª�O~g�¨©�	�j�.�;M�º¤§

��¡����5¡¢�1Ñ ��*
2(Z)

J * ���Q��ªHª3���N��W���Ï2J

• VXW�� � 
 � � � g
�9iK��W��xÏÙ�������¢º	�Q¨©����·	�

XΓ
J

• VXW�� �
��� 
��
µ = [

Ñ �+*
2(Z) : Γ]

J

• VXW��x�i��Ï[O����H�9i3��� � � � ¾ ν∞ = |Γ\(Q ∪ {∞})| J

• VXW��x�i��Ï[O����
ª ν2 �ji 2
� 
J�L� � � ����� � ���
� � � º¤��� ν3 �ji 3

� 
J�L� � � ����� � �"�
� � � J
KX���	��§_¨©��ª3Ð�¡Î��º	�UÐ��	¡¢���

P ∈ XΓ
¡ÎªN¨�º¤�¢�¢��� 
J�L� � � �����Ù¡�i�iá�	�?ª
�	Ï��

z ∈ H ����Ð�����ª
�����
§
¡¢�;M

P
�á�	�#¾�������¡¢·�º	�������
�Ng	¾7iá�	�Pº¤�~gBª3��¨ W

z
	\��W��?ª3��ºjO�¡��¢¡������

Γ̄z
�c�*W�¡¢¨ W5¡¢ªPº¤�N�Pº giª ����¡��
��	

¡Îª����	��§��
��¡�·i¡Îº¤� J6�|�T¡Îª%����� �H�1��W�º¤�N��·	��� g����	��§��
��¡�·i¡Îº¤� ����¡��
��ª3�;OsM	���	��Ð=�9i\Ñ ��*
2(Z)

¡¢ª
¨Pgi¨���¡Î¨Q�9iK�	�
�����

2
�	�

3
J:%Q����¨©�T��W��xª3��ºjO�¡��¢¡������P¨�º	� �	���NguO��NºÙ¨ g�¨©�¢¡Î¨6M	���	��Ð �jiK���������

2���
3
¾v�*W�¡Î¨ WQM�¡�·���ªP��¡¢ª
�T�
�

2
� 
J�L� � ��� ��� � ���
� � � ��� 3

� 
J�L� � ��� ��� � ���
� � � ¾��
�#ª3Ð���¨©�
¡¢·	����g.J
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- N�U!T 7�� D Ó Ë�À�Ë�Â.Å�°
±�×�±ÎÊ¤´���Ë�±�Å|ÄHÀ�°�ÃiÄÁ°\ÄÁ´ÍÄÁÇ�Ä
Ë�ÅUÀ�ä�Ñ ��*
2(Z)

±ÎÖP¿ÁÊÌ´¢´ÍÄ�Ã�ÄÁ´�´¢± Ô Åè±�¿?`�ÅèÜ�¯	Ö�µ

\ÄUÜ�Ê�×ÌÄ

2
Â|Ä
´¢´�± Ô Åè±�¿UÊÌËÒÃ

3
Â�ÄÁ´�´¢± Ô Åè±�¿~Ä
´áÄ
Ç�Ä
Ë�Å�Ö#¬ Ó ´�´�ÅèÜ�Ä

2
Â�ÄÁ´�´¢± Ô Åè±�¿~Ä
´áÄ
Ç�Ä
Ë�Å�ÖKÊÌ°©ÄKÑ ��*

2(Z)
Â

¿©À�Ë�é#¯(�iÊ�Å_Ä�`Nä�À�°½Å�Ü�Ä
3
Â|Ä
´¢´¢± Ô Å�±è¿=Ä
´áÄ
Ç�Ä
Ë�Å�Ö�µxÅèÜ�ÄÁ°ÁÄ½ÊÌ°©Ä

2
¿©À�Ë�é#¯(�iÊi¿3ê ¿
´ÍÊ¤Ö�ÖÁÄÁÖ?`�±�ä

M
±ÎÖ

3
Â�ÄÁ´�´¢± Ô Åè±�¿�µKÅ�Ü�Ä
ËÒµ�À�Ë�Ä�¿�´ÎÊ	Ö
ÖP±ÎÖ?ÅèÜ�Ê�ÅtÀ�ä

M
ÊÌËÒÃ�Å�Ü�ÄxÀiÅ�Ü�Ä
°xÅ�Ü�Ê�ÅtÀÌä

M2 ¬Ó Ë{Ä
´áÄ
Ç�Ä
Ë�Å,À�ä ��*
2(Z)

±ÎÖ
2
Â 5 °©ÄÁÖ Ô Ä#¿�Å�±�×ÌÄ
´ßê�µ 3 Â�6TÄ
´¢´�± Ô Å�±è¿Q±¢äK±�Å�ÖH±¢Ç Ê$��ÄH±¢Ë1Ñ ��* 2(Z)±ÎÖ

2
Â 5 °ÁÄ©Ö Ô Ä#¿#Åè±�×�ÄÁ´ ê�µ 3 Â�6?Ä
´¢´¢± Ô Å�±è¿�¬��~Ü�Ä 2

Â|Ä
´¢´�± Ô Åè±�¿?ÄÁ´ÍÄÁÇ ÄÁË�Å�ÖNÀÌä ��*
2(Z)

ÊÌ°©Ä�À�ä,À�°�ÃiÄÁ°
4Ê¤Ë�Ã=Åè°ÁÊi¿©Ä

0
¬��~Ü�Ä

3
Â|Ä
´¢´�± Ô Åè±�¿TÄ
´áÄ
Ç�Ä
Ë�Å�Ö�À�ä ��*

2(Z)
ÊÌ°©Ä?À�ä�À�°�ÃiÄ
°

3
À�°

6
ÊÌËÒÃ�Å�°
Ê�¿ÁÄ −1ÀÌ°

1
µ�°©ÄÁÖ Ô Ä�¿�Å�±�×ÌÄ
´ßêi¬
VXW��Ù¡¢�i·Ìº¤��¡¢º	���
ªT���������#��º9O��Ì·���º	�
��¨©��������¨©�
�#� O~g1��W��B¨����¢�PO��
ºÌ������� � ��� �
��� � ���5�

� � �����
g = 1 +

µ

12
− ν∞

2
− ν3

3
− ν2

4
.

�dUsJ¢¼�	
VXW���¨©�Îº	ª�ª3¡Î¨�º	�

j
§|¡��i·Ìº¤��¡Îº¤���{iá����¨Á��¡����Ò¾���������������� H O~gB��W��Tièº¤Ï�¡��¢¡Îº¤�H�����ÎºÌ�
¡¢�	�

j(z) = q−1 + 744 + 196844q+ . . . ,

�*W������
q = e2πiz

¾�¡Îª ��*
2(Z)

§|º	���
��ÏÙ���
ÐsW�¡¢¨ � W�����¨�� ¡��{¡¢ª Γ
§_º¤�����	Ï��	��Ð;W�¡Î¨�iá�	��º	�~g

Γ ≤ ��*
2(Z)

J��|�*iá�	�¢�¢� �Qª,� W�ºÌ�
j
����������ªQº iá����¨Á�
¡¢�	�=���

XΓ
¾s�*W�¡¢¨ W=¨�º¤�2O���ª�W�� �H�5�
�

O���Ï������	Ï��	��Ð;W�¡Î¨¤¾��H¡���W Ð������#ªN�©»�º	¨©�
�Ng½ºÌ�N��W��B¨©��ª3Ð�ª J � �kW�º�·	�
j(P ) = 0

¡ i
P
¡Îª?º

2
§������¢¡¢Ð��
¡Î¨?Ð���¡����#¾�º¤���

j(P ) = 1728
¡ i
P
¡ÎªQº

3
§|���¢�¢¡�Ð���¡¢¨NÐ��	¡¢��� J

VXW�� �����¢�
C(j)

¡¢ªNº5ª
�;O �����Î�½�ji
C(XΓ)

�ji,¡¢������»
µ = µ(Γ)

JS�_�{�	��W����%�³�	�
��ª�¾
j���������#ª{ºf¨��Ì·	���
¡¢�;M

XΓ → P1 �ji ���PM��
���
µ
J�VXW�¡¢ª�¨©�Ì·�����¡��;M ¡Îª½�����
º¤Ï�¡ ����� �Ì·����

P1 \ {0, 1728,∞} J� � ièº¤� �³� ����������� � W�� Ï��i�����¢º	�{¨©���
·��
XΓ

º	ª=º;¨��	Ï�Ð��¢�©» º¤�NM	�PO���º	¡¢¨)¨©���
·��	¾
º	���

j
º�ª º¤�;������Ï������ �ji

C(XΓ)
J
�|� ��������ªB�	��� ��W�º¤��¾Xiá����º¤�~g ����¡ß���½¡������©»;ª3�sO�§

M��
����Ð
Γ ≤ ��*

2(Z)
� W�� ¨©���
·��

XΓ
¡Îªx��������ºjO��¢�B�Ì·	���Nª
�	Ï����i��Ï[O���� �����Î�

k
¾K¡¢�{� W��

�Pº g1��W�ºÌ�
j
O���¨��	Ï���ªxº	��������ÏÙ�����?�9i

k(XΓ)
J�VXW�¡Îª?¡¢ªN� W��	�.�#º	ª�g�
�Ð�º¤�
�x�jit��W��B¨©������§O���º¤�
��� ��W����	����ÏM�ji�¹³����gi¡ �¢¼tZi¾¤Ð�ºjM	����¼ �|¾ �*W�¡¢¨ W�º	ª�ª
���
��ªU��W�º¤�#iá�	�\º?¨©��ÏÙÐ�����»�º¤�NM	� O���º	¡¢¨

¨�����·	�
X
� W��Tiá�	�¢�¢� �H¡��;M���W��
����¨©�	����¡ß��¡�����ªHº¤���N������¡¢·�º	���������
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Ḡ = Ḡn
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���
X = E3

¾ �³�B�9O���º¤¡¢�
� W�ºÌ�H� W��Tiá����¨©�
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
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
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Ë :i±áÄ0��Ä
´Áâ Ö ÅèÜ�Ä�À�°©Ä
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Ḡ ∼= S4
`

� p = 11
Ê¤Ë�Ã
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¾,¡ J �9J
p < 10

J � ¡���¨��
#S4 = 24�����#ªH���	�H��¡�·i¡Î���x����¡���W����
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p ≡ ±1 (mod 5)
º	���

p2 − 1 6 4#Ḡ = 240
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Ñ,�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	�1�;J¢¼9J ZvJ

�
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iá�	�R�*W�¡¢¨ W

p
��¡¢·i¡¢���#ªT��W���¨�º	����¡¢��º	��¡���g1�ji

Gº	���
µ∞(Γ) ≤ 2

J K�ªk�³�QW�º�·���ª
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�(� N +=7 N�U ��
Nl�
dD �\±�ÅèÜ�ÄÁ°�:i±áÄ0��ÄÁ´
â ÖPÅèÜ�Ä�À�°©Ä
ÇX±¢Ö,Ä3F�Ä�¿�Å�±�×ÌÄtä�À�°

(X0(n), j)
À�°HÅèÜ�ÄT¿ÁÀ�¯ Ô ´áÄ

(X0(n), j)
±ÎÖ³Ë�À�Ë�Â/:i±áÄ0��Ä
´¢±ÎÊ¤ËK¬��~Ü�ÄH´ÍÊ�Å
Å|Ä
°T¿
Ê	Ö
ÄH±¢ÖT×�ÄÁ°
±B��Ä�Ã Ô °©Ä#¿
±ÎÖÁÄ
´ßê4
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n
±ÎÖ³±�Ë�ÅèÜ�Ä

ÖÁÄ�Å {1, 2, 3, 5, 7, 13} ¬ �

V~ºjO��¢�=�;J £��=�Q����§ � ¡�� M	����¡Îº¤� Ï��i�����¢º	� ¨©����·	�#ªÙ�ji?����·	���Q��¡�·i¡Î��¡��sM)º Ð���¡¢ÏÙ���1��W��½¨�º	ª
�
Γ = Γ0(n)

G
�¢��·����

µ ν∞ ν2 ν3 g�+*
2(Fp) 1 1 1 1 1 0� V
2(F2) 2 3 2 1 0 0� V
2(F3) 3 4 2 0 1 0� V
2(F5) 5 6 2 2 0 0� V
2(F7) 7 8 2 0 2 0� V
2(F13) 13 14 2 2 2 0
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¡Î¨?���¢��Ï�������ª J

� ��¨�º	���
Γ

� � � � ��� 
 � �t¡ i�¡���ªP¡¢ÏBºjM	�?¡¢� ��*
2(Z/(p))

W�º	ªHº¤�����¢��Ï������Q�9iU���������
p
J

�	�



� 	�� ��� ���@��	 � �����
�

* �©�
p
O��Ùº5Ð���¡�Ï���¾

q = pe
O��Bº Ð�� �t���T�9i
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¡¢�	�Ò¾U��W������	��§��
��¡¢·�¡Îº¤�,���¢��Ï�������ª �ji

H̄
J�V~ºj�i¡��sM{º

O�º�ª3¡Îª
X
¾
Y
¾Òº¤���

XY
�jitª
�

2(Fp)
º	ª?ºjO��Ì·	��¾�� W���Ð����¢��O�º	¨ �

R
�ji
R̄
¡¢�
G
¨Pg�¨©�¢��ªT��W��

ª
Ð�º	¨���ª 〈X〉 ¾ 〈Y 〉 ¾�º	��� 〈XY 〉 J�VXWi��ª\� W��N�	���Ng G §|¡¢��·Ìº	�
¡Îº¤���tª
�;O�ª
Ð�º	¨���ª,�jiKª
� 2(Fp) º¤������
¡¢·i¡¢º	� J
�

VXW�� º9O��Ì·���Ð����	Ð���ª
¡��
¡¢�	� ����º9O����#ªN��ª?�
�1��»�¨��������kiá�
��Ï �	����ª3�#º¤�
¨ W½��W��Ù�Îº	ª3�Siá�	���
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5s

�±�ÅèÜ

s > 1
µ

Å�Ü�Ê�Å³Ö�Ê�Åè±ÎÖ7��Ä©Ö����vJ�¼ 	
µKÊÌËÒÃ 
�Ü�ÀÌÖÁÄ Ô °ÁÀ�é©Ä#¿�Å�±ÍÀÌË
Ḡ1

±¢Ë{Ñ ��*
2(F5)

±ÎÖN±¢ÖÁÀ�Ç�À�° Ô Ü�±�¿ Å_À1ÅèÜ�Ä
ÃÌê�Ü�Ä�Ã	°ÁÊÌ´ ��°©Ài¯ Ô D3

¬ �~Ü�Ä
Ë
s = 2

ÊÌËÒÃ
Γ
±¢ÖÙ¯¤Ë�± K�¯�Ä ¯ Ô Å_À1¿©À�Ë�é#¯���Êi¿3êi¬E�~Ü�Ä ¿ÁÀ�¯ Ô ´áÄ

(XΓ, j)
±¢Ö;:i±áÄ0��Ä
´¢±ÎÊ¤Ë�µPÈ�¯�Å

Γ
±¢Ö���ÄÁË�Ä
°ÁÊ�Å_Ä#Ã È�ê ±�Å�ÖBÄ
´¢´¢± Ô Å�±è¿ Ä
´áÄ
Ç�Ä
Ë�Å�Ö�ÊÌËÒÃ

XΓ
Ü�Ê¤Ö

2¿#¯	Ö Ô Ö�¬
� ���@� � 
?K�Ð�Ð��Ng�¡¢�;M�ºBª
��¡���º9O�����¨©�	�j�.�;M�º¤�
¡¢�	�Ò¾;�³��ÏBº g5º�ª
ª
��Ï��?��W�ºÌ�

G1
¨©�	���
º¤¡¢��ªP��W��

������ÏÙ������ª
S =

(
0 1
−1 0

) ¾
R =

(
0 2
2 −1

) ¾	º	���
SR =

(
2 −1
0 −2

) ¾j�*W�¡Î¨ W�ª�ºÌ�
¡Îª/icg?��W��P�����ÎºÌ�
¡¢�	��ª

S2 = −I, R3 = I, (SR)2 = −I.
� ��º¤�Îª3�ÙÐ����

X = S2R − SRS =
(
−1 1
1 1

) J

Ui£
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¡ ���#� O7g�¡¢��ª3Ð���¨©�
¡¢�	�=� W�ºÌ�T��W����	���Ng1���	��§����
¡¢·i¡¢º	�
G1
§|¡¢��·Ìº	�
¡Îº¤����ª
�;O�ª
Ð�º	¨���ª

�9i�ª3�
2(F5)

º	�
� 〈S, SR〉 º	��� 〈X〉 J ¹ g Ñ\�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	� �vJ £;J Z��³��W�º�·	�
dim(V1) > 2

¾
� Wi��ª

V1 = 〈S, SR〉 J �����3� W����#¾Hª3¡¢��¨��
X = S(SR) − (SR)S

¾*�³��W�º�·��
X ∈ V2

O~g
Ñ,�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	�½�~J £vJ �;J�VXW�¡ÎªP¡�Ï�Ð��¢¡¢��ª

V2 =
ª
�

2(Fp)
º	���

s 6 2
J� ����»

S =
(

0 1
−1 0

) º	���
R =

(
0 7
7 −1

) ¡¢� �+*
2(Z/(25))

J�VXW��Pg5ª
º¤�
¡Îª�icg

S2 = −I, R3 = I, (SR)2 = −I.
VXW��SM	���	��Ð

G2
¡ÎªXM	�������
ºÌ�
�#� O~g

S̃ = S(I + 5tX)
¾
R̃ = R(I + 5rX)

¾
M = I + 5S

¾
º	���

N = I + 5SR
¾~iá�	�Qª
�	Ï��

t
º¤���

r
¡¢�

F5
J�¶QÐ��
�B¨©��� �.�;M�º	¨ guO~g

I + 5X
�³�?ÏBº g

º�ª
ª
��Ï��
t = 0

¾�º	���1ª3¡¢��¨©�
R̃3 = I + 15rX,�³��º¤�Îª
� W�º�·��

r = 0
J�VXW���ª

S̃ = S
º¤���

R̃ = R
J

�|��¡Îªx·�����¡ ���#��O~g½¡¢��ª
Ð��#¨Á��¡������ W�ºÌ�
Γ
¡ÎªSM���������º¤�
����O~g½¡���ªx�����¢¡�Ð��
¡Î¨����¢��Ï�������ª º¤���

� W�ºÌ�
XΓ

¡¢ªP�9iHM����i��ª
2
º¤��� W�º�ª

2
¨���ª
Ð�ªPJ
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Γ
È�Ä�ÊT¿ÁÀÌË���°#¯�ÄÁË�¿ÁÄUÖ�¯�È$��°©Ài¯ Ô ÀÌä�Ä
ã�Êi¿�Å�´áÄ�×ÌÄ
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3s

�±�Å�Ü

s > 1
µ

Å�Ü�Ê�ÅHÖ
Ê�Å�±¢Ö���ÄÁÖ ���vJ�¼ 	NÊ¤Ë�Ã8
�Ü�ÀÌÖÁÄ Ô °©À©é©Ä�¿�Å�±ÍÀÌË
G1 <

��*
2(F3)

Ü�Ê¤Ö�¿
Ê¤°�Ã	±¢Ë�Ê¤´�±�Å¢ê½Ë�ÀiÅNÃ	±ÍÂ
×�±ÎÖ3±|ÈÌ´áÄ?È�ê

3
¬��~Ü�ÄÁË

s = 2
Ê¤Ë�Ã

Γ
¿ÁÀÌË�Å|ÊÌ±¢Ë�Ö�Ë�À

3
Â�ÄÁ´�´¢± Ô Åè±�¿³Ä
´áÄ
Ç�Ä
Ë�Å�Ö�¬~æ_ä!ÅèÜ�ÄÁ°ÁÄHÄ
ã�±¢Ö�Å�Ö�Ë�À

¿©À�Ë���°�¯iÄ
Ë�¿©Ä�Ö�¯�È$��°ÁÀ�¯ Ô
Γ′ ( Γ

ÅèÜ�Ê�ÅN¿ÁÀÌË�Å|ÊÌ±¢Ë�ÖxÊÌ´¢´tÄ
´¢´�± Ô Å�±è¿ÙÄÁ´ÍÄÁÇ ÄÁË�Å�Ö À�ä
Γ
µ,Å�Ü�Ä
Ë

Γ
±ÎÖ

¯	Ë�± K�¯�ÄÁ´ ê1ÃiÄ3��Ë�Ä#Ã�È©ê
G1

¯ Ô Å_À�¿ÁÀÌË�é#¯���Êi¿.ê ÊÌË�Ã Å�Ü�ÄT¿©Ài¯ Ô ´áÄ
(XΓ, j)

±¢Ö,Ë�À�Ë�Â/:i±áÄ0��Ä
´¢±ÎÊ¤ËK¬
� � �@� � 
�KTª��³�(W�º�·�� ª3�����½¡¢�=� W���Ð��
�#¨©���#��¡¢�;M�¨ W�º	Ð��
����¾

Ḡ1
¡Îª�¡Îª
�	Ï��	��Ð;W�¡Î¨x��¡���W����T�
�

� W���¨Pg�¨©�¢¡¢¨TM��
����Ð C2
∼= Z/(2)

�	�Q�
����W�� �vg~W�������º	�yM	���	��Ð D2
∼= Z/(2) × Z/(2)

J � �
�
ºj���

R =
(

1 1
1 −1

) ¾
S =

(
0 1
−1 0

) ¾�º¤���
T = RS =

(
−1 1
1 1

) ¡�� ��*
2(F3) � ��W�� g5ª�ºÌ��¡¢ª/icg

R2 = −I, S2 = −I, T 2 = −I.
¶�Ð��
� ¨©��� �.�;M�º	¨ gu�³�x¨�º	�1º�ª
ª
��Ï��T��W�º¤�Q��¡���W����

G1 = 〈S〉 �	� G1 = 〈R,S〉 J¹ g½Ñ,�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	� �~J UsJ £�¾���W��Ù������Ï�������ª
R
¾
S
¾Kº	���

T
º¤����ºQO�º	ª
¡¢ªN�jiPª3�

2(F3)
J�¹ g

¡¢��ª
Ð��#¨Á��¡����Ò¾���W��
2
§_��¡�Ï�����ª3¡¢�	��º¤�

S
§�¡¢�i·Ìº¤��¡¢º	���Hª
�;O�ª
Ð�º	¨���ªP�ji!ª3�

2(F3)
º¤���	�

〈S,R〉, 〈S, T 〉, 〈R, T 〉, 〈S,R+ T 〉, 〈S,R− T 〉;
º	Ï��	�;MÙ��W���ª
�N�����Ng 〈S,R〉 ¾ 〈S, T 〉 ¾�º¤��� 〈R, T 〉 º	�
�xº¤�Îª
� R §|¡��i·Ìº¤��¡¢º	��� J� ¡���¨��

Γ
ª�ºÌ��¡¢ª ���#ª$���vJ�¼ 	³��W��[M	���	��Ð

G2
W�º�ª�ºÌ�TÏÙ��ª.�

2
�	� O�¡���¡¢�

M9 � ¡�i G1 = 〈S〉� W�¡Îªx¡�Ï�Ð��¢¡¢��ª
#M9 = 2#G2

¾�� W���ªN��W��Bª3��ºjO�¡��¢¡������?�jiPº¤�~g=���¢��Ï������x¡¢�
M9

¡ÎªT�
��¡�·i¡Îº¤� J
VXW��x������ºÌ��¡�����ª

(I + 3(S +R+ T ))
(

0
1

)
=

(
1 0
3 1

)(
0
1

)
=

(
0
1

)
,

(I + 3(S +R− T ))
(

1
1

)
=

(
−2 3
−3 4

)(
1
1

)
=

(
1
1

)
,

ª�W�� � ��W�º¤�
V1

¨�º¤�����	�*O��x����¡ß� W���� 〈S,R+ T 〉 ����� 〈S,R− T 〉 JVXWi��ª
V1

¡Îª��	���5�ji 〈S,R〉 ¾ 〈S, T 〉 ¾��	� 〈R, T 〉 ¾�iá�	��º¤�~g G1
J ¶QÐ �
��¨��	� �.�sM�º	¨Pg

�³��¨�º	��º�ª
ª
��Ï�� 〈R,S〉 ⊂ V1
J � ¡¢��¨��

T = SR−RS
¾sO7g�Ñ\�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	�½�~J £vJ �?�t�TW�º�·��

T ∈ V2
J�VXW����

V2 =
ª3�

2(F3)
º	���

s 6 2
J� ��¨©����¨©�¢�����TO~g ¡¢��ª
Ð��#¨Á�
¡¢�	�yJ

�

� ��¨�º	��ª
��Ï�ÏBº¤��¡����N��W��x����ª
������ªP�jiU��W�¡ÎªQª
��¨©�
¡¢�	�1º	ª iá�	�¢�¢� �QªPJ
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ps

�±�ÅèÜ

s > 1Ê¤Ë�Ã
p 6= 2

µ�¿©À�Ë�Å�Ê¤±�Ë�±�Ë�� −I ÊÌË�Ã;
�Ü�À¤Ö
Ä Ô °©À©é©Ä�¿�Åè±áÀ�Ë G1
Ç�À�Ã�¯¤´áÀ

p
Ü�Ê¤Ö³¿
Ê¤°�Ã�±�Ë�Ê¤´�±�Å¢ê Ë�À�Å

Ã	±�×�±¢Ö
±|ÈÌ´ÍÄ È�ê
p
¬��~Ü�Ä
Ë½Ä
±�ÅèÜ�Ä
°�:i±ÍÄ<��ÄÁ´
â Ö�Å�Ü�Ä�ÀÌ°ÁÄÁÇW±¢ÖQÄ3F�Ä�¿�Åè±�×�ÄTÀ�Ë

(XΓ, j)
ÀÌ°TÅ�Ü�Ä�¿ÁÀ�¯ Ô ´áÄ

(XΓ, j)
±¢ÖHË�À�Ë�Â/:i±áÄ0��ÄÁ´�±ÍÊÌËÒµ@
�±�Å�Ü Å�Ü�Ä�Ä
ã�¿©Ä Ô Å�±ÍÀÌË{À�ä�Ê
��°ÁÀ�¯ Ô À�ä!´ÍÄÌ×�ÄÁ´

25

�Ü�±�¿.Ü 5 ¯ Ô Å|À¿©À�Ë�é#¯���Êi¿3ê 6 Ô °©À©é©Ä�¿�Å�Ö�ÀÌË�Å|À

G2 =

〈(
0 1
−1 0

)
,

(
0 7
7 −1

)
,

(
1 5
−5 1

)
,

(
11 −5
0 −9

)〉
.

� ���@� � 
�¹ g5��W����
�#ª3���ß�
ªQ�ji!� W�� Ð�����·i¡¢�	��ª�¨ W�º¤Ð������#¾ � ¡¢�PM������ ªH��W����	����Ïl¡¢ªT������¨©�
¡¢·	�Siá���
(XΓ, j)

�������#ª
ª
G1

¡¢ªH�����?�ji~�
���2M��
����Ð�ª�¾i��Ð��
�B¨©��� �.�;M�º�¨ g.J
K�ª
��Ï��

p = 3
J ¹ g{Ñ\���	Ð���ª
¡ß��¡���� �vJ UBJ U1¡�i

s > 2
��W����

XΓ
W�º	ª�º¤�����#º	ª3�

3
¨���ª
Ð�ª �¡�i

s = 2
º	���

Γ′ ¨��	����º	¡���ªHº¤�¢�����¢��¡¢Ð��
¡Î¨x������ÏÙ������ªH�9i Γ �á¡ J �9J
2
§������¢¡�Ð��
¡Î¨?���¢��Ï�������ª�	Á¾���W����

��¡ß� W����
XΓ′

W�º	ª�ºÌ� �¢��º�ª.�
3
¨���ª
Ð�ª�¾~�	�

Γ′ = Γ
º¤���

(XΓ, j)
¡Îª������B�jiP��W�� ���³�=���	��§

� ¡¢�PM����¢¡¢º	� ¨©����·	�#ª,���#ª
¨��
¡NO����B¡¢��Ñ\���	Ð���ª
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¡¢�	���vJ UBJ UBJ � �N¨��	��¨���������O~guVXW������
��ÏW�vJ�¼.J £;J
�-i
p = 5

º¤���
Ḡ1

∼= D3
¾~�t�N¨©����¨©�¢�����RO~gÙÑ,�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	���vJ UBJ � º¤���QVXW������
��Ï UBJ £;J �sJ

�-i
G1

¡Îª������\�jii� W��,����ÏBº¤¡¢��¡¢�;MQª
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§
Ð;W�¡¢¨³���?��W��*iá�����
��WBº¤���
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¡¢�;MTM	���	��Ð A4

J!¹ g�Ñ\�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	� �~J UsJ £%�t�*W�º�·	�
V1 = 〈O〉ª
¡���¨©�

s > 1 � O7g1Ñ\���	Ð���ª
¡��
¡¢�	� �vJ £;J Z XΓ
W�º	ªNºÌ�N���#º	ª3�

3
¨©��ª
Ð�ª�¾�º¤�����t�Ù¨©�	��¨©�¢�����?O7g

VXW����	����Ï UBJ £;J �sJ
�

� 	 � � 	 � 	�� � �
p = 2

�_�B� W�¡Îª,ª
��¨Á��¡����u�t�Nº	ª�ª3��ÏÙ�
p = 2

J�VXW����
G1

¡Îªtº ª3�;OsM	���	��Ð��ji �+*
2(F2) ∼= S3

J � ��Ï��
Ð����	Ð���ª
¡��
¡¢�	��¡¢����W�¡ÎªQª
��¨©�
¡¢�	�1º¤���NÐ��
�Ì·�����O~g ¡¢��ª
Ð��#¨Á��¡���� J� ����º9�	�

R =
(

1 1
1 0

) º¤���
S =

(
0 1
1 0

) ¡¢� ��*
2(F2)

¾B�H¡���W
T = RS =
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1 1
0 1

) J����¤���
� W�ºÌ� ��*

2(F2)
¡Îª*M	�������
ºÌ����� O7g

R
º¤���

S
¾v�H¡���W���W��x�
���¢º¤�
¡¢�	��ª

R3 = I, S2 = I, T 2 = I.
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I
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2(F2)
¬ �~Ü�Ä

Ë�ÀÌË�Â3Åè°�±�×�±ÍÊÌ´
S
Âè±�Ë�×©ÊÌ°�±ÎÊ¤Ë�Å~Ö�¯�È¤Ö Ô Êi¿©ÄÁÖQÀ�ä!ª
�

2(F2)
ÊÌ°©ÄÌØ

〈I〉, 〈S〉, 〈I + S〉, 〈I, S〉, 〈T, S〉, 〈I + T, S〉.
�~Ü�Ä�Ë�ÀÌË�Â3Åè°�±�×�±ÍÊÌ´

R
Âá±¢Ë�×©ÊÌ°�±ÎÊ¤Ë�Å!Ö�¯�È¤Ö Ô Êi¿©ÄÁÖQÀ�ä!ª3�

2(F2)
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M ∈ V1
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°
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�±�Å�Ü

s > 1
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�Ü�À¤Ö
Ä Ô °©À©é©Ä�¿�Åè±áÀ�Ë{Ç À�Ã�¯	´ÍÀ
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°
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´¢´¢± Ô Å�±è¿
ÄÁ´ÍÄÁÇ ÄÁË�Å�Ö�À�ä

Γ
¬ �~Ü�Ä
Ë

s 6 5
Ê¤Ë�Ã

Γ
±ÎÖ1¯¤Ë�± K�¯�Ä
´ßê Ã�Ä�Å|ÄÁ°
Ç�±¢Ë�Ä#ÃfÈ�ê

s
¯ Ô Å|À ¿ÁÀÌË�é#¯�Â

��Êi¿.ê�¬ -�À�°
s = 5

ÅèÜ�Ä�¿#¯¤°�×ÌÄ
XΓ

Ü�Ê¤ÖJ��Ä
Ë�¯	Ö
1 5 
�Ü�±�¿.Ü{±¢Ç Ô ´�±áÄÁÖI:i±áÄ0��Ä
´Áâ ÖxÄ<FÒÄ#¿#Åè±�×�Ä
Ë�ÄÁÖ�ÖÈ�ê �~Ü�Ä�À�°©Ä
Ç ��¬ � ¬ � 6#¬�-�ÀÌ°

2 6 s 6 4
ÅèÜ�Ä ¿©Ài¯ Ô ´áÄ

(XΓ, j)
±ÎÖPË�ÀÌË�Â :�±ÍÄ<��Ä
´¢±ÍÊÌËK¬

U.U



� � �@� � 
 � �5¨�º	�­º	ª�ª
��Ï��
G1 = 〈S〉 J)¹ g)Ñ\�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	� �vJ £;J £��t�QW�º�·	� I ∈ V1

º¤���
O~g5Ñ\�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	�=�~J £vJ Z �t�TW�º�·��

dim(V1) > 2
¾�ª
¡���¨©�

[
��*

2(F2) : G1] = 3
J!¹ g5Ñ\�
��Ð��	§

ª
¡��
¡¢�	�)�vJ Z;J�¼�º¤��� ¦ �	���	�¢�¢º	��g=�~J £vJ ����W�¡ÎªN¡�Ï�Ð��¢¡¢��ª
V1 = 〈I, S〉 J � ¡���¨©� S ∈ V1

�t� W�º�·	�
S2 + S = I + S ∈ V2

O~g½Ñ\���	Ð���ª
¡ß��¡���� �vJ Z;J £;JBÑ\�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	��ª(ZvJ¢¼9J Z�º	���qZvJ¢¼9J �5¡¢Ï�Ð��Ng
#G3 > #M8/2 = 24

¾,º	��� ª
¡���¨©�
#G2 = 8

�t�2W�º�·	�
dim(V2) > 2

J ¹{g Ñ,�
��Ð���ª3¡�§
��¡����{�~J ZvJ¢¼�� W�¡¢ªQ¡�Ï�Ð��¢¡��#ª

V2 = 〈I, S〉 J� �?·	���
¡�icgkO7gB¡¢��ª
Ð��#¨Á��¡������ W�ºÌ�
Gs

¡Îª M	�������
ºÌ������¾7iá�	�
s = 3, 4, 5

¾.O~g
S =

(
0 1
−1 0

) ¾
M =

(
1 −2
−2 −5

) ¾iº¤���
N =

(
5 −8
−8 13

) J ���	�
s = 6

º¤���?iá���,º¤�~g�¨ W��	¡Î¨©�H�9i
m,n ∈ F2

� W��
ÏBº¤�
��¡¢¨���ª

M̃ = M(I + 32mT )
º¤���

Ñ = N(I + 32nT )
¡�� ��*

2(Z/(64))
ª
º¤�
¡Îª�icg

M̃−9Ñ−1M̃Ñ5 = I + 32(I + T ),�*W�¡¢¨ W�¡�Ï�Ð��¢¡��#ª
I + T ∈ V5

J � ¡¢��¨©�
V2 = 〈I, S〉 ⊂ V5

O7g1Ñ\���	Ð���ª
¡��
¡¢�	� �vJ £;J £�¾B�³� �.O�§
�
º¤¡¢�

V5 =
ª3�

2(F2)
º¤���

s 6 5
J� ��¨©����¨©�¢�����TO~g ¡¢��ª
Ð��#¨Á�
¡¢�	�1����� W��SM	������ªHº¤���5��W��N�i��Ï O����Q�ji!¨©��ª
Ð�ªH�9i

XΓ
J

�

� 7�+Bp�+@Y5O /5O +@V � 
`r 
 I Þ!Ä�Å
Γ
È�Ä�ÊT¿ÁÀÌË���°#¯�ÄÁË�¿ÁÄUÖ�¯�È$��°©Ài¯ Ô ÀÌä�Ä
ã�Êi¿�Å�´áÄ�×ÌÄ
´

2s

�±�Å�Ü

s > 0
µ


�Ü�ÀÌÖÁÄ Ô °©À©é©Ä�¿�Å�±ÍÀÌË�Ç�À�Ã�¯¤´áÀ
2
±ÎÖPÊ
��°©Ài¯ Ô À�ä!À�°�ÃiÄ
°

3
¬ Ó Ö�Ö�¯¤Ç�ÄxÅ�Ü�Ê�Å

Γ
Ö�Ê�Åè±ÎÖ7��ÄÁÖ$�|�~J¢¼�	Áµ

Ê	Ö

\Ä
´¢´~Ê	ÖTÊÌË�ê ¿ÁÀ�Ë+��¯¤°©Ä
Ë�¿©ÄNÖ�¯�È$��°©Ài¯ Ô
Γ′ ⊂ Γ


�Ü�±è¿.Ü)¿©À�Ë�Å�Ê¤±�Ë�ÖTÊÌ´¢´!Ä
´¢´¢± Ô Å�±è¿�Ä
´áÄ
Ç�Ä
Ë�Å�Ö
ÀÌä

Γ
¬��~Ü�ÄÁË

s 6 4
Ê¤Ë�Ã

Γ
±¢ÖT¯¤Ë�± K�¯�Ä
´ßê½ÃiÄ�Å_Ä
°�Ç�±�Ë�Ä�Ã5È�ê

s
¯ Ô Å_À�¿©À�Ë�é#¯���Êi¿3êi¬~«�À�°©Ä�À�×ÌÄ
°

Å�Ü�Ä ¿ÁÀ�¯ Ô ´áÄ
(XΓ, j)

±ÎÖPË�À�Ë�Â/:i±áÄ0��Ä
´¢±ÎÊ¤ËK¬
� � �@� � 
 � ��¨�º¤� º	ª�ª3��Ï��

G1 = 〈R〉 J�¹ g=Ñ\���	Ð���ª
¡��
¡¢�	�)�vJ £;J £ �³� W�º�·�� −I ∈ V1 � O~gÑ,�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	� �vJ Z;J�¼Ùº¤��� ¦ �	���	�¢�¢º	��g½�~J £vJ ����W�¡¢ªN¡¢ÏÙÐ���¡¢��ª
V1 = 〈I〉 JNÑ,�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	��ªTZvJ¢¼9J Zº	����ZvJ¢¼9J �T¡�Ï�Ð��Ng

#G3 > #M8/2 = 24
¾iº¤����ª
¡���¨��

#G2 = 6
�³�*W�º�·��

dim(V2) > 2
J

¹ gÙÑ\���	Ð���ª
¡ß��¡���� �vJ Z;J�¼³� W�¡¢ª,¡�Ï�Ð��¢¡¢��ª
V2 = 〈S, T 〉 J��U¡¢��º	���Ng	¾

V4
¨©�����
º¤¡¢��ª

ST −TS = IO~g½Ñ,�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	� �~J £vJ � � ª
¡¢��¨©� V2 = 〈S, T 〉 ⊂ V4
O7g{Ñ\�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	� �~J £vJ £�¾�� W�¡¢ª�¡�Ï�Ð��¢¡��#ª

V4 =
ª3�

2(F2)
º	���

s 6 4
J� ��¨©����¨©�¢�����TO~g ¡¢��ª
Ð��#¨Á�
¡¢�	�yJ

�

� 7�+Bp�+@Y5O /5O +@V � 
`r 
`r Þ!Ä�Å
Γ
È�ÄQÊ�¿©À�Ë���°�¯iÄ
Ë�¿©Ä³Ö�¯�È���°©Ài¯ Ô ÀÌäUÄ�ã�Êi¿#ÅK´áÄ�×�ÄÁ´

2s
µiä�ÀÌ°tÖÁÀ�Ç�Ä

s > 1
µ!Å�Ü�Ê�Å Ô °©À©é©Ä#¿#Å�ÖTÇ�À�Ã�¯¤´ÍÀ

2
À�Ë ��*

2(F2)
ÊÌË�Ã ÅèÜ�Ê�ÅtÖ
Ê�Åè±ÎÖ���ÄÁÖ��|�~J¢¼�	�¬1�~Ü�ÄÁË

s 6 4Ê¤Ë�Ã
Γ
È�Ä
´áÀ�Ë��iÖ Å_À5ÀÌË�ÄÙÀ�ä³ÄÁ± ��Ü�ÅTÃ	±ÎÖ�Å�±�ËÒ¿�ÅT¿ÁÀ�Ë#é#¯��iÊ�¿.ê ¿
´ÍÊ¤Ö�Ö
Ä©Ö�¬?«�ÀÌ°ÁÄ�À�×�ÄÁ° ÅèÜ�Ä�¿©Ài¯ Ô ´áÄ

(XΓ, j)
±¢ÖPË�À�Ë�Â/:i±áÄ0��ÄÁ´�±ÍÊÌËU¬

� � �@� � 
 � �{W�º�·	�
G1 =

��*
2(F2) = 〈R,S〉 JU¹ gxÑ\���	Ð���ª
¡ß��¡������~J £vJ ZX�³�{W�º�·	� −I ∈ V1

¾
�*W�¡¢¨ Wy¡¢Ï�Ð��¢¡��#ª

V1 = 〈I〉 O~g Ñ,�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	�X�vJ Z;J�¼ º	��� ¦ �	���	�¢�Îº¤� g �~J £vJ �;J Ñ,�
��Ð���ª3¡�§
��¡�����ª%Z;J�¼.J ZÙº	��� ZvJ¢¼9J �Ù¡�Ï�Ð��Ng

#G3 > #M8/2 = 24
¾�º	���1ª3¡¢��¨��

#G2 = 12
�t�SW�º�·	�

dim(V2) > 1
J\¹ g Ñ,�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	�½�~J ZvJ¢¼N��W�¡ÎªP¡�Ï�Ð��¢¡¢��ªH��¡ß� W����

V2 = 〈I〉 �	� V2 = 〈S, T 〉 J�-i
V2 = 〈I〉 ��W���� #G3 = 24

¾Pº	���;ª
¡���¨��=Ñ\���	Ð���ª
¡ß��¡�����ª ZvJ¢¼9J Z º¤����Z;J�¼.J �)¡¢Ï�Ð���g
#G4 > #M16/2 = 96

�³�P�9O��
º¤¡¢�
dim(V3) > 2

J!¹{g�Ñ\���	Ð���ª
¡ß��¡����B�vJ Z;J�¼t��W�¡Îª\¡¢Ï�Ð��¢¡��#ª
〈S, T 〉 ⊂ V3

¾¤º	���xª3¡¢��¨�� 〈I〉 = V2 ⊂ V3
O~gTÑ\���	Ð���ª
¡��
¡¢�	� �~J £vJ £X�³�\�9O��
º¤¡¢�

V3 =
ª
�

2(Fp)º	���
s 6 3

J
�-i
V2 = 〈S, T 〉 � W����)Ñ\���	Ð���ª
¡ß��¡���� �vJ £;J ��¡¢Ï�Ð���¡¢��ª I = ST − TS ∈ V4

¾~º¤���)ª
¡���¨©�
V2 ⊂ V4

O~gxÑ\���	Ð���ª
¡ß��¡������vJ £;J £�¾ �t�³�9O��
º¤¡¢�
V4 =

ª
�
2(F2)

º¤���
s 6 4

J �d�_� � W�¡Îª�¨�º	ª
�
G3¨�º¤� O����¢�	�sM �
� ���t����¡¢ª3�
¡¢��¨Á�x¨©��� �.�;M�º	¨ g1¨©�Îº	ª�ª
��ªH¡¢� ��*

2(Z/(8))
º	���

G4
¨�º	��O��������;M

���kiá�	���Q��¡¢ª3�
¡¢��¨Á��¨��	� �.�sM�º	¨Pg�¨©�Îº	ª�ª
��ª³¡�� ��*
2(Z/(16))

J 	� ��¨©����¨©�¢�����TO~g ¡¢��ª
Ð��#¨Á�
¡¢�	�yJ
�

� ��ª
��Ï�Ï�º	�
¡ ���N� W��x�
�#ª3���ß�
ªP�jiK� W�¡ÎªQª3�#¨Á��¡���� J

U7Z



� 7�+Bp�+ Y�O /�O +@V � 
 r�
N� Þ~ÄÌÅ
Γ
È�Ä�ÊT¿ÁÀÌË���°#¯�Ä
ËÒ¿ÁÄUÖ�¯�È$��°©Ài¯ Ô À�ä�Ä�ã�Ê�¿�Å�´áÄ�×�ÄÁ´

2s

�±�ÅèÜ

s > 1
µ

¿©À�Ë�Å�Ê¤±�Ë�±¢Ë�� −I ¬��~Ü�ÄÁË ÄÁ±�Å�Ü�Ä
°�:i±áÄ0��ÄÁ´
â ÖPÅèÜ�Ä�À�°©Ä
ÇX±¢Ö³Ä<FÒÄ#¿�Å�±�×ÌÄHÀ�Ë
(XΓ, j)

À�°HÅèÜ�ÄT¿ÁÀ�¯ Ô ´áÄ
(XΓ, j)

±ÎÖPË�ÀÌË�Â :�±ÍÄ<��Ä
´¢±ÍÊÌËK¬
� ���@� � 
 �-i

Γ
���i�#ª����¤� ª�ºÌ�
¡Îª/icg ��W���W~giÐ��¤�
�#ª3¡ÎªÙ�jixº¤�~g �jiT��W��=Ñ,�
��Ð���ª3¡��
¡¢�	��ª �vJ Z;J ��¾

�vJ Z;J U�¾~�����vJ Z;J Z�¾U� W����­��W����
�5�©»�¡Îª.�
ª º{¨��	�;M��
������¨���ª3�sO;M	���	��Ð
Γ′ ⊂ Γ

��W�º¤�Ù¨��	����º	¡���ª
� W������¢�¢¡�Ð���¡¢¨����¢��Ï�������ª��ji

Γ
º¤���=ª3��¨ W�� W�ºÌ�

XΓ′

W�º	ªQº¤�����#º	ª3�
3
¨©��ª3Ð�ª J�� ��¨��	��¨��������

O~g VXW����	����Ïl�vJ�¼.J £;J
�

V~ºjO������vJ�¼��!���	��§ � ¡¢�PM����¢¡¢º	��Ï��������Îº¤�Q¨©���
·���ª
XΓ

�9iUÐ������xÐ���¡�Ï��?Ð�� �t���³�¢��·����
ps

Gs ps µ ν∞ ν2 ν3 g

G4.1 4 6 2 2 0 0
G8.1 8 12 2 4 0 0
G16.1 16 24 2 8 0 0
G4.2 4 8 2 0 2 0
G8.2 8 16 2 0 4 0
G16.2 16 32 2 0 8 0
G4.3 4 4 1 2 1 0

G8.3
† 8 8 1 2 2 0 2

M��
����Ð�ª
G16.3

† 16 16 1 2 4 0 4
M	���	��Ð�ª

G8.4 8 16 2 4 1 0
G9.1 9 12 2 0 3 0
G9.2 9 18 2 6 0 0
G9.3 9 9 1 5 0 0

U��



� � ��� ��� � �

( � � � � � � � 
X�� �� 
 � 	 	 �

� 	�� � �
�.� � � �?	 � �����

�_�)� W�¡Îª ¨ W�º	Ð��
���(�t�5ª.�����vg�M	���	��Ð�ª?�9iHÏÙ¡�»���� �¢��·	��� J � ��ª/W�º¤�¢�,Ð����Ì·	�Ù��W��uiá�	�¢��� �H¡¢�;M
����ª
����� J
�[� N + 7;N�U e 
 D 
 D Þ!Ä�Å

Γ
ÈiÄ³Ê ¿ÁÀÌË���°#¯�Ä
ËÒ¿ÁÄ,Ö�¯�È���°©Ài¯ Ô À�ä�´áÄ�×ÌÄ
´iË�À�ÅUÃ�±�×�±�Ã	±�Ë+��Å�Ü�ÄtË�¯¤Ç Â

È�Ä
°
221 ·37 ·53 ·72 ·11·13

¬��~Ü�ÄÁË :i±ÍÄ<��ÄÁ´
â Ö?ÅèÜ�Ä�À�°©Ä
Ç ±ÎÖTÄ3F�Ä�¿�Åè±�×�Ä�ä�ÀÌ°xÅèÜ�Ä Ô Ê¤±�°
(XΓ, j)

¬
* �©�

Γ
O��Bº1¨©���;M	��������¨©�Ùª3�;OsM	���	��Ð��jit��»�º	¨Á�?�¢��·	���

n
¾Kº¤���{�¢�©�?��W�� ièº�¨Á���	��¡��#ºÌ�
¡¢�	�

�9i
n
O��

n =
∏
i∈I qi =

∏
i∈I p

ei

i

¾v�*W������N��W��
pi
º¤���N��¡¢ª3�
¡¢��¨Á�QÐ��
¡¢Ï���ªHº¤���

ei > 0
iá���

��·	����g
i ∈ I

J
���	�N��·���� g5Ð���ª
¡ß��¡�·���¡¢�����PM����

d
�³���������¤��� O~g

Γd
� W���¨��	Ï�Ð���ª3¡��
� M	���	��Ð

Γ · Γ(d)
¾

�9i~�¢��·�������¡¢·i¡¢��¡¢�;M
d
¾�º¤���QO~g Gd < ��*

2(Z/(d))
¡ß�
ªPÐ��
�9�.��¨©�
¡¢�	��Ï��������¢�

d
J\���¤�
�?� W�ºÌ�

¡�i � ¡¢�PM	����� ª³��W����	����Ïv¡¢ªP�����#¨Á�
¡¢·	�Riá���
(XΓd

, j)
��W����1¡ß�Q¡ÎªH������¨©�
¡¢·	�xº¤�Îª
� iá���

(XΓ, j)
J

VXW�� M��
����Ð �+*
2(Z/(n))

¡¢ª!¡Îª
�	Ï��	��Ð;W�¡Î¨\���N��W��Q��¡¢����¨Á��Ð���������¨©� ∏
i∈I

��*
2(Z/(qi)) �� W�¡ÎªHº¤�¢��� �Qª³��ªt�
�B¨��	��ª
¡¢����� G = Gn

º	ªPºÙª3�sO;M	���	��Ð5�jiU��W��x��¡¢�
�#¨Á�PÐ����i����¨Á� ∏
i∈I Gqi

J
- N�U!T 7�� \ ë\°©À�È	Ê�ÈÌ´ ê�µ ÅèÜ�Ä½Ê¤Ö�Ö�¯¤Ç Ô Åè±áÀ�Ë ÀÌË�ÅèÜ�Ä=´ÍÄÌ×�Ä
´N±¢Ë �~Ü�Ä�ÀÌ°ÁÄÁÇ���¬Ze�¬Ze ¿ÁÊÌËyÈ�Ä
°©Ä
´ÍÊ�ã�Ä�Ã�µNÈ�¯�ÅxÊ�Å�ÅèÜ�Ä5Ç�À�Ç�ÄÁË�Å3µTÅ�Ü�Ä�Ç ÄÌÅèÜ�À�Ã�Ö�À�ä Å�Ü�Ä Ô °©ÄÁÖÁÄ
Ë�Å�Å�Ü�ÄÁÖ
±ÎÖ�ÃiÀ{Ë�ÀiÅ�ÊÌ´¢´áÀ%

Å�°ÁÄ�Ê�Å�Ç ÄÁË�Å\ÀÌä~Ê¤´�´ Ô ÀÌÖ�Ö3±|ÈÌ´áÄ�:i±ÍÄ<��ÄÁ´�±ÍÊÌË5Ç À�Ã�¯	´ÎÊ¤°?¿�¯¤°#×�Ä©ÖHÀÌäKÇ�±�ã�Ä�ÃÙ´áÄ�×ÌÄ
´|¬Hç\À�Ë�Ö
±èÃ�Ä
°�µiä�ÀÌ°
±¢Ë�Ö�Å�Ê¤Ë�¿ÁÄ�µtÅ�
\À=¿©À�Ë���°�¯iÄ
Ë�¿©Ä�Ö�¯�È$��°ÁÀ�¯ Ô Ö

Γ5
Ê¤Ë�Ã

Γ7
À�äHÄ�ã�Êi¿#ÅP´ÍÄÌ×�Ä
´ÎÖ

5
ÊÌË�Ã

7
µ�
�Ü�ÀÌÖÁÄ

Ô °ÁÀ�é©Ä#¿�Å�±ÍÀÌË�Ö�±¢Ë�Ñ ��*
2(Fp) 5 Ö
Ä�ÄI��Ê�ÈÌ´áÄJ2�¬ e36tÊ¤°ÁÄ,±ÎÖ
ÀÌÇ ÀÌ° Ô Ü�±è¿HÅ_ÀÙÅèÜ�Ätä�À�¯¤°#ÅèÜ�ÊÌ´�Å|ÄÁ°
Ë�Ê�Åè±¢Ë����°ÁÀ�¯ Ô A4

ÊÌË�Ã�Å_À�Å�Ü�ÄPä�À�¯¤°�Å�Ü Ö_ê�Ç�Ç�Ä�Å�°
±�¿M��°ÁÀ�¯ Ô S4
µi°ÁÄ©Ö Ô Ä#¿#Åè±�×�ÄÁ´ ê1`�ÅèÜ�ÄÁ±�°³±�Ë�Å_Ä
°
Ö
Ä�¿�Åè±áÀ�Ë

Γ5 ∩ Γ7
±¢Ö�Ê�¿ÁÀÌË���°#¯�Ä
ËÒ¿ÁÄ�Ö�¯�È$��°ÁÀ�¯ Ô

Γ
À�äÒÅ�Ü�Ä³Ä�ã�Êi¿#Å�´áÄ�×ÌÄ
´

35
µ$��Ä
Ë�ÄÁ°
Ê�Å|Ä#ÃÙÈ©ê ±�Å�Ö\ÄÁ´�´¢± Ô Åè±�¿

ÄÁ´ÍÄÁÇ�Ä
Ë�Å�Ö�Ê¤Ë�Ã Ö�¯�¿.Ü Å�Ü�Ê�Å
XΓ

Ü�Ê¤Ö���Ä
Ë�¯	Ö
2
Ê¤Ë�Ã5À�Ë�´ßê=ÀÌË�Ä ¿�¯	Ö Ô ¬J�~Ü�Ä�¿ÁÀ�¯ Ô ´áÄ

(XΓ, j)±ÎÖHË�ÀÌË�Â/:i±ÍÄ<��ÄÁ´�±ÍÊÌË�µÒÈ�¯�ÅtÄ
´�¯�ÃiÄÁÖNÀi¯¤°HÇ�Ä�Å�Ü�À�Ã�Ö#¬

� 	�� ��� � �
� �
� � 	 ���I� ��� � 	��
	��
� �SO��PM	¡¢� �H¡ß� W���W��Tiá�����¢� �H¡��sMÙ��ª3�Piá�����9O�ª
����·ÌºÌ��¡���� J
� 7�+Bp�+@Y5O /5O +@V�e 
`\ 
 D Þ!Ä�Å {Si}i∈I È�ÄTÊ���Ë�±�Å_ÄTäèÊÌÇ�±�´ßê=ÀÌä ��Ë�±�Å_Ä���°ÁÀ�¯ Ô Ö Si Ê¤Ë�ÃÙ´áÄ�Å TÈ�ÄxÊ�Ö�¯�È$��°ÁÀ�¯ Ô ÀÌätÅ�Ü�Ä 5 ä�À�°�ÇBÊ¤´ 6xÃ�±�°©Ä#¿#Å Ô °ÁÀ�Ã�¯�¿�Å S =

∏
i∈I Si

¬M-�À�°NÄÌ×�Ä
°3ê
J ⊂ I


\Ä

Ui�



Ü�Ê�×ÌÄBÊ{Ë�Ê�Å
¯¤°
Ê¤´ Ô °ÁÀ�é©Ä#¿�Å�±ÍÀÌË
πJ : S → SJ

Ê¤Ë�Ã Ê{Ë�Ê�Å
¯¤°
Ê¤´PÄÁÇ5È�Ä#Ã�Ã	±¢Ë��
ιJ : SJ → S

µ

�Ü�ÄÁ°ÁÄ

SJ =
∏
i∈J Si

¬�Þ~ÄÌÅ
TJ

ÊÌËÒÃ
UJ

ÈiÄ�Å�Ü�ÄTÖ�¯�È���°©Ài¯ Ô Ö�ÀÌä
SJ

ÃiÄ3��Ë�Ä�Ã=È�ê
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