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❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞

t❤❡♥ ✐ts ✏♥❛t✉r❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡✑ r♦❧❡❄ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

s❡t✲✉♣ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ s♦♠❡ ♣♦❧✐❝② ♦♣t✐♦♥s✳

❲❡ st✉❞② ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❢❛r♠❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢♦r❡st t♦ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❧❛♥❞✳ ❯♥❝♦♥✈❡rt❡❞ ❢♦r❡st ❧❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥✲

s❡r✈❡ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧

♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆❣❡♥ts✬ ✉t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❑r❡♣s P♦rt❡✉s st♦❝❤❛st✐❝

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✉t✐❧✐t② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝✲

t✉❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❧❛♥❞ ✉s❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r ❛♥❞ ❤❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❛t t❤❡ ◆❛s❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦✈❡r✲❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ✇❡❧✲

❢❛r❡ ❧♦ss ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❞r✐✈❡rs ♦❢

t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❆❢t❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ ✐t t♦ ♦❜✲

t❛✐♥ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ st✉❞② t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦

t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛① ♦♥ ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❡♥❢♦r❝✲

✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ✐s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ st❛❣♥❛♥t ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✇❤✐❧❡ t❛①✐♥❣

❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ s✉✐t❡❞ ❢♦r r❛♣✐❞❧② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳

❑❊❨ ❲❖❘❉❙✿ ❇✐♦❞✐✈❡rs✐t②✱ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡✱❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❛♠❡s✳
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✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❆❖ ✭✷✵✶✽✮ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦

✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ✼✵✪ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✵✺ ❛♥❞ ✷✵✺✵ t♦ ❢❡❡❞ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞

t♦ r❡❛❝❤ ✾✳✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ♣❡♦♣❧❡ ❜② ✷✵✺✵✳ ❲❤❡r❡❛s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡

❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ②✐❡❧❞s✱ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt ✇✐❧❧ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥

♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❧❛♥❞ ✭❜② ✺✪ ♣❡r ②❡❛r✱ ❋❆❖✱ ✷✵✶✽✮✱ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧

❡❝♦s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ♦♥❡

♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r✐✈❡rs ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❞❡str✉❝t✐♦♥ ✭■P❇❊❙✱ ✷✵✶✾✮✳

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞❡♠❛♥❞s t♦ ❛♣♣r❛✐s❡ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥

❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❧♦ss✳ ■t ✐s ♣❛rt

♦❢ ❛ ❜r♦❛❞❡r r❡✢❡①✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞

✐♥❞✐r❡❝t ✉s❡ ✈❛❧✉❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❙✐♠♣s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡

♣❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧ ✐♥❞✉str② ♦r ▼❛✐❧❧❡ ❛♥❞ ▼❡♥❞❡❧s♦❤♥✱ ✶✾✾✸✱ ❢♦r ❡❝♦t♦✉r✐s♠✮ ♦r✱ ✐♥ ❛

❝♦♥t❡①t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛s✐✲♦♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②

✭s❡❡ ❡✳❣✳ ▲❛ss❡rr❡ ❛♥❞ ❑❛ss❛r✱ ✷✵✵✹✱ ♦r ❉✐ ❋❛❧❝♦ ❛♥❞ P❡rr✐♥❣s✱ ✷✵✵✺✮✳

❆ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t str❡❛♠ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲

s✉r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ t❤❛t ❛ s❡r✐❡s

♦❢ s❡r✈✐❝❡s ♦✛❡r❡❞ ❜② ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐✲

❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛t✐♥❣

s❡r✈✐❝❡s ✭❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❧✐♠❛t❡✱ ✢♦♦❞ ❝♦♥tr♦❧✱ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✐❧ ❢❡rt✐❧✐t②✱ ♣♦❧✲

❧✐♥❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮ ♦r ❜✐♦❝♦♥tr♦❧ s❡r✈✐❝❡s ✭♣❡st ❝♦♥tr♦❧✱ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ♣❧❛♥t ✐♥✈❛s✐♦♥✱

❞✐s❡❛s❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ❡t❝✳✮✳ ■♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❇❛✉♠❣ärt♥❡r ✭✷✵✵✼✮✱ ◗✉❛❛s ❡t

❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ◗✉❛❛s ❛♥❞ ❇❛✉♠❣ärt♥❡r ✭✷✵✵✽✮✱ ❇❛✉♠❣ärt♥❡r ❛♥❞ ◗✉❛❛s ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞

❇❛✉♠❣ärt♥❡r ❛♥❞ ❙tr✉♥③ ✭✷✵✶✹✮ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❛s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡❝♦s②st❡♠

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❆✉❣❡r❛✉❞✲❱ér♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✶ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✲

✈❡rs✐t② ❛s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥

❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢

✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❛t st✉❞② ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s❡t✲✉♣✳

✶❙❡❡ ❛❧s♦ ◗✉❛❛s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧ ❝❛♣✐t❛❧✳
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❍♦✇❡✈❡r✱ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞

❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✳ ❆s ✈❛r✐♦✉s ❡①t❡r♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱

t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐♥ s♦♠❡

❝♦✉♥tr✐❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛r♠❡rs ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡ r❡♠❛✐♥s ❛ ❤✐❣❤❧② ❞✐s✲

tr✐❜✉t❡❞ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❢❛r♠❡rs✬ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛❝t ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ♦♥

t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ♦t❤❡rs✳

❲❡ st✉❞② ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢♦r❡st✲r✐❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠② ♥❡❡❞✐♥❣ t♦

❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❢♦r❡st t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t♦ ❜❡ ❦❡♣t

✉♥❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❢♦r ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛♥② ♠♦t✐✈❡s ❛ ❝♦✉♥tr②

❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❢♦r ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥✲

s✉r❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♠♦t✐✈❡✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣

r♦❧❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛r❡ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ▲♦r❡❛✉ ❛♥❞ ▼❛③❛♥✲

❝♦✉rt✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦♦❧ r❡s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛s ♥❛t✉r❛❧ ❢♦r❡sts ❛s ❛♥

✐♥s✉r❛♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡ ❢♦r r✉r❛❧ ♣♦♦r ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✭❇❛❧❛♥❞ ❛♥❞ ❋r❛♥❝♦✐s✱

✷✵✵✺✱ ❉❡❧❛❝♦t❡✱ ✷✵✵✾✮✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❢♦r♠❛❧

✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ❝r❡❞✐t ♠❛r❦❡ts ✭❇❛♥❡r❥❡❡ ❛♥❞ ❉✉✢♦✱ ✷✵✶✵✮✳

■♥ t❤✐s s♣✐r✐t ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ st✉❞② ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❢❛r♠❡rs✷

❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♦♥ ❛♥ ✉♥❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♥❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢♦r✲

❡st✳ ❊❛❝❤ ❢❛r♠❡r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❤❡r ❧❛♥❞ s❤❡ ❝♦♥✈❡rts t♦ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ t❤❡♥

♣r♦❞✉❝❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡s t❤❡ ❤❛r✈❡st ❢r♦♠ ❤❡r ♣❧♦t✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ❛❜♦✉t t❤❡ s✐③❡

♦❢ t❤❡ ♣❧♦ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ❧❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛r♠✐♥❣ ✐s ❞❡✈♦t❡❞

t♦ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② r❡❞✉❝❡ t❤❡

✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢❛r♠❡rs✴♣❧❛②❡rs ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦♥ ❛

◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

◆♦❛❝❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥✐❝❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✼✱✺✺✻ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ ✷✸ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✱

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ♦♥ ❞r♦✉❣❤ts✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❝r♦♣ ❧♦ss❡s✱

❞❛t❛ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❝②❝❧❡✳

❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ②✐❡❧❞s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✇❡❛t❤❡r ❡✈❡♥ts✱ ❤❡r❡

❞r♦✉❣❤ts✱ ✇❤❡r❡❛s ♥❛t✉r❛❧ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❤❛s ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ r♦❧❡✳ ❖♥❡ ♦❢ ◆♦❛❝❦ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✾✮✬s r❡s✉❧ts ✐s t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞r♦✉❣❤ts ♦♥ ❝r♦♣ ✐♥❝♦♠❡ ❞❡❝❧✐♥❡s

✷❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ n✲❢❛r♠❡r ❝❛s❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳
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✇❤❡♥ ♥❛t✉r❛❧ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢

t❤❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t r❡❞✉❝✐♥❣ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❜② ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇

t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛❧♠♦st ❞♦✉❜❧❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞r♦✉❣❤ts ♦♥ ✐♥❝♦♠❡✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡s ♦❢ ❢❛r♠❡r t♦✇❛r❞s ✐♥❝♦♠❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✢✉❝t✉✲

❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦✇❛r❞s r✐s❦ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝✲

t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ r✐s❦ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ✉t✐❧✐t② s❡t✲✉♣✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦s ♦❢ ❊♣st❡✐♥ ❛♥❞ ❩✐♥ ✭✶✾✾✶✮ ❛♥❞ ♦❢ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❊♣st❡✐♥

✭✶✾✾✷✮✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ✉t✐❧✐t✐❡s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥✲

♠❡♥t❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐s ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❑♥❛♣♣ ❛♥❞ ❖❧s♦♥✱

✶✾✾✻✱ ❊♣❛✉❧❛r❞ ❛♥❞ P♦♠♠❡r❡t✱ ✷✵✵✸ ♦r ❍♦✇✐tt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❜✉t t❤✐s ✐s✱ ❛s ❢❛r

❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡ ✜rst ✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊♣st❡✐♥✕❩✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❛♠❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛♥❞ ✉s❡❞

❢♦r ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ s❤❛r❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❋♦r ❛♥② ❢❛r♠❡r✱

✐♠♣❛t✐❡♥❝❡ ❞r✐✈❡s ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s r✐s❦ ❛♥❞ ✐ts ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♣❧❛② ✐♥ t❤❡

♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛r♠❡r ❞♦❡s ❛❧s♦ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡✿ ❛ ❢❛r♠❡r ✇✐❧❧

❝♦♥✈❡rt ♠♦r❡ ❧❛♥❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛r♠❡r ❞♦❡s s♦ ✐❢ ❤❡r ❛✈❡rs✐♦♥ t♦

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✉♥✐t②✱ ❛♥❞ s❤❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡rt ❧❡ss ❧❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❢❛r♠❡r ❝♦♥✈❡rts ♠♦r❡ ✐❢ ❤❡r ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s ❤✐❣❤✳

❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡✱ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ s❡t✲✉♣ ❛♥❞ t❤❡

s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♦♥❧② ♣❛rt❧② ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡ t❤❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥ ♦✈❡r✲❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡st s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②

❛r✐s❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r ✐♥

t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝❛s❡ t❤❛♥ ❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r r❡✲

s✉❧ts✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡♥ ❛❝❝❡ss ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ t♦ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛s❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐s ♣r❡✈❛❧❡♥t ✇❡ ❝❛♥

✐❞❡♥t✐❢② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t❛①✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②
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r✐❣❤ts ✐s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ st❛❣♥❛♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❛❝✲

t✐✈✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ♣r✐❝✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡①t❡r♥❛❧✐t② ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡

t❤r♦✉❣❤ ❛ t❛① ♦♥ ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ s✉✐t❡❞ ❢♦r r❛♣✐❞❧② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣

❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛✈❡rs❡ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❡①t❡♥❞ ♦✉r r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷ ❢❛r♠✲

❡rs✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ❢❛r♠❡rs t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❜✐❣❣❡r t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡①t❡r♥❛❧✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s ❧❡ss

t❤❛♥ ✉♥✐t②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛r♠❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛♥❞

❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❛ s♠❛❧❧ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛✲

t✐♦♥s ✐s ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t♦ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ ❢❛r♠❡rs ❤❛✈❡ ❛

❧❛r❣❡ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛r♠❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠

❝♦♥✈❡rts ❧❡ss ❧❛♥❞✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ❧❛♥❞ ❛r❡❛

♠❛② t❤❡♥ ❡✐t❤❡r ❝❛✉s❡ ❛ r❛❝❡ t♦ ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t♦ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥✲

s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦r ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r✬s ♣❧♦t ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❞❡str✉❝t✐♦♥✱

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦✲♣❧❛②❡rs s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❤✐♥ts t❤❛t ✇❡ ❣❡t ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥

❙❡❝t✐♦♥ ✻ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ n✲♣❧❛②❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✼ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s ❝♦♥t❛✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢s

♦❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
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✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ st✉❞② ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②

❆✉❣❡r❛✉❞✲❱ér♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛ st♦❝❦ L = 1 ♦❢ ❧❛♥❞✱ ✐♥✐t✐❛❧❧②

✉♥❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✕❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢♦r❡st✳ ❚❤✐s ❢♦r❡st s❤❡❧t❡rs ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦♦❧ r❡s♦✉r❝❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❢❛r♠❡rs ❝♦♥t❡♠♣❧❛t❡ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❡st t♦

❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❧❛♥❞✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♦♥ ❛ ♣❧♦t✱

❛♥❞ t❤❡♥ ❤❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ ❤✐s ♣❧♦t t♦ ❝♦♥✈❡rt t♦ ❢❛r♠✐♥❣✸✳ ❚❤❡ ❢♦r❡st

❧❡❢t ✐♥t❛❝t s✉♣♣♦rts ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❡❝♦s②st❡♠ s❡r✈✐❝❡s✳

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❆✉❣❡r❛✉❞✲❱ér♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧♦s❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥

❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ s♣❛❝❡✱ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s✲❛r❡❛ ❝✉r✈❡✱ ✐♥✐t✐❛❧❧②

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆rr❤❡♥✐✉s ✭✶✾✷✶✮ ❛♥❞ ●❧❡❛s♦♥ ✭✶✾✷✷✮ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❛♥❝❤♦r❡❞ ✐♥ t❤❡

❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✲❛r❡❛ ❝✉r✈❡✱ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ s♣❡❝✐❡s

r✐❝❤♥❡ss S(t) ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❤❛❜✐t❛t 1− f(t)✳ ❚❤❡ r❡❧❛✲

t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❛♥② ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❆

✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✲❜❛s❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦ ✐♥st❛♥❝❡

❜② ❇r♦♦❦ ❡t ❛❧✳✱ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❙t♦r❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✿

S(t) = ǫ1(1− f(t))ǫ2 with ǫ1 > 0 and 0 < ǫ2 < 1

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② B(t)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❧❡✲

♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❤❛❜✐t❛t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❡♥❡s✱ s♣❡❝✐❡s✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ tr❛✐ts✱ ❝♦♠♠✉✲

♥✐t✐❡s ❡t❝✳✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s✿

ηḂ(t) = − (B(t)− S(t)) with η ≥ 0,

✇❤❡r❡ η t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✭s❡❡ ▲❛❢✉✐t❡ ❛♥❞ ▲♦r❡❛✉✱ ✷✵✶✼✮✳ ❲❤❡♥

t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② t❛❦❡s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ✐ts ❧♦♥❣ t❡r♠

✈❛❧✉❡✱ t❤❛t ✐s B(t) = S(t), ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t r❡s♣♦♥❞s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② t♦ ❤❛❜✐t❛t

❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡ ❛ 2✲♣❧❛②❡r s❡tt✐♥❣✿✹ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t 2 ♣❧❛②❡rs✴❢❛r♠❡rs ❝❛♥

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❤❡ ❢♦r❡st ❢♦r ❢❛r♠✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i ∈ {1, 2}✳

✸❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥tr❛st ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ t❤✐s ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❢❛r♠❡rs ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ♣r♦♣✲

❡rt② r✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ❢♦r❡st t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r❡st r❡♠❛✐♥s ✐♥ ♦♣❡♥ ❛❝❝❡ss✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡

✐s ♥♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❢❛r♠❡rs t♦ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ ✐t t♦ ❢❛r♠✐♥❣✳
✹❚❤❡ n✲♣❧❛②❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳
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❋❛r♠❡r i ❝❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦♠❡ s❤❛r❡ fi(t) ♦❢ t♦t❛❧ ❧❛♥❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦♥str❛✐♥t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✿

✭✶✮ f1(t) + f2 (t) ≤ 1, t ≥ 0.

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② f(t) := f1(t) + f2(t) ∈ [0, 1] ❛♥❞ 1− f(t) ∈ [0, 1] t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ ❧❛♥❞

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛r♠✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❢t ✉♥❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ t❤❛t ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❢❛r♠❡r i ❛t

t✐♠❡ t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

✭✷✮ Yi(t) = fi(t)Ai(t)

✇❤❡r❡ Ai(t) ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✺ ♦❢ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ ❢❛r♠❡❞ ❜② ❛❣❡♥t i ❛t t✐♠❡ t✱

✇❤♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿

✭✸✮

{

dAi(t) = αiAi(t) dt+ σif(t)
1/2Ai(t) dW (t)

Ai(0) = A0
i

✇❤❡r❡ W ✐s ❛ r❡❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ W : [0,+∞) × Ω → R✱ ❛❞❛♣t❡❞

t♦ s♦♠❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ Ft✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ (Ω,F ,P)✳ ■♥ s✉❝❤

❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ αi ∈ R r❡♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

♣r♦❣r❡ss ✐♥ ❢❛r♠✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✭✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 0✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ σif(t)
1/2 ♠❡❛✲

s✉r❡s t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚♦t❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❤❛s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s

❝♦♠♣♦♥❡♥t σi✱ st❡♠♠✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✇❡❛t❤❡r ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s

❝♦♠♣♦♥❡♥t f(t)1/2✱ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ ❢❛r♠❡rs✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛♥❞

❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ t❤❛t ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❧❡✈❡❧✳✻ ■t ✐s ✐♥

t❤✐s s❡♥s❡ t❤❛t ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ❛❞✈❡rs❡

♦✉t❝♦♠❡s✳

❚❤❡ t✇♦ ❢❛r♠❡rs ♣❧❛② ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ str❛t❡❣✐❡s s♦

t❤❛t ❢❛r♠❡r i ❝❤♦♦s❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❧❛♥❞ t♦ ❝✉❧t✐✈❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ fi = Ψi(A1, A2)

✺❆♥ ✐♥t❡♥s❡ ❞❡❜❛t❡ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ●r❡❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ✐♠✲

♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛r♠✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡s ✭❡①t❡♥s✐✈❡ ✈s ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❧❛♥❞ ✉s❡✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t

❧❛♥❞ s♣❛r✐♥❣ ✈s ❧❛♥❞ s❤❛r✐♥❣ r❡♠❛✐♥s ❛❧✐✈❡ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✱ ❑r❡♠❡♥✱ ✷✵✶✺

♦r ❘❡♥✇✐❝❦ ❛♥❞ ❙❝❤❡❧❧❤♦r♥✱ ✷✵✶✻✮✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✇❡ ❛❜✲

str❛❝t ❢r♦♠ t❤✐s ✐ss✉❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❤♦s❡ ❣r♦✇t❤ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s

❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✳
✻❆✉❣❡r❛✉❞✲❱ér♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ✇r✐t❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s✿ f(t)χ/2,

χ ≥ 1✳ ❲❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ χ = 1 ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳



✽ ❊✳ ❆❯●❊❘❆❯❉✲❱➱❘❖◆✱ ●✳❋❆❇❇❘■✱ ❆◆❉ ❑✳ ❙❈❍❯❇❊❘❚

✇❤❡r❡ Ψi : R
2
+ → [0, 1] ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ str❛t❡❣✐❡s

Ψ := (Ψ1,Ψ2) ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐❢ ✭✶✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs

(A1, A2)✱ ✐✳❡✳ ✐❢

Ψ1(A1, A2) + Ψ2(A1, A2) ≤ 1, ❢♦r ❛❧❧ (A1, A2) ∈ R
2
+

❛♥❞ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳✼ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② C t❤❡ s❡t ♦❢

❛❞♠✐ss✐❜❧❡ str❛t❡❣② ❝♦✉♣❧❡s✿

C :=
{

Ψ := (Ψ1,Ψ2) : R
2
+ → [0, 1]2 ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ : Ψ ✐s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ str❛t❡❣② ❝♦✉♣❧❡

}

●✐✈❡♥ ❛ str❛t❡❣② Ψ1 ♦❢ P❧❛②❡r ✶ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② Ψ2 ♦❢ P❧❛②❡r ✷✮✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②

C2(Ψ1) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② C1(Ψ2)✮ t❤❡ s❡t

C2(Ψ1) := {Φ: R+ → [0, 1] ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ : (Ψ1,Φ) ∈ C}

✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r C1(Ψ2)✮✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t ≥ 0 ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞✿

✭✹✮ Ci(t) = Yi(t).

❋❛r♠❡r i✬s t❛r❣❡t ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡✱ ❊♣st❡✐♥✲

❩✐♥✲❲❡✐❧ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❑r❡♣s P♦rt❡✉s ✉t✐❧✐t②✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s

♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ r✐s❦ ❛♥❞ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✭❛♥❞ ❝♦♥✢❛t❡❞✮ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ t✐♠❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡①✲

♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ♦♥ ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② θi > 0 ✭❛♥❞

θi 6= 1✮ t❤❡ ✭❝♦♥st❛♥t✮ r❡❧❛t✐✈❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ♦❢ P❧❛②❡r i ❛♥❞ ❜② φi > 0 ❤❡r ❛✈❡rs✐♦♥

t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❤❡r ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❚❤❡

❝❛s❡ θi = φi ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ t✐♠❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ♦❢

P❧❛②❡r i ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ρi > 0✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝❛s❡ ✐s s♦♠❡t✐♠❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝❛s❡✑ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t②

♦❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s

❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✭s♦ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛r❡ s♦♠❡❤♦✇ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡❣r❛❧s✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ✉t✐❧✐t②

✼❚❤✐s s❡❝♦♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ✈❡r② str♦♥❣✿ t❤❡ t❡r♠ f ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✭❜② 0 ❛♥❞ 1✮ s♦ t❤❡ s②st❡♠

♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r A ❤❛s ❛❧✇❛②s ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤✱ s♦ t❤❛t✱ ❜② st❛♥❞❛r❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss

r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❙❉❊ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ❱ ♦❢ Pr♦tt❡r✱ ✷✵✵✺✮✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞

t♦ ❤❛✈❡ ✇❡❛❦ ▲✐♣s❝❤✐t③✲t②♣❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠ ✭✇✳r✳t✳ ♦❢ Ai✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ♠✐❧❞

r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ Ψ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
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✭❛s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊♣st❡✐♥✲❩✐♥✲❲❡✐❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡✮✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ st♦❝❤❛st✐❝

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦s ❜② ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❊♣st❡✐♥

✭✶✾✾✷❛✱ ✶✾✾✷❜✮ ❛♥❞ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ▲✐♦♥s ✭✶✾✾✷✮ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs ❜②

▲❛③r❛❦ ❛♥❞ ◗✉❡♥❡③ ✭✷✵✵✸✮ ♦r ❑r❛❢t ❛♥❞ ❙❡✐❢r✐❡❞ ✭✷✵✶✹✮✳

■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✲

❏❛❝♦❜✐✲❇❡❧❧♠❛♥ ✭❍❏❇✮ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

ρi
1− θi
1− φi

Vi(A1, A2) = max
fi∈[0,1−fj ]

[

(fiAi)
1−φi

1− φi

1

((1− θi)Vi(A1, A2))
1−φi
1−θi

−1
+

∂Vi

∂A1

A1α1 +
∂Vi

∂A2

A2α2 +
1

2
(f1 + f2)

〈(

σ1

σ2

)

, HVi

(

σ1

σ2

)〉]

✇❤❡r❡ Vi(A1, A2) ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ P❧❛②❡r i✱ HVi t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ Vi

❛♥❞ 〈·, ·〉 t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ R
2 ✭✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✇r✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ ∂Vi

∂A1
❛♥❞ HVi ♦♥ (A1, A2) t♦ ❧✐❣❤t❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✮✳

■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ✇❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣

❧❛♥❞ ♠❛❞❡ ❜② ❛ ❢❛r♠❡r ❛t ❛♥② ❞❛t❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✭✐✳❡✳✱ ✐♥

❢♦r♠❛❧ t❡r♠✱ ❛❞♠✐tt✐♥❣ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ ❧❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r

❢❛r♠✐♥❣✮ ✇♦✉❧❞ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❜❡st str❛t❡❣✐❡s

✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✱ s♦ t❤❡② r❡♠❛✐♥ s♦ ✐❢ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ s❡t ♦❢

♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s✳

▼♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❍❏❇ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

✸✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❣❡t ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛s❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ▲❡t✬s st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

✭✺✮ xi =
ρi − αi(1− φi)

θi
σ2
i

2

, ❢♦r i = 1, 2.
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t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❜❡❧♦✇✽✳ ❚❤❡ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛②❡rs t♦ ❜❛❧❛♥❝❡

❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

✭✻✮ ρi > (1− φi)αi, ❢♦r i = 1, 2

✭✐t ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r x1 ❛♥❞ x2 ♣♦s✐t✐✈❡✮✱

✭✼✮ φ1 + φ2 > 1

❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✿

✭✽✮ ρi > (1− θi)

(

αi − θi
σ2
i

2

x1 + x2

φ1 + φ2 − 1

)

, ❢♦r i = 1, 2.

❚❤❡♥✱ ✐❢

✭✾✮ f̄1 :=
φ2x1 + (1− φ1)x2

φ1 + φ2 − 1
∈ (0, 1)

❛♥❞

✭✶✵✮ f̄2 :=
φ1x2 + (1− φ2)x1

φ1 + φ2 − 1
∈ (0, 1− f̄1),

t❤❡ ❝♦✉♣❧❡

Ψ2(A1, A2) ≡ f̄2, Ψ1(A1, A2) ≡ f̄1

✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ str❛t❡❣✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ str❛t❡❣✐❡s ✇❤❡r❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ �

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ✐s ❛ ✏tr✉❡✑ ▼❛r❦♦✈ ♣❡r❢❡❝t ◆❛s❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✭❝♦♥st❛♥t✮ str❛t❡❣② Φ1 ♦❢ P❧❛②❡r

✶✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ str❛t❡❣② Ψ2 ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ P❧❛②❡r ✷ ❛♠♦♥❣ t❤❡

✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ✭❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t✮ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ str❛t❡❣✐❡s ✭❛♥❞ ✈✐❝❡✲

✈❡rs❛ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ P❧❛②❡r ✶ ❛♥❞ P❧❛②❡r ✷✮✳

❚❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♠♦♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❤❡r❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t❤❡ t❤❡ ♣❧❛②❡rs

♣❧❛②s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ str❛t❡❣② ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❢❛✐❧ t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧

❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡s str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❡①✐st ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ▼❛r❦♦✈

str❛t❡❣② ✭♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐s t❤❛t ❛❣❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

✽◗✉❛♥t✐t② xi ✐s ♦♥❧② ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ❡❛s❡ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
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❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❆ s♦rt ♦❢ ✏♠❡t❛✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧✑ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ❞❡❢❡♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡❝✐s❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts

s✐♠♣❧✐❝✐t②✿ ❛♥ ❖❝❝❛♠✬s r❛③♦r ❛r❣✉♠❡♥t s✉❣❣❡sts ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❝♦✉❧❞

♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞ ✉s❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❡

❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❢♦r ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣✉r♣♦s❡s

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✇❛②✱ t❤❡ ❧❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ❜❡❧♦✇✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡

t♦t❛❧ ❧❛♥❞ ❛r❡❛ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ✐s

✭✶✶✮ f̄ := f̄1 + f̄2 =
x1 + x2

φ1 + φ2 − 1
.

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❝❛❧✲

❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡♥✱

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛②❡rs ✐s

✭✶✷✮ Vi (A1, A2) =
βi

1− θi
A1−θi

i

✇✐t❤

✭✶✸✮ βi =

(

θi
σ2
i

2
f̄φi

i

)−
1−θi
1−φi

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ xi ❛♥❞ f̄i ❛r❡ ❣✐✈❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ✭✺✮ ❛♥❞ ✐♥ ✭✾✮✲✭✶✵✮✳

❙✐♥❝❡ V1 ✐s ♦♥❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ A1✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ V1(A1) ✐♥st❡❛❞ ♦❢

V1(A1, A2)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r V2(A2)✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ �

❆ ✜rst st✉❞② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡

❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡♥

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ f̄i ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ P❧❛②❡r

i✿
∂f̄i
∂ρi

> 0,
∂f̄i
∂σi

< 0,
∂f̄i
∂θi

< 0,



✶✷ ❊✳ ❆❯●❊❘❆❯❉✲❱➱❘❖◆✱ ●✳❋❆❇❇❘■✱ ❆◆❉ ❑✳ ❙❈❍❯❇❊❘❚

❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ P❧❛②❡r j✿














∂f̄i
∂ρj

> 0, ∂f̄i
∂σj

< 0, ∂f̄i
∂θj

< 0, if φi < 1

∂f̄i
∂ρj

= 0, ∂f̄i
∂σj

= 0, ∂f̄i
∂θj

= 0, if φi = 1

∂f̄i
∂ρj

< 0, ∂f̄i
∂σj

> 0, ∂f̄i
∂θj

> 0, otherwise

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ �

❚❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❛❣❡♥t i ❢❛❝❡s ✇❤❡♥ s❤❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛♥❞ fi s❤❡ ❝♦♥✈❡rts

t♦ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♠♦r❡ t♦❞❛② ✭❤✐❣❤❡r fi✮ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣

❛ s♠❛❧❧❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t♦♠♦rr♦✇ ✭❤✐❣❤❡r 1 − fi✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ∂f̄i
∂ρi

>

0 ✐s r❛t❤❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t t❤❡ ♣❧❛②❡r ❛ss✐❣♥s

t♦ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ fi s❤❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ θi
❛♥❞ σi ❛r❡ ♣✉r❡ r✐s❦✲❛✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝ts✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r σi ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② θi✮ t❤❡ ❤✐❣❤❡r

t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐ts ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❡✛♦rt

♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ r❡❞✉❝❡ ✐t✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ P❧❛②❡r j ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

f̄i ✐t ✐s ✐♥str✉❝t✐✈❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ P❧❛②❡r i t♦ ❛ ❣❡♥❡r✐❝

❝❤♦✐❝❡ f̄j ♦❢ P❧❛②❡r j✳ ■t r❡❛❞s ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✻✮ ❛♥❞ ✭✹✽✮ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✿

f̄i =
xi + (1− φi)f̄j

φi

❚❤❡♥✿

df̄i
df̄j











> 0 if φi < 1

= 0 if φi = 1

< 0 otherwise

■❢ P❧❛②❡r i✬s ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s φi ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✱ ❤❡r ❜❡st

r❡s♣♦♥s❡ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❤❡r s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛♥❞ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ✇❤❡♥ P❧❛②❡r j ✐♥✲

❝r❡❛s❡s ❤❡r ♦✇♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✳ ■t ✐s t❤❡ r❡✈❡rs❡

✐❢ φi ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✿ P❧❛②❡r i✱ ✇❤♦ ✐s ♥♦✇ str♦♥❣❧② ❛✈❡rs❡ t♦ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✢✉❝t✉✲

❛t✐♦♥s✱ ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❤❡r s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛♥❞ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ✇❤❡♥ P❧❛②❡r j ✐♥❝r❡❛s❡s

❤❡r ♦✇♥✳ ◆♦✇ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ str❛t❡❣✐❝ s✉❜st✐t✉t❡s✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛♥❞✱ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ ✉s❡s✿ ❢❛r♠✐♥❣

❜② P❧❛②❡r ✶✱ ❢❛r♠✐♥❣ ❜② P❧❛②❡r ✷✱ ❛♥❞ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐s ✜①❡❞✳ ❲❤❡♥

P❧❛②❡r j ❝❤♦♦s❡s t♦ ❝♦♥✈❡rt ♠♦r❡ ❢♦r❡st t♦ ❢❛r♠✐♥❣✱ P❧❛②❡r i✱ ❡①♣❡❝t✐♥❣ ♠♦r❡

✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ♠❛② ❡✐t❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ fi t♦
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✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❡✱ ♦r✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❞❡❝r❡❛s❡ fi t♦

❝♦✉♥t❡r❛❝t t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ P❧❛②❡r j✳ ❚❤❡ ✜rst ❡✛❡❝t

✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❤❡♥ P❧❛②❡r i ✐s ♥♦t ✈❡r② ❛✈❡rs❡ t♦ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t

r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ P❧❛②❡r j ❛✛❡❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ P❧❛②❡r i ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❤❡r ♦✇♥ ❞♦✳ ■t ✐s t❤❡ r❡✈❡rs❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❝ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t②✳

❲❤❡♥ φi = 1 t❤❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❡①❛❝t❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ P❧❛②❡r i ✐s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡ ❜② P❧❛②❡r j✳

✹✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❆✉❣❡r❛✉❞✲

❱ér♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭α✱ σ✱ ρ✱ θ ❛♥❞ φ✮ ❞♦

♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ i✳ ❲❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤

❢❛r♠❡rs✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❛ ♣❧❛♥♥❡r ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✐♥ t❤❡

s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t t♦ ❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r✳ ❲❡ st❛rt ❜② r❡✲st❛t✐♥❣

t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐♥ t❤✐s ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧

❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐♥ t✇♦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✿ t❤❡

❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✳

❉❡✜♥❡

x =
ρ− α(1− φ)

θ σ2

2

.

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ r❡❛❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

✭✶✹✮ ρ > (1− φ)α

✭✐t ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t x ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✮✱

✭✶✺✮ φ > 1/2

❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✿

✭✶✻✮ ρ (1 + 2(φ− θ)) > (1− θ)α.
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❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

✭✶✼✮ f̄h :=
x

2φ− 1
∈

[

0,
1

2

]

.

❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡

Ψ2(A1, A2) ≡ f̄h, Ψ1(A1, A2) ≡ f̄h

✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ str❛t❡❣✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ str❛t❡❣✐❡s ✇❤❡r❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤❡

t♦t❛❧ ❧❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛r♠✐♥❣ ✐s t❤❡♥

✭✶✽✮ f̄ := 2f̄h =
2x

2φ− 1
≤ 1.

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r ✐s

✭✶✾✮ Vh(A) =
βh

1− θ
A1−θ

✇✐t❤

✭✷✵✮ βh =

(

θ
σ2

2
2−φf̄φ

)− 1−θ
1−φ

.

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ f̄ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✽✮ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✜rst

❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t f̄ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✏r✐s❦

❤❡❞❣✐♥❣✑ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ f̄1 ❛♥❞ f̄2 ♦♥ θ1 ❛♥❞ θ2✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t f̄ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ φ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α < 2ρ✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t✇✐❝❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ ❢❛r♠❡rs✬ ❢✉t✉r❡ ♣r♦s♣❡❝ts ❛r❡

♥♦t ❣♦♦❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❛✈❡rs❡ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♠♦r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t❤❡②

❛r❡ t♦ ✐♥s✉r❡ ❛❣❛✐♥st ❜❛❞ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜② ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ♠♦r❡ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✳

❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ α > 2ρ.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ α > 2ρ, t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣❧❛②

✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ str♦♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ t❤❡

t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

✹✳✶✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦♥ ❧❛♥❞ ✉s❡ ❛♥❞ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt f ∗ ♦❢ ❧❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛r♠✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ♠♦❞❡❧

♦❢ ❆✉❣❡r❛✉❞✲❱ér♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

✭✷✶✮ f ∗ =
x

φ
.



❱❖▲❆❚■▲■❚❨✲❘❊❉❯❈■◆● ❇■❖❉■❱❊❘❙■❚❨ ❈❖◆❙❊❘❱❆❚■❖◆ ✶✺

❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s r❡s✉❧t ❛r❡

✭✶✹✮✱ ❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s✿

✭✷✷✮ ρ (1 + (φ− θ)) > (1− θ)α,

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ x
φ
∈ [0, 1]✳ ❙♦✱ ❛❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ ✇♦r❦ ✐♥

t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s♦❝✐❛❧

♣❧❛♥♥❡r ❝❛s❡ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✭✶✹✮✱ ✭✶✺✮✱ ❛♥❞

✭✷✸✮ ρ (1 + min [φ− θ, 2(φ− θ)]) > (1− θ)α.

❲❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱

✭✷✹✮

{

f ∗ = x
φ

✐❢ x < φ, 1 ♦t❤❡r✇✐s❡

f̄ = x
φ− 1

2

✐❢ x < φ− 1
2
, 1 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛r♠✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ρ✱

❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② σ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ θ

✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s φ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐❢ α < ρ, ❛♥❞ ✈✐❝❡

✈❡rs❛✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r ρ < α < 2ρ, f ∗ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ φ ✇❤❡r❡❛s f̄ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤

φ✳

❉❡✜♥❡ Λ = f̄
f∗ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t♦t❛❧ ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ❛t t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

✭✷✺✮ Λ =











φ

φ− 1

2

, ✐❢ x < φ− 1
2

φ
x
, ✐❢ φ− 1

2
≤ x < φ

1, ✐❢ φ ≥ x.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✭✶✹✮✱ ✭✶✺✮ ❛♥❞ ✭✷✸✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡♥ Λ ≥ 1 s♦

t❤❛t t❤❡ ❧❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❛❦❧② s♠❛❧❧❡r ✐♥ t❤❡ str❛t❡❣✐❝

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❛t ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r✳ Λ ✐s str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r

t❤❛♥ ✶ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❛♥❞ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✳

Pr♦♦❢✳ ❉✐r❡❝t ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ✭✷✺✮✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❛t ❛ tr❛❣❡❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛t ✇♦r❦

✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ str❛t❡❣✐❝

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ s❡t✲✉♣ t❤❛♥ ❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❧❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❜✐♦❞✐✲

✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛②❡rs ❞♦

♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡①t❡r♥❛❧✐t②✿ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢



✶✻ ❊✳ ❆❯●❊❘❆❯❉✲❱➱❘❖◆✱ ●✳❋❆❇❇❘■✱ ❆◆❉ ❑✳ ❙❈❍❯❇❊❘❚

❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r ❛✛❡❝t t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t②

♦❢ ❜♦t❤✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ tr② t♦ ❞✐❣ ❛ ❧✐tt❧❡ ❞❡❡♣❡r ✐♥t♦ t❤✐s r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✭✶✹✮✱ ✭✶✺✮ ❛♥❞ ✭✷✸✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ t❤❛t x ≤

φ− 1
2
✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r✐♦r ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡♥ Λ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ θ ❛♥❞ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡rs✐♦♥

t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s φ✳

Pr♦♦❢✳ ❉✐r❡❝t ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ✭✷✺✮✳ �

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛♣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ str❛t❡❣✐❝

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r ❧❛♥❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢❛r♠❡rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t

✐s s❤❛r♣✿ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❤❛s ❛ r♦❧❡ ✐♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛♥❞

❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐t ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡

❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦❡s ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✿ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐t ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s Λ✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❢✉rt❤❡r

✐s t❤❡ ◆❛s❤ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳

✹✳✷✳ ❆ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❡①❝✉rs✉s✿ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❊♣st❡✐♥✲❩✐♥✲

❲❡✐❧ ✉t✐❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❊♣st❡✐♥✲❩✐♥✲❲❡✐❧ s♣❡❝✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥t t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❣♦♦❞

r❡❛s♦♥s t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢

s✉❜st✐t✉t✐♦♥✿ t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ♦♥❡

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✐♥tr❛✲t❡♠♣♦r❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✭❛s t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✮ ✐♥t❡r✲

t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❆t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r

♦♥❝❡ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡

❇❛rr♦✱ ✷✵✶✺✮✳ P❧❛✉s✐❜❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t②

♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ φ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1 ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✐s

t②♣✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 1 ✭3 ❛♥❞ ♠♦r❡✮✳ ❚❤✐s ❢❛❝t✱ ❜❡s✐❞❡s ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t ♦♥❝❡

❛❣❛✐♥ t❤❡ ✉♥❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❝❛s❡ ✭ϕ = θ = φ✮✱ ❤❛s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐✲

t✉t✐♦♥ ♦❢t❡♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ s♦♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ❝❧❡❛r❧② ♠❛❦❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
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✈❛r✐❛❜❧❡ x ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ■ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s

x =
ρ− α(1− φ)

θ σ2

2

✇❤✐❧❡ ✐ts ✏❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✑ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

xEU =
ρ− α(1− ϕ)

ϕσ2

2

✇❤❡r❡ ϕ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❝❛s❡✳ ❖♥❡

❝❛♥ r❡❛❞✐❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂xEU

∂ϕ
❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐✈♦❝❛❧ s✐❣♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡

t✇♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ∂x
∂θ

❛♥❞ ∂x
∂φ

❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✉♥❞❡r

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✻✮✮ s♦ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣❛r❛♠❡t❡rs ❊♣st❡✐♥✲❩✐♥✲❲❡✐❧ s♣❡❝✲

✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②

❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❊♣st❡✐♥✲❩✐♥✲❲❡✐❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ x ❜r✐♥❣s

s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t♦ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ❡①✲

♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ✭✶✽✮ ✭✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♠❡♥t ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ✭✾✮ ❛♥❞

✭✶✵✮✮✱ ✐t r❡❛❞s ❛s

f̄EU =
2xEU

2ϕ− 1
=

2ρ−α(1−ϕ)

ϕσ2

2

2ϕ− 1
.

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ϕ r❡❧✐❡s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s

♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡❛s② t♦ ❥✉st✐❢②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ∂x
∂θ

❛♥❞ ∂x
∂φ

✐s ❝❧❡❛r ❛s ✇❡ str❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ❈♦r♦❧❧❛r②

✹✳✶✿ f̄ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ φ

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α > 2ρ✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❛t ❡❝♦♥♦♠✐❝

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❲❡

❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❛t✱ ❛s ❢❛r ❛s α > 2ρ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ θ ❛♥❞ φ ✐♥

❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ✭❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞

❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✮ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ f̄ ✐s ♦♣♣♦s✐t❡✳ ❚❤✐s ✐s

❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ f ∗✳
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✺✳ ❚❤❡ ❡❢❢❡❝t ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦♥ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ ♣♦❧✐❝②

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✺✳✶✳ ❚❤❡ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❲❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✐♥t❡r✐♦r ✭f̄ < 1✮✱

✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r✐♦r ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r ❛t t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳

❆t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✱ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r s❡ts t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ f ❛t f ∗ ❛♥❞ t❤❡♥ s❤❡ ❣✐✈❡s ❤❛❧❢ ♦❢

t♦t❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r✾✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱

t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ Vp ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❆✉❣❡r❛✉❞✲

❱ér♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❡q✉❛❧ t♦ A/2, ✇❤❡r❡

✭✷✻✮ Vp(A) =
1

1− θ
βpA

1−θ

✇✐t❤

✭✷✼✮ βp =

(

θ
σ2

2
(f ∗)φ

)− 1−θ
1−φ

.

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠

❛s t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❡❛❝❤

❢❛r♠❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❤❡r ✇❡❧❢❛r❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥

✐s ❞❡♥♦t❡❞ ω ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

✭✷✽✮ Vh((1 + ω)A) = Vp

(

A

2

)

.

❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✻✮✱ ✭✷✼✮✱ ✭✶✾✮ ❛♥❞ ✭✷✵✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

✭✷✾✮ ω =

[

1

2

(

φ

φ− 1
2

)φ
] 1

1−φ

− 1

❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ω ✐s

❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

✾❚❤✐s r❡s✉❧t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ ❢❛r♠❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ❛tt❛❝❤❡s t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t t♦ ❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r ✐♥ t❤❡

s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
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Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ �

✺✳✷✳ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ✐♠✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ▲✉❝❛s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ❝♦st ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

✭▲✉❝❛s✱ ✶✾✽✼✮✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥

❢r♦♠ ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❛t ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛t

❛❧❧✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s♦❝✐❡t② ✐s ✇✐❧❧✐♥❣

t♦ ❛❝❝❡♣t ❛t ❛❧❧ ❞❛t❡s t♦ ❣✐✈❡ ✉♣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♥♦

❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❛t ❛❧❧ ✭s❡❡ ❆✉❣❡r❛✉❞✲❱ér♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢♦r❡st ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②

✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦r❡st ✐♥ ♦♣❡♥ ❛❝❝❡ss✱

✇❤❡r❡ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❛r❡ ❛❜s❡♥t ♦r ♣♦♦r❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦r ❡♥❢♦r❝❡❞✳ ❚❤❡♥ ❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡s 1/2 ♦❢ t♦t❛❧ ❧❛♥❞ ❛♥❞ ❛❧❧ ❧❛♥❞ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

❆✉❣❡r❛✉❞✲❱ér♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s✶✵✿

✭✸✵✮ Voa (A) =
1

1− θ
βoaA

1−θ

✇✐t❤✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭✸✶✮ ρ > (1− φ)

(

α− θ
σ2

2

)

✐s s❛t✐s✜❡❞✱

✭✸✷✮ βoa =

[

ρ− (1− φ)

(

α− θ
σ2

2

)]− 1−θ
1−φ

.

❚❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ λ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

✭✸✸✮ Voa

(

(1 + λ)
A

2

)

= Vp

(

A

2

)

.

❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✻✮✱ ✭✷✼✮✱ ✭✸✵✮ ❛♥❞ ✭✸✷✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

✭✸✹✮ λ =

(

φf ∗ + (1− φ)

f ∗φ

) 1

1−φ

− 1.

✶✵■♥❞❡❡❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❆✉❣❡r❛✉❞✲❱ér♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ✉s✐♥❣ ❛ s♦rt ♦❢ ✏tr✐❝❦✑

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡

✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❧❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛r♠✐♥❣ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✭❛✉①✐❧✐❛r②✮ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ♦♥❧② ❝❤♦♦s❡ t♦

t❛❦❡ f1 = f2 = 1/2 s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ f = 1/2 ❥✉st

❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♦♥ t❤❡

s❡t [0, 1] ♠❛①✐♠✐③❡ ♦♥ t❤❡ s❡t ✭s✐♥❣❧❡t♦♥✮ {1/2} ❛♥❞ s♦ t❤❡② ❛r❡ ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ f1 = f2 = 1/2✳



✷✵ ❊✳ ❆❯●❊❘❆❯❉✲❱➱❘❖◆✱ ●✳❋❆❇❇❘■✱ ❆◆❉ ❑✳ ❙❈❍❯❇❊❘❚

λ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ρ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭r❡s♣✳ ❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✇❤❡♥

t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐❢ φ < 1 ✭r❡s♣✳ > 1✮✱ ✐♥❝r❡❛s❡s

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② σ✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ θ ❛♥❞ ✐s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉✲

♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s φ✳ ❆✉❣❡r❛✉❞✲❱ér♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ s❤♦✇

t❤❛t ✇❤❡♥ α < ρ, λ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ φ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛✈❡r✲

s✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ♠♦r❡ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ α > ρ, t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ φ ♦♥ λ ✐s

❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛♥❞

❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛② ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t♦t❛❧

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② λ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿

t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡♥ ❛❝❝❡ss ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ λ̄✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✱ ω✳ ❆ss❡ss✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♣♦❧✐❝②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✐s ♠♦st❧②

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡♥ ❛❝❝❡ss s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦❧✐❝②

❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t♦t❛❧ ❧❛♥❞ ❡q✉❛❧❧② ❛♠♦♥❣ ❢❛r♠❡rs ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡♠ s❡❝✉r❡

♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♦♥ t❤❡✐r ♣❧♦t❀ ✐❢ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✐t ✐s ♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢

✐♥t❡r♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡①t❡r♥❛❧✐t②✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥s✐sts

✐♥ ♣r✐❝✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡①t❡r♥❛❧✐t②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ t❛① ♦♥ ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ λ✱ λ̄ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

✭✸✺✮ Voa

(

(1 + λ̄)
A

2

)

= Vh

(

A

2

)

.

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡❛❞s✿

✭✸✻✮ 1 + λ = (1 + ω)(1 + λ̄).

✺✳✸✳ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❣❡t ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ θ = 3✱ ρ = 0.04 ❛♥❞ σ = 0.25✱

✐♥ t❤r❡❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿ α = 0.035 < ρ✱ ρ < α = 0.05 < 2ρ✱ 2ρ < α = 0.085✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r θ ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❇❛rr♦✱ ✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ρ ✐s ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐t ✐s ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ▲♦♣❡③ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢

α ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳

❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ●r♦✉♣✱ ✷✵✶✽✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢
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❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ♦❢ ✻✳✷✺ ✪✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧

❧❛♥❞ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣✱ t♦ r❡✢❡❝t ✜rst❧② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♦✉t♣✉t ✐s

♠♦r❡ ✈♦❧❛t✐❧❡ t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❛♠♣❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝t

♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② t❤✐s ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t

❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ φ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ θ✳ ❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ ♦✉r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✲r✐❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤❡r❡ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ✈❡r② ✈♦❧❛t✐❧❡✱ ❞❡❢♦r❡st❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛r❡ ❛♥ ✐ss✉❡✱ ❛♥❞

❢❛r♠❡rs ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭●♦❧❧✐❡r✱ ✷✵✵✶✮✱ ✐♥

t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ r✐s❦ ❛✈❡rs❡ t❤❛♥ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t s♠♦♦t❤✐♥❣

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳✶✶

α < ρ ρ < α < 2ρ 2ρ < α

1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

ϕ
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

f ,f
*

1.5 2.0 2.5 3.0

ϕ
0.2

0.4

0.6

f ,f
*

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

ϕ0.05

0.25

0.45

0.65

0.85

f ,f
*

♣❧❛✐♥✿ f̄ ✱ ❞❛s❤❡❞✿ f ∗

1.630 1.635 1.640 1.645 1.650 1.655 1.660

ϕ
20

40

60

80

λ,λ,ω

1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

ϕ
1

2

3

4

5

ω,λ,λ

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

ϕ
0.5

1.0

1.5

2.0

ω,λ,λ

♣❧❛✐♥✿ λ̄✱ ❞❛s❤❡❞✿ λ✱ ❞♦tt❡❞✿ ω

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ▲❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s ✭❧♦✇❡r

♣❛♥❡❧✮ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ❛t t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✭✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡s

✶✶❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ▲②❜❜❡rt ❛♥❞ ▼❝P❡❛❦ ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

❢♦r ❛♥ ❡❛r❧② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❡❝♦♥♦♠②✳
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✭❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧✮ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s φ✱ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ α ❛♥❞ ρ✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡

♦❢ φ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡

tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❡❛r❧② r❡s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✸✶✮ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦

❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t✇✐❝❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢

❝♦♥s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝✲

t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦

t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ❛s φ ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❜❡❝♦♠❡s ♠♦st❧②

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡♥ ❛❝❝❡ss s✐t✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣♦❧✐❝② ♦♣t✐♦♥ ✐♥

♣♦♦r❧② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✐s t♦ ♣✉t ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts

t♦ ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ ♦♣❡♥ ❛❝❝❡ss✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② tr❡♥❞ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♠❛② ❜❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡

❣❛✐♥ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡rs✐♦♥

t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❡①❤✐❜✐t ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ✐s

♠♦st❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡♥ ❛❝❝❡ss s✐t✉❛t✐♦♥

t♦ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡♥ φ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡

✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡♥ ❛❝❝❡ss s✐t✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s

φ ✐♥❝r❡❛s❡s✳■t s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥ ❤✐❣❤❧② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛✈❡rs❡ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

t❤❡ ❜❡st ♣♦❧✐❝② ♦♣t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ t♦ t❛① ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②

❡①t❡r♥❛❧✐t②✳

✻✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ n−♣❧❛②❡r ❝❛s❡

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲♣❧❛②❡r ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ n✲♣❧❛②❡r

❝❛s❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜r✐❡✢② s❦❡t❝❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳

❆s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ P❧❛②❡r i t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ✐s✿

✭✸✼✮ f̄i =
1

φi

(

xi + (1− φi)
∑

j 6=i

f̄j

)

.
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❆s ✐♥ t❤❡ t✇♦✲♣❧❛②❡r ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐❢ φi < 1✱ str❛t❡❣✐❝

s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ✐❢ φi > 1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ P❧❛②❡r i ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s

♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ✇❤❡♥ φi = 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✿

✭✸✽✮ f̄i = min





















xi







n
∑

j=1
j 6=i

φj − (n− 2)






+ (1− φi)

n
∑

j=1
j 6=i

xj

n
∑

j=1

φj − (n− 1)
, 1−

n
∑

j=1
j 6=i

fj





















.

❲❤❡♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❛♥❞ φ > 1 − 1
n
✱

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✽✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❧❛♥❞ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ❢♦r

❡❛❝❤ ❢❛r♠❡r ✐♥ t❤❡ n−♣❧❛②❡r ❣❛♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

f̄h =
x

nφ+ 1− n
∈

[

0,
1

n

]

❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛♥❞ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ✐s

f̄ =
x

φ− n−1
n

≤ 1.

■❢ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t

df̄h
dn











> 0 if φ < 1

= 0 if φ = 1

< 0 otherwise

❛♥❞
df̄

dn
> 0.

◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛r♠❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ t♦t❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛♥❞

❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❢❛r♠❡rs t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡

❜✐❣❣❡r t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡①t❡r♥❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥ ❛❝❝❡ss s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❡♥tr②✱ ✇❤❡r❡ ♥❡✇ ❢❛r♠❡rs ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧❛♥❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❧❛♥❞ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞

t♦ ❢❛r♠✐♥❣✳

▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❤♦✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛r♠❡rs

✐s r❛❞✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s ❧❡ss ♦r

♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ t❤❛t ❢❛r♠❡rs✬ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ str❛t❡❣✐❝

❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✇❤❡♥ φ < 1❀ t❤❡♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛r♠❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ❡✈❡r②

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛♥❞ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❛ s♠❛❧❧

❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t♦ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳
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❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ ❢❛r♠❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✭φ >

1), ❢❛r♠❡rs✬ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ str❛t❡❣✐❝ s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛r♠❡rs

✐♥❝r❡❛s❡s ❡❛❝❤ ♦♥❡ r❡❞✉❝❡s ✐ts ♦✇♥ ❢❛r♠✐♥❣✳

■♥ t❤❡ n−♣❧❛②❡r s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ 1 + λ = (1 + ω)(1 + λ̄) st✐❧❧ ❤♦❧❞s✱

✇✐t❤ λ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✮

ω =

(

1

n

(

φ

φ+ 1
n
− 1

)φ
) 1

1−φ

− 1

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t

∂ω

∂n
=

(

1− 1
n

)





(

φ

φ+ 1
n−1

)φ

n





1

1−φ

1 + n(φ− 1)

t❤✉s ❛s φ > 1 − 1
n
, ω ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ n. ❚❤❡ ♠♦r❡ ❢❛r♠❡rs t❤❡r❡ ❛r❡

t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♣✉tt✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts✳

✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❇✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✐s ❛ ♠✉❧t✐❢♦r♠ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛s ❛r❡ t❤❡ ✇❛②s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐ts ❡❝♦♥♦♠✐❝

✈❛❧✉❡✳ ❇✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✐s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ ✢♦✇ ♦❢ s❡r✈✐❝❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡

✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢✱

❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❜✐♦❞✐✲

✈❡rs✐t② ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s❄ ❯♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s t❤✐s ❧♦ss ♠♦st ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞❄

❲❤❛t ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ❜❡st s✉✐t❡❞ t♦ ❝♦✉♥t❡r t❤✐s ❧♦ss❄

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢♦r❡st✳

❆ tr❛❞❡✲♦✛ ❛r✐s❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦r❡st ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡

❧♦ss ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦❢ ✐ts r♦❧❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡ t❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❡♥t❛✐❧s✳

❲❡ st✉❞② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣

❢❛r♠❡rs✱ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r✲❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡st ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❆❣❡♥ts✬ ✉t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❑r❡♣s P♦rt❡✉s

st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✉t✐❧✐t② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈❡rs✐♦♥

t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳
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❋♦r ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡♥✲

❢♦r❝✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ✐s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ st❛❣♥❛♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss

✐♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ♣r✐❝✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡①t❡r✲

♥❛❧✐t② ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ t❛① ♦♥ ❧❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ s✉✐t❡❞ ❢♦r

r❛♣✐❞❧② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛✈❡rs❡ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✐s ❦❡♣t s✐♠♣❧❡ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡

♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ❜✉t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢

✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✳

❆ ❛ ✜rst ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st♦r❛❣❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦✉❧❞ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛

♥❡✇ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❆ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝❛t❛str♦♣❤✐❝ ❡✈❡♥ts

t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✴♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦r

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ❛s s✉❣❣❡st❡❞

❜② ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡❡ ■s❜❡❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

❆ t❤✐r❞ ✇❛② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

✇❡❧❧✲❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ❧❛♥❞ s♣❛r✐♥❣ ✈s ❧❛♥❞ s❤❛r✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

t❤❡ ❢❛r♠✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆rr❤❡♥✐✉s✱ ❖✳ ✭✶✾✷✶✮✳ ❙♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ❆r❡❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦❧♦❣② ✾✿✾✺✲✾✾✳

❆✉❣❡r❛✉❞✲❱ér♦♥✱ ❊✳✱ ❋❛❜❜r✐✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤✉❜❡rt✱ ❑✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✲

✈❡rs✐t② ❛s ❛♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

✶✵✶✭✹✮✱ ✶✵✻✽✕✶✵✽✶✳

❇❛❧❛♥❞✱ ❏✳✲▼✳ ❛♥❞ ❋r❛♥❝♦✐s✱P✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈♦♠♠♦♥s ❛s ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡

✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣r✐✈❛t✐③❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✾ ✭✷✮✿ ✷✶✶✕✷✸✶✳
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❇❛♥❡r❥❡❡✱ ❆✳ ❛♥❞ ❉✉✢♦✱ ❊✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ●✐✈✐♥❣ ❝r❡❞✐t ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❞✉❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ✷✹✭✸✮✱ ✻✶✕✽✵✳

❇❛rr♦✱ ❘✳ ❏✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✱ r❛r❡ ❞✐s❛st❡rs ❛♥❞ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡s✳

❊❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ✽✷✭✸✷✺✮✱ ✶✲✷✸✳

❇❛✉♠❣ärt♥❡r✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢

❡❝♦s②st❡♠ s❡r✈✐❝❡s✳ ◆❛t✉r❛❧ ❘❡s♦✉r❝❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✷✵✭✶✮✱ ✽✼✲✶✷✼✳

❇❛✉♠❣ärt♥❡r✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ◗✉❛❛s✱ ▼✳ ❋✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▼❛♥❛❣✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥✲

t❛❧ r✐s❦s t❤r♦✉❣❤ ❛❣r♦❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ❛❣r✐❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✶✭✺✮✱ ✹✽✸✲✹✾✻✳

❇❛✉♠❣ärt♥❡r✱ ❙✳ ❛♥❞ ❙tr✉♥③✱ ❙✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❝♦s②s✲

t❡♠ r❡s✐❧✐❡♥❝❡✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✵✶✱ ✷✶✲✸✷✳

❇r♦♦❦✱ ❇✳ ❲✳✱ ❙♦❞❤✐✱ ◆✳ ❙✳ ❛♥❞ ◆❣✱ P✳ ❑✳ ▲✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❈❛t❛str♦♣❤✐❝ ❡①t✐♥❝t✐♦♥s

❢♦❧❧♦✇ ❞❡❢♦r❡st❛t✐♦♥ ✐♥ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✳ ◆❛t✉r❡ ✹✷✹✱ ✹✷✵✲✹✷✻✳

❉❡❧❛❝♦t❡✱ P✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❈♦♠♠♦♥s ❛s ✐♥s✉r❛♥❝❡✿ ❙❛❢❡t② ♥❡ts ♦r ♣♦✈❡rt② tr❛♣s❄ ❊♥✈✐✲

r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✹✭✸✮✱ ✸✵✺✕✸✷✷✳

❉✐ ❋❛❧❝♦✱ ❙✳✱ P❡rr✐♥❣s✱ ❈✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈r♦♣ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t②✱ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❛ss✐st❛♥❝❡✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✺✭✹✮✱ ✹✺✾✲✹✻✻✳

❉✉✣❡✱ ❉✳ ❛♥❞ ❊♣st❡✐♥✱ ▲✳ ●✳ ✭✶✾✾✷❛✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✉t✐❧✐t②✳ ❊❝♦♥♦♠❡t✲

r✐❝❛✱ ✻✵✭✷✮✱ ✸✺✸✲✾✹✳

❉✉✣❡✱ ❉✳ ❛♥❞ ❊♣st❡✐♥✱ ▲✳ ●✳ ✭✶✾✾✷❜✮✳ ❆ss❡t Pr✐❝✐♥❣ ✇✐t❤ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❯t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✺✭✸✮✱ ✹✶✶✲✹✸✻✳

❉✉✣❡✱ ❉✳ ❛♥❞ ▲✐♦♥s✱ P✳ ▲✳ ✭✶✾✾✷✮✳ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✉t✐❧✐t②✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✶✭✻✮✱ ✺✼✼✲✻✵✻✳

●❧❡❛s♦♥✱ ❍✳ ❆✳ ✭✶✾✷✷✮✱ ❖♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ❛r❡❛✳ ❊❝♦❧♦❣② ✸✱

✶✺✽✲✶✻✷✳

❊♣❛✉❧❛r❞✱ ❆✳ ❛♥❞ P♦♠♠❡r❡t✱ ❆✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❖♣t✐♠❛❧❧② ❡❛t✐♥❣ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❛❦❡✿ ❛

r❡❝✉rs✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❘❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❊♥❡r❣② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✷✺✭✷✮✱ ✶✷✾✲✶✸✾✳
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❋❆❖ ✭✷✵✶✽✮✳ ❚❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ❢♦♦❞ ❛♥❞ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✿ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤✇❛②s t♦ ✷✵✺✵✳

❋♦♦❞ ❛♥❞ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❡ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ◆❛t✐♦♥s✱ ❘♦♠❡✳
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❧❛♥❞ s❤❛r✐♥❣✿ ♠♦✈✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞✳ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ▲❡tt❡rs ✼✭✸✮✿ ✶✹✾✲✶✺✼✳
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▼❛ss✳

●r❡❡♥✱ ❘✳ ❊✳✱ ❈♦r♥❡❧❧✱ ❙✳❏✳✱ ❙❝❤❛r❧❡♠❛♥♥✱ ❏✳P✳❲✳ ❛♥❞ ❇❛❧♠❢♦r❞✱ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋❛r♠✲

✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛t❡ ♦❢ ✇✐❧❞ ♥❛t✉r❡✱ ❙❝✐❡♥❝❡ ✸✵✼✱ ✺✺✵✲✺✺✺✳
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❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ●r♦✉♣ ✭✷✵✶✽✮✳ ❲♦r❧❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♥❞✐❝❛t♦rs ✷✵✶✽✳ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② s♣❡❝✐❢✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦❢

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❲❡ s♣❡♥❞ s♦♠❡ ✇♦r❞s t♦ r❡❝❛❧❧ ❤♦✇ t❤✐s ✉t✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡

✉t✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥ T > 0✳ ❈❤♦s❡♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s

(Ψ1,Ψ2) ∈ C ✇❡ ❤❛✈❡✱ t❤r♦✉❣❤ ✭✸✮✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ A1 ❛♥❞ A2 ❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❛♥❦s t♦

✭✷✮ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s Yi✱ ❛♥❞ ✭✇✐t❤ ✭✹✮✮ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ ❊♣st❡✐♥✲❩✐♥✲❲❡✐❧

✉t✐❧✐t② ✭❢♦r ♣❧❛②❡r 1✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❧❛②❡r 2 ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥❛❧♦❣♦✉s✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✭s❡❡

❉✉✣❡ ❛♥❞ ❊♣st❡✐♥✱ ✶✾✾✷❛✱ ✶✾✾✷❜✮ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t = 0 ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✐t ✐s ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❙❉❊ ✇✐t❤ ✜♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ 0✮✿

✭✸✾✮ U t,T
1 (Ψ1,Ψ2) = E

[∫ T

t
F1(C1(s), U

s,T
1 (Ψ1,Ψ2)) ds

∣

∣

∣Ft

]
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✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t♦r F ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✶✷ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✭❊♣st❡✐♥ ❛♥❞ ❩✐♥✱ ✶✾✾✶✱

❙✈❡♥ss♦♥✱ ✶✾✽✾ ❛♥❞ ❛♥❞ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❊♣st❡✐♥✱ ✶✾✾✷❛✮ ✿

✭✹✵✮ F1(C, V ) =
ρ

1− φi
(1− θi)V











C

ρ
(

(1− θi)V
)

1

1−θi





1−φi

− 1






.

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❊♣st❡✐♥✲❩✐♥✲❲❡✐❧ ✉t✐❧✐t✐❡s✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠

t❤❡ ♣❛rt✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ φi = θi✱ ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡②

❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥❡✱ ❤♦♣❡✱ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✮✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✉t✐❧✐t② ❝❛♥ ♦♥❧②

❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✸✾✮✳

■♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❝❛s❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

U1(Ψ1,Ψ2) = lim
T→∞

U0,T
1 (Ψ1,Ψ2).

Pr♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✉t✐❧✐t② ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐s ♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥ ❡❛s② ♣r♦❜❧❡♠ ✭♦♥❡ ❤❛s t♦

❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ❡①✐sts✮✳ ❘❡s✉❧ts

❢♦r ❡①✐st❡♥❝❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❊♣st❡✐♥ ✭✶✾✾✷❛✮ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥

❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❜② ❉✉✣❡ ❛♥❞ ▲✐♦♥s ✭✶✾✾✷✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❑r❡♣s P♦rt❡✉s ❝❛s❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡

❝❛s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✮✳

●✐✈❡♥ ❛ str❛t❡❣② Ψ2 ♦❢ ❢❛r♠❡r ✷ ✇❡ s❛② t❤❛t Ψ1 ∈ C1(Ψ2) ✐s ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ Ψ2 ✐❢

✭✹✶✮ Ψ1 ∈ arg max
Φ∈C1(Ψ2)

U1(Φ,Ψ2).

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ str❛t❡❣② Ψ1 ♦❢ ❢❛r♠❡r ✶✱ Ψ2 ∈ C2(Ψ1) ✐s ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ Ψ1 ✐❢

✭✹✷✮ Ψ2 ∈ arg max
Φ∈C2(Ψ2)

U1(Ψ1,Φ).

❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Ψ1,Ψ2) ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ str❛t❡❣✐❡s ✐❢ ❜♦t❤ ✭✹✶✮

❛♥❞ ✭✹✷✮ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ Pr♦♦❢s ✐♥ t❤❡ 2−♣❧❛②❡r ❝❛s❡

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t P❧❛②❡r ✷ ♣❧❛②s ❛ ❝♦♥st❛♥t str❛t❡❣②

Ψ2(A1, A2) ≡ f2 ❢♦r s♦♠❡ f2 ∈ [0, 1]✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ P❧❛②❡r ✶ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r♠✮ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✇❤♦s❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥

♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

✶✷❙❡✈❡r❛❧ ♦r❞✐♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t♦r ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

✭✹✵✮ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ✭✸✾✮✱ ✐t ✐s

✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ s❡❡ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❊♣st❡✐♥ ✭✶✾✾✷❜✮ ❛♥❞ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ▲✐♦♥s

✭✶✾✾✷✮✳
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ρi
1− θi
1− φi

Vi(A1, A2) = max
fi∈[0,1−fj ]

[

(fiAi)
1−φi

1− φi

1

((1− θi)Vi(A1, A2))
1−φi
1−θi

−1
+

∂Vi

∂A1
A1α1 +

∂Vi

∂A2
A2α2 +

1

2
(f1 + f2)

〈(

σ1

σ2

)

, HVi

(

σ1

σ2

)〉]

❲❡ ❣✉❡ss ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✿ V1(A1, A2) = β1
A

1−θ1
1

1−θ1
❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦♥st❛♥t β1✳ ❚❤❡♥

ρ1
1

1− φ1
β1A

1−θ1
1 = max

f1









(f1A1)
1−φ1

1− φ1

1
(

β1A
1−θ1
1

)

1−φ1
1−θ1

−1
+ β1A

1−θ1
1

[

α1 − θ1
σ2
1

2
(f1 + f2)

]









✐✳❡✳

ρ1
1− φ1

= max
f1







f1−φ1

1

(1− φ1)β
1−φ1
1−θ1

1

+

[

α1 − θ1
σ2
1

2
(f1 + f2)

]







✐✳❡✳

✭✹✸✮
ρ1

1− φ1
− α1 = max

f1







f1−φ1

1

(1− φ1)β
1−φ1
1−θ1

1

− θ1
σ2
1

2
(f1 + f2)







❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡r f1 ♦♥ (0,+∞) ✭✇❡ ✇✐❧❧ ❝❤❡❝❦ ❧❛t❡r t❤❛t ♣♦✐♥t ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥

(0, 1− f2]✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

✭✹✹✮
f−φ1

1

β
1−φ1
1−θ1

1

= θ1
σ2
1

2

■❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ β
1−φ1
1−θ1

1 t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✭✹✹✮ ✐♥t♦ ✭✹✸✮ ✇❡ ❣❡t✿

✭✹✺✮ ρ1 − α1(1− φ1) = θ1
σ2
1

2
[f1φ1 − (1− φ1)f2]

✐✳❡✳

✭✹✻✮ f1 =
1

φ1
(x1 + (1− φ1)f2)

✇❤❡r❡ xi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✺✮✳ ■❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣s ✐♥ [0, 1 − f2]✱ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧

r❡s✉❧ts ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡

❤♦r✐③♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ♦❢ ❉✉✣❡ ❡t ❊♣st❡♥✱ ✶✾✾✷❛✮✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♣t✐♠❛❧
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❝♦♥tr♦❧ ♦❢ P❧❛②❡r ✶ ✇❤❡♥ s❤❡ ❦♥♦✇s t❤❛t P❧❛②❡r ✷ ♣❧❛②s Ψ2(A1, A2) ≡ f2 ✭✐✳❡✳ ❤❡r ♦♣t✐♠❛❧

r❡s♣♦♥s❡✮ ✐s Ψ1(A1, A2) ≡ f1 ✐❢ ❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✭s❡❡ ❙♠✐t❤✱ ✶✾✾✻✮✿

✭✹✼✮ lim
t→∞

E0

[

e−ρ1tV1(A1(t))
]

= 0

✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t♦ ❧✐❣❤t❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ V1 ✐s

♦♥❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ A1✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ V1(A1)✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✈❡r✐❢② ✐t ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❆ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❋❛r♠❡r ✷ r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t str❛t❡❣② ♦❢

❋❛r♠❡r ✶✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✭✹✻✮ ✐s t❤❡♥

✭✹✽✮ f2 =
1

φ2
(x2 + (1− φ2)f1)

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✻✮✲✭✹✽✮ ❣✐✈❡s ✭✾✮✲✭✶✵✮✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ t❤❡ ❚❤❡✲

♦r❡♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ Ψ2(A1, A2) ≡ f̄2✱ Ψ1(A1, A2) ≡ f̄1 ✐s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡✳ ❲❤❡♥

t❤❡ ♣❧❛②❡rs ✉s❡ t❤✐s ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❢❛r♠✐♥❣ ✐s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✶✶✮✱

f̄ := f̄1 + f̄2 = x1+x2

φ1+φ2−1 ✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ s❡❡ t❤❛t✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✼✮ ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❢♦r P❧❛②❡r 2 ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❲❡

❝❛♥ s❡❡ t❤❛t

E0

[

e−ρitVi(A(t))
]

=
βi

1− θi
lim
t→∞

e−ρitE0

[

Ai(t)
1−θi

]

=
βi

1− θi
A0 lim

t→∞
e−ρite(1−θi)(αi−θi

σ2
i
2
f̄)t,

❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t ❜♦t❤ ✭❢♦r i = 1, 2✮ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❣♦❡s t♦ 0 ✉♥❞❡r t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✽✮✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✻✮ ❛♥❞ ✭✹✽✮ ✐s

✉♥✐q✉❡✱ s♦ ✐t ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t str❛t❡❣✐❡s✳ �

❘❡♠❛r❦ ❇✳✶✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞r✐❢t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮

r❡♠❛✐♥s ❧✐♥❡❛r ✐♥ A t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t str❛t❡❣②✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

dAi(t) = αi(f1, f2)Ai(t) dt+ σi(f1, f2)Ai(t) dW (t)

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ (Ψ1,Ψ2) = (f̄1, f̄2) ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r s♦♠❡ β1, β2 > 0✿

0 < f̄1 ∈ argmax
f1







f1−φ1

1

(1− φ1)β
1−φ1
1−θ1

1

+

[

α1(f1, f̄2)− θ1
σ1(f1, f̄2)

2

2

]
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0 < f̄2 ∈ argmax
f2







f1−φ2

2

(1− φ2)β
1−φ2
1−θ2

2

+

[

α2(f̄1, f2)− θ2
σ2(f̄1, f2)

2

2

]







f̄1 + f̄2 < 1.

❚❤✐s s②st❡♠ ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ αi ❛♥❞ θi✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❛♥❞ t❤❡

r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ t❤❛t ✇❡ st✉❞② ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✮ ✐s t❤❛t ✈❡r② r❛r❡❧②

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❞ t❤❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❇② ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡

∂f̄1
∂ρ1

=
∂x1
∂ρ1

φ2

φ1 + φ2 − 1
> 0

∂f̄1
∂θ1

=
∂x1
∂θ1

φ2

φ1 + φ2 − 1
< 0

∂f̄1
∂σ1

=
∂x1
∂σ1

φ2

φ1 + φ2 − 1
< 0

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ∂f̄2
∂ρ2

✱ ∂f̄2
∂θ2

❛♥❞ ∂ ln f̄2
∂σ2

✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ f̄1 ✇✳r✳t✳ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♣❧❛②❡r 2 ✇❡ ❣❡t

∂f̄1
∂ρ2

=
∂x2
∂ρ2

1− φ1

φ1 + φ2 − 1

∂f̄1
∂θ2

=
∂x2
∂θ2

1− φ1

φ1 + φ2 − 1

∂f̄1
∂σ2

=
∂x2
∂σ2

1− φ1

φ1 + φ2 − 1

✇❤♦s❡ s✐❣♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ1 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✶✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ fi ✇✳r✳t✳ φi r❡♠❛✐♥s ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❝❧❡❛r ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡①♣r❡ss✐♦♥✿

∂f̄1
∂φ1

=
φ2

φ1 + φ2 − 1

(

∂x1
∂φ1

−
x1 + x2

φ1 + φ2 − 1

)

�

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❙✐♥❝❡✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ φ > 1/2✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

�

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❇② ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡

∂ ln Λ

∂φ
=

1

φ
−

2

2φ− 1
= −

1

φ (2φ− 1)
< 0.

�
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Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ ω ❢♦r ❛❧❧ φ > 1
2 ❢♦❧❧♦✇s ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ω ✇❤❡♥ φ t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t② ✐s 0✳

❲❡ ❤❛✈❡

ln [1 + ω) = −
1

1− φ

(

ln 2 + φ ln

(

1−
1

2φ

)]

❇② ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

d ln (1 + ω)

dφ
=

1

1− φ

[

1

1− φ
ln

φ

2φ− 1
−

1

2φ− 1

]

=
1

1− φ

[

1

1− φ
ln

(

1 +
1− φ

2φ− 1

)

−
1

2φ− 1

]

<
1

1− φ

[

1

1− φ

1− φ

2φ− 1
−

1

2φ− 1

]

= 0.

�

❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ Pr♦♦❢s ✐♥ t❤❡ n−♣❧❛②❡r ❝❛s❡

❖♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡

s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs j 6= i ♣❧❛② ❛ ❝♦♥st❛♥t str❛t❡❣②

Ψj(A1, .., An) ≡ fj ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ P❧❛②❡r i ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

✭✐♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r♠✮ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✇❤♦s❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

ρi
1− θi
1− φi

Vi(A1, ..., An) = max
f1∈[0,1−

∑

j 6=i fj ]

[

(fiAi)
1−φi

1− φi

1

((1− θi)Vi(A1, ..., An))
1−φi
1−θi

−1
+





n
∑

j=1

∂Vi

∂Aj
αj



+
1

2
(f1 + f2)

〈







σ1

...

σn






, HVi







σ1

...

σn







〉]

✇❤❡r❡ 〈·, ·〉 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ R
n✳

❲❡ ❣✉❡ss ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✿ Vi(A1, ..., An) = βi
A1−θ

i

1−θ ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦♥st❛♥t βi✳ ❚❤❡♥

ρ

1− φ
βiA

1−θ
i = max

fi









(fiAi)
1−φ

1− φ

1
(

βiA
1−θ
i

)
1−φ

1−θ
−1

+ βiA
1−θ1
i



α− θ
σ2

2

n
∑

j=1

fj













✐✳❡✳

ρ

1− φ
βiA

1−θ
i = max

fi









(fiAi)
1−φ

1− φ

1
(

βiA
1−θ
i

)
1−φ

1−θ
−1

+ βiA
1−θ1
i



α− θ
σ2

2

n
∑

j=1

fj
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✐✳❡✳

✭✹✾✮
ρ

1− φ
= max

fi





f1−φ
i

1− φ

1

β
1−φ

1−θ

i

+



α− θ
σ2

2

n
∑

j=1

fj









❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡r fi ♦♥ (0,+∞) ✭✇❡ ✇✐❧❧ ❝❤❡❝❦ ❧❛t❡r t❤❛t ♣♦✐♥t ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥

(0, 1−
∑

j 6=i fj ]✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

✭✺✵✮
f−φ
i

β
1−φ

1−θ

i

= θ
σ2

2

■❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ β
1−φ

1−θ

i t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✭✺✵✮ ✐♥t♦ ✭✹✾✮ ✇❡ ❣❡t✿

ρ− α (1− φ) = θ
σ2

2



φfi − (1− φ)
∑

j 6=i

fj





✐✳❡✳

✭✺✶✮ fi =
x+ (1− φ)

∑

j 6=i fj

φ

❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡♥

fi =
x

nφ− n+ 1

❚❤✉s ✉s✐♥❣ ✭✺✵✮✱
(

x
nφ−n+1

)−φ

θ σ2

2

= β
1−φ

1−θ

i

�

P❡r✲❝❛♣✐t❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♠✲

♣✉t❡ t❤❡ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ ♦♣t✐♠✉♠✱ ❞❡✜♥❡❞

❛s ω s✉❝❤ t❤❛t

Vp

(

A

n

)

= Vh ((1 + ω)A)

❆s Vp(A) = 1
1−θβpA

1−θ ✇✐t❤ βp =
(

θ σ2

2 (f∗)φ
)− 1−θ

1−φ

ω =

(

1

n

(

nφ

nφ+ 1− n

)φ
) 1

1−φ

− 1.
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Vp

(

A

n

)

= Voa

(

(1 + λ)
A

n

)

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ 2−♣❧❛②❡r ❝❛s❡

λ =

(

φf∗ + (1− φ)

f∗φ

) 1

1−φ

− 1.
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