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Introduction

Le sujet de cette thése se situe autour du phénomeéne de cyclicité pour le shift adjoint.
Il s’agit aussi plus généralement de décrire les sous-espaces S*-invariants engendrés par une
classe de séries lacunaires et dont 1’étude sera faite dans différents espaces, en particulier
nous considérerons le cas discret et continu des semi-groupes de shifts adjoints, mais voici
d’abord quelques définitions pour introduire notre sujet.
L’espace de Hardy H?(X) est I’espace des fonctions f & valeurs dans un espace de Hilbert
X qui sont analytiques dans le disque D = {¢: ( € C, || < 1} et telles que,

112 = sup / 1£rC) [2edm(C) < oo,
0<r<1JT

ou T = {(: |(] = 1} est le cercle unité et m la mesure de Lebesgue normalisée sur T. Nous
écrirons H? pour H?*(C).
Les opérateurs shift S et son adjoint S* sont définis sur H?(X) respectivement par,

sxf=zf. sip=1=10

)

z étant “la variable indépendante” c’est-a-dire I'application identité du disque D (ot du

cercle T) sur lui-méme (2(¢) = ().

Pour simplifier et lorsqu’il n’a pas d’ambiguité possible sur ’espace dans lequel ces opéra-

teurs agissent on écrira S et S* pour Sx et S%.

Il est bien connu (voir [9]) que H?*(X) coincide avec l'espace (2(X) des séries entiéres

f(z) = Zf(n)z” telles que f(n) € X et ZHf(n)Hi < oo et si une fonction g € H?*(X)
n>0 n>0

est représentée par la suite de ses coefficients de Fourier, g = {g(0), g(1), g(2), ...}, S et

S* sont les opérateurs de translation a droite et & gauche suivants définis par,

S19(0), g(1), 9(2), ...} = {0, g(0), g(1), ...},
57{9(0), 9(1), 9(2), - ..} = {g(1), 9(2), 9(3), - - - }-

Etant donnée une famille de fonctions F' C H?*(X), on considére le plus petit sous-espace
invariant par S* contenant F' noté Er et défini par

Er = span(S™f:n >0, f € F).
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Une famille de fonctions F' C H%(X) est dite cyclique pour le shift adjoint si
Er = H*(X).
Il est utile de remarquer que dans le cas de la dimension finie X = C% on peut représenter

d
f par ses fonctions coordonnées, f = (fi)i<i<q, fi € H? et que || f||* = ZHszZ
1

Dans ce cas, on peut représenter 'opérateur de translation et son adjoint sous la forme de
somme orthogonale des shifts scalaires,

Sq=S®..®S: Hi — Hjet S;=S*®...085 : Hi — Hj,

o H2 = H*>@® ... ® H?. Ainsi, la cyclicité d'une fonction f = (f;)1<;<q dans H?(C?) se
traduit par la possibilité "d’approximer simultanément" n’importe quel ensemble (g;)1<i<a
ou g; € H*, 1 <i < d, c’est-a-dire, par l'existence d’une suite de polynomes (p,),>1 telle
que,

lim p, (S7) fi = gi» 1< i< d.

Le "spectre de Fourier" (appelé aussi spectre des fréquences) et par abus de langage spectre
d’une fonction f € H?(X) est ici 'ensemble

o(f) = or(f) = {k 2 0: f(k) #0}.

On dit aussi d'une fonction holomorphe sur D qu’elle est o-spectrale si o(f) C o.
Une série lacunaire a la Hadamard est une fonction qui peut s’écrire sous la forme;

o
n
f(z) = Zakzn’“, et telle que Ml>d> 1, VE,
k=1 T
(d est une constante qui ne depend pas de k) et donc f est o-spectrale pour un ¢ lacunaire
(par Hadamard).
Etant donné un ensemble A C N, nous notons

HY(X) ={f € H*(X): o(f) C A}.

Dans la premiére partie de la thése, on va s’intéresser au probléme ouvert de la cyclicité
des séries lacunaires dans H?*(X) ou X est un espace de Hilbert séparable, on obtiendra un
critére de cyclicité pour des séries lacunaires d’'Hadamard dont la suite des coefficients de
Taylor est complétement relativement compacte (c.r.c.). Notamment, la suite (z,),>1 C X
est dite c.r.c. si, quelque soit la projection orthogonale P : X — X, la suite normali-
sée {Px,/||Px,| : Pz, # 0} est relativement compacte. On verra que cette classe de
suites coincident avec toutes les suites lorsque X est de dimension finie et que pour tout
X séparable, il existe des suites c.r.c. qui engendre I'espace X tout entier. En fait notre
résultat permet de démontrer plus puisqu’on va parvenir a caractériser les sous-espaces
S*-invariants engendrés par ce type de séries. Dans cette description que nous obtiendrons



apparait un sous-espace invariant engendré par un polyndme a valeur dans X et que I'on
va expliciter en utilisant le langage de fonction intérieure matricielle. Nous verrons ensuite
comment on peut se ramener au cas scalaire et donner un critére de cyclicité des séries
lacunaires pour une puissance quelconque du shift adjoint ainsi que quelques corollaires
annexes. Le cas plus général des séries dont le spectre est une réunion finie de suites lacu-
naires sera étudié sur certains exemples de nature particuliére.

Nous généraliserons aussi ces résultats au polydisque. Dans la seconde partie, nous étu-
dierons le probléme dans le cas continu en I'occurrence dans Pespace L?(R+) et pour le
semi-groupe de translations a gauche. En utilisant la propriété d’unicellularité en théorie
d’opérateurs intégral de Volterra, nous construirons une classe de fonctions cycliques pour
le semi-groupe de translations a gauche étant un analogue continu des séries lacunaire de
'espace (2(X).

Plus précisément, le plan et les résultats principaux de la thése sont les suivants :

1. Le chapitre 1 donne un apercu de la théorie générale et de résultats connus de cyclicité
pour le shift adjoint dans le cas scalaire H?2.

2. Dans le chapitre 2, on introduit la notion de suites c.r.c. et on décrit dans H?(X) ou X
est un espace de Hilbert les sous-espaces engendrés par des séries dont le spectre A C N
est une suite lacunaire ou bien plus généralement satisfaisant la propriété

sup{card{(i, 7): i # j, i, € Nji—j=1}:1€Z} < 0,

et dont la suite des coefficients de Taylor est c.r.c. On posera comme notation,

~

X.(f) = ﬂ span(f(k) : k> n).

n>0

On va démontrer deux Théorémes (2.2.1, 2.2.2) principaux,

e Soit X un espace de Hilbert séparable et soit f(z) = Zakz"”“ € H*(X) une série
k=1
lacunaire telle que la suite (ag)r>1 est c.r.c., alors

E; = H*(X,) ®E,

ol p est un polynome et p = f — Px, [.
e Le deuxiéme Théoréme donne le critére de cyclicité suivant sous la condition c.r.c.
pour une fonction f € H3(X) ou A est une suite lacunaire et ainsi,

festcyclique & X.(f) = X.

Plus généralement, pour une famille de fonction F C H3i(X) a la place de F' = {f}, les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) spanx(X.(f): fe F)=X.



(ii) F est cyclique dans H?(X).

Grace a ce Théoréme, on va aussi donner un critére de cyclicité indépendament des
coefficients mais lié au spectre pour les séries lacunaires dans H? et cela pour n'importe
quel puissance du shift adjoint voire pour toutes simultanément,

e Soit f € H? une série lacunaire telle que o(f) = (ny)r>1 et N un entier naturel non
nul. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est S*N-cyclique.
i) Vm>0,Vi=0,..., N—=1,3k>m : np =i(modN).

Ainsi, f est S*N-cyclique (ot N € N) si et seulement si, quelque soit j, 0 < j < N, la
congruence k = j (mod N) admet une infinité de solutions k, k € o(f).

. Dans le chapitre 3, on s’intéresse a des séries dont le spectre est la réunion finie de suites
lacunaires par exemple on obtient le Théoréme 3.2.2 qui donne un critére de cyclicité
pour certaines de ces séries,

e Soit X un espace de Hilbert séparable, A = {nj}r>; une suite lacunaire infinie et
{my, ma,..., mq} C Z.

Soit f = {fi}1gi§d € H*(X%) et o(f;) C A+ m;. Supposons que la suite

(Fi(k +my), falk +ma), .., Falk +ma)))eso

est c.r.c. dans X, alors

fulk +my)

jb(k‘+-ﬂ12)

f cyclique@span( k> N) = XY VN >0.

Fa(k +my)

Dans le cas d'une fonction f € H?(X) dont le spectre de Fourier est de type Ug>1[ng, ni+
NJ ot (ng)g>1 est une suite lacunaire, on met en évidence l'existence d’un sous-espace
non réduit a {0}, L C Py(X) (oit Py(X) est I'ensemble des polynome de degré N) et
lorsque dim X < oo, on donne une condition nécessaire et suffisante pour que f soit
cyclique. On montre que f est cyclique si et seulement L a le rang maximal dans X, i.e.

dimX =r: —ﬁa>fdzm( p(z): peL).
<

. Le chapitre 4 est une généralisation de notre résultat de cyclicité pour H*(D", X) ou X
est un espace de Hilbert séparable. Notamment cet espace peut se définir en language
des séries entiéres a coefficients dans ¢*(Z'7, X) de la maniére suivante,

D", X)={f(z)=>_ f(a) )€ X, (@)% < oo}

aGZ” a>0



Nous traitons ici le cas du bidisque H*(D?, X). Soit A = {a;};>1 une suite “lacunaire”
dans Zi dans le sens que

sup{card{(i, j) : i # j, B = as —a;} : B € 22} < o0,

et telle que o; = (o, aF), jlirgo(a;+1—a;) = ]1Lrgo(a§+1—a?) = 4o00. Soit f € Hi(D? X)

telle que la famille {f(«) : a € Z1} est c.r.c. Alors f est cyclique pour le semi-groupe
{S** = 57185 . o € Z2}, c'est-a-dire

E; = span(S**f: a € Z2) = H*(D?, X),

si et seulement si X, (f) = X on

~

Xo(f) = () span(F(ay) = j = n).

n>1

. Enfin, dans les chapitre 5 et 6, on étudie la cyclicité de certaines fonctions pour le
semi-groupe continu de shifts adjoints et on obtient des résultats dans L?(R,) et plus
généralement dans L?(R,, X) o X est un espace de Hilbert de dimension finie.

Pour celd, on va introduire une définition sur les intervalles dans R,. On dira qu'une
o0

réunion dénombrable d’intervalles disjoints A = U[ak, bi] est un systéme d’intervalles

k=1
si elle vérifie les conditions suivantes :

1) @k<bk<@k+1 Vk>1.

< 1.

ii) sup
k=1 Qk41
On prouve le Théoréme 5.2.1 suivant,
e Soit f € L*(R,) et supp(f) C A on ([ag, b])k>1 est un systéme lacunaire d’intervalles
tels que,
i) ¢ =sup|by — ax| < .
k>1
ii) La suite (fi)r>1 o0 fx(t) = f(t +ax), 0 <t < cest cr.c. dans L*(0, ¢; X).

Alors, f est cyclique dans L?(R).

Une généralisation du Théoréme précédent peut étre obtenue dans le cas de la dimension
finie. Le Théoréme 6.2.2 nous permet d’avoir un critére de cyclicité pour des fonctions
dans L*(R,, X) vérifiant les conditions (i), (#4) précédentes. On mettra d’abord en
évidence 'existence d'un sous-espace non vide M # {0} dans L*(0, ¢, X) vérifiant

L?* @ M(f) C Ey.

Et en posant,



ol F est la transformée de Fourier et si
Rang(M(f)) := max(dim{®(z) : ® € M(f)}: Im(z) > 0).

On obtient le résultat suivant,

Soit f € L*(R,, X) satisfaisant les conditions du Théoréme 6.2.1, et supposons que
dim X < oo. Alors, f est cyclique pour le semi-groupe (S} )0 dans L*(R,, X) si et
seulement si,

Rang(M(f)) = dim X.

x 3k

Afin de terminer cette introduction, nous donnons quelques lignes en placant le probléme
des vecteurs cycliques dans un cadre plus général. Notamment, le probléme de cyclicité
pour un opérateur 7' dans un espace de Hilbert est lié & celui de I’existence de sous-espaces
T-invariants non-triviaux. Plus précisément, il existe un sous-espace T-invariant non trivial
si et seulement s’il existe un vecteur x # 0 qui n’est pas cyclique. L’étude des sous-espaces
invariants trouvent sa légitimité dans l'intérét de comprendre la structure des opérateurs
ainsi que dans la théorie de I'approximation. En ce qui concerne 'opérateur shift, ¢’est A.
Beurling qui dans son célébre article [4] donne la description des sous-espaces S-invariants
et S-cycliques dans l'espace de Hardy H?; tous les sous-espaces S-invariants sont de la
forme © H? ol © est une fonction intérieure. De plus f € H? est S-cyclique si et seulement
si f est une fonction extérieure. En fait, ce dernier résultat est d’abord di & V. Smirnov en
1928 [32|. D’autres auteurs explorent les structures des vecteurs S-cycliques dans les espaces
de Bergman, Dirichlet, etc (voir [31], [6], [16]). La caractérisation des vecteurs S*-cycliques
a été donné par R. Douglas, H. Shapiro et A. Shields [8] en termes de pseudoprolongement ;
dans H? la non-cyclicité pour le shift adjoint d’'une fonction se traduit exactement par la
propriété de pseudo-prolongement que nous expliciterons plus tard. Pour les vecteurs S*-
cycliques dans les autres espaces il n’y a que des résultats partiels (voir [14], |25], |28],
[34], [35]). Une autre approche intéressante de la cyclicité consiste a étudier les vecteurs
hypercycliques en particulier, pour 'opérateur du shift a gauche. Cette approche est lié au
sujet plus moderne des "semi-groupes chaotiques" (voir [11]). Parmi les autres liens, il y a
un probléme connu d’analyse harmonique et complexe : les fonctions moyennes-périodiques
ne sont autres que les vecteurs non-cycliques du groupe de translations (voir 25|, [12], [13],
[5]). Concernant la cyclicité des séries lacunaires, mentionnons I'importante contribution
d’E. Abakumov [1] qui en fait I’étude dans des espaces de séries entiéres non-pondérés
et pondérés et qui montre les liens entre le spectre des fréquences d'une fonction f et
sa capacité d’approximation dans le sens que span(S*™f, n > 0) = #(wg). Au dela du
probléme de la cyclicité pour le shift adjoint et pour souligner I'intérét de se placer dans
le cadre plus large de 'espace de Hardy H? A valeurs vectorielles, il y a la connection
avec différents problémes et domaines d’études. Par exemple, la restriction de S*|x de
S* a ses sous-espaces invariants K, (K C H*(X), 1 < dim X < o0o) caractérise (a une
équivalence unitaire prés) la classe de toutes les contractions linéaires T, (||| < 1) telles
que l'ggl T"x = 0 (cf. a 9], [19] sur le sujet). En particulier aussi la possibilité de décrire

8



Ep := span(S*™F : n > 0) en fonction de FF C H*(X) permet de calculer la multiplicité
spectrale pupr d’un opérateur 7' : H —— H de la classe mentionnée ci-dessus (ur :=
min{dim F : span(T™F : n > 0) = H}. En terme de modéle fonctionnel des contractions
le cas vectoriel ou dim X < oo correspond aux opérateurs tels que rang(I — TT*) <
rang(l — T*T) < oo, d’autres caractéristiques plus subtiles d’opérateurs qui dépendent de
la description des sous-espaces cycliques se rencontrent dans certains problémes dans la
théorie du controle (voir [22] on d’autres références sont également données).
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Chapitre 1

Un bref apercu des résultats sur la
cyclicité pour le shift adjoint dans H?

1.1 La notion de pseudocontinuation

Lorsqu’on se place dans le cadre des espaces de Hardy, toute fonction f € HP, p > 0
peut se factoriser en un produit de Blaschke et une fonction g € HP sans zéros dans D
mais il existe aussi une factorisation plus subtile qui revient souvent, trés connue pour des
fonctions dans ce type d’espaces et fort utile en particulier comme nous le verrons par la
suite concernant la cyclicité d'une fonction pour le shift adjoint.

Définition 1.1.1 Une fonction 0 € H? est une fonction intérieure si 0 € H*™ et si |0] = 1
p.p sur T.

Théoréme 1.1.1 [30] Soit ¢ une constante telle que |c| =1, B un produit de Blaschke , p
une mesure de Borel positive et finie sur T, singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue.
On pose

fi(z) = cB(2)exp{ — / ) Zzz du(t)} (z €D)

La fonction f* est une fonction intérieure et toute fonction intérieure peut s’obtenir de
cette facon.

Définition 1.1.2 Soit ¢ une fonction mesurable positive sur T telle que logp € L*(T) et
¢ une constante telle que |c| = 1. Pour tout z € D on pose

fé(z) = cexp{ L /H el.'t +z log p(e™) dt}

211 ) et — 2

La fonction f¢ est dite fonction extérieure.
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Théoréme 1.1.2 [30] Supposons 0 < p < oo, f € HP sans étre la fonction identiquement
nulle. On a log|f*| € LY(T) (f* désigne la fonction obtenue a partir des limites radiales
de f), la fonction extérieure

fe(z) = cea:p{ L /H 6# tz log | f*(e")| dt}

200 ) g et — =z

appartient a HP et il existe une fonction intérieure f° telle que

f=rre
De plus ,
109 /0 < 57 [ tog ().

Les fonctions f? et f¢ sont respectivement appelées les facteurs intérieur et extérieur de f;
f¢ ne dépend que des valeurs frontiéres de |f|.

Le Théoréme de Beurling (voir [4]) permet de caractériser les sous-espaces S*-invariants par
la représentation canonique suivante qui en découle K = H? O © H? o1 O est une fonction
intérieure. Mais il est assez difficile de tirer de l'information a partir de cette écriture.
Heureusement, il y a un travail remarquable et profond qui a été fait par R. Douglas, H.
Shapiro et A. Shields (voir [8]) pour donner une description plus détaillée des sous-espaces
S*-invariants.

Définition 1.1.3 Une fonction méromorphe dite de type ou de caractéristique bornée
est une fonction de la forme f/g, avec f, g € H™. L’ensemble de ces fonctions est
la classe de Nevanlinna notée Nev.

Définition 1.1.4 Soit f € H?, une fonction méromorphe f définie sur C \ D est un

pseudoprolongement de f si f est une fonction de type borné au sens de Nevanlinna et si
fQO)=f)pp( CeT.

Le Lemme suivant donne une description élémentaire des sous-espaces S*-invariants et joue
un role important dans la preuve du Théoréme qui va suivre.

Lemme 1.1.1 Si O est une fonction intérieure alors
H?©©H? = H>NzZOH2

La notion de pseudoprolongement que I’on vient de voir va se révéler tres efficace pour
décrire les vecteurs cycliques pour le shift adjoint S*, si on définit C' comme I’ensemble de
ces vecteurs et N = H?\ C, on a le Théoréme fondamental suivant,

Théoréme 1.1.3 [8] Soit f € H?. Les propositons suivantes sont équivalentes.
1. feN.

12



2. f admet un pseudoprolongement.

Il est clair que toute fonction intérieure © admet un pseudoprolongement é en raison du
principe de réflection

0 () =1\61\J), [¢]>1
Ainsi une fonction intérieure dans H? n’est pas cyclique pour le shift adjoint et f € H?
n’est pas cyclique si et seulement si f € H?> © 9H? pour une fonction intérieure 1.
Rappelons aussi quelques propriétés de 'opération de pseudoprolongement qui sont des
conséquences triviales liées a la classe de Nevanlinna et qui mérite d’étre énoncées vu leur
apport dans I’étude des vecteurs cycliques,

i) unicité : si f existe et si f=0 alors f =0;
ii) linéarité : si f et g existent alors AN +pg)~=Xf+u 5;

iii) permanence : si f existe et si f admet un prolongement analytique (au sens usuel) en

un point ¢, || = 1, ce prolongement coincide avec f;

iv) stabilité pour la multiplication : si f et g existent et si fg € H? alors (fg)~ :fg.

De nombreux résultats dérivent du Théoréme 1.1.3 (se référer a [8]), en voici un bref aperqu
ce ne sont pas forcément les plus intéressants mais ils participent a bien définir et a mieux
comprendre le contexte du probléme de la cyclicité.
- N est un sous-espace linéaire; N +C C C; P4 C N, C # 0; closC = H?*; S*C c C.
- Dans la factorisation f = f¢f* d’'une fonction f € H? en produit de deux fonctions
intérieure et extérieure, seul le facteur extérieure est responsable de la cyclicté de f pour
le shift adjoint i.e.,

feEN<& fceN.

-Si f € H? est telle que erooff(n)]l\” < 1 alors soit f est cyclique soit f est une fonction
rationnelle.

- Si on perturbe une fonction de ce dernier type en lui ajoutant une série lacunaire, E.
Abakumov montre dans [1] que ce résultat reste vérifié.

1.2 Cyeclicité et lacunarité

[’étude de la cyclicité des séries lacunaires pour le shift adjoint a été entreprise a I'aide
de deux approches par R. Douglas, H. Shapiro et A. Shields en 1970 dans un article (voir
[8]) qui deviendra une référence en matiére de cyclicité pour le shift adjoint et source
d’inspiration pour plusieurs auteurs. La premiére de ces approches se base sur la notion
de pseudoprolongement et en utilisant certaines propriétés aritmétiques du spectre des
fréquences de la série considéré. Elle leur permet d’obtenir un résultat partiel de cyclicité
au sens qu’il n’est obtenu que pour certaines séries lacunaires spécifiques. En 'occurence,

[e.e]
si f(z) = ZakZZk € H? et si a; # 0 pour une infinité de k alors f est cyclique. Donc la
k=0

13



cyclicité d’une série dans H? est acquise lorsque le spectre est infini et contenu dans un
ensemble de type E = {2k : k> 0}. L’avantage de cette approche qui sera développée plus
tard par d’autres auteurs est qu’elle peut s’appliquer avec succés pour des ensembles moins
denses que les ensembles lacunaires & savoir pour I'un des plus beaux résultats dans le
domaine (voir [2]) E = {n?*+m?: n, m € Z} ou encore E = {p, : n € N} ou {p, }nen est
la suite des nombres premiers. Son inconvénient est que cette méthode semble difficilement
généralisable & des ensembles lacunaires quelconques (pour plus de précision voir |15] qui
exploite la notion de pseudoprolongement pour certains ensembles lacunaires).

La seconde approche est de travailler avec les coefficients de Fourier et de considérer les
liens entre le "spectre" des fréquences d'une fonction f € H? et sa capacité d’approximer
I’ensemble tout entier par des combinaisons linéaires des séries de Taylors "restantes"
S f(z) = Zf(k +n)2". Cette technique repose sur l'utilisation d’une propriété vérifiée

k>0
par les ensembles lacunaires A qui est la suivante,

supcard{(m, n) € A*: m #n, m—nz[} < 0.

IeN
Ainsi, R. Douglas, H. Shapiro et A. Shields démontrent qu'une série lacunaire qui n’est pas
un polynodme est cyclique dans H?2,

Théoréme 1.2.1 [8] Soit (ng)r>1 une suite lacunaire dans N. Si aj, # 0 pour une infinité

o0 o0
de k et si Z\a;ﬁ < 00, alors f(z) = Zakz”’“ est cyclique.
k=1 k=1

Ce fait se ressemble avec le Théoréme de Fabry des lacunes qui énonce I'impossibilité de
prolonger de maniére analytique sur un point de la frontiére de son disque de convergence
une fonction dont le spectre des fréquence est infinie et a densité basse. Notons aussi qu’il
n’y a pas de preuve directe c’est a dire sans utiliser l'opérateur de translation et les vecteurs
cycliques pour montrer qu'une série lacunaire dans un espace de Hardy n’admet pas de
pseudoprolongement. E. Abakumov dans son article [1] prouve par la suite que le Théoréme
1.2.1 reste vérifié sous I’hypothése plus faible ol le spectre de la série est la réunion d’un
nombre fini de suites lacunaires et montre aussi dans le cadre plus général des espaces

r={f(z) = Zf(k)zk : Z|f(l{;)|p < oo}, 1 <p<oo,p#2que lacyclicité des séries
k=0 k=0

lacunaires n’est pas un fait universel mais par contre dépend d’une fagon quantitative de la
métrique de 'espace et de la rapidité de décroissance spécifique des coefficients de Taylor

~

{If(K)|, k € o(f)}. Pour illustrer cela, voici un de ses résultats.

Théoréme 1.2.2 [{]

1. Soit 2 < p < o00. Si f € (P est telle que o(f) est une réunion finie de suites lacunaires
D’Hadamard, alors [ est cyclique dans (E.

2. Soit 1 < p < 2. Alors il existe dans (£ des séries lacunaires d’Hadamard qui ne sont pas
cycliques.
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Evoquons aussi un résultat remarquable obtenu par la suite par A. B. Aleksandrov [3] qui
utilise une approche différente qui lui permet de se placer dans un cadre plus large en
'occurence les ensembles A(1) qui contiennent donc les ensembles lacunaires, les réunions
finies d’ensembles lacunaires et méme les ensembles de Sidon. Plus exactement un en-
semble A(p), 0 < p < oo est un sous-ensemble E de Z, tel que pour un (et donc pour
tout) ¢ € (0, p), toute fonction de H? et dont le spectre est inclus dans E est dans HP.
Notons que A(1) C A(p) V p > 1 et ainsi tout ensemble A(1) est un ensemble A(p) V p > 1.
Aleksandrov établit dans son article le fait suivant. Soit £ C Z, un ensemble A(1) et f
une fonction holomorphe et de type bornée dans D; si de plus f est E-spectrale et pseu-
doprolongeable, alors f est un polynéme. Ce qui permet de prouver la cyclicité de séries
dans H? a spectre inclu dans un ensemble A(1).

Qu’en est-il de la cyclicité des séries lacunaires lorsqu’on se place dans le cadre plus gé-
néral de I'espace de Hardy H?(X) a valeurs dans un espace de Hilbet séparable X. Dans
cet espace, la notion de pseudo-prolongement des fonctions ne traduit plus la non-cyclicité
aussi directement que dans le cas scalaire comme le prouve ’article [24| de N. K. Nikolskii
et V. 1. Vasyunin ou ils montrent que si des fonctions dans HQ(Cd) sont non cycliques, elles
peuvent I'étre "a différents degrés". Ainsi, ces auteurs introduisent et étudient une classifi-
cation des fonctions dans H?(C?) selon leur degré de cyclicité pour analyser le phénoméne
de cyclicité dans le cas vectoriel.

C’est pourquoi il semble préférable de privilégier pour étudier la cyclicité des séries lacu-
naires dans le cas vectoriel la deuxiéme approche qui se fait par les coefficients de Fourier
et c¢’est donc cette direction qui sera explorée dans la prochaine section.
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Chapitre 2

Séries lacunaires

2.1 Suites complétement relativement compactes

Définition 2.1.1 Soit X un espace de Hilbert.
Une suite (ay)r>o d’éléments dans X est dite complétement relativement compacte (c.r.c.)
st pour toute projection orthogonale P: X — X et pour

n={k>0: Pay # 0} la suite (%)ke” est relativement compacte dans X.

Remarque 2.1.1 [l est clair que dans un espace de dimension finie, toute suite est c.r.c.

Nous allons voir dans le Lemme suivant que méme dans le cadre plus général des espaces de
Hilbert de dimension infinie, il existe des suites c.r.c. qui engendrent I'espace tout entier.

Lemme 2.1.1 Pour tout espace de Banach séparable X, il existe une suite (ag)g>0, ax € X
telle que

1) span(ay : k € A) = X pour tout ensemble infini A C N.
2) Pour tout opérateur linéaire continue T : X — X,

Tak
(Tauiser

n={k>0: Tay # 0}

est relativement compacte dans X.

Preuve : Soit une suite d’éléments normalisés (zx)r>1 C X telle que span(zy : k> 1) = X et
posons,

A, € C*
ak:Z)\il‘j; { ‘)\k| <1.1¢ )‘1)\#3‘]617&]
= i =0

Donc ap, = f(A\x) Vk>1on f(z) = szmj est holomorphe dans D & valeurs dans X.
Jj=1
Montrons que la suite (ax)rea engendre X. Pour celd, considérons ¢ € X* telle que,

olag) =0, VkeA

17



Il faut prouver que ¢ s’annule sur X tout entier. Soit
I
Uiz o(f g 2l p(x5)
j>1

une fonction holomorphe telle que,

Y(M) = o(f(A\k) = plag) =0, V k € A

Notons que la suite (););>1 de complexes deux a deux distincts converge vers 0 et c’est une suite
de zéros pour la fonction v qui est holomorphe dans le disque donc d’aprés le principe des zéros
isolés ¢p = 0. Par conséquent ses coefficients de Taylor sont nuls et ainsi,

La famille (2;);>1 est dense dans X donc on a bien ¢ = 0.
Prouvons maintenant la deuxiéme partie du Lemme, soit 7' € £(X), un opérateur linéaire et
continu alors,

Tap =Tf(M) =T Maj)=> XNTx;.

j>1 j=>1
Si T'= 0, la propriété est évidente. Si T' # 0, il existe j > 1 tel que T'z; # Ox. On pose,
m = min{j : Tz; # 0}
et Tay = ZAiij =\ Txm+ Z)\iij = N (Txpm+0(1)) lorsque k — oo car la suite (Ag)r>1
j>m i>m
converge vers (). De plus la continuité de la norme nous permet d’avoir,

[ Tar ] = IN| (|1 T2m | + 0(1)), & — oo

Par conséquent,

Tay, N (T +0(1))
_ — o0,
[ Tar — API(ITzmll + o(1))
D’ou le résultat. O
Remarquons que si de plus V k£, A\p > 0, la suite (”%:”)IQI admet une limite.

Cette définition des suites c.r.c. va permettre de prouver des résultats dans ’espace de
Hardy H?(X) on X est un espace de Hilbert séparable tout en englobant complétement le
cas de la dimension finie (dim X < oco) grace a la remarque 1 précédente. D’autre part le
Lemme 2.1.1 montre que dans le cas ou la dimension de X est infinie les suites c.r.c. ne se
réduisent pas au cas de la dimension finie.

2.2 Sous-espaces S*-invariants engendrés par une série
lacunaire et cyclicité

Dans cette partie nous allons décrire les sous-espaces S*-invariants engendrés par cer-
taines séries lacunaires, a valeurs dans un espace de Hilbert séparable X ce qui va permettre
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de donner un critére explicite de cyclicité pour ces séries, et en particulier pour le cas ou
dim X < oo. Il s’agit en ce qui nous concerne de se placer dans H?(X), de considérer une
série lacunaire f dont les coefficients de Taylor forment une suite c.r.c. et d’étudier le plus
petit sous-espaces S*-invariant contenant f en 'occurence span(S*"f : n > 0). Nous com-
mencerons par la condition nécessaire de cyclicité valable pour toute famille F' C H?*(X)

Lemme 2.2.1 Soit F C H*(X) et Ep = span(S*F : n > 0). Si F est cyclique alors

X.(F) =X,

~

ot X.(F) = Nm>ospan(f(k): k>m, f € F).
Preuve : Supposons que X, (F') # X. Alors, il existe m > 0 tel que
Xy = spanx (f(k) : k>m, f € F) # X.

Mais V f € F, on a S*"f € H%*X,,) donc Vg € Ep, nous aurons S*™g € H?*(X,,). Par
conséquent ; ¥ g € Ep on écrit ¢ = p+ h, h € H*(X,,), deg(p) < m — 1, et il est clair que
Er # H?(X) d’oit la contradiction. O

Ce Lemme présente une condition nécessaire quand a la cyclicité d’une fonction dans
H?(X). Ces chapitres et les suivants sont consacrés a amener les cas particuliers (lié a la
lacunarité) on cette condition est suffisante. Remarquons d’abord que dans le cas général
¢’est a dire sans aucune condition sur le spectre o(f), f € H*(X) la condition X,(f) = X
n’est bien sir pas suffisante. Notons que si F' C H?*(X) est cyclique dans H*(X) et si P :
X — X est une projection dans X alors PF = {Pf: f € F}ou Pf(z) = Pf(z), z€ D
est cyclique dans H?*(PX).

Rappelons que pour n = 1 on a vu dans le chapitre précédente quune fonction intérieure
dans H? n’est pas cyclique.

o0
Si n = 2 on se donne dans H? une fonction g;(z) = E G1(k)2* intérieure scalaire impaire
k=0

(par exemple si I est une fonction intérieur on pose g; = z[(zQ) et go une fonction paire

arbitraire tels que g1, go ne sont pas des polynomes et soit, f = gl ) alors
2

span(F(k) : k>m) > ( ( @(2"6* 1 ) ; ( 52(0%) ) CE>m) =C2

donc X, (f) = C% Mais la projection sur la premiére composante Pf = (g1, 0) n’est pas

cyclique dans H%(C @ {0}), donc f n’est pas cyclique dans H?(C?).

Une construction similaire améne un exemple dans H?(X) quelque soit X, dim X > 1.

Plus généralement, étant donné une fonction f de H%(X), la cyclicité des fonctions coor-

données f; par rapport 4 une base orthonormeée (e;);>o, ie. f = Zf] e; est nécessaire a
>0

la cyclicité de f, mais cette cyclicité des fonctions coordonnées ]JC; n’est pas suffisante. Il
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faut en plus une certaine "indépendence" pour obtenir la cyclicité de f. Par exemple, la

fonction ;
o 1
=(1)

n’est pas cyclique si f1, fo ne sont pas cycliques ou f; est cyclique et fy n’est pas cyclique
ou encore f; = fy est cyclique.
Soit,

e}

fz) = a2

k=1

une série lacunaire dans H?(X) ot X est un espace de Hilbert séparable, on adapte pour
cette fonction les notations déja introduites pour des familles ' C H?*(X), en adressant
ces définitions a la famille F = {f}, f € H*(X).

Notation :

Ey = spangx)(S™f:n>0).
X.(f) = () spanx(f(k): k >n).

n>0

Xoo(f) = spany (F sous espace vectoriel fermede X : H*(F) C Egivy VN > 0).

Par la suite, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité possible sur la fonction f considérée, on
écrira X, et X, respectivement pour X, (f) et X (f) afin d’alléger les notations.

Voici les Théoréemes que 'on va prouver dans cette section et qui nous renseigne sur la
nature des sous-espaces S*-invariants engendrés par une série lacunaire. L.e Théoréme 2.2.1
indique que ceux-ci se partagent en deux sous-espaces supplémentaires, I'un est doublement
invariant (un espace est dit doublement invariant s’il est invariant pour 'opérateur S et
son adjoint S*) et l'autre est un sous-espace S*-invariant de dimension finie engendré par
un polynome.

Théoréme 2.2.1 Soit X un espace de Hilbert séparable et soit f(z) = iakz"k € H*(X)
une série lacunaire telle que la suite (ay)>1 est c.r.c., alors =

E; = H*(X,)® E,
ot p est un polynéme et p = f — Px_f.

Soit A C N une suite d’entiers. On rappelle la notation suivante
H3(X):={f € H*X): o(f) C A}.

On a le Théoréme suivant de cyclicité pour les séries lacunaires c.r.c.
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Théoréeme 2.2.2 Soit X un espace de Hilbert sépa,mble,AA C N une suite lacunaire, F'
une famille de fonctions dans Hi(X) telle que ¥ f € F, (f(k))r>o0 est une suite c.r.c. dans
X.

Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) spanx(X.(f): feF)=X.
(ii) F est cyclique dans H*(X).

Remarque 2.2.1 L’implication (ii) = (iii) comme nous ['avons déja vu reste correcte
quelque soit F' C H*(X) (voir Lemme 2.2.1).

Une conséquence immédiate du Théoréme 2.2.2 lorsque la famille F' se réduit & une fonction,
F ={f} est de donner un critére de cyclicité, en I'occurence,

Corollaire 2.2.1 Soit f comme dans le Théoreme 2.2.2,
festeyclique < X.(f) = X.

Les Lemmes 2.2.2-2.2.4 ci-dessous rappellent quelques faits connus sur des suites et des
séries numériques et qui seront utiles par la suite. Nous donnerons ici leurs preuves pour
étre plus complet dans notre présentation.

Lemme 2.2.2 Si (ng)g>1 est une suite lacunaire de nombres entiers tels que
Nk+1 > dnk VEk > 1,

pour un d > 1, alors il existe un nombre M tel que pour tout nombre entier N il ne peut
y avoir plus de M représentations de la forme N = n; — ny.

Preuve : Prenons M tel que dM~1(d — 1) > 1. Si N est donné, soit i le premier entier tel que
n; > N. Il suffit de monter que si N = n; —ny, alors ¢ < j < ¢+ M. La premiere inégalité est
triviale. Pour la seconde si j > ¢+ M alors

n; — ng > nj —MNj—1 > (d — 1)nj_1 > (d — 1)dM_1’I7,Z' > N.

o
Lemme 2.2.3 Soit une suite (b,)n>1 telle que pour tout n >0, b, > 0 et an < Q.
n=0
Si (ng)k>o0 est une suite lacunaire, alors

i Z by, < 0.

k=1 j>k
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Preuve : Par le Lemme précédent on en déduit que cette série est majorée par M E by, O

n=0
o
Lemme 2.2.4 Si b, > 0, an < oo et sir, = Zbk’ alors
n=0 k>n
9] bn
Sl
n=0 n
Preuve :Remarquons que la série peut s’écrire de la maniére suivante,
o0
Z_ o Zrnfl —Tn (Tnfl o
n= OTn n=0 T'n n=0
Cette série diverge puisque le produit H diverge. O
n=0 T'n
D’abord nous démontrons que X, = X
o
Lemme 2.2.5 Soit X un espace de Hilbert séparable et f(z) = Zak 2" € H*(X) une
k=1

série lacunaire qui n’est pas un polynome et ou la suite (

”Z:” Jk>1 est relativement compacte.
Alors, il existe un élément non nul x € X tel que

H*®@x C Egny VN > 0.
Preuve : Soit

o0
z) = g ay z2"*
k=1

Et pour tout entier N, j > 0 fixés, il existe kg entier tel que pour tout k > ko, n —ng_1 > j+ N
(ce qui est possible car f est une série lacunaire). On considére

2+ J§ : ST

HakH

1
lla|

S*nkafj *Nf —
||ak||

~™_ Montrons que les 7, convergent faiblement vers 0 pour une sous

On pose 1, = Z ||ak||

suite. Il suffit de montrer que tout voisinage de 0 pour la topologie faible contient I'un des 7. On
considére les voisinages de la forme suivante

V={heH*X):|(hh) <1l 1<i<n}.
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o)
Les fonctions h; i = 1,...n sont des éléments donnés de H?(X) et h;(z) = Z hi(k) z*. On obtient

k=1
2
ay ~
(e, hi) |2 < <Z‘(m, hi(nl_nk))‘> )
1>k
< ||al||2 hi(ny — 2
>k 10k 1>k
Supposons qu’aucun des 7 n’appartient & V alors,
1 < 1I£Ifi<);‘(’l”k,hz)‘ vV k > k‘o.
Par conséquent,
LB e S — 0l < 3 S st — )P
5 = 112’?%}% i\ — Nk > i\ — Nk .
ZHGZH Y i=11>k
>k

En sommant sur £ on obtient une contradiction : le coté de gauche diverge grace au Lemme 2.2.4
tandis que celui de droite converge grace au Lemme 2.2.3, ainsi il existe une sous-suite (7;)i>1
. . . ag. . -
qui converge faiblement vers 0. De la suite (m)i>1 correspondante on peut, puisque (ag)r>0

)iz z
est c.r.c., en extraire une sous-suite convergente vers une limite non nulle . La suite (rg,);>1 ne

dépend ni de N ni de j et x vérifie bien,
22’ € Eguny ¥V j >0,V N >0.

Autrement dit,
H?®x C Egeny Y N > 0.

Remarque 2.2.2 Le Lemme 2.2.5 reste vérifié pour des fonctions f € H3(X), ou A € Z,
est un ensemble satisfaisant la propriété suivante plus générale que la lacunarité

supcard{(l,k):l>k;l,k€A,m:l—k} < 00.

m>1

Nous allons démontrer que
X C X,

(Voir Corollaire 2.2.3 ci-dessous). Il est utile de noter que cette inclusion ainsi que les
Lemmes 2.2.6 et les Corollaires 2.2.2 et 2.2.3 sont des propriétés générales des sous-espaces
S*-invariants et ne dépendent pas de la lacunarité d'une série de H?(X) ni de la dimension
de X.
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Lemme 2.2.6 Soit x, y des éléments de H*(X). Alors

ye B, =y €span(z;:j>0) Vi>0.

Preuve : Soit (z;);>0 la base standard de 1'espace £2 et soient x,y € H2(X), alors

o (0.]
€r = ZTiz 5, Y = Yiz,
i=0 =0

et pour un iy quelconque fixé,
S0y = y;, 2" + Z y;.2 .
1>10

Puisque y € F, qui est stable par S* donc S*0y € E, et il existe une suite de polynome complexes
tels que,

¥y = nlirgopn(s*)x = Yi, + Z Yz,

1>10
Ainsi,
iy = T [pu(5%)2) (0).
Or,
[pn(57)] (0) € span(w; : j > 0).
Finalement, on a bien y;, € span(z;: j >0). g

Corollaire 2.2.2 Soient f(z) = Zajznj, Y= Z%ZZ € H*(X). Alors,

i>1 i>1
y € Egomip = y; € span(a; : j > k) Vi>0.

Preuve : On pose x = S* f dans le Lemme 2.2.6. O

Corollaire 2.2.3 Soient f, y comme dans le Corollaire précédent. Alors,

yGHQ(XOO):>yZ~€X*:ﬂspcm(aj:jZk),ViZO.

k>1

Et par conséquent,
Xoo C X,
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Preuyve : Par définition de X4

- ﬂ ES*”kf-

E>1
Il ne reste plus qu’a appliquer le Corollaire 2.2.2. O
Maintenant, nous voulons démonter que
X, = X

Dans cette deuxiéme étape et prouver l'inclusion inverse a celle déja obtenue, on considére
le sous-espace suivant,

A=E; 6 H(Xx).

Et la projection orthogonale P4 sur A définie par
Paf =f— Pux)f

Lemme 2.2.7 Soit f(z) = Zakzn’“ € H*(X) une série lacunaire, alors

k>0
(i) o(Paf) C a(f).
(i) Paf est un polynéme.
Preuve : .
Notons que H?(Xo) = {z = Zxk 27wy € Xoo, Z 2] < 00}

k=0
En fait, P2 x_) est une pI‘OJGCthn définie par composantes. Notamment soit,

o0

Px = Z(Pxooxk)zk

k=0

ot Px_ est la projection sur Xo dans X.
1 est clair que si 7 € H*(Xw), Pz = .
D’autre part, si ¥ € H?(Xoo)t = H?(XZ), alors Pz = 0. Donc,

Ainsi, on peut écrire

o
(PHQ(XOO Z Pxooak k.
k=1

Ce qui nous donne (7).
Pour prouver (ii), supposons que P4 f n’est pas un polynome.
Notons que

Paf € Ey,
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car Paf = f — Pp2(x..)f et par définition H*(X) C Ey.
Posons, pour alléger les notations,

[o.¢] o
y=> ke =Paf = (Pixoyran)z™,
k=0 k=1

ol Yn, = Px yrar € XL,
D’aprés ce qui préceéde, Pyf est une série lacunaire et puisque la suite (aj)r>0 est c.r.c. donc

. Y. . .
la suite (”y"—’“”)k>0 est relativement compacte et puisque nous supposons que ce n’est pas un
ni =

polynéme, P4 f vérifie le Lemme 2.2.5, ainsi
F2#0, (|z]| =1) et 2@ H?> C span(S*™*Paf : k> N), ¥ N >0.
r € XL car x est la limite d'une sous suite ”z:—z:” € BEL et
r® H? C ﬂ span(S**y : k> N) C ﬂ Eg.vy.
N>0 N>0
La deuxiéme inclusion est basée sur le fait que
y=Psf € Ey.

Donc S**y = S** P, f € Egup VYV k>0.

Mais si x @ H? C ﬂ Eg.n; cela entraine que
N>0

r®@ H? C H*(Xy),

car par définition, X, est le sous-espace maximal tel que H?(X,,) C Eginy ¥V N > 0. Alors,

T € Xeo-
Or, on a vu que
LS Xolo.
Par conséquent, x = 0 ce qui est absurde donc P4 f est un polyndme. O

Proposition 2.2.1 Soit X un espace de Hilbert séparable, f € H3(X), ot A est une suite

~

lacunaire et (f(k))r>0 une suite c.r.c. Alors,
X, = X

Preuve : Tinclusion X, C X, a été prouvée dans le Corollaire 2.2.3. Reste & prouver 'inclusion
inverse. On a,

[ =Paf+ Py2x [
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Soit d le degré de P4 f, alors pour tout k > d + 1,
S*f =S Pyax.yf C H(Xoo).

Donc,

S*(d+1)f = Zakznk,d,l € HQ(XOO).
k>d

Et par suite,
ap € Xoo YV k> d.

Par conséquent,
Xi = m span(ay 1 k >n) C span(ag : k > d) C Xoo.
n>0

D’aprés la Proposition 2.2.1, puisque
X, = X

On obtient,
H*(X,) C E; C H*(X).

Preuve du Théoreme 2.2.1 : Si f est un polynome la preuve est immédiate.
Si f n’en est pas un, on sait d’aprés ce qui précéde que

f=Prx)f +p,
ol p est un polyndéme. D’aprés la Proposition 2.2.1,
Xoo = Xs.

Rappelons aussi que par définition,
H*(Xs) C Ey.

Montrons la double inclusion pour obtenir I’égalité du Théoréme.
Il est clair que p € Ey donc E, C Ey, et d’autre part H?(Xy) C E; par conséquent,

H*(X.)® E, C E}.
Inversement on a, S™ f = S*" Pyz(x_yf +5™p ¥Yn > 0 et puisque H?(X) est stable par S*,
S*f c HX(X.) @ E, ¥Yn>0.

D’ou l'inclusion inverse et I'égalité Ef = H?(X,) & E,. O

Remarque 2.2.3 Concernant le degré du polyndome p, on peut dire puisque X, = X,
qu’il existe un nombre N(f) minimal tel que

Xoo = span(ay : k> N(f)).
De plus, p= f — Pu2(x.)[ done,
deg(p) = N(f) — 1.
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Preuve du Théoréme 2.2.2 : Le Lemme 2.2.1 permet de prouver I'implication (i7) = (7).
Il reste & montrer que (i) = (i7). En effet, on sait que pour tout f € F', on a

Ef = H*(X.(f)) @ Ej,
otl p est un polynome. Cela entraine que
H*(X.(f)) C EF,
pour tout f € F et donc,
Er D span(H*(X.(f)) : f € F) = H*(span(X.(f) : f € F)) = H*(X).

Par conséquent, F' est cyclique. O

2.3 Sous-espaces invariants pour le shift adjoint

Dans la partie qui suit, il s’agit de donner une autre caractérisation de I'espace £, qui
intervient dans le Théoréme 2.2.1. Faisons d’abord un rappel de la théorie autour des sous-
espaces S*-invariants et de certains Théorémes qui vont intervenir dans la caractérisation
de cet espace L.

Définition 2.3.1 Soit T un opérateur sur un espace X, LatT est [’ensemble des sous-
espaces invariants par rapport a T'.

En théorie des sous-espaces invariants, le Théoréme le plus important est certes celui de
Beurling et par la suite de nombreux auteurs se sont inspirés de ce résultat pour enrichir
et faire avancer I’étude de ce domaine.

Théoréme 2.3.1 [19] Si E est un sous-espace de L? invariant par le shift bilatéral S
(Sf=zf, VfelL?etS=S8|y), alors il ne peut y avoir que deux possibilités :

1. SE = FE et dans ce cas, il existe un sous-ensemble m-mesurable e, e € T tel que E =
XeL? ot x. est la fonction caractéristique de e.

2. SE # E, dans ce cas il existe une fonction mesurable © sur T avec |©] = 1 p.p. telle
que E = ©H?.

En particulier, si E C H? alors SE C Emais S~'E ¢ E donc £ = ©H? et puisque £ C H?
alors © € H?. Lorsqu’'on se place dans 'espace de Hardy H?(X), ou X est un espace de
Hilbert quelconque le Théoréme suivant donne quelques informations supplémentaire en
plus de généraliser le cas scalaire

Théoréme 2.3.2 [19] (Laz-Halmos). Soit X un espace de Hibert et considérons l'opérateur
de translation Sx dans H*(X). Un sous-espace fermé E appartient o Lat Sx si et seulement
St

E =0H*(X'),
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ot X' est un sous-espace fermé de X et © une fonction a valeurs opérateurs m-mesurable
(m étant la mesure de Lebesque normalisé sur le cercle T) et dont les valeurs O(C) sont
des opérateurs isométriques de X' dans X (p.p sur T) et qui admet un prolongement
holomorphe dans le disque D (au sens de la théorie des espaces HP); de telles fonctions
sont appelées "fonctions intérieures a gauche”. La représentation ci-dessus est unique dans
le sens que

@/HZ(X/) — @//HZ(X//) = @/ _ @//V
ou V' est un opérateur unitaire de X' dans X".

Le passage a S* se fait par la relation entre les sous-espaces d’un opérateur A et de son
adjoint A* :

A*E C E & AE* C E*.
Le Théoréeme de Lax-Halmos permet de caractériser Lat S* et donc de représenter un sous-
espaces S*-invariant et en particulier E; sous la forme

Ko = H*(X) 0 OH*(X)

et si dim X < oo alors © est une fonction intérieure a gauche a valeurs matricielles et
dim X' < dim X.

Le théoreme de Kronecker est une généralisation du Lemme de Beurling (voir [19] p. 33)
et énonce le fait suivant dans H? : la fonction caractéristique © dans la représentation de
Lax-Halmos d’un sous-espace S*-invariant de dimension finie est une fonction rationnelle
et plus précisément un produit de Blaschke fini. En voici I’énoncé intégral.

Théoréme 2.3.3 (Kronecker). Soit Ko = H? © OH? un sous-espace S*-invariant. Les
assertions sutvantes sont équivalentes.

i) Ko est de dimension finie.
ii) Ko = span(z¥/(1—X2)¥ 1 0 <k <d(N)), o Zd()\) < 00.
AED

iii) © =B =1]] b YN est un produit fini de Blaschke ot by =
Blaschke usuels.

Al A—z

X1z

sont les facteurs de

Le nombre dim Kg s’appelle degré de Mac Millan de ©.

Dans le cadre de notre travail nous aurons besoin d’une version plus générale de ce Théo-
réme valable pour des espaces de Hardy a valeurs vectorielles. Cette généralisation est
obtenue par S. Treil [33]. Pour I’énoncer nous avons besoin de la définition suivante qui
remonte a I'article de V. P. Potapov [26],

Définition 2.3.2 Un produit fini de Blaschke-Potapov est une fonction B a valeurs opé-
rateurs, B(¢) : X — X, C € T telle que

B:BlBan
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By(z) = {%Pk-l— (I — Pk)},

ol |A\i| <1 et Py est une projection orthogonale dans X.

Lemme 2.3.1 [39] Soit F' un sous-espace tel que zF C F C H*(X) et on suppose que,
codim F = dim (H*(X) © F) < +oo.
Alors il existe un produit fini de Blaschke-Potapov B tel que
F = H*(X) o BH*(X).

Dans le cas particulier d’un sous-espace F' engendré par un polynome, nous donnons dans
la section suivante une version de ce Lemme de Treil contenant 'information détaillée sur
la fonction B.

Par la suite, nous utiliserons certaines propriétés de factorisations de fonctions intérieures
a valeurs opératorielles, ainsi que les espaces correspondants Kg. Il s’agit notamment des
trois propositions suivantes.

A l'instar de la factorisation en facteurs intérieur-extérieure que nous avons vu dans H?2,
il existe aussi pour les fonctions a valeurs opérateurs une factorisation de méme type. Le
travail originel a été fait par V. P. Potapov pour les fonctions matricielles (voir [26]) et
développé dans diverses directions par d’autres auteurs (M. S. Brodskii, M. S. Livshic, Yu.
P. Ginzburg, I. Gohberg et M. G Krein). Voici le Théoréme plus général, (voir [10] pour
plus de références) bien que nous aurons besoin que du cas particulier.

Théoréme 2.3.4 Soit © € H>*(D, L(X)) une fonction intérieure 4 valeurs opérateurs et
©(() est inversible p.p ¢ € T, alors

O(z) =U.S(z). B(2)
ou U est un opérateur unitaire, B est le produit de Blaschke-Potapov,
B(z) = HB()\k, Py)(z) = liygn(B(Am P,)(z)...B(\, Pl)(z)),
k>1

ot B(Ak, Pr)(2) = by, (2)Px + (I — Py) avec A\, € D, by, (2) sont les facteurs usuels du
produit de Blaschke, P, : X — X sont des projections orthogonales et S est l’'intégrale

multiplicative,
2 s eigo(t)
5= /[O,m] exp<z — eie(t) du (t)>

i.e., la limite du produit partiel a droite,
- .
[T eor(C—mmydn(an)
1<k<n

ou |t est une mesure positive & valeurs opérateurs, singuliere par rapport a la mesure de
Lebesque et ¢ est une fonction croissante avec 0 < o(t) < 21I1.
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Lemme 2.3.2 [19]

Ker(S* — M|k, = {1 —eXz e € Ker©(\)}.

Lemme 2.3.3 [25] Soit X un espace de Banach et dim X < oo. T un opérateur de X
dans X . Les propositions suivantes sont équivalentes.

i) T est cyclique.
ii) dim Ker(T — A1) <1 V XeC.

2.4 Sous-espaces S*-invariants engendrés par un poly-
ndme

Théoréme 2.4.1 Soit F C H?*(X) un sous-espace vectoriel fermé. Les propositions sui-

vantes sont équivalentes.

i) Il existe un polynéme p € H*(X) de degré N tel que F = E,.

i) dimF = N+ 1et F = Kg = H¥(X) © OH*(X), o © est un polynéme intérieur
N1
matriciel de la forme © = H (PkL + sz), ot dimKer©(0)* =1et P, : X — X

k=1
sont des projections orthogonales.

De plus, la condition dim Ker ©(0)* = 1 est équivalente a la condition suivante :
Jayy1 € X tel que ||xyiq1|| =1 et Pyi1= (. ;ans1)ane et Vk=1,... N,
dx, € (1 = Pry1) ... (1 = Pyy1) X tel que ||| =1 et P = (., xp)xy.

Preuve : Supposons que F' = E, = span(S*™p : n > 0) et que p est un polynéme de degré N,

N
p= Zanz”, ay # 0, alors
n=0
E, = span(S™p : 0 <n < N),
car S*p =0V n > N+ 1, donc F est engendré par {S*”p}nN:() qui est une famille libre car si

N
Z AnS™p =0, on a

n=0
N
S*NZ)\nS*”p = 2SN p = Npan = 0.

n=0

N N

Et puisque a, # 0, A\g = 0. Ainsi, Z/\iS*”p = Z/\iS*”p = 0 et cette fois on applique S*N~1! on
n=0 n=1

obtient Ajay = 0 donc A1 = 0 et ainsi de suite on montre que \; =0 Vi=0,...N.
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Donc {S*"p}Y ) est une base de F et dim E, = N + 1. §*E, C E,, on pose T = S*|g,. Puisque
E, est S*-invariant, il peut étre représenté selon la forme canonique suivante

E, = H*(X)© OH*(X),

O est une fonction intérieure, matricielle (z — 0(z), O(¢) : X — X est unitaire [(| = 1).
Et grace a la factorisation de Blaschke-Potapov que nous avons vu précédemment,

©0=V.B.S,
ou V est un facteur unitaire, S la partie singuliére et B le produit fini de Blaschke suivant,

NF1
B = H (Pkl + b)\kPk)’
k=1

ou by, sont les facteurs usuels du produit de Blaschke et P, : X + X sont des projections
orthogonales. De plus, o(T') = { A\, 1 <k < N +1}.

On peut dans ce cas faire les réductions suivantes ; puisque dim F, < oo alors d’aprés le Lemme
2.3.1 O©(z) est rationnelle. Donc la partie singuliére de la factorisation est triviale et S = 1. De
plus, o(T) = {0} car TNV+! = 0 par conséquent 0 est la seule valeur propre et by, = 2 Vk donc B
peut s’écrire sous la forme plus simplifiée,

Ni1
B= ] (B" +2P).
k=1

Montrons que dim KerT = 1. On sait que Ker TNt = E, et KerTN + E, Sik < N alors
dim Ker T > dim Ker T* + 1 sinon KerTF = KerTF = ... = KerTNt! = E, mais
KerTN # I, d’ou la contradiction. Pour k£ < N, on a dim Ker T > dim Ker T + k et si
k= N alors dimKerTNTL = N+1 > N+ dimKerT ce qui entraine dim KerT < 1. Mais
dim Ker T # 0 sinon E, = Ker TN*! = {0} ce qui n’est pas possible. Donc dim KerT = 1.
Prouvons que dim Ker ©(0)* = 1. D’aprés le Lemme 2.3.2 en prenant A = 0, Ker T' = Ker S|k, =
Ker ©(0)*, par conséquent dim Ker T = dim Ker ©(0)* = 1.

Réciproquement, si © est un produit de la forme (i) et T = S*|k, alors d’aprés le Lemme
2.3.2, o(T) = {0}. De plus, le Lemme 2.3.3 montre que l'opérateur T" est cyclique, parce que
KerT = Ker ©(0)* est de dimension 1. Donc il existe p € Kg tel que

Ko = span(S™p: n > 0).

Puisque o(T) = {0} et dim Ko = N + 1, il est clair que TV ! =0, donc S*N*1p =0 et p est un
polynome et degp < N. Le degré est égale a N parce que dim Kg = N + 1.
Nt1
Passons a la caractérisation de © = H (PkJ‘ + by, Pk) telle que dim Ker ©*(0) = 1.
k=1
Soit © un produit de Blaschke-Potapov de la forme indiquée alors © = V.B donc,
¥\
N+1

©0)=V.B0)=V]] (1 - F).
k=1
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Et

m

N+1

00 = [[(1-P:) V' =(1—=P)- (1 - Py1)V"

k=1
Ainsi, Ker ©(0)* D Ker (1 — Py4+1)V* or dim Ker ©(0)* =1 donc dim Ker (1 — Py41)V* = 1.
Et comme V est un facteur unitaire alors dim Ker (1 — Py41) = 1 c’est-a-dire rang Pny1 = 1.
dim Ker ©(0)" =1 & rang Py11 =1et Ker (1 —P1)...(1 = Pn)|a-py.)x = 10}
Considérons les projections Py de ©. On a vu que rang Pyy+1 = 1 donc il existe x 41 € X tel que
|lzny1l| =1 et Pvir = (5 2n41)ZN41-
Puisque (1=Py) ... (1=Pn)|(1—py,,)x est injective alors Ker (1—Py)Nzys1+ = {0} et rang Py <
1 et ainsi il existe 2y € X tel que ||an||=1; Py = (., zn)an et n ¢ Ty17.
De la méme maniére, puisque (1 — Py_1)(1 — Py)|(1—py,,)x est injective alors,

Py_1X N (1= Py)(1 = Pyy1)X = {0}

Et ainsi, il existe xny_1 € X tel que ||lzn—1|| = 1; Pvo1 = (., any—1)zn—1 et ay—1 & (1 —
PN)J}N_HJ‘. Par récurrence, on obtient

Vk=1,...N, BP=(, xp)ks [leell =1, 2 € (1 = Pega) .. (1 = Pns1) X

I1 est facile de voir que ce raisonnement est réversible et donc la propriété en question caractérise
les produits © participant dans (i7). O

2.5 Séries lacunaires cycliques pour une puissance quel-
conque de S* dans H?

Lemme 2.5.1 Soit X un espace de Hilbert séparable et N € N*.
Soit,

feHXX), Fe H(XN), f(z) =Y f(k)2", F(z) = > F(k)2",
k>0 0
ot XN = X x ... x X (N fois) et F(k) = (F(Nk); F(Nk+1);...; f(Nk+ N —1)) € XV
Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) f est S*N-cyclique dans H*(X).

v

~~

i) F est S*-cyclique dans H*(X").

Preuve :
On considere,

U: H*X) — HY(XN)

f — U(f)(z) = Zﬁ’(k)zk, avec F(k) = :
k=20 F(Nk+N—1)
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¥ est un isomorphisme isométrique et on a le diagramme commutatif suivant,

* N
SX

H?(X) —— H*(X)

Ainsi, d’apreés le diagramme,
Sin U =Ty SN,

En effet, soit f € H%(X) et g(z) = Zf(k;)zk_N Alors,
k>N

TSN f =0 Jk)N) = 0(g) = Y G(m)2™ = S F(2) = SynU(f),

k>N m=>0

~

car G(m) = (G(Nm),...,g(N(m +1) = 1)) = (F(N(m +1),...,G(N(m +2) — 1)) ¥ m > 0.
Puisque S{ vV = \IJS}}N alors V k£ > 0, ,S}}kN\IJ = \IJS}}N]“ et pour tout polynéme complex p,

p(Sxn)E(f) = Up(SEY).

Donc si f est cyclique pour S3 dans H?(X) alors ¥(f) est cyclique pour Sy dans H2(XN) et
réciproquement. O

Nous pouvons dés lors qu’on a établit ce lien entre les cyclicités de Sy et SV donner un
critére de cyclicité des séries lacunaires pour n’importe quelle puissance de 'opérateur S*
dans H?.

~

Théoréme 2.5.1 Soit N € N* et f € Hi(X), ou A est une suite lacunaire et (f(k))r>0
une suite c.r.c. dans X. Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) [ est S*N-cyclique dans H*(X).
i) span((f(Nk);f(Nk +1);...; f(Nk + N — 1)) :VEk > m) = XY Vm>0.
Preuve : f peut s’écrire sous la forme

F(z) = f(k)=",

k>1

avecf(k:);éOet nfl—:lzd>1Vk:21.
On pose pour tout k£ > 1,
ng = N.pg + gk,

o 0 < g < N — 1. Soit,



Il est aisé de vérifier que

A, #0 VEk>1.

La fonction F(z) = g Ap2Pk est une série lacunaire de H?(X) car
k>1

N N N 1
g < Mt NP1 T k1 NP1t + N Pra L1

n, Npe+qe ~—  Npg PE Dk

Par conséquent, pour kg assez grand par exemple de sorte que —— < %, k > kg, on aura

1
Pk

d+1
Prel S CF L s k.
Dk 2

Il reste & appliquer le Théoréme 2.2.2 donc F' est cyclique si et seulement si la condition i) est
satisfaite. Le Lemme 2.5.1 achéve la démonstration. a

Grace a ce Lemme, on peut ainsi construire des séries lacunaires dans H? qui sont cycliques
pour une puissance fixée du shift adjoint S* en donnant une condition nécessaire et suffi-
sante sur les coefficients de la fonction considérée mais on peut aussi décrire les spectres
lacunaires des fonctions S*V-cyclique dans H?2.

Corollaire 2.5.1 Soit N € N* un entier fizé et f(z) = E arz™ € H? une série lacunaire.
k>1
Supposons que pour tout k >0, a 0. Les propositions suivantes sont équivalentes.
, Uk

(i) f est S*N-cyclique.
(1)) Vm>0,Vi=0,...,N—1,3k ni >m: n=i(modN).
Preuve : Le critére sur les coefficients de Taylor du Théoréme 2.5.1 pour obtenir la cyclicité de

la série est réalisée en raison de la nature de o(f). En effet, si ny =i (mod N) alors ﬁ’(k:) = age;
ott (e;)N5! est la base standard de CV. O

Exemple :

On peut aussi construire une série lacunaire f(z) = Zakzn’“ € H? qui soit S*N-cyclique
k>1
pour tout N € N*. Il suffit pour cela de considérer la suite lacunaire,

= (k+ 1)+ k.

Pour n’importe quel entier non nul N, la suite tronquée (ng)x>n, passe par toutes les classes
modulo N quelque soit I'entier m ce qui garantit la cyclicité d’aprées le Théoréme 2.2.2.
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Chapitre 3

Etude de séries dont le spectre est une
réunion finie de suites lacunaires

3.1 Degré de cyclicité

En s’appuyant sur I’étude faite par N. K. Nikolski et V. I. Vasyunin [24] et en utilisant les
outils qu’ils ont mis en place auparavant on va décrire dans cette section une méthode pour
construire des éléments cycliques f dans H*(X), dim X = d < oo ot le spectre o(f) = A
est une réunion finie de suites lacunaires. I.’approche de [24] au probléme de non-cyclicité
se base sur le critére général suivant de non-cyclicité d’une fonction f = (fi)1<i<q dans
H2(X),

fdC¥e3geH*(X): g#0,g"f € H,
ou CX est I'ensemble des fonctions cycliques, H' est 1'espace de Hardy a I'extérieur du

disque, H' = {p : ¢ € LY(T), $(n) = 0,n > 0} et (¢"/)(C) = (£(0), 9(0))x, ¢ € T ou

bien en termes de fonctions coordonnées g* f = Zyifi. Donc la non-cyclicité d'une fonction

f signifie I'existence d'une fonction g € H*(X) \ {0} orthogonale & tous les S* f (n > 0),
c’est-a-dire

/E”g*fdm:(), n >0,
T

ou encore g*f € H!. Les auteurs de [24] introduisent une classification des fonctions
non-cycliques selon leur degré de non-cyclicité qui tient compte du nombre de solutions
indépendantes g de 'équation P, g*f = 0 quand f décrit un sous-espace F' C H?*(X); il
s’agit de considérer le nombre s pour lequel le sous-espace E; contient un sous-espace de
type H?(C®). Voici quelques définitons et Théorémes qui illustrent cette étude et qui vont
nous servir par la suite dans la construction que 1’on se propose de faire.

Définition 3.1.1 Soit F' un sous-espace dans H*(X), dim X = d < oo.
Le degré de cyclicité du sous-espace F' est défini par le nombre suivant

dc(F) = coDim[H*(X) © Er] g I?Eaﬁdim{g(@ 1 g€ H*(X) o Ep}.
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Si s est un entier alors
C,=CXY(F. FcHXX),de(F) < s}.
Remarque 3.1.1 D’aprés la définition, il est clair que
Cl) OS C OS+1, S Z 0.
b) Cs=Cy Vs>d.
¢) Cq_1 = N est 'ensemble des sous-espaces F' qui sont non cycliques (i.e tels que Ep #
H?*(X)).
d) Cq\ Cy_y = CX, donc F est cyclique si et seulement si de(F) = d.

Une définiton équivalente du degré de cyclicité peut étre donnée en utilisant le Théoréme de
Lax-Halmos que nous avons abordé dans la partie précédente et selon lequel on peut écrire
Er = H*(X) 6 ©H?*(X’) on © est une fonction intérieure a gauche, a valeurs matricielles
et dim X' < dim X. En utilisant cette écriture de Ep, la définiton du degré de cyclicité
devient,

o B : ) B
de(F) = dim X r?gﬁcdzm@(g)X dim X rgggcrang@(().

La fonction rang ©(() est constante presque partout (sauf peut étre pour un ensemble
dénombrable qui s’accumule seulement sur T). Et en considérant les propriétés isométriques

des valeurs de ©(() a la frontiére pour presque tout ¢ € T, alors
Rang © = maxrang O(¢) =dim X',
€

et ainsi,

de(F) =dim X — dim X',
On s’intéresse plus particuliérement aux Théorémes et au Corollaire suivants qui donne
une description inductive des classes C.

Théoréme 3.1.1 [24] Soit X un espace de Hilbert avec dim X < oo et F C H*(X) un
sous-espace vectoriel tel que dim F < 0.

1) Cy, + Cs, = Cs, 45, pour tout sy, s2 au sens qu’une somme algébrique de sous-espaces
dans Cs, et Cy, est dans Cs, 45, et pour tout sous-espace I’ dans Cs,1s,, il eziste I €
Cs,,i = 1,2, tel que F C Fy + Fy; de plus il existe un opérateur linéaire A tel que
AF € C,, et (I — A)F € C,,.

2) F e Cy & nF & C™ pour toute projection orthogonale © de rang s + 1 sur X (i.e.
dimmX =s+1).

Corollaire 3.1.1 [2/] Soit F et G des sous-espaces vectoriels dans H?*(X).
i) Si F'C G, alors de(F) < dc(G).
ii) de(F + G) < dc(F) + dc(G).
i) Si Ep = H*(X) © OpH?*(X) est la représentation canonique de l'espace Er, alors

de(F 4 G) = dc(F) + de(PLO3G).
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Théoréme 3.1.2 [24] Soit » = {w;},_._ € HA(CY). Les assertions suivantes sont équi-
valentes : i<

i) ¥ est un vecteur cyclique dans H*(C?),

i) Pour tout vecteur cyclique ¢ dans H*(CI™Y), il existe un indice i (1 <1i < d) tel que

le vecteur (12’) est cyclique dans H?*(CY).

Notons aussi cette remarque importante pour la suite faite dans [24] qui est une autre
maniére de caractériser le degré de cyclicité,

de(F) = max{s: 3Im (une projection orthogonale), rangn = s, nF € C™}
= max{s: Ik C {l,...,d}, cardr = s, 7. FF € C™*},

ou 7, est la projection orthogonale sur 'espace span(e; : i € k), {€;}1<i<q étant une base
orthogonale arbitraire dans X.

3.2 Constructions de fonctions dont le spectre est une
réunion de suites lacunaires

Dans le cas scalaire H?, comme nous I’avons vu précédemment, E. Abakumov a démon-
tré que les fonctions dont le spectre de Fourier est une réunion finie de suites lacunaires
est cyclique. Nous allons étudier dans cette partie certaines constructions de fonctions
cycliques a valeurs vectorielles et dont le spectre A C N est une réunion finie de suites
lacunaires A = A;. Voici tout d’abord un Théoréme sur 'existence de fonctions cycliques
pour le shift adjoint dans H?(X) ou dim X < oo et dont les fonctions coordonnées sont
des séries lacunaires de H? dont la lacunarité du spectre peut étre choisie.

Théoréme 3.2.1 Soient A\; C N, ¢ =1,..., d des suites lacunaires arbitraires. Il eziste

une fonction cyclique ¢ = {wi}1<i<d € H%(CY) telle que o(;) = Ay, 1 < i < d.

Preuve : On considére V 7, 1 < i < d des ensembles lacunaires quelconques et infinis A; de N.
On pose Fy = )1 et o(1p1) = A1 qui est cyclique dans H? d’aprés le Théoréme de Douglas-Shapiro-
Shields.
Soit Wy = (3;;) ot 0(12,4) = Ag, i = 1, 2. Uy est cyclique si le critére du Théoréme 2.2.2 est
vérifie ¢’est-a-dire R

span(CﬁZ’l(k)) k> N) = CQ, v N >0.

Ya,2(k)

Cette condition est évidemment réalisable en prenant des coefficients convenables. Puisque les
deux fonctions F; et Ws sont cycliques on peut appliquer le Théoréme 3.1.2, par conséquent il

existe 1) = 1) ; pour un certain indice j € {1; 2} tel que la fonction Fy = (wl) soit cyclique dans

2
H?(C?).
De la méme maniére, on peut & nouveau considérer la fonction cyclique précédente Fy et
V3.1
Ws=1| v32 |,
V3,3
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oV ie{l,2, 3}, o(ts,i) = As est telle que,

V3,1 ()
span( | (k) | s k=N)=C VN >0

V3, 3(k)

Cette derniére condition est aisément réalisable pour des coefficients appropriés. On peut a nou-
veau appliquer le Théoréme 3.1.2 qui donne l'existence de 13 = )3 ; pour un certain indice
J € {1;2;3} telle que la fonction

(03}
Fy=| 4o
Y3

soit cyclique dans H?(C3) avec o(¢;) = A;, 1 < i < 3. Par récurrence, on obtient une fonction
U= {wi}1<i<d cyclique dans H?(C?) et dont les fonctions coordonnées 1; sont des séries lacunaires
de H? de spectre A;. a

Remarquons aussi le fait général suivant : V A (infini) C N, il existe une fonction cyclique
[ € H*(X) telle que o(f) C A. Il suffit de se ramener & une fonction f telle que le spectre
o(f) C {nk}r>1 ot {ny}r>1 est une suite lacunaire suffisament rare pour que {ny}x>1 C A.
Dans ce qui suit, nous allons voir que le critére de cyclicité du Théoréme 2.2.2 reste valable
pour certains cas de fonctions dans H?(X?) dont les fonctions coordonnées sont des séries
lacunaires ayant les spectres de Fourier différents. Nous commencerons par un Lemme
général.

Lemme 3.2.1 Soit X un espace de Hilbert séparable et f € H*(X?),
Les propositions sutvantes sont équivalentes :

fi
i) f= {2 est cyclique.
fu
P (01 f1)
i) Vi, € H®, 9, 20, i=1,...d, P+(1:92f2) est cyclique.
Py(Tafa)
Py (01 f1)
iii) 39, € H*®, 9; 20, i=1,...d, P+(1:92f2) est cyclique.
Py(Tafa)
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Preuve : Puisque i) = 4i7) est trivial, montrons que i) = i) et i) = 7).
i) =1i1). V9, € H®9; #0, i=1,...d on définit I'opérateur D par la regle,

D:H*(X%) — H*XY
Py (V1g1)
g D) = P+(T?2f2)
Py (Rzgd)
Montrons que DH?(X?) est dense dans H?(X?). Tl suffit pour cela de prouver que
KerD* = {0}.

Pour définir D*, on regarde le produit scalaire,

d d d
(Dh;g) =Y (Py(ihi)i gi) = Y (hi;Vigi) = (h; > _igi) = (h; D*g) Vg, h € H*(X?).
i=1 i=1 i=1
On obtient,
g
V292
D*g = _ Vge H* (XY,
Vagd
Donc si D*g =0, alors ¢;,9; =0 Vi=1,...d. Mais; 20 Vi=1,...d.
g1
92
Par conséquent, g1 =... = g4 =0¢et g = ) = 0.
9d

Ainsi D est dense dans H?(X%). De plus, pour tout n > 0,
S™Df =DS*"f.
Et maintenant, si f est une fonction cyclique de H?(X%), alors
Epy = span(S™Df : n>0) D D(span(S™f: n>0)) =DEy.
Mais E;y = H?(X?) et Ep; est fermé donc,
Ep; = H*(X?).

Vérifions que 4ii) = 4). Soit ¥; € H®, ¥9; # 0 et f € H*(X?) telle que Df est cyclique.
On pose,
0 = 10s... 0.

Et pour tout ¢ =1,...d,



On suppose que,

P01 fy
Py s fo
Pydafa
est cyclique.
Si on considére 'application D précédente définie pour les fonctions 64,..., 8, et en utilisant le
sens i) = 1) qui vient d’étre prouvé, alors la fonction
Py fi f1
Pisfo _| fa _
. =Py0 ) = P.0f
Pidafa fd

est cyclique.
En approximant 6 par ses polynomes de Fejér ¢,, on obtient ||¢nllcc < [|€]lco €t ¢n(¢) — 6(C)
p.p.¢ € T ce qui entraine

i [|6(8%)f = P10f s = 0.

Donc P 0f € Ey et ainsi E; = H?(X4). O

Théoréme 3.2.2 Soit X un espace de Hilbert séparable, A une suite lacunaire infinie et
{my, ma,..., mq} CZ des entiers relatifs firés.
Soit,
_ ) ) H2 Xd
f=(fih<iza € H(XY),

o o(f;) C A+ m;. Supposons que la suite

~

(Fulk+my), falk+ma), ..., Falk+ma)))iso

est c.r.c. dans X%, alors

~

fl(kf + ml)

~

( fo(k + ms)

f cyclique < span k> N) =XV N>O0.

Fulk +my)

Preuve : On utilise le critére de cyclicité du Théoréme 2.2.2 pour les séries lacunaires dans H2(X?).
On peut, sans perte de généralité supposer que o(fg) = A = {ng}tr>1 et mg > mg > -+ > mg = 0.
C’est une application directe du Lemme 3.2.1 qui donne I’équivalence. Notamment, il suffit de
choisir 9; = 2™ Vi=1,...d. Alors,

S i

S*mz
pp | 5
S*md fd

42



est une série lacunaire car les spectres de chacune de ses fonctions coordonnées sont inclus dans

A. De plus 5]0(]6) = (]?](k: + mj));-lzl, V k > 0. L’application du Théoréme 2.2.2 et le Lemme

3.2.1 achéve la preuve. O

Exemple : Soit (n)r>1 une suite lacunaire d’Hadamard f € H?(C?) telle que,

f(Z)ZZ(%’“ )Z"k—f-Z(Zi)z"k“,

k>1 k>1

D’aprés la Proposition précédente si V.m > 1,

spcm(( Z: ) ck>m)=C?

alors f est cyclique. O

Dans le premier chapitre nous avons vu parmi certaines propriétés des vecteurs cycliques
dans H? le fait suivant
feC,geN=f4+geC. (%)

Ce n’est plus vrai en général dans I'espace H?(X) ot X est un espace de Hilbert séparable
comme en témoigne I'exemple suivant

Exemple : Si on considére dans H?(C?) une fonction cyclique de la forme
_ (N
f - ( f2 )
_( —h

Alors, de(f) = 2, de(g) =1 et la somme,

f+g=(?2>

n’est pas cyclique et ainsi f € C, ge N % f+g € C. a

et la fonction g suivante,

Dans le cas des espaces H?(C?), en utilisant la notion du degré de cyclicité d’une fonc-
tion f € H?*(C"), il est possible de sauver une partie de I'implication précédente (*). Par
exemple si f, g € H*(C?) sont telles que f € C' (donc de(f) = d) et g € N avec de(g) = 0
alors

f+geC.
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On peut voir ce résultat comme une conséquence directe du éi7) dans le Corollaire 3.1.1
ou bien puisque de(g) = 0 alors d’apreés la caractérisation de la classe Cy donnée par V. L.
Vasyunin et N. K. Nikolski dans [24] il existe une fonction intérieure scalaire 9 telle que
P,.9g = 0; par conséquent si f est cyclique, le Lemme 3.2.1 entraine que,

f + g cyclique & P,O(f + g) = PI(f) cyclique < f cyclique.

Nous allons maintenant décrire certaines paires de fonctions {f, g} € H%(C?), f cyclique
et g non cyclique avec dc(g) = 1, telles que f + g est cyclique. La Proposition suivante
permet de construire des fonctions cycliques dans H*(C?) dont le spectre est une réunion
finie de type (ng)k>1 U (ng + 1)g>1 o1t (ng)r>1 est une suite lacunaire d’'Hadamard.

Proposition 3.2.1 Soit (ng)g>1 une suite lacunaire d’Hadamard.

v1 = S ) P2 = 52 ) deuz fonctions dans H?*(C?) telles que o(f1), o(g1) C (nk)k>1
2

g1
et o(f2), 0(g2) C (N + 1)g>1. On suppose que de(pr) =2 et de(p2) =1 et que la condition
suivante est vérifiée

fu(k)
span( g1(k) ck>m)=C* Vm>1

g2(k —1)
Alors p1 + @o est cyclique.

Preuve : Rappelons que par le Corollaire 3.1.1, pour des sous-espaces vectoriels £, F' ¢ H?(C%),
on a

de(F + G) = dc(F) + de(PrORG).

De plus on a l'inégalité de(P©%G) < de(G) (c’est une conséquence du Lemme DC dans [24]).
On considére le sous-espace F' engendré par

0
f=1 it+tre
g1+ g2

Supposons que @1 + @2 n’est pas cyclique alors
de(F) = 1.

Soit GG le sous-espace engendré par

g2

—fa

—92
D’aprés les hypothéses de départ, le critére de cyclicité du Corollaire 2.2.3 et la définition du degré
de cyclicité par les projections coordonnées, on a

de(PyORG) < de(G) = de(p2) = 1.
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D’autre part,

g2
Y = fl GF+G’
g1

oil ¢ est une fonction cyclique dans H?(C3) d’aprés le Théoréme 3.2.2. Donc,
de(F + G) = 3.

Ainsi, ’équation i) du Corollaire 3.1.1 n’est pas vérifiee donc 'hypothese de départ est fausse et
par conséquent @1 + @9 est cyclique dans H?(C?). O

Remarque 3.2.1 On peut généraliser la Proposition précédente dans H*(C?) a une série
T

de type [ = ngk ot o(p;) C (g + )g>1, 0 = 1,...1 et de(or) = d, de(p;) = 1 pour
k=1

1=2,...7 et ceci pour tout d, r > 1. Notons que si d = 1, la Proposition est vérifiée grice
au Théoreme 1.2.2 d’E. Abakumov sur la cyclicité d’une réunion finie de séries lacunaires
quelconque. Les arguments qui permettent de passer du cas r = 2 au cas général r > 2 sont
a peu pres les mémes que précedemment.

Il est intéressant de voir qu’on peut aussi additionner r séries lacunaires cycliques dans
H?(C?) et sous une condition donnée sur les coefficients obtenir une réunion finie cyclique.

Proposition 3.2.2 Soient r, d > 1 deux entiers fixés et p = Z@k € H*(C% on o(p;) C

k=1
(ng+i—D)g>1, i =1,...7. Supposons que ¥ m > 0,

P1(k)
0ok +1
2l . ) k> m)=C>.

span(
or(k+1r—1)
Alors ¢ est cyclique.

Preuve : Considérons dans H2(C?*") les sous-espaces suivants,

®3

Pr+ P2+ ps+...+ o _*0;2 0 o
0 —¥3
F = span , ,stpan( 0 ; 0 T : )
0 ; : I
0 o
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En utilisant I’équation du Corollaire 3.1.1 et le fait que G est engendrée par r — 1 fonctions de
degré d, on obtient dc(G) < (r —1)d. De plus, si on suppose que dc(F') < d alors de(F 4+ G) < rd.
D’autre part,

¥1

P2

: e F+G.

Pd
Cette fonction est cyclique dans H2(C?*") d’aprés I'hypothése de la Proposition et grace au Théo-
réme 3.2.2 ce qui entraine dc¢(F + G) = d x r. La contradiction montre qu’en fait ¢ est cyclique.
O

La Proposition précédente donne une condition suffisante de cyclicité et suggérent qu’il
pourrait y avoir un critére de cyclicité lié aux coefficients pour les fonctions dont le spectre
une réunion finie de suites lacunaires et dont la longueur des blocs serait bornée. Il s’agit,
donc, des fonctions f telles que o(f) C UpZylne + di] ot (ng)r>1 est une suite lacunaire

d’Hadamard infinie et supd, < oco. Mais il apparait que pour ce type de séries, le critére
k>1
du Théoréme 2.2.2 n’est plus valide. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer I'exemple

suivant.

Exemple : Soit f € H? une série lacunaire qui n’est pas un polynéome et

F= ( Sff ) € H*(C?).

Cette fonction est formée par la réunion de deux séries lacunaires, elle posséde des blocs
de longueur deux et de plus elle vérifie le critére du Théoréme 2.2.2 car pour tout m > 0,

span(E(k) : k> m) = span( ( f%’“) ); ( f?k) ) k> m) = C2

Et pourtant I n’est pas cyclique. En effet, soit h € H? une fonction non identiquement

(0 . .
nulle, alors si ( € Ey, il existe une suite de polynomes (p,),>o telle que

( 2 ) = lim p,(57) ( S{f ) :

h = lim p,(S*)S*f = S* lim p,(S*)f = S*0 = 0.

h

ce qui entraine

0
I E h # 0, n’est dans Ej. O
Il faut donc trouver un nouveau critére de cyclicité plus général et qui s’étend a ces séries.
Le Lemme et la Proposition suivantes peuvent étre regardés comme les préparatifs pour

une telle description.

Donc, aucune fonction
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Définition 3.2.1 Soit X un espace de Hilbert séparable, une fonction f € H*(X) est une
série lacunaire par blocs s’il existe N € N tel que

def =
Un(f) =D Un(f)(k)",
k>0
R f(NE)
ou Yy (f)(k) = : € XN et a(Un(f)) est une suite lacunaire.
F(Nk+ N —1)

Exemples :
1) La suite (a*)gs0 ot a € N\ {0, 1} est lacunaire par blocs.

2) La suite my = k! + k n’est pas lacunaire par blocs. Cet exemple a le mérite de montrer
que cette particularité pour une suite d’étre lacunaire par blocs n’est pas liée a la rapidité
de croissance de cette suite.

3) La suite Ug>1[ng, nk + N| ot (ng)k>1 est une suite lacunaire, n’est pas lacunaire par
blocs en général.

Nous allons donner un critére de cyclicité pour des séries c.r.c. dont le spectre de Fourier
est lacunaire par blocs.

Lemme 3.2.2 Soit F' une famille de fonctions dans H*(X). Les propositions suivantes
sont équivalentes :

1. F est cyclique dans H?*(X).
2. La famille {Un(F), Un(S*F),..., Un(S*N1F)} est cyclique dans H?*(XN).
Preuve : 1 suffit de remarquer d'une part que ¥y est un isomorphisme isométrique de H?(X) dans

H?(XN) et d’autre part que tout entier k peut s’écrire par la divison euclidienne k = ppN + g,
avec 0 < g < N — 1 et par conséquent,

Un(SHEF) = SEEW N (S ).

D’ou le résultat. ]

Proposition 3.2.3 Soit N un entier et F € H?*(X) une famille finie de fonctions telle
que ¥ f € F, la suite (f(k)r>o est c.r.c. et Un(f) est une série lacunaire par blocs. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

1. F est cyclique dans H*(X).
2 X(®) = XN 0 @ = Wy(F), Uy (SF).., Un(SIE).

Preuve : c¢’est une conséquence du Lemme 3.2.2 et du Théoréeme 2.2.2. O
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3.3 Séries lacunaires avec des blocs bornés

Dans cette partie, nous nous occuperons du probléme de cyclicité pour des séries dont
le spectre est inclus dans des ensembles de type

A = Ugsolng; i, + N,

ou (ng)k>o est une suite lacunaire et N un nombre entier donné.

Etant donné une telle série f, nous aménerons une construction d’'un sous-espace S-
invariant F' C E; qui doit jouer le role du sous-espace H?(X,) dans le Théoréme 2.2.1. A
présent, nous ne pouvons veérifier que f est S*-invariant (et d’ailleurs en général, ce n’est
pas le cas), mais nous sommes convaincu que la construction et le critére final dépendent
directement de F'. Voici, donc, cette construction.

Lemme 3.3.1 Soit X un espace de Hilbert séparable et soit

= ZPk(z)z"’“ € H*(X),

k>1

ot Py sont des polynomes de degré inférieur ou égal a N et (ny)g>1 est une suite lacunaire.

On suppose que la suite (||11§’“”)k>1 est relativement compacte dans Py (X).

Alors, il existe un polynome non nul P, deg P < N a valeur dans X tel que

H?® P C Egmy Y1 >0.

Preuve : Soit,

= Pu(2)2™,

k>0

oit P(z) = f(ng) + ... + f(ng + N)zN

Pour tout entier n, j > 0 fixés, il existe kg entier tel que pour tout k > ko, n, —ng_1 > j+n (ce
qui est possible car f est une série lacunaire par blocs).

Nous donnons la preuve pour n = 0. Pour n > 0, comme dans le Lemme 2.2.5, il suffit de modifier
les expressions au début de la preuve en regardant,

S*nk-i-n Js*nf J ny—
||PkH HPkH Z HPkH

Cela va conduire exactement & la méme limite 27 P dans le sous-espace Egsny au lieu de Ey.

On pose,
=i HPkH

Montrons que les r; convergent faiblement vers 0 pour une sous suite. Il faut montrer que tout
voisinage de 0 pour la topologie faible contient 'un des ri. On considére des voisinages de la forme

V={heH*X): |(hh) <1,1<i<n}
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e¢]
Les fonctions h;, i = 1,...n sont fixées dans H%(X) et h;(z) = Zﬁz(k‘)zk

k=1
Soit,

Qi(z) = hi(k) + ...+ hi(k + N)2N V k> 0.
On obtient,

2
|(Tk‘7hi)|2§ (Z‘(H;;;H Qf’ll_’l’lk)|> :

1>k
R 4
< (Ziap) (Srehnr)
1>k 1R I>k

Supposons qu’aucun des 7 n’appartient & V alors,

1 < 112%)% |(Tk,hz)| Yk > k‘o.

Par conséquent,

AL e S0k P <3SN

S < 12 ol £ 2510k
H ZH - T I>k i=11>k

1>k

En sommant sur k£ on obtient une contradiction le coté de gauche diverge grace au Lemme 2.2.4
tandis que celui de droite converge grace au Lemme 2.2.3. D’ou le résultat.

. . : ) ) P
Il existe une sous-suite (7x,);>1 qui converge faiblement vers 0. De la suite (m)i>1 correspon-
/i

dante, on peut extraire puisque (Py),>1 est r.c., une sous-suite convergente vers une limite P non
nulle qui vérifie bien,

ZPeE; Vij>0.

Donc H2®PCEf. O

Remarque 3.3.1 [l est clair d’aprés la preuwve que deg(P) < N. Notons par Pn(X),
l’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égale a N et a valeur dans X .

Corollaire 3.3.1 Soit f comme dans le Lemme 3.3.1. Alors, il existe un sous-espace fermé
L C Py(X) tel que

(a) L #{0}.
(b)) Fi=H*® L C (|Egx; C Ej.

k>0

(c) Sig€Pn(X) et HH® g C Ey, alors g € L (“L est mazimal”).
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Preuve : En effet, par définition
H*>® L= closHa(X){Zhjpj : hj € H?, Dj € L}.

Donc, si La, o € A, satisfait la condition (b), alors spangz(x)(La : @ € A) U'est aussi. le reste
découle du Lemme 3.3.1. O

Le Théoréme suivant contient les autres propriétés du sous-espace F' = H? @ L défini dans
le Corollaire 3.3.1 qui sont lié a la cyclicité éventuelle de f.
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Théoréme 3.3.1 Soit X un espace de Hilbert séparable et soit
f(z) =) Pu(2)2" € HY(X),

k>1

ot Py sont des polynomes de degré inférieur ou égal & N et (ng)g>1 une suite lacunaire.
On suppose que la suite (Py)g>1 est c.r.c. dans Py(X).
Soit F = H*> @ L, le sous-espace du Corollaire 3.5.1. Alors,

(i) SF CF C ()Eswy C Ef.
k>0
(ii) f=g+poug€F etp est un polynome.
(i11) mES*kf = clos(F + S*L + ...+ S*NL) et donc il existe d > 0 tel que

k>0
S*f € clos(F+ S*L+ ...+ S™L) = () Es-s.
k>0

En particulier,
S*E¢ = clos(F + S*L+ ...+ S™L).

(iv) Si dim X < 0o alors la condition nécessaire et suffisante pour que f soit cyclique est
que L ait le rang mazximal dans X, i.e.

dimX =r = max dim(p(z) : p € L).
z|<

Preuve : 11 est clair que (i) est vérifiée.
(#i) Par définition, f = Zz"kPk, ou deg(P;) < N. D’autre part, toute somme convergente de

E>1
type g = Zz"ka, ott Q € L est dans F = H? @ L. En particulier, c’est le cas pour la série g
E>1
avec Qi = Pr(Py). Donc, p:=f—g€ Efetonap= Zz"’“PLL(Pk) oit Lt =Pn(X)S L. Le

k>1
Lemme 3.3.1 est applicable a la série p a la place de f. Si p n’est pas un polynome, on obtient
un polynéme R # 0, R € Py(X) S L tel que H>®@ R C ﬂES*kf C Ey. La contradiction (avec
k>0
le Corollaire 3.3.1) montre que p est un polynéme. En posant g = Zz"kPL(Pk) € H*® L et
k>1
f =g+ p, on obtient le résultat. -
(791) Par définition,
H>QL = clost(X){chszj NS L},

(les sommes sont finies). D’autre part, pour toute somme A = chszj € H?> ® L et pour tout
k>0
k>0,o0na

S A = Z ch*(k*j)pj + chzj*kpj eF+SL+...+5NL.
0<j<k Jjzk
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(Remarquons que S**I = {0} pour k > N). Donc,

Epgr C clos(F + S*L+ ...+ S™NL) C (| Egery.
k>0

(pour la derniére inclusion : mEs*kf est un sous-espace fermé S*-invariant et F, L C ﬂES*kf.

k>0 k>0
D’autre part, d’aprés (ii), f —p € F = H?>® L o1 p est un polynéme. Donc il existe d > 0 tel que
pour tout k > d, on a

S*fec S*H?*@ L) C clos(F+ S*L+...+S*VL).

Cela implique

(\Es-s C clos(F + S*L+...+S™L),

k>0
et donc I'égalité du (ii7).
(iv) Observons d’abord, que dans le cas ot dim X < oo, le sous-espace F' a la co-dimension finie
dans E¢ (voir la formule du point (i74) du Théoréme). Supposons maintenant que E; = H?(X).
Alors, H? ® L est un sous-espace S-invariant de H?(X) de co-dimension finie. Il est facile de voir
qu’un tel sous-espace a le rang local maximal (par exemple, on peut s’appuyer sur la représentation
de Lax-Halmos qui donne F' = H? ® L = BH?(X") (o1 B est un produit de Blaschke-Potapov).
Mais, puisque F = H? ® L, le rang local de F, c’est-a-dire

r:=maxdim(f(z): f € F),
|z|<1

est égale au rang local de L. Donc, r = dim X.
Réciproquement, supposons que r = dim X. Le sous-espace F' C H?(X) étant S-invariant posséde
posséde une représentation de Lax-Halmos, F = OH?(X'), ot X’ C X et © est une fonction
intérieure & gauche. Puisque le rang local de F' coincide avec le rang locale de L et d’aprés
I’hypothése r = dim X, on obtient

dim X =r = dim (0(2)H*(X")) < dim X' < dim X.

Donc, X = X’ et on a,
det(©)H*(X) Cc OH*(X) C Ey.

Mais 6 = det(©) est une fonction intérieure scalaire et donc le sous-espace S*-invariant engendré
par 0 H?(X) coincide avec H?(X). En effet, si ¢, sont les polynomes de Fejer de 6, on a

lim [[P16,0f = flla = lim [|¢n(ST)0f = fll2 = 0.

pour tout f € H?(X), d’ou le résultat. Par conséquent, Ey = H?(X). O

Remarque 3.3.2 Si dim X < oo, alors l'espace H* @ L a la co-dimension finie dans E
et il semble tres probable que cela entraine un certain critére de cyclicité dans H*(X) des
séries lacunaires “par blocs”.

Pour I'instant, on peut en déduire le corollaire suivant,
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Corollaire 3.3.2 Soit f comme dans le Théoréme 3.5.1.
(i) Si X =C, alors f est cyclique.
(ii) Si dim X < oo, alors H*> ® L est un sous-espace de Ey de co-dimension finie (<
(N+1).dimX).
(111) Sidim L = (N +1).dim X, alors L = Pn(X), et donc f est cyclique.
(iv) On a toujours, L C ﬂspanX(Pk ck>n) et

n>1

mspanX(Pk(z) <L, kE>n) = ﬂspanx(ﬁk(j) :0<j<N,k>n).

n>1 n>1

(v) Si ﬂspanX(Pk 1k >n) # Pn(X), ou bien ﬂspanx(-ﬁk(j) t0<j< N, k>n)#
n>1 n>1

X, alors f n'est pas cyclique dans H*(X).

Exemple : Soit X = C? P, = ap(e; + zes), ap # 0, Z\ak|2 < oo ouej,j=1,2est
k>0

la base standard de C2. Alors, N = 1, L = {AP; : X\ € C}, le rang local de L est 1 et

ﬂspanX(Pk . k >n) # P1(C?). la fonction f, bien siir, n’est pas cyclique (voir Théoréme

n>1

3.2.2).
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Chapitre 4

Séries lacunaires a plusieurs variables

4.1 Etude dans le polydisque

Dans ce chapitre, nous considérons les espaces H? dans les polydisques D" et les semi-
groupes de shifts adjoints sur ces espaces. Notamment, par définition

HA(D") = {f(2) = 3_f(e)=", 3 _|F(e)* < o},
a>0 a>0
ott 2 = (21,..., 2p) €ED", = (aq,..., a,) € Z7 est un multi-indice et 2% = 2" ... 20" le
monome élémentaire dans D". Nous réferrons a [29] pour toute information sur H?(D").
On a L*(Z7) = 1*(21) = H*(D").
On définit le semi-groupe (S*O‘)aezn de facon que pour toute série entiére f(z Zf

a>0
dans D™, on pose

Sf(z) =Y fla+ @)

620

Le semi-groupe (S*¥)aezr a n générateurs Sy, ..., S;.
Il est clair que f € H*(D") = S*f € H*(D") et ||S** f|l2 < || f]l2- On note o(f) le spectre
(de Fourier) de f :

o(f)={aeZ}: fla)#0}.
De méme facon, on définit I'espace H? dans D" a valeurs dans un espace de Hilbert X en
posant

HY D", X) ={f(2) =Y f(a) )€ X, Y IIf ()]} < oo}

a>0 a>0

On définit comme auparavant,
Ey = spanp2pn, x){5™ : a € ZI} }.

Et on dit que f est cyclique si Fy = H*(D", X).
Le but de ce chapitre est d’établir un analogue du résultat principal du chapitre 2.
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Notamment, nous regarderons le cas des fonctions f € H%(D", X) a spectre “rare” dans
le sens suivant.

(C1) 1l existe C' > 0 tel que

card{(a, &) Co(f) xo(f),a#d : f=a—-d}<C, VEeZ]

(C2) lim (aji1,6 —ajg) =00, Vk, 1<k<n.
j—oo

Remarque 4.1.1 1] est clair que si pour une suite (o;)j>1 C Z7, l'une de ses suites com-
posantes (Oéj,k)jezi> 1 <k < n estlacunaire dans le sens d’Hadamard, alors la conditions
C1 est aussi satisfaite.

Lemme 4.1.1 Soit X un espace de Hilbert séparable.
Pour toute série f € H*(D", X) vérifiant les conditions (C1), (C2) ci-dessus et telle que

(]?(k))kzo est une suite relativement compacte, il existe un élément non nul x € X tel que
H*(D", X)®x C Egws; VB €L

Preuve : Soit 3 = (B1,...,08,) € Z7 fixé et f € HE,(X) vérifiant les conditions précédentes.
Grace a (C2), f s’écrit
= > flar)=™,

k>0

avec la particularité que o1 > o, V j > 0. D’apres (C2), il existe un entier kg tel que
ag —ag_1 2>, Vk2=ko.

Et pour tout k > ko,

et e

ag—0 A
5 f(z) = Ji( B4z Z
k

vl 1Feol”

*> \>

On pose rp = Z f aj za’ “F et on va montrer que les 7 convergent faiblement vers 0 pour
1 F )

une sous-suite. Il suffit de montrer que tout voisinage de 0 pour la topologie faible contient 1'un

des rg. On considére des voisinages de la forme V = {h € H?*(D", X) : |(h,g;))] < 1,1 < i <

m}, g; (i =1...m) sont des éléments fixés dans H*(D", X), g;(z) = Z 9i(7i) 27%. On obtient,

'YiGZi
Flay) ?
T, gi) |2 < 7 Gi(ai —a .
i 90 <j§|(||f(ak)ll 9oy ’“»‘)
1Fay)]? ol
=~ Hf( BE ;”gz DI
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Supposons qu’aucun des r, n’appartient & V alors 1 < max |(rk,9:)| Yk > ko. Par conséquent,
1<i<n

@)l
5 < o Tl o) I < 33l - an)lP
S lIF (@)l i=1j>k

J>k

En sommant sur k,

Hf ak 2
G0 — ).
k;omf u2 Zkz,gzk Z ’

>k

On obtient une contradiction car le coté de gauche diverge grace au Lemme 2.2.3 alors que celui
de droite converge grace au Lemme 2.2.4. Donc il existe une sous-suite (7,);>1 qui converge
Flax,)
[1F(ar)l
c.r.c. en extraire une sous-suite convergente vers une limite non nulle x car (7, );>1 ne dépend pas
de ( et vérifiant,

faiblement vers 0. De la suite ( )i>1 correspondante on peut puisque la suite (J?(k))kzo est

zﬁerf VBeZy.

De la méme maniére, on peut monter que z°z € Egwyp ¥V o, B €7 et ainsi H?(D", X)®x C Ey.
O

Théoréme 4.1.1 Soit X est un espace de Hilbert séparable et f e H*(D", X), f(z) =
Zf )z telle que o(f) vérifie les conditions (C1), (C2) et (f(a k))k>o est c.r.c. Les

k>0
assertions sutvantes sont équivalentes.

1) f est cyclique pour S* dans H*(D", X).
2) span(f(aj) cj>k)=X YE>0.

Preuve : L’é¢tude faite au chapitre 2 dans le cadre de H?(X) ot X est un espace de Hilbert
séparable et les méthodes qui y ont été développées se transposent a I'espace H?(D", X) dés lors
que le Lemme 4.1.1 est réalisé. D’ou le résultat. O

Lemme 4.1.2 [1] Soit 1 < p < 0o et soit 2 un sous-ensemble S*-invariant de % (i.e., si
f € Q alors S*f € Q). Supposons que Uinclusion 1 € span(S*™ f, k > 0) est vérifice pour
tout f € Q). Alors tout élément de Q) est une fonction cyclique dans (P.

Remarque 4.1.2 Lorsque X = C, on peut directement conclure quant a la cyclicité de f,
il suffit de voir que le Lemme 4.1.1 nous donne 1 € span(S** f, a € Z2) en divisant par x
ce qui est possible dans le cas scalaire et en adaptant le Lemme précédent d’E. Abakumov
dans l'espace H*(D", X).

Cette adaptation est simple : il suffit pour cela de considérer S** = S{*' ... SV a =
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(ai1,..., az) € Z et de reprendre le méme argument d’induction utilisé dans la preuve du
Lemme 4.1.2 mais dans H*(D"™) a savoir sin = (1, ..., n,) € L' est fizé et si on suppose
que 2° € span(S*™f, a € Z") Y B < n alors 2" € span(S**f, a € Z).
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Chapitre 5

Semi-groupe de shifts adjoints et
cyclicité dans L(R )

Dans ce chapitre, nous allons donner des résultats analogues a ce qui a précédé mais
pour le semi-groupe continu de shifts adjoints sur R, . On considére I'espace L?(R,) des
fonctions mesurables sur R = [0, 00) telles que

Il = ([ 1star) < o

et le semi-groupe (S )0 oil
Sifx)=f(x+t)z>0,t>0.

Si f € L*(Ry), on pose E; := spaan(R+)(Sff St > 0) et f est cyclique si By = L*(Ry).

5.1 La propriété d’unicellularité

Nous allons dans un premier temps présenter certains résultats connus en théorie des
sous-espaces invariants autour de la propriété d’unicellularité réalisée par certains opéra-
teurs et qui interviendront de maniére primordiale dans la seconde partie de ce chapitre.
La plupart de ces résultats ainsi que leur preuves sont tirés de [27].

Définition 5.1.1 Une treillis de sous-espaces L est dite accessible s’il existe un opéra-
teur T' sur un espace séparable de Hilbert de dimension infinie tel que LatT ordonné par
linclusion est isomorphe a L, on dira que L = LatT.

Décrire Lat T n’est pas toujours aisé parfois méme cette description se révéle insuffisante a
déterminer si 'opérateur 1" posséde des sous-espaces invariants non-triviaux, la définition
que nous venons de voir permet de reformuler le probléme des sous-espaces invariants, un
treillis de deux éléments totalement ordonné est-il accessible 7 Remarquons aussi que si L
est accessible, son dual l'est aussi (L* est égale & L et est ordonnée selon x < y <z >y
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dans L). Cette notion d’accessibilité est trés utile pour caractériser le treillis de certains
opérateurs car si on considére un segment [z, y] (ot x < y) dans un treillis L et qui est un
sous-treillis de la forme [z, y] = {z € L: © < z <y}, on a la caractérisation suivante qui
se révele trés efficace dans le cas des opérateurs unicellulaires a savoir que si M et N sont
deux éléments dans Lat T tels que M C N et N © M est de dimension infinie alors [M, N]
est accessible (voir [27] pour plus de précisions).

Définition 5.1.2 Soit X un espace de Banach, T un opérateur borné sur X.
T est dit unicellulaire si LatT' est totalement ordonné par la relation d’inclusion.

Ainsi pour un opérateur unicellulaire T" si on prend dans Lat T deux sous-espaces My, M,
tels que My # M, alors soit My C M, soit My C My. Si M est un sous-espace invariant
pour un opérateur borné T alors M+ est un sous-espace invariant pour 7" et par consé-
quent si T est unicellulaire alors 7™ I’est également. Il faut aussi savoir que si un opérateur
T est unicellulaire alors I'ensemble des vecteurs non-cycliques de T" est un ensemble de pre-
miére catégorie c’est a dire qu’il peut s’écrire comme une union dénombrable d’ensembles
rares (et un ensemble est dit rare s’il n’est pas dense dans aucun ouvert de I'espace) et la
conséquence importante qui découle de ce fait est que tout sous-espace invariant de 1" est
cyclique.

Exemples :

1. Soit {en}n>0 dans un espace de Hilbert séparable H et {w,},>¢ une suite strictement
décroissante dans £2, 'opérateur A définit par

Aeg =0, Ae, = wpen_1, YV n >0,

est I'opérateur de Donoghue muni de la suite de poids pondérés {wy,}n>o et si M est
un sous-espace non- trivial invariant par A alors M = span(e; : 0 < k < n) pour un
entier n > 0 et donc A est unicellulaire.

2. Si S est I'opérateur unilatéral de translation, si ¢; est la fonction intérieure définie par

¢1 = exp(Zt}) et si P est la projection sur (¢1H?)* alors lopérateur PS|, y2y. est
unicellulaire et

Lat (PS‘((z)lHQ)L) ~ [O, 1]

Ce dernier exemple va jouer un role important dans le Théoréme qui suit, (pour plus
de précisions concernant ces deux exemples voir [27]).

Définition 5.1.3 Un opérateur intégrale de type Voterra sur L*(0, 1) est un opérateur K
tel que

(5 f)(x) = / k(e ) ) dy,

ou k est une fonction carré intégrable sur le carré unité. En particulier, ['opérateur de
Voterra est l'opérateur de type Volterra pour lequel k est la fonction constante égale a 1.
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Pour tout a € [0, 1] soit
M, ={f€L*0,1): f=0ppsur |0, a]}.

Il est clair que {M, : « € [0, 1} C Lat K pour tout opérateur intégral de type Volterra.
Le Théoréme qui suit nous intéresse tout particuliérement dans le cadre de cette étude,
il a été démontré de maniére indépendente par plusieurs auteurs S.Agmon, W.Donoghue,
Brodskii, Kalisch, Sahnovic. Pour la preuve compléte, le lecteur pourra se référer a [27]
p. 68. Ce théoréme jouera un role important dans la construction de notre résultat.

Théoréme 5.1.1 L’opérateur de Volterra est unicellulaire et
LatV ={M, : a €0, 1]}.

Ce Théoréme peut se démontrer aussi grace au Théoréme de Titchmarsh concernant les
convolutions et qui est un résultat d’importance en analyse et dans la théorie des équations
différentielles et énonce le fait suivant : Soit F'(t), G(t) € L(0, 1), si

(F+G)(t) = /O F(t — 5)G(s)ds

est nulle presque partout, il existe un nombre réel «, (0 < a < 1) tel que les fonctions
F(t) et G(t) soient respectivement nulles sur les intervalles [0, o et [0, 1 — «]. Une preuve
élémentaire et directe de ce Théoréme a été donné par I. Mikusinski et G. K Kalisch a
démontré que le Théoréme de Titchmarsh peut étre obtenu a partir du Théoréme 5.1.1.

Pour lier le semi-groupe de translations (S );¢ avec I'opérateur de Volterra, nous allons
donner la preuve d’un résultat connu (voir [21]) et qui va nous ramener au cadre de tra-
vail que l'on s’est fixé et nous permettre de travailler avec le semi-groupe de translations.
Notamment, nous démontrons le Lemme suivant.

Lemme 5.1.1 Si M est un sous-espace fermé dans L*(0, a) et S; le semi-groupe de trans-
lations a droite alors,

SSMc M, YVt>0«<VMCM.

Preuve : En considérant la fonction de Dirac §; au point ¢, la fonction caractéristique x = x[o, q]
et le produit de convolution * de deux fonctions, on peut écrire

Stf:f*dt, t>0.

Vf=fxx.

Par récurrence,
$n—1
ne __
|4 f_f*(n—l)!X’ n > 1.
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Et pour tout polynéme p(z Zakz V)f = f *q ou q est un polynome défini par p et la

formule précédente et ||p(V)| < C Juax |p( )|

Si on suppose que VM C M alors p(V)M C M = M pout tout polynéme p et si g € C0, a] et
(Pn)n>0 est une suite de polynéme qui converge vers g, d’aprés ce qui précede p,(V)f converge
vers f * g et ainsi f* g € M. Si on se donne un suite régularisante (g)n>1 € Cjp,q telle que
g =0z €[0,t—1\nJUlt+1\n,a], go(x) = n®x+ (n—n?), x € [t — 1\ n, t] et g(z) =
—n?x+ (n— th), x € [t, t —1\n] que 'on peut normaliser par une constante et cette suite vérifie
f * gn converge faiblement vers f x §; et puisque M est fermé &; x f = Sy € M.

Réciproquement, on considére la suite de mesures (fi,,),>1 définie par,

n

1
k=1

alors (fn)n>1 converge faiblement vers X[0,q] €t pour tout f € Cig g,

lim / fdp = T an / fd.

Puisqu’on suppose que S;M C M, VO<t<adonc pp,x feMVn>letxxf=VfeM. O

La description des sous-espaces invariants pour l'opérateur de Volterra, I'unicellularité
de celui-ci ainsi que le lien avec le semi-groupe continu des translations a droite nous
permettent d’affirmer le fait suivant qui est une conséquence directe de tout ce qui précede,

Théoréme 5.1.2 f € L?(0, a), a € supp(f) = E; = L*0, a).

Remarque 5.1.1 Par la suite on regardera L*(0, a) comme étant inclus dans L*(0, co)
en prolongeant toute fonction de L*(0, a) dans (a, oo) par 0.

5.2 Fonctions cycliques pour (.S} )~

Définition 5.2.1 Un systéeme lacunaire d’intervalles est une réunion dénombrable d’in-
o

tervalles disjoints A = U[ak, bi| vérifiant les conditions suivantes :
k=1
Z) ak<bk<ak+1 Vk>1.

ii) sup < L
k>1 Qk+1
o0
Lemme 5.2.1 Soit A = U[ak, bi] un systéeme lacunaire d’intervalles sur R .

k=1
La fonction ¢(z) = card{(a; — a, b; — ai) : © € (a; — ay, bj — ax)} est bornée sur R..
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Preuve : Cette preuve est une modification de la preuve du Lemme 2.2.2.

. . . . . a .
Puisque A est un systéme lacunaire, il existe d > 1 tel que Igf % > d, soit M > 0 tel que
L Ok

dM=1(d—1) > 1 et soit € Ry, il existe un ensemble fini J tel que Vj € J, aj—ar <z < b — ay.
Soit jo le plus petit indice dans J tel que bj, > x et montrons que si j € J alors, jo < j < jo+ M.
La premiére inégalité est triviale, pour la deuxiéme supposons que j > jo + M,

aj — ag > a; — bj_l > (d — 1)bj_1 > (d — 1)dM71bj0 > .

mais si aj — ap > x alors (a; — ag, bj — a;) n’encadre pas « ce qui est absurde puisqu’on suppose
que j € J.

Par conséquent, ¢(z) < M Vz € Ry et ¢ est bornée. O

Soit f € L*(R,) telle que supp(f) C A, on peut alors écrire f comme une série de fonctions

F= o supp(gk) C [a, by].

k>1

fl@)=> fulr—ar) fi € L0, by — ax) C LA(Ry).

k>1
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Théoréme 5.2.1 Soit f € L*(Ry) et supp(f) C A, ou A = U[ak, bi] est un systéme

) k=1
lacunaire.

On suppose que,

i) ¢ =sup|by — a| < 0.
k>1

i) (H;‘C—IZH>I¢>1 est relativement compact.
alors, [ est cyclique dans L*(R,).
Preyve : On considére pour tout k > 1,
Searnd
+ 3o
kall IIka kaH

J>k

Et en posant r; = g Hf Tk montrons qu’il existe une sous-suite qui converge faiblement vers
k

0. Il faut prouver que tout voisinage de 0 pour la topologie faible contient I'un des r;. On peut
considérer des voisinages de la forme

V={heL*Ry) :|(hh)| <1, 1<i<n},
oit les h;, i = 1...n sont des fonctions fixées dans L2(R).
Supposons qu’aucun des 7, n’appartient a V alors 1 < max |(rk, hi)| ¥V k> 1.
<i<n
On obtient,

o ml < [ S pemnats e < H(Zum Z / )P

1

Par conséquent,

I / )2
max Z x)|7dx < ZZ x)|*dx.
ZHJCJHQ 1<z<n aj—ak i=1j>kY % %
i>k

On somme sur k,

[FAs
z)[2dx.
TS 2

>k
Le membre de gauche diverge d’aprés le Lemme 2.2.4, montrons que celui de droite est fini pour
obtenir une contradiction et conclure. Il s’agit de prouver que

ZZ/ z)|2dr < oco.

E>15>k7 4 %%
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Posons ¢(x ZZX aj—ak,b-—ak)( x), on peut remarquer que la fonction ¢ s’écrit aussi de la

k>15>k
maniére suivante,

o(x) = card{(aj —ag,bj —ay) 1 x € (a; — ag, bj — ak)}.

Si on applique le Lemme 5.2.1 alors ¢ est bornée donc IM > 0: ¢(z) <M Vz € Ry.

b-—ak
S [ P - ZZ/ 1) (@) () Pz
E>1j>kY %~ % k>15>k
- /szaj—ak,b-—ak (1')|h1(33)‘2dx
Rip>1>k

/¢ e \da:<M/ 2)|2dz < oo.

Ainsi, il existe une sous-suite (rg;);>1 qui convergent faiblement vers 0 et on a,

Tk
S* f:—]—i—rkq
itk

De plus (fi/|| fr|l)x>1 est relativement compact alors pour une sous-suite (kj,);>1, la suite (fkh/kah )i>1
convergent faiblement vers une limite g # 0 et par conséquent,

g€ by

On utilise la condition (). Soit b = sup supp(g), alors 0 < b < oo et g € L(0, b).
Notons que,
Eg C Ef,

car S{Ey C Ey ¥Vt > 0. On peut appliquer le Théoréeme 5.1.2 et ainsi,
E, = L*(0,b) C Ey.

Maintenant, on procéde de la méme maniére mais pour S*k*T ou T' > 0 est arbitraire et on choisit
k de sorte que ar > T'. On obtient comme précédemment,

ez +T)
A

On peut a nouveau de la méme maniére extraire une sous-suite convergente, (fx; /|l fx, y))i>1 dont
la limite g est non identiquement nulle et telle que g € Ey et supp(g) C [T, ¢ + T]. Puisque
b = sup supp(g) > T et en appliquant encore le Théoréme 5.1.2 on obtient,

a1 () = + ().

L*(0,T)C Ef YT >0.

Donc, L*(Ry) C Ey. D’out le résultat. O
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Chapitre 6

Généralisation a L (R, X)

Nous allons dans cette partie généraliser le résultat obtenu précédemment en se placant
dans L?(R, X') ot X est un espace de Hilbert de dimension finie. Soit ¢ > 0 une constante.
En utilisant la définition introduite dans le chapitre 2 section 1, on va considérer une suite
(fr)r>1 de Iespace L*((0, ¢), X) qui sera complétement relativement compacte. Rappelons

qu’une suite dans I'espace L?(0, ¢; X) est dite c.r.c. si les suites (”Ilz—}:’z”)k@ sont relativement

compactes dans L?((0, ¢), PX) quelque soit la projection orthogonale P : L*(0, ¢; X) —
L*(0, ¢; X), (n={k > 1: Pfy #0}).

Danc ce chapitre, nous obtiendrons donc une généralisation du résultat du chapitre 5. On
pourra regarder cette généralisation comme une version “temps continue” du Théoréme du
§3.3 sur les séries entiéres lacunaires par blocs. Par conséquent, comme dans ce §3.3, nous
changerons le langage en remplacant des sous-espaces du type L*(R,, X') C L*(Ry, X)
par des “produits tensoriels” L? @ M ou M C L?*(0, ¢; X) est un espace de fonctions a
support compact (dont les transformées de Fourier sont des analogues des polynémes dans
le cas du 3.3). Le critére de la cyclicité d'une fonction f € L*(R, X) est donné sous forme
de “rang complé” de transformée de Fourier d'un espace limite M = M(f), ce qui est,
bien stir, pas si efficace comme des critéres en termes des valeurs asymptotiques simples
f(z), x > k, k — oo style du Théoréme 2.2.2. d’autre part, au moins dans le sens direct
des mots, les critéres de ce dernier type ne sont pas possible du tout (voir Exemple ci-
dessous).

Mais avant d’entreprendre cette généralisation il est nécessaire de rappeler certains faits,
en particulier concernant les fonctions analytiques & valeurs opérateurs que nous allons
donner ici sans les preuves (pour plus de détails on peut se référer a [9], chapitre 5). Ce
sera 1’objet de notre premiére partie, introduire et préciser les outils qui nous serviront par
la suite.

6.1 Préliminaires

Soit w: D — C4,




I’application usuelle conforme du disque D sur le demi-plan supérieur
Cy={¢e€C: Im&>0}.

La restriction a la frontiére w|r donne une correspondence bijective entre T \ {1} et R.
L’inverse w™!

3

—1 _.Z'—/L
“ (x)_2x+7;’
a pour Jacobien
2
J = — e R.
@) = 1 @

Donc, 'application U = U,

U, f(z) = (%)W.f(x_i), z €R

m(x+1i T4
est un isomorphisme isométrique (unitaire pour p = 2) de 'espace LP(T) sur I’espace LP(R),
U,: LP(T) — LP(R).

Pour p, 1 < p < oo, U,HP(T) est un sous-espace fermé de LP(R). On a aussi le Théoréme
de Paley-Wiener qui va nous permettre d’exporter vers L?(R,, X) certains Théorémes et
caractérisations des sous-espaces S*-invariants que nous utiliserons. Nous donnons ici la
version scalaire. Mais rappelons d’abord la définition de la transformée de Fourier F et son
inverse F 1,

Ff(z) = \/%—W /Rf(x)@iwz dv, F'f(z) = \/%_W/Rf(x)emz dz,

qui sont des applications unitaires de L*(R ) sur lui-méme.

Théoréme 6.1.1 (Paley- Wiener).
U, H?> = F1LA(R,).

Théoréme 6.1.2 (Laz-Halmos). Soit F un sous-espace vectoriel dans L*(R,, X). Suppo-
sons que S{F C F'' VYt >0 alors,

F = F(Ky) = F(H2(X) © 0H2 (X))

ot 0 : X' — X est une fonction intérieure o gauche et dim X' < dim X.

Définition 6.1.1 On dira que la fonction analytique contractante a valeurs opératorielles
{X,Y, ©(\)} admet un multiple scalaire m(X\), ot m(\) est une fonction analytique sca-
laire #£ 0, lorsqu’il existe une fonction analytique contractante & valeurs opératorielles

{Y, X, 9(\)} telle que
QNN =N 1Ix, ONQN) =Ny, (Al <1).
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Voici une Proposition qui établit une classe simple de fonctions a multiple scalaire en
I'occurence le déterminant d’une fonction matricielle.

Proposition 6.1.1 [9] Dans le cas ou dim X = dimY = n < oo, toute fonction analytique
contractive {X, Y, ©(N)} telle que O(N)™' existe pour du moins un X € D admet comme
multiple scalaire le déterminant d(\) de la matrice ©(N) prise par rapport o deux bases
orthonormales, dans X et dans Y. La matrice de Q(X) est l'adjointe algébrique de celle de

O(\).

Théoréme 6.1.3 [9] Supposons que O(X\) admet un multiple scalaire 6(\) et soient 0;(\)
et 0c(N) les facteurs intérieur et extérieur de §(\).

a) Si ©O(N) est intérieure ou extérieure, elle admet 6;(X) ou do(N) comme multiple scalaire,
selon les cas.

b) Sid(N) est une fonction intérieure ou extérieur, O(N) est aussi intérieure ou extérieur,
selon les cas.

¢) Si ©O(N) est intérieure ou extérieure, elle est intérieure ou extérieure de deux cotés.

Le Corollaire suivant va nous étre particuliérement utile.

Corollaire 6.1.1 [9] Soit {X", X", ¥(\)} une fonction analytique contractante matri-
cielle telle que d(\) = det ¥(\) Z 0. Pour que O(\) soit intérieure ou extérieure, il faut et
il suffit que d(\) soit intérieure ou extérieure, selon les cas.

Enfin, citons ce “Lemme de Complémentation” qui sera nécessaire pour établir la preuve de
la généralisation que 1'on se propose de faire (pour plus de précisons concernant ce Lemme,
se référer a [19] entre autres).

Lemme 6.1.1 Soit X et X' des espaces de Hilbert, X' C X, dim X < oo, et soit &' €
H>(L(X', X)). Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. essinf ¢ € Tmin{||®' ({)x| : ||z|| =1} > 0.

2. Il existe des fonctions © et Q dans H*(L(X)) avec ®|x» = @', ®|xox/ étant une fonction
intérieure a gauche, telle que QP = mlx, ou m est une fonction intérieure scalaire.

6.2 Version vectorielle

Le Lemme suivant constitue la premiére étape pour obtenir une généralisation du Cha-
pitre 5 au cas des fonctions vectorielles.

oo

Lemme 6.2.1 Soit f € L*(Ry, X) et supp(f) C A = U[ak, be] ot A est un systéeme
k=1
lacunaire d’intervalles. On pose pour tout k > 0, fi(z) = f(z + ax), avec supp(fx) C

0, b, — ai] et on suppose que,
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i) sup|by — ag| < ¢ < 0.
k>1

i) (Hj‘t—ZH)kzl est une suite relativement compacte dans L*(0, ¢; X).

Alors, il existe une fonction non nulle g € L*(0, ¢; X) telle que Sig € E pour tout t > 0.

Remarque 6.2.1 En fait, comme dans la preuve du Lemme 2.2.5 pour le cas discret, on
peut démontrer bien plus méme si par la suite ce n’est pas nécessaire. On peut prouver que
la fonction g vérifie

Stg c Eng W t,u>0.

Preuve : C’est exactement le méme raisonnement que dans la premiére partie de la preuve du
Théoréme 5.2.1 avec les modifications mineures techniques, de sorte qu’on remplace les produits
fi(x —aj + ap)hi(x) par des produits scalaires (f;j(z — a; + a), hi(x))x, etc (voir aussi comme
modele, la preuve du Lemme 2.2.5 pour le cas discret). O

Maintenant, nous pouvons procéder de la méme maniére que dans le §3.3 pour le cas
discret. Tout d’abord, nous introduisons I’analogue continu du produit H? ® L du §3.3.
Notamment, soit ¢ > 0 et M un sous-espace de L?(0, ¢, X). Rappelons que nous regardons
tout espace L*(a, b; X) comme sous-espace de L*(R,, X). On pose

L*QM = spanpzr, x)(SeM 1 t>0) = clost(&,X)(Zcpi*mi 2 m; € M, supp(p;) compact),

7

ol ¢; sont des fonctions de L? ou bien de L' (sans aucune influence pour le résultat) et les
sommes sont finies. Avec cette notation, nous avons ’analogue suivant du Corollaire 3.3.1.

Corollaire 6.2.1 Soit f comme dans le Lemme 6.2.1. Alors, il existe un sous-espace fermé
M = M(f) C L*(0, ¢; X) tel que

(a) M(f) # {0}
(¢) SiheL*0,c X) et L>?@h C Ey, alors h € M(f), (“M(f) est mazimal”).

Preuve : En effet, le Lemme 6.2.1 donne 'existence d'un M satisfaisant (a) et (b). D’autre part,
d’apres la définition du "produit® L? @ M, il est clair que si L? @ M, C E¢(a € A), alors

Y

L?@ M C Ef o M = spanrz2(, ¢ x)(Ma : a € A). Dot le résultat. O

le Théoréme suivant contient les autres propriétés du sous-espace L?* @ M(f) C E; du
Corollaire 6.2.1 qui sont liées a la cyclicité éventuelle de f.

Théoréme 6.2.1 Soit f comme dans le Lemme 6.2.1, telle que la suite (fy)r>1 est c.r.c.
dans L*(0, ¢; X) et F = L* ® M(f), le sous-espace de E; défini dans le Corollaire 6.2.1.
Alors,

(i) SiF C F C Ey pour tout t, t > 0.
(ii)) f=g+h ot g€ F et supp(h) est compact.
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(iii) Soit Eypy = spanee,, x)(S;M(f) : t > 0), le sous-espace S;-invariant engendré
par M(f). Alors, Eypy C L? (0 c; X) et

Ey = CZOSLQ(R+,X)(L2 ® M(f) + Eump)),
et les sous-espaces L* @ M(f) et Engy sont de la forme
L2 ® M(f) = F(OHH(Cx, X)), Burgyy = LRy, X) © F(O;H(Cy, X)),

ou, X; C X(i =1, 2), F étant la transformée de Fourier, ©; des fonctions matricielles
intérieures o gauche, ©;(2) : X; — X et Oy est un diviseur a gauche de €'*. Ix.

Preuve : Le (i) est évident par la définition de F.
(7i). C’est un analogue du raisonnement correspondant au Théoréme 3.3.1. Notamment, on observe
d’abord que la somme de toute série

9= Sa,Pr, ok € M,
k>1

convergente dans L?(R,, X) est dans L? ® M. En particulier, c’est le cas pour ¢ = Py fi, ol
f1. sont les fonctions de décomposition lacunaire de f, Py étant la projection orthogonale sur M
dans L?(0, ¢; X). Donc, la fonction

h=f-g=> So Pyt

k>1

est dans Ky, ou M+ = L*(0, ¢; X) © M. 1l est clair que tous les points limites de la suite
(Paso fi/ 1Py fel)k>1 sont dans ML Par conséquent, le support supp(h) est compact (sinon en
utilisant la propriété c.r.c. de (fx)r>1, on applique a nouveau le Lemme 6.2.1 & h et on obtient une
fonction non nulle o € Ey N M+ telle que Syp € E¢ pour tout ¢t > 0; ceci contredit la définition
de M = M(f).

(ii). Il est clair que L? ® M(f) C Ey et Eypy C Ep N L*(0, ¢; X), et donc

closiar,, x)(L* © M(f) + Enp)) C Ey.

Pour montrer 'inclusion inverse, regardons une combinaison finie g = >, Sq, ¢, pr € M. Alors,
pour tout t > 0, on a

Sig=> SiSatk+ > SiSauk= > Si 0Pkt Y Sar—t¥k:

ap <t ap>t ap<t ap>t

ou Zst*—akSOk est dans Ep(s) et ZSak,tgok dans L? @ M(f). Ceci montre que le sous-espace
ap<t ap>t

St-invariant engendré par L? @ M(f) et Ey(gy est dans clospag,  x)(L* @ M(f) + Enypy). Mais

ce sous-espace contient Ey, donc Ey C clospa(r, | x) (L? @ M(f) + En(yy), ce qui montre I'égalité

du ().

Les représentations pour L? @ M(f) et Eyp) découlent du Théoréme de Lax-Halmos et du fait

que l'inclusion

Enpy = L*(Ry, X) © F(0.H(X3)) C L*(0, ¢; X) = L*(Ry, X) & F(e"*H*(X))
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est équivalent a la divisibilité mentionnée dans I’énoncé (voir, par exemple, [19], p.19). O

Nous passons maintenant aux transformées de Fourier de tous les objets, notamment
F=F'f) e H*(C,, X), &r = F1(Ey) = spangc,, x)(Pre " F : £ > 0),
M(f)=F (M(f)) c F L0, ¢; X)) = Ky = H*(Cy, X) ©0H*(Cy, X),

ou 0 = e,

H2 @ M(f) == F HL* @ M(f)) = spang2c.. x)(ePM(f) : t > 0) = ©.H*(Cy, X),
Empy =F HEu) = Ko, := H*(C, X) © 0,H*(Cy, Xs).

Corollaire 6.2.2 Sous les hypothéses du Théoréme 6.2.1 et dans les notations données

ci-dessus, on a
(C:F = CZOSH2((C+7)()(®1H2((C+, Xl) + K@2),

et dim X, = Rang(M(f)), ou
Rang(M(f)) = maz(dim{®(z) : ® € M(f)}: Im(z) > 0).

Preuve : En effet, la premiére formule est la transformée de Fourier de la formule (¢7¢) du Théoréme
6.2.1. La seconde découle de

dim X1 = max(dim{®(z) : ® € ©,H*(C,, X1)},
z

ainsi que de la définition de ©1, spanyzc, x)(€"*M(f): t > 0) = ©1H*(Cy, X1). O

Lemme 6.2.2 Soit f € L?*(R., X) satisfaisant les conditions du Théoréeme 6.2.1, et
supposons que dim X < co. Si Rang(M(f)) = dim X, ou M(f) = FYM(f)), alors
E; = L*Ry, X) (f est cyclique).

Preuve : C’est un analogue continu de la preuve de la suffisance dans (iv) du Théoréme 3.3.1.
Ainsi, lorsque dim X1 = dim X et donc X7 = X, on a

(det ©1)H*(C4, X) C ©,H*(C,, X) C &F.

En utilisant le fait que Ppe & C Ep, t > 0 de méme facon que dans la preuve du Théoréme
3.3.1, on obtient & = H?(C,, X), d’oi le résultat. 0

Théoréme 6.2.2 Soit f € L*(R,, X) satisfaisant les conditions du Théoréeme 6.2.1,
et supposons que dim X < oo. Alors, [ est cyclique pour le semi-groupe (S})i>o0 dans
L*(Ry, X) si et seulement si,

Rang(M(f)) = dim X,
o M(f) = FH(M(f)).
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Preuve : La suffisance est déja démontrée dans le Lemme 6.2.2. Réciproquement, soit f cyclique,
donc
Er = H*(Cy, X) = clospp(c,, x)(01H*(Cy, X1) + Ko,),

d’aprés le Corollaire 6.2.2. En posant = €* et en utilisant Ko, C Kj, on obtient

H?(Cy, X) = PiO(H*(Cy, X)) = clospc,, x)(Pr001H*(Cy, X1)).
Cela entraine que le sous-espace ©1H?(Cy, X1) est (Pre”#);>¢-cyclique dans H?(C4., X).
Supposons maintenant que Rang(M(f)) < dim X. Alors, par le Corollaire 6.2.2, dim X; <
dim X. D’aprés le Lemme de Complémentation 6.1.1, il existe une fonction intérieure (bilaté-

rale), ©(z) : X — X telle que O|x, = O;. Puisque la multiplication par une fonction intérieure
& gauche est une application isométrique, on a que

©,H*(C4, X;) L ©H?*(C,, X),

oit X' = X © X7 # {0} et © = O|xs. Par conséquent, 1 H*(C,, X1) L e®*0'H?(C,, X') pour
tout ¢ > 0, ce qui contredit la cyclicité mentionnée de ©1H?(C,, X1). La contradiction montre

que Rang(M(f)) = dim X. 0

Remarque 6.2.2 Comme dans le cas discret (voir §2.4.), on peut montrer que le sous-
espace S -invariant Eyry étant inclus dans L*(0, ¢; X) admet la représentation de Fourier
de sorte que

By = L*(0, ¢; X) & F(OH?*(X)),

o © est une fonction intérieure au spectre {0}. Cela entraine, aprés le changement de
variable z = (x — i) /(x + 1) et d’aprés le Théoréme de factorisation 2.3.4, que

ot 1 est une mesure matricielle positive. Malheureusement, comme dans le cas discret, cela
ne revient pas a dire que © = exp(%}A) ot A est un opérateur dans X tel que 0 < A < 1.
Dans le cas discret, on a réussit quand méme & aboutir & un critére de cyclicité (un peu plus
transparent qu’ici) parce que dans ce cas-la, ce sous-espace “de défaut” est de dimension

finie.

Nous terminons avec un contre-exemple similaire a I’'exemple a la fin du §3.3.

Exemple : Soit X = C? ay = 2F, b, = 2"+ 2, f = (1, 2) OU 1 = >, gkXa, et
gx des fonctions continues non nulle sur A, = [2% 4+ 1, 2% 4 2] telles que >, |lgrxa, | < o0

et oo = ST
Avec des g; convenables, on peut avoir I'espace M(f) de dimension infinie, mais toujours
du rang Rang(FM(f)) = 1. La fonction f, bien sir, n’est pas cyclique. |
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Résumé

Dans la premiere partie de la these, on va s’intéresser au probleme ouvert de la
cyclicité des séries lacunaires dans H?(X) ou X est un espace de Hilbert séparable, on
obtiendra un critere de cyclicité pour des séries lacunaires d’Hadamard dont la suite des
coefficients de Taylor est compléetement relativement compacte (c.r.c.). Notamment, la
suite (z,),>1 C X est dite c.r.c. si, quelque soit la projection orthogonale P : X — X
la suite normalisée {Pz, /| Pxz,| : Pz, # 0} est relativement compacte. On verra
que cette classe de suites coincident avec toutes les suites lorsque X est de dimension
finie et que pour tout X séparable, il existe des suites c.r.c. qui engendre l'espace X
tout entier. En fait notre résultat permet de démontrer plus puisqu’on va parvenir a
caractériser les sous-espaces S*-invariants engendrés par ce type de séries. Dans cette
description que nous obtiendrons apparait un sous-espace invariant engendré par un
polynome a valeur dans X et que 'on va expliciter en utilisant le langage de fonction
intérieure matricielle. Nous verrons ensuite comment on peut se ramener au cas scalaire
et donner un critere de cyclicité des séries lacunaires pour une puissance quelconque du
shift adjoint ainsi que quelques corollaires annexes. Le cas plus général des séries dont
le spectre est une réunion finie de suites lacunaires sera étudié sur certains exemples
de nature particuliere.

Nous généraliserons aussi ces résultats au polydisque. Dans la seconde partie, nous
étudierons le probleme dans le cas continu en I'occurrence dans l'espace L*(R+) et
pour le semi-groupe de translations a gauche. En utilisant la propriété d’unicellularité
en théorie d’opérateurs intégral de Volterra, nous construirons une classe de fonctions
cycliques pour le semi-groupe de translations a gauche étant un analogue continu des
séries lacunaire de Pespace (2(X).

Mots-clé : Theorie des opérateurs, Shift adjoint, Semi-groupes de shifts adjoints,
Vecteurs cycliques, Séries lacunaires.

Abstract

The first part of this thesis gives a description of invariant subspaces for the back-
ward shift generated by vector valued lacunary series and by a class of lacunary power
series in H?(X), (where X is an Hilbert space). In particular, we show that these series
f in H*(X) are cyclic vectors if and only if the queue of Taylor coefficients f(k;), k>N
generates the whole space X. Analogs of this result are obtained for some functions
whose spectrum is a finite union of lacunary sequences and in the polydisc. In the
scalar case H?, we give the criterion to have cyclicity of lacunary series for any power
of the backward shift.

In the second part, we prove in the vector-valued spaces L?*(R, X) (where X is a finite
dimensional Hilbert space) the cyclicity for the semi-group of left translations of some
particular functions with support included in a lacunary system of intervals.
Keywords : Operator theory, Backward shift, Semi-groups of backward shifts, Cyclic
vectors, Lacunary series.





