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THÈSE

présentée à
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J. ESTERLE Professeur, Université Bordeaux 1 Président

N. NIKOLSKI Professeur, Université Bordeaux 1 Directeur
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E. YOUSSFI Professeur, Université Provence
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Introdu
tionLe sujet de 
ette thèse se situe autour du phénomène de 
y
li
ité pour le shift adjoint.Il s'agit aussi plus généralement de dé
rire les sous-espa
es S∗-invariants engendrés par une
lasse de séries la
unaires et dont l'étude sera faite dans di�érents espa
es, en parti
uliernous 
onsidèrerons le 
as dis
ret et 
ontinu des semi-groupes de shifts adjoints, mais voi
id'abord quelques dé�nitions pour introduire notre sujet.L'espa
e de Hardy H2(X) est l'espa
e des fon
tions f à valeurs dans un espa
e de Hilbert
X qui sont analytiques dans le disque D = {ζ : ζ ∈ C , |ζ | < 1} et telles que,

‖f‖2 := sup
0≤r<1

∫

T

‖f(rζ)‖2
Xdm(ζ) <∞ ,où T = {ζ : |ζ | = 1} est le 
er
le unité et m la mesure de Lebesgue normalisée sur T. Nousé
rirons H2 pour H2(C).Les opérateurs shift S et son adjoint S∗ sont dé�nis sur H2(X) respe
tivement par,

SXf = zf , S∗
Xf =

f − f(0)

z
,

z étant �la variable indépendante� 
'est-à-dire l'appli
ation identité du disque D (où du
er
le T) sur lui-même (z(ζ) ≡ ζ).Pour simpli�er et lorsqu'il n'a pas d'ambiguité possible sur l'espa
e dans lequel 
es opéra-teurs agissent on é
rira S et S∗ pour SX et S∗
X .Il est bien 
onnu (voir [9]) que H2(X) 
oin
ide ave
 l'espa
e ℓ2a(X) des séries entières

f(z) =
∑

n≥0

f̂(n)zn telles que f̂(n) ∈ X et ∑
n≥0

‖f̂(n)‖2

X < ∞ et si une fon
tion g ∈ H2(X)est représentée par la suite de ses 
oe�
ients de Fourier, g = {ĝ(0), ĝ(1), ĝ(2), . . .}, S et
S∗ sont les opérateurs de translation à droite et à gau
he suivants dé�nis par,

S{ĝ(0), ĝ(1), ĝ(2), . . .} = {0, ĝ(0), ĝ(1), . . .}.

S∗{ĝ(0), ĝ(1), ĝ(2), . . .} = {ĝ(1), ĝ(2), ĝ(3), . . .}.Etant donnée une famille de fon
tions F ⊂ H2(X), on 
onsidère le plus petit sous-espa
einvariant par S∗ 
ontenant F noté EF et dé�ni par
EF

def
= span(S∗nf : n ≥ 0, f ∈ F ).3



Une famille de fon
tions F ⊂ H2(X) est dite 
y
lique pour le shift adjoint si
EF = H2(X).Il est utile de remarquer que dans le 
as de la dimension �nie X = Cd on peut représenter

f par ses fon
tions 
oordonnées, f = (fi)1≤i≤d , fi ∈ H2 et que ‖f‖2 =
d∑

1

‖fi‖2.Dans 
e 
as, on peut représenter l'opérateur de translation et son adjoint sous la forme desomme orthogonale des shifts s
alaires,
Sd = S ⊕ . . .⊕ S : H2

d −→ H2
d et S∗

d = S∗ ⊕ . . .⊕ S∗ : H2
d −→ H2

d ,où H2
d = H2 ⊕ . . . ⊕ H2. Ainsi, la 
y
li
ité d'une fon
tion f = (fi)1≤i≤d dans H2(Cd) setraduit par la possibilité "d'approximer simultanément" n'importe quel ensemble (gi)1≤i≤doù gi ∈ H2 , 1 ≤ i ≤ d, 
'est-à-dire, par l'existen
e d'une suite de polyn�mes (pn)n≥1 telleque,

lim
n
pn(S

∗)fi = gi , 1 ≤ i ≤ d.Le "spe
tre de Fourier" (appelé aussi spe
tre des fréquen
es) et par abus de langage spe
tred'une fon
tion f ∈ H2(X) est i
i l'ensemble
σ(f) = σF (f) = {k ≥ 0 : f̂(k) 6= 0}.On dit aussi d'une fon
tion holomorphe sur D qu'elle est σ-spectrale si σ(f) ⊂ σ.Une série la
unaire à la Hadamard est une fon
tion qui peut s'é
rire sous la forme ;

f(z) =
∞∑

k=1

akz
nk , et telle que

nk+1

nk
≥ d > 1 , ∀ k,(d est une 
onstante qui ne depend pas de k) et don
 f est σ-spe
trale pour un σ la
unaire(par Hadamard).Etant donné un ensemble Λ ⊂ N, nous notons

H2
Λ(X) = {f ∈ H2(X) : σ(f) ⊂ Λ}.Dans la première partie de la thèse, on va s'intéresser au problème ouvert de la 
y
li
itédes séries la
unaires dans H2(X) où X est un espa
e de Hilbert séparable, on obtiendra un
ritère de 
y
li
ité pour des séries la
unaires d'Hadamard dont la suite des 
oe�
ients deTaylor est 
omplètement relativement 
ompa
te (
.r.
.). Notamment, la suite (xn)n≥1 ⊂ Xest dite 
.r.
. si, quelque soit la proje
tion orthogonale P : X → X, la suite normali-sée {Pxn/‖Pxn‖ : Pxn 6= 0} est relativement 
ompa
te. On verra que 
ette 
lasse desuites 
oin
ident ave
 toutes les suites lorsque X est de dimension �nie et que pour tout

X séparable, il existe des suites 
.r.
. qui engendre l'espa
e X tout entier. En fait notrerésultat permet de démontrer plus puisqu'on va parvenir à 
ara
tériser les sous-espa
es
S∗-invariants engendrés par 
e type de séries. Dans 
ette des
ription que nous obtiendrons4



apparait un sous-espa
e invariant engendré par un polyn�me à valeur dans X et que l'onva expli
iter en utilisant le langage de fon
tion intérieure matri
ielle. Nous verrons ensuite
omment on peut se ramener au 
as s
alaire et donner un 
ritère de 
y
li
ité des sériesla
unaires pour une puissan
e quel
onque du shift adjoint ainsi que quelques 
orollairesannexes. Le 
as plus général des séries dont le spe
tre est une réunion �nie de suites la
u-naires sera étudié sur 
ertains exemples de nature parti
ulière.Nous généraliserons aussi 
es résultats au polydisque. Dans la se
onde partie, nous étu-dierons le problème dans le 
as 
ontinu en l'o

urren
e dans l'espa
e L2(R+) et pour lesemi-groupe de translations à gau
he. En utilisant la propriété d'uni
ellularité en théoried'opérateurs intégral de Volterra, nous 
onstruirons une 
lasse de fon
tions 
y
liques pourle semi-groupe de translations à gau
he étant un analogue 
ontinu des séries la
unaire del'espa
e ℓ2a(X).Plus pré
isément, le plan et les résultats prin
ipaux de la thèse sont les suivants :1. Le 
hapitre 1 donne un aperçu de la théorie générale et de résultats 
onnus de 
y
li
itépour le shift adjoint dans le 
as s
alaire H2.2. Dans le 
hapitre 2, on introduit la notion de suites 
.r.
. et on dé
rit dans H2(X) où Xest un espa
e de Hilbert les sous-espa
es engendrés par des séries dont le spe
tre Λ ⊂ Nest une suite la
unaire ou bien plus généralement satisfaisant la propriété
sup{card{(i, j) : i 6= j, i, j ∈ Λ, i− j = l} : l ∈ Z} <∞,et dont la suite des 
oe�
ients de Taylor est 
.r.
. On posera 
omme notation,

X∗(f) =
⋂

n≥0

span(f̂(k) : k ≥ n).On va démontrer deux Théorèmes (2.2.1, 2.2.2) prin
ipaux,
• Soit X un espa
e de Hilbert séparable et soit f(z) =

∞∑

k=1

akz
nk ∈ H2(X) une sériela
unaire telle que la suite (ak)k≥1 est 
.r.
., alors

Ef = H2(X∗) ⊕Epoù p est un polyn�me et p = f − PX∗
f .

• Le deuxième Théorème donne le 
ritère de 
y
li
ité suivant sous la 
ondition 
.r.
.pour une fon
tion f ∈ H2
Λ(X) où Λ est une suite la
unaire et ainsi,

f est cyclique⇔ X∗(f) = X.Plus généralement, pour une famille de fon
tion F ⊂ H2
Λ(X) à la pla
e de F = {f}, lesassertions suivantes sont équivalentes.(i) spanX(X∗(f) : f ∈ F ) = X. 5



(ii) F est 
y
lique dans H2(X).Grâ
e à 
e Théorème, on va aussi donner un 
ritère de 
y
li
ité indépendament des
oe�
ients mais lié au spe
tre pour les séries la
unaires dans H2 et 
elà pour n'importequel puissan
e du shift adjoint voire pour toutes simultanément,
• Soit f ∈ H2 une série la
unaire telle que σ(f) = (nk)k≥1 et N un entier naturel nonnul. Les assertions suivantes sont équivalentes :(i) f est S∗N -
y
lique.(ii) ∀ m ≥ 0, ∀ i = 0, . . . , N − 1, ∃ k ≥ m : nk ≡ i (modN).Ainsi, f est S∗N -
y
lique (où N ∈ N) si et seulement si, quelque soit j, 0 ≤ j ≤ N , la
ongruen
e k ≡ j (modN) admet une in�nité de solutions k, k ∈ σ(f).3. Dans le 
hapitre 3, on s'intéresse à des séries dont le spe
tre est la réunion �nie de suitesla
unaires par exemple on obtient le Théorème 3.2.2 qui donne un 
ritère de 
y
li
itépour 
ertaines de 
es séries,
• Soit X un espa
e de Hilbert séparable, Λ = {nk}k≥1 une suite la
unaire in�nie et
{m1, m2, . . . , md} ⊂ Z.Soit f =

{
fi
}

1≤i≤d
∈ H2(Xd) et σ(fi) ⊂ Λ +mi. Supposons que la suite
(f̂1(k +m1), f̂2(k +m2), . . . , f̂d(k +md)))k≥0est 
.r.
. dans Xd, alors

f cyclique⇔ span
(




f̂1(k +m1)

f̂2(k +m2)...
f̂d(k +md)


 : k ≥ N

)
= Xd ∀N ≥ 0.Dans le 
as d'une fon
tion f ∈ H2(X) dont le spe
tre de Fourier est de type ∪k≥1[nk, nk+

N ] où (nk)k≥1 est une suite la
unaire, on met en éviden
e l'existen
e d'un sous-espa
enon réduit à {0}, L ⊂ PN(X) (où PN(X) est l'ensemble des polyn�me de degré N) etlorsque dimX < ∞, on donne une 
ondition né
essaire et su�sante pour que f soit
y
lique. On montre que f est 
y
lique si et seulement L a le rang maximal dans X, i.e.
dimX = r := max

|z|<1
dim(p(z) : p ∈ L).4. Le 
hapitre 4 est une généralisation de notre résultat de 
y
li
ité pour H2(Dn, X) où Xest un espa
e de Hilbert séparable. Notamment 
et espa
e peut se dé�nir en languagedes séries entières à 
oe�
ients dans ℓ2(Zn

+, X) de la manière suivante,
H2(Dn, X) = {f(z) =

∑

α∈Zn
+

f̂(α)zα, f̂(α) ∈ X,
∑

α≥0

‖f̂(α)‖2
X <∞}.6



Nous traitons i
i le 
as du bidisque H2(D2, X). Soit Λ = {αj}j≥1 une suite �la
unaire�dans Z2
+ dans le sens que

sup{card{(i, j) : i 6= j, β = αi − αj} : β ∈ Z
2} <∞,et telle que αj = (α1

j , α
2
j ), lim

j→∞
(α1

j+1−α1
j ) = lim

j→∞
(α2

j+1−α2
j ) = +∞. Soit f ∈ H2

Λ(D2, X)telle que la famille {f̂(α) : α ∈ Z2
+} est 
.r.
. Alors f est 
y
lique pour le semi-groupe

{S∗α = S∗α1

1 S∗α2

2 : α ∈ Z2
+}, 
'est-à-dire

Ef := span(S∗αf : α ∈ Z
2
+) = H2(D2, X),si et seulement si X∗(f) = X où

X∗(f) =
⋂

n≥1

span(f̂(αj) : j ≥ n).5. En�n, dans les 
hapitre 5 et 6, on étudie la 
y
li
ité de 
ertaines fon
tions pour lesemi-groupe 
ontinu de shifts adjoints et on obtient des résultats dans L2(R+) et plusgénéralement dans L2(R+, X) où X est un espa
e de Hilbert de dimension �nie.Pour 
elà, on va introduire une dé�nition sur les intervalles dans R+. On dira qu'uneréunion dénombrable d'intervalles disjoints Λ =
∞⋃

k=1

[ak, bk] est un système d'intervallessi elle véri�e les 
onditions suivantes :i) ak < bk < ak+1 ∀ k ≥ 1.ii) sup
k≥1

bk
ak+1

< 1.On prouve le Théorème 5.2.1 suivant,
• Soit f ∈ L2(R+) et supp(f) ⊂ Λ où ([ak, bk])k≥1 est un système la
unaire d'intervallestels que,i) c = sup

k≥1
|bk − ak| <∞.ii) La suite (fk)k≥1 où fk(t) = f(t+ ak), 0 ≤ t ≤ c est 
.r.
. dans L2(0, c; X).Alors, f est 
y
lique dans L2(R+).Une généralisation du Théorème pré
édent peut être obtenue dans le 
as de la dimension�nie. Le Théorème 6.2.2 nous permet d'avoir un 
ritère de 
y
li
ité pour des fon
tionsdans L2(R+, X) véri�ant les 
onditions (i), (ii) pré
édentes. On mettra d'abord enéviden
e l'existen
e d'un sous-espa
e non vide M 6= {0} dans L2(0, c, X) véri�ant

L2 ⊗M(f) ⊂ Ef .Et en posant,
M(f) = F−1(M(f)),7



où F est la transformée de Fourier et si
Rang(M(f)) := max(dim{Φ(z) : Φ ∈ M(f)} : Im(z) > 0).On obtient le résultat suivant,Soit f ∈ L2(R+, X) satisfaisant les 
onditions du Théorème 6.2.1, et supposons que

dimX < ∞. Alors, f est 
y
lique pour le semi-groupe (S∗
t )t≥0 dans L2(R+, X) si etseulement si,

Rang(M(f)) = dimX.

∗ ∗A�n de terminer 
ette introdu
tion, nous donnons quelques lignes en plaçant le problèmedes ve
teurs 
y
liques dans un 
adre plus général. Notamment, le problème de 
y
li
itépour un opérateur T dans un espa
e de Hilbert est lié à 
elui de l'existen
e de sous-espa
es
T -invariants non-triviaux. Plus pré
isément, il existe un sous-espa
e T -invariant non trivialsi et seulement s'il existe un ve
teur x 6= 0 qui n'est pas 
y
lique. L'étude des sous-espa
esinvariants trouvent sa légitimité dans l'intérêt de 
omprendre la stru
ture des opérateursainsi que dans la théorie de l'approximation. En 
e qui 
on
erne l'opérateur shift, 
'est A.Beurling qui dans son 
élèbre arti
le [4℄ donne la des
ription des sous-espa
es S-invariantset S-
y
liques dans l'espa
e de Hardy H2 ; tous les sous-espa
es S-invariants sont de laforme ΘH2 où Θ est une fon
tion intérieure. De plus f ∈ H2 est S-
y
lique si et seulementsi f est une fon
tion extérieure. En fait, 
e dernier résultat est d'abord dû à V. Smirnov en
1928 [32℄. D'autres auteurs explorent les stru
tures des ve
teurs S-
y
liques dans les espa
esde Bergman, Diri
hlet, et
 (voir [31℄, [6℄, [16℄). La 
ara
térisation des ve
teurs S∗-
y
liquesa été donné par R. Douglas, H. Shapiro et A. Shields [8℄ en termes de pseudoprolongement ;dans H2 la non-
y
li
ité pour le shift adjoint d'une fon
tion se traduit exa
tement par lapropriété de pseudo-prolongement que nous expli
iterons plus tard. Pour les ve
teurs S∗-
y
liques dans les autres espa
es il n'y a que des résultats partiels (voir [14℄, [25℄, [28℄,[34℄, [35℄). Une autre appro
he intéressante de la 
y
li
ité 
onsiste à étudier les ve
teurshyper
y
liques en parti
ulier, pour l'opérateur du shift à gau
he. Cette appro
he est lié ausujet plus moderne des "semi-groupes 
haotiques" (voir [11℄). Parmi les autres liens, il y aun problème 
onnu d'analyse harmonique et 
omplexe : les fon
tions moyennes-périodiquesne sont autres que les ve
teurs non-
y
liques du groupe de translations (voir [25℄, [12℄, [13℄,[5℄). Con
ernant la 
y
li
ité des séries la
unaires, mentionnons l'importante 
ontributiond'E. Abakumov [1] qui en fait l'étude dans des espa
es de séries entières non-pondéréset pondérés et qui montre les liens entre le spe
tre des fréquen
es d'une fon
tion f etsa 
apa
ité d'approximation dans le sens que span(S∗nf, n ≥ 0) = ℓpa(wk). Au delà duproblème de la 
y
li
ité pour le shift adjoint et pour souligner l'intérêt de se pla
er dansle 
adre plus large de l'espa
e de Hardy H2 à valeurs ve
torielles, il y a la 
onne
tionave
 di�érents problèmes et domaines d'études. Par exemple, la restri
tion de S∗|K de
S∗ à ses sous-espa
es invariants K, (K ⊂ H2(X), 1 ≤ dimX ≤ ∞) 
ara
térise (à uneéquivalen
e unitaire près) la 
lasse de toutes les 
ontra
tions linéaires T, (‖T‖ ≤ 1) tellesque lim

∞
T nx = 0 (
f. à [9℄, [19℄ sur le sujet). En parti
ulier aussi la possibilité de dé
rire8



EF := span(S∗nF : n ≥ 0) en fon
tion de F ⊂ H2(X) permet de 
al
uler la multipli
itéspe
trale µT d'un opérateur T : H −→ H de la 
lasse mentionnée 
i-dessus (µT :=
min{dimF : span(T nF : n ≥ 0) = H}. En terme de modèle fon
tionnel des 
ontra
tionsle 
as ve
toriel où dimX < ∞ 
orrespond aux opérateurs tels que rang(I − TT ∗) ≤
rang(I − T ∗T ) <∞, d'autres 
ara
téristiques plus subtiles d'opérateurs qui dépendent dela des
ription des sous-espa
es 
y
liques se ren
ontrent dans 
ertains problèmes dans lathéorie du 
ontr�le (voir [22℄ où d'autres référen
es sont également données).
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Chapitre 1Un bref aperçu des résultats sur la
y
li
ité pour le shift adjoint dans H2

1.1 La notion de pseudo
ontinuationLorsqu'on se pla
e dans le 
adre des espa
es de Hardy, toute fon
tion f ∈ Hp, p > 0peut se fa
toriser en un produit de Blas
hke et une fon
tion g ∈ Hp sans zéros dans Dmais il existe aussi une fa
torisation plus subtile qui revient souvent, très 
onnue pour desfon
tions dans 
e type d'espa
es et fort utile en parti
ulier 
omme nous le verrons par lasuite 
on
ernant la 
y
li
ité d'une fon
tion pour le shift adjoint.Dé�nition 1.1.1 Une fon
tion θ ∈ H2 est une fon
tion intérieure si θ ∈ H∞ et si |θ| = 1p.p sur T.Théorème 1.1.1 [30] Soit c une 
onstante telle que |c| = 1, B un produit de Blas
hke , µune mesure de Borel positive et �nie sur T, singulière par rapport à la mesure de Lebesgue.On pose
f i(z) = cB(z)exp

{
−
∫ Π

−Π

eit + z

eit − z
dµ(t)

}
(z ∈ D)La fon
tion f i est une fon
tion intérieure et toute fon
tion intérieure peut s'obtenir de
ette façon.Dé�nition 1.1.2 Soit ϕ une fon
tion mesurable positive sur T telle que log ϕ ∈ L1(T) et

c une 
onstante telle que |c| = 1. Pour tout z ∈ D on pose
f e(z) = c exp

{
− 1

2Π

∫ Π

−Π

eit + z

eit − z
log ϕ(eit) dt

}La fon
tion f e est dite fon
tion extérieure.
11



Théorème 1.1.2 [30] Supposons 0 < p ≤ ∞, f ∈ Hp sans être la fon
tion identiquementnulle. On a log |f ∗| ∈ L1(T) (f ∗ désigne la fon
tion obtenue à partir des limites radialesde f), la fon
tion extérieure
f e(z) = c exp

{
− 1

2Π

∫ Π

−Π

eit + z

eit − z
log |f ∗(eit)| dt

}appartient à Hp et il existe une fon
tion intérieure f i telle que
f = f if e.De plus

log |f(0)| ≤ 1

2Π

∫ Π

−Π

log |f ∗(eit)|dt.Les fon
tions f i et f e sont respe
tivement appelées les fa
teurs intérieur et extérieur de f ;
f e ne dépend que des valeurs frontières de |f |.Le Théorème de Beurling (voir [4]) permet de 
ara
tériser les sous-espa
es S∗-invariants parla représentation 
anonique suivante qui en dé
oule K = H2 ⊖ ΘH2 où Θ est une fon
tionintérieure. Mais il est assez di�
ile de tirer de l'information à partir de 
ette é
riture.Heureusement, il y a un travail remarquable et profond qui a été fait par R. Douglas, H.Shapiro et A. Shields (voir [8]) pour donner une des
ription plus détaillée des sous-espa
es
S∗-invariants.Dé�nition 1.1.3 Une fon
tion méromorphe dite de type ou de 
ara
téristique bornéeest une fon
tion de la forme f/g, ave
 f, g ∈ H∞. L'ensemble de 
es fon
tions est
la classe deNevanlinna notée Nev.Dé�nition 1.1.4 Soit f ∈ H2, une fon
tion méromorphe ∼

f dé�nie sur Ĉ \ D est unpseudoprolongement de f si ∼

f est une fon
tion de type borné au sens de Nevanlinna et si
∼

f (ζ) = f(ζ) p.p ζ, ζ ∈ T.Le Lemme suivant donne une des
ription élémentaire des sous-espa
es S∗-invariants et joueun r�le important dans la preuve du Théorème qui va suivre.Lemme 1.1.1 Si Θ est une fon
tion intérieure alors
H2

⊖ ΘH2 = H2 ∩ zΘH2.La notion de pseudoprolongement que l'on vient de voir va se révéler très e�
a
e pourdé
rire les ve
teurs 
y
liques pour le shift adjoint S∗, si on dé�nit C 
omme l'ensemble de
es ve
teurs et N = H2 \ C, on a le Théorème fondamental suivant,Théorème 1.1.3 [8] Soit f ∈ H2. Les propositons suivantes sont équivalentes.1. f ∈ N . 12



2. f admet un pseudoprolongement.Il est 
lair que toute fon
tion intérieure Θ admet un pseudoprolongement ∼

Θ en raison duprin
ipe de ré�e
tion
∼

Θ (ζ) = 1 \ Θ(1 \ ζ), |ζ | > 1.Ainsi une fon
tion intérieure dans H2 n'est pas 
y
lique pour le shift adjoint et f ∈ H2n'est pas 
y
lique si et seulement si f ∈ H2 ⊖ ϑH2 pour une fon
tion intérieure ϑ.Rappelons aussi quelques propriétés de l'opération de pseudoprolongement qui sont des
onséquen
es triviales liées à la 
lasse de Nevanlinna et qui mérite d'être énon
ées vu leurapport dans l'étude des ve
teurs 
y
liques,i) uni
ité : si ∼

f existe et si ∼

f≡ 0 alors f ≡ 0 ;ii) linéarité : si ∼

f et ∼
g existent alors (λf + µg)∼ = λ

∼

f +µ
∼
g ;iii) permanen
e : si ∼

f existe et si f admet un prolongement analytique (au sens usuel) enun point ζ, |ζ | = 1, 
e prolongement 
oin
ide ave
 ∼

f ;iv) stabilité pour la multipli
ation : si ∼

f et ∼
g existent et si fg ∈ H2 alors (fg)∼ =

∼

f
∼
g.De nombreux résultats dérivent du Théorème 1.1.3 (se référer à [8]), en voi
i un bref aperçu
e ne sont pas for
ément les plus intéressants mais ils parti
ipent à bien dé�nir et à mieux
omprendre le 
ontexte du problème de la 
y
li
ité.- N est un sous-espa
e linéaire ; N + C ⊂ C; PA ⊂ N, C 6= ∅; clos C = H2; S∗C ⊂ C.- Dans la fa
torisation f = f ef i d'une fon
tion f ∈ H2 en produit de deux fon
tionsintérieure et extérieure, seul le fa
teur extérieure est responsable de la 
y
li
té de f pourle shift adjoint i.e.,

f ∈ N ⇔ f e ∈ N.- Si f ∈ H2 est telle que lim+∞|f̂(n)|1\n < 1 alors soit f est 
y
lique soit f est une fon
tionrationnelle.- Si on perturbe une fon
tion de 
e dernier type en lui ajoutant une série la
unaire, E.Abakumov montre dans [1] que 
e résultat reste véri�é.1.2 Cy
li
ité et la
unaritéL'étude de la 
y
li
ité des séries la
unaires pour le shift adjoint a été entreprise à l'aidede deux appro
hes par R. Douglas, H. Shapiro et A. Shields en 1970 dans un arti
le (voir
[8]) qui deviendra une référen
e en matière de 
y
li
ité pour le shift adjoint et sour
ed'inspiration pour plusieurs auteurs. La première de 
es appro
hes se base sur la notionde pseudoprolongement et en utilisant 
ertaines propriétés aritmétiques du spe
tre desfréquen
es de la série 
onsidéré. Elle leur permet d'obtenir un résultat partiel de 
y
li
itéau sens qu'il n'est obtenu que pour 
ertaines séries la
unaires spé
i�ques. En l'o

uren
e,si f(z) =

∞∑

k=0

akz
2k ∈ H2 et si ak 6= 0 pour une in�nité de k alors f est 
y
lique. Don
 la13




y
li
ité d'une série dans H2 est a
quise lorsque le spe
tre est in�ni et 
ontenu dans unensemble de type E = {2k : k ≥ 0}. L'avantage de 
ette appro
he qui sera développée plustard par d'autres auteurs est qu'elle peut s'appliquer ave
 su

ès pour des ensembles moinsdenses que les ensembles la
unaires à savoir pour l'un des plus beaux résultats dans ledomaine (voir [2]) E = {n2 +m2 : n, m ∈ Z} ou en
ore E = {pn : n ∈ N} où {pn}n∈N estla suite des nombres premiers. Son in
onvénient est que 
ette méthode semble di�
ilementgénéralisable à des ensembles la
unaires quel
onques (pour plus de pré
ision voir [15℄ quiexploite la notion de pseudoprolongement pour 
ertains ensembles la
unaires).La se
onde appro
he est de travailler ave
 les 
oe�
ients de Fourier et de 
onsidérer lesliens entre le "spe
tre" des fréquen
es d'une fon
tion f ∈ H2 et sa 
apa
ité d'approximerl'ensemble tout entier par des 
ombinaisons linéaires des séries de Taylors "restantes"
S∗nf(z) =

∑

k≥0

f̂(k + n)zk. Cette te
hnique repose sur l'utilisation d'une propriété véri�éepar les ensembles la
unaires Λ qui est la suivante,
sup
I∈N

card
{
(m, n) ∈ Λ2 : m 6= n, m− n = I

}
<∞.Ainsi, R. Douglas, H. Shapiro et A. Shields démontrent qu'une série la
unaire qui n'est pasun polyn�me est 
y
lique dans H2,Théorème 1.2.1 [8] Soit (nk)k≥1 une suite la
unaire dans N. Si ak 6= 0 pour une in�nitéde k et si ∞∑

k=1

|ak|2 <∞, alors f(z) =

∞∑

k=1

akz
nk est 
y
lique.Ce fait se ressemble ave
 le Théorème de Fabry des la
unes qui énon
e l'impossibilité deprolonger de manière analytique sur un point de la frontière de son disque de 
onvergen
eune fon
tion dont le spe
tre des fréquen
e est in�nie et à densité basse. Notons aussi qu'iln'y a pas de preuve dire
te 
'est à dire sans utiliser l'opérateur de translation et les ve
teurs
y
liques pour montrer qu'une série la
unaire dans un espa
e de Hardy n'admet pas depseudoprolongement. E. Abakumov dans son arti
le [1] prouve par la suite que le Théorème1.2.1 reste véri�é sous l'hypothèse plus faible où le spe
tre de la série est la réunion d'unnombre �ni de suites la
unaires et montre aussi dans le 
adre plus général des espa
es

ℓpa = {f(z) =
∞∑

k=0

f̂(k)zk :
∞∑

k=0

|f̂(k)|p < ∞}, 1 ≤ p < ∞, p 6= 2 que la 
y
li
ité des sériesla
unaires n'est pas un fait universel mais par 
ontre dépend d'une façon quantitative de lamétrique de l'espa
e et de la rapidité de dé
roissan
e spé
i�que des 
oe�
ients de Taylor
{|f̂(k)|, k ∈ σ(f)}. Pour illustrer 
ela, voi
i un de ses résultats.Théorème 1.2.2 [1]1. Soit 2 ≤ p ≤ ∞. Si f ∈ ℓpa est telle que σ(f) est une réunion �nie de suites la
unairesD'Hadamard, alors f est 
y
lique dans ℓpa.2. Soit 1 ≤ p < 2. Alors il existe dans ℓpa des séries la
unaires d'Hadamard qui ne sont pas
y
liques. 14



Evoquons aussi un résultat remarquable obtenu par la suite par A. B. Aleksandrov [3] quiutilise une appro
he di�érente qui lui permet de se pla
er dans un 
adre plus large enl'o

uren
e les ensembles Λ(1) qui 
ontiennent don
 les ensembles la
unaires, les réunions�nies d'ensembles la
unaires et même les ensembles de Sidon. Plus exa
tement un en-semble Λ(p), 0 < p < ∞ est un sous-ensemble E de Z+ tel que pour un (et don
 pourtout) q ∈ (0, p), toute fon
tion de Hq et dont le spe
tre est in
lus dans E est dans Hp.Notons que Λ(1) ⊂ Λ(p) ∀ p > 1 et ainsi tout ensemble Λ(1) est un ensemble Λ(p) ∀ p > 1.Aleksandrov établit dans son arti
le le fait suivant. Soit E ⊂ Z+ un ensemble Λ(1) et fune fon
tion holomorphe et de type bornée dans D ; si de plus f est E-spe
trale et pseu-doprolongeable, alors f est un polyn�me. Ce qui permet de prouver la 
y
li
ité de sériesdans Hp à spe
tre in
lu dans un ensemble Λ(1).Qu'en est-il de la 
y
li
ité des séries la
unaires lorsqu'on se pla
e dans le 
adre plus gé-néral de l'espa
e de Hardy H2(X) à valeurs dans un espa
e de Hilbet séparable X. Dans
et espa
e, la notion de pseudo-prolongement des fon
tions ne traduit plus la non-
y
li
itéaussi dire
tement que dans le 
as s
alaire 
omme le prouve l'arti
le [24℄ de N. K. Nikolskiiet V. I. Vasyunin où ils montrent que si des fon
tions dans H2(Cd) sont non 
y
liques, ellespeuvent l'être "à di�érents degrés". Ainsi, 
es auteurs introduisent et étudient une 
lassi�-
ation des fon
tions dans H2(Cd) selon leur degré de 
y
li
ité pour analyser le phénomènede 
y
li
ité dans le 
as ve
toriel.C'est pourquoi il semble préférable de privilégier pour étudier la 
y
li
ité des séries la
u-naires dans le 
as ve
toriel la deuxième appro
he qui se fait par les 
oe�
ients de Fourieret 
'est don
 
ette dire
tion qui sera explorée dans la pro
haine se
tion.
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Chapitre 2Séries la
unaires
2.1 Suites 
omplètement relativement 
ompa
tesDé�nition 2.1.1 Soit X un espa
e de Hilbert.Une suite (ak)k≥0 d'éléments dans X est dite 
omplètement relativement 
ompa
te (
.r.
.)si pour toute proje
tion orthogonale P : X → X et pour
η = {k ≥ 0 : Pak 6= 0} la suite ( Pak

‖Pak‖

)
k∈η

est relativement 
ompa
te dans X.Remarque 2.1.1 Il est 
lair que dans un espa
e de dimension �nie, toute suite est 
.r.
.Nous allons voir dans le Lemme suivant que même dans le 
adre plus général des espa
es deHilbert de dimension in�nie, il existe des suites 
.r.
. qui engendrent l'espa
e tout entier.Lemme 2.1.1 Pour tout espa
e de Bana
h séparable X, il existe une suite (ak)k≥0, ak ∈ Xtelle que1) span(ak : k ∈ A) = X pour tout ensemble in�ni A ⊂ N.2) Pour tout opérateur linéaire 
ontinue T : X → X,
( Tak
‖Tak‖

)
k∈η

, η = {k ≥ 0 : Tak 6= 0}est relativement 
ompa
te dans X.Preuve : Soit une suite d'éléments normalisés (xk)k≥1 ⊂ X telle que span(xk : k ≥ 1) = X etposons,
ak =

∑

j≥0

λjkxj ;

{ λk ∈ C∗

|λk| < 1, λi 6= λj , i 6= j
lim

k→+∞
λk = 0.Don
 ak = f(λk) ∀ k ≥ 1 où f(z) =

∑

j≥1

zjxj est holomorphe dans D à valeurs dans X.Montrons que la suite (ak)k∈A engendre X. Pour 
elà, 
onsidérons ϕ ∈ X∗ telle que,
ϕ(ak) = 0, ∀ k ∈ A.17



Il faut prouver que ϕ s'annule sur X tout entier. Soit
ψ : z 7→ ϕ(f(z)) =

∑

j≥1

zjϕ(xj)une fon
tion holomorphe telle que,
ψ(λk) = ϕ(f(λk) = ϕ(ak) = 0, ∀ k ∈ A.Notons que la suite (λj)j≥1 de 
omplexes deux à deux distin
ts 
onverge vers 0 et 
'est une suitede zéros pour la fon
tion ψ qui est holomorphe dans le disque don
 d'après le prin
ipe des zérosisolés ψ ≡ 0. Par 
onséquent ses 
oe�
ients de Taylor sont nuls et ainsi,

ϕ(xj) = 0, ∀ j ≥ 1.La famille (xj)j≥1 est dense dans X don
 on a bien ϕ ≡ 0.Prouvons maintenant la deuxième partie du Lemme, soit T ∈ L(X), un opérateur linéaire et
ontinu alors,
Tak = Tf(λk) = T (

∑

j≥1

λjkxj) =
∑

j≥1

λjkTxj.Si T = 0, la propriété est évidente. Si T 6= 0, il existe j ≥ 1 tel que Txj 6= 0X . On pose,
m = min{j : Txj 6= 0}et Tak =

∑

j≥m

λjkTxj = λmk Txm+
∑

j>m

λjkTxj = λmk (Txm+o(1)) lorsque k → ∞ 
ar la suite (λk)k≥1
onverge vers 0. De plus la 
ontinuité de la norme nous permet d'avoir,
‖Tak‖ = |λmk |

(
‖Txm‖ + o(1)

)
, k → ∞.Par 
onséquent,

Tak
‖Tak‖

=
λmk (Txm + o(1))

|λmk |
(
‖Txm‖ + o(1)

) , k → ∞,D'où le résultat. 2Remarquons que si de plus ∀ k, λk > 0, la suite ( Tak

‖Tak‖

)
k≥1

admet une limite.Cette dé�nition des suites 
.r.
. va permettre de prouver des résultats dans l'espa
e deHardy H2(X) où X est un espa
e de Hilbert séparable tout en englobant 
omplètement le
as de la dimension �nie (dimX < ∞) grâ
e à la remarque 1 pré
édente. D'autre part leLemme 2.1.1 montre que dans le 
as où la dimension de X est in�nie les suites 
.r.
. ne seréduisent pas au 
as de la dimension �nie.2.2 Sous-espa
es S∗-invariants engendrés par une sériela
unaire et 
y
li
itéDans 
ette partie nous allons dé
rire les sous-espa
es S∗-invariants engendrés par 
er-taines séries la
unaires, à valeurs dans un espa
e de Hilbert séparableX 
e qui va permettre18



de donner un 
ritère expli
ite de 
y
li
ité pour 
es séries, et en parti
ulier pour le 
as où
dimX <∞. Il s'agit en 
e qui nous 
on
erne de se pla
er dans H2(X), de 
onsidérer unesérie la
unaire f dont les 
oe�
ients de Taylor forment une suite 
.r.
. et d'étudier le pluspetit sous-espa
es S∗-invariant 
ontenant f en l'o

uren
e span(S∗nf : n ≥ 0). Nous 
om-men
erons par la 
ondition né
essaire de 
y
li
ité valable pour toute famille F ⊂ H2(X)Lemme 2.2.1 Soit F ⊂ H2(X) et EF = span(S∗nF : n ≥ 0). Si F est 
y
lique alors

X∗(F ) = X,où X∗(F ) = ∩m≥0span(f̂(k) : k ≥ m, f ∈ F ).Preuve : Supposons que X∗(F ) 6= X. Alors, il existe m ≥ 0 tel que
Xm := spanX(f̂(k) : k ≥ m, f ∈ F ) 6= X.Mais ∀ f ∈ F , on a S∗mf ∈ H2(Xm) don
 ∀ g ∈ EF , nous aurons S∗mg ∈ H2(Xm). Par
onséquent ; ∀ g ∈ EF on é
rit g = p + h, h ∈ H2(Xm), deg(p) ≤ m − 1, et il est 
lair que

EF 6= H2(X) d'où la 
ontradi
tion. 2Ce Lemme présente une 
ondition né
essaire quand à la 
y
li
ité d'une fon
tion dans
H2(X). Ces 
hapitres et les suivants sont 
onsa
rés à amener les 
as parti
uliers (lié à lala
unarité) où 
ette 
ondition est su�sante. Remarquons d'abord que dans le 
as général
'est à dire sans au
une 
ondition sur le spe
tre σ(f), f ∈ H2(X) la 
ondition X∗(f) = Xn'est bien sûr pas su�sante. Notons que si F ⊂ H2(X) est 
y
lique dans H2(X) et si P :
X → X est une proje
tion dans X alors PF = {Pf : f ∈ F} où Pf(z) = Pf(z), z ∈ Dest 
y
lique dans H2(PX).Rappelons que pour n = 1 on a vu dans le 
hapitre pré
édente qu'une fon
tion intérieuredans H2 n'est pas 
y
lique.Si n = 2 on se donne dans H2 une fon
tion g1(z) =

∞∑

k=0

ĝ1(k)z
k intérieure s
alaire impaire(par exemple si I est une fon
tion intérieur on pose g1 = zI(z2) et g2 une fon
tion pairearbitraire tels que g1, g2 ne sont pas des polyn�mes et soit, f =

(
g1

g2

) alors
span(f̂(k) : k ≥ m) ⊃

(( ĝ1(2k + 1)
0

)
;

(
0

ĝ2(2k)

)
: k ≥ m

)
= C

2,don
 X∗(f) = C2. Mais la proje
tion sur la première 
omposante Pf = (g1, 0) n'est pas
y
lique dans H2(C ⊕ {0}), don
 f n'est pas 
y
lique dans H2(C2).Une 
onstru
tion similaire amène un exemple dans H2(X) quelque soit X, dimX > 1.Plus généralement, étant donné une fon
tion f de H2(X), la 
y
li
ité des fon
tions 
oor-données fj par rapport à une base orthonormée (ej)j≥0, ie. f =
∑

j≥0

fj . ej est né
essaire àla 
y
li
ité de f , mais 
ette 
y
li
ité des fon
tions 
oordonnées fj n'est pas su�sante. Il19



faut en plus une 
ertaine "indépenden
e" pour obtenir la 
y
li
ité de f . Par exemple, lafon
tion
f =

(
f1

f2

)n'est pas 
y
lique si f1, f2 ne sont pas 
y
liques ou f1 est 
y
lique et f2 n'est pas 
y
liqueou en
ore f1 = f2 est 
y
lique.Soit,
f(z) =

∞∑

k=1

akz
nkune série la
unaire dans H2(X) où X est un espa
e de Hilbert séparable, on adapte pour
ette fon
tion les notations déjà introduites pour des familles F ⊂ H2(X), en adressant
es dé�nitions à la famille F = {f}, f ∈ H2(X).Notation :

Ef = spanH2(X)(S
∗nf : n ≥ 0).

X∗(f) =
⋂

n≥0

spanX(f̂(k) : k ≥ n).

X∞(f) = spanX
(
F sous espace vectoriel ferme deX : H2(F ) ⊂ ES∗Nf ∀N ≥ 0

)
.Par la suite, lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité possible sur la fon
tion f 
onsidérée, oné
rira X∗ et X∞ respe
tivement pour X∗(f) et X∞(f) a�n d'alléger les notations.Voi
i les Théorèmes que l'on va prouver dans 
ette se
tion et qui nous renseigne sur lanature des sous-espa
es S∗-invariants engendrés par une série la
unaire. Le Théorème 2.2.1indique que 
eux-
i se partagent en deux sous-espa
es supplémentaires, l'un est doublementinvariant (un espa
e est dit doublement invariant s'il est invariant pour l'opérateur S etson adjoint S∗) et l'autre est un sous-espa
e S∗-invariant de dimension �nie engendré parun polyn�me.Théorème 2.2.1 Soit X un espa
e de Hilbert séparable et soit f(z) =

∞∑

k=1

akz
nk ∈ H2(X)une série la
unaire telle que la suite (ak)k≥1 est 
.r.
., alors

Ef = H2(X∗) ⊕ Epoù p est un polyn�me et p = f − PX∗
f .Soit Λ ⊂ N une suite d'entiers. On rappelle la notation suivante

H2
Λ(X) := {f ∈ H2(X) : σ(f) ⊂ Λ}.On a le Théorème suivant de 
y
li
ité pour les séries la
unaires 
.r.
.20



Théorème 2.2.2 Soit X un espa
e de Hilbert séparable, Λ ⊂ N une suite la
unaire, Fune famille de fon
tions dans H2
Λ(X) telle que ∀ f ∈ F, (f̂(k))k≥0 est une suite 
.r.
. dans

X.Les assertions suivantes sont équivalentes.(i) spanX(X∗(f) : f ∈ F ) = X.(ii) F est 
y
lique dans H2(X).Remarque 2.2.1 L'impli
ation (ii) ⇒ (iii) 
omme nous l'avons déjà vu reste 
orre
tequelque soit F ⊂ H2(X) (voir Lemme 2.2.1).Une 
onséquen
e immédiate du Théorème 2.2.2 lorsque la famille F se réduit à une fon
tion,
F = {f} est de donner un 
ritère de 
y
li
ité, en l'o

uren
e,Corollaire 2.2.1 Soit f 
omme dans le Théorème 2.2.2,

f est cyclique⇔ X∗(f) = X.Les Lemmes 2.2.2-2.2.4 
i-dessous rappellent quelques faits 
onnus sur des suites et desséries numériques et qui seront utiles par la suite. Nous donnerons i
i leurs preuves pourêtre plus 
omplet dans notre présentation.Lemme 2.2.2 Si (nk)k≥1 est une suite la
unaire de nombres entiers tels que
nk+1 ≥ d.nk ∀k ≥ 1,pour un d > 1, alors il existe un nombre M tel que pour tout nombre entier N il ne peuty avoir plus de M représentations de la forme N = nj − nk.Preuve : Prenons M tel que dM−1(d − 1) ≥ 1. Si N est donné, soit i le premier entier tel que

ni > N . Il su�t de monter que si N = nj − nk alors i ≤ j < i + M . La première inégalité esttriviale. Pour la se
onde si j ≥ i+M alors
nj − nk ≥ nj − nj−1 ≥ (d− 1)nj−1 ≥ (d− 1)dM−1ni > N.

2Lemme 2.2.3 Soit une suite (bn)n≥1 telle que pour tout n ≥ 0, bn ≥ 0 et ∞∑

n=0

bn <∞.Si (nk)k≥0 est une suite la
unaire, alors
∞∑

k=1

∑

j>k

bnj−nk
<∞.21



Preuve : Par le Lemme pré
édent on en déduit que 
ette série est majorée par M ∞∑

n=0

bn. 2Lemme 2.2.4 Si bn > 0, ∞∑

n=0

bn <∞ et si rn =
∑

k>n

bk, alors
∞∑

n=0

bn
rn

= ∞.Preuve :Remarquons que la série peut s'é
rire de la manière suivante,
∞∑

n=0

bn
rn

=

∞∑

n=0

rn−1 − rn
rn

=

∞∑

n=0

(rn−1

rn
− 1
)
.Cette série diverge puisque le produit ∞∏

n=0

rn−1

rn
diverge. 2D'abord nous démontrons que X∗ = X∞.Lemme 2.2.5 Soit X un espa
e de Hilbert séparable et f(z) =

∞∑

k=1

ak z
nk ∈ H2(X) unesérie la
unaire qui n'est pas un polyn�me et où la suite ( ak

‖ak‖
)k≥1 est relativement 
ompa
te.Alors, il existe un élément non nul x ∈ X tel que

H2 ⊗ x ⊂ ES∗Nf ∀ N ≥ 0.Preuve : Soit
f(z) =

∞∑

k=1

ak z
nk .Et pour tout entier N, j ≥ 0 �xés, il existe k0 entier tel que pour tout k ≥ k0, nk −nk−1 ≥ j+N(
e qui est possible 
ar f est une série la
unaire). On 
onsidère

1

‖ak‖
S∗nk−N−jS∗Nf =

ak
‖ak‖

.zj + zj
∑

l>k

al
‖ak‖

znl−nk .On pose rk =
∑

l>k

al
‖ak‖

znl−nk . Montrons que les rk 
onvergent faiblement vers 0 pour une soussuite. Il su�t de montrer que tout voisinage de 0 pour la topologie faible 
ontient l'un des rk. On
onsidère les voisinages de la forme suivante
V =

{
h ∈ H2(X) : |(h, hi)| < 1, 1 ≤ i ≤ n

}
.22



Les fon
tions hi i = 1, . . . n sont des éléments donnés de H2(X) et hi(z) =

∞∑

k=1

ĥi(k) z
k. On obtient

|(rk, hi)|2 ≤
(∑

l>k

∣∣( al
‖ak‖

, ĥi(nl − nk)
)∣∣
)2

.

≤
(∑

l>k

‖al‖2

‖ak‖2

)(∑

l>k

‖ĥi(nl − nk)‖2

)
.Supposons qu'au
un des rk n'appartient à V alors,

1 ≤ max
1≤i≤n

|(rk, hi)| ∀ k ≥ k0.Par 
onséquent,
‖ak‖2

∑

l>k

‖al‖2
≤ max

1≤i≤n

∑

l>k

‖ĥi(nl − nk)‖2 ≤
n∑

i=1

∑

l>k

‖ĥi(nl − nk)‖2.En sommant sur k on obtient une 
ontradi
tion : le 
oté de gau
he diverge grâ
e au Lemme 2.2.4tandis que 
elui de droite 
onverge grâ
e au Lemme 2.2.3, ainsi il existe une sous-suite (rki
)i≥1qui 
onverge faiblement vers 0. De la suite (

aki

‖aki
‖)i≥1 
orrespondante on peut, puisque (ak)k≥0est 
.r.
., en extraire une sous-suite 
onvergente vers une limite non nulle x. La suite (rki

)i≥1 nedépend ni de N ni de j et x véri�e bien,
xzj ∈ ES∗Nf ∀ j ≥ 0, ∀ N ≥ 0.Autrement dit,
H2 ⊗ x ⊂ ES∗Nf ∀ N ≥ 0.

2Remarque 2.2.2 Le Lemme 2.2.5 reste véri�é pour des fon
tions f ∈ H2
Λ(X), où Λ ∈ Z+est un ensemble satisfaisant la propriété suivante plus générale que la la
unarité

sup
m≥1

card
{
(l, k) : l > k ; l, k ∈ Λ , m = l − k

}
<∞.Nous allons démontrer que

X∞ ⊂ X∗.(Voir Corollaire 2.2.3 
i-dessous). Il est utile de noter que 
ette in
lusion ainsi que lesLemmes 2.2.6 et les Corollaires 2.2.2 et 2.2.3 sont des propriétés générales des sous-espa
es
S∗-invariants et ne dépendent pas de la la
unarité d'une série de H2(X) ni de la dimensionde X. 23



Lemme 2.2.6 Soit x , y des éléments de H2(X). Alors
y ∈ Ex ⇒ yi ∈ span(xj : j ≥ 0) ∀ i ≥ 0.Preuve : Soit (zi)i≥0 la base standard de l'espa
e ℓ2a et soient x, y ∈ H2(X), alors

x =

∞∑

i=0

xiz
i , y =

∞∑

i=0

yiz
i,et pour un i0 quel
onque �xé,

S∗i0y = yi0z
i0 +

∑

i>i0

yi.z
i−i0 .Puisque y ∈ Ex qui est stable par S∗ don
 S∗i0y ∈ Ex et il existe une suite de polyn�me 
omplexestels que,

S∗i0y = lim
n→∞

pn(S
∗)x = yi0 +

∑

i>i0

yiz
i−i0 .Ainsi,

yi0 = lim
n→∞

[
pn(S

∗)x
]
(0).Or,

[pn(S
∗)x
]
(0) ∈ span(xj : j ≥ 0).Finalement, on a bien yi0 ∈ span(xj : j ≥ 0 ). 2Corollaire 2.2.2 Soient f(z) =

∑

j≥1

ajz
nj , y =

∑

i≥1

yiz
i ∈ H2(X). Alors,

y ∈ ES∗nkf ⇒ yi ∈ span(aj : j ≥ k) ∀ i ≥ 0.Preuve : On pose x = S∗nkf dans le Lemme 2.2.6. 2Corollaire 2.2.3 Soient f, y 
omme dans le Corollaire pré
édent. Alors,
y ∈ H2(X∞) ⇒ yi ∈ X∗ =

⋂

k≥1

span(aj : j ≥ k) , ∀ i ≥ 0.Et par 
onséquent,
X∞ ⊂ X∗.24



Preuve : Par dé�nition de X∞,
H2(X∞) ⊂

⋂

k≥1

ES∗nkf .Il ne reste plus qu'à appliquer le Corollaire 2.2.2. 2Maintenant, nous voulons démonter que
X∗ = X∞.Dans 
ette deuxième étape et prouver l'in
lusion inverse à 
elle déjà obtenue, on 
onsidèrele sous-espa
e suivant,

A = Ef ⊖H2(X∞).Et la proje
tion orthogonale PA sur A dé�nie par
PAf = f − PH2(X∞)f.Lemme 2.2.7 Soit f(z) =

∑

k≥0

akz
nk ∈ H2(X) une série la
unaire, alors(i) σ(PAf) ⊂ σ(f).(ii) PAf est un polyn�me.Preuve :Notons que H2(X∞) =

{
x =

∞∑

k=0

xk.z
k : xk ∈ X∞,

∞∑

k=0

‖xk‖2 <∞
}.En fait, PH2(X∞) est une proje
tion dé�nie par 
omposantes. Notamment soit,

Px :=

∞∑

k=0

(PX∞
xk)z

koù PX∞
est la proje
tion sur X∞ dans X.Il est 
lair que si x ∈ H2(X∞), Px = x.D'autre part, si x ∈ H2(X∞)⊥ = H2(X⊥

∞), alors Px = 0. Don
,
P = PH2(X∞).Ainsi, on peut é
rire

(PH2(X∞)f)(z) =
∞∑

k=1

(PX∞
ak)z

nk .Ce qui nous donne (i).Pour prouver (ii), supposons que PAf n'est pas un polyn�me.Notons que
PAf ∈ Ef ,25




ar PAf = f − PH2(X∞)f et par dé�nition H2(X∞) ⊂ Ef .Posons, pour alléger les notations,
y =

∞∑

k=0

ykz
k = PAf =

∞∑

k=1

(P(X∞)⊥ak)z
nk ,où ynk

= P(X∞)⊥ak ∈ X⊥
∞.D'après 
e qui pré
ède, PAf est une série la
unaire et puisque la suite (ak)k≥0 est 
.r.
. don
la suite ( ynk

‖ynk
‖

)
k≥0

est relativement 
ompa
te et puisque nous supposons que 
e n'est pas unpolyn�me, PAf véri�e le Lemme 2.2.5, ainsi
∃ x 6= 0, (‖x‖ = 1) et x⊗H2 ⊂ span(S∗kPAf : k ≥ N), ∀ N ≥ 0.

x ∈ X⊥
∞ 
ar x est la limite d'une sous suite ynki

‖ynki
‖ ∈ E⊥

∞ et
x⊗H2 ⊂

⋂

N≥0

span(S∗ky : k ≥ N) ⊂
⋂

N≥0

ES∗Nf .La deuxième in
lusion est basée sur le fait que
y = PAf ∈ Ef .Don
 S∗ky = S∗kPAf ∈ ES∗kf ∀ k ≥ 0.Mais si x⊗H2 ⊂

⋂

N≥0

ES∗Nf 
elà entraîne que
x⊗H2 ⊂ H2(X∞),
ar par dé�nition, X∞ est le sous-espa
e maximal tel que H2(X∞) ⊂ ES∗Nf ∀ N ≥ 0. Alors,

x ∈ X∞.Or, on a vu que
x ∈ X⊥

∞.Par 
onséquent, x = 0 
e qui est absurde don
 PAf est un polyn�me. 2Proposition 2.2.1 Soit X un espa
e de Hilbert séparable, f ∈ H2
Λ(X), où Λ est une suitela
unaire et (f̂(k))k≥0 une suite 
.r.
. Alors,

X∗ = X∞.Preuve : L'in
lusion X∞ ⊂ X∗ a été prouvée dans le Corollaire 2.2.3. Reste à prouver l'in
lusioninverse. On a,
f = PAf + PH2(X∞)f.26



Soit d le degré de PAf , alors pour tout k ≥ d+ 1,

S∗kf = S∗kPH2(X∞)f ⊂ H2(X∞).Don
,
S∗(d+1)f =

∑

k>d

akznk−d−1 ∈ H2(X∞).Et par suite,
ak ∈ X∞ ∀ k > d.Par 
onséquent,

X∗ =
⋂

n≥0

span(ak : k ≥ n) ⊂ span(ak : k > d) ⊂ X∞.

2D'après la Proposition 2.2.1, puisque
X∗ = X∞.On obtient,

H2(X∗) ⊂ Ef ⊂ H2(X).Preuve du Théorème 2.2.1 : Si f est un polyn�me la preuve est immédiate.Si f n'en est pas un, on sait d'après 
e qui pré
ède que
f = PH2(X∞)f + p,où p est un polyn�me. D'après la Proposition 2.2.1,

X∞ = X∗.Rappelons aussi que par dé�nition,
H2(X∞) ⊂ Ef .Montrons la double in
lusion pour obtenir l'égalité du Théorème.Il est 
lair que p ∈ Ef don
 Ep ⊂ Ef , et d'autre part H2(X∞) ⊂ Ef par 
onséquent,

H2(X∗) ⊕ Ep ⊂ Ef .Inversement on a, S∗nf = S∗nPH2(X∞)f + S∗np ∀n ≥ 0 et puisque H2(X∞) est stable par S∗,
S∗nf ⊂ H2(X∗) ⊕ Ep ∀n ≥ 0.D'où l'in
lusion inverse et l'égalité Ef = H2(X∗) ⊕ Ep. 2Remarque 2.2.3 Con
ernant le degré du polyn�me p, on peut dire puisque X∞ = X∗,qu'il existe un nombre N(f) minimal tel que
X∞ = span(ak : k ≥ N(f)).De plus, p = f − PH2(X∞)f don
,

deg(p) = N(f) − 1.27



Preuve du Théorème 2.2.2 : Le Lemme 2.2.1 permet de prouver l'impli
ation (ii) ⇒ (i).Il reste à montrer que (i) ⇒ (ii). En e�et, on sait que pour tout f ∈ F , on a
Ef = H2(X∗(f)) ⊕ Ep,où p est un polyn�me. Celà entraîne que
H2(X∗(f)) ⊂ EF ,pour tout f ∈ F et don
,

EF ⊃ span(H2(X∗(f)) : f ∈ F ) = H2(span(X∗(f) : f ∈ F )) = H2(X).Par 
onséquent, F est 
y
lique. 22.3 Sous-espa
es invariants pour le shift adjointDans la partie qui suit, il s'agit de donner une autre 
ara
térisation de l'espa
e Ep quiintervient dans le Théorème 2.2.1. Faisons d'abord un rappel de la théorie autour des sous-espa
es S∗-invariants et de 
ertains Théorèmes qui vont intervenir dans la 
ara
térisationde 
et espa
e Ep.Dé�nition 2.3.1 Soit T un opérateur sur un espa
e X, Lat T est l'ensemble des sous-espa
es invariants par rapport à T .En théorie des sous-espa
es invariants, le Théorème le plus important est 
ertes 
elui deBeurling et par la suite de nombreux auteurs se sont inspirés de 
e résultat pour enri
hiret faire avan
er l'étude de 
e domaine.Théorème 2.3.1 [19] Si E est un sous-espa
e de L2 invariant par le shift bilatéral S(Sf = zf, ∀ f ∈ L2 et S = S|H2), alors il ne peut y avoir que deux possibilités :1. SE = E et dans 
e 
as, il existe un sous-ensemble m-mesurable e, e ∈ T tel que E =
χeL

2 où χe est la fon
tion 
ara
téristique de e.2. SE 6= E, dans 
e 
as il existe une fon
tion mesurable Θ sur T ave
 |Θ| = 1 p.p. telleque E = ΘH2.En parti
ulier, si E ⊂ H2 alors SE ⊂ E mais S−1E 6⊂ E don
 E = ΘH2 et puisque E ⊂ H2alors Θ ∈ H2. Lorsqu'on se pla
e dans l'espa
e de Hardy H2(X), où X est un espa
e deHilbert quel
onque le Théorème suivant donne quelques informations supplémentaire enplus de généraliser le 
as s
alaireThéorème 2.3.2 [19] (Lax-Halmos). Soit X un espa
e de Hibert et 
onsidérons l'opérateurde translation SX dans H2(X). Un sous-espa
e fermé E appartient à Lat SX si et seulementsi
E = ΘH2(X ′),28



où X ′ est un sous-espa
e fermé de X et Θ une fon
tion à valeurs opérateurs m-mesurable(m étant la mesure de Lebesgue normalisé sur le 
er
le T) et dont les valeurs Θ(ζ) sontdes opérateurs isométriques de X ′ dans X (p.p sur T) et qui admet un prolongementholomorphe dans le disque D (au sens de la théorie des espa
es Hp) ; de telles fon
tionssont appelées "fon
tions intérieures à gau
he". La représentation 
i-dessus est unique dansle sens que
Θ′H2(X ′) = Θ′′H2(X ′′) ⇔ Θ′ = Θ′′Voù V est un opérateur unitaire de X ′ dans X ′′.Le passage à S∗ se fait par la relation entre les sous-espa
es d'un opérateur A et de sonadjoint A∗ :

A∗E ⊂ E ⇔ AE⊥ ⊂ E⊥.Le Théorème de Lax-Halmos permet de 
ara
tériser Lat S∗ et don
 de représenter un sous-espa
es S∗-invariant et en parti
ulier Ef sous la forme
KΘ = H2(X) ⊖ ΘH2(X ′)et si dimX < ∞ alors Θ est une fon
tion intérieure à gau
he à valeurs matri
ielles et

dimX ′ ≤ dimX.Le théorème de Krone
ker est une généralisation du Lemme de Beurling (voir [19] p. 33)et énon
e le fait suivant dans H2 : la fon
tion 
ara
téristique Θ dans la représentation deLax-Halmos d'un sous-espa
e S∗-invariant de dimension �nie est une fon
tion rationnelleet plus pré
isément un produit de Blas
hke �ni. En voi
i l'énon
é intégral.Théorème 2.3.3 (Krone
ker). Soit KΘ = H2 ⊖ ΘH2 un sous-espa
e S∗-invariant. Lesassertions suivantes sont équivalentes.i) KΘ est de dimension �nie.ii) KΘ = span
(
zk/(1 − λz)k+1 : 0 ≤ k ≤ d(λ)

), où ∑
λ∈D

d(λ) <∞.iii) Θ = B =
∏
bλ
d(λ) est un produit �ni de Blas
hke où bλ = |λ|

λ
λ−z
1−λz

sont les fa
teurs deBlas
hke usuels.Le nombre dimKΘ s'appelle degré de Ma
 Millan de Θ.Dans le 
adre de notre travail nous aurons besoin d'une version plus générale de 
e Théo-rème valable pour des espa
es de Hardy à valeurs ve
torielles. Cette généralisation estobtenue par S. Treil [33]. Pour l'énon
er nous avons besoin de la dé�nition suivante quiremonte à l'arti
le de V. P. Potapov [26],Dé�nition 2.3.2 Un produit �ni de Blas
hke-Potapov est une fon
tion B à valeurs opé-rateurs, B(ζ) : X → X, ζ ∈ T telle que
B = B1.B2 . . . Bn29



Bk(z) =
{ z − λk

1 − λkz
Pk + (I − Pk)

}
,où |λk| < 1 et Pk est une proje
tion orthogonale dans X.Lemme 2.3.1 [33] Soit F un sous-espa
e tel que zF ⊂ F ⊂ H2(X) et on suppose que,

codimF = dim (H2(X) ⊖ F ) < +∞.Alors il existe un produit �ni de Blas
hke-Potapov B tel que
F = H2(X) ⊖BH2(X).Dans le 
as parti
ulier d'un sous-espa
e F engendré par un polyn�me, nous donnons dansla se
tion suivante une version de 
e Lemme de Treil 
ontenant l'information détaillée surla fon
tion B.Par la suite, nous utiliserons 
ertaines propriétés de fa
torisations de fon
tions intérieuresà valeurs opératorielles, ainsi que les espa
es 
orrespondants KΘ. Il s'agit notamment destrois propositions suivantes.A l'instar de la fa
torisation en fa
teurs intérieur-extérieure que nous avons vu dans H2,il existe aussi pour les fon
tions à valeurs opérateurs une fa
torisation de même type. Letravail originel a été fait par V. P. Potapov pour les fon
tions matri
ielles (voir [26]) etdéveloppé dans diverses dire
tions par d'autres auteurs (M. S. Brodskii, M. S. Livshi
, Yu.P. Ginzburg, I. Gohberg et M. G Krein). Voi
i le Théorème plus général, (voir [10℄ pourplus de référen
es) bien que nous aurons besoin que du 
as parti
ulier.Théorème 2.3.4 Soit Θ ∈ H∞(D, L(X)) une fon
tion intérieure à valeurs opérateurs et

Θ(ζ) est inversible p.p ζ ∈ T, alors
Θ(z) = U. S(z). B(z)où U est un opérateur unitaire, B est le produit de Blas
hke-Potapov,

B(z) =
x∏

k≥1

B(λk, Pk)(z) = lim
n

(
B(λn, Pn)(z) . . . B(λ1, P1)(z)

)
,où B(λk, Pk)(z) = bλk

(z)Pk + (I − Pk) ave
 λk ∈ D, bλk
(z) sont les fa
teurs usuels duproduit de Blas
hke, Pk : X −→ X sont des proje
tions orthogonales et S est l'intégralemultipli
ative,

S(z) =

∫
x

[0, 2Π]

exp
(z + eiϕ(t)

z − eiϕ(t)
dµ(t)

)i.e., la limite du produit partiel à droite,
x∏

1≤k≤n

exp
(z + eiϕ(tk)

z − eiϕ(tk)
dµ(∆k)

)où µ est une mesure positive à valeurs opérateurs, singulière par rapport à la mesure deLebesgue et ϕ est une fon
tion 
roissante ave
 0 ≤ ϕ(t) ≤ 2Π.30



Lemme 2.3.2 [19]
Ker(S∗ − λI)|Kθ

=
{ e

1 − λz
: e ∈ KerΘ(λ)∗

}
.Lemme 2.3.3 [23] Soit X un espa
e de Bana
h et dimX < ∞. T un opérateur de Xdans X. Les propositions suivantes sont équivalentes.i) T est 
y
lique.ii) dimKer(T − λ.I) ≤ 1 ∀ λ ∈ C.2.4 Sous-espa
es S∗-invariants engendrés par un poly-n�meThéorème 2.4.1 Soit F ⊂ H2(X) un sous-espa
e ve
toriel fermé. Les propositions sui-vantes sont équivalentes.i) Il existe un polyn�me p ∈ H2(X) de degré N tel que F = Ep.ii) dimF = N + 1 et F = KΘ = H2(X) ⊖ ΘH2(X), où Θ est un polyn�me intérieurmatri
iel de la forme Θ =

x
N+1∏

k=1

(
Pk

⊥ + zPk
)
, où dimKerΘ(0)∗ = 1 et Pk : X 7→ Xsont des proje
tions orthogonales.De plus, la 
ondition dimKerΘ(0)∗ = 1 est équivalente à la 
ondition suivante :

∃xN+1 ∈ X tel que ‖xN+1‖ = 1 et PN+1 = 〈 . ; xN+1〉xN+1 et ∀ k = 1, . . . , N,
∃xk ∈ (1 − Pk+1) . . . (1 − PN+1)X tel que ‖xk‖ = 1 et Pk = 〈 . , xk〉xk.Preuve : Supposons que F = Ep = span(S∗np : n ≥ 0) et que p est un polyn�me de degré N ,
p =

N∑

n=0

anz
n, aN 6= 0, alors

Ep = span(S∗np : 0 ≤ n ≤ N),
ar S∗np = 0 ∀ n ≥ N + 1, don
 F est engendré par {S∗np}Nn=0 qui est une famille libre 
ar si
N∑

n=0

λnS
∗np = 0, on a

S∗N
N∑

n=0

λnS
∗np = λ0S

∗Np = λ0aN = 0.Et puisque an 6= 0, λ0 = 0. Ainsi, N∑

n=0

λiS
∗np =

N∑

n=1

λiS
∗np = 0 et 
ette fois on applique S∗N−1 onobtient λ1aN = 0 don
 λ1 = 0 et ainsi de suite on montre que λi = 0 ∀ i = 0, . . . N .31



Don
 {S∗np}Ni=0 est une base de F et dimEp = N + 1. S∗Ep ⊂ Ep, on pose T = S∗|Ep . Puisque
Ep est S∗-invariant, il peut être représenté selon la forme 
anonique suivante

Ep = H2(X) ⊖ ΘH2(X),

Θ est une fon
tion intérieure, matri
ielle (z 7→ Θ(z), Θ(ζ) : X 7→ X est unitaire |ζ| = 1).Et grâ
e à la fa
torisation de Blas
hke-Potapov que nous avons vu pré
édemment,
Θ = V.B. S,où V est un fa
teur unitaire, S la partie singulière et B le produit �ni de Blas
hke suivant,

B =

x
N+1∏

k=1

(
Pk

⊥ + bλk
Pk
)
,où bλk

sont les fa
teurs usuels du produit de Blas
hke et Pk : X 7→ X sont des proje
tionsorthogonales. De plus, σ(T ) = {λk, 1 ≤ k ≤ N + 1}.On peut dans 
e 
as faire les rédu
tions suivantes ; puisque dimEp < ∞ alors d'après le Lemme2.3.1 Θ(z) est rationnelle. Don
 la partie singulière de la fa
torisation est triviale et S = 1. Deplus, σ(T ) = {0} 
ar TN+1 ≡ 0 par 
onséquent 0 est la seule valeur propre et bλk
= z ∀ k don
 Bpeut s'é
rire sous la forme plus simpli�ée,

B =

x
N+1∏

k=1

(
Pk

⊥ + zPk
)
.Montrons que dimKer T = 1. On sait que Ker TN+1 = Ep et Ker TN 6= Ep. Si k ≤ N alors

dimKer T k+1 ≥ dimKer T k + 1 sinon Ker T k = KerT k+1 = . . . = KerTN+1 = Ep mais
KerTN 6= Ep d'où la 
ontradi
tion. Pour k ≤ N , on a dimKer T k+1 ≥ dimKer T + k et si
k = N alors dimKer TN+1 = N + 1 ≥ N + dimKer T 
e qui entraîne dimKer T ≤ 1. Mais
dimKer T 6= 0 sinon Ep = Ker TN+1 = {0} 
e qui n'est pas possible. Don
 dimKerT = 1.Prouvons que dimKerΘ(0)∗ = 1. D'après le Lemme 2.3.2 en prenant λ = 0,Ker T = Ker S∗|KΘ

=
KerΘ(0)∗, par 
onséquent dimKer T = dimKerΘ(0)∗ = 1.Ré
iproquement, si Θ est un produit de la forme (ii) et T = S∗|KΘ

alors d'après le Lemme2.3.2, σ(T ) = {0}. De plus, le Lemme 2.3.3 montre que l'opérateur T est 
y
lique, par
e que
Ker T = KerΘ(0)∗ est de dimension 1. Don
 il existe p ∈ KΘ tel que

KΘ = span(S∗np : n ≥ 0).Puisque σ(T ) = {0} et dimKΘ = N + 1, il est 
lair que TN+1 = 0, don
 S∗N+1p = 0 et p est unpolyn�me et deg p ≤ N . Le degré est égale à N par
e que dimKΘ = N + 1.Passons à la 
ara
térisation de Θ =

x
N+1∏

k=1

(
Pk

⊥ + bλk
Pk
) telle que dimKerΘ∗(0) = 1.Soit Θ un produit de Blas
hke-Potapov de la forme indiquée alors Θ = V.B don
,

Θ(0) = V.B(0) = V

x
N+1∏

k=1

(
1 − Pk

)
.32



Et,
Θ(0)∗ =

y
N+1∏

k=1

(
1 − Pk

)
.V ∗ = (1 − P1) · · · (1 − PN+1)V

∗.Ainsi, KerΘ(0)∗ ⊃ Ker (1 − PN+1)V
∗ or dimKerΘ(0)∗ = 1 don
 dimKer (1 − PN+1)V

∗ = 1.Et 
omme V est un fa
teur unitaire alors dimKer (1 − PN+1) = 1 
'est-à-dire rang PN+1 = 1.
dimKerΘ(0)∗ = 1 ⇔ rang PN+1 = 1 et Ker (1 − P1) . . . (1 − PN )|(1−PN+1)X = {0}.Considérons les proje
tions Pk de Θ. On a vu que rang PN+1 = 1 don
 il existe xN+1 ∈ X tel que
‖xN+1‖ = 1 et PN+1 = 〈 . ;xN+1〉xN+1.Puisque (1−P1) . . . (1−PN )|(1−PN+1)X est inje
tive alorsKer (1−PN )∩xN+1

⊥ = {0} et rang PN ≤
1 et ainsi il existe xN ∈ X tel que ‖xN‖ = 1 ; PN = (., xN )xN et xN /∈ xN+1

⊥.De la même manière, puisque (1 − PN−1)(1 − PN )|(1−PN+1)X est inje
tive alors,
PN−1X ∩ (1 − PN )(1 − PN+1)X = {0}.Et ainsi, il existe xN−1 ∈ X tel que ‖xN−1‖ = 1 ; PN−1 = (., xN−1)xN−1 et xN−1 /∈ (1 −

PN )xN+1
⊥. Par ré
urren
e, on obtient
∀ k = 1, . . . N, Pk = (., xk)xk; ‖xk‖ = 1, xk ∈ (1 − Pk+1) . . . (1 − PN+1)X.Il est fa
ile de voir que 
e raisonnement est réversible et don
 la propriété en question 
ara
tériseles produits Θ parti
ipant dans (ii). 22.5 Séries la
unaires 
y
liques pour une puissan
e quel-
onque de S∗ dans H2Lemme 2.5.1 Soit X un espa
e de Hilbert séparable et N ∈ N∗.Soit,
f ∈ H2(X), F ∈ H2(XN), f(z) =

∑

k≥0

f̂(k)zk, F (z) =
∑

k≥0

F̂ (k)zk,où XN = X × . . .×X (N fois) et F̂ (k) =
(
f̂(Nk); f̂(Nk+ 1); . . . ; f̂(Nk+N − 1)

)
∈ XN .Les assertions suivantes sont équivalentes :i) f est S∗N -
y
lique dans H2(X).ii) F est S∗-
y
lique dans H2(XN).Preuve :On 
onsidère,

Ψ : H2(X) −→ H2(XN )

f 7−→ Ψ(f)(z) =
∑

k≥0

F̂ (k)zk, avec F̂ (k) =




f̂(Nk)...
f̂(Nk +N − 1)


 .33



Ψ est un isomorphisme isométrique et on a le diagramme 
ommutatif suivant,
H2(X)

S∗N
X

//

Ψ
�� &&L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

H2(X)

Ψ
��

H2(XN )
S∗

XN
// H2(XN )Ainsi, d'après le diagramme,

S∗
XN Ψ = ΨXS

∗N .En e�et, soit f ∈ H2(X) et g(z) =
∑

k≥N

f̂(k)zk−N . Alors,
ΨS∗N

X f = Ψ(
∑

k≥N

f̂(k)zk−N ) = Ψ(g) =
∑

m≥0

Ĝ(m)zm = S∗
XNF (z) = S∗

XN Ψ(f),
ar Ĝ(m) =
(
ĝ(Nm), . . . , ĝ(N(m+ 1) − 1)

)
=
(
f̂(N(m+ 1), . . . , ĝ(N(m+ 2) − 1)

)
∀ m ≥ 0.Puisque S∗

XN Ψ = ΨS∗N
X alors ∀ k ≥ 0, , S∗k

XN Ψ = ΨS∗Nk
X et pour tout polyn�me 
omplex p,

p(S∗
XN )Ψ(f) = Ψp(S∗N

X ).Don
 si f est 
y
lique pour S∗N
X dans H2(X) alors Ψ(f) est 
y
lique pour S∗

XN dans H2(XN ) etré
iproquement. 2Nous pouvons dès lors qu'on a établit 
e lien entre les 
y
li
ités de S∗
XN et S∗N

X donner un
ritère de 
y
li
ité des séries la
unaires pour n'importe quelle puissan
e de l'opérateur S∗dans H2.Théorème 2.5.1 Soit N ∈ N∗ et f ∈ H2
Λ(X), où Λ est une suite la
unaire et (f̂(k))k≥0une suite 
.r.
. dans X. Les assertions suivantes sont équivalentes.i) f est S∗N -
y
lique dans H2(X).ii) span((f̂(Nk); f̂(Nk + 1); . . . ; f̂(Nk +N − 1)

)
: ∀ k ≥ m

)
= XN ∀ m ≥ 0.Preuve : f peut s'é
rire sous la forme

f(z) =
∑

k≥1

f̂(k)znk ,ave
 f̂(k) 6= 0 et nk+1

nk
≥ d > 1 ∀ k ≥ 1.On pose pour tout k ≥ 1,

nk = N.pk + qk,où 0 ≤ qk ≤ N − 1. Soit,
Â(k) =

(
f̂(Npk); f̂(Npk + 1); . . . ; f̂(Npk +N − 1)

)
.34



Il est aisé de véri�er que
Ak 6= 0 ∀ k ≥ 1.La fon
tion F (z) =

∑

k≥1

Akz
pk est une série la
unaire de H2(XN ) 
ar

d <
nk+1

nk
=
Npk+1 + qk+1

Npk + qk
≤ Npk+1 +N

Npk
=
pk+1

pk
+

1

pk
.Par 
onséquent, pour k0 assez grand par exemple de sorte que 1

pk
< d−1

2 , k ≥ k0, on aura
pk+1

pk
>
d+ 1

2
> 1, k ≥ k0.Il reste à appliquer le Théorème 2.2.2 don
 F est 
y
lique si et seulement si la 
ondition ii) estsatisfaite. Le Lemme 2.5.1 a
hève la démonstration. 2Grâ
e à 
e Lemme, on peut ainsi 
onstruire des séries la
unaires dans H2 qui sont 
y
liquespour une puissan
e �xée du shift adjoint S∗ en donnant une 
ondition né
essaire et su�-sante sur les 
oe�
ients de la fon
tion 
onsidérée mais on peut aussi dé
rire les spe
tresla
unaires des fon
tions S∗N -
y
lique dans H2.Corollaire 2.5.1 Soit N ∈ N∗ un entier �xé et f(z) =

∑

k≥1

akz
nk ∈ H2 une série la
unaire.Supposons que pour tout k ≥ 0, ak 6= 0. Les propositions suivantes sont équivalentes.(i) f est S∗N -
y
lique.(ii) ∀ m ≥ 0, ∀ i = 0, . . . , N − 1, ∃ k, nk ≥ m : nk ≡ i (modN).Preuve : Le 
ritère sur les 
oe�
ients de Taylor du Théorème 2.5.1 pour obtenir la 
y
li
ité dela série est réalisée en raison de la nature de σ(f). En e�et, si nk ≡ i (modN) alors F̂ (k) = akeioù (ei)

N−1
i=0 est la base standard de CN . 2Exemple :On peut aussi 
onstruire une série la
unaire f(z) =

∑

k≥1

akz
nk ∈ H2 qui soit S∗N -
y
liquepour tout N ∈ N

∗. Il su�t pour 
elà de 
onsidérer la suite la
unaire,
nk = (k + 1)! + k.Pour n'importe quel entier non nul N , la suite tronquée (nk)k≥m passe par toutes les 
lassesmodulo N quelque soit l'entier m 
e qui garantit la 
y
li
ité d'après le Théorème 2.2.2.
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Chapitre 3Etude de séries dont le spe
tre est uneréunion �nie de suites la
unaires
3.1 Degré de 
y
li
itéEn s'appuyant sur l'étude faite par N. K. Nikolski et V. I. Vasyunin [24] et en utilisant lesoutils qu'ils ont mis en pla
e auparavant on va dé
rire dans 
ette se
tion une méthode pour
onstruire des éléments 
y
liques f dans H2(X), dimX = d < ∞ où le spe
tre σ(f) = Λest une réunion �nie de suites la
unaires. L'appro
he de [24] au problème de non-
y
li
itése base sur le 
ritère général suivant de non-
y
li
ité d'une fon
tion f = (fi)1≤i≤d dans
H2(X),

f 6∈ CX ⇔ ∃ g ∈ H2(X) : g 6= 0, g∗f ∈ H1
−,où CX est l'ensemble des fon
tions 
y
liques, H1

− est l'espa
e de Hardy à l'extérieur dudisque, H1
− = {ϕ : ϕ ∈ L1(T), ϕ̂(n) = 0, n ≥ 0} et (g∗f)(ζ)

def
= (f(ζ), g(ζ))X, ζ ∈ T oubien en termes de fon
tions 
oordonnées g∗f =

∑
gifi. Don
 la non-
y
li
ité d'une fon
tion

f signi�e l'existen
e d'une fon
tion g ∈ H2(X) \ {0} orthogonale à tous les S∗nf (n ≥ 0),
'est-à-dire ∫

T

zng∗f dm = 0, n ≥ 0,ou en
ore g∗f ∈ H1
−. Les auteurs de [24] introduisent une 
lassi�
ation des fon
tionsnon-
y
liques selon leur degré de non-
y
li
ité qui tient 
ompte du nombre de solutionsindépendantes g de l'équation P+g

∗f = 0 quand f dé
rit un sous-espa
e F ⊂ H2(X) ; ils'agit de 
onsidérer le nombre s pour lequel le sous-espa
e Ef 
ontient un sous-espa
e detype H2(Cs). Voi
i quelques dé�nitons et Théorèmes qui illustrent 
ette étude et qui vontnous servir par la suite dans la 
onstru
tion que l'on se propose de faire.Dé�nition 3.1.1 Soit F un sous-espa
e dans H2(X), dimX = d <∞.Le degré de 
y
li
ité du sous-espa
e F est dé�ni par le nombre suivant
dc(F ) = coDim[H2(X) ⊖ EF ]

def
= d− max

ζ∈D

dim{g(ζ) : g ∈ H2(X) ⊖ EF}.37



Si s est un entier alors
Cs = CX

s

def
= {F : F ⊂ H2(X), dc(F ) ≤ s}.Remarque 3.1.1 D'après la dé�nition, il est 
lair quea) Cs ⊂ Cs+1, s ≥ 0.b) Cs = Cd ∀ s ≥ d.
) Cd−1 = NX est l'ensemble des sous-espa
es F qui sont non 
y
liques (i.e tels que EF 6=

H2(X)).d) Cd \ Cd−1 = CX , don
 F est 
y
lique si et seulement si dc(F ) = d.Une dé�niton équivalente du degré de 
y
li
ité peut être donnée en utilisant le Théorème deLax-Halmos que nous avons abordé dans la partie pré
édente et selon lequel on peut é
rire
EF = H2(X) ⊖ ΘH2(X ′) où Θ est une fon
tion intérieure à gau
he, à valeurs matri
ielleset dimX ′ ≤ dimX. En utilisant 
ette é
riture de EF , la dé�niton du degré de 
y
li
itédevient,

dc(F ) = dimX − max
ζ∈D

dimΘ(ζ)X ′ = dimX − max
ζ∈D

rangΘ(ζ).La fon
tion rangΘ(ζ) est 
onstante presque partout (sauf peut être pour un ensembledénombrable qui s'a

umule seulement sur T). Et en 
onsidérant les propriétés isométriquesdes valeurs de Θ(ζ) à la frontière pour presque tout ζ ∈ T, alors
Rang Θ

def
= max

ζ∈D

rangΘ(ζ) = dimX ′,et ainsi,
dc(F ) = dimX − dimX ′.On s'intéresse plus parti
ulièrement aux Théorèmes et au Corollaire suivants qui donneune des
ription indu
tive des 
lasses Cs.Théorème 3.1.1 [24] Soit X un espa
e de Hilbert ave
 dimX < ∞ et F ⊂ H2(X) unsous-espa
e ve
toriel tel que dimF <∞.1) Cs1 + Cs2 = Cs1+s2 pour tout s1, s2 au sens qu'une somme algébrique de sous-espa
esdans Cs1 et Cs1 est dans Cs1+s2 et pour tout sous-espa
e F dans Cs1+s2, il existe Fi ∈

Csi
, i = 1, 2, tel que F ⊂ F1 + F2 ; de plus il existe un opérateur linéaire A tel que

AF ∈ Cs1 et (I − A)F ∈ Cs2.2) F ∈ Cs ⇔ πF 6∈ CπX pour toute proje
tion orthogonale π de rang s + 1 sur X (i.e.
dimπX = s+ 1).Corollaire 3.1.1 [24] Soit F et G des sous-espa
es ve
toriels dans H2(X).i) Si F ⊂ G, alors dc(F ) ≤ dc(G).ii) dc(F +G) ≤ dc(F ) + dc(G).iii) Si EF = H2(X) ⊖ ΘFH

2(X) est la représentation 
anonique de l'espa
e EF , alors
dc(F +G) = dc(F ) + dc(P+Θ∗

FG).38



Théorème 3.1.2 [24] Soit ψ =
{
ψi
}

1≤i≤d
∈ H2(Cd). Les assertions suivantes sont équi-valentes :i) ψ est un ve
teur 
y
lique dans H2(Cd).ii) Pour tout ve
teur 
y
lique φ dans H2(Cd−1), il existe un indi
e i (1 ≤ i ≤ d) tel quele ve
teur ( φ

ψi

) est 
y
lique dans H2(Cd).Notons aussi 
ette remarque importante pour la suite faite dans [24] qui est une autremanière de 
ara
tériser le degré de 
y
li
ité,
dc(F ) = max{s : ∃π (une projection orthogonale), rang π = s, πF ∈ CπX}

= max{s : ∃κ ⊂ {1, . . . , d}, card κ = s, πκF ∈ CπκX},où πκ est la proje
tion orthogonale sur l'espa
e span(ei : i ∈ κ), {ei}1≤i≤d étant une baseorthogonale arbitraire dans X.3.2 Constru
tions de fon
tions dont le spe
tre est uneréunion de suites la
unairesDans le 
as s
alaire H2, 
omme nous l'avons vu pré
édemment, E. Abakumov a démon-tré que les fon
tions dont le spe
tre de Fourier est une réunion �nie de suites la
unairesest 
y
lique. Nous allons étudier dans 
ette partie 
ertaines 
onstru
tions de fon
tions
y
liques à valeurs ve
torielles et dont le spe
tre Λ ⊂ N est une réunion �nie de suitesla
unaires Λ = Λi. Voi
i tout d'abord un Théorème sur l'existen
e de fon
tions 
y
liquespour le shift adjoint dans H2(X) où dimX < ∞ et dont les fon
tions 
oordonnées sontdes séries la
unaires de H2 dont la la
unarité du spe
tre peut être 
hoisie.Théorème 3.2.1 Soient Λj ⊂ N, i = 1, . . . , d des suites la
unaires arbitraires. Il existeune fon
tion 
y
lique ψ =
{
ψi
}

1≤i≤d
∈ H2(Cd) telle que σ(ψi) = Λi, 1 ≤ i ≤ d.Preuve : On 
onsidère ∀ i, 1 ≤ i ≤ d des ensembles la
unaires quel
onques et in�nis Λi de N.On pose F1 = ψ1 et σ(ψ1) = Λ1 qui est 
y
lique dans H2 d'après le Théorème de Douglas-Shapiro-Shields.Soit Ψ2 =

(ψ2, 1

ψ2, 2

) où σ(ψ2, i) = Λ2, i = 1, 2. Ψ2 est 
y
lique si le 
ritère du Théorème 2.2.2 estvéri�é 
'est-à-dire
span

((ψ̂2, 1(k)

ψ̂2,2(k)

)
: k ≥ N

)
= C

2, ∀ N ≥ 0.Cette 
ondition est évidemment réalisable en prenant des 
oe�
ients 
onvenables. Puisque lesdeux fon
tions F1 et Ψ2 sont 
y
liques on peut appliquer le Théorème 3.1.2, par 
onséquent ilexiste ψ2 = ψ2, j pour un 
ertain indi
e j ∈ {1; 2} tel que la fon
tion F2 =
(ψ1

ψ2

) soit 
y
lique dans
H2(C2).De la même manière, on peut à nouveau 
onsidérer la fon
tion 
y
lique pré
édente F2 et

Ψ3 =




ψ3, 1

ψ3, 2

ψ3, 3



 ,39



où ∀ i ∈ {1, 2, 3}, σ(ψ3, i) = Λ3 est telle que,
span

(



ψ̂3, 1(k)

ψ̂3, 2(k)

ψ̂3, 3(k)


 : k ≥ N

)
= C

3 ∀ N ≥ 0.Cette dernière 
ondition est aisément réalisable pour des 
oe�
ients appropriés. On peut à nou-veau appliquer le Théorème 3.1.2 qui donne l'existen
e de ψ3 = ψ3, j pour un 
ertain indi
e
j ∈ {1; 2; 3} telle que la fon
tion

F3 =




ψ1

ψ2

ψ3



soit 
y
lique dans H2(C3) ave
 σ(ψi) = Λi, 1 ≤ i ≤ 3. Par ré
urren
e, on obtient une fon
tion
Ψ =

{
ψi
}

1≤i≤d

y
lique dansH2(Cd) et dont les fon
tions 
oordonnées ψi sont des séries la
unairesde H2 de spe
tre Λi. 2Remarquons aussi le fait général suivant : ∀ Λ (in�ni) ⊂ N, il existe une fon
tion 
y
lique

f ∈ H2(X) telle que σ(f) ⊂ Λ. Il su�t de se ramener à une fon
tion f telle que le spe
tre
σ(f) ⊂ {nk}k≥1 où {nk}k≥1 est une suite la
unaire su�sament rare pour que {nk}k≥1 ⊂ Λ.Dans 
e qui suit, nous allons voir que le 
ritère de 
y
li
ité du Théorème 2.2.2 reste valablepour 
ertains 
as de fon
tions dans H2(Xd) dont les fon
tions 
oordonnées sont des sériesla
unaires ayant les spe
tres de Fourier di�érents. Nous 
ommen
erons par un Lemmegénéral.Lemme 3.2.1 Soit X un espa
e de Hilbert séparable et f ∈ H2(Xd),Les propositions suivantes sont équivalentes :i) f =




f1

f2...
fd


 est 
y
lique.

ii) ∀ϑi ∈ H∞, ϑi 6≡ 0, i = 1, . . . d,




P+(ϑ1f1)

P+(ϑ2f2)...
P+(ϑdfd)


 est 
y
lique.

iii) ∃ϑi ∈ H∞, ϑi 6≡ 0, i = 1, . . . d,




P+(ϑ1f1)

P+(ϑ2f2)...
P+(ϑdfd)


 est 
y
lique.40



Preuve : Puisque ii) ⇒ iii) est trivial, montrons que i) ⇒ ii) et iii) ⇒ i).
i) ⇒ ii). ∀ ϑi ∈ H∞ ϑi 6≡ 0, i = 1, . . . d on dé�nit l'opérateur D par la règle,

D : H2(Xd) −→ H2(Xd)

g 7−→ D(g) =




P+(ϑ1g1)

P+(ϑ2f2)...
P+(ϑdgd)


 .Montrons que DH2(Xd) est dense dans H2(Xd). Il su�t pour 
elà de prouver que

KerD∗ = {0}.Pour dé�nir D∗, on regarde le produit s
alaire,
〈Dh; g〉 =

d∑

i=1

〈P+(ϑihi); gi〉 =

d∑

i=1

〈hi;ϑigi〉 = 〈h;
d∑

i=1

ϑigi〉 = 〈h;D∗g〉 ∀g, h ∈ H2(Xd).On obtient,
D∗g =




ϑ1g1
ϑ2g2...
ϑdgd


 ∀ g ∈ H2(Xd).Don
 si D∗g = 0, alors ϑigi = 0 ∀ i = 1, . . . d. Mais ϑi 6= 0 ∀ i = 1, . . . d.Par 
onséquent, g1 = . . . = gd = 0 et g =




g1
g2...
gd


 = 0.Ainsi D est dense dans H2(Xd). De plus, pour tout n ≥ 0,

S∗nDf = DS∗nf.Et maintenant, si f est une fon
tion 
y
lique de H2(Xd), alors
EDf = span(S∗nDf : n ≥ 0) ⊃ D(span(S∗nf : n ≥ 0)) = DEf .Mais Ef = H2(Xd) et EDf est fermé don
,

EDf = H2(Xd).Véri�ons que iii) ⇒ i). Soit ϑi ∈ H∞, ϑi 6= 0 et f ∈ H2(Xd) telle que Df est 
y
lique.On pose,
θ = ϑ1ϑ2 . . . ϑd.Et pour tout i = 1, . . . d,

θi = ϑ1 . . .
∨
ϑi . . . ϑd.41



On suppose que, 


P+ϑ1f1

P+ϑ2f2...
P+ϑdfd


est 
y
lique.Si on 
onsidère l'appli
ation D pré
édente dé�nie pour les fon
tions θ1, . . . , θd et en utilisant lesens i) ⇒ ii) qui vient d'être prouvé, alors la fon
tion

D




P+ϑ1f1

P+ϑ2f2...
P+ϑdfd


 = P+θ




f1

f2...
fd


 = P+θfest 
y
lique.En approximant θ par ses polyn�mes de Fejér φn, on obtient ‖φn‖∞ ≤ ‖θ‖∞ et φn(ζ) → θ(ζ)

p.p. ζ ∈ T 
e qui entraîne
lim

n→+∞
‖φn(S∗)f − P+θf‖2 = 0.Don
 P+θf ∈ Ef et ainsi Ef = H2(Xd). 2Théorème 3.2.2 Soit X un espa
e de Hilbert séparable, Λ une suite la
unaire in�nie et

{m1, m2, . . . , md} ⊂ Z des entiers relatifs �xés.Soit,
f = (fi)1≤i≤d ∈ H2(Xd),où σ(fi) ⊂ Λ +mi. Supposons que la suite

(f̂1(k +m1), f̂2(k +m2), . . . , f̂d(k +md)))k≥0est 
.r.
. dans Xd, alors
f cyclique⇔ span

(




f̂1(k +m1)

f̂2(k +m2)...
f̂n(k +md)


 : k ≥ N

)
= Xd ∀ N ≥ 0.Preuve : On utilise le 
ritère de 
y
li
ité du Théorème 2.2.2 pour les séries la
unaires dansH2(Xd).On peut, sans perte de généralité supposer que σ(fd) = Λ = {nk}k≥1 et m1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ md = 0.C'est une appli
ation dire
te du Lemme 3.2.1 qui donne l'équivalen
e. Notamment, il su�t de
hoisir ϑi = zmi ∀ i = 1, . . . d. Alors,

Df =




S∗m1f1

S∗m2f2...
S∗mdfd


42



est une série la
unaire 
ar les spe
tres de 
ha
une de ses fon
tions 
oordonnées sont in
lus dans
Λ. De plus D̂f(k) = (f̂j(k + mj))

d
j=1, ∀ k ≥ 0. L'appli
ation du Théorème 2.2.2 et le Lemme3.2.1 a
hève la preuve. 2Exemple : Soit (nk)k≥1 une suite la
unaire d'Hadamard f ∈ H2(C2) telle que,

f(z) =
∑

k≥1

(
ak
0

)
znk +

∑

k≥1

(
0
bk

)
znk+1,D'après la Proposition pré
édente si ∀ m ≥ 1,

span(

(
ak
bk

)
: k ≥ m) = C

2,alors f est 
y
lique. 2Dans le premier 
hapitre nous avons vu parmi 
ertaines propriétés des ve
teurs 
y
liquesdans H2 le fait suivant
f ∈ C, g ∈ N ⇒ f + g ∈ C. (∗)Ce n'est plus vrai en général dans l'espa
e H2(X) où X est un espa
e de Hilbert séparable
omme en témoigne l'exemple suivantExemple : Si on 
onsidère dans H2(C2) une fon
tion 
y
lique de la forme

f =

(
f1

f2

)
,et la fon
tion g suivante,

g =

(
−f1

0

)
.Alors, dc(f) = 2, dc(g) = 1 et la somme,

f + g =

(
0
f2

)n'est pas 
y
lique et ainsi f ∈ C, g ∈ N ; f + g ∈ C. 2Dans le 
as des espa
es H2(Cd), en utilisant la notion du degré de 
y
li
ité d'une fon
-tion f ∈ H2(Cn), il est possible de sauver une partie de l'impli
ation pré
édente (∗). Parexemple si f, g ∈ H2(Cd) sont telles que f ∈ C (don
 dc(f) = d) et g ∈ N ave
 dc(g) = 0alors
f + g ∈ C.43



On peut voir 
e résultat 
omme une 
onséquen
e dire
te du iii) dans le Corollaire 3.1.1ou bien puisque dc(g) = 0 alors d'après la 
ara
térisation de la 
lasse C0 donnée par V. I.Vasyunin et N. K. Nikolski dans [24] il existe une fon
tion intérieure s
alaire ϑ telle que
P+ϑg = 0 ; par 
onséquent si f est 
y
lique, le Lemme 3.2.1 entraîne que,

f + g cyclique ⇔ P+ϑ(f + g) = P+ϑ(f) cyclique ⇔ f cyclique.Nous allons maintenant dé
rire 
ertaines paires de fon
tions {f, g} ⊂ H2(Cd), f 
y
liqueet g non 
y
lique ave
 dc(g) = 1, telles que f + g est 
y
lique. La Proposition suivantepermet de 
onstruire des fon
tions 
y
liques dans H2(C2) dont le spe
tre est une réunion�nie de type (nk)k≥1 ∪ (nk + 1)k≥1 où (nk)k≥1 est une suite la
unaire d'Hadamard.Proposition 3.2.1 Soit (nk)k≥1 une suite la
unaire d'Hadamard.
ϕ1 =

(
f1

g1

)
, ϕ2 =

(
f2

g2

) deux fon
tions dans H2(C2) telles que σ(f1), σ(g1) ⊂ (nk)k≥1et σ(f2), σ(g2) ⊂ (nk + 1)k≥1. On suppose que dc(ϕ1) = 2 et dc(ϕ2) = 1 et que la 
onditionsuivante est véri�ée
span(




f̂1(k)
ĝ1(k)

ĝ2(k − 1)



 : k ≥ m) = C
3, ∀ m ≥ 1.Alors ϕ1 + ϕ2 est 
y
lique.Preuve : Rappelons que par le Corollaire 3.1.1, pour des sous-espa
es ve
toriels E, F ⊂ H2(Cd),on a

dc(F +G) = dc(F ) + dc(P+Θ∗
FG).De plus on a l'inégalité dc(P+Θ∗

FG) ≤ dc(G) (
'est une 
onséquen
e du Lemme DC dans [24]).On 
onsidère le sous-espa
e F engendré par
f =




0

f1 + f2

g1 + g2



 .Supposons que ϕ1 + ϕ2 n'est pas 
y
lique alors
dc(F ) = 1.Soit G le sous-espa
e engendré par 


g2
−f2

−g2



 .D'après les hypothèses de départ, le 
ritère de 
y
li
ité du Corollaire 2.2.3 et la dé�nition du degréde 
y
li
ité par les proje
tions 
oordonnées, on a
dc(P+Θ∗

FG) ≤ dc(G) = dc(ϕ2) = 1.44



D'autre part,
ϕ =




g2
f1

g1



 ∈ F +G,où ϕ est une fon
tion 
y
lique dans H2(C3) d'après le Théorème 3.2.2. Don
,
dc(F +G) = 3.Ainsi, l'équation iii) du Corollaire 3.1.1 n'est pas véri�ée don
 l'hypothèse de départ est fausse etpar 
onséquent ϕ1 + ϕ2 est 
y
lique dans H2(C2). 2Remarque 3.2.1 On peut généraliser la Proposition pré
édente dans H2(Cd) à une sériede type f =

r∑

k=1

ϕk où σ(ϕi) ⊂ (nk + i)k≥1, i = 1, . . . r et dc(ϕ1) = d, dc(ϕi) = 1 pour
i = 2, . . . r et 
e
i pour tout d, r ≥ 1. Notons que si d = 1, la Proposition est véri�ée grâ
eau Théorème 1.2.2 d'E. Abakumov sur la 
y
li
ité d'une réunion �nie de séries la
unairesquel
onque. Les arguments qui permettent de passer du 
as r = 2 au 
as général r ≥ 2 sontà peu près les mêmes que pré
edemment.Il est intéressant de voir qu'on peut aussi additionner r séries la
unaires 
y
liques dans
H2(Cd) et sous une 
ondition donnée sur les 
oe�
ients obtenir une réunion �nie 
y
lique.Proposition 3.2.2 Soient r, d ≥ 1 deux entiers �xés et ϕ =

r∑

k=1

ϕk ∈ H2(Cd) où σ(ϕi) ⊂

(nk + i− 1)k≥1, i = 1, . . . r. Supposons que ∀ m ≥ 0,
span(




ϕ̂1(k)
ϕ̂2(k + 1)...

ϕ̂r(k + r − 1)


 : k ≥ m) = C

d×r.Alors ϕ est 
y
lique.Preuve : Considérons dans H2(Cd×r) les sous-espa
es suivants,
F = span




ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + . . .+ ϕr
0...
0


 , G = span

(




ϕ2

−ϕ2

0...
0




;




ϕ3

0
−ϕ3

0...
0




; . . . ,




ϕr
0...
0

−ϕr




)
.
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En utilisant l'équation du Corollaire 3.1.1 et le fait que G est engendrée par r − 1 fon
tions dedegré d, on obtient dc(G) ≤ (r− 1)d. De plus, si on suppose que dc(F ) < d alors dc(F +G) < rd.D'autre part, 


ϕ1

ϕ2...
ϕd


 ∈ F +G.Cette fon
tion est 
y
lique dans H2(Cd×r) d'après l'hypothèse de la Proposition et grâ
e au Théo-rème 3.2.2 
e qui entraîne dc(F +G) = d× r. La 
ontradi
tion montre qu'en fait ϕ est 
y
lique.

2La Proposition pré
édente donne une 
ondition su�sante de 
y
li
ité et suggèrent qu'ilpourrait y avoir un 
ritère de 
y
li
ité lié aux 
oe�
ients pour les fon
tions dont le spe
treune réunion �nie de suites la
unaires et dont la longueur des blo
s serait bornée. Il s'agit,don
, des fon
tions f telles que σ(f) ⊂ ∪∞
k=0[nk + dk] où (nk)k≥1 est une suite la
unaired'Hadamard in�nie et sup

k≥1
dk < ∞. Mais il apparaît que pour 
e type de séries, le 
ritèredu Théorème 2.2.2 n'est plus valide. Pour s'en 
onvain
re, il su�t de 
onsidérer l'exemplesuivant.Exemple : Soit f ∈ H2 une série la
unaire qui n'est pas un polyn�me et

F =

(
f
S∗f

)
∈ H2(C2).Cette fon
tion est formée par la réunion de deux séries la
unaires, elle possède des blo
sde longueur deux et de plus elle véri�e le 
ritère du Théorème 2.2.2 
ar pour tout m ≥ 0,

span(F̂ (k) : k ≥ m) = span
(( f̂(k)

0

)
;

(
0

f̂(k)

)
: k ≥ m

)
= C

2.Et pourtant F n'est pas 
y
lique. En e�et, soit h ∈ H2 une fon
tion non identiquementnulle, alors si ( 0
h

)
∈ Ef , il existe une suite de polyn�mes (pn)n≥0 telle que

(
0
h

)
= lim

n→∞
pn(S

∗)

(
f
S∗f

)
,
e qui entraîne

h = lim
n→∞

pn(S
∗)S∗f = S∗ lim

n→∞
pn(S

∗)f = S∗0 = 0.Don
, au
une fon
tion ( 0
h

)
, h 6= 0, n'est dans Ef . 2Il faut don
 trouver un nouveau 
ritère de 
y
li
ité plus général et qui s'étend à 
es séries.Le Lemme et la Proposition suivantes peuvent être regardés 
omme les préparatifs pourune telle des
ription. 46



Dé�nition 3.2.1 Soit X un espa
e de Hilbert séparable, une fon
tion f ∈ H2(X) est unesérie la
unaire par blo
s s'il existe N ∈ N tel que
ΨN(f)

def
=
∑

k≥0

Ψ̂N(f)(k)zk,où Ψ̂N(f)(k) =




f̂(Nk)...
f̂(Nk +N − 1)


 ∈ XN et σ(ΨN(f)) est une suite la
unaire.Exemples :1) La suite (ak)k≥0 où a ∈ N \ {0, 1} est la
unaire par blo
s.2) La suite mk = k! + k n'est pas la
unaire par blo
s. Cet exemple a le mérite de montrerque 
ette parti
ularité pour une suite d'être la
unaire par blo
s n'est pas liée à la rapiditéde 
roissan
e de 
ette suite.3) La suite ∪k≥1[nk, nk + N ] où (nk)k≥1 est une suite la
unaire, n'est pas la
unaire parblo
s en général.Nous allons donner un 
ritère de 
y
li
ité pour des séries 
.r.
. dont le spe
tre de Fourierest la
unaire par blo
s.Lemme 3.2.2 Soit F une famille de fon
tions dans H2(X). Les propositions suivantessont équivalentes :1. F est 
y
lique dans H2(X).2. La famille {ΨN(F ), ΨN(S∗F ), . . . , ΨN(S∗N−1F )} est 
y
lique dans H2(XN).Preuve : Il su�t de remarquer d'une part que ΨN est un isomorphisme isométrique deH2(X) dans

H2(XN ) et d'autre part que tout entier k peut s'é
rire par la divison eu
lidienne k = pkN + qk,ave
 0 ≤ qk ≤ N − 1 et par 
onséquent,
ΨN (S∗k

X F ) = S∗pk

XN ΨN (S∗qkf).D'où le résultat. 2Proposition 3.2.3 Soit N un entier et F ∈ H2(X) une famille �nie de fon
tions telleque ∀ f ∈ F , la suite (f̂(k)k≥0 est 
.r.
. et ΨN(f) est une série la
unaire par blo
s. Lesassertions suivantes sont équivalentes :1. F est 
y
lique dans H2(X).2. X∗(Φ) = XN où Φ = ΨN(F ), ΨN(S∗F ), . . . , ΨN(S∗N−1F ).Preuve : 
'est une 
onséquen
e du Lemme 3.2.2 et du Théorème 2.2.2. 247



3.3 Séries la
unaires ave
 des blo
s bornésDans 
ette partie, nous nous o

uperons du problème de 
y
li
ité pour des séries dontle spe
tre est in
lus dans des ensembles de type
Λ = ∪k≥0[nk;nk +N ],où (nk)k≥0 est une suite la
unaire et N un nombre entier donné.Etant donné une telle série f , nous amènerons une 
onstru
tion d'un sous-espa
e S-invariant F ⊂ Ef qui doit jouer le r�le du sous-espa
e H2(X∗) dans le Théorème 2.2.1. Aprésent, nous ne pouvons véri�er que f est S∗-invariant (et d'ailleurs en général, 
e n'estpas le 
as), mais nous sommes 
onvain
u que la 
onstru
tion et le 
ritère �nal dépendentdire
tement de F . Voi
i, don
, 
ette 
onstru
tion.Lemme 3.3.1 Soit X un espa
e de Hilbert séparable et soit

f(z) =
∑

k≥1

Pk(z)z
nk ∈ H2(X),où Pk sont des polyn�mes de degré inférieur ou égal à N et (nk)k≥1 est une suite la
unaire.On suppose que la suite ( Pk

‖Pk‖

)
k≥1

est relativement 
ompa
te dans PN (X).Alors, il existe un polyn�me non nul P, deg P ≤ N à valeur dans X tel que
H2 ⊗ P ⊂ ES∗nf ∀ n ≥ 0.Preuve : Soit,

f(z) =
∑

k≥0

Pk(z)z
nk ,où Pk(z) = f̂(nk) + . . .+ f̂(nk +N)zN .Pour tout entier n, j ≥ 0 �xés, il existe k0 entier tel que pour tout k ≥ k0, nk − nk−1 ≥ j + n (
equi est possible 
ar f est une série la
unaire par blo
s).Nous donnons la preuve pour n = 0. Pour n > 0, 
omme dans le Lemme 2.2.5, il su�t de modi�erles expressions au début de la preuve en regardant,

1

‖Pk‖
S∗nk+n−jS∗nf =

Pk
‖Pk‖

zj + zj
∑

l>k

Pl
‖Pk‖

znl−nk .Celà va 
onduire exa
tement à la même limite zjP dans le sous-espa
e ES∗nf au lieu de Ef .On pose,
rk =

∑

l>k

Pl
‖Pk‖

znl−nk .Montrons que les rk 
onvergent faiblement vers 0 pour une sous suite. Il faut montrer que toutvoisinage de 0 pour la topologie faible 
ontient l'un des rk. On 
onsidère des voisinages de la forme
V =

{
h ∈ H2(X) : |(h, hi)| < 1, 1 ≤ i ≤ n

}
.48



Les fon
tions hi, i = 1, . . . n sont �xées dans H2(X) et hi(z) =

∞∑

k=1

ĥi(k)z
k.Soit,

Qik(z) = ĥi(k) + . . .+ ĥi(k +N)zN ∀ k ≥ 0.On obtient,
|(rk, hi)|2 ≤

(∑

l>k

∣∣( Pl
‖Pk‖

, Qinl−nk

)∣∣
)2

.

≤
(∑

l>k

‖Pl‖2

‖Pk‖2

)(∑

l>k

‖Qinl−nk
‖2

)
.Supposons qu'au
un des rk n'appartient à V alors,

1 ≤ max
1≤i≤n

|(rk, hi)| ∀ k ≥ k0.Par 
onséquent,
‖Pk‖2

∑

l>k

‖Pl‖2
≤ max

1≤i≤n

∑

l>k

‖Qinl−nk
‖2 ≤

n∑

i=1

∑

l>k

‖Qinl−nk
‖2.En sommant sur k on obtient une 
ontradi
tion le 
oté de gau
he diverge grâ
e au Lemme 2.2.4tandis que 
elui de droite 
onverge grâ
e au Lemme 2.2.3. D'où le résultat.Il existe une sous-suite (rki

)i≥1 qui 
onverge faiblement vers 0. De la suite (
Pki

‖Pki
‖ )i≥1 
orrespon-dante, on peut extraire puisque (Pk)k≥1 est r.
., une sous-suite 
onvergente vers une limite P nonnulle qui véri�e bien,

zjP ∈ Ef ∀ j ≥ 0.Don
 H2 ⊗ P ⊂ Ef . 2Remarque 3.3.1 Il est 
lair d'après la preuve que deg(P ) ≤ N . Notons par PN(X),l'ensemble des polyn�mes de degré inférieur ou égale à N et à valeur dans X.Corollaire 3.3.1 Soit f 
omme dans le Lemme 3.3.1. Alors, il existe un sous-espa
e fermé
L ⊂ PN (X) tel que(a) L 6= {0}.(b) F := H2 ⊗ L ⊂

⋂

k≥0

ES∗kf ⊂ Ef .(
) Si g ∈ PN(X) et H2 ⊗ g ⊂ Ef , alors g ∈ L (�L est maximal�).49



Preuve : En e�et, par dé�nition
H2 ⊗ L = closH2(X)

{∑
hjpj : hj ∈ H2, pj ∈ L

}
.Don
, si Lα, α ∈ A, satisfait la 
ondition (b), alors spanH2(X)(Lα : α ∈ A) l'est aussi. le restedé
oule du Lemme 3.3.1. 2Le Théorème suivant 
ontient les autres propriétés du sous-espa
e F = H2 ⊗L dé�ni dansle Corollaire 3.3.1 qui sont lié à la 
y
li
ité éventuelle de f .
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Théorème 3.3.1 Soit X un espa
e de Hilbert séparable et soit
f(z) =

∑

k≥1

Pk(z)z
nk ∈ H2(X),où Pk sont des polyn�mes de degré inférieur ou égal à N et (nk)k≥1 une suite la
unaire.On suppose que la suite (Pk)k≥1 est 
.r.
. dans PN (X).Soit F = H2 ⊗ L, le sous-espa
e du Corollaire 3.3.1. Alors,(i) SF ⊂ F ⊂

⋂

k≥0

ES∗kf ⊂ Ef .(ii) f = g + p où g ∈ F et p est un polyn�me.(iii) ⋂
k≥0

ES∗kf = clos(F + S∗L+ . . .+ S∗NL) et don
 il existe d ≥ 0 tel que
S∗df ∈ clos(F + S∗L+ . . .+ S∗NL) =

⋂

k≥0

ES∗kf .En parti
ulier,
S∗dEf = clos(F + S∗L+ . . .+ S∗NL).(iv) Si dimX <∞ alors la 
ondition né
essaire et su�sante pour que f soit 
y
lique estque L ait le rang maximal dans X, i.e.
dimX = r := max

|z|<1
dim(p(z) : p ∈ L).Preuve : Il est 
lair que (i) est véri�ée.

(ii) Par dé�nition, f =
∑

k≥1

znkPk, où deg(Pk) ≤ N . D'autre part, toute somme 
onvergente detype g =
∑

k≥1

znkQk, où Qk ∈ L est dans F = H2 ⊗ L. En parti
ulier, 
'est le 
as pour la série gave
 Qk = PL(Pk). Don
, p := f − g ∈ Ef et on a p =
∑

k≥1

znkPL⊥(Pk) où L⊥ = PN (X) ⊖ L. LeLemme 3.3.1 est appli
able à la série p à la pla
e de f . Si p n'est pas un polyn�me, on obtientun polyn�me R 6= 0, R ∈ PN (X) ⊖ L tel que H2 ⊗ R ⊂
⋂

k≥0

ES∗kf ⊂ Ef . La 
ontradi
tion (ave
le Corollaire 3.3.1) montre que p est un polyn�me. En posant g =
∑

k≥1

znkPL(Pk) ∈ H2 ⊗ L et
f = g + p, on obtient le résultat.
(iii) Par dé�nition,

H2 ⊗ L = closH2(X)

{∑
cjz

jpj : pj ∈ L
}
,(les sommes sont �nies). D'autre part, pour toute somme A =

∑

k≥0

cjz
jpj ∈ H2 ⊗ L et pour tout

k ≥ 0, on a
S∗kA =

∑

0≤j<k

cjS
∗(k−j)pj +

∑

j≥k

cjz
j−kpj ∈ F + S∗L+ . . .+ S∗NL.51



(Remarquons que S∗kL = {0} pour k > N). Don
,
EH2⊗L ⊂ clos(F + S∗L+ . . .+ S∗NL) ⊂

⋂

k≥0

ES∗kf .(pour la dernière in
lusion : ⋂
k≥0

ES∗kf est un sous-espa
e fermé S∗-invariant et F, L ⊂
⋂

k≥0

ES∗kf .D'autre part, d'après (ii), f − p ∈ F = H2 ⊗L où p est un polyn�me. Don
 il existe d ≥ 0 tel quepour tout k ≥ d, on a
S∗kf ∈ S∗d(H2 ⊗ L) ⊂ clos(F + S∗L+ . . .+ S∗NL).Celà implique ⋂

k≥0

ES∗kf ⊂ clos(F + S∗L+ . . . + S∗NL),et don
 l'égalité du (iii).
(iv) Observons d'abord, que dans le 
as où dimX < ∞, le sous-espa
e F a la 
o-dimension �niedans Ef (voir la formule du point (iii) du Théorème). Supposons maintenant que Ef = H2(X).Alors, H2 ⊗L est un sous-espa
e S-invariant de H2(X) de 
o-dimension �nie. Il est fa
ile de voirqu'un tel sous-espa
e a le rang lo
al maximal (par exemple, on peut s'appuyer sur la représentationde Lax-Halmos qui donne F = H2 ⊗ L = BH2(X ′) (où B est un produit de Blas
hke-Potapov).Mais, puisque F = H2 ⊗ L, le rang lo
al de F , 
'est-à-dire

r := max
|z|<1

dim(f(z) : f ∈ F ),est égale au rang lo
al de L. Don
, r = dimX.Ré
iproquement, supposons que r = dimX. Le sous-espa
e F ⊂ H2(X) étant S-invariant possèdepossède une représentation de Lax-Halmos, F = ΘH2(X ′), où X ′ ⊂ X et Θ est une fon
tionintérieure à gau
he. Puisque le rang lo
al de F 
oïn
ide ave
 le rang lo
ale de L et d'aprèsl'hypothèse r = dimX, on obtient
dimX = r = dim (Θ(z)H2(X ′)) ≤ dimX ′ ≤ dimX.Don
, X = X ′ et on a,

det(Θ)H2(X) ⊂ ΘH2(X) ⊂ Ef .Mais θ = det(Θ) est une fon
tion intérieure s
alaire et don
 le sous-espa
e S∗-invariant engendrépar θH2(X) 
oïn
ide ave
 H2(X). En e�et, si φn sont les polyn�mes de Fejer de θ, on a
lim
n→∞

‖P+φnθf − f‖2 = lim
n→∞

‖φn(S∗)θf − f‖2 = 0.pour tout f ∈ H2(X), d'où le résultat. Par 
onséquent, Ef = H2(X). 2Remarque 3.3.2 Si dimX < ∞, alors l'espa
e H2 ⊗ L a la 
o-dimension �nie dans Efet il semble très probable que 
elà entraîne un 
ertain 
ritère de 
y
li
ité dans H2(X) desséries la
unaires �par blo
s�.Pour l'instant, on peut en déduire le 
orollaire suivant,52



Corollaire 3.3.2 Soit f 
omme dans le Théorème 3.3.1.(i) Si X = C, alors f est 
y
lique.(ii) Si dimX < ∞, alors H2 ⊗ L est un sous-espa
e de Ef de 
o-dimension �nie (≤
(N + 1). dimX).(iii) Si dimL = (N + 1). dimX, alors L = PN (X), et don
 f est 
y
lique.(iv) On a toujours, L ⊂

⋂

n≥1

spanX(Pk : k ≥ n) et
⋂

n≥1

spanX(Pk(z) : |z| < 1, k ≥ n) =
⋂

n≥1

spanX(P̂k(j) : 0 ≤ j ≤ N, k ≥ n).(v) Si ⋂
n≥1

spanX(Pk : k ≥ n) 6= PN (X), ou bien ⋂
n≥1

spanX(P̂k(j) : 0 ≤ j ≤ N, k ≥ n) 6=

X, alors f n'est pas 
y
lique dans H2(X).Exemple : Soit X = C2, Pk = ak(e1 + ze2), ak 6= 0,
∑

k≥0

|ak|2 < ∞ où ej , j = 1, 2 estla base standard de C2. Alors, N = 1, L = {λP1 : λ ∈ C}, le rang lo
al de L est 1 et⋂

n≥1

spanX(Pk : k ≥ n) 6= P1(C
2). la fon
tion f , bien sûr, n'est pas 
y
lique (voir Théorème3.2.2).
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Chapitre 4Séries la
unaires à plusieurs variables
4.1 Etude dans le polydisqueDans 
e 
hapitre, nous 
onsidérons les espa
es H2 dans les polydisques Dn et les semi-groupes de shifts adjoints sur 
es espa
es. Notamment, par dé�nition

H2(Dn) = {f(z) =
∑

α≥0

f̂(α)zα,
∑

α≥0

|f̂(α)|2 <∞},où z = (z1, . . . , zn) ∈ Dn, α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn
+ est un multi-indi
e et zα = zα1

1 . . . zαn
n lemon�me élémentaire dans D

n. Nous réferrons à [29] pour toute information sur H2(Dn).On a L2(Zn
+) = l2(Zn

+) ≡ H2(Dn).On dé�nit le semi-groupe (S∗α)α∈Zn
+
de façon que pour toute série entière f(z) =

∑

α≥0

f̂(α)zαdans Dn, on pose
S∗αf(z) =

∑

β≥0

f̂(α + β)zβ.Le semi-groupe (S∗α)α∈Zn
+
a n générateurs S∗

1 , . . . , S
∗
n.Il est 
lair que f ∈ H2(Dn) ⇒ S∗αf ∈ H2(Dn) et ‖S∗αf‖2 ≤ ‖f‖2. On note σ(f) le spe
tre(de Fourier) de f :

σ(f) = {α ∈ Z
n
+ : f̂(α) 6= 0}.De même façon, on dé�nit l'espa
e H2 dans Dn à valeurs dans un espa
e de Hilbert X enposant

H2(Dn, X) = {f(z) =
∑

α≥0

f̂(α)zα, f̂(α) ∈ X,
∑

α≥0

‖f̂(α)‖2
X <∞}.On dé�nit 
omme auparavant,

Ef = spanH2(Dn,X){S∗α : α ∈ Z
n
+}.Et on dit que f est 
y
lique si Ef = H2(Dn, X).Le but de 
e 
hapitre est d'établir un analogue du résultat prin
ipal du 
hapitre 2.55



Notamment, nous regarderons le 
as des fon
tions f ∈ H2(Dn, X) à spe
tre �rare� dansle sens suivant.(C1) Il existe C > 0 tel que
card{(α, α′) ⊂ σ(f) × σ(f), α 6= α′ : β = α− α′} ≤ C, ∀ β ∈ Z

n
+.(C2) lim

j→∞
(αj+1, k − αj, k) = ∞, ∀ k, 1 ≤ k ≤ n.Remarque 4.1.1 Il est 
lair que si pour une suite (αj)j≥1 ⊂ Zn

+, l'une de ses suites 
om-posantes (αj, k)j∈Zn
+
, 1 ≤ k ≤ n est la
unaire dans le sens d'Hadamard, alors la 
onditions

C1 est aussi satisfaite.Lemme 4.1.1 Soit X un espa
e de Hilbert séparable.Pour toute série f ∈ H2(Dn, X) véri�ant les 
onditions (C1), (C2) 
i-dessus et telle que
(f̂(k))k≥0 est une suite relativement 
ompa
te, il existe un élément non nul x ∈ X tel que

H2(Dn, X) ⊗ x ⊂ ES∗βf ∀ β ∈ Z
n
+.Preuve : Soit β = (β1, . . . , βn) ∈ Zn+ �xé et f ∈ H2

Dn(X) véri�ant les 
onditions pré
édentes.Grâ
e à (C2), f s'é
rit
f(z) =

∑

k≥0

f̂(αk)z
αk ,ave
 la parti
ularité que αj+1 ≥ αj , ∀ j ≥ 0. D'après (C2), il existe un entier k0 tel que

αk − αk−1 ≥ β, ∀ k ≥ k0.Et pour tout k ≥ k0,
Sαk−β

‖αk‖
f(z) =

f̂(αk)

‖f̂(αk)‖
zβ + zβ

∑

j>k

f̂(αj)

‖f̂(αk)‖
zαj−αk .On pose rk =

∑

j>k

f̂(αj)

‖f̂(αk)‖
z
αj−αk

1 et on va montrer que les rk 
onvergent faiblement vers 0 pourune sous-suite. Il su�t de montrer que tout voisinage de 0 pour la topologie faible 
ontient l'undes rk. On 
onsidère des voisinages de la forme V =
{
h ∈ H2(Dn, X) : |(h, gi)| < 1, 1 ≤ i ≤

m
}
, gi ( i = 1 . . . m) sont des éléments �xés dans H2(Dn, X), gi(z) =

∑

γi∈Zn
+

ĝi(γi) z
γi . On obtient,

|(rk, gi)|2 ≤
(∑

j>k

∣∣( f̂(aj)

‖f̂(ak)‖
, ĝi(αj − αk)

)∣∣
)2

.

≤
∑

j>k

‖f̂(aj)‖2

‖f̂(ak)‖2
.
∑

j>k

‖ĝi(αj − αk)‖2.56



Supposons qu'au
un des rk n'appartient à V alors 1 ≤ max
1≤i≤n

|(rk, gi)| ∀ k ≥ k0. Par 
onséquent,
‖f̂(ak)‖2

∑

j>k

‖f̂(al)‖2
≤ max

1≤i≤n

∑

l>k

‖ĝi(αj − αk)‖2 ≤
n∑

i=1

∑

j>k

‖ĝi(αj − αk)‖2.En sommant sur k,
∑

k≥k0

‖f̂(ak)‖2

∑

j>k

‖f̂(al)‖2
≤

n∑

i=1

∑

k≥k0

∑

j>k

‖ĝi(αj − αk)‖2.On obtient une 
ontradi
tion 
ar le 
oté de gau
he diverge grâ
e au Lemme 2.2.3 alors que 
eluide droite 
onverge grâ
e au Lemme 2.2.4. Don
 il existe une sous-suite (rki
)i≥1 qui 
onvergefaiblement vers 0. De la suite (

bf(aki
)

‖ bf(aki
)‖

)i≥1 
orrespondante on peut puisque la suite (f̂(k))k≥0 est
.r.
. en extraire une sous-suite 
onvergente vers une limite non nulle x 
ar (rki
)i≥1 ne dépend pasde β et véri�ant,

zβx ∈ Ef ∀ β ∈ Z
n
+.De la même manière, on peut monter que zβx ∈ ES∗αf ∀ α, β ∈ Zn+ et ainsi H2(Dn, X)⊗x ⊂ Ef .

2Théorème 4.1.1 Soit X est un espa
e de Hilbert séparable et f ∈ H2(Dn, X), f(z) =∑

k≥0

f̂(αk)z
αk telle que σ(f) véri�e les 
onditions (C1), (C2) et (f̂(αk))k≥0 est 
.r.
. Lesassertions suivantes sont équivalentes.1) f est 
y
lique pour S∗ dans H2(Dn, X).2) span(f̂(αj) : j ≥ k) = X ∀ k ≥ 0.Preuve : L'étude faite au 
hapitre 2 dans le 
adre de H2(X) où X est un espa
e de Hilbertséparable et les méthodes qui y ont été développées se transposent à l'espa
e H2(Dn, X) dès lorsque le Lemme 4.1.1 est réalisé. D'où le résultat. 2Lemme 4.1.2 [1] Soit 1 ≤ p < ∞ et soit Ω un sous-ensemble S∗-invariant de ℓpa (i.e., si

f ∈ Ω alors S∗f ∈ Ω). Supposons que l'in
lusion 1 ∈ span(S∗kf, k ≥ 0) est véri�ée pourtout f ∈ Ω. Alors tout élément de Ω est une fon
tion 
y
lique dans ℓpa.Remarque 4.1.2 Lorsque X ≡ C, on peut dire
tement 
on
lure quant à la 
y
li
ité de f ,il su�t de voir que le Lemme 4.1.1 nous donne 1 ∈ span(S∗αf, α ∈ Z2
+) en divisant par x
e qui est possible dans le 
as s
alaire et en adaptant le Lemme pré
édent d'E. Abakumovdans l'espa
e H2(Dn, X).Cette adaptation est simple : il su�t pour 
ela de 
onsidérer S∗α = S∗α1

1 . . . S∗α2
n ∀ α =57



(α1, . . . , α2) ∈ Zn
+ et de reprendre le même argument d'indu
tion utilisé dans la preuve duLemme 4.1.2 mais dans H2(Dn) à savoir si η = (η1, . . . , ηn) ∈ Zn

+ est �xé et si on supposeque zβ ∈ span(S∗αf, α ∈ Z
n
+) ∀ β < η alors zη ∈ span(S∗αf, α ∈ Z

n
+).
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Chapitre 5Semi-groupe de shifts adjoints et
y
li
ité dans L2(R+)Dans 
e 
hapitre, nous allons donner des résultats analogues à 
e qui a pré
édé maispour le semi-groupe 
ontinu de shifts adjoints sur R+. On 
onsidère l'espa
e L2(R+) desfon
tions mesurables sur R+ = [0,∞) telles que
‖f‖2 =

(∫ ∞

0

|f |2dx
) 1

2

<∞.et le semi-groupe (S∗
t )t>0 où

S∗
t f(x) = f(x+ t) x ≥ 0, t > 0.Si f ∈ L2(R+), on pose Ef := spanL2(R+)

(
S∗
t f : t > 0

) et f est 
y
lique si Ef = L2(R+).5.1 La propriété d'uni
ellularitéNous allons dans un premier temps présenter 
ertains résultats 
onnus en théorie dessous-espa
es invariants autour de la propriété d'uni
ellularité réalisée par 
ertains opéra-teurs et qui interviendront de manière primordiale dans la se
onde partie de 
e 
hapitre.La plupart de 
es résultats ainsi que leur preuves sont tirés de [27].Dé�nition 5.1.1 Une treillis de sous-espa
es L est dite accessible s'il existe un opéra-teur T sur un espa
e séparable de Hilbert de dimension in�nie tel que Lat T ordonné parl'in
lusion est isomorphe à L, on dira que L ≈ Lat T .Dé
rire Lat T n'est pas toujours aisé parfois même 
ette des
ription se révèle insu�sante àdéterminer si l'opérateur T possède des sous-espa
es invariants non-triviaux, la dé�nitionque nous venons de voir permet de reformuler le problème des sous-espa
es invariants, untreillis de deux éléments totalement ordonné est-il a

essible ? Remarquons aussi que si Lest a

essible, son dual l'est aussi (L∗ est égale à L et est ordonnée selon x ≤ y ⇔ x ≥ y59



dans L). Cette notion d'a

essibilité est très utile pour 
ara
tériser le treillis de 
ertainsopérateurs 
ar si on 
onsidère un segment [x, y] (où x ≤ y) dans un treillis L et qui est unsous-treillis de la forme [x, y] = {z ∈ L : x ≤ z ≤ y}, on a la 
ara
térisation suivante quise révèle très e�
a
e dans le 
as des opérateurs uni
ellulaires à savoir que si M et N sontdeux éléments dans Lat T tels que M ⊂ N et N ⊖M est de dimension in�nie alors [M , N ]est accessible (voir [27] pour plus de pré
isions).Dé�nition 5.1.2 Soit X un espa
e de Bana
h, T un opérateur borné sur X.
T est dit unicellulaire si Lat T est totalement ordonné par la relation d'in
lusion.Ainsi pour un opérateur uni
ellulaire T si on prend dans Lat T deux sous-espa
es M1, M2tels que M1 6= M2 alors soit M1 ⊂ M2 soit M2 ⊂ M1. Si M est un sous-espa
e invariantpour un opérateur borné T alors M⊥ est un sous-espa
e invariant pour T ∗ et par 
onsé-quent si T est uni
ellulaire alors T ∗ l'est également. Il faut aussi savoir que si un opérateur
T est uni
ellulaire alors l'ensemble des ve
teurs non-
y
liques de T est un ensemble de pre-mière 
atégorie 
'est à dire qu'il peut s'é
rire 
omme une union dénombrable d'ensemblesrares (et un ensemble est dit rare s'il n'est pas dense dans au
un ouvert de l'espa
e) et la
onséquen
e importante qui dé
oule de 
e fait est que tout sous-espa
e invariant de T est
y
lique.Exemples :1. Soit {en}n≥0 dans un espa
e de Hilbert séparable H et {wn}n≥0 une suite stri
tementdé
roissante dans ℓ2, l'opérateur A dé�nit par

Ae0 = 0, Aen = wnen−1, ∀ n > 0,est l'opérateur de Donoghue muni de la suite de poids pondérés {wn}n≥0 et si M estun sous-espa
e non- trivial invariant par A alors M = span(ek : 0 ≤ k ≤ n) pour unentier n ≥ 0 et don
 A est uni
ellulaire.2. Si S est l'opérateur unilatéral de translation, si φ1 est la fon
tion intérieure dé�nie par
φ1 = exp

(
z+1
z−1

) et si P est la proje
tion sur (φ1H
2)⊥ alors l'opérateur PS|(φ1H

2)⊥ estuni
ellulaire et
Lat (PS|(φ1H

2)⊥) ≈ [0, 1].Ce dernier exemple va jouer un r�le important dans le Théorème qui suit, (pour plusde pré
isions 
on
ernant 
es deux exemples voir [27]).Dé�nition 5.1.3 Un opérateur intégrale de type Voterra sur L2(0, 1) est un opérateur Ktel que
(Kf)(x) =

∫ x

0

k(x, y)f(y) dy,où k est une fon
tion 
arré intégrable sur le 
arré unité. En parti
ulier, l'opérateur deVoterra est l'opérateur de type Volterra pour lequel k est la fon
tion 
onstante égale à 1.60



Pour tout α ∈ [0, 1] soit
Mα = {f ∈ L2(0, 1) : f = 0 p.p sur [0, α]}.Il est 
lair que {Mα : α ∈ [0, 1} ⊂ LatK pour tout opérateur intégral de type Volterra.Le Théorème qui suit nous intéresse tout parti
ulièrement dans le 
adre de 
ette étude,il a été démontré de manière indépendente par plusieurs auteurs S.Agmon, W.Donoghue,Brodskii, Kalis
h, Sahnovi
. Pour la preuve 
omplète, le le
teur pourra se référer à [27]

p. 68. Ce théorème jouera un r�le important dans la 
onstru
tion de notre résultat.Théorème 5.1.1 L'opérateur de Volterra est uni
ellulaire et
Lat V = {Mα : α ∈ [0, 1]}.Ce Théorème peut se démontrer aussi grâ
e au Théorème de Tit
hmarsh 
on
ernant les
onvolutions et qui est un résultat d'importan
e en analyse et dans la théorie des équationsdi�érentielles et énon
e le fait suivant : Soit F (t), G(t) ∈ L1(0, 1), si

(F ∗G)(t) =

∫ t

0

F (t− s)G(s)dsest nulle presque partout, il existe un nombre réel α, (0 ≤ α ≤ 1) tel que les fon
tions
F (t) et G(t) soient respe
tivement nulles sur les intervalles [0, α] et [0, 1−α]. Une preuveélémentaire et dire
te de 
e Théorème a été donné par I. Mikusinski et G. K Kalis
h adémontré que le Théorème de Tit
hmarsh peut être obtenu à partir du Théorème 5.1.1.Pour lier le semi-groupe de translations (S∗

t )t>0 ave
 l'opérateur de Volterra, nous allonsdonner la preuve d'un résultat 
onnu (voir [21]) et qui va nous ramener au 
adre de tra-vail que l'on s'est �xé et nous permettre de travailler ave
 le semi-groupe de translations.Notamment, nous démontrons le Lemme suivant.Lemme 5.1.1 Si M est un sous-espa
e fermé dans L2(0, a) et St le semi-groupe de trans-lations à droite alors,
StM ⊂M, ∀ t > 0 ⇔ VM ⊂M.Preuve : En 
onsidérant la fon
tion de Dira
 δt au point t, la fon
tion 
ara
téristique χ = χ[0, a]et le produit de 
onvolution ∗ de deux fon
tions, on peut é
rire

Stf = f ∗ δt, t ≥ 0.

V f = f ∗ χ.Par ré
urren
e,
V nf = f ∗ xn−1

(n− 1)!
χ, n ≥ 1.61



Et pour tout polyn�me p(z) =

n∑

k=0

akz
k, p(V )f = f ∗ q où q est un polyn�me dé�ni par p et laformule pré
édente et ‖p(V )‖ ≤ C. max

0≤x≤a
|p(x)|.Si on suppose que VM ⊂ M alors p(V )M ⊂ M = M pout tout polyn�me p et si g ∈ C[0, a] et

(pn)n≥0 est une suite de polyn�me qui 
onverge vers g, d'après 
e qui pré
ède pn(V )f 
onvergevers f ∗ g et ainsi f ∗ g ∈ M . Si on se donne un suite régularisante (gn)n≥1 ∈ C[0, a] telle que
gn ≡ 0 x ∈ [0, t − 1 \ n] ∪ [t + 1 \ n, a], gn(x) = n2x + (n − n2t), x ∈ [t − 1 \ n, t] et gn(x) =
−n2x+(n−n2t), x ∈ [t, t−1\n] que l'on peut normaliser par une 
onstante et 
ette suite véri�e
f ∗ gn 
onverge faiblement vers f ∗ δt et puisque M est fermé δt ∗ f = St ∈M .Ré
iproquement, on 
onsidère la suite de mesures (µn)n≥1 dé�nie par,

µn =
1

n

n∑

k=1

δ k
n
a.alors (µn)n≥1 
onverge faiblement vers χ[0, a] et pour tout f ∈ C[0, a],

lim
n→∞

∫ a

0
f dµn = lim

n→∞

1

n

n∑

k=1

f(
k

n
a) =

∫ a

0
f dx.Puisqu'on suppose que StM ⊂M, ∀ 0 ≤ t ≤ a don
 µn ∗ f ∈M ∀n ≥ 1 et χ ∗ f = V f ∈M . 2La des
ription des sous-espa
es invariants pour l'opérateur de Volterra, l'uni
ellularitéde 
elui-
i ainsi que le lien ave
 le semi-groupe 
ontinu des translations à droite nouspermettent d'a�rmer le fait suivant qui est une 
onséquen
e dire
te de tout 
e qui pré
ède,Théorème 5.1.2 f ∈ L2(0, a), a ∈ supp(f) ⇒ Ef = L2(0, a).Remarque 5.1.1 Par la suite on regardera L2(0, a) 
omme étant in
lus dans L2(0, ∞)en prolongeant toute fon
tion de L2(0, a) dans (a, ∞) par 0.5.2 Fon
tions 
y
liques pour (S∗

t )t>0Dé�nition 5.2.1 Un système la
unaire d'intervalles est une réunion dénombrable d'in-tervalles disjoints Λ =
∞⋃

k=1

[ak, bk] véri�ant les 
onditions suivantes :i) ak < bk < ak+1 ∀ k ≥ 1.ii) sup
k≥1

bk
ak+1

< 1.Lemme 5.2.1 Soit Λ =
∞⋃

k=1

[ak, bk] un système la
unaire d'intervalles sur R+.La fon
tion φ(x) = card
{
(aj − ak, bj − ak) : x ∈ (aj − ak, bj − ak)

} est bornée sur R+.62



Preuve : Cette preuve est une modi�
ation de la preuve du Lemme 2.2.2.Puisque Λ est un système la
unaire, il existe d > 1 tel que inf
k≥1

ak+1

bk
≥ d, soit M > 0 tel que

dM−1(d−1) ≥ 1 et soit x ∈ R+, il existe un ensemble �ni J tel que ∀ j ∈ J, aj−ak ≤ x ≤ bj−ak.Soit j0 le plus petit indi
e dans J tel que bj0 > x et montrons que si j ∈ J alors, j0 ≤ j < j0 +M .La première inégalité est triviale, pour la deuxième supposons que j ≥ j0 +M ,
aj − ak ≥ aj − bj−1 ≥ (d− 1)bj−1 ≥ (d− 1)dM−1bj0 > x.mais si aj − ak > x alors (aj − ak, bj − ak) n'en
adre pas x 
e qui est absurde puisqu'on supposeque j ∈ J .Par 
onséquent, φ(x) ≤M ∀x ∈ R+ et φ est bornée. 2Soit f ∈ L2(R+) telle que supp(f) ⊂ Λ, on peut alors é
rire f 
omme une série de fon
tions

f =
∑

k≥1

gk supp(gk) ⊂ [ak, bk].

f(x) =
∑

k≥1

fk(x− ak) fk ∈ L2(0, bk − ak) ⊂ L2(R+).
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Théorème 5.2.1 Soit f ∈ L2(R+) et supp(f) ⊂ Λ, où Λ =
∞⋃

k=1

[ak, bk] est un systèmela
unaire.On suppose que,i) c = sup
k≥1

|bk − ak| <∞.ii) ( fk

‖fk‖

)
k≥1

est relativement 
ompa
t.alors, f est 
y
lique dans L2(R+).Preuve : On 
onsidère pour tout k ≥ 1,
S∗
ak
f

‖fk‖
=

fk
‖fk‖

+
∑

j>k

fj
‖fk‖

.Et en posant rk =
∑

j>k

fj
‖fk‖

, montrons qu'il existe une sous-suite qui 
onverge faiblement vers
0. Il faut prouver que tout voisinage de 0 pour la topologie faible 
ontient l'un des rk. On peut
onsidérer des voisinages de la forme

V =
{
h ∈ L2(R+) : |(h, hi)| < 1, 1 ≤ i ≤ n

}
,où les hi, i = 1 . . . n sont des fon
tions �xées dans L2(R+).Supposons qu'au
un des rk n'appartient à V alors 1 ≤ max

1≤i≤n
|(rk, hi)| ∀ k ≥ 1.On obtient,

|(rk, hi)| ≤
1

‖fk‖

∫

aj≤x≤bj

|
∑

j>k

fj(x−aj+ak)hi(x)|dx ≤ 1

‖fk‖
(∑

j>k

‖fj‖2
) 1

2
(∑

j>k

∫ bj−ak

aj−ak

|hi(x)|2dx
) 1

2

.Par 
onséquent,
‖fk‖2

∑

j>k

‖fj‖2
≤ max

1≤i≤n

∑

j>k

∫ bj−ak

aj−ak

|hi(x)|2dx ≤
n∑

i=1

∑

j>k

∫ bj−ak

aj−ak

|hi(x)|2dx.On somme sur k,
∑

k≥1

‖fk‖2

∑

j>k

‖fj‖2
≤

n∑

i=1

∑

k≥1

∑

j>k

∫ bj−ak

aj−ak

|hi(x)|2dx.Le membre de gau
he diverge d'après le Lemme 2.2.4, montrons que 
elui de droite est �ni pourobtenir une 
ontradi
tion et 
on
lure. Il s'agit de prouver que
∑

k≥1

∑

j>k

∫ bj−ak

aj−ak

|hi(x)|2dx <∞.64



Posons φ(x) =
∑

k≥1

∑

j>k

χ(aj−ak ,bj−ak)(x), on peut remarquer que la fon
tion φ s'é
rit aussi de lamanière suivante,
φ(x) = card

{
(aj − ak, bj − ak) : x ∈ (aj − ak, bj − ak)

}
.Si on applique le Lemme 5.2.1 alors φ est bornée don
 ∃M > 0 : φ(x) ≤M ∀ x ∈ R+.

∑

k≥1

∑

j>k

∫ bj−ak

aj−ak

|hi(x)|2dx =
∑

k≥1

∑

j>k

∫

R+

χ(aj−ak ,bj−ak)(x)|hi(x)|2dx

=

∫

R+

∑

k≥1

∑

j>k

χ(aj−ak ,bj−ak)(x)|hi(x)|2dx

=

∫

R+

φ(x)|hi(x)|2dx ≤M

∫

R+

|hi(x)|2dx <∞.Ainsi, il existe une sous-suite (rkj
)j≥1 qui 
onvergent faiblement vers 0 et on a,

S∗
akj
f =

fkj

‖fkj
‖ + rkj

.De plus (fk/‖fk‖)k≥1 est relativement 
ompa
t alors pour une sous-suite (kji)i≥1, la suite (fkji
/‖fkji

‖)i≥1
onvergent faiblement vers une limite g 6= 0 et par 
onséquent,
g ∈ Ef .On utilise la 
ondition (i). Soit b = sup supp(g), alors 0 < b <∞ et g ∈ L2(0, b).Notons que,
Eg ⊂ Ef ,
ar S∗

tEf ⊂ Ef ∀ t > 0. On peut appliquer le Théorème 5.1.2 et ainsi,
Eg = L2(0, b) ⊂ Ef .Maintenant, on pro
ède de la même manière mais pour S∗

ak−T
où T > 0 est arbitraire et on 
hoisit

k de sorte que ak > T . On obtient 
omme pré
édemment,
S∗
ak−T

f(x) =
fk(x+ T )

‖fk‖
+ rk(x).On peut à nouveau de la même manière extraire une sous-suite 
onvergente, (fkji

/‖fkji
)‖)i≥1 dontla limite g est non identiquement nulle et telle que g ∈ Ef et supp(g) ⊂ [T, c + T ]. Puisque

b = sup supp(g) > T et en appliquant en
ore le Théorème 5.1.2 on obtient,
L2(0, T ) ⊂ Ef ∀ T > 0.Don
, L2(R+) ⊂ Ef . D'où le résultat. 265
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Chapitre 6Généralisation à L2(R+, X)Nous allons dans 
ette partie généraliser le résultat obtenu pré
édemment en se plaçantdans L2(R+, X) où X est un espa
e de Hilbert de dimension �nie. Soit c > 0 une 
onstante.En utilisant la dé�nition introduite dans le 
hapitre 2 se
tion 1, on va 
onsidérer une suite
(fk)k≥1 de l'espa
e L2((0, c), X) qui sera 
omplètement relativement 
ompa
te. Rappelonsqu'une suite dans l'espa
e L2(0, c; X) est dite 
.r.
. si les suites ( Pfk

‖Pfk‖

)
k∈η

sont relativement
ompa
tes dans L2((0, c), PX) quelque soit la proje
tion orthogonale P : L2(0, c; X) →
L2(0, c; X), (η = {k ≥ 1 : Pfk 6= 0}).Dan
 
e 
hapitre, nous obtiendrons don
 une généralisation du résultat du 
hapitre 5. Onpourra regarder 
ette généralisation 
omme une version �temps 
ontinue� du Théorème du�3.3 sur les séries entières la
unaires par blo
s. Par 
onséquent, 
omme dans 
e �3.3, nous
hangerons le langage en remplaçant des sous-espa
es du type L2(R+, X

′) ⊂ L2(R+, X)par des �produits tensoriels� L2 ⊗ M où M ⊂ L2(0, c; X) est un espa
e de fon
tions àsupport 
ompa
t (dont les transformées de Fourier sont des analogues des polyn�mes dansle 
as du 3.3). Le 
ritère de la 
y
li
ité d'une fon
tion f ∈ L2(R+, X) est donné sous formede �rang 
omplé� de transformée de Fourier d'un espa
e limite M = M(f), 
e qui est,bien sûr, pas si e�
a
e 
omme des 
ritères en termes des valeurs asymptotiques simples
f(x), x ≥ k, k → ∞ style du Théorème 2.2.2. d'autre part, au moins dans le sens dire
tdes mots, les 
ritères de 
e dernier type ne sont pas possible du tout (voir Exemple 
i-dessous).Mais avant d'entreprendre 
ette généralisation il est né
essaire de rappeler 
ertains faits,en parti
ulier 
on
ernant les fon
tions analytiques à valeurs opérateurs que nous allonsdonner i
i sans les preuves (pour plus de détails on peut se référer à [9], 
hapitre 5). Cesera l'objet de notre première partie, introduire et pré
iser les outils qui nous serviront parla suite.6.1 PréliminairesSoit w : D −→ C+,

ω(z) = i
1 + z

1 − z
,67



l'appli
ation usuelle 
onforme du disque D sur le demi-plan supérieur
C+ = {ξ ∈ C : Im ξ > 0}.La restri
tion à la frontière ω|T donne une 
orresponden
e bije
tive entre T \ {1} et R.L'inverse ω−1,

ω−1(x) = i
x− i

x+ i
,a pour Ja
obien

|J(x)| =
2

1 + x2
, x ∈ R.Don
, l'appli
ation U = Up,

Upf(x) =
( 1

π(x+ i)2

)1/p

. f
(x− i

x+ i

)
, x ∈ Rest un isomorphisme isométrique (unitaire pour p = 2) de l'espa
e Lp(T) sur l'espa
e Lp(R),

Up : Lp(T) −→ Lp(R).Pour p, 1 ≤ p ≤ ∞, UpHp(T) est un sous-espa
e fermé de Lp(R). On a aussi le Théorèmede Paley-Wiener qui va nous permettre d'exporter vers L2(R+, X) 
ertains Théorèmes et
ara
térisations des sous-espa
es S∗-invariants que nous utiliserons. Nous donnons i
i laversion s
alaire. Mais rappelons d'abord la dé�nition de la transformée de Fourier F et soninverse F−1,
Ff(z) =

1√
2π

∫

R

f(x)e−ixz dx, F−1f(z) =
1√
2π

∫

R

f(x)eixz dx,qui sont des appli
ations unitaires de L2(R+) sur lui-même.Théorème 6.1.1 (Paley-Wiener).
U2H

2 = F−1L2(R+).Théorème 6.1.2 (Lax-Halmos). Soit F un sous-espa
e ve
toriel dans L2(R+, X). Suppo-sons que S∗
t F ⊂ F ∀ t > 0 alors,

F = F(Kθ) = F(H2
+(X) ⊖ θH2

+(X ′))où θ : X ′ −→ X est une fon
tion intérieure à gau
he et dimX ′ ≤ dimX.Dé�nition 6.1.1 On dira que la fon
tion analytique 
ontra
tante à valeurs opératorielles
{X, Y, Θ(λ)} admet un multiple s
alaire m(λ), où m(λ) est une fon
tion analytique s
a-laire 6≡ 0, lorsqu'il existe une fon
tion analytique 
ontra
tante à valeurs opératorielles
{Y, X, ϑ(λ)} telle que

Ω(λ)Θ(λ) = δ(λ)IX , Θ(λ)Ω(λ) = δ(λ)IY , (|λ| < 1).68



Voi
i une Proposition qui établit une 
lasse simple de fon
tions à multiple s
alaire enl'o

uren
e le déterminant d'une fon
tion matri
ielle.Proposition 6.1.1 [9] Dans le 
as où dimX = dimY = n <∞, toute fon
tion analytique
ontra
tive {X, Y, Θ(λ)} telle que Θ(λ)−1 existe pour du moins un λ ∈ D admet 
ommemultiple s
alaire le déterminant d(λ) de la matri
e Θ(λ) prise par rapport à deux basesorthonormales, dans X et dans Y . La matri
e de Ω(λ) est l'adjointe algébrique de 
elle de
Θ(λ).Théorème 6.1.3 [9] Supposons que Θ(λ) admet un multiple s
alaire δ(λ) et soient δi(λ)et δe(λ) les fa
teurs intérieur et extérieur de δ(λ).a) Si Θ(λ) est intérieure ou extérieure, elle admet δi(λ) ou δe(λ) 
omme multiple s
alaire,selon les 
as.b) Si δ(λ) est une fon
tion intérieure ou extérieur, Θ(λ) est aussi intérieure ou extérieur,selon les 
as.
) Si Θ(λ) est intérieure ou extérieure, elle est intérieure ou extérieure de deux 
�tés.Le Corollaire suivant va nous être parti
ulièrement utile.Corollaire 6.1.1 [9] Soit {Xn, Xn, ϑ(λ)} une fon
tion analytique 
ontra
tante matri-
ielle telle que d(λ) = det ϑ(λ) 6≡ 0. Pour que ϑ(λ) soit intérieure ou extérieure, il faut etil su�t que d(λ) soit intérieure ou extérieure, selon les 
as.En�n, 
itons 
e �Lemme de Complémentation� qui sera né
essaire pour établir la preuve dela généralisation que l'on se propose de faire (pour plus de pré
isons 
on
ernant 
e Lemme,se référer à [19] entre autres).Lemme 6.1.1 Soit X et X ′ des espa
es de Hilbert, X ′ ⊂ X, dimX < ∞, et soit Φ′ ∈
H∞(L(X ′, X)). Les propositions suivantes sont équivalentes.1. ess inf ζ ∈ Tmin{‖Φ′(ζ)x‖ : ‖x‖ = 1} > 0.2. Il existe des fon
tions Φ et Ω dans H∞(L(X)) ave
 Φ|X′ = Φ′, Φ|X⊖X′ étant une fon
tionintérieure à gau
he, telle que ΩΦ = mIX, où m est une fon
tion intérieure s
alaire.6.2 Version ve
torielleLe Lemme suivant 
onstitue la première étape pour obtenir une généralisation du Cha-pitre 5 au 
as des fon
tions ve
torielles.Lemme 6.2.1 Soit f ∈ L2(R+, X) et supp(f) ⊂ Λ =

∞⋃

k=1

[ak, bk] où Λ est un systèmela
unaire d'intervalles. On pose pour tout k ≥ 0, fk(x) = f(x + ak), ave
 supp(fk) ⊂
[0, bk − ak] et on suppose que, 69



i) sup
k≥1

|bk − ak| ≤ c <∞.ii) ( fk

‖fk‖

)
k≥1

est une suite relativement 
ompa
te dans L2(0, c; X).Alors, il existe une fon
tion non nulle g ∈ L2(0, c; X) telle que Stg ∈ Ef pour tout t ≥ 0.Remarque 6.2.1 En fait, 
omme dans la preuve du Lemme 2.2.5 pour le 
as dis
ret, onpeut démontrer bien plus même si par la suite 
e n'est pas né
essaire. On peut prouver quela fon
tion g véri�e
Stg ∈ ES∗

uf ∀ t, u ≥ 0.Preuve : C'est exa
tement le même raisonnement que dans la première partie de la preuve duThéorème 5.2.1 ave
 les modi�
ations mineures te
hniques, de sorte qu'on rempla
e les produits
fj(x − aj + ak)hi(x) par des produits s
alaires (fj(x − aj + ak), hi(x))X , et
 (voir aussi 
ommemodèle, la preuve du Lemme 2.2.5 pour le 
as dis
ret). 2Maintenant, nous pouvons pro
éder de la même manière que dans le �3.3 pour le 
asdis
ret. Tout d'abord, nous introduisons l'analogue 
ontinu du produit H2 ⊗ L du �3.3.Notamment, soit c > 0 etM un sous-espa
e de L2(0, c, X). Rappelons que nous regardonstout espa
e L2(a, b; X) 
omme sous-espa
e de L2(R+, X). On pose
L2⊗M = spanL2(R+, X)(StM : t ≥ 0) = closL2(R+,X)(

∑

i

ϕi∗mi : mi ∈M, supp(ϕi) compact),où ϕi sont des fon
tions de L2 ou bien de L1 (sans au
une in�uen
e pour le résultat) et lessommes sont �nies. Ave
 
ette notation, nous avons l'analogue suivant du Corollaire 3.3.1.Corollaire 6.2.1 Soit f 
omme dans le Lemme 6.2.1. Alors, il existe un sous-espa
e fermé
M = M(f) ⊂ L2(0, c; X) tel que(a) M(f) 6= {0}.(b) L2 ⊗M(f) ⊂ Ef .(
) Si h ∈ L2(0, c; X) et L2 ⊗ h ⊂ Ef , alors h ∈ M(f), (�M(f) est maximal�).Preuve : En e�et, le Lemme 6.2.1 donne l'existen
e d'un M satisfaisant (a) et (b). D'autre part,d'après la dé�nition du �produit� L2 ⊗ M , il est 
lair que si L2 ⊗ Mα ⊂ Ef (α ∈ A), alors
L2 ⊗M ⊂ Ef où M = spanL2(0, c;X)(Mα : α ∈ A). D'où le résultat. 2le Théorème suivant 
ontient les autres propriétés du sous-espa
e L2 ⊗ M(f) ⊂ Ef duCorollaire 6.2.1 qui sont liées à la 
y
li
ité éventuelle de f .Théorème 6.2.1 Soit f 
omme dans le Lemme 6.2.1, telle que la suite (fk)k≥1 est 
.r.
.dans L2(0, c; X) et F = L2 ⊗M(f), le sous-espa
e de Ef dé�ni dans le Corollaire 6.2.1.Alors,(i) StF ⊂ F ⊂ Ef pour tout t, t ≥ 0.(ii) f = g + h où g ∈ F et supp(h) est 
ompa
t.70



(iii) Soit EM(f) = spanL2(R+,X)(S
∗
tM(f) : t ≥ 0), le sous-espa
e S∗

t -invariant engendrépar M(f). Alors, EM(f) ⊂ L2(0, c; X) et
Ef = closL2(R+,X)(L

2 ⊗M(f) + EM(f)),et les sous-espa
es L2 ⊗M(f) et EM(f) sont de la forme
L2 ⊗M(f) = F(Θ1H

2(C+, X1)), EM(f) = L2(R+, X) ⊖ F(Θ2H
2(C+, X2)),où, Xi ⊂ X(i = 1, 2), F étant la transformée de Fourier, Θi des fon
tions matri
iellesintérieures à gau
he, Θi(z) : Xi → X et Θ2 est un diviseur à gau
he de eicz. IX .Preuve : Le (i) est évident par la dé�nition de F .

(ii). C'est un analogue du raisonnement 
orrespondant au Théorème 3.3.1. Notamment, on observed'abord que la somme de toute série
g =

∑

k≥1

Sak
ϕk, ϕk ∈M,
onvergente dans L2(R+, X) est dans L2 ⊗M . En parti
ulier, 
'est le 
as pour ϕk = PMfk où

fk sont les fon
tions de dé
omposition la
unaire de f , PM étant la proje
tion orthogonale sur Mdans L2(0, c; X). Don
, la fon
tion
h = f − g =

∑

k≥1

Sak
PM⊥fkest dans Ef , où M⊥ = L2(0, c; X) ⊖ M . Il est 
lair que tous les points limites de la suite

(PM⊥fk/‖PM⊥fk‖)k≥1 sont dans M⊥. Par 
onséquent, le support supp(h) est 
ompa
t (sinon enutilisant la propriété 
.r.
. de (fk)k≥1, on applique à nouveau le Lemme 6.2.1 à h et on obtient unefon
tion non nulle ϕ ∈ Ef ∩M⊥ telle que Stϕ ∈ Ef pour tout t ≥ 0 ; 
e
i 
ontredit la dé�nitionde M = M(f).
(iii). Il est 
lair que L2 ⊗M(f) ⊂ Ef et EM(f) ⊂ Ef ∩ L2(0, c; X), et don


closL2(R+,X)(L
2 ⊗M(f) + EM(f)) ⊂ Ef .Pour montrer l'in
lusion inverse, regardons une 
ombinaison �nie g =

∑
k Sak

ϕk, ϕk ∈M . Alors,pour tout t ≥ 0, on a
S∗
t g =

∑

ak<t

S∗
t Sak

ϕk +
∑

ak≥t

S∗
t Sak

ϕk =
∑

ak<t

S∗
t−ak

ϕk +
∑

ak≥t

Sak−tϕk,où ∑
ak<t

S∗
t−ak

ϕk est dans EM(f) et ∑
ak≥t

Sak−tϕk dans L2 ⊗M(f). Ce
i montre que le sous-espa
e
S∗
t -invariant engendré par L2 ⊗M(f) et EM(f) est dans closL2(R+, X)(L

2 ⊗M(f) +EM(f)). Mais
e sous-espa
e 
ontient Ef , don
 Ef ⊂ closL2(R+, X)(L
2 ⊗M(f) +EM(f)), 
e qui montre l'égalitédu (iii).Les représentations pour L2 ⊗M(f) et EM(f) dé
oulent du Théorème de Lax-Halmos et du faitque l'in
lusion

EM(f) = L2(R+, X) ⊖F(Θ2H
2(X2)) ⊂ L2(0, c; X) = L2(R+, X) ⊖F(eiczH2(X))71



est équivalent à la divisibilité mentionnée dans l'énon
é (voir, par exemple, [19], p.19). 2Nous passons maintenant aux transformées de Fourier de tous les objets, notamment
F = F−1(f) ∈ H2(C+, X), EF = F−1(Ef) = spanH2(C+,X)(P+e

−itzF : t ≥ 0),

M(f) = F−1(M(f)) ⊂ F−1(L2(0, c; X)) = Kθ = H2(C+, X) ⊖ θH2(C+, X),où θ = eicz,
H2

+ ⊗M(f) := F−1(L2 ⊗M(f)) = spanH2(C+,X)(e
itzM(f) : t ≥ 0) = Θ1H

2(C+, X1),

EM(f) = F−1(EM(f)) = KΘ2
:= H2(C+, X) ⊖ Θ2H

2(C+, X2).Corollaire 6.2.2 Sous les hypothèses du Théorème 6.2.1 et dans les notations données
i-dessus, on a
EF = closH2(C+, X)(Θ1H

2(C+, X1) +KΘ2
),et dimX1 = Rang(M(f)), où

Rang(M(f)) = max(dim{Φ(z) : Φ ∈ M(f)} : Im(z) > 0).Preuve : En e�et, la première formule est la transformée de Fourier de la formule (iii) du Théorème6.2.1. La se
onde dé
oule de
dimX1 = max

z
(dim{Φ(z) : Φ ∈ Θ1H

2(C+, X1)},ainsi que de la dé�nition de Θ1, spanH2(C+,X)(e
itzM(f) : t ≥ 0) = Θ1H

2(C+, X1). 2Lemme 6.2.2 Soit f ∈ L2(R+, X) satisfaisant les 
onditions du Théorème 6.2.1, etsupposons que dimX < ∞. Si Rang(M(f)) = dimX, où M(f) = F−1(M(f)), alors
Ef = L2(R+, X) (f est 
y
lique).Preuve : C'est un analogue 
ontinu de la preuve de la su�san
e dans (iv) du Théorème 3.3.1.Ainsi, lorsque dimX1 = dimX et don
 X1 = X, on a

(detΘ1)H
2(C+, X) ⊂ Θ1H

2(C+, X) ⊂ EF .En utilisant le fait que P+e
−itzEF ⊂ EF , t ≥ 0 de même façon que dans la preuve du Théorème3.3.1, on obtient EF = H2(C+, X), d'où le résultat. 2Théorème 6.2.2 Soit f ∈ L2(R+, X) satisfaisant les 
onditions du Théorème 6.2.1,et supposons que dimX < ∞. Alors, f est 
y
lique pour le semi-groupe (S∗

t )t≥0 dans
L2(R+, X) si et seulement si,

Rang(M(f)) = dimX,où M(f) = F−1(M(f)). 72



Preuve : La su�san
e est déjà démontrée dans le Lemme 6.2.2. Ré
iproquement, soit f 
y
lique,don

EF = H2(C+, X) = closH2(C+,X)(Θ1H

2(C+, X1) +KΘ2
),d'après le Corollaire 6.2.2. En posant θ = eicz et en utilisant KΘ2

⊂ Kθ, on obtient
H2(C+, X) = P+θ(H

2(C+, X)) = closH2(C+,X)(P+θΘ1H
2(C+, X1)).Celà entraîne que le sous-espa
e Θ1H

2(C+, X1) est (P+e
−itz)t≥0-
y
lique dans H2(C+, X).Supposons maintenant que Rang(M(f)) < dimX. Alors, par le Corollaire 6.2.2, dimX1 <

dimX. D'après le Lemme de Complémentation 6.1.1, il existe une fon
tion intérieure (bilaté-rale), Θ(z) : X −→ X telle que Θ|X1
= Θ1. Puisque la multipli
ation par une fon
tion intérieureà gau
he est une appli
ation isométrique, on a que

Θ1H
2(C+, X1) ⊥ Θ′H2(C+, X

′),où X ′ = X ⊖X1 6= {0} et Θ′ = Θ|X′ . Par 
onséquent, Θ1H
2(C+, X1) ⊥ eitzΘ′H2(C+, X

′) pourtout t ≥ 0, 
e qui 
ontredit la 
y
li
ité mentionnée de Θ1H
2(C+, X1). La 
ontradi
tion montreque Rang(M(f)) = dimX. 2Remarque 6.2.2 Comme dans le 
as dis
ret (voir �2.4.), on peut montrer que le sous-espa
e S∗

t -invariant EM(f) étant in
lus dans L2(0, c; X) admet la représentation de Fourierde sorte que
EM(f) = L2(0, c; X) ⊖ F(ΘH2(X)),où Θ est une fon
tion intérieure au spe
tre {0}. Celà entraîne, après le 
hangement devariable z = (x− i)/(x+ i) et d'après le Théorème de fa
torisation 2.3.4, que

Θ(z) =

∫ x

b

a

exp

(
z + 1

z − 1

)
dµ(t),où µ est une mesure matri
ielle positive. Malheureusement, 
omme dans le 
as dis
ret, 
elàne revient pas à dire que Θ = exp

(
z+1
z−1

A
) où A est un opérateur dans X tel que 0 ≤ A ≤ I.Dans le 
as dis
ret, on a réussit quand même à aboutir à un 
ritère de 
y
li
ité (un peu plustransparent qu'i
i) par
e que dans 
e 
as-là, 
e sous-espa
e �de défaut� est de dimension�nie.Nous terminons ave
 un 
ontre-exemple similaire à l'exemple à la �n du �3.3.Exemple : Soit X = C2, ak = 2k, bk = 2k + 2, f = (ϕ1, ϕ2) où ϕ1 =

∑
k gkχ∆k

et
gk des fon
tions 
ontinues non nulle sur ∆k = [2k + 1, 2k + 2] telles que ∑k ‖gkχ∆k

‖ <∞et ϕ2 = S∗
1ϕ1.Ave
 des gk 
onvenables, on peut avoir l'espa
e M(f) de dimension in�nie, mais toujoursdu rang Rang(FM(f)) = 1. La fon
tion f , bien sûr, n'est pas 
y
lique. �73
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Résumé

Dans la première partie de la thèse, on va s’intéresser au problème ouvert de la
cyclicité des séries lacunaires dans H2(X) où X est un espace de Hilbert séparable, on
obtiendra un critère de cyclicité pour des séries lacunaires d’Hadamard dont la suite des
coefficients de Taylor est complètement relativement compacte (c.r.c.). Notamment, la
suite (xn)n≥1 ⊂ X est dite c.r.c. si, quelque soit la projection orthogonale P : X → X,
la suite normalisée {Pxn/‖Pxn‖ : Pxn 6= 0} est relativement compacte. On verra
que cette classe de suites coincident avec toutes les suites lorsque X est de dimension
finie et que pour tout X séparable, il existe des suites c.r.c. qui engendre l’espace X
tout entier. En fait notre résultat permet de démontrer plus puisqu’on va parvenir à
caractériser les sous-espaces S∗-invariants engendrés par ce type de séries. Dans cette
description que nous obtiendrons apparait un sous-espace invariant engendré par un
polynôme à valeur dans X et que l’on va expliciter en utilisant le langage de fonction
intérieure matricielle. Nous verrons ensuite comment on peut se ramener au cas scalaire
et donner un critère de cyclicité des séries lacunaires pour une puissance quelconque du
shift adjoint ainsi que quelques corollaires annexes. Le cas plus général des séries dont
le spectre est une réunion finie de suites lacunaires sera étudié sur certains exemples
de nature particulière.
Nous généraliserons aussi ces résultats au polydisque. Dans la seconde partie, nous
étudierons le problème dans le cas continu en l’occurrence dans l’espace L2(R+) et
pour le semi-groupe de translations à gauche. En utilisant la propriété d’unicellularité
en théorie d’opérateurs intégral de Volterra, nous construirons une classe de fonctions
cycliques pour le semi-groupe de translations à gauche étant un analogue continu des
séries lacunaire de l’espace ℓ2

a(X).
Mots-clé : Theorie des opérateurs, Shift adjoint, Semi-groupes de shifts adjoints,
Vecteurs cycliques, Séries lacunaires.

Abstract

The first part of this thesis gives a description of invariant subspaces for the back-
ward shift generated by vector valued lacunary series and by a class of lacunary power
series in H2(X), (where X is an Hilbert space). In particular, we show that these series

f in H2(X) are cyclic vectors if and only if the queue of Taylor coefficients f̂(k), k > N
generates the whole space X. Analogs of this result are obtained for some functions
whose spectrum is a finite union of lacunary sequences and in the polydisc. In the
scalar case H2, we give the criterion to have cyclicity of lacunary series for any power
of the backward shift.
In the second part, we prove in the vector-valued spaces L2(R+, X) (where X is a finite
dimensional Hilbert space) the cyclicity for the semi-group of left translations of some
particular functions with support included in a lacunary system of intervals.
Keywords : Operator theory, Backward shift, Semi-groups of backward shifts, Cyclic
vectors, Lacunary series.




